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SULLE SUPERFICIE ALGEBRICHE

CHE AMMETTONO
UN GRUPPO CONTINUO DI TRASFORMAZIONI BIRAZIONALI
IN SE STESSE.

Nota di Federigo Enriques, in Bologna.

Estratto dal tomo XX (1905) dei Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo.
Adunanza del 14 maggio 1905.

La profonda analisi delle superficie che posseggono un gruppo con-
tinuo di trasformazioni birazionali in s¢ stesse, iniziata dal sig. Picarp
e completata (particolarmente nel caso ellittico) dal sig. PAINLEVE, ha
condotto a determinare tre famiglie di superficie :

1) superficie con un gruppo co' razionale, riferibili a rigate;

2) superficie (ellittiche) con un gruppo oo ellittico, le quali ven-
gono caratterizzate dall’esistenza di due fasci di curve di ugual modulo:
un fascio, razionale o irrazionale, di curve ellittiche (traiettorie del gruppo),
ed un fascio ellittico di curve di genere comunque elevato;

3) superficie (iperellittiche) con un gruppo permutabile oo?, rappre-
sentabili mediante funzioni uniformi quattro volte periodiche di due pa-
rametri e riferibili alla varieta delle coppie di punti di una curva di ge-
nere due.

Ogni superficie che ammetta un gruppo continuo di trasformazioni
birazionali appartiene ad una (almeno) delle tre famiglie sopraindicate,
per cui & data una rappresentazione parametrica caratteristica *).

Le ricerche accennate esauriscono dunque il problema di classificare
le superficie con un gruppo continuo di trasformazioni birazionali; sorge
bensi un’altra questione cioé¢ «se le tre famiglie di superficie che ammet-

*) Per le superficie che ammettono un gruppo piti volte infinito di trasforma-
zioni, vedasi 'estensione del teorema di Scnwarz nella Nota di CASTELNUOVO-
EnriquEs (Comptes rendus de I’Académie des Sciences de Paris, 29 juillet 1895).

Rend. Circ. Matem. Palermo, t. XX (1905). — Estratto stampato il 12 maggio 1905. 1
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tono un gruppo continuo di trasformazioni birazionali possano caratte-
rizzarsi, separatamente o nel loro insieme, mediante i valori dei loro
caratteri invarianti (il genere numerico p,, il genere geometrico p , ed
in generale i plurigeneri P,) come accade nel caso delle curve ».

A tale domanda porge una risposta semplicissima la presente Nota.
Si ha il teorema: '

La condizione mecessaria e sufficiente affinche una superficie, non ra-
zionale, ammetta un gruppo continuo di trasformagioni biragionali in se, ¢
che il suo genere numerico sia negativo :

Pa<o'
po<—1

appartengono alla prima famiglia, ciot sono riferibili a rigate.
Le superficie per cui

Le superficie per cui -

bo=—1
sono ellittiche (con un fascio di genere p, di traietiorie) o iperellittiche, que-
st'ultimo caso presentandosi soliaito per p, = 1.
Si possono distinguere i due casi, ellittico ed iperellittico, corrispondenti
ai valori
pbo=—1, p ¢ = 1,

considerando il quadrigenere P : per

P >1 (p,=—1) ’
si hanno superficie ellittiche possedenti UN gruppo di trasformagioni oo e
non pitk ampio; per

Po=1 (po=—1)
st hanno superficie iperellittiche possedenti un gruppo permutabile oo*, il
quale in casi particolari (riducibilitd dei periodi degli integrali) ammette
due sottogruppi ellittici oo’

E da notare che tra le superficie ellittiche con p, = o trovansi in
particolare superficie rientranti anche nella 1* famiglia (rigate), le quali
contengono infiniti gruppi ellittici o', ed anche gruppi pit ampi.

A questo proposito mi sia permesso ricordare, come la famiglia
delle rigate sia stata caratterizzata nei miei recenti lavori, che avrd occa-
sione di citare fra un momento, mediante le condizioni:

P4:P5=O.

Prima di svolgere brevemente la dimostrazione dei teoremi enun-
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ciati, dird qualche parola intorno allo sviluppo delle idee che mi vi hanno
condotto.

Questo studio costituisce una estensione di quello che recentemente
ho compiuto sulle superficic di genere p, = o *), riuscendo appunto a
dimostrare che per

Pg =0, b, < —1
si hanno superficie appartenenti alla famiglia delle rigate, e per

pg =0, .pa =1
superficie (ellittiche) possedenti un gruppo oo’ di trasformazioni le cui
traiettorie formano un fascio razionale.

Ma, mentre P’estensione riesce per una parte esente da una difficoltd
essenziale propria allipotesi p, = o, essa esige d’altra parte la conoscenza
d’un fatto nuovo.

Tale conoscenza viene fornita [oltreché¢ dalla conclusione a cui
hanno portato gli studi di Severi, ExriQues, CasTeLNuovo — e d’altra
parte di PicARp — sugli integrali appartenenti ad una superficie irrego-
lare **)] da certe considerazioni sulle superficie, per cui alcuni integrali
picardiani sono funzioni 'uno dell’altro, che ddnno il teorema enunciato
nel § 1.

Il sig. CasTeLNuOvVO ed io c’incontrammo nello sviluppo di queste
considerazioni, ritraendone, indipendentemente, la veduta che esse per-
metterebbero di caratterizzare le superficie di genere p, < o, cid che io
attuo qui in rapporto alle mie ricerche precedentemente citate.

Frattanto venimmo a conoscere che il sig. DE FRANCHIS ***) ci aveva
in parte preceduto, stabilendo che una superficie per cui un integrale
picardiano ¢ funzione di un altro (algebricamente indipendente) contiene
un fascio irrazionale di curve, e deducendone in particolare che ogni
superficie di genere p, < — 1 possiede sempre un tal fascio.

Il sig. pe Francuis non ha avvertito che di qui era lecito senz’al-

*) Sur les surfaces algébriques de genre zero [Comptes Rendus, 27 février 19051,
Sulle superficie algebriche di genere geometrico zero [questi Rendiconti, t. XX (1905),
pp- 1-33 (adunanza del 5 marzo 1905)]. Citerd questa Memoria con (4).

*) Ad una superficie irregolare (p, < p,) appartengono p, — p, integrali di
1* specie, con 2(p, — p,) periodi. Cfr. CasTeLNuovo, Comptes Rendus, 23 jan-
vier 1905. Vedasi poi la nuova dimostrazione di SEVERI: Comptes Rendus, 3 avril 1905.
Cfr. d’altra parte Picarp, ibidem, 16 janvier et 3 avril 1905.

***) Cfr. la sua Nota in questi Rendiconti, t. XX (1905), pp. 49-54 (adunanza del
23 aprile 1905).
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tro dedurre la «riferibilitd a rigate delle superficie per cui p, << — 1 »,
in virtd di un noto procedimento *), che anzi io stesso ho avuto gid
occasione di applicare a questo caso concreto [anche ultimamente — in
(A) — per giungere al medesimo teorema di riferibilitd colla condizione
aggiuntiva p, = o, che ora si ¢ chiarita superflua].

Daltra parte, le considerazioni che il sig. DE FrancHis svolge per
p. << — 1, venivano da noi riferite pili generalmente al caso di un p,
qualunque abbastanza piccolo rispetto a p,, come il sig. CASTELNUOVO
esporrd in una Lettera resa pubblica in questi Rendiconti, insieme alla
presente Nota.

. Moviamo dal seguente teorema:
« Ogni superficie per cui
by >2p.+3
contiene un fascio irrazionale, di genere > 1, di curve » **).
In particolare la diseguaglianza precedente ¢ soddisfatta per
p<—1 (0.

Allora designando con p > 1 il genere del fascio, con = il genere
delle curve K di esso, con A(XNo0) il numero delle K dotate d’un
punto doppio e con p'* il genere lineare della superficie, si pud calco-
lare Vinvariante di ZEUTHEN-SEGRE in rapporto al fascio delle K, e si

trova **)

12p, =P+ 9=a+4+46—0FE—1)—4
da cui, essendo
Paé—za Aéo’ 9;2,
si deduce
—7—p"24nm
" L7 ,

cid che porta ® =0 e la riferibilita delle superficie ad una rigata di
genere — p, > 1 1).

Dunque le superficie per cui p,<{—1 sono riferibili a rigate +1)

e

*) CASTELNUOVO-ENRIQUES, Annali di Matematica, s. III, t. VI (1901), pp. 165-225.

**) Cfr. 'accennata Lettera del CasTELNUOVO al DE FRANCHIS [questi Rendxconu,
t. XX (1905), pp. §5-60 (adunanza del 14 maggio 1905)].

***) CASTELNUOVO-ENRIQUES, Annali di Matematica, L. c.,, n° 6, Oss. n° 2I.

+) CASTELNUOVO-ENRIQUES, . c., n°® 2I.

11) Allo stesso resultato giunge anche il sig. CASTELNUOVO nella citata Lettera.
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2. Pongasi
po=—1,
e si distinguano i tre casi:

p, =0, pg>1, pg:r.

1l primo caso ¢ gid esaurito (4), e conduce a superficie ellittiche
le cui traiettorie sono curve (ellittiche) di un fascio razionale.

3. Riferiamoci al 2° caso:
pg > I.

La diseguaglianza del § 1 ¢& soddisfatta; pertanto alla superficie ap-
partiene un fascio di genere p > 1 di curve K. E, conservando le desi-
gnazioni del § 1, avremo similmente

12p, =P+ 9=4+4+46—0F—1D—4
dove ora si ha:
ANo, >, pmél’ po=—1;

si deduce quindi

La superficie possiede dunque un fascio di curve ellittiche, mediante
le quali risulteranno composte le curve canoniche (NOTHER); questa con-
clusione & d’accordo colla deduzione aritmetica del valore di p™ tratto
dalla relazione precedente :

p(l) = I.

Ripetiamo ora brevemente un ragionamento svolto in (4), § 3.

Anzitutto, essendo A=o0, le curve K hanno tutte lo stesso modulo.
Inoltre si pud scegliere come modello proiettivo della superficie, una
tale superficie, di un certo spazio S,, che le K sieno curve ellittiche
normali (di quello spazio o di spazi inferiori contenuti in S,); allora
due K generiche risultano proiettive in un numero finito # di modi, e,
se si tien fermo- un punto P in una K, sopra ogni altra K resta deter-
minato razionalmente un gruppo (G,) di # punti, omologhi a P. Il
luogo dei gruppi G, costituisce una curva C, n-secante le K, e le curve
analoghe a C formano, sulla superficie, un fascio senza punti base.

Il fascio delle C pud supporsi a priori razionale o ellittico; risul-
terd poi che (nelle date circostanze) ha luogo necessariamente il 2° caso.
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Costruiamo sulla superficie le curve canoniche: esse si compongono
di curve K o di parti di esse, e debbono segare sopra le C gruppi ca-
nonici.

Teniamo presente che nel fascio delle K si avranno in generale delle
curve degeneri, le quali si riducono a componenti multiple

K, K,
contate secondo certi numeri

Spy Sy .-

maggiori dell’unitd [(4), § 6]. Si riconosce quindi che le curve canoniche
della superficie sono costituite : :

1) da 2p — 2 curve K, costituenti un gruppo della serie canonica
nel fascio di genere p;

2) e dalle componenti fisse

K, K,

g,

prese rispettivamente

s, — 1, S, — I, «u.
volte.

Pertanto il genere della superficie vale
Pg = P'
Ora il fascio delle K (di genere p,) porta
by
integrali di Prcarp di 1* specie della superficie, con
2 Pg
periodi; il numero totale degli integrali &
Pg - Pa = Pg + I’
Z(Pg + I)‘

Per un noto teorema di PorncarE sulla riducibilitd dei periodi degli
integrali abeliani o di differenziali totali, alla superficie deve appartenere
anche un integrale di 1° specie I, i cui periodi si riducono a due soli
distinti ®, 0’; le curve I = cost., cui corrispondono valori assegnati di

p{lew”), pPlow),

e quello dei periodi
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costituiscono allora sulla superficie un fascio ellittico, che si potrebbe ri-
conoscere non essere diverso da quello delle C, innanzi costruite.

Ma, come abbiamo notato in (), § 4, la proprietd di contenere un
fascio (razionale o irrazionale) di curve ellittiche K di ugual modulo,
e un secondo fascio ellittico di curve C (proprietd che si riduce d’al-
tronde alla rappresentazione parametrica di PAINLEVE, ibidem, § §) ca-
ratterizza le superficie che ammettono un gruppo ellittico o' di trasfor-
mazioni, aventi come traiettorie le curve K,

Concludiamo dunque che: le superficie per cui

pa:—l’ Pg>I

ammettono un gruppo ellittico o' di trasformazioni, le cui traiettorie
sono le curve (ellittiche) di un fascio di genere p,.

Questa conclusione ¢ del tutto conforme a quella relativa al caso
pg = 0.

4. Discutiamo infine il terzo caso:

Pa:—l, pg=1‘

Si avranno due integrali di Picarp di 1* specie #, v, che, a priori,
potrebbero supporsi 'uno funzione dell’altro; ma in tale ipotesi la super-
ficie conterrebbe un fascio irrazionale di genere due *) e, pel ragiona-
mento del § 3, dovrebbe essere una superficie ellittica di genere p, =2,
cio che contraddice al valore assegnato p, = 1.

Ora, i due integrali u, v, essendo indipendenti, si possono consi-
derare le coordinate x, y, g dei punti della superficie (limiti di integra-
zione) come funzioni di u, v.

Questo problema d’inversione & stato trattato in generale (indipen-
dentemente dal valore di p, e per un numero qualunque d’integrali) dai
sigg. Picarp e PaiNLevE *¥); il sig. Prcarp (I. c¢.) ha approfondito il
problema speciale che nasce qui in corrispondenza all’ipotesi p, = 1.

I resultati di tali ricerche, per quanto a noi interessa, dinno:

1) Gl'integrali u, v della superficie (F) riprendono un numero

*) Cfr. pE FrancHis e CASTELNUOVO, l. c.
**) Cfr.: Picarp, Journal de Mathématiques, IV® série, t. V (1889), pp. 135-319;
PAINLEVE, Acta Mathematica, t. XXVII (1903), pp. I-54.
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finito di .volte lo stesso valore, cio¢ la F si pud rappresentare sopra
una superficie iperellittica multipla (W).

2) Se la superficie I' ¢ priva di curva canonica propriamente detta
(non contandosi come vere parti di essa le curve, razionali, eccezionali,
che del resto possono essere sempre soppresse) essa ¢ iperellittica. Il
sig. Picarp dopo avere stabilito questo resultato ha osservato che 'ipo-
tesi della mancanza di una curva canonica (di genere > o) doveva ri-
tenersi superflua in base a cid che dice il sig. NOoTHER sulle curve
« ausgezeichnete »; ma siccome qualche nuovo esempio ha portato a
modificare su tale riguardo le conclusioni dell’illustre geometra tedesco,
cosi apparird naturale che, riprendendo in esame la questione, si trovi,
accanto al caso trattato da Picarp, anche un cuso nuovo che corri-
sponde, come vedremo, a superficie del tipo ellittico.

Nel nostro esame prendiamo le mosse dal teorema 1), in base a
cui: una superficie F, di generi p,=—1, p, =1, si puo rappresentare
sopra una superficie iperellittica multipla W, che ¢ con F in una corri-
spondenza [1, #]. E per semplicitd riteniamo W ed F prive di curve
eccezionali, ipotesi che ¢ sempre lecito adottare *).

Consideriamo la corrispondenza [1, #] tra W ed F, e la curva di
diramazione D (d’ordine X\ 0) che essa ha su W; di tale curva (quando
essa abbia 'ordine > 0) supporremo per semplicitd di ragionamento che
sia irriducibile e ne designeremo con p il genere effettivo, con & il nu-
mero dei punti doppi, con 7 il numero delle cuspidi; avvertiamo che
dovrd porsi p = 1, * = 0 se la curva D ¢ mancante (d’ordine = o).

Ora i generi numerici p,, p, di F e W saranno legati da una re-
lazione stabilita dal sig. Severt **) che nel nostro caso (poich¢ W non
ha curva canonica propria ed ¢ priva di curve eccezionali) si scrive:

24(pa+ ) =24n(p, + D+ 6(¢ — 1) — 27432 5.

In questa formula deve farsi

po=p.=—1

2s>o

designandosi con s le molteplicitd di eventuali punti fondamentali per la

*) CASTELNUOVO-ENRIQUES, Annali di Matematica, L c., n° 18.

**) Sulle relazioni che legano i caratteri invarianti di due superficie in corrispon-
denza algebrica [Rend. Istituto Lombardo, s. II, vol. XXXVI (1903), pp. 495-511],
pag. 508, s10.



SULLE SUPERFICIE ALGEBRICHE CHE AMMETTONO UN GRUPPO, ETC. 9

corrispondenza. Si deduce quindi
, 6(p —1) L2

Ora mostriamo che « non pud esistere su F una curva di genere
effettivo p > 1, con

. T30 —1)
cuspidi ».

Invero una curva siffatta sarebbe trasformata dalle trasformazioni
del gruppo iperellittico di W in una serie continua di curve, parimenti
di genere effettivo p, con & punti doppi e 7 cuspidi. Il genere virtuale
di tali curve sard

p+d++,

264545 =),
essendo, per W, p =1 ed avendosi su di essa una curva canonica d’or-
dine o.
Ma d’altra parte due curve infinitamente vicine della nostra serie,
hanno 29 intersezioni assorbite nei punti doppi e 37 nelle cuspidi, percio
deve essere

ed il grado

28+ 37 L2+ 0+ 7—1);
ma, ponendo in questa diseguaglianza
. T 30—
si ottiene
9(9 - I)é 8(9 - I)’

e quindi si deduce
. p=1 € T=0. C. D. D.
Due casi sono dunque possibili:
a) sopra W non vi & curva di diramazione (cio¢ D ha I'ordine = o).
b) sopra W vi & una curva di diramazione ellittica (o composta di
curve ellittiche).

5. Nel caso &) possiamo riferirci al ragionamento di Picarp, ed
anzi, avendo gi4 esclusa la presenza di una curva di diramazione su W,
si pud giungere assai rapidamente alla conclusione che la F ¢, come W,
una superficie iperellittica (con un gruppo o), nel modo che segue:

Si considerino i due gruppi di punti

Px E(xxyxz.x)’ e Pn E(xnynzn)
Pi=(xy,x) - P, =(%,9,%,)

Rend. Circ. Matem. Palermo, t. XX (1905). — Estratto stampato il 12 maggio 1905. 2
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corrispondenti a due punti
e {JE— ’ r7r
v P=(XYZ), P=XYZ)
Vi ¢ una trasformazione birazionale di W in cui si corrispondono
P, P’ e si ottiene quindi una corrispondenza algebrica tra i punti P, P, .
Si tratta di dimostrare che P] dipende da P, in modo ragionale, e percid
occorre stabilire che se, nello spazio riemanniano F, P, descrive un ciclo
lineare C_, ritornando alla posizione iniziale, anche P! descrive un cam-
mino chiuso C! e non si scambia (come a priori potrebbe supporsi) con
P/, ... P,. A tal fine si osserverd che a C, corrisponde su W un
ciclo lineare C, e che mentre P descrive C, P’ descrive un ciclo lineare
che si pud dedurre da C con una deformazione continua; ora mentre C
si deforma per continuitd su W, divenendo C’, e cid senza contencre mai
dei punti di diramazione, anche C_, si deformerd su F senza mai cessare
di essere un cammino chiuso, e finalmente si trasformerd in un ciclo
lineare C, descritto da P!. C. D. D.

6. Discutiamo il caso b).

Se la superficie iperellittica W contiene una curva ellittica, questa
appartiene ad un fascio ellittico di curve, trasformate di essa nelle o®
trasformazioni del gruppo iperellittico, e vi ¢ un integrale di Picarp di
1° specie, i cui periodi si riducono a due distinti; vi sard dunque un
altro integrale di Picarp di 1* specie parimend riducibile, e quindi un
secondo fascio ellittico di curve ellittiche su W.

Ora alle curve del 1° fascio cui appartiene la D (o le sue compo-
nenti), corrisponderanno su F le curve ellittiche K di un fascio ellittico,
ed in questo si troveranno un certo numero di curve, multiple secondo
certi numeri interi 5., s,, ... (maggiori dell'unitd), le quali, prese rispet.
s, —1I, s, — I, ... volte, comporranno la curva D’ omologa a D; D’
costituird la curva canonica di F *).

Alle curve del 2° fascio considerato su W, corrisponderanno invece
in F curve C, di un certo genere ® > 1, componenti del pari un fascio
ellittico.

Si deduce quindi che la F ammette un gruppo oo’ ellittico di tra-
sformazioni, che ha come traiettorie le curve K.

*) ENRIQUES, Ricerche di geometria sulle superficie algebriche [Memorie Acc. To-
rino, s. II, t. XLIV (1903)]. — Cfr. anche SEVERI L c.
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7. Ora come si potranno distinguere i due casi ) e b)?

Nel caso 4) mancano, insieme alla curva canonica, tutte le curve
pluricanoniche, cio¢ esse sono d’ordine = 0, quindi tutt i plurigeneri
sono eguali all’unitd :

P. = 1.

1

Consideriamo invece il caso b). Abbiamo una curva canonica D', la
cui composizione potrd designarsi in generale col simbolo

p=3%6—n;

quindi (anche nel caso in cui la sommatoria contenga un solo termine)
4 D' si comporra di almeno due curve del fascio ellittico, oltre a com-
ponenti fisse, ed apparterrd percid ad un sistema lineare di dimensio-
ne X\ 1; cid si esprime scrivendo che il quadrigenere

P >

8. Abbiamo dimostrato che le superficie per cui p, = — I sono
ellittiche o iperellittiche, assegnando i caratteri di distinzione fra i due
casi. Importa rilevare esplicitamente che le superficie iperellittiche ed ellit-
tiche hanno sempre p, = — 1. Per il caso iperellittico la cosa ¢ ben
nota, conoscendosi perfettamente un modello delle superficie iperellittiche,
per gli studi di PicaArRD e HUMBERT.

Per le superficie ellittiche basta a riferirsi alla rappresentazione loro

sopra un cilindro ellittico multiplo
Jw )=y, —4x —gx—g =0

con curva di diramazione composta di sezioni piane z = cost.
La formula di Severr da allora il genere numerico

Pu:—l'

Avvertiremo infine che Pangidetta rappresentagione permette di co-
struire effettivamente tutti i tipi di superficie ellittiche ; abbiamo indicato cid
in modo particolareggiato nella memoria (4), pel caso p, = 0; e le-
stensione al caso di p, qualunque richiede soltanto poche modificazioni
facilmente visibili.
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9. Riunendo i resultati qui ottenuti con quelli dati in (4) possiamo
rappresentarli nella seguente tabella :

p<— peo=—1 ba=0
( If 4 j‘oP } :—(Z)) rigate di genere — p, rigate ellittiche rigate razionali
4+ e
P+P>o0 impossibile superficie ellittiche
b P, F~1 con un gruppo oo’
P+ P >o0 ) o superficie iperellittiche
PP, =1 impossibile con un gruppo permutabile eo?
@,=1, P,=1) gruppo p
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9. Riunendo i resultati qui ottenuti con quelli dati in (4) possiamo
rappresentarli nella seguente tabella :

pa<—I Pn:_—l pa:O
P P,=o | . . . .
@ ::‘0’ ;) ) rigate di genere —p, rigate ellittiche rigate razionali
P, 4+ P, >0 o ossibile superficie ellittiche
ng4 1 P con un gruppo oo’
P 4 + P >0 ) - superficie iperellittiche
Pty =1 impossibile con un gruppo permutabile co®
(Pg =1, p P I)
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