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MÉMOIRE SUR LES SURFACES H Y PER ELLIPTIQU ES
P Ali

MM. FEDERIGO ENRIQUES et FRANCESCO SEVERI
il BOLOOSA 'à PADOVA

couronné par l’Académie des Sciences de Paris (1907).

I. Introduction.

1. On appelle surface hyper elliptique toute surface algébrique

F{x,y, z) =  0

qui admet une représentation paramétrique par des fonctions uniformes quadruple- 
ment périodiques de deux variables

(1) x = f l (u,v), y =  f2{u, v), z =  f3(u,v).

D’après un théorème classique de Weierstrass, on peut construire une surface 
hyperelliptique F de la façon suivante:

Soient x, y , z trois fonctions analytiques uniformes indépendantes de u, v 
ayant le caractère de fonctions rationnelles pour toute valeur finie de u, v, si 
ces fonctions sont quadruplement périodiques aux mêmes périodes, elles seront 
toujours liées par une équation algébrique

F(x,y,z) =  o.

Si au lieu de trois fonctions quadruplement périodiques, on en considérait 
r > 3, on aurait analoguement une surface hyperelliptique de l’hyperespace Sr. à r 
dimensions; celle-ci se ramènerait d’ailleurs par une projection à une surface de 
l’espace ordinaire.

Si, étant donnée une surface hyperelliptique

F(x,y,z) =  o,

on choisit trois (ou plusieurs) fonctions rationnelles indépendantes



284 Federigo Enriques et Francesco Severi.

X  =  X(x , y , z ) ,  Y  =  Y (x, y, z), Z  =  Z(x , y , z ) ,

celles-ci seront liées par une nouvelle équation algébrique

0 ( X ,  Y , Z )  =  o,

qui représente, ainsi que E =  o, une surface hyperelliptique. On peut exprimer 
cette remarque en disant que »si une surface Q> admet une transformée rationnelle 
hyperelliptique (F), elle est elle-même hyperelliptique».

En considérant en particulier le cas où la substitution rationnelle soit invertible 
(par des fonctions rationnelles), on a que »toute transformée birationnelle d’une 
surface hyperelliptique est elle-même hyperelliptique».

Au point de vue des problèmes dont nous nous occuperons, deux surfaces liées 
par une correspondance birationnelle nous apparaîtront comme deux surfaces iden
tiques, en tant qu’elles correspondent au même corps de fonctions abéliennes. 
Ainsi, dans la suite, nous considérerons toujours une surface donnée comme une 
image projective de la classe à laquelle elle appartient; c’est-à-dire qu’il sera 
permis de remplacer cette image par une autre quelconque de ses transformées 
birationn elles.

2. Premiers caractères des surfaces hyper elliptiques : le diviseur.
D'après le théorème fondamental de la théorie des fonctions abéliennes,1 

étant données les fonctions
v = fAu,v), y - f2{u,v), z = f3{u,v), 

on peut ramener leurs périodes primitives à un tableau normal de la forme

| i  o g h
(2) i , ,

|° 5 h g

où ò est un entier positif. Cette réduction peut être effectuée par des substitutions 
linéaires, d’une infinité de manières différentes. Mais on est toujours amené au 
même valeur de ô'. C’est ce que nous allons démontrer. Soit:

cq «2 «3 at
fil f il  f i3 fii

un tableau quelconque de périodes primitives des /; on a la relation bilinéaire
à coefficients entiers:
(3) xC'xCtifix =  0 (cu =  0, cix = — cxi).

1 Voir les travaux généraux de W eierstrass et de MM. P oincaré et P icard concernant les 
fonctions abéliennes de genre p\ voir en particulier pourp =  2 le mémoire classique de M. Aiteu, 
(Journal de Math., 1891) et la note recente de M. Painlevé (Comptes rendus).
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Lorsqu’on veut construire un tableau normal de périodes, on commence à 
transformer les périodes au moyen d’une transformation linéaire d’ordre i, telle 
que la relation bilinéaire entre les périodes transformées

«2 ci 3 a 4
/Jr A?'lJ 2 r  3 iJ 4

ait la forme normale:
«'i P's — /A«3 + <5 (a'2/?'t — ce',) =  o

i, () étant les diviseurs élémentaires de la forme (3). On prend ensuite de nouvelles 
variables

l 0u + u 0 v, ^ u  +  tiiV,

où les constantes X, /< sont déterminées de telle sorte que

X0«'i +  Ihti'i =  I K a'i +  Ihli'i =  O

x„«'2 +  =  O X, « '2 +  Itui '2 =*  •

Ainsi le nombre ô vient dépendre seulement des diviseurs élémentaires de la 
forme (3). Comme deux systèmes différents de périodes 'primitives sont toujours 
liées par une transformation linéaire d’ordre 1, d’après un théorème bien connu 
de Weierstrass, les formes bilinéaires relatives à ces systèmes, auront les mêmes 
diviseurs élémentaires; ainsi la valeur de <5 est la même quel que soit le système 
de périodes primitives dont on part, tant que ces périodes ne sont pas liées par 
des relations singulières à coefficients entiers.

Nous venons de prouver que, pour des périodes arbitraires, la réduction des 
périodes primitives des fonctions / à la forme normale, nous amène à un tableau (2) 
où Ventier ô résulte défini sans ambiguité par rapport aux fonctions /; ce nombre 
entier est donc un caractère du système de fonctions abéliennes données; nous 
l’appelerons le diviseur de ces fonctions.

Nous dirons aussi qu’une surface F est une surface hyper elliptique de diviseur 
ô, lorsqu’elle admet une représentation paramétrique par des fonctions abéliennes 
de diviseur ô.

3. Le rang. Soit encore un système de fonctions abéliennes 

(1) cc =  /,(m,ü), y = f2{u,v), z =  f,(u,v).

Un autre caractère de ce système peut être défini de la façon suivante:
A tout point (x,y,z) de la surface F il peut correspondre ou bien un seul couple 

u,v), ou bien r > i  couples {u,v), incongrus par rapport aux périodes primitives 
des fonctions /.
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Dans le premier cas il y a une correspondance biunivoque entre les points 
de la surface F  et les points (u, v) intérieurs à un prismatoïde de périodes primi
tives; dans le second cas au contraire on a qu’à tout point (x,y,z) de F cor
respondent r > i  points intérieurs à ce prismatoïde.

Le nombre r ( > i ) des points (u,v) intérieurs au prismatoïde des périodes, 
qui correspondent à un même point (x,y,z) de F, sera désigné dans la suite sous 
le nom de rang du système de fonctions f; on dira aussi que la surface F est 
hyper elliptique de rang r .

4. Surfaces rationnelles et réglées elliptiques.
D’après les définitions que nous venons de poser, toute surface rationnelle 

et de même toute surface réglée elliptique, peut être considérée comme une sur
face hyperelliptique, et cela de différentes façons.

On peut considérer une surface rationnelle (ou une réglée elliptique) F  comine 
un cas de dégénérescence des surfaces hyperelliptiques de rang i; mais on peut 
aussi exprimer les coordonnées des points de F par des fonctions abéliennes non 
dégénérescentes, formant un système de rang > i .

Dans la suite nous laisserons de côté les surfaces rationnelles et celles qui 
peuvent être transformées en des réglées elliptiques; le nom de. surfaces hyper ellip
tiques ne sera donc pas appliqué aux surfaces de ces familles, tout au moins lorsqu’il 
s’agira de surfaces que l’on se donnera à priori.

5. La surface de Jacobi.
Dans la théorie des surfaces hyperelliptiques joue un rôle fondamental la 

surface que Von construit de la façon suivante: Soit

/(£,»/) =  rf — '/>(=) = o

une courbe de genre deux, et soient (f,,»;,), (i,,ç2) deux points variables de /; posons 

(i) Z =  £l + b2, 2 /= !  1S2> 3 =  ^  + 1?,.

D’après le théorème d’inversion de J a c o b i , le point (x ,y ,z ) décrit une surface 
hyperelliptique

F{x, y,z) =  o,

dont l’équation s’obtient en éliminant i'2,>;2 entre les (i) et les

fiëuVi)= 0 , /( i 2,^) =  °-

A chaque couple de points de la courbe / correspond par les formules (1) 
un point de la surface F, et réciproquement.
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La surface F , ou toute transformée birationnelle de celle-ci, dont les points 
correspondent (élément par élément) aux couples de points d’une courbe de genre 
deux, sera désignée dans la suite sous le nom de surface de Jacobi.

Remarque. La courbe de genre deux peut dégénérer en se réduisant à un 
couple de courbes elliptiques ; on tombe alors sur la surface de Jacobi particulière 
qui représente les couples de points de ces courbes.

Il y a aussi d’autres dégénérescences possibles de la courbe /, mais ces cas 
amènent aux surfaces hyperelliptiques dégénérescentes (surfaces rationnelles et 
réglées elliptiques) que nous venons d’exclure de notre étude (n. 4).

(i. Transformées rationnelles d'une surface hyper elliptique. Le rôle qui est 
joué par la surface de J a c o b i  dans la théorie des surfaces hyperelliptiques, res
sortira du théorème suivant:

Toute surface hyperelliptique admet une transformée rationnelle qui est une 
surface de Jacobi.

Considérons la surface hyperelliptique <I> qui est représentée par les formules

(1) * =  /i(«,»)i y = f2(u,v), z = f3{u,v),

et supposons d’avoir effectuées d’avance sur,u ,v  les substitutions linéaires qui 
ramènent les périodes des fonctions abéliennes /,, fs au tableau normal

1 0  g h 

0 s h ?'>

où le diviseur ô sera un entier positif (11. 2). Entre les parties imaginaires 
gr,, hi , g\, de g, h, g1 on aura l’inégalité

(3) fft g'i > K ■

En désignant par r(> i) le rang des fonctions (1), on aura qu’à un point 
quelconque (x, y, z) de O correspondent r couples (u, v) incongrus par rapport aux 
périodes (2), soit

(4) («i.v»), (u2, v2), . . . (ur, vr).

Par rapport au tableau (2) ces couples ne sont pas distincts des couples

(«l. Vi + ÿ)> («2, + ̂ )> • • • («»•, vr + ÿ),
x =  1, 2, . . . ò — 1.
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Mais, toutefois, les couples (4), (5), qui sont au nombre de n = rô ,  sont 
distincts par rapport au tableau

( 6 )
1 o  g h
0 1  h g'.

Ceci posé, nous allons construire une surface de Jacobi F , en partant d’une 
courbe / de genre deux dont les intégrales de première espèce aient les périodes 
normales (6); nous sommes assurés que cette courbe existe d’après l’inégalité (3).

En désignant par « i(!), «%(£) les intégrales considérées de /, sommons les 
valeurs que w,,w2 prennent en deux points (£',), (i"2) de /; on peut regarder ces 
sommes comme des fonctions du point (X ) de la surface F, qui correspond au 
couple (^ ) ,( |2) de /.

Soit :
u(X) =  cqdj) + ctqd'j). t'(Z) -=w2d;) f  w2(£2).

Les fonctions u, v seront deux intégrales simples de première espèce attachées 
à la surface F, et elles auront les périodes primitives (6).

Les coordonnées d’un point de F  seront des fonctions uniformes quadruplement 
périodiques de it, » ayant les périodes (6).

Or, entre les points de la surface © et ceux de F  il y a une correspon
dance [1 ,ri\ de façon qu’à un point (x ) de © répondent n points (X) de F, 
donnés par les couples (4), (5).

Etant donné un point (X) de F , on a un couple (u , v) par rapport au 
tableau des périodes (6) et à fortiori par rapport à (2); ainsi par les formules (1) 
à (X ) répond un point (x) de © qui résulte une fonction rationnelle de (X).

La surface (b admet donc une transformée rationnelle qui est la surface de 
Jacobi F. La proposition énoncée se trouve ainsi justifiée.

Remarque. On reconnaît en cette proposition une expression géométrique 
du théorème fondamental d’après lequel toute fonction abélienne est une fonction 
rationnelle dos séries 0 .

La propriété que nous venons d’établir peut être énoncée d’une autre 
façon.

Entre la surface hyperelliptique donnée © et la surface de Jacobi F nous 
avons trouvé une correspondance [1, n] de sorte qu’à un point de © répond un 
groupe Gn de n points de F . Les groupes Gn qu’on obtient sur F  en variant 
le point homologue de ©, forment une série algébrique go2 qui jouit de la propriété 
suivante: chaque point de F appartient à un groupe de la série, les points du 
groupe jouant un rôle symétrique par rapport à la détermination de celui-ci.
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On exprime cette propriété en disant que les groupes Gn forment sur F une 
involuiion I n d'ordre n . On dira aussi que <I> (ou toute autre surface en correspon
dance birationnelle avec celle-ci) représente l’involution /„, ou qu’elle en est une 
image.

Ces définitions établies, notre résultat peut être exprimé en disant que 
» tou te surface byperelliptique correspond à une involution In appartenant à une 
surface de Jacobi».

On peut même préciser cet énoncé en tenant compte de la valeur de h ; 
en effet nous avons trouvé

n = r ()',

r et <)' désignant respectivement le rang et le diviseur de la surface byperellip
tique donnée.

Nous aurons donc le théorème suivant:
Toute surface hyperelliptique de diviseur ò et de rang r correspond à une involu

tion d'ordre rii appartenant à une surface de Jacobi; la surface donnée est une 
image de l’involution.

En particulier: Toute surface hyperelliptique de diviseur et de rang 1 est une 
surface de Jacobi.

On a aussi :
Toute surface hyperelliptique de rang r et diviseur ô, correspond à une involu

tion d'ordre r appartenant à une surface hyperelliptique de rang 1 et de diviseur r)'. II.

II. Les surfaces liyperelliptiques de rang 1.

7. Les surfaces hyperelliptiques de rang i ont été étudiées par M. P i c a r d  

comme des surfaces admettant un groupe permutable o°2 de transformations bira- 
tionnelles en elles-mêmes, c’est pourquoi elles ont reçu le nom de surfaces de Picard.

Aux propriétés découvertes par M. P i c a r d , M. H u m b e r t  a ajouté une étude 
approfondie de ces surfaces, de façon qu’on en possède maintenant une théorie 
qui peut être regardée comme complète sous plusieurs points de vue.

Cependant il ne paraîtra pas inutile que nous nous arrêtons à rappeler en ce 
chapitre les théorèmes fondamentaux qui constituent cette théorie, en les rapprochant 
au point de vue géométrique, auquel nous nous placerons souvent dans la suite 
de ces recherches; nous aurons occasion ainsi d’ajouter aux résultats connus 
quelques résultats nouveaux, qui nous ne semblent pas dépourvus d’intérêt.

Acta mathematica. 32. Imprimé le 13 février 1900. ;>7
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Nous nous proposons d’abord de construire toutes les surfaces de P i c a r d  en 
partant de la surface de Jacobi (nos 11,12). Cette construction mettra simplement en 
lumière les propriétés fondamentales qu’on peut considérer comme caractéristiques 
pour notre famille de surfaces (nos 13,14, 16). Enfin elle nous amènera à reconnaître 
les types, birationnellement distincts, de surfaces hyperelliptiques de rang 1, en 
classifiant celles-ci d’après leur diviseur à (n. 30).

S. Transformations de la surface de Jacobi en elle-même.
Reprenons la surface de Jacobi F que nous avons définie au n. 5; elle est 

représentée par les équations

~ S l  " f  y  “ S i  S2> 1 J  1 2 >

/(si,!?,) =  0, /(i'2fJ?2) = 0 ,

en désignant par /(i‘, rj) =  if — <p (£) - 0 une courbe de genre deux.
Ainsi que nous l’avons rappelé, la surface F possède deux intégrales simples 

de première espèce que l’on obtient en sommant les valeurs des intégrales analogues 
de /, aux points (ip,^) et (£3,»̂ )' (v°ir n. 6).
Or il est bien connu que:

La surfa,ce de Jacobi F admet deux séries co2 de transformations birationnelles 
en elle-même, qui forment un groupe mixte.

Ces transformations sont représentées par les formules

. , I u -f u' — const.
( 1 )  \  , rl v + v =  const.
et

( u' — u — const.
(2) ) 1 ,| v — v =  const.

Les transformations (1) s’appellent des transformations de première espèce, 
les (2) des transformations de seconde espèce; ce sont là les deux soi'tes de trans
formations qui appartiennent à F pour toute valeur des modules; il peut en 
exister d’autres seulement pour des valeurs particulières de ces modules, ainsi que 
nous le verrons dans la suite.

Une transformation de première espèce définit sur F une involution de second 
ordre, les points homologues étant conjugués par rapport à celle-ci.

Le produit de deux transformations de première espèce est une transformation 
de seconde espèce.

Deux transformations de 2de espèce engendrent par multiplication une nouvelle 
transformation de 2de espèce; cela revient à dire que les transformations de 2de
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espèce forment, à elles seules, un groupe continu qui est un sous-groupe du groupe 
mixte renfermant toutes les tranformations (x), (2) de F.

A l’égard de la multiplication des transformations de F ajoutons que: les 
transformations de 2de espèce sont deux à deux permutables entr elles.

Il n’en est plus ainsi généralement pour deux transformations de première 
espèce.

Enfin rappelons que:
Etant donnés sur F deux points (x), (x'), il existe deux transformations de notre 

groupe mixte qui font correspondre au premier point le second; Fune de celles ci est 
une transformation de première espèce, Vautre une transformation de seconde espèce.

Remarque I. Si une transformation de seconde espèce

( u' — u — l  
\ v' — V =  11

ramène en lui-même un point de la surface, les équations de la transformation 
seront satisfaites pour u' — u, v' =  v. Il faudra donc que l’on ait /. =  /< =  o, c’est- 
à-dire que la transformation soit l'identité. Donc:

Une transformation de seconde espèce qui ne soit pas l’identité n’admet aucun 
point de coïncidence.

Au contraire une transformation de première espèce

Ì u + u' ==l
I v + v  =  (U •

admet toujours 10 points de coïncidence qui tombent en les points

A + iot fi + cij2----------- , ------------ ,
2 2

dit, io.; étant un couple de périodes simultanées de u, v.
Remarque II. Faisons ime autre remarque utile pour la suite.
Lorsque un point de F se meut sur un cycle linéaire quelconque o , le point qui 

lui correspond au moyen d’une transformation de seconde espèce

f u' —  u =  A 
1 v' — V = fl

décrit un cycle u' homologue à a. En effet si les paramètres / ,  ;i aboutissent à zéro 
par une variation continue, le cycle o' se réduit au cycle a.
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9. Transformations de seconde espèce cycliques.
Tandis que les transformations de première espèce de F sont périodiques 

(d’ordre 2) il n’en est pas ainsi, en général, pour les transformations de seconde 
espèce.

Reprenons les équations (2) du n. 8 en les écrivant sous la forme

et rappelons qu’il est sous-entendu que les congruences se rapportent aux périodes 
simultanées de u, v. Pour que ces équations représentent une transformation 
périodique d’ordre n, il faut avoir

cela revient à dire que

w,, w, désignant un couple de périodes simultanées de u, v.
On obtient ainsi des transformations de la surface de Jambi F, qui sont pério

diques d'ordre n.
En tenant compte du fait que parmi ces transformations il y en a en général 

qui sont périodiques d’un ordre diviseur de n, au moyen d’une formule connue de 
Dedekind on reconnaît que : les transformations périodiques d'ordre n (et non moindre

que n) sont au nombre de ?p| i — | i — | i — . . . oh a, ji, y, . . . désignent

les diviseurs premiers de n . 1
Remarque. Les transformations périodiques d’ordre n de F  en elle-même 

peuvent être définies de la façon suivante:
Soit Gn un groupe de n points de F et sommons les valeurs des intégrales 

u, v aux points de Gn; désignons ces sommes par h, k. Il y aura oo2’*—2 groupes 
analogues à Gn qui donnent lieu aux mêmes sommes h , k ; ceux-ci formeront une 
certaine série qu’on pourra désigner par Fn. Or parmi les groupes de I ’H il y en 
aura un nombre fini (et précisément n*) qui seront formés par un seid point 
compté n fois.2 Eh bien: les transformations périodiques d’ordre n sont définies 
parmi les transformations de seconde espèce de F , par la propriété de changer un 
point de coïncidence w-ple de I'n en un point analogue.

‘ Voir i>. e. (.'astei.nuovo, Uend. dell’Istituto Lombardo, s. Il, t. XXV, 1892; n® 8,
3 V o ir p. ex . Castem suovo, loc. cit,

( 1)

nil - 0 nu _ o ;
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Considérons une transformation périodique de seconde espèce de F, et ses 
puissances; on obtient un groupe cyclique de transformations qui sont représentées 
par les formules:

(3)

1 7 1 ’ \u — u le n
{k = o, I, 2, . . . n — 1

1 7 2̂v — v re n \
où w„ w, constituent un certain couple de périodes de u, v. On peut même ramener 
ces formules à une expression plus simple; en effet par des substitutions linéaires 
convenables effectuées sur les cycles normaux et sur les intégrales u, v, elles se 
réduisent à la forme

( u '— U — o

Cette réduction s’effectuera de la façon suivante: désignons par q2 le cycle 
de F  qui correspond aux périodes iult w, et construisons un système normal de 
cycles renfermant q2; il suffira de prendre comme nouvelles variables les
intégrales de F qui ont les périodes x, o et o, i le long de Qu çt.

Il est bon d’ajouter que la construction du système normal de cycles auquel 
appartient o2; peut être effectuée en remarquant que la surface F  renferme de 
coui'bes C de genre deux (n. 20); il suffit alors de ramener le cycle ç2 à un cycle 
de la surface riemannienne C et de construire ensuite sur celle-ci les retrosections 
riemanniennes QiQî ,Q3q4.t

10. Opérons sur un point quelconque P de F au moyen des transformations 
(3) ou (3O du n. 9; on a ainsi un groupe de points Gn =  {P, P', P", . . . P(n~V).

Ce groupe est défini d’une façon symétrique par rapport à ses points; en 
conséquence au varier de P, il décrit une involution cyclique d’ordre n que nous 
pouvons désigner par I n. On obtient le nombre des involutions I n, en divisant le 
nombre des transformations périodiques d’ordre n par le nombre des transformations 
qui ramènent en lui-même tout groupe d’une l n donnée. Ce dernier nombre est 
évidemment égal à la fonction cf(n) de Gauss.

Il y a donc sur F,ns ji + |i  + |i  + ji + *.,j . . . involutions cycliques

d’ordre n engendrées par les transformations de seconde espèce (3), [ou (3')].
Ces involutions cycliques I n jouissent des propriétés suivantes: 1

1 Voir le Traité de MM. P icard et S imart (t. I, p. 80) et les remarques de Severi dans son 
mémoire publié par les Rendiconti del Circolo matematico di Palermo, 7 Gennaio 1906.
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a) Elles sont transformées en elles-mêmes par les transformations de seconde 
espèce de F.

b) Elles sont transformées en elles-mêmes par les transformations de première 
espèce de F.

Cette dernière affirmation a besoin d’être justifiée. Soit w une transformation 
cyclique de seconde espèce d’ordre n, qui engendre sur F une involution l n. Il 
ne subsiste pas que w soit transformée en elle-même par une transformation 
quelconque de première espèce i t . Mais en multipliant co par n, on obtient un 
groupe fini composé par les 2 n transformations

10 j l'J2, . . . w”-1 , o>“ - 1
n, ojn, . . . ion~Vr.

Ces transformations donnent lieu à une involution I;n dont chaque groupe 
est composé par deux groupes de I„, qui sont échangés l’un en l’autre par chacune 
des transformations de première espèce

■n, ion, . . . wnTVr.

Il s’ensuit que I n est transformée en elle-même par toute transformation de 
première espèce de F .

c) Elles n'ont pas des points de coïncidence, c’est-à-dire que tout point P d’un 
groupe Gn de I n est distinct des autres n — 1.

En effet un point de coïncidence de /„ serait un point uni pour une trans
formation de seconde espèce, tandis que ces transformations n’ont pas des points 
unis (voir la remarque I au n. 8). 11

11. Construction des surfaces de Picard de diviseur à.
Considérons une involution h  engendrée par une transformation périodique 

de seconde espèce d’ordre é, appartenant à une surface de Jacobi F .
Nous allons démontrer que toute surface Fò qui représente l'involution h) est 

une surface hyper elliptique de rang 1 —c’est-à-dire une surface de Picard de diviseur ô.
En désignant par u, v les intégrales normales de première espèce attachées 

à F, nous considérerons les sommes des valeurs que u, v prennent aux d points 
d'un groupe de /,>; ces sommes divisées par h seront désignées par U, V.

Alors U, V seront deux intégrales de première espèce attachées à la surface 
Ft; il s’agit:

a) de déterminer les périodes primitives de U, F et de montrer que celles-ci sont

1 0  g h
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b) de prouver que les coordonnées des points de F,) s’expriment par des 
fonctions uniformes de U, T7; ces fonctions seront de rang i, puisqu’on tout point 
de F,) les intégrales U, V résultent définies sans ambiguité, aux périodes près.

a) Soient ai,a2.a3,<!i les quatre cycles de la surface F  qui correspondent aux 
périodes normales, ce que l’on peut représenter par le tableau suivant

<h (ï2 "b

U I 0 g h
V 0 I h g'

On peut supposer que les équations de la transformation périodique qui 
engendre /,) soient

v! — u ~ o
I XV — v ()

(voir n. 9).
Ceci posé considérons les cycles a\,a' 2>a' 2,a\ de F,), correspondant à ai,a2,a2,ai . 
On peut évaluer les périodes de U, V le long de ces cycles, en rappelant 

la remarque II du n. 8; d’après cette remarque au cycle u', décrit par un point 
P ' de F,), correspondent sur F des cycles homologues décrits par les ô points ho
mologues P j, . . .  P a; un de ces cycles a été déjà désigné par at .

On trouve ainsi que les périodes de U , V correspondant aux cycles 2,<s' 3,a' A
sont celles représentées par le tableau suivant

<r'i o - '2 0 ' .

u I 0 g h
V 0 I h g'■

Mais les cycles a1,, a’2> a'3, a\ de F ,5 ne sont pas primitifs; c’est là un point 
délicat qu’il faut mettre en lumière.

A cet effet remarquons que l’on obtient un cycle de F,) qui n’est pas une 
combinaison linéaire de a\, a'2, o'.it a'4 par la construction suivante: Considérons les 
points Pl,P 2, . . .  P,i de F qui correspondent à un même point P' de P,). Soit 
(■)l une ligne ouverte joignant P t à P,. Tandis que P t décrit cette ligne, P2 par- 
courira une ligne 0 , qui aboutit à P 3, . . ., P rt une ligne 0 ,> qui aboutit à P ,. 
Eh bien, au chemin ouvert 0, correspond sur F à un cycle fermé 0 '; ce cycle par
couru h fois correspond au cycle

©, + 0, + • ■ • + ©o
de la surface F.

mod
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Evaluons les périodes des intégrales U, V correspondant au cr'cle ©' de FV 
Elles correspondent aux valeurs que les intégrales u, v de F  prennent le long de 
©, ; la correspondance (P{ P .,) étant représentée par les équations

u'~ u

v + l -
ces valeurs sont respectivement

i f 1 °o et mod<) o i
g h
h g'.

Nous sommes arrivés à la conclusion que les intégrales U,  V de F admettent

les périodes simultanées o, * par rapport au cycle <•)'; ce cycle compté ô fois

donne le couple de périodes (o, i) et résulte ainsi homologue à a\.
On voit ainsi, ce que nous avons affirmé, qne les périodes

ne sont pas des périodes primitives pour. U, V sur Fa, puisque ces intégrales 
admettent les périodes

( i o g h
( 2 )  i  7 ,| « () h g
correspondant aux cycles

(3 ) (!\> ©'» o's. o \ .

On peut prouver au contraire que les périodes (2) sont primitives. A cet 
effet il faut montrer que tout cycle de Fa est homologue à une combinaison 
linéaire à coefficients entiers des cycles (3).

Observons d’abord qu’un système de chemins analogues aux chemins (■)l , 
0 2, . . .  ©a, peut être défini sur F  pour tout groupe G a de l’involution I,\, et que 
le cycle ©' correspondant aux nouveaux chemins sur Fa , est homologue au chemin

©' obtenu auparavant, parce qu’il donne encore les valeurs 0, pour les in
tégrales U, F.

Ajoutons que sur F  un chemin allant de P l à P,-i(* =  3, 4 . . .) est homologue 
à la somme du chemin ©, + ©2 + •• • f  ©; et d'un cycle linéaire; par conséquent 
le chemin fermé qui lui correspond sur F a est homologue à la somme de i&  et 
d’une combinaison linéaire à coefficients entiers des cycles a't , o'2 =  $©',, o'3,(j'4, 
c’est-à-dire à une combinaison des cycles a',,©',<r'3.(;'4.
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Comme tout cycle linéaire de Fs a pour correspondant sur F ou bien un 
cycle linéaire — qui s’exprime au moyen des cycles alt <>■,, ir3, <rt — ou bien un chemin 
ouvert joignant deux points conjugués — qui s’exprime au moyen de ces mêmes 
cycles et des chemins 0 L, . . . C-Ja — on en conclût que tout cycle de F/, restera 
homologue à une combinaison à coefficients entiers des cycles

(3) a'i> ©'» "J3> o\.

b) Il s’agit maintenant de montrer que les coordonnées des points de Fa sont 
des fonctions uniformes de U, V, c’est-à-dire que U, V ne peuvent reprendre les 
mêmes valeurs, par rapport aux périodes (2), en des points différents de la 
surface.

Revenons à la définition des intégrales U, V: elles s’obtiennent en divisant 
par () les sommes des valeurs des intégrales u, v attachées à F, aux points d ’un 
groupe de la. On a donc

ü ~ u  

V ~ v  + 3— 1
2Ô

0 g h

Soit U„, V0 et Ut , V1 deux couples de valeurs de U, V, congrus par 
rapport au tableau (2), et désignons par X„, X, les points correspondants de Fa', 
il faut prouver que ceux-ci ne sont pas distincts.

Désignons par xu un des ô points de F  correspondants à X0, et par xx un 
des points correspondants à X x. On aura alors

u u . u(x0), U X u(xx)
Tr . , () — r

» W +  2( )  ’

III
III

bT

et par conséquent
u(x0)--.u{xl) 
V (*o) ~   ̂(̂ 1 ) 1

Ò — I
2(1

les congruences ayant lieu par rapport au tableau (2). Ces relations peuvent 
donc s’écrire

u(x0) u{xx) 

v{x0) «(æj + l (é entier <ô)

les nouvelles congruences étant considérées par rapport au tableau (1). 
Il s’ensuit que aq est amené en xx par la transformation
Acta mathematica. 32. Imprimé le 16 mars 1909.
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v! — u

V1 V +  .. »0

et par conséquent que x0, xx appartiennent à un même groupe de /,>, ou, enfin, 
que les points X 0, X t ne sont pas distincts.

12. Nous venons de prouver que toute involution cyclique /,> engendrée sur 
une surface de Jacobi par une transformation périodique de seconde espèce, est 
représentée par une surface de Picard. Il est aisé de montrer que, réciproquement, 
toutes les surfaces de Picard peuvent être obtenues par cette construction.

C’est là une conséquence immédiate de ces faits: a) que par la construction 
indiquée on obtient des surfaces hyperelliptiques de rang r (c’est-à-dire des sur
faces de Picard) correspondant à un tableau normal de périodes

i o  g h
1 i /o ^ h g »

qui peut être assigné à priori (en satisfaisant à l’inégalité classique); b) que des 
surfaces de Picard, correspondant à un même 'tableau, peuvent être transformées 
birationnellement l’une dans l’autre.

Ainsi on peut résumer les résultats obtenus en énonçant le théorème suivant:
Que Von se donne une surface de Jacobi F et une transformation périodique 

de seconde espèce d'ordre ô, de F; Vinvolution le engendrée sur F par cette trans
formation, est représentée par une surface Fe qui est ime surface de Picard de 
diviseur ô.

Réciproquement, toute surface de Picard F,) de diviseur b admet comme trans
formée rationnelle une surface de Jacobi F(ô =  i), de façon qu'à un point de F,) 
correspondent sur Fd points homologues par rapport à une transformation périodique 
de seconde espèce et à ses puissances.

Remarque. Au lieu de considérer sur F le groupe cyclique engendré par 
une transformation périodique

u’~ u

on peut considérer le groupe engendré par deux transformations

u' z^u u '= u + \0

v' V + v' V.0
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De même que par le premier groupe cyclique on définit sur F une involution 
Jf,, d’ordre Ô, par ce second groupe on définit sur F  une involution Iÿi, d’ordre r)'2. 
Celle-ci vient représentée aussi par une surface de Picard F ' . Mais les intégrales 
de F' admettent les périodes normales

i o ôg ôh 
o i  ôh ôg'

de façon que F1 est une nouvelle surface de Jacobi (de diviseur i) .1
Il est intéressant de remarquer que la surface de Picard F,) correspondant à 

l’involution I,), est une transformée rationnelle de la surface de Jacobi F, et qu’il 
y a entre F', Ffi une correspondance [i, ô] sans points de diramation sur F\

On obtient ainsi une construction des surfaces de Picard, en quelque sorte 
réciproque à celle que nous avons développée au n. u :  Toute surface de Picard 
F,-, de diviseur ô, est une transformée rationnelle d’une surface de Jacobi F, qui 
correspond à une involution d’ordre ô sur Ffi; ainsi Ffi vient représentée sur une 
surface de Jacobi comptée ô fois sans points de diramation.

13. Les surfaces de Picard considérées comme des surfaces qui admettent un 
groupe de transformations en elles-piêmes.

D’après notre construction des surfaces de Picard Fò (n. n )  les propriétés 
des involutions I,) appartenant à une surface de Jacobi (propriétés que nous 
avons indiquées par a), b) au n. io) se traduisent en les propriétés suivantes.

Toute surface Ffi hyperelliptique de rang i, admet deux séries g©2 de trans
formations birationnelles en elles-mêmes, qui seront désignées comme des transforma
tions de première et de seconde espèce. Les transformations de première espèce 
sont périodiques d’ordre 2; celles de seconde forment un groupe continu de 
transformations permutables.

D’ailleurs, étant donnée la représentation paramétrique de F ô par les inté
grales U, V, les transformations de première et de seconde espèce de Ffi en 
elle-même, résultent définies par les formules

1 II est essentiel de remarquer que, d'après les nn. 2, 3, le diviseur A et le rang r de F 
résultent en effet A =  I , r — 1, et cela parce qu'en ces définitions on se rapporte toujours à 
des périodes primitives. Il n’en serait pas ainsi si l’on se rapportait aux périodes

car on aurait alors

1 0 g h
0 1 h 9’-

li <3*

Mais ces périodes 11e sont pas primitives puisque les intégrales correspondantes admettent les 
périodes simultanées
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U1 + U const.
V  + V const.

et respectivement
U' — U const.
V  — V - const.

de même que dans le cas de la surface de Jacobi (n. 8).
Or M. P i c a r d  a établi le théorème suivant:
Toute surface algébrique qui admet un groupe continu permutable crJ de trans

formations birationnelles en elle-même, opérant sur les points de la surface d’une 
manière transitive, est une surface hyper elliptique de rang 1 ou une dégénérescence 
(surfaces rationnelles ou réglées elliptiques).

C’est même à cause de ce théorème qu’on a donné aux surfaces en question 
le nom de surfaces de Picard.

L’énoncé qui précède ne diffère de celui de M. Picard que par l’introduction 
du mot »rang», d’après la définition du n. 3.

14. Sur les conditions pour qu’une surface soit hyper elliptique de rang 1. 
Théorème de M. Picard.

Les surfaces de Picard F(1 jouissent des propriétés suivantes:
a) Il y a deux intégrales simples de première espèce attachées à F,); nous 

les avons désignées par U , V .
b) Il y a une intégrale double de première espèce

f f d U d V ,
c’est-à-dire que le genre de F,-, est

Pt= 1 -

En désignant par ni l’ordre de F (, il y aura donc une surface adjointe <pm—i 
d’ordre m — 4.

c) La surface <pm- 4 adjointe à F6 coupe celle-ci, hors de la courbe double, 
suivant des courbes exceptionnelles, qui peuvent manquer, et que l’on peut toujours 
faire disparaître par une transformation de la surface.

Outre que par le raisonnement analytique de M. Picard, la propriété c) peut 
être justifiée géométriquement de la façon suivante. On remarquera d’abord 
qu’elle subsiste pour la surface de Jacobi F (ô=  1): en effet en se rapportant au 
modèle défini au n. 5, l’adjointe qm—i coupera F suivant la ligne exceptionnelle 
qui correspond à la g\ de la courbe de genre deux, dont F représente les couples. 
Mais, d’après la construction du n. n ,  la même propriété subsistera pour toute 
F,), quel que soit d\ en effet à une courbe non exceptionnelle découpée sur F,i par
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son adjointe, répondrait une courbe analogue sur la surface de Jacobi, qui est une 
transformée rationnelle de F i.1

Or c’est une circonstance de la plus haute importance que les propriétés 
a), b), c) des surfaces F,) suffisent à caractériser la famille de ces surfaces. On a 
en effet le théorème de M. Picard que nous énoncerons sous la forme suivante: 

Toute surface d'ordre m et de genre pg — i , qui possède deux intégrales simples 
de première espèce et qui n’est pas découpée par son adjointe d'ordre m — 4 en déhors 
des courbes exceptionnelles, est une surface hyper elliptique de rang 1.

M. Picard a établi ce théorème en 1885; il est revenu sur le même sujet 
en 1889 et enfin en 1906 dans le »Traité» écrit en collaboration avec M. Simart. 1 2 

La dernière démonstration du théorème est particulièrement simple et il 
suffira de la rappeler ici dans ses grandes lignes; on aura ainsi l’occasion de 
mettre en lumière explicitement comment les surfaces hyperelliptiques définies 
par les propriétés a), b), c) peuvent avoir un diviseur ô > 1.

En supposant que la surface donnée possède deux intégrales simples de 
première espèce U, V, celles-ci auront 4 couples de périodes. Effectuons sur 
ces périodes une substitution linéaire convenable à coefficients entiers, substitution 
dont le déterminant â sera >1, et ajoutons une transformation linéaire sur les 
intégrales, de façon à ramener les périodes de U, V au tableau

1 0  g h 
o x h g'.

Ce tableau correspond à une surface de Jacobi F, que l’on peut supposer dépourvue 
de courbes exceptionnelles; et il est aisé de reconnaître que la surface donnée 
F6 est une transformée rationnelle de F. Fô se trouve représentée ainsi sur la 
surface F comptée ô fois, sans points de diramation.

Il en résulte (Remarque au n. 12) que F,) est une surface hyperelliptique 
de rang 1 et de diviseur à.

Il est à remarquer que la condition c) que nous avons énoncée parmi les 
propriétés caractéristiques de Fi, joue un rôle essentiel; si on la laisse tomber, 
F,) sera encore représentée sur la surface de Jacobi F comptée ô fois, mais on 
trouvera sur F  une courbe de diramation (qui résultera elliptique) à laquelle 
correspondra une courbe non exceptionnelle découpée sur Fi par son adjointe 
d’ordre m — 4.

1 Voir la note à p. 322.
2 Voir ce Traité, t. II, p. 153—15(1.
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En ce cas F,) ne serait pas une surface hyperelliptique. Mais on peut 
démontrer qu’elle serait une surface elliptique, c’est-à-dire une surface douée 
d’un groupe elliptique oo1 de transformations en elle-même (E n r iq u e s ).

15. Rappel de notions appartenant à la théorie des surfaces algébriques.
Pour achever le tableau des propriétées des surfaces de Picard, il nous 

conviendra de rappeler quelques notions empruntées à la théorie géométrique des 
surfaces algébriques.1

D’abord on définit pour toute surface les invariants désignés respectivement 
par pu, <pg, P{(i=  2, 3 ...). pa désigne le genre numérique: pg le genre géométrique; 
Pi le genre d'ordre i(P t pg) c’est-à-dire le nombre des courbes i fois canoniques 
linéairement indépendantes de la surface.

On a ensuite à considérer le genre linéaire (virtuel) p(1>, c’est-à-dire une 
certaine expression arithmétique du genre des courbes canoniques; cette expression 
sera l'apportée à la surface elle-même si celle-ci ne renferme pas des courbes 
exceptionnelles; dans le cas contraire elle sera rapportée à une surface transformée 
dépourvue de courbes exceptionnelles; d’après MM. C a s te ln u o v o  et E n r iq u e s  
cette transformée existe toujours, si la surface donnée n’appartient pas à la famille 
des réglées.

L’ordre de la courbe canonique d’une surface n’est pas un invariant de 
celle-ci; mais si, étant pg =  i ,  cet ordre est égal à zéro (en faisant toujours 
abstraction des courbes exceptionnelles), cette propriété est invariant par rapport 
aux transformations birationnelles.

En ce cas la surface jouit de propriétés remarquables.
Rapportons-nous à une surface de la classe qui soit dépourvue de courbes 

exceptionnelles; soit m l’ordre de la surface et ,i le genre des sections planes; 
on a toujours

m =  2 'JC — 2.

Sous une forme plus générale: Si l’on a sur cette surface un système linéaire 
| O | de courbes G de genre >r, celles-ci se coupent deux à deux en

m =  2 n  — 2

points (c’est-à-dire que m est le degré du système).
Mais on en a davantage : le groupe des m points communs à deux courbes 

G est un groupe canonique sur chacune de ces courbes.

1 Voir les travaux de M. Notheu et de M. E nriques, ou la note expositive de MM. Castri,nuovo 
et E nriques qui se trouve à la fin du «Traité des fonctions algébriques de deux variables» de 
MM. P icard et S imart.
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C’est ce qu’on exprime en disant que la série caractéristique gm découpée 
sur une courbe C par les autres courbes du système, est la série canonique de C, 
ou une partie de celle-ci. Si le système |C | appartient à un système continu 
non linéaire, les courbes infiniment prochaines à C, contenues dans le système, 
coupent sur C des groupes de la même série caractéristique; c’est de cette façon 
que M. Severi définit la série caractéristique sur G, même dans le cas où le sy
stème linéaire |0 |  ait la dimension égal à zéro.

Une surface de genre pg i , dont la courbe canonique a l’ordre zéro, a le 
genre linéaire pP> =  i; elle ne renferme pas des courbes i fois canoniques, quel que 
soit i, de sorte que:

Pi =  I. (* =  1,2 ,...)

Cette dernière propriété sert à definir la famille des surfaces de genre pa = r 
dont la courbe canonique a l’ordre o; en effet on a le théorème suivant1:

Toute surface dont les genres d'ordre 1 et 4 sont égaux à Punite

(Pg =  Pi =  U
a une courbe canonique dordre o; le genre numérique de la surface est

pu =  I OU pa= — I.

16. Les surfaces de Picard caractérisées par leurs nombres invariants.
D’après les notions que nous venons de rapporter, on peut transformer le 

théorème de M. Picard (n. 14) de la façon suivante:
Rappelons d’abord que le nombre des intégrales de première espèce attachées 

à une surface, est pü— pa\ c’est là un résultat connu auquel ont amené récemment 
les recherches établies par M. Picard d’un côté, par MM. Severi, Enriques et 
Castelnuovo de l’autre côté.

Alors les conditions a), b), c) du n. 14 se traduiront par les égalités

=  U Pg~Pa =  2, P4 =  I.

On aura donc le théorème suivant (qui a été donné par M. Enriques dans 
le Mémoire cité du Circolo di Palermo):

Les conditions pour qu'une surface soit hyper elliptique de rang 1 sont exprimées 
par les égalités

Pa =  '~ I, P g = P 4=  I-

' Cfr. Knbiqveb, Rendic. del Circolo mat. di Palermo, 1905 e Rendie. Accademia di Bologna, 
Décembre 1906.
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1Î. Courbes appartenant à une surface de Picard: courbes rationnelles.
On a la proposition suivante:
Une surface de Picard ne saurait renfermer une courbe rationnelle, qui ne soit 

pas exceptionnelle.
Soit

Ff,{x,y,z) =  o

une surface de Picard d’ordre m.
Il y a deux intégrales simples de première espèce u ,v  et l’on a

A, B, A ,, Bt désignent ici des polynômes liés par l’identité de M. Nqthicr

A B i - A 1B ^ F 'z .Q (x,y,z),

Q, étant le polynôme d’ordre m — 4 adjoint à F,).
Or si F,) renferme mie courbe rationnelle E, on a sur E

et par conséquent

B d x — A dy = 0; 
B tdx — A tdy =  0,

A B { — A {B =b.

Mais comme on peut supposer que E n’ait aucune relation particulière avec 
les axes coordonnés, on en déduit

Q(x,y, z) =  0.

Or, en général, Q coupe F suivant une courbe composée de courbes excep
tionnelles et de la courbe canonique, qui, en ce cas est d’ordre zéro. D’après la 
relation précédente on en déduit que E est une courbe exceptionnelle de Fa, ce 
qu’il fallait démontrer.

Convention. — Dans la suite en raisonnant de courbes appartenant à une 
surface Fa nous nous rapporterons toujours à des surfaces dépourvues de courbes 
exceptionnelles (n. 15); ces surfaces ne renfermeront donc pas des courbes rationnelles.

18. Courbes elliptiques.
La surface de Picard Fa peut renfermer une courbe elliptique C; en ce cas C 

appartient à un faisceau elliptique de courbes analogues, et il y a sur Fa un second 
faisceau elliptique de courbes elliptiques.



Mémoire sur les surfaces hyperelliptiques. 305

Supposons que F» renferme une courbe elliptique C\ si celle-ci appartient à 
une série continue, le degré de la série sera égal à zéro (m =  2rc — 2); en consé
quence C ne saurait appartenir à une série qui ne soit pas un faisceau.

Transformons C par les oc2 transformations de seconde espèce de F,) (n. 13); 
comme C ne peut admettre que 001 transformations birationnelles en elle-même, 
on aura 001 courbes transformées de C, qui formeront un faisceau.

Il y aura une intégrale simple de première espèce attachée à Fu, c’est-à- 
dire une combinaison linéaire Xu+f tv  des deux intégrales u, v, qui demeure 
constante le long des courbes du faisceau; on en déduit que le faisceau est 
elliptique.

L’intégrale Xu + ftv aura deux périodes distinctes; d’après MM. Picard et 
Poincaré, à côté de cette intégrale réductible, il y en aura une autre associée, 
à laquelle correspond un second faisceau elliptique de courbes elliptiques de 
niveau.

Les deux faisceaux que nous venons de considérer, sont formés par les 
trajectoires de deux sous-groupes algébriques 001 renfermés dans le groupe des 
transformations de seconde espèce de F,).

Remarque. On voit que la surface de Picard correspondant à des modules 
généraux, ne renferme pas des courbes elliptiques.

Parmi les surfaces de Jacobi renfermant des courbes elliptiques, il y a la 
surface 'particulière dont les points correspondent aux couples de points choisis 
sur deux courbes de genre un. Cette surface vient caractérisée par la propriété 
de renfermer deux faisceaux elliptiques de courbes elliptiques se coupant en un seul 
point.

P.l. Si une surface de Picard renferme un faisceau irrationnel de courbes, le 
faisceau est elliptique et les courbes sont de même elliptiques.

On établit aisément que le faisceau est elliptique, en remarquant qu’il ne 
peut y avoir qu'une intégrale qui demeure constante le long de ses courbes.

On reconnaît que ces courbes C sont de genre n  =  1 d’après le n. 15, puisque 
le faisceau étant irrationnel ne peut avoir des points base (Castelnuovo-Enriques), 
et par conséquent deux courbes C se coupent en m = 2/r — 2 =  0 points.

20. Courbes de genre deux.
Nous avons remarqué qu’une surface de Picard F,) ne renferme pas en général 

des courbes elliptiques. Au contraire on construit sur F,) des courbes de genre 
deux par le procédé suivant:

Considérons sur F,) un système linéaire complet de courbes K  de genre n\ 
ce système \K \, qui est l’adjoint de lui-même, aura la dimension ; r — 2 (théorème

Acta mathematica. 32. Imprimé le 17 mars 19U9. 39
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de Riemann-Roch pour la surface F/,); ainsi en imposant aux courbes K de 
posséder h =  n — 2 points doubles, on obtiendra un nombre fini de courbes de 
genre deux, renfermées dans le système \K\.

Or toute courbe G de genre deux, appartenant à F,-, et douée de. li points doubles, 
est amenée par les œ2 transformations de seconde espèce, en 002 courbes birationnellement 
identiques; nous allons prouver que ces courbes forment un système, que nous désig
nerons pas 2’/,+i, dont les éléments correspondent d'une façon biunivoque aux points 
de la surface F,).

Comme les points de Ff, correspondent biunivoquement aux transformations 
du groupe continu qui appartient à la surface (voir le n. 8), il suffira de 
prouver qu’il y a une seule transformation de seconde espèce amenant, une courbe 
G en un’autre courbe du système cela revient à dire que: toute transfor
mation de seconde espèce de F,) qui laisse invariant la courbe C, se réduit à 
l'identité.

Soit en effet

une transformation de seconde espèce de F,) qui ramène en elle-même la courbe 
C. Tl s’agit de prouver que

Considérons sur C la série canonique g\ et désignons par h, k les sommes 
des valeurs des intégrales u, v, aux points d’un couple de cette série; les points 
conjugués par rapport à la gl seront conjugués par rapport à la transformation 
de première espèce:

En multipliant les deux transformations on obtient une transformation de 
première espèce:

Or, d’après le théorème d’Abel, si Â, y étaient différents de zéro, les points 
de C conjugués par rapport à ( t o j ) résulteraient conjugués en une nouvelle gl, 
qui devrait ainsi exister sur C. Mais comme C renferme une seule série linéaire 
de seconde ordre, qui est la gl canonique, on en conclut que

X — y =  0.

u + u' — X + h 
v + v' =  u + le.

/.=  </ =  0
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Remarque. Nous venons de prouver que toute courbe de genre deux sur 
F,), appartient à un système qui est transformé en lui-même par les oc2 trans
formations de seconde espèce, système birationnellement identique à la surface Fò

li est aisé de reconnaître que ce système est transformé en lui-même par 
les oo2 transformations de première espèce. Il suffit à cet effet de rappeler ce 
que nous avons déjà remarqué, que, étant donnée une courbe de genre deux, C, 
il y a une transformation de première espèce de F ri qui laisse invariant la courbe 
C, et par rapport à laquelle sont conjugués les couples de points de la g\ de C .

21. Systèmes N appartenant à une surface de Jacobi.
D’après la construction du n. 5, une surface de Jacobi F , dont les points 

correspondent aux couples d’une courbe / de genre deux, irréductible, renferme 
toujours des courbes de genre deux irréductibles qui n’ont pas des points doubles 
(hors de la courbe double de F).

En effet on obtient sur F une telle courbe, en considérant les 001 couples 
qui ont un point fixe sur /.

Soit C une courbe de genre deux irréductible et dépourvue de points doubles, 
tracée sur F, Il y a un système co22’(=N j) de courbes analogues, auquel C 
appartient (n. 20); les courbes C se coupent deux à deux en 2 points, (2 est le 
degré de 2), et la série caractéristique, découpée sur une C par les courbes 
infiniment prochaines du même système, est la gl canonique de C* (n. 15). Comme 
cette série est complète, il s’ensuit que le système A n’est pas renfermé en un 
système continu plus ample de courbes du même ordre.

Il est aisé d’évaluer le nombre des courbes C de 2  qui passent par deux 
points de F; ce nombre, qu’on appelle Vindice de A, est égal à 2.

En effet la surface F ne saurait pas renfermer un système de degré 2 et 
d’indice > 2, sans être rationnelle.

C’est là une conséquence d’un théorème bien connu de MM. Humbert et 
Castelnuovo, que M. Castelnuovo a mis explicitement en lumière.1

En résumant les résultats obtenus, on aura le théorème suivant :
Toute surface de Jacobi, correspondant à une courbe de genre deux irréductible, 

renferme un système 002 A de courbes de genre deux irréductibles sans points doubles ; 
ce système, qui est transformé en lui-même par les ce2 transformations de première 
et de seconde espèce, a le degré 2 et Vindice 2.

Fait exception la surface de Jacobi particulière renfermant deux faisceaux 
de courbes elliptiques qui se coupent en un point; c’est la surface correspondant 
au cas où la courbe de genre deux se décompose en deux courbes elliptiques (n. 5).

Atti della R. Aec. di Torino, 1893.
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Remarque. Nous avons vu que, en considérant la surface de Jacobi F qui 
correspond point par couple à une courbe / de genre deux, on obtient sur F  une 
courbe de genre deux représentant les couples de / qui renferment un même point. 
On construit de cette façon oo1 courbes de genre deux qui ont un point fixe; eli 
bien, cette série oo1 de courbes sera contenue en une série complète oo2 qui 
constituera sur F un système 2  de degré et d’indice 2.

Ainsi que nous le verrons dans la suite, le système 2  obtenu sur F, est le 
seul système de degré et d’indice 2 appartenant à F, lorsque / a des modules 
généraux. Pour des modules particuliers il peut y avoir sur F  plusieurs systèmes 
2  doués des mêmes caractères.

22. Il y a lieu maintenant de montrer que:
L'existence d'un système. oo2>' de courbes de genre deux, ayant aussi le degré 

et l'indice égaux à deux. est une propriété caractéristique de la surface de Jacobi.
En effet si une surface F  renferme un tel système 2  de courbes C , il est 

aisé de construire une courbe de genre deux qui correspond couple par point à F .
Considérons les courbes C passant par un point fixe P de F , et choisissons 

en particulier une de ces courbes C. Toute C par P coupe C en un point hors 
de P , et par tout point de C passe une courbe C qui contient aussi P .

Or par un point quelconque de F il passent deux courbes C renfermant P , 
qui coupent C, hors de P , en deux points; réciproquement étant donnés deux 
points sur C, ceux-ci détermineront avec P  deux courbes C se coupant en un 
point de F.

De cette façon les points de F viennent correspondre aux couples de points 
de la courbe 0 , ce qu’il fallait démontrer.

Remarque. Il a été implicitement reconnu, en effectuant la construction 
précédente, que toute courbe G de 2  est birationnellement identique à la série 
P  des G, qui passent par un point P  de P.

La correspondance point par couple entre F et I  est établie de la façon 
suivante: deux courbes O de P  se coupent hors de P  en un point X ; réciproque
ment tout point X  appartient à deux courbes G de P’.

On sait que la variété P, de genre deux, renferme une série canonique g\ ; 
eh bien, les G de P qui forment un couple de cette g\ sont les courbes G qui 
ont un contact en P.

Ainsi la variété P vient représentée sur le continuum rationnel constitué 
par les points infiniment prochains à P  à compter deux fois; et i! y a 6 points 
de diminution, c’est-à-dire que, parmi les oc1 couples de courbes C se touchant 
en P, il y en a 6 qui sont constitués par des courbes coïncidantes.
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23. Remarque concernant une certaine dualité.
D’après une propriété générale établie au n. 20, un système 2 constitué 

par 008 courbes de genre deux sur une surface F,) est birationnellement identique 
à cette surface; cela signifie que si l’on représente les éléments (courbes) de 2 
par une surface F1, on pourra passer de F  à F' par une transformation 
Irrationnelle.

Nous allons étudier de plus près la correspondance remarquable entre points 
et courbes que l’on obtient ainsi, lorsque, F étant une surface de Jacobi, on 
considère le système 2' de degré et d’indice 2, que nous venons de définir.

On a par construction qu’à tout point de F' correspond sur F une courbe 
G de N et réciproquement. Mais si l’on considère les 001 courbes G issues par 
un point P de F , on aura qu’à ces courbes répondent des points décrivant sur 
F' une courbe G' que l’on regardera comme homologue au point P . Or les ooa 
courbes définies ainsi sur F', formeront un certain système 2', et l’on voit de 
suite que le degré de 2' est l’indice de 2  et l’indice de 2' est le degré de 2; par 
conséquent ces nombres sont égaux à 2. Il s’ensuit (n. 15) que le genre des 
courbes G' est aussi égal à 2; c’est ce qu’on peut reconnaître aisément d’une façon 
directe, parce que la série des courbes C issues par un point P de F , est biration
nellement identique à une courbe quelconque C de la même série. (Remarque 
au n. 22.)

Le système 2' de F' étant parfaitement analogue au système 2" de P , 
ces remarques nous amènent à établir une sorte de principe de dualité liant les 
propriétés des surfaces F, F 1, ou si l’on aime mieux, liant les propriétés de la 
surface F et de la variété 2 .

Cette dualité consiste en ce qu’à toute propriété de F répond une propriété 
correlative où l’on remplace les points par les courbes d’un système 2’ de degré 
et d’indice 2, et réciproquement.

24. Autres remarques concernant les courbes de genre deux sur une surface 
de Jacobi.

Nous avons remarqué qu’une surface de Jacobi F renferme un système x 3 2 
de courbes C de genre deux, sans points doubles. Hors de 2 il y aura d ’autres 
courbes K de genre deux; nous allons montrer que K doit couper les courbes G 
de 2  en plus que deux points. C’est dire qu’on a le théorème suivant:

Toute courbe K de genre deux coupant les courbes C d’un système 2  en deux 
points, appartient à ce système.

Pour le démontrer remarquons d’abord que K ne saurait toucher toutes les 
x 8 courbes G, car il s’ensuivrait que les x 1^  issues par un point de K  n’auraient 
pas des intersections variables.
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Ceci posé, considérons une série go 1 r  de C passant par un point P de K 
et ne touchant pas K .

Si K  n’appartient pas à la série F , pour tout point M  variable sur K il y 
a deux C de la série 2  ; réciproquement toute courbe C de F coupe K  en un 
point variable. Ainsi on obtient nne correspondance [i, 2] entre la courbe K  et 
la série algébrique oo1 F . Mais la série F a le genre deux (puisqu’elle correspond 
élément par élément à une courbe C de F); ainsi la conclusion obtenue vient 
contredire un théorème connu de Weber, d’après lequel, étant données deux 
variétés algébriques oo1 de genre deux (ou de genre supérieur à deux) toute 
transformation entre elles qui soit rationnelle dans un sens, est rationnelle aussi 
dans le sens inverse.

Cette contradiction prouve que la courbe K appartient à la série F des 
courbes C. c’est-à-dire qu’elle est une courbe C; ce qu’il fallait démontrer.

25. Système ~c appartenant à une surface de Picard F,).
Considérons maintenant une surface F,) (de diviseur r) > i)  comme représen

tant une involution cyclique le, qui appartient à une surface de Jacobi F (n. 11).
Il y a sur F un système oo32' constitué par des courbes C de genre deux 

sans points doubles; cherchons les caractères des courbes qui correspondent aux 
C sur Fò. D’abord ce seront des courbes de genre deux; mais il est aisé de 
reconnaître qu’elles aurons <)' — x points doubles.

En effet à une C sont conjuguées, par rapport à le, ô —1 courbes du même 
système A, qui coupent la C donnée en é'— 1 couples; à chacune de celles-ci 
correspond un point double de la courbe homologue à C sur F,), courbe que 
nous désignerons par Ce-

Or les go2 courbes Ce que l’on construit analoguement sur Fc, formeront un 
système 2  c qui (d’après un théorème de M. E n r iq u e s ) sera renfermé, en un 
système cc'^1 de courbes du même ordre et de genre ô + 1, système constitué 
par oo3 systèmes linéaires dont le degré sera égal à 2(1 (n. 15).

Evaluons les caractères du système 2 c.
D’abord son degré, c’est-à-dire le nombre des points communs à deux 

courbes Ce, sera égal à 2Ô.
L’indice de 2'c est aussi 2Ò. En effet considérons deux points A , B  de Ftp, 

à ceux-ci correspondent sur F deux groupes de points A t, A 2, . . .A i, B t, B.,,. . . 7i,> 
et il y a 2(ïs courbes C renfermant un point As (s=  r, 2, . . .) et un point 
Bt(i~  1, 2, . . .); mais ces 2Ô2 courbes C se partagent en 2A groupes, chaque 
groupe étant constitué par âC conjuguées par rapport à l’involution le ; il s’ensuit 
qu’il y a sur Fc 2Ò courbes Ce passant par A et B.
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En résumant, Ioide surface de Picard, de diviseur ô, renferme un système oc2 2  a 
de courbes de genre deux irréductibles douées de d —i points doubles, système dont 
le degré et Vindice sont égaux à 2Ô.

Fait exception le cas des surfaces F,-, renfermant deux faisceaux de courbes 
elliptiques qui se coupent en ô points; en ce cas F,) représente une involution If, 
sur une surface de Jacobi particulière (admettant deux faisceaux de courbes 
elliptiques unisécantes) de sorte que les courbes du système 2a dégénèrent en des 
couples de courbes elliptiques choisies dans les deux faisceaux.

Remarque. Néanmoins, même en ce cas, le système oo'^1 de courbes de 
genre <1 -f i  qui renferme 2a, est composé par des courbes généralement irréductibles.

26. Courbes de genre quelconque appartenant à une surface de Jacobi de 
modules généraux.

Nous avons reconnu que toute surface de Jacobi générale F, renferme un 
système continu uo2 de courbes de genre deux sans points doubles; ce système, 
que nous avons appelé 2, a le degré et l’indice égaux à 2.

Or les groupes de n(> i) courbes C de i  seront renfermés en un système 
continu oo,i2+1 de courbes irréductibles, système qu’on pourra désigner par [nC~\ 
et que l’on appellera multiple de [C] suivant le nombre n .

Le système [nC] sera aussi transformé en lui-même par les transformations 
de première et de seconde espèce de la surface; il sera constitué de oo2 systèmes 
linéaires \nC\ de genre n2 + i, de degré zn2 et de dimension n2 — i.

Remarque. Il est intéressant pour la suite de montrer que : tout système 
| n C | est invariant vis-à-vis des transformations cycliques de seconde espèce, d'ordre 
n , de la surface F .

C’est ce qu’on prouve de la manière suivante: soit n  une transformation de 
seconde espèce, périodique d’ordre n ; toute courbe G de 2' est amenée par , r , 
en n — i courbes homologues, qui avec la première forment un certain groupe 
n C ; on obtient ainsi oo2 groupes, invariant vis-à-vis de n , et dont deux quel
conque n’appartiennent pas au même système linéaire; ces groupes définissent 
donc les oc2 systèmes linéaires complets \nC\ de la série [nC], et l’on voit ainsi 
que tous ces systèmes \ nC\ sont invariant par rapport à ;r , C. Q. F. D.

Sans nous arrêter davantage sur cette remarque, rappelons que l’on a le 
théorème suivant:

Les modules de la surface F ayant des valeurs générales, toute courbe appar
tenant à F est renfermée en un système [nC] de courbes du même ordre.

C’est là une conséquence immédiate d’un théorème établi par M. Severi.1

Memorie della E. Accademia della (Science di Torino, t. 54, p. II, 1903, n° 23.
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Ainsi que nous l’expliquerons tout à l’heure cette propriété correspond aussi à 
un fait connu de la théorie des fonctions abéliennes.

Il en découle en particulier que la surface de Jacobi ne renferme en général 
qu'un seul système de courbes de genre deux sans points doubles.

27. Courbes de genre quelconque appartenant à une surface de Picard de 
modules généraux.

Nous nous proposons d’étendre le théorème rappelé ci-dessus aux surfaces 
F,) de diviseur ô > i .

Nous savons que F renferme co2 courbes de genre deux, qui sont conte
nues dans un système continu go'^1 [<7,1] de genre â + 1 et de degré 2(5, constitué 
par go2 systèmes linéaires,

Nous voulons établir le théorème suivant:
Toute courbe appartenant à une surface F,) de modules généraux, est renfermée 

en un système \nC<{\ de courbes du même ordre, c’est-à-dire en un système multiple 
de [C,î] suivant un certain nombre n choisi d’une façon convenable.

Nous considérerons F,) comme représentant une involution cyclique /,> sur 
une surface de Jacobi F de modules généraux (n. 11). Les C,) de F correspondent 
aux courbes C engendrant le système A' de F.

Soit K  une courbe quelconque de FA et | K | le système linéaire complet 
auquel elle appartient.

A |N | correspond sur F  un système linéaire \K '\, qui sera contenu totale
ment dans le système continu [sG], pour une certaine valeur de s ; cette valeur

a la signification suivante: le degré de \K \ est

2 8“
T '"

Il faut remarquer que \K '\ ne sera pas un système linéaire complet; en 
effet les courbes K' satisfont à la condition d’être transformées en elles-mêmes 
par la transformation cyclique de seconde espèce jc, qui engendre l’involution i,>; 
en laissant tomber cette condition on trouvera un système linéaire plus ample 
|sC | renfermant \K '\. La seule chose qu’on peut affirmer, c’est que \K '\ est un 
système linéaire complet par rapport à Vinvolution I,), c’est-à-dire qu’il n’y a pas 
en |sC | un système linéaire plus ample de |N '| qui soit transformé en lui-même 
par it et renferme \K'\.

Ceci posé, considérons une transformation périodique de seconde espèce, w, 
d’ordre s, engendrant une involution cyclique; on peut supposer que (0 soit 
choisie de telle façon qu’il n’y ait pas des puissances communes à vr, io.
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Or nous savons que to transforme en lui-même notre système linéaire complet 
|sC | ainsi que tout autre système de la série oo2 constituant [sC] (n. 26); en 
outre 01 transforme en elle-même l’involution I ; par conséquent co transformera 
en lui-même le système linéaire |N '| qui, étant renfermé en | sC | est complet 
par rapport à /,>.

Passons à la surface F&. La transformation eu de F  étant permutable avec 
sr, donne lieu à une transformation de seconde espèce co périodique d’ordre s, 
sur F,); le système linéaire |A | vient transformé en lui-même par co.

On en déduit qu’il y a en | K  | des courbes unies par rapport à io, se par
tageant en un certain nombre de systèmes linéaires; nous considérerons un de 
ces systèmes \K\ ,  de dimension >_o.

Soit I s l’involution cyclique d’ordre s engendrée par co sur F,) et soit F/, la 
surface hyperelliptique (ayant un certain diviseur h) qui représente I s. '

Ata système |ié | de F,) correspond sur F/,, un système linéaire de courbes 
dont le degré s’obtient de celui de |/é | en le divisant par s; le degré du système 
obtenu sur F est donc

2 s 
”<? '

Or ce degré doit être un nombre entier pair (voir n. 15), par conséquent s 
est divisible par ô.

En posant
s - nò

on aura donc sur F, que \ K'\ appartient à [nÒC], et sur F,) que |/é | appartient 
totalement à |nCrt|, C. Q. F. D.

28. Rapprochement entre les résultats qui précèdent et la théorie des séries (■). 
Représentation des courbes tracées sur une surface de Jacobi.

Il y a lieu de rapprocher les résultats que nous venons d’établir, à quelques 
théorèmes connus de la théorie des fonctions abéliennes.

Nous commençons à rappeler les notions suivantes sur les séries 0  et sur 
les fonctions intermédiaires.

Soit ian système de périodes normales

( 1 )
1 0  g h
0 1 h g'

satisfaisant à l’inégalité classique gig' x >h\, glt ht , g\,  étant les parties imaginaires 
des périodes g , h, g'.

Acta mathematica. 32. Imprimé le 19 murs 1909. 40
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On suppose ordinairement que gy, et par conséquent g \ , soient positifs, ce qu’on 
peut toujours obtenir en changeant au besoin les signes de g, h, g' simultanément.

Une fonction thêta relative au tableau (i), est définie par les conditions 
fonctionnelles

I 0(tt + I , v) =  &(u, v -1- i) =  &(u,v)
(2) | 0(it + g, v + h) = Q(u,v)e~2nilu+V

! G(u + h, v + g') = (•)(u,v)e~2:lilv+v'

(l entier; v , v' constantes données).
Les conditions d’existence d’une telle fonction reviennent aux conditions de 

convergence de la série qu’on obtient en développant 0  par la formule de Fourier. 
On trouve ainsi qu’il doit être gt g\ > h\ et que le nombre entier l doit avoir le 
signe de gt , c’est-à-dire, dans notre hypothèse, que l>  0.

Le nombre l est Vordre de la fonction 0 .
Les exponentielles

g—2jrilu+v £—2niiv+v’

sont les multiplicateurs de 0.
On trouve aisément que les fonctions 0  aux mêmes multiplicateurs (c’est- 

à-dire relatives aux mêmes valeurs des constantes v, v'), peuvent s’exprimer par 
des combinaisons linéaires et homogènes à coefficients constants, de l3 d’entre elles.

On a aussi, d’après un théorème bien connu de M. Poincaré, que deux 
fonctions 0  d’ordres l, V ont 2IV zéros communs, incongrus par rapport aux 
périodes.

Les fonctions 0  peuvent être généralisées en introduisant des fonctions que 
(d’après une dénomination de B rio t  et B o u q u e t ) MM. P o in c a r é  et H u m bert  
ont appelées fonctions intermédiaires.

Il s’agit des fonctions se reproduisant par l’addition d’une des périodes 
1,0;  0,1;  g, h) U, g', à un multiplicateur près, qui est une exponentielle de 
première degré elu+>JV+v.1

En multipliant une fonction intermédiaire par une exponentielle de seconde 
degré ea,<2+,,l‘l’+cv2+du+t'1', on peut disposer des constantes a, b, . . . de façon que 
la nouvelle fonction <p{u,v) vérifie les relations

l<p{u + 1, v) =rp(u,v), <p(u,v + 1) =  (p{u,v)e<>u
(3) <p(u + g , v + h) =  (p(u,v)e>-u+!,v+v

(<p(u + h, v + g') =  <p(u,v)e'-‘"+

les 0, u, y, g', y' étant des constantes.

1 Voir surtout: P o in caré , American Journal, t. VII, p. 316; Acta math., t. 26, p. 81; Hum
b e r t,  Journal île Mntli. s. Y, t. V (1899); t. VI (1900), etc.
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Pour que ces équations soient compatibles, il faut qu’il existe entre g, h, g' 
une relation de la forme

(4) Ag + Bh + Cgf + D(h2 — gg’) + E = 0,

les A, B, C, ï ) , E étant des entiers — premiers entre eux — dépendant des 
constantes 0 , X, g, X', g1.

Les relations de la forme (4) entre les périodes g, h, g', ont été l’objets 
de recherches remarquables de M. Humbert et dans la suite nous aurons à les 
considérer par rapport aux transformations birationnelles d’une surface de Jacobi 
en elle-même.

Nous distinguerons ces relations d’autres relations singulières (à coefficients 
entiers) qu’on peut avoir entre les périodes, en les appelant relations de Humbert.

En exprimant les constantes 0 , X, g, X', g', en fonction des entiers A , B, C, 
D, E on a les conditions

fg>{u + 1, v) = <p(u,v), cp(u, v+  1 ) =  (p(u,v)e~2-7iDku
(5) s <f(u + g, V + h) =Cp(u,v)e—‘iltillu~~(G—Dg)Jcv]+v

I <p(u + h, v + g1) = ip(u,v)e~2;tilAku+{l+B,e+i)kl‘)vi+ v>

où l, Je sont deux entiers que M. Humbert appelle les indices de la fonction <p. 
Lorsque Je = 0, on tombe sur les fonctions (■) d’ordre l.
Si les périodes g , h, g' sont arbitraires, de sorte que la relation (4) soit une 

identité {A =  B C =  D = E =  0), la cp se réduit de même à une fonction (■) 
d’ordre l, c’est-à-dire que les fonctions intermédiaires n’existent que pour des valeurs 
particulières des périodes.

Les conditions d’existence des fonctions intermédiaires correspondant à une 
relation de Humbert; le nombre des fonctions linéairement indépendantes qu’on 
trouve dans un système de fonctions cp aux mêmes multiplicateurs; et enfin le 
nombre des zéros communs à deux fonctions cp répondant à une même relation 
singulière, ont été donnés par M. Humbert dans ses mémoires sur les fonctions 
abéliennes, auxquelles nous renverrons.1

Ces notions rappelées, nous allons nous occuper de la représentation des 
courbes tracées sur une surface de Jacobi, représentation que l’on obtient au 
moyens des fonctions (■) ou des fonctions intermédiaires.

Soit F  la surface de Jacobi relative au tableau (1) et u, v les intégrales 
normales de première espèce attachées à F. Si entre les paramètres «, won pose 
l’équation

V oir en particulier le m ém oire dans le Journal de M ath., 1900, p. q  15.
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© (u, v) — o ,

la © étant d’ordre l et de multiplicateurs donnés, on obtient une courbe algébri
que appartenant à un système linéaire oop—1, car entre les 0(u,v) il y en a 1“ 
linéairement indépendantes. Ce système linéaire à son tour, est contenu totalement 
dans un système continu de ocs systèmes linéaires analogues, qui sont représentés 
par l’équation

&(u + A, v -F ,«) =  o,

renfermant deux paramètres l ,  u . On remarquera que le premier membre de 
cette équation est encore une fonction thêta de u, v ; mais elle a des multiplicateurs 
différents de ceux qui appartiennent à 0(u,v).

Le degré du système continu envisagé, est égal au nombre des zéros communs 
à deux fonctions © d’ordre l , c’est-à-dire à 2ls. En se rappelant la relation 
entre le genre et le degré d’un système continu tracé sur F (n. 15), on trouve 
que le genre de notre système est

crt =  l3 + 1.

En particulier, lorsque l =  1, le système continu représenté par l’équation

&(u + X, v + a) =  0

a la dimension, le degré, le genre égaux à 2, c’est-à-dire qu’il est un système 
2  (n. 21).

Comme entre les fonctions thêta d’ordre l et de multiplicateurs donnés, il 
y a aussi la puissance lme d’une fonction thêta de premier ordre ayant des 
multiplicateurs convenables, on en conclut que:

Le système continu donné far l’équation

G(u -F A, v + y) =  o,

où la ©, d’ordre l, renferme l~ paramètres linéaires et homogènes, est le multiple 
d’ordre l du système 2  formé par les courbes de zéro des fonctions thêta de. premier 
ordre.

Si l’on ajoute que, pour g, h, g' arbitraires, toute courbe tracée sur F 
s’obtient en égalant à zéro une fonction thêta,1 on tombe de nouveau sur la 
conclusion déjà établie au n. 26 que: Sur une surface de Jacobi à modules généraux 
il n’y a d'autres courbes algébriques que celles d’un système 2  (déterminé d’une 
façon unique) et de ses multiples.

Hombekt, Journal d e  Matli., 1893, p. 371.
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Loisque — pour des valeurs particulières des modules g, h, g' — on trouve 
sur la surface F plusieurs systèmes 2’ différents entre eux, il est aisé de recon
naître que toute courbe d’un de ces systèmes, peut être représentée en égalant 
à zéro une fonction 0 , pourvu que l’on choisisse convenablement les intégrales 
normales u, v. Il nous sera permis d’omettre la démonstration de ce fait dont 
nous n’aurons pas besoin dans la suite.

Supposons maintenant qu’on ait fixé le choix des intégrales normales u, v 
et qu’il s’agisse d’une surface F à modules particuliers. En égalant à zéro une 
fonction 0 , on aura une courbe appartenant à un système déterminé 2  =  [(7] ou 
à son multiple d’ordre l, \l G].

Toute autre courbe L de F sera représentée en égalant à zéro une fonction 
intermédiaire, soit <p(u,v) =  o .

C’est là un théorème fondamental de M. A ppell1 qui explique le rôle des 
fonctions intermédiaires dans l’étude des surfaces de Jacobi à modules particuliers.

On peut ajouter que,^pi la relation de H u m b e r t correspondant à la fonc
tion (p, d’indices l, k, est

A g + Bh + Cg’ + D(h» -  gg') + E =  o,

le système linéaire complet | L | a la dimension

r  =  la+ Bkl + {AC + DE)Jc2— i,

le degré 2r + 2, le genre r + 2, et la courbe L  coupe en 2I + Bk  points toute 
courbe C de 2 .

Le système | L | appartient à une série continue oo2 de système linéaires 
analogues ip(u + l ,  v + fi) =  o.

29. Représentation des courbes tracées sur une surface F a .
Soit

U o g h
( 1 )  1  ,  r

1.0 ï  h 9

le tableau des périodes primitives des intégrales normales u, v attachées à une 
surface Fa de rang l et diviseur ô quelconque.

On peut construire aisément des fonctions satisfaisant non seulement aux 
relations générales (2), du n. 28, mais aussi aux relations particulières

(•J(u + 1, v) =  0  («, v + -j =  kJ{u,v)

Appell , Journal de Math., 1891, p. 195; H umbert, ibidem, 1893, p. 42—43.
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de sorte que les quatre paires de périodes relatives à ces fonctions soient 
données par le tableau (i).

Nous appelerons ©a les fonctions © satisfaisant à cette condition. On obtient 
en particulier une fonction ©a en considérant le produit

©a («,»>) —&(u,v)tì\u, v + ^ © (m, v + (■J lu, v -F ô  —  :

où ©(m,u) est une fonction thêta relative au tableau

( 2 )
i o  g h
o i h g'.

Si la fonction 0(u,v) est d’ordre l0, la ©a (u, v) est évidemment d’ordre l=ôl{,. 
Réciproquement, on peut démontrer que toute fonction thêta vérifiant les relations

&(u + i ,  v) =  © |u, v + *j =  &(u,v)

^  (-)(u + g, v + h) =  &(u,v)e~2llilu+v
©(ît + h, v + g1) =  &{u,v)e~2ltilv+v'

est (Tordre l multiple de ô .
En effet la dernière de ces relations donne

,  /  ,  I  A . I l \  —i n i l o —i . iT + v '
© U  +  h, v +   ̂ +  g'\ =  © lu, v +  J e

d’où, en vertu de la condition

© ( « ,  v  +  =  © ('U , v ),

on tire
^ ( -, I A , . , fv --s y . ilv-̂ -2n ih+v*©Iw + h, v + ^ + </ J =  &(u + h, v + g) = S(u,v)e 0

Il faudra donc qu’il soit

— 2  n i j  , le ” — i ,  ce st-a -d ire : ., =  entier.o

On trouve aisément, par le même procédé qu’on emploie dans le cas des 
fonctions © générales, que les fonctions ©a — les v , v' étant des constantes données 

- peuvent s’exprimer par des combinaisons linéaires à coefficients constants 
Tde .. d’entre elles. o
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Deux fonctions ©,* d’ordres l, V ont 2 II' zéros communs incongrus par rapport
2 U'

au tableau (2), tandis qu’elles ont seulement zéros incongrus par rapport au
2 il'

tableau (1), car les zéros incongrus par rapport à (2) se distribuent en y groupes 
de () zéros congrus par rapport à (1).

Ceci posé, remarquons qu’au moyen de la correspondance [1, è] entre la 
surface F et la surface de Jacobi F relative au tableau (2), à une courbe C

0 (u, v) =  O

d’un système 2 tracé sur F, répond sur FA la courbe C,i

Q (u,v) ©|«, v + -j • • • © in, v + l \ =  o

appartenant au système 2 (i homologue de 2' (n. 25).
Lorsque on ne regarde pas comme distincts deux zéros de Q(u,v) incongrus 

par rapport à (2), mais congrus par rapport à (1), on peut aussi représenter la 
courbe C,) avec la même équation Q(u,v) =  0, qui représente la courbe correspon
dante C.

Il s’ensuit que sur la surface F,) les courbes de zéro des fonctions thêta du 
premiëf ordre, relatives au tableau (2), sont de courbes C6 d'un système 2',).

Un système linéaire complet |C rt| est donné par l’équation

(4) êJi)(u,v) — O,

<->,) étant une fonction d’ordre minimum ô satisfaisant aux conditions (3) pour
82

des valeurs données des constantes v, F. Cette fonction renferme j  =  é paramètres

linéaires et homogènes, de sorte que le système lUil a la dimension é — 1. Le
2 Ô* \degré de ce système est  ̂ =2Ô, le genre rt =  o + 1 (n. 15).

Au varier des multiplicateurs de la fonction ©,5 on obtient toute courbe 
C(> de y,), c’est-à-dire que ce système est donné par l’équation

(5) ©A (« + /., V + ,(() =  O.

Si la fonction ©,-, envisagée a l’ordre l = lüô, on voit aisément que l’équation 
(,|) donne un système linéaire \ lnG,)\ et que l’équation (5) donne le système continu 
complet [70Cy.

Ce que nous avons dit des fonctions thêta peut se répéter aussi pour les 
fonctions intermédiaires.
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Une fonction intermédiaire cpa(u,v) définie par rapport au tableau (2), c’est- 
à-dire satisfaisant aux conditions (5) du n. 28, pourra être regardés comme une 
fonction intermédiaire relative au tableau (1), lorsqu’on aura

On obtient p. ex. une fonction intermédiaire de cette espèce en considérant 
le produit

<p(u,v) étant une fonction intermédiaire relative au tableau (1); et l’on déduit 
aisément la théorie des fonctions ipa de celle des fonctions <p étudiées par M. 
Humbert.

Le théorème de M. Appell nous dit actuellement que toute courbe algébrique 
tracée sur F ,1 peut être représentée en égalant à zéro une jonction <pa.

Lorsque les modules g, h, g' de la surface Fa ou de la surface de Jacobi 
attachée à Fa sont généraux, toute fonction <pa se réduit à une fonction &a-

Or, d’après la remarque que toute fonction O a a un ordre multiple de <)' on 
retrouve ainsi le résultat établi au n. 27, que sur une surface Fa à modules 
généraux il n'y a d'autres courbes algébriques que celles d'un système [C'a] bien 
déterminé et de ses multiples.

30. Surfaces de Picard d'ordre minimum dépourvues de courbes exceptionnelles.
Les quelques remarques que nous venons d’établir par des voies différentes 

aux n. 26, 27 et 28, 29, nous amènent à construire des types, projectivement 
définis, des surfaces de Picard; et ce sera un résultat remarquable que, en excep
tant des modules particuliers, on obtiendra ainsi, pour chaque valeur du diviseur 
<i, les surfaces de Picard d’ordre minimum, parmi celles qui ne renferment pas 
des courbes exceptionnelles.

Nous avons reconnu qu’à toute surface de Picard Fa appartient un système 
2',5 renfermé en un système oort+1 de courbes (généralement irrréductibles) de 
genre ô -F 1; et nous avons ajouté que le système oo'^1 est constitué par oca 
systèmes linéaires.

Considérons un quelconque |C,>| parmi ces systèmes linéaires oc''-1 de genre 
(î + 1 et de degré 2(1.

En supposant A > 3 (t>' — 1 > 3) on pourra transformer Fa de façon que les 
courbes du système considéré deviennent des sections planes eu hyperplanes de 
la surface; on obtiendra ainsi une surface Fa d'ordre 2() appartenant à un espace
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Sfi-i de dimension Ô — i et celle surface ne renfermera pas des courbes exceptionnelles, 
puisque le système linéaire qui nous a fourni la transformation n’a pas de 
points base.

Ajoutons, sans appuyer sur les détails, qu’il est aisé de reconnaître que 
notre surface d’ordre 2 <5 ne saurait se réduire à une surface d’ordre â comptée 
deux fois.

Faisons maintenant (5 =  3, 2. Il suffira alors de considérer le double d’un 
système linéaire | C'rt | c’est-à-dire | 2 C,) \ .

Ce système est de genre

<5 + 1 + (5 + 1 + 2(5 — 1 =  4(5 + r ,
de degré

8(5'
et de dimension

4(5— 1.

On obtient donc des surfaces de Picard F.,, F-, d'ordre 16. 24, qui appartiennent 
respectivement à un espace S7, Sn , et qui sont dépourvues de courbes exceptionnelles.

Pour (5 =  i  la dimension de 12 O | est 3; il semble donc qu’on sera amené à 
une surface de Jacobi d’ordre 8 sans courbes exceptionnelles. Mais une cir
constance particulière se presente; les courbes du système transformant \?C\ 
passant par un point, renferment en conséquence un autre point, qui est conjugué 
au premier en une transformation de première espèce, bien définie par la condi
tion de laisser invariant le système |2 0 |.

Ainsi la surface d’ordre 8 que l’on construit se réduit à une surface de 
quatrième ordre (de Kummer) comptée deux fois.

II faut donc considérer un système linéaire |3(7| qui a le genre 10, le degré 
18 et la dimension 9. On en est amené à une surface de Jacobi d'ordre 18 en 
un espace S t , qui est dépourvue de courbes exceptionnelles.

Tl est bien entendu qu’en projetant les surfaces appartenant à des hyperespaces, 
que nous venons de construire, on obtiendra des surfaces de l’espace ordinaire, 
qui seront dépourvues de courbes exceptionnelles et aurons le même ordre que 
les surfaces données, si l’on a projeté par des points extérieurs.

Fn projetant par des points de la surface l’ordre en est abaissé, mais des 
courbes exceptionnelles prennent naissance.

Acta mathematica. 82. Imprimé le 20 mars 1909. 41
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III. Classification des involutions appartenant à une surface de Jacobi.

31. Invariants des involutions appartenant à une surface de Jacobi.
L ’après les remarques développées dans le n. 6, étant donnée une surface 

hyperelliptique <!>, on peut toujours construire une surface de Jacobi F trans
formée rationnelle de J>; on aura entre <1>, F une correspondance [r, n], de telle 
sorte qu’aux points de d> correspondront les groupes Gn de n points d’une certaine 
involution I n sur F. La surface O est une image de l’involution I n. Ainsi le 
problème de déterminer les familles, birationnellement distinctes, de surfaces 
liyperelliptiques, se trouve ramené à l’étude et à la classification des involutions 
appartenant à une surface de Jacobi F.

Et nous supposerons toujours que F ne renferme pas des courbes exceptionnelles, 
puisque ces courbes, si elLs existent, peuvent être éliminées par une transforma
tion de la surface.

Ajoutons les remarques suivantes:
i) Toute involution I n donnée sur F (soit toute surface — image de /„  — 

dont F  est une transformée rationnelle) a le genre géométrique

Pg< i •

En effet, si l’on fait abstraction des courbes exceptionnelles, il ne peut pas 
exister sur <I) des courbes canoniques d’ordre >o, car à une courbe canonique 
de d> devrait correspondre une courbe faisant parti d’une courbe canonique de F.'

Cette remarque prouve même davantage, c’est-à-dire que (en faisant toujours 
abstraction des courbes exceptionnelles) <I> ne saurait renfermer des courbes 
pluricanoniques d’ordre >o , et par conséquent, en désignant par Fi ses genres 
d’ordre i =  2, 3, . . ., on aura

P i<  i .

2) Le genre numérique d’une involution appartenant k F , ne saurait des
cendre au dessous de — 1, soit

Pc, > — 1  •

En effet si l’on avait pa < — 1, la surface pourrait être ramenée biration
nellement à une réglée dont la section plane aurait le genre — pa; alors aux 
génératrices de celle-ci correspondraient sur F les courbes d’un faisceau irra
tionnel, de genre — pn> 1; mais un tel faisceau ne saurait appartenir à une 
surface de Jacobi (n. 19).

' Enriques, Ricerche di Geometria sulle superficie algebriche (Memorie dell’Acc. di Torino, 
s. Ili, t. 44, 1893). Cap. V I.— Voir aussi Severi, Rendiconti dellTst. Lombardo, s. IT, t. 36, 1903.
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Ces remarques nous amènent à établir une distinction des involutions qui 
peuvent appartenir à F, d’après les valeurs des caractères invariants.

On pourra avoir des involutions irrégulières (c’est-à-dire des involutions 
représentées par des surfaces irrégulières) et des involutions régulières; nous 
désignerons en tous cas, par d(> o) l’irrégularité d’une involution appartenant 
à F, ou de la surface qui en est l’image; cl sera donc la différence pg— pa entre 
le genre géométrique et le genre numérique de <I>.

Or trois cas seront possibles:

d =  2, d = r , d = o.

Si d =  2 les inégalités pg < i ,  pn > — i ,  ne peuvent être satisfaites qu’en 
faisant

Va =  i  » Va =  —  i  ;

et, comme il n’y a pas des courbes pluricanoniques d’ordre >o, on tombe sur 
des surfaces W hyperelliptiques de rang i; ainsi que nous l’avons remarqué ces 
surfaces représentent des involutions engendrées sur F par des transformations 
cycliques de 2de espèce (n. 12).

Si d =  1, on peut supposer à priori

Pg =  1» Va =  o,
ou

Pa =  o, pa =  — i;

mais la première hypothèse doit être écartée parce qu’il n'existe pas des courbes 
canoniques d’ordre > o ;1 on aura donc

Pg — O, p a == I •

On tombe alors sur des surfaces elliptiques, douées d’un groupe elliptique 001 
de transformations birationnelles en elles-mêmes ;2 parmi ces surfaces on 
pourra rencontrer des surfaces qui se ramènent à des réglées elliptiques, et des 
surfaces irréductibles à des réglées; on peut distinguer les deux cas d’après la 
valeur du genre d’ordre 12, P 13; on a

P i2 =  o (P4 =  P 6 =  o) 

dans le premier cas; et P 13 > 0, et ici donc P u =  1, dans le second.3

1 Ofr. E nriques «Intorno alle superficie algebriche di genere lineare p i) =  1» Atti Acead. 
di Bologna (9 Dee. 1906).

2 Ofr. E n riq u es  «Sulle superficie algebriche di genere geometrico zero» Circolo Matematico 
di Palermo (5 Marzo 1905).

3 Ibidem.
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Si enfin d =  o , on aura
Va =Pa=  o

ou
Pg =  P a = t -

Dans le premier cas on pourra considérer le bigenre P,; si

la surface est rationnelle (Castblntjovo).1
L’hypothèse P2 > o, jointe à nos inégalités P; < i (i =  2, 3, . . .), ne peut 

être satisfaite que pour des surfaces réductibles à un type connu, pour lesquelles

Les résultats de cette discussion viennent résumés par le tableau suivant, 
où nous indiquons les valeurs possibles des caractères invariants qui appar
tiennent à une surface hyperelliptique quelconque (soit les caractères des involu- 
tions qui peuvent appartenir à F) :

a) d =  pg — pa =  2, fa  =  — 1, Pa= 1 (Pi =  1 î » =  2 ,3 , . . . )  (surfaces hyper el
liptiques de rang 1 — n. 16);

b) d =  pa — pa — 1

établis récemment dans la théorie des surfaces algébriques; il y a lieu maintenant 
de les retrouver à posteriori en classifiant les involutions qui peuvent appartenir 
à une surface de Jacobi F, d’après deux points de vue différents:

1) d’après le nombre des transformations de seconde espèce de F qui les 
ramènent en elles-mêmes;

2) d’après le nombre de leurs coïncidences.
Chacun de ces points de vue nous fournira ainsi un critérium pour reconnaître 

si une involution donnée sur F, appartient à l’une ou à l’autre des familles que 
nous venons de déterminer.

P , =  1 , P 3 =  o (Pa,- =  i ,  P  ai+i =  0 ).

p« =  — 1, pg = o

0 ) d  =  Va — Va =  o
î rationnelles)

Pa =  Pa =  P 2 =  I (P i =  x; i> — 3> 4 ■ ■ •)•

Ces résultats sont obtenus à priori d’après les théorèmes de classification

»Sulle superficie di genere zero» Memorie della Società italiana delle Scienze (1896).



Mémoire sur les surfaces hyperelliptiques. 325

Remarque. Les résultats auxquels nous serons amenés subsistent de même 
pour les involutions appartenant à une surface de Picard de diviseur quelconque.

32. Les involutions classifiées d'après leurs transformations en elles-mêmes.
Plaçons nous d’abord au premier point de vue.
Soit donc I n une involution donnée sur la surface de Jacobi F, © une 

surface image de
L’involution I n (soit la surface O qui la représente) pourra être régulière 

ou irrégulière, son irrégularité d(> o) étant exprimée par la différence pg—pa 
entre son genre géométrique et son genre numérique.

Or nous allons démontrer le théorème suivant:
Une involution appartenant à F sera irrégulière ou régulière, suivant qu'il existe 

ou qu'il n'existe pas une infinité (continue) de transformations de seconde espèce 
qui la transforment en elle-même.

Considérons d’abord une involution I n régulière; nous prouverons qu’il ne 
peut exister qu’un nombre fini (tout au plus) de transformations de seconde 
espèce par rapport auxquelles /„ jouit de la propriété d’invariance.

Soient u, v deux intégrales indépendantes de première espèce, attachées à la 
surface F; évaluons les sommes des valeurs qu’elles prennent aux n points d’un 
groupe (xu x2, .. . xn) de I n.

Soit
2u(xi) = u(x1) + u(x2) H- — |- u(xn) h 
2v(x i)—v(xJ  + v(x2) -I----- h v(x„) le.

En faisant varier le groupe {xl,x 2, . . . xn), h, le demeurent constantes, autre
ment elles fourniraient des intégrales de O (tandis que le nombre de celles-ci 
est d =  o).

Or une transformation de 2de espèce de F  est donnée par les formules

u(y) u(x) + a 
v(y) -v(x) + b.

Si cette substitution doit transformer en elle-même l’involution I n, on aura

^ j  12 u(yi) = 2 u(xì) + na h
\2v(y i)- 2 v(x i)+ nb  k

(les congruences subsistant toujours par rapport aux périodes de u, v); il suit

na =  o 
n b ; - o,
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et par conséquent a et b ne sauraient recevoir qu’un nombre fini de valeurs, 
distinctes par rapport aux périodes.

Supposons au contraire que l’involution /„ soit irrégulière. Si elle était 
transformée en elle-même par un nombre fini de transformations de 2de espèce, 
elle serait transportée en oc1 2 involutions distinctes par les oo2 transformations de 
2de espèce; et, comme le groupe formé par les transformations est transitif, on 
aurait ainsi une série continue d’involutions irrégulières jouissant de la propriété 
que les groupes de la série qui passent par un point donné de F, remplissent 
la surface.

Cette conclusion est absurde; en effet M. Severi a montré1 que si l’on a 
sur une surface une série continue d’involutions irrégulières, les groupes de 
celles-ci qui renferment un point donné, appartiennent tous à une même courbe 
algébrique (variable dans un faisceau irrationnel).

Partant on arrive à la conclusion que »toute involution régulière de F  est 
transformée en elle-même par un nombre fini de transformations de 2du espèce» 
et réciproquement. C. Q. F. I).

33. Mais on peut en dire davantage.
En effet il est aisé de prouver que »si une involution /„ donnée sur la sur

face F, a l’irrégularité d =  2 elle demeure invariant par rapport aux 002 transfor
mations de 2de espèce de F , et réciproquement».

Soit <[> une surface image de /„. D’après le n. 31 on a

Va =  1 .  Va =  —  1 •

En outre <l> ne renferme pas des courbes pluricanoniques d’ordre >0 (n. 31). 
On en conclût que <1> est une surface hyperelliptique de rang 1, admettant un 
groupe oo2 de transformations birationnelles en elle-même (u. 16). Entre (/>, F il y 
a une correspondance algébrique [1, ri\ dépourvue de courbe de diramatimi; e tà  
toute transformation birationnelle de O en elle-même répondent n transformations 
de 2de espèce distinctes de F.2

Ainsi I n vient transformée en elle-même par les t»2 transformations; en 
particulier il y a parmi celles-ci n transformations qui laissent invariant chaque 
groupe de In, et engendrent l’involution au sens du n. 10.

La proposition réciproque s’établit de suite. Si l n est transformée en elle- 
même par les 002 transformations de 2de espèce de F, la surface O — image

1 II teorema d’Abel sulle superficie algebriche (Annali di Matematica S. Ili, t. XII, 1905).
2 Cfr. E nriques «Sulle superficie algebriche che ammettono un gruppo continuo di tras

formazioni birazionali in se stesse (n. 5)» Circolo di Palermo — 14 Maggiol.1905.
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de I n — admet oo2 transformations en elle-même; par conséquent elle a les genres 
Tg ' i > Va =  — i , et l’irrégularité d = 2.

Que l’on rapproche maintenant le résultat obtenu à celui du n. 32; un 
raisonnement par exclusion nous permet de conclure que:

Toute involution irrégulière donnée sur F admet 002 ou 001 transformations de 
2,le espèce en elle-même, suivant que son irrégularité est

d =  2 ou d = T .

Le cas d - 2 nous ramène aux surfaces hyperelliptiques de rang 1.
Le cas d =  1 nous ramène à des surfaces elliptiques1 de genre numérique 

pa = —1 et par conséquent de genre géométrique pu =  0; parmi ces surfaces nous 
verrons qu’il existe des surfaces qui se laissent transformer en des réglées elliptiques 
(cas de dégénérescence) et aussi en des surfaces elliptiques non réductibles à des 
réglées.

34. Les invalidions classifiées d'après leurs coïncidences.
Nous allons nous placer maintenant au second des points de vue dont 

nous avons parlé au n. 31.
Dans une involution I n de F , il peut exister des groupes G„, constitués de n 

points qui ne sont pas tous distincts entre eux, c’est-à-dire renfermant des 
coïncidences. Or trois cas pourront se présenter.

35. Premier cas.
TL involution I n possède une infinité de coïncidences, c’est-à-dire une courbe 

K  de points de coïncidence. En ce cas nous allons prouver que /„  est rationnelle 
ou peut être représentée par une surface réglée elliptique.

Désignons par m l’ordre de la surface F, et par it le genre de ses sections 
planes; on aura (F ne renfermant pas des courbes exceptionnelles).

«
m =  2 n  — 2.

S o i t

h{>o)

l’ordre de la courbe K , et D l’ordre de la courbe décrite par les n — 1 points 
conjugués à un point [x) qui décrit une section plane de F.

1 On appelle ainsi les surfaces admettant un groupe elliptique de transformations en 
elles-mêmes. Après MM. Picard et Pahot.evé ces surfaces ont été étudiées, notamment dans 
le cas jig = 0 , par M. Kniuquus (Circolo di Palermo — Marzo 1905 — 1. e.).
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Considérons sur la surface </>, image de I n, les courbes G correspondant 
aux sections planes de F.

Les courbes C se couperont deux à deux en fl + m points, chaque point com
mun à deux C répondant à un point commun aux sections planes homologues 
de F , ou bien à un groupe Gn de I n dont un point appartient à la première de 
ces sections, et un autre point (conjugué au premier) appartient à la seconde.

Les courbes C auront le genre effectif , ce genre étant égal à celui des 
sections de F ; mais elles aurons un certain nombre de points doubles variables 
qui prennent naissance de la façon suivante: la courbe, d’ordre D, conjuguée à 
une section plane de F, rencontre cette section en D points; de ceux-ci, h tombent

sur la courbe de coïncidence K\ les autres D — h se partagent en ^  ^ couples

de points conjugués par rapport à ; eh bien à ces couples correspondent ~ ^

points doubles de la courbe C, homologue à la section considérée de F.
Or la série des courbes C sur <I> est rationnelle; par conséquent1 elle appar

tient à un système linéaire | 0 |. Le genre U et le degré ili auront respectivement 
les valeurs suivantes:

n - , '  + D ~ k  
2

M — m + D = 2 jv — 2 + D.
Pourtant on a (h> o)

31 > 2 11 — 2.

D’après un théorème de MM. Castelntjovo-Enriques 2 cela suffit pour que 
la surface <l> soit rationnelle ou puisse être ramenée à une surface réglée irration
nelle, qui, dans notre cas, serait une réglée elliptique, son genre numérique ne 
pouvant pas descendre au-dessous de — i (n. 31).

36. Deuxième cas.
Il n'existe pas des coïncidences de l'involution I„.
D’après une formule de M. Severi, on peut alors évaluer le genre numérique 

de la surface O image de qui se trouve en correspondence [1, ri\ avec F ; puis-
qu’il n’y a pas sur <Z> des points de diramation, on trouve que ce genre numéri
que est

J) a =  — x •

Relativement au genre géométrique, on pourra distinguer deux hypothèses: * *

1 Kniiiquus, Rendiconti di Palermo, t. X, 2; Agosto 189;.
* Annali di Matematica, s. Ili, t. 6, p. 165; 1901.
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Pg =  i  ou pg= o.

Dans l'hypothèse pg =  i il y aura sur d> une courbe canonique d’ordre zéro (n. 31) 
et par suite la surface résultera une surface hyperelliptique de rang r.

Examinons ensuite l'hypothèse pg=--o. La surface O sera une surface elliptique 
qui ne saurait, pas être ramenée à une réglée.

C’est ce que l’on peut reconnaître en raisonnant par absurde. Si une sur
face réglée est en correspondance [1, n] avec F, aux génératrices de la première 
surface ne sauraient répondre sur F des courbes réductibles en n parties rationnelles ; 
partant sur une courbe homologue à une des génératrices sus-nommées, ou sur 
une composante irréductible de cette courbe, il y aurait des points de coïncidence.

Ajoutons que la surface elliptique <I> renferme deux faisceaux de courbes 
elliptiques, un parmi ceux faisceaux étant elliptique, l’autre rationnel. Cette 
propriété, qui découle immédiatement de la construction de la surface <l>, s’accorde 
avec la circonstance que nous avons reconnue au n. 31, que les plurigenres de W 
ne peuvent surpasser 1.

37. Troisième cas — L’involution I„ possède un nombre fini de coïncidences. — 
En ce cas il ne peut y avoir qu’un nombre fini de transformations de la

surface F, qui laissent invariant l n, puisque ces transformations doivent échanger 
entre eux les points de coïncidences. Il s’ensuit (n. 32) que <l> est régulière, et l’on a

Pg — Pa =  O
OU

Va =  Pa =  I  •

En le premier cas le bigenre P2 aura l’une des valeurs suivantes:

P2 = 0
ou

P 2 =  1;

et lorsque P. - 0 on tombe sur des surfaces rationnelles.

38. Involutions appartenant à une surface régulière de genres 1.
11 nous sera utile pour la suite de considérer les involutions, et notamment 

les involutions de couples de points, appartenant à une surface régulière de genres

i(pa= pg = P-, =  i).

En classifiant ces involutions, on tombera toujours sur des surfaces régulières 
et on aura les trois cas possibles

Acta mathematica. 32. Imprimé le 20 mars 1909. 4*2
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Va — Vg — P2 — 0 (cas rationnel)
V» = Vg = 0, P2=  1, (P3 =  0)
P» =  Vg =  P 2 =  I •

Nous voulons montrer par un exemple que les deux derniers cas peuvent 
se présenter, tous deux, effectivement.

A cet effet considérons une surface Fs intersection complète de trois 
quadriques dans un espace à 5 dimensions 8S. Il peut arriver que Fa soit trans
formée en elle-même par une homographie involutoire de cet espace, et cette 
homographie pourra appartenir à l’une de trois espèces suivantes:

1) homologie;
2) homographie douée d’une droite de points unis qui ne coupe pas F, et 

d’un 8, de points unis;
3) homographie douée de deux plans de points unis, qui ne coupent pas P .
Or l’homographie transformant F  en elle-même donne lieu à une involution

I 2 sur F. Eh bien, cette involution représente une surface rationnelle dans le 
premier cas ; elle représente une surface de genres pa =  Vg — P2 = 1 dans le second 
cas; enfin elle représente une surface de genres Va =  Pg =  o et P 2 =  i ,  dans le 
troisième cas.

Nous allons justifier ces assertions en laissant de côté le premier cas, qui 
11e présente d’ailleurs aucune difficulté, puisqu’il suffit de répéter le raisonnement 
du n. 35.

En nous plaçant d’abord dans le cas 2), considérons les sections découpées 
sur F par les hyperplans renfermant l’axe de l’homographie. A ces sections 
répondrons sur la surface image de I 2 oo3 courbes de genre 3 se coupant deux à 
deux en 4 points; on en déduit que cette surface est birationnellement identique 
à une surface générale du quatrième ordre

(Va =  Vg =  P ’ =  1).

Dans le cas 3) considérons les sections découpées sur F  par les hyperplans 
qui renferment l’un ou l’autre parmi les deux plans de points unis. A ces courbes 
répondrons sur la surface image de I 2 des courbes de genre 3, qui donneront lieu 
à deux systèmes oo2 de degré 4; les courbes de l’un système couperont toute 
courbe de l’autre système en 4 points formant sur cette courbe un groupe de la 
série canonique g\. Pourtant les deux systèmes seront adjoint l’un à l’autre et 
l’on aura p„ = Vg ~ P2= ' l  C. Q. F. D.

Il est à remarquer qu’entre les cas 1) 2) 3) il y a le critérium de distinction 
suivant: dans le cas 2) l’involution donnée sur F a un nombre fini de coïnei-
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dences, dans le cas 3) l’involution n’a pas du tout de coïncidence; on en a au 
contraire une infinité dans le cas 1).

Or cette remarque peut être généralisée. Toute involution de couples de 
points donnée sur une surface régulière.. F, de genres 1, peut être engendrée par 
une homographie sur une surface F', transformée de F , appartenant à un hyperes- 
pace convenable. On peut donc répéter pour F1 les considérations que nous 
venons de développer ci-dessus.

On arrive ainsi, à la conclusion suivante:
Etant donnée une surface régulière de genres pa = pg= P2 = 1, on peut y avoir 

trois sortes d’involutions de couples de points:
1) involutions rationnelles {pa =  P2 =  0);
2) involutions de genres 1 (pa — p0 =  P2 — O ;
3) involutions de genre 0 et de bigenrè r, dépourvues de courbes bicanoniques 

d'ordre > 0 (pa =  pg =  P3 — o, P2 =  1).
On a une infinité de coïncidences dans le cas 1), un nombre fini > 0 de coïn

cidences dans le cas 2), point de coïncidences dans le cas 3).

IV. Théorème fondamental au sujet des surfaces liyperelliptiques
de rang r  > 1.

39. Soit F une surface hyperelliptique de rang 1 (pg =  i ,  pa = — r)- Nous 
avons déjà établi une distinction entre les involutions I n qui peuvent appartenir 
à F , suivant qu’il existe une courbe de coïncidence, ou bien qu’il y a seule
ment un nombre fini N  > o de points de coïncidence, ou qu’il n’y en a pas du 
tout (N =  o).

Nous allons considérer dans la suite les involutions I n qui possèdent un 
nombre fini N(>  0) de coïncidences.

Parmi ces involutions nous avons déjà considéré en particulier celles qui 
sont engendrées par des transformations cycliques de seconde espèce de F (N =  0); 
ce sont des involutions représentées par des nouvelles surfaces hyperelliptiques de 
rang r, ou brièvement des involutions de rang 1.

Or une involution l n étant donnée sur F, deux cas peuvent se présenter:
1) il peut arriver que chaque groupe G„ de In soit composé par un certain 

nombre r(_>i) de groupes Gè de <5(> i) points (n = rô), de façon que les groupes 
Gè engendrent une involution /,> de rang 1 ; en ce cas on dira que Vinvolution I„ 
est composée par la P) ;
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2) au contraire il se peut que les groupes de I„ ne soient pas composés 
par des groupes d’une in voluti on de rang 1.

La même distinction peut être établie aussi de la façon suivante:
On se trouve dans le cas 1) s’il existe des transformations de 2de espèce qui 

transforment en lui-même chaque groupe de au contraire le cas 2) correspond 
à l’hypothèse que de telles transformations n’existent pas.

Il y a lieu maintenant d’établir un critérium qui nous permettra de recon
naître plus aisément si une involution I n donnée sur F est composée par une 
involution de rang 1.

Soient xu x2, . . . x„ les n points d’un groupe G„ de d’après une locution 
déjà établie, deux quelconques parmi ces points sont dits conjugués par rapport 
à Si I„ est composée par une involution I 0(ô > 1) de rang 1, il y a en G„ des 
points conjugués par rapport à I n, p. ex. les points x,,x2, qui sont aussi conju
gués par rapport à I ô.

Cette hypothèse entraîne la conséquence suivante: toute transformation de 
2de espèce de F  amène les points x ,,x2 en des points conjugués par rapport à I n.

En effet l’involution f,) est transformée en elle-même par les transformations 
de 2de espèce, et, comme /„ est composée par I 6, deux points conjugués par 
rapport à la sont aussi conjugués par rapport à

Maintenant il y a lieu de remarquer qu’il subsiste la proposition réciproque 
suivante.

Que Von ait sur F une involution I n; si deux points x1,x 2, conjugués par rap
port à celle-ci, sont transformés en des points conjugués, par toute transformation de 
2de espèce, Vinvolution I n est composée par une involution de rang 1.

Nous allons démontrer ce théorème.
Considérons une transformation de 2de espèce, jr, de F, choisie d’une façon 

générale; elle amènera le point x , en un point x \  et sera définie par la corres
pondance de ces deux points, de façon qu’on pourra la désigner en écrivant

ir = (x1x\).

Le point aq appartient à un groupe Gn de I n dont les points sont désignés
j &3> • • • H •

Or d’après notre hypothèse, la transformation n  qui amène x, enx',, amène 
x2 en un point x \ qui est conjugué à x\ par rapport à I n. Il pourra arriver 
aussi que d’autres points de G„, p. ex. x3, . . . x,>, soient transformés par it en des 
points x'3, . . . x\), conjugués à x \,  et que cela arrive d’ailleurs quel que soit la 
transformation de 2de espèce ir.

Les points x,, x2, . . . x,) formeront en Gn un groupe Gf, qui se trouve défini 
de façon à satisfaire aux conditions suivantes:
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a) le groupe G a est déterminé à partir du point xt , que l’on peut faire 
varier sur F;

b) le groupe Ga est défini d’une façon symétrique par rapport à ses points 
xltx2, . . . x,), puisqu’on a

71 =  {Xl x\) =  (x2x\) =  • • • =  (XiX'A).

Il suit que G a décrit, au varier de xx, une involution I a par laquelle I n 
résulte composée. Mais comme I a est transformée en elle-même par les trans
formations de 2de espèce, elle est une involution de rang i (n. 32). Ainsi notre 
proposition se trouve établie.

40. En ce qui suit nous allons supposer que l’involution I n douée de 
AT>o points de coïncidence, que nous considérons sur la surface F, ne soit pas 
composée par une involution Ia (é > 1) de rang 1. Ce n’est pas là une restriction 
essentielle que nous imposons à l n, puisque cette condition pourra toujours 
être remplie en remplaçant la surface donnée par une autre surface de Picard.

Ceci posé, nous nous proposons d’établir que l’involution /„ est engendrée 
par n transformations birationnelles de la surface surface F en elle-même, trans
formations formant un groupe d’ordre n. Plus clairement nous disons que, si 
l’on considère les n points xt,x2, . . . x n d’un groupe variable de chacun de 
ceux-ci dépend rationnellement de l’un des autres; p. ex. x2 . . . xn sont des 
fonctions rationnelles de xt .

Pour arriver à cette conclusion fondamentale, nous poursuivons l’étude de 
l’involution I n, en rappelant nos hypothèses fondamentales:

1) que I n soit douée d’un nombre fini N  > 0 de points de coïncidence;
2) que I„ ne soit pas composée par une involution I a{S> i ) de rang 1.
Considérons sur F un système continu complet A de courbes G (de genre

// >2) sans points-base, choisi d’ailleurs d’une façon quelconque, et construisons 
le système des courbes K  (conjuguées aux C) qui sont définies de la façon suivante:

tandis qu’un point décrit une courbe C, les n — 1 points conjugués décrivent 
une courbe K, que l’on dit conjuguée à la première.

Nous nous proposons d’établir que chaque courbe K  se décompose en n — r 
courbes, birationnellement identiques à la courbe C dont elle prend naissance. 
Cette conclusion, qui nous permettra de démontrer aisément le théorème fonda
mental que nous avons en vue, sera établie par un procédé de réduction à l’absurde. 
Nous supposerons d’abord que les courbes K  soient (généralement) irréductibles 
et nous montrerons que cette hypothèse contredit à l’hypothèse 2). Ensuite 
nous examinerons le cas où les K  seraient réductibles, mais le nombre de leurs 
composantes irréductibles serait < n — 1 et nous en tirerons la même conclusion.
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41. Adoptons les? hypothèse i) 2) du n. préo. et supposons en outre que la 
courbe K  conjuguée à une courbe G (choisie d’une façon générale en 2), soit 
irréductible. Il y aura sur K  une involution yxn-i  de genre n  (iv étant le genre 
de G); deux points conjugués par rapport à yxn—i -— c’est-à-dire deux points 
appartenant à un même groupe de cette série — seront conjugués aussi par 
rapport à l’involution I n,

Considérons les transformations de 2de espèce de la surface F  en elle-même. 
On pourra supposer: ou bien que ces transformations changent la série des 
courbes K  en elle-même; ou bien qu’elles changent une courbe K  en une nouvelle 
courbe K  qui n’est pas conjuguée à une courbe C de notre système 2.

Si la série des courbes K  est transformée en elle-même, c’est-à-dire si une 
courbe K  est transformée en une autre courbe K , l’involution yxn- 1 considérée 
sur la première courbe, se transformera dans l’involution y'n-i qui vient définie 
analogueinent (par rapport à /„) sur la seconde courbe; en effet s’il n’en était 
pas ainsi on trouverait qu’une courbe K , en tant qu’elle peut correspondre à 
une infinité de courbes analogues par les <x2 transformations de 2de espèce, ren
ferme une infinité continue d’involutions irrationnelles y1n-\ ,  ce qui contredit à 
un théorème connu de MM. Painlevé, Humbert et Castelnuovo.

11 suit de cette remarque que, si la série des courbes K  est transformée en 
elle-même par les transformations de 2de espèce de F , deux points situés sur une 
courbe K et conjugués par rapport à I n (c’est-à-dire appartenant à un même 
groupe de I n) seront amenés par toute transformation de 2de espèce, en des points 
conjugués de même par rapport à d’après le critérium établi au n. 39 cela 
signifie que l’involution /„ est une involution de rang 1, ou qu’elle est composée 
par une involution de l’ang 1, ce qui contredit à notre hypothèse 2).

Nous devons donc supposer qu’une transformation de 2de espèce (choisie 
d’une façon générale) change une courbe K  en une nouvelle courbe K  qui n’est 
pas conjugués à une courbe C de notre système 2 .

Construisons alors la courbe L  conjuguée à K  par rapport à c’est-à-dire 
la courbe engendrée par les n — 1 points conjugués à un point variable sur K.

La courbe K  correspondant à N en une transformation de 2de espèce n , 
on peut faire varier K  tout en tenant fixe K  pourvu qu’on laisse varier n:, et 
d’une façon continue on peut réduire ainsi K h K, tandis que n; se réduit à la 
transformation identique.

Or, lorsque K  variant d’une façon continue se réduit à K, la courbe L 
conjuguée à K  variera aussi et devra se- réduire à la courbe conjuguée à K, 
c’est-à-dire à la courbe composée (n — 2) K  + C .

Il s’agit de voir comment cette réduction est possible.



Mémoire sur les surfaces hyperelliptiques. 335

Supposons d’abord que la courbe L, qui tend à la limite (n— 2)K  + C, 
soit irréductible.

Envisageons un groupe de points de I n dont un point se trouve sur K  ; 
nous voulons désigner par x2 ce point, et par xl,x3, . . . xn les n — r points conju
gués qui appartiennent à L.

Si, ainsi que nous l’avons supposé, L est irréductible, on peut échanger 
entre eux les points xlyx3, en faisant décrire un cycle au point x2 sur K-, il est 
sous-entendu que l’on envisage K  comme une surface de Riemann.

Or K se réduit d’une façon continue à K\ le cycle décrit sur K  par x2 se 
réduit à un cycle sur K, qui est d’ailleurs une surface de Riemann identique à K .

En force d’un postulat de continuité qu’on a le droit d’appliquer ici, il doit 
donc arriver le fait suivant: considérons un groupe de points æ,,.r2, ■ ■ ■ xn de I n, 
et supposons que le premier point appartienne à la courbe C, et les autres n — 1 
points à la courbe conjuguée K; on peut faire décrire au point x2 sur K un tel 
cycle que x, se change avec x3.

Comment ce fait est-il possible?
Suivons par la pensée le mouvement du point x3 qui décrit un cycle sur 

K, et suivons de même le chemin qui vient décrit par un point x3 conjugué à x2 
et situé sur la même courbe K.

Pour que x3 se change en xn il faut qu’il passe de la courbe K  à la courbe 
C, et ce passage ne peut avoir lieu que par l’un des points communs à C, K . 
Or x3 coïncidera avec l’un, A, de ces points, lorsque x2 occupera la position A' d’un 
des points conjugués sur K\ mais si on continue le mouvement de x2 au delà 
de A', où se trouvera la continuation du chemin décrit par x3i appartiendra-t-elle 
à K, ou bien se trouvera-t-elle sur CI

Pour éclaircir ce point, remarquons que lorsque x-, décrit un cycle en passant 
par A', il y a toujours un chemin décrit par x3 qui lui correspond et qui est 
situé en totalité sur K; une autre branche de la même fonction algébrique 
(correspondant à l’involution /„) est la branche xl qui se meut sur C; pour que 
le chemin de x3 se continue, en passant par A, sur C, il faut donc que cette 
branche xt aboutisse de même à A lorsque x2 atteint! A', c’est-à-dire que les 
deux branches x3 et xL se réunissent en A; mais cela signifie qu’en A doit tomber 
un point de coïncidence de l’involution I„.

Or cette conclusion contredit à notre hypothèse 1). En effet s’il n’y a qu’un 
nombre fini de points de coïncidence de une courbe C choisie d’une façon 
générale en ù, n’en renferme pas.

On en déduit que la courbe L  ne saurait être irréductible. Cette courbe sera donc 
composée et parmi ses composantes il y en aura une, que nous pouvons désigner
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par X , qui renfermera un seul point xl parmi les conjugués à x2; en effet si xt 
décrivait une courbe renfermant un autre parmi ses points conjugués, p. ex. xa, 
il y aurait sur K un cycle de x2 auquel correspondrait un échange entre xt, xs, 
et on en conclurait, comme avant, qu’il y aurait sur C des points de coïncidence.

Nous venons de reconnaître que L se décompose, et précisément qu’il y a 
une de ses composantes (X) qui est décrite simplement par le point xx conjugué 
au point x2, se mouvant sur K. Lorsque K  se réduit par continuité à K , X  se 
réduira à C.

En effet on pourrait se douter seulement que X  se réduise à C + 0, $ désig
nant une courbe jondamentale, lieu des points conjugués à un point fondamental 
de I n appartenant à K ; mais une analyse approfondie porte à exclûre cette 
hypothèse.

Ce n’est pas qu’on ne puisse supposer à priori que toutes les courbes K  
aient communs des points fondamentaux de /„ , qui serait multiples pour les K, 
mais il est aisé de reconnaître que si l’on transforme un point fondamental en 
une courbe exceptionnelle, cette courbe ne fait pas partie de la K  envisagée 
comme limite de K, et en conséquence la courbe 0 conjugué à la courbe exception
nelle, ne fait pas partie de la courbe limite de X , qui est simplement C et non C + 0.

Ceci posé, rappelons-nous que le système N des C est un système continu 
complet; on en déduira que la courbe X , qui en variant par continuité se réduit 
à une C, appartient elle-même à ce système Mais cette conséquence entraîne 
que la courbe K , transformée d’une courbe K  par une transformation de 2de 
espèce, soit le lieu décrit par un point conjugué à une courbe C, et par consé
quent qu’elle appartienne au même système des K. Ce système sera donc inva
riant par rapport aux transformations de 2de espèce si, ainsi que nous l’avons 
supposé, les K  sont irréductibles; c’est là une conclusion qui contredit à l’hypo
thèse 2) du n. 40, ainsi que nous l’avons remarqué.

On en conclût que les courbes K  ne sont pas irréductibles.

42. Il faut analyser maintenant les différentes hypothèses qu’on peut faire 
au sujet de la décomposition des courbes K. On peut supposer:

ou bien que K  se décompose en un certain nombre h < n — 1 de composan
tes K it .. . Kn\

ou bien qu’elle se décompose en n — 1 composantes.
Si c’est le premier cas qui a lieu, il y aura une partie irréductible de K, 

soit p. ex. K {, qui renferme une involution irrationnelle y\(r>  1) dont chaque 
groupe est constitué par r points conjugués de l n.

Nous pourrons maintenant répéter pour les K x, le raisonnement que nous 
avons développé avant au sujet des K.
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Nous transformons les K l par les transformations de 2de espèce. Si les 
courbes transformées sont des courbes K x du même système, il s’ensuit que 
l’involution I n est composée par une involution de rang i.

Il faut donc supposer que la courbe K x, transformée d’une K x, n ’appartienne 
pas au système de celle-ci. Maintenant K x peut varier par continuité se rédui
sant à K j ; la courbe L  conjuguée à K l se réduit alors à la courbe conjuguée 
à K x, c’est-à-dire à la courbe

( r - i ) K l + K 2 + ---+ K h + G.

Considérons un groupe de points xx, x,, . . . x„ de I n dont un point x2 est 
situé sur K x, et un point xx est sur G. Lorsque x2 décrit un cycle sur K x, il 
n’est pas possible échanger x, avec un autre point x3, du groupe, n’existant 
pas sur G des points de coïncidence. Mais d’un autré côté, à cause de raisons 
de continuité, cet échange devrait se présenter comme possible si un échange 
analogue a lieu sur L,  c’est-à-dire si la courbe L  est irréductible ou si elle ne 
renferme pas une composante (décrite simplement par le point x.) qui se réduit 
à G lorsque K x, se réduit à K x.

On en conclut que L est réductible et renferme une composante appartenant 
au système complet N des G; et il s’ensuit que K x, est une partie de la courbe 
conjugué à une G et qu’elle appartient au même système que Kx, c’est-à-dire que 
le système des K x est invariant par rapport aux transformations de 2de espèce. 
C’est là une conclusion absurde, ainsi que nous l’avons déjà remarqué.

Cet absurde prouve que la courbe K  conjuguée à une C par rapport à se 
décompose en n — i parties décrites simplement par les n — i points conjugués à 
celui qui se meut sur C, et par conséquent birationnellemenl identiques à C.

43. Il est aisé maintenant d’achever la démonstration du théorème que 
nous avons en vue.

Supposons que 2  soit du type envisagé aux nn. 21, 25 et considérons en 2  
les 001 courbes C passant par un point xx; les courbes conjuguées à ces G se dé
composent- en n — 1 parties C', . . . C(n-1), qui passent respectivement par les points 
r 2, . . . xn du groupe de I n déterminé par xx.

Or un point quelconque P de la surface F appartient à un nombre fini de 
courbes C par xx, courbes qui, se coupant en ce point, servent à le déterminer; 
aux C par P  correspondent des G' par x2 se coupant en un point conjugué P1 qui 
se meut avec P et résulte ainsi dépendre rationnellement de P.

On voit d’ailleurs que cette correspondance rationnelle fait correspondre 
au point xlx le point x2.

Actu mathematica. 32. Imprimé le 22 mars 1909. 43
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On arrive ainsi à la’jconclusion suivante:
Toute ìnvolution l n appartenant à une surface hyper elliptique F de rang 1 et 

satisfaisant aux hypothèses 1), 2) du n. 40, est engendrée par un groupe de trans
formations birationnelles de la surface en elle-même; ces transformations amènent un 
point quelconque de la surface F respectivement en ses n — i conjugués par rapport à I n.

44. Théoi ■ème fondamental.
Le théorème que nous venons d’établir peut être énoncé sous une autre 

forme comme une propriété fondamentale des surfaces hyperelliptiques.
D’après les nn. 6, 35 toute surface hyperelliptique <I> de rang r(> 1) et de 

diviseur ô, correspond à une involution l n d’ordre n = rô appartenant à une 
surface de Jacobi F, et possédant un nombre fini N de points de coïncidence 
(les surfaces rationnelles et les réglées elliptiques étant laissées de côté d’après 
le n. 4). Lorsque <5 =  1 l’involution I n remplit les conditions 1) 2) demandées par 
le théorème précédent. Si au contraire J > 1 l’involution I n résulte composée 
par une involution la de rang 1; cette involution / ,j vient représentée par une 
surface de Picard Fa, et l’on a sur F,) une involution I r d’ordre r dont les 
groupes correspondent aux points de la surface d), et qui remplit les mêmes 
conditions 1) 2).

On a donc le théorème fondamental suivant:
Toute surface hyperelliptique de rang r > l  et de diviseur ô correspond à une 

involution engendrée par un groupe de r transformations birationnelles sur une 
surface de Picard F,5.

C’est ce qu’on peut exprimer aussi de la façon suivante:
Soit d>(x,y, z) =  o une surface hyperelliptique, et supposons que, les x, y, z étant 

des fonctions abéliennes de deux paramètres u, v, il arrive qiïà tout groupe de valeurs 
de x, y, z, correspondent r couples (u, v) incongrus par rapport aux périodes primi
tives, soit:

(«1. vt), (u2, v 2), . . . (ur , vr);

en ce cas les u, v seront liées par r — 1 substitutions linéaires

Ui =  ai u, + biVl + cO
7 , , , r i =  2, 3 , . . .  rvi =  diul + eivl + fi)

dont les coefficients ne dépendent pas de x, y, z.
Ces substitutions, ajoutée la substitution identique, forment un groupe 

d’ordre r; et les constantes at-, bi, di. Ci, sont des combinaisons linéaires à coef
ficients entiers des périodes.
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V. Surfaces hyperelliptiques de rang r  > i dépendant de trois modules
arbitraires.

45. Svrfaces hyperelliptiques de rang r > i dépendant de trois modules arbitraires. 
D’après le théorème fondamental du n. 44, la détermination des familles biration- 
nellement distinctes de surfaces hyperelliptiques, se trouve ramenée à celle des 
groupes finis de transformations birationnelles d’une surface hyperelliptique de 
rang 1 en elle-même.

On se rattache ainsi à la théorie des transformations des fonctions abéliennes 
de genre 2, théorie qui a pris naissance dans les Notes classiques de H ermite 
(1855)1 et qui a été développée successivement par les recherches de MM. F robe- 
Nitrs, W ebe r, H urwitz, W iltheiss, H u m b e r t,2 ce dernier ayant considéré les 
transformations dans toute leur généralité, ainsi que nous aurons lieu de le rap
peler dans la suite.

Rappelons d’abord le résultat auquel on est amené dans le cas où les 
modules sont arbitraires.

Soit F une surface de Jacobi, et u, v les intégrales normales de i re espèce 
attachées à F. On sait que la condition nécessaire et suffisante pour que la 
substitution linéaire

u' =  lu  + fiv + a 
v1 =  Fu + fi'v + /i

établisse une transformation rationnelle de la surface F en elle-même, de sorte 
que les coordonnées du point (u1, v') soient des fonctions rationnelles des coordonnées 
du point (u , v), est que u', v' augmentent d’une des périodes simultanées, lorsque 
u, v augmentent d’une telle période. Soit

1 0  g h 
0 1  h g'

le tableau des périodes normales des intégrales u, v. alors la condition précédente 
peut s’exprimer sous forme analytique en écrivant les relations:

( 1 )

l  =  a0 + a3g + a2h 
F =  a, + a3h + a3g' 

Â g + /t h =  d0 + d3g + d3h 
F g + p'h =  rf, + d3h 4- d2g'

fi =  b„ + b3g + b2h 
fi'=  b j + b.Ji + b2g' 

K h + fi g' =  c0 + c3g + c2h 
F h + fi1 g' =  c, + c3h + c3g'

où les ai, bi, Ci, d,- sont 16 entiers caractéristiques de la transformation.

Comptes rendus de l’Aeademie des Sciences, t. XI..
Journal de mathématiques (1899—1900—1901 —1903 —1904-1906).
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Si l’on veut exprimer que la transformation est birationnelle, on doit sup
poser que la valeur du déterminant (degré de la transformation) :

a„ a , a2 « 3

K 6 . b. K
c„ c, c. Cz
(Iq dy d2 d3

soit égale à ± i .1
En éliminant les constantes h, V , fi, 11' entre les équations (x), on a les relations

(A) g~a3 + gh(a2 + b3) + h2b2 + g(a0 — d3) + h(b0 — d2) — d0 = o
(B) g h ct3 + gg'a2 + hi b3 + hg'b2 + gat + h{by — d3) ~  g'd2 — dy =  o
(C) gha3 + gg'b3 + h2a2 + hg'b2 — gc3 + h(a0 — c2) + g'b0 — c0 =  o
(D) h2a3 + hg'(a2 + b3) + g'2b2 + h(al — c,) + g'ib^ — c.,) — c, =  o.

Si les périodes g, h, g' sont arbitraires, ces relations se réduisent à des identités 
et l’on tombe sur les transformations

u' =  ± u + const. 
v' =  + v + const.

de i re et de 2da espèce.
Nous les appelerons les transformations ordinaires de la surface F en elle- 

même, car elles existent sur F pour toute valeur des modules.
Si au lieu de considérer une surface de Jacobi, on se rapporte à une surface 

de Picard de diviseur d > i ,  on arrive de même à la conclusion que, pour des 
modules arbitraires, cette surface ne saurait admettre d’autres transformations en 
elle-même que les transformations ordinaires:

u' =  ± u + const. 
v’ =  ± v + const.

Or parmi ces transformations, celles qui sont (périodiques) de 2de espèce 
nous amènent à des nouvelles surfaces hyperelliptiques de rang i (n. n ), ainsi 
donc les seules transformations correspondant à des surfaces hyperelliptiques de 
rang r > i, seront les transformations de i re espèces, que l’on peut toujours 
réduire à la forme

u1 =  — u , v' =  — v.

1 II faut toujours prendre la valeur + i, lorsque, ainsi que nous le supposons, on a entre les 
parties imaginaires des périodes, l'inégalité classique g l  g\ h ] . Voir Humhkrt, Journal de 
Math., 1900, p. 291.
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On en déduit le théorème suivant:
Il n'y a d'autres surfaces hyper elliptiques de rang r > i , dépendant de trois 

modules arbitraires, que des surfaces régulières de rang r = 2. Ces surfaces peuvent 
être représentées en exprimant les coordonnées de leurs points par des fonctions hyperel- 
liptiques paires, d'ailleurs arbitraires. Elles se partagent en une infinité de familles 
birationnellement distinctes, d'après la valeur du nombre entier ò qui en est le diviseur.

Les surfaces hyperelliptiques de rang r = 2 et de diviseur ô = x  ont été 
l’objet d’études classiques (Kummer, Weber, Humbert); le cas J > i  a appelé 
récemment l’attention de MM. Traynard et Remy.

4(i. Surfaces de Kummer. Nous allons considérer d’abord les surfaces régu
lières de rang r =  2 et de diviseur ô '= i;  s’il n’y aura ici rien d’essentiel à ajouter 
aux résultats connus, nous aurons au moins l’occasion de développer la méthode 
que nous employerons dans la suite pour étudier les cas nouveaux qui se présen
tent pour r > 2.

Remarquons d’abord que toute surface hyperelliptique régulière de rang 
r — 2 et de diviseur é '= i ,  correspond à une involution de couples de points 
appartenant à une surface de Jacobi et représentée sur celle-ci par

(2) u + u1 =  X, v + v1 =  p
(Â, y constantes).

Ceci posé considérons sur F le système fondamental 2  constitué de 002 
courbes C de genre 2, se coupant deux à deux en 2 points (n. 21).

■ Nous allons supposer d’abord que les C soient irréductibles, ce qui est le 
cas général.

Le système est transformé en lui-même par toute involution du type (2). 
Ainsi si l’on se donné une involution / 2 de ce type, il y aura oo2 couples de 
courbes C conjuguées par rapport à I 2. Construisons une surface © image de 
/ 2, dont les points correspondent sans exception aux couples de cette involution. 
Aux courbes C répondront sur <J> des courbes K; chaque K  représentera deux C 
conjuguées par rapport à / 2.

Il est aisé de reconnaître que deux courbes K  se coupent en 4 points, 
puisque deux couples de courbes C sur F ont communs 8 points (qui se par
tagent ici en 4 couples de I 2). De même on voit que les courbes K  (dont le 
genre est 2 comme celui des C) ont un point double variable; en effet toute K 
renferme un point double correspondant au couple de Jt qui est commun aux 
deux C homologues à N et conjuguées entr’elles par rapport à I 2.

La surface © étant, régulière, c’est-à-dire dépourvue d’intégrales simples, 
on aura d’après une remarque de M. Humbert, que les oo2 courbes K,  tracées



3 4 2 Federigo Enriques et Francesco Severi.

sur ©, appartiennent à un système linéaire sans points base, de courbes de genre 3 
se coupant deux à deux en 4 points.

On peut même supposer que les courbes de ce système 0 0 soient les sections 
planes de la surface ©. En effet il est aisé de reconnaître que, étant excepté le 
cas de la surface de Jacobi particulière associée à une courbe réductible, les 
courbes K passant par un point de © ne renferment pas en conséquence d’autres 
points variables avec celui-là, et par suite on peut toujours transformer la sur
face choisie comme image de I 2, de façon que courbes K  viennent coupées 
par des plans.

Alors la surface © sera du quatrième ordre à sections planes de genre trois 
(c’est-à-dire dépourvue de courbes multiples); les <x>2 courbes K  qui répondent 
aux <7 de P , seront les sections découpées sur © par les plans tangents.

En outre © aura des points doubles qu’on déterminera de la façon suivante:
Il y a sur F  16 points de coïncidence de l’involution / ,  qui tombent dans les 

points
l  +  CO, fl  +  10 2

tuI et (u2 désignant un couple de périodes simultanées des intégrales u, v.
A chacun de ces points correspond un point de © dont nous allons calculer 

la multiplicité.
A cet effet considérons le système linéaire |À '| formé par les sections planes 

de ©. A ce système correspond sur F un système linéaire auquel appartiennent 
les oo2 couples de courbes G + G' de 2,  conjuguées par rapport à l’involution I 2; 
système linéaire qu’on pourra désigner par

\D\ = \C + C'\.

Ceci posé, considérons les <x1 couples de courbes C + G' qui passent par un 
point uni P de I 2. Il a lieu de rappeler que les 001 courbes C par P forment 
une série d’éléments de genre 2, et que dans cette série il y a une g\, qui est 
constituée par les co1 couples de courbes C se touchant en P; on en conclût que, 
les oo1 couples C + C  formant aussi une gl, sont constituées de courbes tan
gentes en P .

Il s’ensuit que le système linéaire 002 des courbes D passant par P, a en P 
un point-base double, de sorte que deux courbes de ce système se coupent hors 
de P  en 8 —  4 =  4 points mobiles. Par conséquent aux courbes D par P  corres
pondent sur © des courbes de | K\ par un point P', se coupant deux à deux hors 
de P' en 4/2 =  2 points mobiles: ainsi donc P' est un point double de ©.
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On reconnaît, aisément qu’il s’agit d’un point double conique, parce que 
toute courbe D, arbitrairement choisie parmi celles qui passent par P, a en P  deux 
branches distinctes, auxquelles correspondent deux branches distinctes de la sec
tion plane homologue de <7), et parce que d’un autre côté le cône tangent à <1> 
en P' correspond élément par élément au domaine de P  sur F et il est en consé
quence irréductible.

Nous venons de reconnaître qu’aux 16 points de coïncidence de / ,  sur F, 
répondent 16 points doubles coniques de O.

Il y a lieu maintenant de rappeler le principe de dualité que nous avons 
établi au n. 23.

Le système 2’ des courbes C constitue une variété ce2 d’éléments, biration- 
nellement identique à la surface F, et transformée en elle-même par l’involution 
P ; aux couples de C conjuguées correspondent les sections de <l> par les plans 
tangents, qui forment une variété identique à la surface <1> elle-même.

Il y aura donc 16 courbes C de coïncidence, transformées en elles-mêmes 
par / , ,  auxquelles répondront 16 plans singuliers qui touchent <I) suivant des coniques.

On trouvera d’ailleurs aisément que: toute courbe C de coïncidence ren
ferme 6 points de coïncidence de I 2 (puisqu’une q\ sur une courbe de genre deux 
a justement 6 coïncidences); par dualité tout point de coïncidence appartiendra 
à 6 courbes C de coïncidence.

Deux C de coïncidence se couperont en 2 points de coïncidence, et récipro
quement deux points de coïncidence appartiendront à 2 courbes C de coïnci
dence, etc.

Ces propriétés se réfléchissent en des propriétés analogues des ï6 points 
doubles et des 16 plans tangents suivant des coniques de la surface d); on a ainsi 
les propriétés bien connues des points et des plans singuliers d’une surface de 
Kummer.

Ces propriétés trouvent leur expression la plus simple en une représentation 
symbolique qui a été introduite par M. Humbert, et qui est la suivante.

Considérons les deux séries de nombres

1, 2, 3, 4, et 1', 2', 3', 4',

et désignons par a, fl, y, ò les nombres de la première série pris suivant un 
ordre quelconque, et analoguement par a1, fl', y', d 'les nombres de la seconde série.

On peut représenter les 16 plans singuliers de d> par

« «', a fl', . . ., fia', lift',

et les 16 points doubles par
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(««')> (a fi'), . . (fia’),(fifi'),
de façon que

1) les six plans singuliers par les points (a a') soient a fi', a y', ad', et'fi, 
a'y, a'ô etc.;

2) corrélativement les six points doubles appartenant ail plan cia' soient 
{a fi'), (a y'), (ciò'), (a1 fi), (a'y), (a'ô) etc.

Ht ‘marque. Ce même symbolisme sert à représenter la configuration des 
points et des courbes de coïncidence de l’in vol ution / 2 sur F.

47. Cas de dégénérescence. Nous venons d’établir le théorème connu qu’on 
peut énoncer de la façon suivante:

Toute surface hyper elliptique de rang r =  2 et de diviseur ò =  1 est biration- 
nellement identique à une surface de Kummer du quatrième ordre, douée de 16 points 
doubles et de 16 plans tangents suivant des coniques, qui forment la configuration bien 
connue.

Il y a pourtant un cas d'exception, dans lequel la surface de Kummer W se réduit 
à une quadrique double Q, douée d’une courbe de diramation.

C’est le cas où l’on part d’une surface de Jacobi qui représente les couples 
de deux courbes elliptiques.

Alors les courbes C de 2  sont réductibles; chacune se compose d’une courbe 
elliptique C\ et d’une courbe elliptique C2 se coupant en un point; et Ct et C.£ 
appartiennent respectivement à deux faisceaux elliptiques. Si l’on construit, 
comme avant, une surface <1> image de / , ,  on trouve sur <I> deux faisceaux linéaires 
de courbes elliptiques K lt K 2, homologues aux Ci, C2 respectivement; une et 
une K., se coupent en 2 points. Or les oo2 courbes K l + K., seront renfermées en 
un système oc3 de courbes K  de genre 3, se coupant deux à deux en 4 points; 
mais il est aisé de voir:

1) que les K  sont des courbes hyperelliptiques, puisqu’elles sont coupées en 2 
points par les courbes du faisceau | K v\ ou par les courbes de \K.,\\

2) que par conséquent les courbes K  passant par un point de <Z> passent 
par un point conjugué, deux points étant conjugués lorsqu’ils sont communs à 
une Ki et à une I i2\

3) qu’à cause de cette circonstance la surface transformée de <I> ayant comme 
sections planes les courbes K, se réduit à une quadrique double Q, ainsi que 
nous l’avons énoncé.

Quant à la courbe de diramation sur Q, on voit d ’abord qu’elle est d’ordre 
8, coupant les droites des deux systèmes (génératrices et directrices) de la qua
drique également en 4 points.
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Il y a sur F 16 points de coïncidence de I,, et il y a 4 courbes de coïnci
dence Cj et 4 Ci, qui se coupent en ces 16 points.

Or aux 4 C\ répondent 4 droites, soit 4 génératrices de Q , aux 4 C2 quatres 
directrices de la même quadrique. Eh bien, il est aisé de reconnaître que ces 8 
droites forment la courbe de diramation de la surface Q, regardée comme une 
image double de 0 .

4N, La surface hyper elliptique (r 2, é =  1) représentée sur un plan double. 
La surface de Kummer peut être projetée par un de ses points doubles sur un 
plan; on peut la transformer ainsi en un plan double, c’est-à-dire en une surface 
de la forme

zs =  f(r,y); 

la courbe de diramation du plan doubles,

/  =  °>

se compose de 6 droites tangentes à une même conique C.
En cette représentation se trouve renfermé aussi le cas particulier que nous 

venons de considérer; il correspond à une dégénérescence de la conique C, consi
dérée comme enveloppe, c’est-à-dire au cas oh f = o se compose de deux ternes 
de droites passant respectivement par deux points.

49. La surface du quatrième ordre hyper elliptique caractérisée par ses points 
doubles. Nous venons de reconnaître que toute surface hyperelliptique régulière de 
rang r =  2 et de diviseur <ï =  1, peut être transformée en une surface de Kummer 
du 4me ordre à 16 points doubles et 16 plans singuliers; fait exception le cas parti
culier où la surface de Kummer se réduit à une quadrique double.

Or il y a lieu de rappeler que »toute surface du quatrième ordre possédant 
16 points doubles, possède aussi 16 plans tangents suivant des coniques, plans qui 
forment avec les 16 points la configuration de Kummer, que nous avons définie».

C’est là une conséquence immédiate de ce fait, que en projetant la surface 
donnée <l> par un de ses 16 points doubles sur un plan double, on a sur celui-ci 
une courbe de diramation douée de 15 points doubles, qui se décompose en 6 
droites. En effet il suit de cette remarque que pour chacun des 16 points doubles 
de 0  il passe 6 plans tangents suivant des coniques, renfermant chacune 6 points 
doubles; et partant il y a 16 plans singuliers.

Or la configuration formée par ces plans en union aux 16 points doubles de 
0, jouit des propriétés connues de la configuration de Kummer, propriétés que 
l’on peut exprimer au moyen du symbolisme de M. Humbert, et qui découlent, 
de la propriété fondamentale établie, savoir que;

Acta mathematica. 32. Imprimé le 22 mars 1001). 44
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il y a 6 plans 
singuliers par 
chaque point 
double.

il y a 6 points 
doubles sur 
chaque plan 
singulier.

Ceci posé, considérons la série des surfaces du quatrième ordre (de Kummer) 
douées de 16 points doubles. Cette série est oo8 et elle est irréductible-, ainsi 
toute surface <1> dépend exclusivement de trois modules.

En supposant ce point bien établi, il en résulte que toute surface <J> est une 
surface hyperelliptique de rang r = 2 et de diviseur d =  i .

Partant, si l’on se donne une surface du quatrième ordre <1> douée de 16 
points doubles, il doit être possible de construire une surface de Jacobi F dont 
<I) est une transformée rationnelle, et telle que les coordonnées de ses points 
s’expriment par celles des points de (D à l’aide d’une racine carrée.

Nous allons montrer comment on peut effectuer cette construction. Celà 
signifie que nous nous proposons le problème suivant:

Etant donnée une surface du quatrième ordre W douée de 16 -points doubles 
et par conséquent aussi de 16 plans tangents suivant des coniques (points et plans 
formant la configuration de Kummer), il s'agit d'exprimer les coordonnées des points 
de >1> par des fonctions & de deux paramètres.

Ce problème peut être résolu par le procédé qui suit.
Soit

<Z>(æ„a;2,a;3, xt) = o

l’équation homogène de la surface donnée.
Considérons une forme algébrique

f{xl, x2, x3, x4)

de degré pair 2n, que nous allons déterminer dans la suite, et construisons dans 
l’espace à 4 dimensions (y1y2'!hyiyù la surface F  qui est définie par

2/i =  z” , y2 =  a ? -1*!, y3 f f  x’K l x ,, yi -=xn~xx,, yb =  Vf ■

Cette surface est représentée sur la surface double O; la courbe de diramation 
est donnée par / =  0; toutefois il faut retrancher de l’intersection d e /  =  o, 
<It = 0, les parties qui comptent doubles.

Nous tâcherons de déterminer / de façon que la surface double (D ne possède 
d’autres points de diramation que ses 16 points doubles, et nous montrerons 
qu’en ce cas la surface F est une surface hyperelliptique de rang 1 (ainsi donc, 
d’après nos hypothèses, une surface de Jacobi).
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Il y a lieu de supposer d’abord que / ne renferme pas comme facteur une 
forme algébrique des x à une puissance supérieure à la première.

Ceci posé considérons l’intersection de / =  o, O =  o:
1) Si parmi les composantes de cette courbes il y en a une comptée 2 s 

fois, cette composante ne fait pas partie de la courbe de diramation ; s’il y a une 
composante comptée 2 s + 1 fois, celle-ci doit être comptée comme si elle était 
simple.

2) Si / — 0 renferme un point double, 0 , de <D, et si toute droite du cône 
tangent par O a, en O, s intersections avec / =  o, il arrive que le domaine du 
point O sur <I> doit être regardé comme une courbe de diramation infiniment 
petite de <1>, lorsque s est impair; au contraire si s est pair, ce même domaine ne 
constitue pas une courbe de diramation de (D.

Cette remarque se ramène à la première en effectuant une transformation 
birationnelle de l’espace (x), de façon que le point O soit transformé en une courbe.

3) La surface F peut être réductible en deux parties dont chacune soit 
représentée simplement sur <7>. En ce cas il n’y a pas des points de diramation 
sur la surface double <1>.

Ceci posé, rappelons les propriétés de la configuration de Kummer appar
tenant à ©. On sait qu’il y a des tétraèdres de Rosenliaim se composant de 
4 plans tangents suivant des coniques, qui renferment dans leur ensemble les 16 
points doubles de la surface.

On peut supposer d’avoir pris un tétraèdre de Rosenbaim comme tétraèdre 
fondamental pour le système des coordonnées auxquelles nous nous rapportons, 
soit

x1 x2 x3xi =  o.
Posons

/ =  xl x2 x3 xt

et considérons la surface F définie par les équations

(3) 2/i =  *u, y? =  x2x1, y3 =  x3xu y i =  xi xu y& =  Vf.

Comme / =  0 est tangent à Û> suivant les 4 coniques situées dans les plans

X l —■ O j —  O j —  O y X  ̂  — O j

on voit que ces coniques ne sont pas des courbes de diramation de la surface 
double (D, leurs points étant des points critiques apparents.

Au contraire / =  o a en chaque point double de <Z> une multiplicité 1 ou 3, 
et n’a aucun contact particulier avec les droites du cône tangent à (I> en ce



348 Federigo Enriques et Francesco Severi.

point; ainsi donc le domaine de tout point double de <I> doit être regardé comme 
une courbe de diramation infiniment petite.

Il s’ensuit d’abord que la surface F décrite par le point (y) est irréductible. 
Evaluons les genres de F.
'D’abord on aura

Pg==P2==P3 . . . = i ;

c’est là une conséquence immédiate de ce qu’aux sections planes de (D corres
pondent sur F des courbes de genre 5 se coupant deux à deux suivant de groupes 
canoniques de 8 points. Aux courbes de diramation infiniment petites constituées 
par les domaines des points doubles de d>, répondrons sur la surface F, ou sur une 
transformée de celle-ci, des points simples ou des courbes exceptionnelles.1

Pour calculer le genre numérique pa de F, nous considérerons l’invariant 
de Zeuthen-Segre

I  - 12 pa P(1) + 9

où (étant P i— 1) le genre linéaire
p(1> =  1.

La valeur de cet invairant pourra être déduite de celle qui appartient à 
l’invariant analogue de tf>, qui est

F =  20 .

On sait que l’invariant F peut être évalué de la façon suivante:
Considérons un faisceau de sections planes C de la surface O. Elles sont 

de genre n; =  3 et il y a n — 4 points-base, partant

F =  ò — n — 4 vr =  3 — 16;

<) désigne ici le nombre des courbes C douées d’un point double, mais les sections 
planes G qui passent par un point double de <I> comptent deux fois dans ce 
nombre.

Ainsi on a
ò =  2 . 16 + à1,

où ù' =  4 est la classe de la surface, et on retrouve la valeur de F :

/ '  =  20.

Aux courbes G correspondent sur F des courbes K de genre 11 =  5 ; formant

1 Autrement ces courbes seraient des courbes canonitjues proprem ent dites (E nriques  «Ri
cerche di Geometria sulle superficie algebriche» Acead. Torino Meni, 1893, VI) tandis que F 
ne renferme pas de telles courbes (P j=  1).
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un faisceau qui a. N =  8 points-base. On aura

I =  J  — N  — ^ ï l  =  J  — 28,

où / désigne le nombre des courbes K  de notre faisceau qui sont douées d’un 
point double.

Or, parmi ces courbes K, il y en a d’abord <5' =  4 douées chacune de 2 points 
doubles, correspondant au point double de la courbe homologue C ; en second 
lieu il y a 16 K correspondant aux C qui passent par les points doubles de <1>, 
et douées chacune d’un point double tombant en un point simple de F (ou d’une 
surface transformée de celle-ci). Il s’ensuit

J  =  2 .4  + 16 =  24
I =  —  4 (=I2pa +8)

V a  =  —  I  •

On conclût que la surface F, ayant les genres

Va = — 1, Pg =  P* =  1,

est une surface hyperclliptique de rang 1 (n. 16).
Ainsi notre problème se trouve résolu, au moins théoriquement. En effet 

il est aisé d’exprimer les coordonnées des points de (D en renversant les formules 
(3), ce qui se fait rationnellement; en suite il faudra construire les deux intégrales 
simples de première espèce u, v attachées à f ;  les coordonnées des points de <I> 
seront des fonctions liyperelliptiques de u, v.

50. S urfaces hyverellivtiques de diviseur â > 1. Passons maintenant aux sur
faces hyperelliptiques régulières de rang r  — 2  et de diviseur Ù > 1.

Toute surface <1> de cette espèce correspond à une involution I 2 sur une 
surface byperelliptique de rang 1 et de diviseur ô.

L’involution I 2 est engendrée par une transformation de i re espèce:

u +  u' =  /.

V + v’ /( ,
par rapport aux périodes

x o g h
1 U I« j  h g .

Par conséquent on a, comme pour à =  1, 16 points de coïncidence de I 2 qui
tombent en les points

Â 4- ail 11 + (u2 (ctq, w2 périodes
2 ’ 2 simultanées)
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Or il y a sur F ô un système coa de courbes C,) de genre 2, douées de ò — x 
points doubles, se coupant deux à deux en 2Ó' points. Ce système est invariant 
par rapport à toute involution I 2 de i re espèce.

Aux couples de courbes Cô conjuguées par rapport à I 2, correspondent, sur 
une surface O image de I 2, des courbes de genre 2, se coupant deux à deux 
en 4Ò' points et douées de 2Ò— 1 points doubles. La surface <D étant régulière, 
ces courbes seront renfermées dans un même système linéaire oo2<5+1 de genre 
2 ô' + 1 et de degré 4Ò'.

On peut supposer que <I> soit transformée en une surface de l’espace $2a+i 
de telle façon que ses sections hyperplanes soient les courbes de genre 2 que nous 
venons de nommer.

Alors O sera une surface d’ordre 4Ó', dont les sections hyperplanes sont des 
courbes canoniques; elle aura 16 points doubles correspondant aux 16 points de 
coïncidence de I 2 sur Fò

li y aura en outre 16 hyperplans singuliers touchant <1> suivant des courbes 
rationnelles normales d’ordre 2Ò; ces hyperplans correspondent aux 16 courbes 
Cô qui sont transformées en elles-mêmes par I 2.

Les points et les hyperplans singuliers de la surface </> en $2,1+1 formeront 
une configuration qui pourra être représentée par le même symbolisme de M. 
H u m b e r t , que nous avons adopté pour la configuration de Kummer. Ce sym
bolisme exprime en effet les propriétés fondamentales suivantes: tout hyperplan 
singulier renferme 6 points doubles, deux hyperplans ont communs (outre que 
ò — 1 points simples de la surface) deux points doubles et corrélativement. A ce 
symbolisme on est aussi amené par la représentation paramétrique de la surface. 
C’est ce qu’on exprimera en disant que ces points et ces hyperplans forment une 
configuration semblable à celle de Kummer.

Ainsi nous pourrons énoncer le théorème suivant:
Toute surface hyperelliptique régulière de rang r — 2 et de diviseur <) > 1 peut- 

être transformée en une surface d'ordre 4Ó' à sections de genre 2Ô + 1 en $2,5+1; sur
face possédant 16 points doubles et 16 hyperplans singuliers qui la touchent suivant 
des courbes rationnelles normales d’ordre 2Ò; ces 16 points et ces 16 hyperplans sin
guliers forment une configuration semblable à celle de Kummer pour ô — 1. C’est 
pourquoi on dira aussi que cl) est une surface de Kummer généralisée.

Remarque. Il est aisé de reconnaître que pour ô > 1 la surface d> ne dégé
nère pas en une surface double, même dans le cas auquel donne naissance une 
courbe de genre 2 réductible.

51. La surface hyperelliptique d’ordre qé en $2,5+1 caractérisée par ses points 
et ses hyperplans singuliers. Nous venons de prouver que toute surface liyperel-
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liptique régulière de rang r =  2  et de diviseur ô > 1 peut être transformée en 
une surface d’ordre 4 ô' de $2.5+1, douée de 16 points doubles et de 16 hyperplans 
singuliers, qui touchent la surface suivant des courbes rationnelles d’ordre 2 ô for
mant une configuration semblable à celle de Kummer.

Il y' a lieu d’établir la proposition réciproque suivante, qui est d’ailleurs 
analogue à celle que nous avons établie pour <? =  i .

Toute, surface Oa d'ordre 4 c)' en $2,3+1, douée de 16 points doubles et de 16 
hyper-plans singuliers formant une configuration semblable à celle de Kummer, est 
une surface hyperelliptique de rang 2 et de diviseur ô.

Il suffit de répéter ici la démonstration que nous avons développée pour 
(5 =  i .  On construira ainsi une surface F représentée sur (Du comptée deux fois, 
où il y aura 16 points de diramation qui tomberont en les 16 points doubles; il 
s’ensuivra que la surface F  aura le genre géométrique pg =  1 et le genre numéri
que pa =  — 1. Comme il n’y aura pas d’ailleurs des courbes pluricanoniques, F 
sera une surface hyperelliptique de rang 1 (n. 16). Quant à son diviseur il est 
aisé de reconnaître qu’il aura la valeur ô, ou tout au moins qu’il sera < ô.

La surface hyperelliptique ©4,5 peut être caractérisée aussi d’une autre façon 
remarquable. Rappelons d’abord que le système linéaire des sections hyper- 
planes de <D40 correspond à un système linéaire de F,) auquel appartiennent les 
couples de courbes C& + C'a conjuguées par rapport à î’involution / 2, système 
qu’on peut désigner par |Ce + C's\.

Or ce système est renfermé dans un système linéaire complet 12C'a | qui a la 
dimension 4$ — 1.

On peut supposer que le système 12C'a I soit découpé sur Fs par les hyper- 
plans d’un espace $4(i_i. Alors l’involution I 2 sera engendrée par une homographie 
de cet espace, homographie qui laisse invariant la surface Fs-

Parmi les hyperplans de $+5-1, il y en a ooM+1 découpant sur Fs les courbes 
du système | <7,5 + C's\; ce sont des hyperplans doubles pour notre homographie 
involutoire. Il y aura donc une seconde série oo20-3 de hyperplans doubles cou
pant sur Fs 0c2*5- 3 courbes unies par rapport à / 2.

Ces oo2<5~3 courbes unies forment un système linéaire qui a 16 points-base, 
tombant en les 16 points doubles de / 2.

En correspondance à ces courbes 011 a sur dq ,5 un système linéaire de courbes 
passant par les 16 points doubles de la surface, et telles que comptées deux fois 
appartiennent au système complet double de celui qui est découpé par les 
hyperplans. En se rappelant que ce système double est découpé tout entier 
par les quadriques de $20+1/ on voit que les courbes nommées ci-dessus sont

1 Cfr. E nriques «Ricerche . . . »  1. c. (§ V, 5.)
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des courbes de contact de oo2,'~3 quadriques passant par les 16 points doubles 
de la surface.

Ainsi donc:
Toute surface hyper elliptique </q ,> de S-^+i (d > i) possède oo2<5—8 quadriques 

passant par ses 16 points doubles, qui la touchent suivant une courbe d’ordre 4 <)'.
Réciproquement toute surface d’ordre 4d de 820+1 à sections de genre 26 + 1, 

possédant 16 points doubles et une quadrique tangente suivant une courbe d’ordre 4 d 
qui passe par ces points, est une surface hyper elliptique.

En effet en désignant par xi{i =  1, 2, . . . 2Ô + 2) les coordonnées homogènes 
des points de la surface, et étant f(xì) — 0 l’équation de la quadrique considérée, 
on voit que la surface

Vi =  %i, y-iô+ï =  Vf 

est une surface hyperelliptique de rang 1

(pa = — 1, Pa = Pi =  1).

Maintenant une question se pose: l’existence de quadriques tangentes qui 
passent par les 16 points doubles de la surface dq*, ne serait-elle une conséquence 
de ce que la surface possède 16 points doubles?

S’il en est ainsi les surfaces hyperelliptiques </q<>{pa — Pa — Pi =  1 ) seraient 
caractérisées tout simplement par la propriété d’avoir 16 points doubles, ainsi 
que celà arrive pour à — 1.

Nous croyons qu’on doit répondre par l’affirmative à la demande posée 
dessus. Cependant pour établir ce beau théorème, il faudrait pouvoir calculer en 
général le nombre des modules dont dépendent les différentes familles de surfaces 
de genres pu — pg =  P2 — 1, familles qui se distinguent d’après la valeur d’un entier.1

Or c’est là une question délicate qui demeure en suspens.
Partant nous nous bornerons à remarquer que:
Toute surface d’ordre 8 de S-, ayant les sections hyperplanes de genre 5, et 

possédant 16 points doubles, est une surface hyperelliptique.
C’est ce qui découle d’un compte de modules, qui se fait ici d’une façon 

immédiate. En effet les surfaces d’ordre 8 dont il est question, sont chacune 
intersection complète de trois quadriques, c’est-à-dire sui’faces-base d’un réseau; un 
tel réseau dépend de 19 invariants (modules de la surface-base) ; 16 points doubles 
entraînent autant de conditions, ce qui réduit à 3 le nombre des modules.

52. Surfaces hyperelliptiques du quatrième ordre (<)' > 1). Les surfaces hyperel
liptiques régulières de rang r =  2 et de diviseur ô > 1 ont été l’objet de plusieurs

1 Ofr. E nriques « R icerch e . . .» 1. c. (§ I I I , 6.)
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Notes et d’un Mémoire de M. T raynard ,1 qui en se plaçant dans les premiers 
cas ô =  2, 3, 4, a étudié notamment les surfaces d’ordre 4 que l’on obtient par 
projection des surfaces considérées ci-dessus.

D’autres remarques concernant ces mêmes surfaces ont été faites par M. 
Rejiy,2 qui en particulier a rencontré toute une série dénombrable de surfaces 
hyperelliptiques de diviseur ô> 1, se ramenant à des surfaces d’ordre 4 douées 
de 15 points doubles.

A notre point de vue la question de déterminer les surfaces hyperelliptiques 
du quatrième ordre (de rang r — 2 et de diviseur ô > 1), peut être traitée de la 
façon suivante.

Il s’agit de déterminer les types projectivement distincts de surfaces du 
quatrième ordre, qui résultent d’une transformation birationnelle, en partant d’une 
surface donnée <I>u.

Or le système linéaire transformant pourra être découpé sur par des 
variétés d’un certain ordre y, se comportant dans les 1 6  points doubles de la surface 
comme si ceux-ci étaient des points multiples d’ordre %i{i =  1, . . . 16). La dimen
sion d’un tel système est

16
2 ôy- + i — 2 x si,

t=i
et son degré est

4 d'y2 — 2 i x ii )

en égalant ce degré à 4, ou la dimension à 3, on tombe sur l’équation arithmétique

2 ôy'1 — N xîi =  2.

On peut avoir aussi d’autres surfaces du quatrième ordre transformées de 
</>4a, qui ne sont pas obtenues par un système transformant multiple du système 
des sections hyperplanes de tel que le système que nous venons de considérer.

En tous cas, en rappelant le théorème du n. 27 concernant les surfaces de 
Picard, il est aisé de reconnaître que, si les modules sont arbitraires, le système 
découpé sur la surface du quatrième ordre par les quadriques, sera représenté 
sur d>4,5 par un système découpé par des variétés ayant dans les points doubles une 
certaine multiplicité, et n’ayant d’ailleurs des courbes-base.

Ainsi donc on tombe sur la discussion arithmétique de l’équation
16

2 é y - — 2 x2i =  8 .1= l
1 Comptes rendus: 1904, I p. 339, II p. 718: 1905, I p. 218, 931. Annales de l’Ecole 

normale 1907, pg. 77.
? Comptes rendus: 1906, I p. 768, II  p. 767. Bulletin de la Soc. Math, de France: i9°7> P' 53-
Acta mathematica. 32. Imprimé le 5 août 1909. t5
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La question de déterminer tordes les surfaces hyper elliptiques du, quatrième ordre 
de diviseur â > i , dans le cas de modules arbitraires, se ramène à la discussion de 
cette équation de Peli généralisée. Il fard néanmoins tenir compte de certaines 
inégalités qui expriment l’irréductibilité du système transformant considéré, et 
qui, dans un cas particulier, ont été étudiées de près par M. Remy.

53. Quelques remarques au sujet du problème qui a pour objet de reconnaître 
si une surface donnée est hyperelliptique. Soit une famille de surfaces algébriques 
dépendant de trois modules; si ces surfaces sont hyperelliptiques de rang r > r ,  
elles seront des surfaces régulières de rang r=  2, birationnellement identiques à 
des surfaces de Kummer généralisées, c’est-à-dire, à des <I>u pour une valeur 
convenable de ô.

Ainsi donc la question de reconnaître si une surface donnée (dépendant de trois 
modules) est hyperelliptique de rang r> 1, se ramène à celle de reconnaître Videntité 
birationnelle de notre surface avec un type de surfaces, qui vient caractérisé à un point 
de vue invariant par l’existence d’un certain groupe de courbes (le groupe qui cor
respond à celui des points doubles et des courbes de contact des hyperplans 
singuliers de (Du).

Partant, après avoir reconnu que les genres de la surface donnée sont tous 
égaux à i(pa =  pg =  P2 =  1), d s’agira d ’exprimer que la surface renferme un 
certain groupe de courbes rationnelles (de degré —2).

Or d’après un théorème de M. Se v e r i, qu’il a récemment complété, toutes 
les courbes appartenant à une surface régulière, peuvent être obtenues par addi
tion et soustraction en partant d’un nombre fini de systèmes linéaires. Par ce 
procédé la question piosée se ramène à la discussion arithmétique d’un système 
d’équations quadratiques.

Ces remarques suffisent à montrer quel est en général le caractère du pro
blème qui a pour objet de reconnaître si une surface donnée est hyperelliptique 
de rang r > 1. On serait amené toujours à des discussions analogues, dans le cas 
de surfaces régulières correspondant à des 0  dont les modules satisfont à des 
relations particulières.

Lorsqu’il s’agit de surfaces irrégulières, la question devient beaucoup plus 
simple et, comme nous aurons lieu de le montrer, on arrive à définir les surfaces 
hyperelliptiques irrégulières par les valeurs de certains caractères invariants.
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VI. Surfaces liyperelliptiques irrégulières de rang r > i .

54. D’après les nn. 31, 36 toute surface byperelliptique irrégulière de rang 
r > i ,  est une surface elliptique de genres

Va =  0 » Va =  — 1

renfermant deux faisceaux de courbes elliptiques.
Le théorème fondamental que nous avons établi au n. 44, permet de dé

terminer toutes les familles birationnellement distinctes de surfaces hyperellip
tiques irrégulières, et cette analyse, en laquelle nous avons été précédés par 
MM. Bagnerà et de Franchis, amène à trouver toutes les surfaces elliptiques 
renfermant deux faisceaux de courbes elliptiques.

De notre côté, et d’une façon indépendante de ces recherches, nous avons 
établi la classification des surfaces hyperelliptiques irrégulières en tâchant de 
démontrer directement la réciproque de la proposition du n. 36; il s’ensuit que 
les surfaces hyperelliptiques irrégulières correspondent aux valeurs

r =  2, 3, 4, 6

du rang r, et qu’elles peuvent être définies d’après les valeurs de leurs plurigenres.
On a ainsi le théorème fondamental suivant.
Toute surface de genre arithmétique pa =  — 1 et dont le genre et les pluri

genres géométriques ont les valeurs o, 1, est une surface hyperelliptique. Le 
tableau des familles différentes correspondantes à ces hypothèses, se trouvera in
diqué en détail au n. 57.

55. Rappel de quelques notions concernant les surfaces elliptiques. Il faut 
rappeler d’abord quelques propriétés des surfaces elliptiques de genre pg =  o.1

Il y a sur toute surface de cette famille un faisceau elliptique de courbes 
G de genre .r > o , et un faisceau rationnel de courbes elliptiques K; une courbe 
C et une courbe K  se coupent en un certain nombre n de points, et ce nombre 
vient appelé le déterminant de la surface. Nous considérerons en particulier le 
cas 7t = i ,  qui nous interesse ici.

Toute surface elliptique de genre pg =  0 et de déterminant n , peut être re
présentée sur un cylindre elliptique, multiple suivant le nombre n,

T (̂ >2/) =  o;

Cfr. E nriques, R endiconti del circolo mat. d i Palerm o, 1905.
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il y aura sur cp une courbe de diramatimi formée par les courbes

z =  at , z =  a2, . . .  z =  at, 

à compter respectivement suivant les ordres

(, s2, . . . S( .

Si la surface elliptique doit renfermer un faisceau elliptique de courbes G 
de genre i , on aura

i^ty  Sj— r
M m  c

<-l
=  2 ,

et par suite l’on tombera nécessairement sur un des cas suivants: 

a) t =  4, sl =  s2 =  =  st = 2, n = 2Ô

(ô étant un entier à priori quelconque).
La surface ainsi définie dépend de deux modules c’est-à-dire du module de 

<p et du rapport anharmonique (a1a2a3ai). Les valeurs de ses genres et de ses 
plurigenres sont données par la formule de E n r iq u e s  (1. c. § 8):

t
P m =  i  +  m {t — 2) — 2  Qi,i -1

où Qi est un entier satisfaisant aux conditions

m
Si

m
—  Qi ^  +

Si
i

et où l’on prend Pm =  o lorsque le second membre de la formule résulte négatif. 
On obtient ainsi

P® =  — i, E2i + 1=  o, P2i jg i ■

Réciproquement ces valeurs suffisent à caractériser les surfaces elliptiques dont 
il s’agit. Il suffit même de savoir que

P a  =  —  I ,  p g =  o ,  P2 = Pi =  l .

En effet étant p„ =  — i, p,, =  o, on a une surface elliptique dont les plurigenres 
peuvent être calculés d’après la formule citée d’Enriques. Or si P2 = t — 3 =  1, 
il suit £ =  4; et si P4 =  i ,  étant 2, il suit

=  S2 S2 == 54 =• 2 .
b) i =  3 . « i= s 2=«3 =  3 . n-=3Ô.
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La surface ainsi définie dépend d’un module, c’est-à-dire du module de cp 
(les courbes G sont en ce cas équianharmoniques).

On a
pa= — i, -P3Ì+1 =Pai+2 — 0, P31 =  r ,

Ces valeurs des invariants suffisent à caractériser les surfaces dont il est 
question. Il suffit même que l’on ait

Pa =  — 1. -P» =  i ,  P s = o ,  

car d’après la formule habituelle on en déduit i  =  s1 =  s2 =  s3 =  3.

c) < =  3> «1 =  2, «2 =  s3 =  4, « =  4(î.

La surface ainsi définie — renfermant un faisceau de courbes harmoniques 
G — dépend d’un module. On a

p  a =  t , P i i  + 1 =  P i i  + i  P i i  +  3 =  O  ,  P i i  —  I  .

Ces valeurs des invariants suffisent à caractériser les surfaces elliptiques 
dont il est question. Il suffit même que l’on ait

Pa =  —  I ,  P  a —  P  io =  0  > P i =  I -
d) t =  3> « i= 2 , « ,= -3 . 3̂ =  6» .. » =  6<î.

La surface ainsi définie — renfermant comme dans le cas b) un faisceau de 
courbes équianharmoniques — dépend aussi d’un module. On a

Pa === I , P fìi + l == P fti  + 2 ' ‘ * = =  Pii i +  5 O  ,  P q i :=- I  .

Ces valeurs des invariants caractérisent les surfaces elliptiques dont il s’agit. 
Il suffit même que l’on ait:

Pa == I  ) P  2 P  3 ~  P 1 4  =  O î Pq == t  •

Dans ce cas la discussion relative est peut-être moins simple et par suite 
nous l’exposons ici brièvement.

Etant P2 = o et par suite pg — 0, il s’agit d’une surface elliptique. La re
lation P 2 =  o amène £ =  3, tandis que la relation P e =  1 donne

«) Si >3 (i =  1, 2, 3)

/?) -S) = 2 , s2> 3, > 6.
ou
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Ceci posé, remarquons que P4 =  o, car s’il était P4> o, étant P6 =  i, on aurait 
Pj =  i . La relation P4 == o jointe aux a) fi), donne respectivement.

a') s4 =  s2 =  s3 =  3, ou o") «i =  s2 =  3» <?3 > 4,
/? ')  «1 =  2 ,  «2 =  3 , «3 > 6 .

Comme les valeurs «') cP) donnent P 3 =  i ,  la relation P 3 =  0 rend possible 
seulement l’hypothèse fi'). Enfin la relation P u =  0 nous montre qu’il doit être
«3 =  6 .

50. Construction d'une surface de Picard représentée sur une surface elliptique 
multiple renfermant deux faisceaux de courbes elliptiques. Soit <t> (x,y,z) — 0 l’équa
tion d’une surface elliptique d’ordre m — douée de singularités ordinaires — 
appartenant à un des types a) b) c) d) envisagés au n. prée., et soit X  (x,y,z) =  0 
l’équation de la surface r-adjointe d’ordre r (m— 4) attachée à O,  où r ( =  2, 

3, 4, 6) est l’indice du premier plurigenre différent de zéro.
Envisageons la surface F représentée par les équations

. . \®{x,y ,z)  =  0,
(1) 1

I ur =  X  (x ,y ,z),

x,y,z,u  étant les coordonnées d’un point d’un espace à quatre dimensions. Nous 
prouverons que les courbes coupées sur F par les hyperplans parallèles à la 
droite u, sont des courbes irréductibles se coupant deux à deux suivant des groupes 
canoniques.

Ce résultat étant établi, on aura à considérer une correspondance (i,r) entre 
les surfaces irréductibles O, F\ dans cette correspondance il n’y a pas de points 
de coïncidence, car la X  =  o ne coupe la © = o  hors de la ligne double de <I>,

r  _ _ _ _ _
et par suite sur la surface le radical V X (x,y,z) ne présente aucun point de dira- 
mation effective. D’après une formule de M. Severi 1 on pourra pourtant cal
culer le genre numérique pa de F; on trouve ainsi pa =  — 1. Comme la F 
vient renfermer des courbes pluricanoniques d’ordre zéro — transformées des 
courbes pluricanoniques de <D — elle sera ou bien une surface elliptique de genre 
pg = 0, ou bien une surface ayant les genres pg =  1, pa =  — 1 et la courbe cano
nique d’ordre zéro. La première hypothèse s’écarte tout de suite en se rappelant 
que F renferme un système linéaire dont la série caractéristique est canonique; 
on en déduit que F est une surface hyperelliptique de rang 1, c’est-à-dire une 
surface de Picard (ou de Jacobi). 1

1 Rendiconti del R. Ist. Lombardo, (2), t. 36, 1903.
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D’après la définition du rang, r  désignera le rang de la surface hyperellip- 
tique <JJ.

Il s’agit maintenant d’établir que les sections hyperplanes de F, sont irré
ductibles, et de déterminer leurs mutuelles intersections. Soit z = z0 un hyper- 
plan parallèle à la droite u et envisageons la courbe gauche / ’, qui est représen
tée par les équations:

f (1) (x, y, z0) =  o ,
(2) \

la r =  X (x,y,z0).

Considérons le faisceau | F | coupé sur le cylindre © (x, y, z0) =  o par le faisceau de 
surfaces

wr =  I X  {x,y,z0).

Pour ü =  o on obtient la courbe O(x,y,z0) =  o, que nous désignerons par G, 
à compter r  fois, et les génératrices à l’infini du cylindre, formant un groupe que 
nous désignerons par / ,  dont chacune doit être comptée r (m — 5) fois. Pour 
X =  00 on obtient le groupe H formé par les couples de génératrices qui coïnci
dent avec les génératrices doubles du cylindre, dont chacune doit être comptée 
r fois. On en tire que les courbes

(3) • rC + r (m —5) T, rH

appartiennent totalement au faisceau |F |.  Comme ces courbes n’ont pas des 
parties communes, si le faisceau | / ' |  est réductible, en vertu d’une proposition 
connue de MM. N o e th e r  et E n r iq u e s , toute courbe F  sera composée par un 
certain nombre h > 1 de parties irréductibles J ,  formant une involution d’ordre h 
dans un faisceau | z/1 ; celui-ci sera linéaire puisque sur le cylindre on n’a pas des 
faisceaux irrationnels différents du faisceau des génératrices. Les courbes (3) 
donneront des éléments multiples de cette involution. Il s’ensuit que r est égal 
à un multiple hl de h (r = hl, r> l), et que les courbes lG +  l [m — 5 )/, IH  sont 
des courbes z/.

Pourtant les groupes coupés par ces courbes sur une section plane du 
cylindre seront équivalents. Or la courbe IG + I(m — 5 ) /  coupe sur une (7, un 
groupe équivalent à la section sur Gl d’une courbe d’ordre f (m — 4), et la courbe 
IH rencontre Cl suivant les zd couples coïncidant dans les d points doubles de 
C,, à compter chacune l fois. On en tire aisément que le multiple d’ordre l du 
groupe coupé par une droite sur une section plane de notre surface ©, est équi
valent à un groupe ^-canonique.
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Cette conclusion est absurde, car le plurigenre Pi de <1> résulterait > o, tandis 
qu’on a supposé que Pr soit le premier plurigenre non nul. Partant h =  i et les 
courbes (2) sont irréductibles.

Il nous reste à montrer que les plans parallèles à la droite u coupent sur 
la courbe F des groupes canoniques. La courbe r  étant l’intersection complète 
d’une surface d’ordre m, O (x> y,z0) — o, et d’une surface d’ordre r(m  — 4), 
ur =  X (x. y, z0), on pourra couper sur F la série canonique au moyen des surfaces 
— adjointes à F —- d’ordre (r + 1) (re — 4) ayant la multiplicité Sj + s2 — 2 en 
tout point sr ple pour © =  o et s2-ple pour ur = X (Noether).

Pour plus de clarté nous développerons le raisonnement dans le cas de r=  2.
Comme dans le sommet O^ du cylindre on a s ,= re , s2 =  2re— 10, les sur

faces d’ordre 3 (re — 4) adjointes à F, auront en Oit un point multiple d’ordre 
3 (re—-4) et par suite elles seront des cylindres ayant le sommet 0 œ. A tout 
point double de la courbe d) (x,y,z„) =  0 correspond un point P quadruple par 
rapport à F: deux branches de F étant tracées sur une nappe du cylindre et 
deux branches sur l’autre. On en tire que les cylindres adjoints à F doivent 
passer doublement par tout point P, c’est-à-dire qu’ils doivent être des cylindres 
biadjoints au cylindre (1>.

Il est maintenant nécessaire de bien fixer le comportement de ces cylindies 
en 0 ^. La courbe F passe par ce point avec la multiplicité 2 re (re— 5) et y 
possède re tangentes distinctes, qui sont les génératrices à l’infini du cylindre <J>. 
On voit aisément qu’en correspondance de chacune de ces tangentes, F possède 
un point 2 (re — 5)-ple et re — 5 points doubles successifs, qui tombent en des 
points doubles de la surface ur =  X . On en tire que les cylindres adjoints à F 
passent simplement par chacun de ces points, c’est-à-dire qu’en correspondance 
de chacune des re tangentes ils ont avec r  la multiplicité d'intersection 
2 (re — 5) (3 re — 11).

Or les conditions définissant un cylindre adjoint à / ’, sont satisfaites en pre
nant le cylindre formé par X   ̂o, par le plan à l’infini compté m — 5 fois et 
par un plan passant par Oœ; on en conclut que ce plan coupe sur F un groupe 
canonique.

Lorsque r prend une quelconque des valeurs restant (3, 4, 6) on voit ana- 
loguement qu’une surface d’ordre (r + 1) (re — 4) adjointe à F, est formée par le 
cylindre X =  o, augmenté du plan à l’infini compté re — 5 fois et d’un plan ar
bitraire passant par Oœ ; et l’on arrive en conséquence à la même conclusion que 
ci-dessus.

En nous résumant et en rappelant que les surfaces hyperelliptiques de rang
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i sont caractérisées par les valeurs pa = — i ,  p(7 =  P 1 =  i des invariants (n. 16), 
on peut énoncer le théorème suivant:

Les conditions nécessaires et suffisantes pour qu'une surface irrégulière © soit 
hyper elliptique, peuvent être exprimées en disant que la surface a le genre numérique 
pa =  — x et que ses plurigenres Pi (i =  1 ,2 , . . . )  prennent les valeurs o, 1.

En désignant par r le rang de ©, on a r =  1, 2, 3, 4, 6, et ces différents cas 
sont caractérisés par les valeurs suivantes des genres et des plurigenres :

Pa =  — I

> = I ,  =  I
r — 2, pg =  o, P2 =  P, =  1 
r = s ,  P8 =  0, P 3=  1 
 ̂=  4 > *̂6 =  P,0 =  O , P | =  I 

r =  6, P 2 =  P3 =  P 14 =  o, P 6 1

57. Détermination de la valeur du diviseur ô appartenant aux surfaces hyper- 
elliptiques irrégidières. — Types des substitutions linéaires sur u, v qui correspondent 
à ces surfaces. — En nous appuyant sur le théorème établi au n. préc. nous 
pouvons déterminer aisément toutes les classes distinctes de surfaces hyperellip
tiques irrégulières, ce qui revient à calculer les valeurs qu’on peut donner à leur 
diviseur ô. On retrouvera ainsi sous une autre forme, les résultats d’une classi
fication établie directement par MM. Bagnerà et de Franchis.2

Désignons par Ô le diviseur de la surface hyperelliptique P  de rang 1, re
présentée, d’après le n. préc. sur la surface r-ple ©, de rang r. Aux deux fais
ceaux de courbes elliptiques de (U, correspondent sur F deux faisceaux de courbes 
elliptiques, c’est-à-dire qu’il y a deux intégrales elliptiques u ,v  attachées à F.

Les groupes de r points de F correspondant aux points de </>, ne peuvent 
pas être ramenés en eux-mêmes par une transformation de 2me espèce de la 
surface, car autrement on pourrait construire une autre surface F' de rang 1 
représentée sur la surface r'-ple © (r' étant un diviseur de r), et cela de façon 
qu’il n’y ait pas sur O des points de diramation, de sorte que le plurigenre Pr> 
de (D, aurait la valeur P r< =  r, tandis que Pr est le premier plurigenre non nul.

On en tire que l’involution I r image de ©, est engendrée sur F par un 
groupe Gr de transformations birationnelles de F  en elle-même (n. 44), et que 
le diviseur de © est égal au diviseur ci de F.

Les transformations de Gr seront représentées par des substitutions de la 
forme

1 Nous avons déjà publié ce résultat dans les Atti della R. Acc. dei Lincei (séance du 5 
janvier 1908).

2 Atti della R. Acc. dei Lincei, 21 Avril 1907; n» 5.
A cta  m athem atica. 32. Imprimé le 5 août 1909.
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2 ni 2.1 i
(4) v! — u + k, v' =  uv, (y =  — 1, e 3 , e 3 , i),

u =  const., v =  const., étant les faisceaux elliptiques de F qui correspondent re
spectivement au faisceau elliptique et au faisceau rationnel de (D. Il s’ensuit que 
Gr est un groupe cyclique (et l’on retrouve ainsi que r — 2, 3, 4, 6).

Quant à la constante k, elle devra être déterminée de façon que rk, et non 
r'k(r'< r), soit une période de l’intégrale elliptique u ; autrement Gr renfermerait 
une transformation non identique

u' =  u, v' — p v

et il y aurait la courbe de coïncidence v (,« — i) =  o, c’est-à-dire que I, serait 
représentée par une réglée.

Ceci posé examinons les différents cas correspondants aux valeurs de r. 
Premier cas: r =  2. Le groupe Gr est engendré par la substitution

8 ) u' =  u  +  ^  , v' =  —  v

f) étant une période de l’intégrale elliptique u. On a par suite sur F la trans
formation Irrationnelle

T) u' =  u, r/ =  — v

qui possède une courbe de coïncidence (i'=o). Pourtant sur toute courbe u =  
const., la T  donne une série linéaire g[ douée de 4 coïncidences. Comme la 
courbe de coïncidence de la T  est composée par un certain nombre y de courbes 
v=  const. — parmi lesquelles la v = o  — en désignant par x le nombre des in
tersections de deux courbes u =  const. v =  const., nous aurons nécessairement

«y  =  4
et par suite

£ =  1 , 1 / =  4; % =  2, y =  2; x = 4, ÿ = r .

a) x =  1, y =  4. La surface F est alors la surface de Jacobi qui correspond 
à une courbe de genre deux décomposée en deux courbes elliptiques, et par con
séquent on a le tableau des périodes

« | 1 0 g o
v j o i o g'.

Effectivement dans ce cas la substitution
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u' =  U + — , 
2

v' =  -—■ V

engendre sur F une involution représentée par une surface elliptique ayant
r =  2, ô== i.

b) x =  y =  2. On a sur F  deux faisceaux dont les courbes se coupent en 
deux points. Démontrons que la .F a le diviseur 2. Soit en effet

u I ùj1 cu2 co3 oj4 
v \ 0t 0., 6>3 0<

le tableau des périodes normales des intégrales u, v, les indices 1, 3 et 2, 4 étant 
associés.

L’involution J 2 engendrée sur F en coupant deux à deux les courbes des 
deux faisceaux, sera représentée par une substitution de 2mç espèce de la forme

r CO I I 0lu = u + - ,  v =  v H— 1,2 2

car le premier couple (m, 0t) des périodes normales peut être choisi arbitrairement. 
Comme J , est identique à une surface de diviseur x — la surface des couples de 
points de deux courbes elliptiques — on pourra conclure que le tableau

tq ................102 « s (Jt

0 2 03 U*

doit se rapporter à une surface de diviseur i, et par suite que

+  (fq 04 —  cot 02 — o .

Cette relation montre que notre surface F a le diviseur ô = 2.
De la forme des périodes de la surface de J acobi représentant J 2, on tire 

que les périodes normales de u, v, sur la surface F, au moyen d’une substitution 
linéaire sur u, v, peuvent se réduire à la forme

1 1o a2 2

o 1 - g
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On voit que la substitution

u! =  u + —, v' =  — v 
4

engendre sur F une involution représentée par une surface elliptique O de rang 
r =  2 et de diviseur J =  2.

c) x — 4> y — i. Sur la surface F qui se rapporte à ce cas, considérons l’in- 
volution Jj qu’on obtient en coupant deux à deux les courbes des deux faisceaux 
m =  const., const.; cette involution peut aussi être engendrée par un groupe 
r t de transformations de 2me espèce qui ramènent en elle-même la courbe de 
coïncidence de la transformation T  et par suite la transformation T  elle-même.

En multipliant T  par les transformations de ï \  on engendre un groupe I \  
formé par des transformations permutables involutoires.

En substituant à T la transformation S, dépourvue de coïncidences, nous 
obtiendrons un groupe en isomorphisme oloédrique avec I \ .  Sur la courbe 
v =  o qui reste invariant vis-à-vis des transformations de ce groupe donne 
lieu à un groupe J \  engendrant une involution elliptique y\. Comme est 
isomorphe à z/8, renfermera 7 transformations involutoires de 2me espèce sur 
v = o, tandis que sur une courbe elliptique on 11e trouve que 3 de telles trans
formations. — On en conclut que le cas c) est impossible.1 

Deuxième cas: «* =  3. Le groupe Gs est donné par

S) u' =  u + j  , v’ =  £ v

0 étant une période de l’intégrale elliptique u. On a la transformation

T) u' =  U, v' =  £ V,

possédant une courbe de coïncidence, dont fait partie la v =  o. Sur toute courbe 
u =  const., T  donne une série g\, douée de 3 points triples. En désignant par 
y le nombre des courbes v =  const. qui forment la courbe de coïncidence de T, 
et par x le nombre des points communs à t t=  const., v =  const., on a par suite

1 On peut construire aisém ent des surfaces pour lesquelles x = 4, 2/= I  et qui renfer
ment des groupes du type r 8; telle est p. ex. la surface de J  a cobi correspondant au tableau

(■ « » Ì
< . Mais sur cette surface on n'a pas des transformations involutoires sans coïnci-

! «>’ - ✓
dences du type

u' =  u + const-, v' — — v.
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d’où
x y  =  3

x =  i, y — 3; x =  3, y =  1.

d) * =  1, y =  3. Le faisceau u =  const. sera équianharmonique et l’on aura 
le tableau

u 1 o g 0 
v 0 1 0 e.

Effectivement dans ce cas la substitution

u' =  v  +  — , v' =  sv  
3

engendre sur E une involution / 3 identique à une surface elliptique pour laquelle
r=  3» <î= i-

e) x =  3, y ■-= 1. Comme dans le cas b), on voit que le tableau des périodes 
relatives à F, se réduit au diviseur r en ajoutant la troisième partie d’une pé
riode, et l’on en tire que F a le diviseur 3. On voit aussi comme en b) que le 
tableau correspondant à F peut être mis sous la forme

u 1
3

o

V 0 I I
3

1 — «
3

et par suite que F possède la transformation

u' — u + - ,  
9

F  —  6 V,

qui engendre une involution représentée par une surface elliptique ayant r=ô=3. 
Troisième cas: r =  4. Le groupe G.t est donné par

la transformation

S) u' =  u + ^ , v1 =  iv; 
4

T) u' — u, v' — iv

donne sur toute courbe u =  const. une g\ douée de 2 points 4-ples et de 2 points 
doubles. Les deux points 4-ples peuvent varier en y > i  courbes v =  const.; on 
a la condition

et par suite
xy  = 2
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x = i ,  y =  2; x — 2, y =  1. 

f; x =  1, y =  2. On a le tableau

La substitution

m i  0 g 0
v 0 1 0 i .

u — u 4— , v —iv  
4

donne sur F  une involution représentée par une surfane elliptique ayant r =  4, 
«î =  i.

g) x — 2, t / = i .  On tombe sur une surface du type b) correspondant au 
tableau:

1 1 0 g2 J 2

0 1 2 *

Comme le faisceau v =  const. doit être harmonique, on peut poser g' 
et alors on voit que la substitution

u1 =  u + -  , v' — i v

donne sur F une involution représentée par une surface elliptique ayant r =  4, 
(5 =  2.

Qautrième cas: r =  6. En suivant la marche habituelle on trouve sur les 
courbes u =  const. une g', douée d’un point 6-ple, de deux points 3-ples et de 
trois points doubles. Le point 6-ple décrit la courbe v =  o, qui, par conséquent, 
vient couper toute courbe u =  const. en un seul point. Comme le faisceau 
v =  const. doit être équianharmonique, on aura le tableau

u 1 o g o 
V  0 I  O î

et la substitution u' — u + ~ , v’ =  — ev engendrera sur F une involution repré

sentée par une surface elliptique pour laquelle r =  6, ô = i .
En résumant, on peut former le tableau suivant qui donne les valeurs du 

rang r, du diviseur ô et du déterminant n (— rô) ainsi que les périodes et les sub
stitutions linéaires sur u, v, qui correspondent aux surfaces hyperelliptiques irrégu
lières de rang r > 1.
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r 3 n Périodes Subs ti tu tions sur u, v

1 1 0 g 0 , I2 I 2 U =  U +  “  5 V =  —  v

l o I 0 g ' 2
I I

0 g —2 2 T
2 2 4 u ' —  U H— s v ' =  —  V

I 40 I — g2
f i 0 g 0 1

3 I 3 U =  U H—  > V =  6  V
| o I 0 e 3

I 1
— 0 g
3 3 1

3 3 9 u ' . =  U A- - V =  6  V
I I --- 6 q0 I —

• 3 3
(1 0 g 0 I

4 I 4 U  =  u +  - , V =  i  V
l o I 0 i 4

I I
— 0 g —2 2

I
4 2 8 u ! =  u +  5" 3 V —  i v

I x  +  i 8
0 I —■ —

2 2
(1 0 g 0 , 1

6 I 6 u  =  u - f  F  > V =  —  6 V
| o I 0 € D

VII. Surfaces liyperelliptiques admettant une représentation paramétrique 
propre par des fonctions <") irréductibles.

5N. — Quelques remarques au sujet des surfaces admettant une représentation 
paramétrique par des fonctions liyperelliptiques irréductibles. — Nous avons reconnu 
d’abord que les surfaces liyperelliptiques de rang r > i  se réduisent, pour des 
valeurs arbitraires des modules, aux surfaces régulières de rang 2 (surface de 
Kummer et ses généralisations pour è >x).

Pour des valeurs particulières des modules, il se présente d’autres surfaces 
liyperelliptiques correspondant à des surfaces de J acobi (ou de Picard) qui ad
mettent des transformations birationnelles en elles-mêmes outre que les transfor
mations ordinaires de i re et de 2me espèce.
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Le problème général de déterminer toutes les familles birationnellement di
stinctes de surfaces hyperelliptiques de rang r > i ,  peut être traité en procédant 
de la façon suivante:

On déterminera d’abord toutes les surfaces de rang i admettant des trans
formations birationnelles en elles-mêmes; à tout groupe fini de transformations 
correspond une involution qui en est engendrée; celles parmi ces involutions qui 
ne sont pas rationnelles ou représentée par des réglées, nous amènent à des sur
faces hyperelliptiques dont le rang est égal à l’ordre du groupe.

Or il y a lieu à distinguer deux cas:
1) celui où il s’agit d’involutions appartenant à une surface de J acobi 

associée à une courbe de genre 2 irréductible;
2) le cas où il s’agit d’involutions sur une surface de J acobi associée à 

une courbe réductible.
Etant donnée une surface hyperelliptique de rang r, correspondante à une 

involution du type (1), on dira que la représentation paramétrique de la surface 
est obtenue par des fonctions hyperelliptiques de rang r irréductibles. En ce cas 
il est impossible de remplacer les fonctions hyperelliptiques de u, v, qui four
nissent notre représentation, par des fonctions elliptiques p, (au -h bv), p2(cu + dv), 
lorsque, bien entendu, on construit la surface de rang 1, F, correspondante à </>, 
au moyen des périodes primitives des fonctions qui donnent la représentation de 
Q> (voir le n. 12).

Lorsqu’on envisage la périodicité par rapport à un tableau non primitif, la 
représentation de © peut devenir réductible. Il y a lieu d'éclaircir cette remarque 
par un exemple. Considérons les deux tableaux

1
t. o g - 

, 2 11 0 2 g 1
«)< P)\ ,■

I  ! »  I  I  2 J
0 1 “  9

D’après la remarque du n. 12, la surface de J acobi F  correspondant à «) 
représente une involution sur la surface de J acobi F' correspondant à /?); et 
tandis que F est associée à une courbe de genre 2 irréductible, F' est associée à 
une courbe réductible. Pourtant une surface hyperelliptique © qui admet une re
présentation irréductible (de rang r) par rapport à «), admet aussi une représen
tation réductible (de rang 4 r) par rapport à /?).

Dans la suite nous nous rapporterons au cas (1), en supposant aussi pour sim
plicité, 0 = 1 .
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En se rappelant le résultat établi tout à l’heure pour les surfaces hyper- 
elliptique irrégulières, on voit que les types ayant d =  x amènent à des repré
sentations réductibles.

Suivant notre programme il s’agira de classifier les surfaces de J acobi (asso
ciées à des courbes irréductibles) qui admettent des transformations non ordinai
res en elles-mêmes. Et on pourra laisser de côté les transformations cycliques 
de la forme:

u' =  u + k, v' =- ftv,

parce que celles-ci amènent à des surfaces hyperelliptiques irrégulières où à des 
involutions sur de telles surfaces, et, lorsque ô — i, elles correspondent à des cas 
de réductibilité de la représentation paramétrique.

En d’autres termes nous aurons à étudier les groupes appartenant à une sur
face de Jacobi attachée à une courbe de genre 2 irréductible et ne renfermant pas des 
transformations sans points unis.1

Remarque. — Les involutions régulières engendrées sur une surface de rang 
1 par des groupes renfermant des transformations singulières sans points unis, 
restent partant exclues de notre étude. Elles amènent à des surfaces régulières 
de genre pg — o et de bigenre P2 =  1, qui ont été objet des recherches de MM. 
Bagnerà et De Franchis.1 2

59. T ransfonnations d’une surface de Jacobi en elle-même: transformations 
de Hermite et de M. Humbert. — Soit F une surface de J acobi correspondante 
au tableau de périodes normales

1 0 g h 
o 1 h g'

L’analyse des cas où il y a des transformations birationnelles non ordinaires 
de F en elle-même, nous ramène à considérer les relations fondamentales (A), (B), 
(C), (D), du n. 45, savoir

(A) g- a3 + gh(a2 + b3) + h*b2 + g{a0 — d3) + h(b0 — d2) — d0 =  0

(B) g h a3 + g g' a2 + h2 b3 + h g1 b2 + g a, + h (ôx — d3) — g' d2 — d, =  o

(C) gha3 + gg'b3 + h2 a2 + h g’ b2~  g c3 + h(a0 — c2) + g1 b0 — cu =  0

(D) h'2 a3 + h g' (a, + b3) + g'2 b2 + h (a, — c3) + g' (b1— c2) — ct =  o.

1 Que »toute transformation cyclique sans points unis se ramène à la forme u' =  u + k, 
v' =  / iv  c'est une conséquence immédiate du théorème de M. Hamburger sur les substitutions 
linéaires homogènes; il suffit de se rapporter au cas où l’équation caractéristique a la racine 1.

2 Rendiconti dei Lincei, 21 avril 1907, n° 6; Comptes rendus, 4 novembre 1907.
Acta mathematica. 32. Imprimé le G août 1909. 47
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Nous avons dit que ces relations se réduisent à des identités pour des va
leurs arbitraires de g, h, g', et on tombe alors sur les transformations ordinai
res de F.

Si les relations (A), (B), (C), (D) ne sont pas des identités, on dira que les 
périodes g, h, g1 sont liées par des relations entières, qui doivent se réduire au 
plus à trois distinctes.

Une relation entière peut se présenter quelque fois sous la forme particulière

A g  + Bh + Cg’ + D{h2 — gg’) + Æ =  o.

On démontre que si les (A), (B), (C), (D) ne sont pas identiques, les périodes 
sont liées au moins par une telle relation singulière.1

Au moyen des 16 entiers caractéristiques, M. Humbert a composé deux 
autres entiers l, k, qu’il a appelés les indices de la transformation, et qui jouent 
un rôle fondamental dans la théorie. Rappelons ici la définition de ces nombres. 

Des relations (A), (B), (C), (D) on tire aisément la relation

[(ac)u3 + (a c)I2] gr + [(6 c)J2 — (a d)03 — (a d)l2] h + [(d&)03 + [db)l2\g ’ +

+ [M)o3 + {ab)t2](hs — g g') + [(cd)03 + (cd)12] =  o,
où l’on a posé

[a c)03 =  a0 c, — a3 c0, (a c)12 =  a, c2 — a2 c„ etc.

Eh bien, si les coefficients (entiers) de cette relation ont un facteur com
mun — se réduisant à zéro lorsque la relation devient identique — ce facteur 
s’appelle Vindice k de la transformation.

Après avoir divisé par ce facteur (s’il est différent de zéro), la relation se 
présente sous la forme

A g + B h + Cg' + D (h2 — g g1) + E  =  o.

A, B, C, D, E  étant des entiers premiers entre eux.
Le second indice l est défini par

l — [a d)lj3 -}- (a d)a

et entre les deux indices de la transformation birationnelle, on a la relation

i =  Z2+ B k l + (AG + D E )k \

En particulier, lorsque k «= o, on tombe sur les trans formations de Hermite 
(d’ordre i), caractérisées par les relations

Humbkkï, Journal de Math., 1900, p. 330.
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(ac)03 + (ac)l2 =  (bd)B3 + (bd)I2 + (ab)03 + (ab)i2 =  (cd)03 + (cd)l2 = o 
(b c)03 +  ( 6  c ) 12 =  (ad)03 +  (ad)l2 =  i .

La c l a s s e  d e s  t r a n s f o r m a t i o n s  d e  H e r m i t e  c o m p r e n d  l e s  t r a n s f o r m a t i o n s  

o r d i n a i r e s  d e  i re  e t  d e  2de e s p è c e  : m a i s  p o u r  d e s  v a l e u r s  p a r t i c u l i è r e s  d e s  m o d u l e s  

o n  a  a u s s i  d e s  transformations singulières de Hermite.
Les transformations correspondantes à k ^ o sont toujours singulières et 

nous les appelerons transformations de Humbert.1

(iO. Revenons au cas général d’une transformation d’indices l, k arbitraires. 
Nous allons former une combinaison de l, k ayant une signification géométrique 
remarquable.

Le système 2  représenté par

© (w + g, v + o) = o,

où © est une fonction thêta de i r ordre et g, a sont des paramètres (n. 28), est 
changé par la transformation birationnelle envisagée, en un système 2' analogue, 
de degré 2 et de genre 2. L’équation des courbes de ce dernier système s’ob
tiendra en transformant la fonction © au moyen de la substitution linéaire

u ' — À u +  y  v +  a 

v =  X' u  +  u1 v - f  (3,

qui répresente notre correspondance birationnelle. On obtient ainsi l’équation

rp {u + g, v + a) =  0,

où rp est une fonction intermédiaire d’indices l, k (n. 28).1 2
En appliquant une formule donnée par M. H u m b e r t  (J. d. M., 1900, p. 313) 

on trouve que les fonctions ©, rp ont 2 l + B k  zéros communs, et par suite on 
peut énoncer la proposition suivante:

Une transformation birationnelle d’indices l, k, attachée à la relation singulière

Ag + B h  + Cg' + D (h--  g g1) + E = 0,

change le système 2  formé par les courbes de niveau zéro des fonctions 0  du xr ordre, 
en un système analogue formé par les courbes de niveau zéro des fonctions intermé-

1 M. Humbert réserve seulement à ces transformations la dénomination de «singulières».
2 H u m b e rt, J, d e  M., 1900, p. 311.
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diaires d'indices l, k; et ces dernières courbes coupent une des premières en 2 l+ B k  
points.

En particulier si & =  0, et par suite 1=  1, les courbes transformées coupent 
les courbes primitives en 2 points. Il s’ensuit qu’elles appartiennent au système 
2  donné (n. 24).

On arrive à la même conclusion en se rappelant que les transformations de 
Hermite sont caractérisées par la condition dé changer une fonction thêta en une 
fonction analogue.

61. — Sur la représentation paramétrique dune surface hyper elliptique par des 
fonctions G. — Envisageons sur la surface de J a c o b i  F une involution (régulière) 
I r engendrée par les transformations birationnelles d’un groupe Gr, et soit O une 
surface hyperelliptique image de /,-.

Supposons d’abord que les r transformations de Gr soient des transforma
tions de H e r m i t e , o u  brièvement que Gr soit un groupe de Hermite.

Alors, en tenant compte du fait que les transformations de Gr changent en 
lui-même un système 2  fixé, on construit aisément un système linéaire irréduc
tible | Z> | , appartenant totalement au multiple d’ordre l de 2 , de telle façon que 
toute courbe D soit changée en elle-même par Gr, c’est-à-dire que \ D\ appartient 
à l’involution Si, comme on peut le supposer sans restriction, le système 
linéaire 17’ | de (I> correspondant à |Z?|, est simple, on peut transformer biration- 
nellement la surface (D, de telle sorte que | F | résulte le système des sections pla
nes (ou byperplanes) de la surface transformée, que nous désignerons encore 
par (D.

Comme par un choix convenable des intégrales u, v, les courbes du système 
2  viennent être représentées en égalant à zéro les fonctions G du i r ordre, le 
système | D | viendra représenté par une équation de la forme

(2) l 0Q0 (u,v) + A, 0, (u, v) +  • • • + kdQd{u,v) =  0,

les 0, étant des fonctions thêta d’ordre l.
En désignant par (x0,x t, . . . . xd) les coordonnées homogènes d’un point va

riable sur (/>, on pourra donc poser

(3) QXi = Gi(u,V) {i =  0, I, 2, . . . d).

Pour des valeurs données des variables x les équations précédentes admettront 
seulement un nombre fini de solutions incongrues (u, v), car deux courbes D ar
bitraires se coupent en un nombre fini de points,



Mémoire sui; les surfaces hyperelliptiques. 373

On remarquera que quelqu’une des solutions susdites pourra ne varier pas 
avec les x, lorsque le système |.D| ait des points-base.

Faisons maintenant le raisonnement réciproque. Soit © une surface hyper- 
elliptique de rang r représentée par les formules (3), les 0* étant des fonctions
d’ordre l telles que les équations (3) aient un nombre fini de solutions pour des
valeurs arbitraires des coordonnées x d’un point de ©. Au système linéaire | / ' | 
coupé sur © par les plans (ou hyperplans), répond sur F le système linéaire | Z> |, 
représenté par (2). Comme le système |D | appartient à l’involution I r dont les 
groupes répondent aux points de ©, toute courbe T) sera changée en elle-même 
par les transformations du groupe Gr engendrant Il s’ensuit qu’une, T, de 
ces transformations change une courbe G de 2  en une courbe G(l telle que les 
courbes IC, IC0 appartiennent au même système continu. On en tire que C0 
coupe en deux points C et par suite (n. 24) que T  change en lui-même le sy
stème 2. On arrive pourtant à la conclusion que Gr est un groupe de H e r m i t e . 

Donc :
Toute surface hyper elliptique de rang r, répondant à une involulion engendrée

par un groupe de Hermite Gr, se laisse représenter au moyen des fonctions G, par
des formules du type

qxi = Gi(u,v) (i =  o , i , 2 , . . . ) ;

ces équations admettant seulement un nombre fini de solutions incongrues (u, v), pour 
des valeurs arbitraires des coordonnées x d'un point variable sur la surface. — Réci
proquement, toute surface hyper elliptique admettant une telle représentation, répond 
à un groupe de Hermite.

Nous exprimerons brièvement ces propriétés en disant que les surfaces ré
pondant à des groupes de Hermite sont caractérisées par la condition d'admettre une 
représentation propre par des fonctions thêta.

Si, au contraire, la surface © répond à  un groupe Gr de H u m b e r t  (formé 
par des transformations de H u m b e r t ) ,  aux sections planes de © répondront sur 
F des courbes D n’appartenant pas totalement à un système 1 2 ] mais on pourra 
toujours ajouter aux courbes du système linéaire | D | une courbe fixe H, de 
telle sorte que les courbes H + D appartiennent totalement à un système 12 . 
Le système réductible H +\ D\  sera représenté par une équation du type (2) et 
par suite la © admettra une représentation du type (3); mais dans le cas actuel 
les équations (3) posséderont un nombre infini de solutions fixes, répondant aux 
points de la courbe fixe H, et un nombre fini de solutions variables avec les x.

On dira par conséquent que toute surface hyper elliptique répondant à un 
groupe de Humbert admet une représentation impropre par des fonctions G.
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Comme toute courbe tracée sur F peut être représentée d’une façon com
plète en égalant à zéro une fonction intermédiaire, dans le cas actuel le système 
| Z>| pourra toujours être représenté par une équation du type

K <Po («. v) + l, r/), (u, r) H----- h la<Pd (u, v) =  o,

les (p étant des fonctions intermédiaires n’ayant deux à deux qu’un nombre fini 
de zéros communs. Donc:

Toute surface hyper elliptique répondant à un groupe de Humbert admet une 
représentation propre par des fonctions intermédiaires.

62. — Quelques propriétés des transformations d’une surface de Jacobi en elle- 
même. — Considérons une surface de J a c o b i  admettant une transformation b i -  

rationnelle en elle-même
\u ' =  l u  +  fi v + a 
I v' = l ' u  + fl' v +  [i.

(T)

En multipliant cette transformation T  par les transformations de 2de espèce, on 
obtient la série continue oc 8 de transformations analogues

( i )
u' =  l u  + p v + h 
v' — l 'u  + fi' v + k 

(où h, k sont des paramètres).
En transformant T  par la transformation de 2de espèce

(S) =  u + y 
v + ò

on obtient la transformation 1 T  S

u' =  lu  -f fi v + ci-— (/. — i )y — fi ô 
v' =  l 'u  + fi' v + (i — V y — (a' — i ) d,

transformation qui appartient à la même série oo2 (i) et peut être identifiée 
avec une transformation arbitraire de cette série, si le déterminant

l  ■— i p
T ii' — i

3* O.

Cette condition analytique se traduit en ce qu’il y a un nombre fini > o de 
solutions des congruences:
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(Z — i) u uv =  — ce 
l 'u  + (a' — i) v— — (t,

c’est-à-dire que T  possède un nombre fini > o de points unis.
Ainsi donc:
Toute transformation T de F, ayant un nombre fini de points unis, vient trans-

mant une série oo2 ; cette même série peut être obtenue en multipliant T par les 
transformations de 2de espèce.

Remarque. — Dans la série x 2 considérée, il y aura une transformation, 
semblable à T , qui aura le point uni u = v =  o, de sorte que la substitution sur 
u, v se réduit homogène.

Si T  est une transformation périodique d’ordre n, toutes les transformations 
semblables auront la même période; parmi celles-ci il y en a une qui laisse in
variant le point u = v =  o, et qui peut se réduire à la forme suivante

(u, v étant des intégrales convenables non normales).
Une autre remarque qui se rattache à ce qui précède est la suivante.
Etant donnée sur F une transformation birationnelle T  possédant des points 

unis, il y aura des transformations ordinaires qui ramènent T  en elle-même; ce 
seront les transformations de i re et de 2de espèce qui font correspondre à un 
point uni de T  un point uni de la même transformation.

Cette propriété peut être reconnue aisément au point de vue géométrique. 
Soient A, B deux points unis distincts ou coïncidants de T, et soit S la trans
formation de i re ou de 2de espèce portant A en B. La transformée de S par T 
sera une transformation de la même espèce que S, faisant correspondre B à A, 
et par suite ne différera pas de S; il s’ensuit que S, T  sont échangeables, et par 
conséquent que S transforme T  en elle-même.

63. — Transformations hermitiennes. — Les propriétés que nous venons 
d’étudier se rapportent de même aux différentes sortes de transformations sin
gulières qui peuvent appartenir à une surface de J a c o b t . Tâchons maintenant 
de caractériser au point de vue géométrique les transformations hermitiennes.

Soit T  une telle transformation de la surface F Après avoir multipliée T 
par une transformation de 2de espèce convenable, on peut supposer toujours 
qu’elle possède un point uni P. Fixons un système 2  de courbes G apparte
nant à F et envisageons la variété H formée par les qo 1 courbes C issues par P.

formée par les transformations de 2de espèce en des transformations semblables for-
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Comme T  transforme en lui-même le système 2 , on aura entre les éléments 
(courbes) de la variété H une transformation birationnelle, et par suite l’on aura 
une transformation analogue entre les points de la courbe de genre deux attachée 
a F (n. 22). Ainsi donc:

Toute transformation hermitienne d'une surface de Jacobi correspond à une 
transformation birationnelle de la courbe de genre 2 associée à la surface.

Réciproquement à toute transformation de cette courbe correspond une série, en 
général go2, de transformations hermitiennes de la surface de Jacobi.

64. — Aperçu sur les surfaces hyper elliptiques de diviseur ô > 1. En ce qui 
précède nous nous sommes rapportés aux surfaces hyperelliptiques de diviseur 
(5 =  i et par suite à la surface de Jacobi.

Il y a lieu d’étendre les considérations établies, aux surfaces de diviseur <5> i.
Etant donné sur F une transformation birationnelle

u’ =  Xu +  u v + a 
v1 =  V u + p v +  (j

•

on exprime tout d’abord X, p, X', p' au moyen des périodes par des relations qu’on 
obtient des relations (1) du n. 45 en changeant a„ bu c„ d, respectivement en

at b, c, d,
J ’ J ’ T  J '

On arrivera ainsi aux relations entières analogues aux relations (A), (B), 
(C), (D).

Les transformations birationnelles existant sur F se partageront en deux 
familles: transformations de H ermite, qui changent entre elles les fonctions ©<5 
(n. 29) et transformations de Humbert qui changent une fonction (•),) en une fonc
tion intermédiaire cps.

Les considérations relatives à la représentation d’une surface hyperelliptique 
de rang r au moyen des fonctions thêta ou intermédiaires, s’étendent sans 
aucune difficulté aux surfaces de rang r et diviseur (5> i.  On a une représen
tation propre par des fonctions &d seulement pour les surfaces répondant à des 
groupes de H e r m i t e ;  tandis que pour les surfaces répondant aux groupes de 
H u m b e r t ,  on a une représentation propre par des fonctions <p6.

Ceci posé, 011 peut reconnaître que toute surface hyperelliptique admettant 
une représentation propre par des fonctions 0,* irréductibles correspond à une 
courbe de genre 2 possédant des transformations en elle-même.
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E n  s o m m e  l a  d é t e r m i n a t i o n  d e  c e s  s u r f a c e s  h y p e r e l l i p t i q u e s ,  s e  r a m è n e  à  

c e l l e  d e s  i n v o l u t i o n s  h ,  a p p a r t e n a n t  à  u n e  s u r f a c e  d e  J a c o b i  e t  i n v a r i a n t  p a r  

r a p p o r t  à  u n  g r o u p e  d e  t r a n s f o r m a t i o n s  d e  c e l l e - c i .

Le rang étant > 2 on trouverait que <5 ne peut recevoir qu’un nombre fini 
de valeurs.

Mais nous laisserons de côté cette discussion pour nous borner au cas «5 =  i; 
la remarque qui précède montre d’ailleurs comment cette analyse serait à com
pléter, et que les types qui se présentent pour â > 1 se rattachent étroitement à 
ceux que nous nous proposons de classifier, où <5 =  x.

65. — La classification des surfaces hyper elliptiques admettant vne représenta
tion propre par des 0  irréductibles, ramenée à l'analyse des courbes de genre 2 qui 
possèdent un groupe de transformations en elles-mêmes. — Nous nous proposons de 
classifier les surfaces hyperelliptiques (régulières) de rang r > 1 et de diviseur 
(5 =  i, admettant une représentation propre par des fonctions © irréductibles.

En laissant de côté le cas r =  2 (ch. V), ces surfaces correspondent à des 
surfaces de J a c o b i  singulières admettant un groupe Gr de transformations en 
elles-mêmes, transformations possédant chacune un nombre fini de points unis, 
et correspondantes à des transformations analogues de la courbe de genre 2 asso
ciée à la surface.

Il s’agit donc de classifier les groupes Gr satisfaisant aux conditions établies.
Remarquons d’abord que parmi les transformations de Gr il peut y avoir 

une seule transformation ordinaire (de première espèce), parce que le produit de 
deux transformations de i re espèce donnerait une transformation de 24e espèce, 
et le groupe Gr n’en renferme pas (étant (5 =  i).

Il s’ensuit que si le groupe Gr renferme des transformations à période pair 
2 p, 2 q, . . ., les puissances d’ordre p, q, . . .  de celles-ci, donneront lieu à une même 
transformation de i re espèce. En effet chacune de ces puissances est une trans
formation périodique d’ordre 2 douée de points unis en nombre fini, et par con
séquent elle est une transformation ordinaire de i re espèce.

On voit aussi que si Gr renferme une transformation de i re espèce n, celle-ci 
est échangeable avec les autres transformations du groupe, car les transformées 
de n  en G sont des transformations périodiques d’ordre 2.

Enfin si à côté de jr il y a en Gr une transformation T  à période impair p, 
la transformation T n  sera à période 2 p, et sa puissance d’ordre p sera it.

Ces remarques faites, considérons la courbe / de genre 2, qui est associée à F.
Nous allons démontrer que / admet un groupe de transformations isomor

phe à Gr
il faut distinguer deux cas:
Acta mathematica. 32. Imprimé le 6 août 1909. 48
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a) Il peut arriver que les transformations de Gr aient sur F  un même 
point uni O.

En ce cas considérons parmi les courbes de genre 2 d’un système 2  appar
tenant à F, celles qui passent par 0 . On aura une série 001 de courbes qui 
correspondent élément par élément à /; et cette série sera invariant par rapport 
à Gr. Il s’ensuit que le groupe Gr de F correspond à un groupe isomorphe 
engendré sur /  par les transformations homologues à celles de Gr.

b) Supposons au contraire que les transformations de Gr n’aient pas sur F 
un point uni commun.

Toute transformation de Gr appartient à une série 002 de transformations 
périodiques du même ordre, que l’on obtient en multipliant la transformation 
donnée par les 002 transformations de 2de espèce.

Dans la série oc2 des transformations périodiques nommées dessus, il y en a 
une admettant un point uni O arbitrairement choisi sur F. De cette façon aux 
r transformations de Gr on peut faire correspondre r transformations périodiques 
du même ordre, admettant un même point uni O. Ces transformations engendre
ront un groupe G'r isomorphe à Gr.

C’est là une conséquence du fait que deux transformations quelconques de 
Gr ne donnent jamais pour produit une transformation de 2de espèce.

Partant on en déduit le résultat suivant:
Toute surface hyper elliptique (régulière) de rang r> 1 et de diviseur 1, admet

tant une représentation propre par des Q(u,  v) irréductibles, correspond à une courbe 
de genre 2 possédant un groupe de r transformations en elle-même, et ce groupe est 
isomorphe à celui formé par les substitutions linéaires sur u. v, qui laissent inva
riant les G.

Réciproquement, si l’on se donne une courbe de genre 2 admettant un groupe 
G'r de transformations en elle-même, la surface de Jacobi correspondante admet
tra un ou plusieurs groupes Gr isomorphes à G'r; chacun de ceux-ci donne lieu 
à une involution, et, en écartant les cas où l’on tombe sur des involut.ions ration
nelles ou représentées par des réglées, on aura autant de types de surfaces hyper- 
elliptiques satisfaisant aux conditions demandées.

(16. Courbes de genre 2 admettant des transformations en elles-mêmes. D’après 
le n. 65 nous sommes ramenés à l’analyse des courbes de genre 2 admettant des 
transformations birationnelles singulières en elles-mêmes.

Cette analyse a été l’objet d’une étude de M. B o i . z a , 1 dont il nous con
viendra de rappeler lefe résultats.

1 »On binary sextics with linear transform ations into themselves» (American Journal of 
Math. t. X, 1888).
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Soit une courbe de genre 2

f  =  yi — cp(x) = 0;

cp est un polynôme d’ordre 5 ou 6, qui peut être remplacé par une forme homogène
£

d’ordre 6 en posant æ =  ~; l’équation <p =  o représente les 6 points de dirama- 
tion de /.

Il s’agit de classifier les équations cp =  0 qui admettent un groupe de trans
formations linéaires en elles-mêmes. Or d’après le théorème de M. Jordan con
cernant la classification des groupes linéaires, un groupe qui laisse invariant <p = 0 
pourra être:

a) un groupe cyclique d’ordre 2, 3, 4, 5, 6;
b) un groupe diédrique d’ordre 4, 6, 12;
c) un groupe tétraédrique d’ordre 12, ou un groupe octaédrique (exaédrique), 

d’ordre 24;
Désignons par 1, 2, 3, 4, 5, 6 les points de diramatimi de /, racines de tp =  0. 
Il pourra arriver que <p =  0 admette une transformation linéaire en elle-même 

qui soit périodique d’ordre 2, de façon que sur les 6 points 1, 2, 3, 4, 5, 6 il se 
produise une substitution de la forme:

ï) (12) (34) (56)

ou bien de la forme

2) (11) (22) (34) (56).

En ce dernier cas il y aura aussi les transformations linéaires

3> (12) (36) (45)
(12) (3 5) (46)

qui engendrent un groupe diédrique 3) d’ordre 4, auquel appartient la substitu
tion 2).

Si cp — o admet un groupe cyclique d’ordre 3 engendré par

4) (123) (456),

il y aura aussi les transformations d’ordre 2

(14) (26) (35)
5) (16) (25) (34)

( 15 ) ( 2 4 ) ( 3 6 ) ,

engendrant un groupe diédrique 5) d’ordre 6, qui renferme 4).
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Si fp =  o admet un groupe cyclique d’ordre 4 engendré par

6 )  (1 1) ( 2 2 ) (3 4  5 6 ) ,

il y a un groupe octaédrique 7) de 24 substitutions linéaires qui ramènent rp =  0 
en elle-même.

Dans ce groupe sont renfermées 6 substitutions d’ordre 4 analogues à 6) et 
leurs 3 carrées d’ordre 2 et du type 2), 8 substitutions d’ordre 3, et 6 substitu
tions d’ordre 2 et du type 1). Il y a:

8) un sous-groupe tétraédrique d’ordre 12 renfermant les 8 substitutions 
d’ordre 3 et les 3 substitutions d’ordre 2 et du type 2);

9) un sous-groupe de celui-ci, diédrique d’ordre 4, renfermant les 3 involu- 
tions nommées;

enfin des sous-groupes diédriques d’ordre 4, 6 appartenant aux types 3), 5), 
et leurs sous-groupes cycliques.

Si (p =  0 admet une transformation d’ordre 5 telle que

10) (1 1) (2345 6),

il n’y a que le groupe cyclique d’ordre 5 engendré par cette transformation. 
Enfin si cp =  o admet une transformation d’ordre 6, telle que

11) (123456),

outre le groupe cyclique engendré par celle-ci, il y aura 6 substitutions d’ordre 2 
telles que

( 14 ) (2 3 ) (5 6 ) ; ..................

(1 1) (4 4 ) (2 6 ) (3 5 ) ; .......... ,

qui engendrent un groupe diédrique d’ordre 12.
Dans ce groupe sont renfermés des sous-groupes diédriques d’ordre 4, 6, sem

blables aux types 3), 5), et un sous-groupe diédrique d’ordre 6 renfermant les 
substitutions

. ( i 35 ) (246)
(1 1) (44) (26) (35);............

En résumant il y a 13 types différents de groupes de substitutions linéaires 
qui laissent invariant une forme (p d’ordre 6, mais cette forme ne donne lieu qu’à 
6 types différents.

N o u s  a l l o n s  é c r i r e ,  d ’ a p r è s  M .  B o l z a , l e s  f o r m e s  n o r m a l e s  d e  <p c o r r e s p o n -
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dantes à ces types, en distinguant en chaque cas les groupes de transformations 
qui laissent invariant la courbe

/ =  y2 — 9 (*) =  o ,

et en indiquant à côté de chaque type le tableau des périodes normales appar
tenant à la courbe /.

On aura donc les types suivants:

I )  rp =  £ «  +  a £ *  rf +  [iÇ2 rf + >f
ou

<p =; xe + et xx + /i x2 + i .

La courbe / admet:
a) un groupe d’ordre 4 engendré par les transformations

x' =  — x, y' =  y, x' =  — x, y' =  — y, x' =  x, y' =  -  y; 

b) un sous-groupe d’ordre 2 de celui-ci, outre que (x' = x ,  y' — — y), p. ex.

(x1 =  _  x, y’ = y ) .

Ces groupes correspondent au groupe 1) sur les racines de rp =  o. 
Le tableau normal des périodes de / est

où

II)
ou

1 0 g h
o 1 h g',

A =  -.2
v  =  £ (s5 +  if’)

(p =  x (x5 + r ) .
La courbe / admet
a) un groupe cyclique d’ordre 10

■)

ai 2 ai
x '= e x , y' =  eb y\ e =  e 5

b) un sous-groupe d’ordre 5 de celui-ci.
Ces groupes correspondent également à un groupe 10) opérant sur les racines 

de rp =  0.
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Périodes normales de /:

9 =  i — e4, h =  — t2 — t i , g’ =  e.

I l i ) <P =  f i ? ( |4 +  « “  >/s +  >?4)

ou
rp = x (a:4 + ccx2 + i).

Périodes normales de /:

g =  g\ h =  \-

La courbe / admet
a) un groupe d’ordre 8 qui est en isomorphisme diédrique avec le groupe 

diédrique engendré par les trois involutions qui laissent invariant r/> =  o opérant 
sur les racines de rp = o comme le groupe 3);

b) un sous-groupe de a) cyclique d’ordre 4

La courbe / admet
a) un groupe d’ordre 12 en isomorphisme diédrique avec le groupe diédrique 

d’ordre 6 qui laisse invariant rp =  0 (type 5);
b) un sous-groupe de a) cyclique d’ordre 6, correspondant au groupe cyclique 

d’ordre 3 de rp =  0 (type 4):

(x’ =  — x, y '=  ± i y)

qui correspond au groupe 2) sur les racines de rp =  0.

IV) (p =  £6 4- a  £3 ^8 _|_ ryC

OU
(p =  x6 + a x3 + 1 ;

12 g g' +  1 = 0 ,  ^ =  2-

c) un sous-groupe de b) d’ordre 3.

V)

ou, en changeant rj en i >: + rp =  i'6 — if, d’où l’on tire

rp =  xb — 1.
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On a les périodes

La courbe / admet:
a) un groupe d’ordre 24 en isomorphisme diédrique avec le groupe diédrique 

d’ordre 13 qui laisse invariant <p =  0 (type 12);
b) un sous-groupe de a) d’ordre 12, qui correspond au groupe cyclique 

d’ordre 6 opérant sur les racines de </> =  o (type 11);
c) deux sous-groupes cycliques de b), d’ordre 6, engendrés par

x' =  — ex, y' =  ± y
2.ii

d) un sous-groupe d’ordre 12 de a), qui est en isomorphisme diédrique avec 
le groupe diédrique, d’ordre 6, opérant sur les racines de <p =  o comme 13)

x' =  ex, y1 = ± y, x1 =  t!x, 

^ -  ’ y -3 > x ~ »
v u  *Aj  tAj

y =  ± y\ X  =  X, y =  ± y  '

y  X* ’
1

z ~ z ' y '
. ± iy

xs 1

La courbe / admet aussi d’autres groupes renfermés en a) et appartenant 
aux types T), ITI), IV).

VI) (p =  £ y (i'1 + r/4) ou bien <p — j-y (£4 — r/4),

ou respectivement
rp =  xb + x, <p =  xb — x ;

9 = 9
— i + i I/5 Z''

La courbe / admet:
a) un groupe d’ordre 48 en isomorphisme diédrique avec le groupe octa

édrique de 24 substitutions linéaires, qui laissent invariant (p =  0 (type 7); et les 
sous-groupes suivants;

b) groupe d’ordre 24 en isomorphisme diédrique avec un groupe tétraédrique 
de 12 substitutions linéaires (type 8);

c) groupe cyclique d’ordre 8 correspondant à un groupe 6) sur les racines 
de (p — 0 :
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d) groupe d’ordre 8 en isomorphisme diédrique avec le groupe diédrique 
d’ordre 4 opérant sur les racines de cp =  o comme g).

En outre il y a en a) des sous-groupes des types I), III), IV).

(57. Comment on passe des groupes de la courbe de genre 2, à ceux de la sur
face de Jacobi associée. Etant donnée une courbe / appartenant à l’un des types 
I ) , . . ., VI), à chaque groupe de transformations de / on peut faire correspondre 
au moins un groupe de transformations de la surface de Jacobi F associée à /, 
et cela de la façon suivante: remplaçons tout couple de / par le point homologue 
F; à toute transformation de /, considérée comme opérant sur les couples de la 
courbe, répondra ainsi une transformation de F; pourtant on aura sur F un groupe 
de transformations isomorphe à celui de /, et qui laisse invariant le point homo
logue à la g] de /.

Réciproquement, si l’on a un groupe de transformations de F. qui laissent 
invariant un même point uni O de la surface, on peut toujours considérer une 
courbe / associée à F de façon qu’au point O corresponde la g] de /; cette courbe 
/ admet un groupe de transformations isomorphe au groupe de F  (11. 65), et 
celui-ci prendra naissance du groupe de /, par la construction précédente.

Cependant il peut arriver qu’à un groupe de / (appartenant à un des types 
que nous avons analysés) correspondent plusieurs groupes de F, isomorphes 
entre eux, mais birationnellement distincts; dans ce cas il y aura des groupes de F 
n’admettant pas des points unis communs à toutes leurs transformations. Ce cas 
ne saurait donc se présenter lorsqu’il s’agit de groupes cycliques, car toute trans
formation cyclique T  de la surface F , associée à une courbe / irréductible, a des 
points unis (n. 58), qui sont unis aussi pour les puissances de T.

D’après ces remarques, nous aurons lieu d’analyser les types différents de 
groupes de F , qui peuvent correspondre à un même groupe de /, lorsqu’il s’agit 
d’un groupe qui n’est pas cyclique.

Mais parmi les groupes de F il y en a qui donnent lieu à des involutions 
représentées par des surfaces réglées; ce sont là des cas de surfaces hyperellipti- 
ques que nous devons écarter d’après le n. 4.

Nous commençons par l’examen de ces cas.

68. Cas à écarter. En premier lieu considérons le cas I, b).
On obtient sur F une transformation périodique d’ordre 2, qui admet une 

courbe de points unis; en effet ce sont des points unis pour cette transformation 
les 00 1 points de F qui représentent les couples de l’involution elliptique engen
drée sur / par la transformation

x' =  — x, y' — y.
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Ainsi le cas I, b) nous amène à une involution qui ne correspond pas à une 
surface hyperelliptique proprement dite (n. 4).

Or les groupes I, a); III, a); IV, a); V, a), b), c); VI, a), renferment tous un 
sous-groupe d’ordre 2 du type I, b); partant les involutions correspondantes à ces 
groupes possèdent un nombre infini de coïncidences, et amènent à des surfaces 
qu’on peut transformer en des réglées (n. 35). On en conclut que les cas I); III, a); 
IV, a); V, a), b), c); VI, a) sont à écarter.

Nous venons d’écarter une première série de cas qui nous amènent à des 
surfaces hyperelliptiques dégénérescentes. Pour ce qui concerne les autres types, 
on reconnaît d’abord aisément qu’ils correspondent à des involutions ayant un 
nombre fini de coïncidences, et par suite régulières (n. 37).

Mais on verra que les cas cycliques II) et VI, c) donnent lieu à des invo
lutions rationnelles et pour cette raison doivent être écartés ainsi que les pré
cédents.

A cet effet il faut calculer la valeur du genre pa =  pu appartenant à chacune 
des involutions que nous venons de construire sur F.

Ce calcul peut être fait de deux manières différentes: on peut calculer le 
pa, ou bien le pg\ nous savons que les deux valeurs sont égales.

Pour calculer le pa on peut procéder de la manière suivante.
Soit (I) une surface représentant une involution donnée sur F . Considérons 

un faisceau de courbes appartenant à © et le faisceau homologue sur N; en con
sidérant dans chaque faisceau les courbes douée d’un point double, on pourra 
évaluer les invariants de Z e u t h e n -Se g r e  de O, F ; celui de ffl se trouvera ex
primé par celui de F , et d’après la formule connue on en tirera la valeur du 
genre numérique pu de fl».1

Ce calcul présente une seule difficulté remarquable: c’est qu’aux points de 
coïncidence de l’involution donnée sur F, correspondent des points singuliers et il 
s’agit de reconnaître combien de fois les courbes du faisceau considéré sur O, qui 
passent par ces points, doivent être comptées parmi celles qui ont un point double 
(il est sous entendu que le faisceau dont on parle n’a pas comme points-base ces 
points singuliers).

La difficulté que nous venons de signaler se ramène d’ailleurs à la question 
suivante: étant donné sur F un système linéaire de courbes appartenant à l’in- 
volution, reconnaître quelles singularités acquièrent les courbes du système lors
que on leur impose de passer par des points de coïncidence.

1 Ce procédé fournit en général la relation entre les genres numériques de deux surfaces 
en correspondance [1 »], c’est-à-dire la formule de M. Severi que nous employerons dans les 
eli. suivants.

A cta  m athem atica. 82. Imprimé le 6 août 1909. 49
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Nous aurons lieu de traiter en détail cette question qui se rattache à la 
construction effective des surfaces hyperelliptiques que nous venons de classifier. 
Nous verrons alors que les types ITI, b); IV, b); V, d); VI, b), d) nous amènent 
à des surfaces de genre pa= i .

Ce même procédé de construction nous a fait découvrir que les surfaces 
correspondantes aux types II) et VI, c) sont rationnelles. Mais sans répéter ici 
cette construction qui nous amène en somme à un résultat négatif, nous verrons 
que ce résultat peut être établi plus simplement aussitôt que l’on ait reconnu 
que pa =  pg =  o .

A cet effet on peut s’appuyer sur une simple remarque de MM. B a gnerà  
et d e  F r a n c h is , remarque qui permet d’évaluer le pg des surfaces 0 .

Cette remarque consiste en ce que s'il y a une integrale double de première 
espèce attachée à 0 , cette intégrale devra se réduire à f f" d u  dv lorsqu’on ex
prime les coordonnées des points de 0  par des fonctions rationnelles des points 
de F, et par conséquent par des fonctions hyperelliptiques de u, v. Il s’ensuit 
que si l’involution (cyclique) représentée par © est engendrée par la transfor
mation

Ceci posé, il suffit de reconnaître la forme des substitutions linéaires sur 
u, v engendrant les involutions des différents types considérés sur F. 

Envisageons d’abord le cas II, b).
La courbe

u' = au + pv 
v' =  yu + ô v,

le déterminant Jacobien de cette transformation sera

k ci — /tfy — i .

y1 = x (.T6 + i)

possède deux intégrales de première espèce

Par la substitution

x' =  ex, y' =  e3 y U =  e 1
2

qui transforme la courbe en elle-même, les intégrales u, V viennent changées en



Mémoire sur les surfaces hyperelliptiques. 387

La même substitution subissent les sommes donnant lieu aux intégrales at
tachées à la surface de Jacobi F, qui correspond à la courbe. Comme le déter
minant de cette substitution est e2 ^ i , on en conclut que la surface (D corres
pondante à l’involution du type II, b) a le genre j)g =  o.

Par conséquent il en est de même de la surface correspondante au type II, a), 
qui représente une involution appartenante à la surface II, b).

Envisageons maintenant le cas VI, c).
La courbe

y2 = x (xi + i)

possède les deux intégrales de première espèce

C xdx Pdxu =  ! -----, V  = 1 -
J  y J  y

et par la substitution

x' =  ix , II

il vient
, —XU — ---J=r U, v’ =  Vi V  ,

Vi

de sorte que le déterminant de la substitution est —-i.  On en déduit que l’in- 
volution cyclique d’ordre 8 correspondante au type VI, c), a j)g = o.

Le procédé que nous avons rapidement exquissé nous amène à la conclusion 
que les involutions correspondantes aux cas II) et VI, c) ont le genre

V a= = V 'J =  0 -

Nous allons prouver en outre que leur bigenre n’est pas P 2 =  i ,  de sorte 
que, d’après le n. 31, on pourra conclure que ces involutions sont rationnelles.

Posons-nous d’abord dans le cas II, b), et en supposant P2 =  i , construisons 
une surface (D image de l’involution, qui ne possède pas des courbes exception
nelles.

Etant P2 =  1, il y aura sur CD deux systèmes linéaires | C | , | G' | , sans points- 
base, adjoint l’un à l’autre, auxquels correspondent sur F deux systèmes linéaires 
renfermés dans le même système complet; on a donc

I 5 C-1 =  | 5 C" I
et par suite

P 5= i -



3 8 8 Federigo Enriques et Francesco Severi.

Cette conclusion est absurde attendu que la surface O, ayant pa = o et étant 
dépourvue de courbes pluricanoniques d’ordre > o, on doit avoir (n. 31)

P 5 =  o.

Maintenant on peut affirmer aussi que la surface correspondant au cas 
II, a), est rationnelle. En effet cette surface vient représentée par une involution 
de couples de points appartenant à la surface qui correspond au cas II, b); et, 
d'après M. Ca steln u o v o , toute involution sur une surface rationnelle est ra
tionnelle.

Considérons enfin le cas VI, c).
La surface O vient représentée par une involution de couples de points, / 2, 

appartenant à la surface régulière ©’ qui correspond au cas III, b); et il est aisé 
de remarquer qu’il y a sur ©' des coïncidences correspondant à la g\ de /-. D’après 
le n. 38 on conclut donc que cette involution I.2 est rationnelle, puisqu’elle ne sau
rait avoir P 2 =  x.

En résumant les résultats obtenus nous dirons que les cas I); II); III, a); 
TV, a); V, a), b), c); VI, a), c) correspondent à des surfaces hy per elliptiques dégéné- 
rescentes, qui sont écartées de notre étude.

69. — Genres des surfaces hyper elliptiques correspondantes aux types qui ne sont 
pas dégénêrescentes. — En calculant la valeur du déterminant des substitutions 
linéaires périodiques d’ordre 3, 4 qui forment les groupes III, b); IV, b); V, d); 
VI, b), d), on reconnaît que ces types nous amènent à des surfaces de genre 
p(l=  1. Ainsi donc nous pouvons énoncer dès à présent la conclusion suivante 
qui sera établie à posteriori dans la suite:

Les cas III, b); IV, b); V, d); VI b), d), correspondent à des surfaces hyper- 
elliptiques de genres

Va =  P g=  I (P 2 =  I).

Parmi ces cas vous avons déjà remarqué que les groupes cycliques [tels que
III), IV)] correspondent chacun à un type bien déterminé d’involution sur la sur
face de J acobi F, involution possédant un point uni pour toutes les transfor
mations du groupe.

Il reste à classifier les types qu’011 peut appeler bi-diédriques et bi-tetraédri- 
ques, c’est-à-dire les types correspondants à des groupes bidiédriques d’ordre 8 
(VI, d) et 12 (V, d) et les types correspondants à des groupes bi-tetraédriques 
(VI, b).
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70. — Analyse des groupes bi-diédriques et bi-tetraédriques, d'ordre 8, 24, 
appartenant à une strrface de Jacobi. — Considérons une surface F  correspondante 
au cas VI). On aura sur F plusieurs types de groupes Gs et Gu isomorphes au 
groupe bi-diédrique d) et au groupe bi-tetraédrique b) de /. Tâchons de con
struire ces types.

Un groupe Gs se trouvant en isomorphisme diédrique avec un Gt engendré 
par deux involutions échangeables (Vierergruppe), on pourra l’engendrer par deux 
transformations cycliques d’ordre 4, Uv U2, qui ne seront pas échangeables, mais 
dont l’une transformera l’autre en son inverse; U\, TJ\ donneront lieu à la même 
transformation K, qui sera une transformation ordinaire de i re espèce de la sur
face F. On peut supposer que dans la correspondance point par couple entre la 
surface F et la courbe /, K  réponde à la g\ de /.

Ceci posé, rappelons-nous que la transformation K possède 16 coïncidences 
(n. 46). En ayant égard aux propriétés des points unis de la transformation 
périodique d’ordre 4 qui résulte définie sur /, on déduit aisément, au moyen de 
considérations qu’on trouvera développées en détail au n. 84, qu’une transforma
tion hermitienne donnant pour carré K, laisse invariant quatre coïncidences de 
K  et distribue les autres coïncidences en six cycles de 2de ordre.

Soient P, Q, B, S les points unis de la transformation U1. Comme U2 doit 
transformer U1 en son inverse, U2 changera en lui-même le groupe P, Q, R, S.

Il y aura donc à distinguer quatre hypothèses:
r) La transformation U2 laisse invariant P. Alors toutes les transforma

tions du groupe Ga engendré par Uu U2, ont en commun le point uni P  et par 
suite elles laissent invariant la variété 001 — birationnellement identique à / 
(n. 21) — formée par les courbes G passant par P  et appartenant à un système 
2  quelconque. Le groupe Gs vient correspondre ainsi, au moyen de la corre
spondance point par couple entre F, /, au groupe bi-diédrique d).

Dans ce cas on voit de plus (n. 92) que U2 laisse aussi invariant les autres 
points unis Q, R, S de U1.

2) Les couples (P, Q) (R, S) donnent deux cycles de 2de ordre de la trans
formation U2. Un groupe Gs de ce type existe effectivement.

En effet pour le construire il suffit de considérer les substitutions Ult U2 
génératrices du type 1) et de poser

v \  =  ü u ü ’2 =  U2A,

A étant la transformation de 2d0 espèce qui fait correspondre Q h P.
Nous désignerons par G\ le groupe engendré par U\, U'.t en réservant le 

symbole 6r8 pour le type 1).
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3) Les couples (P, R) (Q, S) donnent deux cycles de IJ2. On obtient le
groupe G g correspondant à ce cas, en prenant pour substitutions génératrices

u " — u, ,  u : = u 2b ,

B étant la transformation de 2de espèce qui amène P  en R.
4) Les couples (P, S) (Q, R) donnent deux cycles de U2. On obtient le

groupe G'” correspondant, en posant

u r = u v u ’: '= u 2 c,

où C est la transformation de 2de espèce qui fait correspondre S  à P.
On a ainsi à priori sur la surface F  4 types de groupes bi-diédriques formés 

par des transformations hermitiennes.
Une analyse plus approfondie, que nous renvoyons à un autre chapitre de 

ce mémoire, nous montrera que les quatre points unis P, Q, R , S de la transfor
mation Uu se distribuent en deux couples (P, Q) (R, 8), de sorte que les points
d’un couple jouissent des mêmes propriétés et ils se comportent de la même 
façon par rapport aux points de l’autre couple.

On verra ainsi que les types G"s, G'" ne sont pas distincts. On aura donc 
en définitive trois types de surfaces hyper elliptiques birationnellement distinctes cor
respondantes à des groupes bi-diédriques d’ordre 8 de la surface F [cas VI)].

Il est aisé maintenant de construire sur F les différents types de groupes 
G2t isomorphes au groupe bi-tetraédrique VI, b) de /.

On partira de la remarque que tout groupe G2i renferme un sous-groupe 
invariant bi-diédrique G8.

Or donnons-nous sur F un groupe bi-diédrique appartenant à l’un des types 
que nous venons de définir, et tâchons de construire un groupe bi-tetraédrique 
qui le renferme comme sous-groupe invariant.

On aura les cas suivants:
1) Le groupe bi-diédrique donné est le Gs du type 1), dont toutes les substitu

tions laissent invariant les points P, Q, R, S.
Dans ce cas le Gu cherché échangera entr’eux les points P, Q, R, S  suivant 

un groupe de substitutions Gr, qui se trouve en isomorphisme mériédrique avec 
G2i. Comme au Gs correspond en cet isomorphisme la transformation identique, 
on aura )• =  3, et par conséquent le groupe Gr =  G,, sur (P, Q, R, S) sera cyclique 
d’ordre 3, et laissera invariant un point parmi les quatre: p. ex. le point P.

Il s’ensuit que le groupe G2i a sur F un point uni que l’on peut supposer 
correspondant à la g] de /; on a ainsi un premier type bien défini de groupe 
bi-tetraédrique.
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2) Le groupe’ bi-diédrique donné est le groupe (?</> du type j) où j =  2, 3, 4.
Les trois substitutions

u[J\ mp, ü f i  r /< /> ,

(d’ordre quatre) existant en (?</> possèdent trois groupes de 4 points unis, qui 
n’ont pas des points communs.

Sur le groupe des quatre coïncidences restant de la transformation K, les 
substitutions de 6r(/> produisent un groupe diédrique Gt.

Les mêmes quatre points devront être échangés entr’eux par le groupe bi- 
tetraédrique cherché — que nous désignerons par (?</] — suivant les substitu
tions d’un groupe tétraédrique G12) qui renferme G'., comme sous-groupe invariant.

Or ce groupe Oi2 résulte ainsi bien déterminé, et l’on en déduit que le 
groupe Gpl résulte aussi bien déterminé.

On en conclut qu’il y a tant de surfaces hyperelliptiques birationnellement 
distinctes correspondantes à des groupes bi-tetraédriques, que de surfaces distinc
tes correspondantes aux groupes bi-diédriques, c’est-à-dire qu’il y aura sur F 
(cas VI) trois types différents de groupes bi-tetraédriques d’ordre 24, amenant à des 
surfaces hyperelliptiques birationnellement distinctes.

71. — Groupes bi-diédriques d’ordre 12. — La courbe / appartenant au type 
V), elle admet un groupe de transformations en elle-même V, d), c’est-à-dire un 
groupe G13 bi-diédrique d’ordre 12.

Combien de groupes isomorphes à Gl2 peut-il y avoir sur la surface de 
J acobi F associée à /?

Il est aisé de répondre à cette question en remarquant que Gl2 admet un 
sous-groupe invariant Ga cyclique d’ordre 6; en effet dans le groupe diédrique 
d’ordre 6 qui est en isomorphisme émi-édrique avec Gl7, il y a un sous-groupe 
invariant d’ordre 3, et à celui-ci correspond en Gi2 un Gs du type IV, b).

Ceci posé remarquons encore que le Ge du type IV, b),donne lieu à un 
groupe de transformations de F ayant un seul point uni qui correspond à la g\ 
de /; il s’ensuit qu’un groupe d’ordre 12 de F renfermant un tel sous-groupe 
invariant, a un point uni (invariant par rapport à toutes les transformations du 
groupe). En rappelant ce que nous avons dit au n. 67 on en conclut que:

Sur une surface F associée à la courbe f (cas V) il y a un seul type de groupe 
bi-diédrique d’ordre 12, en considérant comme identiques deux groupes amenant à des 
surfaces hyperelliptiques en correspondance birationndle entre elles.

72. — Résumé et programme de l’étude qui suit. En résumant les résultats 
obtenus nous énoncerons le théorème suivant:
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Les surfaces hyper elliptiques de rang r > i  et de diviseur Ô =  i, admettant une 
représentation propre par des fonctions & irréductibles, sont des surfaces régulières de 
genres pa = Pg = P 2= - - = i .  Elles se partagent en n  familles birationnellernent 
distinctes, correspondantes à des groupes de transformations d’une courbe de genre 2 en 
elle-même. Ces familles sont indiquées par le tableau suivant: 

surfaces dépendantes de trois modides:
I) r =  2 (surface de Kummer); 

surfaces dépendantes d'un module:
II) r =  3 (groupe cyclique d'ordre 3);

III) r =  4 (groupe cyclique d'ordre 4);
IV) r = 6 (groupe cyclique d'ordre 6) ; 

surfaces n'ayant pas de modules:
V, VI, VU) r =  8 (groupes bi-diédriques d'ordre 8);

VIII) r =  12 (groupe bi-diédrique d'ordre 12) ;
IX, X, XI) r =  24 (groupes bi-teiraédriques d'ordre 24).

Les nombres I—XI (qui 11’ont rien à faire avec ceux employés avant dans 
la classification des courbes de genre 2 admettant des transformations en elles- 
mêmes), nous servirons dans la suite pour désigner les différents types de sur
faces hyperelliptiques que nous nous proposons d’étudier en détail.

Pour chaque type nous allons construire une surface projectivement définie 
(dépendant suivant les cas de modules arbitraires), à laquelle toute surface h 3’- 
perelliptique du type donné peut être ramenée par une transformation biration- 
nelle.

Les surfaces modèles que nous allons construire pour r > 2, seront des sur
faces d’ordre 2 r appartenant à des espaces Sr+1 de dimension >3, et seront ca
ractérisées par certaines configurations de points singuliers et de hyperplans ayant 
un certain contact suivant des courbes rationnelles.

Il sera aisé d’ailleurs de projeter de telles surfaces dans l’espace ordinaire, 
et même d’en abaisser l’ordre (jusqu’à 4). Cependant les surfaces d’ordre plus 
élevé d’un hyperespace, auxquelles nous nous rapportons, sont en général les 
plus simples de leur classe à ce point de vue, que leur configuration caractéris
tique jouit de la plus grande symétrie possible.


