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PREFAZIONE



Scopo e titolo del trattato. — Le questioni che qui ven
gono studiate sotto il titolo di « teoria geometrica delle 
equazioni e delle funzioni algebriche » hanno formato oggetto 
d’un insegnamento, proseguito durante più anni all’Univer
sità di Bologna. Il dott. Oscar Ohisini che ha raccolto 
dapprima quelle lezioni, ha atteso lungamente a svolgerne il 
disegno traendone anche occasione a ricerche originali; così 
il suo lavoro ha costituito la trama del trattato, di cui oggi 
offriamo al pubblico il primo volume, frutto di un’ intima ed 
assidua collaborazione.

Il titolo dell’opera non deve intendersi come promessa 
di toccare ad un termine ove abbianò risposta i problemi 
più elevati dalla scienza, ma vuol significare lo spirito gene
rale e lo scopo delle ricerche rispetto a cui il trattato può 
riguardarsi come introduzione.

A quel modo che la geometria differenziale, i problemi 
delle tangenti e delle aree, hanno dato origine ad un Calcolo 
infinitesimale, che si svolge di poi in stretta connessione colle 
idee geometriche direttrici, allo stesso modo la geometria 
algebrica — ove confluiscono il metodo delle coordinate e 
quello delle proiezioni, tutti i diversi ordini di concetti sug
geriti dallo studio delle curve — riesce ormai ad una dottrina 
qualitativa delle equazioni e delle funzioni algebriche, che 
costituisce il naturale prolungamento dell’Algebra e che vor
remmo pur designare con questo nome, superando la signifi-
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cazione più ristretta che vi attribuiscono gli specialisti. Sif
fatta dottrina possiede invero la sua base ugualmente negli 
algoritmi dell’Aritmetica e nei principi dell’Analisi infinite
simale; anzi lo studio delle singolarità, e in genere delle pro
prietà differenziali delle curve e delle varietà algebriche, forma 
un capitolo di quell’Analisi, che si maturò — com’è noto — 
per opera della scuola newtoniana. Ma lo sviluppo ulteriore 
della dottrina è dominato dalla veduta sintetica delle funzioni 
considerate nella loro integrità, e perciò si riattacca natural
mente al campo delle variabili complesse; del pari a questa 
concezione d’insieme si sono andati via via conformando i 
metodi geometrici, elaborati durante il secolo decimonono 
sotto l’impulso delle idee direttive di Monge e di P oncelet.

Purismo e ideale classico del trattato. — Lo sviluppo di 
concetti e di metodi diversi, coltivati per lungo tempo come 
rami distinti del sapere matematico, la varietà dei linguaggi 
che riflette differenti intuizioni, tutta la immane somma degli 
acquisti fatti, impone grave carico allo studioso che miri oggi 
a far progredire in qualche maniera i problemi attinenti alla 
più generale considerazione dell’Algebra.

Non è più il tempo in cui possa presumersi di dominare 
l’intera materia con una sola veduta, come il trattato di 
Salmon volle fare ordinando lo studio delle curve algebriche 
sulla base della teoria delle forme invariantive e il Cremona 
movendo da pochi principi sintetici sulle polari. La nostra 
epoca ha superato decisamente il illirismo delle scuole ana
litiche e geometriche, traendo da ciascuna gl’istrumenti della 
ricerca; il ravvicinamento dei metodi che risponde al pro
gramma eclettico di Olebsch, ha segnato un reale e fecondo 
progresso.

Tuttavia i criteri scientifici e didattici onde sorse l’aspi
razione puristica non hanno perduto il loro valore, sebbene 
si esprimano oggi in modi di pensiero meno esclusivi. L’op
portunità del successo euristico, che domina ogni altra consi-
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derazione, pare a non pochi una ragione di compromesso, 
sulla quale mal saprebbe fondarsi il trattato organico di un 
ramo delle Matematiche ; anche perchè fra i metodi sopra 
accennati ve ne sono alcuni che, ottimamente aiutando alla 
scoperta, sembrano rispondere meno bene al rigore della 
prova.

Presupposto di tali aspirazioni resta infine l’antico modello 
classico del trattato, che si riattacca alla venerabile tradizione 
dell’E uclide : l’idea di una scienza razionale logicamente 
ordinata come teoria .deduttiva, che debba apparire in ogni 
sua parte chiusa e perfetta, che, discendendo dai concetti più 
generali alle applicazioni particolari, respinga da sè le incerte 
e mutevoli suggestioni del concreto, tutto quanto ricordi il 
passato oscuro della ricerca o scopra nuove difficoltà, rom
pendo l’armonia del sistema.

Ma questo ideale del sistema, che sembra male adattarsi 
alla particolare materia delle nostre Lezioni, contrasta d’altra 
parte colla generale filosofia della scienza, frutto della critica 
moderna. Infatti la critica logica e gnoseologica riesce in 
ultima analisi a definire il campo della logica ed a ricono
scere in ciascuna teoria gli elementi intuitivi di diverso ordine 
che le conferiscono significato e valore ; infine approfondendo 
la veduta della scienza nel suo divenire, codesta critica oltre
passa l’opposizione fra metodo deduttivo e metodo induttivo, 
giungendo a considerare la deduzione stessa come fase d’un 
processo unico, che sale dal particolare al generale per ridi
scendere al particolare.

Vi è luogo a chiedere se questo concepimento dinamico 
del sapere, che ognor più prende il posto del vecchio conce- 
pimento statico, non debba comporre in qualche modo anche 
l’antitesi tradizionale fra ricerca ed esposizione sistematica, 
e così fra scienza e storia della scienza. Ohi accolga un tale 
ordine d’idee sarà naturalmente condotto ad un nuovo modo 
di pensare il trattato, più vicino alla realtà del progresso 
scientifico.
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Criteri trattatistici: rigore e generalità. — Anzitutto 
giova chiarire che non si vuol togliere al trattato il proprio 
carattere letterario, che esso deve rimanere esposizione 
quanto è possibile perfetta — dei risultati conseguiti in un 
ordine di problemi, cioè resoconto e sistemazione dello stato 
attuale della scienza. Ma, come questo stato viene pensato 
qual grado di uno sviluppo, così diventa importante di esporre 
accanto alla verità le vie — spesso diverse — che vi condu
cono, senza escludere dal confronto dei metodi i procedimenti 
parziali o imperfetti, ed anzi col preciso intendimento di cor
reggerli e chiarirli l’uno coll’altro, facendo risultare quanto 
vi sia di manchevole in ogni concezione parziale delle teorie.

Ciò non significa punto che si voglia far gettito del 
rigore matematico, che esprime la suprema esigenza di con
servazione del nostro sapere; ma al culto del rigore formale 
che — affettando di bandire ogni manchevolezza — talora 
riesce soltanto a nascondere le vere difficoltà o le cause 
d’errore, vuoisi sostituire il culto sincero del rigore concepito 
come abito di correzione e di critica. Da questo punto di vista 
acquistano speciale interesse gli errori storici, i paradossi, i 
sofismi, che spesso hanno segnato la via delle più importanti 
scoperte.

Anche l’aspirazione comune alla generalità, compare in 
nuova luce secondo i criteri della nostra trattatistica.

Il criterio di ricerca così splendidamente fatto valere da 
A bel « porre i problemi nell’aspetto jmi generale per sco
prirne la vera natura », designava l’indirizzo dell’Analisi 
che vuol liberare la conoscenza dei rapporti qualitativi dalle 
complicazioni accidentali dei calcoli, cioè appunto quell’indi
rizzo di cui è massima attuazione la teoria geometrica delle 
equazioni e delle funzioni algebriche.

Ma il precetto delle generalità ha ricevuto altra inter
pretazione presso i geometri contemporanei, specialmente nel 
nostro paese. Si è eretto a principio di massima che ogni 
teorema debba enunciarsi sempre nella forma più generale
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di cui è suscettibile, e cioè \}ev n variabili anziché per due 
o j)er tre, e per un qualsivoglia grado in cambio che per i 
primi gradi, e così di seguito.

Conviene riconoscere che quest’abito ha diminuito l’effi
cacia propulsiva di ottimi maestri, e merita di essere seria
mente contrastato. Giacché in primo luogo, la forma troppo 
astratta dell’enunciato riesce ad oscurare il vero significato 
del teorema nascondendone le origini, ed — in secondo 
luogo — crea nei giovani studiosi la lusinga delle facili gene
ralizzazioni, puramente formali.

La storia della scienza c’insegna che altro è l’ideale della 
generalità nei grandi fattori del progresso matematico; pei 
quali il senso vero della conoscenza generale si commisura 
al particolare significativo che vi ò contenuto. Così ad ogni 
problema compete in qualche modo un proprio grado di gene
ralità, che è il primo grado in cui il problema stesso rivela 
la sua vera natura; ed importa che lo studioso apprenda a 
riconoscere come potenzialmente data in questo la generaliz
zazione ulteriore.

Comprensione storica della scienza. — Una visione dina
mica della scienza porta naturalmente sul terreno della storia. 
La rigida distinzione che si fa di consueto fra scienza e storia 
della scienza, ò fondata sul concetto di questa come pura 
erudizione letteraria; così intesa la storia reca alla teoria un 
estrinseco complemento d’informazione cronologica e biblio
grafica. Ma assai diverso significato ha la comprensione sto
rica del sapere che mira a scoprire nel possesso l’acquisto, 
e si vale di quello per chiarire il cammino dell’ idea, e 
concepisce questo come prolungantesi oltre ogni termine 
provvisoriamente raggiunto. Una tale storia diviene parte 
integrante della scienza, ed ha posto nell’ esposizione delle 
dottrine, per quanto giovi spogliarla — nella misura del possi
bile — da troppo ingombrante ricchezza di citazioni, che 
tolga la visione sintetica del progresso nelle sue grandi linee.
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Il richiamo al passato non si disgiunge qui dall’ interesse del 
presente, che vi attinge solo la visione di una più larga realtà, 
e la vivifica ricreando la scoperta.

Uso del trattato. — Il programma che siamo venuti dise
gnando, conviene ad un’opera ideale d’insegnamento, che 
nella pratica può esplicarsi per gradi, ed in parte con metodo 
ciclico, promovendo la partecipazione attiva degli allievi, 
a cui la verità non deve porgersi come qualcosa di dato, 
bensì come mèta da guadagnare da se. Ma il trattato, che 
vuole fissare una tale opera nella forma immobile dello scritto, 
urta contro difficoltà che occorre considerare più da vicino. 
Giacché il modo d’esposizione che ci è parso ovviare — 
quanto è j>ossibile — a tali difficoltà, mira a contemperare 
le esigenze di diversi lettori, anche principianti, ma chiede 
a ciascuno un’intelligenza attiva nell’uso del trattato, quasi 
una collaborazione all’opera.

Anzitutto lo studioso deve prefiggersi chiaramente lo 
scopo della lettura: se questo sia di ottenere rapida informa
zione di certi resultati o metodi, ovvero di approfondire lo 
studio di qualche teoria, lumeggiandola sotto più aspetti. 
Nel primo caso egli trascorrerà senz’altro sulle varie dimo
strazioni attenendosi alla più semplice, che è spesso la verifica 
analitica diretta col riferimento ad uno speciale sistema di 
coordinate, e — se si tratti d’un principiante — tralascerà 
gii sviluppi complementari e le note che si riferiscono a 
questioni più delicate o difficili. La designazione di « Nota » 
attribuita a taluni capitoli e paragrafi o parti di paragrafo, 
serve appunto di guida all’accennata scelta.

Le varie introduzioni, i richiami, gl’indici (istrumenti di 
orientamento sintetico!) saranno oggetto di particolare rifles
sione per chi voglia apprendere l’uso di queste Lezioni. Oome 
criterio di massima ogni libro, ed anche ogni capitolo, sono 
costruiti in guisa che possano venire studiati come qualcosa 
a sè, ben inteso nella misura del possibile. Ma, se non andiamo
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errati, l’unità degli scopi balzerà fuori dalla varietà delle 
trattazioni, per lo studioso che ne approfondisca l’esame.

Al lettore che ricerchi qui particolarmente le notizie 
storiche conviene avvertire:

1) Ohe per la esatta indicazione bibliografica soliamo 
spesso rinviare ai trattati classici e a monografìe informative 
appositamente scritte per servire come istrumenti di lavoro; 
di tali opere si trovano — nei luoghi opportuni — elenchi 
particolareggiati.

2) Ohe accanto alle citazioni aventi carattere storico 
occorre spesso (per uso dei principianti) di riferirci a trat
tati correnti, facilmente distinguibili dall’attento lettore.

3) Ohe infine il richiamo di un lavoro serve a desi
gnare in termini generici la scoperta di un teorema o l’intro
duzione di un concetto di dimostrazione; resta inteso che 
— anche in quest’ultimo caso — la dimostrazione viene da 
noi elaborata e ripensata indipendentemente dall’originale, 
e — dove occorra — resa completa e rigorosa.

Il vero significato di quest’ultima avvertenza si capirà 
facilmente ove si ricordi che qui la storia viene guadagnata 
attraverso la scienza, in servigio della scienza, e non vice
versa: anzi vogliam dire che prima abbiamo ripensato — e 
talora svolto — la materia con piena libertà di spirito costrut
tivo, poi abbiam cercato di comprenderla storicamente, ren
dendoci conto dell’origine delle idee. Comunque questo me
todo di lavoro possa venir giudicato da altri, esso è proprio 
a spiegare i pregi e i difetti che per avventura possano ricono
scersi al nostro trattato, ed importa perciò che sia noto al let
tore : infatti V epoca in cui gli uomini di scienza nascondevano 
le traccie del proprio cammino è ormai oltrepassata ; la nostra 
generazione considera giustamente come un dovere di render 
chiaro in ogni opera scientifica il sistema delle idee costruttive.

Programma. — Pesterebbe da spiegare l’estensione ed i 
limiti del nostro programma. Ma a tale scopo ci sembra che
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bene provvedano gli elenchi dei capitoli e paragrafi e gl’in
dici analitici che accompagnano i successivi volumi; come 
già si può giudicare per il presente.

Diremo soltanto che a questo volume ne seguiranno due 
altri, attualmente in preparazione; il primo dei quali conterrà 
lo sviluppo algebrico della teoria delle curve, in rapporto alla 
polarità e ai covarianti che vi si collegano, le questioni di 
realità e di continuità, e l’analisi approfondita dei punti sin
golari; nell’altro (terzo ed ultimo della serie) avrà come 
oggetto lo studio delle proprietà delle curve, invarianti per 
trasformazioni birazionali.

È nella natura di un’opera come questa che il più assiduo 
studio non valga ad evitare difetti e lacune, che soltanto in 
seguito a successive revisioni e mediante un uso continuato 
possono avvertirsi e correggersi. A coloro che vorranno in 
tal guisa aiutarci, in vista di una eventuale edizione ulteriore, 
esprimiamo fin d’ora la più viva riconoscenza. Frattanto 
siamo cordialmente grati al sig. A medeo A gostini per l’aiuto 
datoci nella correzione delle bozze di stampa nonché nel rac
cogliere ed ordinare il materiale degl’indici.

Bologna, Giugno 1915.
Federigo E nriques
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TRATTATI DI GEOMETRIA PROIETTIVA E ANALITICA
utili a consultarsi

« Les Vérités mathématiques ne sont 
pas si faciles à trouver, qu' on 
doive chercher du mérite à se 
fermer quelqu'une des routes qui 
peuvent y conduire ». (Cramer, 
« Introduction à V Analyse.... », 
p. VII).

J. V. P oncelet - Traité des propriétés projectives des figures - 
Parigi, 1822.

A. P. Mobius - Ber barycentrisele Calcul - Lipsia, 1827.
J. Steiner  - Systematische Entwicltelung der Abhangigheit geo- 

metrischer Gestalten von einander - Berlino, 1832.
J. P lücker - System der analytischen Geometrie - Berlino, 1835.
O. Staudt - Geometrie der Lage - Norimberga, 1847. Tradu

zione italiana di M. Pieri - Torino, 1889.
— Beitrdge sur Geometrie der Lage - Norimberga. 1856.
M. Chasles - Traité de Géométrie supérieure - Parigi, 

Bachelier, 1852.
Th. R eye - Geometrie der Lage. - Lipsia 1866. Traduzione 

italiana di Faifofer, Venezia, Tip. Emiliana, 1884.
G. S almon - A Treatise on Conio Sections. Traduzione italiana 

di S. Dino - Napoli, Pellerano (4a ristampa, 1885).
B riot et B ouquet - Leçons de Géométrie Analytique - Pa

rigi, 1865.
O. H esse - Vorlesungen aus der analitischen Geometrie der 

gerade Unie, des Pmilites und des Kreises in der Ebene - 
Lipsia, 1873.
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A. Olebsch - « Vorlemngen Hier Geometrie » bearbeitet von
F. Lindemann - Lipsia, 1875-76. Trad. francese di A. Benoist 
- Parigi, 1876, (t. I).

E. D’Ovidio - Geometria Analitica - Torino, 1885.
A. Sannia  - Lezioni di Geometria Proiettiva - Napoli, Pelle- 

rano, 1891.
F. Enriques - Lesioni di Geometria Proiettiva - Bologna,

Zanichelli, 1898, (3a ed. 1909).
— Lezioni di Geometria Descrittiva, per cura di U. Concilia - 

Bologna, Zanichelli4 1902, (2a ed. 1908).
G. Castelnuovo - Lezioni di Geometria Analitica - Roma,

Albrighi e Segati, 1903, (3a ed. 1915).
L. B ianchi - Lezioni di Geometria Analitica-Pisa, Spoerri, 1915.
E. Cia n i - I l metodo delle coordinate proiettive omogenee nello 

studio dogli enti algebrici - Pisa, Spoerri, 1915.
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Capitolo I

Le equazioni /(,r) =  O e i  gruppi di punti sulla retta

1, Il teorema fondamentale dell’Àlgebra e la definizione 
dei gruppi di punti sulla retta. — L’equazione algebrica di 
grado n, a coefficienti reali o complessi,

f(x) =  a0xn -+- à^ 1- 1.... H- an =  0 ,
si può interpretare come equazione d’un gruppo di punti 
sopra la retta o, in generale, di un gruppo di elementi in 
una forma di prima specie.

Il teorema fondamentale dell’algebra dice che:
Ogni equazione di grado n,

f{%) =  a0xn -1- 4- .... 4- an =  0
possiede, nel campo complesso, n radici æ1æ8.....r„, distinte o 
coincidenti, in corrispondenza delle quali il polinomio f(x) si 
decompone nel prodotto di n fattori lineari

j\x) =  a0(x — xL)(x — x2) .... {x — xn).
Dunque: l’equazione di grado n f(a-) =  0 rappresenta un 

gruppo di n punti (distinti o coincidenti) le cui ascisse sono 
le radici dell’equazione stessa.

Ricordiamo che le radici multiple della f(x) =  0 sono 
anche radici della sua derivata, f \x )  =  0, e precisamente: se 
una radice è i-pla per la f{x) =  0 è (i — l)-pla per la f \x )  =  0, 
e quindi è radice di tutte le successive derivate fino alla 
(i — l)-esima ; viceversa ogni radice della f(x) =  0 che sia i-pla 
per la/'(a;) =  0, è multipla per la f(x) secondo i-l-1. Così 
l’esame delle eventuali radici comuni alla f(x) e alla f \x )  
serve a stabilire se esistano e quali siano i punti multipli, nel 
gruppo rappresentato dalla

f(x) =  0,
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e la considerazione delle derivate successive permette di 
determinarne le moltiplicità.

Si consideri la classe delle equazioni di grado n

a0xu —f— a^x11 * —I— .... —J— (in 0,

dove a0aL....an figurano come parametri variabili.
Ad ogni gruppo di valori di questi parametri corrisponde 

un’ equazione, che è di grado n se a0 4 = 0, di grado n — 1 se, 
essendo aQ =  0, è aL 4 = 0 ecc.

Ora l’equazione
CllX1l~l ■+* .... (ln =  0 ,

considerata come limite della

ci0xìl +  a1æw- 1 q- .... q- an =  0 ,

si riterrà convenzionalmente come un’equazione di grado n 
che ha una radice infinita.

Questa convenzione si giustifica osservando che: condizione 
perchè il prodotto

a0(x — x^{x — x2) .... (x—xn)
abbia come limite

a jx  — xL)(x — x2) .... (x — a?w-i)
è che sia

lim a0(x — xn) =  ai
e quindi, per a0 =  0 ,

lim xn =  °o.

Più generalmente se, non solo a09 ma i primi r coefficienti

(Iq a^.... cix—i

si annullano, sì che l’equazione

«0 »a -h «i %n~1 -h .... -I- an =  0

si riduca all’ equazione di grado n — r

arxn~r -ì- ar+ixn- r- 1 -+-.... 4- a» =  0 ,

considereremo quest’ultima equazione come un’equazione dì 
grado n in cui si ha una radice r-pla all’ infinito.
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Qualora si voglia eliminare l’uso dell’infinito, conviene 

sostituire alla coordinata ascissa x le coordinate omogenee
%

xìì xìi ponendo x =  — . L’equazione f(x) =  0 viene così tras-
xì

formata nella equazione omogenea che si ottiene annullando 
la forma d’ordine n :

AXlXÙ =  a0XLl -+- Xf ^ X2 ■+■ •••• -H «««g" =  0.
Se i coefficienti «0, al .... «r_! si riducono allo 0, allora la 

f (x i xò risulta divisibile per x f ,  e quindi in questo caso r fra 
gli n punti del gruppo rappresentato da f(x l x2) =  0 vanno 
a cadere nel punto x2 =  0, cioè in x =  oo. Le condizioni perchè 
il gruppo rappresentato d a /(« 1æ2) =  0 abbia un punto r-plo 
(xLx2) si esprimono in generale annullando le derivate d’or
dine r :

d’f
dx^'dxf = 0 (r =  i -+-1;),

nel punto (ÆjÆj); infatti decomponendo/nei suoi fattori lineari, 
dovrà /  contenere il fattore (;ï,/  — xlxì)r} donde seguono
appunto le condizioni precedenti gialle quali viceversa, facendo

x t =  1, segue f(x) =  0, — —  =  o j. Ora calcolando le de
rivate r-me di / ,  rispetto ad xt e x2 per ^  =  0, =  1, (* =  00),
si trovano appunto i coefficienti a0, al ....ar- 1.

Alla considerazione di equazioni algebriche f(x) =  0 rap
presentanti gruppi di punti in cui va incluso il punto all’in
finito, si perviene anche quando si studino le equazioni o i 
gruppi di punti, in rapporto alle trasformazioni omografiche 
sopra la retta.

Operiamo sulla coordinata x la sostituzione lineare:

1) « a f - f - p cioè ,  S a ;  —  Px — -------XX — a

che si sottintende a determinante non nullo, cioè rappresen
tante una proiettività non degenere fra le rette x, x .

Con ciò a f(x) viene trasformata in una funzione fratta

/(*')•2)
1
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Si v erifica facilmente che, se f(x) non si annulla per x =  - ,

la j \x  ) risulta di grado n come la f(x), e se, invece, x =  *
è radice r-pla per la f(x), la J\x ) si riduce di grado n — r. 
Ora la 2) si annulla per i valori che annullano ~f(x) e 
inoltre per il valore x =  oc? quindi le radici della f(x) =  0 si 
trasformano nelle radici della f(x  ) ed eventualmente nel 
punto x' =  oo.

Noi considereremo il polinomio f(x') come trasformato di 
f(x) : per poter considerare le radici di /(,/•') come le trasformate 
di tutte le radici di f(x), considereremo convenzionalmente 
f(x) sempre di grado n, ritenendo che f{x) =  0 abbia una radice
(semplice o multipla) all’infinito quando x =  — - sia radice 
della f(x) =  0 .

Questa convenzione può essere eliminata mediante l’in
troduzione delle coordinate omogenee, che già abbiam visto 
proprie a chiarire le difficoltà del punto all’infinito. Infatti 
se sulla forma

si opera la trasformazione omografica

cioè

x2
3 -1 -P

____

^  ~h $x2 

X2 =  yxl -+- lx2,

la f(x lx2) viene trasformata in una f(x \'x2 ) il cui grado è 
sempre il grado n dqlla / , e le cui radici sono tutte e sole le 
trasformate delle radici della f(x lx2) =  0 .

Osservazione. Le cose dette innanzi vengono chiarite ove 
si ricordi che: se si interpreta la coordinata ascissa di un 
punto X  come coordinata proiettiva, cioè come il birapporto 
(co 01  X) che il punto X forma coi tre punti °°01, la tra
sformazione proiettiva 1) equivale a un cambiamento di coor
dinate, dove si assuma come coordinata del punto X il birap-
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/.x 8 a H- S _ \  , _  . . . a 3 a H- .8porto lì- t -----5 X elio X forma coi tre punti - , 5 , — .\T oy  +  8 / ^ T S T -I- 0
(trasformati di 0°, 0, 1).

2. Invarianti e covarianti. — Ad un gruppo di n punti 
sopra la retta:

f(x) — a0xn -+- «j»’*-1 -+-.... +  «„ =  0 ,

appartengono in generale — oltre ai caratteri proiettivi 
numerici dipendenti dall’ordine n — delle proprietà proiettive, 
che si esprimono per mezzo di invarianti e covarianti.

Consideriamo la forma binaria (polinomio omogeneo) 
associata al polinomio f(x):

f(x lœ2) =  x,”f(x) =  a0xLn -1- alxln-~ìx2 -l- .... anx,n =  0

Se si opera la sostituzione lineare

xl =  axt' -+- fte/ ax,, ossia x =  —t yx1) . , „ .( x, =  y*! -1-

la forma f[x lx ,) e il polinomio f(x) si cambiano rispettiva
mente in

f (x L x2) = f ( x l'x2) i= a0'xl,,‘ H- a ' x ^  x2 -+-.... +  an'x2'n =  0 
1 1

m =  s j q u y .  !<*>- ■ ■afa’*-1- vn s ,

dove f(x') si considera come polinomio trasformato di m
(  ̂ i).

Data una funzione razionale dei coefficienti di / :

si consideri la medesima funzione dei coefficienti di / :

< ? (« .. . .< ) .

Si dice che <p è un invariante (proiettivo) di peso p, della 
forma, o del polinomio, / ,  se accade che identicamente

(f>{a0'at\... a,,’) =  M”y(a0al ....«„),
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designando

il modulo o determinante della sostituzione 1) {M4- 0 per 
sostituzioni non degeneri), e p un intero arbitrario.

Se 9 è un invariante, la particolare sostituzione

( xl =  a*/ 
( x., =  ax^ ( if  =  a3),

ba per effetto di moltiplicare i coefficienti aC)al per 
t =  a". Si avrà dunque

'■fit(iti, tai •— taf  =  < " ?(«o ai —• «») ; 
cioè un invariante di peso p è f  unzione (razionale) omogenea di
grado g =  — dei coefficienti di / . Oiò significa che 9(a0ai .-..an), ìi
ponendo t =  — ? si riduce ad una funzione a0

/  \  |?(«„«* ....«„) =  «„ <pM..\Cvq cvq/

Ora 9 sarà in generale il quoziente di due funzioni intere

e moltiplicando numeratore e denominatore per la più alta 
potenza a cui compare si dedurrà

<P(«0«1 „ \ 9i(aoai —•««)et,, 1 ----- - -.
cp2(«o«i ....«»)

dove qjj e tp3 sono due forme i cui gradi differiscono di g ; risul
terà poi che queste , <?., sono separatamente degl3 invarianti.

Abbiamo intanto che: ogni invariante razionale intero è 
una forma nelle a0al ....an. A questi invarianti-forme si rife
riscono le considerazioni seguenti.

Se (p{a0al ....an) è una forma invariante, ogni forma f x Lx,) 
i cui coefficienti soddisfino l’equazione

?(ff.0 « ,.. . .« .„ )  =  0 ,



CAPITOLO I 11

si trasforma — per una qualsiasi sostituzione lineare non dege
nere — in una f  per cui è similmente

ç(«0X '—«n/) =  0 .

Reciprocamente sussiste il
Teorema. Se, essendo^(a0aL....an) una forma nei coefficienti 

di f(xLx2), V equazione
y(a0ai....aì)  =  Q

è invariante per sostituzioni lineari non degeneri, eseguite 
‘sopra le variabili omogenee xLx.2, la forma cp(^0«i è un 
invariante di f.

Supponiamo dapprima che y sia un polinomio irriducibile, 
o primo, cioè non decomponibile nel prodotto di due polinomi 
(forme) <p17 a questo caso ridurremo poi quello escluso.

Occorre richiamare un noto principio sulla divisibilità dei 
polinomi: se il polinomio ,\>(a0ai ....an), di grado r, si annulla 
per tutti i valori delle a{ che annullano un polinomio primo 
di grado «<r ,  y{a()aì ....av), il polinomio è divisibile per y, 
cioè si ha

4> =  <pff,

designando 0 un polinomio di grado r — s nelle stesse varia
bili a{.

La dimostrazione di questo principio si riconduce ai noti 
teoremi dell’Algebra sulla teoria della divisione (1). Divi
dendo per tp, considerata come variabile la aQ e come costanti 
le aJ viene

Aj =  vQ q -  E,

dove E  si annulla identicamente perchè rf(a0) e d>(tf0) hanno 
radici comuni.

La legge di formazione del quoziente mette in evidenza 
che Q(a0) ha i suoi coefficienti funzioni razionali intere di 
ogni qual volta accada che il coefficiente di a0 elevato alla 
massima potenza non conteuga ai ....an\ e ci si può sempre 
ridurre a questo caso con una semplice trasformazione lineare 
intera sulle variabili a,.

(’) Cfr. i). es. A. Capell i - Istituzioni di Analisi algebrica - Pelle- 
rano, Napoli, 1906 - Cap. VI, § 12.
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Ciò posto, prendiamo a considerare la forma irriducibile 
9(«0a1 nell’ipotesi di invarianza dell’equazione 9 =  0 , 
secondo il nostro enunciato; costruiamo la forma 9(«0'a1'....a',l), 
dove le al si esprimono visibilmente come funzioni lineari 
omogenee delle at. Sostituendo queste espressioni, avremo

ç(«0 ••••««)?

dove 9 è una forma dello stesso ordine di 9 , i cui coefficienti 
sono funzioni razionali intere ed omogenee di a p y 8, coefficienti 
della trasformazione lineare eseguita su x ^ ,  Secondo l’ipo
tesi fatta, si ha 9 =  0 ogniqualvolta 9 =  0, per a3 —py=}=0 ; 
si deduce che 9 è divisibile per 9 e si ha

dove 9 risulta, in questo caso, d’ordine 0, cioè indipendente 
dalle a,-, ma funzione razionale intera ed emogenea di a, [3, y, ò. 
Ora 0(a, p, y, 8) si annulla per

M  — eco — py =  0,

e soltanto pei* M =  0; perciò (essendo M  primo) sarà 0 divi
sibile per Mj e la divisione potrà ripetersi un certo numero, 
di volte, fino a che si pervenga ad un quoziente 7i, il quale 
non dipenda più da a, p, y, 8, cioè sia una costante numerica:

0 =  hMp.

Facendo poi la sostituzione identica

XL --- Xi , X.2 =

a =  l , P  =  0 , y =  0 , 8 =  1 , J f = l ,
si deduce

7i =  1
e però

0 =  Mp.

Resta infine da estendere il teorema al caso in cui l’ equa
zione 9 =  0 sia riducibile:

dove si designano con 9* i fattori primi di 9. In tal caso basta
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osservare che per una sostituzione generica a jj\ ̂ Lj non può
accadere che un fattore <pA venga trasformato in un altro 
distinto da esso, giacché facendo variare con continuità 
a, |3, y, 5, la sostituzione anzidetta può ridursi all’identità.

Pertanto le equazioni ^  =  0 sono invarianti, perciò risul
tano invarianti le forme <p,- e il loro prodotto. c. d. d.

, Corollario. Un invariante razionale fratto d̂i peso e 

grado g =  —j e il quoziente di due forme invarianti d̂i peso
2 p 2p \

Pi i P>, e grado & =  -£-*, ~  , con Pl — p, =  p, gt — gt =  g J.
Infatti abbiamo già veduto che il numeratore e il deno

minatore di cp sono forme (omogenee) nelle ; possiamo ora 
affermare che il carattere invariante di i  porta l’invarianza 
delle equazioni cpL =  0 , cp2 =  0 , (supposte senza fattori comuni) 
per sostituzioni lineari non degeneri eseguite sulle variabili 
xj x, ; da ciò segue che le forme v, e v, sono invarianti.

La definizione degli invarianti si lascia generalizzare ove 
si considerino funzioni razionali

o
<K*«<> ai •—<*«) 

^{xlxianal

(omogenee in xix,). Consideriamo la medesima funzione tf» 
delle nuove variabili æ1'a;2, e dei coefficienti della trasformata
d i / :  .

'^xa 0'a ’.... a,') o, '\>(xL'x, .... «„');

si «lice che b è un covariante (proiettivo) di peso p, se accade che

<l>(aj1'ieï'«0'a1' .... «„') =  Mì"^(xix iar)al .... a„)

dove p è nn intero (positivo o negativo).
Si prova come innanzi il
Teorema. Una fanzine ragionale b(xix,anaL.... a„) è cova

riante di / ,  se V equazione b =  0 gode della proprietà d’in
varianza rispetto alle sostituzioni lineari non degeneri su xl x .2. 

Quindi si dimostra parimente che:
Un covariante ’b è funzione razionale omogenea di a0al ....an
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e quoziente di due forme covarianti, intere ed omogenee, nelle 
due serie di variabili a0al ....an ed xLx2.

Così lo studio degli invarianti e covarianti si riduce a 
quello di forme invarianti-e covarianti, die si raccolgono sotto 
la designazione connine di forme invariantive.

Una forma covariante 4(&i x%ao •— «»») (° .... a„) =
=  flj2fflif(.ra0MMfln)) conterrà le xl x2 ad un certo grado m, che 
prende il nome di ordine del covariante; si riserva il nome 
di grado g al grado di 4 rispetto ad a0....an> (Per m =  0, 4 si 
riduce a un invariante). I l peso di un covariante 4* vale

come si prova eseguendo la sostituzione di modulo a2 : 

xL=a.xl', x2 =  ocx2J

che ha per effetto di moltiplicare a0....an per «V
Una estensione naturale del concetto d’invariante e di 

covariante, si ha considerando invarianti e covarianti simul
tanei di più forme

/.(*!**).....
In modo affatto generale sussiste evidentemente la pro

prietà che :
Funzioni invariantive di funzione invariantive sono inva

riantive.

L’annullamento d’un invariante:

9 =  0

per una certa / ,  esprime una particolare condizione proiettiva 
a cui deve soddisfare il gruppo Gn di punti:

f(x) =  0;

tale condizione venendo soddisfatta! ugualmente da tutti i 
gruppi proiettivi a G„ (trasformati di Gn per proièttività non 
degeneri).

L’annullamento d’un covariante

<K*) =  0,
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che sia di ordine m( >  0) in x, rappresenta un gruppo di m 
punti, Gm, che ha col 6rn, f — 0 , una definita relazione proiet
tiva, poiché una proietti vita (non degenere) trasformante Gn 
in Gn\  trasforma il Grn in un Gm', che si rappresenta annul
lando il medesimo covariante <]>.

Similmente 1’ annullamento d’un invariante simultaneo 
di due (o più) forme (o inolinomi) / 1? / 2, esprime una rela
zione proiettiva dei due gruppi di punti

e l’annullamento d’un covMiante simultaneo d’ordine m rap
presenta un gruppo di m punti che ha con essi una definita 
relazione proiettiva.

Le forme invariantive risultano definite reciprocamente 
dalle relazioni proiettive da esse espresse, a meno di un fat
tore numerico arbitrario.

Esempi. Eliminando x fra le equazioni di ordine nlJ n2,

si ottiene la condizione perchè i due gruppi abbiano un punto 
comune, la quale viene espressa dall’annullamento del resul
tante. Il resultante B  è un invariante simultaneo di f i , / 2, 
notoriamente del grado nLn2; nel caso di forme lineari

f L(x) =  0 , /,(*) =  0

7i(*) =  o, /,(*) =  <>

oppure xLx2 fra le equazioni omogenee

f i(xlx.z) =  0, f t (xlxì) =  0,

si ha

f L— aixl +  (toX,

Si consideri un gruppo di n punti:

f(x 1x2) =  0;

per una sostituzione lineare
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le derivate di /  si trasformano come segue :

df df df— a —— »- ydxL dxi dxL

df Q d f   ̂ d f
dx2 dx2 dX2

si deduce di qui che il resultante di

df df 
dx ’ dxl

è un invariante di / ;  esso dicesi discriminante di / ,  e col suo 
annullarsi esprime la condizione perchè il gruppo/ = 0  pos
segga un punto doppio.

Se si passa alle coordinate non omogenee:

x = x.
?

il discriminante D di f(x) si può definire come resultante
dfdi f  e della sua derivata ~  (cfr. §. 1), d’accordo colla rela

zione d’EULBRO
✓  3/ , df

Per il polinomio di 2° grado

f(x) =  «0æ2 -h rt4æ 

il discriminante vale (a meno d’nn fattore numerico):

D — «i2 — 4«0«2, 

e per il polinomio cubico ridotto

f(x) — x% — px -1- q,
si ha

D =  21q% — 4p3,

come risulta dalla risoluzione delle rispettive equazioni 
f(x) =  0 (cfr. §.5).

Un covariante simultaneo delle due forme

/ { x ^  9^ ^ ) ,
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è il determinante funzionale o jacobiano ( *)

3/ dJL
dxL dx2
3cp 3cp
dxL

come risulta dalle formule di trasformazione delle derivate, 
•che abbiamo scritto di sopra.

Si deduce cbe lo jacobiano delle derivate

df df
dxt ’ dx2’

cioè il determinante hessiano (2):

V f  V f  
_  dx~ dxtdx2

d *f d2f  ’
dx2dxt dx22

ò un invariante della forma / .
li peso dello jacobiano è 1, quello dello liessiano è 2,

Fra gli invarianti di fix^x^) o di/(æ), sono da notare in 
special modo gV invarianti assoluti o di peso (e quindi di 
grado) 0, i quali permangono assolutamente invariati per una 
trasformazione proiettiva eseguita su ■/.

Si può formare un invariante assoluto di f(x) quando 
siano dati due invarianti cpn cp2 di peso pn p2 che non siano 
potenze di un medesimo; tale è infatti il quoziente

che, -per una sostituzione di modulo M, diventa

_  cp./2
MpA ç / i  —  <p2pL ‘

Giova avvertire esplicitamente.che —a differenza degli

(l) Da J acobi (Journal fiir Matlì. 22).
(~) Da H esse (Journal fiir Math. 28, 38, 49, 56).

F. ENRIQUES 2
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invarianti relativi (di peso o grado 4 = 0) — gl’ invarianti assoluti 
sono definiti, non tanto in funzione dei coefficienti a0ai ....an 
di /, quanto dei loro rapporti, e anzi del gruppo di punti Gn 
rappresentato dall’ equazione

f(x i x*) =  0 ° A®) = 0,

indipendentemente dalla scelta del sistema di coordinate in 
cui è scritta l’equazione suddetta. Per un invariante di peso 
o grado 4= 0? ha senso soltanto chiedere se esso si annulli o 
no per nn dato Gn, ma non — nella seconda ipotesi — quale 
sia il suo valore, che dipende dal fattore di proporzionalità, 
contenuto nei coefficienti di /  e — più in generale — dalla 
scelta del sistema di coordinate omogenee a cui si è riferito 
il 6rn.

Un covariante ^ 1^2) A xixì) è definito dall’equazione 
=  0 a meno d’un fattore costante, e perciò — a meno 

d’un tale fattore — si può ritenere definito dalla relazione 
proiettiva che lega il gruppo di punti ^ =  0 a / =  0.

3. Espressione delle forme inyariantive di f(x)  per mezzo 
delle differenze delle radici. — La costruzione effettiva delle 
forme invariantive di f(x), si può basare sopra V osservazione 
fondamentale che esse si esprimono come funzioni razionali 
intere delle differenze delle radici di

f(x) =  a0(x — ocjix — x.).... (x — a„), 

rJ-h =  | i k I,

=  | 0 k | .

Infatti tali invarianti e covarianti cp, ò, sono funzioni 
razionali intere omogenee eli a0al .... a„ che, divise per una 
potenza di a0 di esponente uguale al grado g, si riducono
funzioni razionali intere di —.... — , e perciò funzioni simme-

«0 «0
triche di ma, poiché le cp, <\> debbono restare assolu
tamente invariate per ogni trasformazione proiettiva di mo
dulo M = 1  ed in particolare per una traslazione

x — x +  «7t ,

OC; —

e delle differenze
x —
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così esse potranno farsi dipendere soltanto dalle differenze

æ —ccft, at — xk.

Vediamo come questa osservazione permetta, di costruire 
effettivamente le forme invariantiye riferendoci al caso 
più semplice degli invarianti.

Si abbia

f(x) =  a0xn 4 -  a lxn~ l- \ - .... 4 -  aH — a0(x — cc^x — a2) .... (x — «„).

La sostituzione
tx aæ'q-'P1) x =  — ----£' yx 4-8
cambia /  in

A*)< (yx' q - 8)!
dove

f{x') =  < ( £  — a'){x — a2').... (af — «„') =  (yx’ 4-  6)"/(æ.). 

Si deduce

/(*') =  (r*' +  s)"*" I «o -t- -  -K...+ — ! =( w Qj I

=  («*' 4 -  p)“ j «„ 4 - ^  4-, «»)
æ'1 j ’

Poniamo 

si ricava 

quindi
(M =  a§ — py)r

ossia, moltiplicando i due membri per (—y)n,

2) «0'(Yai' +  8)(r*2' +  s) •*•• ÌTJ-n -f- 8) =  «0 M \

Ciò posto si consideri p. es. la differenza
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Per la sostituzione 1) questa si cambia in

{pcy.i +  ?)(x^h +  — ( z zk  +  j3)(ra/ +  o )_ M ieti — a h')

(rat ^)(yJXh +  °) (y a i +  8) ( y s )

Bisulta di qui clie: «i ottiene un invariante di f  di peso p, 
moltiplicando per a°Q un prodotto di p differenze | i k |, costruito 
per modo che ogni indice i compaia nel prodotto uno stesso 
numero g di volte ; siffatti prodotti dipendono in generale irra
zionalmente dai coefficienti d i/, ma essi permettono di formare 
delle funzioni simmetriche che porgono invarianti razionali. 

L’enunciato precedente risulta dall’osservare che, nelle 
ipotesi fatte, il prodotto di p differenze | i k | vale

U f o  —  a*) =
________ M*ll(at -  a»')________
) (r<  -+- 3)(r< -+- 8).... (y<  +  3) \° ’

dove 2p =  ng; quindi, applicando la formula 2) si ha

W a f l L f a  -  a*) =  MPal» n(a, -  a*')
cioè

— ah) =  a#'oH( a< — a*'),

vale a dire che
a/nì{y.i — ak)

è un invariante, in generale irrazionale, di / ,  di peso p e 
grado g.

Si consideri ora una somma, funzione simmetrica delle 
radici,

I  =  | i k |,

i cui termini, costruiti coi prodotti di p differenze | i k | ,  con
tengano ciascuno lo stesso numero g —j di volte gli indici
1, Allora, come si è già avvertito, I  risulta un inva
riante razionale di

f = a 0xtl-\-alxn- l....-t‘ an =  0 .

L’espressione effettiva di I  per i coefficienti a0aL.... an si 
ottiene servendosi delle formule di Newton che danno le 
somme delle potenze simili delle radici per mezzo delle fun-
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zioui simmetriche elementari :

«0

le funzioni simmetriche intere tìi ....a,, risultano così fun-

<love y è una funzione razionale intera, cioè V invariante I  
è esso stesso una forma (polinomio omogeneo) del grado g in

.... Ctn •
Reciprocamente è facile riconoscere che una forma inva

riante di / ,  espressa per le J i k | , deve contenere in ciascun 
termine lo stesso numero di volte ogni indice i.

Un semplice esempio della costruzione precedente rela
tiva ad

è porto dal discriminante (§§ 1, 2) che, dovendo annullarsi 
per i gruppi / = ( )  dotati di punto doppio, si potrà esprimere 
(a meno d’un fattore numerico) sotto la forma:

cioè come prodotto dei quadrati delle differenze delle radici. 
In D compaiono p — n(n — 1) fattori ; essendo funzione sim
metrica delle radici di / , si vede che D è esprimibile razio
nalmente per i coefficienti, come è ben noto dall’algebra.

(*) Cfr. per esempio : S. P in c h e r le: Lesioni di Algebra Complemen
tare. Bologna, Zanichelli, 1906 - Gap. 2. — A. Ca p e l l i: Istituzioni di 
Analisi Algebrica. Napoli, Pellerano, 1902. Cap. - XII - % 4, 5 — H. W e b e r : 
Traité d* Algèbre Supérieure. Traci, fr., Paris, Gauthier Villars, 1898, Cap.IV.

zioni razionali intere di 
Si avrà quindi

a. a,
(*)-

f(x) =  an(x ~~ xv) .... (x — x„),

D =  <<«-!> TI | i k !,
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Ora dalla precedente espressione risulta ctie il discrimi
nante è precisamente un invariante di grado 2(n — 1) e di 
peso n(n — 1).

La costruzione indicata si estende ai covarianti.
Si ottiene un covariante (razionale) di

f(x) =  a0(x — a,).... (x —

combinando, in guisa da ottenere una funzione simmetrica 
di s:0 i prodotti delle differenze

| 0 1 11 0 2 | .... | 0 n|
11 2 | 11 3 | .... ! n — 2, n | ,

costruiti in modo cbe gl’indici 1, 2 compaiano in ogni pro
dotto uno stesso numero g di volte; supponendo cbe l’indice 0 
vi compaia m volte, il covariante avrà l’ordine m, il grado g,

e il peso p =  n^-.- Vl■ d’accordo col § 2.

4. Quaterne di punti. — Consideriamo un polinomio di 
4° grado

f(x) =  a0(x — «jX» — a2(x — a3)(x — <*4), 

e il gruppo di quattro punti Gi =  (a.^%a4) rappresentato da

f(x) =  0 .

Il procedimento spiegato innanzi ci conduce a considerare 
gl’invarianti irrazionali del tipo

Il quoziente
«« 11 2 I 134!.

I I 3 | ! 2 4 I 
| 2 3 | | 1 4 | =  (1234),

che non dipende da «0, è un invariante assoluto dipendente 
dalla posizione e (per la sua irrazionalità anche) dall’ordine 
dei quattro punti. In esso si riconosce il birapporto dei punti 
suddetti, che è notoriamente invariante per trasformazioni 
proiettive della retta.

Se si muta l’ordine dei quattro punti, per le 24 permu
tazioni di 1, 2, 3, 4, il birapporto assume 6 valori giurerai-
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mente distinti ; designatone uno qualunque con i detti valori 
sono :
1) “» l - « ,  - ,

« — 1 1 
a ’ 1 — a’

a
a — 1*

Il birapporto 2 =  (1 2 3 4) resta invariato per 4 permuta
zioni diverse

(1234) =  (2143) =  (3412) =  (4321),

corrispondentemente a 3 involuzioni permutabili nL1 tt2, deter
minate dalle coppie

12-34, 13-24, 14-23

che trasformano in se stessa la quaterna ér4.
Le tre coppie di punti doppi di codeste involuzioni, si 

separano armonicamente a due a due ; essendo n2̂ i — tt3 ecc., 
esse formano un gruppo di 6 punti, ér6, elle viene rappre
sentato dall’annullarsi di un covariante del 6° ordine di /, 
detto covariante T  (cfr. § 7).

Le tre involuzioni tc2, tu3, insieme all’identità, formano
un gruppo (l) di 4 operazioni che (per un motivo che vedremo 
più avanti) si denomina gruppo trirettangolo e dal Klein viene 
chiamato Vierergruppe. Infatti il prodotto di due fra le ope
razioni suddette appartiene al gruppo:

^ 2  i ' —  ^ 3  j ^ 3   TTo , TC3 TUo   7Ĉ

2 2   2   1
TUj, =  7T2 =  7T;i =  1 .

In generale il gruppo è il gruppo di tutte le proiettività 
della retta che lasciano invariato il GÀ.

Ma — j>er valori particolari di a — i 6 valori del birap
porto possono non essere più distinti, e corrispondentemente 
si avrà un gruppo più ampio di proiettività che lasciano 
invariato il 6r4. Oiò accadrà evidentemente se il ér4 è costi-

(*) Le nozioni elementari die qui ricorrono sui gruppi di operazioni, 
e in particolare di proiettività, trovanti definite in E nriques  ̂« GL proiet
tiva ». Appendice.

Per uno sviluppo della teoria dei gruppi di sostituzioni in rapporto 
alla risoluzione delle equazioni algebriche, cfr.

L. B ian ch i. « Teoria dei gruppi di sostituzioni e delle equazioni 
algebriche ». Pisa, Spoerri, 1900.
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tuito da un ciclo di una proiettività ciclica del terz’ ordine e 
da un suo punto unito, oppure da un ciclo di una proiettività 
del quart’ordine (1). Viceversa risulterà elle questi sono i soli 
casi possibili.

Per determinare i valori particolari di a corrispondenti 
alla possibilità sopra indicata, osserviamo che i 6 valori 1) si 
deducono da uno qualunque di essi, designato con a, mediante 
le due sostituzioni fondamentali

1 — S  
1
et ‘

Se fra i 6 valori 1) ve ne sono due uguali dovrà dunque 
aversi per uno di questi valori, a,

a  =
1 ~ “ ’ « = 2 ’

oppure

et = - ,  a =  ±  1 ,
a

o finalmente
1- a  =  -1 - cioè a2 — a -1-1 =  0 ,
oc

=*=2 7ZÌ
« =  1 -+- £ 0 et =  1 -4-  e2 con e =  e 3 (ì

Corrispondentemente a questi valori di a si ottengono le 
quaterne particolari il cui Mrapporto ha meno di 6 valori, cioè :

I) la quaterna con un punto doppilo per cui il birapporto ha 
i tre valori distinti:

1 , 0 , oo;
II) la quaterna armonica, per cui il birapporto ha solo 

tre valori:

(A) Ricordiamo che una proiettività n si dice ciclica d’ordine o di 
periodo n se ripetuta n volte (e non meno) dà luogo all’ identità (Ti»* =  1). 
Cfr. Enriques,, op. c., § 42. B ianch i, « GL analitica ». § 103, oppure il § 8 
del Libro 2° di questo volume, ove si troverà pure l’equazione della 
proiettività ciclica d’ordine n coi punti uniti 0, oo sotto la forma x'— ex

2*7li
con s =  e n , (t primo con n).



CAPITOLO I 25
III) la quaterna equianarmonica (così designata da 

Lui or Cremona) per cui il bi rapporto lia solo due valori:

(I detti valori essendo immaginari una quaterna equianarmo- 
nica non può avere più di tre punti reali).

Osservazione. Il birapporto di una quaterna di punti 6r4, 
a =  (1234), diventa indeterminato, e può ritenersi avere qua
lunque valore, soltanto nel caso in cui la 6r4 possieda un 
inmto triplo (o in particolare quadruplo).

Tutte le Gd armoniche sono proiettive fra loro, e una
24tale Ga risulta proiettiva a se stessa per -  — 8 permutazionió

diverse, quindi il gruppo delle proiettività che lasciano inva
riata una G4 armonica è un Ts che consta:

1) dell’identità;
2) delle 3 involuzioni permutabili nln2,IZ3 i in cui si cor

rispondono le tre coppie di 6?4;
3) di altre 2 involuzioni permutabili <oA, o>2 aventi come 

coppie di punti doppi le due coppie di punti di GA che si 
separano armonicamente;

4) di 2 proiettività cicliche del 4° ordine ottenute mol
tiplicando una tc =  (23)(14) per una co ==(13) o co = (2  4):

(2 3)('l 4) • (13) =  (12 3 4).

In tutto si hanno così

3 +  24-2-1-1 =  8
proiettività.

La possibilità di riguardare un gruppo armonico G4 come 
ciclo d’una proiettività del 4° ordine appare anche dall’osser
vazione che un tale 6r4 è proiettivamente identico al gruppo 
armonico

(1 _ i  i _ i ) ,

che è un ciclo della proiettività x =  ix.
Tutte le ér4 equianarmoniche sono proiettive fra loro e*

24una tale G4 risulta proiettiva a se stessa per — =  12 per- 
mutazioni, quindi il gruppo delle proiettività che lasciano inva-
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nate una quaterna G4 equianarmoniea è un T12 che consta 
delle 12 proiettività seguenti:

.1) l’identità;
2) 3 involuzioni permutabili tt, :
3) 8 proiettività cicliche del 3° ordine che posseggono 

un punto unito appartenente a Gi e scambiano ciclicamente 
gli altri tre punti. Infatti per una scelta opportuna delle 
coordinate si può assumere come tipo della Gt equianarmo- 
nica la quaterna (01 e e2) avente il birapporto

(Ole e2) e . e~
e —- 1  * e2 — 1 =  H -  £ 1

codesta Gi è trasformata in sè dalla proiettività ciclica del 
3° ordine coi punti uniti 0, co:

y — ex.
Riassumendo :
Una quaterna G4 armonica è ciclo di una proiettività del 

4° ordine (e della sua inversa).
Una quaterna G4 equianarmoniea è costituita da un ciclo 

di una proiettività del 3° ordine (e della sua inversa) e da un 
suo punto unito ; la 6r4 può considerarsi cosi definita in 4 modi 
diversi, prendendo come unito uno qualunque dei suoi punti.

Ora ritorniamo alla considerazione generale del gruppo 
di 4 punti:

f(x) =  a„(x — *!)(* — <**)(* — «,)(sb — o  =  0 .

Possiamo scrivere una espressione razionale del birapporto

oc =  (cclxì oc3oc4) = ( 1 2 3 4 ) ,

la quale rimanga invariata quando si cambia a in uno degli 
altri valori 1); tale è l’espressione

T_  4(1 — a -+- a2)3 
J  —  (a -M )2(l — 2sc)2 (2 — a)2 ’

dove il fattore numerico, 4, è determinato in guisa che si 
abbia, per

a =  1 , J  — 1
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Si avrà così mi invariante assoluto J  che, essendo fun

zione simmetrica di 1, 2, 3, 4, si esprimerà razionalmente pei 
coefficienti di f .  Questo invariante razionale J  si designa gene
ralmente col nome di invariante assoluto di / .

Osservazione. Ogni altro invariante assoluto razionale di f  
è funzione razionale del birapporto « che determina la con
dizione di proiettività di due quaterne, e — restando inva
riato quando si sostituisce ad « uno degli altri valori 1) — 
si prova dipendere razionalmente da J.

Per quanto si è detto nel \\ 2, J  si esprime come quo
ziente di due forme invarianti dello stesso grado; dimostriamo 
che si ha precisamente:

dove i, j  sono due invarianti razionali interi, rispettivamente 
di grado 2, 3.

A tale scopo scriviamo

1 — a- ~t- a2 =  1 —' 1131 124| 
|23| |14|

113 |s 124 j2 
! 23 f3 114|2*

Moltiplichiamo per l’invariante irrazionale

123 |s 114 |2

che è sempre diverso da zero se la quaterna è costituita di 
punti distinti; si avrà un invariante

.< =  ff#*|23i*|14|*(l— a +  a*) =
=  ffl,,2J12 3 1211412 4- 113i812415 — 123[ 1141 1131 |24|(.

c
Vogliamo provare che i è un invariante razionale (di 

peso 4 e di grado 2).
Perciò considereremo

i' —  «02 ì  114 | 212312 - t -  112 j 2134 ;2 —  114112 3 1 1121 13 4 1 j  
i"  —  «n2 ì  !  1213 !  34 ì 2 - t -  1131812412 —  112113411131 12 4 1 (  ; ]

sarà i -I- %'h-i" funzione simmetrica delle radici a ^ a c ^  e 
quindi razionale nei coefficienti di / ;  basterà dimostrare che

?
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e perciò
i =  g(i -+- V -+- ï ").

La verifica che i — i' (e analogamente i =  i") si compie 
facilmente osservando che, ove si dividano le espressioni di 
i e Ï  per |23|2|14|8, viene _

113 |8|24|2 
| 2312 j 14 |s
112j813418 
123 |8114 i2

l i s i  12 4 1
123 ! 1141 (1234)* — (1234) a2 —*• «

| 12 | |34| 
1231 ! 14 ! (1324)2 -  (1324) =  (1 — a)2 -  (1 — a),

a2 — a =  (1 — a)2 — (1 — «).

Ciò posto avremo
T _4P

f
dove

j  =  a03 ! 23 ;3114 i3 (x +  1)(1 — 2x)(2 — a) ;

e — essendo J, i invarianti razionali — risulterà pure j  un 
invariante razionale (di peso 0 e di grado 3).

Quanto all’espressione di i = ^ ( i  +  i' +  i"), vediamo che
essa si compone di due parti contenenti simmetricamente le 
jikj, ciascuna delle quali porge già un invariante razionale 
(dello stesso grado 2 e peso 4). Ma questi due invarianti non 
Sono distinti perchè differiscono soltanto per un fattore nu
merico (come vedremo più tardi accadere necessariamente per 
due invarianti razionali qualsiansi di grado 2); si verifica 
infatti che

|23|2;14|2 -t-|13;2;24|2-|- :14|2;2312 -h |12!2!34|2 +  |12|2|34|2 -+- |13i2|24|2 
e

1231141 |13[ 124| +  | 14|23i 12; |341-Hi 121 1341 1131 |24|, 

ove siano divisi per |2312|14|2? danno rispettivamente 

1 +  a’2 +  1 +  (1 — a)2 +  (1 — a)2 +  a2 =  4 a2 — 4oc +  4
e

a2 +  (1 — a)2 -f- a(l — a) =  a2 — a +  1 , 

cioè la prima espressione risulta quattro volte la seconda;
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quindi, sostituendo a quest’ultima il suo valore, si ottiene 
V espressione normale di i:

i — j 123 |s 114|2-+-1131212412 4- | 1212134121 •

Questa espressione permette il calcolo effettivo di i per i 
coefficienti di / ,  calcolo effe eseguiremo riferendoci a un 
caso particolare nel parag.0 seg.te, limitandoci qui a indicarne 
il risultato:

i =  «22 — 3 «3 +  12ffl0 .

In modo analogo si può dare una espressione simmetrica 
di j per le differenze | ik |,  che si lascia ridurre alla espres
sione normale

j  =  «0*S|12|* |34|2113| |42| =  112|2|34|2113| |42| 113|5124|2112| |43| -+-
-+- |14|3 |23|2 |12] |34| -+- |12|a |43|2114| |32| +

' +  |13|8 [42|2 |14| |23| -+- jl4|2|32|2113| |24|,

dove i termini della somma si deducono l1 uno dall’ altro con 
le sostituzioni che permettono di dedurre da (1234) gli altri 
5 valori del birapporto. Si troverebbe

j  =  27ffl12«4-|- 27a0«324- 2a,s— 72 a0a.,ai — 9 ala2as,

formula che si può scrivere anche;

12«0 3 2«2
3 a, 2 aì 3 a.3
2a., Sa., 12rt, .

V annullarsi dell’invariante di secondo grado, i, esprime 
la condizione perché il gruppo f(x) =  0 sia equianarmonico :

1 — « +  «s =  0 ;

l’annullarsi dell’ invariante di terzo grado j  dice invece che 
il gruppo è armonico x

(« -j- 1)(1 — 2*)(2 — oc) =  0.
4 i3

Dall7 espressione dell’ invarian te assoluto : —  , si deduce
che il discriminante di f :  ^

D =  a0Gü \ ik \2 -  4P — j%
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dove col segno =  designamo l’uguaglianza a meno di un 
fattore numerico le.

Infatti, la condizione perchè la quaterna / =  0 abbiami 
punto doppio (a =  l), si esprime ugualmente ponendo D =  0 
oppure J  =  1, cioè

J 4(1 — oc -+r a2)3 _4i3 

4i3 — ÿ  — 0.

Si può calcolare effettivamente il fattore numerico Te che 
entra nella relazione precedente, riferendoci, per esempio,
al gruppo armonico /o , 1, - ,  2  ̂ dato da:

infatti in questo caso si trova

j  =  0 (condizione di armonicità)
. 4 162 7 4*3
% 3 ’ 1>~ 2 7 s’ D =  27.

Si conclude che si ha in generale

27 D =  4i3 — f .

(Per il calcolo del fattore numerico le può anche valere 
la quaterna armonica di punti (— 1, 1, 0, rappresentata 
dall’equazione in cui a0 =  0 :

x* — x =  0 ,

dove si ponga «0a4= l ,  conformemente al parag.0 seguente)* 
Osservazione. Giova notare che la possibilità di espri

mere D per mezzo di i, j  si riconosce a priori in base al 
fatto che una quaterna di punti ammette un solo invariante 
assoluto, funzione del birapporto, e quindi possiede soltanto 
due invarianti indipendenti; altrimenti le potenze convenienti 
di due invarianti, divise per potenze di un terzo invariante, 
fornirebbero due invarianti assoluti. 5

5. Risoluzione delle equazioni di terzo e quarto grado. —
La nota risoluzione delle equazioni di 3° e 4° grado, f(x) =  0,
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si può riattaccare alla teoria proiettiva delle quaterne di 
punti sulla retta, mediante le considerazioni die seguono. 

Anzitutto osserviamo che l’equazione cubica

X*=zt,
ammette tre radici

a =  sa, e2a,
, --------------e =  e 3 (i == V — l) ,

per modo che la terna x3 — t =  0 costituisce un ciclo della  
proietti vita del 3° ordine

%' — sæ

(e della sua inversa x = z 2x) dotata dei punti u niti

x =  0, a: =  oo ;

in altre parole la terna di punti

x3 — t,

presa insieme ai punti 0, oo dà luogo ad una quaterna equia- 
narmonica (cfr. 4).

Eeciprocamente, se un’equazione cubica rappresenta tre 
punti che insieme a 0, formino un gruppo equianarmonico, 
cioè tre punti

a, sa, s2a,

l’equazione stessa è della forma

(ir — oc)(x — sa)(æ — s2a) =  x2 — a3 =  x3 — t =  0.

Ciò j>osto si consideri un’equazione cubica generale, che 
— com’è noto — può ridursi alla forma

1) xz —j)x-\-q =  0.

Designando con aAa2a3 le tre radici, troviamo i due 
punti m, n che insieme ad aAa2a3 formano una quaterna equia- 
narmonica, cioè i due punti uniti della proiettività ciclica 
del 3° ordine (a1a2a3)ed insieme dell’inversa (a1a3a2) =  (a1a2a3)2- 

A tale scopo scriviamo l’equazione di una proiettività 
ciclica del 3° ordine che abbia come punti uniti, non più 0,
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ma m9 n; sarà (in luogo di x* =  t)

/x —
ì) =  t.

L’equazione 1) si deve identificare colla 2) quando m, n sod
disfino ad un’equazione di 2° grado in y clie si ottiene annul
lando l’invariante i della quartica (x — a4)(æ— z2)(x — oc3)(x — y).

Questa equazione di 2° grado, da cui dipende la risolu
zione dell’equazione cubica, viene senz’altro espressa dall’in
variante suddetto che contiene simmetricamente le radici 
aia2a3 e Perciò dipende razionalmente dai coefficienti q« 
Ma si può anche identificare direttamente le equazioni 1)2), 
dopo avere sviluppato la 2) che assume la forma

3) x3 — 3 m — tn 
1 — t x2~h3 m2 — tn2 

1 — t
in3 — fra3 

1 — t =  0.

Avremo così le equazioni di condizione:

4) m — in =  0

5) m~ — tn~ —̂ j)
. 1 — t ~ ~ 3 ~

6)
ur — tir

1 — t =  — q.

Dividendo 6) per 5) e ponendo al posto di t il valore m
n

ricavato dalla 4) si ha
*3

7)
m* — mir 3 q—--------- =  m-b- n =  —iiv — mn p

me ponendo nella 5) al posto di t il suo valore — si lia:

8 )
m — mn — p----------- =  — in n =  ——

i _ “  3n

Dalle 7) e 8) si deduce che m e n sono le radici del
l’equazione di secondo grado
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e quindi è 

10)

4 p
3\ / ¥ - i

Pertanto dalla 2) si ha

ni — n\ t

i - V f

e sostituendo a m e n i valori dati dalla 10) si trova per x 
la nota espressione in funzione dei coefficienti p e q del
l’equazione proposta»

Notiamo infine che l’equazione risolvente di 2° grado 9) 
si ottiene anche annullando il covariante hessiano di

che è
f(xLx,) =  xl , ~ 2ìxix22 iX2S,

11 =
37 3_7_
dx^ 3;C12.'U2
37 37
dx.^Xl dx,2

-  12 p x 2 1- 30fj;

Gxl — 2 px2

— 2px2 — 2 i'VX, -+- 6goj8

dividendo per 12pæ22 e ponendo — l’equazione H  =  0 

si riduce alla 9).

La teoria della risoluzione dell’ equazione quartica, si può 
far dipendere dallo studio delle quaterne di punti (sqa2«3a4) 
con un punto all’infinito: a4 =  oo.

Una tale quaterna è rappresentata dall’equazione cubica

/*(*) =  x3 — px-hq  =  (x — Ul)(x — a,)(* — *,) =  0 ,

considerata come limite d’un’ equazione / 4 =  0 d isg ra d o , 
ove si ponga

^ 0 =  ° ì  «4 =  0 0 J
e quindi

a{) 114 ! =  ccQ | 24 i =  a0134 j =  1.
F . E N K IQ U E S
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Ora si possono calcolare gl’invarianti di f 4:

i ~  ̂  S | 12 j21 34 |2 =  ~ ) | 12 |2 -t- j 23 |2 -t- | 31 |8{,

.? =  S| 1212134 |s 113114 2 1 =  — 11212113 | — 113 p 1121 -f-
-h |23 |2|12 |-H 12 |2|32| -1-11313|231-4-|32|*| 131 ;

si trova
i =  S z{3 — Sa iCtk.

Ma p ér im a n o ta  form u la  d i N hwton 

-ja,-2 — (Sa,)3 — 2Sa,aft, 

e  qui (essen d o  il coeffic ien te  d i ar, — 5 ^  =  0):

Sa i =  — 2Sa<at ,

% =  — 3Sa,a7.,
c io è

i — 3 p,

d’accordo col fatto che per p =  0 le radici di /  =  0 , cioè
3 _  S _  3 _
yjq, èÿq, s*Vg, formano, come già abbiamo notato, un gruppo 
equianarmonico insieme al punto æ =  °o.

Con un calcolo analogo si trova

.f =  273,

d’accordo col fatto che per 3 =  0, le radici di / = 0  sono

o ,  -\~Vp, — V p

e formano un gruppo armonico insieme col punto x = ° ° .
In luogo dei calcoli effettivi die forniscono i e j, pos

siamo osservare che le relazioni scritte innanzi risultano dimo
strate a priori, in base al fatto che le condizioni di equia- 
narmonicità e di armonicità si traducono in

p — 0, q =  0 .
Infatti si avrà

i — h f,  j  =  luf, 

dove h, li sono fattori numerici. Ma il discriminante del-
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l’equazione di 4° grado con ima radice all’ in Unito, ove si 
faccia aexi =  1, diviene il discriminante dell’equazione cubica

sarà quindi
D =  4 /  — 27 r  ;

4i3 — ÿ  =  41cys — 27AY1-, 
e si deduce intanto

r =  s =  1,
i = lq>, j = hq.

Ora per valutare i fattori numerici li, 7i, si consideri il 
gruppo dotato di punto doppio (—2, 1, 1, »=>), clie è dato dal- 
l’equazione

xs — Zx — 2 =  0 ;
per esso è

e si trova
p =  3 q =  — 2,

i =  -(32 +  32 4- 0'2) =  9Ju

■quindi
3 — 54,

li =  3, 7t =  27 .

Dalle espressioni ottenute di p, q per % e j, segue che, quando 
è data un’equazione di 4° grado

f  /x) =  a0 x l -4- ay xz 4- «, x2 -1- x 4- «4 =  0

che rappresenta una quaterna di punti <?4, si può formare 
razionalmente l’equazione cubica (risolventej

f.i(x) =  x3— p x-h q  =  0,

«cui corrisponde una quaterna G/ con un punto all’infinito, 
proiettiva a Gt. Questo risultato è tanto più degno di nota 
in quanto che i coefficienti della sostituzione lineare

_  a x ' +  ?
X qx' -I- 8 ’

«he fa passare da Gt a G', dipendono dalle coordinate dei 
punti di 6r4 cioè sono irrazionali.

Calcolate le radici della risolvente f 3 =  0 , si possono 
scrivere le equazioni delle tre involuzioni che hanno per
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centro un punto della terna corrispondente e scambiano gli 
altri due punti; tali involuzioni sono trasformate dalla sosti
tuzione x =  ^  ̂ nelle tre involuzioni che lasciano inva-yx —i— o
riato il ér4, e così le equazioni di queste risultano espresse 
razionalmente per le radici di f s =  0 .

Su tale circostanza si può fondare la risoluzione delV equa
zione di quarto grado. Infatti, suppongasi che la quaterna dì 
punti rappresentata dall’equazione / 4(æ) =  0 sia trasformata 
in se stessa da una involuzione

xx' — m(x +  x' ) -j- n =  0.

Cambiando x, x in x -f- mi, x -f- mi, questa involuzione 
diviene

xx '— m2 — n = h ,  

e l’equazione f\(x) =  0 , trasformata della data, avrà le radici

li li
ai ? a2 ? a3 -- „ ? a4 --  •

Scriviamo

/ 4(æ) =  a4 4- Zq a;3 -f- &2or -}- &3 =  0,

OCJL ■+■ #2 a3 d- a4 —— --  &£

a2 d- a-l “1“ a2 :=::: 2̂ -- 2/C ;

?/i =  H- 3̂, ys — a8-l-*4,

?/,
ì l i l / z ^ h  — 27c

e perciò t/x?/3 saranno le radici dell’equazione di.2° grado:

r  — y -+- (h  — 2* ) = o ;

in funzione di queste radici si esprimeranno 1 e a 1a?a3a4, risol- 
vendo ancora l’equazione di 2° grado

7c

sara

ponendo

risulterà

cioè
« +  7 =  2/,

a 8 — ijx  7c =  0 .
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In conclusione, dopo determinale le radici della risol

vente cubica f f x )  — 0, la risoluzione dell’equazione proposta, 
f A(x) =  0, si riduce a quella di due successive equazioni di 
2° grado, e si ritrovano così le formule note.

Della risoluzione dell’equazione di 4° grado e della sua 
riduzione ad una risolvente cubica, avremo luogo d’incontrare 
più avanti un’altra più chiara illustrazione geometrica.

6. Nota sul calcolo effettivo delle forme invarianti ve e 
sulla rappresentazione simbolica. — L’espressione degli inva
rianti e covarianti di f\x) o di f \x Lx.2) per mezzo delle distanze 
(differenze) Ok , | i k !, costruite colle radici di f(x) — Q per
mette, come abbiamo notato, il calcolo effettivo di codeste 
forme.

Ma a supplire calcoli laboriosi determinandone a priori 
il resultato, si può anche far uso del procedimento di notazione 
simbolica di Oaylkv-Auonhold, che risponde a questa esi
genza economica j>orgendo un modo sistematico di formazione.

Nella teoria geometrica delle equazioni, che è una analisi 
qualitativa, il problema di codeste formazioni si considera in 
qualche modo come secondario, giacche occorre di rado di 
fondare conclusioni sopra il calcolò effettivo di un invariante 
o di un covariante, bastando in generale di sapere che esso 
-dipende razionalmente dai coefficienti d i/, o che questi entrano 
nella sua espressione ad un certo grado ecc.

Nondimeno interessa:
1°) di saper leggere le espressioni simboliche d’ inva

rianti e di covarianti, quali si trovano in memorie e trattati 
classici ;

2°) — e soprattutto — di conoscere l’idea fondamen
tale contenuta nella rappresentazione simbolica, che costi
tuisce un fecondo principio di conservazione formale rispetto 
alle degenerazioni.

Consideriamo una forma /  di ordine n, cioè il polinomio 
omogeneo (di grado n in xLx2)

1) h a ^x ^x f (i 4- h — n \

dove la sommatoria contiene

n ! _fn \__n(n — 1).... (n — i H- 1)
i\ld  W 1 • 2 ....Ì
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termini simili in x^x.^  die si raccolgono in un unico termine
ponendo in evidenza il fattore numerico

Consideriamo in particolare la forma /  degenerata in 
un potenza nma, che scriveremo

2) / =  a,vn — (a, x, H- xL a2)n .

La forma 1) s’identifica colla 2), se sono compatibili le 
equazioni
3) (1̂ (1* =  (lini

in cui an a2 compaiono come incognite.
Ogni forma, espressione razionale omogenea, cp, di grado g 

nelle a.a7 si riduce per la 2) ad una forma di grado ng nelle al} a2 :

ya(aik) =  yf/(«>ia27% (i -4- h =  «),

e dalla yg (a^'a*) potrà dedursi la cpry(«a) ove sieno messi in 
evidenza, senza ambiguità, i prodotti a^'a* da sostituire con aih.

Volendo adoperare sistematicamente il procedimento di 
calcolo fondato sulla indicata sostituzione, riguarderemo la 
forma degenere 2) come una notazione simbolica della 1), 
scrivendo dunque — anche per forme non degeneri — l’egua
glianza simbolica

f — a j l,

e fissando che questa rappresentazione debba servire a for
mare delle espressioni razionali dei prodotti a^a2 (i4-7c =  n), 
nelle quali i prodotti suddetti sieno da sostituire coi coeffi
cienti effettivi aik.

Ora vediamo come la rappresentazione simbolica conduca 
ad un procedimento di formazione delle forme invariantive, 
di / .  Per semplicità di discorso ci riferiremo agli invarianti, 
e stabiliremo i seguenti teoremi :

Lemma di Cayley (£). Se

I  =  I(a0al ....<in)

è un invariante della forma

/ =  a0xLn -4- aLxLn~1x2 4- ....4- anx2n,

(l) Fourt.li memoir upon qnanties (Philos. Transactions, 148).
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e se si considera un’altra forma

cp =  -+- blxln~1xt -f-.... +  bnx j \
l’espressione

31. 31, , , S I ,~-- &0 +  ~ ~f“ .... “I~ ~ Vnda0 daL dan

sarà un invariante simultaneo di / ,  cp.
Infatti, se si cambia nell’espressione di / , «, in « , Xi,, 

si otterrà un invariante della forma /-l-Xcp, cioè per una 
sostituzione lineare di modulo M che trasformi

«0*in ■+■ aixin~lx2 -+- —• 5 K Xin •+- +  ....
in

«o'*!'” •+- «i'*,*-1®* -+- .... , fy/V +  &i'®in-la;2 +  ••• » 
si avrà

I(-d0 Xfc, « / -l- a7>, ,.... </>, —X6* ) =
=  M"I{an -|- A&„, al -1- X6t ,.... an —t- X7>n).

Questa equazione vale qualunque sia X e perciò, svilup
pando i due membri per le potenze di X, dovranno ugua
gliarsi i coefficienti di X’- per r =  0, 1, 2..... Ma, uguagliando 
i coefficienti di X, si ottiene

31
danX -

a.1 ,
da' 1 H

d i hii =  Mn
da,,

d i ,  d i T 317
3rt 3rt, da,,

ciò die dimostra l’enunciato.
Il lemma precedente si estende al caso in cui I  sia un 

invariante simultaneo di due o più forme, / , che con
tenga i coefficienti a di una di queste, f ,  ad un grado g > ù  
aggiungendo una forma c,p = l)0xln si prova 

dianalogamente clie 2 h  è un invariante simultaneo di .
Se ora s’ identifica la forma cp con /  ponendo dunque

l)i =  ai,
dil’invariante S^r— — per il teorema d’Eulero — ricade in I .d(li

Ciò posto il nostro lemma conduce ad un procedimento 
ripetibile da cui si deduce il
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Teorema. Ad ogni invariante I  (razionale intero) di 
grado g (>  1), di una forma /, corrisponde un invariante 
simultaneo di g forme f f i che contiene linearmente i
coefficienti di queste forme. Se le forme/A/ 3 s’identificano
con / , questo invariante lineare si riduce ad J. In altre parole : 

Ogni invariante di grado g( >  1) della forma f, si può 
considerare come limite di un invariante lineare simultaneo 
di g forme, che s9 identifichino con f.

Facciamo un altro passo introducendo la notazione sim
bolica delle forme.

Si abbiano dunque g forme rappresentate simbolicamente
da

/= « .*", / , = V ,  f> — C.v',....
Se I  è un invariante lineare simultaneo (li / / 4/ 2...., esso 

si può esprimere simbolicamente come un invariante lineare 
simultaneo delle forme degeneri a^\ cf%...., e quindi 
come un invariante delie forme lineari a,,, b.v, c%.... omogeneo
di grado n rispetto alle coppie di variabili aia2,b ib2, cic2....

Invarianti simultanei siffatti si ottengono combinando le 
distanze dei punti a,, =  0, brr =  0, c„ =  0,.... rese omogenee, 
cioè i determinanti elementari

{ab) =  (aib2 — «3&A), {ac) =  (a1c2 — a2ci),....,

i quali — per una sostituzione lineare su xix2 — si ripro
ducono moltiplicati semplicemente per il modulo. Reciproca
mente ogni invariante simultaneo I  delle forme lineari aM, 
bcc, c ,...., omogeneo di grado n rispetto alle .-coppie di varia
bili aia2, bj)2, ci:c2...., si esprime per mezzo dei suddetti 
determinanti elementari, potendosi ripetere qui l’osservazione 
fondamentale del § 3. Infatti I , diviso per a f b f c f si
riduce ad una funzione razionale di —, —.... che deve

ai V  ci
restare asssolutamente invariata per le traslazioni x — x' -|- 
le quali sono particolari sostituzioni lineari di modulo 1, e 
quindi dipende soltanto dalle differenze

si d educe ch e I  è una co m b in azion e razion a le  d ei d e term i
n a n ti (ab), (ac)......  c. d. d.
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Si avrà dunque

I= 5zII(«6),

dove gli a. designano coefficienti numerici.
In ogni'prodotto fl(Y«ï>), ciascun simbolo a compare a. volte, 

sicché — sviluppando — ogni termine della somma si ridurrà 
al tipo

dove
i  -f- le =  r  +  ,9 =  .... =  n . _

Quindi, sostituendo ad

ai a2hl' ^1^.
i coefficienti

Min — bih — ....

si otterrà l’espressione effettiva di I  per i coefficienti di /.
Kiassumendo si ha il
Teorema fondamentale di Clebsch (l). Ogni invariante di 

grado g (>  1) di una forma f, si può rappresentare simboli
camente, introducendo g forme equivalenti

f = a ^  =  bæn =

mediante una somma di prodotti di determinanti simbolici del 
tipo (ab), (ac), (bc),...., in guisa che ciascun termine della somma 
contenga tra i suoi fattori n volte i simboli a, b, c....

Reciprocamente una espressione di questo tipo, rappre
senta un invariante di grado g della forma /.

Osservazione. Non esistono invarianti lineari d’un’unica 
forma/perchè — ponendo f =  a:rn — si ridurrebbero ad inva
rianti della forma lineare ax \ infatti un punto non può sod
disfare ad alcuna condizione proiettiva, quale sarebbe espressa 
— per il punto aœ — 0 — dall’annullamento di un siffatto 
invariante.

Il teorema fondamentale si estende senza difficoltà ai 
covarianti:

(A) Journal fa r  Math. Bd 59.
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Ogni covariante (razionale intero) di

f =  <*>xn =  &./' =  c f l =  ,

ammette una rappresentazione simbolica in cui entrano fattori 
del tipo (ab) e cx.

7. Applicazioni ed esempi : forme inyariantive delle binarie 
cubiche e quartiche. — Mostreremo l’importanza del teorema 
fondamentale di Cl e b sc h  sulla rappresentazione simbolica 
delle forme invariantive, accennando rapidamente come si 
costruiscano i principali invarianti e covarianti delle forme 
f = a æn d’ordine n — 2, 3, 4.

Cominciamo dagli invarianti.
La forma quadratica i(xi x,) possiede un solo invariante, 

proporzionale al quadrato della distanza fra i due punti / = 0 ,  
cioè il discriminante D.

Questo è un invariante di 1° grado nei coefficienti di f  
quindi si otterrà la sua rappresentazione simbolica ponendo

f =  a f  — bj.

C’è un unico invariante lineare delle due forme, che è

(abf,

perciò si avrà (a meno di un fattore numerico arbitrario)

D =  (ab)*.

Sviluppando e ponendo

/ =  2>(hxiix f  =  a0x f  -1- a,,xf,
viene

D =  (db) =  |  (a f — 4 «,«,),

che si accorda colla espressione del § 2.
Per due forme quadratiche distinte/

/ =  T =  b f

si trova similmente un unico invariante lineare simultaneo, 
cioè V armonizzante (ab)8, che uguagliato a 0 esprime la sepa-
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razione armonica delle due coppie

/ =  0 , 9 =  0 .

Passiamo alla forma cubica:
0

f =  a j  =  hj* — c j  — ....

Non vi possono essere invarianti di 2° grado, perchè un 
tale invariante sarebbe rappresentato da

(al)3,

mentre il determinante (ab) cambia di segno permutando i sim
boli equivalenti a, b e quindi si ha identicamente

(ab)3 =  — (ab)3 — 0.

Un invariante del 3° grado sarebbe una somma di ter
mini del tipo

(ab)1' (bc)r (co)*
dove

i 4- r =  r +  s =  i 4- s =  3.

Queste equazioni non sono solubili con numeri interi 
i, r, s, fra i quali non ve ne sieno due nulli; perciò la /n o n  
possiede invarianti del 3° grado. Ciò è d’accordo coll’osserva
zione generale che le forme d’ordine dispari (n), posseggono 
soltanto invarianti di grado (g) pari, essendo ng =  2p (§. 2). 

Un invariante di /, del 4° grado, è espresso da

(ab)2 (ed)2 (ac)(bd),

ed è facile vedere che non ce ne sono altri essenzialmente 
diversi.

Del resto la torma cubica, non avendo invarianti assoluti, 
non può possedere due invarianti che non sieno l’uno potenza 
dell’altro. Da ciò si deduce che l’ invariante precedente (a 
meno di un fattore numerico) esprime il discriminante D di / ,  
il quale — non avendo radici multiple — non può certo 
ridursi ad una potenza d’una forma di grado inferiore; dunque 
si può prendere:

B  =  (ab)2 (cd)2 (ac)(bd) =
== a 2a22 — 18 a0-aLa2a:] — 4 a0a f  — 4 a 3az — 21a2a f.
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Passiamo alla forma quartica:

f = a iS= b.r*  =  cm*.

Qui si ha \u\ primo invariante di 2° grado9

(aby,

che è evidentemente unico e perciò coincide con i a meno 
di un fattore numerico; si trova, sviluppando i calcoli

i =  (ab)* == a y  — 3 a, a., 12 «„«4

d’accordo con l’espressione del §.4.
Si ha poi un secondo invariante, del 8° grado,

(al>f(bcf(ca)\

ed è chiaro che. un prodotto del tipo

{abj (bc)r (caf

noii può dare un invariante del 3° grado di f  se non per

. i  -f- r — r -4~ s — i -j- ,v =  4 
i =  r =  s =  2 ,

cioè non vi sono altri invarianti di 3° grado di f .
L’invariante trovato coinciderà dunque con j, a meno 

d’ un fattore numerico, e si avrà, in accordo col § 4 :

j == (ab)* (bcf (caf =  27a*aA -\-27aLa,~ -{-2af— 12afai —

Citeremo ora i principali covarianti delle forme binarie 
cubiche e quartiche: la forma quadratica non possiede cova
rianti all’infuori delle potenze di se stessa, giacché le infinite 
proietti vità che lasciano in variata una coppia di punti (scam
biandoli fra loro o lasciandoli fermi) non lasciano invariato 
alcuu altro gruppo di punti della retta.

Per una binaria cubica

f — a* =  b j  =  c»3

non esistono covarianti del prim’ordine. Ciò risulta geome
tricamente dal fatto che i due punti uniti delle proietti vità
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cicliche che lasciali invariata una terna di punti (ABC) sono 
scambiati fra loro dall’involuzione che ha un punto doppio 
in A e come coniugati i punti BC, sicché non esiste alcun inulto 
che sia unito insieme per le proiettività lascianti invariata la 
terna (ABC). Ma quando si procede col metodo di formazione 
simbolica, si presenta a prima vista un covariante del primo 
ordine

ax(ab)(ac)(bc)2 ;

occorre dunque mostrare che questo è identicamente nullo. 
Ora scambiando i simboli

a e ?>, a e c

e sommando le tre espressioni equivalenti così ottenute, si 
trova

ax(ab)(ctc)(bcy =  - («ab)(ac)(bc) ) (bo)aœ -1- (oà)ba -4- (ab)cx [,

dove si ha V identità

(bc)ax +  (ca)bx -4- (ab)ct
«r a L «2

K h
C.„ Ci

essendo i termini della prima colonna del determinante com
binazioni lineari di quelli delle altre due:

(ax =  aLxL -4- a2x2

Esiste per /  un solo covariante di 1° ordine (a prescin
dere da un fattore invariante arbitrario); questo è lo hessiano 
di f  (§. 2; e si esprime con

H  =  (ab)2axbv, 

come si trova anche sviluppando

3 */■ 3 V
dx* dx{dx2
33/ ay
dx2dxi dx22

nel modo che vedremo per le quartiche.
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Posto ugnale a 0, H  rappresenta i due punti che presi 
insieme alla terna / = 0  costituiscono un gruppo equianar- 
monico (cfr. 5); si ha qui una nuova dimostrazione di tale 
proprietà, dall’osservazione che i due punti suddetti formano 
l’unica coppia covariante di /  =  0.

Lo jacobiauo di /  e H  è un covariante cubico di / ,

posto

e

si trova

<2 =

df_ dH 

3/ 3 H 5
3a?o 3;c,

/  =  «.v3 =  è.T3 =  c,r3

I l  — (bc)'1>„C.r,

3/ 3/

quindi

dx, - 3aia**> 
dR  3H

Ç =  (aby(cl))Crc~aT.

Per trovare il significato geometrico di Q — 0, basta 
notare cbe la /  non possiede altri covarianti cubici all’ infuori 
di /  stessa e di Q, d’accordo coll’annullarsi identicamente di

(ab)(bc)(ca)a.v bK cx.

Infatti è agevole riconoscere che il gruppo T6 delle proiet
tivi tà (del terz’ ordine ed involutorie) che lasciano invariata 
la terna di punti (ABC) rappresentata da / =  0, lasciano 
invariata soltanto un’ altra terna, costituita dai coniugati 
armonici A', B \ Cr dei singoli punti A, B , C rispetto agli 
altri due. Si deduce che Ç =  0 rappresenta appunto la terna 
(.A B C ).

Si dimostra poi che tutte le forme invariantive di /  si 
possono esprimere razionalmente in funzione del discrimi
nante D, e di / ,  H, Q.

Per una binaria quartica
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si riconosce anzitutto che non esistono covarianti di ordine 
dispari 1, 3....; ciò vale in generale per ogni forma d’ordine m 
pari, stante la relazione (2p — ng — m fra grado g, peso p, 
ordine m, che abbiamo trovata al § 2.

Ora si vede che per la quartica non esistono neppure 
covarianti del secondo ordine, annullandosi identicamente 
(<ab)za j)x, ed (ab)(ac)(bc)af, che cambiano segno per le tra
sposizioni dei simboli (ab) e (bc). Invece vi è luogo a conside
rare un covariante del 4° ordine di f  che è fornito dallo 
hessiano di cui vedremo più tardi V interpretazione geome
trica. Si ha

pÇ.= 6a*aJ,....9*t-
quindi

9*i2
3\ f

dxtdxs a ja *  a.,? a laì

3 */ ay b,.~b.2bl b j  b fdx2 dxi dx2-

{ab)al b2 a j  b,J ;

e,# siccome questa espressione non deve mutare permutando 
gli indici a b, si avrà

H  =  (ab)2 a*2 5a,2.

Lo jacobiano della quartica /  e dello hessiano H  porge 
un covariante del sesto ordine

T  —

df_ d ii 
dxl dxt 
df d ii 
dx2 dxz

(ab)~(bc)cj a j  br .

Vedremo nel reguito che T  =  0 rappresenta le tre coppie 
di punti doppi delle tre involuzioni che lasciano invariata la 
quaterna f =  0.

Si dimostra che tutte le forme invariantive della quar
tica /  si esprimono razionalmente per i, j, f ,  H, T.

8. Nota storica sulla teoria degli invarianti. — Cfr. i
trattati di :

G. Salmon « Lessons introductory to thè modern higher 
algebra » 4a ed. Dublino 1885 (ed. tedesca aumentata di
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W. F iedler « Algebra dei* liiiearen Transformationen », 
Lipsia, 1877).

A. Clebscii « Tlieorie (1er binàren algebraisclien Formen » 
Lipsia, 1872. « Vorlesungen iiber Geometrie » per cura di
F. L indemann, Lipsia, 1875, trad. francese, Parigi, 1879.

Faà di B runo « Teoria delle forme binarie » (tradu
zione tedesca con note bibliografiche di Walter e Noether 
Lipsia 1881).

P. Gordan « Vorlesungen iiber Invariantentlieorie », 
Lipsia, 1885-1887.

H. Weber « Lehrbuch (1er Algebra », Braunswig 1895-96, 
(trad. francese. Parigi, 1898).

A. Capelli « Lezioni sulla teoria delle forme alge
briche », Napoli, 1902.

Vedi pure i rapporti storici di
F r. Meyer « lahresbericht der deutschen Mathematiker- 

Vereinigung » Berlino 1890-91, 1892 (trad. italiana, Giornale 
di Matematiche, Napoli, voi.4 32-33).

H. E. Timerdtng in Pascal’* Bepertorium I Kap. V, 
Lipsia e Berlino 1910.

La teoria degli invarianti (estesa più tardi in vari! sensi 
ed anche — fuori dei contini dell’algebra — in ordine ai gruppi 
di trasformazioni qualsiansi) trae origine essenzialmente dallo 
sviluppo della Geometria proiettiva (Poncelet, Chasles, 
Mobius, P lücker, Steiner) e dalia necessità di tradurre in 
forma analitica le proprietà proiettive degli enti algebrici; 
una menzione speciale meritano a questo proposito la teoria 
del birapporto e la polarità. Tuttavia l’invarianza per tra
sformazioni lineari dei discriminanti delle forme quadratiche 
di due e tre variabili, si era già presentata in ricerche aritme
tiche di Lagrange (Memorie di Berlino 1773) e di Gauss 
« Disquisitiones arithmeticae » (1801).

Gl’inizii della teoria degli invarianti propriamente detta 
si sogliono riattaccare alle memorie di Boole (Cambridge 
Math. Journal 1841-42-44) in cui 1’ autore considera in gene 
raie i discriminanti di forme d’ordine qualunque e ne deduce 
la formazione di altri invarianti simultanei di più forme.

A queste prime ricerche seguono quelle di Oayley, ini
ziate nel 1845, riprese e proseguite nelle « Memoirs npon 
quan tics » 1854-1861 (Cfr. nelle « Collected math. papers » par
ticolarmente le memorie 4a e 5a del 1858), quindi le ricerche di
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A konhold (Journal fiir Mafchematik 1849-1863), di Sylvkster 
(1851-54), di Olebsch (iniziate nel 1861), di Gokdan (iniziate 
nel 1868) eco.

Oayley ed akonhold hanno osservato che le forme 
invariantive, p. es. una

^(xlx2a0al ....a„)

relativa ad una binaria

f(xLx2) =  a0xLn ■+• - f  .... - f  anx2n,

si possono defluire come soluzioni razionali di certe equazioni 
differenziali, che si ottengono eliminando a, (3, y, 5, dall’espres
sione di trasformata mediante la sostituzione

( xt =  a.x[ +  (3#/
\ x2 =  yx/ -4- Sx2.

L’ uso del simbolismo per il calcolo effettivo degli inva
rianti compare già in Oayley; ma A konhold (1858) lo ha 
riattaccato alla possibilità di sostituire alle forme considerate 
delle potenze di forme lineari. A Olebsch (1861) appartiene 
il teorema fondamentale della rappresentazione simbolica, che 
permette (li definire le forme invariantive come prodotti sim
bolici di determinanti di tipo dato.

Ancora a proposito della definizione delle forme inva
riantive <\)(xix2a0aL....an), deve essere menzionato il teorema 
dovuto ad A konhold (Journ. fiir Matti. Bd 62), e di cui si 
hanno dimostrazioni di Olebsch, Gkam, Capelli, che: « se 
trasformando ty(xlxia0ai ....aH) con una sostituzione lineare

( xi — aæ/ H- [3a;/
I 0/g — Ya'i ~ *̂̂2 ?

la si riproduce moltiplicata per una funzione 0(a{3y8), deve 
essere 0 una potenza del modulo M  =  ao — $y ». Il contenuto 
essenziale di questo teorema è il teorema che abbiamo dato 
al § 2 che « le funzioni invariantive sono i primi membri 
di equazioni invarianti, esprimenti col loro annullamento pro
prietà proiettive di f (x Lx.,) =  0 ».

Vogliamo ora specialmente notare i progressi conseguiti 
nella teoria degli invarianti in ordine a due j)roblemi gene-

F. KNUIQUES 4
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rali: il problema dell ’ equivalenza, e la questione della base 
di un sistema di forme in variali ti ve.

Il problema generale dell’equivalenza o trasformabilità 
con sostituzioni lineari per forme, e fasci di forme, quadra
tiche e bilineari con un numero qualunque di variabili, ha 
dato luogo ad un celebre teorema di W e ie r s t r a s s  (Berliner 
Berichte 1868). Per forme d’ordine superiore, C lebsc h  (Math. 
Annalen Bd II, 1870) sembra pel primo aver proposta la 
questione se l’uguaglianza degli invarianti assoluti, neces
saria secondo A r o n iio l d , sia anche condizione sufficiente per 
la possibilità di trasformare linearmente l’una forma nel
l’altra. Riferendoci al caso delle forme binarie d’ordine p , / ^ ^ ) ,  
cp(̂ i x2), si tratta di esprimere le condizioni di proietti vita dei 
due gruppi di n punti:

f — 0 , 9 =  0 ,

Se i due gruppi non contengono punti doppi, cioè per 
forme con discriminante non nullo, V equivalenza è caratteriz
zata dall’ uguaglianza di n — 3 invarianti assoluti indi pen
dentif funzioni dei birapporti che i punti d’un gruppo formano 
con tre di essi; gl’invarianti relativi indipendenti sono n — 2. 
Ma la proprietà anzidetta non sussiste più in generale per 
forme con discriminante nullo. Infatti ci sono delle proprietà 
proiettive dei gruppi di punti che non si possono esprimere 
semplicemente annullando degli invarianti, ma si traducono 
nell’ annullamento identico di covarianti.

L’esempio più semplice è offerto dalla condizione perchè 
una terna o una (piaterna di punti si riduca ad un solo punto 
(triplo o quadruplo). Infatti la binaria cubica f  ha un solo 
invariante, il discriminante, annullando il quale si esprime 
che la t e r n a /= 0  possiede un limito doppio, sicché manca 
il modo di esprimere, coll’annullamento d’un altro invariante, 
che la terna si induca ad un punto triplo. Similmente se una 
quaterna f — 0 ha un punto triplo, si annullano insieme i 
due invarianti indipendenti i ed j, l’invariante assoluto diven
tando indeterminato, e manca un altro invariante per mezzo 
del quale possa esprimersi l’esistenza d’un punto quadruplo. 
Vedremo più tardi che la condizione perchè una fo rm a/d’or
dine n si riduca alla potenza nma d’una forma lineare, si 
esprime in generale annullando identicamente il covariante
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hessiano. La risposta generale al problema ri’equivalenza è 
offerta dal

Teorema di G RAM (1). Le condizioni d’ equivalenza di due 
forme o sistemi di forme (con un numero qualunque di varia
bili) si esprimono in tutti i casi uguagliando i loro invarianti 
e annullando identicamente i medesimi covarianti.

Passiamo al problema della base di un sistema di forme 
invarianti ve.

Dopoché Oayley e S ylvester avevano dimostrato che le 
forme binarie d’ordine n <  4 posseggono un numero fluito di 
formazioni invarianti di cui tutte le altre sono combinazioni 
razionali, Oayley nel 1850 affrontò la questione generale 
concernente il sistema degl’ invarianti e covarianti d’una 
forma qualunque e credette erroneamente di poter dare una 
risposta negativa alla domanda se esista un numero finito di 
forme (costituenti una base del sistema) per cui tutte le forme 
invariantive si esprimano razionalmente ».

Gordan nel 1868 dimostrò per la prima volta il teorema 
fondamentale che « il sistema degl’invarianti, e covarianti 
d’una binaria qualunque ammette sempre come base un numero 
finito di forme ». La dimostrazione dell’A. (da lui stesso ripresa 
e semplificata più tardi) consiste in una serie di procedimenti 
di costruzione effettiva delle forme invariantive appartenenti 
ad una data / ,  fondati sulla rappresentazione simbolica; vi 
giuocano in ispecie i così detti scorrimenti (Oayley) di due 
forme/ =  a. ” =  cioè i covarianti simultanei rap
presentati simbolicamente da (ab)ha0?l- hh.vm- h (per h =  0,

Soltanto nel 1886 M ertens (Journal fiir Matli. Bd. 100), 
abbandonando il punto di vista simbolico dell’Algebra for
male e l’interesse pratico dell’esecuzione dei calcoli, ha intro
dotto l’idea di fondare il teorema di Gordan sull’espressione 
degl’invarianti e covarianti per mezzo della radici di / .  La 
dimostrazione, in questo ordine d’idee, e stata ulteriormente 
semplificata da H ilbert (Matti. Annalen, Bd 33, 1888).

Diamo un rapido cenno di questa dimostrazione del teorema 
di Gordan, riferendoci — per semplicità di discorso — agl’in
varianti (razionali interi) di

f {X) =  a„{x — a,).... (x — a„).

(£) Matli. Annalen, Bd 7.
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Ogni invariante I  è mi aggregato simmetrico delle diffe
renze delle radici jik |, e precisamente di prodotti del tipo

P  =  112 |c“| 13 jCl3.... | n — 1, n ”,

dove ciascuno degl’indici 1, 2 ....n deve figurare uno stesso 
numero di volte.

Questa condizione si traduce in un sistema di equazioni 
lineari diofantee

ei2 eLZ •••• (>l i   e2L e23 •— “1“ e2n   ••••
—  -H ^M2 •••• en > n—1 •

Tutte le soluzioni (intere e) positive di questo sistema si 
compongono con un numero finito m di esse, mediante com- 
binazioni lineari a coefficienti interi e positivi

«ih —  Vi «ih” +  Pi «ih™ -t- .... ~\~ Vm «ih’''0•

Se ora Pr designa l’invariante irrazionale

p , =  r i | ik n * (r),
i, le

P r soddisferà ad un’equazione algebrica di grado n\ e, per 
un noto teorema, una potenza qualsiasi di Pv di ordine si 
potrà esprimere come funzione lineare omogenea delle potenze 
d’ordine 0, — 1, con coefficienti funzioni razionali intere
delle somme di potenze simili

Pf Pr2 H»...., P,WWH-....

In virtù dell’espressione delle eik mediante le eikr) anzi
detto, l’invariante I  si riduce ad una funzione simmetrica

I  — .... (0mPni •

quindi — introducendo i valori indicati delle potenze o),a — 
si riconosce che I  è funzionale intera d’un numero finito 
d’invarianti costruiti in modo analogo, dove nessuno degli 
esponenti di av supera w!.

Il teorema di Goudan si estende al caso di forme e di 
sistemi di forme con un numero qualunque di variabili. Pre-
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cisamente H il b e r t  (Math Annalen Bd 3G, 1890) è giunto a 
tale estensione stabilendo il seguente teorema generalissimo: 

Ogni sistema di forme ad n variabili xLx2....xn:

F.F,....,

costruito con una legge qualsiasi, contiene sempre un numero 
finito di forme

TP. 7?. p .il -A ì2 — % ìli ?

costituenti una base-, cioè tutte le Fs si possono esprimere 
come combinazioni lineari:

Fs =  AsiF ìl As2F ì2 -h .... AsmFimJ

dove le A sono pure forme delle x (i cui coefficienti appar
tengono al campo di razionalità definito dai coefficienti delle F).

Chiuderemo queste brevi note ricordando che i pili sem
plici invarianti e covarianti delle forme binarie d’ordine 
n =  3, 4 sono stati trovati da E is e n s t e in  (Journal für Math. 
1844). La teoria sistematica di codeste forme, con riferimento 
alla risoluzione delle rispettive equazioni, è stata svolta da 
Oa y l e y  (1858).

ìfel seguito daremo notizie sulla polarità, e sulle forme 
ternarie in rapporto alla teoria delle curve piane.
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Interpretazioni fondamentali dell’ equazione 
f ( x y )  —  0 : curve e corrispondenze.

9. Le equazioni f(xy)  =  0 e le curve piane. — Conside
riamo 1’ equazione algebrica

f(xy) =  0

(love /  è un polinomio di grado n complessivamente, cioè 
Y equazione

•jy f { Xìl) — <('r,,oVn +  « n - l A ^ y  +  «o. "Vn
-H an_lt o a"-1 -i- .... -|- a0t ,f« I?/M"1 H- .... H- a0i 0 =  0

dove i coefficienti «ì7t posson esser reali o complessi.
Interpreteremo x e y come le due coordinate di un punto, 

reale o complesso secondo die esse sono ambedue reali o una 
almeno complessa. Ciò posto chiameremo curva (algebrica) (r) 
f(xy) =  0 l’insieme dei punti reali e complessi che soddisfano 
l’equazione 1) cioè le cui coordinato annullano il polinomio/.

Può accadere che il polinomio f(xy) sia decomponibile nel 
prodotto di due altri polinomi f L e /> sì che si abbia

f(xy) = f l(xy)f2(xy) :

in questo caso le coppie di valori x e y che annullano /  
sono tutte e sole le coppie che annullano/,, o f 2: abbiamo

(l) La definizione delle curve algebriche, distinte dalle trascendenti, 
risale a IL Descartes (« La Géométrie », Leida, 1637 - Oeuvres, Parigi, 1902, 
pg. 369). Però la considerazione dei punti immaginarii delle curve è molto 
posteriore, essendosi introdotta soltanto nel secolo scorso, nelle scuole di 
]\Iontge e di Plucker (più tardi nella*teoria sintetica di Staudt), mentre 
gli sviluppi di Gauss e di Cauchy hanno posto l’immaginario a base della 
moderna teoria delle funzioni.
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quindi che la curva f(æy) =  0 è costituita da tutti e soli i 
punti che appartengono alla f^xy) — 0 o alla f.,(xy) — 0 ; la 
curva f(xy) =  0 dicesi riducibile o spezzata nelle due compo
nenti j \  e

1 ’iù in generale, se

f ( x y ) = f l(xy)fì(xy)....f,{xy)

diremo die la curva f(xy) è spezzata nelle r curve f L̂ f2ì 
se poi i polinomi / n / 2, ••••/»• non sono tutti diversi, si che si 
può scrivere

dove
f u  f u  ••••/

sono tutti diversi fra loro, allora diremo che la curva / = 0  
si compone della curva f\ =  0 contata i\ volte, più la curva 
f.2 =  0 contata r 2 volte,...., j>iù la curva f i  =  0 contata rv volte.

Secondo Newton (1676), le curve algebriche si classificano 
secondo il loro « ordine »: si definisce come ordine di una; 
curva (algebrica)

il grado complessivo della f (xy) rispetto ad x, y. Se una curva 
algebrica si spezza in due o più altre, l’ordine della curva è 
dato dalla somma degli ordini delle curve che la compongono.

L’ordine di una curva algebrica si può definire geome
tricamente come il numero delle intersezioni della curva con 
una retta generica del suo piano. Sussiste infatti il

Teorema: Una curva d’ordine n è incontrata in n punti 
da una retta generica.

Consideriamo la retta

ax by c — 0 :
essa incontra la

f(xy) =  0

nei punti le cui coordinate soddisfano al sistema

2) ( /(*? /) = .o
I ax -h by c — 0.

Bicaviamo y dalla seconda di queste due equazioni e sosti-
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tuiamo il valore nella prima; otteniamo così un’equazione in x:

3) A0xn •+■ Ai x"-1 - t - An — 0

dove i coefficienti A0, A n ...,An risultano dipendenti dai para
metri a, b. c che determinano la retta.

In particolare
Ct (t~ an

A0=  (In,  o --- an-i, 1 J -H <K-2, 2 £2 ■+* (--i r rf'0, *1 jÿT •

Tolti quindi valori particolari dei parametri a e b, risulta 
il coefficiente

e 1’ equazione 3) ha n radici. Parimente, se /  non contiene com
ponenti multiple, tolti valori particolari dei parametri a, b, c, le 
radici della 3) risulteranno tutte distinte. Possiamo così dire che 
una retta generica del piano incontra ìaf(xy) =  0 in spunti. 

Supponiamo ora di far variare con continuità i parametri 
c che individuano la retta

ax -1- by H- c =  0 .

Potrà accadere che per posizioni particolari .della retta, 
un certo numero r delle radici della 3), a2, ....a,., vengano a
coincidere in un’unica radice a, che risulterà multipla d’or
dine r; allora i punti P t, P,, ....Pr, intersezioni della curva 
f(xy) =  0 con la retta, corrispondenti alle radici an ?2, ....a,,, 
coincideranno in un’unico punto P, il quale verrà considerato 
assorbente r intersezioni coincidenti della curva fixy) — 0 con 
la retta.

Supponiamo in fine che la retta assuma una di quelle 
posizioni particolari per la quale A0 è nullo. Corrispondente
mente l’equazione 3) si riduce di grado n — 1, ed una delle 
sue radici se ne va all’infinito. In questo caso noi diremo che 
la retta ha connine con la curva f(xy) =  0 un punto all9 infinito. 

Per illuminare questa convenzione giova introdurre al
x xposto rii x e y le coordinate omogenee e —. La 3) allora
X3 X2diviene

/Ìq(^ )  Ar ... .A- =
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e’moltiplicando per x3n si riduce alla forma d’ ordine h:

3') f(x lxìxs) =  At>xln -]- A & Z * -1 -1-.... +  Anxsn =  0.

Se A0 =  0 , la 3') si annulla per x:i =  0. Essendo =  0 
l’equazione della retta all’infinito, si ha che, quando A0 — 0, 
la nostra retta e la curva /  hanno un punto comune sulla 
retta all’ infinito. Naturalmente se, invece del solo coeffi
ciente A 0,$i annullassero tutti i primi r coefficienti, con che 
xn =  0 diverrebbe una radice r-pla della 3'), diremo che r 
delle intersezioni sono riunite all’ infinito. Finalmente notiamo 
che, se una curva d’ordine n è incontrata da una retta in n~\-l 
punti, essa contiene tutta la retta, cioè è riducibile nella retta 
e in una curva residua d’ordine n — 1.

Infatti si assumano gli assi in modo che sia

y =  fc
l’equazione della retta che ha n 1 intersezioni con la curva 
d’ordine n

f(xy) =  0 ;

si ha allora che l’equazione di grado n:

f(x, le) =  0

ha n +  1 radici, e quindi è identicamente soddisfatta. 
Consideriamo ora f(xy) come un polinomio in y

A0yn -I- A Lÿ"-1 +  .... -h An
i cui coefficienti

-̂ 13 -̂ 2 3 "•* -̂-33
sono funzioni di x.

Questo polinomio si annulla per y =  li, quindi è divisibile 
per y — le, cioè

A0yn -+- A t f '- 1 +■.... +  An =  (y — fc)(S0y»-i +  .... -+- Bn- 1)

dove i coefficienti B  sono funzioni razionali intere della x : 
quindi, ponendo

B» yn~1-\-.... +  Bn- 1= f l(xÿ),
si ha

f{xy)==(y — Iclfjxy).

Abbiamo così che la curva f(xy) — 0 si spezza nella retta
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y =  li e nella curva residua

f L(xy) =  0

che deve avere l’ordine n — 1 in quanto l’ordine di una curva 
riducibile è uguale alla somma degli ordini delle parti che 
la compongono.

Dopo ciò, ricordando le due convenzioni precedenti sulle 
intersezioni multiple e quelle all’infinito, potremo dire che 
« Una curva di ordine n è intersecata da ogni retta che non ne 
faccia parte in n punti, debitamente computandosi gli even
tuali punti multipli e gli eventuali punti all’infinito.

Se nella equazione algebrica /(x^x.^x^) =  0 si pongono al 
posto delle variabili le coordinate di rette, coefficienti della 
equazione

ulxL -f- u2x, -l- u.òx.A =  0 ,
l’equazione

F(ul u2 n:ì) =  0

rappresenta una curva inviluppo le cui proprietà si desumono 
da quelle della, f(x ix2x3) =  0 secondo il principio di dualità della 
Geometria Proiettiva (*): all’ordine della curva f[xlxixz) =  0 
corrisponde la classe • dell’inviluppo F{uLu2uB) — 0, che è il 
numero delle rette di questo che passano per un punto del 
piano (non facente parte dell’inviluppo).

Consideriamo i coefficienti della f(xy) =  0 come parametri 
variabili: supponiamo che al loro variare la f{xy) si riduca a 
una f(xy) di grado n — r. Noi considereremo ancora conven
zionalmente la f(xy) come di grado a, e considereremo la curva

come composta della curva d’ordine n — r i cui punti sod
disfano ìaf(xy) =  0 e della retta all’infinito contata r volte.

Questa convenzione è d’accordo con la convenzione ana
loga stabilita per i gruppi di punti sulla retta, e si può giu
stificare tanto notando che sopra ogni retta del piano r delle 
intersezioni con la curva f(xy) =  0 se ne vanno all’infinito 
quando l’equazione di questa si riduce di grado n — r, quanto

(*) Cfr. p. es. Enriques. G. Proiettiva. Cap. II e Castelnuoa^o. G. A na
litica. Parte III, Cap. I.
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introducendo le coordinate omogenee xv x3 in luogo delle
coordinate x [ = —), y ( =  ^\ x j  \ x&,

Infatti, se l’equazione di grado n

f(xy) =  0
si riduce all’equazione

f{ x y )=  0

di grado n — r, l’equazione

f{XiX,x3) =  X3nf{xy) =  0

si riduce all’equazione

V / ( æi æ3a;3) =  0 dove J l ^ x ^ )  =z X3n- rf{xy),

cioè all’equazione di una curva che si spezza nella retta x? =  0 
contata r volte e nella curva residua

/(a, a» a.) =  0
d’ordine n — r.

Alla considerazione di curve riducibili contenenti come 
parte la retta all’infinito si è condotti anche dalle trasfor
mazioni proiettive.

Dalla definizione geometrica dell’ordine di una curva, si 
desume che l’ordine di una curva non cambia per proiezioni 
della curva, in quanto una retta che tagli in a punti la curva 
si proietta in una retta che taglia ancora in n punti la proie
zione della curva. Questo fatto si verifica assai facilmente 
se la curva è espressa in coordinate omogenee con l’equazione

f ( xiX.zx3) - 2aihxlix.2!tx3n- t- h=  0 .

Infatti, operando la trasformazione omografica

au Xi +  ai2x2-i-alsx3 
a,lxl -t- a22x, -t- a23xs

« 3 i ® l  -+ -  « 3 2 * 2  “H  «SS*3>

i Vi =  
4) =

( 2/3= .
il polinomio

/(x ^ x .,)



CAPITOLO II 61
viene cambiato in un polinomio

flViViV»)
che ha il medesimo grado del polinomio f  e quindi la curva

hanno il medesimo ordine..
Supponiamo ora che la curva sia rappresentata in coor

dinate cartesiane con l’equazione

Oon questo la fixy) =  0 viene trasformata nell’ equazione

Allo stesso modo che nel caso analogo per i gruppi di 
punti sulla retta, la f(x'y') risulta di grado n, come la f(xy), 
se la f(xy) non contiene il fattore a3Lx -1- a32y -i- a33; se invece 
la f(xy) contiene il fattore (a3lx +  a32y a33)r, cioè se la 
curva f(xy) =  0 contiene la retta a3Lx -h az2y +  a33 — 0 con
tata r volte, allora la f{x y f) si riduce di grado n — r.

Siccome con Y omografia 4') la retta a3ix~h a32y +  a33 =  0 
viene trasportata nella retta all’infinito, così noi dobbiamo 
sempre riguardare convenzionalmente la f(x'y ) come di grado n, 
sommando alla curva

di ordine n — r, la retta all’infinito contata r volte, per otte
nere la trasformata della curva f(xy) =  0.

Osservazione. Osserviamo che la trasformazione omo
grafica 4') può anche essere considerata come cambiamento di 
coordinate.

e la sua proiezione A x 1***3) =  °»

f(9iy*y») =  o

f(xy) =  0 .

Operiamo Pornografia 4), cioè Pornografia

f (x y )  =  0 ,



LI B HO PH I MX)62
Consideriamo infatti x e y come coordinate proiettive, 

cioè consideriamo la coordinata X di un pùnto P  del piano 
come il birapporto (coOIAX), dove P,, e X sono le proiezioni 
sull’asse x fatte dal punto all’inlìnito dell’asse y del punto P 
e del punto (unità) U di coordinate 1, 1, e parimenti riguar
diamo la coordinata y dello stesso punto P  come il birap
porto (ooO UVY), dove Y  e TJy sono le proiezioni sull’ asse y 
fatte dal punto all’infinito dell’asse x del punto P  e del 
punto U. Ciò posto, la sostituzione 4') equivale evidentemente 
ad assumere come coordinate x e y del punto P, i birapporti 
analoghi ai precedenti che si ottengono sostituendo ai punti

TJ, i punti

y  =  - ^ ;  x
«33

_  « H
«33 «31

X_  H-

1J = <X,i X = a.:tt a2:ì

a., -4- a.„ 4- a.,, , ir- «m H- «3

10. Tangente ad una curva. — Abbiamo visto che una 
curva d’ordine n

f{xy) =  f{x ixjix.ù =  0

è intersecata da ogni retta del suo piano (che non ne faccia 
parte) in n punti che possono anche non essere tutti 
distinti.

Supponiamo ora di avere una curva

1) =  0

irriducibile o, se riducibile, senza parti multiple.
Chiameremo tangente in un punto P  della / ,  una retta

2) axL -4- bxz 4- cx3 =  0 .

che abbia in P due intersezioni riunite.
Questa definizione risale a D escartes (« La Géométrie », 

1637 — Oeuvres, t. VI, p. 408). Essa può essere interpretata 
in due modi che conducono ugualmente alla determinazione 
della tangente:

Si può considerare la tangente in un punto come limite 
di una secante condotta per esso, quando il secondo punto
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d’intersezione si avvicina al primo. Questo modo di deter
minazione, che costituisce una delle origini del Calcolo diffe
renziale, appartiene a Bauuow, il maestro di Newton, 
(« Lectiones Geometricae » (1669) — IO1 Lezione) (1).

Ma, per le curve algebriche, la definizione cartesiana della 
tangente si può interpretare anche indipendentemente dai 
concetti infinitesimali, come ha messo in luce 1’ abate
G. P. D e Gua M alves nel suo trattato « Usage de l’analyse 
de Descartes pour découvrir, sans le secours du calcul diffé
rentiel, les propriétés des lignes géométriques de tous les 
ordres » (Parigi, 1740).

Infatti proponiamoci di determinare i parametri «, />, c, 
in guisa che la retta 2) risulti tangente alla curva 1).

Se la retta
axL -t- hx2 -f- cxs =  0

ha nel punto {xLx2x3) due intersezioni riunite con la curva 
f ( x ix2x3) =  0, l’equazione omogenea f fx n x2, j =  0,
(ottenuta sostituendo nella 1) al posto di x3 il suo valore dato 
dalla 2), equazione la quale determina le intersezioni della 
curva f(^iX2x3) =  0 con la retta axL bx2 -f- cx3 =  0 , deve 
avere xix2 come radice doppia, cioè il polinomio

4) / ( * . ,

deve esser divisibile per

— f ,

e quindi le sue derivate nel punto x =  xl , x =  x2 devon essere

5) 's / \  ( m  =
d xj [dxj

(l) Gli scritti di L eibniz  e di N ewton da cui si suol datare la 
costituzione dell’organismo del Calcolo differenziale sono, coin’ è noto: 
L eibniz  « Nova methodus prò maximis et minimis.... » (Acta Eruditorum, 
Lipsia, 1684), N ewton « Philosopliiae naturalis principia mathematica » 
(Ginevra, 1688).
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Ma è
m  =  y ,  y j l
\dx j dxl dxx — o

\3x j  dx2 dx3 — c ’ 

quindi, perchè la 5) sia soddisfatta, deve essere nel punto
X,X,X'.

dxl ‘ dx3 0

dx2 ' dxz c*

Si conclude adunque che i parametri a, b, c della tan
gente nel punto ( x ^ x ^  sono proporzionali alle:

df df df
3æ1 ’ dx2 ’ dx3 '

Se indichiamo ora con

Ih, ìli, Vi

le coordinate di un punto variabile sulla tangente, e sem
plicemente con

Xd x2J xs

le coordinate del punto di contatto, abbiamo F equazione della 
tangente nella solita forma

6)
3/ 3/ 3/
ò r  Vi ■+■ V* v» — °-dx. dx„

Dall’e.same dell’equazione 6) si vede che in ogni pmito- 
ilélla curva

f(x lxì x3) =  0,

per il quale non sia contemporaneamente

7) _3/ =  y  =  V
dx{ dx.z dx.ò

esiste sempre una e una sola tangente. Nei punti invece per



i quali sia
CAPITOLO II 65

^ L = dl ==dl
dxL dx2 dx3

ogni retta ha due intersezioni riunite: questi punti si diranno 
doppi se le rette per essi hanno solo due intersezioni ivi riu
nite con la curva f = 0 ,  multipli se ne hanno di più.

Sorge quindi la distinzione seguente:
1) Si chiamano tangenti proprie (o semplicemente tan

genti) le rette che hanno due intersezioni riunite con la curva
in un punto semplice di essa (punto per cui non si annul

lano contemporaneamente le 3T
dxt

2) Si chiamano tangenti improprie, le rette passanti per 
un punto doppio (o i-plo) della curva, che hanno ivi riunite due 
(o i) intersezioni con la curva.

Notiamo che l’insieme delle tangenti a una curva algebrica

=  0

costituisce un inviluppo algebrico, cioè le coordinate plue- 
ckeriane

u l9 ? u3

delle tangenti alla f(x Lx2x3) =  0, soddisfano un’equazione 
algebrica

F(ui ti2u3) =  0 .

Per costruire effettivamente quest’ equazione basta eli
minare xLx2x3 fra le tre equazioni

df df~ 3/
dxL dx2 dx3

che devono essere contemporaneamente soddisfatte, essendo 
un u 3 coordinate della tangente ilei punto (xi9 x2, x3) 
variabile sulla f(x lx2x3) =  0. La curva inviluppo F(ulti2u3) =  Q 
contiene i fasci delle tangenti improprie che hanno come 
centri i punti doppi (o multipli) 'della / .  Staccati questi fasci, 
che figurano nell’ equazione F  un certo numero di volte, 
resta la curva inviluppo delle tangenti proprie della /, e il

F. ENRIQUES 5
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grado della sua equazione nelle nu u2, u.3 ne designerà la
classe.

Per approfondire la distinzione fra tangenti proprie ed 
improprie, Togliamo mostrare che le prime si presentano come 
limiti di rette secanti o rette che uniscono due punti infini
tamente vicini della curva, nel senso dell’analisi infinitesi
male (1).

Infatti sia un punto P  di coordinate x n x21 x3J punto 
semplice della curva f (x lx2x.ò) =  0 : consideriamo la retta

8)
df df df

dx.t ya =  0 ;

questa passa per il punto P  in-quanto, essendo f  omogenea 
(di ordine n), per il teorema di Eulero è

df 3 / ,,
ai; * ' +  * . = ’> /(w ,>

e quindi la 8) è soddisfatta se al posto di yt, y2, y3 poniamo 
le coordinate .r,. x2, x3 del punto P  che appartiene alla 
curva. Ora il punto della curva infinitamente vicino al punto 
{x^x2 x3), ha le coordinate

x t +  dxL, x% +  dx2, x3 +  dx 3,

dove dxlt dx2, dx3 devon essere tali da annullare, a meno di 
infinitesimi d’ordine superiore, la

Ma
f( XL ■+- dxl, x2 dx2, x3 +  dx3) .

f(x L -1- dxi , x2 -+- dx2, x3 -f- dx3) =
df= f( x lx2x3) - h ^ d x l - df 7 df i■J-dx  3 ■dx3

dove e designa un infinitesimo d’ordine superiore; quindi, 
essendo f(x lx2x3) =  0, i differenziali dxi, dx2, dx3 devon esser

(l) La considerazione della curva come inviluppo delle sue tangenti, 
cioè luogo delle intersezioni di tangenti coincidenti (infinitamente vicine) 
si può far risalire a D escartes (Cfr. la lettera a D e B eaume in « Lettres 
de Descartes », t. I, p. 137, segnalata da Chasles « Aperçu historique.... » 
ed. 3 \ p. 97).
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tali che sia

dx,

Eisulta adunque

3/ T df . df _dx, -4— x— dx, -I- x— dx., — 0 . 1 dx2 * dx3

df df df
ĝ T (x i ■+■ dXi) ■+■ (x2 "t~ dxz) +  ĝ T (-̂ 3 +  ^a) =  0 ,

cioè la retta 8) passa effettivamente per il punto della curva 
f ( x lx2x3) =  0 infinitamente vicino a P.

La deduzione precedente, relativa alla curva / ,  si può 
anche svolgere col riferirsi ad una equazione f(xy) — 0 in 
coordinate cartesiane, così come si suole nelle applicazioni del 
calcolo infinitesimale. È lecito anche supporre che la tangente 
nel punto semplice P  non sia perpendicolare all’asse delle x, 
e quindi che la derivata

df
d y_ dx
d x ~ ~ d f

dy
sia finita, cioè che si abbia

£  +  0 .dy

In questa ipotesi l’equazione della tangente in P = (x 0y0) è

«)
dove

y  —  «o -+- « i ( x  —  x o)

(dy
«0 =  2/0, «1 =  \àx

V-V0
Se il punto P  viene assunto come origine delle coordi

nate, /  assume la forma

f(xy) =  al(tx -+- aaiy  -+- <f2{xy) d - .... -t- <ff(xy) .

dove (fi designa una forma d’ordine i; in tal caso l’equazione 
della tangente è

alox -h a oly =  0.

La tangente in un punto semplice P =  (x0y0) rappresenta 
in prima approssimazione, cioè a meno di infinitesimi d’or-
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dine superiore ad x —x0j la curva /(#y) =  0 nell’intorno dei 
punto P.

Infatti si ha, nell’intorno di quel punto,

y = ' j ‘ + {  S )0<*
con e infinitesimo d’ordine superiore rispetto x — x0.

Si può anche verificare direttamente l’enunciata proprietà* 
nel modo che segue :

Si metta in P  l’origine delle coordinate assumendo gli- 
assi in posizione generica; l’equazione della tangente sarà

al0x-h a01y =  0 con «l0=J=0, «01=f=0.

Osserviamo ora clié, per un punto della curva prossima 
all’origine, x e y sono infinitesimi dello stesso ordine: infatti 
se fosse, per esempio, y infinitesimo d’ordine superiore ad#, 
aiQx-\- a0iy sarebbe infinitesimo del prim’ ordine, mentre 
cp2, <p3,....<pn sarebbero infinitesimi d’ordine superiore, e non 
potrebbe quindi essere

C t l 0 X  -f- tf'oi?/ T2 •••• ' V n  --- 0.

Essendo x e y  infinitesimi del medesimo ordine, cp2 cpn,
e quindi anche rt103H-^01?/, risultano infinitesimi del second’or
dine (almeno). Si conclude che la distanza del iwnto (xy) dalla 
retta ai0x -f- ci0Ly, che è

1
V H- ®oi2

(«10sB +  a #1ÿ),

risulta pur essa infinitesima del second’ordine.
Si può approssimare ulteriormente la curva /  nell’intorno 

del punto P, tenendo conto degli infinitesimi d’ordine 2, 3,...., 
mediante le parabole osculatrici d’ordine 2, 3,.... Infatti essendo

' di
dy __ dx
^  —— jg ’

dy
3 f

con —- =]=_0  ̂ esistono, e sono finite, nel punto, tutte le derivate 
successive della funzione implicita y(x), e quindi vale nel--
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1’ intorno del puntò x0 la cosidetta form ula del T aylor  
abbreviata:

10) y =  a0 aL (x — x0) -\- a2 {x — rr0)2 -f-.... 4- ar(x — x0Y -+- e
dove

1 iVy 
% ! clx1

ed e designami infinitesimo d’ordine superiore ad (x ~ -zoy . 
L’equazione

y.— a .-h a ^ x  — x0) -1- a, (a — x0)r

rappresenta la parabola cV ordine r osculatrice alla curva nel 
punto P, cioè la parabola y = f{x) che può essere determinata 
dalla condizione di possedere in P  un contatto (r +  1) — punto. 

Nel caso particolare in cui

a2 =  ....=  ar =  0 ,

la parabola osculatrice d’ordine r si riduce alla retta tangente 
(completata con la retta all’infinito contata r — 1 volte); 
pertanto una tangente che abbia con la curva un contatto 

'( r - f -1 )- punto porge un approssimazione della curva stessa a 
meno di infinitesimi d’ordine r -j-1.

Nota. La questione di rappresentare con successive appros
simazioni l’intorno di un punto semplice di una curva alge
brica, si presenta in N ewton (!), il quale adopera a tale scopo 
un diagramma, noto sotto il nome di parallelogramma di 
Neivton, che dà il modo di formare praticamente le succes
sive equazioni determinanti i coefficienti Queste conside
razioni hanno posto nella storia delle origini del calcolo infi
nitesimale, segnando in sostanza la scoperta della derivazione 
delle funzioni implicite, che N ewton per primo ebbe il merito 
di considerare, riferendosi a casi concreti di funzioni alge
briche. Nella scuola stessa di N ewton, Taylor e Mac-Laurin (2) 
spinsero più avanti il problema della rappresentazione di una 
curva algebrica /  nell’ intorno di un punto, considerandone 
la rappresentazione per mezzo della serie infinita a cui conduce

(L) « Methodus fluctionum serierum infmitarum ». Londra, 1736.
(2) B. T aylor . « Methodus incrément orimi direota et inversa ». Londra, 

1717. - « C. Mac-Laurin. A treatise of iluctions ». Edimburgo, 1742.
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il processo di approssim azioni accennate (Serie di T aylor  
e di M ac- La u r in ).

Qui g iova avvertire d ie  effettivam ente la anzidetta serie

y =  <h -+- (h(x — *«) -+- •••• -+* — æ0Vh- ....

converge in un intorno sufficientem ente piccolo di x0, e rap- 
presenta in esso la funzione y ( x ) ,  cioè che le parabole oscu
latrici d’ ordine crescente hanno per lim ite la curva in un 
intorno finito del punto di contatto. Per i rami reali, a cui 
solo si riferivano i geom etri prima del secolo X I X , la cosa  
si può verificare applicando i criteri che a tale scolio si svol
gono nella  analisi infin itesim ale; ma il problem a si tratta più  
sem plicem ente nella teoria delle funzioni di variabile com 
plessa, nel senso di C a u ch y  e di P u ise u x , com e vedrem o  
più avanti.

11. Plinti doppi. — N el paragrafo precedente abbiam o  
visto  che: condizione perchè la curva

f(x lxìx3) =  0

am m etta un punto doppio (o m ultiplo) è che le tre equazioni

df  =  dL = dl  =  0
c x L d x 2 d x 3

abbiano una radice comune, e quindi che si annulli la loro  
resultante, cioè il d i s c r i m i n a n t e  della / ,  che — in base a un  
noto teorem a sulla r e s u l t a n t e  — viene di g r a d o  3(?i — 1 ) ~  nei 
coefficienti di / .

In  altro aspetto si presenta la questione di riconoscere  
se la curva /  possegga com e punto doppio un punto 0  in 
posizione assegnata. Qui g iova  assumere coordinate cartesiane  
e porre l’origine nel punto 0 .

Se la f v X ì j )  =  0 passa per l’ origine, nel polinom io

f ( x g )  =  a i}Q 1~ «lo®-l-0o1ÿ+* a ,0 æ *  H- -I- .... +  «0„ y

deve mancare «u0.
Consideriam o una retta per 0 :
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le sue intersezioni con la f(xy )~ Q  si ottengono risolvendo 
l’equazione

1) x((tU) -I -  «„,«) -I- x“(ai0 -I- «nîe 4- ffts«2) +  .t:,(«30 -1-....) +  .... =  0 

risultante dalla eliminazione della y fra le due equazioni

f{xy) — 0
e

y =  ax.

Se la retta y — ax è tangente alla curva, deve avere, 
nell'origine, due intersezioni riunite con essa, e quindi x — 0 
deve essere radice doppia della 1), cioè deve essere

«10 -I- «0l5C =  0.

Quindi se uno almeno dei coefficienti al0 e «01 è diverso 
da zero esiste un’ unica tangente nell’ origine, tangente che,
avendo per coefficiente angolare a =  — , ha per equa-

« 0 1

zione l’insieme dei termini di primo grado della /  ugua
gliato a zero, cioè

«10 * +  «01 ̂  =  0 .

Invece, se «10 =  «01 =  0, qualunque sia il valore di a la 1) 
comincia col termine in ar, quindi ogni retta y =  ocx ha, con 
la curva, due intersezioni riunite nell’origine.

Adunque condizione perché l’origine sia un punto doppio 
è che

«10 =  «0i==0 :

Consideriamo ora una curva

f{xy) — 0

che abbia l’origine come punto doppio : la sua equazione sarà

2) «20 *2 4- «1, xy -I- «02ÿs -H «30.t3 4-.... =  0.

Oi proponiamo di esaminare se esistono rette passanti per 
l’origine e aventi ivi — non due — ma tre intersezioni riunite. 

Supponiamo che
3)
sia una retta siffatta.

y  =  ax
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Eliminando la y dalle 2) e 3), si ha l’equazione

^(^20 aa a (t02u2) “H &3(a30 “+“ ••••) ”H .... =  0 ,

che per ipotesi deve avere # =  0 come radice tripla. Condi
zione perchè questo sia è

4) a20 -h au oc +  (t02«2 =  0.

Siano ocl e a2 le due radici di quest’equazione: allora 
le due rette

y =  ai*
y =  oc2x

hanno con la f(xy) — 0 un contatto tripunto, e sono le uniche 
rette siffatte, tranne il caso che sia

2̂0 -- 1̂1 --  0̂2 --
nella quale ipotesi tutte le rette per l’origine avranno tre 
intersezioni riunite, e l’origine non sarà più propriamente 
un punto doppio, ma un punto triplo per la curva.

Le due rette osculatrici

y =  a,x

chiamansi tangenti principali del punto doppio. Notiamo che 
il loro insieme costituisce una conica degenere, che ha per 
equazione i termini di secondo grado della f(xy) uguagliati 
a zero, cioè

a20x2 -\-aLixy -\-a02y2 =  0.

Le due tangenti principali in un punto doppio saranno 
distinte se

an2 — 4tt20̂ 02-4=o,

saranno invece coincidenti se

aiL 4:a20a02 — 0.

Chiamasi nodo (e talvolta anche semplicemente punto 
doppio) il punto doppio per cui le due tangenti principali 
siano distinte, cuspide il punto doppio di cui le tangenti
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principali coincidano. La distinzione di queste due specie di 
punti doppi, e i criteri analitici che vi corrispondono, risal
gono al D e G üa  (op. c., 1740).

Osservazione. Se i coefficienti della f(xy) sono reali, secondo
chè

i due valori di a sono reali o immaginari: quindi dal punto 
di vista della realità i nodi si possono distinguere in nodi 
propriamente detti, quando le due tangenti principali sono 
reali, e in punti isolati, quando le due tangenti principali 
sono immaginarie.

Singolarità duali. Al punto doppio di una curva risponde 
per dualità la tangente doppia e precisamente:

1) Al nodo corrisponde la tangente doppia propriamente 
detta a contatti distinti (reali o no), che cadono generalmente 
in punti semplici della curva. Oome caso particolare può acca
dere che uno dei punti di contatto si sovrapponga ad un 
nodo, e la tangente tocchi allora un ramo del nodo stesso/

2) Alla cuspide ordinaria corrisponde la tangente di 
flesso avente un contatto tripunto in un punto semplice della 
curva (punto di flesso o flesso).

Nota. Aggiungeremo ora alcune osservazioni sulla rap
presentazione approssimata d’una curva nell’intorno d’un 
punto doppio.

Anzitutto: nell’ intorno di un nodo la curva può essere 
sostituita a meno di infinitesimi d’ordine superiore dalle sue 
due tangenti principali.

Supponiamo per comodità il nodo posto nell’origine, e 
gli assi orientati in modo da non coincidere con nessuna 
delle due tangenti principali. Scriviamo V equazione della 
curva, mettendo in evidenza i termini di secondo grado, nella 
forma

■ (y — atx){y — a4®) +  ? ,(xy) -+- •••• -I- ?» (®ÿ) - o, (aL =j= =(= 0),

dove y:t{xy) rappresenta* il complesso dei termini di terzo 
grado,.... yn(xy) il complesso dei termini di grado n~eHmo.'

Si può svolgere un ragionamento analogo a quello che 
si riferisce al caso dei punti semplici nel § 10. Siano x e y
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e coordinate di nu punto della curva vicino al punto doppio 0 ' 
sarà allora

5) (y — oiLx)(y — x2x) -t- cp3{xy) .... +  t«(*2/) =  0.

Anzitutto debbono essere x e y infinitesimi dello stesso 
ordine, altrimenti il prodotto (y — a ^ i y  — z.,x) sarebbe infi
nitesimo d’ordine inferiore alla somma degli altri termini. Si 
deduce cbe l’anzidetto prodotto (y — a4 x)(y — a, a:), comparato 
ad x, è un infinitesimo del terz’ordine almeno; ma non potendo 
essere

y — ai®, y — <*2x

entrambi infinitesimi d’ordine superiore al primo (perché 
(aq— ot2)x è infinitesimo del prim’ ordine), una delle due dif
ferenze

V — y —

sarà infinitesima del second’ordine (almeno).
Se osserviamo ora cbe l’equazione

f(xy) =  0 

ba, per x infinitesimo, due radici

y = yn y = y,
prossime allo zero, si conclude cbe nell’ intorno del punto 0 , 
i punti della curva si distinguono in due categorie, cioè 
nei punti le cui coordinati x, y rendono infinitesimo del 
second’ ordine

y — v-ix,

e in quelli cbe rendono infinitesimo del second’órdine

y — a2x.

Si ba così cbe, nell’intorno di 0, vi sono punti della 
curva cbe distano di infinitesimi del second’ordine in parte 
dalla retta

y — ^ x  .
e in parte dalla retta

y =  aìx.

Cioè: nell’intorno del nodo la curva può èssere approssi-
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mata9 a meno di infinitesimi del second9 ordine, dalle sue tan
genti principali.

Oiò posto si può dire che 1’ equazione f{xy) =  0, conside
rata in un intorno finito sufficientemente piccolo del punto 0 , 
definisce due funzioni implicite distinte

V =  2 /»
y =  y M ,

che, per valori reali o complessi di æ, sono prossime la prima a

e l’altra a
y =  ai®

y =  &2x.

Codeste funzioni rappresentano due curve distinte nel
l’intorno dei punto 0 , che si chiamano rami della curva.

Le' tangenti
y =  y — a2x

che hanno servito a separare i due rami li' rappresentano 
anche, come si è visto, in prima approssimazione, cioè a meno 
di infinitesimi d’ordine superiore a x ; ora è facile riconoscere 
che ciascuna delle due funzioni yL(x), y2(x), ammette le deri
vate successive, e perciò i due rami suddetti possono venire 
rappresentati con approssimazioni d’ordine crescente mediante 
parabole osculatrici allo stesso modo dell’intorno di un punto 
semplice. Se non si vuol ricorrere all’analisi degli ordini di 
infinitesimo, si ottiene effettivamente l’equazione della para
bola di second’ordine osculatrice al primo ramo, cioè avente 
con esso un contatto tripunto, scrivendo l’equazione

6) ÿ =  M*,
(parabola tangente alla retta y =  xlx) e determinando 3t in 
modo che questa venga ad avere quattro intersezioni riunite 
con la f(xy) — 0 nel punto 0.

Posto

7) JW) =  (y — xi ®)(y — «*») +- <p8(*y) +•••• ■+■
% =  cn x3 -i- ol x-y -l- c, x if -+- c3 y3,

si deve annullare il coefficiente di x3 nella equazione resili-
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tante, ottenuta eliminando la y fra le 6) 7); si trova così

8) Pi =  “
■ 0, a,

K  — *2 4= °) ■

In modo analogo si possono determinare le successive 
parabole osculatrici ai due rami della curva per 0 ; si può 
anche riconoscere che le parabole osculatrici al primo (e così 
al secondo) ramo hanno per limite il ramo stesso in un intorno 
finito di 0 , cioè che in quest’intorno i due rami yjjc) e y2(x) 
sono rappresentati da sviluppi in serie di T a y l o r  convergenti. 
Ma non ci arrestiamo su questo punto che dovrà essere chia
rito più tardi sotto un aspetto più generale (libro 4°).

Importa ora osservare che le cose dette per il nodo 0 
cessano di valere ove il punto doppio divenga una cuspide; 
nel qual caso, essendo ai — a2, si ha una sola retta osculatrice 
e quindi manca il fondamento della distinzione dei due rami 
stabilita di sopra.

Per approfondire lo studio della cuspide, supponiamo che 
laf(xy) =  0 possegga una cuspide nell’origine 0 ; si avrà

f(xy) =  (y — ax)2 -+- <p:ì(xy) + .... -+- ?n(xy) — 0 ,

o, prendendo come asse delle x la retta osculatrice (tangente 
cuspidale) y — ax, .

9) /(*.»/) =  r  -1- ?.•) W) -i- •••• -+- ?» (®y)-— °  •
In generale la particolarizzazione imposta al punto doppio 

di diventare una cuspide, non porta che la tangente cuspi
dale (in cui vanno a coincidere le due tangenti principali) 
debba avére un contatto più che tripunto con la curva/; infatti 
se nella 9) si fa y =  0 resta in cp3 un termine in x3 che in 
generale avrà un coefficiente diverso da zero. Una cuspide per 
cui la tangente cuspidale ha contatto tripunto (e non d’ordine 
superiore) con la curva, si dice cuspide ordinaria.

Nell9 intorno di una cuspide ordinaria 0 la curva f non 
può essere separata in due rami distinti

y^= y& )
y =  yM ,

per i quali esistano due diversi sistemi di parabole oscula-
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trici ; infatti due parabole dello stesso ordine dovrebbero avere 
in 0 la stessa tangente, e allora questa avrebbe un contatto 
quadripunto con la curva composta delle due parabole e 
quindi con /.

Il significato analitico della osservazione precedente è 
che l’equazione f (x y )~  0, nell’intorno del punto 0 , non defi
nisce più due funzioni implicite distinte y — yfx), y — y2(x), 
corrispondenti a due rami della curva, ma invece una sola 
funzione a due valori, questi valori scambiandosi l’uno nel
l’altro quando si compie un giro con la variabile complessai 
intorno al punto i  =  0.

Ciò si verifica immediatamente per la curva

y2 =  fci3,

che rientra nel tipo 9) ed ha appunto una cuspide ordinaria 
in 0 ; infatti posto

x =  pe'lQ ( i= V — 1)
si avrà

3i9
y1 =  H-VfcVp«2

3m
1,2 =  — Vfc Vpe 2 ,

e facendo aumentare 6 di tc, yL e y2 si scambiano fra loro.
Ora riprendiamo l’equazione generale 9) e poniamo

%(vy) =  — +  Gì v'y  -1- C2Xìf -+- c3 i f  (— k =  C0 4= 0) ;

dimostriamo allora che la cubica y2 =  7cæ3, porge una rappre
sentazione approssimata della curva 9), sicché i due valori 
delia funzione implicita y(x) definiti dalla 9) vengono a scam
biarsi come i precedenti yu y2 per un giro della variabile com
plessa x intorno ad x =  0.

La dimostrazione anzidetta si svolge come segue. Anzi
tutto, come nel caso generale in cui f  contiene la forma di 
secondo grado cp 2  =  ( y  — o LL x ) { y  — a2a;), si ha che <p2 =  y 2 è 
infinitesimo d’ordine maggiore od uguale a tre rispetto ad x; 
ma, poiché — per ipotesi — il coefficiente del termine in x* 
è — h =|=0, si deduce che y2 è infinitesimo dello stesso ordine 
di x \  mentre tutti gli altri termini di <p3, cp4.... sono infinite
simi d’ordine superiore. Ora se nella 9) si sostituisce ad y
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imo dei due valori clie diventano inlinitesimi con x, la 9) 
diventa un’ identità, e perciò debbono annullarsi separata- 
niente le parti infinitesime di diverso ordine; segue di qui 
che y2 — Tea;3 è un infinitesimo d’ordine superiore a tre, cioè 
la curva y2 =  lcx3 porge un’approssimazione della /  a meno 
di infinitesimi d’ordine superiore a tre.

Osservazione. Ad illuminare le considerazioni precedenti 
giova confrontare la curva y2 =  lex3 alla

?/2= k*

che ha in 0 un punto semplice ed è tangente all’asse delle y\ 
nell’intorno di o; =  0 anche la equazione y2 =  lcx definisce 
due valori yL e y29 che similmente si scambiano per un giro 
della variabile complessa x intorno ad x =  0.

L’intorno di 0 sulla parabola ÿ2 =  7co;, come quello rela
tivo alla curva/, costituisce dunque un unico ramo; e vedremo

più tardi che questo può Â enire rap
presentato da una serie y(x) proce-

ì
dente per le successive potenze di x l .

Si può aggiungere che la curva 
y2 =  lex3 (o la / )  avente in 0 una 
cuspide ordinaria, può ritenersi come 
limite (per e =  0) di una curva dotata 
di nodo

y2 =  sor -J- lex3
2-(love il punto % =  — , y =  0, puntoolC

di contatto delia tangente, parallela 
all’ asse y, x =  — ̂ , viene a sovrap
porsi al punto (loppio 0. Una imma
gine fisica di questo passaggio al 
limite si può avere considerando le 
curve suddette nel campo reale : un 
filo a forma di nodo, come è indi
cato nella figura, si può trasformare 
in una cuspide ove si tirino i due 

capi fissando uno spillo nel punto P.
Allora si vede (riferendosi alle due curve disegnate nella
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figura) elle i due archi AO, BO aventi per estremo comune 
la cuspide sono limiti dei due archi AOT, BOT aventi per 
estremo comune il punto semplice T.

12. Punti multipli. — Ricordiamo che un punto P  della 
curva f(xy) =  0 si dice r-plo quando ogni retta passante per 
esso ha ivi r  intersezioni riunite con la curva.

Vediamo quali sono le condizioni perchè la

1) f(vy) =  Zaihwyk — 0

abbia un punto r-plo nell’origine. Affinchè ciò sia, occorre 
che ogni retta
2) ' y =  a.x

abbia r intersezioni con la curva, cioè che l’equazione

«00 ( « 10 “t“ «01®)* ■+■ («go H-  « il®  A -  «02 0 C ~ )X2 - 1-  .... -H

•+• («„o ■+■ «r-1,1& ■+■ .... -+- ry/).cr .... =  0,

che si ottiene eliminando la y fra le 1) 2), abbia x — 0 come 
radice multipla d’ordine r ; deve quindi essere

« 0 0  « 1 0  « 0 1    ••••   « ) ’- l ,  o —  » .. .  ----- « 0 ,  ?'-l —  f i  •

Vale a dire: condizione perchè la f(xy) =  0 abbia nell’ori
gine un punto r-plo è che il polinomio f non contenga termini 
di grado inferiore ad r.

Per trovare poi quali sono le condizioni perchè sia r-plo 
un punto P  qualunque (non all’infinito) di coordinate

x =  a y =  b,

ci si riduce al caso precedente trasportando P  nell’origine 
con la trasformazione di coordinate

Poiché

 ̂ X =  X -+- «
\ y  — y'A-b.

_  i  di+kf
Hk =  ÏW . W fx h ’

si deduce elle : un punto r-pio di f (r >  1) è caratterizzato
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dall’annullamento simultaneo di f e delle sue derivate fino all’or
dine r — 1 (inclusive).

Queste condizioni si estendono, con passaggio al limite, 
per i punti all’influito. Ma anche direttamente è facile deter
minare le condizioni perchè un punto all’infinito sia mul
tiplo d’ordine r p e r / ;  basterà determinare queste condizioni 
nel caso che il punto in questione sia il punto all’infinito 
di uno degli assi x o y, giacche ci si riduce sempre a questo 
caso con un conveniente cambiamento di assi.

Si trova: 
condizione perchè la curva

f(xy) =  0

al)l)ia come r-pio il punto all’ infinito dell’ asse x è che nel poli
nomio f(xy) manchino i termini di grado ^> n — r ripetto ad x.. 

Infatti l’equazione
f{xìi) — 0 ,

le cui radici danno le intersezioni della f(xy) con la retta

y — h

parallela all’asse x, deve avere r delle sue n radici riunite 
all’infinito e quindi deve ridursi al grado n — r, sicché nel 
polinomio f(xy) la massima potenza di x deve essere n — r.

Analogamente : condizione perchè sia r-pio il punto all’ in
finito dell’ asse j  è che nel polinomio f(xy) la massima potenza 
di j  sia n — r.

La condizione perchè sia r-plo il punto all’infinito di uno 
degli assi, si può dedurre da quella riguardante l’origine. 

Introduciamo al posto delle coordinate cartesiane x e y 
x xle coordinate omogenee —, —, passando così all’equazione
x s

f(x i X2Xs) =  =  2arspV.Lrx2sx f  =  0 ,

dove arspj (r-]-s-\-p =  n), designa il coefficiente indicato prima 
con ars. Noi sappiamo che condizione perchè sia r-plo il punto 
x — 0, y — 0, cioè il punto

xL =  0 x2 =  0 x.A =  l
è
^00n= Wo,l, n—1 — a \ t o , n — 0̂, r—1, =  =  1,'0, n—r-i-1— fi
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cioè occorre che siali nulli i termini che contengono x3 a 
potenza maggiore di n — r. Scambiando fra loro x2 e xs si 
trova che condizione perchè sia r-plo il punto (010), cioè il 
punto all9infinito dell’asse ?/, è

(lQ,n, 0 :==: «0, n—1, 1 —■ •••• —- d'r— 1, n—r-hi, 0 11=1 0 ,

ed invece scambiando fra loro xL e x:ì si trova che condi
zione perchè sia r-plo il punto (100), cioè il punto all9 infinito 
dell’asse x, è

Q'n, 0, 0 —— fl'n—1, 1, 0 ——-, ••••   Mn—r \-l, r - 1, ()—: ••••   r-f-1, 0, r — 1 :—: 0 •

Infine noteremo che: le condizioni per resistenza d9 un 
punto r-pio (r >  1) della curva f(xL x2 x:ì) =  0, rappresentata in 
coordinate omogenee, si esprimono in generale annullando 
— nel punto — le derivate d9ordine r — 1 di fx :

3 - 1/  
3:ri'3;r.2/t3 xzk 0 . (i -b li -\-lc =  r — 1)

Infatti, per xi = x 2 =  0, æ;J =  1, si verifica che queste 
derivate si riducono — a meno di fattori numerici — ai 
coefficienti di /  sopra indicati. E, quando si tratti di un altro 
punto~qualunque, basta effettuare un cambiamento di coor
dinate, portando in esso ,il punto (001).

Alle suddette condizioni si arriva anche direttamente col 
metodo di Ioachim sthal (r) cercando le intersezioni di /  colla 
retta luogo dei punti

xi — Mit +  [i** ?
che congiunge (?//) (0,). Infatti le intersezioni suddette si otten
gono annullando la /(XyA-b , Xy2-bgs2, Xy3-b[i£3) svilup
pata per X, [x colla formula binomiale; se X =  0, (i =  l  deb
bono dare una radice ?*-pla per valori fìssati delle yu qua
lunque sieno le zu si deducono appunto le condizioni perchè (yt) 
sia inulto r-plo.

Chiamiamo tangenti principali in un punto r-plo di una 
curva le rette passanti per il punto e aventi ivi riunite 
(almeno) r - b l  intersezioni con la curva.

(4) Journal f  tir Math. Bd 33, pg\ 371, (1816).

F. ENRIQUES 6
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Vediamo quante siano e come si trovino queste tangenti 
principali.

Supponiamo per comodità die il punto r-plo sia l’origine: 
allora l’equazione della curva è

3) f(xy)=:aroxt -\-a,—i^ x 1 ~ly - { - a Q ^ 1 -\-ar+.itQXì + 1 aony ==0.

Se la retta passante per l’origine

4) ì) —

lia r +  1 intersezioni con la/(æÿ) =  0, l’equazione

X* (cir> 0 +  (l>r—1,1 2 +  .... +  (l’O, r Ct.1 )
-f-.Æî+1 (cir+±t 0 +  ((r, 10C-\- .... + ^ 0,r4-ia’ +1) +  •••• 0 ?

che si ottiene eliminando la y fra le 3) 4), ha x =  0 come 
radice (r-hl)-pla; quindi: condizione perchè la retta y — xx sia 
una tangente, è
5) ar0 +  ar-i,ix  +  .... H- a0,.ar =  0.

Siccome esistono r valori di % che soddisfano la 5), così 
in un limito r-plo esistono r tangenti principali; tangenti 
che, naturalmente, possono esser tutte distinte, o anche — a 
gruppi — coincidenti.

Osserviamo inoltre che il complesso dei termini di grado r 
di f(xy), uguagliato a zero, dà l’equazione

a,.0x' -1- a,—x} \ X* 1y -f-.... -\- (t0ry '=z 0 ?

che rappresenta le r tangenti principali nell’origine.
In particolare una curva (V ordine n, che abbia in O un 

punto n-plo, si riduce a n rette per O, costituenti le sue n 
tangenti principali.

ìfotiamo infine che, se 1’ origine e un punto r-plo, e non 
di molteplicità più elevata, i coefficienti «Vo, ar~1,1? ....a0r non 
posson essere tutti nulli, e quindi l’equazione 5) non può 
ammettere più di r radici. Si deduce che: condizione perchè 
un punto sia r-plo è che esistano per esso r rette, e non più 
di r, aventi ivi r -j- 1 intersezioni con la curva.

Nota. L’analisi fatta nel caso del punto doppio si ripete 
in modo affatto simile per il punto r-plo.
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In un punto r-plo (x =  0, // =  0) a tangenti (principali) 

distinte vi sono r rami (lineari) della curva toccati appunto 
da queste rette e distinti fra loro; per ogni ramo vi sono para
bole osculatrici di tutti gli ordini ecc.

Invece la funzione implicita y(x) clic, per assi in posizione 
generale, lia r determinazioni nell’intorno del punto æ =  0 ,

' può dar luogo ad un numero minore di rami (superlineari) 
nell5ipotesi che le r  tangenti principali non siano distinte.

Supponiamo dapprima che tutte le r tangenti coincidano 
ìli un’unica tangente a contatto (r -\- 1) - punto (e non più 
«elevato), .tangente che può assumersi come asse x. Allora 
l’equazione della curva si riduce alla forma

y"— hxr+1 +  G^x/y + .... H- CryvH- + .... +  <pn =  0 ,

«dove 7v=j=0. In tale ipotesi lo stesso ragionamento fatto per 
il caso della cuspide (§> 11) iiermette di dedurre che, per i 
punti della curva appartenenti all’ intorno dell’origine, y}' è 
infinitesimo d’ordine r + 1  come xr+\  e di ordine inferiore 
a tutti gli altri termini, quindi i f  —  h x r+1 è infinitesimo d’or- 
dine superiore ad r - h l .  Si conclude che la curva f  nell’in
torno dell’origine, può essere approssimata dalla curva

i r = k v + i ,
la quale si può ritenere come limite — per e — 0 — della

y r —  z x ' ~ l y  +

elle ha nell’origine un punto r-plo a tangenti distinte.
Segue da ciò che gli r valori della funzione y(;x) formano 

un solo ramo (ramo cuspidale ordinario d’ ordine r), dove la 
retta che va da un punto qualunque all’origine 0 apparisce 
come limite di r tangenti per il punto; l’unicità del ramo 
per 0 è d’accordo con l’osservazione geometrica che se vi 
fossero due rami tangenti all’asse x, questo avrebbe un con
tatto più che (r +  1) - punto con /.

Supponiamo in secondo luogo che fra le r tangenti prin
cipali della /  nel punto r-plo 0 , ve ne siano s < r ,  (s >  1), 
coincidenti in un’unica retta con contatto (r-l-1) - punto, 
'retta che assumiamo come asse delle x: l’equazione della 
curva diventa

<>) ÿ(y — «av) .... (?/ — o0xv+1 - i - .... =  o
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dove
+  C'o=t=t)-

In tale .ipotesi fra gli r valori della fnnzioue implicita y(x) 
che diventano infinitesimi con x, ve ne sono s per cui y è 
infinitesimo d’ordine superiore ad x (mentre i rimanenti sono 
vicini ad cqæ,....); divisa per xr~s la G) diviene

V' — “ij •— ^  sì +  CoV'+1 +• •— =

nella quale il prodotto ^  — oq j .... — ar_,j è prossimo a una
costante D0 per i valori di y corrispondenti al ramo tangente 
all’asse x.

Pertanto, come nel caso precedente, si conclude che if è
Cinfinitesimo dell’ordine di æ'+1 e, posto li =  — , y '— hx^'1 è

infinitesimo d’ordine superiore a xs+1.
Ooncludendo: se nel punto r-pio 0 vi è una tangente prin

cipale s-pia con contatto (r +  1) - punto la curva f possiede 
un ramo (cuspidale d’ordine s) tangente all’asse x, rappresen
tato approssimativamente dalla curva y' =  1cx'+1.

I casi esaminati non esauriscono lo studio delle singo
larità delle curve algebriche, ma costituiscono soltanto le così 
dette singolarità ordinarie. Un punto r-plo si dice costituire 
una singolarità ordinaria se ha r tangenti distinte, oppure 
se possiede tangenti principali multiple aventi con la curva 
un contatto (r-f-1) - punto e non più elevato.

Nel caso delle singolarità straordinarie, consideriamo un 
ramo tangente nell’origine all’asse x, l’analisi infinitesimale 
permette subito di concludere che per i inulti di esso vi 
sono almeno due termini dell’equazione f(xy) =4) che diven
tano infinitesimi dello stesso ordine minimo; sarà per 
esempio xayh infinitesimo come xey^ dove « >  c, b <  d; allora 
dividendo per xcy(l, e ponendo [i =  a — c, v =  b — rf, si troverà 
che x l è infinitesimo come ?/v, dove \x >  v, e si dedurrà che 
l’ anzidetto ramo può essere approssimato con una curva 
del tipo:

y J =  lcx'L.

Una tale curva dotata d’un punto v-plo straordinaria
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per possiede effettivamente un solo ramo se.(Ji e v
sono jirimi fra loro, altrimenti consta di più rami che pos
sono approssimare uno o più rami della curva /.

Osserveremo infine che per dualità:
1) Al punto r-plo a tangenti distinte corrisponde la 

tangente r-pla propriamente detta con r contatti distinti.
2) Ai ramo cuspidale ordinario d’ordine .v corrisponde 

la tangente (s +  1) - punta in un punto semplice.

Per notìzia storica aggiungiamo che l’ approssimazione 
delle curve in un punto singolare, la quale non aveva dato 
luogo ad una speciale analisi per parte di N ewton,'s’incontra 
nell’opera citata di D e Gua (1740), il quale cadde in un errore 
rilevato da E ulero (Acc. Berlino, 1749) e Cramer, ritenendo 
la prima approssimazione sempre sufficiente a caratterizzare 
i punti singolari; il tema è stato svolto poi da Cramer e da 
Puis eux con la introduzione degli sviluppi in serie di potenze 
fratte, come vedremo nella teoria generale delle singolarità 
(libro 4°).

13. Curve passanti per punti assegnati. — I coefficienti 
dell’equazione di una curva f(xy) =  0 si possono ritenere come 
parametri, o coordinate omogenee, da cui dipende la posizione 
della curva eutra la famiglia di tutte le curve dello stesso 
ordine tracciate nel piano (P lucker); invero l’ equazione 
/ =  0 dipende, non da questi coefficienti, ma soltanto dai loro 
mutui rapporti.

Se una curva

■I) .fW ) — ««0®”' “H «■n~uV’'~1y -I- •••• +  «00 =  0 ,

o, in* coordinate omogenee,

f(x L x., x3) =  S a ^x^x*  x.J (i+Jv +  l — n)
(aiki — «,■*)

deve passare per un 'punto, sostituendo le coordinale di questo 
nella equazione 1) si ottiene una condizione lineare nei coef
ficienti di / .  Ora i coefficienti am di una forma ternaria sono 
fanti quante sono le combinazioni con ripetizione di 3 elementi
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ad n ad », cioè

/ » - | - 2 \ ( ii.h - 2)(h . - | - 1) h ( i i  +  3) 1
( 2 ) — " 2~ — 2 + 1 »

ciò si esprime dicendo clic il sistema (lineare) delle curve
,, , „r n(h+ 3) . .d’ordine n ha N = ---------  dimensioni.li

Una curva (l’ordine n può quindi-essere''determinata, entro 
questo sistema, mediante N  condizioni lineari in dipendenti.

In particolare esiste una curva del piano determinata dalla 
condizione di passare per N punti generici (xl y j), (x.2y ,)..... (®NyN) • 
l’equazione della curva ò

X” ?/ ..•• y “ x 1 xH~2 y ... . y ‘l~l .....
a ,’1-1 ?/, ••- ih'1 *,"-1 r u~2 ìi x r  //1... .... xL »/, 1

■V•V1 ?/.v V 1 *̂Ar y y  *. . . y / - 1....-Vylhv  1

I minori di questo determinante, complementari degli 
elementi della prima linea, son proporzionali ai valori dei 
coefficienti aih desunti dalie equazioni di condizione

f(cc,y,.) =  0 0  =  1,

proveremo che la 2) non si riduce a un’identità, cioè che gli 
anzidetti minori della prima linea non sono identicamente nulli 
quando (x^yj, (#22/J,....(av?/iY) sono punti generici del piano, e 
perciò N  punti generici determinano una curva che passa per 
essi, mentre gruppi particolari di N  punti, le cui coordinate 
annullino insieme i predetti minori, apparterranno ad infinite 
curve d’ordine n, caso di cui più tardi vedremo numerosi 
esempi.

Si prova che i menzionati minori non possono annullarsi 
per valori generici di x ^ y n  x.2 ?/2,.... x N y Y , facendo vedere che 
essi non s’annullano identicamente in corrispondenza a valori 
arbitrari di codeste coordinate. Infatti se uno di questi deter
minanti deve essere identicamente nullo, considerando in esso
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le come variabili, si deduce che saranno identicamente 
nulli i suoi minori complementari della puima linea, che sono 
minori d’ordine N  — 2 del determinante 2). E chiaro che 
questa osservazione fornisce un procedimento ricorrente, per 
cui il supposto annullamento identico del determinante 2), 
dove xiyn ....xì{__1yN._1 abbiano valori arbitrari, porta l’annul
lamento dei termini dell’ultima linea, il che è evidentemente 
assurdo.

Il passaggio di una curva per due punti distinti A e B 
equivale, come abbiamo detto, a due condizioni lineari; se si 
fa variare il punto B avvicinandolo ad A in una direzione^ 
determinata, al limite le due condizioni permangano, cioè la 
condizione imposta ad una curva di passare per un punto ed 
avere ivi una data tangente equivale a due condizioni lineari, 
che si possono considerare come esprimenti il passaggio della 
curva per un punto (proprio) A e per un punto (improprio) B , 
infinitamente vicino ad A .

Infatti, siano x\x2x.l le coordinate del punto yt, e

a i x l -}- a , x 2 +  a 3x :ì =  0 ,

l’equazione della retta che debba essere Cingente in A alla 
curva/. Sarà allora, per xL=^xn x2 =  x.>, x;ì =  x:ì,

3) d f  . _  3 /  . _  3 /
d x L ' (t i d x 2 * <( 2 d x ,

a ,.

Siccome le derivate contengono linearmente i coefficienti 
aikl della /, così le 3) ci danno due equazioni lineari cui sod
disfano i coefficienti aih1, equazioni che esprimono la condi
zione necessaria e sufficiente acciocché la curva /  passi per 
il punto A e abbia ivi la tangente assegnata.

Analogamente avremo che anche il passaggio per v punti 
infinitamente vicini, succedentisi sopra una parabola d’ordine 
r — 1, portée v condizioni lineari, cioè i coefficienti di una curva 
che passi per un punto A e abbia quivi r intersezioni riunite 
colla parabola suddetta, debbono soddisfare a r equazioni lineari 
caratteristiche.

Supponiamo per comodità che il punto A sia l’origine. 
Sia

y =  l>Lx -i- b.,x2 q- .... H-1))—
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1’equazione della parabola d’ordine r — 1, osculatrice in A 
alla nostra curva f(xy) =  0, che per semplicità supponiamo 
non si riduca a una parabola d’ordine inferiore completata 
dalla retta all’infinito.

La risultante delle due equazioni

e
y — bLx -t- 1)./X2 +  by

dovrà avere come r-pla la radice x =  0. Ora questa risul
tante è
4) y>aikz\l)Lx-\-b2x2 ....

che, ordinata per le potenze di x, possiamo scrivere

4) A 0 -{- ALx -l- .... -J— An(,—D®n{ì l) i=: 0
dove i coefficienti A 0, JL1,....^1„(,._1) risultano evidentemente 
funzioni lineari dei coefficienti a1}; della curva /.

Se la 4) deve avere come multipla d’ordine r la radice 
a =  0, dovrà essere

5) ^  =  ^  =  .... =  ^ ,  =  0.

Si hanno così r equazioni lineari nelle aih, che esprimono 
la condizione necessaria e sufficiente affinchè la curva/passi 
per r punti infinitamente vicini, venuti a coincidere col punto A 
movendosi sopra la parabola

y =  l)Lx -1- l).,x- -l- .... -\- b,_1x>~~1.

E si noti che le suddette r equazioni sono certo indipen
denti, perchè la imn contiene il coefficiente bi che non figura 
nelle precedenti.

Osservazione. Oiò die abbiamo detto vale ancora nel caso 
di riducibilità escluso nel ragionamento precedente, cioè quando 
si abbiano r punti infinitamente vicini succedei]tisi su di una 
parabola di ordine minore di r — 1, o in particolare sopra 
una retta; soltanto le condizioni imposte non riusciranno più 
indipendenti se il numero r dei punti assegnati supera l’ordine 
della parabola moltiplicato per n.

Riassumendo: il teorema die « il passaggio di una curva 
per r punti porta r condizioni lineari » vale non soltanto 
quando codesti punti sono propri (distinti fra loro) ma anche
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se i punti del grappo si fanno coincidere con uno di questi, 0, 
mediante avvicinamento successivo lungo una parabola, cioè 
se i — 1 punti del gruppo sono punti impropri infinitamente 
vicini ad 0 sopra una parabola.

Osservazione. Si badi che invece: la condizione imposta ad 
una curva di toccare una retta data, in un punto non asse
gnato di essa, non è lineare.

Occupiamoci ora di valutare le condizioni imposte ad una 
curva che debba possedere un punto ?-pio in posizione assegnata.

E lecito assumere codesto punto come origine delle coor
dinate; si vede allora che le condizioni predette sono espresse
dall’annullamento di 7^ J coefficienti (Cfr. § 11). Si con
clude che la condizione perche una curva passi con la molti-
plicità r per un punto dato O si traduce in ^  — condizioni
lineari.

Sé in 0 viene assegnata una tangente principale si ha 
un’ ulteriore condizione lineare per la curva, la quale si può 
considerare come esprimente il passaggio ulteriore della curva 
per un punto infinitamente vicino ad 0 in una data direzione.

L’imposizione di un punto r-plo 0 ad una curva/, equi
vale già essa stessa all’imposizione fatta a d /d i  passare per 0 
e per un certo numero di punti ad esso infinitamente 
vicini. Infatti se il punto 0 deve essere r-plo per la curva 
f(xy) =  0, occorre, e basta, che esistano r rette per 0 aventi 
ivi r intersezioni riunite.

Ora imporre a una curva che passa già per 0 di avere 
quivi r intersezioni riunite con una data retta, porta altre r — 1 
condizioni lineari; così imponendo alla curva /  di avere r 
intersezioni riunite in 0 con r rette passanti per 0, si otten
gono 1 q- r(r — .1) condizioni lineari. Ma poiché un punto r-plo

')'(/)* —j— 2 )impone —— - condizioni, le 1 q- r(r — 1) condizioni suddette
devono essere non indipendenti appena sia r >  2, e precisa- 
mente fra di esse -----  ̂\y~ ^  devono essere conseguenza
delle altre. Vediamo come ciò accada.

Quando s’impone a una curva f  di passare per 0 si ha 
una prima condizione, (piando le s’impone poi di avere r 
intersezioni con una prima retta per 0 si hanno r — 1 con-
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dizioni, e altre r — 1 se ne hanno quando s’impone alla curva 
di avere r intersezioni con una seconda retta per 0.

Ma con ciò il punto 0 è divenuto un punto doppio per 
la curva (passando per esso due rette che hanno ivi più di 
una intersezione), perciò quando s’impone alla /  di avere r 
intersezioni con una terza retta per 0, le nuove condizioni 
sono r — 1. Siccome poi, per il fatto che esistono tre rette 
che hanno in 0 più di due intersezioni riunite, 0 è divenuto 
un punto triplo, quando s’impone alla /  di avere r interse
zioni con una quarta retta per 0, le nuove condizioni sono 
r — 3 anziché r — 1, e così via; lilialmente quando s’impone 
alla f  di avere r intersezioni con la r-esiina retta, si aggiunge 
alla / , che ha già ivi un punto (r — Dplo, una sola condizione.

Si vede così che delle 1 -h r(r — 1) condizioni che espri
mono l’esistenza di r rette passanti .per 0 ed aventi ivi r 
intersezioni riunite,

1 H-2 +  3 +  .... (r — 1) (>’ — l)(r — 2) 
2

sono conseguenze delle altre, d’accordo coi risultati innanzi 
stabiliti.

Tenendo conto delle condizioni indipendenti, il calcolo 
fatto innanzi porta direttamente a valutare le condizioni cor
rispondenti all’imposizione d’un punto r-plo, le quali sono

1 -}- 2 -}- 3 d- .... H- r

condizioni lineari successive.
La prima dice che la f  passa per O, le due successive 

che la f  passante per 0 ha ivi due tangenti e perciò un punto 
doppio, le tre successive che la f  avente un punto doppio 
in 0 ha tre rette con un contatto tri punto e così. via.

14. Sistemi lineari di curve. — Le considerazioni che 
seguono si riferiscono in generale alle condizioni lineari im
poste ad una curva, delle quali il passaggio per un punto, 
semplice o multiplo, è un caso particolare. Per comodità 
scriveremo i coefficienti dell’ equazione f(xy) =  0 con un solo 
indice progressivo:

/' n ( u - h 3 ) \(fa i (f [ v* d'N O
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Abbiamo già rilevato che: N  condizioni lineari indipen
denti determinano una curva. Si impongano invece alle coor
dinate della curva s — A— r condizioni lineari indipendenti:

1)
1 •••• d l̂N̂ iV — ®

Uso (lo +  V'8L a i +  •••• +  UsNa N ---® 5

allora tutti i sistemi di soluzioni delle 1) si ottengono per com
binazione lineare di r +  1 sistemi di soluzioni (indipendenti)

(h =  0, 1
ponendo :

a, =  l Qa{{0) -1- l Lai{1) +  .... +

mentre le a{ soddisfacenti alla 1) non possono esprimersi tutte 
per combinazione lineale di meno che r +  1 soluzioni.

Pertanto: le curve del sistema determinato da SF — r con
dizioni lineari indipendenti, si esprimono come combinazioni 
lineari di r +  l. curve (indipendenti) del sistema stesso:

f —  \ f o  +  ^j/l +  •— +  I r f r

(fh =  a0{h)x" +  ....).

Sono curve (linearmente) ìndipendenti del sistema, r +  1 
curve qualsiansi, una delle quali non si ottenga come combi
nazione lineare delle altre; ciò si riconosce esaminando se 
la matrice dei coefficienti ha la caratteristica r +  1.

Il teorema precedente è invertibile:
Le oov curve f che si ottengono come combinazioni lineari 

di r +  1 curve indipendenti, si possono determinare mediante 
un sistema di jST — r equazioni lineari indipendenti a cui sod
disfano i coefficienti di f.

Infatti queste equazioni si ottengono eliminando 
fra r +  2 equazioni del tipo

a-i{1) +  .... +  =  a, ;

prendendo, in ciascun gruppo di r +  2 equazioni, i — 0, 1 
(dove h =  r  +  1,....Ar), si ottengono così precisamente N — r 
equazioni indipendenti.

S e /o , / 1?..../,. sono r + 1  curve d’ordine u linearmente 
indipendenti, il sistema di tutte le curve ottenute come coni-
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binazioni lineari di esse si dice sistema lineare di dimensione r 
(o oo,')# Una curva si può considerare come un sistema lineare oo° 
(determinato da N condizioni lineari per le a).

Segue dai teoremi precedenti che:
Un sistema lineare di dimensione r è determinato ugual

mente da r +  1 curve indipendenti scelte entro di esso (il caso 
di eccezione corrisponde alla scelta di r  +  1 curve apparte
nenti a un sistema di dimensione r — 1 contenuto nel dato).

Osservazione. Se qualcuna delle curve date, p. es.,/0(rry) =  0, 
è d’ ordine m <  n, il sistema lineare À0/ 0 +  .... +  Kfr =  0
è formato di curve d’ordine n fra le quali si trova la curva/0 
da cui siamo partiti, completata colla retta all’influito con
tata m — n volte.

Un punto comune alle curve/0, f n . . è  comune a tutte 
le curve del sistema lineare X0/ 0 +  +  .... +  X,./,. =  0, e
dicesi punto-base per esso; punto-base r-plo, se è r-plo per 
le f i  e quindi per tutte le curve del sistema. I punti base 
d’un sistema lineare \ f  \ si dicono distinti (per opposizione a 
punti base infinitamente vicini) se in ciascun punto base r-plo, 
0, le /  hanno tangenti variabili: una tangente fissa equivale 
ad un punto base infinitamente vicino ad 0 .

Le curve d’un sistema lineare cor

f -- +  ^l/i +  •••• +  X,./,—  0,

che vengano assoggettate a s <  r nuove condizioni lineari 
indipendenti, formano un sistema lineare di dimensione r — s 
contenuto nel dato. Questo sistema può essere definito me
diante s equazioni lineari indipendenti fra i parametri a.

Così in particolare si ottengono sistemi lineari contenuti 
nel sistema | / |  imponendo alle curve /  di esso:

1) di passare per punti dati
2) o di possedere dati punti multipli
3) o di appartenere a un secondo sistema lineare (che 

può ritenersi determinato mediante condizioni lineari fra i 
coefficienti)

4) o di contenere una curva cp d’ordine m<Cn, come 
parte fissa: infatti tutte le curve riducibili / =  formano

. , r  / -i. . . (n — m)(n — m +  3)\un sistema lineare di dimensione -------- —-------------- .
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Le osservazioni precedenti si possono precisare cercando 
la dimensione del sistema lineare formato dalle curve d’or
dine n che sono comuni a due sistemi di curve dello stesso 
ordine, di dimensioni r, s. Il primo sistema essendo definito 
da N —r condizioni indipendenti e il secondo da N — .9, il 
sistema delle curve comuni saia in generale di dimensione 
r - \~ s— N  (supposto ìH-,v>At); ma imo darsi che i due 
gruppi di condizioni definitrici dei due sistemi dati abbiano 
fra loro particolari legami, sicché presi insieme costituiscano 
N  — r +  iY — s =  2N — (r -1- s) condizioni non indipendenti ; 
in tal caso il sistema delle curve comuni ai due sistemi œr 
e =os avrà la dimensione £>r-+-.s — N.

Due sistemi lineavi di dimensioni r, s, le cui curve comuni 
formino un sistema lineare di dimensione t, (t >  r +  s — N),. 
appartengono a un medesimo sistema lineare di dimensione 
(minima) r -h s — t.

Infatti questo sistema resta determinato da r -f- s — t -+- 1 
curve indipendenti, delle quali £-t-l comuni ai due sistemi 
dati, r — t appartenenti al primo e s — t appartenenti al 
secondo.

Chiamasi fascio il sistema lineare di dimensione 1: 

e rete il sistema lineare di dimensione 2:

Ao/o +  ^i/i “L =  0.
Se un sistema lineare cor (r >  1) contiene due curve cpl9 cp29 

esso contiene il fascio X1cpi =  0, giacché le <p1? ?2 pos
sono assumersi fra le r-f-1 curve indipendenti che definiscono 
il sistema.

Viceversa sussiste il
Teorema fondamentale. Se un sistema 2 di curve di ordine n 

contiene il fascio determinato da due sue curve qualsiansi, 
esso è lineare.

Siano infatti f 0 e f L due curve del sistema 2.
Consideriamo il fascio

2) \ f 0
Se le curve di questo fascio esauriscono tutto il sistema 2.
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il nostro teorema è già dimostrato, se no esisterà una curva 
/ ,  di S fuori del fascio, cioè indipendente dalle f 0 e f L.

Ora ogni curva della rete

3) \ fo  ~b ^ if  l “b Azf> =  ^
non è altro che una curva del fascio

lxo(̂ ofo +  Alfl) +  ìXifz — 0
e quindi appartiene al sistema S, in quanto vi appartengono 
le curve X0/ 0 -+-ì lf i =  0 e / 2 =  0. Se le curve della rete 3) 
esauriscono il sistema 2, il nostro teorema è dimostrato, se 
no esisterà una curva / 3 di 2 indipendente dalle / 0, f n f 2. 
Allora, come nel caso precedente, si vede che tutte le curve 
del sistema lineare di dimensione 3

4) Ao/ 0 -+- H- H- Ag/y =  0

appartengono a -E.- ...
B chiaro ormai come il ragionamento si prosegua fino a 

che sia costruito un sistema lineare di dimensione r, dato 
che 2 contenga r  +  1, e non r ~h 2 curve linearmente indi- 
pendenti (r<iV). Il sistema l i n e a r e  co"’, costruito in tal modo, 
esaurisce 2, giacché altrimenti vi sarebbe in 2 una curva fuori 
di esso e quindi r +  2 curve indipendenti. Pertanto il teo
rema è dimostrato.

Sieno | / |  e |cp| due sistemi lineari di curve d’ordine n, m:

f — ^ofo ~“b  ~b  .... +  lyfr =  0  

9  =  JJ'o'Po "b P iT i +  .... -+ - IVf* =  0*

Le curve composte

f y  —  ( X 0/ o  ~ b  . . . .  +  X ,. / , . ) ( ; ! 0 9 o  ~ b  . . . .  - f -  g , c p s)  =  ?i\i\i]!f iyh =  0

formano un sistema lineare che dicesi minimo sistema somma 
di | / |  e |<jp|: in questo sistema figurano come parametri le 
quantità

Vt7* =  Xf [A*.

In particolare il minimo sistema somma d i/con  se stesso 
dicesi sistema doppio di | / | .

In modo analogo si definiscono: la somma di s sistemi li- 
neari, e in particolare il sistema s-plo d’un sistema lineare dato.
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I l sistema n-plo della rete delle rette del piano è il sistema 

di tutte le curve d’ordine n. Infatti l’equazione generale 
(l’ordine n :

f(xy) =  a0xn H- avxn- ly +  .... +  aN — 0,

o, se si vuole V equazione omogenea,

f ( x Lx.2x.,) — a .x ” +  a ^n - 'x ., ^ . ^ ‘ =  0,

mostra che la /  è combinazione lineare di gruppi di n rette. 
Anzi il sistema delle curve d’ordine n viene definito dai 
gruppi di n rette formati coi lati del triangolo fondamentale 
per le coordinate

xl = 0 , x2= 0 ,  œ;j =  0

contati r, s, t volte (r +  5 +  i =  «); l’ultimo lato essendo la 
retta all’infinito, nel sistema cartesiano.

Osservazione. Se in luogo di tre rette se ne considerano 
due sole {x — 0, y =  0 o xl =  0, x, =  0), le combinazioni lineari 
dei gruppi di n rette formati con esse, dan luogo a tutti i 
gruppi di n rette passanti per il punto comune alle date 
(punto base n-plo lier il sistema così definito).

15. Invarianti e covarianti. — La definizione e le pro
posizioni fondamentali sugli invarianti e covarianti, si esten
dono dalle forme binarie f ( x Lxz), trattate nel cap. I, alle forme 
ternarie f{x{x.zx.:) e quindi ai polinomi associati f(xy)

Un invariante di f  è una funzione razionale dei coeffi
cienti di /  che, quando si effettui una sostituzione lineare

j ^ l = aii2 /l+ ai22/2-Lai3?/3
1) | *̂2   2̂1 Vi 2̂2 y2 ~ 2̂3?/:}

( X.ò — a31 yL oc32y2 -|- a33 y3,

si riproduce moltiplicata per una potenza del modulo

M  =
aMai2ai3
*21*22*23
* 3 1 * 3 2 * 3 3
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Un.covariante ò una funzione razionale dipendente altresì 
omogeneamente da xn x2, x:) (o in modo non omogeneo da x, ?/), 
che gode dell’indicata proprietà.

Le definizioni precedenti si estendono in modo ovvio agli 
invarianti e covarianti simultanei di pili forme.

Accanto agl’ invarianti e covarianti vi è luogo a consi
derare contravarianti di una o più forme f i x ^ :2æ3), cioè forme 
invariantive che contengono i coefficienti di /  e le variabili 
contragredienti ul u2 u;ì, coordinate delle rette del piano

=  u1 x l -I- u2x2 H- ìisx:i =  0, 

le quali subiscono la sostituzione lineare associata alla 1):

UL —  +  A  i2V2
u .ì —  A o  j r  i ~ \~  A .2 2 ’̂ 2  A 2 ;j £?3

R;ì ==:: A31Va A32'?L -+- 33̂ 3

dove Aih designa il minore complementare di aih in M.
Inoltre si presentano forme miste contenenti insieme le 

variabili
xn x2J xmt ed un a2, uB.

Un controvariante di f  è un invariante simultaneo di f  
e del controvariante identico u^; ed una forma mista è un 
covariante simultaneo di /  ed u„.

L’ annullamento d’ un invariante della forma ternaria 
f(x ix2x3) esprime una proprietà proiettiva dalla curva f = 0 .  
L’annullamento d’un covariante d’ordine m rappresenta una 
curva d’un certo ordine m, che ha con /  una definita rela
zione proiettiva. L’ annullamento d’ un contravariante di 
classe in, cioè di grado m rispetto alle variabili a, rappresenta 
una curva-inviluppo di classe in; la corrispondente curva-luogo 

.rappresentata in coordinate di punti, è un covariante di /.. 
Le forme miste uguagliate a zero rappresentano corrispondenze 
fra limiti e curve-inviluppo, legate in varianti vamen te alla / .

Nota sulla rappresentazione simbolica. Limitandoci, per 
semplicità alle forme invarianti di una data / ,  indichiamo 
come si estenda la rappresentazione simbolica e il teorema 
fondamentale di Olebsgh (§ 6), che l’A. ha dato appunto 
per un numero qualunque di variabili.
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Scriviamo una forma ternaria come sommatoria'

f(x Lx2x3) =  'Zamx*x*x3l =

dove i termini simili in &y, x2l, x3J si raccoglieranno in un 
un unico termine affetto dal coefficiente numerico

ni 
il Tc\ /!’

Allora si vede che la f  si può rappresentare simbolica- 
mente con

/  =  axn — (ai xl H- a2 x2 +  a3 x3)n, 

ove si facciano le sostituzioni

=  am .

Ciò posto, rappresentiamo la / ,  introducendo più serie 
di simboli equivalenti, con

/  = aæn =  bœn =  cæri = ....

Si dimostra, come al § 6 per le binarie, che ogni inva
riante cp di / , del grado </, si può ritenere come limite di un 
invariante simultaneo lineare nei coefficienti di g forme / 0, 
Zi? fo-1 c^e 8’ identifichino con / .

Perciò, ponendo
/ =  aœn =  hæn =  cœ" =

dove la cy... designano g serie di simboli equivalenti, 
P invariante cp verrà rappresentato simbolicamente da un 
invariante simultaneo delle forme lineari aœj bVJ cy..., omo
geneo di grado n rispetto alle g serie di variabili a1a2a31 
l)J)2l)3̂ C16>2C3,...

Un tale invariante simultaneo si esprime per i determi
nanti elementari

(<abc) =
«1 a. «3

63
<;1 C2 <!:ì

cioè per le aree dei triangoli a*bMcM =  0,....  rese omogenee.
Infatti la cp divisa per a3nb3nc3n si riduce ad una funzione

F. ENRIQUES
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razionale o> dei rapporti

«2 
a:i 7

6.
h ? ?

la quale deve restare assolutamente invariata per le sostitu-
‘T Uzioni lineari di modulo 1 effettuate sopra x =  —, y =  —, e

quindi in ispecie per le omografie affini equivalenti, che con
servano le aree (A). Ma con una trasformazione siffatta si può 
portare un gruppo di rette

-h *2î/ - h l  =  0, iqx +  .32y + 1  =  0, x +  y2?/ +  1 =  0,

in un altro gruppo qualsiasi soddisfacente alla condizione che 
le aree dei triangoli formati colle rette del primo siano uguali a 
quelle formate colle rette del secondo; si deduce che dipende 
soltanto dalle aree predette, cioè dai determinanti

«i a 2 1
O
Pi $ 2 1 , .. .. ;

Ti Ï2 l

per conseguenza y si esprime per i determinanti (abc) c. d. d.
Questi determinanti omogenei sono d’altronde invarianti 

di peso 1 delle terne di forme a^bMc^v...
Si conclude che ogni forma, invariante di

f — a,f =  l).,n =  c f  =  ....,

ammette una rappresentazione simbolica caratteristica, come 
somma di prodotti di fattori del tÌ2>o (abc) ; entrano nell’espres
sione precisamente g (> 3) serie di simboli equivalenti, per 
gl’invarianti di grado g e le lettere a, b, cy... figurano, in 
ciascun termine della somma, precisamente n volte.

Come esempio consideriamo la forma quadratica

f y x ^ . f  =  aJ  =  b j =  c»2,

0 il polinomio associato

f(xy) =  ai0 x1 +  2al2xy +  a22y2 +  2 ai:ix +  2r,y +  + ,.

(9 Cfr. p. es. Enriques « G. proiettiva » § 50.
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Vi è un solo invariante, che è del grado 3, cioè il discri- 

mincinte, defluito a meno di un fattore numerico da

«11 ai2 «13

b II! <*s Ili’ «il ( ( '2 2 a2:ì
«:.l ( t V,2 a.y.

17 unicità di questo invariante risulta dall’osservazione che 
se vi fosse un secondo invariante I  diverso da una potenza 
di D, il quoziente di due potenze convenienti di D e l  fornirebbe 
un invariante assoluto, m entre/non possiede invarianti asso
luti, perchè tutte le coniche irriducibili (D=j=0)-sono proiettive.

Il teorema fondamentale della rappresentazione simbolica 
si estende facilmente alle forme covarianti ; la rappresenta
zione. simbolica di tali forme è caratterizzala dal fatto che vi 
entrano soltanto fattori del tipo (abc) e dx ; per avere la 
rappresentazione simbolica di contravarianti e forme miste 
converrà considerare anche fattori del tipo (alm).

Come esempio daremo l’espressione simbolica del cova- 
ri ante liessiano

d\f 32/ _
dx2 ■dxldxì d x ^ X j

d - f 3y d \ f ‘

d x 2d x l d.vf dx.^dx..

d \ f d y

dx.òd x l ?X..dx., d x f

analoga del resto a quella trovata per lo liessiano delle binarie 
nei casi n — 3, 4.

A tale scopo scriviamo
f= a .„ n =  l>afn =  ca;nj

d f  , d f  ' d f— =  na aa?1 =  na+a*-', — =  na.ò a fl~ \X{ 1 7 dx2 ~ " ex.,

=  »(« -  -2, ~ 11 (» -  

c le formule analoghe; avremo, tralasciando i fattori numerici :

«.B- a«1* rt,,n~2 alaì a jl~- aLa 3
b,n- n 2
Cr.-H- 2C.,C,

(abe) nL b., fì.ja.,n- 2b,n--e.. n -2
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Ma l’espressione di H  non deve mutare scambiando gli 
indici 1), c in tutti i modi possibili ; sommando le espres
sioni così ottenute, si avrà un’espressione di I I  simmetrica 
rispetto alle tre serie di simboli, cioè

Chiuderemo questo breve cenno sulla teoria degli inva
rianti delle forme ternarie, menzionando il principio di tra
sporto di C l e b s c i i  (Journal fur matli. 59), che permette di 
dedurre forme con tra varianti di una data f ( x ix2xs) =  aJ,n — b j \  
dagli invarianti delle forme binarie. Se si sega la curva 
f ( x ix2x.i) = 0  con una retta

e s’impone al gruppo sezione di soddisfare una condizione 
proiettiva, questa si traduce in un’equazione contravariante 
a cui deve soddisfare la retta (uLu2u3).

S’indichino con (î/L?j2?/3), (zLz2zs) due punti della nomi
nata retta; le coordinate dei punti della retta medesima 
saranno :

Sostituendo queste espressioni in f  si ottiene una forma 
binaria :

Ora se per la forma <p si annulla un invariante espresso 
simbolicamente da

si trova che l’inviluppo delle rette secanti la /  in gruppi 
per cui 1 =  0 è dato dalla forma contravariante

l i  = (al)v)2aJ'-2bJ‘—2cJl~2,

U, Xl -+- H.,CCo -+- U.jÆ,, =  0,

f (XlX2X-.i) =  =
=  ?/i +  aìih "1“ a'.\ Vi) “b +  aìSi~̂~a'iS3)\n =

=  (Ç, ^  a-T =  *g" =  pg-.

J = s f c n ( « p ) ,

s7in(rt&«) =  o.
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16. Le equazioni f{pc.y) =  0 e le corrispondenze tra forme 
di prima specie. — Anziché come rappresentante una curva 
piana, 1’ equazione algebrica

può essere interpretata come equazione di una corrispondenza 
{xy) fra i punti x, y di due rette (o fra gli elementi di fasci 
di raggi o di piani ovvero fra i punti di due coniche prospet
tive a due tali fasci ecc.).

La corrispondenza che si ottiene quando il polinomio f  
possiede i gradi m, n separatamente rispetto ad x, y, si designa 
come corrispondenza [m, u] per significare che a un punto x 
corrispondono n punti y e a un y in punti x.

Infatti possiamo determinare i corrispondenti del inulto x 
scrivendo /  sotto la forma:

1) J = ÿ ‘(anmXm +  ano) -\-yU~l («„—!, ^ +  .... +  an_io) .... +
+  (a0mxh1, H-.... rt-00) =  0.

Dato ad x un valore particolare :!*, la 1) diventa in generale 
un’equazione di grado n in y7 la quale determina n punti 
(distinti o coincidenti) omologhi ad x- per* i valori particolari 
di x, radici dell’equazione

anmVm +..•• +  — 0,

si deve dire, secondo la convenzione del § 1, che uno dei 
punti corrispondenti ad x è all’infinito; vi saranno anzi r 
punti corrispondenti ad x riuniti all’infinito se x annulla 
insieme i coefficienti di yn7 yn~ \....y n~v+ì nell’equazione 1).

L’equazione 1) può essere ordinata similmente rispetto 
alle potenze di x; così appare che ad ogni punto y corri
spondono nella corrispondenza inversa {yx) precisamente m 
punti distinti o coincidenti, non escluso il caso che qualcuno 
di questi vada all’ infinito.

I inulti corrispondenti ad x = ° °  e a y =  oo si possono 
trovare, senza bisogno di introdurre le coordinate omogenee, 
in base all’osservazione fatta innanzi; così ad x= oo  corri
spondono gli n punti

«m,,?/* -b  a n - i m . y U H- (fon: =  0 .
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È (la notare che mio (li questi punti va all’influito so 
anm =  0 e in generale V equazione

f{xjj) =  0

rappresentante una corrispondenza [m, n] farà corrispondere- 
a ciascuno dei punti x =  oo, y =  oo Valtro punto contato r volte, 
se il grado complessivo del polinomio f vale m H- n — r (r ,> 0).

Per m =  n =  1, la corrispondenza algebrica [1, 1] fra  due 
rette è una proiettività. Questa semplice osservazione (fatta 
da Chasles nel 1855 (« Comptes rendus de l’Acad. de France », 
t. 41, pg. 1097) lia importanti applicazioni. P. es. proiettando 
mia conica da due dei suoi punti, si hanno due fasci di raggi 
in corrispondenza algebrica [1, 1J e così si riconosce, senza 
calcoli o costruzioni, che i due fasci sono proiettivi (noto 
teorema di Steiner).

Nota storica (f. Le corrispondenze algebriche [1, 2] si tro
vano considerate nella citata Nota di Chasles; quelle d’in
dice m, n qualunque, s’incontrano in D e Jonquières «Théo
rèmes généraux concernant les courbes géométriques jilanes 
d’ordre quelconque » (Journal de Math., t. 6, serie II, 
p. 113, 1861) e quindi nella « Introduzione ad una teoria geo
metrica delle curve piane » del Cremona, pubblicata nelle- 
Memorie di Bologna lo stesso anno 1861.

Corrispondenze riducibili e degeneri. La corrispondenza, 
fra le rette x e y defluita dall’equazione

. f(xy) =  0

si dirà riducibile quando il polinomio /  sia decomponibilo 
nel prodotto di due fattori j \  e f 2, cioè quando

Axy) =  fi(*y)fi(*y)-

La corrispon(lenza si dirà invece irriducibile quando una 
tale decomposizione non sia possibile.

La corrispondenza riducibile f =  fAf2 =  0 è somma delle 
due corrispondenze f1? f2, cioè, il gruppo dei punti che la

d) Cfr. la Nota storica di C. Segre (Bibliotheca Mathematica di 
Enestròm, n.° 2. Stoccolma, 1892).
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corrispondenza /  fa corrispondere a un punto x è dato dalla 
somma dei gruppi elle le j \  ed / 2 fanno corrispondere al 
medesimo x.

Un caso particolare di riducibilità merita speciale consi
derazione.

Supponiamo che f(xy) contenga il fattore x — «, cioè sia

f{xy) =  (x — a)f,(xy). 

In questo caso V equazione

ammette sempre la radice x =  a qualunque sia il valore di y, 
cioè nella nostra corrispondenza ad ogni punto y corrisponde 
il punto fisso x — a e solo n — 1 punti variabili al variare 
di y . Noi ' chiameremo degenere ogni corrispondenza per la 
quale ad un punto variabile corrisponda, nella diretta o nella 
inversa, un gruppo che possiede qualche punto fisso.

Ogni corrispondenza degenere ha un’equazione del tipo 
precedente, cioè se la corrispondenza definita dalla

ha come punto fisso il inulto x = a, J{xy) è divisibile per x — a:

/(*//) =  (æ — «)/i( /̂y) •

Infatti se ad ogni punto y corrisponde il punto x — a, 
viceversa al punto x =  a deve corrispóndere un qualunque 
valore y, cioè l’equazione

f(ay) =  0

deve essere identicamente soddisfatta, e quindi f(xy) deve 
contenere il fattore x — a.

I^i corrispondenza degenere definita dalla

(x — a)fi(xy) =  0,

si può considerare come una corrispondenza riducibile alla 
somma delle corrispondenze
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e
x — a =  0,

dove si defluisca la x — a =  () come corrispondenza [1, 0] con 
un punto eccezionale: a ogni y corrisponde in questa il inulto 
x =  a , e a un x generico (diverso da a) non corrisponde 
nessun y, mentre al punto eccezionale x =  a corrisponde un 
qualunque y.

17. Curve rappresentative cruna corrispondenza e trasfor
mazioni quadratiche. — Alla corrispondenza [m, n]

f(xy) — 0,

si può associare la cui*va data dalla medesima equazione o, 
più generalmente, la curva rappresentativa generata come 
luogo delle intersezioni dei raggi omologhi di due fasci A, B  
in corrispondenza [wt, a], dove le x, y vengano interpretate 
come coordinate proiettive degli elementi (raggi) di questi 
fasci. Quando A , B  sieno posti nei punti all’infinito degli 
assi x, ?/, e la retta all’infinito AB  venga fatta corrispondere 
ai valori x==°c, y =  oo, la. curva rappresentativa, definita 
dalla precedente costruzione geometrica, ricade nella f(xy) — () 
(definita in dipendenza dalla scelta dell’origine delle coordi
nate ortogonali e dell’unita di misura).

Per riguardo a questa speciale rappresentazione accade 
che: alla corrispondenza f(.r//) —0 piu generale (in cui non si 
corrispondono i punti x = ^ r y =  ^ )  viene associata; una 
curva rappresentativa. f(xy) — 0, clic ò una particolare curva 
d9 ordine m-l-n, avente un punto m-plo nel punto all’infinito 
dell’asse x e un punto u-plo nel punto all’infinito dell’asse y 
(§ 11). Se invece si fanno corrispondere i punti all’infinito 
degli assi x, ?/, diviene nullo il coefficiente di xr,lyn in /: amn=  0, 
(§ 14), e la retta all’infinito si stacca (una o più volte) dalla 
curva rappresentativa della corrispondenza, la quale si riduce 
quindi d’ordine minore di m -i- n. In particolare la curva gene
rale d’ordine n7f(xy) =  0, non passante per i punti all’infinito 
degli assi x7 y7 rappresenta una: corrispondenza [n, n] particolare 
fra le due rette x, ?/, dove a ciascun punto all’infinito corri
sponde l’altro contato n volte.

Facciamo astrazione dallo speciale modo di costruzione 
della curva: rappresentativa in cui la curva è data — in coordi-
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nate cartesiane — dalla stessa equazione f(xy) =  0 della cor
rispondenza, riferendoci alla generale costruzione geometrica 
spiegata innanzi. Allora la curva rappresentativa definisce la 
corrispondenza f(x?/) — 0 soltanto a meno di una trasforma
zione proiettiva sulle due rette x, y, cioè a meno di una sosti
tuzione lineare sulle due variabili prese separatamente; si può 
quindi fare in modo die la corrispondenza rappresentata sia 
sempre generale nel senso che non si corrispondano i punti 
a* — oo? =  co? o all’opposto che abbia questa particolarità.

La curva rappresentativa della corrispondenza, la quale 
si può ridurre omograficamente al caso in cui i punti A e B 
siano i punti all’ in lini to degli assi x e y, sarà d’ordine ì h - d i ,  
oppure d’ordine minore di n q- m, in dipendenza di una cir
costanza che tiene al modo della rappresentazione: l’ordine 
si abbassa se i fasci A e B hanno il raggio comune unito 
(proiezione prospettiva), cioè se questo raggio corrisponde a 
due punti omologhi delle rette x e y.

La corrispondenza f(xij) =  0 supposta data fra le due 
rette æ, y, definisce la curva rappresentativa soltanto a meno 
di una trasformazione piana in cui i fasci A  e B  vengano 
sostituiti da due fasci proiettivi di raggi.

Studiamo brevemente le trasformazioni piane generate 
dalla proiettività fra due coppie di fasci di raggi AA\ BB\ 
dove si fanno corrispondere le intersezioni dei raggi omologhi.

E noto che se alla retta AB corrisponde ugualmente nelle 
due proiettività la retta A B \  la trasformazione generata è 
un’omografia, perche a una retta y, considerata come asse di 
prospettività dei due fasci prospettivi A, B 1 corrisponde la 
retta p\ asse dei due fasci prospettivi omologhi A\ B' (1).

Suppongasi invece che alla retta AB  corrispondano due 
rette diverse per A' e B \ e supponiamo anzi, come accade in 
generale, che le due rette siano ambedue distinte da A'B' e però 
s’incontrino in un punto C fuori dalla retta A'B\ Allora auna 
retta generica p del primo piano, considerata come asse di pro
spettività dei due fasci A, JB, corrisponderà nel secondo piano una 
conica generata dai due fasci proiettivi omologhi A', B \ e tutte 
le coniche così definite passeranno per i tre punti A B \  <7 (~).

( 1)  Cfr. p. es. F . E n r iq u e s .  G. Proiettiva, § 45.
(2) G. Proiettiva, § 82.
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Similmente alle rette generiche del secondo piano corri
sponderanno, nel primo, le coniche per tre punti A , £, C.

Prendiamo i triangoli ABC e A'BC' come fondamentali 
per le coordinate essendo

A  =  (100), £  =  (010), C =(001),
e similmente

=  (100), £'=(010), C — (001) ;

assumiamo poi come punti unità due punti omologhi. Allora 
la proiettività tra i fasci A, A' fa corrispondere alla retta

— =  X la retta — =  X,
y*

''Cgiacché la sostituzione lineare effettuata sopra — porta per
* 3

ipotesi 0, oc, 1 in 0, 1 ; si avrà quindi

Ih  _  ?*
- y 2 «a ’

e similmente
Ul =  ^l îh = «h 
y3 x f  y i x , ’

ossia le formule della trasformazione saranno

1 1
?/-> =  —,

1
y » — j*03

cioè, sotto forma intera,

1) y i =  ***»» y, =  x3xL, y3 =  xLx,.

Segue di qui che alle rette

aty, •+- aìy.2 -l- a3y3 =  0

del piano y corrispondono, nel piano x, le coniche della rete

a, x2x, -i- aìx3xl -+- a3x t x_, =  0,

dotata dei tre inulti base (100), (010), (001).
Questi tre punti base A, B, C (e allo stesso modo A', B', C' 

nel piano y) sono punti eccezionali o fondamentali, le cui
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coordinate rendono nulli tutti e tre i valori delle y calcolate 
mediante la formula 1); perciò il corrispondente di un punto 
fondamentale è indeterminato. Ma avvicinandosi ai punto

dxA =  (100) secondo una certa direzione si trova

=  '!/, = dx,,

e perciò ai punti infinitamente vicini ad A corrispondono i 
punti propri della retta fondamentale y =  0 (congiungente B'C).

Le formule 1) defluiscono una trasformazione quadratica, 
cioè una sostituzione razionale di secondo grado, razionalmente 
invertibile. Reciprocamente si assuma una trasformazione 
quadratica

( ih =
2) | Vi =  VtfaXiXj

( Vi =  cp3 (xl x., x.:;)

dove le cpA, cp2, cp3 sono forme di second’ordine, e dove si 
suppone che le 1) riescano razionalmente invertibili; allora 
si può, in generale, costruire geometricamente la 2) mediante 
la proiettività fra due coppie di fasci A1 A' e P, B \

Infatti alle rette

a1 y L -}- a2 y2 +  a3 y:ì =  0 

corrispondono per la trasformazione 2) le coniche della rete

alrpl H- «O?i-W*3?3 =  0,

e alle rette di un fascio, di centro P, corrispondono le coniche 
di un fascio con quattro punti base. Fra questi punti uno 
solo potrà variare al variare di P, giacché — stante la con
dizione di invertibilità — al punto P deve corrispondere un 
solo punto variabile P'. Infatti fra una retta e la conica 
omologa si ottiene una corrispondenza [1, 4], da cui deve 
staccarsi la corrispondenza [1, 1] data fra i punti generici 
della conica e quelli della retta, sicché (§ 15) resta una cor
rispondenza degenere [0, 3] dove i tre punti corrispondenti 
a quelli della retta sono punti fissi. Si hanno così tre punti 
Imse per la rete di coniche, i quali tuttavia possono essere 
surrogati da un contatto o da un’osculazione delle coniche 
predette.
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Escluso questo caso particolare, si avranno tre punti base 
A, B, (7, die sono punti fon (lamentali della trasformazione, e 
quindi, entro la rete, tre fasci di coniche riducibili, costituite 
dai tre lati del triangolo ABC e da una retta qualsiasi per 
il vertice opposto. Ora i tre fasci predetti (del piano x) corri
sponderanno a tre fasci di rette A \ B \ (7', e — siccome ad un 
punto generico del piano x non può corrispondere un punto 
appartenente alla retta B'C' (altrimenti la corrispondenza non 
riuscirebbe invertibile) — così a una retta per A! corrisponderà 
una retta per A . Si deduce clic la trasformazione quadratica 
fra i due piani //, x si può porre riferendo proiettivamente le 
coppie di fasci A , A' e B, B' (oppure (7, O'), cioè una trasfor
mazione quadratica generale si costruisce (in tre modi) mediante 
la proiettività fra  due coppie di fasci di raggi A, A' e B, B', e 
perciò si lascia rappresentare con le equazioni normali 1).

Soltanto la trasformazione quadratica ove le coniche 
9L, cp., si osculano in un punto (caso iu cui i tre punti 
fondamentali divengono infinitamente vicini) non \mò essere 
generata mediante la proiettività fra due coppie di fasci di 
raggi. Infatti il caso in cui le coniche predette abbiano 
comuni due punti, e la tangente in uno di essi (Br) (cioè il 
caso in cui vi sono due punti fondamentali infinitamente vicini) 
corrisponde alla trasformazione particolare generata dalla 
proiettività fra i fasci A, Al e B, B', quando alla retta AB  
corrisponde la retta Al'B per A\ e una retta diversa per B'. 
L’equazione di questa trasformazione si riduce alla forma 
normale

Vi =

Nota storica. Una particolare trasformazione quadratica 
s’incontra già in Poncelet (« Traite des propriétés projectives 
des figures », 1822, pg. 198), il quale ebbe a considerare la 
corrispondenza fra le coppie di punti d’un piano che sono 
coniugati rispetto a due coniche.

Dieci anni più tardi Steiner  (nella « Systematische 
Entwickelung.... ») definiva la trasformazione quadratica otte
nuta come proiezione sghemba da due rette, cioè la corrispon
denza che si ottiene fra i punti di due piani distinti la cui 
congiungente incontri due rette sghembe date.

La trasformazione quadratica si trova quindi incidental
mente considerata da Plucker (Journal fiìr Math. Bd 5, 1830),
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e studiata sistematicamente dal Magnus (« Nouvelles méthode 
pour découvrir des théorèmes de géométrie ». Journ. fiir Math. 
Bd 8, 1832; « Aufgaben und Lehrsàtze.... ». Berlino, 1833).

Ritorniamo alla corrispondenza f(xy) — 0 ; potremo ora 
affermare che la curva rappresentativa della corrispondenza 
— costruita mediante due fasci A, B  — è definita a meno di 
una trasformazione quadratica di cui A e B sono punti fon
damentali.

Si abbia una curva d’ordine n dotata di due punti di 
molteplicità r e s, (r-|-.s\<n); questa curva rappresenta una 
corrispondenza [n — r, n — s] tra i fasci su nominati.

Si eseguisca nel piano una trasformazione quadratica che 
abbia come punti fondamentali i due punti A , B  e un terzo 
punto G (fuori della retta AB), il quale sia dotato per la 
curva di una certa molteplicità 0. Allora alla curva /ch e  
interseca le coniche per ABC in 2n — (r -f- s t) punti varia
bili, corrisponderà una curva che incontra le rette in altret
tanti punti, cioè una curva d’ordine n = 2 n  — (r-j-s-f-J).

Questa curva passerà per i punti fondamentali del piano 
trasformato, A ', B \ (7, con certe molteplicità r , t\  e poiché 
essa rappresenta ancora una corrispondenza [n — r, n — s] 
fra i fasci A' e B ', si dovrà avere

n — r =  n — r 
n — s =  u — s

e analogamente
n — t' =  n — t.

Si deduce
r — 2n — (s + -1) 
s — 2n — (r 1) 
t' =  2n — (r-\-s),

d’accordo con l’osservazione che la /  interseca la retta BC 
fuori di B , C in r =  2n — (s 1) punti, ai quali corrispon
dono i punti infinitamente vicini ad A' della curva trasfor
mata.

Osservazione. Nel § 13 si è presentata una estensione 
dell’ ordinario concetto di punto, cioè la considerazione di 
punti impropri infinitamente vicini a un punto proprio dato, 
sopra rette o parabole per esso. È notevole che i punti infi
nitamente vicini a un punto 0 nell’intorno del prim9 ordine,
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cioè i punti che corrispondono a tangenti e vengono rappre
sentati da differenziali del prim’ ordine, si possono anche 
introdurre per mezzo di una trasformazione quadratica che 
abbia in 0 un punto fondamentale, giacche, come abbiamo 
visto nel § 16, essi corrispondono ai punti propri della retta 
fondamentale omologa. Con ripetute trasformazioni quadra
tiche si possono (piindi definire i punti infinitamente vicini 
ad 0 negli intorni successivi d’ordine 1, 2, 3,...., la cui analisi 
completa, ove si presentano casi non riducibili a quello dei 
punti successivi sopra una parabola, formerà oggetto della 
teoria generale delle singolarità delle curve che svilupperemo 
più avanti. Ma intanto, limitandoci ai punti dell’ intorno del 
prim’ ordine, vogliamo illuminarne il concetto ponendolo in 
relazione con quello dei punti all’ infinito introdotti nella 
Geometria proiettiva. Le osservazioni che occorrono a tale 
scopo, ci condurranno a formulare un principio fondamentale 
di cui vedremo nel seguito importanti applicazioni. A tale 
scopo è consacrato il paragrafo che segue.

18. La geometria astratta, e il concetto dei punti infini
tamente vicini. — La Geometria considerata come scienza 
deduttiva, appare un organismo logico in cui i concetti fon
damentali di « punto », « retta », « piano » ecc., e quelli definiti 
mediante questi, figurano soltanto come elementi di alcune 
relazioni logiche primitive (i postulati) e di altre relazioni 
logiche che ne vengono dedotte (i teoremi). La legittimità di 
tali deduzioni non dipende affatto dal contenuto intuitivo di 
quei concetti. Da questa osservazione si può trarre un principio 
generale, molto fecondo, che informa tutta la moderna geo
metria: il principio della sostituilnlltà degli elementi geometrici■.

Si abbiano dei concetti, comunque definiti, i quali ven
gano convenzionalmente designati coi nomi di « punto », 
« retta» e «piano»; e suppongasi che tra di essi intercedano 
le relazioni logiche fondamentali enunciate dai postulati della 
Geometria (o anche soltanto da quelli che stanno a base della, 
Geometria proiettiva). Tutti i teoremi di detta Geometria 
avranno ancora significato e validità ove si intenda di con
siderarli, non più come esprimenti relazioni fra « punti », 
« rette » e « piani » nel senso intuitivo delle parole, ma invece 
come relazioni fra i concetti dati, i quali sono stati conven
zionalmente designati coi detti nomi.
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In altre parole: la Geometria, considerata come scienza 

astratta, può ricevere interpretazioni diverse da quella intui
tiva,, fissando che gli elementi (punti, rette, piani,....) di essa 
sieno concetti comunque determinati, tra i quali intercedano le 
relazioni logiche espresse dai postulati.

In particolare ciò vale anche per la Geometria del piano, 
purché si tenga conto di tutte le proposizioni fondamentali 
che permettono di costruirne il sistema senza uscire dal piano.

Il primo esempio di sostituibilità degli elementi geometrici 
(dopo quello offerto dalla Geometria sferica) s’ incontra nel prin
cipio di dualità della Geometria proiettiva, elaboratosi attra
verso il metodo delle polari reciproche di Poncelet e formulato 
come principio filosofico da Gergonne (1826) (l).

Il vero fondamento di questo principio appaile mediante 
il concetto generale della corrispondenza reciproca per opera 
di Mobius, che ebbe a rilevare il carattere simmetrico della 
relazione di appartenenza di due elementi duali (2); e fu messo 
in più chiara luce da P luokeii (:i) mercè l’uso delle coordi
nate di rette e di piani.

Attraverso il concetto esteso delle corrispondenze (Mobius) 
e la generalizzazione delle coordinate entro diverse famiglie di 
enti (Pltjcker), si prepara il ravvicinamento di « diverse Geo
metrie » quali « interpretazioni di una medesima geometria 
astratta ».

Il classico « Saggio d’interpretazione della Geometria 
non euclidea » del Beltuami (1865, Opere, t. I, p. 262) e una 
ÎSÎota di H esse su « Bili Uebertragsprincip » (4) (1866), offrono 
esempio di questo passaggio, che più tardi doveva diventare 
di uso frequente e sistematico nelle opere di Lie , K lein e 
dei geometri contemporanei.

Crediamo utile di riferire qui 1’ interpretazione della « Geo
metria delle coppie di punti della retta » come « Geometria dei 
punti del piano », che si trova appunto nella citata Nota di Hesse.

Si chiamino « punti » le « coppie di punti d’una retta a », 
e si chiamino « rette » le « involuzioni di coppie di punti 
appartenenti ad a ».

0) Annales de Math., 17.
(2) Baryeentrisehe Catoni, 1827, p. 136.
(3) « Analy tisch-geo11lefcriselle Kntwiekelnngen », Il Tlieil, 1830. — ’ 

Cfr. Abhandlnngen, t. I, p. 619.
(4) Journal fiir Math. Bd 66.
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Oou questa sostituzione di parole tutte le proprietà del 
sistema delle coppie di punti sulla retta divengono proprietà 
di un «piano a» defluito dal punto di vista della Geometria 
proiettiva.

Infatti la sostituzione anzidetto significa che gli stessi 
parametri omogenei un u2, u:ì vengono interpretati: una 
prima volta come coefficienti dell’equazione di 2° grado

che rappresenta una coppia di punti (Ç) sulle retta a, e una 
seconda volta come coordinate d’un punto nel piano a.

Per rendere più chiara la traduzione, sotto l’aspetto geo
metrico, conviene operare nel piano a una reciprocità, pren
dendo dunque a2, u.A come coordinate della retta

uix l -\- h.,x2 +  h:ìx.a =  0.

Allora la traduzione da farsi verrà indicata come segue

coppia di punti di a =  retta di a,
involuzione su ap p u n to  (fascio) di a.

Ad una involuzione degenere di a, dotata d’un limito 
Asso P, corrisponderà in oc un punto P' che, variando P  su a T 
descriverà una curva (7, cioè la curva di 2° ordine:

Ç , X2   Çj j ®:ì :==: Ço î

ciò è d’accordo col fatto che una coppia P i P2 di a appar
tiene a due involuzioni degeneri, sicché la retta corrispon
dente su oc sega C in due punti.

Ora fra C ed a intercede una corrispondenza (1, 1) proiet
tiva; ad ogni « coppia P 4P 2 » di a corrisponde la « retta 
di oc » che congiunge i punti omologhi P /, P 2', appartenenti a (7.

Per tal modo, se si parte da una conica (7, che sia rife
rita ad a con una proiezione da un suo punto, la corrispon
denza di H esse viene posta semplicemente: ad ogni retta 
di oc corrispondono le proiezioni dei punti che essa ha comuni 
con (7, e — conforme ad un noto teorema della Geometria 
proiettiva — le coppie di una involuzione su C (provenienti 
da un’ involuzione data su a) riescono allineate con un 
punto — immagine dell’involuzione di a.
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Vediamo come il concetto della Geometria astratta per

metta di porre nel piano una trasformazione quadratica, spe
cialmente notevole dal punto di vista metrico.

Consideriamo i cerchi del piano n, passanti per un punto 0, 
ritenendo in particolare le rette per 0 come cerchi di raggio 
infinito.

Confrontiamo le proprietà fondamentali del nominato 
sistema di cerchi colle proprietà del piano rigato; ve
diamo che le une si traducono nelle altre quando si sosti
tuisca alla parola « retta » la parola « cerchio per 0 » 
lasciando invariata la parola « punto », e con le avvertenze 
che seguono.

In tal modo si ottiene una interpretazione della Geometria 
astratta del iiiano, dove:

1) i « punti diversi da 0 » vengono chiamati « punti », 
occorrendo altresì considerare un punto — all’ infinito — 
comune a tutti i cerchi di raggio infinito per 0;

2) i « cerchi per 0 » vengono chiamati « rette » (1).
In questa interpretazione — che riesce perfetta per la

Geometria dei punti reali — i cerchi tangenti in 0 figu
rano come rette parallele, e perciò l’introduzione dei punti 
infinitamente vicini ad 0, per riguardo alla nominata Geo
metria dei cerchi, si deve ritenere come equivalente all’in
troduzione dei punti all’infinito nella ordinaria Geometria 
proiettiva.

Se si pone una omografia fra il piano rigato e il 
piano concepito come sistema dei cerchi per 0, si ottiene 
una trasformazione quadratica che ha come punti fon
damentali: 0 e i punti ciclici del piano (punti immagi
nari all’ infinito comuni a tutti i cerchi del piano); la 
qual trasformazione realizza — per così dire — l’interpre
tazione della nostra Geometria astratta. In essa ai punti 
all’ infinito del piano corrispondono i punti infinitamente 
vicini ad 0.

Un caso particolare della trasformazione quadratica anzi- 
detta è Pittiamone rispetto ad un cerchio di centro 0; questo 
caso particolare si distingue per il carattere involutorio della 
corrispondenza (coincidenza della trasformazione diretta colla 
inversa).

(*) Cfr. E nriques. G. Proiettiva. Appendice III.

F. ENRIQUES s
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li). Appendice: iperspazi. — Nel seguito avremo luogo 
di considerare non soltanto equazioni algebriche f(x) =  0 o 
f(xy) =  0, ma anche equazioni e sistemi di equazioni fra tre 
e più variabili. Nel caso di tre variabili ne cercheremo allora 
l’interpretazione conforme alla Geometria analitica dello spazio; 
avremo dunque: superficie f(xyz) =  0, oppure curve gobbe, in
tersezioni complete o parziali di due superficie, che vengono 
rappresentate da sistemi di due o di più equazioni fra le 
coordinate x, y, s, etc. Ma — ponendoci da un punto di vista 
astratto e cercando un aiuto alla facoltà immaginativa — non 
vi è alcun motivo di limitare le rappresentazioni geometriche 
alle tre dimensioni. Il postulato restrittivo che qui s’intro
duce (*), conforme alla nostra intuizione dell’ordine sensibile, 
si può lasciar cadere nella Geometria astratta, costruendo così 
una teoria generale delle varietà o spazi ad n dimensioni.

Soprattutto c’interessa di definire gii spasi lineari, in 
cui si ha una semplice e naturale estensione dell’ordinaria 
Geometria proiettiva.

Una varietà di elementi (punti) che corrispondano biuni- 
vocamente senza eccezione ai rapporti di w-h.l coordinate 
(proiettive) omogenee

Xqi

verrà denominato uno spazio (lineare) S„ ad n dimensioni, 
quando sia definito entro la varietà un sistema di lìnee o 
varietà ad una dimensione, chiamate rette, per modo che « due 
punti (xi), (Xi ) appartengano a una retta » e le coordinate dei 
punti di questa siano

à Xi q- [iXi'.

(b L’ipotesi delie tre dimensioni significa die lo spazio si può gene
rare col movimento triplo di un punto: il movimento semplice genera- una 
linea, il movimento della linea genera una superficie, il movimento di 
una superficie genera un solido o l’intero spazio. L’ipotesi anzidetta si 
introduce d’ordinario nel sistema dei postulati geometrici, con riferimento 
a particolari enti, per esempio alle sfere o ai piani. Così il postulato 
delle tre dimensioni può enunciarsi dicendo che una sfera divide lo spazio 
in due parti per modo clic una linea (continua) congiungente un punto 
interno e un punto esterno ha almeno un punto comune con la sfera. Più 
comunemente il postulato suddetto figura nella geometria elementare 
attraverso la p'roposizione clic « due piani aventi a comune un punto 
hanno a comune una retta ». Cfr. l’articolo « Sui concetti di retta e di 
piano » di U. Amaldi nei Collectanea di F. Enriques « Questioni riguar
danti le Matematiche Elementari »' Volume I. Bologna-Zanichelli, 1912.
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Osservazione. .13 ovvio che la definizione dello Sn può 

esser data ugualmente in rapporto a coordinate proiettive 
non omogenee, delle quali occorre allora considerare anche 
i valori infiniti.

La definizione dello Sn suppone, come abbiamo detto, la 
definizione della linea retta, congiungente due punti o proiet
tante Fimo di essi dall’altro: congiungendo i punti di una 
retta a — BC con un punto A fuori di questa, ossia proiet
tando la retta dal punto A, si ottiene una varietà a due 
dimensioni S2 o « piano » ABC, luogo dei punti le cui coor
dinate sono combinazioni lineari di quelle di A, B, C. Simil
mente, proiettando un piano da uh punto fuori di esso, si 
ottiene uno spazio a tre dimensioni S:iì e in generale con r 
proiezioni successive (r <  n) si definiscono gli spazi lineari 
contenuti in in particolare gli Sn-1 di Sn diconsi iper- 
piani. Un i p e r p i a n o  di Sn è rappresentato da un’ equazione 
lineare

ik, =  u0v0 q -  uivL H- .... -+- unxn = 0 ,

che si ottiene eliminando le X fra le n relazioni

% Vi =  \ x lt -L "1“ •••• d '  n̂Xni (i =  0, 1, —

le quali esprimono che l’iperpiano passa per gii n punii 
indipendenti

Œ/rO, ®kn (fc =  J , 2,

che servono a definirlo.
Si deduce facilmente che gli (r <  n — 1), possono 

essere definiti come intersezioni di n — r iperpiani indipen
denti, cioè mediante n — r equazioni lineari indipendenti.

Inoltre, le note proposizioni sulla teoria dei sistemi di 
-equazioni lineari omogenee si traducono nelle seguenti pro
posizioni fondamentali della geometria proiettiva dello Sn.

Un iperpiano e una retta che non giaccia in esso hanno 
un punto in comune.

Più in generale un (0 <  r <  n)9 e un $n_r, che siano 
ìndipendenti, cioè non appartengano a un Sn- 1, hanno un 
punto comune.

Un Sr e un Sh, con r - ì - h ^ n ,  i quali appartengano ad 
un Sn e non ad uno spazio di dimensione inferiore, hanno 
comune un S y+h_n.
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Quest’ultima proposizione può ritenersi valida anche 
per rH -h — n, nel qual caso si riduce alla precedente purché 
si consideri il punto come uno spazio S0 a zero dimensioni.

Per r -1-76 un 8 r e un Sh contenuti nello 8n non 
hanno in generale punti comuni (e in tal caso diconsi sghembi); 
un 8 r e un Sh (incidenti) i quali abbiano comune uno spazio 
8t ( t>  0) appartengono ad uno spazio minimo 8,._Ht_t da essi 
determinato, e non ad uno spazio di dimensioni inferiori.

I sistemi lineari di curve piane, porgono una illustra- 
zione delle anzidette proprietà dello spazio Sn. Ciò si rende 
chiaro ove si chiamino « punti » le curve del sistema e 
« rette » i « fasci di curve contenuti in esso », richiamando 
i teoremi del § 11 e in particolare il teorema fondamentale 
che corrisponde alla generazione dello SH con proiezioni 
successive.

Sussiste nello spazio 8V un principio di dualità che si 
ottiene scambiando le coordinate xi dei punti con le coor
dinate a, dei piani wv =  0; mentre i punti vengono così 
scambiati cogli iperpiani, le rette si scambiano con gli $n_2 
(base di un fascio di iperpiani), e in generale gii Sr con 
gli /Sn_r_i.

Una sostituzione lineare omogenea sulle variabili o 
ugualmente sulle a, :

x! — (i, le =  0, 1,.... n),k

pone fra gii spazi fe), (a?/) una omografia, la quale — nell’ipo
tesi che sia il determinante j aih |={=0 — costituisce una trasfor
mazione, o corrispondenza, biunivoca non degenere, dotata della 
proprietà caratteristica ohe « ai punti di uno spazio lineare 
8 V contenuto in uno dei due 8n dati corrispondono i punti 
di uno spazio lineare 8r contenuto nell’altro ». Se la sosti
tuzione lineare ha luogo fra le xf e le u/ (e quindi fra le 
e le x!) si ottiene fra i due Sn una correlazione o reciprocità, 
dove ai punti di un 8 r corrispondono gii iperpiani per un 
8n-r -1, venendo così associati gii spazi duali; la correlazione 
può ritenersi astrattamente come una omografia fra uno dei 
due 8n e lo 8n duale dell’altro, quindi — per spazi distinti,; 
ove non è limitata la scelta dell’elemento « punto » — le 
proprietà della correlazione sono identiche a quelle della 
omografia.
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[tomografia fra due Sn si può determinare fissando ad 
arbitrio n -|- 2 coppie di punti o di iperpiani corrispondenti, 
con la condizione che gli n~h2 elementi scelti in uno spazio 
siano tali che n l-1 qualsiansi fra essi siano indipendenti 
(punti non giacenti in un iperpiano, o iperpiani non passanti 
per un punto), potendosi con ciò determinare le 7.ik nel modo 
ben noto per n — 3. Se si suppone che nei due spazi si cor- 
Tispondano i punti

(1 0 ....0),....(0 0.... 1) ed (l 1 .... 1), 

ossia gii iperpiani

.&%=(), x/ =  0 e x0 -f  0/*! -i-.... -|- x>, =  0, x^-px^-p  ....-t-a„' =  0,

le equazioni dell’omografia, prescindendo da un fattore di 
proporzionalità, si riducono alla forma

x! =  xt (i =  0, 1,.

appare così che V omografia entro lo spazio si può considerare 
come la più generale trasformazione delle coordinate proiet
ti/ve X q , X ^  , .... X n  •

Anzi, se lo spazio Sn è dato geometricamente con le sue 
rette (o i suoi iperpiani), le più generali coordinate (proiettive) 
per cui le equazioni degli iperpiani sono lineari, si possono 
stabilire ponendo una omografia fra lo Sn dato e lo 8n ana
litico i cui punti sono i gruppi (xoJ xL, ....x„) ; sicché il sistema 
delle coordinate riesce fissato in rapporto alla scelta arbitraria 
dei punti (100....0), (010....0),....(000.... 1), (111.... 1) (l).

Nola sitile coordinate di rette. Gli (0 <  r <  a — 1), con
tenuti in un Sn possono determinarsi come gli ^  e gli Sn- 1 per 
mezzo di coordinate; ma queste non appariscono più come le 
coordinate proiettive dei punti di uno spazio lineare. Un Sr si 
può determinare per mezzo di r - 1-1 punti indipendenti che 
gli appartengono o per mezzo di n — r iperpiani indipendenti 
passanti per esso; con le coordinate di questi punti, o iperpiani, 
si formeranno due matrici, e i determinanti (l’ordine massimo 
estratti da queste forniranno due gruppi di coordinate dello 
che si dimostrano esser proporzionali e fra cui sussistono certe

fi) Cfr. Enriques. G. Proiettiva. Appendice.



118 li m io  PII IMO

relazioni quadratiche. Così al sistema degli 8r e a quello 
degli spazi duali Sn-r-i competeranno le medesime coordinate. 
Per semplicità ci limiteremo a spiegare la cosa riferendoci 
alle coordinate delle rette, o degli $n_2, incominciando dal 
caso n — 3.

Consideriamo adunque una retta dello spazio $3 determi
nata da due dei suoi punti

A =  (a0aL a, a:ì), B =  (b0b{ b2 bs).

Scriviamo la matrice

«0 « i «* a »

V 6* h h

i determinanti estratti da questa

Pik =  a A  — « A ,

considerati a meno d’un fattore, non dipendono dalla scelta 
dei punti A e B sulla retta, ma soltanto dalla retta medesima 
che — come vedremo — viene da essi determinata, e perciò 
possono assumersi come coordinate omogenee di questa. Infatti 
sostituiamo ad A, B  i punti (X'a# H- fx'k) : si avrà

Aai: [ibi Aak -I- \ü)h | | X [i ( l ;  ( I h

A a h - \ - i i b , ; | a' [x b, h

Occorre notare che le pih non possono essere tutte 
contemporaneamente nulle, anzi fra le pon p02, poti ce ne è 
almeno una diversa da zero, altrimenti le a{ risulterebbero 
proporzionali alle 6t- e i punti A  e B non sarebbero più
distinti.

Tenuto conto della relazione pih =  — p/u-, si hanno sei pih 
sostanzialmente distinte, i cui mutui rapporti corrispondono- 
alle rette dello spazio; ma le sei p„. non possono assumersi ad 
arbitrio: sussiste infatti la relazione quadratica

! )  P=l>*iPM +  PoiPat +Pod>lt =  Q,

che si deduce sviluppando per i minori di second’ordine delle
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due prime linee il determinante

«0 «1 «2 a.
h

«0 «1 a2
K 1>1 h K

Ora si assumano ad arbitrio le p0L9 p02, p03 in modo che 
una di esse sia diversa da zero, p. es. p0i 4=0 ; quindi si assu
mano ancora ad arbitrio le p12?l>13; dopo ciò facciamo vedere 
che a questi valori delle pih corrisponde una retta ben deter
minata, che possiamo costruire, per esempio, come congiun
gente due punti (01tf2«3), (10626;i), intersezioni di essa coi piani 
coordinati x0 =  0, xL =  0.

Infatti si ha
_P$* (!., =  - _P_n

Poi ’ Poi

Pis h  = Pia
Voi’ Poi

dove, usufruendo del fattore di proporzionalità, si può anche 
supporre p,n =  1.

Resta quindi determinata anche la p2:] che viene definita 
direttamente in funzione lineare delle precedenti pih per 
mezzo dell’equazione 1).

Pertanto le sei pih legate dalla 1) determinano senza ecce
zione le rette dello spazio e così appariscono coordinate omo
genee di essa; la conoscenza dei cinque valori

Pon Pmi Poti Pili Pili
*

vale a determinare una retta soltanto nell’ ipotesi p0i 4=O; 
nel caso p0i =  0 la relazione 1 ) non vale più a determinare 
la p23, che si deve assumere fra le cinque pih date per indivi
duare la retta secondo il procedimento precedente. Appunto 
per evitare eccezioni, nella determinazione delle rette mediante 
coordinate occorre considerare anziché cinque, sei coordinate 
omogenee, legate da una relazione quadratica. Da questo 
punto di vista le rette dello spazio S;J si possono riguardare 
come i punti di una quadrica P =  0 (varietà del second’ordine) 
in un S3.
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La condizione di incidenza di due vette (pik), (p'a) è

Po 1 p ' w  +  Poi V 31 • I- Po; Pii -+- PoiPl-ì ■ + •  V'oiPli H -  / o a 2 h s  =
3  p

~  =  S 5— 1>A = 0 .vPhn

Infatti in tali ipotesi essendo coplanari i punti A, B  
e A \ B' che determinano le due rette, si ha

« 0 « i
*>o » , è ,

< < « 2 ' a,'
V 6 * ' K

sviluppando per i minori estratti dalle prime due linee si trova 
appunto la condizione precedente.

Ora, in luogo di determinare una retta per mezzo di due 
punti A e B  e quindi coi minori estratti dalla matrice

a0 az a.} |
\  h  h  *3 i’

si può eonsidevare la vetta come intersezione d i . due piani 
ile 0. vm =  0, e quindi individuavla coi minovi estvatti dalla 
matrice

n0 v l U, V:,
vo v i vi

q,-h =  «* »* — nh v, =  — q,„.

Pev le q,h si ripete per dualità tutto ciò che è stato detto 
delle pik ; ma è interessante dimostrare che le nuove coordi
nate si riducono alle precedenti, cioè si ha, a meno di un 
fattore di proporzionalità: />,, =  qìm.

A tale scopo cerchiamo la condizione di incidenza fra 
una retta (p,k) e una (qik): scriviamo che la retta interse
zione dei piani »„ /= 0  e i\, =  0 contiene un punto di coor
dinate lai-ì-uh; eliminando X e p viene

« 0 «o +  ,fJ « , -+- f i ,  n ,  a ,  n 0 &# +  Zq -t -  u ,  1 ) , -+- u ,  1 ) ,

% «o -+- », «, H- »o «i +  r, a, v„ b„ +  vl hì H- b, -+- r.,
=  0
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«  0 «1 i l . n .

«0 V ,

«0 al a.. a.
K bL b.. h

=  2j>«g« =  0.

Ora per esprimere la coincidenza di dire rette (pik) e (qih) 
scriviamo che le rette (p'ik) incidenti alla (pik) sono incidenti 
anche alla (qa) ; dovranno risultare identiche le due equa
zioni lineari nelle p'01, ....p'3.s :

onde si deduce

p',m =  0

Pii ' ~ qim "

Le cose dette si estendono facilmente alle coordinate 
degli S,. negli Sn. Oi limiteremo per semplicità, al caso delle 
rette e dei loro spazi duali rimandando per una espo
sizione più generale dell’argomento al trattato di E. B ertinj: 
« Introduzione alla Geometria Proiettiva degli Iperspazi », 
Pisa, Spoerri, 1907 (Gap. 2°, % 14-17).

La retta congiungente due punti A =  (a0 a , .... a»), 
B-~  (7;. b,.... h;:) verrà determinata mediante i minori estratti 
dalla matrice

aa <tl .... a„

cioè dai mutui rapporti delle p:i: - - a,- bh — ih. b/: =  —pm i 
quali dipendono dalla retta e non dalla scelta dei punti A, B
sopra di essa. Le pia essenzialmente distinte sono ^  injl
fra di esse intercedono le relazioni quadratiche trinomie

2 )  Pihlm —  Vml'lhii " 1“  VmhVil +  PmiPlh —  ^

nhe si ottengono annullando il determinante

dm «l (Ih (u
bm h bh b,
am <h (Ih (li
bm b, bh h

sviluppato per i minori estratti dalla matrice delle prime 
due linee.
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Le relazioni 2) permettono di determinare tutte le pih in 
funzione di 2n — 1 di esse, per esempio delle

Von Po2 ? ••••Poh Pio ••••Pm

dove si suppone ji014=0. Si costruisce quindi, come per n = 3, 
una retta determinata elle corrisponde ai mutui rapporti 
delle coordinate omogenee pik.

In modo duale un Sn_2 si può determinare in Sn come 
intersezione di due iperpiani ^. =  0, vm =  0, e quindi per 
mezzo delle coordinate omogenee

Clih = l l iV h ~ U h V i1 .

die sono i minori estratti dalla matrice

" l  . . . .  U n

® 0 ® l  " . .  v n

queste qik risultano legate da relazioni quadratiche trinomio 
simili alle 2):

Qildm ~ QmlQki +  QmkQil +  =  0-

La condizione di incidenza di una retta e di un &n_2 
viene espressa dalla equazione bilineare

^ P ih  Qih :=- dj

come si deduce con lo stesso ragionamento svolto per n =  3.
Le coordinate di una retta si possono anche introdurre 

considerando questa come intersezione di n — 1 iperpiani 
indipendenti

si presentano allora come coordinate i minori d’ordine n — 1 
estratti dalla matrice

ìi0a) ■a/1) ..... un{1)

; 'P-0(n_1) R-1(n_1) .... |

e dualmente si dica per le coordinate di un $»_2.
Ma, come per il caso u =  3, si riconosce che le nuove 

coordinate risultano proporzionali alle precedenti.
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In questa introduzione non spingeremo più avanti lo 

sviluppo della Geometria proiettiva iperspaziale, alla quale 
ci occorrerà di ritornare nel seguito. Osserveremo soltanto 
che — una volta compreso lo spirito della generalizzazione — 
alcune proprietà, stabilite per la ordinaria geometria del piano 
e dello spazio, si trasporteranno immediatamente agli spazi 
a più dimensioni, e in tal caso potranno senz’altro ritenersi 
note. In altre questioni accade invece d’incontrare difficoltà 
essenziali e novità inaspettate, che esigono un esame parti- 
col ar men te approfondi to.

Notizia storica. Il linguaggio della Geometria a più di
mensioni si trova incidentalmente usato dai matematici con 
scopi diversi, p. es. Lagkaxme (\) assimila la Meccanica alla 
Geometria, di uno spazio a quattro dimensioni. Ma il concetto 
di varietà ad un numero qualunque di dimensioni, come og
getto di trattazione matematica, viene svolto da A. Cayley 
nel 1843 (2) — secondo un punto di vista esclusivamente ana
litico - - e poi da H. Guassmann (3) (1844) e da B. B iemann (4) 
(1866), i quali intendono così di costruire una estensione 
dell’ordinario continuo geometrico, di cui il filosofo HimnAUT 
aveva veduto la possibilità.

Già con Giiassìuanx appare in tutta la sua generalità il 
pensiero della Geometria astratta, posto a fondamento di 
siffatta estensione.

Bieaiaxx sviluppa una definizione genetica ricorrente 
delle varietà ad n dimensioni, il concetto delle quali darà 
luogo a spiegazioni e considerazioni critiche nel cap. III.

Lo studio della Geometria a più dimensioni può essere 
svolto estendendo l’insieme delle ordinarie nozioni metriche 
oppure delle proiettive. Le ricerche di B iemaxx mirano 
all’estensione delle proprietà metriche (o metrico-differenziali) 
inerenti alla così detta Geometria sopra le superficie, e pon
gono i fondamenti della teoria delie varietà a curvatura 
costante. Ma un’estensione di carattere più elementare e

(l) « T h é o r ie  d e s  f o n c t i o n s  a n a l y t i q u e s  ». P a r ig i ,  a n n o  Y , p a g .  223.. 
O eu v re s  9, p a g .  337.

(3) C a m b r id g e  m atl i .  J o u r n a l  4 (1843/5) p a g .  1 1 9 ;  P a p e ra  1, p a g .  55.
(3) « D i e  l in e a l e  A u s d e lm u n g s l e l i r e  ». Lipsia ,  1884. P r e f a z i o n e  p. 1 X -X .
(4) « U e b e r  d ie  H y p o t l ie s e n  w e lc l i e  der  G e o m e tr i e  zn G r a n d e  l io g e n  ». 

H a b i l i t a t i o n s c h r i f t ,  G o t t in g a  1854. (Abh. Ges.  Gott .  13 (1866-67) trad . f r a n e .  
L . L a u g e l .  P a r ig i ,  1898).
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immediato della Geometria metrica ordinaria, è data da 
0 . J ordan  ([) (1875) e per la più generale metrica non 
euclidea da E. D ’ O vidio  (2) (1876-77); quest’ultimo fa uso 
anche della dualità e della proietti vita fra spazi Sn.

Per la teoria delle equazioni algebriche, ha maggiore 
importanza la considerazione degli SH in senso proiettivo, che 
apj)untò abbiamo introdotta nelle pagine precedenti. Qui sono 
<hi citare specialmente Ca y l e y : (3), H a lph e n  (4), Ora lepori) (5); 
ma conviene aggiungere che in numerosi lavori di S alm on , 
N other , Clebscii eoe. si cerca spesso negl’iperspazi una 
immagine della teoria degli enti algebrici, e che similmente 
immagini iperspaziali ricorrono nei lavori di K l ein , L ie  ecc.

In una memoria di O a y le y  (r) s’incontra anche il primo 
esempio di applicazioni della Geometria degli iperspazi 
seguendo il m e t o d o  d e l l e  proiezioni, che diviene poi oggetto 
di trattazione sistematica in G. V e r o n e s e  « Behandlung 
der proiectivischen Verhàltnisse.... » (Matliem. Anmilen 1.19 — 
1881).

Il V eronese ha anche assegnato la definizione genetica 
degli spazi Sn con proiezioni successive e più tardi ha analiz
zato i postulati che stanno a base della Geometria iperspa- 
ziale(7); i quali — per quanto concerne la Geometria proiet
tiva — sono stati pure investigati da A modeo e Fano (s). In 
sostanza i postulati che servono a definire lo Sn proiettivo 
come varietà di « punti », richiedono: .

1) l’esistenza di u n a  sotto-varietà « la r e t t a »  che con
tiene due punti arbitrari;

2) che, dati tre punti A, B, 0 , non in linea retta, la
retta proiettante da A un punto della BC e la retta proiet- 

•

(1) « Essai sur la Geometrie h n dimensions ». Bulletin de la Société 
Math, de France, t. Ili (1875).

(2) « Le relazioni metriche fondamentali negli spazi di quante si 
vogliano dimensioni... ». Memorie delPAcc. dei Lincei, 3876-77.

(3) « On thè Curves wicli satisfy given Conditions ». « A Memoir on 
Abstract Geometry ». (Phil. Transactions, 1867-69).

(4) « Recherches de Geometrie à n dimensions ». (Ballettili de la So
ciété math., 1873).

O « On thè Classification of Loci ». (Phil. Transactions, 1878).
(°) « Sur quelques Théorèmes de la géométrie de position ». Creile, t. 31.
(7) « Fondamenti di Geometria a più dimensioni.... ». Padova, 1891.
(s) F. Amodeo: Atti delPAcc. di Torino, t. 26 (1890-91). — G. FxVno: 

« Giornale di Matematiche », t. 30 (1892).
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tante da B  un punto della AG abbiano un punto comune 
( p o s t u l a t o  d e l  p i a n o  sotto la form a Mi P ie r t ) ;

3) che lo S 7I venga esaurito con n  proiezioni successive;
4) un postulato che perm etta l’ introduzione delle coor

dinate proiettive sulla retta (*).
A ccanto ai lavori del V ero nese , la scuola italiana deve  

m enzionare specialm ente quelli di 0 . S egre  (contenuti nelle  
m em orie e negli A tti dell’A ccadem ia di Torino, a datare 
dal 1884), dove l ’applicazione degli iperspazi è svolta soprat
tutto nel senso della G eom etria astratta. In fine ricorderemo 
il g ià  citato libro di E. B ertlnt, dove potrà trovarsi una 
esposizione generale dei più recenti resultati conseguiti in 
Ita lia  sulla G eom etria proiettiva degli iperspazi.

Il concetto delle coordinate degli spazi lineari di un S rt 

è contenuto n ell’ « A usdehnungslelire » di G rassm an n  (1844), 
ma non fu avvertito  dai geom etri che, a cagione della astrat
tezza e del simbolismo, furono distolti dalla lettura di quel 
libro pur ricco di idee feconde ed originali. Ind ipendente
m ente da G rassm ann  le coordinate p ih delle rette di S.ò , legate  
da una relazione quadratica, sono state quindi introdotte da 
O a y le y  (2) e da P lu c k e r  (3). K le t n  (*) ha avuto l’ idea di 
sviluppare la G eom etria dello spazio rigato riguardando questa 
forma com e una quadrica dello spazio lineare S ~ .  L’ estensione  
che concerne le coordinate degli spazi lineari contenuti in 
un S n è stata accennata da O le b sc h  (”’) e da J o r d a n  (/. c. 1875); 
ma la determ inazione del grado e della form a delle relazioni 
(quadratiche) fra tali coordinate appartiene al D ’ Ovidio (°); 
l’argom ento è stato  poi ripreso e trattato in modo più geo
m etrico dal V e r o n e s e  (/. e.).

La considerazione degli iperspazi fa sorgere la questione

(1) Cfr. F. E n r iq u e s: Rendic. Istituto Lombardo (2)27 (1891), e varie 
memorie di M. Pieri dal 1894 al 1898 nei volumi dell’Accademia di Torino 
e dell’Istituto Lombardo.

(2) Quartely Journal 3 (1860), Papera IV (pag. 446).
(3) Philos. Trans. 155 (1865). « Neue Geometrie des Paumes ». Lipsia, 

1868-69.
(4) « Ucber Liniengeometrie unti metrische Geometrie ». (Matk. Ann. 

Bd 5-1892).
(5) « Ueber eine Fundamentalaufgabe der Invariantentheorie ». Abhand. 

(1er K. Gesell. der Wissesckaften zu Gòttingen. Bd. 17 (1872) § 2.
(6) « Ricerche sui sistemi indeterminati di equazioni lineari ». Atti 

dell’A ce. di Torino, t. 12 (1876-77).
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metafìsica circa la possibilità di un ordine reale a più di tre 
dimensioni (1). È appena necessario avvertire che lo sviluppo 
della Geometria iperspaziale come teoria matematica è affatto 
indipendente da tale problema. Ciò riesce chiaro senz’altro 
se ci si riferisce al senso astratto o alla traduzione analitica 
della Geometria. Nondimeno si è sempre autorizzati a figurarsi 
i punti, le rette, i piani e gii spazi S37 contenuti in un Snj 
secondo l’ordinaria intuizione di tali enti, cosi come fa il 
Veronese, e quindi a formarsi una specie di intuizione delle 
figura ij)ers])(tsiiaH che è sintesi d’intuizioni parziali collegate 
in un nesso logico. La deduzione di proprietà della Geometria 
dello spazio S3 mediante proiezioni da spazi superiori, fa 
appello direttamente a questo modo di rappresentazione.

Ora a siffatto procedimento si può obiettare che « l’essere 
contenuto in un Sn con n >  3 potrebbe eventualmente costi
tuire un postulato limitativo per lo S3 ». Ma quando si ricorre 
alla traduzione analitica del ragionamento — che è resa pos
sibile dar postulati dello S3 — un tal dubbio viene eliminato, 
perchè alle variabili a?0, xl9 x27 x3J si possono sempre aggiun
gere altre variabili æ4,.... xn (2).

.11>(>

(1) Cfr. p. es. C l i f f o r d  « Il senso comune nelle Scienze esatte » 
trad. it., Milano, Dumolard, 1886, e — in connessione colle più recenti teoiie 
elettro-magnetiche — gli sviluppi sullo spazio-tempo di M i n k o w s k i .

(2) Cfr. S e g r e  « Su alcuni indirizzi nelle investigazioni geometi ielle » 
(Rivista di Matematica, 1901).



Capitolo III

Nota sul significato dell’ espressione “ in gene
rale „ e sui computi di costanti.

20. Prefazione. — Abbiamo veduto (nei §§ 8, 14) che 
l’equazione algebrica f{xy) =  0, presa come equazione d’ima 
curva, ha in generale il grado complessivo uguale ai gradi 
separati rispetto ad x, y. Invece la f(xy) =  0, concepita come 
equazione d’ una corrispondenza fra rette, ha in generale gradi 
separati diversi rispetto ad æ, ?/, essendo il grado complessivo 
di /  eguale alla somma di codesti gradi separati.

Quindi un’equazione come la

f(xy) =  a,0 x- H- , xy - I- «02 i f  H- al0 x +  a0l y A- «00 =  0
{*2 0 * 0 2  0 ) ì

che dal primo punto di vista è generale, appare invece par
ticolare (o eccezionale) dal secondo punto di vista, perchè 
rientra nella classe di equazioni

Ax2y~ -t-Bx'jj+ Cxif ^y-ha^ y'2 + a i0x-haOLy-ha00=O
per

A =  jB =  (7 =  0,
e reciprocamente.

Ne segue che la qualifica di « generale » applicata ad 
un’ equazione f(xy) =  0 non ha senso finche non si dichiari 
sotto quale aspetto si voglia considerare la / ,  assegnando la 
classe (di curve o corrispondenze con dati caratteri) di cui 
vuoisi considerare come elemento.

Questa osservazione urta l’opinione comunemente rice
vuta che attribuisce inconsapevolmente un senso assoluto 
alla generalità o eccezionalità di un ente, cioè costituisce un 
paradosso che deve essere chiarito. Il chiarimento deriva da 
un ordine d’idee fondamentale per Io sviluppo delle Mate-
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matiche moderne, die non lui l̂el resto una speciale connes
sione cogli enti algebrici, ma porta — anche in questo campo — 
larghe applicazioni.

Connesso a quest/ordine d’idee è il principio comune
mente noto sotto il nome di computo di costanti, che — usato 
da Pltjcker e da Clebsch come criterio di compatibilità 
d’un sistema di equazioni — acquista un posto cospicuo nella 
sviluppo della teoria, geometrica delle equazioni.

In ragione della sua importanza, conviene esaminare rigo
rosamente le difficoltà a cui codesto principio dà luogo, segna
lando le garanzie della sua corretta applicazione, le quali 
vengono lumeggiate da curiosi paradossi e da errori storici.

Forse nessun altro capitolo della scienza può, meglio di 
questo, illustrare la veduta filosofica che la storia dell’errore 
è parte essenziale della storia della verità!

21. I paradossi dell’infinito. — Cominciamo da alcune 
semplici osservazioni, sulle classi finite e sulle successioni nume
rabili, che si possono riattaccare ad un celebre paradosso.

Sia data una classe costituita da un numero finito di 
oggetti (elementi) 'an „..an :

(a) =  («1?.

ìsTel linguaggio comune si dice che una proprietà A appar
tiene in generale agli elementi di (a) se il numero m degli a 
cui non spetta la proprietà A è assai più piccolo del numero

m(a — ni) degli a cui tale proprietà appartiene, ossia se ò 
assai piccolo.

Codesta locuzione non ha un significato matematico pre
ciso. Si può conferirglielo convenendo di riguardare ?? assai

nipiù grande di m, quando il rapporto — resta inferiore a un.
1 n dato limite ?(«) <  - .li

Suppongasi in particolare che si abbia una successione 
di classi, (an), proseguibile indefinitamente ed in cui il numero 
degli elementi vada crescendo; p. es. la successione delle classi

(Ù ;y) ------(/hi, 1 dn, 2 •••• C jì, n ) ,

n — 1, 2, 3,....
per



CAPITOLO 111 129
Si dirà che gli elementi della classe n,na della successione 

posseggono in generale una certa proprietà A, se — desi
gnando con mn il numero degli an cui non spetta tale pro
prietà — si ha

i • mn nImi — =  0 .
n = o o  U

E, se ciò accade, si dirà anche — brevemente — che gli 
elementi della successione

S • ^21'̂ 92 •••• •••• a^ î

posseggono in generale la proprietà A, o che gli elementi che 
non la posseggono sono eccezionali nella successione S. 

Infatti la circostanza che sia

i • m n r,lim — =  0 .n

si avvererà per qualsiasi partizione in classi degli elementi 
della successione data, purché le classi di n — 1, 2, 3,.... ele
menti successivamente costruite, vengano formate con ele
menti successivi rispetto all’ordine di S.

Esempio. Nella successione dei numeri interi

S =  ì ,2 ,  3, 4,....,

i quadrati perfetti sono eccezionali, i numeri della successione 
sono in generale non quadrati.

Infatti due quadrati successivi

f ,  (i> -+-1)2>
differiscono fra loro per 2j> -|- 1 ; e però se gli elementi di S  
vengono partiti in classi 0„, formate successivamente con 
numeri interi crescenti, e dove n va crescendo, accade che 
ad ogni Cn apparterrà un numero mn di quadrati tale che

lini =  0 .Il
Ora rileviamo che:
Se gli elementi di una successione S posseggono in generale 

una certa proprietà A, il significato di questo fatto è essen-
F. ENKIQUES 0
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zialmente relativo all’ orciine della successione ; prendendo gli 
stessi elementi della classe S in un altro ordine, si può dare 
origine ad una successione 2 i cui elementi non posseggano in 
generale la suddetta proprietà A.

Consideriamo la successione dei numeri interi

S =  1, 2, 3, 4,....,

e separiamo i quadrati e i non quadrati, formando le due 
successioni ;

S '=  1, 4, 9, 16, ....
S "= 2 , 3, 5, 7, 8, 10,....;

formiamo quindi la successione

2 =  2, 1; 3, 4, 9; 5, 16, 25, 36;....,

nella quale appare evidente una partizione in classi Cn, com
poste successivamente di n — 2, 3, 4,.... elementi.

Nella classe Cn figura lo nmo termine della successione S" 
ed n — 1 quadrati (elementi di $'). La proporzione dei non
quadrati agli elementi di Gn è dunque espressa dal rapporto — 
che, per =  o h a  per limite zero.

La successione 2 comprende nel suo insieme tutti i numeri 
interi (elementi di S) ma in essa i quadrati sono il caso gene
rale, i non quadrati l’eccezione!

Il fatto così messo in luce è.inaspettato e prende l’aspetto 
d’un paradosso; infatti una vaga nozione comune ci farebbe 
dire che « nella classe dei numeri interi, il numero dei qua
drati è minore del numero dei non quadrati » mentre la 
costruzione precedente ci fa apparire rovesciabile questa 
affermazione.

Dobbiamo dunque esaminare la proposizione surriferita 
e chiederci se, ed in qual senso, si abbia diritto di parlare del 
numero degli oggetti d’una classe infinita e di dire che questo 
debba esser maggiore di quello d’una sua parte, in un senso 
che esclude V uguaglianza.

A tale scoilo giova ricordare che il concetto del numero 
naturale, nel suo significato cardinale, nasce, per astrazione, 
dal confronto di classi (finite) equivalenti

{aia2V..an), (7q62
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•cioè tali che possa stabilirsi mia corrispondenza biunivoca fra 
i loro elementi (i).

Ora vale per le classi finite la seguente induzione del
l’esperienza (postulato): «Una classe (aL....an) non può essere 
equivalente ad una sua parte ». In modo ricorrente, da n 
ad n -h  1, questo principio si stabilisce per tutte le classi 
finite. Ma non può estendersi (con induzione infinità) per 
w =  oo? poicliè è vietato alla nostra mente di compiere infi
niti atti, e i ragionamenti (trascendenti) che contravvengono 
a tale divieto risultano fondamentalmente viziati. Oosì accade 
precisamente che una classe infinita

? '̂2 V"' ?.,•••-
è equivalente ad una sua parte.

Già Galileo (2) fa rilevare il paradosso che la serie dei 
numeri naturali

1, 2, 3,.... il,....

è equivalente a quella dei quadrati

1, 22, 32, .... n2,....,

poiché ad n si può associare univocamente n2, e al termine n2 
della seconda serie il termine n della prima. Cauchy e B olzano  
sviluppano il medesimo paradosso ed altri simili; p. es. la serie 
dei numeri interi

1, 2, o,.... n ,....

è equivalente alla serie dei numeri pari

2, 4, 6,.... 2a,....,

o alla serie dei numeri successivi ad 1 :

2, 3, 4,.... u n —|— 1, 

Per mezzo di queste osservazioni si chiarisce che, ove si 
voglia parlare di un numero cardinale infinito corrispondente

✓

(l) Cfr. l’Art. di F. E nriques « I numeri reali » nei Collectanea 
« Questioni riguardanti le Matematiche elementari ». Yol. I, Bologna, 
Zanichelli, 1912.

(~) « Discorsi e dimostrazioni matematiche intorno a due nuove 
scienze ». Dialogo 1°.
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alla classe 1, 2, ....ri,...., non è possibile ritenere questo numero- 
come « propriam ente m aggiore », cioè m aggiore e d isegnale, 
rispetto a quello corrispondente ad una sua parte infinita,, 
quale è p. es. la serie dei quadrati. Quindi non deve più  
m eravigliarci che, a seconda dell’ ordinam ento della serie data, 
i non quadrati o i quadrati possano apparire in esso più  
frequenti.

22. Potenza (Putì irivSieme secondo Cantor. — I paradossi 
dell’ infinito, riferiti nel paragrafo precedente, hanno dato  
origine alla teoria generale d eg l’ insiem i, di G iorgio Cantor ,. 
e in ispecie al concetto di potenza.

Cantor  ha avuto il m erito di rilevare che i paradossi 
precedenti non significano l’ im possibilità di confrontare classi 
o insiem i infiniti e di ragionare sulla loro equivalenza; essi 
im plicano non già che il concetto di questa equivalenza sia  
assurdo, ma che cade per le classi infinite il postulato che una 
classe non può essere equivalente ad una sua parte. In  altre  
parole la prevalenza; di due classi non esclude la loro equi
valenza.

Ora classi equivalenti si dicono avere ugual potenza,. e  
la potenza — così definita per astrazione — si riduce al 
numero cardinale ordinario per le classi finite e porge lina  
estensione di questo concetto.

È lecito dire che la potenza d’ un insiem e infinito è  
un numero cardinale infinito, ma ai num eri infiniti siffatti 
non si applicheranno le regole valide pei num eri ordinari 
(finiti); non si potrà eseguire su di essi g ii ordinari calcoli, 
nè confondere i numeri infiniti cardinali coi num eri infi
niti che nascono per estensione dei num eri ordinali (tran
sfiniti di Cantor), perchè l’ identificazione dei numeri car
dinali cogli ordinali cessa di valere al di là d eg l’ insiem i 
finiti.

N onostante queste difficoltà, la considerazione delle po
tenze di Cantor conduce a qualche resultato positivo, che  
qui vogliam o richiam are (1).

Def. Ogni insiem e che ha la potenza della serie dei num eri 
naturali 3, 2 ,.... n , .... dicesi numerabile. (*)

(*) Per le dimostrazioni cfr. p. es. V esposizione di questa teoria con
tenuta nell’Art. citato di E nriques su « I numeri reali ».
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Teor. T. L’insieme di tatti i numeri razionali (frazioni) è 
numerabile.

I I .  La retta, presa come insieme dei suoi punti, lia la 
stessa potenza di un segmento. E così il piano lia ugual 
potenza di un quadrato eco.

I I I .  Il segmento, cioè l’insieme dei numeri reali com
presi in un certo intervallo, non è numerabile; la sua potenza 
è propriamente maggiore di quella d’un insieme numerabile 
contenuto in esso.

IV . Il segmento, o la retta (x), ha uguale potenza di un 
■quadrato o di un cubo ecc. o di una varietà ad n dimensioni 
(xAx2....xn).

Fermiamoci un momento sopra un esempio relativo all’ ul
timo teorema. Essendo dato un quadrato ABGD entro cui 
abbiasi da scegliere un punto P, il caso che P  non appartenga 
alla diagonale o ad un’altra linea AC,  si ritiene come generale 
rispetto a quello in cui P  stia su AG\  e quest’ultimo caso 
(eccezionale) appare dotato di una probabilità infinitesima 
rispetto al primo. L’intuizione che si traduce con questo lin
guaggio non è già — come si potrebbe credere — che la potenza 
del segmento (o della linea) AG sia propriamente minore di 
quella del quadrato, poiché — come è detto sopra — i due 
insiemi hanno ugual potenza. La eccezionalità dei punti della 
diagonale (o della linea) entro il quadrato, ha un significato 
relativo all9 ordine doppio in cui sono disposti i punti del 
quadrato (varietà a due dimensioni). Essa significa dunque 
che se si pensano i punti del quadrato in una disposizione 
reticolare, p. es. mediante le parallele ai lati AB, BG, « sopra 
ogni linea del reticolo l’insieme dei punti eccezionali (appar
tenenti alla linea AG) ha una potenza propriamente minore 
dell’insieme dei rimanenti punti ».

Qui conviene citare il Teorema di N e t t o . Gli elementi 
di una classe o varietà 7 , sieno posti in corrispondenza biu
nivoca coi gruppi di n numeri reali (coordinate) xn æ2, 
entro un campo continuo (determinato p. es. da n intervalli 
finiti di variazione per le x), e gii stessi elementi di V  sieno 
poi fatti corrispondere ai gruppi di m numeri yn  in
un certo campo, sicché risulti fra le x e le y una corrispon
denza biunivoca

1)
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se- questa corrispondenza biunivoca è continua (cioè se le f  
e cp sono funzioni continue) si lui necessariamente

n =  m.

Ili altre parole, il numero n die esprime le dimensioni 
della varietà V  risulta definito, non già in rapporto alla 
potenza dell’insieme V, ma in rapporto ad un criterio ordinale,. 
che corrisponde ad un sistema di coordinate x ed ugualmente 
a tutti i possibili sistemi di coordinate che se ne deducono 
con una trasformazione continua 1).

Noi non riferiremo qui la dimostrazione del teorema di 
N e t t o , che è alquanto delicata quando si voglia stabilirla 
rispetto a funzioni /  e 9 soddisfacenti soltanto alla condizione 
della continuità. Osserveremo soltanto che nel caso di fun
zioni derivabili, e meglio ancora nel caso di funzioni anali
tiche cioè sviluppabili in serie di potenze, la dimostrazione 
si dedurrebbe agevolmente dai noti teoremi d’inversione del 
Calcolo.

Il caso, che a noi interessa nel seguito, delle varietà 
algebriche, rientra appunto qui come caso particolare, ma può 
anche trattarsi in modo diretto. Su questo caso soltanto fer
meremo un poco la nostra attenzione.

23. Varietà algebriche: dimensioni, elementi generici. —
Si abbia un insieme (sistema, varietà) di enti geometrici v 
(curve, corrispondenze, superficie ecc.) algebricamente definiti 
in guisa da comportare una certa arbitrarietà. Ogni v si sup
pone suscettibile di variazione continua in funzione di certi 
elementi geometrici (p. es. di punti), e l’insieme degli ele
menti v si suppone essere una varietà continua V, tale cioè 
che si possa passare per variazione continua da un « elemento » 
v di V  a un altro qualsiasi. In tutti i casi in cui v riesca 
determinato per mezzo di un numero finito di parametri 
(ipotesi che sta a fondamento delle seguenti considerazioni), 
v si può riguardare astrattamente come un « punto » di uno 
spazio Sr ad r dimensioni, e la definizione di V  si riduce a 
quella delle varietà algebriche di punti in Sr . Esponiamo 
questa definizione cominciando dal caso più semplice.

Nello spazio dove si assumono come coordinate
non omogenee xn .... xrn xn+i (ovvero coordinate omogenee
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x0, xL,.... æn+i), l’equazione algebrica

f(x l ....xnxn+1) =  0

rappresenta una varietà algebrica ad n dimensioni o oow (iper- 
superficie di Sn±i); questa varietà si dice riducibile se f  si 
spezza nel prodotto di due polinomi f i e / 2, irriducibile nel 
caso opposto.

Osservazione. Nella precedente definizione le dimensioni 
della f  — 0 sono valutate facendo corrispondere una dimen
sione ad una variabile complessa, sicché la stessa varietà f = 0  
si dovrà considerare come un continuo a 2n dimensioni dal 
punto di vista della sua rappresentazione reale, ove figurano 
come parametri le parti reali e i coefficienti delle parti imma
ginarie delle xn ....xn.

Il giudizio sulla irreducibilità della varietà/si riconduce 
a quello relativo ad una curva algebrica, grazie al seguente

Lemma. La varietà
f(x L.... xn+1) =  0

è riducibile o irreducibile secondo che è tale la curva sezione 
piana di essa con un piano generico di 8n+i.

È chiaro anzitutto che una, f  riducibile dà luogo a curve 
sezioni riducibili sopra ogni piano (die non appartenga ad f .  
La proprietà inversa si dimostra con un semplice ragiona
mento che esponiamo in breve riferendoci al caso della super
ficie di $3, (n =  2). Supponiamo che la sezione della superficie 
f  =  0 con un piano generico si spezzi in due (o più) curve 
distinte Cn C2,...., e consideriamo — in questo piano— una 
retta r, non appartenente alla superficie, che incontri CL e C2 
in punti diversi; allora facendo rotare il piano attorno ad?*, 
la curva sezione di /  si comporrà di curve variabili Ci e C2 
incontranti r in gruppi di punti fissi distinti; per tal modo 
le due curve variabili suddette si possono separare razional
mente per tutti i valori del parametro da cui dipende il 
piano per r: si deduce che le suddette curve descrivono super
ficie / t =  0 e / 2 =  0 razionalmente distinte, facenti parte di f .  
Resta ancora a considerare il caso in cui la sezione piana di 
/ - - 0  sia una curva multipla; ma se ciò avviene p. es. lier 
tutti i piani z =- cost, si deduce che tutti i punti d i f = 0

3 f  3 f
sono multipli e soddisfano alle equazioni —- = 0 : la
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nota teoria della divisione dei polinomi e’insegna allora elle 
f ( xixzxz) è riducibile (e si riduce ad una potenza di un poli
nomio primo).

Il lemma stabilito chiarisce il concetto delle varietà

irreducibili.
L’equazione

f(x l ....xnxn+ 0 =  0 

f(XL »••• &nXn-\-1) == 0 ,

contenga xn+i ad un certo grado d- si può supporre d >  0 ove 
si escludano posizioni particolari degli assi coordinati, ed anzi 
(mercè un eventuale cambiamento di coordinate) si può sup
porre che d sia uguale al grado complessivo di /  rispetto 
alle xt \ ciò equivale ad escludere che si stacchi d a / = 0  un 
cilindro parallelo all’asse.^i i, che è rappresentato da un’equa
zione z(xl ....xì1) =  0.

Oiò posto, la f  =  0 definisce come funzione algebrica 
a d valori delle n variabili xL....xn, che possono ritenersi — in 
questo senso — come coordinate algebriche, determinanti gruppi 
di d punti della varietà/. Se ad xLJ....xn-i si danno valori 
costanti generici, ovk diventa funzione algebrica a d valori 
di xn \ questa funzione sarà riducibile quando sia riducibile 
la varietà / ;  viceversa se la detta funzione è riducibile, la /  
potrà essere irriducibile (come avviene p. es. per la superficie

f ==* {x -f- y f  — z =  (x - l- y — V £)(x y -1— V &) ;=: 0),

ma soltanto nel caso che i piani coordinati

xL — cost,.... æn_i =  cost

abbiano una posizione particolare rispetto ad / :  con un cam
biamento di coordinate si può sempre escludere codesta rela
zione particolare degli assi alla varietà; allora, se la varietà 
è irreducibile, la funzione algebrica xn+\ risulta funzione alge
brica irreducibile rispetto alle n variabili xn ....xn separata- 
mente. Se si tengono ferme n — 1 fra le suddette variabili, e 
si fa percorrere un cammino continuo chiuso alla rimanente æ* 
nel suo piano complesso, i d punti della varietà f  che corri
spondono alle coordinate algebriche x^ .... x.}1 possono venire 
scambiati fra loro, ed in tal guisa (per un conveniente cani-
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mino) mio di essi imo essere portato in uno qualsiasi dei rima 
nenti d — 1 ; la possibilità di questo scambio mette in evi
denza che non esiste nessun criterio algebrico atto a distin
guere i d punti corrispondenti alle stesse coordinate x{,.... xn.

La definizione delle varietà algebriche ad n dimensioni si 
estende al caso di varietà contenute in uno spazio Sr(xL ,...xr) (' ) 
con r > i H -  1 dimensioni : dicesi varietà algebrica ad n dimen
sioni, Vn, in Sr , il luogo dei punti le cui coordinate sono fu n 
zioni razionali di n variabili indipendenti e di una funzione 
algebrica di esse

per modo che — invertendo — le y ì ,....yn+1 risultino funzioni 
razionali dei punti xf di Vn.

La varietà Vn è riducibile o irriducibile come la / ;  in 
particolare sono certo irriducibili le Vn razionali (caso in 
cui xi7.,..xr sono funzioni razionali di n variabili indipendenti 
yn ....yn, l a / = 0  riducendosi ad yn+\ =  cost.).

Una varietà Yn (la quale sega gli 8r- n di 8n non gia
centi su di essa, in un numero finito di punti) viene proiet
tata semplicemente da un Sr-n- 2 non avente particolari rela
zioni con Vnj secondo gii Sr- n-i generatori di una varietà 
(cono di specie r — n — 1) ad r — 1 dimensioni; la nota teoria 
dell’eliminazione permette di formare razionalmente l’equa
zione di codesto cono, in funzione dei coefficienti delle cp; a 
sua volta le coordinate dei punti di Vn risultano funzioni 
razionali dei punti della varietà ad n dimensioni, sezione del 
detto cono proiettante con un Sn+i generico. B poiché — per 
una scelta conveniente del sistema di coordinate — si può 
sempre supporre che tale sia lo Sn+i:

si deduce che una varietà ad n dimensioni di Sr è definita-,

(l) Cfr. la definizione delle curve gobbe in E nriques « Gf. Descrittiva». 
Parte II, § 21.

X r = y r ( ? J i - - y n ? J n i l). 

f(yt--ynVn+1) =  0,

Æ/H-2-- •••• --
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rispetto ad assi coordinati generici, ponendo ^ - 2,....xr funzioni 
razionali dì xn ... :rn.hi legate da un’equazione algebrica: le 
xn .:.xn possono ritenersi coordinate algebriche corrispondenti 
a gruppi di d (>  0), punti di V, i quali sono non separabili 
razionalmente se V è irriducibile.

Alla definizione delle varietà algebriche Vn ad n dimen
sioni in Sr, (r >  n +  1), si arriva anche in base alla considera
zione dei sistemi generali di equazioni in ivL,....œr (A); una Y n 
si può definire come intersezione di s > r — n ipersuperficie 
di &r. Qui occorre dimostrare che: V intersezione di un sistema 
d’ipersuperficie (aventi punti comuni),

f i  (vi .... xr) =  0 , (i =  1,.... n),

è costituita, di un numero finito di varietà algebriche, nel senso 
definito innanzi, ed eventualmente anche da un numero finito 
di punti che — per estensione — si riterranno costituire varietà 
a zero dimensioni.

Si può svolgere questa dimostrazione notando anzitutto 
che l’intersezione predetta si lascia separare in parti, cia
scuna delle quali incontra in un numero finito di punti uno 
spazio generico St- n per un certo valore di n ; una tale T, 
viene proiettata, da un Sr~n~-i generico secondo un cono, la 
cui equazione può formarsi razionalmente in funzione dei 
coefficienti delle f h (teoria dell’ eliminazione), e costituisce 
quindi una varietà ad n dimensioni i cui punti sono funzioni 
razionali di quelli dell’ ipersuperficie sezione del nominato 
cono con un Sn+u

Giova avvertire espressamente che l’intersezione di più 
ipersuperficie può comporsi di varietà con dimensioni diverse; 
p. es.: tre superficie di second’ordine passanti per una conica 
di han comune la conica ( varietà a una dimensione) e due 
punti (varietà a zero dimensioni); tre ipersuperficie di S4 pas
santi per una superficie di second’ordine si segano in questa 
superficie e in una conica eco.

La nozione della dimensione n d9 una varietà algebrica deve 
ritenersi definita per le varietà irreducibili e per le varietà 
composte di parti irreducibili di ugual dimensione 11; lion si 
può parlare della dimensione per P intersezione di più iper-

(b Cfr. p. es. B erti n i, « Introduzione.... ». C.-ip. 9°.
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superficie di Sr quando questa risulti composta di varietà di 
diversa dimensione, a meno che non si convenga di trascu
rare le parti di dimensione inferiore.

La nozione di « punto » o « elemento » generico di una 
varietà, cioè la distinzione fra proprietà spettanti in generale 
ai punti d’ una varietà e proprietà che spettano solo a punti 
eccezionali, acquista ora un significato preciso per tutte le 
varietà algebriche.

Si dice che una proprietà spetta in generale ai punti 
d’una varietà Vni ad n dimensioni, se i punti di Vn per cui 
essa non è soddisfatta formano — entro Vn — una varietà 
o un insieme di varietà a meno di n dimensioni.

Sopra una varietà Vn irriducibile, una proprietà che si 
traduca con una condizione algebrica a. verrà soddisfatta da 
tutti i punti Vn o soltanto da punìi eccezionali di varietà Vs, 
con s<Cn dimensioni; nel secondo caso la proprietà negativa 
(che consiste nel non soddisfare ad a) spetterà in generale 
al punto di Vrn salvo P eccezione delle anzidetto varietà Vs.

Il significato che così viene precisato delle parole « gene
rale », « eccezionale », è del tutto conforme all’uso comune 
di tali parole che già è occorso talora innanzi per particolari 
varietà.

Ora la definizione della dimensione d’una varietà algebrica 
dà luogo ad una questione fondamentale: quando si scelgano 
diversi modi di determinazione mediante coordinate algebriche, 
uno stesso sistema di enti può apparire, una volta come una 
varietà algebrica ad n dimensioni dello Sr (xL.,..xr), ed una 
seconda volta come una varietà algebrica ad m dimensioni 
di un St

(y1....yt) { r > n ,t> m y ,

sorge allora la domanda se debba risultare necessariamente 
n =  m.

La risposta affermativa a tale domanda può darsi indi
pendentemente dal teorema di Miotto (ricordato nel § 22) e 
costituisce il seguente

Teorema fondamentale sull’ invarianza delle dimensioni. 
Si abbia fra due varietà algebriche irreducibili T n, Vm, 
ad n, ni dimensioni, una corrispondenza algebrica [p, q] dove 
a un ]iunto generico della Vn corrispondano g(> 0) punti 
generici di Y mj e viceversa ad un punto generico di Vm cor-
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rispondano p( >  0) punti generici di Vn ; V esistenza di una 
tale corrispondenza [p, q] (p >  0, q >  0) f  ra le Vn, Vm, porta 
che queste varietà abbiano le stesse dimensioni. cioè

n =  m .

Le Vn e Vm si supporranno date entro due spazi

(xLx2....xr), (yLy 2....yt)
(r > n , t> m ), v

escludendo che sia su Fn a?* =  cost, e la corrispondenza [p, q] 
sarà definita da equazioni del tipo f i(xl ....xr, y L...,yt) =  0 
(i==l, 2,....) fra le x, y. Pongasi per esempio che sia

n >  m ,

e facciamo vedere che tale ipotesi conduce ad un assurdo.
Scriviamo xi =  cost. Questa equazione aggiunta a lle /z =  0 

definisce entro Vn una varietà Vn-i ad n — 1 dimensioni. 
Ai punti di Vn~i corrisponderanno punti eccezionali entro Fm, 
altrimenti ad un punto generico di T m non corrisponderebbero 
punti generici di Vn, come si è supposto. Dunque alla Vn-i 
corrisponderà entro Vm una varietà algebrica Vm-i avente 
(al massimo) m — 1 dimensioni. Questa Vm-i  potrà essere 
irriducibile o riducibile, ed in quest’ultimo caso le si sosti
tuirà una parte irriducibile.

Ciò posto applichiamo ripetutamente il procedimento 
precedente, ponendo

x2 =  cost.
X.x =  cost.

Arriveremo infine ad una corrispondenza fra una varietà 
Vh con à >  1 dimensioni e un gruppo V0 di un numero 
finito (>  0) di punti entro T m. Tale corrispondenza dovrebbe 
associare ad ognuno dei punti di T 0 un numero finito di 
punti di Vh. Dunque Vh dovrebbe contenere un numero 
finito di punti; il che è assurdo, avendosi

>  0 .
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24. Famiglie di enti algebrici dipendenti da numeri interi 

arbitrari. — Abbiamo veduto che l’espressione « in generale » 
assume un significato preciso per tutte le varietà algebriche 
ad un numero qualsiasi di dimensioni; ma ci sono famiglie 
di enti algebrici che non possono ritenersi come varietà 
(algebriche) ad un numero finito di dimensioni, nè comporsi 
con un numero finito di tali varietà; per queste famiglie la 
distinzione fra « generale » ed « eccezionale » non ha più 
significato, se non relativamente ad un modo speciale di 
classificazione degli enti che esse contengono. A siffatta 
circostanza tiene il paradosso da cui abbiamo preso le 
mosse (§ 18).

Si ha appunto un esempio delle anzidette famiglie con
siderando la totalità delle equazioni algebriche /(#//) =  0 (curve 
piane o corrispondenze fra due rette); invero questi enti non 
formano una varietà algebrica a un numero finito di dimen
sioni, ma si lasciano ripartire in classi, come elementi di una 
serie di varietà le cui dimensioni vanno crescendo. Questa 
classificazione può essere fatta secondo diversi punti di vista. 
Se ]e f(xy) — 0 sono concepite come curve, la classificazione 
dipende da un numero intero arbitrario, cioè dal grado com
plessivo della /  che designa l’ordine della curva: abbiamo 
visto che le curve d’ordine n formano un sistema di dimen-

?*(«-+-3)sione ----—— -.
Se invece ]£if(xy) — 0 viene concepita come equazione 

di una « corrispondenza [w, w] », la classificazione delle /  
dipende da due numeri interi arbitrari, cioè dai gradi sepa
rati m e n. Scrivendo

f(xy) = f„ t0(x)yn + / mi( * ) r 1 + .... „{x) — 0,

si mette in evidenza che la f(xy), dei gradi m, n, contiene

(it +  l)(m +  l)

coefficienti, quindi le corrispondenze [»n, n] fra due rette for
mano una varietà ad

mn -+- m -1- n
dimensioni.

Ora, entro il sistema delle curve piane d’ordine n, sono 
eccezionali quelle che hanno i punti all’ infinito degli assi x, y
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<301116 multipli secondo r , 6* con

r -4- s — n ;

infatti il loro sistema ha la dimensione del sistema delle cor
rispondenze [r, $], cioè

rs +  r -h s,

mentre il sistema totale delle j \  ha la dimensione

3) (r-h*)(r H- .9+3) , \ , r2-\-s2-h r-\-s
— —  =  -— % --------- - =  (»•*+♦■-»-«) -i----------i>---------•

Parimente entro il sistema delle corrispondenze [wi, n] 
rapprésentato dalle equazioni f(xy) =  0 di grado n separata- 
mente rispetto ad x, y, sono eccezionali le corrispondenze in 
cui si corrispondono i punti all’infinito db œ, y, contati n 
volte; infatti il loro sistema ha la dimensione del sistema 
delle curve piane d’ordine n, cioè

n(n +  3) 
2 <  n2 -+- 2n.

Nondimeno ad ogni curva piana d’ordine n corrisponde 
univocamente una corrispondenza [r, s] dove 
<3 ad ogni corrispondenza [r, s] una curva piana d’ordine 
n < r - \- s .  La totalità delle curve piane e la totalità delle 
corrispondenze algebriche tra forme di prima specie costi
tuiscono famiglie equivalenti.

La cosa non ci parrà più strana se riflettiamo che 
(come si è accennato) codeste famiglie non dipendono più 
da un numero finito di parametri, ma debbono considerarsi 
come varietà ad infinite dimensioni. Il paradosso che tiene 
al doppio modo di classificazione degli enti di questa 
varietà concepiti come « curve » o « corrispondenze » ripro
duce in questo campo il paradosso che ha formato oggetto 
del § 20.

L’osservazione che precede mette in evidenza il valore 
relativo e convenzionale delle classificazioni nei problemi alge
brici ove entrino in gioco classi continue dipendenti da interi 
arbitrari.



CAPITOLO m 143
25. Computo di costanti. — Abbianosi due varietà alge

briche irriducibili Yn, Ymi ad n, m dimensioni ; i punti della 
prima verranno determinati mediante n coordinate algebriche 
xn ....xnj e i punti della seconda mediante m coordinate alge
briche yn ....ym.

Le coppie costituite da un punto di Yn e da un punto 
di Ym sono gli elementi di una varietà 7 n4mj ad n-t-m  
dimensioni, corrispondendo alle n~\-m coordinate algebriche 
x L,....xn, yn ....ym. Se le Yn, Ym sono definite, entro spazi 
a più che n, ?u, dimensioni, da due sistemi di equazioni 
J?i(xlx2....) — 0, ^h(yLy2 •—) =  0, basta unire questi due sistemi 
per definire la Yn+m entro lo spazio (xLx2....yly2....). È facile 
riconoscere che la delle coppie è irriducibile, tali
essendo Yn e Y m ; altrimenti risulterebbero riducibili le 
sezioni di Yn+m con gli spazi

| y L =  cost.
« y 2 =  C 0 S t .

Una varietà algebrica irriducibile, Y cn ad un certo nu
mero q di dimensioni, contenuta nella Yn+m delle coppie, 
porge l’immagine di una corrispondenza irriducibile fra le 
dette varietà: la corrispondenza così definita nel senso più 
generale, agirà effettivamente sui punti delle due varietà 
o fra punti di varietà meno ampie contenute in esse, 
secondo che è possibile, o meno, di trovare coppie di punti 
omologhi di cui faccia parte un punto qualsiasi di Yn o di Ym. 
Reciprocamente ogni corrispondenza fra le Yn e Ym (o fra 
varietà contenute in esse) è rappresentata da una varietà 
irriducibile, o da un insieme di varietà, sopra Yn+mj in 
quest’ ultimo caso la data corrispondenza si lascia separare 
in più altre.

Supponiamo che fra le varietà Y n, Ym interceda una 
corrispondenza irriducibile, per modo che ad un punto generico 
di Yn corrispondano <̂>r punti di Ym(r>  0), e reciprocamente 
un imnto generico di Ym corrisponda ad oc* punti d iT ^s^O ); 
in tale ipotesi l’immagine della corrispondenza è una varietà 
la cui dimensione r/, può essere determinata in funzione dei 
numeri /i, r, m, s; infatti si ottengono coordinate capaci di 
determinare un numero finito di elementi di Ya aggiungendo
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alle xn xi9....xn9 coordinate di un limito di Vn, le yn y2ì....y^ 
coordinate dei punti della Vr corrispondente; si ottiene (piindi

q — n-h-r.

In modo analogo si trova

q s.

Ricordando il teorema (l’invarianza delle dimensioni, si 
deduce:

n +  r =  m -f- s
cioè

n =  m -h s — r
oppure

r — m -\- s — n .

Questa relazione costituisce un principio di uso frequente 
nel computo delle costanti arbitrarie.

A chiarimento di tale metodo vogliamo svolgere alcuni 
esempli. Ma, prima di ciò, giova notare, una volta per tutte, 
che per l’applicazione del principio sopra enunciato basta 
sapere che le varietà Vn e Vm sono irriducibili e che nella 
corrispondenza tra di esse gli omologhi di un punto dell’una 
formano sull’altra una varietà di cui è definita la dimensione; 
in tal caso se la corrispondenza fosse riducibile si potrebbe 
considerare soltanto una parte irriducibile di essa. Del resto 
nei casi che avremo a considerare avverrà in generale che 
la corrispondenza sia definita mediante funzioni razionali yt 
delle xi e di parametri arbitrari, sicché essa risulterà sen
z’altro irriducibile, a prescindere — tutt’al più — da un 
fattore degenere di essa.

a) jDimensioni dello spazio rigato.
Questa dimensione incognita venga designata con n.
Consideriamo la varietà ausiliaria Ym costituita dalle 

stelle di raggi (punti) dello spazio: si ha m — 3. Prendiamo 
come corrispondenti una retta e una stella quando la retta 
appartiene alla stella: si ha così che a ogni retta corrispon
dono co1 (r =  1) stelle, e viceversa a ogni stella =o3 rette (.v =  2)i 
sarà dunque

n — m s — r =  3-f-2 — 1 =  4. 

cioè: lo spazio rigato è una varietà a 4 dimensioni.
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La dimensione, n, dello spazio rigato può essere valutata 

anche nel seguente modo.
Si consideri la varietà a 6 dimensioni, F6, costituita dalle 

coppie di punti dello spazio, e si osservi che ogni coppia di 
punti determina una retta, mentre viceversa sopra ogni retta 
ci sono oc2 coppie di punti, si dedurrà

n =  G H- 0 — 2 — 4 .

b) Curve cV ordine n determinate da — loro punti
generici. ^

Sappiamo che il sistema delle curve d’ordine n ha —-h
dimensioni. Ora le dimensioni di questa varietà si possono 
valutare nel seguente modo : consideriamo un gruppo di
N  =  —: ^  punti appartenenti a una curva d’ordine n: i
gruppi siffatti, corrispondenti ad una curva, sono si
deduce che un grappo di N  punti generici scelti sopra una 
curva d’ordine n non può appartenere ad infinite curve 
d’ordine w, e quindi una curva generale d’ordine n si può

sempre ritenere determinata da N = X--— dei suoi puntir 
presi in modo generico (Of. § 13).

c) Dimensione del sistema delle cubiche gobbe. 
Ricordiamo che la cubica gobba è definita come ulteriore

intersezione di due coni quadrici aventi una generatrice comune 
non di contatto (r). Per determinare quale sia l’infinità delle 
cubiche gobbe nello spazio ordinario, osserviamo che ogni 
cubica determina co2 coppie di coni con una generatrice 
comune, che la proiettano da due punti di essa; d’altra parte 
i coni quadrici sono e i coni quadrici che hanno il ver
tice sopra un altro cono e posseggono con esso una genera
trice a comune si riducono a co*3; pertanto le coppie di coni 
quadrici con una generatrice a comune sono c>o14? e la dimen
sione del sistema delle cubiche gobbe vale

« =  14 — 2 =  12.

A questo stesso risultato si perviene anche osservando 
che — in base alla definizione — una cubica gobba è deter-

(q Cfr. E nriques, « G. descrittiva ». Parte II, § 22.

F. ENRIQRES 10
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minata da 6 punti (per la irriducibilità della curva si richiede 
che quattro di questi non stiano in un piano). Ora le sestuple 
di punti dello spazio sono <̂ 18, e le sestuple formate coi punti 
di una cubica sono coG? sicché si trova

n =  18 —6 =  12.

Altri esempi che recano maggior frutto di conseguenze 
s’incontreranno in appresso.

26. La compatibilità delle equazioni algebriche e il prin
cipio di Plücker-Clebsch. — II principio del computo delle 
costanti può essere adoperato in altro modo, come criterio 
per riconoscere la compatibilità, o il grado d’indetermina
zione, dei sistemi di equazioni algebriche con più incognite; 
in questo senso appunto il detto principio è stato adoperato 
da P lucker (che ne ha fatto largo e fecondo uso, sebbene 
non sempre corretto) e trovasi formulato da Clebscii nella 
« Commemorazione di Plücker » (l) quantunque Clebscii stesso 
dovesse poi ingannarsi talvolta nella sua applicazione (2).

Per riconoscere il senso preciso e il valore del principio 
di Plucker-Clebscii; prendiamo le mosse dai noti teoremi 
dell’Algebra relativi ai sistemi di equazioni.

Cominciamo dal caso tipico in cui si abbiano n equazioni 
con n incognite:

i f l(xl ....x„) =  0

j .......................
( f„(xl....x„) =  0,

dei gradi rispettivi d, ..... d,,. Eliminando n — 1 incognite, per 
esempio xì ,....xn, si ottiene un’equazione resultante

M { x l )  =  0,

che è in generale di grado D — d1 d.,.... dn (3) (sulla dimostra
zione geometrica di questo teorema, e sni modi di formazione

(1) Gòttingen Abhandlungen. Bd 63, (2 Dee. 1871), pg. 24.
(2) Cfr. il Rapporto di Briix e N otiier sullo sviluppo della teoria 

delle funzioni algebriche (Jahresbericht dei* Deutscken. Matk. Vereiniguug. 
Bd 3, pg. 343, anno 1892-93).

(3) Cfr. p. es. Ca pell i, « Istituzioni di Analisi Algebrica ». Napoli, 
Pellerano, 1902. Cap. XIII, $ 7.
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affettiva della resultante avremo occasione di ritornale in 
seguito nella teoria delle curve). Alle radici della li — 0 cor
rispondono le soluzioni del sistema 1); nel caso che li si riduca 
ad una costante, diversa da zero, le equazioni stesse si dicono 
incompatibili, non esistendo soluzioni finite del sistema 1).

La eccezione della incompatibilità si toglie introducendo 
soluzioni infinite o riducendo le equazioni omogenee col cam- 

t •Tbiamento di xt in — e con la moltiplicazione per una potenza 
conveniente di x0. Allora il sistema 1) diventa

2)

 ̂ f l(x0xl ....xt,) =  0 

1 Jn(æ0xi =  0

dove f i  designa una forma di grado dt e dove si tratta 
— coni’ è noto — di determinare valori finiti proporzionali 
alle xt che ne dieno i mutui rapporti; in questo caso la resul
tante R è una forma di grado D in x0, xi : le n ipersuperficie 
fA =  0,.... fn =  0 hanno sempre D punti comuni (distinti o coin
cidenti) oppure infiniti, costituenti curve o varietà di punti 
comuni; l’ultima ipotesi ha luogo quando R si annulli iden
ticamente (caso d’indeterminazione del sistema). L9incompati
bilità del sistema 1) si traduce nella condizione che il sistema, 2) 
ammetta come conseguenza V equazione x0 =  Q.

Per un sistema di n equazioni (non omogenee) con n inco
gnite, la compatibilità è il caso generale, l’ incompatibilità è 
un caso (V eccezione, che implica condizioni algebriche fra i 
coefficienti delle equazioni date. Che partito può trarsi da 
questa osservazione? Le difficoltà di trarne un effettivo van
taggio risultano chiare nel problema delle equazioni canoniche, 
quale si è presentato nelle ricerche di P lucker (*).

Si abbia un’equazione algebrica di dato grado n, per 
esempio fra due variabili x e ?/, i cui coefficienti siano funzioni 
razionali di certi parametri «A, essenzialmente finiti,
per esempio forme omogenee delle cq:

=  °;

(b Cfr. anche per i riferimenti dei precedenti lavori di questo autore, 
la sua « Tlieorie der Algebraischen Curven ». Bonn, 1839.
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f{xy) =  0,

oppure l’equazione della curva appartenente ad una deter
minata famiglia, si può identificare con la cp per certi valori 
dei parametri ai9 si dice che la cp è una forma canonica a cui 
può ridursi V equazione / .

Se, in particolare, alcuni dei parametri a< si possono con
siderare come coefficienti di.una sostituzione eseguita sopra 
le x, y , la <p, in cui si diano a codeste a* valori arbitrari, si 
dice costituire una forma canonica a cui può ridursi la f con 
la sostituzione indicata. Per esempio

v2 A -y2 — r2

è forma canonica a cui può ridursi l’equazione del cerchio»

A(x2 H- ìf) Bx Cy -\-JD =  (x — a)2 -|~(y — j3)2 — r2 =  0

con una traslazione degli assi.
Per ridurre l’equazione

f(xy) =  2arsxry* =  0
alla forma canonica

v(*ixy) =  o,

occorre in generale risolvere un sistema di equazioni del tipo*

3) '  =

dove le designano funzioni razionali; codeste equazioni si 
ottengono identificando la /  con la cp.

Ora se il numero dei parametri oct è (almeno) uguale a 
quello dei coefficienti arsj si è indotti a ritenere che per valori 
generali delle ars il sistema 3) sia compatibile, e quindi la f  
generale ammetta <p come forma canonica. Questa induzione 
è errata come dimostra il seguente

Sofisma di P lucker. Con un cambiamento di assi coor
dinati ortogonali l’equazione di un cerchio si può sempre» 
ridurre alla forma

x 2+ y 2 =  1!
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La pseudo-dimostrazione di questo sofisma si svolge come 

segue: l’equazione generale del cerchio (x2-{-y2)-t-bx-\-cy-\-d=0, 
contiene tre coefficienti; un cambiamento delle coordinate 
ortogonali, eseguito sull’equazione æ2 +  ÿ2 =  l, introduce tre 
parametri, sicché la trasformata di questo si può identificare 
con l’equazione generale del cerchio risolvendo un sistema di 
tre equazioni con tre incognite; le quali debbono ritenersi 
compatibili per valori generici dei coefficienti &, c, d.

L’insegnamento che si trae da questo esempio, è che il 
sistema di equazioni 3) (dove pure il numero di incognite sia 
uguale a quello delle equazioni) può riuscire incompatibile 
per valori generici delle ars- in tal caso a valori generici 
delle cc-i corrispondono valori particolari delle ars, a valori ars 
generici corrispondono valori particolari delle «*, fra cui qual
cuno infinito.

Ora notiamo che all’impossibilità di ridurre l’equazione 
generale del cerchio alla forma rr-|-?/2==: 1, corrisponde la 
circostanza che questa riduzione, quando è possibile, si effettua 
in un numero infinito di modi: il sistema delle tre equazioni 
a tre incognite da cui essa dipende,- diventando compatibile, 
diventa anche indeterminato. Questa circostanza contrassegna 
il caso di eccezione dei sistemi di n equazioni con n inco
gnite che sono incompatibili per valori generici dei cofficienti, 
ritenuti come variabili. Sussiste infatti il seguente

Principio di P l’Ùckek-Clebsch. Se un sistema di n equa
zioni ad n incognite
1) fifa  i ....xn) =  0 (i =  1, ....n),

in cui compaiono coefficienti ar variabili, è incompatibile per 
valori generici degli ar- ogniqualvolta esso diventi compati
bile per valori particolari degli ari diventa in pari tempo 
indeterminato; quindi: si può affermare la compatibilità del 
sistema per valori generici dei coefficienti, se esso sia compa
tirne e determinato per valori particolari.

Più in generale: se ìm sistema di m =  n — r equazioni 
ad n incognite ( r > 0 ) ,  è compatibile ed ammette ozr soluzioni 
(e non oor+1) per valori particolari dei coefficienti, esso è com
patibile {ammettendo oor soluzioni) per valori generici di essi.

Questo principio più generale si riduce al precedente 
aggiungendo r equazioni del tipo æ.j =  cost.; basterà dunque 
occuparsi di giustificare il principio più ristretto.
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Giova cominciare dal caso in cui le equazioni 1) sono 
lineari; appunto questo caso — a cui conduce già la spiega
zione del cosidetto paradosso di Cramer (*) — sembra aver 
suggerito a P lucker l’uso più generale del suo principio (2).

Se le equazioni

sono incompatibili, ciò significa che fra le n +  1 equazioni 
omogenee

l’ultima è una conseguenza delle prime n, per valori generici 
dei coefficienti air. Questa condizione porta che sia in gene
rale, e quindi sempre, il determinante

Ora, se, per valori particolari dei parametri che entrano 
nei coefficienti, accade che A =  0, si deduce che ciascuna 
delle n +  l  equazioni precedenti ò conseguenza delle rima
nenti ogni qual volta queste siano indipendenti fra loro; in 
particolare dunque, se le prime n equazioni sono indipendenti, 
esse portano di conseguenza xo =  0; se invece esse ammettono 
soluzioni per cui o;0 =4= 0, non sono più indipendenti, cioè for
mano un sistema indeterminato. c. d. d*

Indipendentemente dalla formazione del determinante A, 
il teorema si dimostra anche osservando che se le equazioni 4), 
considerate lier valori generici dei coefficienti, ammettono un 
sistema di soluzioni in cui x0 — Q, un tale sistema di solu
zioni si avrà sempre in ogni caso particolare; se dunque in 
un caso particolare si aggiunge un secondo sistema di solu
zioni in cui x0 =j= 0. il sistema delle equazioni 4) diventa inde
terminato. (Qualora il sistema 4) fosse già indeterminato di 
grado r, diventa indeterminato di grado r +  1).

Ciò posto passiamo ad un sistema di n equazioni dei 
gradi *Z„, che prendiamo già ridotte alla forma omogenea

H Cfr. L 2°, $ 15.
(2) Cfr. l’introduzione alla citata « Théorie der Algebraischen Curven ».

A =  | a,.x | =  0

f i(x„xl ....zn) =  0.



CAPITOLO III 151
L’ipotesi è che, per valori generici dei coefficienti, il 

sistema 2) abbia come conseguenza 1’ equazione xo =  0. Il ragio
namento seguente vale a provare in generale che se — per 
valori particolari dei coefficienti — le equazioni 2) ammet
tono soluzioni in cui æo=|=0, esse ne ammettono infinite. Infatti 
le ipersuperficie 2) posseggono D =  dr ...dn punti comuni, 
appartenenti all’ iperpìano æo =  0; se — per valori particolari 
dei coefficienti — si trova un nuovo punto comune alle dette 
ipersuperficie, per cui x0 =4= 0? avendosi più di D intersezioni 
se ne avranno infinite, cioè il sistema 2) diventerà indeter
minato. Tuttavia per rendere completo questo ragionamento 
occorrerebbe stabilire in modo speciale che :

1) le infinite soluzioni del sistema 2), dedotte dall’esi
stenza di un punto-soluzione fuori dell’iperpiano xo =  0, cor
rispondono a una curva, o varietà, passante per questo punto, 
e quindi non giacente tutta nell’iperpiano xo =  0;

2) ove le equazioni f f =  0 costituiscano già in generale 
un sistema indeterminato (portante per conseguenza x0 =  0) 
le infinite intersezioni delle n ipersuperficie — 0 equival
gono a D intersezioni, sicché l’ipotesi di un nuovo punto 
comune permette di trarre analoghe conseguenze.

In  luogo di esam inare le questioni delicate che abbiamo 
segnalate, porgerem o qui una dim ostrazione geom etrica del 
principio di P lucker-Olidbsch, riattaccandolo al principio  
del com puto delle costanti del precedente paragrafo.

A tale scopo ci riferiremo ad un sistema di m < n  equa
zioni già risoluto rispetto ad m dei suoi coefficienti variabili, 
come accade pei sistemi di equazioni a cui conduce il pro
blema delle forme canoniche. Si abbia dunque il sistema di 
equazioni (non omogenee)
5) yi =  ài(xl ....xn) (» =  1, 2,....m)

dove le sono funzion i razionali (intere o fratte).
Le equazioni 5), dove si considerino le xt come variabili 

arbitrarie, definiscono una varietà algebrica V  ad un certo 
numero di dimensioni, contenuta nello $m(yA ....yw); se questa 
varietà non esaurisce tutto lo spazio Sm (che è una varietà 
irriducibile), bisogna che la dimensione di V sia al più m — 1; 
ma La V e lo spazio Sn(xL....x„) intercede una corrispondenza 
rappresentata dalle equazioni 5), per la quale ad ogni (x) gene
rico corrisponde un (y) generico di V ; bisogna dunque che
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un punto generico di V sorga da œr (con r > n — m +  1) 
punti (:r). Conviene aggiungere die la corrispondenza anzi- 
detta può essere riguardata come irreducibile, tralasciando 
eventualmente una corrispondenza degenere che figuri in essa 
come fattore; si può quindi escludere il dubbio che gli cor 
punti (x) omologhi di un (y) generico di V sieno punti ecce
zionali, costituenti una varietà entro Sn (p. es. giacente nel- 
1’ iperpiano all’ infinito).

In parole: se il sistema 5) ò incompatibile per valori 
generici delle , i valori delle yt che lo rendono compatibile 
gli conferiscono un grado d’indeterminazione r^>n  — m.

Ossia: II sistema 5) è certo compatibile per valori generici 
delle yt ove esso sia compatibile, con un grado d’indetermina
zione li — m (e non più), per valori particolari.

Lo stesso ragionamento fondato sul computo delle costanti 
(§ 25) conduce alla conclusione più generale seguente:

Se fra  dice varietà algebriche irreducibili Yn, Vm, ad n, m 
dimensioni, intercede una corrispondenza per cui ad un punto 
generico di Vn corrispondano <x>r punti di Vm (r >  0), e se — reci
procamente — i punti di Vm che nascono da punti generici di Vn 
corrispondono ad ccs punti di questa varietà, dove

0 <  s <  n -4- r — m

si deduce che i punti generici di Vm nascono effettivamente da
qqn-\-r—m

punti (non eccezionali) di Vn.
Altrimenti i punti di Vm omologhi a punti generici di Vn 

formerebbero una varietà (eccezionale) con in' <  m dimensioni 
e si avrebbe

ni -h ,s* =  n-h  r.

I l  precedente enunciato esprime la forma geometrica più 
generale del principio di P luckbr-Olbbsoh, criterio di com
patibilità delle equazioni basato su un computo di costanti. 
L’esatta applicazione della regola richiede di verificare, non 
solo che

n +  r — m >  0 ,

ma che effettivamente un punto di Vm non può nascere da 
più che oo^r-m punti generici di Vn. Inoltre non bisogna
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dimenticare la condizione sopra espressa circa la irreducibilità, 
particolarmente di Vm. Sotto queste condizioni il principio di 
P lucker-Olebsch, rigorosamente fondato, si applica diretta- 
mente, nella forma geometrica dell’enunciato precedente.

Valga come esempio la
Inversione del teorema di Steiner che due fasci proiettivi 

generano una conica.
Basta all’ uopo il seguente ragionamento semplicissimo.
Nel piano, le coppie di fasci di raggi proiettivi sono co7 e 

formano una varietà (razionale) irreducibile; ma se una conica 
deve essere generata da due fasci proiettivi, i centri di questi 
dovranno scegliersi sulla conica e dopo ciò la proiettività tra 
i fasci risulterà determinata, sicché ogni conica ammetterà 
al più co2 generazioni proiettive; le coniche essendo oo5? si 
deduce che la conica più generale può essere generata come 
luogo delle intersezioni dei raggi omologhi di fasci proiettivi 
(ed ammette appunto co2 generazioni, siffatte).

Osservazione. La condizione dell’irreducibilità di Vm appare 
necessaria dal seguente

Sofisma. In ogni terna di punti della retta che formi un 
gruppo armonico col punto all’infinito, ciascuno dei tre punti 
divide per metà il segmento degli altri due.

Sappiamo che se una terna ABC forma un gruppo armo
nico col punto all’infinito della retta, vi è in essa un punto 
che biseca la coppia (cioè il segmento) degli altri due. Ora 
il nostro ragionamento si svolgerà come segue: le terne date 
(formanti gruppi armonici col punto all’infinito) sono oz>-7 e 
le coppie di punti di codeste terne sono pure co2; ma ci sono — 
fra esse — co2 coppie bisecate dal terzo punto della terna, 
dunque ogni coppia di punti d’una terna che formi gruppo 
armonico col punto all’infinito viene bisecata dal terzo punto 
della medesima terna.

Il ragionamento suppone che la varietà V2 delle coppie 
di punti, estratte dalle nostre co2 tèrne, sia irreducibile, sicché 
non possa distinguersi in essa una parte della stessa dimen
sione 2; invece in una terna la coppia dei punti coniugati 
armonici si distingue razionalmente dalle altre due, e così 
la varietà V2 si spezza in due parti.
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PRINCIPIO DI CORRISPONDENZA 
E LE SUE APPLICAZIONI



CAPITOLO I

Le involuzioni e i gruppi finiti di proiettività 
sulla retta.

1. Principio di corrispondenza. — Nel libro primo (§ 16), 
abbiamo definito le corrispondenze algebriche [ni, nj

f(xy) =  0

fra rette punteggiate o forme di prima specie. Le conside
razioni che seguono si riferiscono al caso di rette sovrap
poste, dove cioè si assumano x e y come coordinate di punti 
variabili sopra una medesima retta. È poi ovvio come queste 
considerazioni si applichino ugualmente alle altre forme di 
prima specie, cioè ai fasci di raggi e di piani, od anche — 
come talora occorrerà nel seguito — a corrispondenze definite 
sopra una conica, i cui punti si possono far corrispondere 
biunivocamente (per proiezione) a quelli di una retta.

Data una corrispondenza fra punteggiate sovrapposte, si 
presenta il problema dei punti uniti, cioè il problema di 
determinare quali e quanti siano i punti x che coincidono 
con uno dei loro omologhi.

Poniamo, nella equazione f(xy) =  0, y =  x ; verrà un’equa
zione F(x) =  f(xx) — 0 che vale a determinare i punti uniti, 
e che non sarà mai identicamente soddisfatta se — come 
supporremo nel seguito — la corrispondenza f(xy) =  0 non 
contiene come fattore V identità.

Ora il grado complessivo della f(xy) si deve ritenere 
uguale ad m +  ?i, riducendosi soltanto nel caso che il punto 
all’infinito figuri fra i punti uniti un certo numero di volte 
(L. 1° §§ 1, 15); tenuto conto di ciò si può enunciare il

Principio di corrispondenza: Tina corrispondenza [m, n] 
sopra una retta ammette sempre m -l-n punti uniti, compii-
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tandosi come i punti sovrapposti ogni punto unito (a distanza 
finita o infinita) clie corrisponda a una radice i-pla di
F(x) =  0.

Questo principio viene talora impropriamente designato 
come « principio di Chasles » ; ma, quantunque lo Chasles 
abbia largamente contribuito a diffonderne l’applicazione, non 
si può attribuirgliene la priorità, che risale alla Nota di 
D e J onquières « Théorèmes généraux concernant les courbes 
géométriques planes d’ un ordre quelconque » (1861). In codesta 
Nota, come già dicemmo, s’introduce per la infima volta l’uso 
di corrispondenze [m, n] d’indici qualunque, e la determina
zione dei punti uniti di una corrispondenza vi figura come 
metodo per valutare l’ordine dei luoghi geometrici.

Subito dopo il Cremona, nella sua « Introduzione » dello 
stesso anno 1861, adottava sistematicamente tale metodo, 
facendo una volta per tutte la dimostrazione che una corri
spondenza [m, n] ha m +  n punti uniti. A questo tipo di 
dimostrazione lo Chasles mosse l’obbiezione che il grado 
dell’ equazione che dà i punti uniti può abbassarsi, e il 
D e J onquières e il Cremona accolsero dapprima P osser
vazione, ritenendo che il numero m -t- n dei punti uniti sia 
suscettibile di riduzione in casi particolari. Ma nel gen
naio 1864 il Cremona scriveva al D e J onquières rilevando 
che l’eccezione sopra accennata non sussiste, ove si tenga 
conto del punto all’infinito che, in questo caso, figura fra i 
punti uniti. Lo Chasles, che non parve subito persuaso 
da questi argomenti comunicatigli dal D e J onquières, poco 
dopo esponeva quello che fu poi chiamato principio di cor
rispondenza nel suo corso della Sorbona e in una Nota dei 
Comptes Eendus del 27 giugno 1864; ivi quel principio figura 
sotto il nome di lemma e viene basato sulla dimostrazione 
del Cremona (i).

Nelle numerose applicazioni del principio di corrispon
denza, s’incontra la difficoltà essenziale di determinare la 
molteplicità secondo cui un punto appartiene al gruppo dei 
punti uniti. Per codesta determinazione conviene muovere in 
generale dal fatto che un punto unito a corrisponde a una (*)

(*) Cfr. la Nota storica di C. S e g r e  nella « Bibliotlieca Mathematica » 
di G. E n e s t r o m , (1892).
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radice dell’equazione f(ay) =  0. Supposto che a sia radice 
r-pla della predetta equazione, cioè che a coincida con r dei 
suoi corrispondenti, si domanda se, e come, possa determi
narsi la molteplicità di a nel gruppo dei punti uniti.

Il problema non ammette in generale una risposta deter
minata: lier chiarire la cosa conviene riferirsi alla curva 
f(xy) =  0 immagine della corrispondenza, le cui intersezioni 
con la retta y =  x forniscono i punti uniti.

Supponiamo che la retta y — x abbia una intersezione 
doppia con la curva /n e l  punto A =  (aa): bisogna distinguere 
due casi :

1) La retta y — x  è tangente propria della curva. In questo 
caso x — a è radice doppia delP equazione F(x)=f{xx) — 0, ma 
P equazione f(ay) =  0 ammette y — a come radice semplice, 
e così pure la f(xa) =  0, cioè il punto a coincide con uno solo 
dei suoi omologhi nella corrispondenza diretta e nella inversa.

2) Il i>uiito A è doppio per la curva/, della quale y — x 
è una tangente impropria. In questo secondo caso a è radice 
doppia tanto per l’equazione F(x) = f(xx)  =  0 quanto per le 
f(ay) =  0, f{xa) =  0 ; può accadere che a abbia per una di 
queste due equazioni (o anche per ambedue) una molteplicità 
maggiore di 2, in ordine alla circostanza che una tangente 
principale per A sia parallela ad uno degli assi coordinati.

Reciprocamente, supponiamo che il punto a coincida con 
due dei suoi punti omologhi nella corrispondenza (xy), cioè 
che a sia radice doppia dell’equazione f(ay) =  0. In tal caso 
la retta y — a ha con /  due intersezioni riunite in A, e si 
possono distinguere i due casi in cui essa sia tangente propria 
o impropria. Nel primo caso la retta ÿ =  æ non tocca f  in A, 
e perciò il punto a figura come semplice nel gruppo dei punti 
uniti. Nel secondo caso A figura come doppio almeno in 
codesto gruppo.

È particolarmente notevole il fatto che il punto A risul
terà doppio per la curva f  se fi coincide con due dei suoi 
omologhi contemporaneamente nella corrispondenza (xy) e nella 
inversa (yx), sicché in tale ipotesi a conterà almeno due volte 
nel gruppo dei punti uniti della corrispondenza.

Un criterio generale lier la valutazione delle molteplicità 
dei punti uniti di una corrispondenza viene offerto da un 
calcolo di infinitesimi, che costituisce la cosidetta regola di 
Z e u t h e n .
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Supponiamo dapprima che la curva f(xy) = 0  abbia in A
un punto semplice; allora distili

x=o

Il rapporto degli infinitesimi 
rendosi alla figura:

filiamo 3 casi:
1) la /  non tocca 

nessuna delle due rette 
% — ci, y =  x->

2) la /  tocca la retta
x  —  a  ;

3) la /  tocca la retta
y =  x.

Nell’ipotesi 1) ad un 
punto x nell’intorno di a 
corrisponde un y appar
tenente al medesimo in
torno, cioè un solo y per 
cui y — x diventa infinite
simo con x — a.

qi _
1 1  si può calcolare rife- x — a

y — x — OD =  BD  — BC =  BD  — AB =  dy — dx 
x — a =  dx, quindi

y — x  dy — d x  dy b
x — a dx dx ’

duperciò, essendo per ipotesi — finito e ={= 1, « y — x è infìni-
( I X

tesimo del prim’ordine rispetto ad x — a».
Nell’ipotesi 2) ad ogni x nell’intorno di a corrispondono 

dice o più y nel medesimo intorno per cui il rapporto degli
infinitesimi - ----- =  — — 1 risulta infinito come — . Se la fdx dx Jx — a
ha un contatto semplice con la retta x : a, i valori di y
prossimi ad a sono due, e ciascun dy diventa infinitesimo 
d’ordine - rispetto a dx; se più generalmente si tratta di
un contatto r-punto (cioè d’ordine r — 1, r > 2) i valori di y 
prossimi ad a sono in numero di r e ciascVm dy è infinite
simo d’ordine  ̂ (Ofr. L. 1°, § 10). In ogni caso se si assume
x — a come infinitesimo-unità « la somma degli ordini di infi
nitesimo delle differenze y — x è eguale ad 1 ».
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N ell’ ipotesi 3) ad ogni x  n ell’ intorno di a corrisponde 
mi y appartenente al m edesim o intorno, e tale che il rap-

qi _ ^
porto - ------ d iventa iniinitesim o.x — a

Si può precisare l’ ordine di in iin itesim o rispetto ad x — a, 
preso come unità, supponendo che la curva f  abbia con la 
retta y  —  x un contatto ?-punto (r >  2) ; in tal caso ( L. 1°, § 10) 
« y  — x è un iniinitesim o d’ordine r rispetto ad x — a ».

In  tu tti i casi 1) 2) 3) si trova dunque che « la m olte
plicità del punto a nel gruppo dei punti uniti della corri
spondenza, ossia nel gruppo delle intersezioni della curva /  
con la retta y  =  x ì è uguale alla somm a degli ordini di infi
nitesim o delle differenze y — x ».

Ora supponiam o che la curva /  possegga in A  un punto  
di m olteplicità  r  >  1, con r  tangenti d istinte : allora (L. 1°, § 10) 
la curva f  nell’ intorno del punto A si lascia d istinguere in r 
rami, e le intersezioni di /  con le due rette x — a e y =  x 
si ottengono intersecando separatam ente i singoli rami. Si 
deduce la

jRegola dì Z eu th k n  (l). Per valutare la m olteplicità  che 
spetta ad un punto a nel gruppo dei punti uniti della  
corrispondenza f(xy) =  0, si consideri la corrispondenza (xy) 
nell’ intorno del punto a, dove ad ogni x corrisponderà in  
generale un certo num ero s>  1 di y prossimi ad a: yn y2,....yn 
ciò posto si som m ino g li ordini di iniinitesim o delle diffe
renze yi — x com parate ad x — a, la somma di questi ordini 
di infinitesimo fornisce la molteplicità del punto unito a .

Questa regola è assolutam ente generale, cioè vale non  
soltanto nel caso — che s’ incontra di solito ne lle  applica
zioni — in cui la singolarità della curva rappresentativa f  
nel punto A  sia un punto r-plo a tangenti distinte, ma anche  
se codeste r tangenti coincidono in parte fra loro, avendosi 
nel punto una singolarità ordinaria o straordinaria.

A tale scopo basta notare che la dim ostrazione svolta  si 
fonda essenzialm ente sulla osservazione che segue: sia l un  
ramo lineare di curva passante per l’ origine 0 , e si conduca  
per 0 una retta qualsiasi o; una parallela a questa sega il 
ramo l in uno o più punti prossimi ad 0 , quest’ ultim o caso

(b Cti*. Zeutiien. Noto sur le principe de correspondence. Bulletin 
de Se. Mutli. 5, ini#. 186, (1873).

P. ENKIQUES 11
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corrispondendo all’ipotesi che o sia tangente ad /; in ogni 
caso le inverse degli ordini di inlinitesimo delle distanze di 
codesti punti da o danno una somma indipendente dalla posi
zione di o, giacché se o ha un contatto r-punto (r >  1) con l 
le nominate intersezioni diventano r e gli ordini di infinite
simo delle loro distanze da 0 diventano pure r. Ora la pro
prietà anzidetta non solo si estende a curve composte di rami 
lineari, ma permane ancora ove si considerino rami non lineari.

Si può infatti sostituire in ogni caso un ramo, o gruppo 
di rami, tangenti all’asse x, con la curva yr=  lcxò' che ne porge 

.un’approssimazione, dove si può supporre per esempio s > r 
(Ofr. § 12). Una retta o prossima all’origine ha in generale r 
intersezioni con la curva e le distanze di questi punti dalla 
parallela per l’origine sono infinitesimi del prilli’ordine, sicché 
la somma delle inverse degli ordini vale r; se invece si con
sidera una parallela all’asse x si hanno s ( > r )  intersezioni,

,9
le distanze dell’asse sono infinitesimi d’ordine - , e perciò la 
somma delle inverse di questi ordini vale ancora r.

Ritorniamo alla rappresentazione della corrispondenza 
f(xy) =  0 con la curva immagine che ha la medesima equa
zione, i>er notare ciò che può dirsi nel caso speciale delle 
corrispondenze simmetriche.

Dicesi simmetrica una corrispondenza [a, a] j\xy) — 0 che, 
riguardata come operazione, non si distingue dalla sua inversa.

La condizione perchè ciò accada è che la curva rappre
sentativa possegga come asse di simmetria la retta y =  x. Per
mutiamo fra loro x, y nell’equazione

f(xy) =  ?>«ikxiyh =  0 ,

l’equazione deve restare invariata, sicché il grado rispetto 
ad x sarà uguale al grado rispetto ad y, sarà cioè n =  m , 
inoltre dovrà aversi

f(mj) =  o fiyx) ; 

ma ripetendo il medesimo scambio segue

f{:cy) =  '//(xy), p * = l.
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Ora, se p =  ™ =1, sarà

«oO =  (lLi — .... =  ann =  0 j
e

j\xy) =  2 aa.(a?' yk — æ* yr)

si annulla identicamente per x =  y e perciò contiene il fat
tore \f — :r.

Questo caso resta dunque escluso dall’ipotesi fatta in 
principio clve la corrispondenza f(xy) =  0 non contenga come 
fattore l’identità. Pertanto una corrispondenza simmetrica, 
liberata eventualmente dal fattore identità, è rappresentata 
dall’annullarsi del polinomio simmetrico

2 <dh !fh dove aih =  ahi.

Per le corrispondenze simmetriche, se y==a è radice doppia 
(almeno) della f{ay) =  0 anche x = a  è radice doppia della 
f(xa) — 0, quindi (come si è visto innanzi) un punto a che 
coincide con due (almeno) dei suoi coniugati (omologhi) conta 
almeno due volte nel gruppo dei punti uniti. Reciprocamente: 
ogni punto a che figuri due volte nel gruppo dei punti imiti 
coincide con due (almeno) dei suoi coniugati. Infatti il punto 
A =  (aa) risulta allora doppio per la curva/. Questo fatto 
che risulta intuitivo dall’immagine reale della curva, si giu
stifica analiticamente osservando che il coefficiente angolare 
della tangente in A deve valere

3/

3 y
laddove si ha in A

d f = df  
dx 3 y ’

sicché il primo membro dell’ uguaglianza risulterebbe uguale 
a — 1, e si arriverebbe ad un assurdo, ove non fosse come 
dobbiamo dimostrare (L. 1°, § 11)

3/
dx

d2
dì) =  0 .
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Una (leterminazione più precisa dei risultali precedenti 
ha luogo per una classe particolare di corrispondenze sim
metriche che vengono denominate involuzioni e che formano 
l’oggetto di questo capitolo.

Osservazione. Termineremo questo paragrafo accennando 
ad mi avvertimento di diverso ordine di cui avremo luogo 
di apprezzare l’importanza nelle applicazioni del principio 
di corrispondenza. Spesso accade che la riduzione d’un pro
blema alla ricerca dei punti uniti (Ü una corrispondenza intro
duca delle soluzioni estranee die non appartengono propria
mente ai problema proposto e debbono essere scartate. Lo 
scarto può esser parziale o anche totale, come nell’esempio 
assai istruttivo dei cosidetti poligoni di P oncelet.

Si cerchi di costruire un poligono semplice di n lati, 
p. es. un triangolo, iscritto in una conica 0 e circoscritto ad 
una conica K. A tale scopo, partendo da un punto P di <7, 
si manderà per P una tangente a 7f, tino ad incontrare C 
ulteriormente in P', quindi si manderà lier P' la tangente 
a K  — diversa da P 'P  — ad incontrare C in P", e cosi via; 
il punto P (B) costruito in tal modo è suscettibile di due deter
minazioni: PL e P2, e la corrispondenza in cui a P si asso
ciano P L e P 2 è una corrispondenza simmetrica [2, 2], È chiaro 
che se P  è un vertice d’un triangolo iscritto in C e circo- 
scritto a 7*T, deve essere P uno dei 4 punti uniti dell’anzidetta 
corrispondenza |2, 2]; ma i 4 punti comuni alle due coniche 
C e K figurano come soluzioni improprie del problema, che 
debbono essere scartate. Così Oayley (1871) deduce che il 
problema non ha soluzioni proprie a meno che la corrispon
denza suddetta si riduca all’identità.

Dunque: non esiste in generale alcun triangolo (o poli
gono) iscritto ad una conica e circoscritto ad un’altra; resi
stenza d’un tale triangolo (o poligono) corrisponde ad una 
relazione fra le due coniche e porta di conseguenza l’esistenza 
di infiniti altri triangoli fo poligoni) analoghi, cioè la chiu
sura delle poligonali che danno origine alla corrispondenza 
[2, 2] sopra nominata (*).

i1) Cfr. P oncelet « Traité des propriété* projectives » nu. 565 e «egfci. 
Per notizie sui numerosi sviluppi a cui questo problema ha dato origine 
Cfr. L oria « Il passata e il presente delle principali teorie geometriche ». 
Cap. I, n. 13.
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2. Le corrispondenze [1, 2] e la proiettività involutoria. —

Consideriamo una corrispondenza [1, 2] fra due rette: su una 
di esse distendiamo la variabile t e sull’altra la variabile x. 

Questa corrispondenza sarà data dall’equazione

f(tx) =  0 ,

di primo grado in t e di secondo grado in x, equazione che 
defluisce t come funzione razionale fratta di secondo grado 
del tipo

t  ~  rnM =  Ìli® ) —  (/"X'

è . _
Notiamo che la t assume ogni valore t due volte, e pre

cisalo elite nei due punti x radici dell’equazione

y(x) =  t:

queste coppie di punti in cui la t assume mi medesimo valore 
si chiamano coppie di livello della funzione t.

Ora le coppie di livello della funzione cp costituiscono una 
involuzione, cioè sono coppie di punti coniugati in una proiet
tività involutoria.

Infatti il punto x che insieme a un punto prefissato x 
costituisce una coppia di livello della cp, soddisfa l’equazione 
di 2° grado

7(x) — ?(•*’) =  0 ,

la quale ammette le due radici x e x . Ividuciamo la 
<p(a?)— cp(X') =  0 a forma intera e dividiamo pera? — x, avremo

(a0 bl — b0)xx d- (a01>., — a.> b())(x d- x) d- (ai b, — bi a j  =  0 .

Si vede così che il punto x è il coniugato di x nel- 
l’involuzione

Axx -1- B(x d- x) d- C =  0,
dove

A — a0bl — b0 ; B  =  a0l).z — a.,b0 : C =  a{b., — bi at .

Fra le coppie di livello della funzione ?(x) hanno parti
colare interesse la coppia degli zeri e la coppia dei poli, cioè 
le coppie di punti in cui la y assume rispettivamente i



valori 0, oc. Se a0 e 60 sono entrambi diversi *da 0, allora
per x =  oo la y(x) assume il valore — , finito e diverso da zero,

'̂ 0
in quanto
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]im
tt =  oo

ar +  at x q- a., 
b(l x~ +  bl x -\- b. =  linio;=oo

a. a,
«„ H-..1 +  HX X'
i &,
/>0 +  V X

an
»,

e così la coppia degli zeri è data dalle radici del numeratore, 
e quella dei poli dalle radici del denominatore.

Supponiamo ora che a0 o b0 siano nulli, sia per esempio 
<r,0 =  0. Allora una delle radici del numeratore va all’io 
e lim ?(&•) =  0, come si verifica facilmente: sicché anche inx=oo
questo caso si può dire che la coppia degli zeri è data dalle 
radici del numeratore. Ciò vale anche se insieme «0 =  ̂  =  0, 
caso in cui la coppia degli zeri si riduce al punto all’infinito 
contato due volte.

Analoghe considerazioni valgono per la coppia dei poli 
nel caso in cui al denominatore della y(x) si abbia Z>0 =  0, 
o anche 1>0 =  bl =Q.

Notiamo ora che la y(x) è determinata dai suoi poli e dai 
suoi zeri a meno di un fattore moltiplicatore.

Infatti dati gli zeri, cioè le radici del numeratore

a()X' -i- avx +  a ,,

questo ò determinato a meno di una costante moltiplicativa A, 
e così pure, dati i poli, il denominatore resta determinato a 
meno di una costante moltiplicativa (x. Quindi dalle coppie 
degli zeri e dei poli la cp resta determinata a meno del
fattore - . Perchè adunque la z> sia completamente determi
nata occorre dare anche la coppia di punti in cui essa acquista 
un qualunque valore prefissato, per esempio il valore 1. 
Notiamo però che mentre la coppia degli zeri e quella dei 
poli possono essere assunte ad arbitrio, dei due punti in cui 
la 9 ha il valore 1 uno solo può essere scelto in modo arbi
trario, restando l’altro determinato di conseguenza.

Abbiamo dimostrato che le coppie di livello di una fun-
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zione razionale di secondo grado rp =  appartengono ad?,(x)
un’ involuzione; facciamo ora vedere reciprocamente die:

Le coppie di punti coniugati in una proiettività invola- 
tona I sono le coppie di livello di una funzione di secondo

7 ?i(æ)grado cp =  .
Infatti prendiamo due coppie di punti coniugati nella J, 

una come coppia di zeri e l’altra come coppia di x>oli di una
rp

funzione razionale di secondo grado v =  --- (la quale restay2(x)
così determinata a meno di una costante moltiplicativa, die 
potremo fissare ad arbitrio). Le coppie di livello della fun
zione y(x), così costruita, appartengono ad un’ involuzione 
coincidente con la I, avendo con essa due coppie in comune.

iSTella costruzione della funzione p abbiamo adunque arbi
traria la scelta di tre coppie, nei punti delle quali si-asse
gnano a y i valori 0, 1 : facciamo vedere che il cambia
mento di queste 3 coppie equivale ad una proiettività sul 
parametro t.

Infatti sia à(x) un’altra funzione che abbia come coppie 
di livello le coppie della involuzione I  e prenda i valori 0, 1
rispettivamente nelle coppie

p{x) — t0, cpbr) — y(«r) — t L̂

queste condizioni determinano la
Operiamo sul parametro t la trasformazione

____ m t  +  n

p t  - f -  q ?

tale che ai valori
t  -- tÿ , t --- toc , t •-- t ̂

corrispondano i valori

T = 0 ,
la

si trasforma in una

T =  o o ,  t = l ;  

cp(æ) — t

e <p(x) assume precisamente i valori 0, 1 dove la <p(æ)
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assumeva i valori £0, tL; si conclude clic la funzione <j>(a?) 
coincide con- cp(x), ciò die dimostra l’asserto.

Prendendo come coppia di zeri e di j>oli i punti doppi
(x — a fdell’involuzione a, b, la cp(x) si riduce alla forma li 

per a — 0, b =  ^  diventa co — hx~. (x— b)*’

3. Le involuzioni d’ordine u e il teorema di Liirotli. —
Abbiamo visto come i punti coniugati in una proiet tività 
involutoria costituiscano le coppie di livello di una funzione 
razionalè (fratta) di secondo grado: l’involuzione resta così 
definita come serie algebrica <li coppie di punti tale die ogni 
coppia sia individuata da un suo punto.

Questa definizione contiene direttamente quella di D e- 
SARGUes (*) che introduce le involuzioni dotate di centro 
come insieme delle (‘oppio le cui distanze da un punto danno 
un prodotto costante. Ora si può dare una generalizzazione 
della involuzione che risale a P oncelet (1816) (2) ed è stata 
svolta da D e J onquières O  (1859).

L’involuzione di second’ordine definita innanzi, nasce 
(come già avvertiva lo Chasles nei Comptes Rendus il 
24 dee. 1855) da una corrispondenza (1, 2] fra la rettasi! cui 
è steso il parametro t e quella su cui e stesa la variabile x, 
corrispondenza data dall’equazione

z(x) =  t.

Ciò posto consideriamo una corrispondenza [1, n] fra la t 
e la x; essa sarà data dall’equazione

z(xì =  t,

dove ora ? è una funzione razionale (fratta) di grado n. Per 
ogni valore t della t, abbiamo per x gli n valori radici del-

(9 « Brouillon proiect d’uno atteinte aux événement des rencontres 
d’un cône avec un plan ». Parigi, 1639. - Cfr. Oeuvres-Pari gi, Leiber, 1864. 
Vol. I. — Precisamente? D esargues chiama involntion la relazione fra tre 
coppie di inulti che soddisfano alla, condizione del testo.

(2) Cfr. « Applications d’Analyse et de Géométrie ». Parigi, 1864, 
t. Il, po'. 218.

(3) « Généralisation de la théorie de l’involution ». Annali di Mat., 
Serie II. Roma, 1859, (pag. 86).
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f(x) =  t .

Avremo così sulla x una serie semplicemente infinita (li 
gruppi di n punti che sono gruppi di livello per la funzione 
<p(æ), la quale assume lo stesso valore in ciascun punto di ogni 
gruppo. Anche qui, come per n — 2, ogni punto individuami 
gruppo, poiché, fissato per x un valore x, resta fissato il valore 
t =  y{x) e quindi gli altri » — 1 punti in cui cp assume lo 
stesso valore t.

Questa serie dei gruppi di livello della funzione cp s’in
dicherà col simbolo </' e si chiamerà involuzione d’ordine n.* '11.

Mettendo in evidenza il numeratore e il denominatore 
di cp, scriviamo

<5p(æ) =

dove, essendo n il massimo grado dei polinomi cpA e y29 questi 
due polinomi vengono considerati ambedue come di grado n. 
L’equazione dell’involuzione sarà
V

?iQ') — t?,,Q0 =  O, 

ovvero, ponendo t — — j-,

À c p ^ . T ) - f - i - i c p 3( a - )  =  ( ) ;

e, come nel caso n =  2, le radici di cp̂ rr) =  0 saranno gli zeri, 
e le radici di cp2(x) =  0  i poli della c p (r r ) . Se il coefBciente di xn 
in yL(x)9 oppure in cp2(œ), è uguale a zero (cioè se uno dei due 
polinomi è effettivamente di grado <«), il punto all’infinito 
fa parte del gruppo degli zeri o rispettivamente del gruppo 
dei poli della f j l , e ben inteso vi figura r  (>  1) volte se si 
annullano altresì i coefficienti di xn_1, ....œn_r+1.

Come per il caso di n — 2 si possono scegliere ad arbitrio 
gli n zeri e gii n poli di una funzione razionale cp di grado a, 
che risulta così determinata a meno di una costante molti
plicativa. Se fra gli zeri o fra i poli si assume il punto a l l ’ ° o  
contato un certo numero r di volte, allora rispettivamente il 
numeratore o il denominatore della cp risulta di grado n — r.

In modo identico a quello tenuto per n — 2 si dimostra 
die : « una proiettività sul parametro t equivale a un cam-
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biamento del gruppo dei poli e degli zeri e del gruppo-unità 
(ove :p =  l) >>.

L’involuzione gl sopra una retta: yfx) =  t, è una serie 
semplicemente intìnita di gruppi di n punti la quale gode le 
due seguenti proprietà:

a) è algebrica, cioè definisce suda retta una particolare 
corrispondenza algebrica (simmetrica);

b) è tale che ogni punto appartiene a un gruppo della
serie.

Queste proprietà porgono una nuova definizione della 
involuzione q1 : sussiste infatti ilf/ n

Teorema di Luuoth (j). Sulla retta, ogni serie algebrica 
semplicemente infinita di gruppi di n punti, tale che ogni punto 
appartenga ad u n  gruppo. e costituita dai gruppi di livello di 
una funzione razionale di grado n.

> Siano G e G' due gruppi di n punti (propri) distinti della 
nostra serie algebrica. Costruiamo la funzione razionale 9(0;) 
che ha per zeri i punti di G e per poli i punti di G\

Per ipotesi, dato un punto qualunque x =  xi della retta, 
restano algebricamente determinati i punti coniugati x2,....xn, 
che, insieme ad xn costituiscono il gruppo della serie alge
brica cui appartiene x. Consideriamo la funzione

*&(x) =  y(xj) 9(^2) •••• y(Xj>) ?

che in ogni punto x ha per valore la somma dei valori della/ 
nei punti del gruppo individuato da x; si vuol dimostrare che 
codesta <D(æ) è una funzione razionale.

A tale scopo occorre introdurre l’equazione algebrica 
f(xj/) =  0 che per x =  xi dà gli n — 1 valori coniugati 
'ìf — 5 •••• Xn ; la

9(^2) +  •— +  9 (®n)

èrnia funzione simmetrica delle radici di f(/j) = f( x iy) =  0, 
la quale si esprime razionalmente per i coefficienti di f(y) e 
quindi per #; segue che anche

®($) — y(®i) +  (yfaz) •••• +  ?fe))
è funzione razionale di x.

(l) Cfr. Math. Armateli. Bd 9.
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Ora la funzione <D riprende evidentemente lo stesso valore 

nei punti che appartengono ad un gruppo della serie alge
brica data; quindi i gruppi di livello della d> contengono i 
gruppi della serie algebrica. Facciamo vedere che la <3> è di 
grado ??, e perciò codesti gruppi contengono solo n punti, 
sicché essi coincidono con i gruppi della serie algebrica, la 
quale risulta così costituita dai gruppi di livello della <D.

A tale scopo, basta notare che la <E> diviene infinita solo 
nei punti in cui sia infinito (̂æA) o. <p(œ2).... o cp(æ„) cioè nei 
punti di 6?', che risultano per la <D poli di primo ordine, 
essendo tali per la cp. All’infinito e quindi anche <T>, assume 
un valore finito. Adunque la <D(o;) risulta una funzione razio
nale di grado n.

Si può osservare che a questa conclusione si arriva 
anche senza far uso dell’ equazione algebrica f(xif) =  0 quando 
si tenga conto che <D(œ) risulta funzione analitica ad un valore, 
della variabile complessa æ, con n poli (*).

^Notiamo infine che, la <£> e la ?, funzioni di grado n con 
lo stesso gruppo di zeri e di })oli, differiscono solo per una 
costante moltiplicativa, quindi i gruppi di livello della d> 
coincidono con quelli della tp, cioè la serie algebrica data 
è la o1 :y n

N o l a .  A  chiarire il significato del teorem a di L u r o th  
giova rilevarne due aspetti principali.

Anzitutto codesto teorema assegna la condizione parti
colare che vale a distinguere le involuzioni fra le corrispon
denze simmetriche.

Una corrispondenza simmetrica [m, m], concepita come 
un’operazione tt, si può caratterizzare dicendo che « se a un 
punto generico A corrispondono ,...4wì, ad Ai corrisponde 
un gruppo di m punti contenente A, (ma non in generale 
A2.... Am) » ossia « la corrispondenza tt2, che è [m2, m2], quando ~ 
è simmetrica si riduce alla somma della identità contata m 
volte e di una corrispondenza [m(m — 1, m(m — 1)] ». Ora si 
può dire che « l’involuzione d’ordine a =  ?a-l-l è una cor
rispondenza ~ simmetrica tale che (per n >  2) è riducibile

({) Cfr. p. es. B ia n c h i. Lezioni sulla Teoria delle funzioni di variabile 
complessa. Pisa, Spoerri, 1901, pag*. 165.
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alla somma dell’identità contata m volte e della rc stessa 
contata m — 1 volte ».

D’altra parte ima serie algebrica di gruppi di n punti 
sopra la retta, si può definire (indipendentemente dal concetto 
di corrispondenza) mediante un sistema di equazioni algebriche

( i 1( x 1x . . . . x „ )  =  o
(1) ! *s (Z1X2....Xw) =  0-

1 =

che leghino le funzioni simmetriche elementari Xi — ̂ x ix2....xi1 
delle ascisse xn degli a punti, le quali X*possono assu-

- mersi come coordinate dei « gruppi di n punti ». Se la varietà 
definita dalle 1) è di dimensione 1, la serie semplicemente 
infinita di gruppi così determinata, che può supporsi priva 
di punti fissi, dà luogo a una corrispondenza algebrica (non 
degenere) sopra la retta. Infatti si assegni ad xL un certo 
valore, p. es. ^  =  0 ; la condizione di compatibilità delle 
equazioni

Cl/ 0 .... (1-/ «

si traduce in una equazione fra le Xj.-.X,, da aggiungersi 
al sistema 1). in questo caso nell’equazione

X„ =  xì x.,.... =  0 ,

che vale a rendere determinato il sistema 1) e perciò a defi
nire un numero finito di gruppi (x2....xn), formati ciascuno 
di n — 1 punti corrispondenti ad xi e variabili con esso.

I valori di X^.-.Xn-i forniscono l’equazione d’uno di 
questi gruppi di n — 1 punti

y n- 1 — x { -b-.... -M  — 1 f - 1 %n-1 =  0 ;

moltiplicando fra loro tutte le equazioni analoghe, si ottiene 
l’equazione f(xy) =  0 che rappresenta la corrispondenza sopra 
definita.

Ciò posto, si può dire che « una serie co1 di gruppi di n 
punti, definita sopra la retta da un sistema di equazioni alge
briche 1), e tale che ogni punto appartenga ad un gruppo,
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si può porre in corrispondenza biunivoca coi punti di una 
retta t, sicché le equazioni della serie si riducano a

t == cpĈ ) - tp(x3) =  .... =  <p(xn) ».

4. Involuzioni con punti fissi. — Consideriamo l’involu
zione di second’ ordine data dalle coppie di livello della fun
zione <p(x), che scriviamo mettendo in rilievo gli zeri e i poli

1) y(x) = (% — «,)Q — a-j) 
(x — PA)(as — [Ç) t.

La 1) ridotta a forma intera dà:

2) (x — at)(x — y-2) =  t(x — $L)(x — p„).

Facciamo variare 3( con continuità, tendendo ad a1. Allora, 
per ciascun valore di t una delle radici della 2) tende al 
valore oq, giacché se nella 2) poniamo Pj =  at essa risulta 
soddisfatta, qualunque sia il valore di t, per % =  acL.

Consideriamo ora la funzione y(x) — 7̂ — in cuir (x — ocjix — fi,)
un polo (fq) coincide con uno zero (xL), ritenendola come limite 
di una funzione <p per cui un polo sia vicinissimo ad uno zero. 
Avremo allora che le coppie di livello della y saranno le 
coppie limiti delle corrispondenti coppie della ? e quindi 
tutte conterranno il punto x — y,, cioè saranno costituite da 
un sol punto variabile e dal punto fisso at.. In questo caso la- 
proiettivi tà involutoria in cui si corrispondono i punti delle 
coppie di livello della ?, risulterà degenere, ad ogni punto 
della retta corrispondendo il punto aq.

Ciò si verifica direttamente scrivendo l’equazione della 
proiettività suddetta sotto là forma

Axx B(x —f- x ) —f— 0  — 0,

dove A, B , C si esprimono per mezzo delle formule del 
§ 2 facendo in esse «0 =  1, =  — (at 4- a2), «3 =

—  f ,  Zq —  1 i-q), Zq —  ^nJ2 •

A =  xz — |32, B =  xlQ2 — aa), C =  xl!!(x.2 — $ì);
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C -i-B x  
X ~  B +  Ax'

C Bxsicché, essendo in questo caso B- =  AC, cioè -=- =  -r1, risultaB  Ax

B
* =  - 2  =  “”

qualunque sia x.
Le considerazioni fatte si estendono alle involuzioni d’or

dine n qualunque.
Consideriamo un’involuzione c/1 costituita dai gruppi di* n

livello di una funzione razionale

■ / a _  — 3,)(æ — a.A .... (x — g„)
0* ••••(* -P « ) ‘

Se viene a coincidere colia,, la gl viene ad avere il 
punto a.l come fisso, cioè appartenente a tutti i suoi gruppi, 
giacché al è radice dell’equazione

(x — a,).... (x — zn)=  t(x — ajix  — |3,).... (x — ,3„),

qualunque sia il valore di t. Gli altri n — 1 punti di un gruppo 
della </ varieranno in generale con t e formeranno i gruppi 
di una gl residua del punto fisso, la quale resta definita 
dall’ equazione

(x — a,) .... (x — a„) =  t(x — fi,) .... (x — jj„).

Ove accada che r poli di z{x) vengano a coincidere con r 
seri, si avranno r punti fissi della ( f  (distinti o no), e i punti 
variabili daranno luogo ad una g1 residua irriducibile.
La y(x), scritta come quoziente di due jmliuomi d’ordine », 
possiederà r punti d'indeterminazione apparente nei punti 
fissi suddetti.

Il caso in cui una g1 possieda dei punti fissi si può rite
nere come un caso di degenerazione della gx, essendo dege-
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nere la corrispondenza [1, n) che gli dà origine; la degene
razione s a r à parziale se ci sono r punti fissi con r <C 11. 
Le g1 totalmente degeneri, costituite da n punti fìssi della retta,
saranno escluse dalle considerazioni seguenti.

Osservazione. Il caso in cui vi siano punti fissi, cioè il 
caso degenere, è il solo caso in cui una involuzione c/1 nasca
da una corrispondenza [1, n\ riducibile, giacché se una tale 
corrispondenza si riduce alla somma di due altre [ r ,.?], [p, q], 
si. ha

r -\-p =  s, s-ì-cf — n,

e quindi r o p =  0 (Ofr. L. 1°, § 16).
Ma, come vedremo piu avanti (§§ 7, 8) l’involuzione 

stessa può essere riducibile come corrispondenza [a — 1, n — 1], 
pure essendo irriducibile la corrispondenza [1, ?*] die le dà 
origine.

5. Punti doppi. Applicazione ai sistemi di curve : teorema 
di Bertini. — Chiamasi punto doppio (o i-plo) di una g1, un’ ' n '
punto cbe figura contato due (o i) volte in un gruppo della 
serie.

Una involuzione (f , (V ordine n, possiede 2n — 2 punti doppi
(i quali tuttavia possono ridursi a un minor numero di punti 
multipli, da contarsi nel modo che preciseremo più avanti).

Infatti 1’ involuzione concepita come corrispondenza 
[n — 1, n — 1] possiede 2n — 2 punti uniti (§ 1). Per avere 
l’equazione dei punti doppi dell’involuzione

?(æ) =  --1 =  t,Cp2(.T)

giova scrivere anzitutto l’equazione della corrispondenza for
nita dall’involuzione stessa. Questa è rappresentata da

9(œ)=<P(ÿ)i

dove tuttavia viene aggiunto ai coniugati di un punto anche 
se stesso. Eiduciamo l’equazione suddetta a forma intera e 
liberiamola del fattore che rappresenta l’identità, avremo
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l’equazione della corrispondenza sotto la forma

fixii) =  — y M v t i v ) = 0  •Jv J) x -- y

Questa equazione è apparentemente di grado 2n —1 ? 
essendo cpL e <p2 di grado n, ma in realtà si riduce al grado 
complessivo 2n — 2 perchè il coefficiente di xnyn in

si annulla identicamente; infatti poniamo

^(a?) =  a0xn +  a ^ 1- 1 - l - .... +  an
y 2(X)  =  b QX n  +  b , ; ^ - 1 H - .... +  b n ,

il coefficiente di xnyn tanto in c°me in ^L(y)r̂2(^)
sarà ugualmente «060.

Ora facendo y =  x nell’equazione della corrispondenza 
si ottengono i -punti uniti dati da

y A (vY-Poiy) —  (y)yÀv)
x — y

Se in luogo di eseguire prima la divisione per x — y si 
pone nel primo membro della 1) y =  x, esso assume la forma
indeterminata pongasi allora y =  x-hh, e si cerchi il limite
per li =  0. Applicando la regola dello H ô pit a l  viene

2) ?1(æ)?/(æ) — ?1'(æ)?2(æ) =  0 .

I punti doppi dell’ involuzione <)' si possono anche deter
minare scrivendo che l’equazione

Ti(«) — *?*(») =  0 ,
considerata per un certo valore di t, deve avere una radice 
doppia, la quale perciò deve soddisfare insieme all’equazione 
predetta e alla sua derivata, cioè al sistema

\ yL(x) — t p2 (x) =  0 
I '-Pii?) —  t%\x) =  0.

3)
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La ricerca dei punti doppi si può effettuare eliminando t 

od x, fra le equazioni 3).
Se si elimina x si trova un’equazione resultante di grado 

2n — 1 in tj li(t) =  0j la quale tuttavia ammette la radice
t =  — cui corrisponde la soluzione x — oo del sistema 3); 

"0
infatti per quel valore di t si abbassano di 1 tanto l’ordine 
di cpL — come quello della sua derivata. Siccome x =  °° 
non è, in generale, un punto doppio della gl , l’anzidetta
radice di R(t) =  0 deve essere scartata, e così jR =  0 si abbassa 
al grado 2n — 2 .

Lo scarto della radice x =  co, soluzione impropria del 
nostro problema, si effettua senz’altro ove, in luogo di eli
minare* x, si cerchino le soluzioni del sistema 3) eliminando t. 
Allora si trova che x è radice della già scritta equazione

2) V i W V i X x l  —  ? /(» )? .(» )  =  0 .

Questa è apparentemente di grado 2n — 1, ma in realtà 
di grado 2n — 2, poiché il coefficiente di x2n~l è

na0l)0 — na0b0 =  0 ,

Osservazione. Si può mettere in evidenza che l’equazione 
del gruppo dei punti doppi di una g l è di grado 2n —2 ,
introducendo coordinate emogenee. L’equazione della g1 sj 
scriverà sotto la forma

* ? ! ( « !  » * )  ■ +  * s )  =  0  ,  ( *  =  —  x )

e i punti (loppi si otterranno eliminando l e j i  fra le equazioni

àpi
dxL 0

BXr, 0,

ciò che conduce ad annullare lo jacobiano

_dyL df.
dxL dx2

3jP2 &P_L 
dxi dx2 *

F. ENRIQUES 12
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N elle  considerazioni che seguono ritorniamo all’ uso delle 
coordinate non om ogenee.

Se x è un punto i-pio per la o1( i >  2), allora x =  x  è* n
radice i-jfia della

cpL(x) — tcp2(x) =  0
e (i — l)-p la  della

?/(V) — t<ps'(x) =  0,

e quindi ancora ( i — l)-p la  per l’ equazione 2).
Si ha così che un punto i-plo della gl conta come i — 1 

punti doppi.
A  questo resultato si arriva anche applicando alla corri

spondenza involutoria la regola di Z eu th b n  (§ 1). U n  punto  
i-plo per la gx può sem pre supporsi corrispondere al valore

t =  0 e cadere nel punto x =  0. Allora —— , n e ll’intorno del

punto zero, è — a m eno di infinitesim i d’ordine superiore —

dove sarà b n =\= 0 se x =  0 non è un punto fisso per

la o1. Ora n ell’ intorno di x =  0  i coniugati di un punto*7 n i ! ~̂ T
x =  \ I —— t , sono, a m eno di infini tedimi d’ordine superiore,

V —i
eæ, £~a, ....e*-1 ,̂

dove £ indica una radice prim itiva i-esim a dell’unità, perciò  
le distanze del punto x dai suoi i — 1 coniugati prossim i ad 
x =  0, sono infinitesim e del prilli’ordine rispetto ad x ; la somma 
di questi ordini di infinitesim o fornisce la m olteplicità  i — 1 
del punto i-plo, nel gruppo dei punii dopili della g1 .

Per com pletare l ’ esam e dei punti doppi di una g l resta

soltanto da considerare il caso in cui questa abbia dei 
punti fissi.

Un punto fisso della g1 assorbe due punti doppi, g iacché  

tolto quel punto resta una g * con 2n  — 4 punti doppi. Ciò 

si verifica direttam ente per l’ involuzione

(x — ayb^x) — tix — =  0
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giacché allora, per =  (x — «)'1)4, =  (x — fl)^> 1’ equazione 2)
diviene

(x — aY^^xy^^x) — 'h'(œ)t2(#)) =  0 .

In modo affatto simile si vede che un punto fisso r-plo 
per la (jl conta pev 2r plinti doppi.

Possiamo riassumere i risultati ottenuti enunciando il 
Teorema. Si abbia una involuzione d’ordine», Ql , la (piale,yn

possegga: li punti fissi di molteplicità

 ̂1 ? *̂2 5  ̂h• ? ’ .

e h punti multipli, per la serie privata dei punti fìssi, di 
molteplicità

.sussiste allora V uguaglianza

2(rL -H r2 + .... rh) -\- i L +  i, + ik — h =  2ri — 2.

Osservazione. Come si vede, per le involuzioni y l , a dif
ferenza di ciò die avviene in generale per le corrispondenze 
[ìi — 1, u — 1], si arriva ad assegnare in modo preciso le mol
teplicità secondo cui i punti multipli figurano nei gruppo 
dei 2u — 2 punti doppi (uniti per la corrispondenza).

Questa circostanza e in rapporto col fatto che per Pinvo
luzione non possono aversi due punti multipli infinitamente 
vicini, i (piali non cadano in un punto fisso o in un jmnto 
di moltiplicità superiore. Ciò è ben noto per n. =  2 : una invo
luzione di coppie di punti non può dar luogo ad unaproiet- 
tività parabolica, se non è degenere.

Supponiamo, in generale, che una involuzione f/1, dipen
dente da un parametro X, possegga un punto r-plo e un punto 
s-plo variabile col detto parametro, i quali si avvicinino inde
finitamente per X =  0.

rolliamo, per semplicità, che uno dei due punti multipli 
resti fermo in # =  0, e corrisponda al valore t =  0; la distanza# 
dei due punti multipli e la differenza (t) fra i valori che t 
prende in essi, diventeranno insieme infinitesime; ma poiché t 
é una finizione razionale di x (la quale può supporsi non 
•avere un polo nel punto # =  (>, per X  =  ())? sarà t infinite-
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simo d’ordine maggiore od uguale ad x. Nel primo caso si 
può ritenere che si avvicinino indefinitamente un punto r-plo 
e un punto .9-plo appartenenti al medesimo gruppo, sicché 
nasce un punto (r +  s)-plo. Esaminiamo più da vicino il 
secondo caso, riferendoci all'ipotesi più semplice: r =  s =  2. 
Avremo per A =  0 una involuzione cpA(a?) — ^ 3(a;) =  0, dove 
l’equazione ^A(a;) =  0 ammetterà la radice doppia x =  0, sicché 
si potrà scrivere

yL(x) =  x*(an - 2  -1- an-:}x +  .... +  a0 xn~2) ; (an =  an-i  =  0) ; 

in secondo luogo l’equazione

ySp) — dt • cp2(x) =  0

ammetterà una radice doppia a dt, e perciò si avrà identica
mente

(X a dt)~(cn-. 2 -{- Cns X  .... -f- C0Xn~~“) =■
== x~((in—2 (in—̂x -\- .... -f- a0x1l~2) — dt(in H~ì)n—iX-\-.... l)0xn) 5
si deduce 

e quindi 

ossia

h d t  — Cu—2 oc dt'

K  =  o,

=== tt(bn—1 "4“ l)n—2X -J— .... -f- i 0Xn~̂ ) J

ciò significa che l’involuzione

— ty2(x) =  0

ha un punto fìsso per x =  0.
In modo analogo: se per una involuzione contenente un 

parametro variabile, si avvicinano indefinitamente un punto 
r-plo e un punto .9-plo (s <  r), che debbano ritenersi come 
appartenenti a gruppi essenzialmente distinti, l’involuzione 
limite possiede un punto fisso contato s — 1 volte, a cui si 
sovrappone (per r >» s) un inulto (r — .9-1- l)-plo della serie 
residua a1ün—ê 1 1

Giova avvertire che il gruppo dei 2n — 2 punti doppi 
di una involuzione g1 ? che non sia totalmente degenere, non 
può mai diventare indeterminato.
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Infatti se l’involuzione

cp,(-r) — ty}{x) =  0

deve dar luogo a indeterminazione dei punti doppi, l’equa- 
zione di essi
2) Ti(«)'f2'( )̂ — =  0 ,
cioè

qPi'(æ)_Vii®)
VA®)’

deve ridursi ad una identità. Integrando viene quindi

cioè
log cp±(a?) =  log <p5(æ) -+- log h (log k =  cost.)

<Pi(æ) =  kyAv) ;

ciò significa die la involuzione data è totalmente degenere.
A questa stessa conclusione si arriva con considerazioni 

puramente algebriche, notando che se si suppongono sop
pressi i fattori comuni di ^  e non può accadere die il 
polinomio <pi5 primo con ?0, divida il prodotto ?2cp/.

D’altra parte il teorema sopra enunciato risulta chiaro 
sotto l’aspetto geometrico, ove si noti che, nel caso di inde
terminazione dei punti doppi,, ogni gruppo dell’involuzione 
possiederebbe un punto doppio (o multiplo) variabile, ed allora, 
considerando due gruppi infinitamente vicini, si avrebbero 
due punti doppi (o multipli) infinitamente vicini; il che è 
stato escluso nella precedente osservazione.

Corollario. Il gruppo generico di una g1 irriducibile non 
possiede punti doppi.

Una semplice applicazione delle osservazioni precedenti 
conduce anche a stabilire il

Teorema di B ektini sui punti doppi delle curve d’ un 
sistema lineare (l): se la curva generica di un sistema lineare, 
senza parti fisse, possiede dei punti doppi o multipli, questi 
sono fissi, cioè cadono nei punti base del sistema.

fi) E en clic. Istituto lombardo (ISSO).
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Basterà dimostrare il teorema per il fascio

ìy L(xy) -f- |x?2(xy) =  0 ,

determinato da due curve generiche del sistema, giacche i 
punti che sono base per ogni fascio contenuto nel sistema 
sono base per il sistema.

Il ragionamento procede per assurdo.
Se la curva generale del fascio -f- =  0 è dotata

d7 un punto doppio variabile, questo descriverà una curva Jj
sulla quale si avrà  ̂funzione di una delle coordinate, per es.:

Consideriamo una curva y del fascio dotata di un punto 
doppio A, ed una curva variabile c?', prossima a cp, dotata di 
un punto doppio A' che si avvicina ad A.

La retta AA' ha come posizione limite, a, la tangente 
in A alla curva d>. Il nostro fascio sega sopra la retta AA' 
una t/1 dotata dei due punti doppi A e A'; al limite si avrà' n
sopra a una C/1 contenente come punto fisso A. Infatti la
distanza AA' si può ritenere un infinitesimo dello stesso ordine 
della differenza delle ascisse x (escluse posizioni particolari

ai due gruppi di cui A e A' sono punti doppi diviene certo 
infinitesima dello stesso ordine dell7incremento di x, quando A 
sia un punto generico della curva invero si ha

dove, per quanto si ò supposto, non è 0 =  0. Sesta così pro
vato, in contraddizione all’ipotesi fatta, che il punto A  appar
tiene a tutte le curve \y ì +  (icp2 =  0, e quindi che la curva 
da esso descritta deve costituire una parte fissa del fascio.

Nota. Il ragionamento si può svolgere anche in altra 
forma come corollario della osservazione più generale espressa 
dal seguente

Teorema sui fasci determinati da due curve con punto 
doppio infinitamente vicino: se una curva dotata di un

n

degli assi), e la differenza dei valori di ^ che corrispondono
a
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punto (loppio variabile A\ si avvicina indefinitamente a una 
curva fissa cp, dotata di punto doppio A, per modo che la 
retta AA' tenda ad una retta a, il fascio limite determinato 
dalle due curve infinitamente vicine, possiede A come punto 
base semplice: inoltre si ha ili A una tangente fissa che è la 
retta coniugata armonica di a rispetto alle tangenti princi
pali di cp.

Pongasi dapprima che f  s’avvicini a cp in guisa che la 
retta a sia distinta dalle tangenti principali b, c della cp.

Il fascio determinato da cp e  cp' sega sopra la retta AA'
una f)1 che ha come punti doppi A e A'\ al limite si ottiene 
sopra a una (/* che ha come punto (isso yl; altrimenti, se la
distanza AA.' fosse infinitesima d’ordine inferiore rispetto alla 
distanza delle due curve cp e A risulterebbe limito triplo 
per il gruppo segato da cp sopra a, il che contraddice all’ipo
tesi che a sia distinta da b e c. Il caso in cui a coincida con 
una delle tangenti b o c non può dar luogo ad una eccezione 
per il teorema precedente, in (pianto si può ritenere come 
limite del caso generale, ove si modifichi per continuità la 
legge di variazione della cp' tendente a cp.

Ora il nostro fascio limite si potrà ritenere definito dalla 
curva cp , avente in A un punto doppio, e da un’altra curva 
generica passante per .1, 
la cui tangente d sarà 
dunque fissa per le curve 
del fascio. Per determi
nare d riferiamoci al caso 
generale in cui b e c 
siano distinte fra loro e 
distinte da a. Si consi
derino le rette V e c 
prossime a b e c*, che 
sono definite come tan
genti principali della cp' 
in A'; la retta d è li
mite della congiungente 
i punti be' e 7/c, e quindi 
è la coniugata armonica 
di a rispetto a 6, c.

La relazione fra le rette 6, c, d si conserva per con-
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tinuità anche quando esse cessino di essere distinte. Si hanno 
allora i seguenti casi particolari:

1) se a coincide con />, restando b e c distinte, allora d 
coincide con b e quindi le curve del fascio hanno in A un 
contatto tripunto ;

2) s e ò e  o coincidono, cioè se la cp ha in A una cuspide 
mentre A! si avvicina ad A secondo una direzione a diversa 
dalla tangente cuspidale, allora d coincide con la tangente 
cuspidale J, e perciò tutte le curve del fascio hanno ancora 
in A contatto tripunto;

3) il caso in cui 9 ha una cuspide, A, e A' tende ad A 
secondo la direzione della tangente cuspidale (a =  b == c), si 
può riguardare come caso limite del precedente od anche 
come caso limite di quello in cui b e c si avvicinino ad una 
bisettrice a del loro angolo. Questa considerazione mostra 
che la retta dovendo coincidere ad un tempo con a e con 
la perpendicolare ad rc, diviene indeterminata, d’accordo con 
la circostanza che qualunque retta d, del fascio A è coniugata 
armonica di a rispetto ad una coppia di rette coincidenti 
con a. In conclusione se una curva 9' con punto doppio si 
avvicina indefinitamente ad una curva dotata di cuspide A, in 
guisa che la direzione (ravvicinamento del punto doppio sia 
la tangente cuspidale, il fascio limite possiede in A un punto 
base doppio.

Importa avvertire che il precedente teorema è invertibile 
nel caso generale: un fascio di curve con un punto base sem
plice A ove si abbia una tangente fissa rf, si può ritenere in 
generale determinato come fascio limite da una curva avente 
in A un punto doppio e da un’altra curvai prossima alla 
prima il cui punto doppio si avvicini ad A.

Infatti, se imponiamo alle curve del fascio di possedere 
in A una seconda tangente — diversa da d — si definisce 
nel fascio una curva 9 che ha in A un punto doppio, le cui 
tangenti principali b e c saranno in generale distinte fra loro 
e distinte da a. In questa ipotesi proviamo che il fascio con
tiene una curva 9' infinitamente vicina a 9, che possiede un 
punto doppio A' sulla retta a coniugata armonica di d rispetto 
a b e c.

Pongasi'A nell’origine delle coordinate:

A E= (00),
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e siano h e c simmetriche rispetto all’asse x: 

cp =  X: — c/.~y2 -+- 

il fascio delle curve tangenti ad y =  0 che contiene cp sarà 

/ =  (*s — a2?/2 •+- «30*3 -1- «12*2/2 + .. . . )  4-
-+- HKiy - t -  *20®* +  ^ n xy  -+• V j /2 +••••) =  o.

Se il punto (0y) deve essere doppio per una curva /  =  cp' 
del fascio, prossima a cp, si deve avere

/(Oy) =  — cc y -  4 - .... 4- ?-(&„,?/ 4- 60sys 4 - ....) - 0,

( à , ;/=  a'L-yÌ ”h }(7>n ? /+ -•) =  °>

(?w) =  — S*-?/+  ••••+^01 ■+■ 2Z»0,y  4-....) =  0;

e — trascurando gli infinitesimi del second7 ordine rispetto 
ad y — basterà prendere, nella terza equazione,

&01X =  2a*y;

cosà per 1 infinitesimo si avrà nel fascio una curva dotata 

di punto doppio |o, prossimo ad A, purché sia

“ 4=0, 6014=0.

Si vede poi die per « =  0 si ha una eccezione essenziale 
al teorema, giacché l’avvicinamento di una curva con punto 
doppio ad una curva <p dotata di cuspide A, nella direzione 
della tangente cuspidale x =  0, dà sempre luogo ad un fàscio 
limite con punto doppio in A; infatti per a =  0 il calcolo 
precedente dà come condizione di compatibilità della terza 
equazione :

&oi=0,

confermando così la deduzione relativa al caso 3).
Si osserverà che nella dimostrazione precedente compa

riscono soltanto i termini di f  di grado non superiore a 2. 
Perciò si possono sostituire le curve del fascio colle coniche
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approssimanti rappresentate annullando codesti termini, cioè 
si può riferire le nostre considerazioni ad un fascio di coniche 
dotato di due punti base minutamente vicini 4, D e di altri 
due punti base distinti B  e C (rispettivamente su b e e). Allora 
spostando D su d, si ottiene un fascio di coniche che ha per 
limite il dato, a cui appartengono due coniche degeneri 
CA-BD  e CD-BA aventi per limite la conica degenere 
ho =  B A • CA.

Questa considerazione geometrica cade in difetto se B  
e (7, e quindi b e c, vengono a coincidere; d’accordo col fatto 
che un fascio di curve tangenti a d e con punto base sem
plice A, il quale contenga una curva cp dotata di cuspide con 
tangente cuspidale a diversa da rf, non possiede più una 
curva r/ ,  prossima a z>, che abbia un punto doppio vicino 
ad A. nella direzione a.

(). Nota sulla detenni nazione delle involuzioni con punti 
doppi assegnati: interpretazione iperspaziale. — Abbiamo 
veduto che una involuzione fjl sopra la retta, possiede 2n — 2 
punti doppi.

Un semplice conto di costanti permette, come vedremo, 
di riconoscere che codesti punti doppi si possono dare ad 
arbitrio, e che vi ò, in generale, un numero finito di Ql len
quali posseggono 2n — 2 punti doppi assegnati.

Mentre una corrispondenza [w, ni] generale dipende da 
un’equazione

j X x i j )  =  S a i u x ' y ’1

con (m + 1)'2 coefficienti arbitrari (L. 1°, § 24), per una corri-
! • , . . , (ni-Hi)2 — («H-1) . . .spondenza simmetrica si hanno ------- — ----------  condizioni

/rìP r -v .X , (ni-f-1 )(ni -I- 2) _ . _<Uk =  aki (Gir. § 1) e perciò restano --------   coefficienti
m { m ~  t-B)

arbitrari, ossia le corrispondenze simmetriche sono oc - .
Ora, se si.vuole che una corrispondenza [ni, nij simme

trica sia data da una involuzione a1 (n =  ni +  1), si hannon 7
ulteriori condizioni che potrebbero scriversi in base alla osser
vazione del § 4. Ma questo procedimento non mette in luce 
facilmente il numero delle costanti che rimangono arbitrarie
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per una involuzione, il (piale si trova invece come segue. Le 
coppie di gruppi di n punti, date ad arbitrio sulla retta, costi
tuiscono una varietà a 2n dimensioni; una coppia siffatta 
determina una c/1, ma viceversa una q1 nasce in tal modon n
da c>o2 coppie di gruppi in essa contenuti; si deduce (L. 1°, 
§25) che le c/1 formano una varietà a 2n — 2 dimensioni.n

Ora ad ogni (/ corrisponde un gruppo di 2n — 2 punti 
doppi; e siccome i gruppi di 2a — 2 punti della retta for
mano una varietà a 2ì i— 2 dimensioni, si deduce che 2»—2 
punti, dati ad arbitrio, sono doppi per un numero finito di 
come abbiamo sopra enunciato.

Il problema di determinare le involuzioni g1 che pos
seggano 2n — 2 inulti doppi assegnati conduce a uno sviluppo 
analitico interessante per i rapporti che esso ha con la defi
nizione delle coordinate di rette nello spazio a 3 o più dimen
sioni. Ne daremo qui un rapido cenno.

Scriviamo l’equazione dell’involuzione g1 come corrispon
denza, secondo il § 3, sotto la forma

x — y = 0 ,

cioè

i) 2 -
(<tibì: — akbi)(x'"~lyn~~k — xn—kyn~ i) =  0 : 0, 1, 2....li

x — y \ft =  0, 1,2....»/’

dividendo per 2, la 1) si può anche scrivere

2)
i> k x — y

dove la sommatoria 2) è estesa solo ai termini per cui i>/c. 
Eseguiamo la divisione indicata nella 2) ponendo:

—ì  ̂̂
■ =  X 1  yìi—k Q-n— i— 2  yU-h-hi •n—kfjn—i—1- xn~^yx — y 

la 2) si cambia nella 

3) S (<hl>k — auh)(xn- {- 1 -f- Xn~ 1- '  yn-h+i xn~k yn-i-i) =  0.
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Questa equazione della corrispondenza involutoria [a — 1, n — 1], 
mette in evidenza clie l’involuzione (f dipende dai deter-n
minanti

Pki  — 1 eik bi a%bk —  Pik ?

che sono i minori estratti dalla matrice

«0«i •••• «n 
! \  •••* ?

i quali a loro volta risultano definiti, a meno di un fattore, 
quando è data l’involuzione. Infatti si verifica che il deter
minante ])ik non dipende dalla scelta dei due gruppi di zeri 
e di poli

<Pi(aO =  ei>0xn -+- <h «w“1 +  .... H- «n — 0 
y,(x) =  ft0 Xn H- lq a”- 1 +  .... +■ =  0,

presi a definire la g

( =  tW  =  5ì ® ,

ma soltanto dalla ^  stessa; invece se al posto di <p1(a:) =  0 
si prende come gruppo di zeri

si ha
yL(x) +  Acp,(̂ ) =  =  0,

ar’ =  H- ,

a( a k | ea ak j  ̂ j ~bì bk=  1 '-{-A| ai ah
bf bk i  h l>k ! ! h bk b% bk

e analogamente se si cambia anche il gruppo dei poli.
Pertanto le pik — — pki si possono ritenere come coordinate 

omogenee di una C)1 ; ma esse non sono assumibili ad arbitrio,
• , \ \ n(n —f— 1.) . I t igiacche il loro numero e ——̂   mentre una g  dipende

da 2n — 2 costanti arbitrarie; si avranno invero fra le pik le 
relazioni quadratiche trinomio

I) Piklm —  Pira Vhi "t~* Pa>k Pii +  PmiPtk —  ^

che abbiamo determinato nel § 19 del libro 1° e che, come, 
abbiamo veduto, permettono di calcolare tutte le jhk in firn-
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zione di 2ii — 1 fra esse. Poniamo nell’equazione 3) y =  x, 
e identifichiamo l’equazione dei punti doppi così ottenuta 
con una equazione assegnata di grado 2n — 2

5) a0z in~2 +  ocL x2n~H -H.... -h aàn_2 =  0 ;

si ottengono in tal guisa 2n — 1 equazioni lineari omogenee 
nelle che, aggiunte al sistema 4), determinano un numero 
finito di soluzioni, cui corrispondono le g1 che hanno come
gruppo di limiti doppi il gruppo rappresentato dall’equa
zione 5).

Il problema di cui otteniamo in tal modo la soluzione si 
può anche interpretare come relativo alla geometria iperspa- 
ziale, facendo così risultare la ragione dell’analogia formale 
che appare fra le coordinate delle g1 sopra la retta e le coor
dinate di rette in un Sn.

A tale uopo valgono le considerazioni seguenti.

È noto come la teoria delle involuzioni g l sopra la retta 
riesca illuminata quando si trasportino le involuzioni sopra 
una conica proiettiva alla retta (1) : allora una g1 viene segata 
dalle rette di un fascio, e il fatto che una gx sia determinata
dai suoi due punti doppi viene messo in evidenza da ciò che 
un fascio può esser determinato mediante le due tangenti 
alla conica che gli appartengono.

Quest’ordine di considerazioni si estende facilmente alle 
gl . Si perviene a ciò nel modo più semplice e luminoso,
richiamando il concetto della geometria astratta (L. 1°, § 18).

Le terne di punti sopra la retta si possono considerare 
astrattamente come « punti » ovvero come « piani » di uno 
spazio proiettivo, cioè come elementi di una forma fonda- 
mentale di terza sjiecie, dove una gl venga assunta come
forma di prima specie, cioè come « retta == punteggiata », 
ovvero come « retta =  fascio di piani ». Riferiamoci alla 
prima interpretazione e facciamo vedere brevemente come 
essa si giustifichi.

(b Cfr. p. es. Enriques. « G. Proiettiva ». Cap. X.
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Si consideri F equazione generale di una terna di punti

H0X3 -f- Û X2 -F- u2x u3 = 0 ,

e si assumano le u0u[u2u3 come coordinate proiettive omo
genee di uu punto dello spazio. Questa convenzione basta a 
fissare il senso della traduzione della nostra geometria astratta. 
Una retta dello spazio, congiungente i due punti («*) e (v*), i 
cui punti hanno coordinate del tipo

Fn- (i =  0, 1, 2, 3),
rappresenterà la g1

(̂HqX̂  -f- M43T U2X U.fi ”1“ S1('i'ox" “F ® ”F“ X Vs) =  0.

Parimenti un piano dello spazio, i cui punti hanno coor
dinate del tipo

-h [XVi-hVWi,

(dove le v*, n\ sono linearmente indipendenti, cioè le ìi\ non 
sono combinazioni lineari delle v\) rappresenterà la serie 
di terne

Mu0x* -+-.... - f  w;;) -1- \x(v0x* -F .... +  r :{) -p- v(?r0æ3 F .... +  w3) =  0

che dicesi involuzione doppiamente infinita o g \
Alla interpretazione anzidetto corrisponde per dualità 

quella in cui le uôuLu.2u3 vengono assunte come coordinate 
di piani, cioè le terne di punti della retta vengono denomi
nate « piani » dello spazio astratto; qui le g\  danno ancora 
« rette =  fasci di piani », mentre le g2 danno « punti =  stelle 
di piani ».

Ora, rispetto a questa seconda interpretazione, conside
riamo quei punti (y0yLy.2yfi dello spazio, ossia quelle stelle 
di piani

“ o Vo +  "i Vi -i- y 2 -+- " , y , =  o

a cui corrispondono g2

u0 x* +  uL X2 -p- u2 X -h Us =  0, 

dotate di un punto fisso; prendendo per x F ascissa di questo
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punto si dovrà avere (a prescindere da un fattore di propor
zionalità)

Il luogo dei punti (?/) anzidetto è dunque la cubica gobba 
rappresentata dal sistema G), la quale è riferita all’asse x per 
proiezione dalla sua tangente

Allora si vede che la rappresentazione delle terne della 
retta x sui piani dello spazio, si ottiene semplicemente ripor
tando ogni terna sopra la cubica e costruendo poi il piano 
determinato dai tre punti. Quindi le terne di una cjl sono 
segate sopra la cubica dai piani di un fascio.

Riprendiamo adesso il problema di determinare le gl che 
posseggono quattro punti doppi assegnati. In relazione alla 
cubica 6) questo problema si trasforma come segue: sono dati 
sulla cubica quattro punti A, Z>, G, D, si tratta di determinare 
le rette r per le quali i piani rA, rB7 rC, vD riescono tangenti 
alla cubica in A, B , G, D; in altre parole si considerino 
quattro tangenti alla cubica a, b7 c, d (tangenti nei punti 
A, B, Gj D) si tratta di determinare le rette r coincidenti colle 
a, />, c7 d. Questo problema ammette come è noto due solu
zioni, giacche le rette incidenti alle a, b7 c formano una 
quadrica, che incontra la retta d in due punti.

Se si introducono le coordinate plueckeriane ihk7 il pro
blema precedente conduce a risolvere un sistema di cinque 
equazioni, una delle quali è quadratica e le altre lineari: la 
prima, P  =  0, è la relazione fondamentale fra le le altre 
esprimono l’incidenza della retta r con le a, b7 c7 d.

Le cose dette si estendono facilmente per n >  3: i gruppi 
di n punti soi>ra la retta si possono denominare « punti » 
ovvero « iperpiani » di un dove una g l viene assunta 
come « retta » o rispettivamente come « fascio di iperpiani 
($n__2) ». Ciò equivale a considerare i coefficienti dell’equazione

come coordinate di un punto o di un iperpiano in un Sn.

?/o =  Vi —  0

y(x) =  u{) xn +  xn H-.... d- II* =  0
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ideila prima interpretazione ad un iperpiano di Sn corri
sponde una involuzione di dimensione n-1 tf71”1 Il:« ''n

Ai yL(x) -+- A2 y2(x) +  ....+  An cpn(x) =  0,

dove le cp* designano polinomi di grado n linearmente indi- 
pendenti. Nella seconda interpretazione le gn~x sopra la retta
corrispondono ai punti dello spazio Sn.

Ora, rispetto a questa seconda interpretazione, conside
riamo quei punti (j/0ijL....yn) dello 8nj ossia quelle stelle di 
iperpiani

uol/o ~ + ~  UiVi  “ 1-  • • • •  u n?/n —  0  5

a cui corrispondono cf1̂ 1

u0xtl +  u ^ 1- 1 +  .... +  un =  o

dotate di un punto fisso; prendendo per x l’ascissa di questo 
punto si dovrà avere, a prescindere da un fattore di pro
porzionalità:

* [ y0 =  x"

1 Vu =  l-

Il luogo dei punti (//) anzidetti è dunque la curva {razio
nale normale) d’ordine n di Snj rappresentata dal sistema 7), 
la quale viene riferita all’asse x per proiezione dallo 8n- 2 
osculatore (che ha con essa un contatto (n — l)-punto):

//o =  yi =  - -  =  ?yn-2 =  o.

Si vede così che la rappresentazione dei gruppi Gn di n 
punti della retta x sugli iperpiani di Sn, si ottiene sem
plicemente proiettando ogni Gn dal suddetto Sn-» sopra la 
curva 7), e costruendo poi l’iperpiano determinato dagli n 
punti: quindi i Gn di una g1 sono segati sopra la curva 7)
dagli iperpiani di un fascio.

Allora il problema di determinare una g1, con punti
doppi assegnati, si riduce alla determinazione degli $n_2 di Sn,
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che sono incidenti a 2 n — 2 rette, tangenti della curva 7). 
La determinazione di questi &_2 dipende dalla risoluzione di 
un sistema di equazioni dove figurano come incognite le 
coordinate del detto $n_2: nel sistema figurano 2n — 2 equa
zioni lineavi esprimenti V incidenza dello $n_2 alle 2a — 2 rette 
sopra nominate, e le relazioni quadratiche fondamentali fra 
le coordinate dello Sn- 2- Il sistema stesso riesce in generale 
determinato; più difficile è indicare il numero delle sue solu
zioni, giacché si tratta di un sistema di equazioni, con par
ticolari legami, il cui numero supera quello delle incognite.

Il numero anzidetto fu determinato, per via algebrica, da 
Fu. Mayeu  (Matli. Annalen Bd 21) e da Stephanos nella 
sua Thèse del luglio 1884; più tardi, coi metodi della geometria 
enumerati va, da Schubert (Math. Annalen Bd. 26); esso vale

cioè vi sono tanti Sn- 2  di Sn incidenti a 2n — 2 rette. Per 
n =  4 questo numero diviene 5 e può trovarsi con facile 
ragionamento geometrico: Cfr. S egue « Alcune considera
zioni elementari sull’ incidenza di rette e piani nello spazio a 
4 dimensioni ». Circolo Mat. di Palermo, t. 2, (1888).

Termineremo questo paragrafo accennando alla elegante 
dimostrazione geometrica del teorema di L uboth  che viene 
data dal S e g u e  (l) riferendosi alla interpretazione iperspa- 
ziale della Geometria dei gruppi di punti della retta.

Si consideri dapprima sulla conica C., una serie algebrica 
di coppie di punti, y ì, tale che ogni punto determini una 
coppia. Le rette congiungenti le coppie della y* formano un 
inviluppo algebrico tale che per ogni punto di C2 ne passa 
una. Se l’inviluppo fosse di classe v >  1, la conica — luogo 
di punti per cui passano meno di v rette dell’inviluppo — 
ne farebbe parte, e allora dovrebbe essere toccata dalle rette 
che congiungono le coppie della y*, mentre queste coppie 
sono formate di punti distinti. Segue che la y* è una 
segata su 02 dalle rette d’un fascio.

(') Introduzione alla geometria sopra un ente algebrico semplicemente 
infinito — n.° 23, nota terza — (Annali di Matematica 1904).

F. ENKIQUES 13
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Il ragionamento si estende ad una serie algebrica y* (|i 
gruppi di n >  2 punti, tale die un punto determini un gruppo. 
Per esempio per n =  3, si considereranno le terne di yj sulla 
cubica gobba C„; i piani determinati da quéste terne non 
potranno formare una serie di classe v >  1 perchè avrebbero 
un inviluppo cui apparterrebbe Gs e toccherebbero 08.

7. Involuzioni composte. — Supponiamo di avere una 
corrispondenza [1, r] fra la retta su cui è stesa la variabile t e 
la retta su cui è stesa la variabile //, corrispondenza definita 
dalla

t =  <\>(y) 4M?/) 
•h(y) ’

e un’altra corrispondenza [1, s] fra i punti della retta y e i 
punti di una retta x, che sia definita dall’equazione

y =  0(.r) = 0s(æ) '

Come prodotto di queste due corrispondenze abbiamo una 
corrispondenza [I, a], con n =  rs, fra t ed x, la quale viene 
definita da

f =  4>î0(æ)j,

equazione che, ridotta a forma intera, diviene

1) e r(v)\ ’h ! V * )  ! _  fb t e  II —  .  (x) 
i) (0*(*)li~yi( } -  ty2{x) =  0.

L’equazione 1) rappresenta sulla retta x una involuzione^1 
tale che ogni suo gruppo di n =  rs punti si compone di r 
gruppi della ^rappresentata da 0(æ) =  ?/; una tale gl dicesi 
appunto composta con la gl .

Tina g1 composta mediante una gx (n =  rs) dà luogo ad
una corrispondenza [n — 1, n — 1] riducibile. Infatti i corri
spondenti di un punto x si lasciano distinguere in due gruppi, 
uno dei quali formato dagli .9 — 1 punti coniugati di x nella g1 
e l’altro dagli n— .9 punti rimanenti; così la corrispondenza 
suddetta si riduce alla somma di due corrispondenze, una
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[s —1, s — 1] e l’altra [n — 1, n — 1]; quest’ultima risulta 
come prodotto di due corrispondenze [1, r  — 1] e [1, «].

Queste osservazioni geometriche traducono le considera
zioni algebriche seguenti: l’equazione della corrispondenza 
[a — 1, n — 1] che (a parte il fattore x — x) è

2)  4» W s )  1 =  4» )«(*')(
è riducibile, contenendo il fattore

l’equazione in x

3)

B(x)-6(x');

4 > ) « ( « ) I - 4 > W ) I  =  0
H(x) — 0(x)

è generalmente irriducibile ; la sua risoluzione si può far dipen
dere da quella delle due equazioni d’ ordini r  — 1, s

’Hv) — W )  _  0 
v — V ’

dato x si porrà y =  B(x) nella prima equazione e si calcolerà y ; 
la risoluzione della seconda equazione fornirà x .

Questo modo di risoluzione dipende dal legame dell’ equa
zione 3) con la

* =  <!>) 0(®) ( •

Nota. La proprietà di un’equazione

l  —  cp(-.r)

che sia riducibile alla forma

cioè la proprietà di una involuzione che sia composta 
mediante una ( f  (n =  rs), si esprime nella teoria dei gruppi 
di sostituzioni dicendo che l’equazione in x: t =  y(x), lia un
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gruppo imprimitivo (r). Trattandosi qui di una equazione alge
brica &•(£), ad n rami x n x.21,...xn, il gruppo anzidetto (relativo 
ad un campo di razionalità definito da £, dai numeri-coetìi- 
cienti di <p, e da eventuali irrazionalità numeriche) è il gruppo 
di monodromia generato dalle sostituzioni su xL, x.2,.„.xu che si 
producono facendo compiere a t un giro, nel suo piano com
plesso, attorno ai singoli punti di diramazione, cioè ai punti t 
cui corrispondono gruppi dell’involuzione f)1̂ dotati di un 
punto doppio. L’imprimitività del nominato gruppo di sosti
tuzioni si mette in evidenza osservando che ad ogni t corri
spondono n = r s  punti .r, i (piali si lasciano distribuire in r 
gruppi di s punti ciascuno, i detti gruppi corrispondendo ai 
valori yn y2 y...yr radici dell’equazione £ =  'i(;?/):un giro di t 
che non involga alcun punto di diramazione della funzione y(t) 
lascia fermi y n y . y r e quindi i gruppi di s punti omologhi, 
permutando in generale fra loro i punti di un medesimo 
gruppo; invece un giro di t che scambi, per esempio, fra 
loro yL e ?/2, scambia contemporaneamente tutti gli x del 
primo gruppo con gli x del secondo.

Se una involuzione g1 è composta con una g1 (n =  rs), 
i punti doppi della gl sono dati dai 2s — 2 punti doppi della gl 
e da 2r — 2 gruppi di s punti della g1 stessa:

2n — 2 =  2s — 2 -h (2r — 2)s.

Infatti si consideri un gruppo Gn della ( f  composto 
con r  gruppi della g1:

Gn =  G;~hG,"-h.... +  Gèni

si avrà un punto doppio di Gn se uno dei Gs possiede un 
punto doppio, oppure se due di questi Gs coincidono; que
st’ultimo fatto avviene in corrispondenza dei punti doppi 
della g \  t =  b(y).

O Cfr. p. es. L. B ia n c h i. « Lezioni sulla Teoria dei gruppi di sostitu
zioni.... » Pisa - Spoerri 1900, §§ 12, 71. Del resto riprenderemo più avanti 
questo ordine di considerazioni. Qui abbiamo voluto soltanto accennarvi 
per chi abbia qualche conoscenza dell* argomento/
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Non è escluso die i due casi da cui hanno origine i 

punti doppi della C)1 si sovrappongano.
Osservazione. Il teorema precedente non è invertibile. 

Infatti, si assuma p. es. r =  2, e si cerchi di costruire una 
involuzione g1 elle abbia come punti doppi 2s punti formati 
da due gruppi G, G' di una g1 ed i 2,9 — 2 punti dopili di 
questa (cfr. § 6): di tali g1̂ ne esistono più di una per s > l ,  
mentre vi è una sola g)̂  composta colle coppie della g1, che 
possiede 6r, G' come coppie di gruppi coincidenti; la costru
zione della suddetta ĝ  composta si riduce alla costruzione 
di una g1 di cui sono dati i punti doppi, sopra una retta in 
corrispondenza [1, ,9]  colla retta data.

8. Involuzioni cicliche. — Una proietti vita tz chiamasi 
ciclica di periodo o di ordine n se applicata successiva
mente n volte (e non meno di n volte) riporta ogni punto A 
in se stesso, vale a dire se la sua potenza -«.-esima, 7cw, lascia 
fermo ogni punto A.

Ora affinchè una proiettività t z  sia ciclica di periodo n  (o 
divisore di n) è sufficiente che esista un punto A il quale resti 
invariato per la nn. Questo è ben noto nel caso di n — 2, cioè 
nel caso delle proiettività in volutone: vediamolo per n >  2.

Indichiamo con A L il punto in cui tz porta JL, con A2 il 
punto in cui tz porta A n .... con An~i il punto in cui sporta 
An-->: siccome t z u  lascia invariato AL avremo che tz porta An~i 
in A , e quindi nn lascia fermi anche gli altri punti A l ,.... An-i-

Essendo n 2 si ha che la proiettività 7tn, lasciando 
fermi più di due punti è l’identità, cioè lascia fermo ogni 
altro punto. Risulta da ciò che applicando successivamente 
n volte la proiettività tz a un qualsiasi punto B  si ricade nel 
punto B  stesso, vale a dire la proiettività tz è ciclica di 
periodo n .

Chiamasi ciclo di una proiettività ciclica tz di periodo «, 
l’insieme degli n  punti A, A n . ..An-i  in cui la tz porta suc
cessivamente il punto A. Per i cicli di una proiettività sulla 
retta vale il

Teorema. I  cicli di una proiettività ciclica di periodo n 
costituiscono i gruppi di una g \
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Questo risulta immediatamente dal teorema di Luiioth, 
tenuto conto che ogni punto individua il ciclo al quale 
appartiene. Dello stesso teorema possiamo anche dare mia dimo
strazione analitica, la quale ha il vantaggio di fornire la 
costruzione effettiva della nominata a1.^ n

Ricordiamo che una proiettività (parabolica) che abbia 
un solo punto unito (reale o immaginario) può sempre scriversi 
nella forma
1) x =  x H- a,

bastando a tale oggetto operare una sostituzione lineare di 
coordinate che porti all’ infinito l’unico limito unito della 
proiettività; analogamente, una proiettività che abbia due 
punti uniti (reali o immaginari) può sempre scriversi nella 
forma
2) x =  ax,

bastando a tale oggetto operare una sostituzione lineare di 
coordinate che porti i due punti imiti, uno nell’origine e 
l’altro all’infinito (1).

Dalla formula 1) deriva che una proiettività parabolica 
non può mai essere ciclica, e quindi tutte le proiettività 
cicliche hanno due punti uniti distinti (tipo 2).

Se poi la proiettività tt definita da

x =  ax

è ciclica di.periodo n, la proiettività nn che risulta definita da

x =  an x 

dovrà essere l’identità, e quindi

an =  1,
2mi

a =  e 11 (i =  V — l),

dove r è primo con n, cioè a è ima radice primitiva del- 
l’uni tà.

(A) Cfr. per es. B ian ch i, « Geometria Analitica », $ 102.
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Consideriamo ora la Ox definita dall’equazionek/ n

Xn =  t.

È evidente che il gruppo di questa g1 che contiene un 
punto xL contiene anche gli altri punti:

2 tu
x2 =  e 11 •

2ni
x3 =  e n ■xL = il ? IO

(n—■1)2 ni 2 ni
xn — e • x̂  — e • xn—| ,

cioè il gruppo (æAo;2....æn) coincide col ciclo della proiettività x 
cui appartiene xL.

Chiamasi involuzione, ciclica d9 ordine n la (tl formata dai*J n *
cicli di una, proiettività ciclica di periodo n.

Siccome ogni involuzione ciclica d’ordine n può essere 
ridotta, per quanto abbiamo dettò sopra, aj tipo

così essa ha due punti a-pli, uno nello zero e l’altro nel punto 
all’influito; questi due punti assorbono tutti i 2n — 2 punti 
doppi dalla g1, perchè un punto a-plo conta per n — 1 punti 
doppi (§ 5).

Ora si ha qui una proprietà caratteristica per le involu
zioni cicliche; sussiste infatti il

Teorema. Tina g ] che possieda, due soli punti multipli (d’or
dine n) è au’ involuzione ciclica.

Per dimostrarlo portiamo con una proiettività i due punti 
u-pli, uno nello zero, l’altro nel punto all’influito: allora la 
funzione razionale t che ha gli n zeri riuniti nel primo punto, 
e gli n poli riuniti nell’altro è data da

t =  ax‘\

dove è anche lecito prendere a =  l. E poi evidente che i
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gruppi della qx definita da
t =  X”

sono i cicli della proiettività
2tzi

x =  e 11 x.

Osservazione. Quando n è un numero composto, cioè 
n =  rs (con r >  1, s >  1), 1’ involuzione ciclica C/1 si può rite-n
nere composta mediante i grappi della qx o della q1 cicliche

' r  * 8

che hanno i medesimi inulti multipli. A loro volta queste 
risultano composte se r, s  non sono numeri primi, e così dati i
fattori primi jp, pn J>2v— ni si P11̂  costruire la g1 partendo
da una ^  ciclica semplice e componendo con questa una g1̂  ,
poi componendo con la a1 una q1 etc.

Quando n è numero primo, l’involuzione ciclica g l non è
composta, ma tuttavia dà luogo sempre ad una corrispondenza 
[n — 1, n — 1] riducibile nella somma di n — 1 proiettività. 

Nota. L’equazione
t — axr'

rappresenta una forma normale a cui può sempre ridursi 
l’equazione di una ql ciclican

t = j \ X ) ,

mediante sostituzioni lineari su t ed x. Codesta forma nor
male mette in evidenza che « l’ e q u a z i o n e  di una q1 ciclica*' 71
possiede come gruppo di nionodromia un gruppo ciclico d’or
dine n ».

Reciprocamente se la funzione algebrica x(t), definita da 
t= f(x)y  ha un gruppo di nionodromia ciclico d’ordine n , 
(cioè se, girando attorno ai punti di diramazione £, nel piatto 
della variabile complessa x, si producono sopra gli n rami 
di x, xl ....xnj le sostituzioni d’un gruppo ciclico) allora la g1 cor
rispondente alla funzione razionale/è una involuzione ciclica.

Per dimostrarlo pongasi che il gruppo di nionodromia 
di x{t) sia formato dalle potenze della sostituzione ciclica
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(xLx2....xn). Allora x2 vsarà una funzione razionale di xi di 
periodo n:

x2— 0(x 1),

siecliè gli n rami della funzione algebrica x(t) verranno dati da

®i, Afa), =

Ora risulterà anche xL funzione razionale di x2 e perciò 
— essendo 0(0̂ ) una funzione razionale razionalmente inverti
bile — dovrà essere 0(0̂ ) una funzione lineare di xL. Ciò j)osto 
si vede che i punti di un gruppo della g1 formano un cielo 
di una proiettività sopra la retta x. Si deduce che la g* è 
ciclica. c. d. d.

Il teorema stabilito appartiene ad un ordine di idee 
suscettibile di larga estensione e di importanti applicazioni. 
Cosi, per es. nel caso in cui n sia un numero primo, si può 
domandare che cosa siano le g1 corrispondenti a gruppi meta-n
ciclici, e si riesce a caratterizzarle in base alla proprietà clie 
ogni grappo di punti Gn contenente un punto r-plo (r <  n)

ne contiene n  ̂■ Segue di qui un semplice modo di espri
mere la condizione di risolubilità mediante radicali per le equa
zioni di grado primo contenenti linearmente un parai»(Mìo (').

9. Le involuzioni del quart’ordine. — Si abbia, sopra la 
retta, una gx :

1) Xç1(rr)-|-|j.ï>2(a;) =  0.

L’invariante assoluto di una quaterna Gi della gx è una
funzione razionale dei coefficienti della 1) e quindi del rap-

[1porto - :

(*) Cfjv Chisint. «Rendiconti cieli’Istituto Lombardo», aprile, 1915.
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. . pcSe J  deve assumere un certo valore 7*,*, si lia Vequazione iu t

4r — Ivj2 =  0.

Per h — 1 questa equazione (annullamento del discrimi
nante) corrisponde ai gruppi della gl che posseggono una 
coincidenza, i quali sono 6. Si deduce che:

In  una g* vi sono in generale 6 quaterne di punti per
cui V invariante assoluto (cioè il birapporto) assume un dato. 
valore. Ma vi sono soltanto 2 quaterne equianarmoniche e 
3 armoniche.

Infatti se J  deve essere di grado 6 rispetto a (o ai
coefficienti della 1)) bisogna che i sia di grado 2 ed j  di 
grado 3. Queste deduzioni sono del resto convalidate dalle 
espressioni effettive di i, j (cfr, L. 1°, §§ 4, 7).

Esisteranno gl particolari per cui tutte le quaterne abbiano 
lo stesso birapporto? In altre parole, può darsi che l’equazione

divenga generalmente incompatibile, assumendo J  un valore
indipendente da

Per rispondere alla domanda, consideriamo i gruppi della 
g* dotati di punto doppio, e supponiamo — dapprima — che
si tratti di una g1 irriducibile.

Il birapporto di un GA con punto doppio è a =  1 e 
l’invariante assoluto J  — 1 ; ma tale equazione è impossibile 
per una g1̂ irriducibile (§ 5) se (a ed) J  deve avere un valore

costante ^rispetto a essendo questo valore diverso da 1
per ogni altro gruppo della g1 che non possiede un punto
doppio. Si deduce che i gruppi GA cui s’imponga un punto 
doppio debbono contenere un punto v-plo, con v =  3 o 4, 
risultando così per essi indeterminato il corrispondente birap
porto ed J.

Ora si avranno, nella g^, r gruppi dotati di un punto
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'Vplo, Vo-plo,....v,-pio, e sussisterà l’equazione d’analisi inde
terminata

S(v,— 1) =  6 (§5).ì
Dovendo essere

4 > v ,> 3 ,

si deduce per le#* irriducibili che hanno un birapporto costante: 

r =  2, v1 =  y,==4 

r =  3, v, =  v, — v3 =  3.

I)
oppure
II)

Nel caso I) la #* è ciclica (§ 8) e tutti i suoi gruppi sono
armonici (L. 1°, § 4).

]Nel caso I I ) tutti i gruppi della #* sono equianarmo ilici.
Infatti ci sono tre gruppi, dotati d’un punto triplo, per cui 

l’invariante è nullo; ma, poiché questo invariante è di

grado 2 in sarà identicamente

Si può costruire effettivamente una tale #* equianarmo-
nica, partendo da due quaterne che hanno un punto triplo 
rispettivamente nel punto 0 o

x3(x — 1) =  0, x — a =  0.

Si otterrà la g1 :

Xx3{x —  1) -+- \i{x — a) — 0 ,

che possiede in generale altri due punti doppi, per cui

à(æ4 — x3) -1- p(æ — a) — 0 
X(4æ3 — ’i.ir) -+- p =  0 
x3 — x =  (x — a)(4x — 3),

ossia
Sx“ — (4a —f- 'l)x —f—3a — 0 ;
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affinchè questi due punti coincidano fra loro, deve essere

cioè
(4« +  2)2 — 4 ’9« =  0,

4«2 — 5 a +  1 =  0,

5 V25 — 16 ,« = s ± — 8— = i o 1
4*

Scartiamo il valore 1 che corrisponde a una con un 
punto fìsso: si ottiene una (/* equianarmonica partendo da

quattro punti ABCJD tali elle il birapporto (DBAO) =  ^ e 
costruendo la g* determinata da A3B, 03D.

Le riducibili i cui gruppi hanno birapporto costante 
si determinano pure facilmente. Sono:

III) la g1 che ha un punto doppio fisso (discriminante 
identicamente nullo);

IV) la g1 (equianarmonica) che si compone delle terne
di una proiettività ciclica del 3° ordine e di uno dei suoi 
punti uniti fissi;

V )  la gx (armonica) che si compone delle coppie di 
una g1 e dei suoi punti doppi come punti fissi.

Istituiamo ora un’altra ricerca sulle (/̂ , relativa alle gx 
irriducibili che sono composte colle coppie di una g \

In tale ipotesi la g l possiede due punti doppi M, N,  che 
sono 2 fra le 6 coincidenze della gx, e ci sono in generale 
nella g1 altri due gruppi con due coincidenze ciascuno, costi
tuite da due coppie (AB) e (CD) della gx (cfr. § 7), che sepa
rano armonicamente M, N.

È lecito assumere ad arbitrio due coppie siffatte per 
mezzo di due equazioni di 2° grado

<p(æ) =  0, (J>(®) =  0; 

allora l’equazione di una gx composta si riduce al tipo

X92 +  =  0 .
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Ohe cosa accade se le coppie AB, CD si separano armo

nicamente fra loro?
Consideriamo le proiettività involatone tc3 che hanno 

come punti doppi rispettivamente A, B e C, D;  esse sono per
mutabili colla

t t 4 =  (AB)(CD)

avente come punti doppi MN,  e generante la g1 mercè cui 
si compone g \  Esse trasformano in se stessa la e la gx
e — insieme all’ identità — formano un gruppo (trirettangolo) 
di 4 operazioni, F, :

TCo :=: 7T;} , TC37Uì =7I:2? 7C37r2 — UL
n f  =  tc*2 =  tt32 =  1.

Consideriamo un punto P4 diverso da A, B, C, D, M, N; 
le involuzioni tt4, r... portano P, in tre punti distinti: PL, 
P.,, P 3. Ora il xnmto P 4 è portato da tt4 in P 4, da 7̂  =  7̂ ^  
in P 3, da 7r3 — 7T27r4 in P 3; similmente anche P 2, P 3 sono 
portati da th4, tì:j, in altri punti della medesima quaterna 
(P4P, P3P4), la quale risulta dunque determinata ugualmente 
da ciascuno dei suoi punti. Questa proprietà — dipendente dal 
fatto che le tt1 , n,, k.ò, n4 =  l, costituiscono un gruppo T4 — 
porta che le quaterne analoghe a (P1P ,P 3P4), ossia le quaterne 
invarianti per F, formano una g' (teorema di Lukoth, § 3).

Questa gx contiene le quaterne (AB)'2, (CD)2, cioè cps =  0, 
=  0, e quindi non differisce dalla g1 :

Xcp2 -f- \vb2 =  0.

Pertanto la </' determinata da due coppie (AB) e (CD) che
1 4

si separano armonicamente, contate due volte, si può considerare 
in tre modi diversi come composta colle coppie di una g\\  le tre 
coppie di punti doppi delle tre g sono AB, CD e la coppia MN 
che le separa armonicamente entrambe; esse formano il cova
riante T (L. 1°, § 7) di tutte le quaterne della g1.

* 4
Infatti, se una quaterna di punti viene rappresentata da 

una forma quartica f(x ,x^, lo hessiano H(xlx.2) rappresenta
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mia quaterna covariante di /, la quale è mutata in se stessa 
dal gruppo contenente le tre involuzioni che lasciano 
ferma la / ;  la gx generata dal gruppo T4 viene dunque rap
presentata da

Ora il covariante T  è stato definito come jacobiano di f  
ed H ,

ìf_ dH 
dxL d,Vi 
df 3E  
dx., dx.

T —

e perciò T — 0 rappresenta i punti doppi della g1 :

X/h- hJ3 =  0.

Si può .aggiungere che questa g1 resulta definita come
insieme delle quaterne di punti che hanno un medesimo 
covariante T.

10. Gruppi finiti di proietti vita sulla retta. — Una ele
gante applicazione della formula che dà i punti dopili di 
una g1̂ è V analisi di K l e i n  che permette di determinare
tutti i gruppi finiti di proiettività sulla retta, cioè i gruppi 
finiti di sostituzioni lineari sopra una variabile complessa x, 
ai quali corrisponde una importante classe di equazioni alge
briche.

Codesti gruppi vengono designati col nome di gruppi dei 
poliedri regolari, perchè — come vedremo nella nota storica 
che segue (§ 11) — essi trovano una immagine nei gruppi 
di rotazioni della sfera in se stessa, corrispondenti ad una 
piramide o doppia piramide regolare iscritta ed ai poliedri 
regolari.

Ricordiamo che in generale un gruppo (finito) di n ope
razioni :

r  ^  .... Tcn j

è definito dalla proprietà seguente (4):

(b Cfr. ix es. il trattato di L. B i a n c h i , « Teoria dei gruppi di sosti
tuzioni e delle equazioni algebriche ». Pisa, Spoerri 1900.
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Il prodotto di due operazioni di T appartiene a T :

In particolare se rc è un’operazione di r ,  appartengono 
a T le potenze

7Z~
e si ha quindi

-r-V --- 1----- .L ,

designandosi con 1 V identità] si dimostra facilmente che 
V or dine di ciclicità r è un divisore di n: quindi anche i gruppi 
finiti di n proiet ti vita sulla retta, saranno composti di proiet- 
tività cicliche il cui ordine è un divisore di w, e conterranno 
l’identità.

Ciò posto, si abbia sulla retta un gruppo finito Tn, for
mato da un certo numero a(> 1) di proietti vita. Un punto Au 
che non sia unito per alcuna proiettività (non identica) del 
gruppo, viene trasformato in altri n — 1 punti distinti A2, .... An ; 
ed il gruppo di punti

(rn — {A^A^ ....

riesce determinato ugualmente da ciascuno dei suoi punti.
Al variare di A i si ha una serie algebrica di Gn analoghi, 

che è (§ 3) una involuzione Q1 (la quale sarà in generale com-
posta colle involuzioni corrispondenti ai sottogruppi ciclici 
di Tn; cfr. § 7). Esiste pertanto una funzione razionale di 
grado n

?/=/(«),

che prende lo stesso valore nei punti di ogni Gni cioè ad 
ogni gruppo finito Tn di proiettività sulla retta corrisponde 
un’equazione y = f(x )  di cui le radici xn a?2,....Œn , funzioni 
algebriche di ?/, si deducono l’una dall’altra mediante le sosti
tuzioni lineari del gruppo Fn.

Ora osserviamo che se la ( f  contiene un gruppo Gn dotato
d’un punto di coincidenza v-plo, anche tutti gli altri punti

ndi Gn .sono v-pli, cioè Gn si compone di punti che con
tano ciascuno v volte. Infatti vi è almeno una proiettività 
di r n che porta il punto v-plo A di Gn in un altro punto
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qualsiasi B  di Gn e trasforma il gruppo Gn in se stesso, 
quindi anclie />' deve essere v-plo per Gn.

Ciò posto si abbiano nella g1 r gruppi dotati rispettiva

mente di — coincidenze, d’ordine y., v , i lv / v3’ y,- U - ?
numero totale delle coincidenze vale

1)

Si ha dunque
(* 5).

Questa uguaglianza dovendo essere soddisfatta da numeri 
interi

n, r, v,,.... v,. (n>  2, v*>2),
si trae anzitutto

r > l ,  r <  4 ,

giacché per r — 1 il secondo membro è <  1 mentre il primo 
è >  1, e per r >  4 il secondo membro risulta ;> 2 mentre il 
primo è certo <  2.

Dunque si ha
r =  2 o r =  3.

Per r =  2, 3 l’equazione d’analisi indeterminata 1) dà 
luogo ad un numero finito di soluzioni che possiamo facil
mente determinare, tenendo conto che deve essere

2 <  V* : n .

Per r =  2 la 1) diviene

1 1 2'---1------  ~ ,
Vi VS n

da cui si deduce, per n qualunque,

I) Vj =  V„ =  .

Per r =  3 la 1) diviene
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Almeno mia delle y* deve essere = 2 , altrimenti il primo 

membro risulta < 1 ; sia p. es.

=  2 .
La 1) diventa

1 1--- 1--- :
*2 V3 n

Se un’altra delle è uguale a 2, p. es.

segue
v  — 2  '2 --  ?

2*

Si ottiene così la soluzione:

II) vA =  v2 =  2, v3 — mi, u =  2 m,

con m qualunque.
Se invece si suppone die i due numeri y3, v'3 sieno 

ambedue >  2, uno almeno di essi dovrà essere uguale a 3, p. es.

v.2 3,

altrimenti il primo membro della 2) risulterebbe 
Posto v2 =  3, si ha

3)
da cui

1 1 2— —  7» +  “v:J 6 ìi

v3 <  0,

e quindi si trovano le seguenti soluzioni della 1) :

III) '7 = 2 , vs =  v3 =  3, n =  12
IV) '7 =  2, vg =  3, '7 =  4, n =  24
V) '7 =  2, '7 =  3, '7 =  5, n =  60

La nostra analisi mette dunque in luce 5 tipi possibili di 
gruppi finiti di proiettività sulla retta:

I) II) III) IV) V).

La dimostrazione dell’ esistenza effettiva e la costruzione 
di codesti gruppi, escono propriamente dai limiti di un’ ap-

F. ENRIQUES 14
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plicazione della formala die dà le coincidenze di lina invo
luzione g1, nè d’ altra parte è richiesta per procedere oltre 
nella lettura di queste Lezioni. Tuttavia, rimandando per un 
più ampio sviluppo del tema, al citato trattato del Bianchi 
(Oap. IV e VII), vogliamo qui indicare rapidamente come i 
gruppi suddetti possono venire definiti geometricamente :

I) II gruppo T„ =  (vA =  v2 =  n) è il gruppo ciclico, ge
nerato dalle potenze di una proiettività ciclica d’ordine n, e 
può definirsi come il gruppo delle proiettività coi punti 
uniti 0 e oo, clie lasciano invariante un ciclo :

/ 2 ìli* \
Gn =  (l £....£«-*) (e =  <rv).

Infatti la a1 corrispondente a r„ contiene due gruppi A”,n
B97 costituiti da un punto w-plo (cfr. § 8).

II) Il gruppo r 2m =  (Vj =  v., =  2, n =  2m) è costituito 
dalle 2m proiettività che trasformano in se un ciclo d9 una 
proiettività d9 ordine m:

/ 2tci\
Gm =  (ì e . . . . e ’” - 1)

[Per m =  2 il r am =  T4 e il gruppo trirettangolo (L. 1°, § 4 )].
Anzitutto osserviamo clie il Gm resta invariante per 2wi 

proiettività formanti necessariamente un gruppo, cioè per 
le m proiettività del gruppo ciclico Trn :

!J =  zx,

e per le m proiettività involutorie, permutabili con Tm, che 
scambiano i punti uniti 0, oc di Tm ed hanno un punto unito 
appartenente a Gm (e di conseguenza anche un secondo punto 
unito in 6rm, se m è pari).

Il gruppo r 2m così ottenuto è del tipo II), possedendo 
due gruppi di punti di coincidenza: il Gm (vA =  2), e il G2 =  (0 oo), 
quest’ultimo costituito di coincidenze m-ple (v2 =  wi).

Viceversa per ogni V2m del tipo II) esistono due gruppi 
di punti di coincidenza Gm{yì =  2) e 6r2(v2 =  m). Oi sono m 
proiettività di V2T/l che lasciali fermo un punto di 6r2, e queste 
lasciali fermo necessariamente anche l’altro e formano un 
gruppo ciclico Vm (sottogruppo invariante di I \m).Le m proiet
tività di T2m che scambiano i due punti del G.z sono involutorie
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e permutabili col I\m; moltiplicando queste involuzioni per 
quelle proiettività cicliche si lui il r 2m.

Ili) II gruppo I \2 =  (vL =  2, v2 =  v;ì =  3, n =  12) è il 
gruppo delle 12 proiettività che lasciano invariata una quaterna 
di punti equianarmonica.

Infatti ci sono nella gl due gruppi GA di punti tripli,
ognuno dei quali è invariante per le 12 proiettività di T. 
•Questi ér4 sono dunque equiauarmonici (cfr. L. 1°, § 4).

IV) I l gruppo I \4 =  (v4 =  2, v2 =  3, v;i =  4, n =  24), si 
può definire come il gruppo delle 24 proiettività che lasciano 
invariante una sestina di punti G,., costituita da tre coppie 
{0, 00 ; 1, —1; i, —i) che si separano armonicamente a due a due, 
cioè da un ciclo di una proiettività del 4° ordine (1, i, —1, —i) 
e dai suoi punti uniti (0^).

Infatti il r 24 possiede'un gruppo G6 di punti invariante. 
Ci sono 4 proiettività di I \4 che hanno come limito unito 
un punto A di Ga; consideriamo una di queste, non iden
tica; essa lascia invariato il rimanente gruppo G~ di 5 punti; 
ma poiché l’ordine di ~ è divisore di 24, ci sarà in 6r5 un altro 
punto unito per tt, sia p. es. B. Dico che il gruppo costituito 
dalle 4 proiettività di r ,4 che hanno un punto unito in A, 
possiede un altro punto unito fìsso B, ed è un gruppo ciclico 
dal 4° ordine. Se così non fosse, si avrebbero tre involuzioni 
7U|, rc2, ~:} aventi uno stesso punto doppio in A e tre punti doppi 
diversi B , (7, D, e la quaterna ABCD dovrebbe essere mutata 
in sè dalle tre involuzioni suddette, sicché dovrebbero separarsi 
armonicamente le coppie AB , GB e contemporaneamente le 
AO, J3D, ciò che è assurdo.

Ciò posto il r 24 si può costruire nel seguente modo: Si 
assuma un ciclo di una proiettività ciclica del 4° ordine, che, 
mediante una conveniente trasformazione di coordinate, può 
ridursi a: 1, i, — 1, — i, e ad esso si aggiungano i punti 
uniti 0, 03.

La sestina di punti

^  =  (0, 1, — 1, h — ®)

è costituita da 3 coppie (0 oc) (1 — 1) (i — i) che si separano 
armonicamente a due a due; questa definizione, essendo sim
metrica rispetto alle tre coppie del mette in luce che il 6f6 
stesso può considerarsi in tre modi come formato da un ciclo
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del 4° ordine e dai rispettivi punti uniti. Le proiettività elio 
lasciano invariata la sestina* (?,. sono:

0 proiettività del 4° ordine, e'quelle che nascono da 
queste per moltiplicazione, cioè:

3 +  0 =  9 proiettività involutorie,
8 proiettività del 3° ordine e V identità; in tutto appunto 

24 proiettività formanti un I \4.
Si verifica l’asserzione precedente designando i punti 

0, i ? — i, — i di G{. con gli indici 1, 2, 3, 4, 5, 6 e 
facendo i prodotti delle sostituzioni fondamentali

(3546), (1520), (1324);
infatti

(1520)(3546) =  (154)(263),
(1526)3 =  (12)(56)

(.12)(56)(354G) =  (12 )(3G)(45) ecc.

V) Il gruppo di proiettività r,;0 =  (v4 =  2, v2 =  3, v3 =  5,. 
n =  GO) si può definire come il gruppo delle 60 proiettività che 
lasciano invariato un gruppo di 12 punti, G42, costituito da 6 
coppie di punti (associati) per modo che i 10 punti del G13. 
residui d’una coppia si compongano di due cicli d/ una proiet
tività del 5° ordine che ha come uniti i punti della coppia.

KelF involuzione gx corrispondente a r c0 ci deve essere
un gruppo invariante Gl2 (vy =  5). Ci sono 5 proiettività che 
hanno come punto unito un punto A  di GL2, e siccome queste 
hanno un ordine di ciclicità divisore di 60 e trasformano in sè 
il gruppo di 11 punti residui di JL, così posseggono come 
secondo punto unito un altro punto del Gi2. Come nel caso IV) 
si prova che questo secondo punto unito è uno stesso punto B  
per tutte le proiettività non identiche di TG0 che hanno il punto
unito A, e perciò che queste, insieme all’identità, compongono 
un gruppo ciclico del 5° ordine. Se così non fosse si avreb
bero 4 involuzioni aventi un punto doppio comune e formanti 
gruppo coll’identità, mentre il prodotto di due (diverse) invo
luzioni siffatte non può essere una involuzione.

Ciò posto resta dimostrato che il Gi2 invariante per Tù0 
deve dividersi in G coppie di punti associati e che le proiet
tività cicliche del 5° ordine che hanno come uniti i punti 
d’ una coppia trasformano in sè il gruppo dei rimanenti 
10 punti del Gl2. Questa conclusione è dedotta dall’ipotesi che
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il r 60 esista. Si tratta di riconoscere l’effettiva esistenza di 
\m GL2 che goda le proprietà suindicate, il quale risulterà 
invariante, per un gruppo di GO proiettività r tì0.

A tale scopo si consideri sulla retta una proiettività 
eiclica del 5° ordine coi due punti uniti 0, ^  e si prendano 
due cicli di essa a partire da due punti a, &, non ajiparte- 
nenti al medesimo ciclo (Z>5=|=«5):

a, m 2, ai3, «s4

6, U2, l>z3, W

( 2r.l\
» =  e ° r

Se i due cicli suddetti insieme a 0, °o formano un 6r12, 
invariante per un r eo, i 5 punti d’un ciclo non potranno 
certo dividersi in coppie di punti associati, e perciò vi sarà 
almeno un punto del primo ciclo cui è associato un punto 
del secondo (risulta poi a posteriori che non vi sono in un 
ciclo due punti associati). Esprimiamo la condizione perchè i 
12 punti nominati formino un 6?12, dove a, b siano associati. 
Una condizione siffatta si tradurrà in una condizione proiet
tiva lier la quaterna di punti ab 0 oo? ]a quale condizione dovrà 
essere simmetrica rispetto ad a, &, e perciò darà un’equazione 
capace di determinare i due valori reciproci del birapporto

a =  (a b 0 oc) — ~

- =  (b a 0 oc) —  ̂a a
e quindi la somma

Per semplicità poniamo il punto unità delle coordinate 
in uno dei due punti a, b, assumendo p. es.

7> =  1 ? a =  a .

L’involuzione determinata dalle coppie (01)(^a) trasfor
merà la proiettività ciclica coi punti uniti 0, co, nella proiet
tività ciclica coi punti uniti 1, a, la quale deve appartenere 
al gruppo r 00; perciò anche quella involuzione apparterrà
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al r 00 e dovrà trasformare in sè il GLÌ e quindi il sistema di 
8 pun ti

e, s3, s3, e4, zs, az3, zz3, as4.

Scriviamo la condizione perché ciò avvenga.
L’equazione dell’involuzione determinata dalle, coppie

(01) (oooc) è
ìf c iL Wx — OC

Se la sostituzione 1) deve scambiare '-r con s7ì, deve aversi

1)

2)

eh?

_  1
£—h „|_ g—v _£—(/t-f-r) ?

se invece la stessa sostituzione neve scambiare zs con ae—*, 
deve aversi

e' — 1

3) OC =  £* 4~ E* --

Ora si riconosce che la 1) non può scambiare fra loro 
i quattro punti e, e2, £3, s4, nè portarli tutti e quattro in punti 
dell’altro ciclo (as, as2, as3, as4), giacche la formula 2) o la 3) 
dovrebbe dare uno stesso valore per a corrispondente a coppie 
di numeri r, h o s, t essenzialmente distinte, mentre fra le 
radici immaginarie dell’equazione binomia x5 =  1 non sussiste 
una relazione del tipo

con
er 4- eh — er'*~h — £,y 4- et — es ht

r  4= =M =M :

infatti le tre forme possibili di una tale relazione :

E + £ 3— £4 =  S2-{—S4—  £, £-l-£2 —  £3 =  £:3- K 4— E2, £ J £4--- l = £ S- |- £ 3----1 ,

si escludono subito osservando che e soddisfa soltanto all’equa
zione irriducibile di 4° grado

-------— =  xi 4-  x:ì 4-  x2 4-  x 4- 1 =  0 .
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Ciò posto la 1) scambierà fra loro due punti er, eh del 

primo ciclo, e porterà gli altri due punti di quel ciclo in 
punti dell’altro: p. es. s* in e quindi, per lo stesso
valore di a, dato dalla 3), et in as—ò*. Allora i valori di oc 
dati dalle formule 2) e 3) dovranno essere uguali, cioè si avrà

4) s -r £—<r-Wi> £'s> -{-
dove

r e|e li =|= s e|e t ~1= 0 (mod. 5),

ossia dove r, à, .v, t sono, a parte l’ordine, i numeri 1, 2, 3, 4. 
Ora se si suppone

.v +  t ~\- 0 (mod. 5),

i numeri — r, — h riusciranno congrui a s, £, sicché si dovrà 
avere

1
£<? _J_ £t _ C J-Pt e e ,

relazione che non sussiste perchè porterebbe per s un’ equa
zione di quarto grado diversa dalla equazione irriducibile

x l -1- x:ì -1- x2 +  x -1- 1 =  0.

Si conclude
s =  — t (mod. 5) 

e quindi si hanno per « -i due valori possibili

1
a = e H - e 4 — l  =  r2-£

a" =  s2 +  s3 -  1 =  -

-\- 7:i -- 1 ?
1

£ +  S4 — 1

(l’identità aV =  1 si deduce eseguendo il prodotto).
In conclusione la condizione posta per l’esistenza del 

nostro GrL2 determina la relazione proiettiva della coppia di 
punti a, 1) con la coppia di punti 0, fissando il valore 
della somma

1 a ì)x H— — t -1— .

Quando questa relazione sia soddisfatta i due cicli della
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proiettività del quint’ordine coi punti uniti 0, costruiti a 
partire da a, &, formano insieme ad «, un gruppo di punti 
Gi2 che viene trasformato in se stesso da una seconda proiet
tività ciclica del quint’ordine coi punti uniti a, 6; le due 
proiettività, del quint’ordine generano per moltiplicazione un 
gruppo di proiettività I\.0, il (piale consta di:

24 proiettività cicliche del quint’ordine,
20 proiettività cicliche del terz’ordine e 15 involuzioni, 

le quali prese insieme all’ identità costituiscono appunto 
60 proiettività.

11. Nota storica sui gruppi dei poliedri regolari. — La
determinazione dei gruppi finiti di proiettività sulla retta è 
dovuta ad F. K lein (Erlanger Berichte, 1874) e s’incontra 
con una precedente ricerca sulle equazioni differenziali di 
H. A. S chwarz (1871), di cui parleremo più avanti. K lein  
ha fatto l’osservazione fondamentale che, riferendosi alla rap
presentazione di Gauss - B ie m a n n  della variabile complessa x 
sopra una sfera, i gruppi di sostituzioni lineari sopra la x si 
possono interpretare come gruppi di rotazioni della sfera in 
se stessa, e quindi possono determinarsi coll’intuizione, come 
rispondenti ai solidi regolari iscritti (o ai polari circoscritti), 
cioè ad una piramide regolare (gruppi I, li)  oppure ad uno 
dei cinque poliedri platonici (tetraedro nel caso III, ottaedro 
o cubo nel caso IV, icosaedro o dodecaedro nel caso V). 
A tale scopo basta riferire la sfera al piano della varia
bile complessa x, mediante proiezione stereografica, e scrivere 
le formule di Oa yl e y  che rappresentano — con sostituzioni 
lineari su x — le rotazioni della sfera attorno ai tre assi 
coordinati ; mediante queste si compongono tutte le rotazioni 
della sfera su se stessa, che rispondono così alle più generali 
sostituzioni lineari

XX -{- jx =  —,----   .yx -f- o

Vogliamo aggiungere che si possono risparmiare i cal
coli accennati, in base al ragionamento che segue.

Le proiettività binarie — concepite come elementi — 
possono assumersi rappresentate dalle relazioni bilineari 
axx -q- bx q- ex 4- d =  0. Prendendo a, 6, e, d come coordinate 
proiettive dei punti dello spazio SVt si ottiene una rappreseli-

216
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fazione di S t u p i i  a n o s , (Matli. Annalen, Bd 22), in cui le pro
iettività binarie corrispondono ai punti di ; alle rette e 
ai piani di corrispondono sistemi di proietti vita detti 
rispettivamente fasci e reti; alle proietti vita degeneri per cui 
ad — he =  0, rispondono in S:ì i limiti d’ una quadrica Q.

Ora si considerino in altro modo le proiettività sulla 
retta x, come operazioni atte a trasformare le proiettività- 
elementi. Una trasformazione siffatta muta un fascio di proiet- 
tività in un fascio e una proiettività degenere in un’altra 
proiettivi tà degenere, quindi alle proiettività-operazioni rispon
dono in S:ì omografie trasformanti in sè la quadrica $, le 
quali lasciano invariato il punto 0 rappresentante la proiet
tività identica. Ma con una omografìa (immaginaria) la qua
drica Q si può trasformare in una sfera, portando 0 nel suo 
centro; allora le omografìe (reali) che trasformano la sfera 
in sè e lasciano fermo il punto 0 (e quindi il suo piano polare 
all’infinito) sono le rotazioni intorno ad 0 . Queste rotazioni 
si rispecchiano dunque in proiettività sulla retta x, e perciò i 
gruppi eli rotazioni della piramide o doppia piramide regolare 
e dei poliedri platonici, offrono immagine di gruppi di proiet
tività binarie. Si ottengono così le immagini di tutti i tipi 
trovati I, II, III, IV, V.

Precisamente :
I) La piramide regolare con n facce laterali, che può 

supporsi iscritta nella sfera in guisa che la base sia iscritta 
in un circolo equatoriale, ammette un gruppo ciclico di rota
zioni in sè costituito dalle n potenze di una rotazione d’am-

2 7Üpiezza — attorno all’asse. n
II) La doppia piramide regolare, ottenuta aggiungendo 

alla precedente la simmetrica rispetto al piano equatoriale, 
si sovrappone a se stessa, oltreché per le precedenti rotazioni 
che lasciano invariata ciascuna delle piramidi, anche per le 
n rotazioni di ampiezza n intorno agli n assi che dal centro 
vanno ai vertici e ai punti medi dei lati della base comune 
alle due piramidi.

Per n =  2 il gruppo si riduce alle tre rotazioni di ~ attorno 
a tre assi ortogonali (gruppo trirettangolo).

I li)  Il tetraedro regolare si sovrappone a se stesso per:
2 TU

8 rotazioni di ampiezza attorno alle quattro
altezze,
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e pei* 3 rotazioni di ampiezza tu attorno ai tre assi 
congiungenti i punti medi degli spigoli opposti; 
in tutto 12 operazioni (insieme all’identità) die corrispondono 
— come si vede — alle proiettività del gruppo III,

IV) Il cubo (o l’ottaedro polare) si soprappone a se 
stesso per 24 rotazioni, cioè :

9 rotazioni attorno alle tre congiungenti i centri
TU«Ielle facce opposte, «li cui 0 «V ampiezza - e 3 «V ampiezza

Q -

8 rotazioni d’ampiezza — attorno alle 4 congiungenti
i vertici opposti,

e 6 rotazioni d’ampiezza tu intorno alle 6 congiun
genti i punti medi degli spigoli opposti; 
in tutto, aggiungendo l’identità, 24 operazioni corrispondenti 
a quelle del gruppo IV.

V) L’icosaedro ha 12 vertici, 20 facce e 30 spigoli. Il 
suo gruppo consta di 00 rotazioni corrispondenti a (piede del 
gruppo V che sono (lasciando da parte l’identità):

2k20 rotazioni d’ampiezza — intorno alle 10 congiun
genti i centri delle facce parallele opposte,

15 rotazioni di tu intorno alle 15 congiungenti i punti 
medi degli spigoli opposti,

2tue 24 rotazioni d’ampiezza — attorno ai G assi .con
giungenti i vertici opposti.

Ai gruppi finiti di proiettività binarie corrispondono le 
equazioni differenziali lineari del 2° ordine integrabili algebri
camente (A). Appunto lo studio di tali equazioni ha condotto 
Schwarz, (Journal fiir Math, Bd 75), a trattare un problema 
sui triangoli sferici che equivale sostanzialmente a quello del 
gruppi finiti di sostituzioni lineari. Infatti, se l’equazione del 
2° ordine a coefficienti razionali

//  -}- a(x)ij -h b(x) =  0 

deve essere integrabile algebricamente, le sostituzioni lineari

(A) Per la teoria generale delle equazioni differenziali lineari cfr. 
F uchs (Journal fiir Math. Bd 66, 68).
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(omogenee) sui due integrali fondamentali yLy,, ottenute 
girando attorno ai punti critici nel piano della variabile 
complessa x, debbono dar luogo ad un gruppo finito.

Fucus nel 1875 (Cfr. Journal fiir Matin, Bd 81) partendo 
dalla precedente osservazione fondamentale, lia trovato certe 
forme invarianti f(y Ly2) d’ordine n =  2, 4, 6, 8, 10, 12, che 
corrispondono ai gruppi di punti di minimo ordine invarianti 
per i diversi tipi di gruppi finiti di proiettività. E (piindi 
K l e i n  (1876), riattaccandosi alle sue precedenti ricerche geo
metriche, ha potuto esaurire .la questione reciproca (trattata 
prima da J o r d a n , Comptes rendus, t '1 82, 83) della « deter
minazione di tutti i tipi d’equazioni differenziali lineari 
del 2° ordine integrabili algebricamente ». Successivamente 
Gordan nel 1877 (Malli. Annalen Bd 12) ha studiato per primo 
le forme binarie che ammettono trasformazioni lineari in se 
stesse, in base a metodi puramente algebrici.

Rileveremo infine i legami dei gruppi dei poliedri rego
lari, e in ispecie dell’icosaedro, colla teoria della risoluzione 
delle equazioni algebriche di 5° grado per mezzo di funzioni 
modulari-ellittiche, teoria dovuta a H e r m i t e  ( a), K r o n e c k e r , 

B i u o s c i i i  e ricostruita appunto in rapporto all’icosaedro da 
K l e i n  nelle sue « Vorlesungen iiber das Ikosaeder linci die 
Auflosung (1er Gleichungen vom fiiiiften Grade », (Lipsia 1884). 
In codesta teoria ha speciale importanza lo studio del modo 
secondo cui le rotazioni della sfera permutano fra loro i sei 
assi dell’icosaedro. Segando i sei assi con un piano si ottiene 
in questo una configurazione incontrata da O l e b s c h  (2) (1871) 
e da lui designata col nome di decuplo esagono di B r i a n c i i o n : 

è un esagono completo, invariante per un gruppo di 60 omo
grafie piane che lasciali ferma una conica, i cui quindici lati 
formano dieci esalateri semplici di B r i a n c h o n , cioè sono tan
genti a sei a sei a dieci coniche.

Per rappresentarsi semplicemente la figura, (quantunque 
non in modo simmetrico rispetto ai sei punti che la costi
tuiscono) conviene segare i sei assi dell’icosaedro con un 
piano perpendicolare a uno di essi e non passante per il

(b Cfr. p. es. Bianchi « Lezioni sulla teoria delle funzioni di varia
bile complessa.... ». Pisa, 1901 (§§ 193-191).

(2) Math. Annalen,, Bd 4, pg. 336. Cfr. Clebscii-L indhm ann, Varie- 
san yen Bd II (Lipsia, 1891), png. 578.
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centro della sfera; l’esagono sani formato dai cinque vertici, 
1, 2 ....5, di un pentagono regolare e dal suo centro 6 ; la 
conica fondamentale invariante per le 00 omografìe che 
lasciano fermo questo esagono sarà la proiezione del cerchio 
all’infinito delle sfere, sicché la polarità, rispetto ad essa sarà 
l’antipolarità relativa al cerchio di distanza del piano dal 
centro (1). Qui si vede che i quindici lati dell’esagono com
pleto si segano a due a due in 105 punti che si raggruppano 
come segue: 60 intersezioni vengono a cadere nei sei vertici 
dell’esagono (10 per ciascuno); le altre 45 si dividono in due 
gruppi, uno di 15 punti (semplici) e l’altro di 10 punti 
da contare 3 volte: appartengono al primo gruppo i punti 
16-34, 16-25, 34-25 e gli analoghi ottenuti rotando intorno 
al centro 6 di appartengono invece al secondo gruppo i 
punti in cui concorrono i tre lati 16, 23, 45 oppure 16, 24, 35 
e gli analoghi. Ricordando che sei punti sono vertici di un 
esalatero semplice di B r i a n c h o n  quando si trovano a coppie 
sopra tre rette passanti per un medesimo punto, si deduce 
la proprietà fondamentale della configurazione, che sopra 
abbiamo enunciata.

(l) Cfr. per es. E n r i q u e s , G. Descrittiva, § 17.



Capitolo II

Teoria elementare delle curve piane

12. Introduzione : trattati classici e riferimenti storico- 
bibliografici. — ìTel Libro primo abbiamo ricapitolato le 
nozioni fondamentali sulle curve algebriche piane (tangenti, 
punti (loppi e multipli) die si trovano alla base flella Geometria 
analitica o delle applicazioni geometriche dell’ Analisi infini
tesimale. Lo sviluppo ulteriore della teoria delle curve può 
essere proseguito secondo due ordini paralleli di concetti, che 
s’ intrecciano nella storia, ma che danno luogo a due tratta
zioni indipendenti. Riservando al Libro seguente l’esposizione 
fondata sulla polarità (e lo studio dei covarianti che vi si col
lega), esporremo qui la teoria elementare delle curve, basan
doci sulle « determinazioni di numero » e sui « computi di 
costanti ».

La determinazione del numero designante il grado di 
un’ equazione, che può ottenersi analiticamente colla forma
zione effettiva dell’ equazione stessa, si lascia ridurre in modo 
uniforme al principio di corrispondenza (§ 1), che — in questo 
senso appunto — diventa uno dei fondamenti della nostra 
teoria. Usando qui sistematicamente tale principio, ci occorre 
avvertire che le principali applicazioni fattene (il così detto 
teorema di Bézout, le formule di Plucker e le conseguenze 
che ne dipendono) sono molto anteriori al principio stesso, 
(applicato alla dottrina delle curve da Chasles e da Zeuthen).

I « computi di costanti » che costituiscono il secondo 
fondamento della nostra trattazione, si riducono al caso ele
mentarissimo (che già ricorre in Cramer) dove si tratta di 
numerare le costanti arbitrarie che figurano nelle soluzioni di 
un sistema di equazioni lineari, cioè il grado d’ indetermina
zione del sistema. S’invoca, a tal uopo, il teorema fonda- 
mentale che: Un sistema di n equazioni lineari omogenee



222 LTBRO SECONDO

ad m-h-1 incognite xQÌ xL1....xn, vale a determinare univoca
mente i mutui rapporti di queste (cioè un sistema di numeri 
proporzionali alle x.(), salvo il caso d’ indeterminazione in cui 
esista un sistema lineare oor di soluzioni (r >  0) ; in tal caso 
fra le n equazioni date ve ne sono n — r indipendenti e 
tutte le altre sono conseguenza di queste. Soltanto in qualche 
Nota complementare, che ha un ufficio accessorio d’informa
zione, accenniamo all’uso che si potrebbe fare di un principio 
più elevato concernente la numerazione delle costanti per 
sistemi di equazioni non lineari (in rapporto alla Nota che 
costituisce il Oap. I l i  del Libro I).

Stimiamo utile d’indicare qui i principali trattati classici 
sulla teoria elementare delle curve e i riferimenti a cui lo 
studioso può ricorrere per notizie storiche e bibliografiche. La 
citazione dei Trattati si riferisce ugualmente alla materia 
di questo capitolo e a quella del seguente Libro; tuttavia 
la bibliografia speciale sulla polarità viene rimandata a 
codesto Libro.

Trattati classici:

E. D escartes - La Géométrie - Leida, 1637.
I. N ewton - Geometria analitica sire specimina artis ana-

lyticae. Sedazione postuma di H orsley, 1779.
— Enumerano linearum tertii ordinis - 1704.
0. Mac-Laurin - Geometria organica sire descriptio lineamm 

curvar uni universalis - Londra, 1720.
— A treatise of algebra in three parts tritìi an appendix: De

linearum geometricarumproprietatibus generalibus tractatus, 
l a ed., Londra, 1748, 4a ed., 1788. Traduzione francese con 
aggiunte del trattato sulle linee in E. De Jonquières 
« Mélanges de Géométrie pure », Parigi, 1856. (Questo trat
tato postumo è il vero fondamento delle teorie sintetiche 
delle curve e in ispecie della cubica).

J. P. De Gua - Usage de VAnalyse de Descartes pour dé
couvrir sans le sécours du calcul différentiel les propriétés 
ou affections principales des lignes géométriques de tous 
les ordres - Parigi, 1740.

L. E uler - Introductio in analysim infinitorum. 1748.
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G. Oli am er - Introduction à V analyse des lignes courbes algébri- 

gués- Ginevra, 1750. (Oliera di lettura istruttiva e piacevole).
A nonimo - Traité des Courbes Algébriques - 1750. Attribuito 

da Oliasles a JDionis du Séjour et Gaudin.
J. Plucker - Theorie der algebraischen Kurven-, Bonn, 1830. 

Opera di lettura istruttiva anche per i metodi che vi 
s’incontrano, quantunque il largo uso fatto del computo 
delle costanti, non sia accompagnato dalle dovute cautele. 
Ofr. L. 1°, § 26. Nota.

G. Salmon - A treatise on thè higer piane curves - Dublino, 1852. 
Traduzione tedesca ampliata da F ieiiler: Analytische 
Geometrìe der hoheren ebenen Kurven, 1882. Traduzione 
francese di Chem in: Traité de Géométrie analytique
(Courbes planes) - If edizione, Parigi, 1903. (Modello insu* 
perato di trattazione analitica delle curve coi metodi 
della teoria degli invarianti).

L. Cremona - Introduzione a una teoria geometrica delle 
curve piane - Bologna, 1861. Ofr. Opere, tomo I, pag. 312 - 
(Trattatello rappresentativo delle scuole sintetiche cui 
appartengono : Steiner, Chasles, De Jonquières, etc., con
cepito con elevato senso d’arte).

A. Olebscii - Yorlesungen iiber Geometrie bearbeitet von 
J. Lindemann - Lipsia, 1875-76. Traduzione francese di 
A. B enoist - Parigi, 1879. (Oliera in gran parte postuma, 
svolta coi metodi della teoria delle forme invariantive, 
e ispirata al concetto di ravvicinare diverse ed elevate 
dottrine matematiche; ricca di resultati che per una gran 
parte escono dai limiti di una teoria elementare delle 
curve, (piale qui si disegna).

Riferimenti storici e bibliografici :

M. Chasles - Aperçu historique sur V origine et le développement 
des méthodes en géométrie.

A. Olebsch - Zum Gerlachtniss an Julius PIücher. Abhand- 
lungen der Koniglichen Gesellschaft der Wissenschaften 
zu Gottingen - Bd 60, 1871. (Plücker’s Ges. Werke. 
Introduzione).
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A. Bride uml M. N other - Die Entwickelnng (1er Tlieorie 
der algebraischen Functionen in altérer und neuerer Zeit. 
Rapporto alla Deutschen Mathématilcer-Vereinigung, pub
blicato nel : Jahreshericht (1er Deutschen Mathematiher- 
Vereinigung - Bd 3, 1892-93.

G. Loria - I l passato ed il presente delle principali Teorie
geometriche - III  edizione, Clausen - Torino, 1907.

H. T. Timerding - PascaVs liepertorium (1er Hoheren Matite-
matïk: I I  Tei!, Geometrie - Capitoli XIII, XVII, XVIII, 
rispettivamente di L. Berzolart, G. Giraud, E. Ciani- 
Teubner, Lipsia, 1910.

13. Intersezioni di due curve. — Già Mac-Laurin nella 
sua « Geometria Organica » (1720), pag. 136, esprimeva l’opi
nione che due curve d’ordine u, m si seghino in nm punti. 
La dimostrazione di questo teorema fondamentale, connessa 
con l’eliminazione della y fra due equazioni f(xy) =  0 , 
rp(xy) — 0, appartiene a Eulero (Accademia di Berlino- 1748) 
e a Cramer, che la svolge nell’Appendice del suo trattato; 
più completamente trovasi in Bézout Ç), da cui il teorema 
viene generalmente designato, sebbene il rigore vi sia stato 
introdotto soltanto più tardi, per opera di Lagrange e di 
Gauss.

Del teorema fondamentale anzidetto Chasles (2) ha dato 
una dimostrazione basata sul principio di corrispondenza, che 
qui riferiamo; essa vale anche a lumeggiare geometricamente 
il procedimento di formazione della resultante di due equa
zioni algebriche. Naturalmente nel far uso del principio di 
corrispondenza aggiungeremo quelle cautele che abbiamo visto 
richiedersi per una rigorosa applicazione.

Teorema di Bézout. Due curve inane Om e On (Verdine 
m, n9 senza parti com uni, s'intersecano in mn punti.

Prendiamo nel pi-ano due punti A e B  non appartenenti 
a nessuna delle due curve, e tali che la retta AB  non sia 
tangente nè alla Cm nè alla Cy,?, e non passi per alcuno dei 
punti comuni alle due curve. Sia a una retta generica per A : 
essa interseca la Gm in m punti Pn P2,.... P m. Proiettiamo

(9 Cfr. Théorie générale dea équations algébriques - Parigi, 1779.
(2) Comptes Rendus, 1872 - Journal de Mathématique, 1873.
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questi punti da B ; otteniamo così m rette l)n b2,....l)m, cia
scuna delle quali interseca la Cn in n punti, si hanno così 
sulla Cn mn punti QL, -~Qmn. Proiettiamo questi punti Q 
dal j)unto A: otteniamo mn rette a/, a2,....a mn.

In questo modo da ogni retta a del fascio A si passa 
ad mn rette a dello stesso fascio; viceversa ogni retta a sorge 
da mn rette a. Pesta così fissata fra gli elementi del fascio A 
una corrispondenza [mn, mn], la quale ammetterà 2mn ele
menti uniti. Vediamo come essi sorgono.

Supponiamo, per semplicità, che la C,m e la Gn siano in posi
zione affatto generale, cioè che nessuno dei loro punti comuni 
sia multiplo per una delle due curve o punto di contatto per 
esse. Allora se a è un raggio che passa per un punto P  co
mune alla G,m e alla Cn, uno dei punti Qn Q2y*>Qmn rela
tivi ad a, viene a coincidere con P, e quindi uno degli mn 
raggi corrispondenti ad a viene a coincidere con a stesso. 
Inoltre gli mn raggi corrispondenti al raggio AB, coincidono 
pure, evidentemente, col raggio AB  stesso.

Dimostriamo che non vi sono altre coincidenze della cor
rispondenza [mn, mn], fuori di quelle che nascono nei due modi 
sopra accennati. Infatti, se un raggio a coincide con uno dei 
suoi omologhi a, deve trovarsi su a uno dei punti Qn Q21.... Qmn ; 
quindi o uno di questi punti coincide con uno dei punti 
P 1? P2,....Pm staccati da a sulla Cm, ed è allora uno dei 
punti comuni alle due curve Cm e Cn, o la a passa per P.

Ora possiamo affermare che il numero delle intersezioni 
delle due curve sarà 2mn — x, designando x la moltiplicità 
del raggio AB  nel gruppo degli elementi uniti della corri
spondenza [mn, mn] costruita entro il fascio A. Eesta a far 
vedere che

x =  mn.

A tale scolio valuteremo x con la regola di Z e u t h e n  (§ 1).
Consideriamo un raggio AP  vicino ad AB, il quale formi 

con esso un angolo infinitesimo dx. Sia AQ uno qualunque dei 
raggi omologhi ad AP. Dimostriamo che l’angolo PAQ è 
infinitesimo del primo ordine rispetto a dx: æ risulterà allora 
uguale alla somma degli ordini di mn infinitesimi analoghi, 
e perciò x =  mn.

Sia 0 il punto infinitamente vicino a P  in cui la AB  
interseca la Cm. Il segmento OP risulta infinitesimo del primo

F. ENRIQUES 15
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ordine, in quanto AB non è tangente alla Cm. Quindi anche 
fi angolo OBP risulta infinitesimo del prim’ ordine, e tale 
risulta anche la distanza AH del punto A dalla retta BP. Il

segmento PQ è un segmento finito; perciò esso è visto dal 
punto A secondo un angolo che è infinitesimo dello stesso 
ordine di AH, cioè del prim’ordine.

Resta così dimostrato che l’angolo PAQ è un infinitesimo 
del prim’ordine, e per quanto abbiam detto, si conclude che 
le due curve Cm e Cn hanno mn punti comuni. c. d. d.

Ma non è detto che gli mn punti comuni a due curve 
Cm e On debbano essere necessariamente distinti. Anzi si 
verifica immediatamente che:

a) Se un inul to P è r-plo per la Cm e s-pìo per la Cn ,
allora il raggio AP coincide con rs dei suoi corrispondenti, 
e (tenuto conto della regola di Z e u t i i e n ) si deduce che esso 
assorbe rs coincidenze della corrispondenza, cioè il punto P 
assorbe rs intersezioni almeno. Ne assorbe precisamente rs, 
se le tangenti principali dell’ una curva sono distinte da quelle 
dell’altra; %

b) Se due curve hanno in un punto semplice P  un 
contatto r-punto, nel qual caso nell’intorno di P i punti dei- 
fi una distano dai punti dell’altra di un infinitesimo d’ordine r, 
allora, come mostra la regola di Z e u t i i e n ,  nel raggio AP si 
riuniscono r coincidenze, cioè il punto P  assorbe r intersezioni;

c) Se un punto P è r-plo per Cn ed s-plo per Cm, ed 
inoltre un ramo lineare di una delle due curve per P  ha un 
contatto i-punto (i >  1) con un ramo lineare dell’altra, allora 
il numero (rs) delle intersezioni assorbite in P, aumenta 
di i — 1 ecc,
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Osservazione. Segue dal teorema di B ézout che, se due 

curve fixy) =  0 e y(xy) =  0 d’ordine m, n, hanno più che mn 
punti comuni, le due curve sono riducibili e hanno una parte 
comune. Questa parte viene rappresentata annullando il mas
simo commi divisore dei due polinomi f  e cp, che si ottiene 
col metodo delle divisioni successive, riguardando y come un 
parametro.

Siano f(xy) =  0 e y(xy) =  0 le equazioni delle due curve 
€ m e Cn. ’

Supponiamo di assumere come punto A il punto all’in
finito dell’asse y, e come punto B il punto all’infinito del
l’asse x. La x può essere presa come parametro a determinare 
i raggi del fascio A, e la y come parametro determinante i 
raggi del fascio B. Ciò posto la ricerca dei raggi del fascio A 
che sono uniti lier la corrispondenza sopra definita, conduce 
alla ricerca dei valori della x per i quali le due equazioni

f(xy) — o
e

y(xy) =  0

hanno una radice comune, cioè per cui è soddisfatta l’equa
zione resultante

B{x) =  0.

Siccome fra i 2mn raggi uniti della corrispondenza c’è 
la retta all’ infinito contata mn volte, così l’equazione R(x) =  0, 
cui soddisfano gli elementi uniti, si riduce dal grado 2mn al 
grado mn, dando in questo modo solo i valori della x cui 
corrispondono punti comuni alle due curve.

Vediamo pertanto che il metodo fondato sul principio 
•di corrispondenza per determinare le intersezioni di due curve

f(xy) — 0

coincide in sostanza col metodo della eliminazione di y, quale 
si sviluppa d’ordinario nell’Algebra.

Le considerazioni precedenti porgono non soltanto il 
grado della resultante, ma anche un modo di formazione 
effettiva, e precisamente quello che viene designato come primo
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metodo di E u l e r o  o metodo di E u l e r o -C r à m e r . (Confronta 
il paragrafo sulle intersezioni di due curve nel Libro terzo). 
Infatti quelle considerazioni conducono a scrivere il prodotto 
delle differenze

H (yt — y'k),
che — contenendo simmetricamente le yi e yh', radici delle 
equazioni f(y) =  0 e cp(j/) =  0 , a coefficienti razionali in a; — 
risulta una funzione razionale R-(x). Ma sulla formazione effet
tiva del resultante daremo ampi ragguagli nel luogo accen
nato del libro terzo. Qui ci limitiamo a osservare che la resul
tante B{x) =  0 delle equazioni

fixy) =  0 e ?(xy) =  0,

la quale è in generale di grado mn, può abbassarsi di grado. 
Questa circostanza (come già vide E u l e r o )  corrisponde al
l’esistenza di punti all’infinito comuni alle due curve / =  0,9 =  0 
(Cfr. L. 1°, ■§. 9). Ciò appare anche dal fatto che il grado della 
resultante lì resta sempre mn ove le /  e cp siano rese omo
genee, ponendo

x. x ,x =  —, y =  — ; x., J x:ì

si tratta allora della forma binaria

Iiix, x.,) =  x.,mn B(x),

che si ottiene come resultante delle forme ternarie

f(x  x X., xs) =  x,mf(xy), 
y(xLxixì) =  x:3ny(xy),

coll’ eliminazione di x2.
L’introduzione delle anzidetto soluzioni asintotiche serve 

ad ogni modo a rimuovere ogni eccezione dalla teoria della 
resultante. In particolare il caso in cui la resultante R(x) di 
f(xy) =  0 e cp(xy) =  0 si riduce di grado 0 (non identica), cioè 
il caso d’incompatiMlità delle equazioni f{xy) =  0 , y(xy) =  0  
è il caso in cui le soluzioni comuni alle equazioni predette 
sono soltanto alV infinito. Da questo punto di vista non si 
potrà più parlare di incompatiMlità di un sistema di due 
equazioni a due incognite, se non in quei casi dove la natura
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della questione escluda le soluzioni infinite (o un certo numero 
di soluzioni eccezionali).

Nota. La estensione della teoria della eliminazione a 
sistemi di equazioni con più incognite, può essere ottenuta 
ancora col metodo geometrico di O i i a s l e s ,  e  per tal modo 
si raggiunge anzi un risultato x>iit significativo di quello die 
è contenuto negli ordinari trattati di algebra. L’estensione 
a cui qui si accenna è dovuta a L o u r e t  (*).

Anzitutto osserviamo che in forza del teorema sulle in
tersezioni di due curve piane, due superficie (algebriche) 
d’ordine m, n hanno comune una curva (algebrica) d’ordine 
mn, come si vede segando le due superficie con un piano 
generico. Ora il teorema sulla eliminazione, per cui tre super
ficie degli ordini m, n, p (non aventi infiniti punti comuni) 
hanno mnp intersezioni, si potrà ritenere come caso partico
lare del seguente:

Una superficie d’ordine n e una curva (piana- o gobba) 
d’ordine r, che non contenga unti parte giacente sopra la su
perficie, posseggono nr intersezioni.

Sia O la curva d’ordine r (cioè intersecata da un piano 
generico in r punti) ed F la superficie d’ordine n (cioè inter
secata da una retta generica in n punti). Scelgami una retta 
e un punto generici a e A; condotto per a un piano a, questo 
segherà in r punti la G i quali da A verranno proiettati 
in nr punti di F\ si avranno quindi altrettanti piani a' che 
proietteranno da a questi punti. La corrispondenza fra 
piani a e a', nel fascio di asse a, avrà 2nr piani uniti; ma fra 
queste coincidenze nr vengono assorbite dal piano a A) le altre 
nr danno le intersezioni di G con F.

L’accennato procedimento si estende senz’altro alle va
rietà a pili dimensioni e conduce a dimostrare che : nello 
spazio Su, a n dimensioni, n varietà ad n — 1 dimensioni 
d’ordini mA, m2,....m n, posseggono mim2...mn intersezioni (di
stinte o no), salvo il caso che esse abbiano comuni infiniti 
punti, formanti una curva o varietà più estesa.

Infatti la dimostrazione di questo teorema si riduce 
sempre a determinare le intersezioni di una curva con una 
varietà, e quindi non dà luogo a nuove considerazioni. Una 
difficoltà essenzialmente nuova s’incontra invece nel problema

O B u lle tin  de la Société M alhém atique, t. 1, (1878), pg. 122, 258.



230 LIBRO SECONDO

di intersecare due superficie di SA e così di seguito; ma di ciò 
discorreremo più avanti.

14. Il principio di Lamé e la proprietà caratteristica dei 
sistemi lineari.— Come caso particolare del teorema di Bézout 
si lia che: due cune piane d’ordine a, senza parti comuni, 
hanno ir  intersezioni (o un numero minore d’intersezioni 
multiple, equivalenti ad ri2).

Si considerino due curve d’ordine senza parti comuni : 
9 =  0, 4>=:0; le curve d’ordine n appartenenti al fascio

X9 -i- [vl> =  0

passano per gii ir punti comuni alle curve 9 e fi>.
Viceversa G. Lamé (1) ha enunciato come principio evi

dente (traendone numerose apifiieazioni) che « ogni curva f  
passante per gii ir  punti comuni alla 9 e alla è una com
binazioni lineare di queste ». Questo principio, si giustifica 
intanto se una delle tre curve / ,  9, d>, p. es. la / ,  sia irridu
cibile: se la curva irriducibile f  passa per gli ir punti comuni 
a 9 e a si ha

/ = r + 1-^-

Infatti si consideri un punto generico P della curva / ,  
fuori del gruppo 9 =  0, f> =  0 ; per P passa una curva del 
fascio A9-j-[nf =  0, giacché il passaggio per P si traduce in

un’equazione lineare che vale a determinare il rapporto -;
P

codesta curva ha con / ,  vr-i-1 punti comuni, si deduce che 
— essendo /  irriducibile — /  coincide colla suddetta curva 
del fascio X9 -t- \vb =  ().

Osservazione. La condizione espressa nell’enunciato, che 
la curva f  passi per gli ir punti comuni a 9 e a 'f, conserva 
un significato algebrico preciso anche quando la 9 e la 
posseggano punti multipli comuni, con qualsivoglia contatto; 
essa significa, in ogni caso, che la resultante ottenuta dal- 
l’ eliminazione di y (o di x) fra le equazioni / =  0, 9 =  0,

p) « Examen des différentes méthodes employées pour résoudre les 
problèmes de Géométrie » (Parigi, 1818, pg. 27).
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coincide colla resultante analoga di <p, à: 

JR(fy) =  B(fP) =  £ ( ^ ) .

Prim a di esam inare j>iù precisam ente le condizioni di 
validità del principio di L a m e , fissando la restrizione d ie  
occorre all’uopo ove si lasci cadere ogni ipotesi di irriduci
bilità, vediam o com e il teorem a stabilito perm etta di dedurre la 

Proprietà caratteristica del fascio: Se un sistem a a lge
brico (irriducibile) sem plicem ente infinito di curve irriduci
b ili'è  tale d ie  per Un lim ito generico del piano passi una  
curva di esso, il sistem a è un fascio.

Si considerino i punti del piano che sono intersezioni di 
due curve/del sistema: codesti punti sono eccezionali, giacché 
per un punto generico passa una sola / ;  segue da ciò che 
essi sono punti fissi comuni a tutte le curve del sistema (irri
ducibile). Infatti la determinazione delle curve del sistema 
passanti per un punto del piano viene a dipendere in gene
rale da un’equazione algebrica che ha una sola radice e perciò 
è di primo grado; se per un punto particolare accade che la 
suddetta equazione abbia due radici, essa risulta identicamente 
soddisfatta da quel punto. •

Ciò posto il sistem a delle c u r v e /, aventi un certo ordine /<-, 
è tale che una qualunque di esse passa per i punti comuni 
a due altre curve generiche: è dunque il caso di applicare il 
principio di La m e .

Osservazione. L ’ irriducibilità del sistem a oc1 che gioca  
nella dim ostrazione precedente, è una conseguenza dell’ ipo
tesi che per un punto generico passi una curva del sistem a, 
alm eno se si esclude il caso di un sistem a form ato di sistem i 
di dim ensione diversa (dei (piali non si può dire propri amen te 
che abbiano la dim ensione uno): altrim enti ciascuno dei sistem i 
com ponenti conterrebbe alm eno una curva passante per un 
punto.

Quanto alla restrizione che le curve del sistem a siano irri
ducibili, essa non è necessaria per la validità del teorem a: 
la proprietà. caratteristica del fascio si estende ai sistemi di 
curve riducìbili, purché prive di parti multiple variabili. Senza  
entrare a tale proposito in una critica m inuta, basterà osser
vare che la dim ostrazione più generale del teorem a consegue  
dal teorem a di Lukotit (§ 3). In fa tti si consideri una serie di
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curve d’ordine n, tale che per un punto generico ne passi 
u ) i a , f .  Segando con una retta y =  cost. si avranno i gruppi’di 
n  punti di una g1 (teorema di L u ro th ) , quindi, designando  
con 9  e due curve della serie, sarà identicam ente

f= H y )v  +  tx(y)<P-
Ma in modo analogo, segando con una retta x =  cost., si 
trova

Si deduce che f  —  ̂ +  |A,(̂ )'i'-
À =  [x =  ja',

sono costanti (indipendenti da .r, ?/).

L ’osservazione precedente relativa ai sistem i o o L di curve 
riducibili perm ette ora di riconoscere sotto quali condi
zioni il principio di Lam é si estenda al caso di curve 9 , ò, /  
riducibili.

Supponiamo che una curva (riducibile) /  passante per i 
punti comuni a due curve (riducibili) 9 e b dello stesso ordine, 
non appartenga al fascio À9 -{ [ifb =  0- le curve /.tp-j-jx'i; -\-v f= 0  
formeranno una rete, tale che due curve generiche di essa si 
segheranno soltanto nei punti fìssi del gruppo base, per cui 
9 =  4* = f  =  0. Anche le componenti irriducibili di due curve 
generiche della rete (supposte spezzate) s i, segheranno pari
mente nei punti base della rete. Ciò posto si considerino le oo1 
curve della rete che passano per un punto generico, P, del 
piano; ognuna di tali curve possiederà una componente 
irriducibile C passante per P. Ma vi sarà una sola C comune 
alle suddette oc1 curve per P, altrimenti due C distinte si 
segherebbero in un punto fuori del gruppo base della rete. 
Si deduce che le curve (7, poiché ne passa una per un punto, 
formano un fascio di curve generalmente irriducibili. Le curve 
della rete risultano composte con le G del fascio, giacche 
la C che passa per un inulto generico di una curva della 
rete fa parte di essa.

La conclusione è che il principio di L amé cade in difetto 
soltanto se le curve d’ordine n della rete,'e in particolare 
quindi le 9 =  0,  ̂=  0, / =  0, si compongono ciascuna di un 
certo numero r (>  1) di curve d’ordine m di un fascio, essendo 
w =  riu. Questa eccezione é essenziale, perchè, considerando un
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fascio di curve d’ordine m, i gruppi di r curve di esso for
mano un sistema (lineare) ^ r tale che due curve qualunque 
si segano nei punti base.

Possiamo ora enunciare il resultato ottenuto, contem
plando anche il caso, dapprima escluso, in cui le curve cp =  0, 
^ =  0 abbiano una parte comune, visto che: sommando ad 
un fascio una curva fissa si ottiene ancora un fascio.

P rincipio d i Lamé : Una curva f  la quale passi per i 
punti comuni a due curve y e 'j* del medesimo ordine, appartiene 
al loro fascio :

/ = k p - H ^ ;

fa  eccezione il caso in cui, tolte le eventuali parti comuni, le 
curve cp, / , si compongano con le curve di un fascio.

Il teorema che assegna la proprietà caratteristica del 
fascio si estende ai sistemi lineari di dimensione r >  1. Si ha 
dunque la

Proprietà caratteristica dei sistemi lineari oor : Se un 
sistema algebrico (irriducibile) oor ( r> l)  di curve, prive di 
parti multiple variabili, e tale che per r punti generici del 
piano passa una curva di esso, il sistema è lineare.

Il teorema è già stato dimostrato per r =  1 : dimostria
molo per r >  1 valendoci del procedimento d’induzione com
pleta; supponiamo dunque che esso sia stato stabilito per i 
sistemi di dimensione r — 1. Supponiamo dapprima che due 
curve generiche /  abbiano intersezioni variabili, fuori dei 
punti-base comuni a tutte le curve del sistema. Consideriamo 
un punto P comune a due/ generiche, fuori dei punti base; 
la condizione lineare esprimente il passaggio delle /  per P  
non è identicamente soddisfatta per tutte le /  del dato sistema, 
quindi le /  per P formano un sistema ^ r_i ; ma poiché in 
questo sistema esiste una curva passante per altri r — 1 punti 
generici assegnati, il sistema stesso sarà lineare e conterrà il 
fascio determinato da due /  che gli appartengono; si deduce 
che anche il dato sistema contiene il fascio determinato 
da due f  generiche, e perciò è un sistema lineare.

Il ragionamento che precede non ò applicabile al caso 
in cui le f  generiche non abbiano intersezioni variabili e 
quindi constino, a meno di parti fisse, di un certo numero 
n (> r) di' curve <p (Y un fascio. In tale ipotesi le f  passanti
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per mi punto P generico, hanno comune la curva ç per P  
e (secondo la supposizione fatta) formano un sistema lineare 

- entro il sistema lineare °or delle f  si hanno oc1 sistemi 
lineari siffatti, i quali a due a due hanno comune il
sistema lineare oc**—5 contenente due cp come parti lisse. Bi
sognerà provare che i suddetti oo1 sistemi lineari apparten
gono ad uno stesso sistema lineare che comprende la 
totalità delle /  riducibili.

Questa prova riesce evidente ove si ricorra al linguaggio 
degli iperspazi; si tratta di mostrare'che « in uno spazio 
lineare Sm (rappresentante tutti i gruppi di m curve del 
fascio 9 aumentati delle eventuali componenti lisse delle/ ,  o 
se si vuole nello spazio di tutte le curve d’ordine n) quaufci- 
sivogliano Sr_ l a due a due incidenti, cioè seeantisi secondo 
>$V—2, e non passanti per un medesimo Sr , stanno in un 
medesimo Sr ». Ora è chiaro (die un qualsiasi incidente 
a due /S'r_ i e non passante per il loro $ r_.2 comune, appar
tiene allo Sr da essi determinato.

Così il teorema resta provato anche nel caso in cui le f  
sieno (riducibili) senza intersezioni variabili. E si può notare 
che la prova fornita in questo caso si può assumere come prova 
generale del teorema, perchè essa è applicabile (con semplici- 
modificazioni di parole) anche al caso dapprima trattato.

La questione relativa alla possibilità di definire un sistema 
lineare di curve mediante la condizione che r punti deter
minino una curva di essa, fu posta e risoluta da E. E nriques 
(Lincei, 2 luglio 1898) con riferimento al caso generale dei 
sistemi di curve tracciati sopra una supercie qualunque. La 
dimostrazione del teorema così ottenuto è stata semplificata 
da C. S egre (1894) e per il caso particolare dei sistemi di 
curve del piano (o di ipersuperficie dello 8ri) da E. B ertini 
(1897) nel suo citato libro sugli iperspazi (pg. 222). Il Bertini 
prende come punto di partenza il teorema di Lu rotti; a noi 
è parso interessante ricollegare la proprietà caratteristica dei 
sistemi lineari di curve piane ad un principio anche pili semplice,, 
quale è (almeno per curve irreducibili) il principio di Lamé.

Osservazione. Il caso di sistemi di curve con parti doppie 
o multiple costituisce un’ effettiva eccezione al teorema, 
giacche « contando due o più volte le curve d’un sistema 
lineare non si ottiene un sistema lineare ». Infatti se/=XqH-[vJ;,. 
f 2 =  -b |x2̂ 2 +  2àïjl'fi non è combinazione lineare di cp2 e ^2.
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D al principio di La m é , richiam ando il teorem a di B er
l in i 8ili j>unti m ultipli delle curve d’ un sistem a lineare (§5), 
si deduce ora il

Teorema di B e r t in i sui sistemi lineari di curve riducibili : 
Se le curve generiche d’un sistema lineare sono riducibili, le 
parti variabili di esse (ottenute prescindendo da componenti 
tisse) sono irriducibili oppure sono composte colle curve d’ un 
fascio.

Infatti le parti variabili del sistema formano un sistema 
lineare; se queste parti sono riducibili, le loro componenti 
irriducibili non possono segarsi in punti variabili (che sareb
bero punti doppi variabili pel sistema); si deduce che esse 
si segano a due a due nei medesimi punti, e perciò formano 
un fascio.

15. Il paradosso di Cramer e le relazioni fra i punti base 
di un fascio di curve. — Il fatto che due curve d’ordine a, 
/ = ( )  e ?-— (), si seghino in n2 punti, costituisce una apparente
contraddizione al teorema che punti del piano deter
minano una curva d’ordine a, almeno quando si dimentichi 
di aggiungere la condizione restrittiva, richiesta da quel teo
rema, che gli punti sieno generici, per modo che il
passaggio di una curva d’ordine n per essi si traduca in un 
sistema di equazioni lineari indipendenti capace di determinare 
la costruzione della curva.

L’osservazione che n(n-\-3)
3 punti, scelti fra le rr inter

sezioni di due curve d’ordine a, non determinano più una 
curva di quell’ordine, risale al Ma o Laurin (1720), trovandosi 
a pag. 137 della sua « Geometria organica », senza essere 
accompagnata da alcun tentativo di spiegazione. La difficoltà 
viene spiegata, col riconoscimento dell’indeterminazione della 
curva, da E ulero in « Démonstration sur le nombre des 
points, où deux lignes des ordres quelconques peuvent se 
couper ». (Acad., Berlino, 1718) e da Cramer nella « Intro
duction à l’analyse.... » 48), che dice aversi in ciò un
« véritable paradoxe ». Appunto da quest’ultimo autore ò 
venuto il nome di « paradosso di Cramer ».

Ma il vero significato geometrico del paradosso di Cramer
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è stato messo in chiara luce da Lamé. Gli ir punti intersezioni 
di due curve cp e d’ordine n, senza parti comuni, impon
gono soltanto — — — 1 condizioni alle curve di codesto
ordine che debbano passare per essi ; siccome queste curve 
appartengono in generale al fascio Aep-f-|xdj =  0 (§ 14), così 
il passaggio delle curve d’ordine n per le intersezioni di cp e
equivarrà precisamente a n n̂ — — 1 condizioni indipendenti,
onde: fra gli ir punti (semplici) comuni alla cp e alla <J>, ve ne
sono ^ — 1 che impongono alle curve d’ordine n con-
dizioni indipendenti, e tutte le curve del detto ordine pas
santi per quei punti passano di conseguenza per i restanti.

La conclusione precedente è stata dedotta coll’applica
zione del principio di Lamé, che non jmo dar luogo al caso 
d’eccezione quando le curve cp e f|* si seghino in ir  punti 
semplici (giacché in tale ipotesi esse non possono risultare 
composte colle curve irriducibili d’un medesimo fascio). Per
tanto si può enunciare che:

Le curve d’ordine n che passano per — 1 punti

generici del piano9 passano di conseguenza per altri

ir  —
a (?*-{- 3)

9
(n — 1)0* — 2)

2

punti, che vengono determinati come intersezioni di due curve 
tracciate per i primi.

Così in particolare: tutte le cubiche per otto punti gene
rici del piano passano di conseguenza per un nono.

Ma l’osservazione precedente s’interpreta di solito nel
senso che « scelti ad arbitrio ^  — 1 punti fra le ir inter-Jj
sezioni di due curve d’ordine n (supposte semplici), codesti 

— 1 punti offrono condizioni indipendenti alle curveJj
d’ordine n soggette a passare per essi, le quali di conseguenza 
debbono passare per i rimanenti ». Tale asserzione si può 
ammettere come vera in generale, basandosi sulla simmetria 
di tutti i gruppi di punti contenuti nel gruppo G„°- base di 
un fascio di curve d’ordine n: À/-i-|iç =  0 ; è cliiaro infatti
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che la distinzione dei gruppi contenuti nel Gn 2 corrisponde 
a condizioni particolari imposte alla resultante delle equa
zioni / =  0, 9  =  0. Ma vi sono delle eccezioni, di cui più tardi 
daremo esempio, e perciò conviene giustificare l’affermazione 
precedente per il caso del fascio di cubiche in cui essa è vera 
seuza restrizione (almeno nell’ipotesi di punti base semplici 
e di fasci di cubiche irriducibili). Dimostriamo dunque che: 
date due c u b ic h e /= 0, 9 =  0, senza parti comuni, le quali 
si seghino in nove punti semplici: P 17 P2,....P9, le condizioni 
di passaggio di una cubica per codesti nove punti sono tali che 
una qualsiasi di esse è conseguenza delle rimanenti, e così, 
p. es., le cubiche passanti per P 1?....P8 passano necessaria
mente j)er P9.

Facciamo la dimostrazione per assurdo: Supponiamo
adunque che l’equazione esprimente il passaggio per P9 non 
sia conseguenza delle rimanenti otto equazioni sopra nominate. 
Se ciò accade queste equazioni dovranno alla lor volta non 
essere indipendenti, e una di esse, per esempio quella che 
esprime il passaggio per P8, sarà conseguenza delle altre 
sette : si avrà allora che tutte le cubiche passanti per PA, P2,.... P7 
dovranno passare anche per P 8.

Ora questa conclusione non può sussistere : infatti si può 
trovare una cubica composta di una conica e di una retta 
che passi per P A, P2,....P7 e non per P8.

Per svolgere questa deduzione in modo rigoroso, proce
diamo come segue. Notiamo dapprima che i punti Pn P2,....P7 
non possono a coppie esser allineati con P8 ; infatti essi sono 
in numero dispari, e non possono tre di essi trovarsi su di una 
medesima retta per P8, perchè questa risulterebbe parte co
mune alle / =  0, 9  =  0, di cui conterrebbe quattro punti. 
Potremo adunque supporre che la retta P7P8 non contenga 
nessuno degli altri sei punti P A,....P6. Consideriamo due punti 
A e B  della retta P7P8 : esiste una cubica che passa per i nove 
punti P j,....P7, A, B. Questa cubica dovrà per ipotesi passare 
anche per P8, ma avendo quattro intersezioni con la retta 
AB  si spezzerà in questa retta e in una conica residua 
che dovrà passare per P A, P2,....P6. Consideriamo ora la 
cubica formata dalla conica <72, e da una retta qualsiasi che 
passi per P7 e non per P8 : questa cubica contiene i sette 
punti P i?....P7 e non il punto P8; si ottiene così la cubica 
che si voleva costruire.
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Abbiamo dunque dimostrato die sussiste senza restrizioni il
Teorema. Tutte le cubiche che passano per otto fra  i nove 

punti (V intersezione di due cubiche f — 0, e cp =  0 (supposti 
semplici) passano di conseguenza per il nono punto.

Osservazione. Il teorema precedente continua a sussistere 
se due o più punti comuni alle due cubiche /  e cp diventano 
infinitamente vicini, rimanendo semplici per le due curve, 
giacché saporiamo che un contatto i-punto porta in generale 
i condizioni, come il passaggio per i punti distinti (L. 1°, § 13).

Anche se una delle due cubiche, per es. cp, possiede un 
punto doppio A, che sia semplice per l’altra, si può dire 
che il teorema continua a sussistere, dovendosi intendere che 
il passaggio di una cubica per le due intersezioni di /  e cp 
assorbite in A, significhi passaggio per A e contatto con la /.

Ma un’ eccezione essenziale al teorema si ha nel caso che 
la /  e la cp posseggano un punto doppio comune, giacché tutte 
le cubiche aventi lo stesso punto doppio soddisfano a tre con
dizioni ed hanno ivi quattro intersezioni riunite con le / ,  cp. 
Una cubica che abbia lo stesso punto doppio e passi per 
quattro punti fra le ulteriori intersezioni della 9 con la <J>, 
ha otto intersezioni a comune con esse, senza passare neces
sariamente pev la nona!

La proprietà del gruppo dei punti base di un fascio di 
cubiche permette di dare (con P l u c k e r  (i)) una elegante 
dimostrazione del noto

Teorema di P a s c a l :

Se un esagono ABCDEF è inscritto in una conica K, 
le tre coppie di lati opposti

AB , DE: BG, EF', CD, FA
s’incontrano in tre punti P, Q, B  che appartengono a una 
medesima retta.

Per dimostrarlo consideriamo le tre cubiche seguenti:
1) La cubica C., costituita dalla conica K  e dalla 

retta PQ.
2) La cubica Cs costituita dalle tre rette AB, CD, EF.
3) La cubica C f  costituita dalle 3 rette BC, D E , FA.

(}) Analytisclt-geometì'ische En-twickelungen. (Essen, 1828-31) B<1 1, 
p a g . 267. N o ta .
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botiamo die la G.' e la C./ s’intersecano nei nove punti 

A, B, <7, D. E, U, P, Qr li, e che la G:i passando per otto di 
essi, cioè per i punti A, B, (7, Z), E , .F, P, Ç, deve passare 
anche per il nono punto, cioè per li: ma la conica K non 
contiene _B, quindi li deve trovarsi sulla retta PQ, cioè i 
tre punti P, Q, li devon essere allineati.

Uh caso particolare a cui dà luogo il fascio di cubiclie, 
notevole anche per le conseguenze che ne dipendono, è 
quello in cui i nove punti base siano comuni a due terne 
di rette.

Consideriamo una cubica /  e due rette a e &, che la se
ghino nei punti (distinti o coincidenti) An A2, As e Bn B2, B?; 

•le rette ALB L1 A2B2J A:iB:ì segheranno /  rispettivamente in 
tre i>unti Gn G.2, C:i. Ora i 9 punti

A n A29 A 9, B n B 2J 7 P ,  Ot, G2ì 09

sono comuni alla cubica /  e all’altra cubica costituita dalle 
tre rette A LB n A2B21 JLB;j, quindi ogni altra cubica passante 
per otto di quei punti contiene anche il nono. Ma una cubica 
siffatta è costituita dalla terna delle rette a, &, c =  Ci C2; si 
deduce che c passa per (7.,, cioè: i tre punti Gn C2, Gs, sono 
in linea retta.

Questa osservazione dà luogo ad un primo corollario.
Facciamo coincidere la retta b con la rq in guisa che 

A LB l, A2B2, A.>B., vengano sostituite dalle tangenti ad f  
in An A 2J A:n e quindi Gn G2, G» divengano i così detti 
tangenziali di A n A2, A., ; avremo il

Teorema, di Mao-Laurin (r). Se tre punti A n A 2, A., di 
una cubica sono in linea retta, i loro tangenziali sono pure 
sopra una retta (che seguendo Sylvester si dirà satellite 
della prima).

Il teorema che precede dà luogo anche a una seconda 
conseguenza interessante :

Sopra una cubica /  si considerino le coppie dei punti 
allineati con un punto fisso della curva, A; se codeste coppie 
vengono proiettate sopra la cubica da un altro punto B  di essa,

(b G ir. i l  « T r a tta to  s u lle  c u r v e  d e l  1748 » (traci, fr . D e  J o n  qui ères 
p g . 223) o v e  i l  te o r e m a  v ie n e  d im o str a to  b a sa n d o s i  s u lla  c o n s id e r a z io n e  
d e lla  re tta  p o la r e  d ’ u n  p u n to  (L . 3°).
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le proiezioni ottenute risultano pure allineate con un incuto A' 
della curva: questo punto Al è l’ulteriore intersezione della f  
con la retta che unisce A col punto P, tangenziale di B.

Sia adunque T  l’ulteriore intersezione della cubica /co n  
la tangente in P, siano P, Q le ulteriori intersezioni della f  
con una retta generica passante per A e siano infine P \ Q'

le ulteriori intersezioni con 
le rette PB, QB.

Ora noi dobbiamo di
mostrare che i punti Al P  Qf 
sono allineati. A tale og
getto basterà far vedere che 
il punto ulteriore inter
sezione della /  con la retta 
A'P', coincide col punto Q\ 

Si considerino le tre cu
biche seguenti: la cubica f  
data, la cubica 9 somma delle 
tre rette

A P -h B T -\-  A P ,
e infine la cubica somma delle tre rette

A T~hPB +  QB:
queste hanno in comune gli otto punti A, P, Ç, P, B  contato 
due volte, A \ P : quindi hanno in comune anche un altro 
punto; cioè il punto Q, nono punto comune a lle /e  9 , coincide 
col punto Q\ nono punto comune alle f  e 'i. c. d. d.

16. Teoremi più generali sui gruppi (li punti comuni a 
due curve. — Lamé a pg. 30 del citato opuscolo ha avver
tito la possibilità di estendere il suo principio a curve d’ordine 
diverso. Questa estensione ha condotto ad alcuni teoremi che 
qui ricordiamo:

Teorema di Gergonne (x). Se fra  gli ir  punti comuni a 
due curve cl’ ordine n, f e 9, ve ne sono mn (m <  n) appartenenti 
ad una curva irriducibile, ty, d’ordine m, i rimanenti (n—m)n 
punti appartengono a una curva d’ ordine n — m (di cui sono 
le intersezioni complete con /  e 9).

Infatti si consideri il fascio 9 =  0; una curva di

(4) Annales de Math., tomo 17, 1827.
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questo, soggetta a contenere un punto generico della i, con
terrà questa b (essendo la b irriducibile) ; si deduce che per certi 
valori di X e jx:

\ f- \-  |xcp =  <\>Q,

dove 0 =  0 ò una curva d’ordine n — m che passa per i punti 
del gruppo base del fascio X/ [x<? =  0, da cui vengano tolti 
gli mn punti intersezione di ty.

Osservazione. Il teorema j>recedente continua a valere 
se la è riducibile, per es. in due curve bL e d’ordine 
mL e m2, j>urchè i punti comuni alle bn b2 non cadano nei punti 
base del fascio \ f - h  [xcp =  0. Infatti in tale ipotesi i punti di 
intersezione della curva b2 con la /  d’ordine n, apparterranno 
ad una curva d’ordine n — mL, la quale dovrà quindi conte
nere ^2,-avendo con essa m.2m >  m fn — mL) intersezioni.

Ciò che precede si può anche esprimere dicendo che: se 
una curva cp d’ordine n p>assa per i punti comuni a un’altra 
curva /  dello stesso ordine e a una b d’ordine inferiore, sup
posta passare semplicemente per i detti punti, la prima curva 
è una combinazione lineare delle altre due: =  X/-f-0<J>. Di
(pii si trae il

Teorema di J acobi (1). Gli mn punti comuni ad una 
curva /  d’ordine n e  a una curva d’ordine m (m <  n) che 
non abbia punti doppi su /, offrono

mn — p , _  (m — — 2) 
2

condizioni indipendenti alle curve d’ordine n che debbono 
contenerli, di guisa che le curve d’ordine n che passano per 
mn — p punti generici di una curva d’ordine m, passano di 
conseguenza per altri p punti fissi di questa.

Infatti le curve d’ordine n che passano per le interse
zioni di f  e ']> formano il sistema lineare / +  0̂  =  0, essendo 0 
un qualsiasi polinomio d’ordine n — m ; ed il suddetto sistema 
lineare ha la dimensione

(n — m)(n — m -j-3) 
2 1 n(n —f— 3) 

2 — m n -\-p.

(A) « De relationibus, quae locum habere debent inter puncta inter- 
sectionis duarum curvarum... » (Journal fiir Mafcli., t. 15, 1836).

F. ENRIQUES 1G
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Segue, in particolare, dal teorema di J a c o b j : che, mentre 
gli n o 2n ti, intersezioni di una curva d’ordine n con
una retta o con una conica, offrono condizioni indipendenti 
alle curve d’ordine n, i on punti comuni a una curva f  d’or
dine n e ad una cubica 4, sono tali che le curve d’ordine n pas
santi per 3n — 1 di essi passano di conseguenza per l’ultimo.

Osservazione. Il teorema precedente dà il modo di costruire 
fasci di curve d’ordine n per cui esistono particolari gruppi
di -l~- ^  — 1 punti scelti fra gii n2 punti base, che offrono
condizioni non indipendenti alle curve d’ordine a, per modo 
che le curve d’ordine n passanti per un tal gruppo non pas
sino di conseguenza per i rimanenti punti base del fascio. 
Invero si prenda n = 4 , e si considerino due (piartiche f n f  
passanti per dodici punti di una cubica; questi dodici punti 
imponendo soltanto undici condizioni alle quartiche, presi 
insieme ad un altro punto comune ad f v e / 2, costituiscono un 
gruppo di tredici punti per cui passa una rete anziché un 
fascio di quartiche. Ed è chiaro come questo esempio si possa 
generalizzare.

Ora giova avvertire che « fra i dodici punti comuni ad 
lina quantica e ad una cubica irriducibile, supposti distinti, 
sempre undici qiialsiansi offrono alle quartiche condizioni indi- 
pendenti, sicché le quartiche passanti per undici punti scelti ad 
arbitrio fra  i dodici passano di conseguenza per il dodice
simo ». Infatti, se così non fosse, si avrebbe sulla cubica un 
gruppo di undici punti tale che, tutte le quartiche per dieci 
di essi:-1,.... 10, passerebbero per il punto undici; ma ciò è 
impossibile giacché si possono costruire delle quartiche com
poste di una retta e di una cubica, passanti per 1,.... 10 e 
non per 11. La dimostrazione di ciò si svolge come segue.

Pongasi che esistano undici punti 1, —11, tali che tutte 
le oo4 quartiche che passano per i primi dieci passino per 
l’undicesimo, e si ammetta dapprima che la retta congiun
gente il punto 11 col 10 non contenga nessuno dei punti
1,_9 ; in tal caso i punti 1.....9 sono base per un fascio di
cubiche cp che si ottengono come x>arti delle oo1 quartiche 
(riducibili) assoggettate a passare per i punti 1,.... 10 (e quindi 
per 11) e per altri tre punti della retta che congiunge 10 
con 11 ; ora una cp non passante per i punti 10 e 11, insieme 
ad una retta generica per 10, dà luogo a una quartica che
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non contiene 11. In secondo luogo, qualora la retta che con
giunge i punti 10 e 11 contenga per es. il punto 9, si avranno oo2 
cubiche passanti per i punti 1,....8, il che contraddice a quanto 
si è visto nel § 15; invero basterà imporre alle oo4 quarticlie 
passanti per 1,....10 (e quindi per 11) di contenere altri due 
punti della retta che unisce 10 e 11.

Una applicazione interessante del teorema di J acobi 
completato dall’osservazione che precede, è la seguente:

Sopra una cubica (irriducibile) /  si considerino sette punti 
(semplici) 1,.... 7, e per essi si mandi una cubica generica cp a 
segare la prima nei punti 8, 9; le coppie di punti 8, 9 sono 
allineate con un punto fìsso di /, indipendente dalla varia
zione di cp. Oodesto punto si chiama il coresiduale dei sette 
punti sopra /  (S y lv ester) (l).

Per dimostrare 1’ asserto, si consideri una seconda cubica cp', 
diversa da cp, la quale seghi /  nei limiti 8', 9'; la quartica com
posta di cp e della retta 8'9', sega la cubica/nei punti 1,....7, 8, 
9, 8', 9' e in un dodicesimo punto Asso.

Nota. Il teorema di Jacobi e quello di Gergonne che 
gli serve di base, possono essere riassunti in un teorema più 
generale.

Se una curva <]> d’ordine n passa per gii mq punti sem
plici comuni a due curve /  cp d’ordine m, q, si ha

ò =  A fA -B ? ,

•dove A e B  sono due polinomi degii ordini n — w, n — q.
E quindi, se fra le mn intersezioni semplici della curva 

con la curva /  ve ne sono mq appartenenti alla curva cp, le 
rimanenti m(n — q) appartengono a una curva d’ordine n — q 
(la curva £  =  0).

Il secondo teorema (di P lucker) sostanzialmente equi
valente al primo, si dimostra nell’ordine di idee di questo 
paragrafo soltanto con qualche restrizione: Ofr. p. es. Cremona 
« Introduzione... » (Opere, Tomo I, pag. 360. Nota dei revi
sori, pag. 484). Più tardi ne daremo invece una dimostrazione 
affatto generale per modo che la « geometria sopra una curva», 
che vi si fonda, riuscirà libera da qualsiasi limitazione.

(9 Cfr. il trattato di Salmon, cap. Y, sez. T, (trad. fr. pg. 198).
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jSTella citata « Introduzione..,. » di Cremona si troverà 
anche esposto il seguente teorema che, sotto forma rigorosa, 
può essere enunciato come segue:

Teorema di Cayley (a). Fra le mq intersezioni di due 
curve d’ordine m e q, senza punti doppi comuni, e nell’ipotesi

vi sono
m <  a, n<im  -hqj

mq — (m 4- q — n — l)(m -hq — n — 2) 
2

punti tali che tutte le curve d’ordine n passanti per essi 
passano di conseguenza per i rimanenti.

17. Generazione proiettiva di Steiner. — Ì7el libro 1°, § 17 
si è visto in qual modo una curva algebrica piana d’ordine n 
si possa generare come luogo delle intersezioni dei raggi 
omologhi di due fasci in corrispondenza [a, n], o in corrispon
denza [n — r, n — s] ove si prendano come centri dei fasci 
due punti multipli della curva secondo r, s. Si possono asse
gnare per le curve d’ordine n anche altre generazioni inte
ressanti, le quali si presentano come una diretta generalizza
zione di quelle che valgono a definire le coniche nella geo
metria proiettiva e sono dovute a Steiner  e Grassmann. 
(Ofr. § 18).

Si considerino due fasci di curve degli ordini m, n:

^Pi H- I-̂ o =  0 ? "F ^ 2  =  0?

e si ponga fra gli elementi di essi una corrispondenza alge
brica biunivoca, la quale verrà rappresentata da una relazione

À Xbilineare fra - e — ; una tale relazione si chiamerà proiettività
[X  4a

fra  i due fasci. Assumendo come corrispondenti le curve 

cpi =  0 <jq =  0, ò., =  0, +  T2 — 0 +  =

le equazioni della anzidetta proiettività si riducono a

X =  A ,  |x ' —  [ x .

(*) « On thè Intersections of Curves » (Cambridge, Math. Journal III, 
1843).
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Pala una proie ttività fra due fasci di curve d’ordine 

li, m, il luògo delle intersezioni delle curve omologhe è una 
curva (fn-f-m) d’ordine 11 +- in ; che passa, evidentemente, per i 
punti "base dei due fasci di curve generatori.

Infatti segando con una retta generica si ottiene su questa 
una particolare corrispondenza [n, m) (che è una proiettività 
fra i gruppi di una g1 e di una é/1 ), la quale possiede n-\-m
punti uniti: questi sono le intersezioni della curva f n+m gene
rata dai due fasci proiettivi suddetti.

La f n+m riesce riducibile, pur ritenendosi irriducibili le 
curve generiche dei due fasci generatori, se accade che vi 
siano due curve omologhe appartenenti rispettivamente ai 
due fasci che abbiano una parte in comune.

Ma si può anche avere una./n,Hn riducibile di cui una 
parte sia luogo di gruppi di s punti (s <  mn) comuni alle 
curve generatrici cp e d. Un semplice esempio illustrativo di 
questo caso si può dare come segue: si consideri un fascio 
di coniche cp_ e una retta a per un suo punto base A ; le 
coniche 9 si faranno corrispondere ai punti variabili che esse 
segano su a; ciò posto si consideri un fascio di raggi che 
proietta da un punto esterno- i punti di «, questo fascio di 
raggi e il fascio delle coniche 9 risultano proiettivi e la cubica 
generata si spezza nella retta a e in una conica residua.

La f n \-m potrà avere dei punti doppi (o multipli). Per 
esaminare quando ciò accada mettiamoci nell’ ipotesi più sem
plice in cui la curva generica di ciascuno dei due fasci è 
priva di punti doppi. Allora vediamo che:

1) In primo luogo un punto P che non sia punto base 
j>er ambedue i fasci, e che sia intersezione semplice di due 
curve omologhe 9 e d? è certo un punto semplice per f n+m. 
Infatti se si considerano due curve 9 e vicine alle nomi
nate, queste s’intersecano in un solo punto P' vicino a P, e 
la retta PP' è la tangente in P ad

2) Se invece P è punto di contatto di due curve omo
loghe, p. es. di 9t e dn sopra la tangente p in P questo 
punto figura come punto doppio di due gruppi omologhi 
delle g1 e g1 proiettive; ma, sopra un’altra retta q per P, il 
detto punto apparterrà semplicemente a gruppi omologhi 
delle (l1 e qx segate dai due fasci di curve 9, 4* e perciò — in' n m K~
generale — costituirà un limito unito semplice della corri-
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spondenza [a, m] così definita. La condizione clie P  costituisca 
un punto unito doppio per la corrispondenza [r, m] sulla 
retta q appare una nuova condizione indipendente da quella 
che la p sia tangente a cpA e a Dunque in generale un 
punto di contatto di due curve omologhe ? e  ̂ sarà un punto 
semplice per la curva generata diventerà doppio se è
soddisfatta una condizione complementare, che la regola di 
Z e u t h e n  permette di esprimere analiticamente;

3) La condizione complementare anzidetta non è in 
generale soddisfatta se una sola delle due curve, p. es. cp19 ha 
in P  un punto doppio. Ma se P è doppio per le cpi? d>1 la con
siderazione geometrica svolta innanzi mette in evidenza che 
esso è dopino (almeno) per

4) Se un punto P è un punto base comune per i due 
fasci di curve cp, 4, sopra ogni vetta per esso il punto P  è 
punto fisso per le g1, gl segate dai due fasci, quindi conta
(almeno) per due coincidenze della nostra corrispondenza [», ?w]. 
Si deduce che ? è un punto doppio per la f n+?m che? soltanto 
in casi particolari, possiede una moltiplicità superiore.

Le cose dette si convalidano e precisano colla trattazione 
analitica del problema, la quale può ottenersi applicando la 
regola di Z e u t h e n , ma anche (con uguale semplicità quanto 
ai calcoli) mediante l’esame diretto dell’equazione f n+'m(x?/) =  0 
che si ottiene eliminando A e il fra le

-t- °

'-'■h (%y) -i- =  °-
Scriviamo

fn+m =  '-Pi 'h. — Ta'h =  °5

che è un’ equazione d’ordine « -f- m ; e poniamo che l’origine 
delle coordinate 0, appartenga alle curve omologhe cpt e 
avremo

Ti =  « io *  -+- « o iy  <pt  =  «oo' +  « io '*  «o i ' y  h -  ••••

<Pi =  l>l0x h- b01y -H-...., ']>, — b00' -1- &10# -I- &01'y
e quindi

/it+m— («iooo «oo &io)æ l- («oî oo ~ «oo ôi)i/ 1 •
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Affinchè 0 sia doppio per la curva f n+m, occorre che sia 

( «uAo **00^10==^
* «oi&oo' — «oo'6oi =  0 .

Queste condizioni si soddisfano prendendo:

oppure
« 0 0    h o

« 1 0  * 0 1  « O i  * 1 0  ------  ^ 7

colla condizione complementare

« 0 1 ^ 0 0  « 0 0  * 0 1    b .  *

«
Nel primo caso l’origine O è punto base per i due fasci 

di curve cp, <];? nel secondo caso la prima equazione

«10 ̂ 01 «01̂ 10   ^
dice die le curve omologhe <pA, d>A hanno in O la stessa tangente

«jo  ̂+  «oi ?/ =  *io  ̂H- *oi 2/ =  0 •
Se O non è punto base per il fascio delle ? ed è doppio 

per ?1:
« 0 0  ^ 7  « 1 0  « 0 1  -----  ^ 7

le condizioni perchè O sia doppio per / ìH_m si riducono a

ho — *01 =  7̂
cioè consistono nell’essere O punto doppio anche per i A.

Dall’esame fatto segue che: se si assumono due fasci 
generatori di curve irriducibili y e d>, senza punti (base) dopili, 
la curva f n..hm risulta in. generale priva essa stessa di punti 
doppi. Infatti nell’ ipotesi più generale i due fasci non avranno 
punti base comuni, essi possiederanno bensì un numero finito 
di curve tangenti, ma per questi punti di contatto non verrà 
soddisfatta la trovata condizione complementare; quanto alle 
curve (particolari) dei due fasci (die sono dotate di punto 
doppio, non avverrà in generale nè che esse si corrispondano, 
nè che abbiano comune il loro punto doppio, mentre do
vrebbero verificarsi insieme queste due condizioni per ottenere 
in tal guisa un punto doppio corrispondente all’ipotesi 3).



248 LIBRO SECONDO

Ora la generazione indicata conduce a proporre la que
stione inversa : data una curva generale d’ordine n -f- m,' è 
possibile generarla come luogo delle intersezioni di curve 
d’ordine nm m, che si corrispondano entro due fasci proiettivi?

È chiaro che soltanto una risposta affermativa a tale 
domanda, quale effettivamente otterremo, potrà conferire una 
importanza fondamentale alla generazione anzidetta, nella 
teoria generale delle curve piane.

Per dimostrare che una curva d’ordine n 4-w, f(xy) =  0, 
imo essere generata mediante due fasci proiettivi di curve cp e 
d’ordine n, m9 occorre far vedere che il polinomio f  può 
scriversi sotto la forma

!) / = T x 4 \ —? 2'K>-

Ora l’identità 1) si traduce in

(n -j— ni)(n -4- ni -4— 3)
2 ^ 1

equazioni di secondo grado non omogenee, per mezzo delle 
quali, dati i coefficienti di / ,  si debbono determinare valori 
finiti dei coefficienti a, a', b, V delle <pi? cp2, <]>1? d>2. Se si 
contano le equazioni, si trova che il loro mimerò è inferiore 
a quello delle incognite e quindi si è tratti a concludere che 
la generazione della /  per mezzo dei fasci di curve cp sia 
effettivamente possibile in infiniti modi. Ma questo ragiona
mento ha soltanto un valore di presunzione, e non può te
nersi come probativo, se non si dimostri che le equazioni 
predette sono compatibili (Cfr. la Nota in . fine a questo pa
ragrafo). Giova quindi cercare un’altra dimostrazione del 
teorema, la quale si fonda sul teorema di Geugonne (§ 16). 

Su questa base è facile dimostrare che:
La curva generale d’ordine n -4- 1 (n >  1) può essere gene

rata mediante due fasci proiettivi, V uno di rette e V altra di 
curve d’ordine n.

Sia /  una curva d’ordine ìH-1, e per un punto gene
rico A di essa si mandi una retta a a segare la curva /  in 
altri n punti A i9....An. Per questi n punti si mandi poi una 
curva cp d’ordine n a segare /  in altri (n -\~ l)n— n — n2 
punti P l9,...Pn2. Si tratta di provare che questi ir  punti P  
sono base lier un fascio di curve d’ordine n9 intersecanti le
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rette per A nei gruppi di n punti allineati con A stesso; il 
qual fascio risulta così riferito proiettivamente al fascio A.

Ora si mandi per A una seconda retta a segare ulte
riormente f  negli n punti B n ....Bnm, i punti

A l7 .... A.n, PLì.,:Pn'Z ,

in numero di n + 1  -f- n +  n2 =  (n +  l)2, sono le intersezioni 
delle due curve d’ordine n -Hi: /  e 9 + Ï 1. Ma gli n punti 
A, A n ....An si trovano sopra la retta quindi per il teorema 
di G e r o o n n e  i rimanenti punti appartengono a una curva 
d’ordine r, cioè esiste una seconda curva d’ordine n diversa 
da 9, clie passa per gli n2 punti P  e per B n ....Bn. c. d. d.

In modo perfettamente analogo si dimostra che:
La curva generale f, d’ordine n +  2 si può generare me

diante due fasci proiettivi, r  imo di coniche e V altro di curve 
d? ordine n.

A tale scopo si scelgano, sopra / , quattro punti gene
rici A n A.,, Ay, A4 come base del fascio di coniche; e per le 
2(n +  2) — 4 =  2n intersezioni ulteriori di una conica con f  si 
mandi una curva d’ordine n a segare/in altri (n-\-2)n —2n =  n2 
punti; si dimostra come innanzi che questi n2 punti sono base 
per un fascio di curve d’ordine n, intersecanti le coniche 
j>er A n A.,, A3, A4 in gruppi di punti della / .

Dopo avere dimostrata la generazione di/mediante fasci di 
curve 9 e d’ordine n, m, nei casi m =  1, 2, si dovrebbe trat
tare la questione per m >  2. Ma qui interviene la difficoltà 
che gli m2 punti base del fascio di curve cJj non possono più 
assumersi ad arbitrio sopra la curva / . Tuttavia si arriva 
anche in questo caso a dei teoremi generali come si può 
leggere nella * Introduzione.... » del C r e m o n a  (Opere, t. I, 
pg. 367-378). Dal quale trattato riferiamo la

Costruzione di Chasles Ç) per la cubica piana determi
nata da 9 punti:

A, B , C, D, E , JF, G, H, L.

Si consideri il fascio di coniche che ha per punti base 
A, B 1 Cj D, e si riferiscano i suoi elementi (coniche) alle rette 
tangenti per A ; si ha così fra il fascio di coniche e il fascio 
di rette una corrispondenza algebrica [1, 1], cioè una proie t-

(L) Comptes rendus, 1853.
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ti vita. Ora si considerino le cinque coniche del fascio suddetto 
che passano per E, F , G, H, L\ le indicheremo con

(ABCD) (.E , F, G, H , £).

Si tratta di determinare nel piano un punto 0, tale che le 
cinque rette

0(E, F :, G ,  H ,  X ) ,

proiettanti da 0  i cinque punti indicati, formino un fascio 
proiettivo a quello delle anzidette coniche e quindi al fascio 
delle cinque rette

A(E, F, G, II , L).

A tale scopo s i n o t i  che 0 dovrà appartenere a due 
luoghi geometrici : a l la  c o n ic a  che, conforme a un noto teo
rema di C h a s l e s , c o s t i t u i s c e  il luogo dei punti per cui il 
birapporto dei raggi

0(E , F, G, H) =  A(E, F, G, H),

e alla conica luogo dei punti per cui il birapporto

0(F, G, II, L) =  A(F, G, Il, Z).

Queste due coniche, aventi già in comune i punti F, G, H, 
si segano in un quarto punto 0, che è il centro richiesto. Il 
fascio di rette 0, e il fascio proiettivo di coniche per 
A , B , (7, D, generano la cubica che viene definita dai nove 
punti A, B , (7, D, E , _F, 6?, Il, L (supposti in posizione gene
rale nel piano).

iVoto. Il computo di costanti che induce a ritenere la 
generabilità delle curve mediante fasci proiettivi è suscettibile 
di fornire la dimostrazione rigorosa del teorema, ricorrendo al 
criterio che abbiamo designato col nome di principio di 
P lucker-Olebsch (L. 1°, § 20). In base al quale si dimostra 
che una curva generale /  d’ordine n-hm  può ridursi alla 
forma canonica

./   'P 1 2̂ 1̂ ?2 =

dove cp1-hXcp2=zO è l’equazione di un fascio di curve d’or
dine n, e '\>L -1- )A2 =  0 è l’equazione di un fascio di curve 
d’ordine m proiettivo al primo.
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Un fascio di curve d’ordine n |come una retta dello
spazio , 3)\ dipende da

2 /
n(n +  3) — 2

costanti arbitrarie, e così un fascio di curve d’ordine m da

m(m -h 3) — 2

costanti. Una proiettività fra due fasci introduce altre tre 
costanti, e così le generazioni mediante fasci proiettivi di 
curve <p e dipendono da

ìi (il —|— 3) —l— vigili —l— 3) — 1
costanti.

Si ammetta che la curva generata nasca in generale da

generazioni diverse (h>0); allora il sistema delle curve ge
nerate nel modo anzidetto è di dimensione

n(n H- 3) -m(m  +  3) — 1 — li.

Questo sistema è contenuto in quello

oo ------ g------

di tutte le curve d’ordine u +  m; quindi si avrà

( i l  —|— 1 ì i ) ( ‘ì l  —l— i h  —|— 3)n(n —f— 3) —1~ ni(ni —|— 3) — 1 — li ^
ossia

li >   ̂ (n — m)2 -l- 3(n +  m) j — 1.

Si proverà che il sistema delle curve generate mediante 
la costruzione di Steiner è tutto il sistema lineare delle 
curve d’ordine n -Hw, (varietà irriducibile), e quindi che la 
curva generale d’ordine n -h m  è generabile in tal guisa, ove 
si dimostri che è d’altra parte

li < | (»' — mY +  3(« +  in) | — 1,
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e quindi
le =  - | (n — ìiì)~ +  3(n + ’ m) j -  1. .

Limiteremo la dimostrazione al caso più semplice:

m =  1 .

In tal caso si ha una curva d’ordine n +  1 , / w+1. Per 
generare questa curva con due fasci proiettivi di rette e 
di curve <p d’ordine n, si scelga anzitutto ad arbitrio il centro A  
del fascio di rette sopra la curva / n+1, scelta dipendente da 
una costante arbitraria, e si mandi per esso una retta i> ad 
incontrare / n+i in altri n punti (ciò che introduce una se
conda costante); per codesti punti passa un sistema (lineare) 
di curve d’ordine n di dimensione

n(n +  3)
-----2---------w

(e non maggiore); una curva cp di tale sistema sega / M+1 in

n(n +  1) — n — n2

punti fuori di se questi punti sono base j>er un fascio di 
curve d’ordine n, si ha una generazione della fn -H mediante 
un fascio di rette per A ed un fascio proiettivo di curve 
d’ordine n, ove alla retta corrisponde la curva 9 sopra 
considerata.

Il computo delle costanti arbitrarie da cui dipendono le 
generazioni auzidette, conduce ora al numero

. 11(11 —f— 3) 1 ( . 0 0/ .s)1 +  1 H-------------- n =  - | (n — 1)' -\- 3(n +  1) j ,

ma bisogna togliere 1 perchè gli stessi fasci generatori e la 
medesima proiettività fra di essi corrisponde ugualmente a 
una diversa scelta della retta a condotta per J., sicché la 
relativa costante arbitraria figura soltanto in modo apparente.

Si deduce che il numero delle costanti arbitrarie da cui 
dipendono le anzidette generazioni di una curva d’ordine 11 +  1 
è in ogni caso
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il segno <  valendo per l’ipotesi in cui gli n2 punti costruiti 
come ulteriori intersezioni di <p, / n_J_i non fossero base per 
un fascio di curve cp.

Dal confronto colla diseguaglianza precedente, si conclude 
che è sempre

e così il teorema della generazione risulta stabilito rigoro
samente, per la /„_hl generale, mediante il principio del com
puto delle costanti.

18. Nota storica: il problema della generazione e la teoria 
sintetica delle curve. — Gli antichi hanno conosciuto la gene
razione meccanica di particolari curve, impiegate per la riso
luzione dei problemi, come p. es. la cissoide di D iocle e la 
concoide di N icomede (1).

Nello stosso modo la descrizione delle curve viene con
cepita da N ewton, che — oltre ad avere perfezionato le 
soluzioni di quegli antichi problemi — al termine della sua 
« Enumeralo », insegna un modo meccanico per descrivere 
curve algebriche di qualsiasi ordine, e in particolare dei primi 
ordini: ma la generazione di N ewton (per curve d’ordine >  2) 
conduce a curve dotate di punti-doppi, p. es. a cubiche con 
un punto doppio e a quartiche con due punti doppi.

Il problema di descrivere curve senza singolarità, che il 
N ewton aveva giudicato « inter difficiliora », venne risoluto 
da M ao La u r in  (2). Questi comincia a dare una costruzione 
delle coniche mediante la rotazione di due angoli ai, a i '  
attorno ai loro vertici: se il limito comune ad a, a scorre 
sopra una retta, il punto comune a Z>, i' descrive una conica. 
Questa costruzione si generalizza considerando i movimenti 
di più angoli soggetti a diverse condizioni, ove i vertici sieno 
suscettibili di variare sopra rette : in tal modo si ottengono 
le curve d’ordine superiore. Il caso più semplice si ha consi
derando due angoli ai, a'i', dove il vertice del primo resti 
fisso, mentre il vertice del secondo scorra sopra una retta; se

d) Cfr. p. es. l’Articolo 7° sui « Problemi eli terzo grado » di A. C o n t i  

nei « Collectanea » di F. E n r i q u e s : «Questioni riguardanti le Matema
tiche elementari ». Bologna, Zanichelli, 1914, vol. II.

(2) « Descriptio linearmi! curvarmi! universalis », 1719.
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oltre a ciò si impone alla retta a di passare per un punto 
fìsso, e all’intersezione ad di muoversi sopra una retta, il 
punto l)bf descrive una cubica avente come punto doppio il 
vertice dell’ angolo ab.

Al perfezionamento dei metodi meccanici per la genera
zione delle curve algebriche, hanno lavorato vari geometri: 
citiamo in particolare Grassm ann  nei §§ 145-148 della « Ausdeli- 
nungslehre » (1844) e in due memorie del « Journal fiir Ma- 
tliematik » (1846, 1851). Ai quali lavori si può riattaccare la 
costruzione delle curve con sistemi articolati dovuta a K em pe  
(1876) O.

Frattanto appare la tendenza a considerare la genera
zione delle curve, non più dal punto di vista dell’interesse 
pratico della loro descrizione, ma piuttosto come un modo 
di definizione teorica, che possa servir di base a una tratta
zione sintetica. Questa tendenza si afferma nell’opera dei ricer
catori che hanno costituito l’organismo-della Geometria proiet
tiva, e segna una reazione allo spirito dominante la geometria 
analitica. Qui occorre citare, in prima linea il teorema rela
tivo alla generazione proiettiva di una conica mediante due 
fasci proiettivi di raggi, di S t e in e r  e Ch a sl es  (2). S t ein e r  
stesso (Accad., Berlino, 1848) (3) ha notato che questo teorema 
si estende, potendosi generare una curva d’ordine m +  n me
diante due fasci proiettivi di curve d’ordine m, n. Le brevi 
parole che egli dedica a questo soggetto porgono una indica
zione sufficientemente chiara della strada che fu percorsa poi 
dal Crem ona  nella sua citata « Introduzione.... », movendo, 
come egli dice, dall’intendimento di dimostrare molti teoremi 
che S t e in e r  aveva semplicemente enunciati. È interessante 
notare che S t e in e r  non parte dai fasci per generare la curva

f1) Cfr. « How to draw a straight line ». Londra, 1877, pag. 33 e 
K ò n i o s  « Leçons de Cinématique ». Parigi, 1897, cap. 11.

(2) La teoria delie proiettività che sta a base di questo teorema appar
tiene a Mobius (1827). Il teorema anzidetto trovasi in Steiner. « Syste- 
matiscke Entwickelung », 1832. Cfr. Opere, tomo I, pag. 329. Il teorema 
inverso venne rigorosamente dimostrato da Chasles (Geometrie supérieure, 
1852). Chasles fin dal 1829, e Staudt nel 1831, avevano riconosciuto che 
il luogo d’un punto dal quale quattro punti dati in un piano sono proiet
tati secondo quattro raggi formanti un dato birapporto è una conica. 
(Cfr. Severi « Complementi di GEometria proiettiva », Bologna, Zani
chelli, 1906, pg. 215).

(3) Cfr. Opere, t. II, pag. 496.



CAPITOLO II 255
d’ordine m -hn , imi propone addirittura la questione inversa 
in cui si tratta di costruire i fasci generatori, data la curva.

Tre anni più tardi (1851) G rassm ann  nel « Journal fiir 
Mathematik » (Bd. 42) scriveva — col suo simbolismo — 
l’equazione della curva d’ordine m n generata da due fasci 
proiettivi di curve d’ordine m, n ; la quale appare ad un 
computo di costanti come la curva generale dell’ordine

Allo stesso argomento si riferiscono numerosi lavori di 
Chasles nei Comptes Rendus dell’ Accademia di Francia, 
dal 1853 al 1857, e nel Journal de Mathématique (1854), nonché 
una memoria di D e J onquières (Journal des Savants étran
gers, 1858). Ma i conti di costanti che qui vengono usati 
per dimostrare la generabilità di una curva data, senza esa
minare la questione della compatibilità delle equazioni, danno 
luogo ad errori, che sono stati messi in luce dalla critica di 
B obek (Math. Annalen, 1885) e di K u ppe r  (ibidem, 1888).

La dimostrazione rigorosa dei teoremi di generazione 
delle curve è pòrta, per il caso più generale, da K u ppe r  
(ibidem, 1897).

La generazione di una curva d’ordine m -h n , mediante 
fasci proiettivi di curve d’ordine m, n, permette di dare una 
definizione induttiva puramente sintetica delle curve d’ordine 
n =  2, 3, 4,.... Questa detinizione appunto è stata assunta 
come base della trattazione di E. K otter « Grundziige einer 
rein geometrischen Theorie der algebraisclien Curven » (Ber- 
liner Abhandlungen, 1887).

La definizione delle curve mediante due fasci proiettivi 
generatori, non ha in generale il pregio della simmetria; 
perciò si sono ricercati altri modi di generazione, fra i quali 
merita speciale menzione la cosidetta corrispondenza pluri
lineare fra  n fasci di raggi. Questa relazione, (a cui si è natu
ralmente condotti dalle descrizioni meccaniche di N ew ton , 
M ac-La u r in  e G r a ssm a nn , e che può dirsi contenuta nel 
simbolismo di quest’ultimo) è stata studiata — nel caso più 
semplice — dall’AuGUST nella sua dissertazione di Berlino 
del 1862, poi dallo S ch ubert  (Math. Annalen, Bd. 17), dal 
Le -P a ig e  in varie memorie dell’ Accademia del Belgio 
(1879-83), e — in modo sintetico -  dal Castelnuovo  in una 
memoria dell’Istituto Veneto (1887). La corrispondenza plu
rilineare è la generalizzazione della proiettività, che si ottiene



256 LIBRO SECONDO

legando le coordinate di n forme di prima specie con una 
equazione di primo grado separatamente rispetto ad esse: 
il luogo dei punti del piano die appartengono contempora
neamente ad n raggi omologhi di n fasci in corrispondenza 
allineare, è una curva d’ ordine n.

Reciprocameli te è facile riconoscere come, ammessa questa 
generazione per le curve generali d’ordine n — 1, si deduca 
che essa è capace di fornire le curve generali d’ordine n, 
adoperando il teorema che la curva d’ordine n è generata 
da due fasci proiettivi di rette e di curve d’ordine n — 1.

Ora la corrispondenza plurilineare porge una definizione 
simmetrica delle curve, che il De P aolis aveva preso a fon
damento di una trattazione sintetica, cui dedicò gli ultimi 
anni della sua vita. Della teoria edificata dal De P a o l is , di 
cui egli aveva dato — conversando — qualche notizia a scolari 
ed amici, rimane soltanto un cenno nella Nota postuma pub
blicata lier cura del S ecire « Teoria generale delle corrispon
denze proiettive e degli 'aggruppamenti proiettivi nelle forme 
fondamentali a due dimensioni » (Rendic., Lincei, 1894); la 
quale fa seguito a due ampie memorie (Società italiana delle 
Scienze, 1890 e Accad. di Torino, 1892) destinate a costruire 
una teoria geometrica pura capace di sostituire i teoremi 
fondamentali dell’Algebra.

Un’altra definizione sintetica induttiva delle curve d’or
dine qualunque (da n a n -p 1) si jhiò ottenere sulla base 
della polarità) essa s’incontra nella già citata comunicazione 
di St ein e r  all’Accademia di Berlino, del 1848. È noto d’al
tronde come Staudt  abbia costruito appunto in tal modo la 
teoria sintetica delle coniche.
„ Si consideri una rete di curve d’ ordine n

Xi 9i -p  <p2 - p  a3 tP3 — o

che venga riferita proiettivamente al piano punteggiato (in 
guisa che a ogni fascio di curve della rete corrisponda una 
retta del piano); il luogo dei .punti che appartengono alla 
curva omologa è una curva /  d’ordine n + 1, come segue 
immediatamente dal principio di corrispondenza.

La proiettività fra la rete e il piano anzidetti si può 
porre scrivendo

$ 1  =  A l , X .2 =  , X 3 =  X3,
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ed allora l’equazione della curva /  vien data da

f = x ,  yL(xL x.,x3) X., yì(xl x., x.,) +  x.j ì53(.i;1 xix3) =  0 .

Ricordando il teorema d’E ulero sulle funzioni omo
genee, appare reciprocamente che ogni / d’ordine » + l  può 
essere definita in tal modo, ponendo

3f  df _  3/
?1 — a » / 92 ~  3»s’

Il modo particolare di costruzione che così si ottiene per 
la / ,  è in rapporto con la teoria della polarità di cui tratte
remo nel libro terzo; nel quale riferiremo pure la definizione 
sintetica delle polari.

. Infine conviene dire che il problema della teoria sintetica 
delle curve, se pure non completamente esaurito dalle ricerche 
sopra menzionate, appartiene ad una fase storica oggi superata. 
I tentativi ispirati da concetti puristici hanno valso ad affinare 
l’istrumento geometrico; dopo ciò le limitazioni di metodo 
sembrano ora meno opportune, di fronte ai grandi problemi 
che gli enti algebrici offrono all’investigazione del geometra.

19. La classe di una curva e il paradosso di Poncelet. —
In questo paragrafo e nei seguenti, parlando di una curva 
algebrica sottintenderemo la restrizione che essa sia irridu
cibile., sebbene le considerazioni che andiamo a svolgere po
trebbero in gran parte estendersi a curve riducibili, purché 
prive di parti multiple.

Bicordiamo che una curva algebrica f(x-y)=f(x!ix2x3) = 0 , 
può essere riguardata come inviluppo delle sue tangenti proprie, 
ed allora viene rappresentata da un'equazione tangenziale 
F(ulti.zu3) =  0 ; dicesi classe della curva il grado di JP, che 
designa il numero delle tangenti di /  passanti per un punto.

Consideriamo una curva, Gn, generale d’ordine n (senza 
punti doppi) ; la sua classe può essere valutata, senza bisogno di 
calcoli algebrici (1) come semplice applicazione del principio di 
corrispondenza (2). A tale scopo procederemo nel modo seguente:

Prendiamo nel piano due punti 0 e A, che non si tro
vino sulla curva, e tali che la retta AO non risulti tangente

(9 Cfr. la Teoria delle polari nel L. 3°.
(2) Cfr. Z e u t h e n . Nouvelles Annales, serie II, tomo 6, (1867).

F. ENRIQUES 17
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alla curva. Sia a una retta generica per A: essa interseca 
la Cn in n punti Pn P2,.... P„. Proiettiamo questi punti da 0: 
otteniamo n rette, che incontrano ulteriormente la Cn in n — 1 
jninti ciascuna, e nel complesso staccano sopra la Cn n(n—1) 
punti: Qn Q.>, .-Qnin—D- Proiettiamo questi punti da A: otte
niamo n(n — 1) rette a'n a'2,....a'v(n_ L).

Si ha così nel fascio A una corrispondenza che ad ogni retta a 
fa corrispondere n(n — 1) rette a \ evidentemente ogni retta a 
sorge dà n(n — 1) rette a, cioè si ha una corrispondenza 
[a(w—1) ,r(r—1)]; e vi saranno per essa2n(n — 1) elementi uniti.

Ora è evidente che se un raggio a coincide col suo omo
logo esso o va a un punto P, punto, di contatto con una 
tangente uscente da 0, o coincide con la retta AO. Siccome 
poi tutti i raggi che vanno ai punti di contatto, coincidono 
coi loro omologhi, così per avere il numero delle tangenti 
uscenti da 0 , occorre defalcare dal numero 2n(n — 1), il numero 
delle coincidenze assorbite dal raggio AO. Ma gli n(n — 1) 
raggi omologhi ad AO coincidono con AO stesso; e quindi è 
facile vedere, applicando come per le intersezioni di due 
curve (§ 13) la regola di Zeuthen, che la retta AO assorbe 
precisamente n(n — 1) coincidenze. Si conclude che le tangenti 
uscenti da 0 sono n(n — 1), cioè che la classe di una curva 
generale d’ordine n vale m =  n(n— 1).

Il resultato che « la curva generale d’ordine n ha la 
classe m =  n(n — 1) » si trova già nel citato anonimo « Traité 
des Courbes Algébriques » del 1750 (pag. 88), tuttavia W a iu n g  
nel 1762 riteneva che le tangenti a una curva d’ordine n 
potessero salire ad n2, e assai più tardi (1827) — nonostante 
la pubblicazione di P oncelet del 1818 — Gergonne  era 
tratto dal principio di dualità a credere che l’ordine d’una 
curva uguagli la classe. Infatti l’applicazione della legge di 
dualità conduce a questo paradosso: se una curva generale 
d’ordine fi è di classe m =  n(n — 1), una curva di classe m sarà 
d’ordine m(m — 1), e quindi una curva generale d’ordine n 
risulterebbe anche d’ordine n(n — 1) ) n(n — 1) — 1 j !

Il paradosso, che porta il nome di P oncelet, fu spiegato 
appunto da P oncelet (£): una curva generale d’ordine n non 
è più un inviluppo generale di classe n(n — 1). Interven-

(l) « Annales de Mathématiques ». T. 8, (1818). Journal fiir Ma Hi. 
Bd 8, (1831), (cfr. « Traité.... » 2a ed., t. II, pg\ 216 e segti.
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gono circostanze particolari d ie  abbassano la valutazione fatta  
precedentem ente.

Cerchiamo di renderci conto in qual modo una curva C n j  

d’ordine n, possa riuscire di classe m  n { n  — 1); riguardando  
la G n  (irriducibile come curva luogo di punti) quale lim ite di 
una curva generale, appare chiaro che ciò possa accadere sol
tanto quando dall’ inviluppo si distacchino dei fasci di tangenti 
improprie (che costitu iscono curve inviluppo d’ ordine zero), 
cioè quando la C n  possegga qualche punto doppio o m ultiplo  
(L. 1°, § 11). P o n c e le t  riconobbe che per la C n dotata di un 
punto doppio, il fascio col centro in questo punto si stacca  
in generale due volte dal relativo inviluppo (come è ev id en te  
per la conica spezzata in due rette), ma nel caso di una  
cuspide il detto fascio si stacca una terza volta, (d’ accordo 
con la circostanza che le rette  che vanno alla cuspide sono  
da riguardare com e tangenti a rami, lim iti di tangenti'proprie  
della curva (Cfr. L. 1°, § 11); più in generale un punto i-plo  
dim inuisce la classe di i ( i  — 1) o più unità.

Ora la spiegazione precisa del paradosso di P o n c e le t ,  
consiste in questo, che: una curva generale d’ ordine n ,  la 
quale è priva di punti doppi, possiede invece un num ero  
Unito di tangenti doppie e di flesso, singolarità duali dei nodi 
e delle cuspidi, che eventualm ente possono venire assorbite 
da singolarità più elevate.

Attraverso a tali considerazioni di continuità ed anche  
mercè la considerazione delle curve polari (cfr. L. 3°), P o n c e le t  
fu condotto a riconoscere due relazioni che legano l’ordine e 
la classe di una curva alle sue singolarità puntuali e tan gen 
ziali ; relazioni che P lu c k e r  ebbe poi a com pletare nel 
1834 ( L) con l’aggiunta di una terza relazione essenzial
m ente nuova, ottenendo così quel gruppo di form ule che 
vengono designate col nom e di f o r m u l e  d i  P lu c k e r .

L’ abbassam ento della classe m  in rapporto a punti doppi 
e cuspidi, può essere determ inato collo stesso procedim ento  
che ci ha servito per calcolare m  (Z eu th en , 1867).

E iprendiam o in fatti la corrispondenza definita, in rap
porto alla curva C n j  entro un fascio di raggi A , facendo  
l’ ipotesi che Cn possegga un punto doppio D . Si vede allora

(l) Cfr. per la dimostrazione la « Théorie der Algebra!schen Curven » 
del 1839, pg. 200 e seg**.
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elle due delle rette omologhe alla retta d =  AD , coincidono 
con la AD stessa; applicando la regola di Zeuthen si dimostra 
facilmente che la retta AD assorbe di fatto : due coincidenze, 
se il punto dóppio D ha le tangenti distinte, e tre se il punto 
doppio è una cuspide ordinaria.

A tale scopo basta riferirsi alle annesse figure. Dalla prima

risulta^jper il caso del nodo, che l’ordine di infinitesimo dell’an
golo aa' è

ord aa' =  ord PQ — ord DP =  ord ad,

sicché i due raggi che Ten
gono a coincidere con d’ 
contano ciascuno per uno 
nel numero delle coinci
denze ivi assorbite.

Invece riferendosi alla 
seconda figura si valute
ranno gli ordini di infini
tesimo, tenendo presente 
che la cuspide ordinaria 
viene approssimata da una 
cubica y2— kx3 (L. 1°, § 11) 
per modo che la distanza 
PQ è infinitesimo d’or-
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3
dine j: rispetto a PD; si troverà

3
ord ad  =  - ord ad,Z

e perciò i due raggi che vengono a coincidere in d conte-
3ranno ciascuno per - .  c. d. d.z

Si ottiene pertanto la relazione

1) m  =  n (n  —  1) —  2 5 —  37c,

che esprime la classe m di una curva d’ordine n, dotata 
di o nodi e k cuspidi ordinarie.

L’applicazione del principio di dualità permette di dedurre 
dalla 1) una relazione correlativa ove entrano l’ordine, la 
classe e le singolarità tangenziali.

A tale scopo giova richiamare V osservazione, a cur si è 
accennato nel L. 1°, § 11, che la singolarità duale di un punto 
doppio è una tangente doppia; precisamente: al nodo, punto 
in cui si hanno due tangenti proprie costituite dalle tangenti 
principali, corrisponde per dualità la tangente doppia pro
priamente detta, a contatti distinti, e i punti di contatto 
sono generalmente punti semplici della curva, poiché le tan
genti principali del nodo figurano generalmente come semplici 
nell’inviluppo delle tangenti proprie; invece alla cuspide 
corrisponde per dualità una tangente doppia che ha un solo 
punto di contatto del second’ordine, cioè una tangente di 
desso, la (piale può ritenersi tangente alla curva nel punto di 
contatto e nel punto infinitamente vicino.

Si possono precisare le osservazioni precedenti mo
strando che:

1) La tangente doppia, d, corrispondente per dualità a 
un nodo 7), tocca effettivamente la curva in punti semplici 
li e $, salvo il caso che una tangente principale, r, del nodo 
tocchi altrove la curva oppure sia tangente di desso per il 
relativo ramo (lì diviene allora doppio o multiplo oppure 
cuspide con tangente principale d). La deduzione rigorosa di 
ciò si ottiene osservando che preso 0 in un punto generico 
di r, la r viene a contare una volta sola fra le tangenti per 0 
alla curva, salvo nel caso sopra menzionato.
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2) La tangente doppia, d, corrispondente, per dualità, 
a una cuspide D, è effettivamente una tangente di flesso 
ordinaria avente contatto tripunto in un punto semplice, se D 
è cuspide ordinaria e se si esclude il caso in cui la retta r, 
tangente cuspidale in D, tocchi altrove la curva. Invero preso 
il punto 0 su r, nelle anzidette condizioni r conta una volta 
sola fra le tangenti per 0.

Ciò posto supponiamo che la nostra curva d’ordine n e 
classe m possegga soltanto come singolarità tangenziali delle 
tangenti doppie ordinarie, cioè z tangenti doppie propria
mente dette a contatti distinti e i tangenti di flesso (ordi
narie); avremo, come relazione duale della 1) la

2) n =  m(m — 1) — 2z — 3i.

Le formule 1) 2) si riferiscono a una curva dotata di sin
golarità elementari: nodi, cuspidi, tangenti doppie e di flesso. 
Il caso in cui esistano singolarità pili elevate, si riduce 
al precedente, seguendo un’idea di C a y l e y , col far vedere che 
ogni punto multiplo equivale agli effetti delle suddette formule 
ad un certo numero di nodi e di cuspidi, e correlativamente 
ogni tangente multipla equivale ad un certo numero di tangenti 
doppie e di flesso; l’equivalenza potendosi anche definire in 
rapporto a possibili variazioni della curva, secondo il principio 
di continuità.

Ma l’esame che occorre per stabilire il resultato accennato 
verrà .svolto x>m tardi in modo esauriente, sulla base della 
teoria generale delle singolarità. Qui ci limitiamo a notare 
come il metodo svolto innanzi conduca a riconoscere che: 
un punto r-plo P  a tangenti distinte equivale, per l’abbassa-

r(r — 1)mento della classe, a — -punti (loppi, d’accordo con l’in-
r(r — 1)tuizione di Peonie limite di ----^— - punti doppi, intersezioni

di r rami prossimi ad r rette per un punto. Infatti se P è 
un punto r-plo di Cyi, il raggio OP coincide con r(r — 1) dei 
suoi corrispondenti nel fascio 0 e conta almeno per r(r — 1) 
coincidenze, anzi precisamente per tante se i rami per P hanno 
tangenti distinte.

Osservazione. Il procedimento usato sopra permet te anche 
di determinare quante sono le tangenti uscenti da un punto 0  
che appartenga alla curva, non contando la tangente in 0.
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Se 0 è un punto semplice, si trova nel fascio A una cor

rispondenza [n(n— 2), n(n— 2)] con 2n(n— 2) elementi uniti, 
dei quali (n — l)(n — 2) almeno sono assorbiti dalla retta AO ; 
si deduce che il numero delle rette uscenti da 0 e tangenti 
altrove alla curva è in generale n(n — 1) — 2, ossia è uguale 
alla classe diminuita di due, d’accordo con l’osservazione che 
la tangente alla curva nel punto 0 si può considerare come 
limite di due tangenti vicine che s’incontrino in un punto 
(fuori della curva) prossimo ad 0. Tuttavia la deduzione pre
cedente patisce eccezione se la tangente in 0 è una tangente 
di flesso, nel qual caso la retta AO assorbe più di (n — l)(n — 2) 
raggi uniti della corrispondenza: l’eccezione si toglie ove si 
consideri la tangente di liesso come una tangente altrove alla 
curva condotta per 0 , della quale il punto di contatto sia 
venuto infinitamente vicino ad 0.

L’analisi precedente si estende al caso in cui il punto 0 
sia r-plo per la curva Cn; si ha allora nel fascio A  una cor
rispondenza [n(n — r — 1), n(n — r ~  1)]. Nell’ipotesi che le r 
tangenti principali per 0 siano distinte ed abbiano contatto 
(r -I- l)-punto, la AO assorbe (n — r)(n — r — 1) coincidenze, e 
però si deduce che il numero delle tangenti altrove ad una curva 
condotte dal punto r-plo O è uguale alla classe diminuita di 2r, 
d’accordo con l’osservazione che ciascuna delle tangenti prin
cipali appare come limite di due tangenti infinitamente vicine.

20. Determinazione dei flessi. — Per brevità diremo flesso 
(ordinario) d’una curva, un punto semplice in cui la tangente 
ha un contatto tripunto (punto di contatto d’una tangente 
di flesso ordinaria).

Ci proponiamo di valutare il numero dei flessi di una 
curva Cn, d’ordine n, priva di punti doppi.

Sia A un punto del piano della (7„, non appartenente alla 
curva. Mandiamo per A una retta generica a: essa interseca 
la Cn in n punti P AP>.... Pn. Costruiamo le tangenti nei 
punti P AP,,....Pn ; ciascuna di queste interseca ulteriormente 
la Cn in n — 2 punti (tangenziali dei punti P); si ottengono 
così n(n — 2) =  n2 — 2n punti :

Qn Ql2 •••• Ql 7 n—2 Q-n Ç-2-Z Qz 5 n—ì •••• Qui Qno •••• Qn ? n—2 ?
proiettando i punti Q dal punto A si hanno n(n — 2) rette 
che facciamo corrispondere alla a.
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Per costruire la corrispondenza inversa, vediamo da quante 
rette a sorga una medesima retta d. La retta a sega la Cn n 
punti Q; da ciascun punto Q partono n(n — 1) — 2 tangenti 
alla<7n,quindi ogni punto Qò tangenziale di n(n —1)2 — punti P, 
e perciò ogni retta a sorge da

n ) n(ìi —  1) —  2 ( =  n3 —  n2 —  2n
rette a.

Abbiamo adunque nel fascio A una corrispondenza 
Lr — 2n, n3 — n~ — 2n]

la quale possiede
n3 —  4n

coincidenze.
Ora se la retta a deve coincidere con una delle sue omo

loghe a , accadrà che: o uno dei punti P  coincida con uno dei 
punti Q (nel qual caso Psarà un flesso), o un punto P e un punto Q 
siano allineati con A (nel qual caso la a sarà tangente alla Cn).

Ma le tangenti alla Cn uscenti da A  sono n(n — 1) e per 
ciascuna di esse n — 2 rette a coincidono con la tangente 
stessa. È  facile veri licare, con la regola di Z e u t j i e n , che cia
scuna delle tangenti nominate assorbe effettivamente (n — 2) 
coincidenze della nostra corrispondenza. Si ha quindi che i 
flessi sono tanti quante le coincidenze residue (supposte distinte), 
cioè

n3 — 4 a  — j n(n — l) (a  —  2) (• =  3n(n — 2 ).

Suppongasi ora che la curva Cn abbia un punto doppio. 
In questo caso il numero dei flessi diminuisce: vogliamo 
vedere di quanto.

Costruiamo nel punto A la corrispondenza come nel caso 
precedente. Si ha che ad ogni retta a corrispondono ancora 
n(n — 2) rette d. Cerchiamo da quante rette a sorga una 
retta d. La retta a taglia ancora la Cn in n punti Ç, ma da 
ogni punto Q escono solo n(n — l) — 4 tangenti, perciò la 
nostra è una corrispondenza

['R3 — n2 — 4n, n2 — 2 a],
la quale ha quindi

n3 — 6n
coincidenze.

Ora una retta a coincide con una delle sue omologhe d  
quando passa per un flesso, quando è una tangente uscente 
da A , o infine quando è la retta che va al punto doppio.
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Le tangenti uscenti da A  sono

n(n — 1) — 2
e ciascuna di esse assorbe, come nel caso precedente, (n — 2) 
coincidenze. Vediamo quante coincidenze assorba la retta che 
va al limito doppio, supponendo che questo sia un nodo.

Sia d una retta a quella infinitamente vicina. La d taglia 
i due rami della curva uscenti dal punto doppio in due 
punti P L e P2 infinitamente vicini al punto doppio. La tan
gente in P 1 taglia il ramo su cui si trova P2 in un punto QL 
infinitamente vicino al punto doppio, e analogamente la tan
gente in P2 dà un punto Q.> infinitamente vicino al punto 
doppio. Si ha così che due delle rette omologhe ad d sono 
ad essa infinitamente vicine, e si vedrebbe facilmente che 
distano di infinitesimi del prilli’ordine: quindi la retta che 
unisce A col punto doppio assorbe due coincidenze. Si deduce 
che i flessi (supposti distinti) sono

nò — Gii — (n — 2) ) n(n — 1) — 2 j — 2 =  3n(ii — 2) — 6 .

Se invece di un solo nodo si avessero 3 nodi, con lo stesso 
procedimento si troverebbe che il numero dei flessi è

3n(n— 2) — G3.
E si può aggiungere l’osservazione che: se la curva ha un 

imnto r-plo a tangenti distinte, questo, come si verifica ripe
tendo lo stesso procedimento, diminuisce il numero dei flessi 
di 3r(r — 1), cioè conta, allo stesso modo che nei riguardi della
classe, come —— punti doppi.

Suppongasi ora che la Gn abbia una cuspide (ordinaria), 
e non altri punti multipli.

In questo caso le tangenti alla curva uscenti da un 
punto Q della curva stessa si riducono a

n(n — 1) — 5,
quindi i raggi uniti della nostra corrispondenza si riducono a

n(n — 2) -M i Î n{n — 1) — 5 { =  nz — 7n.

Le tangenti alla curva uscenti da A sono
n(n — 1) — 3,
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e la retta che congiunge A  con la cuspide assorbe, come 
prima, ancora due coincidenze. Pertanto i flessi si riducono a

n3 — In — (n — 2) J n(n — 1) — 3 ( — 2 =  3n(n — 2) — 8.
Più in generale consideriamo una curva dotata di 8 nodi 

e le cuspidi: applicando il medesimo procedimento si trova 
che il numero dei flessi (supposti distinti) è dato da

i =  3n(u — 2) — 68 — Sii.
Osservazione. Se la curva non possiede punti di molte

plicità > 2  e le sue cuspidi sono ordinarie, una riduzione del 
numero dei flessi (cioè una radice multipla della relativa 
equazione) può aversi soltanto in corrispondenza a tangenti 
aventi un contatto s-punto colla curva (« ;> 3). Precisamente il 
punto di contatto, P, di una tale tangente assorie s — 2 flessi. 
Ciò risulta dalla stessa costruzione della corrispondenza prece
dente, ove si vede che il raggio AP  assorbe s — 2 coincidenze.

Può anche accadere che un flesso si sovrapponga ad un 
nodo P, ove una tangente principale venga ad avere un 
contatto tripunto (o «-punto) col relativo ramo, cioè quattro 
intersezioni colla curva ivi riunite; allora la retta AP  assorbe 
sette (o più) coincidenze della corrispondenza. È escluso invece 
che un flesso possa cadere in una cuspide ordinaria, chè una 
tale sovrapposizione porterebbe per la tangente cuspidale un 
contatto quadripunto.

21. Ricapitolazione delle formule di Pliicker: caratteri 
delle cubiche e delle quartiche. — Riassumiamo i risultati 
ottenuti nei §§ 13, 14, riferendoci al caso di curve dotate di 
singolarità elementari, cioè di nodi e cuspidi ordinarie e delle 
singolarità duali (tangenti doppie e flessi).

Una tale curva possegga l’ordine n, la classe m, Spunti 
doppi, le cuspidi, z tangenti doppie ed i flessi; questi numeri 
sono legati dalle tre relazioni

1) ni == n(n — 1) — 25 — 3 le
2) n =  m(m — 1) — 2 z  — 3 i
3) i =  3n(n — 2) — 63 — Sle.

Queste relazioni sono indipendenti: dalla 3) per dualità 
si ha la
4) h =  3»i(»i — 2) — C)z — 8 i,
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che non è una nuova relazione ma una conseguenza delle  
altre tre precedenti, come si può verificare facilm ente.

R isolvendo la 2) rispetto a z e  sostituendo al posto di m ,  n, 
i valori dati dalle 1) e 3), si trova

=  l  » (« —2)(n*—9)—[■«(■»—1) -  6] (25 +  Sic) +  28(5—1) 4 -  657c+ -  lc(lc— 1)Jj 1
e dualm ente

=  - m ( m —2)(m2—9)— [ m ( m — 1 )—(>] (2t +  S i )  +  2 t ( t —1) -+- 6 t i  -+-1 i ( i — 1).
J j  l i

N otiam o anche due relazioni duali di se stesse che si 
deducono dal sistem a delle 1), 2), 3): m oltip licando la 1) per 
la 3) e sottraendo la 3) si ottiene

7) 3 m  — i  =  3 n  — fc,

formula che si suole anche scrivere:

3 ( m  — n )  —  i  — 7c ; 

e dalle 1), 2), tenendo conto dalla 7), si ricava

2 2
oppure

(n — 1)(» — 2) » 7. _  (m — l)(m — 2) ^

Le relazioni 1), 2) (scoperte, com e abbiam detto da Pon
celet) e le 3), 4), 5), 6), 7), si trovano in una N ota di P lucker  (*) 
del 1836 e poi nella sua « Theorie der algebraischen K urven » 
(Parte I I , § 4) e — nel com une uso — da P lucker  prende  
nome l’ intero gruppo delle form ule anzidette.

In  virtù di queste form ule, che — com e abbiam detto — 
costituiscono tre relazioni indipendenti, i 6 caratteri di una 
curva algebrica

n, 5, fc, m, z, i

sono legati fra loro in guisa che dati tre di essi i rim anenti 
risultano determ inati. Ci si può dom andare se 6 valori di

n ,  5, 7o, m, z 9 i, 

i quali soddisfino alle relazioni 1), 2), 3), corrispondano sem pre

(*) « Note sur les points singuliers des courbes ». Abhandlungen I, 334.
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e la retta che con giunge A con la cuspide assorbe, come 
prima, ancora due coincidenze. Pertanto i flessi si riducono a

n 3 — 7n  — ( n  — 2) ) n ( n  — 1) — 3 ( — 2 =  3 n ( n  — 2) — 8.

Più in generale consideriamo una curva dotata di 5 nodi 
e h cuspidi: applicando il medesimo procedimento si trova 
che il numero dei flessi (supposti distinti) è dato da

Osservazione. Se la curva non possiede punti di molte
plicità >  2 e le sue cuspidi sono ordinarie, una riduzione del 
numero dei flessi (cioè una radice multipla della relativa 
equazione) può aversi soltanto in corrispondenza a tangenti 
aventi un contatto s-punto colla, curva (s >  3). Precisamente il 
punto di contatto, P, di una tale tangente assorbe s — 2 flessi. 
Ciò risulta dalla stessa costruzione della corrispondenza prece
dente, ove si vede che il raggio AP  assorbe .9 — 2 coincidenze.

Può anche accadere che un flesso si sovrapponga ad un 
nodo P, ove una tangente principale venga ad avere un 
contatto tripunto (o s-punto) col relativo ramo, cioè quattro 
intersezioni colla curva ivi riunite; allora la retta AP  assorbe 
sette (o più) coincidenze della corrispondenza. È escluso invece 
che un flesso possa cadere in una cuspide ordinaria, chè una 
tale sovrapposizione porterebbe per la tangente cuspidale un 
contatto quadripunto.

21. Ricapitolazione delle formule di Pliicker: caratteri 
delle cubiche e delle quartiche. — Riassumiamo i risultati 
ottenuti nei §§ 13, 14, riferendoci al caso di curve dotate di 
singolarità elementari, cioè di nodi e cuspidi ordinarie e delle 
singolarità duali (tangenti doppie e flessi).

Una tale curva possegga P ordine n, la classe m, b punti 
doppi, le cuspidi, z tangenti doppie ed i flessi; questi numeri 
sono legati dalle tre relazioni

Queste relazioni sono indipendenti: dalla 3) per dualità 
si ha la 
4)

i =  3n(n — 2) — 65 — 8k.

1)
2)
3)

m — n(n — 1) — 2 3 -  37s 
n =  m(m — 1) — 2 z — 3 i 
i =  3 n(n — 2) — 65 — 8 le

li =  3 m(m — 2) — 6- — 8 i,
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che non è una nuova relazione ma una conseguenza delle  
altre tre precedenti, com e si può verificare facilm ente.

R isolvendo la 2) rispetto a t e  sostituendo al posto di m ,  », 
i valori dati dalle 1) e 3), si trova

=  \  » ( » — 2 )(» * — 9)— [ » ( » — 1 ) -  6] (25 ■+- 37c) +  25(5— 1) +  6§7e -  7c(7c— 1 )Ji L
e dualm ente

=  - ni ( in  -  2)(«»4—9)—[»»(»»— 1 ) - 6 ]  (2i: +  3») +  2 t ( t - 1 ) + 6 t i+ 1 *(*—1)

b o tia m o  anche due relazioni duali di se stesse che si 
deducono dal sistem a delle 1), 2), 3): m oltip licando la 1) per  
la 3) e sottraendo la 3) si o ttiene

7) 3 m  — i  =  3 » — 7c,

form ula che si suole anche scrivere:

3 (m — n )  =  i  — 7c ; 

e dalle 1), 2), tenendo conto dalla 7), si ricava  

8) "()» +  3)_ 5_ 2)i =  .,.(„ +  3)_ t _ 2.

oppure

!» (Ji_- 1)0» -  '3> _  5 _  „ =  -  1X18 - , 2> _  t .

Le relazioni 1), 2) (scoperte, com e abbiam detto da P o n 
c e l e t )  e le 3), 4), 5), 6), 7), si trovano in una N ota di P l u c k e r  (*) 
del 1836 e poi nella  sua « Theorie der algebraischen K urven » 
(Parte I I ,  § 4) e — nel com une uso — da P l u c k e r  prende 
nome l’ intero gruppo delle form ule anzidetto.

In  virtù di queste form ule, che — com e abbiam detto — 
costituiscono tre relazioni indipendenti, i 6 caratteri di una  
curva algebrica

», 5, le, m ,  z ,  i

sono legati fra loro in guisa che dati tre di essi i rim anenti 
risultano determ inati. Ci si può domandare se 6 valori di

», 5, li ,  i n ,  z ,  i ,  

i quali soddisfino alle relazioni 1), 2), 3), corrispondano sem pre

t1) « Note sur les points singuliers des courbes ». Abhandlungen I, 384.
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a mia curva effettivamente esistente. A questa domanda non 
si è data finora una risposta, elle forse si imo presumere affer
mativa in base agli esempi finora considerati.

Nota. Per quanto abbiamo visto il sistema delle formule 
di P lucker importa sostanzialmente due dimostrazioni: il 
calcolo della classe, cioè la formula 1) (da cui per dualità si 
passa alla 2)), e il calcolo del numero dei flessi die fornisce la 
formula 3), a cui si può surrogare la dimostrazione di un’ altra 
formula del sistema, per esempio della 8 ) o della 9). Ora il Ore- 
m o n a  (/) lia proposto di dimostrare semplicemente V equazione

8 ) h(« +  3) _  g _  2& =  wOh +  3) _ z _ 2iì

in base ad un completo di costanti, come segue:
Se una curva f{xL x.,æ3) =  0 deve avere un nodo in posi

zione non assegnata, ciò equivale ad una condizione; infatti
df df dfa tal uopo basta che le tre curve ~  =  0 , —- =  0 , — = 0d(C ̂ d(V.) dCV.̂

abbiano un punto comune. Invece se la curva deve avere una 
cuspide, si aggiunge una condizione ulteriore, che si può espri
mere, per esempio, con la coincidenza delle due tangenti 
principali; sicché il possesso di una cuspide porta due condi
zioni. Quindi il sistema di tutte le curve d’ordine n con 8 
nodi e le cuspidi, avrà la dimensione

n(n +  3)_g__.

e, in virtù del principio di dualità, il sistema delle curve di 
classe m dotate di z tangenti doppie ed i flessi, avrà la 
dimensione

m(m-1-3)  ̂ 0 .
. 2 *

Perciò, se i numeri n, 8, le, m, z, i competono al medesimo 
sistema di curve, le due dimensioni anzidette dovranno essere 
uguali.

Questa semplice ed elegante dimostrazione non è però 
esente da critica: occorrerebbe infatti dimostrare che le 8-f-2le 
condizioni esprimenti che una curva d’ordine n possiede 8 nodi 
e le cuspidi sono sempre condizioni indipendenti, di guisa che

(9 Introduzione, § 101. Opere, Tomo I, pag. 405.
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il sistema delle nominate curve non ha una dimensione più alta. 
Il dubbio che qui si solleva costituisce una questione assai deli
cata. Pertanto ci limiteremo a provare che o nodi e le cuspidi im
pongano alle curve d’ordine n condizioni indipendenti quando o 
e le sono abbastanza piccoli, sicché esistano curve irriducibili 
possedenti 8 nodi e le cuspidi, con date tangenti, in posizione 
generica assegnata. Si ha così un sistema lineare di dimensione

n(n -1-3) 
2 — 35 -  5 le;

facendo variare i nodi e le cuspidi, nonché le relative tan
genti, si ottiene quindi un sistema non lineare di dimensione

7/(31 + 3) R 07.------------- o — IL.Ai

Le formule di P lu ck er  elle legano i caratteri di una 
curva piana permettono di determinare quali siano i caratteri 
possibili per le curve di un dato ordine. Come esempio fac
ciamo qui l’analisi dei casi cui danno luogo le curve irridu
cibili del terzo e quarto ordine.

Cominciamo col considerare le curve del terz’ ordine. 
Osserviamo che una curva del terz’ordine irriducibile nou può 
possedere due punti doppi nè uua tangente doppia propria
mente detta, poiché in ambedue i casi si staccherebbe una retta. 
Avremo adunque

8 - f - 7 c < 2 ,  t  =  0 ,

e i valori possibili di S e le saranno i seguenti:
| 8 =  0, 7c =  0,

8 =  1, h =  0,
(8 =  0, li =  1,

Tenuto conto che z =  0, le prime due formule di Pi/Òcker 
danno nei vari casi:

n =  3 , 8 =  0 , 7c =  0.
m =  6 t  =  0 i  =  9:

n =  3 0
7 II 7c =  0

m =  4 t  =  0 i  =  3

n =  3 8 =  0 7g= 1
ni =  3 t =  0 i =  1.

P =
(n — IX» — 2)

2 —  (5+7c) =  1

p  =  0.
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Passiamo all’esame delle curve del quart’ordine.
Una curva del quart’ordine irriducibile, la quale si sup

ponga dotata soltanto di singolarità elementari, possiede al 
più tre punti doppi, giacché, se ne possedesse quattro, per 
questi e per un punto semplice passerebbe una conica che 
avrebbe nove intersezioni con la quartica, e però si stacche
rebbe da essa o avrebbe comune con essa una retta.

Ora, per l’esame della quartica, non essendo più * =  0, 
non bastano le prime due formule di Pltjcker, ma occorrono 
tutte e tre le 1) 2) 3).

Mediante queste formule si trovano i casi seguenti :

n =  4 , 
in =  12,

n =  4 , 
in =  10,

n =  4 , 
ni =  9 ,

n =  4 , 
ni =  8 ,

n =  4 , 
in =  7 ,
a =  4 , 
in =  6 ,

a =  4 , 
in =  6 ,
a =  4 , 
in =  5 ,

n — 4 , 
in =  4 ,

n =  4 , 
m =  3 ,

5 =  0 ,
* =  28 ,

5 =  1 , 
* =  16,

S =  0 , 
* =  10,

5 =  2 , 
* =  8 ,
5 =  1 ,
*  =  4  ,

5 =  0 ,
* =  1  ,

5 =  3 ,
* =  4 ,

5  =  2  ,
* =  2 ,

5 =  1 , 
* =  1  ,

5 =  0 , 
* =  1  ,

7c =  0 , 
i =  24;

7c =  0 , 
7 =  18;

7c =  1 , 
< =  16;

li =  0 , 
i =  12;

7c =  1 ,
7 =  10;
7c =  2 , 
7 =  8 ;

7c =  0 , 
7 =  6 ;

7c =  2 , 
7 =  2 ;
7c =  3 , 
7 = 0  .

(a-- 1)(« — 2) 
“ 2 ~ — (o li) — 3

> p — Q

Osservazione. Per la cubica e la quartica generali si ha 
5 =  7c =  0 e però i caratteri sono quelli segnati nei rispettivi 
primi casi.
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22. Proprietà fondamentali della cubica. — La conoscenza 

dei caratteri della cubica generale, di cui abbiamo dato il 
quadro nel § 21, ci permette di dare forma precisa alla teoria 
della cubica, quale si può svolgere come conseguenza del 
teorema dei nove punti base di un fascio, stabilito nel § 15.

Le proposizioni elementari di questa teoria si riferiscono 
al birapporto delle quattro tangenti condotte per un punto 
alla cubica e alla configurazione dei nove flessi; a queste 
proprietà riattaccheremo anche la determinazione delle coniche 
pluritangenti e osculatrici.

Anzitutto abbiamo veduto che la cubica senza punti 
doppi ò di classe fi, e pertanto per un punto della cubica 
passano quattro tangenti altrove alla curva. Dimostriamo ora il

Teorema di S almon Ç) : Le quattro tangenti alla cubica 
condotte da un suo punto variabile hanno un birapporto costante.

Sieno A, A' due punti della cubica / ;  si tratta di far 
vedere che il birapporto delie quattro tangenti ad f  con
dotte per A è uguale al birapporto delle quattro tangenti 
per A'.

Indichiamo con T  l’ulteriore intersezione della /  con la 
retta AA1. Consideriamo una delle quattro tangenti alla cubica 
che escono da T : sia B il punto di contatto. Sappiamo (§ 15) 
che punti di f  allineati con A vengono proiettati da in punti 
allineati con. A'. Così sorge fra i due fasci di raggi A  e Al 
una corrispondenza [1, 1], dove si consideri come omologo di 
un raggio a per A il raggio a per Al che contiene i due 
punti P  e Q' segati su /  da a. Dunque (L. 1°, § 16), i fasci A, Al 
sono proiettivi; nella proiettività così stabilita alle tangenti 
condotte ad f  per A corrispondono le tangenti per A', e 
quindi i birapporti delie due quaterne di tangenti sono uguali.

c. d. d.
Osservazione. Le due quaterne suddette sono proiettive 

in quattro modi; le quattro proiettività si ottengono in cor-

(b S a l m o n  (Journ. fiiu Malli., Bd 42 - 1851) ha dimostrato questo teorema 
sulla base della polarità, come vedremo in appresso (L. 3°). La dimo
strazione del testo si può riattaccare, oltreché a dimostrazioni ispirate a 
concetti più elevati, anche a quella che s’incontra nell’« Introduzione » 
del Crem ona (Opere, t. I, pag. 459, c) dove lo sviluppo più laborioso reca 
però il vantaggio di assegnare le effettive proiezioni e sezioni con le quali 
si passa, dal gruppo delle tangenti per un punto A , a quello delle tangenti 
per un altro punto A\
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rispondenza alla scelta del punto B  elle è uno dei punti di 
contatto delle tangenti ad f  per T.

In luogo del birapporto a delle quattro tangenti condotte 
da un punto della cubica, si può considerare l’invariante 
assoluto della quaterna (A)

T < (1 — 3 + a3)3
(a -}- 1)2(1 — 2*)2(2 — a)2 ’

che non dipende dall’ordine delle quattro rette ; questo inva
riante assoluto avrà per la cubica un valore determinato 
(indipendente dai centro del fascio) e costituirà quindi un 
invariante assoluto della cubica, esprimibile razionalmente per 
i coefficienti della sua equazione.

Ma di tale espressione non vogliamo qui occuparci, riman
dando agli sviluppi del libro terzo.

Veniamo alla
Proprietà fondamentale della configurazione dei flessi: la 

retta che unisce due flessi di una cubica interseca la cubica 
in un altro flesso.

Infatti i flessi sono punti che coincidono coi loro tangen
ziali; se si congiungono due flessi F L e F 2 e si determina il 
terzo punto di intersezione F :] della retta con la cubica, la 
retta satellite della F LF., (§ 15) sarà la F LF.Z stessa, e quindi 
anche ^  coinciderà col suo tangenziale, e sarà un flesso.

c. d. d.
Osservazione. Il ragionamento si estende al caso in cui /  

possieda un nodo: i tre flessi della cubica dotata di nodo sono 
in linea retta.

La scoperta della proprietà fondamentale dei flessi risale 
a Mac-Laurin  (2) (1748) che la dedusse, sostanzialmente come 
qui abbiamo fatto, dal teorema citato nel § 15. Mac-Laurin  
aveva in vista soltanto i flessi reali che sono in numero di tre; 
il suo teorema doveva divenire più significativo quando si 
presero in considerazione anche i flessi immaginari e si rico
nobbe, con P lucker (3) (1835), che vi sono in tutto nove

(*) Cfr. L. 1°, § 4, pag. 24.
(2) Traci. De-Jonquières, pag. 231.
(3) « System der Analybischen Geometrie ».
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tiessi; lo studio approfondito della configurazione form ata da 
questi nove punti è dovuto ad H esse (4) (1844, 1847).

Anzitutto avvertiamo che i nove flessi di una cubica 
generale (senza punti doppi) sono sempre distinti, perchè la 
coincidenza di due porterebbe una retta con contatto qua
dripunto (§ 20).

9*8Ora le coppie formate coi nove flessi sono -^r-; ciascuna
di queste determina una retta contenente tre flessi e nascente 
quindi da tre coppie; dunque ci sono

rette siffatte, ossia: i  n o v e  f l e s s i  iV u n a  c u b i c a  s e n z a  p u n t i  d o p p i  

a p p a r t e n g o n o  a  3  a  S  a  1 2  r e t t e  (che diremo r e t t e  d i  M ac-  
Laubin).

g
Per ogni flesso vi saranno - .=  4 rette di Mac-Laurin,

giacché la congiungente il detto flesso ad uno degli altri 8 
ne contiene un terzo; quindi le  d o d i c i  r e t t e  d i  Mac-Laurin 
f o r m a n o  q u a t t r o  t r i l a t e r i  c o n t e n e n t i  c i a s c u n o  i  n o v e  f l e s s i  (2). 
Si costruirà un trilatero siffatto, a b c , scegliendo una prima 
retta di Mac-Laurin, «, e poi una seconda, Z>, fuori delle 
3*3-h 1 =  10 che passano per un flesso appartenente ad a; 
si hanno nove rette che eongiungono un flesso posto su a e 
uno posto su b; fuori di codeste nove rette e delle a, &, resta 
un’ unica retta c, che contiene i tre flessi non appartenenti 
ad a ,  b.

Si possono designare i nove flessi con 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 
per modo che le nove rette di Mac-Laurin vengano rappre
sentate come segue:

123, 148, 157, 169,
456, 259, 268, 358,
789, 367, 349, 247;

dove appare che le quattro terne di rette scritte nella stessa 
verticale contengono tutti i nove flessi.

(A) Journal fiir Matti., Bd. 28, pag. 89 e 97 e Bd. 38, pag. 257.
(2) P l u c k e r . Op. eit., pag. 284.

F. ENRIQUES 18



274 LIBRO SECONDO

Un flesso può essere caratterizzato, dal seguente
Teorema di P oncelet (l): Condizione necessaria e suffi

ciente perchè un punto F della cubica, sia un flesso è che le tre 
coppie di punti della curva segate da tre trasversali per F 
appartengano ad una conica.

Sieno JUL', BB \ (7(7, tre coppie di punti della cubica 
allineati con F ; allora le rette AA ', BB\ (7(7, hanno connine 
colla cubica i nove punti base d’un fascio di cubiche:

A , A', B, B', C, (7 , F, F , F.

Si deduce che se A, A', B, B', (7, 6r , stanno su una 
conica 7f, la tangente r =  FF, formando insieme a K  una 
cubica per otto di quei punti, deve contenere anche il nono, 
cioè la tangente r ha in F  un contatto tripunto. Se invece 
si sa che F  è un flesso, la conica determinata da A, A\ B, B', C. 
presa insieme ad r (=  FFF), forma una curva che passa per. (7', 
sicché C appartiene alla detta conica.

Il teorema di Poncelet conduce ad importanti con
seguenze.

Anzitutto esso permette di riconoscere che la proprietà 
espressa dal teorema di Mac-Laurin caratterizza la configu
razione dei nove flessi d’una cubica:

Nove punti del piano tali che la retta che ne con giunge 
due ne contenga un terzo, appartengono ad un fascio di cubiche 
di cui sono i flessi (~) (un tal fascio si chiamerà — con Ore- 
mona — fascio sizigetico).

Infatti, nell’ipotesi ammessa, i nove punti si trovano — a 
tre a tre — su dodici rette, che si possono designare come 
innanzi, e formano quindi quattro trilateri: per il principio 
di Lame i detti trilateri appartengono ad un fascio di cubiche 
passanti per i nove punti. Ma preso uno di questi punti, desi
gnato con 1, vi sono tre coppie di punti 48, 57, 69, allineate 
con 1 e tali che i sei punti 4 5 6 7 8 9 appartengono alla conica 
spezzata 456-789; così appare che 1 è un flesso per le cubiche 
del fascio nominato.

(A) Journal fur Math., Bd 8, (1832), n. 156. Cfr. « Traité », 2a ed. 
t. II, pg. 156.

(2) H esse , 1. c.. 1844, pervenne a questo teorema dimostrando che 
una cubica del fascio sizigetico ha la sua hessiana nel fascio stesso, 
(cfr. L. 3°).
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Un secondo corollario evidente del teorema di Poxcelut 
permette di affermare che:

I  coniugati armonici (V un flesso F, rispetto alle coppie (li 
punti (AA', BB', OC') della cubica allineati con F, si trovano 
sopra una retta (*), che si determina — facendo variare OC' 
e tenendo lisse le coppie A A' e BB' — come polare di F  
rispetto alla conica K = A A !B B ’CC. Questa retta ha ricevuto 
il nome di polare armonica del flesso ; le sue intersezioni colla 
cubica sono i punti dì contatto delle tre tangenti condotte ad 
essa dal flesso (fuori della tangente di desso). Invero per un 
punto P  della cubica passano in generale quattro tangenti 
altrove alla curva; ma quando P va a cadere in un desso P, 
una di codeste tangenti diviene la tangente di desso.

Chiamiamo A, P, C le intersezioni della polare armonica 
di F  colla cubica, e JD l’intersezione della stessa polare armo
nica con la tangente di desso; sarà (ABOD) il birapporto 
invariante della cubica. Ciò posto si riconosce che l’ugua
glianza degli invarianti assoluti porge la condizione sufficiente, 
oltreché necessaria, per la proiettività di due cubiche.

Invero si abbiano due cubiche K  e K' con uguale inva
riante assoluto; sia F  un desso della prima, sieno A, B, C 
le intersezioni di K  colla polare armonica di P, e T) l’inter
sezione di questa retta colla tangente (di desso) in P ; sia P  
un desso della cubica K' ed A', B', C\ D' i punti della rela
tiva polare armonica costruiti analogamente ad A, B, O, P .

Per ipotesi
(ABCD) =  (A'KCD’),

ed esiste in generale una proiettività fra le punteggiate 
ABPD, A'B’C'D', in cui a I) risponde D \ Assumasi ancora una 
retta per P  che seghi la cubica K  in due punti P, Q, ed una 
retta per F  (secante la cubica K' in due punti J f , N') la 
quale formi colle P'A', P'B', F i7 un birapporto uguale a 
quello formato dalla FPQ colle PA, PP, FC. Vi sarà fra i 
piani delle due cùbiche una omografìa, determinata dalle 
coppie AA', DD', PP ', PM \ in cui si corrispondono i punti

A B C D F P  
A'B'C'DFM '

(b Cfr. Prop. IX  di Mac-Laurin in Traci. De J o n q u i è r e s , pg. 228.
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e così un’altra omografìa in cui si corrispondono

A B C D F  P  
A'BC'D'FN'.

Ciascuna di queste omografie muta la cubica K  in un’altra 
che tocca K' in A \ B \ <7, ha un flesso in F  con tangente 
F ’T)\ ed ha con K' un altro (decimo) punto comune, cioè M' 
o N ’; si deduce che la trasformata di K  coincide con /C. Per 
ognuno dei nove flessi, F \ di K' si trovano così due omografie 
trasformanti K  in K '; se ne avranno invece quattro o sei se 
(ABCD) è un gruppo armonico o rispettivamente equianar- 
monico, riferibile proiettivamente ad ( A B C D )  — in guisa 
che D e D’ si corrispondano — in due o tre modi diversi, 
cioè nel caso delle cubiche che si designeranno come armo
niche e equianarmoniche. Si conclude che: Due cubiche, senza 
punti doppi, aventi lo stesso invariante assoluto, sono proiettive 
fra loro generalmente in 18 modi diversi; due cubiche armo
niche sono proiettive in 36 modi e due cubiche equianarmoniche 
in 54 modi.

I teoremi che abbiamo esposti stanno a base di un più 
largo sviluppo della teoria della cubica, che comprende in 
particolare il gruppo delle proiettività trasformanti in se stessa 
la curva o il fascio sizigetico, da essa definito, e la configu
razione delle polari armoniche (cui spettano proprietà correla
tive della configurazione dei flessi). Questo studio verrà svolto 
nel Libro terzo, ove potrà essere illustrato dalla considerazione 
delle curve covarianti che vi si riattaccano. Qui ci limiteremo 
a rilevare l’interessante costruzione delle coniche biosculatrici 
e tritangenti alla cubica, la quale si ottiene come segue.

Esistono nove sistemi oc1 di coniche biosculatrici (cioè 
aventi due contatti tripunti) ad una cubica generale ; essi sono 
caratterizzati dalla proprietà che i punti di contatto sono alli
neati con un flesso (l).

Infatti sia una conica K  osculatrice alla cubica nei 
punti A e 5, e sia F  la terza intersezione della retta AB  
colla cubica; la retta AB  contata tre volte sega la cubica 
nei nove punti A A A, BBB , FFF , e la tangente in F  presa 
insieme colla conica K forma una cubica passante per gli

O Cfr. P o n c e l e t , 1. c., n. 161, « Traité », pg. 157.
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otto punti AAA , BBB , .F.F, la quale passa di conseguenza 
una terza volta per F; si deduce che F  è un flesso. Vice
versa, ammettendo che F  sia un flesso, si deduce che la conica 
per AAABB  oscula la cubica anche in B.

Siccome un flesso è tangenziale di tre punti posti sulla 
polare armonica, si ha il corollario evidente:

Vi sono 27 coniche aventi un contatto sestipunto con una 
cubica; i 27 punti di contatto (punti sestatici della curva) sono 
le intersezioni della curva colle 9 polari armoniche dei flessi.

Questo resultato, che (quando si abbiano i nove flessi della 
cubica) non aggiunge nulla al teorema di P oncelet del 1833, 
trovasi enunciato da Steiner nel 1846 (*), il quale determina 
la configurazione dei 27 punti sestatici.

La costruzione delle coniche tritangenti ad una cubica 
si può far dipendere dal seguente teorema, che discende 
immediatamente dal teorema dei nove punti base del fascio 
di cubiche :

I  tre punti di contatto di una conica tritangente hanno 
i loro tangenziali in linea retta, e viceversa: se tre punti 
A, B , C di una cubica hanno i tangenziali in linea retta, essi 
sono i punti di contatto di una conica (che può ridursi a 
una retta contata due volte).

II teorema precedente permette di costruire le coniche 
tri tangenti alla cubica di cui siano dati due punti di contatto 
A e B. Siano A' e B' i tangenziali di A e B  e sia C il terzo 
punto di intersezione della retta A'B’ con la cubica. Vi saranno 
quattro punti Ci1 C.>, (7;l, (74 aventi come tangenziale <7; uno 
di questi sarà la terza intersezione della retta AB  con la 
cubica; gli altri tre saranno i punti di contatto di tre coniche 
tritali genti per JL, B.

Aggiungiamo che se A, B, 0, sono i punti di contatto di 
una conica tritangente, altri tre punti A, B, 0 , della cubica, 
che stiano con ABO sopra una conica cp, sono pure i punti di 
contatto di una conica tritangente. Ciò segue immediatamente 
dal teorema di J acob! (§ 16): infatti la quartiea <p5 =  0sega 
sulla cubica i dodici punti

A , A, B , B , C, C 
I ,  I ,  B, B , C, C:

(l) Journal fiir Malli., Bd 32, pag. 182.



278 LIJ3K0 SECONDO

i primi sei stanno per ipotesi sopra una conica, quindi la 
conica die passa per A1 A, B , B e C passa una seconda volta 
per 6y, cioè riesce tangente alla cubica anche in esso.

Si osserverà che, tenendo fermi ABC e facendo variare 
sulla cubica i punti A e B, riesce determinata la scelta di 
una fra le tre coniche tritangenti che hanno A e B  come 
punti di contatto. Si deduce che le coniche tritangenti ad una 
cubica (escluse le rette doppie) si distribuiscono in tre sistemi c o 2, 

per modo che due punti qualunque della cubica sono punti di 
contatto per una conica appartenente a ciascun sistema.

In ciascuno dei sistemi precetti si trovano nove coniche, 
con contatto sestipunto: si ottengono tre di queste coniche 
appartenenti a sistemi diversi, considerando i tre punti in 
linea retta A , B , C che hanno come tangenziale un desso F. 
Si ha qui una seconda prova che A, B, C sono punti sestatici, 
giacche in ognuno di essi vengono a coincidere tre punti i 
cui tangenziali sono le tre intersezioni infinitamente vicine 
della cubica con una tangente di desso.

Nota. Vogliamo osservare con Pluckeh l1), la forma cano
nica dell’equazione della cubica in rapporto a tre tangenti di 
desso ft, &, c i cui punti di contatto si trovino sopra una rettaci

(tl)c — ed3 =  0 ;
essa esprime che la cubica data appartiene al fascio delle due 
cubiche abc =  0 , e d3 =  0.

Ora la precedente equazione canonica racchiude nove 
costanti essenziali, dipendendo dalle otto coordinate delle 
rette «, &, c, d e dal parametro A ; così — nell’ ordine di idee 
di Pluckek — si riconosce subito che è l’equazione di una 
cubica generale (la deduzione è rigorosa perchè è escluso il 
caso di eccezione avendosi un numero finito di tangenti di 
desso). La considerazione precedente mette subito in evidenza 
che la cubica generale possiede tre dessi in linea retta; la 
proprietà fondamentale della configurazione esprime qualche 
cosa di più, e per dedurla occorrerebbe ancora sapere a priori 
che le coppie dei dessi di una cubica variabile formano una 
varietà irriducìbile.

Nel caso che le tre tangenti di desso a, 6, c non passino 
per un punto, l’equazione canonica precedente si può ridurre

(0  J o u r n a l fin* M alli., B d  3 t ,  j)g . 329.
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— con una sostituzione lineare — alla forma

x^x.yX.^ — X(#A +  *r2 -f- x.,)'* =  0,

(è facile riconoscere die la d non può mai passare per il 
punto comune a due delle a, 7>, a). Quest’equazione rappre
senta dunque la cubica generale, ed in essa X si esprime 
facilmente come funzione del birapporto delle quattro tangenti 
condotte alla cubica da un suo punto. La riduzione accennata 
riesce impossibile se le tre tangenti a, 7>, c passano per un 
punto; ma, come vedremo nel Libro terzo, ciò porta che la 
cubica sia equianannonica e che la retta d appartenga ad un 
particolare trilatero in rapporto ad essa; così la riduzione 
all’ anzidetto forma canonica riesce ancora possibile partendo 
da una delle altre nove rette di Mac-Laurin.

D’altra parte l’equazione

x ^  —|— x .^  — x,,^ q- h  x ^ x . ,x ^  0 ,

dipendente dal sistema delle coordinate (8 costanti arbitrarie) 
e dal parametro fc, rappresenta pure una forma canonica a 
cui può ridursi la cubica generale. H esse (l) deduce la possi
bilità di tale riduzione da questo computo di costanti, che riesce 
legittimo ove si riconosca che la riduzione stessa è possibile 
soltanto in un numero Imito di modi. Infatti è facile verificare 
che la cubica così rappresentata ha come flessi le intersezioni 
colle rette del trilatero fondamentale: æ4= 0, œ2 =  0, æ3 =  0, 
cioè i novi punti:

( o, 1, - 1 ) ( 0, 1, -  *) ( 0, 1, -  V)
( -  e*, 0, 1) ( - 1 , 0, 1) (— e» 0, 1)
( 1, 0) ( 1, -“ E 1 0) ( 1, - 1 , 0),

dove s designa una radice cubica dell’unità.
Nel Libro terzo insegneremo a fare effettivamente la ridu

zione accennata, partendo dai quattro trilateri formati dalle 
dodici rette di Mac-Laurin, e ne svilupperemo le conseguenze, 
approfondendo lo studio del fascio sizigetico di cubiche che 
si ottiene dall’equazione precedente al variare di 7c.

(l) Journal fiir Math., Bd 28, pg*. 90.
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23. Il genere d’una curva e la sua invarianza per tra
sformazioni quadratiche. — Nel seguito, salvo avviso in con
trario, ci riferiremo sempre a curve dotate di singolarità 
elementari.

Le formule 7) e 8) o 9) del § 15, che sono duali di se 
stesse, definiscono ciascuna un carattere della curva che coin
cide col suo duale; il più importante è il carattere definito 
dall’ultima formula, che si chiama g e n e r e  d e l l a  c u r v a , cioè il 
numero :

(n — l)(n — 2) „ (m — l)(m — 2)1) 2> =  - — -9----- J — o — n =  y--------^ —£ £

che — pei‘ una curva dotata di punti r-pli ordinari — vale

_( n  — l)(n — 2) ìlr(r — 1 )
1>— ÿ 2 '

Introducendo il ..genere, la classe m  di una curva viene 
data dalla relazione

2) m — 2n-\- 2p — 2 — li,

come si vérifìca immediatamente. La relazione 2) si può enun
ciare in ama forma più semplice, che mette in evidenza il 
s i g n i f i c a t o  c a r a t t e r i s t i c o  d e l  g e n e r e  p .  A tale scopo ricordiamo 
che i punti di una curva nell’intorno di una cuspide appar
tengono a un solo ramo; ogni retta che vada alla cuspide 
ha due intersezioni infinitamente vicine con un ramo della 
curva, e quindi può essere considerata come tangente a un 
ramo della curva (L. 1°, § 11). Allora possiamo dire che le  

t a n g e n t i  a  r a m i  d e l l a  c u r v a  passanti per un punto s o n o  in 
ogni caso :

2n +  2p —2 .

O s s e r v a z io n e .  Questo risultato si estende senz’altro al caso 
che la curva possieda un punto r-plo a tangenti distinte; 
ma vale la pena di notare che ancora le  r e t t e  p e r  i l  p u n t o  

r - p l o  t a n g e n t i  a l t r o v e  a  r a m i  d e l l a  c u r v a  s o n o

2v + 2p — 2 ,

designando v =  n — r il numero delle intersezioni variabili 
della curva con una retta generica per il punto multiplo.
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dell’analisi del § 16 si è riconosciuto che il carattere p  

non può diventare negativo per le cubiche e quartiche irri
ducibili. Ora possiamo dimostrare in generale che:

I I  g e n e r e  d i  u n a  c u r v a  i r r i d u c i b i l e  n o n  p u ò  e s s e r e  n e g a 

t i v o ,  cioè il numero s  ( =  3-j-fc) dei punti doppi di una curva
irriducibile d’ordine n, vale al massimo —— .

Si abbia una curva /  dotata di

(» — ])(» —2)
2

(o più) punti doppi : dimostriamo che essa è riducibile. Infatti
esiste certo almeno una curva, epn_4, d’ordine n — 1, passante

.. (n — l)(n — 2)per quegli ------- -̂-------- 1- 1 punti doppi e per altri

( * - ^ « + 2) _ +  =  2(I( _ 1) +  1 =  2„ _  ,  

punti semplici d i/; allora le due curve/e <p„_x s’intersecano in

s l f c f c i  +  l) +  2» -  1 =  ,,(« -  1) +  1

punti, e quindi hanno una parte in comune: la curva /  è 
r i d u c i b i l e .  c. d. d.

Abbiamo visto che un punto r-plo, a tangenti distinte, 
va computato nelle formule di P lu c k e r  come equivalente 

t (t  —  1)a —— punti doppi: perciò un tal punto r-plo diminuisceZi

il genere di r(r — 1) 
2 Ora i l  g e n e r e  d i  u n a  c u r v a  i r r i d u c i b i l e

c h e  p o s s e g g a  p u n t i  r - p l i  ( r  >  2) v a le  s e m p r e  p  >  0. Infatti si può 
ripetere la dimostrazione precedente nell’ipotesi che /  pos- 
segga punti di molteplicità >  2, obbligando la yn—L a pas
sare r — I voi te per ogni punto r-plo.

Si può dimostrare che esistono curve (irriducibili) d’or
dine n aventi il massimo numero di punti doppi

{n — 1)(h— 2)
2
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e quindi il genere =  0. A tale scopo basta valutare il 
numero dei punti doppi di una curva razionale,, cioè di una 
curva rappresentata parametrieamente mediante due funzioni 
razionali

3)
\ X = r p ( t )

( V =  ’Ut),

in guisa die i valori di t corrispondano biunivocamente ai 
punti della curva. Per semplicità supporremo che 9, <l> siano 
funzioui razionali fratte d’ordine n aventi il denominatore 
comune:

<p(0 Viti)
VsW! m  = v*(t)

(caso a cui si può sempre ridurre la rappresentazione para- 
metrica precedente). Allora la curva 3) è d’ordine a, giacché 
l’equazione che fornisce le intersezioni di essa con una retta

\e
ax +  bìf +  c — 0

-+- Sep.,(t) - f  CCp.,(t) =  0 .

La curva 3) possiederà un punto doppio in relazione ad 
ogni coppia di valori di t: £i? L, a cui corrispondono i mede
simi valori finiti di x, ?/; cotesto inulto sarà un nodo se e t2 
sono distinti, giacché ai due intorni di tL e t2 corrisponde
ranno i due rami della curva per il punto doppio, nel caso 
limite in cui t l e t2 divengano infinitamente vicini si otterrà 
una cuspide.

Ciò posto la ricerca dei punti doppi della curva 3) con
duce a determinare le coppie di punti, appartenenti alla retta £,
che sono coniugati insieme rispetto alle due ql :?»

?3(t) =  ?/>

le quali g1 hanno comune il gruppo dei poli di x, y: y3(t) =  0 
(cfr. § 3).n

Le coppie comuni a due gl sopra una retta sono formate 
dai punti uniti della corrispondenza [(n — l)3, (n — 1)2J che 
si ottiene come prodotto delle corrispondenze [(jj — 1), (n — 1)]
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defin ite  da lle  due in v o lu z io n i. Si h an n o  2 (n — l ) 2 p u n ti u n iti, 
e perciò

( « - i r

cop p ie  di p u n ti com u n i a d u e g1 ; m a p o ich é  n e l n ostro  caso  

queste g1 p o sseg g o n o  un Q„ a com u n e, cu i corrispondono valori 

in fin iti di x e //, d efa lch erem o  dal num ero p reced en te  il n innerò

—— d e lle  co p p ie  fo rm a te  co l Gn, ed  o tterrem o così 2
(n — l)(n — 2)

. 9

coppie, in generale distinte dalle precedenti, cui corrispon
deranno altrettanti punti doppi della curva 3). (II caso in cui 
una delle coppie trovate non sia propriamente fuori del Gn 
porta che qualcuno dei punti doppi della curva 3) se ne vada 
all’infinito: nel caso generale i punti all’infinito non sono 
doppi per essa).

'Riassumendo: le curve razionali il9 ordine n posseggono il

massimo numero di punti doppi: ■—---— —̂ — ; naturalmente
questi possono essere assorbiti da punti di maggiore molte
plicità, restando sempre il genere p =  0. Così accade, per es., 
per una curva d’ordine n dotata di un punto (n — l)-plo, 
quale è la

anxn ....
y = ^ + - : . . .  +  6n - /

Qui le due gl , da considerare sulla retta £, sono

_ 60 tn~ L -f- .... b7i—t ____  a0tn -h an
X _  M ,T=r+  .... -+- ’ J ~  'K tn- 1 H- .... H- 6 „ _ 1 ’

, (n — l)(a — 2) . . ~e le ------ ^------ - coppie comuni — tolto il Gn comune2
b0tn~L H- •••• -+- &n—i =  0 , t — oo — sono ancora le coppie 
estratte dal 6rn_ A:

b0tn~~L H- .... +  i === fi?

che insieme ad un t qualunque forma un gruppo della 
prima gl e insieme a t =  un gruppo della seconda; a
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codesto Gn_ i corrisponde sulla curva il punto y =  00 dell’asse ?/? 
che è (r — l)-plo per la curva stessa.

Ora, riassumendo i resultati ottenuti: il genere di una 
curva irriducibile si può definire come il numero dei punti \
doppi che le manca per raggiungere il massimo compatibile ;
col suo ordine. # j

L’importanza fondamentale del genere, nella teoria delle \ 
curve, è in rapporto con la sua invarianza per trasformazioni j 
biunivoche (della curva o dei piano), che avremo luogo di 
riconoscere in seguito. c ■

Dimostriamo intanto il
Teorema: I l genere di ima curva algebrica piana è inva

riante per trasformazioni quadratiche, e più precisamente, 
limitandoci qui al caso più semplice: se due curve dotate 
soltanto di punti doppi o multipli a tangenti distinte, si cor- | 
rispondono in una trasformazione quadratica del piano, le ! 
due curve hanno lo stesso genere.

Infatti si supponga dapprima che la trasformazione qua
dratica possegga punti fondamentali distinti: ABC nel primo 
piano e A'B'C' nel secondo (cfr. L. 1°, § 17). I lati del trian
golo fondamentale ABC dovranno supporsi non contenere 
punti multipli della /  fuori di A , 23, (7, altrimenti, come si 
vede facilmente, la curva trasformata/' possiederebbe singo
larità straordinarie. La f  sia d’ordine n e passi per A , 23, C 
con le molteplicità rn r,, r3. Alla curva/, che sega le coniche 
per A, JB, C in 2n — (rL A-r2-\~r:i) punti variabili, corrisponderà 
nel secondo piano una curva / '  d’ordine 2n — (r£ ~h r2 ~h r3) ; e 
poiché /  sega la retta AB in n — (r* A- r2) punti fuori di A, B1 
l a / '  passerà per C' con la molteplicità n — (ri +  r2), e così pas
serà per B \ con le molteplicità n — (r2H-r3) e n — (rLA--r3); 
ogni altro punto i-plo di /  fuori di A, 2B, 6y, si trasformerà 
evidentemente in un punto i-plo (parimente ordinario) per / '.
Allora i due generi di /  e / '  risultano uguali, come viene 
indicato dalla seguente uguaglianza

(n — l)(w — 2) y  r(r — 1) y  i(i — 1)
2 Z  ' 2 Zi 2

=  (2 n — 2r — l)(2n — Sr—2) S n — (rh A- rk) j j n — ( rh -h rhA-l){ —1)
2 2
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Ora il teorema si estende al caso in cui la trasforma

zione abbia punti fondamentali infinitamente vicini.
Brevemente la conservazione del genere si può fondare in 

tutti i casi sull’osservazione che vi sono nei due piani due 
fasci di rette A , A' che si corrispondono, per modo che alle 
tangenti per A corrispondono le tangenti per A' : designando 
con ri il numero delle intersezioni variabili delle rette per A 
con /, sarà ancora ri il numero delle intersezioni variabili delle 
rette per A' con / ',  e quindi indicando con p , p i generi delle 
due curve si avrà — per quanto abbiam visto innanzi —

2ri A -2p — 2 — 2ri A- 2p — 2 ,
da cui

1> =  P-

Osservazione. La prima dimostrazione cade in difetto se 
la curva /  possiede un punto i-plo (i >  1) sopra una retta 
fondamentale, per esempio sulla BC, giacché allora non vi è 
un punto proprio della / '  che gli corrisponda; ma in tal caso 
la /  non possiede più in A' un punto ) n — (r2 r3) ( -pio
ordinario, giacché vi sono i tangenti di esso che coincidono 
in una retta avente un contatto \n  — (r2-f-r3)-M ( -punto; ed 
è naturale di dire che la / '  possiede allora un punto i-plo 
(improprio) infinitamente vicino al punto multiplo A'. Se si 
tiene conto di questo nella valutazione del genere di il 
teorema di invarianza resta ancora verificato. Ciò risulta anche 
dalla seconda dimostrazione, ove si supponga estesa la defi
nizione del genere in guisa che valga sempre la formula che 
dà il numero delle tangenti (a rami) per un punto qualsiasi. 
Ma basti qui avere accennato ad un argomento che si rife
risce alla teoria generale delle singolarità superiori. (Cfr. L. 4°).

Nota storica. Il concetto del genere p di una curva pro
viene dalla teoria delle funzioni abeliane. Contenuto solo 
implicitamente nella memoria di A bel sulle trascendenti che 
da lui prendono nome, compare nella teoria di R iemann (1857) 
come numero capace di definire la connessione della super
ficie che offre una rappresentazione reale dei punti reali e 
complessi della curva. (Cfr. Cap. III). Nelle lezioni sulla teoria 
delle funzioni abeliane di W eiekstrass (1863-69) quel numero 
viene introdotto attraverso considerazioni algebriche e desi
gnato col nome di rango.
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C le b sc h  riattaccandosi alle ricerche di B fem ann, in una 
nota dèi « Journal fiir M atliem atik », (/) (1803), rilevava la 
grande im portanza del numero p ,  che compare nel com puto  
delle ( 2 n ~ \ - 2 p — 2) tangenti condotte ad una curva d’ ordine 
m  - h  n  per un punto m-plo, e, avvertendo che esso costitu isce  
un carattere invariante per qualsiasi trasform azione Irrazio
nale della curva, ne traeva anche una dim ostrazione trascen
dente della terza form ula di P lu c k e r .

Più tardi O leb sch  (3) stesso osservava che « in luogo di 
dividere le curve secondo gli ordini, facendo delle sottod iv i
sioni in rapporto al numero dei punti doppi, si possono divi
dere in g e n e r i , secondo il valore del numero p  » . D a ciò è 
venuto il nom e di g e n e r e  con cui il numero p  viene com u
nem ente designato fin dalla seconda nota sulle trasform azioni 
del C rem ona (3), 1865. O a y le y  (4) alla m edesim a epoca occu
pandosi della classificazione delle curve in ordine al numero j>, 
lo designava col nom e di d e f i c i e n z a  (deiìciency, defect) per 
riguardo al fa tto  che esso esprim e il num ero dei punti doppi 
che m anca a una curva d’ordine n  per averne il m assim o. 
Qui g iova avvertire che il teorem a sul m assim o num ero dei 
punti doppi che può avere una curva irriducibile d’ ordine ?*, 
fu riconosciuto fino da M a c-L a u r in  (Geom etria Organica, 
pag. 137): C le b sc ii ha dim ostrato poi (1864) che le curve  
per cui è raggiunto il m assimo sono le curve razionali.

L’ im portanza fondam entale del genere deriva appunto  
dalla accennata invarianza rispetto a trasform azioni birazio- 
nali, ed appare nello studio della così detta geom etria sopra 
la curva (L. 5°).

24. Nota sul genere della corrispondenza e sul discrimi
nante delle funzioni algebriche. — L’ invarianza del genere  
per trasform azioni quadratiche esegu ite sulla curva

f{xy) =  0 ,

va m essa in relazione colla circostanza che il genere si può 
definire non soltanto come un carattere della curva, m a anche

l1) Bd. 68.
(2) Journal flir Mathematik, Bd 64, pag. 43.
(3) Opere, tomo H, pag. 218.
(4) Papers VI.
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come mi carattere della corrispondenza rappresentata dal- 
l’equazione f(xy) =  0, (cfr. L. 1°, § 17).

Consideriamo l’equazione algebrica

come equazione di una corrispondenza [m, n \ e supponiamo 
dapprima — per semplicità — che questa corrispondenza sia 
generale, nel senso che al punto all’infinito di ciascuna retta 
corrisponda sull’altra un gruppo di punti propri e distinti, 
caso a cui ci si può sempre ridurre con una conveniente 
trasformazione proiettiva su una delle variabili. Immagine 
della corrispondenza sarà allora una curva / m+n, d’ordine 

che avrà come ji-plo il punto dell’infinito, A, del
l’asse x e come m-pio il punto all’infinito, B , dell’asse y .

Ricerchiamo i punti critici x a cui corrispondono due y 
coincidenti. Questi punti sono dati dalle tangenti condotte 
per B  alla curva, e sono precisamente 22)

2n-\-2p— 2 ,
dove

— !)()» +  « -  2) m(m — 1) n(n — 1) , . _p = v-------------^------------ - ------~ ----i ----^ — - == mn — (m +  n) +  1

designa il genere della corrispondenza, ossia il genere della 
curva / w+n, che si suppone priva di punti multipli fuori 
di A , B.

Similmente vi sono
2 m 2p — 2

punti critici y a cui corrispondono due x coincidenti.
Suppongasi ora che l a / WH_n possegga un nodo 0 =  (xoy0), 

le cui tangenti principali non siano parallele agli assi. Il 
punto x0 figura, contato due volte, come un punto critico sulla 
retta x perchè la retta BO conta due volte come una tan
gente impropria della curva. (Cfr. § 18).

Vi è però una sostanziale differenza fra un tale punto x0 
e un punto critico x{ corrispondente a una tangente propria 
de lla /m_hM per B. Infatti nell’intorno del nodo 0 la curva 

è costituita da due rami lineari che possiamo sostituire 
con le loro tangenti, così come possiamo sostituire con le
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rispettive tangenti i rami relativi ai restanti n — 2 punti 
omologhi di a0; ciò significa che la corrispondenza (xy) può 
essere rappresentata approssimativamente, nell’ intorno del 
punto x01 come la somma di n proiettività, due delle quali 
fanno corrispondere ad x0 il medesimo y0 (l’approssimazione 
vale a meno di infinitesimi del second’ordine). Invece per 
l’intorno del punto critico xi (cui sono associati due y { coin
cidenti) la corrispondenza (xy) non si lascia più decomporre 
in n corrispondenze [1, 1] approssimativamente proiettive, ma 
soltanto in n — 2 corrispondenze siffatte e in una corrispon
denza [1, 2] irriducibile; invero i due punti che corrispondono 
a un punto x di codesto intorno risultano (approssimativa
mente) coniugati in un’ involuzione che ha come punto 
doppio yn e l’impossibilità di distinguere in questa la proiet
tività difetta dalla inversa significa appunto l’impossibilità 
di distinguere due rami della funzione y(x). Si può costruire 
l’involuzione anzidetta considerando la parabola osculatrice 
a lla /mVn Rei punto (a^yj : su questa parabola le rette æ =  cost. 
segano un’involuzione, che si proietta ortogonalmente sul
l’asse y, nell’involuzione anzidetta.

Un punto critico x0, nell’ intorno del quale (come per un 
punto generico) la corrispondenza (xy) si decompone in n cor
rispondenze [1, 1], si dice un punto critico apparente, mentre 
un punto critico xn nel cui intorno la corrispondenza (xy) si 
decompone in n — 2 corrispondenze [1, 1] e in una corrispon
denza [1, 2] irriducibile, si dice punto di diramazione ; in questo 
intorno due valori della funzione algebrica y(x) non sono 
funzionalmente distinti, perchè si permutano l’uno coll’altro 
quando si compie un giro della variabile complessa x avvol
gendo il punto di diramazione xr (Cfr. L. 1°, § 11).

Ora suppongasi che la curva / m+w possegga S nodi (oltre 
i punti multipli A, B) ; il suo genere, cioè il genere della cor
rispondenza, varrà

p =  mn — (m +  n) q- 1 — 8,

e il numero dei punti di diramazione sarà ancora, per la cor
rispondenza (x9 y)

2 n -h 2p — 2, 

e per la corrispondenza inversa (y, x)

2m -\-2p — 2.
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I punti critici della corrispondenza (x} y) sono rappre

sentati complessivamente annullando il discriminante della 
funzione algebrica y(x):

Mx) =  \l(yi - y h), 
che è il resultante delle due equazioni

firn =  o
e

df
dx __ dy _ 0
dy df - u

dx

(la quale esprime che l’equazione x(y) =  x ha ima radice 
doppia). Ora fra le radici di A(x) =  0 vengono a comparire,
oltre i punti x per cui propriamente — =  0 —̂ — 0, —

dx /df df \anche quelli per cui è indeterminato =  ^  =  giacché
dx— nel calcolo del discriminante A — all’equazione — — 0

dfsi sostituisce ~  =  0. I punti della prima specie sono i punti
di diramazione della corrispondenza (xy\ rappresentati com
plessivamente dall’annullamento di un fattore AA(a;) di A(x); 
l’altro fattore, che è un quadrato perfetto A22(x), rappresenta 
i punti critici apparenti, ciascuno dei quali assorbe due radici 
dell’ equazione A(x) =  0.

Nelle ipotesi fatte (corrispondenze ordinarie) il discrimi
nante A(x) di y(x) si decompone nel prodotto

A ^  — àfxìk.six),

per modo che le equazioni Aa(æ), A2(x) =  0 di grado 2?H -2j)— 2 
e mn — (m +  n) +  1 — p rappresentano rispettivamente i punti 
di diramazione e i punti critici apparenti della corrispon
denza (x, y); il fattore Aa(.t) ha ricevuto ^a K ro n eck er  (a) 
il nome di fattore essenziale del discriminante.

Per la corrispondenza [m, n] più generale si ha 
p — mn — (m n) -|- 1, e A2 si riduce di grado zero; le corri-

(A) Accademia di Berlino, 1862.

F. ENRIQUES 19
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spondenze per cui A2 è di grado o sono caratterizzate da 3 condi
zioni (non lineari) fra i coefficienti di / ,  le quali si ottengono 
imponendo all’equazione A (ri;) di possedere 3 radici doppie, 
cioè 3 radici comuni con la sua derivata. Ma queste condi
zioni non corrispondono soltanto al sistema 2 delle curve f  
dotate di 3 nodi, bensì anche al sistema 2' delle/'per cui una 
parallela all’ asse y riesce tangente doppia o di flesso. 
Per staccare il sistema 2 dal sistema 2', basta aggiungere 
alle 3 condizioni sopra espresse, la condizione che sia (non

df dfsoltanto =  0 ma anche) J~ =  0, in tutti i punti di /  corri-3 y dx
spondenti alle radici doppie di A(æ) =  0.

Per la curva generica del sistema 2 le radici di A1(^)==0 
e quelle di A,(:r) =  0 risultano semplici e distinte fra loro. 
Ma se facciamo variare la corrispondenza, mantenendo ferme 
le condizioni caratteristiche del sistema 2 e senza che la 
curva acquisti nuovi punti multipli, si possono ottenere varie 
particolarizzazioni :

1) Aa(æ) =  0 può acquistare una radice multipla, d’or
dine i, che non coincida con una radice di A/æ) = 0,

Il caso più notevole a cui si è condotti in tal guisa è 
il punto di diramazione x (V ordine /, a cui corrispondono 
i-h l. punti y coincidenti. La curva f(xy) =  0 possiede una 
taugente (i-hl)-punta parallela all’ asse y. Nell’ intorno del 
punto x la corrispondenza (xy) si decompone in a — (i -b 1) 
corrispondenze [1, 1] e in una corrispondenza irriducibile 
[1, i-b l] . La considerazione della parabola d’ordine i -\-1 
osculatrice alla curva permette di riconoscere che gii i - h l  
punti y associati ad un x in codesta corrispondenza possono 
ritenersi approssimativamente come jmnti di un ciclo di 
una proiettività d’ordine H - 1; la dimostrazione di ciò è  

ovvia ove si ricordi clic una gl sopra la retta y è ciclica
(§ 8) se jiossiede due punti (i-hl)-pli (nel nostro caso dal
l’esistenza d’ un punto (i +  l)-plo proprio e dalla non esistenza 
di altri punti doppi propri, si concluderà all’esistenza di un 
secondo punto (i -h p-plo all’ infinito ecc.).

Una radice i-pla di A /^ ^ O , che non coincida con una 
radice di à2(x) — 0, corrisponderà in generale alla sovrappo
sizione di più (s) punti di diramazione, d’ ordine



CAPITOLO II 291
dove

cioè sarà data da ima retta parallela all’asse y clie tocchi la 
f(xy) =  0 in s punti, con contatti d’ordine in i2....is.

2) A2(æ) =  0 può acquistare una radice multipla, che 
non coincida con una radice di Ai(:f) =  0.

Ciò accade p. es. se la f(xy) =  0 possiede un punto r-plo, 
il quale, assorbendo r(r—1) tangenti improprie parallele all’asse
(come ---- xmnti doppi), corrisponde ad una radice almeno
r(r —

2
1)pia di Ao(v) =  0; ma tale radice può anche resultare

di molteplicità superiore, ove si ammettano punti multipli 
particolari con tangenti coincidenti; infatti la radice stessa

r(r — 1) s(s — 1) diviene multipla d’ordine ------------1——-— - (s < r)  se al
punto r-plo della curva si fa avvicinare indefinitamente un 
punto .9-plo, senza che aumenti al limite la molteplicità r del 
primo (e senza che si confondano ivi altri punti critici).

3) A1òc) =  0 e A,(.f) =  0 possono acquistare radici comuni. 
La sovrapposizione d’un punto di diramazione ad un punto cri
tico apparente dà luogo a varii casi. Anzitutto può accadere 
che un punto doppio (o multiplo) della curva f(xy) =  0 si trovi 
accidentalmente sopra una tangente propria parallela all’asse?/ 
(posizione particolare degli assi). Ala più notevole è il caso 
in cui la curva possegga un punto doppio (o moltiplo) in cui 
si confondono due (o più) rami della y(x), permutali tisi per 
ui? giro della variabile x nel piano complesso. L’ esempio 
elementare di ciò è offerto dalla cuspide (cfr. L. 1°, § 11), 
che corrisponde appunto alla sovrapposizione d’un punto di 
diramazione semplice della corrispondenza ad un punto critico 
apparente (radice semplice di A.,(x) — 0).

Le corrispondenze f(xy) =  0 che nascono così — come 
limiti di corrispondenze ordinarie — conducono ancora a una 
decomposizione del discriminante

e ad una analisi dei punti crìtici definiti come sovrapposi
zione di punti critici apparenti e di punti di diramazione (di 
ordine >  1).
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Si può chiedere se un punto critico di una corrispon- 
denza f(xy) =  0 si lasci sempre definire in tal guisa, e se 
quindi possa aversi sempre la separazione di una parte essen
ziale del discrim inante: a questa domanda si può dare una 
risposta afferm ativa sulla base di una analisi approfondita  
dalle singolarità delle curve (L. 4°).

Osservazione. Se si fa il prodotto delle corrispondenze (yx) e 
(xy\ staccando il fattore identità, cioè se si considera sopra 
la retta y  la corrispondenza fra i punti che hanno sopra la x un 
m edesim o om ologo, questa corrispondenza [ m ( n — 1), m ( n  —  1)] 
possiede 2m n  — 2 m  coincidenze, le quali corrispondono ai punti 
critici radici della A(o;) =  0; figurano com e coincidenze doppie  
i 8 punti critici apparenti su y, che sono om ologhi di punti 
critici apparenti sulla x ,  e come coincidenze sem plici 2n-\-2p — 2 
punti, om ologhi dei punti x  di diramazione.

25. Serie sem plicem ente in fin ite di c u r v e .— Si consideri 
una serie algebrica sem plicem ente infinita )6yJ?, (d i curve alge
briche piane, G m  d’ordine n ,  generalm ente irriducibili : secondo  
D e  J o n q u iè r e s  (M si dice indice della serie il num ero fx delle  
curve di essa che passano per un punto generico del piano.. 
C h a s le s  (~) ha introdotto, accanto a questo num ero, una 
seconda caratteristica della serie, cioè il carattere duale v, 
che designa il numero delle curve (7„, tan gen ti a una retta  
generica.

A  prima vista appare che il numero v possa definirsi per 
mezzo di jx, w, nel modo seguente.

Consideriamo una serie ) C n [ affatto generale d’indice {x; 
segando con una retta generica si ottiene una serie d’ indice g 
di gruppi di n punti, che dà una corrispondenza sim m etrica  
[[x(w — 1), |x(a — 1)], dotata di

v =  2>x(a — 1)
coincidenze.

Ora, per il ragionam ento duale, si è condotti ad am m et
tere che anche (x possa esprimersi con la stessa form ula per 
mezzo di v e della classe m delle Cn \

[x =  2v(wi — 1),

(fi Journal de Mathématique, serie IP, tomo 6 (1861).
(2) Comptes Rendus, Acad, des Sciences de Paris, tomi 58-59 (1864}u
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Se le Gn sono curve generali del proprio ordine, si lia

m =  n(n — 1),
donde seguirebbe

|jl =  4g(w — 1) ) n ( n  — 1) — 1 ( !

Questa conclusione è evidentemente assurda; ma le appa
renti contraddizioni che qui s’incontrano, già nel caso più 
semplice delle serie di coniche, si spiegano tenendo conto 
delle curve degeneri, come ha indicato il Orlmoxa nelle sue 
note « Sulla teoria delle coniche » del 1863-64 (1). Così il 
precedente paradosso si spiega mediante le considerazioni 
seguenti.

Quando si valuta v col metodo precedente, figurano come 
curve (7„, tangenti ad una retta, le eventuali curve degeneri 
contenenti una parte multipla, che si trovino contenute nella 
serie, e in particolare le On che eventualmente degenerino 
in guisa che si stacchi da esse una retta contata due volte. 
Ora l’esistenza di tali curve degeneri entro )G11[ costituisce, 
per la serie delle curve d’ordine n, una condizione particolare; 
ma, se le Gn non sono suscettibili di degenerare come luogo, 
degenereranno certo come inviluppo, e dalle curve della serie 
dotate di un punto doppio (o di un punto doppio in più 
che la curva generica), si staccherà appunto un fascio di rette 
contato due volte: la serie di curve, generali dal punto di 
vista del piano punteggiato, diventa particolare, considerata 
come una serie di curve-inviluppo, entro il piano rigato.

Ciò posto dovremo valutare il carattere v escludendo le 
curve della serie che sono impropriamente tangenti ad una 
retta.

Data una serie co1 di curve G, d’ordine n e di classe m, 
dotate di singolarità elementari, supporremo che la serie )C[ 
contenga :

d curve, irriducibili come luogo, dotate di un punto 
doppio in più della G generica, le quali degenerano come 
inviluppo staccandosi il fascio col centro nel nuovo punto 
doppio contato due volte;

t curve, irriducibili come inviluppo, possedenti una tan
gente doppia in più della G generica, le quali degenerano

(!) Cfr. Opere, tomo 2°, pag. 82-95.
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come curve-luogo staccandosi la nominata retta contata due 
volte.

Supponiamo die i numeri t e d vengano valutati contando 
le curve degeneri della serie j<7(, ciascuna secondo la molteplicità 
con cui essa figura fra le curve impropriamente tangenti ad 
una retta, cioè contando come s curve degeneri una C (de
genere come luogo o inviluppo) a cui siano infinitamente 
vicine s — 1 curve degeneri della medesima serie. Quest’ultima 
definizione è suscettibile di assumere un significato analitico 
preciso, che ci limiteremo a spiegare nel caso che le C non 
abbiano punti doppi: in questa ipotesi le C dotate di punto 
doppio si ottengono annullando il discriminante', ciò che darà 
una equazione di un certo grado d ; una C dotata di punto 
doppio sarà da contare s volte se corrisponderà a una radice 
s-pia di codesta equazione.

I numeri t e d essendo valutati nel modo anzidetto avremo 
le formule fondamentali :

I V =  2(1(11 — 1 ) -  t 
J ì |i =  2y(i» — 1)— A

le quali permettono anche di esprimere (j, v, in funzione 
di r, m, t, d.

Xella pratica queste relazioni riescono particolarmente 
utili trattandosi di serie di curve, definite in vario modo, di 
cui non si conoscono le caratteristiche [*, y, giacché le curve 
degeneri della serie si lasciano trovare assai facilmente. Ma 
la difficoltà del procedimento consiste nella valutazione degli 
ordini di molteplicità che spettano a queste curve degeneri.

Ad illustrare la varietà dei casi cui tali molteplicità 
possono effettivamente condurre, valgono gli esempi più sem
plici relativi ai sistemi di coniche.

Consideriamo i sistemi oo1 di coniche definiti dalle condizioni 
elementari di passare per punti dati e di toccare rette date; 
supporremo sempre che i punti e le rette in questione siano 
elementi generici del piano. Le condizioni anzidette condu
cono a considerare cinque sistemi che, tenuto conto del prin
cipio di dualità, si riducono a tre con coppie di caratteristiche 
essenzialmente diverse.

ìsToti teoremi di Geometria proiettiva (A) permettono di

(fi Cfr. Enriques. G. Proiettiva, §$ 65-71.
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determinare le caratteristiche [x, v, di questi sistemi; i numeri 
t, d restano definiti dalle formule :

v =  2|Jt —  £, [x =  2y —  d.

I sistemi anzidetti saranno i seguenti:
1) (ABCJE) =  sistema delle coniche passanti per quattro 

punti A , B, G, E:

[a =  1, v =  2, t — 0, =  3;

2) (ABCe) =  sistema delle coniche passanti per tre 
punti A , B, G, e tangenti a una retta e:

[x =  2, 7 =  4-, Z =  0, d =  6 ;

3) (ABce) =  sistema delle coniche passanti pei' due punti 
A, B e tangenti a due rette c, e:

[t:—; 4, v — 4:, t — 4, d — 4.

Il sistema 1) contiene effettivamente tre coniche dotate 
di un punto doppio (riducibili a coppie di rette), le quali 
dunque contano con la molteplicità 1.

Il sistema 2) contiene effettivamente tre coniche dotate 
di un punto doppio, riducibili alle coppie di rette che vengono 
costituite da un lato del triangolo ABC e dalla retta che 
congiunge il vertice opposto all’ intersezione di quello con 
la retta e\ codeste tre coniche figurano dunque nel sistema 
con la molteplicità 2.

Il sistema 3) contiene una conica dotata di punto doppio, 
cioè riducibile — come luogo — alla coppia delle rette proiet
tanti i punti A, B dal punto ce, ed una conica dotata di 
tangente doppia, cioè riducibile — come inviluppo — alla 
coppia dei punti segati sulla AB dalle c, e (la quale si riduce 
come luogo alla retta AB  contata due volte); pertanto le due 
coniche anzidette contano ciascuna nella valutazione dei nu
meri t, rZ, secondo la molteplicità 4.

Nota. Yale la pena di vedere in qual modo la conside
razione dei sistemi elementari di coniche 1), 2), 3) permetta 
già di trattare il problema generale che ha per oggetto la 
determinazione delle caratteristiche jj,, v spettanti al sistema
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delle coniche che toccano quattro curve date (A). Sieno 
7;,, Al, 7̂  quattro curve piane degli ordini un n2, na, n4 

e delle classi mn m2, m.,, m4, collocate nel piano in posizione 
affatto generale. Le co1 coniche che toccano le quattro curve, 
formano un sistema S le cui caratteristiche p, v si lasciano 
determinare in funzione delle coniche degeneri appartenenti 
al sistema, nel modo seguente.

Consideriamo anzitutto le coniche di S  che hanno un 
punto doppio, cioè che sono riducibili — come luogo — a una 
coppia di rette; esse si ottengono in tre modi:

I) Coniche costituite da una tangente comune a due 
curve le, per esempio hL e 7;.,, e da una tangente comune alle 
altre due (Al, Al).

II) Coniche costituite da una tangente comune a due 
curve 7v, per esempio a A-, e Al , e da una tangente condotta 
ad un’altra curva Al da un punto comune alla retta nominata 
e alla curva A*4.

I li)  Coniche costituite dalle tangenti condotte a due 
curve, per esempio e Al , da un punto comune alle altre 
due (A’a, 7ììJ.

Le coniche I) contano nel numero d, relativo a $, con 
la molteplicità 1. Per dimostrarlo consideriamo una tangente 
comune alle curve e Al, i cui punti di contatto vengano 
designati con A , B, e una tangente comune alle Al e Al, coi 
punti di contatto O, E . Una conica del nostro sistema, tan
gente alle 7c4, Al, Al, 7r4, la (piale sia vicina alla conica costi
tuita dalle rette AB  e CE, si può sostituire, a meno di infini
tesimi d’ordine superiore, con una conica del fascio (ABCE). 
Allora la molteplicità che appartiene alla nostra conica ridu
cibile, per riguardo al sistema #, sarà data dalla molteplicità 
analoga relativa al fascio (ABCE)} infatti la determinazione 
delle molteplicità anzidetto, che — per ciascun sistema — 
si riconduce al calcolo delle molteplicità spettanti alle coin
cidenze di una corrispondenza in un fascio di raggi, si può 
fare applicando la regola di Zeuthen, la (piale consente di 
sostituire un caso all’altro, giacché ciò equivale a trascurale, 
nel computo dégli ordini di infinitesimo, degli infinitesimi 
d’ordine superiore.

In modo analogo si prova che le coniche II) contano

P) Z e u t h e n . Nouvelles Annales de Math., 1866.
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nel numero d, relativo a 8, con la molteplicità 2. Infatti si 
designino con A e J3, i punti di contatto di una tangente 
comune alle hL e 7b, con E  un punto comune alla retta AB e 
alla curva le{, con e la tangente nel detto punto alla leA, e 
con C il punto di contatto di una tangente condotta per E  
alla le,. Sostituiamo alla curva leA, considerata nell’ intorno del 
imnto E , la sua tangente e. Allora le coniche di S vicine alla 
coppia di rette AB, CE, si possono ritenere — a meno di 
infinitesimi d’ordine superiore — come appartenenti al sistema 
(ABCe), cioè passanti per i tre punti ABC e tangenti alla 
retta e; con ciò siamo ricondotti all’analisi del sistema ele
mentare 2).

Finalmente le coniche III) contano nel numero d, rela
tivo a 8, con la molteplicità 4. Infatti si considerino due 
tangenti alle le2, nei punti A, B, le quali si incontrino 
in un punto 0 comune alle 7i-3, 7»<4; sieno c, e le tangenti alle 
due curve in 0. Allora le coniche di 8  vicine alla coppia di 
rette AO e BO, si possono ritenere — a meno di infinitesimi 
d’ordine superiore — come appartenenti al sistema (ABce).

Ciò posto, è facile calcolare per il sistema 8 i valori di d ; 
si avrà

d =  3mL m2m., w4 -|- 2 *3 2 mA m2 m.,w 4 42?)^m2n n 4.

Si può calcolare t in base al principio di dualità, osser
vando che la condizione di contatto di una conica con una 
curva d’ordine n e classe m si traduce per dualità nel con
tatto con una curva d’ordine m e di classe n, tenuto conto 
che il contatto significa ugualmente che due dei punti comuni 
o due delle tangenti comuni vengono a coincidere. Si trova 
dunque

t =  3ai?i2̂ 3?i<4 +  2-3 %iiin2n.,m { -b 4 ̂ ■a1n2wi3?»4.

Di qui seguono i valori delle caratteristiche p, v.
A questi stessi valori di g, v si perviene mediante un 

metodo induttivo che ha notevole valore di scoperta, e di cui 
omettiamo qui la giustificazione rigorosa. Proponiamoci il 
problema di trovare (piante sono le coniche tangenti ad una 
curva le d’ordine n e classe m, e appartenenti ad un sistema oc1 
di caratteristiche p, v.

Supporremo per semplicità che la curva le sia dotata 
soltanto di 3 nodi e non di cuspidi ; il caso escluso derivando
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come limite (lai precedente. Ammettiamo che il numero da 
determinare dipenda soltanto da ix, v, n, ni; allora esso potrà 
calcolarsi facendo degenerare la curva fc, considerata come 
luogo, in guisa che essa si riduca ad n rette; il relativo invi
luppo si ridurrà ad — — n - — ò fasci di raggi contati
due volte, fasci i cui centri figureranno tra i vertici dello 
>?,daterò formato con le n rette, venendo esclusi quei vertici 
che sono limiti di punti doppi di una 1ì> non degenere. Per 
la fc degenere nel modo anzidetto, si trova subito che le co
niche del sistema ({jl, v) ad essa tangenti sono

v ì i  -{- [ i m  ( A) ;

infatti ci sono vii coniche del sistema propriamente tangenti
nialle n rette che costituiscono fr, e \x~ coniche passanti per

gli — centri dei fasci nominati, ciascuno dei quali entra due 2 •
volte nell’ inviluppo degenere 7*. Si conclude che le coniche 
(li un sistema co1 v), tangenti ad una curva d’ordine n e 
classe ni, sono appunto

vìi +  \x ni.

Ciò posto si possono determinare le caratteristiche (x, v del 
sistema co1 costituito dalle coniche tangenti ad una curva 1»L 
d’ordine nl e classe niL e passanti per tre punti A, B , G; 
p e v designano i numeri di queste coniche cui s’ imponga 
di passare per un quarto inulto, i?, o di toccare una retta, e, 
cioè i numeri delle coniche tangenti a 7̂  che appartengono 
ai sistemi (ABCE), {ABCe):

ul =  2 ^  - 1 -  v  =  4 n L +  2 m A.

Quindi il numero delle coniche passanti per A, C e 
tangenti alle curve 7i*1? h2 (di ordini nn n.2 e classi mn m2) 
sarà

(4ji1 +  2ml)n2 +  (2 nl -h mL)ni,.

In modo analogo, dopo avere determinato le caratteri-

(l) Proposizione enunciata da C h a s l e s  nella citata nota del 1864, 
dimostrata da Z e ut ir en  (Math. Annalen Bd 3, 1871).
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sticlie della serie di coniche che passano per A , B  e sono 
tangenti ad una retta c e alla curva h n  si calcolerà il 
numero delle coniche passanti per A  e B 1 che toccano la 
retta e  e le curve lcn  lc.z . Si avranno così le caratteristiche  
del sistem a di coniche tangenti a lcn  k., e passanti per due 
liunti A , B .

E chiaro ormai com e si possa procedere a calcolare le 
caratteristiche del sistem a di coniche passanti per un punto A  

e tangenti a tre curve Al, Al, e quindi le caratteristiche  
del sistem a di coniche tangenti a quattro curve , Al, Al, 
infine se ne dedurrà anche il num ero delle coniche tangenti 
a cinque curve k n  Al, Al, A;4, A*r>.

Senza sviluppare i calcoli relativ i (A), il m etodo che ci 
proponevam o di esporre riesce così sufficientem ente chiarito.

N o t ì z i a  s t o r i c a . I  problem i sulle serie sem plicem ente in 
finite di coniche, che abbiamo citati ad esem pio, hanno un 
interesse dal punto di vista storico, in quanto ad essi si col
lega la cosidetta t e o r i a  d e lU  c a r a t t e r ì s t i c l i e ,  che segna g l’ inizi 
della G e o m e t r i a  n u m e r a t i v a . I  primi casi a cui conduce tale  
ordine di questioni (determ inazione del num ero delle coniche  
soddisfacenti a cinque condizioni sem plici) furono consi
derati da S t e in e r  in num erose m em orie che vanno dal 1840 
al 1858, e un ten tativo di giustificazione di tali resultati 
per mezzo dell’ A lgebra fu fa tto  dal B isg tio e e  (;) nel 1859. 
T uttavia codesti resultati cadono generalm ente n e ll’ errore di 
non tenere nel debito conto le soluzioni improprie. Così la 
form ula di B isch o ee , a cui il D e J o n q u iè r e s  perviene nuova
m ente nella sua citata m em oria del 1801, darebbe 2r, =  32 
coniche tangenti a cinque rette date, anziché u n a .  I l D e  Jon- 
q iè r e s  (3) cerca di spiegare questa a p p a r e n t e  contraddizione, 
ma non ne vede la vera ragione che è nelle coniche degeneri, 
come ha osservato il C rem ona nella sua N ota citata  del 1803 
e poi lo C h a s le s  nel 1804.

Le ricerche concernenti il num ero delle coniche (o delle  
curve) che soddisfano a date condizioni, occuparono a lungo  
il D e J onquières che, oltre alla mem oria citata  ove si intro-

0) Cfr. Il « Trattato sulle curve piane » di G. Salmon, cap. IX, 
n. 411 e Re#.

(2) Journal tur Mafch. Ed 56.
(3) Loco citato, pag. 121.
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duce l’indice di inni serie di curve, vi dedicò altri numerosi 
lavori, inseriti nel Journal de Mathématiques e nel Journal 
fin* Mathematik, fra il 1859 e il 1805 (1). Qui in particolare 
si adopera il fecondo metodo di scoperta basato sul -prin
cipio (li continuità di P oncelet, cioè sulla conservazione del 
numero rispetto a possibili degenerazioni degli enti dati ; così, 
per es., ad una curva d’ordine n si sostituisce un gruppo 
di n rette (o una curva razionale) : il numero che si cerca in 
relazione alla curva non cambia (almeno se esso non diventa 
influito).

Questo metodo lia un carattere induttivo ed euristico, 
tinche non si giustifichino rigorosamente, per es. con un esame 
analitico, i presupposti su cui si fonda. Nell’epoca cui si rife
risce il nostro discorso (ed anche in ricerche più recenti) il 
detto metodo viene applicato assumendo dall’intuizione qualche 
iIpotesi relativa alla formula capace di esprimere il numero 
cercato.

Nelle determinazioni di numeri relativi a serie co1 di 
coniche il D e J onqujères faceva intervenire come caratteri
stica della serie il suo indice ;x. Qesta ipotesi si potrebbe 
giustificare facendo degenerare la serie in |x fasci; ma tuttavia 
fra le soluzioni del problema si trovano, come già sopra ab
biamo notato, anche delle coniche degeneri. Volendo esclu
dere dal computo queste soluzioni improprie, Chasles ha 
introdotto, come abbiamo detto, la caratteristica duale; gli 
sviluppi di Chasles sono pubblicati nei Comptes Pendus della 
Académie des Sciences di Parigi, dal 18C4 al 1871; gli 
stessi volumi contengono la polemica per la priorità fra il 
D e Jonqujères e lo Chasles.

Numerosi problemi numerativi concernenti le serie di 
coniche, a cui porgono risposta ricerche di Cremona, Cayley, 
Z euthen e Schubert, offrono applicazione della formula di 
Chasles che esprime i numeri cercati come combinazione 
lineare delle due caratteristiche: ag +  ŷ, Ora il presupposto 
di questa formula si basa sopra una uguale considerazione 
della rappresentazione delle coniche mediante coordinate pun
tuali e tangenziali. Per questo motivo la detta formula per
mette di escludere le soluzioni improprie che provengono da

(l) Altre importanti ricerche numerati ve del D e J o n q u iè r e s  sono con
tenute in altri giornali e in memorie degli anni posteriori (1866, 1869, 1877).
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una delle due degenerazioni possibili di una conica, come 
luogo o èome inviluppo. Si è ammesso perciò clic codesta 
formula abbia un valore affatto generale, e Olebsch (1873) (*) 
e più tardi Study, hanno dimostrato analiticamente che 
essa è applicabile a tutte le condizioni che possono rap
presentarsi con 1’ uso simultaneo di coordinate di punti e 
di rette. Giustamente avverte lo Zeutiien che la portata 
di siffatte dimostrazioni è esattamente la stessa che spetta 
alle dimostrazioni geometriche, le quali assumono come 
punto di partenza la detta possibilità di escludere insieme 
le due specie di coniche eccezionali, di cui l’ima non può 
essere rappresentata completamente se non mediante coor
dinate tangenziali, e l’altra soltanto mediante coordinate 
puntuali.

Ma la formula api -\- .3v si trova in difetto rispetto a pos
sibili soluzioni improprie del problema ove s’incontrino coniche 
che degenerano contemporaneamente come luogo e come 
inviluppo: effettivamente la forma limite costituita da una 
retta contata due volte e da un punto di questa (centro di 
un fascio) contato due volte, si può riguardare come una conica 
di cui svanisce contemporaneamente l’equazione puntuale e 
tangenziale (ogni retta del piano la interseca in due punti 
infinitamente vicini e per ogni punto del piano passano due 
tangenti ad essa infinitamente vicine). Di fronte a questa 
caso, che è stato segnalato da H a lp h en  (2) nel 1876, la for
mula api -H [3v si trova in difetto allo stesso modo che la 
formula api di D e Jonqu jères rispetto alle condizioni di con
tatto. Non si può supplire a questo inconveniente aggiungendo 
un numero finito di termini alla formula apin-(3v, perchè il 
numero delle forme limiti di H a lp h e n  è infinito; occorre 
dunque risolvere ogni problema particolare di tale natura, 
senza il soccorso di un’espressione generale (3).

(1) Matli. Annalen. Bel 6.
(2) Comptes Rendus, t. 83. Si confrontino altre memorie di H a l p h e n  

degli anni 1878 e 1879, nonché lavori posteriori di D e l  P e z z o , B u r a l i - F o r t i  

e Z e u t h e n , dei quali trovasi esatto riferimento bibliografico nel Cap. IX 
deir opera di L o r i a  « Il passato e il presente delle principali teorie
geometriche ».

(3) Confronta le osservazioni di Z e u t h e n  nella « Introduction à un 
traité didactique des méthodes énumératives de la géométrie ». Atti del 
Congresso matematico di Stoccolma 1909, pag. 32.



802 LIBRO SECONDO

20. La quartica come inviluppo di coniche quadritangenti. —
Consideriamo una serie co1 di coniche )G{ d’indice [x =  2, la 
quale sia irriducibile, cioè non si lasci separare in due serie 
d’indice 1 (fasci) Ç); e supponiamo dapprima, per semplicità, 
che non esista nessun punto (base) per cui passino tutte le 
coniche della serie. La serie dà luogo ad una curva invi
luppo li, la quale si può definire come « luogo dei punti del 
piano per cui passano due G coincidenti in una sola ».

La curva inviluppo li è anche il luogo delle intersezioni 
delle coniche G con le coniche infinitamente vicine, apparte
nenti alla medesima serie. Infatti si consideri un punto gene
rico A della curva li, per esso passa una conica C della serie J C[ ; 
per un punto P mobile sulla 0  passa in generale una conica 
della serie diversa dalla G, ma quando P  si avvicina ad A 
codesta conica si avvicina a G e così A  si può riguardare 
come intersezione di G con una curva G ad essa infinita
mente vicina; ora mentre P  si muove avvicinandosi ad A, gli 
altri tre punti P i5 P2, P ;; in cui la conica G, passante per P, sega 
la C tenderanno a tre punti A n A ,, per i quali — come 
per A — passano due C coincidenti in G, sicché anche An A.,, A.. 
apparterranno alla curva inviluppo li.

E poi chiaro che, presa nella serie )C[ una qualsiasi 
conica (7, essa può sempre ritenersi come limite di una C 
variabile nella serie, e però contiene quattro punti della 
curva li: A, An A.,, A:], che sono limiti delle sue interse
zioni con la C anzidetto. Soltanto per G particolari si potrebbe 
dubitare che una conica variabile entro la )G[ possa avvicinarsi 
alla O in due modi essenzialmente distinti, in guisa che sopra G 
si abbia una seconda quaterna di punti analoga alla AA^UA..; 
ma, come vedremo poi, questo dubbio si esclude (essendo \x =  2).

Dimostriamo ora che i quattro punti A , A n A.2, JL, appar
tenenti alla (7, sono punti di contatto di essa con la curva li, 
sicché: Le coniche C sono quadritangenti alla curva inviluppo li.

Ciò risulta da una nota analisi infinitesimale che rende 
rigorosa la considerazione intuitiva seguente: si considerino 
tre coniche successive della serie: (7, Gn <72, abbastanza vicine 
fra loro, e sia A  uno dei punti comuni a C e Gn A' quello fra 
i quattro punti comuni a Oi e C2 che trovasi vicino ad A; 
allora i punti A, A' vanno a cadere sulla curva inviluppo li,

% (b Cfr. § 14.
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e lu retta AA. tende a confondersi ad un tempo con la tan
gente in .1 a CL (e quindi a G) e con la tangente alla curva 
inviluppo lì.

Valutiamo l’ordine della curva lì: a tale scopo si osservi 
che la lì è toccata in quattro punti da una conica (7, e che, 
essendo 2 l’indice della serie, una C non può intersecare la lì 
fuori dei punti (di contatto) die essa ha comuni con la conica 
infinitamente vicina; si deduce che l’ordine di lì vale w > 4, 
ed anzi si trova a =  4 escludendo che la lì possa avere con 
una C generica contatti d’ordine superiore e che alla C siano 
infinitamente vicine due G della serie. D’altra par te che non 
possa essere n >  4, risulta direttamente dal fatto che le inter
sezioni di lì con una retta sono punti uniti di una corrispon
denza [2, 2] che si costruisce sopra la retta nel modo che 
segue: preso un punto P, per esso passano due coniche G che 
segano la retta in due punti Q, Q'; variando P i punti Q' si 
corrispondono nella nominata corrispondenza [2, 2], che ha 
4 coincidenze. Dunque la curva A*, inviluppo di una serie di 
coniche )G[ d’indice 2, è d’ordine 4.

Si noti che la corrispondenza [2, 2] costruita di sopra 
fornirebbe addirittura il risultato purché fosse escluso che 
sopra una retta generica esistano coppie di punti P  e § appar
tenenti a due G distinte della serie; infatti se esistessero due 
punti P e Q siffatti, questi figurerebbero pure come uniti per 
la corrispondenza anzidetta, sicché l’ordine di lì ne verrebbe 
diminuito. Per contro, basandosi sul risultato che l’ordine di lì 
vale n — 4, si può ora affermare che sopra una retta generica 
non si trova alcuna coppia di punti appartenente a due 
coniche G. Questa conclusione può sembrare a prima vista 
contraddittoria ove si osservi che le C si incontrano a due a 
due in oc2 quaterne di limiti, sicché sono pure le coppie 
di punti appartenenti a due G. Ma in realtà le rette congiun
genti tali coppie non sono, come parrebbe, <̂ 2, bensì sol
tanto oc1: così ogni retta su cui si trovano due punti P, Q 
comuni a due coniche, contiene infinite coppie analoghe e 
sopra di essa l’anzidetta corrispondenza [2, 2] si riduce 
all’identità (da contarsi due volte se le coppie suddette 
formano un’involuzione non degenere); ciò si vede diretta- 
mente pel fatto che vi sono almeno 4-1-2 punti uniti.

Negli sviluppi che precedono abbiamo escluso per sempli
cità il caso in cui la serie irriducibile )<7i possegga un punto
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base 0, comune a tutte le G. Ma le conclusioni ottenute si esten
dono anche a questo caso: la serie )G{ darà luogo ora ad una 
curva inviluppo le generata dalle terne di punti variabili che 
sono intersezioni di due G infinitamente vicine; la le sarà 
ancora del quart’ordine e sarà toccata dalle G nei punti delle 
terne anzidette. Una semplice considerazione di limite mostra 
quindi che il punto 0 deve essere doppio per la quartica. 
Ciò si può riconoscere in modo diretto come segue : si mandi 
per 0 una retta generica o e si cerchi di costruire sopra o 
la corrispondenza QQ\ innanzi considerata, che fornisce le 
intersezioni della retta con 7̂ ; questa corrispondenza diventa 
il prodotto di due corrispondenze degeneri, ma (tolto il fattore 
identità) si riduce alla corrispondenza proiettiva [1, 1] che 
intercede fra le intersezioni ulteriori della o con le due 
coniche per 0 tangenti ad una retta p (cioè determinate 
da un punto infinitamente vicino ad 0 ); si deduce che 
la retta o incontra la Iz in due punti fuori di 0 , cioè: un 
punto base della serie dì coniche )G[ è doppio per la quartica 
inviluppo. c. d. d.

Notiamo ancora che la curva inviluppo Iz può spezzarsi; 
ciò accade, per esempio, se le coniche C sono tangenti ad 
una retta, la quale si stacca appunto dall’ inviluppo.

Un caso di riducibilità della curva inviluppo Iz è anche 
quello in cui la serie )C[ possegga due punti base A, B , quando 
accada che la retta AB  faccia parte di una conica C ridu
cibile; la retta AB appartiene allora all’ inviluppo essendo 
luogo di punti j)er cui passa una sola conica 6y, sebbene essa 
non sia più, propriamente, luogo di intersezioni di G infini
tamente vicine. L’esempio più semplice, a questo proposito, 
è offerto dalla serie delle coniche che passano per i vertici 
di un triangolo e toccano una retta (non passante per alcuno 
di essi): l’inviluppo Iz degenera in questa retta e nei tre lati 
del triangolo.

Le cose dette si possono convalidare e precisare mediante 
la rappresentazione analitica di una serie di coniche di indice 2 
e del suo inviluppo.

Siano

?l(® l***s)=0, <P2(*1®*®8) =  0> =P3 =  0,

tre coniche qualunque di una serie ) 3 j irriducibile d’indice 2 
che — per semplicità — supponiamo priva di punti base;
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la cp3 non passa per alcun punto comune a cpA e perciò le 
tre coniche sono linearmente indipendenti.

Osserviamo che: la serie (Vindice 2 appartiene alla rete

*1 <pA l., Cfo “h \    0*

Infatti si considerino le quaterne di punti segale sopra 
la conica ^  =  0 dalle coniche del fascio

K ?2 “+ *  K ?3 =  0  ?

queste quaterne formano una (jf* sopra la conica, ed ogni
conica passante per una di esse (essendo combinazione lineare 
di cpA =  0 e di +  a3?3 =  0) appartiene alla rete. Ora anche 
la serie d’indice 2, che contiene yn sega su questa conica 
una , come già abbiamo avuto luogo di osservare. Ma 
poiché questa seconda (/ contiene le due quaterne segate da
cp2 =  0, 'j;3 =  0, così essa coincide con la prima. Si deduce che 
una qualsiasi conica della serie 5?S sega <pA in una quaterna 
della suddetta (Jl , e perciò appartiene alla rete. c. d. d.

Osservazione. La proprietà che una serie irriducibile di 
coniche (o curve) d’indice 2 appartiene sempre alla réte deter
minata da tre delle sue curve, diventa chiara dal punto di 
vista della geometria astratta, ove si ritenga la serie come 
una « curva » dello spazio $. i cui «punti» sono le coniche 
del piano e le cui « rette » e « piani » sono i fasci e le reti 
di coniche. Infatti allora l’indice della serie diventa l’ordine 
della curva, ossia il numero dei punti che questa ha comuni 
con un iperpiano corrispondente al sistema ^  delle coniche 
per un punto; ma una curva irriducibile del second’ordine, 
che sia data nello spazio ordinario o in uno spazio ad un 
numero qualunque di dimensioni, appartiene sempre al piano 
che ne congiunge tre punti.

La considerazione della rete \ 0\ che contiene la serie di 
indice 2, ) C [, illumina la proprietà, riconosciuta innanzi, 
relativa alle rette congiungenti coppie di punti comuni alle O. 
Una coppia siffatta offre una condizione anziché due alle 
coniche della rete \ C\ che debbono contenerla, e quindi può 
designarsi come coppia neutra della rete medesima. Ora se 
una retta r contiene una coppia neutra PQ della rete jOf,

F . ENRIQUES ‘20



30G EliiUO SECONDO
fra le oo1 coniche della rete per PQ ve ne è una che con
tiene un terzo punto dato ad arbitrio su r, la quale risulta 
adunque spezzata, staccandosene la retta r. Viceversa se r fa 
parte di una conica spezzata di j(7j, è chiaro che le coniche 
della rete segano su essa coppie neutre. Così le rette r, 
contenenti coppie di punti comuni a due <7, sono le oc1 vette 
facenti parte di coniche spezzate della rete !(7L L’inviluppo 
delle r anzidette costituisce una curva di terza classe (sco
perta da Oayley come covariante di una cubica, Ofr. L. 3°); 
infatti per un punto generico, P, del piano passano due C 
della serie )C[, determinanti un fascio di coniche entro la 
rete j(7|, e le rette che uniscono P agli altri tre punti base 
del fascio nominato, sono le rette r passanti per P,

Riprendiamo la rete di coniche

1 ) +  K y -z &i V- j V» )  +  V2V3) =

e scriviamo l’equazione di una serie Jcpi di indice 2 contenuta 
in essa, la quale potrà contenere o no le curve <pn <p2, <p;{. 
Si avrà una equazione nelle il cui grado vien deter
minato dalla condizione che si trovino due soluzioni aggiun
gendo l’equazione lineare nelle X che esprime il passaggio di 
una cp per un punto; l’equazione di sarà dunque di grado 2:

F a ^ \ )  =  0 .

La medesima equazione si può interpretare come equa
zione di un inviluppo di seconda classe ove s’interpretino 
X1? K come coordinate delle rette

- \ y *  =  0-
Astrattamente parlando il piano rigato formato dalle 

rette l ly i =  0 è proiettivo alla rete delle coniche
X ^ "+" +  X3<pa =  0 (concepita come un piano), e questa
proiettività porta una corrispondenza fra i piani punteg
giati (y) e (x\ la quale viene rappresentata dalla sostituzione

2) in =  Tifo***:,)» ?/* =  ?*(«»«*&»), y3 =  v*(v
Nel piano (y) l’inviluppo di seconda classe F(^l X2X.,) =  0, 

sarà una conica, la cui equazione puntuale verrà data da
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un’equazione pure di secondo guado

/(?/i?/2?/:ì) =  °-
La conica/ = ( )  viene trasformata dalla sostituzione 2) 

in una curva del quart’ordine inviluppo della serie )<p(.
Infatti, si consideri la sostituzione 2) che è una sostitu

zione affatto generale di secondo grado, essendo cpM cp2, cp;; 'tre 
forme quadratiche indipendenti qualsiasi. Mentre ad un 
punto (x) corrisponde per la 2) un punto (?/), viceversa ad 
un punto (y) corrispondono 4 punti (x), cioè i punti base del 
fascio delle coniche omologhe alle rette per (y) ; in particolare 
4i un punto (y) della conica f (y Ly,y?) =  0, intersezione di due 
rette intìnitamente vicine della serie F = () (cioè punto di 
contatto di uiut retta di questa serie), corrisponderanno 
4 punti (x), intersezioni di due coniche infinitamente vicine 
della serie )9 (, cioè 4 punti di contatto di una cp con la 
curva inviluppo. L’ordine di questa curva verrà dato dal fatto 
die nel piano (y) la conica f  è segata da una retta in due 
punti, e perciò la curva omologa nel piano (x) viene segata 
da una conica in 8 punti, sicché il suo ordine è 4. Del resto 
ciò risulta dall’ equazione di codesta curva inviluppo (die si 
ottiene operando la sostituzione 2) nella /(?/,?/>?/;.) =  0, e 
perciò è

L’equazione puntuale della conica 

•dipende dalla sua equazione tangenziale

che è un’ equazione quadratica arbitraria presa a rappre
sentare la serie delle Iconiche )?(. Pertanto si possono dare 
ad F, f  le forme particolari canoniche a cui notoriamente si 
lascia ridurre l’equazione d’una conica come inviluppo e 
come luogo.

Per esempio, si riferisca la conica f  ad un triangolo 
fondamentale costituito da due tangenti yL = 0, //., =  0 e dalla 
retta y> — 0 che ne unisce i limiti di contatto, per modo che 
essa appartenga al fascio determinato dalle coppie di rette
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■j/ly3 =  Q, y , - = 0 • allora l’equazione puntuale / =  Osi può 
ridurre alla forma (parabolica)

f  =  Pilliti — yj3 =  °>

o — disponendo del punto unità —

2ìòy* —y** =  0»
la relativa equazione tangenziale sarà di forma affatto simile

F =  2X̂ 3 — X8* =  0.

Infatti le rette di questo inviluppo sono rappresentate 
parametrieamente ponendo

X2=  ] 7 X2 =  À, X3 =i —,

e la conica inviluj>pata dalle rette

X2 _  n
Ui + A2 /2  "+~ 9  ì/s—Jj

si ottiene eliminando X fra questa equazione e la sua derivata

V2 "+" %3=  0 ?
ciò che dà appunto

22/i2/3 — y* =

Si deduce che la quartica inviluppo della serie di coniche

9 (xL x2x.s X) =  +  A<p2 +  g ?3 =  0 7

(contenente cp1? cp3 e non ^2) ha per equazione

2<Pi?y— T22 =  °; '
alla quale equazione si perviene anche — nello stesso modo —» 
direttamente, eliminando X fra le

3?(-V^VV0 =  O, — =  + 1% =  0. .

L’equazione della quartica inviluppo della serie )?(, mette
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subito iu evidenza le proprietà che sopra abbiamo riconosciuto 
geometricamente; p. es. che un punto base della serie e 
quindi della rete

+  A>cp.> -1- =  0

in cui essa è contenuta, è doppio per la suddetta quartica. 
Inoltre la stessa equazione mostra che ove la serie )<?( con
tenga una conica

Tl =  *V =  0

riducibile ad una retta contata due volte, la quartica invi
luppo contiene due limiti doppi:

^  =  0 , <?■> — 0.

Ora nasce una questione fondamentale : sia data una quar
tica affatto generale

è possibile considerare tale curva come inviluppo di una serie 
d’ indice 2 di coniche quadritangenti?

Un conto di costanti induce a rispondere di sì (cfr. la 
Nota più avanti), per modo che: la quartica generale può 
sempre ritenersi (in un numero finito di modi) come inviluppo 
(Vana serie co1 (Vindice 2 di coniche quadritangenti.

Questo teorema fondamentale può essere dimostrato e 
precisato mediante la generazione delle quartiche con fasci 
proiettivi di coniche (§ 3 7).

Consideriamo una quartica piana k irriducibile e senza 
punti doppi. Supponiamo che esista una conica O tangente 
ad essa nei quattro punti A,, vi.,, A.., A4; mandiamo per questi 
punti due coniche arbitrarie e designamo con A/, A./, A3' A/, 
e B n JB.,, B :ì, B n le ulteriori intersezioni di esse con k. Secondo 
il teorema del § 17 resta determinata una proiettività fra i 
due fasci di coniche ( A/A./A./A/), (BLB.,B:ìB j ,  dove le (pia
terne di punti comuni alle coniche omologhe descrivono la A*. 
Ora facendo variare la prima conica per A iA2AliA4J si può 
supporre che la quaterna, di punti A/A./A./A/ sia venuta a 
coincidere con la quaterna A { A2A?>Aa. Avremo quindi come 
fasci generatori della quartina A- i due fasci (AiA2AvAA), 
(BLB2B„BJL) che hanno una conica a comune. A questa conica 
comune, considerata come appartenente al secondo fascio,
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corrisponde nel primo la conica, da cui siamo partiti, die 
tocca k ili A n J>, d ,, Aa: alla medesima conica comune, 
considerata come appartenente al primo fascio, corrisponde 
nel secondo una conica che tocca k nei punti B {, B>, Z>4.

Dunque V ipotesi che esista una conica quadri tangente 
a k nei punti An A.,, A3, d 4, porta resistenza di oc1 coniche 
quadritangenti a k, i cui punti di contatto sono le interse
zioni di k con le coniche del fascio (A1A2A3A }). Questa dedu
zione non cessa di valere se si assume come conica quadri
tangente una conica spezzata in due tangenti doppie. E poiché 
questa scelta può sempre farsi in un numero finito di modi, 
giacche k possiedo ‘28 tangenti doppie, si ottiene così un 
numero finito di serie di coniche quadritangenti, di cui k è 
la curva inviluppo.

E facile vedere che le serie co1 di coniche quadritangenti 
da noi costruite, di cui k è inviluppo, sono effettivamente 
serie d’indice 2 ; basta osservare che per un punto di k 
(p. es. B L) passa una sola conica della serie (tangente a k 
in B n B.21 B :ì, B {) che equivale a due coincidenti; non può 
sorgere il dubbio che l’indice della serie sia 1, cioè che la 
serie sia un fascio, perchè i punti d’ intersezione di due 
coniche infinitamente vicine sono variabili sulla k.

Dopo ciò si possono contare le serie di coniche quadri-
28-27tangenti a k, come segue: esistono - coppie di rette bitan-h

genti a k, ognuna delle (piali dà luogo ad una serie oc1 di coniche 
quadri tangenti che inviluppano k ; ma — come risulta dalle 
due formule fondamentali del § 25 o dall’annullare il discrimi
nante della conica cpA à?., -h ^  — ogni serie ĉ 1 di coniche
quadritangenti, essendo d’indice 2 e non contenendo coniche 
riducibili ad una retta contata due volte (poiché ciò porterebbe 
due punti doppi per k), contiene G coniche con un punto 
doppio, costituite da (> coppie di bitangenti a fe; perciò il 
numero delle serie distinte di coniche quadritangenti a k, 
vale

28-27

Itiassumendo : Una quart iva, senza punti doppi, possiedo 
63 sistemi di coniche (fuadritaìujeuti, di cui risulta Vinviluppo.
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Nota. La considerazione dei sistemi di curve plori tangenti 

ad una curva data è stata introdotta nel 1853 da H esse (a) 
e da lui applicata alle cubiche e alle quartielie. La dimostra
zione del teorema che la quartica generale è inviluppo di 
una serie d’indice 2 di coniche, si compie rigorosamente nel
l’ordine di idee di Plucker, mercè le considerazioni che 
seguono :

Le reti di coniche sono co1', (come i piani di S:>), e le 
serie di indice 2 contenute entro una rete sono ocr’ come le 
coniche di un piano; quindi la totalità dei sistemi d’indice 2 
di coniche è oc14, cioè ha la stessa dimensione del sistema delle 
quartiche. Si deduce che la quartica generale è inviluppo di 
un numero finito di serie d’indice 2 di coniche (L. 1°, § 26) 
notando che una quartica così generata non potrebbe ammet
tere oo2 coniche quadritangenti, giacché si avrebbero co1 co
niche inviluppanti per un punto generico della quartica e 
perciò questo sarebbe doppio.

Le conclusioni ottenute in ordine alla definizione di una 
quartica come inviluppo di coniche, si estendono con poche 
modificazioni al caso delle quartiche dotate di punti doppi, 
e anche delle quartiche riducibili.

Per esempio se li possiede un punto doppio 0 e quindi (§ 21) 
16 tangenti doppie, si ottiene una serie oc1 di coniche invi
luppanti le, non solo considerando una coppia di tangenti 
doppie, ma anche prendendo una delle 6 tangenti a li per 0 
insieme ad una tangente doppia: si ha in questo secondo 
modo una serie di coniche con un punto base in 0, tritangenti 
a li fuori di 0.

Una quartica irriducibile li, con due punti doppi, può 
definirsi similmente come inviluppo di una serie co1 di coniche 
con due punti base partendo da una coppia di rette costi
tuita dalla congiungente i due punti doppi e da una bitan- 
gente, oppure da due tangenti per i punti doppi; per la li 
con tre punti doppi si ha semplicemente che le coniche tan
genti ad essa per i tre punti doppi formano una serie d’in
dice 2 che inviluppa la li.

Una quartica li composta di una retta e di una cubica, 
segantisi in tre punti A , B, (7, si costruirà pure come inviluppo 
di una serie di coniche d’ indice 2, passanti per due fra i tre

(A) Journal fiir Malli., B<1. 19.
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punti A, B, C e  bitangenti alla cubica, partendo da una coppia 
di rette costituita da due tangenti alla cubica uscenti da due 
dei punti A, J5, C. Ma non occorre fermarci di più su questo 
soggetto.

Eitornando alla quartica generale lì, si osservi in fine clie 
le quaterne dei punti di contatto delle coniche quadritangenti 
di un medesimo sistema formano una involuzione g* sopra la 
quartica, la quale si ottiene segando lì colle coniche del fascio 
che ha come punti base i punti di una quaterna qualsiasi 
della g \  Tutte le coniche (passanti per una quaterna della g 1, 
cioè) secanti lì in due quaterne della g  ̂ , formano la rete a 
cui appartiene il sistema d’indice 2 delle coniche inviluppanti. 
Queste coniche sono definite — entro la rete — per mezzo 
della condizione che le due quaterne della ()l da esse segate, 
coincidano in una sola quaterna.

27. La configurazione delle tangenti doppie di una quar
tica. — Il teorema che permette di riguardare una quartica lì 
come inviluppo di una serie d’indice 2 di coniche (quadri
tangenti), conduce a trovare la proprietà fondamentale della 
configurazione costituita dai 56 punti di contatto delle 28 bitan
genti ad una quartica generale.

Consideriamo infatti una serie di coniche )C[ quadri tan- 
• geli ti alla quartica fc; abbiamo veduto che le quaterne di 
punti di contatto di due coniche della serie (p. es. A lA2A.,A4, 
B^B.B.B^) stanno sopra una medesima conica; ma alla )C[ 
appartengono 6 coppie di rette bitangenti; dunque gli 8 punti 
di contatto di due coppie di bitangenti siffatte stanno sopra 
una conica.

Le sei coppie di rette bitangenti che appartengono a un 
medesimo sistema di coniche inviluppanti, si dicono costituire 
un gruppo di Stetner. La relazione di due coppie di bitan
genti ab, ed, che appartengono ad un tal gruppo, si traduce 
nell’altra che gli otto punti di contatto delle a, b, c, d stiano 
sopra una conica, quindi anche le coppie ac, bd (e così le ad, ho) 
apparterranno a un medesimo gruppo di Steiner.

Ora possiamo valutare il numero delle coniche che conten
gono gli otto punti di contatto di quattro bitangenti; ogni coppia 
di bitangenti ab dà luogo a 5 coniche che contengono i punti 
di contatto delle a, b e delle 5 altre coppie di bitangenti che
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stanno nel medesimo gruppo di Steiner; d’altra parte ognuna 
delle coniche suddette nasce da 6 coppie di bitangenti a le, 
i cui punti di contatto formano due fra le quattro coppie 
che si trovano sulla conica; si conclude che il numero delle 
coniche da determinare è

28*27 5 
2 ’C>— dio.

Riassumendo si ha il
Teorema. I  66 punti di contatto delle 28 bitangenti ad una 

quantica generale appartengono 8 a 8 a 816 coniche, per modo 
che i 4 punti di contatto di due Mtangenti sono comuni a 
6 coniche siffatte.

In relazione alle tangenti doppie di una quartica, la 
forma generale del quarto grado, f À(vL&.>v:l), può essere* ridotta 
ad alcuni tipi canonici.

Consideriamo due coppie di bitangenti ad / 4 =  0, che 
appartengano ad un medesimo gruppo di Steiner; sieno esse 
acchx — 0 , cx dx — 0, o, usando la notazione abbreviata, db =  0 , 

cd =  0. Codeste coppie di rette appartengono ad una serie 
di coniche quadritangenti ad f A, la cui equazione — introdu
cendo nella formula del paragrafo precedente opportuni coef- 
cienti numerici — si può scrivere

con

Avremo
1)

9i 2^p2 -|- — 0,

<pL =  cd, cp., =  al). 

=  al)cd — qv,

donde risulta confermato analiticamente che anche le coppie 
di bitangenti ac, hd (e così le ad, he) appartengono ad un 
gruppo di Steiner.

Consideriamo ora tre coppie di bitangenti, contenute in 
un medesimo gruppo di Steiner:

ab — 0, cd =  0, eg =  0; 

avremo, per un certo valore di \

e g — cd -b 2 A., H- À2 al>
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donde
eg — cd — X2 ab

2Â

e, sostituendo nell’espressione l);

4 a2/ 4 =  4X2«Z>gyZ—(e2g2 +  c : d 2+ A Aa 2 b2— 2cdeg—2X2abeg -\~2f2abcd)1 

ossia l’equazione f \  —  0 assum e la form a

écdeg — (cd +  eg — Xa«&)2 =  0.

Questa equazione si può anche scrivere 

2 V cd V eg =  cd -}- eg — X2 ab
o

X2 ab =  cd -1- eg — 2 V cd V eg,

a\  ab =  VcrZ — V<#.

Tenendo conto che a, b, c, <Z, 6J, g sono definiti a meno 
di un fattore numerico (indipendente dalle l’equazione
/ 4(æ) =  0 si riduce al tipo canonico

2) l \  ab H- m VwZ +  w V — 0,

dove Z, m, n designano fattori numerici, ed a, &, c, *Z, 0, g forme 
lineari che, uguagliate a zero, rappresentano tre coppie di 
bitangenti di un gruppo di Steiner.

Nota. Le prime ricerche sulla configurazione delle tan
genti doppie di una quartina sono dovute a P l u c k e r ( 1) (1839). 
Questi osservò che l’equazione

=  abcd — <p22

rappresenta una quartina che ha com e tangenti doppie le a ,  

6, e, d j  i cui punti di contatto  si trovano sopra la conica <p2; 
ma l’equazione predetta spetta  alla più generale curva del 
fascio determ inato da quattro rette e una conica contata due 
volte, e perciò contiene 14 costanti essenziali ; da questa  
osservazione P lu c k e r  deduce che essa è una form a canonica

(l) Theorie (1er Algebraisclieii Ciiitcii, pag*. 22S.
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dell’equazione della quartica generale. Infatti una quartica 
possiede soltanto un numero Unito di tangenti doppie sicché 
la riduzione di / 4 all’ anzidetta forma canonica è possibile in 
un numero fluito di modi; perciò il principio del computo 
delle costanti non dà luogo qui al caso di eccezione. 
(Cfr. L. 1°, § 26).

Pluckeu poteva dunque con fondamento concludere che 
la quartica generale possiede gruppi di quattro tangenti doppie 
i cui punti di contatto stanno sopra una conica. Ma egli 
credette di potere affermare di più, cioè che: i punti di con
tatto di tre tangenti doppie qualsiansi si trovano sopra una 
conica (1. c., pag. 231). Questa deduzione suppone che le terne 
di bitangenti delle quartiche piane formino una varietà irridu
cibile, e costituisce un errore che viene messo in evidenza 
notando che il numero delle coniche contenenti otto punti 
di contatto di quattro bitangenti risulta — in tale ipotesi — 
superiore a 315.

D’altra parte si può ricercare direttamente la condizione 
perchè tre coppie di punti ALA2, BLB2, CL C2, presi sopra tre 
rette æ, b, c, sieno le coppie di punti di contatto di una quar
tica bitangente alle a, />, e; si riconosce così che la suddetta 
condizione si spezza, dando luogo a due specie di terne di 
bitangenti ad una quartica, e si riesce anche a defluire la 
proprietà delle terne di bitangenti che non appartengono ad 
un gruppo di Stkiner.

Osserviamo anzitutto che i punti//.!.,, 0 102, non
possono assumersi ad arbitrio sulle rette a, b1 e; infatti se 
A lA2, B ì B2J ClC2, sono punti di contatto di una quartica/, 
bitangente alle a, Z>, c, essi sono anche i punti di contatto 
di oo3 (piartiche che si ottengono combinando linearmeli te f  
e il trilatero abe completato da una retta arbitraria del 
piano; segue da ciò che le 12 condizioni che esprimono i 
6 contatti di f  con a, 7>, a nei punti A{A,, BLB21 C\C2, non 
sono generalmente compatibili, e la condizione di compati
bilità si traduce in una relazione a cui debbono soddisfare 
i 6 punti di contatto presi sui lati del trilatero abe.

Questa relazione è tale che si possono assumere ad arbitrio 
5 punti: A vA2J B lB2, Cn e si trovano due determinazioni per 
il punto C2. Infatti si considerino le quartiche tangenti alle 
rette a, &, c, rispettivamente nei punti ALA 21 B LB2 e C\; esse 
formano un sistema lineare ^ 4, con 10 punti base sopra la
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cubica trilatera abc, sicché —  in forza del teorema di J a c o b i: 
(§ 16, pag. 242) — le quarticlie del sistema passanti per un 
punto P di c passano di conseguenza per un punto coniu
gato P' sulla c stessa: la corrispondenza (P, P') è una invo
luzione che ha due punti doppi C2 e C2, i quali, presi insieme 
a <7, sono i punti di contatto di una quartica hi tangente 
alle a, b, c.

Ora si verifica la circostanza essenziale che la corrispon
denza [2, 2] simmetrica, tz, fra C\ e 02,- C2, si riduce alla 
somma di due involuzioni. Infatti uno dei punti corrispon
denti a CL si lascia determinare come intersezione di c con 
la conica A iA2BlB2C\-1 togliendo da tz la corrispondenza 
(C\, C2) (che è l’involuzione, ~15 segata su c dal fascio di 
coniche per Al A2B LB2) rimane una corrispondenza simme
trica [1, 1], cioè ancora una involuzione. Di questa involu
zione, 7*2, si trovano subito due coppie che la determinano, 
cioè la coppia delle intersezioni di c con le rette a, b, e la 
coppia dei punti di contatto di c con le coniche tangenti del 
fascio (AlA2BLB2). Pertanto si riconosce che le e tz2 sono 
permutabili e che iz2 è il prodotto di per l’involuzione 
avente come punti doppi le intersezioni di c colle rette a, b 
(coppia comune alle due involuzioni e ~J. Così arriviamo 
alla conclusione seguente:

La condizione perchè esista una quartica (irriducibile) 
bitangente ai lati di un triangolo, abc, nei punti A LA2, Bi/>,, C\C2, 
(diversi dai vertici) si scinde in due; i 6 punti appartengono 
ad una conica, oppure uno di essi, 67,, è il coniugato armo
nico rispetto ad ac, bc del punto (7,, ulteriore intersezione 
di c con la conica passante per AL A2BLB2C\ (]).

Questo teorema interessante di per sé, mette in piena 
luce l’errore commesso da P luokeiì nello studio della confi
gurazione formata dalle 28 bitangenti d’una quartica.

In modo esatto le proprietà fondamentali della configu
razione delle 28 tangenti doppie di una quartica furono rico
nosciute da S t e i n e r , che accenna esservi giunto in base ai 
risultati contenuti nella citata comunicazione alla Accademia

316

(b Questa proprietà occorre nello studio di Z e u t h e n  su lla  forma 
delle quartiehe reali (Matli. Am ialen, 13d. 7, pag. 411), ove trovasi stabilita  
partendo dalle relazioni metriche cui dà luogo una curva rispetto a tre 
trasversali. Cfr. il  trattato di S a i .m o n  sulle c u r v e ,  cap. IV, n. 125, es. 4, 
(trad. fr., pag. 161).
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di Berlino del 1848. La memoria di S t e i n e r , portante la data 
del 1852, è pubblicata nel volume 49 del Journal fiir Matlie- 
matik; nello stesso volume comparvero le dimostrazioni e 
gli sviluppi di H e s s e  (1853), che negli anni seguenti ritornò 
più volte sull’argomento. Alle ricerche di H e s s e  si collegano 
quelle di C a y l e y  e di altri geometri che mirano a rappresen
tare le proprietà della configurazione con un adeguato simbo
lismo (Cfr. il.trattato sulle curve piane del S a l m o n , cap. VI).

Una nuova scoperta essenziale relativa alle tangenti 
doppie di una quartica è dovuta ad A r o n iio l d  (a) (1864),' 
questi ha messo in luce le relazioni di certi gruppi di 7 tan
genti doppie (gruppi di A r o n i i o l d ), a partire da uno dei quali 
si possono costruire linearmente le 21 tangenti doppie rima
nenti. Al metodo di A r o n h o l d  si lasciano riattaccare le trat
tazioni di G e i s e r  C2) (1869) in rapporto alle 27 rette della 
superficie cubica, e di D e - P a o l i s  (3) (1878) in rapporto alle tra
sformazioni piane doppie (per riferimenti bibliografici cfr. l’ar
ticolo di E. C i a n i  nel Pascal’s Kepertorium, cap. XVIII).

Per informazione dello studioso, rivolgendoci in questa 
nota ad un lettore più esercitato, in possesso di qualche nozione 
complementare, esporremo qui un rapido cenno dei risultati 
di H e s s e  e di A r o n i i o l d , collegandone la deduzione a un 
concetto uniforme.

Metodo di H e s s e . L’esposizione di questo metodo sup
pone le conoscenze elementari intorno alle superficie dei 
second’ordine, e alle curve (cubiche e quartiche) che si otten
gono come loro intersezione. In attesa di trattare tale argo
mento nel seguito di (preste « Lezioni », richiamiamo qui 
gli sviluppi contenuti nei cap.1 I l i ,  IV della Parte seconda 
delle nostre « Lezioni di Geometria descrittiva » (4).

Si consideri, nello spazio (?/), una rete di superficie del 
2° ordine:

F(ylihy3y 4 ) = * i Fi ( y i y i M J + xi F»(yiy*y*y4)+x*F* ( y i y M * ) = (>,

affatto generale, per modo che le quadriche 2^=0, F2= 0, Fz= 0 
posseggano otto punti comuni (base per la rete) e non una

(J) Berliner Monatsberiohte, luglio  1864, pag. 499.
(~) Matti. Annalen, Bd. 1, pag. 129.
H Memorie d ell’Accad. del Lincei, voi. 2, pag. 152. 
(0 Bologna, Zanichelli, IP  ediz., 1908.
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curva comune. Entro la suddetta rete si lia una serie oc1 di 
coni quadrici, che si ottiene annullando il discriminante 
della F:

D(xix2x.,) — 0.

Sarà D una forma del quarto grado nelle xLx.,x.,, e perciò 
l’equazione precedente si potrà interpretare, nel piano (x), 
come quella di una quartica. Un computo di costanti vale a 
provare che la D(xix2xv) =  0 è una quartica generale. A tale 
scopo osserviamo che la quartica generale dipendendo da 
14 costanti, ed essendovi co8 proiettività, possiede 6 invarianti 
assoluti indipendenti; basta provare che altrettanti ne pos
siede una rete di quadriche e che questi corrispondono ad 
invarianti indipendenti della quartica D =  0. Omettendo 
quest’ultima deduzione (che si compirebbe facilmente defi
nendo gli invarianti in rapporto alle bitangenti) basterà'(pii 
osservare che:

1) le quadriche di una rete hanno comuni otto punti 
intersezioni delle F{ =  0, F.2 =  0, F:] =  0;

2) sette punti generici dello spazio sono punti base 
per una rete di quadriche che passano tutte per un ottavo 
punto determinato;

3) gli invarianti assoluti della rete si riducono pertanto 
a quelli di un gruppo di sette punti dello spazio, e — dove 
cinque punti vengano assunti come vertici di un tetraedro 
fondamentale e come punto unità — sono espressi dai rap
porti delle coordinate degli altri due, e quindi sono in numero 
di sei.

In conclusione una (piartica =  0 si potrà ridurre
in un numero finito di modi alla forma D(xLx.2x.,) =  0 dove D 
designa il discriminante di una rete di quadriche. In altre 
parole « se le quadriche di una rete vengono concepite da 
un punto di vista astratto, come punti di un piano, le qua- 
driche-eoni danno in questo piano una quartica generale/». 
Le rètte di codesto piano corrispondono ai fasci di quadriche 
della rete; le rette tangenti ad /  corrispondono a quei fasci 
in cui, in luogo di quattro sono contenuti tre coni, cioè la 
cui quartica base possiede un punto doppio.

Ora le bitangenti ad /  verranno a corrispondere ai fasci 
di quadriche della rete la cui quartica base possiede due punii 
doppi, cioè si spezza in una cubica gobba e in una retta sua-
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corda. Una retta siffatta non può essere che la congiungente 
due degli otto punti base della rete, giacche sette fra i punti 
nominati non possono stare sopra una cubica gobba senza che 
questa giaccia, tutta o in parte, sulle quadriche della rete 
(caso escluso). Viceversa si consideri una retta che congiunga 
due punti base della rete, per esempio J L , B. Le quadriche 
della rete che contengono un altro punto della retta AB  
contengono tutta la retta, e perciò formano un fascio che 
ha come curva base una quartica composta di questa retta e 
di una cubica residua, appoggiata ad essa in due punti.

In conclusione: le bitangenti della quartica f  vengono a 
S Tcorrispondere alle -~y- — 28 rette con giungent i a coppie gli

otto punti base di una rete di quadriche. Su questa circostanza 
si fondano le notazioni simboliche di A k o n h o l d  e C a y l e y . 
È da osservare che la rappresentazione delle 28 bitangenti 
mediante le rette che congiungono a due a due otto punti 
(e così anche il simbolismo che vi si fonda) riesce definita 
in rapporto alla configurazione delle tangenti doppie di / ,  
solo quando si sia fatta la riduzione di f  alla forma D, il 
che è possibile in più modi. Così accade che due bitangenti 
rappresentate da rette che s’incontrano in uno degli otto 
punti suddetti, non hanno fra loro alcuna relazione particolare.

Metodo di A k o n h o l d . Si consideri una rete di cubiche

4.) /(Viihf/J— ii'i.fiij/iy,y-,) -hu>Uv i y.v.ò -h^UViViV -̂ )= 0

con sette punti base 1, 2, 3, 4, 5, (5, 7; le cubiche /  che sono 
dotate di un punto doppio sono date dai valori di u {n2u.A 
che annullano il discriminante

D { u j u 2  u . . )  =  0 .

Ora D è una forma del dodicesimo grado nelle u: si può 
vedere che, assumendo ulu.2u:ì come coordinate di rette di un 
piano (x), cioè chiamando « rette » le cubiche della rete 4), 
D =  0 rappresenta l’inviluppo delle tangenti ad una quar
tica generale. A tale scopo si consideri nel piano (x) la curva 
inviluppo D =  0, e si cerchino i punti che essa ha comuni 
con una retta u. Un punto P della curva è definito dal fatto 
che per esso passano due rette infinitamente vicine dell’in
viluppo JD =  0, quindi al fascio delle rette per P  corrispon-
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derà mi fascio di cubiche tangenti (cfr. § 5, nota). Si tratta 
dunque di riconoscere che una cubica /  è tangente ad altre 
quattro cubiche della rete; perciò si ricordi (cfr. § 10) che 
le cubiche per sette punti di /  segano su questa coppie di 
punti allineati con un punto fisso della f  stessa (coresiduale 
dei sette punti) per il quale passano giusto quattro tan
genti. Con ciò resta dimostrato che la D(uLu.,u:i) = 0  è l’equa
zione tangenziale di una quartica. Si riconosce che questa è 
una quartica generale, contando gli invarianti assoluti da cui 
dipende in rapporto alla rete 4): infatti gl’ invarianti della 
rete sono quelli di un gruppo di sette punti del piano, e perciò 
sono in numero di 2(7-4) =  (>.

Per trovare le tangenti doppie della quartica Ij(hlu.,u.ì) =  0, 
osserviamo che:

In primo luogo sette bitangenti corrispondono alle sette 
cubiche della rete 4) che posseggono un punto doppio in uno 
dei punti 1...7: ciò risulta dal fatto che una cubica siffatta 
appartiene a infiniti fasci di cubiche /  tangenti.

In secondo luogo 21 bitangenti della quartica corrispon
dono alle cubiche della rete dotate di due punti doppi, cioè 
spezzate in una retta congiungente due dei sette punti 1...7 
e nella conica che passa per i rimanenti cinque.

La rappresentazione indicata è quella di De-Paolls; da 
essa riesce illuminata nel modo migliore la costruzione di 
Aronhold, che passiamo ad esporre.

Possiamo costruire nel piano (?/) una curva F di classe 4 
e di ordine 12, che risulta proiettiva (reciproca) alla curva D 
del piano (x). La F si lascia definire semplicemente in rela
zione ai fasci di cubiche tangenti contenuti nella rete 4), cioè 
dotati di altri due punti base 8, 9 infinitamente vicini: essa è 
l’inviluppo delle tangenti 8 9. Si prova che F è di quarta 
classe, facendo vedere che per un punto generico, P, del piano 
passa una cubica della rete su cui P è coresiduale dei punti 
I...7 ; e si riconosce die le D e F sono curve reciproche 
dimostrando che fra di esse intercede una corrispondenza 
biunivoca dove alle quattro tangenti della F  passanti per un 
X>unto corrispondono quattro punti della D che si trovano 
sopra una retta. Infatti un punto della curva D è centro di 
un fascio di rette cui corrisponde un fascio di cubiche tangenti 
con i due punti base infinitamente vicini in 8, 9, e quindi una 
tangente di F, cioè la retta 8 9; ora alle quattro tangenti
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di F  per mi punto P  corrispondono quattro fasci di cubiche 
tangenti che posseggono in comune la cubica della rete che 
contiene F  come coresiduale dei punti 1...7, e così si otten
gono quattro punti di D appartenenti a una retta p.

La corrispondenza fra i punti del piano (x) contenente 
la quartica D, e quelli del piano (y) contenente la curva di 
quarta classe F, è dunque tale che a una retta del primo 
piano (secante D in quattro punti) corrisponde un punto del 
secondo piano, e alle rette per un inulto di D corrispondono 
i punti di una punteggiata proiettiva che ha per sostegno 
una tangente di F; prendendo due fasci coi centri su D e 
le punteggiate omologhe, si vede che riesce definita fra i due 
piani una proiettivita reciproca che trasforma D in F e 
subordina fra le due curve la corrispondenza considerata.

Ora la curva Fpossiederà sette punti doppi nei punti 1....7, 
i quali costituiscono il gruppo base della rete di cubiche 4); 
infatti uno di questi punti, p. es. 1, è doppio per una cubica 
della rete e si trova essere su questa coresiduale di 1....7. 
La F possiederà, oltre i nominati, altri 21 punti doppi, asso
ciati alle cubiche composte di una conica e di una retta, che 
si costruiscono come segue.

Si consideri, per es. la cubica composta della retta 6 7 e 
della conica 1 2 3 4 5, aventi comuni due punti il, JB; il coresi
duale dei punti 1....7 sopra la cubica spezzata è un punto X 
della conica, col quale si trovano allineati i punti PF' segati 
rispettivamente sulla retta e sulla conica da una qualsiasi cu
bica f  per 1 ....7 ; il suddetto punto X si costruisce linearmente 
prendendo come cubica f  la curva composta della retta 5 7 e 
della conica 1 2 3 4 6; codesto punto riesce doppio per la F, 
le quattro tangenti per X riducendosi alle rette XA  e XB , 
ciascuna delle quali assorbe due tangenti infinitamente vicine.

Ciò posto, in forza della reciprocità fra la quartica D e  la 
curva F, si può dire che 21 bitangenti di D si costruiscono linear
mente a partire dalle 7 bitangenti che corrispondono ai punti 
doppi 1...7. Si può verificare che codeste sette bitangenti for
mano un tal gruppo che tre qualunque di esse non apparten
gono mai ad un gruppo di S t e i n e r . I gruppi di sette bitangenti 
di A k o n h o l d  c o s ì  definiti sono 288; ce ne spilo 72 che conten-t 
gono una bitangente e 16 che contengono due bitangenti date.

Osservazione. La curva di dodicesimo ordine e quarta 
classe F, considerata nel ragionamento precedente, non deve

F. ENRIQUES 21
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essere confusa con la curva k luogo dei punti doppi delle 
cubiche della rete; sebbene per ogni punto di k passi una 
retta di F, questa non è tangente a k. Invero la k è una 
curva del sesto ordine che passa doppiamente per i punti 1...7, 
e sega p. es. la retta 12 nei due punti in cui essa è inter
secata dalla conica per 3...7.

Fra il metodo di H e s s e  e il metodo di A r o n i i o l d  per 
lo studio delle bitangenti di una quartica, esiste un’ intima 
relazione, la quale può essere messa in evidenza come segue. 
Si ‘considerino le quartiche intersezioni delle quadriche che 
passano per otto punti dello spazio 1...8; proiettando dal 
punto 8 sopra il piano si ottengono le cubiche per sette 
punti JL'...7\ Allora le sette rette che uniscono il punto 8 ai 
rimanenti punti 1...7 corrispondono ai punti 1/...7', mentre alle 
rette che congiungono altri due punti i, k del gruppo 1...8, cor
rispondono sul piano le rette k'.

28. Complementi: inviluppo di una serie di curve ed equa
zioni algebrico-differenziali. — Nel § 26 si è presentata la 
considerazione dell’inviluppo di una serie semplicemente 
influita di coniche, )C[, d’indice \x =  2. Il caso generale di 
una serie di coniche o curve, d’indice jjl >  2, conduce simil
mente alla definizione d’un inviluppo; i problemi che vi si 
coìlegano richiamano alcune osservazioni generali che qui 
esponiamo a complemento degli argomenti trattati in questo 
capitolo.

Anzitutto si tratta di valutare l’ordine della curva k 
inviluppo di una serie (irriducibile) di curve C, d’ordine a, 
che per semplicità supporremo prive di punti doppi. A tale 
scopo, come nel caso delle serie d’indice 2 di coniche, pos
siamo costruire sopra una retta generica, r, la corrispondenza

0([a —1)0 — l)s, !h> — 1)0 — l)2]

dove sono omologhi due punti Q e Q' ulteriori intersezioni 
di due C che passano per uno stesso punto P. Ma fra i punti 
uniti di questa corrispondenza figurano, non soltanto le inter
sezioni di r con k, bensì anche le coppie di punti della retta r 
che sono comuni a due G ; di queste coppie nel caso generale 
(n >  2, o |x >  2) ne esistono effettivamente sopra r e il loro 
numero non dipende soltanto dall’ indice g della serie O (come
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neppure dalla seconda caratteristica v). Pertanto dobbiamo 
constatare che l’applicazione del principio di corrispondenza, 
nelle attuali condizioni, non conduce al risultato richiesto.

Per |i =  2, l’ordine di fc si può valutare osservando che i 
punti di intersezione di una G con le sono unicamente i punti 
d’intersezione della G con la C infinitamente vicina, nei quali G 
tocca le. Si trova così che la le, avendo con G 2ir intersezioni, 
è di ordine 2n. Ma per (x >  2 accade che la G incontri le, 
oltreché negli n* punti di contatto anzidetti, anche in altri 
punti semplici, per ciascuno dei quali passano due C coinci
denti fuori della data. E quindi neppur questo metodo con
duce a valutare l’ordine di le.

Per vedere come si ottenga la risoluzione del problema, 
riferiamoci al caso più semplice di una serie )0( d’indice 
g =  3, la quale — dove le curve G si chiamino .« punti » — 
appare come una linea del terz’ordine L , appartenente dunque 
a un piano o ad uno spazio S3 determinato da quattro dei 
suoi limiti, e poniamo — per semplicità di discorso — che la 
serie )G[ sia priva di punti base. Conviene distinguere i due 
casi che qui si presentano.

ÌTel primo caso otteniamo una rappresentazione più intui
tiva trasformando per dualità, cioè considerando la j(7j come 
una « serie di rette » entro un piano rigato ri: si ha allora 
fra il piano dato, n, e il piano ri, una corrispondenza [1, n~\ 
dove alle rette del primo piano corrispondono le curve d’or
dine n di una rete \C\, e alle rette che nel primo piano 
inviluppano la linea di terza classe L  corrispondono nel
l’altro le curve di )C[-, ora L  è in generale d’ordine 0 e però 
la curva le inviluppo di )G[ risulta segata dalle G in G?r 
limiti, e quindi è d’ordine 6m. Se la linea L  possiede una 
tangente doppia, in corrispondenza ad essa si stacca dalla 
curva le, d’ordine 6n, una C contata due volte, la quale 
figura impropriamente nella curva inviluppo.

Ora riferiamoci al secondo caso, cioè poniamo che la 
serie )G{ venga rappresentata da una linea gobba del 
terz’ordine, L; per determinare l’ordine dell’ inviluppo le 
procediamo come segue. Data una curva G di )G\, questa 
sega una retta r in n punti, per ciascuno dei quali passano 
altre (x — 1 =  2 curve C che riterremo omologhe alla data; 
si ottiene una intersezione di r con le quando la suddetta G 
coincide con una delle «([x — 1) G omologhe. La corrispon-
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(lenza costruita fra le curve 0 si deve riguardare corno 
una corrispondenza simmetrica [a({x— 1), a(»x — 1)], cioè [2n, 2n], 
fra i punti della linea L. E siccome questa linea è razio
nale, essendo riferibile ad una retta per proiezione da 
una sua corda, si avranno sopra L 2;q»x —1) =  4n punti 
uniti, sicché l’ordine della curva le, inviluppo di )C{, sarà 
appunto 4à.

Il procedimento qui indicato si può applicare al caso in 
cui la )C[ abbia per immagine una linea L  qualsiasi, appar
tenente a un Sr di dimensione r >  2; ma se il genere della 
curva (o per r >  2 di una sua proiezione piana) è P >  0, non 
c’è più dato applicare il principio di corrispondenza del § 1 al 
calcolo dei punti uniti. Veramente esiste un principio di 
corrispondenza di C ayley-B rill (l) esteso alle curve; ma le 
considerazioni su cui esso si fonda non possono trovar posto 
in questo capitolo. D’altronde la difficoltà si supera con una 
osservazione di carattere elementare.

Anzitutto giova notare che se due serie di curve •)(?( e 
[C'[, dello stesso ordine, hanno per immagini due linee L  e II  
fra i punti delle quali interceda una corrispondenza biunivoca, 
per esempio per proiezione dell’una sull’altra, allora la cor- 
spondenza [w(ix— 1), n(\x — 1)] costruita su I  si rispecchia 
nell’analoga corrispondenza costruita su II, e ai punti uniti 
della prima rispondono i punti uniti della seconda, sicché 
l’ordine dell’inviluppo è uguale per le due serie di curve. 
Occorre soltanto un’avvertenza: se due punti di L  si proiet
tano in un medesimo punto (doppio) di I ! , essendo, per es., 
U  una linea piana, codesto punto dà luogo ad una eccezione 
per la corrispondenza fra le due curve, ed allora dalla curva 
inviluppo della serie )C’[ si stacca due volte una curva O' 
che vi figura impropriamente, e deve esser tolta perchè con
tinui a sussistere l’uguaglianza fra gli ordini degli inviluppi- 
di )C[ e di )G'{.

Oiò posto si abbia nel piano una serie )<7( di curve 
d’ordine n (prive di punti doppi) la quale, per semplicità, 
supporremo rappresentata da una linea L , senza punti doppi, 
appartenente ad uno spazio 8r : la restrizione importa che 
per ogni O si abbia sempre una C infinitamente vicina. Si 
può valutare l’ordine della curva le inviluppo delle 6, proiet-

(b Cfr. 1 > Lezioni di Clkbscu-Lindemann, trad. fr., t. If, pag. 147..
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tando la linea L da un /$y_3 generico in un piano, con che 
essa darà, in generale, una curva l i  (*) dello stesso ordine g, 
dotata di punti doppi, della quale designeremo con P  il genere, 
che si dice anche il genere di L.

Per una serie d’indice \x di curve d’ordine a, contenuta 
in una rete, l’ordine dell’inviluppo si trova subito, come prima 
pel caso di \x =  S: questo ordine vale in generale mji(|a— 1). 
Questo è dunque l’ordine della curva le inviluppata da una 
serie )C'[ che abbia come immagine la linea piana II ; ma 
in le figurano impropriamente

(pi — l)([x — 2)
2

curve C contate due volte, e così l’inviluppo proprio si riduce 
di ordine

n(2|x +  2P — 2).

Questo è Vordine dell'1 inviluppo della serie )0[ (Vindice \x 
e di genere P, rappresentata dalla linea L .

La formula precedente deve esser modificata, non solo 
quando le C generiche posseggano punti doppi variabili (caso 
che consideremo più avanti), ma anche quando la serie com
prenda curve stazionarie corrispondenti a punti di ^regresso 
della linea L. Formule più generali che danno l’ordine e la 
classe dell’inviluppo in ordine a tali circostanze sono state 
indicate da Zeuthen (2) (1874), il quale vi perviene con me
todo diverso dal metodo elementare qui adoperato. Invece 
l’acquisto di punti base per la serie )G[ non modifica l’ordine 
dell’inviluppo.

La questione dell’inviluppo di una serie semplicemente 
infinita di curve, ){?(, può essere trattata sotto un altro punto 
di vista, in rapporto colla teoria delle equazioni algebrico- 
differenziali.

fi) U n  p u n to  d o p p io  d i L' n a sc o  d a  u n  Sr - 2  d ie  p a s sa n d o  p e r  lo  
sp a z io  p r o ie t ta n te  s i  a p p o g g i in  d u e  p u n t i  a d  L . C iò  s i v e d e  a n c h e  r id u -  
c e n d o s i  c o n  p r o ie z io n i s u c c e s s iv e  a l c a so  d i u n a  c u r v a  g o b b a  d i d e l la  
q u a le  s i h a n n o  a l lo r a  a  c o n s id e r a r e  le  co rd e  per u n  p u n to . C fr. p. es . 
E n r iq u e s . G. D e s c r it t iv a ,  P a r te  U , Gap. H I.

i2) C fr. C o m p tes  R e n d u s , t. 78, p a g . 274 e  339.
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Una serie JC ' d’indice jt, data nel piano (xy), può essere 
definita mediante un’equazione differenziale del prim’ordine

1) F{xyy') =  0,

dove F  è un polinomio in x, y , ?/, di grado [x rispetto ad y \  
La 1) esprime infatti la relazione che lega un punto ( x ÿ )  
alle g rette tangenti alle C che passano per esso:

.y =  ax +  3 , (a =  ÿ', $ =  ÿ  — x j j ' )

Reciprocamente un’equazione algebrico-differenziale del 
prim’ordine e di grado [x rispetto ad ?/, F(x y y') =  0, rappre
senta una serie (V indice »x di curve integrali, che tuttavia non 
sono — in generale — curve algebriche.

La teoria delle equazioni algebrico-differenziali del pri
lli’ordine appare così una generalizzazione di quella delle 
serie semplicemente infinite di curve algebriche. Molte pro- 
prietà relative a tali serie sono suscettibili di essere estese 
al caso dell’equazione differenziale, ove pur si lasci cadere 
l’algebricità degli integrali; così p. es. la caratteristica v 
— duale dell’indice g —ha un semplice significato per l’equa
zione F — 0. Infatti questa equazione determina una serie oc- 
di elementi « punto-retta » che si appartengono; vi sono [x 
elementi che contengono un punto («x rette associate ad un 
punto che passano per esso), e v elementi contenenti una 
retta data, cioè v punti sulla retta che sono ad essa associati. 
Una estensione in questo senso della teoria delle caratteri
stiche trovasi in lavori di Fouket (a) (1874-78); ma lo svi
luppo della teoria geometrica delle equazioni algebrico-diffe
renziale (la teoria dei connessi di cui si può ricercare l’origine 
in Plucker) si riattacca specialmente a Olebsch (*) (1873).

Ohe cos’è l’inviluppo h della serie )C[ rispetto all’equa
zione differenziale

F(xyy ' )  =  01

L’esame di tale questione (già nel caso particolare in 
cui le G sieno algebriche) permette di chiarire il concetto

0  I n s e r i t i  n e i  C o m p tes  r e n d u s  e n e l  B a l le t t i l i  d e  la  S oc . M atli. d e  
F r a n c e .

(2) Cfr. l ’ u lt im o  c a p ito lo  d e l le  L e z io n i  d i Cleb sc h -L in d em a n n .
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degli integrali singolari, e presenta (quindi un interesse gene
rale anche per l’analisi intìnitesimale.

Supponiamo dapprima che le C siano curve algebriche 
d’un certo ordine n, prive di punti doppi variabili.

Se la serie j(7j non è un fascio (cioè se l’indice P >  1, 
cfr. § 14), due O si segano in un certo numero m di punti 
variabili; in particolare ogni C sega la sua infinitamente 
vicina in un gruppo é?m, di ni punti, che descrive la curva 
invihqipo le. Per ciascun punto, A, di le passano due C coin
cidenti che toccano le in A; pertanto la tangente in A  è una 
retta associata ad A, la (piale corrisponde ad una y radice 
doppia dell’equazione F  — 0.

Dunque, nell1 ipotesi fatta che le curve integrali non abbiano 
punti doppi variàbili, la curva inviluppo le è integrale singolare 
dell’equazione differenziale F  =  0 (Lagrange). La curva le è 
luogo di punti (x, y) per cui l’equazione F(y) ha una radice 
doppia, e si lascia quindi definire come segue. Si consideri 
il discriminante dell’equazione F(y') =  0, che supponiamo 
dato nella forma

A-(xy)D(xy),

dove D designa la parte essenziale (§ 24): l’equazione D(xy) =  0 
rappresenta la curva inviluppo 7v, mentre à(xy) =  0 rappre
senta il luogo dei punti per cui escono dite curve integrali 
tangenti. Questa distinzione si può giustificare considerando 
la curva

F(xz) =  0
che si ottiene ponendo

y =  ax-\-b, z =  y m,

tale curva ha l’ordine \x-hv e possiede come v-plo il punto 
all’infinito dell’asse z; in corrispondenza alle radici di A =  0 
si hanno i punti doppi (o multipli) della curva anzidetto, e 
per ogni nodo di essa esistono due rami della funzione z(x), 
quindi due equazioni differenziali y =  y(x) i cui integrali 
corrispondono al medesimo y' ; invece le radici di D =  0, che 
sono in numero di 2g +  2p — 2 (designando p il genere di 
jP(œs) =  0) corrispondono ai punti della retta y =  ax-{-b per 
cui due curve integrali C coincidono, cioè— nell’ipotesi che
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l e  <7 BOB a b b i a n o  p u n t i  d o p p i  v a r i a b i l i  —  s o n o  le  i n t e r s e 
z io n i  d e l la  n o m i n a t a  r e t t a  c o l l ’ i n v i l u p p o  li.

Supponiamo ora che le curve algebriche (7, integrali dei- 
fi equazione

F(xyy') =  0,

posseggano singolarità variabili, limitandoci — per sempli
cità — al caso che queste sieno nodi e cuspidi (ordinarie), ed 
escludendo che la serie )C{ contenga curve degeneri con 
parti multiple. Le curve luogo dei nodi e delle cuspidi 
delle C si staccheranno dalla curva inviluppo li, definita 
come luogo delle intersezioni delle C infinitamente vicine; 
precisamente :

1) la curva luogo dei nodi delle C figura, impropriamente 
nell9 inviluppo li, due volte;

2) la curva luogo delle cuspidi vi figura tre volte.
Infatti se le C posseggono un punto doppio variabile,

due C infinitamente vicine determinano un fascio che ha una 
tangente fissa d generalmente diversa dalla retta a che con
giunge i due punti doppi infinitamente vicini (§ 5 nota, 
pag. 182). Nel caso del nodo, la d ha con le due curve (7, e 
quindi con li, due intersezioni infinitamente vicine, mentre essa 
è certo diversa dalla retta a tangente alla curva luogo dei nodi. 
Invece se il punto doppio variabile della G è una cuspide, 
accade che d sia la tangente cuspidale e però abbia tre 
intersezioni infinitamente vicine con le due G e quindi con li* 
il confondersi di questa retta d con la tangente "a alla 
curva luogo delle cuspidi, costituisce una condizione ulte
riore che non è in generale soddisfatta per tutti i punti 
di codesto luogo. Nel caso particolare che qui si presenta, 
sappiamo (pag. 184) che le due C infinitamente vicine deter
minano un fascio dotato di punto doppio, e così ogni retta 
per questo punto contiene quattro intersezioni delle due G 
e quindi quattro punti infinitamente vicini di li: la curva 
luogo delle cuspidi figura allora in li quattro invece che tre 
volte.

Ora riprendiamo la costruzione che conduceva a deter
minare l’inviluppo li di )G[ annullando la parte essenziale 
del discriminante D(xy) =z 0 di F(x y y ') ~  F(y). Quando le G 
posseggono punti doppi variabili, la curva D(xy) =  Q è sol
tanto una. parte della li, dovendosi togliere due volte il luogo
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dei punti doppi (nodi o cuspidi) delle C, che non figura in D; 
il luogo delle cuspidi compare in generale una volta in D, vi 
compare due volte nel caso particolare a cui si è dianzi 
accennato.

Ciò posto sorge la domanda se la curva D sia ancora 
integrale singolare dell’ equazione differenziale F(x y y) =  0. 
A questa domanda si deve dare risposta negativa: per 
ottenere 1’ integrale singolare occorre togliere da D una 
■volta il luogo delle cuspidi della (7, perchè questo non fa 
parte dell’integrale singolare ove la tangente cuspidale di 
una C generica non sia tangente ad esso : conclusione impor
tante per la teoria generale delle equazioni differenziali del 
prim’ordine.

Qui occorre avvertire che se, invece di prender le mosse 
dalla serie delle curve integrali C (algebriche o trascendenti), 
si parte dalla equazione differenziale F{x y y) — 0, si trova in 
generale che la curva' D(xy) =  0, rappresentata dall’equazione 
discriminante di grado 2;x-{-2p — 2, è luogo di cuspidi, anziché 
inviluppo proprio delle curve integrali, sicché, contrariamente 
alla veduta classica di Lagbancie, non vi è integrale singo
lare. Ciò risulta dalla stessa legge di continuità per cui i due 
rami d’una curva dotata di nodo si confondono in un solo 
ramo cuspidale del second’ordine quando le tangenti principali 
vengono a coincidere (A). La cosa si rende subito evidente nel 
campo reale, dove una linea luogo di punti per cui due y 
coincidono separa due regioni di piano, per modo (dìe pas
sando dall’una all’altra due y reali diventino immaginarie: 
si trova corrispondentemente una curva integrale che, non 
attraversando la linea, ha su di essa un punto di regresso, 
ossia una cuspide.

D’altronde che la curva D non sia generalmente inte
grale singolare per l’equazione differenziale F(x y y )  =  0, ap
pare da ciò che l’equazione D =  0 esprime la coincidenza di 
•due y cui corrisponde una retta associata per ogni punto 
•della curva D, mentre la condizione che questa retta asso
ciata sia, per ogni punto di D, la relativa tangente è una 
condizione nuova, non derivante come conseguenza dalla

(l) Cfl\ Darboux, Comptes rendus, t. 71, Bullettin des Sciences 
Math., t. f  (1873)$ vedi anche Clebsch, Math. Annalen, Bd. 6, pag. 211, 
settembre 1872.
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prima. E per confermare questa asserzione basta il semplice 
esempio in cui si assuma

F(x y y’) =  {y')- — J){xy) =  0 ;

l’equazione B { x y )  — Q? discriminante rispetto ad y\ fornisce 
infatti una funzione y(x) che non soddisfa in generale all’equa
zione differenziale F — Q (1).

È per noi interessante osservare che la teoria geometrica 
delle serie di curve algebriche )G[ vale già ad illustrare ■ la
possibile mancanza di integrali singolari. Il più semplice 
esempio di ciò viene offerto da una serie di cubiche C passanti 
per sei punti fissi e possedenti una cuspide variabile; infatti 
in questo caso la cuspide assorbe le tre intersezioni variabili 
di due O infinitamente vicine.

Noteremo che l’anzidetto serie di cubiche C si pre
senta nella rappresentazione piana della superficie cubica (3),. 
dove le C risultano immagini delle sezioni piane tangenti nei 
punti parabolici (3). Si vedrebbe così che la serie suddetta è 
d’indice 24, ma il computo che qui occorre delle curve cuspi
date, appartenenti ad una rete, troverà posto nel libro 
seguente.

Osservazione. Nelle considerazioni che si riferiscono all’in
viluppo di una serie )C{ e all’integrale singolare della rela
tiva equazione differenziale, si deve ulteriormente tener conto 
della particolarità, già accennata per le serie di coniche, cui 
dà luogo una curva C degenere con una parte multipla: 
questa componente viene a figurare un certo numero di volte 
nell’inviluppo e si può dire un integrale singolare miyroÿriOy 
giacché fa parte di una 0, ma non rientra nell’ equazione 
generale di queste curve integrali.

Chiuderemo questo paragrafo porgendo un semplice- 
esempio del modo con cui viene composto l’inviluppo di una

(L) Cfr, P ic a r d , Traité tl’ A nalyse, t. I l i ,  pag. 44.
(2) Cfr. p. es. E nriques, G. D escrittiva, pag. 412,
(3) K l e in , (Matli. Annalen, Bd. 6) trae dalla superfìcie cubica l ’esempio- 

delle asintotiche, curve integrali (trascendenti) di un’equazione differen
ziale di 2° ordine, che posseggono appunto una cuspide nei punti della  
linea parabolica.
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serie di curve dotate di nodi e di cuspidi, esempio che si col
lega alla deduzione della prima formula di P oncelet-P lucker 
fatta da Beck (a) (1878).

Data una curva <7, d’ordine n dotata di nodi e cuspidi, 
mediante una traslazione del piano nasce da essa una serie 
di curve analoghe, tutte eguali fra loro: i nodi e le cuspidi 
descrivono rette parallèle, e la parte residua dell’inviluppo è 
costituita dalle tangenti a G parallele alla direzione di tra
slazione (tangenti per un punto all’infinito). Il numero di 
queste tangenti, che dà la classe di (7, si calcola valutando le 
intersezioni di una C con la infinitamente vicina, dove si tol
gano — oltre gli n punti .fissi intersezioni della O con la 
retta all’infinito — le intersezioni assorbite nei nodi e nelle 
cuspidi. B eck riconosce in tal modo che un nodo diminuisce 
la classe di 2 e la cuspide di 3, facendo appello diretto all’ in
tuizione delle curve reali, dove la cuspide venga pensata 
come un nodo che si vada indefinitamente stringendo.

(L) Math. Annalen, Bd. 14.
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Nota sulle funzioni algebriche 
e sulle rappresentazioni reali dell* immaginarlo.

29. Introduzione: le interpretazioni geometriche dell’im
maginario. — Le rappresentazioni geometriche dell’ equazione 
f{xy) — 0 come corrispondenza fra  due rette o come curva 
piana, sono suggerite primitivamente da un’ intuizione reale: 
i punti immaginari (con coordinate immaginarie o complesse) 
s’ introducono come un simbolo mercè cui si conferisce esi
stenza logica alle n radici d’un1 equazione algebrica di grado n. 
Non è qui il luogo per tracciare la storia dei numeri immagi
nari, per la quale possiamo rimandare all’articolo di Gigli nei 
« Oollectanea » di E nriques (i). Basterà ricordare che codesta 
teoria sorge dalla risoluzione delle equazioni di terzo grado 
sviluppata intorno alla metà del secolo decimosesto da Tar
taglia , Cardano e B ombelli, dove per la prima volta si 
presentano espressioni formate con radici di numeri negativi, 
rappresentanti numeri reali. B ombelli (1572) scopre le prime 
regole del calcolo degl’immaginari, che si svolge e si perfeziona 
successivamente per opera di Wallis (1685) e D e Moivre 
(dal 1706 al 1730).

Ma (nonostante alcune osservazioni di V ieta , D e Moivre 
e Wallis circa la loro interpretazione geometrica) fino alla 
fine del secolo decimoottavo o agl’ inizi del decimonono, 
gl’ immaginari rimangono sempre dei puri enfia rationis, 
venendo riguardati come simboli di operazioni impossibili, 
cui non si conferisce significato di per sè, ma solo in quanto 
entrino in combinazioni capaci di fornire un resultato reale. 
Tale concetto appare ancora nella « Dissertazione inaugurale »

(l) « Questioni' riguardanti le matematiche elementari » - Yol. I - 
Bologna, Zanichelli, 1912, articolo X.



334 LIBRO SECONDO

di Gauss del 1797, dal titolo « Demonstratio nova theorematis 
omiiem fiinctionem algebraicam integrala unius variabilis in 
factores veales primi vel secmidi gradua resolvi posse » (A); 
dove l’autore — riserbandosi di trattare in seguito della 
natura delle quantità immaginarie — con breve artificio 
rimoveva dal suo studio ogni considerazione di numeri 
complessi.

Ora questo stesso modo di considerare V immaginario, 
come simbolo di rapporti reali, si fa strada nella scuola di 
Monge e, attraverso i lunghi studi di P oncelet, mette capo 
alla cosidetta teoria degli immaginari di Staudt. È degno di 
nota che lo sviluppo di tali idee proceda in qualche modo 
parallelamente a quello che muove dalla diretta interpretazione 
dell’ immaginario come « numero-vettore » ossia numero ordinale 
a due dimensioni, dal quale esce la costruzione della teoria 
delle funzioni di variabile complessa.

Ideila scuola di Monge gli immaginari figurano soltanto 
a coppie, insieme agli elementi coniugati; si tratta in so
stanza dell’ interpretazione generale delle equazioni di secondo 
grado, indipendentemente dalla realtà delle radici. Le ge
niali vedute di P oncelet sui punti (ciclici) intersezioni dei 
cerchi colla retta all’infinito non escono da questo campo, 
e le sue lunghe meditazioni sul cosidetto principio di conti
nuità mirano anzitutto ad estendere alle equazioni più gene
rali le deduzioni ottenute, per via geometrica, nel caso di 
radici reali (2).

Come è noto P oncelet (1822) tratta geometricamente 
l’equazione di secondo grado definendo i punti comuni a una 
conica e ad una retta, indipendentemente dalla loro realità, 
per mezzo della involuzione di cui essi si presentano come 
punti doppi. Più tardi (1856) Staudt (3) staccava i due punti 
immaginari coniugati, associando a ciascuno di essi un verso 
della retta reale che li congiunge, e dimostrando che i punti 
così astrattamente definiti formano un sistema soddisfacente

d) Helmstedt, 1799. Werke, Bd. Ili, pag. 1.
(2) Sul valore del nominato principio, così ricco di suggestioni, ritor

neremo nel Libro terzo. Qui diremo che la teoria geometrica delle coppie 
di elementi immaginari si può studiare oggi nell’esposizione elementare, 
pienamente rigorosa, del S e g u e  « Le cox>pie di elementi immaginari nella 
geometria proiettiva sintetica ». Memorie dell’Acc. di Torino, 1886.

(3) Beitriige zur Geometrie der Lage, Norimberga 1856.
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ai jiostulati della ordinaria Geometria proiettiva (1). La deli- 
nizione di Staudt si può interpretare, con Klein , introdu
cendo i punti immaginari per mezzo delle proiettività cicliche 
del terso ordine sopra rette reali: due punti coniugati si fanno 
corrispondere (mercè la distinzione del verso) alle due proiet
ti vi tà del terz’ ordine, l’una in versa dell’ altra, di cui essi 
sono punti doppi.

L’interpretazione dei numeri complessi come numeri vet
tori o numeri ordinali a due dimensioni, preparata dalle 
osservazioni di B ombellt, Vieta , D e Moivre e W allis, 
sorge con W essel (1797) e poi con A rgand (1806), ricevendo 
la sua consacrazione da Gauss e da Oauci-iy . Questi due 
matematici si può dire elle ebbero sempre presente la varia
bilità complessa, ma le loro idee appaiono in forma definitiva 
assai tardi: per il primo nel 1831, e per il secondo nel 1847, 
cioè posteriormente alla scoperta dei principi della teoria 
delle funzioni.

Mercè la rappresentazione vettoriale, la teoria dei numeri 
immaginari o complessi riceve stabile assetto, rendendosi 
evidente la estensione a questi numeri delle operazioni fon
damentali dell’ aritmetica (2). Appunto la legittimità della 
aritmetica dei numeri complessi veniva assunta da P luckee 
a giustificazione dell’uso dei punti immaginari nella Geometria 
analitica, evitando così i dubbi sollevati, specialmente da 
Cauchy , contro il principio di continuità di P oncelet.

Ora la rappresentazione vettoriale dell’immaginario dà 
origine ad una nuova intuizione geometrica degli enti legati 
ad una equazione f(xy) =  0. Così se l’equazione s’interpreta 
come corrispondenza, si penserà ad una corrispondenza f  ra 
inani anziché fra rette; e, se si cerca una immagine del 
sistema delle soluzioni dell’equazione, si avrà a fare, non più 
con una curva, ma con una varietà doppiamente infinita di 
elementi (punti), che potrà raffigurarsi come una superficie 
(superficie di R iemann).

p) La dimostrazione più semplice di ciò si ottiene ricorrendo alle 
rappresentazioni reali dello spazio complesso fornite dagli iperspazi. - 
Cfr. E n r i q u e s , Rendiconti dell’Acc. di Bologna, 13 aprile 1913.

(-) La sistemazione della teoria piirainente analitica degli immaginari 
fu data più tardi dal W e i e r s t r a s s : Cfr. il « Saggio » del P i n c h e r l e  nel 
Giornale di Matematica di Napoli, voi. 18 (1880).
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Qui vi è luogo a meravigliarsi che due forme così diverse 
di intuizione, quali sono per esempio l’intuizione di una 
curva algebrica (pensata come luogo di punti reali o imma
ginari, secondo la teoria clie precede in questo volume) e la 
intuizione di una superficie, immagine reale della curva, 
possano convenire ad un medesimo ente. Sopratutto dalla 
intuizione della curva — die in qualche modo studia 1’ im
maginario attraverso le idee suggerite dal reale — nasce la 
veduta di un punto infinitamente vicino ad un punto dato, 
mentre P intuizione della superficie fa i>ensare ad infiniti 
punti che, in diverse direzioni, si avvicinano a quello. Ma 
l’apparente contraddizione si toglie ove si ridetta che a questi 
diversi modi di avvicinamento corrisponde sempre un’ unica 
quantità che — nella teoria geometrica delle curve — designa 
il coefficiente angolare della tangente, e — nella teoria delle 
funzioni di variabile complessa — si presenta come derivata 
della funzione implicita y(x) definita dall’equazione f(xy) =  0, 
riconoscendosi indipendente dalla direzione in cui la variabile 
complessa x può essere avvicinata. Questa proprietà vale anzi 
a caratterizzare quelle che oggi si designano semplicemente 
come funzioni della variabile complessa e che il Cauchy (Ri
chiamava funzioni monogene; la teoria delle quali giova qui 
brevemente richiamare.

30. Funzioni eli variabile complessa: proprietà caratte-. 
ristiche. — Si assume come presupposto la conoscenza delle 
operazioni aritmetiche fondamentali sui numeri complessi, 
rappresentati nel piano mediante vettori a partire dall’ori
gine. La variabile complessa z =  x -+- iy possiede un modulo, ?, 
e un argomento, 0, debiliti da:

x -H iy — gel° — p(cos 0 +  i sen 0), 
p =  +  Væ2 H- y2

q /tang 0 =  - . x

Quando il modulo o tende a zero, la variabile z tende 
all’unico valore 5 =  0 qualunque sia il modo di variare dei-

dì Exercices d’analyse et de physique mathématique, t. IY, pag. 346 - 
Parigi 1847.



CAPITOLO Ut 337
l’argomento. Similmente se il modulo di z cresce oltre ogni 
limite, si deve ritenere che la variabile z tenda a un unico 
valore £ =  oo.

Così il piano rappresentativo della variabile complessa 
viene pensato secondo una intuizione diversa da quella del piano 
proiettivo reale, giacché su questo si ha una infinità di punti 
all’infinito costituenti una retta, mentre su quello tutti punti 
all’infinito corrispondenti alle varie direzioni si pensano riuniti 
in un solo. Questa intuizione del piano complesso risponde 
all’ idea che ci formiamo del piano considerato come proiezione 
stereografica della sfera, dove i punti all’infinito del piano 
rappresentano un unico punto, che è il centro di proiezione.

La teoria delle funzioni di variabile complessa, o funzioni 
analitiche, fondata da Cauchy (1825-1831) e sviluppata secondo 
due diversi indirizzi da B iemann e W eierstrass, si basa su 
alcuni elementari concetti e su alcune proposizioni fonda- 
mentali che qui riassumiamo per comodità dello studioso, 
rimandando per notizie storiche alla « Teorica delle funzioni 
di variabili complesse » del Casorati (i), e all’articolo II  B1 
di Osgood (redazione francese di Molk) della « Encyklopadie 
der mathematisclien Wissenschafteu » e riferendoci per le 
dimostrazioni al trattato del B ianchi « Lezioni sulla teoria 
delle funzioni di variabile complessa.... » (2),

Definizione. Si dice che la variabile complessa w =f (z )  
è funzione regolare della variabile complessa z =  x +  iy, in 
un campo superficiale A, quando

1) ad ogni valore di z in A  corrisponde un valore 
(finito) di w;

2) la f(x) è continua e ammette in ogni punto una 
derivata t a f e t a

h=o n

finita e indipendente dall9 argomento di li cioè dalla direzione 
secondo cui ci si avvicina a z.

Questa condizione porta

dtv_13 w
dx i dy ’

(1) Pavia - Fusi - 1868.
(2) Pisa - Spoerri - 1901.

F. ENRIQUES 22
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che è la condizione di monogeneità di Oauchy (‘) e, ponendo 
w =  u ir, si traduce nelle due equazioni alle derivate 
parziali:

du dv dii dv
dx dx’

Il significato geometrico di queste relazioni è dato dal 
seguente

Teorema. Se rappresentiamo la variabile complessa ? sopra 
un piano ~, e la variabile complessa w sopra un secondo 
piano r.', la relazione funzionale

™ =.f(s)
pone fra i due piani una corrispondenza (o rappresentazione) 
conforme, dove gli angoli corrispondenti sono uguali e hanno 
il medesimo senso. Questa proprietà è caratteristica, cioè può 
assumersi come definizione geometrica delle corrispondenze 
rappresentate da funzioni di variabile complessa (2).

Si deduce che una funzione della variabile complessa 
■iv=f(2 ) risulta a sua volta funzione della variabile com
plessa z. Inoltre l’inversa di una funzione di variabile com
plessa, w=f(z ) j  quando si riesca effettivamente a definire, 
in modo univoco, nell’ intorno di un punto regolare, risulta 
êssa stessa una funzione di variabile complessa.

Dalla definizione precedente si traggono due teoremi 
fondamentali di Oauchy, che esprimono proprietà caratteri
stiche delle funzioni di variabile complessa.

1) Teorema dell9 integralnUtà (1825). In un campo sem
plicemente connesso ove la funzione f(z) sia regolare, l’inte

grale definito | f{z)dz calcolato sopra un arco di linea, non
e/ a

dipende affatto dalla forma della linea d’ integrazione, ma 
soltanto dai suoi estremi a e b.

Il precedente teorema di Oauchy è stato invertito da 
Morera (3) (1886) : se, in un campo semplicemente connesso,

fi) Cfr. B ianchi , op. cit., pag. 7. Cauchy chiamava funzioni mono
gene della variabile complessa quelle che — in seguito ai suoi Lavori — 
•Riemann ha designato più semplicemente come funzioni di variabile 
complessa.

(~) Cfr. Bianchi, op. cit., pag. 23.
(3) Rendiconti dell’Istituto Lombardo, voi. 19, pag. 304.
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f(z) 'dipende da z in modo elle l1 integrale ( f(s)ds dipenda
v a

soltanto dai limiti a e 1> e non dalla linea d’ integrazione, 
la f  è funzione (monogena) della variabile complessa z.

2) Teorema dello sviluppo in serie (1831). Se la funzione/)?) 
è regolare nell’ intorno di un inulto «, essa ammette tutte le 
derivate successive f'(a), /"(«)...., e lo sviluppo in serie di 
T a y l o r

/(«.) -+- (z -  a)f'(a) +  .... +  / ”»(«) -1-....

converge, e rappresenta la funzione f(s)9 entro ogni cerchio 
di centro a in cui la /  si mantenga regolare.

Viceversa è chiaro che ogni sviluppo in serie di potenze

P(* — tV) == Gq ”+■ Gfz — {? — «••• +  ~y (Z —

che converga in un cerchio di centro a, rappresenta in esso 
una funzione regolare f(z) della variabile complessa s, dove

Cn = f n\a).
Di qui risulta il
Corollario. Una funzione f(z) della variabile complessa z 

che sia regolare nel punto z =  a è univocamente invertibile 
quando il coefficiente di s — a nella serie di T aylor f — P(?— a) 
sia diverso da zero. La funzione inversa viene rappresentata 
da una serie di potenze i cui coefficienti si possono calcolare 
con equazioni lineari ricorrenti.

La continuità della funzione inversa permette di dedurre 
•che: nell’ intorno di un punto regolare, a, soddisfacente alla 
condizione di inversione predetta, la f  unzione f(z) assume qual
siasi valore sufficientemente prossimo a f(a).

Il teorema di O auciiy sullo sviluppo in serie mostra che 
le funzioni di variabile complessa possono definirsi come f u n 
zioni analitiche, secondo la denominazione di L a g ra n g e . 
Tale definizione appunto viene ripresa dal W e e er stra ss  e 
da lui posta a base di questa teoria. Qui importa sopratutto 
ricordare l’idea di W e ie r s tr a s s  relativa al

Prolungamento analitico di una funzione. Se la funzione, 
j f(z), della variabile complessa z, è definita entro un cerchio C
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di centro a, la f(s) ò sviluppabile in una serie di potenze 
di £ — a, P(s— a), che converge éntro (7. Ma, preso entro O 
un altro punto' &, la f(z) e pure sviluppabile in una serie, 
P{s — 6), procedente per le potenze di 5 — 7>, e la serie dedotta, 
che costituisce il nuovo sviluppo, ammetterà un cerchio di 
convergenza C' di centro b. Nella regione comune a (7, (7', le 
due serie P (s— a) e P(s— b) rappresentano la medesima fun
zione /($); ma in generale 0' comprenderà anche una regione 
di punti esterna a (7, e quindi la definizione della /($), che 
per mezzo del primo sviluppo era data in (7, si estende, me
diante la serie dedotta, anche ai punti di C  fuori di C. In 
modo analogo la funzione definita entro C' si potrà estendere 
in generale ad altre regioni del piano.

Ora la serie P (z— an) si dirà prolungamento analitico 
della P{z — a) se si passa da questa a quella mediante un 
numero finito di serie, ciascuna delle quali è dedotta dalla 
precedente. E si dimostra il teorema fondamentale:

Se una serie P(s — an) nasce per prolungamento analitico 
dell’altra P (s— a), viceversa questa può ottenersi come prolun
gamento analitico da P(s — an).

Come corollario: Se due serie nascono per prolungamento 
analitico da una medesima tersa serie, ciascuna di esse si 
ottiene per prolungamento analitico dell’ altra.

Ciò posto, tutte le serie di potenze che si possono otte
nere per prolungamento analitico da una serie iniziale P(s — a) 
costituiscono un insieme tale che, partendo da una qualunque 
serie dell’insieme stesso, si ottengono — per prolungamento
analitico — tutte le altre.

Supponiamo per semplicità che i cerchi di convergenza, 
delle serie successivamente dedotte, a partire da uno sviluppo 
della /(#), invadano tutto il piano, sicché ogni punto di 
questo, fatta eccezione per un numero finito (o discreto) di 
punti (singolari), sia interno a un qualche cerchio di conver
genza; la quale ipotesi si verifica per le funzioni più elementari 
dell’analisi. Distingueremo due casi:

1) Esiste una funzione ad un valore della variabile 
complessa 0, definita in tutto il piano ad eccezione di un 
numero finito di punti, la quale è rappresentata in G dalla 
serie P (z— a). Allora il prolungamento analitico di codesta 
serie conduce a differenti espressioni analitiche dell’unica 
funzione suddetta. Poi* conseguenza, se accade che in una
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successione di serie dedotte

P(s — a), P(s — P(s — an),

si ritorni con an al punto di partenza: an — a, dovrà anche  
la serie P(z — an) coincidere con la P(z — a).

2) Ma può accadere invece che la serie P(z — an) — 
quando an ricade in a — sia diversa da P(z — a). In  tale  
ipotesi non è più possibile definire in tu tto  il piano una fun
zione ad un valore della variabile com plessa z ,  cui conven
gano le predette espressioni analitiche; ma si è naturalm ente  
condotti ad estendere il concetto stesso di funzione, intro
ducendo accanto alle funzioni ad un valore, o monodrome, 
le funzioni a più valori o polidrome, alle quali corrisponde
ranno per un m edesim o lim ito diversi sviluppi in serie, dedotti 
l ’ uno dall’ altro com e prolungam ento analitico, cui si dà il 
nom e di rami.

Già Oa uch y  ha avvertito questa d istinzione (il nom e di 
funzione monodroma gli appartiene); secondo la definizione  
<li W e ie u st r a ss: la funzione analitica (che nella  ipotesi pre
cedente ha com e campo dì esistenza tu tto  il piano) corrisponde 
alla totalità delle serie di potenze dedotte per prolungamento 
Vana dell9altra, le quali diconsi elementi della funzione stessa.

E pertanto: una funzione analitica resta definita in tutto  
il suo cam po di esistenza (che n ell’ ipotesi precedente invade  
tu tto  il piano) quando sia data in una regione superficiale 
com unque p iccola; ma di più sussiste il teorema di Gauss- 
E ie m a n x : la funzione analitica resta com pletam ente debilita  
quando sia data sopra un arco di linea o in un gruppo di 
infiniti punti con un punto lim ite, purché in questo sia rego
lare; tale condizione perm ette di determ inare nel punto-lim ite 
lo sviluppo che costitu isce un elem ento della funzione.

Ora il teorem a di Oauoiiy  sullo sviluppo in serie delle  
funzioni di variabile com plessa si potrà precisare com e segue:

Teorema di O au ch y  sullo sviluppo in serie. Lo sviluppo  
di una funzione di z in serie di potenze P(z — a )  converge  
in un cerchio di centro a che passa per il più prossim o punto  
singolare: la serie converge in tutto il piano se* non vi sono 
punti singolari al finito.

Si deduce che: dato un elem ento di funzione analitica, 
P(z — a), ed un punto 1) ove la funzione /  sia regolare, il
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prolungamento analitico di P(z — a) resta defluito come esten
sione per continuità della prima funzione, passando da a a l> 
lungo una linea che abbia a e b come estremi e non passi 
per alcun punto singolare.

Infatti, se si designa con r  la minima distanza del più 
prossimo punto singolare dalla linea Z, ogni punto p di l è 
centro di un cerchio di raggio r entro cui la funzione f(z)  
ammette uno sviluppo convergente P(z — p\  e — dividendo 
la linea in un numero finito di archi di lunghezza <  r — si 
ottiene quindi una successione di serie dedotte dalla prima" 
P(z — a)j che conduce (come prolungamento analitico) ad una 
determinata serie P(z— 7;); qualunque sia la suddivisione della 
linea Z, questa dà luogo ad una successione di serie dedotte 
conducente al medesimo prolungamento analitico.

31. Punti singolari. — La definizione di una funzione 
analitica dà luogo a punti (l’eccezione o singolari, a cui si 
riferiscono le considerazioni seguenti.

Anzitutto giova osservare che nel prolungamento anali
tico di una serie di potenze, il punto all’ infinito non può mai 
essere raggiunto e d’altronde non ha senso parlare di una 
serie procedente per le potenze di z — ©o; parrebbe dunque 
che il punto all’ infinito dovesse riguardarsi sempre come 
punto singolare. Ma può accadere che questa singolarità sia 
solo apparente. Per esaminare tale questione giova conside
rare gli sviluppi della f(z) di fronte a sostituzione lineari 
(proiettività) effettuate su £, le quali permettono di portare 
il punto all’infinito in un punto proprio qualsiasi, per esempio

1nel inulto zero. Così, cambiando z in - , si sarà condotti a esa

minare se la funzione /(- j  sia sviluppabile in serie di potente
di z\ se ciò accade la f(z) — che risulta sviluppata per le 
potenze negative di z — si dirà regolare nel punto z =  co. 

Ora i punti singolari di una funzione analitica danno 
luogo ad una distinzione o classificazione.

Cominciamo dalle funzioni monodrome. Qui abbiamo 
1) I poli (secondo la denominazione di B riot e B ouquet), 

cioè i punti dove la funzione f(z) diventa infinita in modo
che l’inversa j sia regolare; il modo di diventare infinita
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della f(z) in un polo a si può caratterizzare mediante una 
potenza intera e positiva ( z— <ì)n, in tal guisa che (z— a)7\f\z) 
sia regolare ed assuma in a un valore Unito non nullo: u si 
dice allora V ordine del polo.

2) Punti singolari essenziali (secondo la denominazione 
di Weierstrass), cioè punti dove la funzione possiede una 
effettiva discontinuità, di guisa che avvicinandosi in modi 
diversi a un punto singolare essenziale non si ha un limite 
determinato (finito o infinito).

Risulta da un teorema di W e ie r st r a ss  (l) che ogni punto 
singolare di una funzione monodroma il quale non sia un 
polo, è un punto singolare essenziale. La distinzione fra poli 
e inulti singolari essenziali viene illuminata da un teorema 
fondamentale di L aurent  (1843).

Si abbia un punto singolare isolato della funzione mono- 
droma /(.£), cioè tale che non sia limite di altri punti singo
lari. Intorno al punto singolare a, preso come centro, descri
viamo un cerchio G che passi per il più prossimo punto 
singolare di f  ed un secondo cerchio G' di raggio piccolo 
quanto si vuole; sussiste allora il

Teorema di L a u r e n t . Nella corona circolare compresa 
fra G e (7, la funzione j\z) si può sviluppare in una serie 
procedente per le potenze intere, positive e negative, di 5 — a; 
la (piale si decompone in una serie procedente per le 
potenze positive P (z— «), rappresentante una funzione rego
lare entro G, e in una serie procedente per le potenze negative 
e convergente in tutto il piano fuori di C'. Quest5 ultima serie
rappresenta una funzione di z =  - -— monodroma e regolares — a
in tutto il piano salvo che in z — ; nel caso di un polo la
serie stessa si arresta riducendosi a un polinomio, nel caso 
di un punto singolare essenziale essa porge una trascendente 
intera dalla variabile z .

Ora sussistono per le funzioni definite in tutto il piano 
i due teoremi fondamentali (2).

I) Una funzione monodroma priva di punti singo
lari (a distanza finita o infinita) è una costante. Questo 
teorema si può far risalire a Oauchy  (1844), ma nella

(') Cfr. Bianchi, op. eit., pag. 166.
('-) Cfr. Bianchi, op. cifc., pag. 164, 168.
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form a precedente trovasi nel trattato di B iuot e Bouquet 
(1859).

II) Una f u n z i o n e  m o n o d r o m a , ovunque regolare salvo 
un n u m e r o  f i n i t o  d i  p o l i ,  è una f u n z i o n e  r a z i o n a l e  : precisa- 
mente essa ha un polo all’ infinito d’ordine n — m se è il 
quoziente di due polinomi d’ordine n , m con n  >  m.

Il teorema II) appartiene a Mera y (1855); esso si aj> 
plica alle funzioni dotate soltanto di poli, notando che l’esi
stenza di infiniti poli porta un punto singolare essenziale nei 
punti limiti. Questa osservazione può dirsi rientrare in un' 
teorema più generale relativo ai punti singolari essenziali.

T e o r e m a  di W e ie r s t r a s s  (A) (1876). N e l l 9 i n t o r n o  d i  u n  

p u n t o  s i n g o l a r e  e s s e n z i a l e  i s o l a l o ,  l a  f u n z i o n e  a s s u m e  i n f i n i t e  

v o l t e  v a l o r i  p r o s s i m i  q u a n t o  s i  v u o l e  a  q u a l s i a s i  n u m e r o .

Questo teorema si estende al caso di un punto singolare 
che sia limite di poli ma non di punti singolari essenziali. 
Esso può venire precisato dal

T e o r e m a  di P ic a r d  (2) (1879). Nell’intorno di un punto 
singolare essenziale ove non cadano altre singolarità essen
ziali, l a  f u n z i o n e  a s s u m e  e f f e t t i v a m e n t e  t u t t i  i  v a l o r i  e c c e p i t i  

d u e  a l  p i u .

Passiamo a considerare i punti singolari delle funzioni 
polidrome. Qui interviene anzitutto la distinzione seguente:

1) Punti singolari nell’intorno dei quali la funzione è 
monodroma;

2) e p u n t i  d i  d i r a m a z i o n e , tali che un giro per quanto 
piccolo attorno al punto produce un effettivo scambio sui 
rami della funzione.

Si circondi il punto singolare a con un cerchio O passante 
per il più prossimo punto singolare e si descriva un secondo 
cerchio C  di raggio piccolo quanto si vuole: ciascun ramo 
della funzione/(#), considerato nella corona circolare fra G e G' 
costituirà nel primo caso una funzione monodroma, laddove, 
nel secondo caso, vi saranno almeno due rami che non pos
sono considerarsi come funzioni, distinte, ad un valore nella 
corona circolare suddetta, giacché per un giro chiuso attorno 
a Cf il primo ramo si prolunga analiticamente nel secondo.

(l) Cfr. B i a n c h i , op. eit., pag. 166.
{*) Cfr. P i c a r d . Traité cPAnalyse, t. Ili, pag. 346.



CAPITOLO ITI 345
Ora quando il punto singolare a non è di diramazione 

per/(£), vale nella corona circolare CO' lo sviluppo di L a u r e n t  
come per le funzioni monodrome in tutto il piano, e così un 
ramo qualsiasi della f(z) si decompone nella somma d’ima fun
zione cp(s) regolare entro C e di una funzione G ̂  j mono- 
droma e regolare in tutto il piano salvo nell’ unico punto
singolare z =  a: questa G sarà un polinomio rispetto a —z — a
quando a sia un polo, ed invece sarà una serie effettiva, rap
presentante una trascendente intera, quando a sia un punto 
singolare essenziale.

Eisul ta da quanto precede che una effettiva novità nello 
studio dei punti singolari delle funzioni polidrome si ha 
soltanto per i punti di diramazione. Se a è un punto singo
lare di diramazione per la funzione w = f(z )1 considereremo 
un ramo di f(z) che viene effettivamente cambiato in un 
altro mediante un giro attorno ad a. Converrà distinguere 
due casi :

.1) La trasformazione prodotta sul detto ramo da un 
giro intorno ad a è periodica, ossia il ramo fa parte, di un 
•ciclo (wLw2....wq) di ordine finito g, i cui elementi subiscono 
la sostituzione circolare (12 ....q) per effetto del nominato giro; 
il punto a dicesi allora un punto di diramazione algebrica 
lier i rami wiwl ....ivq.

2) La trasformazione prodotta su un ramo di f(z) da 
un giro intorno ad a conduce ad infiniti rami: si ha per 
questi un punto di diramazione trascendente.

Il caso, che ha per noi maggior importanza, in cui si ha 
diramazione algebrica con permutazione circolare dei rami 
wiw2.t..ivq, si lascia studiare effettuando su z la sostituzione:

z — a =  tq,

la quale cambia la funzione wt di 0 in una funzione mono- 
•droma della variabile t. Infatti un giro intorno al punto zero 
nel piano della variabile t, aumentando l’ argomento di t 
eli 2 re, aumenta quello di z — a di 2qx e quindi corrisponde 
a q giri di z intorno ad a, sicché, quando t per il predetto 
giro ritorna in se stesso, si eseguisce sui rami wiw2....wq la 
costituzione (12 .... q)Q, equivalente all’ identità. „
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Ora la funzione w f ( t )  potrà avere in £ =  0 (z =  a )  mi 
punto regolare, oppure un polo o un punto singolare essen
ziale; nei primi due casi si dirà che s =  a  costituisce per wt (z)- 
una s i n g o l a r i t à  a l g e b r i c a , nell1 ultimo caso z =  a  costituirà 
per Wi(s) una s i n g o l a r i t à  e s s e n z i a l e  (con diramazione algebrica).

Ciò posto il procedimento spiegato innanzi permette di 
estendere il t e o r e m a  di Weierstrass alle f u n z i o n i  p o l i c r o m e , 
considerate nell’intorno di un punto singolare essenziale con 
diramazione algebrica. Lo stesso può dirsi anche per il t e o r e m a  

di P ic a r d .

32. Funzioni algebriche. — Consideriamo l’equazione alge
brica

f ( x y )  =  a 0( x ) y m  -j- a { ( x ) y m ~ l -h  .... a j x )  —  0 ,

dove f  è un polinomio dei gradi n, m  rispetto ad x , y , e x , y  

sono due variabili complesse:

x  =  x L +  i x 2, y  =  y L- \ - i y 2 .

Escludiamo che f  contenga come fattore la potenza 
s -ma (s >  1) di un polinomio d’ordine inferiore; allora per
nii valore generico di x  si hanno m  valori distinti di y i

Ih ìli •••• 2/m j

che sono funzioni analitiche della x :  infatti la derivata

d x  d x * 3y

resta defluita per ciascun ramo y  

Appare un’eccezione :
1) per i punti (poli) radici di a 0( x )  =  0 a cui corrisponde

un y =  ;
3 "f2) per i punti (c r i t i c i ) dove =  0 e quindi due valori

della y  vengono a coincidere.
Per studiare più semplicemente il comportamento della 

funzione algebrica nei punti critici, si imo supporre che questi 
siano distinti dai poli, giacche a tale caso ci si può sempre 
ridurre con una sostituzione lineare sopra la variabile y .
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I punti critici si distinguono in

1) p u n t i  d i  d i r a m a z i o n e , girando intorno ai quali si 
permutano due o più valori della ?/; e in

2) p u n t i  c r i t i c i  a p p a r e n t i  dove coincidono numerica
mente due o più valori di y ( x )  restando però distinti nell’ in
torno i rami, cioè gli sviluppi in serie corrispondenti.

Un punto critico apparente non costituisce una singola
rità lier la funzione algebrica y ( x ) .  Il più semplice esempio 
di un tale punto è offerto da un n o d o  d e l l a  c u r v a  f ( x y )  =  (); 
qui si hanno due rami distinti della funzione y ( x ) :  y f i x )  e y . f ix ) ,  

che vengono a coincidere numericamente nel punto, ma che 
non si scambiano per un giro della variabile complessa attorno 
a questo e si conservano del resto regolari nel punto critico 
apparente (Ofr. li. 1°, pag. 76).

Importa osservare che sono certamente punti critici di 
diramazione e non apparenti, per la funzione algebrica y ( x ) ,  

3 f  3 f
quei punti in cui^ = 0  ma ^  +  0 ; infatti se ciò accade per
x =  a , ?/ =  &, la funzione inversa x(y) è regolare e si h a n n o  
sviluppo in serie di T a y lo r ,  x =  a-i-P(y — 6), dove P  com incia  
con una certa potenza r >  1 di y  — b ; allora V inversione della  
serie x — a —  P(y — b), n ell’ intorno di y =  b, conduce a r valori 
di x — a  (die, per un giro attorno al punto 7>, vengono per-i
mutati ciclicamente come i valori di ( x  — a ) r, i quali — molti
plicati per un coefficiente numerico — ne porgono la prima 
approssimazione. Ponendo x  — a  — t 0 si ottiene uno sviluppo 
in serie della funzione y ( x ) ,  procedente per le potenze diì
t  =  ( x — a ) r ; ma su ciò ritornerem o nel libro quarto.

df  df
Qui giova ricordare che anche per —  =  —  —  0 può aversi

un punto critico di effettiva diramazione: l’esempio più sem
plice è  offèrto dalla cuspide ordinaria di una curva f ( x y )  =  0 
(Ofr. pag. 77).

Le singolarità che si sono riconosciute appartenere a una  
funzione algebrica y ( x )  sono caratteristiche in questo senso che:

T J n a  f u n z i o n e  p o l i d r o m a  a d  m  r a m i ,  d a t a  i n  t u t t o  i l  

p i a n o  d e l l a ; v a r i a b i l e  c o m p l e s s a  x , l a  q u a l e  p o s s e g g a  s o l t a n t o  

u n  numero f i n i t o  d i  p o l i  e d i  p u n t i  d i  d i r a m a z i o n e  a l g e b r i c a  

(distinti dai poli o anche sovrapposti a questi) è u n a  f u n z i o n e  

a l g e b r i c a , definita da un’equazione f ( x y )  =  0 di grado m  in y .
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Infatti siano yLy ,—-ym i rami della y(x) e si considerino 
le funzioni simmetriche elementari

a i  —  y  y +" y  2 +  •••• +  î l m  —  

«2 =  ^ïkVh

d-m If lì) 2 •••• îimj

le at risultano funzioni monodrome in tutto il piano della x, 
dotate soltanto di un numero finito di poli e quindi funzioni 
razionali della x- pertanto ia y(x) verrà definita dalla equa
zione algebrica

ym -  «! ym~l + .... +  ( - 1  )mam =  o,

il cui primo membro diviene un polinomio in x, y moltiplicando 
per il minimo comune multiplo dei denominatori delle at .

Le considerazioni precedenti si riferiscono al comporta
mento della funzione algebrica y{x) nell’intorno di un punto 
singolare; ora consideriamo la funzione stessa nella sua inte
grità, cioè come funzione analitica definita in tutto il piano 
della variabile complessa x. Si domanda se e come gli m 
valori che la y assume in un punto generico possono essere 
permutati fra loro, con un giro nel piano x.

Anzitutto sussiste il
Teorema fondamentale. In qualunque area semplicemente 

connessa, cioè limitata da un solo orlo privo di nodi, la quale 
non contenga punti di diramazione, ogni ramo della funzione 
algebrica y(x) è una funzione monodroma.

Supponiamo dapprima che nell’area semplicemente con
nessa A non cada alcun punto singolare della funzione y(x). 
A partire da un punto regolare x0, dove si hanno, per la y, m
valori distinti 2/1t/2_?/>??? si descriva una linea chiusa C che
ritorni in xQ, e suppongasi che il ramo yL(x) attraverso codesto 
cammino si prolunghi analiticamente in un altro ramo, y2{x). 
Si faccia, entro A, variare con continuità la C fino a ridurla 
un cerchio piccolo quanto si vuole. Siccome y2 non può variare 
con continuità al variare di <7, così esso rimane fisso e in 
definitiva anche il cerchio anzidetto cambia yL in ma 
questa conclusione è assurda perchè in un intorno infinite-
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simo del punto regolare x0, la funzione continua yL(x) non 
può distaccarsi dal valore iniziale che per quantità infinite
sime, mentre la differenza y t(x0) —y2(®o) si è supposta diversa 
da zero.

Giova mettere in evidenza il punto della dimostrazione 
precedente in cui s’introduce l’ipotesi che l’area A non con
tenga punti singolari; se A contiene un punto singolare s e 
se questo è interno alla linea <7, la G non imo ridursi per 
continuità ad un cerchietto per x0 senza passare in un dato 
momento per s, ma allora la continuazione analitica sopra la 
linea che contiene un punto singolare non è più possibile. 
È lecito tuttavia ridurre la linea C ad 
un cappio che partendo da x0 circondi s ; 
diremo che si percorre un cappio quando 
si descriva una linea l che, partendo da x0, 
vada ad un punto prossimo ad s, poi un 
cerchietto intorno ad s, e quindi si ritorni 
al punto x0 seguendo (in senso inverso) 
la medesima linea /. È chiaro che se s è 
un polo, oppure un punto critico intorno 
a cui non si abbia diramazione per la y(x)9 
il cappio anzidetto non può cambiare in 
alcun modo yL in yz, sicché il teorema fondamentale risulta 
comp 1 e t am en te di m os tr a to.

Ora consideriamo la funzione algebrica y(x) in tutto il 
piano della x; sorge l’importante questione se i suoi m rami 
ì)iV2 •••• ìJm costituiscano una soia funzione analitica, oppure 
V insieme di piu funzioni analitiche. La risposta è molto sem
plice: avviene il primo caso se V equazione f{xy) — 0 è irridu
cibile, il secondo se è riducibile.

Anzitutto è chiaro che se

f(xy) =  y(xy) b(xy) — 0 ,

le radici di cp =  0 e ^ =  0 costituiscono due funzioni anali
tiche distinte.

Viceversa pongasi che, per un giro qualsiasi nel piano 
della variabile complessa, y { venga cambiato in y2....yq (q<C u), 
ma non in yq+L:..ym. Allora si vede che i rami y ^ z —yq for
mano un sistema chiuso, di guisa che da uno qualsiasi di essi 
si può passare per prolungamento analitico soltanto ad uno
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dev'li altri. Quindi si può dire che le y { y.2 rami di
una funzione analitica dotata di poli e di punti di dirama
zione algebrica, sono le radici di un’equazione algebrica di 
grado q: y(xy) =  0, dove z> è un divisore di / .

Dunque, se f(xy) =  0 ò una ■ equazione irriducibile, esiste 
un giro chiuso nel piano della variabile complessa a;.che porta 
uno dei rami yLy2 — ym b) un altro qualsiasi assegnato. Ad 
ogni linea chiusa (7, descritta come cammino di un punto a 
partire da una posizione regolare a?0, corrisponde una sosti
tuzione

sugli m rami 2/xÿo ••••?///?• Le sostituzioni analoghe ad SQ for
mano un gruppo, che dicesi grappo di monodromia della fun
zione algebrica y(x)-7 e, per quanto sopra è detto, questo 
gruppo è transitivo (piando f(xy) =  0 è irriducibile.

Il cammino chiuso G può ridursi per deformazione con
tinua, senza attraversare punti di diramazione, a una succes
sione di cappi che partendo dal punto x0 vadano a punti di 
diramazione della y(z), e quindi: il gruppo di monodromia si 
può generare per moltiplicazione delle sostituzioni elementari 
relative a un sistema fondamentale di cappi che, partendo da 
un punto regolare x01 vadano ai punti di diramazione.

La proprietà caratteristica del gruppo di monodromia è 
la seguente:

I) Se una funzione razionale

degli m rami della funzione algebrica y{x) (e di x) rimane 
invariata per una qualsiasi sostituzione del gruppo di mono
dromia, essa è una funzione razionale di x.

II) Viceversa, se una funzione razionale F(yly2....ym) 
si può esprimere razionalmente per x, essa rimane invariata 
per qualunque sostituzione del gruppo di monodromia.

Il teorema I) segue dall’osservare che F  risulta una fun
zione analitica monodroma della x, dotata soltanto singolarità 
polari, e quindi razionale. Il teorema II). è evidente perchè 
la funzione razionale F  è monodroma.

FiySJz — Vm)
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33. Porismi di Chasles e presupposti della teoria geome
trica delle equazioni. — Abbiamo già registrato il tentativo 
della scuola geometrica, sorta nella prima metà del secolo 
scorso, di porre la teoria delle curve su basi sintetiche, ritor
nando in qualche modo allo spirito della geometria greca 
per riguardo * all’ indirizzo analitico di D escartes. Da questo 
punto di vista è caratteristica l’introduzione di alcuni prin
cipi e proposizioni generali, che sembrano atti a sostituire 
l’uso del calcolo algebrico e in qualche modo a definire quelle 
curve e superficie che D escartes chiamava geometriche (in 
contrapposto a meccaniche) e che da Leibniz ricevettero 
il nome di algèbriche (in contrapposto a trascendenti). Per 
noi, venendo meno 1’ interesse puristico, 1’ esame di quei 

• principi conserva tuttavia un valore, in quanto giova a spie
gare l’ intima natura dei metodi sintetici, mettendo in luce 
i presupposti della teoria geometrica delle equazioni.

Fra i principi cui si riferisce il nostro discorso occorre 
menzionare anzitutto quelli che lo Chasles Ç) designava col 
nome di porismi e che egli cercava riattaccare alle proposi
zioni dei greci che portano questo nome. Il porisma più gene
rale di Chasles, nel quale si riassumono tutti gii altri, enuncia 
in sostanza che « una curva geometrica piana d’ordine n può 
essere rappresentata da un’equazione algebrica di grado n 
rispetto a un sistema di coordinate proiettive omogenee (2) ».

Ciò che sembra particolarmente caratteristico per l’inter
pretazione dei porismi e dell’ufficio che ad essi attribuiva la 
scuola di Chasles, è che la curva geometrica si suppone 
definita indipendentemente dalla sua equazione algebrica, 
comunque non appaia chiaramente su cosa si fondi l’esistenza 
della relazione segmentarla che, nell’intendimento di Chasles, 
ne sostituisce l’equazione. Del resto ad una definizione sin
tetica delle curve (geometriche) accenna il Cremona per il 
quale « un luogo dicesi de\V ordine n se una retta qualunque 
l’ incontra in n punti (reali, immaginari, distinti o coinci
denti) (3) » ; dove egli sembra riprendere il concetto adom
brato da P oncelet che: la proprietà di essere incontrata

(b Lettera a Qcjetelet, (Bruxelles, 1830). Cfr. « Aperçu Historique », 
III ed., 1899, pag. 279.

(*) Cfr. Cuemona. Introduzione, n. 36, 37. Opere, t. I, pag. 350.
(3) Introduzione, n. 28, 1. c., pag. 314.
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ili n punti dalle rette del piano valga a caratterizzare la 
famiglia delle curve algebriche. Ma forse è lecito anche attri
buire ai nominati geometri il pensiero che le curve geome
triche ammettano una definizione induttiva per mezzo di 
condizioni e costruzioni geometriche a partire dalle figure 
elementari; i suddetti principi si applicherebbero quindi non 
tanto ad una famiglia di enti che si suppongono dati a priori, 
quanto ad una categoria di enti che possono essere via via 
introdotti mediante procedimenti di natura determinata.

Ora, in ordine alla questione se la proprietà di essere 
incontrate in n punti sia caratteristica per le curve algebriche 
d’ordine a, ci limiteremo ad alcune semplici osservazioni.

1) Anzitutto la questione va risoluta negativamente nel 
campo reale, ove s’intende che n designi il massimo numero 
delle intersezioni della curva con le rette. Basta invero consi
derare una qualsiasi linea ovale priva di flessi : una tale linea è 
incontrata da ogni retta del piano in due punti al più, ma si 
può ben supporre che essa non sia una ellisse, come si rende 
evidente ove si assuma per esempio la forma della sezione 
meridiana di un uovo. Giova avvertire che per una curva 
così definita graficamente nel campo reale non si saprebbe 
neppur dare senso alla domanda relativa alle sue intersezioni 
immaginarie con una retta.

2) Pongasi che una curva G sia definita come serie con
tinua di c>c'2 punti reali o complessi del piano {xy\ ove x e y 
sono variabili complesse, e la G sia tale che una retta gene
rica del i)iano (reale o no) la incontri esattamente in n punti; 
da tali ipotesi non è possìbile concludere che la 0  sia algebrica 
(d’ordine n).

Infatti l’insieme dei punti reali del piano (æy) costituisce 
un luogo G che viene incontrato da una retta immaginaria 
in un punto, cioè nell’ unico punto reale che essa contiene 
(intersezione di essa con la retta coniugata). Ora le rette 
immaginarie del piano (xy) sono le rette generiche, giacche 
la condizione di realità per la retta ax-hby =  0, dove

a =  a{ -P ia%, b =  bL -f- ,

si traduce nelle equazioni
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L’esempio precedente può essere facilmente generalizzate, 

e si può anche avere una C la cui parte reale sia una effet
tiva linea; questa possibilità si desume già dall’esempio pre
cedente con una opportuna trasformazione che renda imma
ginari i punti generici del piano reale.

Ulteriori sviluppi in quest’ordine di questioni vengono 
portati dagli studi del Segue s u  « Le rappresentazioni reali 
delle forme complesse e gii enti iperalgebrici » (l). Tuttavia 
sembra che la questione fondamentale sopra accennata non 
possa ancora ritenersi defluì ti vamen te risoluta (in senso posi
tivo o negativo) per quanto si riferisce alla natura di una 
serie continua doppiamente influita di punti, <7, contenuta nel 
piano complesso (xy), la quale debba essere incontrata in n 
punti da ogni retta sansa occasione, per modo che il numero 
delle intersezioni (semplici o multiple) non si riduca mai 
minore di n e non divenga mai infinito.

Un principio introdotto pure da Ch a sles , a cui spetta 
un ufficio analogo ai sopra menzionati porismi, è il principio 
che « ogni corrispondenza biunivoca fra rette, nella costru
zione della quale non entrino trascendenti (funzioni o curve), 
conserva il bi rapporto, ossia è una proietti vita (2) ».

Un corollario del principio anzidetto è che: posta fra due 
rette a, b una corrispondenza [1, 2], le coppie di punti corri
spondenti su b ai punti di a formano una involuzione (§ 2); 
di qui lo Chasles è condotto ad una generalizzazione del prin
cipio anzidetto. La restrizione poco chiaramente espressa dallo 
Chasles, che le corrispondenze di cui si tratta non inclu
dano trascendenti, viene soppressa dal O lìem ona; nel n° 7 
della sua Introduzioiìe (3) questi dà addirittura come defini
zione di proiettività fra forme di prima specie la corrispon
denza biunivoca, dalla quale crede di poter dedurre l’equa
zione bilineare, che in realtà figura nei suoi ragionamenti 
come presupposto (4).

Nello stesso ordine di idee, durante il decennio succes-

(b C fr. Matli. Annalen. Bd. 40, pag. 413 ove sono anche citati i lavori 
precedenti sull’ argomento.

(2) Comptes Kendus, 21 dee. 1855, voi. 41, pag. 1097.
(3) L. c., pag. 325.
(4) A tale proposito si confronti anche la nota di Chasles  nei Comptes 

Kendus, 36 agosto 3853.

F. ENRIQUES 23
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sivo, i geometri ammisero che ogni corrispondenza [mi, n] 
sulla retta possegga m n  punti uniti, senza rilevare l’ipo
tesi della algebrista di cui tacitamente facevano uso.

La necessità di enunciare tale ipotesi fu rilevata da 
G e i s e u  (l) (1870), il quale ha messo in luce che l’algebrista 
figura nel principio di C h a s l e s  come ipotesi necessaria che 
occorre enunciare in modo esplicito, altrimenti il principio 
non può tenersi yalido, sia nel campo reale, sia nel campo 
complesso.

Nel campo reale G e i s e u  adduce come esempio la corri
spondenza che si ottiene, segando due tangenti fisse con una 
tangente variabile, in relazione ad una linea ovale priva di 
flessi: questo è in sostanza l’esempio che sopra abbiamo 
addotto per chiarire la questione relativa alla proprietà carat
teristica delle linee d’ordine n (questione alla quale anche 
G e i s e u  accenna alla line della già citata memoria). Ma qui 
occorre aggiungere che la proposizione « una corrispondenza 
biunivoca fra due rette reali è una proiettività » non è vera 
neppure con la restrizione che la corrispondenza sia algebrica. 
Infatti l’equazione

y =  x3

pone fra le rette reali x e y una corrispondenza biunivoca 
algebrica che non è una proiettività.

G e i s e u  osserva ancora che esistono corrispondenze biu
nivoche fra due variabili complesse x e y, che non sono proiet
tive. A tale scopo egli pone fra i piani rappresentativi delle 
due variabili complesse una omografìa che non sia una simi
litudine; la corrispondenza così ottenuta non può essere rap
presentata da una equazione bilineare fra le x, y, perchè non 
muta cerchi in cerchi (2). Un esempio anche più semplice è 
offerto dal coniugio, dove si ponga

x =  xi -h ix  2, y =  xl — ixi .

A più forte ragione non è lecito affermare che una cor
rispondenza [mi, n\,  fra due variabili complesse, sia sempre 
algebrica e però — nel caso di forme sovrapposte — pos
segga Mi +  n elementi uniti.

(b Annali di matematica. Serie lì, voi. IY, pag. 25. 
(2) Cfr. B ia n c h i, op. cit., pag. 31.
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Quando si sia rilevato che l’algebricità .figura come pre

supposto nel principio di corrispondenza, si sarebbe tentati 
a mettere in dubbio, o almeno a sottoporre a critiche minute 
ed impaccanti, gran parte degli sviluppi in cui i teoremi 
sulle corrispondenze trovano applicazione. In una parola la 
critica che tende a riconoscere le precise condizioni di vali
dità della teoria, rischia di sacrificare al rigore la fecondità.

Ohe fare? Il successo pratico dei metodi geometrici (rico 
nosciuto anche da G e i s e r ) ne porge in qualche modo una 
giustificazione sperimentale; è dunque lecito ritenere possibile 
anche una giustificazione razionale. E questa si ottiene infatti 
mercè un esame delle operazioni che ricorrono in tale ordine 
di questioni.

In breve coteste operazioni si riducono alle quattro fon
damentali seguenti.

1) Somma di due corrispondenze: se ad x corrispon
dono, nella corrispondenza Yli , y i ...,yn e, nella Il2, ÿL—ÿm, la 
corrispondenza somma, D/q-H.,, si ottiene facendo corrispon
dere ad x il gruppo degli m~hn  elementi yi ....yn yL-—i)m.

2) Differenza di due corrispondenze : Hi — II2 =  II3
se IIj. II9 —{— H3 •

0) Interferenza di due corrispondenze: se ad x corri
spondono in ÜL i punti yL....yn e in II2 i punti
yL....yn ÿn+L--ÿp') l’interferenza di 1I1 e IL si definisce facendo 
corrispondere ad x i punti yL....yn; designando con II3 l’inter
ferenza anzidetta e ponendo

II1 [x, 2̂ ==: ÿn-hL”"ÿpli

dove si suppone che II/ e II./ non interferiscano, la ïï3 resta 
definita dalle uguaglianze

n 1 =  n 1, +  n 3, n ,  =  n ;  +  n 8.

4) Prodotto di due corrispondenze: Posto Rl =  [x1 y], 
II2 =  [y, 5], il prodotto resta definito da

n , n 1 =  [®, *].

Le operazioni di somma differenza, interferenza e pro
dotto, applicate un numero finito di volte a partire da cor
rispondenze algebriche, conducono sempre a corrispondenze 
algebriche.



356 LIBRO SECONDO

Questo principio fondamentale, che vale a dimostrare una 
Â olta per tutte Falgebricità delle corrispondenze cui si è 
condotti dalle costruzioni geometriche, si lascia giustificare 
assai semplicemente in base alla teoria elementare delle 
equazioni algebriche.

Anzitutto date le corrispondenze algebriche f^xy) — 0,. 
f.2(xy) =  0, la loro somma è la corrispondenza algebrica 
f(®y)=fi(M/)A(xy) =  0 (Cfr. L. 1°, § 16, pag. 102); e così 
se f(xy) è divisibile per ffixy), allora/ 2(æy) =  0 rappresenta la 
differenza delle corrispondenze f{xy) =  0 e f L(xy) =  0.

Similmente se le corrispondenze f l(xy) =  0 e f 2(xy) =  0 
interferiscono, i polinomi f L e f 2 posseggono un massimo 
commi divisore che si determina razionalmente, e che ugua
gliato a zero rappresenta V interferenza.

Infine anche il prodotto di due corrispondenze algebriche 
f(xy) =  0, y(yz) =  0, è una corrispondenza algebrica che si 
costruisce razionalmente, in base alla teoria della risultante* 
eliminando y fra le / = 0  e :p =  0.

Il principio fondamentale che sopra abbiamo giustificata 
in base alla teoria elementare delle equazioni, si rende anche 
evidente tenendo presenti le proprietà caratteristiche delle 
funzioni algebriche come funzioni analitiche, definite nel
l’intero piano delle variabile complessa. Ma in quest’ordine 
di idee si può ottenere un resultato più significativo, che 
viene enunciato dal seguente

Teorema. Ogni corrispondenza [m, n] analitica, la quale 
sia definita per tutti i punti reali e immaginari delle rette x e y 
(cioè fra i piani rappresentativi delle due variabili complesse), 
tolti al più un numero finito di punti singolari, è algebrica e 
viene rappresentata da un’ equazione

f(xy) =  0

dei gradi m, n rispetto ad a, y .
In particolare:
Ogni corrispondenza biunivoca analitica, la quale sia defi

nita per tutti i punti reali o immaginari di due rette x e y, 
tolti al piu un numero finito di punti singolari, è una proiet- 
tività, cioè viene rappresentata da un’equazione bilineare

axy -f- bx -f- cy +- d =  0 .
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Dimostriamo il teorema riferendoci dapprima al caso 

particolare delle corrispondenze biunivoche.
Per ipotesi la y è funzione analitica e monodroma della x, 

definita in tutto il piano rappresentativo di questa, fatta 
eccezione per un numero finito di punti, e quindi dotata di 
un numero finito di singolarità. Se tale funzione non possiede 
un punto singolare essenziale, essa è razionale (§ 31). Fac
ciamo vedere che effettivamente la y non può avere un punto 
singolare essenziale.

A tale scopo ricordiamo il teorema di W eiersteas che 
nell’intorno di un punto singolare essenziale/;, la funzione y 
assume infinite volte valori prossimi quanto si vuole ad un 
numero prefissato ad arbitrio; e ricordiamo d’altra parte che 
nell’intorno d’un punto regolare a ove la y(x) sia univoca
mente invertibile, la y assume qualsiasi valore sufficiente
mente prossimo ad y (a). Ciò posto, designando con p la 
•distanza fra il punto regolare a e l’ipotetico punto singolare 
essenziale /;, si considerino due cerchi Ca e Cb di centri a e Z>, il

0cui raggio sia minore di -, e che escludano altri eventuali
punti singolari. Entro Cb esiste certo un punto x in cui la y 
assiime un certo valore ÿ prossimo quanto si vuole ad y (a) ;

anche Oa dovrà contenere un punto x ove la funzione y assume 
il valore ÿ; si deduce che ad ÿ corrisponde più di un valore 
di x contro l’ipotesi.

Si conclude pertanto che la y è una funzione razionale 
della x del tipo

dove /  e ç sono polinomi. Ma perchè la funzione y(x) 
risulti univocamente invertibile occorre allora che f  e 9 
siano di primo grado; cioè la corrispondenza fra x e y è una 
proiettività. c. d. d.

Dal caso particolare delle corrispondenze biunivoche pas
siamo al caso generale delle corrispondenze analitiche [m, n]; 
la dimostrazione precedente si estende senza difficoltà. Il 
punto fondamentale di essa consiste nell’ escludere che la 
funzione y(x) possegga punti singolari essenziali; riconosciuto
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che essa- possiede soltanto poli e punti di diramazione alge
brica, si dedurrà che la y(x) è una funzione algebrica e quindi 
che P equazione f(xy) =  0 da cui sono legate le due varia
bili x e y è dei gradi m, n rispetto ad esse.

Ora suppongasi che la y(x) abbia un inulto singolare 
essenziale &, e si considerino gli m punti regolari aLaì ....am 
in cui la y assume un certo valore generico. Si descriva 
intorno a b un cerchio Cb e intorno ad aL....am altrettanti 
cerchi per modo che questi cerchi non interferiscano
fra loro ed escludano altri eventuali punti singolari. Entro Cb 
si troverà certo un punto x ove la y assume un certo valore f/y 
prossimo quanto si mole ad

? /K ) =  ?/(«») =  •••• y(«m) ;

ma anche entro ciascuno dei cerchi CL..t.Gm si trova un 
punto x ove la y assume lo stesso valore ÿ. Questa conclu
sione è assurda perchè ad [/ vengono così a corrispondere 
m~h 1 punti x, anziché m, come si era supposto.

34. Le rappresentazioni reali dei punti di una curva al
gebrica e le superficie di Rieniann. — Una curva algebrica 
f{xy) =  0, concepita come luogo di punti reali e immaginàri, 
costituisce una serie doppiamente infinita, di elementi, che si 
può rappresentare come una superficie. Questa rappresenta
zione reale può essere ottenuta in vari modi.

Anzitutto ponendo
x =  xL q- ix2
y =  y i + i y 2, 

e separando in /  le parti reale e immaginaria:

/(® i -+- fa*., in +  iyò = f i ( x Vi) +  ifÀxixdhVi),

si ottiene nello spazio a quattro dimensioni {xla>>yly3) una 
superfìcie rappresentata dalle equazioni

= o, f t = o,

della quale si hanno a considerare soltanto i punti reali; 
questa superfìcie, i cui punti reali corrispondono ai • punti 
reali e immaginari della curva f(xy) =  0, può anche venire
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proiettata (da un punto esterno) nello spazio ordinario a tre 
dimensioni, ed ognuna delle proiezioni così ottenute porge 
ancora una rappresentazione reale della curva f(xy) =  0.

Anche senza ricorrere a considerazioni iperspaziali, si 
riesce a costruire direttamente una superficie i cui punti 
corrispondono in modo biunivoco e continuo alle coppie di 
valori x, y definite dall’ equazione f(xy) =  0. Infatti E iemann (4), 
a cui è dovuta la rappresentazione delle soluzioni reali e 
complesse della/(œy) =  0 sopra un continuo a due dimensioni, 
è giunto allo scopo colla costruzione di superficie composte di 
più fogli sovrapposti, nel modo che qui vogliamo brevemente 
illustrare.

Si consideri dapprima l’equazione algebrica

y- =.f(v) =  (x — —  (h) •••• f a  —  » m )  ;

essa vale a definire una funzione a due rami

y(x) =  ±  Vf(x).

I detti rami vengono scambiati fra loro per un giro chiuso 
della x che comprenda uno o un numero dispari di punti di 
diramazione at \ per conseguenza un giro esterno ad un cerchio 
sufficientemente grande che comprenda tutti i punti aL.... amj 
vale a dire un giro intorno al punto all’infinito, produce o 
no lo scambio dei due rami di y(x) secondochè m è dispari 
o pari: quindi se m è dispari si aggiunge ai punti di dira
mazione ai ....am anche il punto all’infinito; questo caso si 
riduce al caso in cui m è pari con una trasformazione lineare 
sulla x.

Pongasi, per semplicità, che m sia pari e così la y(x) 
possegga soltanto i punti di diramazione al finito .... am. 
Per quanto abbiamo detto, il piano della variabile complessa x 
non porge una rappresentazione delle soluzioni (xy) dell’equa
zione y2= f(x), perchè in ogni punto x sono, per così dire, 
deposti due valori della y(x)- per ovviare all’inconveniente 
viene V idea di considerare due piani o fogli sovrapposti, 
sopra ciascuno dei quali si depongano i valori di uno dei due 
rami; ma non è possibile ottenere in tal guisa una rappre

si Theorie (1er Abel’schei! Functionen, (1857). (Cfr. Werke, p. 84).
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sentazione adeguata allo scopo, imperocché le coppie (xy) for
mano un continuo inseparabile, permutandosi — come si è 
detto — i due rami di y(x) per giri chiusi della a?; così-appare 
la necessità di collegare fra loro i due fogli, stabilendo oppor
tune convenzioni circa il passaggio dall’uno all’altro, in cor
rispondenza ai movimenti di % nel proprio piano. Un sistema 
di convenzioni rispondenti allo scopo può essere stabilito 
come segue.

A partire da un punto generico, o, del piano della æ, si ese
guiscano dei tagli, per esempio rettilinei, lungo linee congiun
genti o coi punti di diramazione le quali non si traversino 
fra loro. Questo sistema di tagli supponendosi eseguito, accade 
che un qualunque giro chiuso della x (non potendo attraver
sare un taglio, ne quindi involgere alcun punto di dirama
zione) non produce alcuno scambio fra i due rami della y(x). 
Ora immaginiamo di deporre i due valori della y(x) sopra 
due piani sovrapposti al piano della x su cui vengano ese
guiti i medesimi tagli; finche la x si muove senza attraver
sare uno dei tagli, i due rami y si muovono nei rispettivi 
fogli senza passaggio dall’uno all’altro; sugli orli opposti di 
un medesimo taglio si trovano deposti valori della y uguali 
e di segno contrario, giacche il passaggio da un orlo all’altro 
si effettua per mezzo di un giro chiuso della x attorno ad 
un punto di diramazione, aumentando (o diminuendo) l’ar
gomento di f  di 2rz. Ciò posto i due fogli, su cui vengono 
rapiteseli tati i due rami della y(x), debbono naturalmente 
collegarsi lungo i tagli, saldando ciascun orlo del primo foglio 
all’orlo dell’altro su cui vengono deposti i medesimi ^valori 
della x; così quando la x attraversa un taglio si passa con 
la y da un foglio all’altro. Il modo del passaggio può essere 
reso evidente con un modello: si ha una superficie a due 
fogli orizzontali che si traversano lungo una linea .doppia, 
e l’annessa figura ne porge la sezione verticale, perpendico
lare ad un taglio.

9.

y y

La superficie a due fogli così costruita rappresenta senza 
eccezione il continuo (xy) definito dalla equazione y2 =/(æ),
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e (licesi superficie di E ikmann relativa alla funzione alge
brica y(x\ od anclie alla curva y2= f(x).

Anche per una qualsiasi equazione algebrica f(xy) — 0, 
si ottiene analogamente la costruzione di una superficie di 
Riemann sui cui punti vengano dejioste senza eccezione le 
coppie di valori (xy). Pongasi che f  sia di grado n >  1 in y 
e quindi la y(x) possegga n rami; si abbiano nel piano m 
punti di diramazione che — per semplicità — sup
porremo a distanza fluita: girando attorno al limito at si 
produrrà in generale una sostituzione sui rami yvy»-—yn 
della y(x). Il caso più semplice (che ha, come vedremo, un 
valore generale), è quello in cui i giri attorno ai punti ri
producano semplicemente lo scambio fra due rami yr,y s. In 
questo caso costruiremo una superficie di Riemann ad n fogli, 
tagliando anzitutto il piano x lungo un sistema di linee 
oal ,...oamj il che permette di distinguere gli m valori yL >...ym' 
corrispondenti a un qualunque x; ora sovrapponiamo n fogli 
in cui sieno eseguiti i medesimi tagli e su cui vengano rap
presentati i rami yL....yn ; il collegamento dei fogli verrà fis
sato in guisa che lungo la linea di passaggio oat si riattac
chino i fogli r e s, supposto che al taglio oai corrisponda lo 
scambio di yr con ys, cioè lo scambio (rs).

La costruzione precedente si estende facilmente al caso 
in cui un giro chiuso intorno al punto di diramazione at pro
duca una sostituzione ciclica (1, 2 ....r): basterà invero colle
gare gli r fogli l....r lungo il taglio oat in guisa che dal 
primo si passi al secondo, dal secondo al terzo,.... dallo r-mo 
al primo, così come viene mostrato dall’annessa figura rap
presentante una sezione normale al taglio.

1 --------------------------------------------- --—

3 ^J J

4 ■ ■

5 -------------------------------------------------------

4

--------------------------------------------------- — 5

n = 5 , r = 3

Infine appare chiaro come la costruzione si estenda allorché 
la sostituzione prodotta da un giro attorno al punto au cioè 
dall’attraversare la linea si decomponga in un certo
numero di cicli: si avranno corrispondentemente diversi gruppi
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di fogli, in ciascuno dei quali i fogli sono collegati fra loro 
lungo la linea oau nel modo descritto innanzi.

Abbiamo indicato diverse vie per rappresentare, in modo 
biunivoco e continuo senza eccezione, le coppie di valori soluzioni 
di un’equazione f(xy) =  0 coi punti di una superficie reale.

Due superficie F  e F' così ottenute risulteranno pure 
legate fra loro da una corrispondenza biunivoca e continua 
senza eccezione. Pertanto la superficie rappresentativa di 
f(xy) — 0 non viene definita nella sua forma e nelle sue pro
prietà metriche o proiettive, ma a meno di una trasforma
zione biunivoca e continua. Soltanto la relazione di conti
guità fra le iiarti di essa ha importanza in quest’ordine di 
considerazioni, al quale risponde l’intuizione di una superficie 
concepita come un velo flessibile ed estendibile e quindi suscet
tibile di assumere per deformazione continua — senza rotture 
o saldature — infinite forme diverse, fra loro equivalenti.

Risulta dall’osservazione precedente che una superficie 
di Riemanu a n fogli, costruita a partire da un sistema di 
tagli odi, si può trasformare in un’altra equivalente dove si 
facciano muovere i tagli, subendo — per continuità — una 
deformazione qualsiasi. Ciò è chiaro in primo luogo se non 
viene alterato l’ordine delle linee oan oa2,.... oam, come 
accade se si esclude che un taglio possa attraversarne un

—- - - - -\
\ \

\ \
M  \ \

\\
\
\

primo dall’ altra parte del secondo in guisa che ai traversi la 
linea oa2, la trasposizione (12) viene trasformata dalla (23) 
nella (13), giacché il tra versamento del taglio oa2 cambia 
appunto il foglio 2 nel foglio 3, lasciando invariato il foglio 1*

altro passando così dall’altra 
parte di esso. Ma ove pure si 
ammetta un tale attraversa
mento, si otterrà ancora una 
superficie di Riemanu equiva
lente alla primitiva, dove però 
i fogli verranno collegati in 
un modo diverso, che risulta 
dalla trasformazione fatta. Per 
esempio, se si hanno (vedi 
figura) due tagli oa1 e oa2 cui 
corrispondono le trasposizioni 
(12) e (23), facendo passare il
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La rappresentazione delle superficie a fogli, introdotta 

come abbiamo detto da K i e m a n n  nel 1857, e accolta nel trat
tato di Neumann (*) del 1865, è quella a cui sogliono rife
rirsi in generale gli studiosi della teoria delle funzioni, anche 
quando (sull’esempio di C l i f f o r d , 1877) ne traggono per 
deformazione dei modelli solidi più facilmente visibili. Ma, 
come K l e i n  sembra per primo avere osservato, si può porre 
a priori il concetto della superficie di Kiemann liberamente 
deformabile nello spazio, che — nell’ ordine di idee della geo
metria astratta — riesce senz’altro definita dalla considera
zione del continuo a due dimensioni formato dalle coppie di 
soluzioni, reali ed immaginarie, dell’equazione f(xy) =  0. E la 
trattazione nostra procederà appunto da questo concetto gene
rale, senza bisogno di ricorrere alla particolare costruzione 
dei fogli sovrapposti ; all’ utilità della quale accenneremo 
tuttavia nell’ultimo paragrafo di questo capitolo.

35. Osservazioni generali sulla teoria della connessione 
delle superficie. — Risulta da quanto precede che le rappre
sentazioni reali di una curva algebrica f(xy) =  0 conducono 
ad una considerazione delle superficie che è interamente 
nuova per riguardo a quelle che ricorrono nella geometria 
metrica o nella proiettiva. Il significato di questa nuova con- 
siderazione appare già chiarito dalla immagine del velo fles
sibile ed estendibile, nello stesso senso in cui l’immagine del 
corpo rigido vale a definire il campo delle proprietà metriche 
ordinarie (invarianti per movimenti). Ora le proprietà delle 
superficie che corrispondono all’immagine del velo anzidetto, 
sono ben definite come invarianti per trasformazioni biuni
voche e continue ( K l e i n ). Quel ramo della geometria a cui 
esse appartengono, si riattacca a più antiche ricerche di 
D e s c a r t e s , L e i b n i z , E u l e r o , G a u s s , e prende forma di trat
tazione organica per opera di L i s t i n o - (2) (1847): al nome- 
di analysis situs con cui L e i b n i z  già designava questi studi, 
L i s t i n o  sostituisce quello di topologia, che si usa anche oggi 
promiscuamente col primo ed insieme al nome di contenuto 
più particolare: teoria- della connessione.

6) Vorlesungen liber Rieinami’s Theorie (1er Abel’schen Functionen, 
(litografìe); cfr. II ed. 1881, pag. 110.

{') Vorstadien fiir Topologie — Oòttinger Studien, 1817.
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La grande concezione di R i e m a n n  del 1857 richiamava 
su questa disciplina l’attenzione dei cultori della teoria delle 
funzioni, promovendo il riconoscimento delle applicazioni ai 
più vari campi delle matematiche che ne dipendono.

Cerchiamo di chiarire meglio i concetti che appartengono 
a questo indirizzo di studi.

Dal punto di vista topologico un quadrato non si distingue 
da un triangolo o da un cerchio e neppure da un triangolo 
sferico ecc. Invece è chiaro che una superficie limitata aperta, 
quale è il quadrato, è essenzialmente diversa da una superficie 
chiusa coni’è la sfera, e anche da una superfìcie aperta con 
due orli, quale è la corona circolare.

D’altronde non tutte le superfìcie chiuse sono da rite
nersi topologicamente equivalenti: la superficie della sfera è 
equivalente a quella del tetraedro, del cubo, ecc., ma invece 
è essenzialmente diversa dalla superficie di un toro o anello; 
infatti un qualsiasi taglio chiuso fatto sopra la sfera spezza 
la superficie in due parti, mentre un taglio chiuso lungo un 
cerchio generatore dell’anello non spezza affatto la superficie 
di questo, bensì la riduce ad una superficie cilindrica con 
due orli.

Un altro esempio istruttivo in ordine ai caratteri diffe
renziali delle superficie, dal punto di vista dell’ analysis si tus, 
è offerto dalla superficie unilatera di Mobius Ç) (1861), sulla 
quale è impossibile distinguere due faccie, potendosi passare 
con moto continuo dall’una alP altra, senza attraversare alcun 
orlo della superfìcie. La superficie di Mobius viene costruita 
nel seguente modo: si prenda una striscia rettangolare di 
carta ABCD, e si saldino i lati opposti AB, CD (A opposto 
a G, B  a D) in guisa che A si sovrapponga a D e B  a C; 
allora un segmento parallelo al lato AC e terminato al con
torno diventa una linea chiusa, descrivendo la quale si passa 
da una faccia della superficie alla faccia opposta. È anche 
notevole che su codesta superficie (a differenza di ciò che ha 
luogo sulle superficie filatere, come la sfera, il toro ecc.) non 
è possibile distinguere due versi di rotazione attorno ad un 
punto poiché, descrivendo l’anzidetta linea, l’un verso si 
scambia con l’altro. Si vede pure che se si taglia la super
ficie di Mobius lungo la linea sopra nominata, la superficie

(b Werke, Bd. II.
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non si spezza e il taglio dà luogo a un solo orlo anziché a 
due come avviene per la sfera o per il toro.

Gli esempi precedenti valgono a chiarire e, in qualche 
modo, a definire i caratteri fondamentali delle superficie che 
formano oggetto della teoria della connessione. Ma per carat
terizzare più precisamente questo ordine di idee e preparare 
un assetto sistematico della dottrina, occorrono ancora due 
osservazioni che appartengono entrambe a K lein (l) (1874-76).

Una prima osservazione si riferisce alla distinzione fra 
proprietà interne e proprietà esterne di una superficie (pro
prietà assolute e relative secondo K lein). Gol nome di pro
prietà in tenie vogliamo designare quelle proprietà che vengono 
definiFe in rapporto a figure tracciate sopra la superficie senza 
alcun riguardo ad elementi fuori di questa; invece si consi
derano come jiroprietà esterne tutte quelle in cui intervengono 
gii elementi dello spazio-ambiente fuori della superficie.

Per chiarire la distinzione occorre anche fissare parti
colari convenzioni in ordine alla esistenza di linee doppie 
nodali: lungo una tale linea la superficie attraversa se stessa; 
ma movendosi sopra la superficie non è lecito passare attra
verso la linea doppia dall5una all’altra falda; e così, secondo 
la veduta interna, le superficie possono ritenersi prive di 
linee doppie.

Sono caratteri pertinenti alla visione interna di una 
superficie: l’esistenza o meno di orli, la distinzione fra super
ficie che vengono spezzate o no da ogni taglio chiuso ecc. 
Per quanto riguarda la distinzione fra superficie unilatere 
e bilatere è da osservare che la distinzione fatta, riferendosi 
alla esistenza o meno di due facce e quindi alla impossibilità 
o possibilità di invertire il senso della normale, implica un 
riferimento allo spazio-ambiente; ma, osservando che l’inver
sione del senso della normale, per un giro chiuso fatto sopra 
la superficie, porta anche l’inversione del senso di rotazione 
sopra la superficie stessa, si riconosce che la distinzione fra 
superficie unilatere e bilatere esprime un carattere interno 
della superficie: d’altronde è anche una proprietà interna 
delle superficie unilatere l’esistenza di una linea chiusa della 
quale non si distinguono più due lati, sicché un taglio chiuso 
lungo di essa produce un solo orlo per la superficie tagliata.

0  Matli, Annalen: Bel. 7, pag. 479; Bel. 9, pag. 476.
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Ora occorre una seconda osservazione in ordine al modo 
di considerare i punti all9 infinito. Sopra una superficie inde
finitamente estesa i punti all’infinito appariscono come punti 
limiti; riguardo a questi si possono stabilire convenzioni 
diverse, secondo le quali la superficie viene a essere conside
rata come illimitata ed aperta, o come superficie aperta limi
tata da uno o più orli, o anche come superficie chiusa. Rife
riamoci per una spiegazione più precisa al caso del piano.

Il piano illimitato ed aperto della geometria elementare, 
concepito unicamente come luogo di punti propri, equivale 
— dal limito di vista topologico — alla superficie piana 
interna ad un cerchio. E lecito sostituire a quest’ultima la 
superficie di una calotta sferica terminata parimenti da un 
cerchio (7; allora l’equivalenza di tale superficie al piano 
illimitato si rende evidente con una proiezione fatta dal 
centro di C sopra un piano parallelo al piano del cerchio 
medesimo.

L’introduzione dei punti all’infinito vale a rendere il 
piano una superficie chiusa; ma i caratteri di connessione di 
questa dipendono dalle convenzioni con cui i punti all’infi
nito vengono introdotti. Così, se si conviene di riguardare 
tutti i punti all’infinito del piano come riuniti in un unico 
j>unto, come accade per il piano rappresentativo della varia
bile complessa, il piano diventa equivalente alla sfera. Tale 
equivalenza si rende evidente con la proiezione stereografica 
della sfera, dove, come è noto, si assume quale centro di 
proiezione un punto 0 sopra la sfera stessa e quale piano di 
proiezione un piano parallelo al piano tangente in 0 : questa 
rappresentazione si può riattaccare a quella usata innanzi 
per mostrare l’equivalenza del piano aperto alla calotta sfe
rica terminata da un cerchio (7; basta invero ingrandire la 
calotta sopra la sfera, in modo che <7 si riduca al punto 0, 
concepito come un cerchio infinitamente piccolo. Ora, mentre 
il piano completato con l’aggiunta di un 'punto all’infinito 
risulta equivalente alla sfera anzidetta, il piano aperto (luogo 
dei punti propri) viene rappresentato sulla porzione di sfera 
che si ottiene togliendo il punto 0 , cioè sulla sfera con un buco.

Ben diversi caratteri di connessione spettano al piano 
proiettivo, dove i punti all’infinito sono introdotti a costi
tuire una linea retta. La superficie che così si ottiene non è 
semplicemente connessa, giacché un taglio chiuso lungo una
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retta (per esempio lungo la retta all’influito) non la spezza, 
ma la riduce ad una superficie illimitata ed aperta, equiva
lente alla superficie aperta di un cerchio. Inoltre il piano 
proiettivo è una superficie unilatera, giacche su di essa non 
si distinguono due lati, o bande di piano, rispetto ad una 
retta, e quindi nemmeno due versi di rotazione.

Questi caratteri topologici del piano proiettivo si met
tono in evidenza mediante la rappresentazione dei suoi punti 
con le rette della stella: qui appunto si vede che un verso  ̂
di rotazione entro un fascio di piani può essere invertito con 
un movimento continuo del fascio, entro la stella, che porti 
a invertire la direzione dell’asse del fascio.

Ora riprendendo la precedente proiezione della calotta 
sferica terminata da un cerchio GY, si vede che per ottenere 
una rappresentazione del piano proiettivo occorre saldare o 
collegare i punti diametralmente opposti di C. Per la costru
zione di un appropriato modello, giova qui deformare l’orlo 
della superficie sferica in guisa che C divenga una linea 
gobba, sulla quale continueremo a considerare come omologhi 
i punti che erano inizialmente opposti : uniamo i punti omo
loghi di C mediante fili o segmenti rettilinei; si otterrà così 
una superficie costituita da una parte sferica e da una super
ficie rigata (dotata di linea .doppia), che offre una perfetta 
rappresentazione del piano proiettivo, equivalendo ad esso 
secondo la veduta interna.

Dopo l’esempio del piano, consideriamo ancora l’esempio 
degli iperboloidi. L’iperboloide ellittico, concepito come luogo 
di punti propri, consta di due falde, equivalenti ciascuna alla 
superficie interna di un cerchio; (piando invece si introdu
cono i punti all’infinito secondo le convenzioni della Geo
metria proiettiva, le due fai (te si riuniscono attraverso alla 
conica all’infinito e l’iperboloide diventa equivalente alla 
sfera. Con uguale facilità si vede che l’iperboloide rigato, 
concepito come luogo di punti propri, equivale alla superficie 
di un cilindro da cui siano tolti gli orli; invece l’iperboloide 
rigato, dopo l’introduzione dei punti all’infinito secondo la geo
metria proiettiva, diventa equivalente alla superficie del toro.

Questi semplici esempi bastano a spiegare come la con
siderazione delle superficie indefinitamente estese possa sempre 
ridursi a quella di superficie finite; alle quale si suole rife
rirsi, come a modello, negli sviluppi dell’analysis situs.
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36. Il teorema di Eulero e la interpretazione topologica 
del genere di una curva algebrica. — Dopo avere definito il 
campo di ricerche che costituisce la teoria della connessione 
delle superficie, conviene restringerlo fissando di limitare le 
nostre considerazioni alle superficie chiuse che si ottengono 
con la riunione di un numero finito di superficie elementari. 
Diciamo superficie elementare la superfìcie piana aperta limi
tata da un cerchio o da un quadrato. La riunione delle super
ficie elementari deve esser fatta in guisa che ogni segmento o 
arco del contorno di una di esse venga saldato ad un altro 
segmento o arco appartenente al contorno di un’altra super
ficie elementare o della medesima, sicché la superficie otte
nuta risulta chiusa, senza orli.

Per dare un esempio della costruzione indicata vediamo 
che si ottiene la sfera quale riunione di due superficie ele
mentari, come appare dalla divisione della sfera stessa me
diante un cerchio. Parimente si ottiene il toro quale riu
nione di quattro superficie elementari, come appare dalla 
divisione della superficie in quattro parti per mezzo di due 
cerchi meridiani e due paralleli. Ma si può anche ottenere 
la superficie del toro congiungendo i lati opposti di un 
rettangolo, che a sua volta si deduce dal toro eseguendo 
due tagli, uno lungo un cerchio parallelo e l’altro lungo un 
meridiano.

Osserviamo che nell’anzidetta divisione della sfera (a dif
ferenza di ciò che avviene nelle divisioni considerate pel toro) 
le due parti elementari sono unite per mezzo di una linea 
chiusa; ma si passa facilmente ad una divisione dove due 
parti qualunque si collegllino per mezzo di una o più linee 
aperte, giacché una linea chiusa può essere suddivisa in linee 
aperte per mezzo di punti. Per'generalità conviene riguardare 
come linea aperta una linea chiusa su cui sia dato un punto, 
nel quale coincidono i due estremi della linea.

Ora la divisione delle superficie in parti elementari con
duce alla definizione dei reticolati (1).

Dicesi reticolato (connesso e chiuso) tracciato sopra una 
superficie chiusa, un sistema di linee aperte (spigoli) che 
divida la superficie in parti elementari (facce)) gli estremi

(A) Giova ricordare die la considerazione dei reticolati trae origine nei 
circuiti elettrici da K i r c h h o f f . Poggendorf Annalen, Bd. 72, pag. 498 (1847).
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delle linee suddette diconsi vertici del reticolato. Per defi
nizione :

1) Si può passare, con un punto mobile sul reticolo, da 
un punto del reticolato ad un altro qualsiasi.

2) Ogni vertice del reticolato appartiene almeno a due 
spigoli, salvo il caso che in esso si riuniscano i due estremi 
di un medesimo spigolo. (Reticolato costituito sulla sfera da 
un cerchio, aperto per mezzo di un punto).

3) Ogni spigolo è limite comune di due faccie o di 
due parti di una medesima faccia.

L’esempio più semplice di reticolato è offerto dal sistema 
degli spigoli di un ordinario poliedro, che è una superficie 
chiusa equivalente alla sfera. È noto che per un poliedro, 
designando con F il numero dei vertici, con & il numero 
degli spigoli e con F  il numero delle facce, sussiste la nota 
relazione di Eulero (l) (1752):

F  — S F  — 2.i
I reticolati definiti di sopra si possono riguardare come 

poliedri generalizzati ; ma la somma F  — S F può assumere 
qui valori diversi da 2. Così ad esempio, costruendo un reti
colato sul toro, si troverà

r - S - \ - F  =  0 .
Però sussiste il
Teorema di E ulero generalizzato (2) : Per ogni reticolato 

tracciato sopra una superficie chiusa,, designando con F, S, F  
i numeri dei vertici, degli spigoli e delle facce, si ha che 
V espressione F  — S -f- F  assume uw valore costante, cioè non 
dipende affatto dalla scelta del reticolato, bensì soltanto dalla 
superfìcie su cui esso è dato; della quale esprime un carat
tere topologico, essendo invariante per trasformazioni continue.

Per dimostrare il teorema, si osservi anzitutto che l’espres
sione F — 8 -t- F  non cambia quando [uno spigolo del reti
colato venga diviso in due parti, aggiungendosi così un ver-

(l) Una formula equivalente è stata ritrovata da B a l t z e r  in un 
frammento inedito di D e s c a r t e s . Cfr. Oeuvres inédites par F o u c h e r  d e  

C a u e i l . Parigi, 1860, voi. 2, pag. 214.
(-) L i i u i l i e r . Pietroburgo, 1811. Cfr. il riassunto di GERGONNE^negli 

« A nnales de Mathématique », t. 3, pag. 169.

F. ENRIQUES 24
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tice ed uno spigolo, e nemmeno quando una faccia venga 
divisa in due per mezzo di uno spigolo (clie può supporsi 
collegare due vertici, in guisa clie verrà aumentato di 
un’ unità 8  e F). Ciò posto si considerino sopra una mede
sima superficie due reticolati R { e R., ; possiamo supporre che 
essi non abbiano alcun spigolo in comune, ed anche che 
esista uno spigolo dell’uno avente un punto comune con uno 
spigolo dell’altro,* infatti queste ipotesi si possono sempre 
rendere soddisfatte facendo subire ad uno dei reticolati una 
deformazione continua che non altera i numeri V, 8, F. Giò 
posto, riunendo i due sistemi di linee JR± e jK2, si otterrà un 
nuovo reticolato (connesso) R = zR L A -R  2, il quale si può rite
nere dedotto tanto da R l che da R2 mediante aggiunta di 
vertici e spigoli, cioè mediante divisione di spigoli e di facce. 
Per quanto sopra è osservato l’espressione V —S -h  F rela
tiva a R  avrà dunque lo stesso valore che l’analoga espres
sione calcolata per R L e J?2; sicché anche queste risulteranno 
fra loro uguali. ' c. d. d.

Abbiamo rilevato che l’espressione costante V —S a-F = 1 ì-, 
relativa ad un reticolato tracciato sopra una superficie chiusa, 
esprime un carattere topologico di questa. Vogliamo ora spiegare 
il significato di fc. A tale scopo conviene considerare particolari 
reticolati che posseggono un solo vertice ed una sola faccia.

Cominciamo dall’osservare che il numero delle facce F , 
supposto F^> 1, può essere diminuito di un’unità; infatti 
riunendo insieme due facce consecutive, col togliere lo spi
golo comune che separa le due superficie elementari, si ottiene 
ancora una superficie elementare. Anche il numero dei ver
tici V, supposto V >  1, può essere diminuito di un’unità; 
infatti se si hanno due vertici consecutivi A e B  a cui con
corrono due gruppi di r, s spigoli, basta avvicinare B  ad A 
finché coincida con esso, ciò che ha per effetto di fare spa
rire insieme al vertice B  anche lo spigolo AB, ottenendosi 
r +  s — 2 spigoli passanti per A.

È chiaro che i due procedimenti di riduzione sopra indi
cati permettono di ridurre un reticolato qualsiasi a un reti
colato che possegga un sol vertice ed una sola faccia:

V =  1, F =  1, S =  — Tc +  2.
Allora si hanno, sopra la superficie, 8 linee che si chiudono
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ìli un medesimo punto, tali clie la superficie tagliata lungo 
di esse si riduce ad una superficie elementare; dalla quale 
reciprocamente si ottiene la superficie anzidetto mediante 
collegamento delle parti del contorno che figurano come orli 
di un medesimo taglio.

Il numero S =  2 — 7o si designerà col nome di ordine o 
(secondo Rieìmann) numero di connessione (i). Dicesi sempli
cemente connessa (ordine di connessione uguale a zero) una 
superficie elementare, cioè una superficie aperta con un solo 
orlo, la quale viene spezzata da ogni taglio chiuso e da ogni 
taglio terminato al contorno; è del pari semplicemente con
nessa la superfìcie della sfera, che essendo chiusa, cioè senza 
orli, viene spezzata in due parti da ogni taglio chiuso. Invece 
il toro ha 1’ ordine di connessione uguale a due, giacche 
mediante due tagli chiusi a partire da un medesimo punto, 
si riduce una superficie elementare, cioè una superficie (aperta) 
semplicemente connessa.

Il teorema di E ulero generalizzato permette di ricono
scere il significato del genere jp di una curva algebrica f[:vy) =  0, 
come carattere topologico della corrispondente superficie di 
Riemami. Si suppone qui che la curva f  possegga soltanto 
singolarità ordinarie, poiché solo in questo caso è stato defi
nito il genere p-, ma la restrizione così introdotta non è 
essenziale e risulterà senz’altro rimossa dalla teoria generale 
delle singolarità delle curve. (Ofr. L. 4°).

Ciò posto si consideri la superficie di Eiemann (ad n fogli) 
che rappresenta la funzione algebrica y(x) definita dalla 
f(x-y) =  0, di grado n in y. E si abbiano m punti di dirama
zione corrispondenti alle tangenti distinte a rami della curva/ 
che passano per il punto all’infinito dell’asse y . Nell’ipotesi più 
semplice, che vogliamo dapprima considerare, codeste tan
genti avranno colla curva un semplice contatto, e i corrispon
denti punti di diramazione daranno luogo allo scambio di due 
rami della y(x)- allora si avrà

m — 2 n +  2p — 2 , 
dove p designa il genere di / .

(l) Altri designa come ordine di connessione il numero
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La superficie di Ili e maini E, della/, viene rappresentata 
sul piano-sfera, II, della variabile complessa x, in guisa die 
a un limito generico di II rispondono n punti distinti di E, 
ma ad uno degli m punti di diramazione in II rispondono 
soltanto n — 1 punti distinti. Ad un reticolato qualsiasi 
tracciato nel piano li, non corrisponde in generale un 
reticolato connesso dividente in parti elementari la lì , ma 
ciò accade se i punti di diramazione figurano fra i vertici 
del reticolato dato in li; per es. ad un poligono curvilineo 
sciolto avente come vertici i punti di diramazione suddetti, 
corrisponde su E  un reticolato cui è applicabile il teorema 
di E ulero.

Ora codesto poligono costituisce nel piano un reticolato 
per cui

V  =  m, S =  m, F  =  2.

Passando ad E  si ha un reticolato dove a ogni faccia del 
primo corrispondono n facce, ad ogni spigolo n spigoli, e ad 
ogni vertice n — 1 vertici, sicché per questo

V = (n  — 1 )m, S =  nm, F  =  2n,
e quindi

lv =  V — S +  F =  2n — m; 

dunque la molteplicità di connessione di E vale 

2 — 1» =  m — 2n -f- 2 =  2j).

Alla, stessa conclusione si arriva anche quando alcune 
fra le 2n-\-2p — 2 tangenti ad / , che danno i punti di dira
mazione, si sovrappongano in una sola a contatti distinti o 
coincidenti. Nel caso più generale si avrà un punto di dira
mazione che dà luogo a una sostituzione composta di % cicli 
degli ordini r ir2....ri ; ed allora un tale punto di dirama
zione conterà per

r =  (rl — 1) (r2 — 1) +  .... +  (rt — 1),
essendo

vlr =  2n -\-2p  — 2 ; 

infatti il procedimento con cui si è valutata la classe d’una
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curva (§ 19) permette di riconoscere che una tangente con 
contatto r-puntq conta per r — 1 tangenti.

Ciò posto si può ripetere lo sviluppo precedente, osser
vando che ad un punto di diramazione contante per r corri
spondono, su lì, n —-r inulti distinti. Si deduce così il

Teorema. U ordine di connessione di una superficie di 
Riemann vale 2p, designando p il genere della relativa curva 
algebrica, supposta dotata di singolarità ordinarie.

Giova osservare che il ricorso alla superfìcie di Riemann 
permette anche di estendere la nozione del genere a curve 
algebriche dotate di singolarità qualunque; a questa esten
sione si arriva anche direttamente con l’analisi delle singo
larità che istituiremo nel libro quarto.

Nota. Il teorema sopra enunciato compare nella teoria 
delle superficie di Riemann a fogli, ove l’ordine di connes
sione viene espresso per il numero dei punti di diramazione 
(semplici), e in questa forma deve essere riattaccato a 
R iem ann  (*) (1857). Come abbiamo accennato nel § 23, 
C lebsoh ha avvertito il legame del carattere così introdotto 
con la teoria geometrica delle curve. Infatti « l’ordine di 
connessione della superficie di Riemann esprime un carattere 
della curva invariante rispetto ad una qualsiasi trasformazione 
frazionale ». Ciò appare a prima vista evidente, e per rimuo
vere ogni dubbio critico occorre soltanto esaminare i punti 
(doppi o multipli della curva) che sono eccezionali per la 
trasformazione, dando luogo a x>iii punti della trasformata; 
si riconosce che la corrispondenza è sempre biunivoca fra i 
rami e quindi può concepirsi come biunivoca senza ecce
zione fra le due curve, in base a convenzioni che hanno 
perfetto riscontro nella veduta interna delle superficie di 
Riemann, da cui viene eliminata ogni considerazione di 
singolarità di queste. Ma 1’ invarianza del genere delle 
curve lier trasformazioni frazionali, da cui Clebsch  traeva 
la dimostrazione della terza formula di P lucker (ugua
gliando il genere della curva luogo e della curva inviluppo), 
riceverà una dimostrazione diretta nel seguente libro: l’in
varianza per trasformazioni quadratiche del piano, stabilita 
nel § 23, potrà riattaccarsi a quel teorema come caso 
particolare.

fi) Cfr. W e r k e , pag. 106.
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L’interpretazione topologica del genere di una curva, 
attraverso il teorema di Eulero generalizzato, trovasi j>er 
esempio nel trattato di A ppell e Goursat (a).

37. Riduzione a tipi delle superficie. — Riprendiamo la 
costruzione delle superficie chiuse mediante superficie elemen
tari, alla quale abbiamo accennato nel principio del prece
dente paragrafo. Ivi è notato come dalla riunione di due 
superficie elementari si ottenga la sfera; e il procedimento 
costruttivo di questa si può dire che consista nel riunire ì 
punti del contorno di un quadrato, simmetrici rispetto a una 
mediana. Parimente si ottiene, come abbiamo visto, la super
ficie di un toro riunendo fra loro i lati opposti di un qua
drato. Se, invece, si riuniscono fra loro i punti opposti di un, 
quadrato o di un cerchio che sono simmetrici rispetto al centro, 
si ottiene una superficie nnilatera equivalente al piano proiet
tivo: l’ordine di connessione di questa superficie si vede 
essere uguale ad uno, giacché un taglio chiuso corrispondente 
a un diametro del cerchio la riduce a una superficie elementare 
(somma di due superficie elementari riunite per una parte 
del loro contorno).

Ora le costruzioni precedenti si possono generalizzare.
Anzitutto si consideri un quadrato entro il quale si pra

tichino p — 1 fori, pure in forma di quadrato. Di ciascun 
quadrato vengano collegati i lati opposti come nella costru
zione del toro; si ottiene in tal guisa una superficie 2 che 
dimostreremo essere bilatera ed avere l’ordine di connes
sione 2p.

Anzitutto giova osservare che il quadrato-contorno non 
ha per la superficie un significato speciale in confronto ai 
quadrati-fori; ciò appare nel miglior modo ove si sostituisca 
al piano una sfera, sulla (piale anche il quadrato-contorno 
diventerà orlo di un foro. Ora si vede che una sfera con p 
fori quadrangolari (dove i lati di ciascuno siano collegati nel 
modo anzidetto) si converte in una sfera con p manici da 
assumersi — per esempio — in forma di anelli collegati alla 
sfera da un tubo cilindrico. Si può aggiungere che, schiac
ciando la sfera, questa superfìcie si riduce a un disco con p

(b « Théorie des Fonctions algébriques et de leurs intégrales ». - 
Parigi, 1895, pag. 233.
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manici, da cui, variando la forma del contorno apparente, si 
ottiene un disco con p fo ri.

Per esempio se si ha una sfera con due fori quadran
golari, il collegamento di uno di essi darà luogo ad un toro 
con un foro quadrangolare, e quindi a una sfera con un ma
nico e con un foro quadrangolare; infatti l’intorno del buco 
sul toro può essere dilatato quanto si vuole in confronto alla 
superficie del toro stesso senza ingrandire le dimensioni del 
buco. Ciò posto il collegamento dei lati del nuovo foro qua
drangolare conduce a un anello dotato di manico, che si 
riduce poi a una sfera con due manici anulari.

Riferendoci al modello della sfera con p manici, si può 
verificare quanto sopra e affermato riguardo alla bilateralità 
e all’ordine di connessione della superficie S. Ma anche senza 
ricorrere a questo modello, la bilateralità di 2 risulta da ciò 
che la distinzione di due versi di rotazione entro la superficie 
piana d’ un quadrato, si conserva passando da un orlo all’altro 
di un foro, stante il modo di collegamento fissato, così come 
si verifica nel caso elementare del toro. Per valutare l’ordine 
di connessione di S, conviene unire un punto 0 del quadrato 
con due punti omologhi del contorno di uno dei suoi fori: 
A n A2 che danno un unico punto, il, di S (vedi figura);

Ei

£9

in corrispondenza a ciascun foro si ottengono così due tagli
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chiusi a partire da 0, che — presi insieme coi due tagli 
relativi al quadrato-contorno — danno luogo a 2p tagli chiusi, 
dei quali si può -supporre che non abbiano altro punto co
mune che 0; effettuando codesti tagli, 2 diventa una superficie 
semplicemente connessa, onde si conclude che il suo ordine 
di connessione vale 2p.

Per ottenere superficie unilatere, dotate di un ordine di 
connessione qualsiasi, basta modificare la costruzione prece
dente ove ad uno o più fori a forma di quadrato (oppure al 
contorno) si sostituiscano fori circolari, di ciascuno dei quali 
verranno congiunti i punti diametralmente opposti. È facile 
riconoscere che mentre un foro quadrato aumentava di due 
l’ordine di connessione della superfìcie, un foro circolare (ben 
inteso in rapporto al collegamento stabilito) aumenta codesto 
ordine di una sola unità. Ma oltre a ciò conviene mettere 
in evidenza il fatto nuovo che la superficie U così ottenuta 
risulta unilatera, giacche congiungendo con una linea due 
punti omologhi del contorno di un foro circolare, si ottiene 
una linea il cui lato destro si scambia col sinistro in forza 
del modo di collegamento del cerchio, così come avviene nel 
caso elementare del piano proiettivo, che abbiamo preso in 
considerazione nel § 35.

Le superficie bilatere e unilatere che abbiamo imparato 
a costruire partendo da un piano o da una sfera con fori, 
porgono i tipi generali di tutte le possibili superficie chiuse, 
considerate del punto di vista topologico.

Per dimostrare questo importante teorema occorre anzi
tutto premettere il seguente

Lemma. Una superficie semplicemente connessa ed aperta, 
ottenuta come riunione di un numero finito di superficie ele
mentari, la quale possegga come orlo una sola linea chiusa, 
è una superficie elementare (equivalente alla superficie di un 
piano interna a un quadrato o a un cerchio).

Anzitutto si osservi che unendo due superficie elementari 
j>er una parte (segmento) del loro contorno, si ottiene sempre 
una superficie elementare. Ciò posto, supponiamo che il teorema 
sia dimostrato per le superficie ottenute con la riunione di un 
numero m < n  — 1 di parti elementari, e dimostriamo che esso 
sussiste per una superficie 2 ottenuta con la riunione di n 
parti elementari a1a2....aw (n'> 2). A tale scopo si consideri
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il sistema delle linee aperte l che vengono definite come tratti 
comuni ai contorni di due parti È facile vedere che con 
linee l si può comporre una linea, aperta e sciolta, terminata 
al contorno di 2? la quale linea divide 2 in due parti, per il 
fatto della connessione semplice. Queste parti S1 e 23 sono 
superficie semplicemente connesse con un solo orlo, ottenute 
riunendo un numero m <  n di parti elementari, onde, per ipo
tesi, risultano esse stesse superficie elementari ; si deduce che 
la 2, ottenuta riunendo e 22 per un sol tratto del loro con
torno, è pure una superficie elementare. c. d. d.

Dal precedente lemma segue il
Corollario. Una superficie 2 con p orli (linee chiuse), che 

venga spezzata da ogni taglio chiuso, equivale a una sfera 
con 2> fori.

Infatti se si fanno rimpiccolire i> — 1 orli fino a chiuderne 
i relativi fori, si ottiene una superficie 2' (iion equivalente a 2) 
che possiede un solo orlo ed è spezzata da ogni taglio chiuso. 
E chiaro che 2' viene anche spezzata da ogni linea aperta i 
cui estremi appartengano al contorno, poiché una tale linea, 
insieme a un tratto di contorno, costituisce una linea chiusa, 
(la quale, per deformazione continua, può anche ridursi tutta 
interna alla superficie). Pertanto 2' è una superficie sempli
cemente connessa e perciò equivale a una superficie elemen
tare, ossia ad una sfera con un foro. Riaprendo gli anzidetti 
l> — 1 fori, si vede che 2 equivale a una sfera con p fori.

c. d. d.
Ciò posto procediamo all’analisi che segue.
Sia 2 una superficie Miai era e chiusa, della quale si am

mette — come dicemmo — che consti di un numero finito 
di parti elementari (ipotesi della connessione finita). Se 2 è 
semplicemente connessa, cioè se viene spezzata da un qual
siasi taglio chiuso, con un piccolo buco essa diviene aperta 
e si riduce quindi ad una superficie elementare; onde si con
clude che 2 è equivalente a una sfera. Se invece 2 possiede 
un ordine di connessione q >  0, si potrà fare su 2 un taglio 
chiuso C che non la spezzi. La superficie 2 così tagliata 
possiederà due orli, CL e (7,, i quali risultano riferiti fra loro 
in corrispondenza ai due lati del taglio (7; e facendo un taglio 
lungo una linea aperta G' i cui estremi siano punti omologhi 
su Cl e (72, si avrà una superficie 2A dotata di un solo orlo 
quadrangolare: sono lati opposti di questo foro Cn C2 e i due
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orli, G' e (7./, provenienti da (7', inoltre sono punti omologhi 
i punti simmetrici rispetto le mediane del quadrangolo: ciò 
è evidente per i punti di (7/ e (7./, mentre per quelli di Gi e 0.2 
risulta dal fatto che Cf è su 2 un taglio Mlatero: infatti i 
punti di Gi prossimi a (7/ vanno saldati con quelli di 02 che 
trovansi con essi dalla stessa banda di 6Y', vale a dire con 
quelli che sono prossimi a (7/. È lecito ripetere sulla super
ficie 2A l’operazione fatta subire a 2, a meno che SA non 
venga spezzata da ogni taglio chiuso. Così seguitando si arri
verà certo ad una superfìcie con un numero finito di fori che 
viene spezzata da ogni taglio chiuso. Infatti è facile vedere 
che i tagli per cui si passa da 2 a 2A e così di seguito, pos
sono supporsi formati colle linee Z, tratti comuni alle parti 
elementari costituenti 2; e poiché le linee l sono in numero 
finito, il procedimento di riduzione sopra descritto dovrà avere 
un termine: ciò avviene soltanto quando si arrivi ad una 
superficie 2p la quale venga spezzata da ogni taglio chiuso, 
ed allora 2 si riduce ad una sfera con p fori quadrangolari.

Prima di passare alle superficie bilatere riassumiamo il 
resultato ottenuto enunciando il seguente

Teorema. Ogni superficie chiusa hilatera (riunione di un 
numero finito di parti elementari) si ottiene da una sfera 
con p (> 0) fori quadrangolari di cui si collegllino i lati opposti.

Una tale superficie si può ridurre al tipo di una sfera con 
p manici o di un disco con p fori, ed ha quindi Vordine di 
connessione pari P =  2p.

E appena necessario ricordare che la rappresentazione 
piana della superficie, per p >  0, ò costituita da un quadrato 
entro cui siano praticati p — 1 fori quadrati, dove s’intende, 
sempre che ha luogo il collegamento dei lati opposti.

La riduzione ottenuta si estende facilmente al caso delle 
superficie unilatere, salvo che occorre qui distinguere tagli 
chiusi bilateri, che danno luogo a due orli della superficie 
tagliata (in corrispondenza biunivoca fra loro), e tagli chiusi 
unilateri, che danno luogo ad un solo orlo i cui punti risul
tano a coppie coniugati.

Nella superficie data, 2, si può praticare anzitutto un 
taglio chiuso unilatero, ed allora si ottiene una superficie 2X 
con un orlo circolare: da 2A si può riottenere 2 collegando i 
punti coniugati, i quali — per deformazione senza estensione del
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<3ontorno — possono ridursi punti diametralmente opposti di 
un cerchio. Ora se la superficie è unilatera, si taglierà di 
nuovo lungo un taglio unilatero e così di seguito finche non 
divenga bilatera (o semplicemente connessa), ciò che avverrà 
certo dopo un numero finito, p, di riduzioni.Quindi la superfìcie 
bilatera 2? con p fori circolari, così ottenuta, si ridurrà — come 
innanzi — ad una sfera con un numero finito di fori quadran
golari, sulla quale rimarranno pure i p fori circolari anzidetto

In conclusione si ha il
Teorema. Ogni superficie unilatera (riunione di un nu

mero finito di superficie elementari) si ottiene da una sfera, 
con p (> l) fori circolari e con q (> 0) fori quadrangolari, 
dove per un foro circolare si intendono congiunti i punti 
diametralmente opposti e per un foro quadrangolare i lati 
opposti.

Una tale superficie ha Vordine di connessione (pari o 
dispari) P — p-\-2q. Il suo modello solido si ottiene operando 
sulla sfera con p manici e p fori circolari come si è operato 
sulla sfera con un foro per ottenere il modello del piano 
proiettivo (Ofr. § 35).

Nota. Ha fondamentale importanza rilevare il differente 
valore dei due tipi a cui abbiamo ridotto le superfìcie bilatere 
e unilatere : superficie 'bilatere equivalenti corrispondono sempre 
al medesimo tipo ; invece tipi diversi di superficie un ilatere 
aventi lo stesso ordine di connessione P =  p -\-2q, corrispondono 
a superficie equivalenti.

Così appare che il numero p dei tagli unilateri che ren
dono bilatera una superficie 5 non è affatto un carattere di 2. 
Invero se l’ordine di connessione P =  p-l-2</, e quindi p, è 
dispari, ai p tagli unilateri Ci C2.... Cp , che rendono bilatera 
la data superfìcie 2, si può sostituire un unico taglio chiuso 
che produce parimente questo effetto: basterà collegare le 
linee (7, che debbono supporsi senza punti comuni, operando 
un taglio aperto che abbia i suoi estremi su C\ e su Ci+i. 
Se invece l’ordine di connessione di 2, e quindi p, è pari, 
si potrà ridurre la 2 d’ordine dispari con un primo taglio 
unilatero, e quindi la si potrà ridurre bilatera con due soli 
tagli chiusi uuilateri.

Senza approfondire maggiormente l’analisi delle que
stioni che qui prenderebbero origine, basterà enunciare il 
risultato a cui si perviene:
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Ogni superficie unilatera (V ordine di connessione dispari 
P — 2p-t-l si può ottenere da un cerchio con p fori quadrati ; 
invece una superficie unilatera d’ordine pari P =  2p-h 2. si può 
ottenere da un cerchio con p fori quadrati e con un foro cir
colare: la connessione (lei quadrati e (lei cerchi s’intende 
stabilita nel solito modo.

D’altra parte invece di ridurre il numero ? dei tagli 
unilateri si può dare un tipo delle superficie unilatere dove p 
acquisti il valore massimo, che è l’ordine di connessione P: 
si lia come tipo il cerchio con P — 1 fori circolari.

Ma non ci fermeremo oltre sullo studio delle superficie 
unilatere che hanno per verità minore importanza nella teoria 
delle funzioni algebriche.

Notizia storica. Il fatto fondamentale che una qualsiasi 
superficie si può ridurre ad una superficie elementare sem
plicemence connessa, mediante tagli chiusi, non traversantisi, 
a partire da un punto, risale a E iemann (l) (1857), il quale 
riconobbe che il numero di codesti tagli è indipendente dal 
modo con cui essi vengono eseguiti e però costituisce un 
carattere della superficie. Il teorema fondamentale che due 
superficie bilatére chiuse (o aperte collo stesso numero di orli) 
sono equivalenti quando hanno lo stesso ordine di connes
sione, ciò che involge la riduzione a un unico tipo delle 
superficie bilatere, appartiene a J ordan (3) (18GG). Per le 
superficie unilatere occorre ricordare anzitutto gii studi di 
Mobius, proseguiti negli anni 1861-G6, e poi la memoria fon
damentale di W alter Dyck (3) del 1888.

Noteremo infine che per uno sviluppo rigoroso della teoria 
è necessario tener presente il presupposto che le superfìcie 
di cui si discorre vengano ottenute per riunione di un numero 
finito di parti elementari, mediante il quale si riesce a dimo
strare il cosidetto postulato di N eumann ((), che « ogni super-

( 1) W e r k e , 1. c., pag. 83 e « Fragment ans der Analysis situs », 
W e r k e , pag. 448.

(2) Journal de Mathématique, serie IJ, t. 11, x>ag. 105.
(3) Math. Annalen, Bd. 32, pg. 456. Cfr. la trattazione di De PAOjns 

nelle Memorie della Società italiana delle Scienze (dei XL), t. VII, serie III, 
n.° 6 (agosto 1889).

Per più ampi riferimenti letterari vedi l’Art. IH, AB3 « Analysis 
situs » di Deiin e H e e g a a r d  in Encyclopiidie der Math. Wiss., (1907).

(4) 2a ed. delle « Vorlesungen », (1884), pag. 151.
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tìcie con orli si può ridurre mediante tagli una superficie 
elementare semplicemente connessa », ciò che esclude super
ficie di connessione infinita, quali potrebbero ottenersi come 
riemanniane di funzioni polidrome trascendenti, per esempio 
di y =  V sen x.

38. I tipi delle superficie di Riemann e il teorema di 
Liirotli-Clebsch. — La classificazione delle superficie bilatere, 
porge immediatamente i tipi delle riemanniane pertinenti 
alle equazioni algebriche f(xy) =  0; ai quali, d’altra parte, si 
perviene anche, come diciamo in appresso, indipendentemente 
dagli sviluppi che precedono, ove si parta dalla costruzione 
delle superficie a fogli, definite mediante i punti di dirama
zione della y(x).

Anzitutto si noti che la superficie di Riemann relativa 
ad un’equazione algebrica f(xy) =  0 è chiusa e bilatera. 
Infatti, riferendosi a un qualsiasi continuo superficiale a 
due dimensioni, R, che rappresenti le coppie di soluzioni 
della f(xy) =  0, si vede che B è chiusa, cioè non possiede 
orli, perchè la continuazione della funzione algebrica y(x) 
è definita nell’interno di un punto, ugualmente per tutte 
le direzioni. E si riconosce che B  è bilatera stante la 
corrispondenza [1, n] per cui essa deriva dal piano, giacché 
a un cerchietto C tracciato su B  corrisponde un cer
chietto G' sul piano æ, ed il verso di C non potrebbe essere 
invertito per un cammino chiuso descritto su B  dal suo 
centro, senza che lo stesso accadesse per il verso di C' sul 
piano.

Ciò posto : La superficie di Biemann relativa ad una curva 
algebrica di genere p si riduce al tipo della sfera con p man ici 
o del disco con p fo ri. A codesti tipi corrisponde, per p ;> 0, 
la rappresentazione piana della riemanniana sopra il quadrato 
con p — 1 fori quadrati.

Giova anche avvertire che questa rappresentazione può 
ridursi alla rappresentazione sopra un poligono con 4p lati 
ab a~Lb~L c d c~L dove vengano connessi i lati di ugual
nome, che sono descritti dai punti omologhi in senso in
verso. Per p =  1 si ha la già incontrata rappresentazione del 
toro; per p >  1 l’anzidetto poligono con 4p lati si ottiene 
dal quadrato con p — 1 fori, deformando e movendo questi 
in guisa che un vertice di ciascun foro si porti in un dato



382 LICEO SECONDO

vertice del quadrato esterno, così da aumentarne di quattro 
lati il contorno.

Quando le superficie di Eiemann vengano introdotte nel 
modo particolare che risulta dal sovrapporre pili fogli e con
netterli lungo tagli che vanno ai punti di diramazione^ si 
può chiedere come si effettui il passaggio alle forme tipiche 
della sfera con p manici o del disco con p fori.

A tale scopo si perviene mediante un semplice procedi
mento indicato da C llffo rd  (l) (1877). Questo si applica diret
tamente al caso delle superficie di Eiemann a due fogli (curve. 
iper ellittiche y'2= f( x )), mentre il caso generale di e > 2  fogli 
si riduce al precedente in base a un importante teorema di 
Lueoth-Olebsch, come diremo in appresso.

Esponiamo intanto la trasformazione di O liffoed rife
rendoci all’equazione y2= f(x )  che (§ 34) imo supporsi di 
grado m pari, escludendo che si abbia diramazione all’infinito; 
poniamo, per semplicità di discorso, m =  4:

f(x) =  (X — a jix  — a2)(x — a3)(x — a j.

Anzitutto osserviamo che le linee di passaggio oal , oa, , 
oa3, oai , (§ 34) a cni corrisponde — nella nostra ipotesi — 
la stessa sostituzione (1, 2), sì possono riguardare (vedi figura)

come due linee, congiungenti — per esempio — an a2 e «3, ai , 
le quali si lasciali deformare per continuità, in guisa che non 
passino più per un medesimo punto. Ancora per trasforma
zione continua, si può supporre che i punti (i>lu2a.i-((i diven- (*)

(*) Proceedings of tlie London Math. Soc., vol. Ili, n. 122.
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gano limiti consecutivi dell’asse reale e le linee di pas
saggio <iLa2, ((òciA si riducano a due segmenti di quest’asse.

In luogo dei due piani sovrapposti che costituiscono la 
nostra superficie di Riemann, assumiamo due sfere sovrap
poste legate ai piani da una proiezione stereografica. Così 
avremo una superfìcie di Riemann, rappresentativa dell’equa
zione y2= f(x), costituita da due sfere sovrapposte, che ven
gono collegate attraverso due archi di un cerchio massimo C 
(tagli o linee di passaggio). Per rendere sensibile la rappre
sentazione supponiamo che i due fogli siano la superfìcie 
esterna e la superficie interna di una palla di gomma. Quando 
si percorre — per esempio — la superficie esterna, arrivando 
ad un taglio di £7, si deve passare sulla superficie interna 
dall’altra parte del piano di C. Questa convenzione non ha 
riscontro nelle condizioni fisiche del modello; accade invece 
che,girando l’orlo del taglio, si j>assi dalla superficie esterna 
alla interna, restando però dalla medesima parte del piano 
di G\ ora questa rappresentazione si deduce dalla precedente 
operando sulla superficie interna una simmetria rispetto al 
piano di G. Così la sfera elastica coi suoi due tagli, cioè con 
due fori allargatili quanto si vuole, porge l’effettivo mo
dello della superficie di Riemann corrispondente all’equa
zione i f  = f(x).

Ed è chiaro che ciò vale quando il grado m di /  è un 
numero pari qualunque, ottenendosi — nello stesso modo —

d iuna sfera elastica con — fori; la quale — ingrandendo unh
foro,e schiacciando la calotta sferica da esso limitata — si 
riduce ad un disco solido con ji =  — — 1 fori.

Jj

Per estendere la trasformazione di Clifford alla super
ficie di Riemann pertinente ad una qualsiasi equazione alge
brica f(x) =  0, occorre — come dicemmo — un teorema di 
Luroth-Clebsch (*), relativo al modo di costruzione delle 
superficie a fogli. Questo teorema ha per oggetto di ridurre 
il sistema dei tagli fondamentali uscenti dal punto o (il cui 
numero è essenzialmente pari quando non c’ è diramazione 
all’infinito) a un sistema di tagli susseguentisi oaioa^....oamì

fi) Luroti-i, Math. Aniialen. Bd. 4, pag. 181, (1871); Clebsch Mafcli. 
Ainialeii, Bd. 6, pag. 216. (1873).
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per modo die lungo i primi m — 2n -f- 4 =  2p -I- 2 tagli si 
saldino i fogli 1, 2 e alle coppie di tagli successivi corrispon
dano ordinatamente le sostituzioni

(2,3) (3, 4).... (n — 1, n).

Il teorema precedente enuncia anzitutto che le succes
sive sostituzioni generatrici del gruppo di monodromia, cor
rispondenti ai punti di diramazione, si possono prendere sotto 
la forma

(1 ,2) (1 ,2 )...., '(2, 3) (2, 3)...., ,(3, 4 )....,...., ( n  - 1, n )  ( n  -  1, n ) . . . . ,

e questo resultato è dovuto a L u r o tu ;  Olebsch vi ha aggiunto 
che il numero dei punti di diramazione a cui corrisponde 
una delle sostituzioni generatrici, (i, i-f -1 ) , può ridursi uguale 
a 2 per tutti i valori di i  tranne per uno solo, ad esempio 
per % =  1.

La dim ostrazione del teorem a anzidetto si basa sopra un 
concetto fondam entale assai sem plice, ma esige qualche a tten 
zione ove si voglia procedere con rigore. N oi non riferirem o  
questo sviluppo, anche perchè le conseguenze principali che  
vi si riattaccano sono state g ià  o ttenute  in altra guisa, a 
partire dal teorem a di E u lero  generalizzato, nella trattazione  
dei precedenti paragrafi; rim andando alla N ota di B e r t i n i  (*) 
« Sulle superficie di B iem ann » basterà, qui accennare che la  
riduzione richiesta si basa sui due principi seguenti.

1) È lecito sostituire eventualm ente alla curva f(xy) =  0 
una sua trasformata birazionale dotata soltanto di punti doppi 
ordinari (teorema di N o th e r , Ofr. L. 4°) e — operando ove  
occorra un cam biam ento di coordinate — si può anche am 
m ettere che le tangenti a rami, condotte dal inulto a ll’ infinito  
dell’asse y alla curva f(xy) =  0, siano m  —  2 n - { - 2 ] )  —  2  tan
g en ti distinte, dove p  designa il genere di / ,  sicché ad ogni 
punto di diram azione corrisponda soltanto lo scambio di due 
rami.

2) Quando sia data una superficie di R iem ann ad n  fogli 
con m  =  2 n - h 2 p — 2 linee di passaggio, cui corrispondano  
sem plici scambi («’, h )  fra i rami, si può trasformare uno di

(b Rendiconti della R. Accademia dei Lincei - 4 febbraio 1894.



CAPITOLO ILI 385
questi scambi con un altro, facendo passare per continuità 
un limito di diramazione relativo al primo attraverso la linea 
di passaggio che congiunge l’altro; questa trasformazione è 
stata spiegata nel § 34 con riferimento ad un esempio parti
colare. Con siffatte trasformazioni elementari si può dare ai 
tagli che costituiscono le linee di passaggio della superficie 
di Riemann un tale ordine da soddisfare la nostra richiesta. 
Ed allora due linee successive di passaggio come oa{1 oa.2 che 
colleghino gli stessi due fogli, possono ridursi ad una linea 
unica aLa.2 che non passi più per o. Quindi viene dimostrato il

Teorema di Luroth-Clebsch, Si può formare una super
ficie di Riemann disponendo i fogli a catena in guisa che 
ciascuno, salvo i due primi, sia riunito soltanto al seguente 
da una sola linea di passaggio.

Dal teorema precedente segue senz’altro la possibilità 
di eseguire la trasformazione di Clifford, riducendo la super
ficie di Riemann, rappresentativa della equazione f(xy) =  0, 
ad un disco con p fori, dove si vede che p denota il genere di / .

Osservazione. Anche senza effettuare la trasformazione di 
Clifford, il tipo di Luroth-Clebsch permette di riconoscere 
che la superficie di Riemann corrispondente ad una curva 
di genere p ha l’ordine di connessione 2p. Infatti si segnino 
nel piano le linee di passaggio non attraversantisi 
a:ìa^, ....am_ Lam, dove alle prime p + 1  linee corrisponde la 
sostituzione (1, 2) alle due seguenti la sostituzione (2, 3) ecc. 
Si ottengono anzitutto p tagli chiusi che non rompono la 
connessione della superficie, descrivendo tante linee chiuse 
che girano attorno alle

a.òa A1.... 7 tt'-np-t-i ^ 2ì h - 2 ?

(non si può circondare analogamente anche la linea aLa2 
senza rompere la connessione fra i fogli 1, 2) ; inoltre si otten
gono altri p tagli chiusi, che insieme ai primi rendono la 
superficie semplicemente connessa, descrivendo tante linee 
chiuse che, attraversando due linee di passaggio, includano 
due punti di diramazione:

aia.ò, aia~ì :..

Conviene supporre che codesti tagli siano descritti a 
partire da un medesimo punto della superficie di Riemann,

F. EX RI QUE 3 25
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preso per esempio sul foglio 1 ; allora è chiaro che i p tagli 
della prima specie giacciono tutti sul foglio 1, sicché la con
nessione delle due parti in cui il detto foglio viene diviso da 
un taglio, si effettua passando attraverso il foglio 2; invece 
i p tagli della seconda specie sono composti di un arco che 
giace nel foglio 1 e di un arco complementare che giace 
nel foglio 2, di guisa che essi non rompono nè la connes
sione di un foglio nè la connessione dei due fogli fra loro. 
Ohe V insieme dei 2p tagli riduca la superficie semplicemente 
connessa, si potrà verificare dal lettore partendo dai più sem
plici casi particolari.

Vogliamo anche aggiungere che operando i 2p tagli 
anzidetti si ottiene la rappresentazione piana della superficie 
di Riemann sul poligono con 4p lati, di cui si è discorso 
innanzi.
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