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OarrToro I

- Le serie lineari sopra una curva.

1. Introduzione. — Le teorie che c¢i proponiamo di svol-
- gere — spesso comprese sotto il nome di geometria sopra una
curva — s’ riferiscono alle funzioni algebriche di una varia-
bile indipendente, le quali vengono definite come funzioni
razionali dei punti di una curva, ovvero come funz10n1 mono-
drome sopra una superficie di RIEMANN.
Sia fey) =0 una curva algebrica plana, e si assuma
una funzione razionale
A
T pu(ay)’

~che verrd da noi considerata per i punti sopra la curva, cloé
per valori di e y soddisfacenti alla

Sley) =0:

{a ¢ costituird evidentemente una funzione algebrica della
. variabile indipendente = (0, analogamente — se si vuole —
- della y), suscettibile di essere definita per mezzo dell’ equazione

r(zt) =0,
che si ottiene eliminando y fra le ‘ -
Sfley) =0, 2,(2y) — to,(xy) =0.

In luogo di una curva piana si pud assumere una curva
_gobba C (appartenente allo S, = (2y2) o a uno spazio di mag-
gior dimensione), definita da un conveniente sistema di equa- °
zioni (efr. L. 1° § 23, L. 3°, § 18): una funzione razionale ¢
dei punti della curva risulta ugualmente una funzione alge-
brica della =, data dalla equazione #(xt) = 0 che si ottiene eli-
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minando le variabili y, #.... Ci0 appare in special modo evi-
dente se la curva (' & definita esprimendo le coordinate dei
suoi punti come funzioni razionali dei punti di una curva.
piana, quale ¢ — per esempio — una sua proiezione.

Una funzione algebrica t(x) si pud anche definire quali-
tativamente come funzione monodroma priva di singolarita
essenziali sopra una superficie di Riemann. Ma tale conside-
razione trovera posto pilt avanti e potrd anche essere lasciata.
da parte in una prima lettura di questo libro, per cui si
richiede come premessa un minimo numero di cogmzwm
geometriche, atfatto elementari.

Ora, nello studio delle funzioni razionali sopra le curve,
mireremo particolarmente a quelle proprietd che non mutano
quando la curva data, C, venga sostituita con una sua tra-
sformata birazionale, C’. Si dice che €’ & una trasformata bira-
zionale di ¢ quando fra C e C’ interceda una corrispondenza.
biunivoea, in modo che le coordinate dei punti dell’ una siano
funzioni razionali di quelle dei punti dell’altra: in tal caso
& chiaro che ogni funzione razionale su C da una funzione
razionale su €' e viceversa, avendosi un sempllce cambia-
mento di variabili nella funzione algebrica.

Come caso particolare, se C ¢ una cwrve rasionale, ciod
una curva i eui punti corrispondano biunivocamente ai valori
di un parametro (o ai punti di una retta), le funzioni razio-
nali sopra C diventano semplicemente funsioni razionali
&’ una variabile, corrispondenti a involuzioni sopra la retta.
(efr. L. 2°, § 3).

Ripigliando il discorso generale, diremo ora che, nella
nostra teoria, ¢ lecito passare indifterentemente da curve
piane a curve gobbe e da queste a quelle, per mezzo di una
corrispondenza biunivoea che pud essere, per es., una proie-
zione. In conseguenza di ¢id si pud aunche supporre che la.
curva a cui ei si riferisce sia una curva dello spazio ordi-
nario priva di punti singolari, ovvero una curva piana dotata
soltanto di punti doppi o multipli a tangenti distinte.

Infatti si & visto che:

1) Una carva piana dotata di singolaritd qualunque si
puo ridurre, con trasformazioni quadratiche del suo stesso
piano, ad una curva dotata soltanto di punti multipli a tan-
genti distinte, ognuuno dei quali corrisponde a un gruppo di
punti sempliei della primitiva (L. 5°, § 15).
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2) Data una curva piana, dotata di singolaritd qua-
lunque, si pud sempre ottenere una curva iperspaziale priva
di punti multipli di cui essa sia proiezione (L. 5°, § 30).

3) Ed ogni curva iperspaziale priva di singolarita pud
proiettarsi in una curva gobba dello spazio ordinario pari-
menti priva di singolaritd, ed anche in una curva piana
dotata di soli nodi (ibidem).

Le osservazioni precedenti conferiscono un valore gene-
rale alla geometria sopra la curva che si studi con particolare
riferimento a curve piane dotate di punti doppi o multipli
a tangenti distinte, ovvero a curve gobbe prive affatto di
singolaritd; alle quali curve ci riferiremo nel seguito. Cosi
un primo studio di queste teorie riuseird accessibile anche a
~chi non abbia in alecuna guisa esaminate le questioni attinenti
all’ analisi delle singolaritad. Ma, per chi abbia aecquisito le
nozioni elementari intorno a tale argomento, avremo cura
di indicare, ove occorra, in apposite note, come si modifichino
©0 si applichino le considerazioni che andremo svolgendo, nel
caso di curve dotate di singolaritd superiori.

Ora conviene esaminare se la corrispondenza birazionale
fra due curve C e (' possa presentare delle eccezioni. Secri-
viamo a tal fine le formule della trasformazione birazionale
‘della curva C di equazione f(vy) =0, che, per semplicitd di
discorso, supponiamo piana:

_ @y _ e:(y)
P,(2y)’ Polzy)’

Say) =0.

La trasformazione indicata conduce da un punto di C, che
collocheremo nell’ origine O delle coordinate (x =0, y=0), ad
un punto ben definito di 'C’, ogniqualvolta le X, Y.... non
abbiano forma indeterminata. L’ indeterminazione che si pre-
senti per qualecuna di queste funzioni fratte dovra esser tolta,
per quanto & possibile, in base al principio di continuita.

Pongasi, p. es., che sia '

2,000 =0, ©,(00)=0.
Se il punto O & semplice per C.{ed escludendo che
1’ asse y sia tangente alla curva) possiamo sviluppare la fun-
zione implicita y(z), definita dall’ equazione f(zy)=0, per
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mezzo della serie di MAc-LAURIN, ed allora anche i poli-
nomi @ (xy) e ¢ (xy) risulteranno espressi come serie

0, = Iz (0g =0, ....)
¢, = b’ (b, =0, ..);

quindi il limite per # =0 di :g—‘, assumerad un valore deter-
. 0
minato (che potrd anche essere zero o infinito).

Ma se O & un punto 7-plo per C, I’ equazione f(zy) =0
non definisce pitt une funzione implicita y(z) bensi » funzioni
corrispondenti alle » tangenti, che si suppongono distinte
(cfr. L. 1°, §§ 11 e 12, note): allora si ottengono » limiti, gene-
ralmente diversi, del rapporto ~*. Cosl un punto r-plo di C' da

Po ’
luogo ad una eccesione per la corrispondenza biunivoca fraCe C'.

Si pud rimuovere ogni eccezione, ristabilendo in ogni
caso la biunivocita della corrispondenza che lega unna curva
alla sua frasformata, ove si ponga la seguente convenzione :’

Un punte r-plo, O, della curva C (in cui si abbiano » tan-
genti diverse) deve essere considerato come la sovrapposizione
di r punti distinti della curva, 0,0, ... 0,., appartenenti agli r
ramti passanti per O.

Nota. Le cose dette innanzi si estendono. al caso in cui
Ja curva C abbia in O una singolarita composta di » rami
lineari comunque tangenti fra loro. Quando in O si abbiano
dei rami superlineari, rappresentati dai noti sviluppi di
PUISEUX =1, y = Ja;t’, per ognuno di questi rami si ha
ancora un punto omologo ad O nel passaggio da C e C', e
cosi il numero dei punti corrispondenti ad O risulta minore
di r. Tuttavia, per ragioni di continuitd — ritenendo la C
come caso particolare di una curva con rami lineari (efr.
L. 5° § 19) — si dovra sempre considerare il punto O come
la sovrapposizione di » punti, alcuni dei quali sono fra loro
infinitamente vicini: una cuspide @’ ordine v corrisponde
precisamente a v punti semplici infinitamente vicini.

Terminiamo questa introduzione con un

Richiamo di alcune nozioni preliminari contenute nei pre-
cedenti volumi. Sebbene queste nozioni vengano introdotte di
nuovo e sviluppate largamente nel seguito, giova talvolta rife-
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rirsi ad esse in esempi o note, o anche semplicemente per
comodita di linguaggio. ’

"1l genere p di una curva piana d’ordine m con 3 punti
doppi (nodi) vale (efr. L. 2% § 23 o L. 3° § 17)

_(n—1)(n—2)
=g &

Se ci sono punti multipli, ogni punto fr-plo‘ conta pef
’;("'—;—1) punti doppi. (Cfr. anche L. 4°, § 14, Vol. II, p. 412).

Il genere p puod essere anche definito in relazione ad un fascio O
di rette, n-secanti la curva (d’ordine n -+ con O r-plo), giac- -
ché le tangenti altrove condotte da O sono precisamente in
numero di 2n +2p —2 (L. 3°, § 17).

Il genere pud anche esser definito come carattere topo- -
logico della superficie di Riemann, il cui ordine di connessione
vale 2p (L. 2% § 36).

Il genere & invariante per trasfmmamonl birazionali della

curva (L. 3°, § 17). La pill espressiva dimostrazione algebrica
di questo teorema risultera dal § 8.

Una curva raszionale, cioé riferibile punto per punto ad
una retta, ha il genere p — 0. Questo teorema & stato dimo-
strato mercé il computo del numero dei punti doppi (efr. L. 2°,
§ 23); esso- risulta pure dall’ invarianza del genere sopra enun-
ciata (L. 3° § 13); ovvero della semplicissima osservazione
che ricorre nella Nota del seguente paragrafo (pag. 16). Piu
avanti, § 7, riusciremo anche a invertire il teorema, dimo-
strando che tutte le curve di genere p =0 sono razionali.

2. Le involuzioni g/ sopra una curva. — La considera-
zione delle funzioni razionali, d’ ordine n, di un parametro
conduce, come sappiaino, alle involuzioni ‘sopra una retta
(L. 2°, § 3). Questo concetto si estende alle curve algebriche
qualsiansi, considerando — in luogo della corrispondenza [n, 1]
fra due rette - la corrispondenza [n, 1] fra una curva f ed
una retta r. I gruppi G, di f che corrispondono -ai punti
della retta formano una serie che si pud definire mediante
le due proprietd seguenti:

1) & razionale, ciod i suoi gruppi G, corrispondono
biunivocamente ai valori di un parametro: '
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2) possiede la proprietd involutoria, per cui ogni punto
di f appartiene ad un G,. ,

Una involuzione razionale di gruppi di n punti sopra la
curva f, dicesi costituire una serie lineare g1, di dimensione 1
e di ordine n. »

Allo stesso modo che sopra la retta, anche sopra una
curva nualsiasi, le ¢! si possono definire quali serie dei
gruppi di livello di una funzione razionale, come segue.

Si abbia una curva (irriducibile) f(zy) =0 che, per sem-
plicitdh di discorso, supponiamo piana e dotata soltanto di
punti multipli a tangenti distinte. Costruiamo sopra f una
funzione razionale

= M;
Po(2y)

questa funzione riprende lo stesso valore in una serie di
gruppi, costituiti ciascuno di un certo numero n di punti,
che diconsi gruppi dé livello: fra i quali figurano il gruppo
degli zeri (t=0) per cui ¢, =0, e il gruppo dei poli (t = oo)
per cui ¢, =0.

E appena necessario avvertire che il numero n si man-
tiene invariato per il gruppo di livello, corrispondente a qual-
siasi valore di ¢, ove si tenga conto dei punti di esso che
vadano all’ infinito e di quelli che diventino infinitamente
vicini: soltanto il caso dei punti d’indeterminazione sara
da esaminare pilt avanti.

Ora, se si suppone data una corrispondenza [n, 1] fra la
curva f e una retta su cui sia disteso il parametro ¢, & ovvio
che la ¢ risulta una funzione razionale del punto di f, e che
i suoi gruppi di livello sono i &, della ¢! definita dalla cor-
_rispondenza.

Reciprocamente una qualsiasi funzione razionale i(zy)
pone una corrispondenza [n, 1] fra la curva f e la retta su
cui & disteso il parametro ¢, dove ai punti della retta corri-
spondono i gruppi di livello della funzione; percid sopra una
curva f i gruppi di livello di una funzione razionale t for-
. (2Y)

mano una serie lineare gl: se t—= ~':°
‘ Po(vY)

, la stessa serie é se-

gata dalle curve del fascio

¢,(2y) — to,(vy) =0.
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Tuttavia conviene fare particolare attenzione ai punti
base del fascio che cadono sopra f. In un punto siffatto la

funzione CP—E—'/; assume forma mdet-ermmata, ma il valore di
0
essa si lascia definire per continuitd rimovendo cosi I’ap-
parente eccezione. Questo passaggio al limite & gia occorso
nella introduzione, ma giova qui illustrare la cosa con rife-
rimento al caso elementare, per stabilire 1’opportuno con-
fronto con il caso particolare delle involuzioni sopra la retta.
Pongasi che le curve ¢, e ¢, passino semplicemente per
‘un medesimo punto semplice di f, che collocheremo nel-
P’origine O delle coordinate. Allora, sviluppando la funzione
_implicita y(z) definita da f(zy)=0 con la serie di MAC-
LAURIN, si otterra nell’ intorno di O

90,2, y(=) x4+ ax ... a4+ a,x+ ..
Polx, y(®)] ~ b+ b2 + ... b, + b+ ..

dove a, e b, sono diversi da zero, escludendosi il contatto
di 9, e di ¢, con f. Con cio si ottiene un’ espressione analitica
di t che elimina I’ apparente indeterminazione di ¢t in O; ma
questa espressione & valida solo in piccold, cioé nel senso della
analisi differenziale, vale a dire per un intorno di O entro il
quale le serie sono convergenti, ed oltre questo intorno deve
- essere sostituita secondo le regole del prolun§amento anali-
tico (efr. L. 2°, § 30). Tenuto conto di questa limitazione si
ha dunque analogia col caso di indeterminazione della fun-
?:(%)
?() \
mune a ¢, e ¢,, pud essere SOPpresso.

Ma quando si definisce la funzione ¢ sopra f mediante

@, (xY)
@,5(%y)

della curva considerata nella sua integrita), allora la presenza
‘di punti in cui 1’espressione diventa apparentemente inde-
terminata, non ¢ in generale eliminabile. Valga ad esempio
il caso della g; che viene segata sopra una cubica passante

per O dalle rette y — tx =0; dove la funzione t_—i diviene

z10ne

definita sopra la retta », dove un fattore =z, co-

la sua espressione algebrica ¢ =" (valida per i punti

indeterminata per y =0,  =0. I chiaro che la g} anzidetta
non pud essere segata sulla -cubica da un fascio di carve
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non aventi punti base sopra di éssa, perché ciascuna di
queste segherebbe la cubica in un numero di punti variabili
multiplo di 3.

Ora, come gia abbiamo veduto sopra la retta, nel caso
che I’espressione razionale

¢ (2y)

o Po(TY)

abbia dei punti di indeterminazione sopra f, giova estendere
il concetto della ¢! definita come serie dei gruppi di livello
di t, aggiungendo ai gruppi variabili della gL, dei punti fissi
(eonvenzionalmente scelti), i quali figurino tra gli anzidetti
punti d’indeterminazione apparente e che si riguarderanno
come punti di voluta indeterminazione, e quindi insieme come
poli e come zeri, della funzione t. Questa convenzione si giu-
stifica per ragioni di continuita, allorché si voglia considerare .
la involuzione data come caso particolare di una involuzione
di ordine pilt elevato, dipendente da un parametro: e pro-
priamente avuto riguardo alle osservazioni che seguono.

Si consideri una curva d’ordine n passante per 1’ origine
delle coordinate, 0, e su di essa la g. segata dalle rette di
un fascio col centro O vicino ad O:

_y—k
t_a:—— n’

la quale — per O'=0 — si riduce a

t:?!. )
T

: : . ok .
Il valore della’ funzione ¢ nel punto 0= (00) é W @ percio
tende a un qualsiasi valore prefissato facendo avvicinare O’
ad O secondo una direzione conveniente. In tal guisa  ap-

. 3 . . po
pare come la funzioue t:;{.-possa ritenersi costituita da

una ¢! i cui gruppi contengono il punto fisso O, in cui si
9 pl ¢ p ’
attribuiscono a ¢ tutti i valori, e che percio si aggiunge ai -
gruppi di livello formanti la ¢! segata, fuori di O, dalle
9., Segata, )
rette per O. :
La convenzione precedente, relativa ai punti fissi di una.
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involuzione (parzialmente degenere) conduce, per generalita, a
considerare involuzioni totalmente degeneri, costituite da un
solo gruppo di punti fissi, e percid non pitt serie di dimen-
sione 1, ma di dimensione 0. Si ha una siffatta involuzione
(93 che — tolti i punti fissi — si riduce a g¢7) segando f
con un fascio di curve che la contenga (totalmente o par-
zialmente), e cosl assumendo

P, (@y) = kpy(2y) + b(ay)flwy).

In questo caso la funzione
f®
Po

si riduece, .snlla curva f, alla costante k.

(Che I’esempio precedente abbia valore generale risulta
dall’ estensione del principio di LaM¥E che da luogo al teorema
di GercgoNNE (L. 2°, § 16), ovvero si dimostra con le consi-
derazioni analitiche che ricorrono nell’ osservazione pitt avanti:
pag. 13).

Esempt ed esercizii. '

1) Si consideri la funzione ¢ =2 sopra la cubica

=y —( —pw+q)=0=

la t definisce su f una gi, ovvero una g3 con, punto fisso.
Dove? Indicare la coppia della ¢! che da i pO]l d1 t.
'2) Si consideri la funzione

arfy v
sopra la cubica -

=&+ (fc—J)—x—y 0.

Tolti i punti fissi (quall?), la t definisce una g_}: Indlcar
i poli e gli zeri di ¢. :
. 8) Sopra la cubica

f=ay+ (@ +y)z—y) =0,
si consideri la funzione

t__'zr—}—y?——:c
'—x?_*_?lz_yv
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eliminando i suoi punti d’indeterminazione apparente, cosl
da avere — come serle dei gruppi di livello — una g1 priva
di punti fissi.
Si determinino gli zeri e i poli della funzione ¢.
4) Si determinino, come nell’ esercizio precedente, poli
¢ zeri della funzione '
' _¥+y—x
. . - fl?2 —+ ,yz . ?/ )
sopra la cubica

f=— 2+ (2 Y )z —y)=0.

Osservazione. Come gia abbiamo veduto nel caso della
retta, la stessa g! sopra una curva, che viene definita dalla’
funzione ¢, viene definita ngualmente dalla funzione

ot
_Yt—I—S.

2]

La sostituzione lineare ha il solo effetto di cambiare il
valore di ¢ che spetta ad ogni singolo gruppo della gi. Cosi
appare che tutti i gruppi della ¢! (come le curve del faseio
da cui vengono segati) figurano ugualmente entro la serie,
poiché si pud assumere ad arbitrio in essa il gruppo dei
poli, il gruppo degli zeri e il gruppo unitd (x=1) determi-
nando, in tal guisa, la sostituzione precedente.

Giova qui rilevare esplicitamente che « una funzione
razionale sopra la curva f é determinata, a meno di un fat-
tore costante, dai suoi poli e dai suoi zeri », e cosl ogni ¢! &
determinate da due qualunque dei suoi gruppi.

Infatti se t e T sono due funzioni razionali sopra f, aventi
.gli stessi poli e gli stessi zeri (colla stessa molteplicitd e
perd cogli stessi ordini d’infinito e d’infinitesimo), il rap-

t . . . . .
porto 8—=- & una funzione razionale su f priva di poli e

2]

quindi una costante.

Che effettivamente una fm)zwne algebrica §(v) priva di
poli si riduca a una costante, risulta da cid, che essa sod-
disfa a una equazione a coefficienti costanti. Infatti si scriva
I’ equazione che la lega alla z:

F(bx)=0;
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- in questa i coefficienti delle potenze di A sono funzioni simme-
triche intere delle radici, & perd prive di poli come la 6§ stessa;
pertanto questi coefficienti, che sarebbero a priori funzioni
razionali di #, si riducono a delle costanti. (Si pud aggiun-
gere che, se la funzione 6 & irreducibile, la F si ridurrd alla
potenza di un binomio lineare in 6).

Veniamo ora ad un’ osservazione nuova di grande im-
portanza.

Una stessa funzione ¢ pud essere definita sopra la curva.
flzy) =0 da diverse espressioni

?,(2y) o b, (zy)
Po(7y) by(zy)’

in quanto essa pud venire subordinata da funzioni razionali
che sono diverse nel piano (zy). La condizione perché cid -
accada si ottiene annullando la differenza '

P by
Yo b,

. per tutti i punti di f, cid che di:

b — PP, =0 - (mod. ).

Il significato geometrico (i questa osservazione & che:
una stessa gt puo essere segata sopra la curve f da diversi
fasci di curve. Valga ad esempio il caso della ¢. segata
sopra una cubica f, dalle rette passanti per un suo punto O.
Questa stessa g viene segata sulla cubica dalle coniche di
un fascio i cui punti base LMNP sono le ulteriori interse-
zioni di f con una conica ¢, passante per due punti AA’ di
essa allineati con 0. Infatti si pud dimostrare che le coniche
per LMNP segano su f coppie di punti allineati con 0. Cid
¢ una conseguenza immediata del teorema dei 9 punti base
di un fascio di cubiche (L. 2°, § 15). Sia ¢, una qualsiasi co-
nica per LMNP, segante ulteriormente f nei punti B e B':
la ¢, presa insieme con la retta AA’ forma una cubica che
sega f nei 9 punti LMNP, BB'AA'0O; quindi anche la cubica
composta della conica ¢, e della retta BB — passando per 8
fra quei punti — dovra contenere il nono punto O, il quale
dovra appartenere alla retta BB'. c. d. d.
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In questo esempio si verifica pure facilmente, sotto forma
geometrica, la condizione per 1'equivalenza di due fun-
zioni ¥ e e 9, =0 e ¢,=0 essendo due rette per O e

9 b’ .
$,=0 e $,=0 due coniche per LMNP seganti su f, le

stesse coppie: basta notarve che la f,, passando per i 9 punti
comuni a 9,4, e ¢.b,, appartiene al loro fascio; cio da -

CP;‘!)O _‘k:Po'JAJL =3

e si trova poi k=1 tenendo conto della coppia unita.
Esempio. Sopra la retta y =0 la ¢! dei gruppi di livello
della funzione razionale
' _e®
=3
Po()
appare segata dal fascio

9,(%) — tp,(x) =0,

“le cui curve si spezzano in n rette parallele all’asse y. La
stessa gL si pud segare con le curve del fascio

Sol(x) +y-A,(zy) — . :Po(‘v) +y-by(zy) | = 0.

Una conseguenza della osservazione precedente & che: ag-
giungendo ad una gL un gruppo G,, di m punti fissi, arbitraria-
mente scelti sopra la curva f, si ottiene sempre una [/
Infatti se la g viene segata su f dalle curve d’un fascio

Xpy 4+ 2o, =0,

si puo sempre sostitnire a questo fascio secante un altro
fascio di curve contenente fra i suoi punti base i punti del
gruppo G,,: basta a tal uopo aggiungere alle ¢, e ¢, una curva
fissa 0 che contenga @&,,, e — se si vuole un fascio di curve
irredueibili — prendere

"po = 6'.00 + 1, q)i = fyp, +f.

Nota. In cid che precede appare esteso alle curve il con-
cetto della funzione razionale, e della relativa ¢, sopra una
retta. Ma alcune delle proprietd elementari delle g! non si
estendono ugualmente passando dalle rette alle curve.
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- Sopra la retta abbiamo che:

1) Due gruppi di » punti determinano semple una ¢},
ciod i poli e gli zeri di una funzione razionale possono essere
assunti ad arbitrio. -

2) Una ¢! possiede 2n — 2 -punti doppi.

3) Sussiste il teorema di LiirorH, cioé: la serie oo! dei
gruppi di livello di una funzione razionale & caratterizzata
dalla proprieta involutorie, per cui ogni punto della retta
appartiene ad un gruppo. :

E queste tre proprieta non valgono in generale per le curve :

1) Cousideriamo una cubica priva di punto doppio, e
sopra di essa due terne di punti G, e @, appartenenti ad
una ¢i: si dimostra che se la terna G & costituita di punti
in linea retta, altrettanto avviene per la @/, e quindi una
terna di punti non allineati presa insieme alla G, non puo
appartenere ad una medesima g..

Se G; e G, appartengono ad una g}, questa verrd segata
da un fascio di curve ¢, d’ordine n, aventi 3n — 3 punti
base sopra la data cubica f,. Ora se i tre punti di &, sono
sopra una retta ¢, si deduce che i nominati 3n — 3 punti base
(sezioni ulteriori di una ¢,) appartengono ad una curva @,_,
d’ordine » — 1: e cio essendo, segue che i punti di G/, sezioui
ulteriori di una v, che passa per le intersezioni f, e Pn—iy de-
vono essere in linea retta.

La riduzione qui accennata (che, per n==3, si riduce al
teorema dei 9 punti base di un fascio di cubiche) si svolgera,
per semplicita di discorso, nell’ ipotesi n =4.

Allora abbiamo che i 12 punti comuni ad f;, e a ¢, appar-
tengono, come punti base, a un sistema lineare o<® di quartiche

(@ + by +- 0)f, 4, = 0,

e per cio essi presentano 11 condizioni indipendenti alle o<**
quartiche del piano, cioé una quartica che contenga 11 punti
del G,, = (f,p,) contiene di conseguenza il dodicesimo. Ciod
posto — ‘essendo G, =@, + G, — se i punti di G, stanno
sopra una retta ¢, , una cubica ¢, che contenga 8 punti del &,
contiene anche il nono.

In conseguenza anche nel gruppo G,,' = (f,9,) = G, + G/,
il G, stando sopra una cubica ¢,, si deduce che la retta con-
ginugente‘ due punti di G, contiene anche il terzo.
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Si noti che la deduzione fatta esige veramente che f,
non abbia punti doppi. Se f, ha un punto doppio O, esiste
una serie gi che contiene due terne arbitrarie G, e G,. Tale
serie & segata dal fascio determinato dalle coniche ¢, e ¢,” con-
tenenti (oltre G, e @) il punto O e un altro punto 4 di f,;
se per es. i punti di @, sono in linea retta, la conica ¢, risulta
_ spezzata in questa retta e nella retta OA, senza che c¢id im-
plichi affatto che debba spezzarsi anche la o,

L’ osservazione che due terne comunque scelte sopra una
cubica dotata di punto doppio appartengono ad una g}, risulta
chiara a priori ove si pensi che codesta cubica & razionale, ciod -
biunivoecamente riferibile a una retta, per il che basta eseguire
una proiezione di essa dal suo punto doppio. ‘

Ora & interessante notare che: se sopra una curva accade,
per un certo valore di n, che due gruppi qualsiansi G, e G’
appartengano a una gt, la curva & razionale.

Infatti pongasi che G, e G, abbiano » — 1 punti a
comune; definiremo allora sopra la curva f{zy) =0 una fun-
zione razionale t(zy) relativa a una ¢. con un solo punto
variabile, il quale corrisponde binnivocamente ai valori del
parametro i. :

2) Sopra una curva piana d’ordine n dotata di

~

n— 1n—2

O

nodi, si consideri la ¢! segata da un fascio di rette col centro
esterno alla curva: vi sono

2n — 24 2p

punti doppi della ¢!, corrispondenti alle tangenti condotte -
da quel centro. Si vede cosi che il numero di quei punti doppi
¢ maggiore di 2n — 2 appena p > 0. E cosi appare che per le
curve razionali (dove si hanno 21n — 2 punti doppi come sulla
retta) deve essere p—O 0id & stato da noi dimostrato anche
in altri modi (Cfr. L. 2°, § 23; L. 3°, § 17).

3) La proprietd espressa dal ’l‘eoremd di LOROTH signi-
fica: se sopra una retta r esiste una serie involutoria oo' di
gruppi di punti &, (cioé una serie y! tale che ogni punto
di r appartenga ad un (,), si pud porre una corrispon-
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B

denza [n, 1] fra » ed un’altra retta »" in modo che .ai punti
di »" corrispondano i G,; onde la vl & una g1

Questa proprietd non si estende alle curve, perché si puod
avere una corrvispondenza [n, 1] fra due curve C e (O, 1a
seconda delle quali sia di genere p > 0 e perd non razionale:
in tal caso si trova sopra C una involuzione Y. i cui punti
non possono corrispondere biunivocamente ai valori di un
parametro, ¢ quindi non sono i gruppi di livello di una
funzione razionale: codesta inuoluzione irrazionale y! mnon
é una g¢!.

Otterremo 1’ esempio di una yl irrazionale considerando
una sestica gobba C, segata sopra una quadrica da un cono
cubico col vertice, O, esterno; una sezione piana del cono
cubico porge una cubica C’ di genmere p=1, in corrispon-
denza [1, 2] con la C;. In tal guisa resta definita sulla C,
una involuzione irrazionale yl, costituita dalle coppie di
punti allineati con O (ogni punto dl C, appartenendo ad
una coppia).

D’altronde si costruisce nel modo pilt generale una curva
S(@y) =0 possedente una involuzione irrazionale y;, partendo
da una curva non razionale "((5'))——0 ed eseguendo sulle va-
riabili £ e % una sostituzione razionale

E=E(my), 1= n(wy),

che fara corrispondere — in generale — ad ogni punto (gv)
di v un numero finito ¢ di punti (zy).

Viceversa, & chiaro che ogni involuzione y! appartenente
ad una curva f pud essere definita in tal guisa, mediante
una corrispondenza [g, 1] tra f ed una curva vy i cui punti
rappresentano i gruppi dell’involuzione. Questa affermazione
& evidente « priori per chi si riferisca al concetto della geo-
metria astratta, poiché basta chiamare <« punti » i gruppi
di y , assumendo, per es. come coordinate di un gruppo le
flll]ZlOIll simmetriche elementari delle coordinate dei suoi
punti. E si ottiene, nel modo pilt semplice, 1’ equazione di
una curva piana v, rappresentante la y;, prendendo sopra f
le funzioni razionali simmetriche dei punti (z;;) dei. suoi
gruppi .
' E=22,..7,

N=Y Yy e Ygq.

F. ENRIQUES - III. 2
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Saranno & ed v funzioni razionali di (zy):
E=CE(y), n=n(y),

ed eliminando x e y con I’aiuto dell’ equazione flay) =0, si °
avrd I’equazione richiesta y(§n) = 0.

(Si pud provare che quando gli assi abbiano posizione
generica, la corrispondenza fra le curve v e f & effettiva-
mente [1, ¢q] e non [1, rq|; invero, se la f passa semplice-
mente per I’origine O e gli assi z e ¥ non contengono altri
punti del gruppo di v, determinato da O, si trova un solo
gruppo della v} corrispondente ai valori v =y =0).

- 3. Nota: funzioni razionali sopra unma superficie di Rie-
mann. — Le funzioni algebriche t(x) che abbiamo definito
come funzioni razionali dei punti di una curva flzy) =0, si
lasciano anche definire qualitativamente come funzioni ana-
litiche, monodrome sopra una superficie di Riemann.

Considerata nel piano della variabile complessa z, la t(2)
€ una funzione polidroma che ha in generale lo stesso numero
di rami della y(z) e gli stessi punti di diramazione: se si fa
‘girare la 2 attorno ad uno dei punti di diramazione suddetti,
i rami della y e i corrispondenti rami della ¢ subiscono la
medesima sostituzione, sicché le due funzioni algebriche hanno
lo stesso gruppo di monodromia (efr. L. 2°, § 32). Vlceversa
dimostriamo che :

Data una funzione algebrica ad n rami, y(x), definita
dall’. equazione

Slzy) =0,

tutte le funzioni algebriche t(x) che posseggono lo stesso gruppo
di monodromia sono funzioni razionali dei punti della curve f.
Infatti scriviamo le funzioni simmetriche miste

~ queste ¢;, restando invariate per le sostituzioni del gruppo
di monodromia comuue alle y(z) e t(z), saranno fuuzxom razio-
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mnali della . Ora, risolvendo le » equazioni lineari in ¢,, ¢t, ... ¢,
<che figurano nel quadro sopraseritto (il determinante relativo
non si annulla per un z generico), otterremo

L, =F@, Y, Ysy Ys----Yn)

-dove F designa una funzione razionale simmetrica rispetto
alle y,, ¥, .... ¥,. Ma, fissato un = generico e noto che sia il
_corrispondente valore numerico x,, le funzioni simmetriche
di y,, 9, ...y, risultano funzioni razionali dei coefficienti
della equazione

J(zy) —0:
- Y

Yy—Y
per cid la F appare funzione razionale di z e y,. La stessa
-espressione F' si ottiene per ¢, in rapporto a y,, etc., stante
il carattere simmetrico del nostro sistema di equazioni: onde
in fine risulta X

t = F(zy) e d. d.

Ora una funzione analitica #(x) che possegga il gruppo
di modromia della #(z) si pud ritenere come monodroma
sopra la superficie di Riemann ad » fogli relativa al gruppo.
Pertanto le funzioni rasionali sopra una curve flxy)=0 si
lasciano definire come funzioni analitiche: monodrome dotate
soltanto di poli sulla corrispondente superficie di Riemann.

Riprendiamo il teorema precedente che afferma la possi-
bilitd di esprimere razionalmente la funzione algebrica t(z)
per la = e la y(z), collo stesso gruppo di monodromia, allo
scopo di esaminare se, e fino a che punto, esso sia inverti-
bile. & data dunque, sopra la curva f(vy) =0 una funzione
razionale t(xy), contenente effettivamente y, e si chiede se
-essa debba possedere necessariamente lo stesso gruppo di
monodromia della y(x). .

Osserviamo che se (come t di e y) anche y & funzione
razionale di z e ¢, vi & — per ogni x — corrispondenza biu-
nivoca fra i rami delle funzioni algebriche y(z) e #(x), e
-quindi identitd dei due gruppi di monodromia. Se invece
accade che y non si esprima razionalmente per z e ¢, vorra
dire che — per ogni * — ad un ramo della y corrisponde
an ramo della ¢, ma a un ramo della ¢ corrispondono ¢ >1
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rami della y; allora il gruppo di monodromia della t(z) ap-
pare in isomorfismo meriedrico col primo; gli n rami della y(z)

. . n . . s . .
vengono separati in n' = & sistemi, in corrispondenza ai ramj

della t, ed & evidente che per ogni cammino chiuso della s
nel piano della variabile complessa codesti sistemi si scam-
biano fra loro, per modo che il gruppo di monodromia della y(z)
riesce imprimitivo.

Il resultato conseguito si accorda con le seguenti consi-
derazioni algebriche. Scriviamo

. CPz(xy) .
= CPO(-’U?/)’ Slay) =0,

e la resultante ottenuta eliminando ¥ :
y(@t) = 0.
Dopo cid, se si procede ad eliminare ¢ fra le equazioni

_ pu(2y) : )
e v(zt)=0
cPo(x ) (@1 ’

v

si otterrd un resultante F(zy) che conterrd certo f(zy) come
fattore; ma in generale f non coinciderd con F, poiche ad ogni
punto (z t) della v corrisponderd un certo numero r di punti,
sezioni della curva o,(zy) — tp,(xy) =0 colla retta x ==, e di
questi un certo- numero (in generale » —1) saranno fuori
di f, descrivendo una curva f’:avremo cosi F=71- f".
" Ora ricordiamo un noto teorema della teoria delle equa-
zioni algebriche (*): se 1’equazione irreducibile F(y)—=0 &
ottenuta eliminando ¢ fra due equazioni del tipo

( »(y)— t9,(y) =0
( 7(t)=0,

il gruppo di Galois della F(y)=0 & imprimitivo, escluso
soltanto il caso che la prima delle equazioni predette con-
tenga la y linearmente e la determini cosl in modo razionale.
. Nell’ipotesi che F(y) sia riducibile (in un certo campo

(1) Cfr. per es. BiaNcHI « Lezioni sulla teoria dei gruppi di sostitu-
zioni.... ». Pisa, Spoerri, 1900. Cap. V, 587] pag. 160.
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di razionalitd), il resultato si estende ad un suo fattore irredu-
cibile f(y), semprechd ad una radice ¢ della y(f)=0 non corri-
sponda una sola radice comune alle equazioni ¢,(y) — tv,(y) =0,
Jf(y) =0, che cosl venga determinata in modo razionale. B, se
Yy 9oy 91y S5 I contengono un parametro x, il teorema sussiste,
ancora, sostituendo al gruppo di Galois dell’equazione f(y) =0
il gruppo di monodromia della funzione algebrica y(z): i rami

di questa si distribuiscono, dunque, in %’ (-_— ‘}) sistemi d’im-

primitivitd corrispondenti ai ¢ rami della funzione #(x), defi-
nita dalla y(zt) = 0. .

~ D’altronde, se ad ogni #(z) corrispondono ¢q (>1) valori
della y(z), vuol dire che — sopra la curva f — due gruppi
appartenenti alle serie gl e ¢! definite da = cost. e ¢ = cost.
ed aventi a comune un punto P, hanno, di conseguenza, a
comune ¢ — 1 punti coniugati, i quali — variando P, —
descrivono con esso una involuzione yl; questa involuzione
ha per immagine la curva y(zt) =0, ed & lineare o meno .
secondoché tale curva & o mo razionale. I gruppi G, della
involuzione, con cui si compongono i &, della g}, mettono
in evidenza i sistemi di imprimitivitd in cui si distribuiscono
i rami della y(z). v :

Riassumiamo i risultati ottenuti, enunciando il teorema :

Se t & una funzione razionale sopra la cuwrva f(zy) =0
{contenente effettivamente y), le due funzioni t(x) e y(x) pos-
seggono in generale 4l medesimo gruppo di monodromia, ed é-
da y esprimidbile razionalmente per x ¢ t, come t per © ¢ y. Fa
eccezione il caso che il gruppo di monodromia della y(x) sia
_dmprimitive e quello della t(x) sia il gruppo complementare che
scambia i sistemi di imprimitivita; nel qual caso le due serie
lineari date sulle curva f per v = cost. ¢ t = cost. resultano
composte mediante una medesima involuzione y..

Consideriamo ora I’ insieme delle funzioni algebriche che
sono monodrome sopra la riemanniana della curva f, fra le -
quali figurano le z, ¥ : questo insieme si dice costituire un corpo
0 una classe di funszioni algel)m‘che: due qualunque di esse

R ACT) — hu(@y) sono legate da una relazione ane-

~ polay) T ()
brica F(XY)=0 che si ottiene eliminando z e y fra le

X=X(@y), Y=7Y@y), fiey)=0.
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A prima vista le # e y appaiono come funzioni particolark
entro il corpo; ma si riconosce che esse possono essere
sostituite con due altre funzioni generiche X e Y, in quanto
il corpo é definito ugualmente dalla curva f e dalle sue tra-
sformate birazionali.

Si tratta di provare che la trasformazione fra fley) =0 e
F(XY)=0 riesce in generale univocamente invertibile, sicch&
ogni funzione razionale di @ e y si esprime ugualmente per
X e Y. La dimostrazione dell’asserto si lascia ricondurre a
cio che si & visto innanzi, ove si cambi dapprima una sola.
delle e y, per es. la y nella Y(zy), sostituendo cosi alla
~ curva f(zy)=0, una sua trasformata f(*Y)=0, e passando

poi da f" a F col cambiamento di z in X(zY). Ma giova trat-
tare direttamente la sostituzione generale di z ey in X e Y,
riprendendo ed estendendo le considerazioni svolte innanzi,
allo scopo di determinare le condizioni sotto le quali sussiste
il teorema che abbiamo in vista.

Dunque, preso un punto generico del piano (XY), le
due equazioni '

AN S NG .
eol@y) T bolmy) ’

definiscono un gruppo di punti del piano (zy). Quando il
punto (XY) appartenga alla F(XY)=0, ottenuta elimi-
nando (z e y) fra le equazioni

X= XCOk Y= bley)’ flay) =0,

allora uno dei punti del gruppo suddetto viene a cadere sulla
curva flay) =0; se le X, Y sono scelte in modo generale, non
vi & ragione perché ve ne cada pilt di uno. Cosi, tenendo conto
della f(zy) =0, le z e y risulteranno funzioni ad un valore,
e quindi razionali sopra F. Il caso d’eccezione resulta dalla
considerazione della g, e della ¢! definite su f da X = cost.,
Y = cost. '

‘Prendasi sopra f un punto generico, P, e siano G e @G,
i due gruppi della g% e della g, che lo contegono, per i quali
X e Y assumano i valori X, e Y,. In generale accadra che -
questi due gruppi non hanno altro punto comune fuori di P,
ed allora il punto P'=(X,Y,) della F ha come corrispon-
dente su f il solo punto P. Dunque, se la corrispondenza fra.
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S e F non & univocamente invertibile, bisogna che si avveri
la seguente circostanza: due gruppi della ¢! e della g. che
abbiano un punto a comune hanno di conseguenza a comune
un gruppo @, (composto di ¢ > 1 punti). In questo caso &
chiaro che i &, formano una involuzione v} (razionale o irra-
zionale) giacché ogni punto di f appartiene ad un &,. Oosi
ogni gruppo della ¢! risulta composto di un certo numero

., m . - . .
W= gruppi &,, e analogamente si dica per i gruppi

della gl . Pertanto, se la corrispondenza fra f e F non & uni-
vocamente invertibile, le involuzioni lineari gl e gl somo com-
poste con una medesima involuzione 7; (razionale o irrazionale).
Il caso piu semplice si ha quando la Y,} coincida con una delle
due involuzioni date, per es. Y, =g, (¢ =n, m =nm’); questo
caso corrisponde all’ ipotesi che Y sia funzione razionale di X,
cosi che ad ogni valore di X corrisponde un solo valore di Y.
Pilt in generale se la v} & razionale (v]=gl), X e Y risul-
tano funzioni razionali di una medesima #(2y) i cui gruppi di
livello danno la gl. Ma si possono anche avere g. e g. com-
poste con una y; irrazionale, definita per mezzo di una cor-
rispondenza [¢, 1] fra la curva f ed una curva (non razio-
nale) v(§n)=0; allora X e Y resultano funzioni razionali
sopra la curva 7.

Osservazione. Abbiamo usato della locuzione « funzione
analitica sopra una superficie di Riemann »; questa locuzione
ci & stata suggerita dall’uso della riemanniana ad n fogli cui
conduce la funzione y(z) definita dall’ equazione algebrica
f(zy) = 0. Ora, se in luogo della f(zy) =0 (di grado n rispetto
ad ¢) si considera una sua trasformata birazionale F(XY)=0,
avente un certo grado m in Y, si otterra al posto della pri-
mitiva riemanniana R, una riemanniana R’ ad m fogli; e le
due superficie R e R’ risulteranno rappresentate conforme-
mente 1’ una sull’ altra, giacché la funzione analitica X(x)
vale a rappresentare conformemente (cioé conservando gli an-
goli) ogni area del piano z, in cui si mantenga regolare, sul-
I’ area corrispondente del piano X (cfr. L. 2°, § 30). Viceversa,
si abbiano due riemanniane ‘R e R’ rispettivamente ad n e m

fogli, corrispondenti a due equazioni f(zy) =0 e F(XY)=0,
e pongasi che le dette R e R’ sieno rappresentate conforme-
mente 1’ una sull’ altra senza eccezione: allora le curve f=0
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e I’=0 si potranno riguardare come trasformate birazionali
I’ una dell’ altra. Infatti, tanto X come Y risultano funzioni
analitiche ad n valori della variabile complessa z, dotate sol-
tanto di poli e di punti di diramazione, che cadono nei punti
di diramazione della y(2), dando luogo al medesimo gruppo
di monodromia; percio X e Y sono funzioni razionali di z e y.
E lo stesso si dica per z e y rispetto a X e Y.

Le osservazioni fatte permettono di ritenere funzional-
mente equivalentt due riemanniane « fogli quando esse possono
essere rappresentate biunivocamente e conformemente (senza
eccezione) una sull’ altra; con riguardo a questo concetto di
equivalenza, la frase « funzione analitica sopra una super-
ficie di Riemann » & suscettibile di acquistare un significato
geometrico preciso, giacché per es. all’ esistenza’ di una fun-
zione razionale di grado m (g.) sopra una superficie di Rie-
mann R, corrisponde una determinata rappresentazione cou-
forme della R sopra un piano che si trova con essa in cor-
rispondenza [1, m], dando luogo ad una riemanniana equi-
valente ad m fogli.

In cid che precede ci si riferisce sempre a superficie di
Riemann costituite da fogli piani sovrapposti e conveniente-
mente congiunti lungo un sistema di tagli. Tuttavia & lecito
anche di considerare superficie deformate nello spazio, purché
si escludano quelle deformazioni continue delle superficie
flessibili ed estendibili che alterino comunque gli angoli; in
altre parole: superficie topologicamente equivalenti, come ac-
cade di considerare mnella ricerca dei caratteri numerici di
connessione (cfr. L. 2°, §§ 34-38) non debbono riguardarsi
come funsionalmente equivalenti, il criterio di questa equiva-
lenza pit ristretta rimanendo — come si & detto — la pos-
sibilitd della rappresentazione biunivoca conforme.

Qui & opportuno osservare che in generale non & possi-
bile rappresentare conformemente (senza eccezione) due su-
perficie pitt volte connesse 1’una sull’altra: vero ¢ che nella
geometria differenziale si dimostra che date due superficie
I e F' si ottiene generalmente una rappresentazione con-
forme dell’una sull’altra facendo corrispondere due sistemi
di linee u =cost, v =-cost isotermi [per ciasecuno dei quali
I’ elemento lineare assume la forma ds* = X(uv)(du® 4+ dv®)
" cfr. per es. BiaNcHI, Lezioni di geometria differ¢nziale, cap. 3,
§ 37, pag. 70]; ma questo resultato concerne superficie ¥ e I’
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concepite in piceolo, ciod convenientemente limitate nel senso
della geometria differenziale, in particolare danque semplice-
mente connesse. Quando invece si tratta di superficie con-
siderate nella loro integritd, e comunque soddisfacenti a
condizioni di natura analitica, il prolungamento delle linee
di un sistema isotermo dard luogo a difficoltd ed eccezioni;
perch® queste linee non costituiranno pitt sistemi d’indice 1
(fasci) ed inoltre potranno dar origine a punti di singolarita,
ed anche avvolgersi sulla superficie in guisa che una di esse
penetri infinite volte in una stessa regione, ecc.

A chiarimento del concetto di equivalenza sopra esposbo,
noteremo ancora che: data una riemanniana ad »n fogli, coi
punti di diramazione 4,4, ...4,,, si ottengono superficie
conformemente equivalenti quando si tengano fissi i’ detti
punti facendo variare i tagli O4,, 04,...04,,, le dette su-
perficie venendo riferite fra loro in modo che si corrispon-
dano i punti associati ad uno stesso valore della variabile
indipendente z. 0id & d’accordo col teorema stabilito che il
gruppo di monodromia. definisce il corpo di funzioni algebriche.

Ma in quale senso si debba definire la riemanniana ad
n fogli, quando i tagli, variando, vengano ad attraversarsi I’un -
Paltro, deve essere convenientemente precisato. Sappiamo
che una riemanniana R viene costruita congiungendo un
punto O del piano della variabile complessa
‘coi punti di diramazione 4,4, ,... 4,,, me-
diante un sistema di linee (tagli o cappi)
0OA,, 04,, ... 04,,, non attraversantisi fra
loro, che si succederanno in un certo ordine
(definito dall’ordine delle tangenti in 0),
per es. nell’ ordine indieato dagli indici
12...m: nell’ annessa figura quest’ ordine
corrisponde al solito verso positivo di rota-
- zione del piano, da destra a sinistra. Ora
sostituiamo alla linea !, == OA, una linea I,’, terminata ai me-
desimi estremi, che insieme ad I, avvolga il punto A4,, come
si vede nella figura: cio significa « far passare I, dalla destra
alla sinistra di 4, ». Ebbene questo passaggio equivale topo-
logicamente ad un movimento del punto A4, per cui esso
attraversi il taglio I, (= OA,), sicchd la sostituzione S, relativa
ad 1, ; verra trasformata con la S, relativa ad I,: §,'=2S,8,8,~*
(efr. L. 2° § 34, vol. I, pag. 361). In modo diretto (ciod
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lasciando fermo il punto 4,) si riconosce la stessa cosa os-
servando che il cappio !, equivale alla somma del cappio 1,
percorso in senso negativo, pil
il cappio I,, pitil cappio I,, per-
corsi positivamente: la figura
che qui presentiamo rende evi-
dente codesta equivalenza di
cammini (per deformazione con-
tinua senza attraversamento dei
punti di diramazione):

!, =0BCFGLMO =
= OBCDOEFGHOKLMO =
. :lg”’i—i—-li +l2.

Similmente se si fa passare I, alla destra di I,, la sosti-
tuzione relativa S,, tenuto conto del verso in cui si percor-
rono i cammini, si trasformerd mediante
I’inversa di S,:

8, = 8,7*8,8,.

Queste osservazioni permettono di asse-
. gnare in senso funzionale la riduzione delle
riemanniane ad un tipo canonico, cui gia
accennammo da un punto di vista pura-
mente topologico, dimostrando cosi, nel suo
significato proprio, il

Teorema di LiiRorH-CLEBSCH. La superficie di Riemann
ad n fogli, rappresentativa di una funzione algebrica ad n
rami y(x), coi punti di diramaszione semplici A,A, .. 4A,,
(m=2n+2p —2), 8¢ puo sempre costruire scegliendo un conve-
niente sistema di tagli sussequentisi OA,, OA,....0A4,,, rispetto a
cut © ramé (opportunamente numerati) subiscono le trasposizioni

(12)(12) .... (12)(12) (23)(23) (34)(34) ... (n — 1, n)(n — 1, n).
(2p -+ 2 volte)

In vista delle applicazioni che questo teorema ricevera
‘nel seguito, vogliamo svilupparne qui la dimostrazione, stabi-
lendo successivamente i seguenti punti.

1) Si pud ottenere che siano consecutivi tutti i cappi
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(cui coruspondono sostituzioni) operantl sopra un medesimo
ramo 1.

Sia infatti 7, un capplo opelante sul ramo 1, e indichiamo
con G, I"insieme dei cappi ad esso consecutivi (a destra e a
smlstra) che operano ancora su 1; se tutti gli altri cappi non
operano su 1 (chd allora la nostra proposizione sarebbe dimo-
strata), il primo cappio alla sinistra di @&,, trasportato alla
destra di G,, verra trasformato mediante le inverse delle
sostituzioni di @, e potrd operare o meno sopra 1; nel primo
caso esso verra aggregato all’insieme G&,, nel secondo a un
insieme complementare @,, costituito dai cappi consecutivi
posti alla destra di G, i quali non operano su 1. Al gruppo G,
‘andranno anche aggiunti gli altri cappi operanti su 1 che
— per lo spostamento del cappio indicato — vengano a tro-
varsi ad esso consecutivi. Bseguendo lo stesso trasporto- suc-
cessivamente sui singoli cappi posti alla sinistra di @, (che
non appartengono a G,’), si ottiene in definitiva che tutti i
cappi appartengano a &, o a G, sicché quelli opelantl sul
ramo 1 sono tutti consecutivi.

2) L’insieme, G,, dei cappi operanti sopra il ramo 1
pud essere supposto contenere successivamente due cappi-(la),
due cappi (10), due cappi (l¢)...., i rami «, b, ¢, essendo uguali
o diversi fra loro. ‘

Sia infatti (1e) la sostituzione relativa al primo cappio I,
di G@,; se il cappio posto alla sinistra di questo & diverso da (1)
portato alla destra non opera pilt su 1, e viene quindi tolto
dal G, e aggregato al @,'. Cosl facendo si viene a rendere
consecutivo al detto cappio (1e) un secondo cappio (la);
invero non puo accadere che il gruppo G, si riduca al solo
cappio (1«) poiché il prodotto di tutte le nostre m sostituziont
deve dare 1’ identitd e quelle di G, non operano sul ramo 1.

Ottenuta cosl una coppia di scambi (la) relativi a due.
cappi consecutivi, sia (1), con b diverso od uguale ad a, lo
scambio relativo al primo cappio I, (di G,) alla sinistra di
questi. Se il cappio posto alla sinistra di 7, d4 uno scambio
diverso da (1b) trasportato alla destra di I, viene trasformato
~mediante il prodotto (la)(1a)(1d) e quindi, non operando pil
su 1, viene aggregato al G/ . Si trovera cosl un secondo
cappio (1) consecutivo ad 1,, la cui esistenza effettiva si
riconosce come precedentemente. Similmente dopo i due
scambi (1d) si avranno due scambi (1¢) e cosi via.
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3) L’insieme G, si pud supporre composto di un nu-
mero pari di cappi (1")
Infatti anzitutto possiamo indicare con 2 il ramo a, sncché
1 due cappi consecutivi (1e¢) danno due cappi (12). Se b =|= @, si
possono portare i due cappi (10) alla destra dei due cappi (1a),
lasciando invariati questi e trasformando quelli in due cappi (ab)
che cosl cessano di far parte di G,: infatti dai quattro cappi
consecutbivi
(1b) (1b6) (la) (la)
IV III 1II I’

facendo passare III e IV alla destra di II si ha

(1a) (ab) (ad) . (la)
IV III 1II I’

¢ facendo ora passare I alla sinistra di I1 e 1II si ha
(1) (la) (adb) (abd).

~ Similmente si opera se ¢ =+ a,.... sicché in definitiva resta
in @, un numero pari di scambi (le), cioé di scambi (12).

4) Teorema di LiirorH. Tutti gli m cappi possono essere
distribuiti in » — 1 gruppi consecutivi: il gruppo @, di un
numero pari di cappi (12), il gruppo G, di un numero pari
di cappi (23), il gruppo G, di un numero pari di cappi (34)....
Infatti poiché il gruppo di monodromia & transitivo, fuori
del @, esisteranno dei cappi che operano su 2; facendo astra-
zione dai cappi del gruppo @,, possiamo operare sui restanti
in modo analogo a quello seguito nei numeri 1), 2), 3) sicché
tutti i cappi contenenti la determinazione 2 possono essere
supposti costituire il gruppo G, di un numero pari di cappi (23).
Si puo anche supporre che G, sia immediatamente alla sinistra
di G, portando per es. alla destra di questo tutti i cappi inter-
medi. E nello stesso modo si costruiscono gli altri gruppi G,....

5) Se il gruppo G; possiede quattro cappi (i, i + 1),
due di questi possono essere trasformati-in due cappi (@, i—1)
venendo cosl aggregati al gruppo G,_,.

Posto, per semplicita di scrittura ¢=1, si considerino
i 6 cappi consecutivi (gli ultimi due di &, e i primi quattro
di G,): :
’ (23) (23) (23) (23) (12) (12),
vi v Iv III 1Ir 1’
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facendo passare il cappio II alla sinistra del cappio III si ha:

(23) (23) (23) (13) (23) (12)
VI V IV III II I°*

facendo poi passare IV e V alla destra di III si ha

@) (13) (12 (12) (23)- (12)
VIV IV I II I’

facendo passare II -alla sinistra di ITT e IV si ha:

(23) (13) (23) (12) (12) (12)
Iv. v IV III II 1°

e infine, facendo passare V alla destra di IV si ha -

(23) (23) (12) (12) (12) (12)
VI VvV IV III II I°

6) Infine si pnd supporre @, formato da 2p + 2
cappi (12), &, da due cappi (23), G; da due cappi (34) ...
da due cappi (n — 1, n).

Infatti basta applicare successivamente il procedlmento 5)
ai gruppi G, (i > 1), che avessero pitt di due cappi.

COosl viene dimostrata la prop. 6) che costituisce il com-
plemento recato da CLEBSCH al teorema di LiiROTH (4).

”—1 ’

4. Serie lineari ¢7. — Il concetto della ¢!, considerata
come sezione di una curva foundamentale flzy)=0 con un
faseio- di curve
. AoPo(2Y) -+ >‘155"1(‘17?/) = 0,

si lascia generalizzare, definendo cosl le serie linears g7, se-
gate su f da un sistema lineare. I’ordine n della serie sari
il namero dei punti intersezioni variabili di f con le curve ¢
" del sistema, ovvero questo numero aumentato del numero
dei punti fissi (apparenti fra i punti base delle ¢) che si
aggiungano convenzionalmente agli anzidetti gruppi variabili.
La dimensione r della serie designa il numero dei parametri
essenziali da cui dipendono i suoi gruppi, e percid equivale
alla dimensione del sistema | ¢/

locpo -+ lﬁPl A e = ApP, = 0,
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purché un &, della ¢ appartenga ad una sola ¢, ciod
quando f non sia contenuta (totalmente o parzialmente) nel
detto sistema. '
Nel caso che si abbia un sistema di curve di dimen-
sione r +s
@0 A0, s A e = Ay Py = 0

che seghi sopra f una g7, accade che ogni gruppo &, di
questa appartiene ad o=* curve », formanti un sistema lineare,
tra le quali ve ne sono co—! spezzate, che si ottengono im-
ponendo alle nominate di contenere un altro punto di f.
COosl il nostro sistema |¢| contiene, entro di sé, un sistema
lineare o=*—* di curve, riducibili nella f e in una parte re-
sidua, il quale pud supporsi rappresentato da

A1 Pt = PpgeoPry = vvee = My (s =03
® chiaro che la data g; & segata su f dal sistema lineare oc”
Xo®o + 20, - eee 4+ App, = 0,
che non contiene piu f, poiche-
Ay Py + )‘1‘+2C91'—|;2 R _)\r+sCPr+s

si annulla per tutti i punti di f.

La precedente definizione si estende alle curve gobbe
sostituendo al sistema lineare delle curve ¢ un sistema
lineare |¢| di superficie o di ipersuperficie: la dimensione
della serie segata dal sistema oo”**, sard » anziché »+s (s=1),
se vi sono oo'—! superficie o “ipersuperficie del sistema che
contengono la curva. :

Del resto la definizione della ¢” sopra una c¢urva si puo
dare in modo intrinseco, rendendola indipendente dal carat-
tere proiettivo di f come curva piana o gobba, ed anche
dalla scelta di un particolare sistema secante; infatti: una g
sopra una curva si puo definire come la serie dei gruppi di
livello di un sistema lineare di funzioni razionali aventi
medesimi poli: :

Mty 42,0, 4= e + A2, = cost.

Anzitutto & chiaro che la serie segata dal sistema lineare

7‘0@0 -+ )\ﬁoi + e - )\,.(p,. =0,
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& la serie dei gruppi di Iivello del sistema lineare di funzioni

Py

0

)k +)b + sese + )\7
cp * 9

che contengono lo stesso gruppo di poli (¢, =0). Viceversa,
se sono date r funzioni raziomali t,, t,,...t,. con gli stessi
poh si riducano queste allo stesso denominatore ¢,, serivendo:
— P,

o,
=%y =% ;

Po T % T %
allora il gruppo delle intersezioni di f e ¢, conterrd i poli
delle ¢, ed altri punti in cui si annullano contemporanea-
mente tutti i numeratori ¢,, ¢,, ... ¢, di queste funzioni:
pertanto la serie dei gruppi di livello del sistema delle fun-
zioni ¢t verrd segata su f dal sistema di curve, superﬁme o

ipersuperficie,
2oPo + 2,9, - X =0.

Dal confronto delle due déﬁnizioni della g7 appare che
il gruppo dei poli del sistema 2);t, figura entro la serie dei

.gruppi di livello come un altro gruppo qualsiasi. Il cambia-

mento di esso corrisponde ad esegmre sopra %,, t,, ... t,, una

sostituzione lineare.

~ Rileviamo in modo esplicito che ugualmente dalle due
definizioni della g7 si deduce quel complesso di proprietd per
cui essa pud essere considerata come un sistema lineare di
enti, cio® — astrattamente — come uno spazio lineare di
punti ad r dimensioni, §,. (dove la g. figura come retta): due

gruppi qualsiansi di una ¢ appartengono ad una ¢! conte-

nuta in essa (proprietd rispondente a quella che due curve
di un sistema lineare determinano un fascio appartenente al

sistema); tre gruppi della g non appartenenti a una ¢! deter-
’ minano una ¢? contenuta in essa; e in generale h + 1 gruppi
della g7 non contenuti in una g¢%-!, ciod indipendenti, appar-

tengono ad una ¢* entro la g7, cid che porta: « tna g*~! ed
un &, fuori di essa, entro la ¢!, appartengono ad una g »

(proiezione della ¢g*—! dal nominato &,).

D’ altra parte si hanno le proprieta di intersezione delle

serie lineari contenute in una g7, che si riassumono nella
- seguente: una g* e una ¢!, appartenenti a una g, e non a
ana serie lineare di dimensione minore, hanno a comune
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una ¢8 con s=h-+%k—r, e quindi un gruppo &, =g’ per’

r="h-+k, e nessun gruppo se r > h+ k. .
Aggmngaﬂ che la prima delle proprieta sopra accen-
nate vale gid a caratterizzare la serie lineare g/ sopra una
curva, cioé: ' ,
se una serie oo’ di gruppi di n punti ¢ tale che due gruppt
qualsiansi appartengano ad una g- contenuta nella serie, questa
¢ una g’.

Infatti due @, della nostra serie, %, determinano una ¢!
entro I. Se non vi sono &, fuori di questa g} il teorema &
dimostrato; se vi & un @, fuori della g!, proiettando la g, dal
G, si ottiene una ¢> contenuta in 3, e cosi via fino a esau-
rimento della serie 3. (Il teorema qui stabilito. si riduce sostan-
zialmente a quello che porge la proprietd caratteristica dei
sistemi lineari di curve piane, incontrato nel L. 1°, § 14).

Ora osserviamo che: data sopra una curva f una g7, i
gruppi di questa che contengono un punto generico (che non
figuri gia fra i punti fissi) formano una ¢7—! che ha quel punto
come fisso. Infatti il punto dato impone una condizione lineare
alle ¢ del sistema secante.

Dall’ osservazione precedente segue il teorema pilt gene-
rale: se si impone ai gruppi di una g7 di contenere s (<)
punti generici, si ottiene una serie lineare g —* che ha quei

‘punti come fissi. In particolare, per s=r7, si ha la

Proprieta involutoria delle g7: r punti generici della curva
appartengono ad un gruppo della serie. Questa proprietd, per
r > 1, conduce a caratterizzare le g!, quando si escludano le
serie formate da tutti i gruppi di » punti della curva (n =r)
o, pilt generalmente, quelle che si ottengano prendendo ad r
ad o i gruppi di una involuzione irrazionale T, (n—qr)
questo teorema dovuto a CASTELNUOVO-HUMBERT Ssi troverd
dimostrato nel § 41.

Se una curva f viene trasformata Dbirazionalmente in
una f’, ogni ¢’ data su f si trasforma in una g7 sopra f'.
Cio si rende manifesto sia sostituendo razionalmente le coor-
dinate « y... nell’equazione del sistema delle (curve ete.) ¢ se-
canti la ¢7, sia facendo appello alla definizione intrinseca.
della g7 stessa.

Ora, all’ esistenza di una g7 sopra una curva f (comunque
definita a meno di una trasformazione birazionale) si lega
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una particolare trasformazione di f che da origine ad una
curva C,” di uno spazio S,, definita a meno di una trasfor-
mazione proiettiva; sulla quale curva la nostra g7 viene segata
dal sistema degli iperpiani. Quindi in questo ordine di consi-
derazioni, il problema di riconoscere se una curva (piana o
gobba) sia proiezione di un’altra, ovvero se due curve siano
proiezioni di una medesima, si ricondurrd a vedere se una
‘serie lineare sia contenuta in un’altra.

Si consideri, sopra una curva rappresentata in coordinate
omogenee da f(z,x,2,) =0, una serie lineare g7 (r = 2) priva
di punti fissi, la quale venga segata dal sistema lineare di curve

T NP AP, e A9, =05

e riferiamoci al caso generale di una g semplice, cioé tale
che i gruppi di essa contenenti un punto generico non con-
tengano di conseguenza altri punti variabili col primo. Ponendo

Yo = P,(2,2,%,), Y, = CPL(xoxixsz e Y = P, %) o
f(wxexa) =0

si definisce nello §,=(y,y,....y,) una curva C, che riesce
d’ordine m e in corrispondenza biunivoca con f; sopra la
quale la g- (trasformata della data) viene segata dagli iper-
piani

AoYo + 2 Y, e+ A4y, = 0.

Si vede che una qualsiasi curva K, di ordine n apparte-
nente ad S, (¢ non ad un S,_,), che sia in corrispondenza
biunivoea con f, e di- cui le sezioni iperpiane siano gruppi
della g7, coincide con la C, o con una sua trasformata pro-
iettiva. Giacché si passa dall’una all’altra curva mediante
I’ omografia in cui si corrispondonro gli iperpiani seganti
gruppi omologhi della ¢~. ‘

Infatti:

1) la corrispondenza posta in tal guisa fra gli iperpiani
di 8, & biunivoca, perché ogni gruppo della K,, cosl come
un gruppo della C,, appartiene ad un solo iperpiano; altri-
menti apparterrebbe ad un fascio e la curva starebbe nel-
I’iperpiano di questo che ne contenga un punto ulteriore;

2) I’ anzidetta corrispondenza fra gli iperpiani di S,
¢ un’omografia, poichd agli iperpiani di un fascio, seganti

F. ENRIQUES - III, 3
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una ¢! su C,, corrispondono gli iperpiani di un fascio se-
ganti su K, la g} omologa;

3) nell’omografia cosi ottenuta, ad un punto P di C,,
considerato come centro di una stella di iperpiani che sega
la g7 dei gruppi di ¢’ contenenti P come punto fisso, cor-
risponde un punto, definito ugualmente dalla ¢g7—! con punto
fisso, omologa della precedente, e quindi un punto appar-
tenente alla K, . .

~La trasformasione definita innanzi analiticamente, che
fa passare da una curve f contenente una g% ad una C, di S,
su cui la serie viene segata dagli iperpiani, si pud compren-
dere in modo sintetico come un’applicazione della geomeiria
astratta; (si confronti cio che & detto per le serie lineari
sopra la retta nel L. 2°, § 6, Vol. I, pag. 189 e seg.).

Infatti abbiam visto che i gruppi di una g¢7 si possono

riguardare come i punti — ovvero come gli iperpiani — di
uno spazio lineare ad r dimensioni, in cui la retta — o ri-
spettivamente il fascio di iperpiani — corrisponda ad una g}

contenuta nella g7 . Adottando la seconda interpretazione si
viene a porre una omografia fra la g7 e lo S, concepito come
spazio di iperpiani, e si riesce in tal guisa a definire, a meno
di una trasformazione proiettiva, la curva C,. Effettivamente
un punto generico, P, della f determina una ¢"—! entro g che
lo contiene come punto fisso, e a questa ¢! corrisponde una
stella di iperpiani dello S,, avente un certo centro P’: al
variare di P, il punto P’ descrive la curva C,,.

Abbiamo detto che la C,, & in generale in corrispondenza
biunivoca con f, e a questo caso ci siamo riferiti nelle eon-
siderazioni precedenti. Consideriamo ora il caso di eccezione
alla invertibilith della corrispondenza, in cui « i gruppi di qr
contenenti un punto fisso generico P= P,, contengono di
conseguenza altri ¢ —1 punti fissi P, ... P,, suscettibili di
variare con P » Al variare di P su f, i gruppi analoghi
a P.P,... P, descrivono una involuzione 7, (lineare o mno), e
tutti i gruppi della g7 sono composti con gruppi di questa.
In tal easo il punto P’, costruito nello S,, risponde non solo
al punto P, ma a tutto il gruppo della v; da esso definito,
sicché la corrispondenza fra f e la curva C, descritta da P/,
& una corrispondenza [¢, 1]. E la curva O, che rappresenta

. . . . ,m c s
Iinvoluzione v, riesce d’ordine n ::—q; ma — in virtu della
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corrispondenza che la lega ad f — si pud ritenere come
ana C, ridotta a una C, multipla secondo il numero q: su
questa. si pud dire ancora che gli iperpiani seghino la
data ¢;, composta con la y].

Nota. Si badi che le curve multiple riescono definite, per
-ora, soltanto in rapporto alla trasformazione che da loro ori-
gine, ciod come enti o modelli particolari di una data classe
di curve algebriche. Invero & ovvio che curve birazional-
mente distinte possono essere rappresentate sopra una me-
desima curva multipla secondo un certo numero: cosi, per es.,
la conica per proiezione da un punto esterno e la cubica per
proiezione da un suo punto, si rappresentano ugualmente
sopra la retta doppia, eppure la prima curva & razionale
(p=0), mentre la seconda & di genere p—=1 e quindi non
razionale (cfr. § 2, pag. 16).

Ma, almeno nel caso pill semplice delle curve razionali
-doppie, si pud vedere come la classe della curva doppia resta
-definita quando si dia sulla curva C il gruppo G dei punti d¢
diramazione, eui rispondono le coincidenze della relativa g} .
Infatti si riuscirad allora ad esprimere le coordinate dei punti
.di una curva della classe in funzione di un radicale quadra-
tico portante sopra i punti di C e determinato dal . Su cid
non ci diffondiamo ora, limitandoci a proporre allo studioso
un esempio:

Si consideri la quartica K di genere 1, intersezione della -
-quadrica * +9y°*+2°=1 e di un cilindro quadrico C(zy) =0,
il cui vertice O sia il punto all’ infinito dell’ asse z, e sopra K
la serie g2 segata dai piani per O; questa serie conduce a
trasformare K in una conica doppia C (proiezione di K da 0).
Sulla C si hanno quattro punti di diramazione che rispondono
alle generatrici del cono tangenti all’ altra quadrica, venendo.
segati dalla conica 0(zy) =2+ 9> —1=0. E si vede che i
punti di & si ottengono come funzioni razionali dei punti (2y)
di ¢ o della VO(zy). Cosi la curva doppia €, tenuto conto dei
-quattro punti di diramazione, offre un’ immagine ben definita

- della K.

Questa osservazione si lascia estendere con alcuni essen-
ziali complementi, come vedremo nel § 38; qui ¢i limiteremo
a rilevare 1’ aspetto riemanniano della questione.

Sulla superficie di Riemann R, relativa alla curva mul-
tipla O, si possono ritenere deposti i valori di una funzione
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algebrica capace di definire i punti f, avendosi ¢ valori della
funzione per ogni punto P’ di R': i ¢ rami della anzidetta.
funzione algebrica si potranno permutare fra loro quando P’
descrive un ciclo di R/, ovvero un giro chiuso riducibile a
un cappio avvolgente un punto di diramazione (in cui due
valori coincidono). /

Andiamo ora ad esaminare la relazione intercedente fra
due curve che siano proiezioni una dell’ altra, e per sempli-
citd di discorso, consideriamo dapprima il caso di una curva
gobba dello spazio ordinario, C,* e di una sua proiezione
piana C,*. Pongasi che la seconda curva sia proiezione della
prima da un punto O, che dovra essere esterno alla C,,° altri-
menti la proiezione ne abbasserebbe 1’ordine. Allora sulla C,,*
si vedono la g2 segata da tutti i piani dello spazio, e la g2 se-
gata dai piani per O, che naturalmente & contenuta nella g3,
Proiettando da O, la ¢2 viene segata sulla C,*> dalle rette, e
la g3 si trasporta, su questa curva, in una serie che dovra
dunque contenere la g2 stessa.

Reciprocamente : se sopra una curva piana C,? si ha
una g3 contenente la g2 segata dalle rette, la C,* si puo rite-
nere come proiezione di una curva gobba C,* sulla quale i
piani segano i gruppi della C,° Infatti, se si costruisce questa
C,.® cosi definita dalla ¢3, su tale curva si vede che la g2, cor-
rispondente a quella segata dalle rette su C,? viene segata
dai piani di una stella, e, proiettando dal centro O di questa,
si ottiene una curva piana proiettivamente identica alla C,>

Le considerazioni precedenti vanno modificate legger-
mente nel caso che O appartenga a (,3% come punto sem-
plice o multiplo, nel qual easo la sua proiezione piana risulta
una curva C,? d’ordine m <<n. Si designi econ ¢ =n—m la
molteplicitd di O per la C,*; allora & chiaro che la g2 segata
su C,* dai piani per O, diviene sopra C,* la ¢2 segata dalle
rette, completata con gli ¢ punti fissi che si ottengono come:
traccie delle tangenti alla C,* in O (che, per semplicitd, pos-
siamo supporre distinti). Dunque si vede che, sulla C,,*, la ¢%
segata dalle rette ¢ ancora contenuta nella g3 proveniente
dalla serie delle sezioni piane di C,°, ma soltanto in modo
parziale, ciod quando si stacchino gli ¢ punti fissi corrispon-
denti ad O.

La considerazione precedente si inverte: se sopra una C,,*
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si ha una g¢?, con n > m, che contenga parzialmente la g2, se-
gata dalle rette, la curva piana C,,’ & proiezione di una curva
gobba @’ordine n, da un suo punto di molteplicitd s —=n — m.

Ora non vi & difficoltd a generalizzare le cose dette.

Si abbia nello spazio ad s dimensioni una curva C,,°, d’or-
dine m, sulla quale dunque gli iperpiani segano una g¢; con-
dizione necessaria e sufficiente perché la C,,° sia proiezione di
una C," & ordine n di un S, (m <mn, s <<r), é che la ¢ sia
contenuta, totalménte o parzialmente, in una g7 (che corri-
sponde alla serie delle sezioni iperpiane di C,").

Per conseguenza: se sopra una curva f, definita nel piano
0 in uno spazio qualunque a meno di una trasformazione bira-
zionale, sono date una ¢! e unag;, Ig proprietd della g¢, di essere
contenuta entro la g7 (s <) esprime la condizione necessaria
e sufficiente perché le due curve C,,° e C,", immagini di f rela-
tive alle due serie, possano ritenersi I’una proiezione dell’altra:

" la ‘proiezione verrd fatta da uno spazio S,_,_,, che avrd con
la C,,” a comune n — m punti, computati secondo le loro mol-
teplicita.

Esempi.

1) La cubica piana eon punto dopplo
una cubica gobba.

2) La cubica piana senza punti doppi non & proiezione
di una cubica gobba. Altrimenti tutte le oo® terne di punti
della cubica sarebbero equivalenti (efr. § 2, pag. 15).

3) La quartica piana con 2 punti doppi & proiezione di
una quartica gobba di S;, ed anche di una quintica di S,.

\

& proiezione di

5. Serie complete e curve normali. — Sopla una curva f,

due gruppi di n punti
G, e @), .

si dicono equivalenti, e si scrive
G, = Gn’;

se appartengono a una medesima ¢7; se r >0 ci0 significa
‘ . . ) : 1
che i due gruppi appaltengono a un medesima g;. ‘

In ogni caso esiste una funzione razionale (intrinseca-
mente definita su f a meno di- una costante moltiplicativa)
la quale possiede come poli i punti di G, e come zeri i punti

2\

di G,'; ogni punto comune a G, e @, & un punto d’ inde-
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terminazione da computarsi insieme come polo e zero della
funzione suddetta, la quale & costante in tutti gli altri punti
della curva se @, e @, coincidono.

Segue dalla definizione che I’equivalenza dei gruppi sod-
disfa alle due prime proprieta fondamentali delle relazion
d’ uguaglianza. .

1) Proprieta riflessiva: G = G..
2) Proprietd simmetrica: se G = &, si deduce @ = G.

Sussiste anche la

3) Proprieta transitiva: se G =6, G =@,

si deduce
GI E GH.

Infatti per I’equivalenza di G' ¢ G esiste sulla curva f
una funzione (razionale) ¢ la quale ha i suoi poli nei punti
‘di @ e i suoi zeri nei punti di @ (se vi & un punto comune
a. @ e G questo figura come un punto di indeterminazione
di t che non deve esser tolto). Similmente esiste una fun-
zione t che ha come poli i punti di G e come zeri i punti

di @’. Le funzioni
A 4 po

hanno come gruppi di livello i gruppi di una ¢2 che com-
prende G’ e G”: dunque questi sono equivalenti. La g. a cui
appartengono resta definita semplicemente dalla funzione

' t
T ?

dove si tolga 1’indeterminazione apparente nei punti di G.

Ora si ha che:

Sopra une curva f, la totaliti dei gruppi equivalenti ad
un dato G, appartiene ad una serie lineare g7 (r <n, r=0),
. che dicesi serie completa, determinata dal &,. '

Questa serie viene data combinando linearmente le fun-
zioni razionali indipendenti che hanno come poli i punti
del @, (resultando r=mn solo nel caso che tutti gli o=” gruppi
di punti della curva siano fra loro equivalenti). D’altronde,
tenuta presente la proprietd transitiva dell’ equivalenza, questo
teorema si riduce a quello, incontrato nel precedente para-
grafo, che afferma: «-una serie oo” di gruppi di n punti &
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lineare se due qualsiansi dei suoi gruppi determinano una g!
contenuta in essa ». ,

La g7 completa determinata dal gruppo G,,, viene definita
ugualmente a partire da uno qualunque dei suoi gruppi (pro-
prietd transitiva dell’ equivalenza).

B anche ovvio che: la serie completa si pud definire come.
nna serie lineare che non & contenuta in un’altra pit a.mpla.
dello stesso ordine.

Ordunque, se & data sopra f una serie ¢¢° che non sia
completa, potremo costruire una ¢*+!' che la contiene, ed an-
cora, se questa non & completa, una g:+%, ecc., fino a che
giungeremo ad una ¢’ completa. Questo procedimento di com-
pletazione introduce successivamente degli elementi arbitrari
nella scelta delle successive serie sopra nominate; ma il teo-
rema precedente ci dice che la serie completa a cul si arriva
¢ indipendente da tale arbitrarietd, venendo determinata
dalla ¢¢, o anche solo da un gruppo qualsiasi di questa.

Nel seguito la serie lineare completa determinata da un
gruppo G,,; o da una serie lineare ¢,, di cui non importa
indicare la dimensione, verry designata con .

[Gal 0 [gn

Al concetto di serie ¢’ completa risponde quello di
carva C.,” normale: dicesi normale una curva d’ordine =
appartenente ad uno spazio di dimensione 7 (¢ non ad
un §,_,), la quale non si lasci dedurre come proiezione da
una curva dello stesso ordine appartenente ad uno spazio di
maggior dimensione.

Ricordando le osservazioni del precedente paragrafo, ap-
pare ovvio che:

La enrva (", d’ordine n in §,., & normale se la g7 segata
sopra di essa dagli iperpiani & completa.

Quindi, tenuto conto dell’ unicitd della serie completa che
contiene una serie data: Una curva 4 ordine n, di uno spazio
qualsiasi, che non sia normale, si puo dedurre come proiezione
da una curva normale, che ¢ ben definita a meno di una tra-
sformazione proietiiva.

Conviene rilevare che questo teorema & assai espressivo.
Si abbia, per es., una curva piana non normale C,, d’or-
dine n; in generale la (', potrd ritenersi proiezione di di-
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verse curve gobbe C,/, C,’,.... dello spazio ordinario, ¢ non
vi & alcun motivo perché queste siano proiettive fra loro.
Perd se €, e C,” non sono proiettive, esse non saranno nor-
mali, e ciascuna potrd dedursi come proiezione da una o pit
curve dello stesso ordine dello spazio §,. Ora, cosi proce-
dendo, si arriva, per vie diverse, a costruire curve normali
di un certo spazio, aventi come proiezione la C,: il nostro
teorema dice che, qualunque sia la via seguita, si arriva
sempre ad una medesima curva normale o a curve normali
proiettive fra loro.

Cio che si & detto per una C, piana vale parimente per
una curva gobba, di uno spazio qualsiasi: sempre accade che
curve normali aventi una medesima proiezione dello stesso
ordine sono fra loro proiettive.

Osservazione. Ad illustrare le cose precedenti giova re-
care un esempio in ecui si vede una curva dedotta come
proiezione di due altre (non normalj) che non sono proiettive
fra loro.

A tale scopo si considerino sopra una retta « due qual-
siansi serie lineari generiche g¢3: queste non saranno trasfor-
mabili proiettivamente 1’una nell’ altra, giacché le proiettivita
della retta sono o°* e quindi aitrettante sono le g3 proiettive
ad una data, mentre tutte le g} sono oc<* (come i punti o gli
iperpiani di §,). Inoltre le due g% (essendo contenute nella g3),
avranno a comune una g;.

Le serie date corrisponderanno a due quartiche gobbe
razionali C,' e C,” (aventi rispettivamente come sezioni piane
i gruppi delle due ¢%), dalle quali si deduce come proiezione
una medesima quartica piana C,, corrispondente alla ¢2 co-
mune alle due ¢3. B chiaro che fra C, e C,” si ha una cor-
rispondenza biunivoca Q, dove si corrispondono i punti che
danno origine ad un medesimo punto di C,; dimostriamo
che questa corrispondenza non & proiettiva. Infatti si consi-
deri un gruppo @, segato su C,” da un piano generico, e la
sua immagine su C,: si ha cosl una quaterna che non appar-
tiene alla g} corrispondente alla (", altrimenti le due g3 da
cui siamo partiti coinciderebbero; pertanto alla quaterna &,
non pud corrispondere su C,” una quaterna di punti appar-
tenenti ad un piano.

Ora si pud duobitare che fra C," e C,” interceda una pro-
iettivitd II, diversa dalla corrispondenza Q. Ma in tal caso
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la II, indurrebbe su «¢ una corrispondenza biunivoca, cioé
una proiettivita, trasformante 1’ una nell’ altra le due g% da
cui siamo partiti.

Notizia storica. La considerazione fondamentale della
serie completa determinata da uno dei suoi gruppi, compare
in BriL e NomrHER (1873) attraverso il cosi detto Teo-
rema del resto (Restsatz) che porge la costruzione di co-
deste serie sopra una curva piana, mediante curve aggiunte
(cfr. § 11 e § 15 e 16).

Ma il concetto della serie completa si rende mdlpen-
dente da questa sua particolare costruzione in SEGRE
OUASTELNUOVO (1888-90), i quali provano direttamente — ri-
correndo a particolari modelli proiettivi — che « due serie
lineari aventi a comune una serie dello stesso ordine sono
contenute in una medesima serie pitt ampia ».

Nella dimostrazione di SEGRE ricorre la rigata che con-
giunge i punti omologhi di due curve, appartenenti a spazi
indipendenti, rappresentative delle due serie date. La dimo-
strazione di CASTELNUOVO, secondo la semplificazione indica-
tane dal BERTINI, muove dalla costruzione della curva piana
d’ordine n che si ottiene riferendo prospettivamente due ¢!,
aventi un G, a comune, a due fasci di raggi, coqtrunone che
viene poi estesa alle curve gobbe iperspaziali.

Queste particolari costruzioni si possono lasciare da parte,
seguendo la via del testo, cioé¢ mettendo esplicitamente in luce
il significato algebrico delle serie lineari, come ha fatto EN-
RIQUES (1901); il che pud dirsi implicito nella trattazione di
RIEMANN.

6. Somma e sottrazione delle serie. — Definizione. Sopra
una curva algebrica f, siano &, e G, due gruppi rispettiva-
mente di n, m punti, il gruppo @, ,, costituito-dal loro in-
sieme si dice la loro somma, e si indica con

Grm=Gpn+ Gm .

Si dice anche . che @&, & ottenuto sottraendo il G,
dal G,,,,, e si scrive:

Gn - Gn+m - Gm .

Si hanno i seguenti teoremi :
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1) Somme -di gruppi equivalenti sono equivalenti, cioé se

G, = Gnly Gni = Gm/a
si deduce
q,+6,=4,+G,.

Infatti esiste una funzione razionale ¢ che ha come poli
i punti di &, e come zeri i punti di G,’, e una t che ha come
poli i punti di &,, e come zeri i punti di G,,’; quindi la fun-
zione ¢t ha come polii punti di G, + &, e come zeri i punti
di &, + @4,
2) Se da gruppi equivalenti si sotiraggono gruppi equz—
valenti i resti sono equivalenti, ciod se - ’

Gn+ G = Gn’—l“ Gm, e G,=G,
si deduce . '
Gn= G, .

Invero esiste una funzione ¢ che ha come poli i punti
di G,+ G,, e come zeri i punti di G,’+ @,,/, e similmente
una t che ha come poli i punti di G,, e come zeri i punti

. ' . . t . . . .
di G,’; percid la funzione -, ove si tolga I'indeterminazione
T

apparente nei punti di G, di G,, avrd come poli i punti

di G,, e come zeri i punti di G,, .
Osservazione. Come corollario del teorema 1), se

. Gy = G?’L,y ’
si deduce
.2G, =26, 3G, =34, ecc.

ma il passaggio inverso non & lecito in generale. Cosl, ad
esempio, sopra una cubica piana di genere 1, si considerino
i punti di contatto di due tangenti condotte da un punto O
che appartenga alla curva: quei due punti, contati due volte,

costituiscono due particolari coppie della g} segata dalle rette:

per O; ma i due punti non sono equivalenti, giacché altri-
menti apparterrebbero a una g} e la curva sarebbe razionale.

Appare pertanto che la relazione di equivalenza fra
gruppi di punti,su f gode delle medesime proprietd che la
congruenza di numeri rispetto a un modulo: si vedrd in
seguito come essa si esprima con una relazione di tal natura
(Teorema di ABEL).

-
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Siano ¢, e ¢, due serie lineari appartenmenti ad una
curva f, e.si considerino i gruppi formati sommando un
gruppo della prima ed uno della seconda :

Gn—;-m = Gn -+ Gm, G,n—f-yn == Gn’—l- Gml, ceee )

il Gy €il Gy, essendo equivalenti, determineranno una
9% ..., che in generale non sard formata da gruppi composti -
con quelli delle due serie; ma, in ogni caso, per il carattere
transitivo dell’ equivalenza, tutte le ¢! . analoghe saranno
contenute in una serie lineare, la cui dimensione dipenderd
dal numero dei gruppi linearmente indipendenti che si otten-
gono sommando un @&, e un G,. Codesta serie ¢,,,,,, S¢ non
¢ completa, sara contenuta in una serie completa '

9nam | = gn + gm |,

che si definird come serie (completa) somma delle due date:
questa serie riesce naturalmente determinata da un qualsiasi
gruppo G, + G,.

Come caso particolare della somma di due serie, si puo
considerare la serie doppia di una data, e quindi anche le
serie multiple secondo un intero qualunque.

Ora giova addurre un esempio effettivo della poss1b111ta,
sopra egunciata che la minime serie somma gnym differisca
" dalla serie completa | ¢, | definita innanzi (e che, di solito,
si considera nella teoria delle operazioni sopra le serie). A tale
scopo si assuma la quartica f con un punto doppio O, la quale
¢ di genere p—=2. Su questa f si hanno due g; segate da due
fasci di rette i cui centri A e B siano due punti generici della
curva; & anche ovvio che le due g} sono complete, perchs, se
la f contenesse una g2, si lascierebbe trasformare in una
cubica, e perdo il suo genere varrebbe p — 1. Ebbene, la mi-
nima somma delle due ¢! & la serie g} segata dalle coniche
per A e B; ma questa g3 non & completa, essendo conteruta
nella gi che viene segata sopra f dalle cubiche che passano
per 0, A, B, e per altri due punti di f allineati con O.

Quanto alla dimensione della minima serie somma di
due (o piu) altre, & chiaro che questa non pud scendere al
~ di sotto della somma delle dimensioni-degli addendi. Questo
limite inferiore & anche effettivamente raggiunto. Cosl accade
per il multiplo minimo di una g¢!, che tuttavia non da luogo
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in generale a una serie completa. Per es. sulla quartica f di
genere 2, il doppio della ¢} segata dalle rette per O & la g7 i
cui gruppl sono composti di due coppie della g}; e il triplo
della ¢} & la g3 formata da tutte le terne di coppie della g3: co-
desta g3 non & completa, essendo contenuta nella g3 che viene
segata sopra f dalle cubiche passanti doppiamente per O e
tangenti ivi ai due rami della f, ¢ nel sistema lineare delle
dette cubiche & contenuto il sistema parimente lineare delle
terne di rette per O.

La sottrazione delle serie si lascia definire come 1’ opera-

zione inversa dell’ addizione; e da luogo alle seguenti osser-
vazioni.

Si abbia una sefie completa |g¢,,..|, e pongasi che un
suo gruppo G,.,, contenga parzialmente un &, di una se-
conda serie ¢, :
' Gn+m = Gp+ Gp-

Allora la serie completa | ¢,,, | determinata dal @,_,, sara
la somma delle serie complete determinate dal G, e dal G,,.

Rileviamo gli aspetti pitt interessanti di questa proprieta,
enunciando i seguenti teoremi :

1) Se una serie completa | G, ., | contiene parzialmente
un gruppo di una g, , esse ne conitene tutti i gruppi, 0 — come
si dice -— contiene la serie.

2) Se una serie completa | g, n | contiene parzialmente

un gruppo G, di una g¢,, togliendo il G, da tutti i gruppi

Aella | gy | che lo contengono, si ottiene una serie residua | Im !
completa, la quale non varia con la scelia del G, entro la ¢,;

3) E, a sua voltn, la g, | ¢ residua di ciascun gruppo
della ¢,, .

Queste proprieta costituiscono la prima parte di un teo-
rema dato da BrinL e NOZTHER sotto il nome di Rest.mtz
o teorema del resto (cfr. § 11).

Osservazione. In rapporto alla sottrazicne delle serie, si
puo estendere il concetto dell’ equivalenza a gruppi virtuali
definiti sopra una curva come <« difterenze di gruppi dati »,
indipendentemente dalla questione (’ esistenza. ’

Sieno G,, &,/, I',, ',/ dei gruppi di punti comunque
dati su f per cui

G'n. -+ Fm/‘ = I‘n —+ Gm';
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in lnogo di questa relazione potremo sempre consxdelare la
equivalenza dei gruppi virtuali

Gp— Gy =T,—T,),

la quale si lascia definire in generale ricorrendo ad un qual-
siasi gruppo ausiliario X (anche diverso da G, +T,’) che
sommato ai due gruppi virtuali dia luogo a gruppi effetti-
vamente esistenti; infatti, se per un certo X, si ha '

X+ Gy— G, =X+T—T,),

la stessa relazione sussistera per qualsiasi X che assicuri 1’ esi-
stenza dei gruppi paragonati. I gruppi virtuali s’ introducono
qui — di fronte all’equivalenza — come i numeri negativi
nella Teoria analitica di PEANO, e cosl I’uso della relazione
estesa viene giustificato a priori.

7. Curve dei primi generi. — Innanzi di procedere nella
teoria generale delle serie lineari sopra una curva di genere p,
e sebbene ci0o non sia strettamente necessario a questo oggetto,
vogliamo esaminare particolarmente le curve dei primi generi
p=0, 1. (La Nota relativa ai casi p =2, .... costituira soltanto
una esercitazione per lo studioso).

Giova premettere una dlsuo"uag]mnza, cui soddisfa la
dimensione di una g7 sopra una curva di genere ? qualsiasi:
dimostriamo infatti che si ha

r=n—p,
mentre ricordiamo che si ha d’altra parte (§ 4)
r <n.

La disuguaglianza sopra- enunciata si ottiene riferendoci
. . . m — 1)(m —2
ad una curva piana f d’ordine m con § = (—2(-—~) — P
punti doppi, contando I’ ordine e la dimensione delle serie
segate su f dalle curve ¢ (dette aggiunie), che passano sem-
plicemente per i suoi punti doppi. Questo computo permette
di stabilire la disnguaglianza per le serie definite come sezioni
di curve aggiunte; donde si passa poi al caso generale.




46 ' LIBRO QUINTO

Or dunque si considerino le curve aggiunte ¢,,_,,, d’or-
dine m —3+4+h con h=>0: per h=0 si vede che il numero
delle intersezioni di f con una ¢, fuori dei punti doppi, &

m(m — 3) — 23'=2p — 2

\

Per h >0 le intersezioni di f con una ¢, fuori dei punti

doppi, si otterranno — anche senza eseguire il ecaleolo -

diretto — col sommare mh a quelle di una ¢,,_,: cosl I’ or-
dine della serie staccata dalle ¢,,_, ., varra

1) . n=2p — 24 mh;

questa formula vale anche per » = 0, 1, sebbene per p =0 non
‘esistano ¢,,_, aggiunte. Essa si estende d’altra parte ad I
negativo, ogni qualvelta esistano le ¢, ..

La dimensione r della serie ¢’, segata su f dalle ¢,,_, 4,
si valuta subito nell’ ipotesi che i punti doppi di f presentino
per le ¢ condizioni indipendenti (sistema |¢,, ,,,!| DON so-
vrabbondante), cid che accade certo per h abbastanza grande,
e — in ogni caso — si ottiene cosl un limite inferiore della
dimensione richiesta. :

Ora avremo, supponendo h assai grande (ed in ispecie
h=3):

_(m—3+n)(m+Nh) 5 I(h — 3)

r S S
2

2)

]

giacché ogni gruppo intersezione di f con una data @,,_,

appartiene ad un sistema di tali curve con la dimensione

(h— 3)h
2

spezzate nella f e in una curva @’ ordme h—3.
Dalla formula 2) posto

—+ 1, determinato dalla suddetta ¢,,_,,, e dalle curve

m(m — 3)

8=
2

si ricava v

3) r—=—p—2+mh,

d’ onde, per la 1), : v '
4) r=mn—yp.

v
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Se la serie ¢ segata su f dalle ¢,_,,, non fosse com-
pleta (*), si avrd in ogni caso

5) r>_ﬁ——p.

Ora questa diseguaglianza si estende ad una qualsiasi g
completa segata sopra f.

Anzitutto essa viene verificata per la serie che si ottenga
imponendo alle ¢,, .., di passare per un certo numero n’ di
punti fissi presi su f, poiché togliendo codesti punti 1'ordine
della serie diminuisce di #»’ e la sua dimensione diminuisce
di »’ al pit.

Ora, se ¢ data comunque sopra f una g7, si pub sempre
scegliere un h cosl alto che esista una ¢,,_, . passante per
un G, della g7, la quale segherd altrove f in un certo nu-
mero »' di punti formanti un G,; pertanto la serie segata
su fdalle o¢,,_,,s per’ Gu, riuscird contenuta nella serie com-
pleta g7 determinata dal nostro G,, avendo una dimen-
sione <., Si deduce che: per ogni g7 completa appartenente
ad una curva f di genere p si ha sempre r =>mn — p.

Osservazione. Giova rilevare che per la serie g! segatd
su f dalle aggiunte ¢,,_, ., non sussiste certo I’uguaglianza
r=mn—p, quando sia h =0, o a fortiori per h < 0. Infatti
la dimensione della serie g7 _,, segata dalle ¢,,_, risulta

> (m —3)m 5

5} :p—-l.

Il teorema che una g7 appartenente ad una curva di
genere p possiede una dimensione r» > n — p, li lascia preci-
sare facilmente per i pilt piccoli valori di p.

Anzitutto se p =0, essendo

n=r, r=n—p,
si deduce
r=mn,

cio® « ogni serie lineare completa & una ¢* ». Da cid segue
in ispecie che ogni curva d’ordine n e di genere 0 & prme-
zioe di una curva normale C," di uno spazio S§,.

() Di fatto la serie & completa: questo teorema fondamentale resulterd
dimostrato nel § 11 e — in modo pitt diretto — nel § 16.
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Ora una tale C,” viene proiettata da n —1 dei suoi punti
sopra una retta, e percio & razionale. La dimostrazione di cio
si ha ugualmente, in forma non proiettiva, partendo da una g»
qualsiasi (n > 0) di cui si fissino » — 1 punti, in guisa da otte-
nere una residua ¢!, la quale permette di far corrispondere la
curva data, punto per punto, ad una retta (cfr. il § 2). Cost
viene dimostrato il

Teorema di CLEBSCH: Le curve di genere p—0 sono
razionali.

Osservazione. La dimostrazione originale del teorema st
riduce alla precedente, ove si ricordi come & stata ottenuta la
diseguaglianza # = n — p. Presa una curva piana f Q’ordine »
con (n — 1)0(n —2)

~ .

giunte ¢, _, d’ordine n — 2 passanti per n —3 punti fissi
di f; si ha cosl un fascio di curve secanti la f in un punto
variabile che viene a corrispondere biunivocamente al para-
metro del fascio.

Ora vale la pena di rilevare che il teorema di CLEBSCH
conduce subito al

Teorema di LUROTH. Se le coordinate dei punti d’ unae
curva algebrica, flwy) =0, si lasciano esprimere razionalmente
per un parametro t, mediante formule

punti doppi, si considerino le curve ag-

v=1q(t), y=KA1

che non sieno univocamente invertibili, la f ¢ razionale ciod
le coordinate dei suoi punti si possono esprimere mediante
funzioni razionali invertibili di un altro parametro T, che
& — a sua volta — funzione razionale di 7.

Nell’ ipotesi dell’ enunciato, fra la retta su cui & disteso il
parametro ¢ e la curva f intercede una corrispondenza [n, 1],
con n>1, e i gruppi di punti della retta che corrispondono
ai punti di f, formano una involuzione vl: si tratta di pro-
vare che la v! é’ una serie lineare gl. La dimostrazione di
cio & stata fornmita nel L. 2°, § 3, dove appunto il teorema
di LororH fu dato come proprietd caratteristica delle g1 sopra
la retta. Ma qui otteniamo una nuova dimostrazione del resul-
tato in parola, calcolando il genere p di f, sulla base della
conoscenza del numero dei punti doppi della 7!, che ¢ dato
dalle coincidenze di una corrispondenza [n —1, n—1], e
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perd vale certo 2n» — 2. Infatti se la f & d’ordine m (con
-punti multipli a rami lineari) il numero delle tangenti ad
esse per un punto generico 0 del piano vale 2m —+ 2p — 2,
e ciascuna tangente porge un punto doppio della ¢! segata
su f dalle rette per O, cui risponde sulla retta (della ) un
gruppo G, di » punti doppi. D’altronde alla g! segata su f
dalle rette per O corrisponderd sulla retta nominata una gt .
composta colla v!, la quale possiederda 2mn — 2 punti doppi,
e precisamente 2n — 2 punti doppi per la 7! e 2m+2p— 2
gruppi G,. Si deduce

(2m +2p — 2)n 4 20 — 2 =2mn — 2,
ossia
p=0. c. d. d.

Nota. Tra le curve razionali si trovano in particolare
le flay) =0 che ammettono una rappresentazione parametrica
mediante polinomi :

6) x:':Pi(t)7 Y = @,(1).

Queste curve sono caratierizzate dalle condizione di possedere
un solo punto all’ infinito origine di un unico ramo lineare o
superlineare (‘).

Anzitutto & chiaro che la curva f rappresentata dalla 6)
possiede un solo punto all’infinito, corrispondente a t — oo,
e che la f passa per questo punto improprio con un solo
ramo, lineare o superlineare.

Reciprocamente se una curva f .di genere 0 possiede un
solo punto all’infinito O, per cui passa con un solo ramo,
quando si rappresenti f sopra una retta, ad O corrispondera un
sol punto 0’ che — mediante una sostituzione lineare — potra
portarsi all’ infinito. Allora, riferendosi alla rappresentazione
parametrica della f, '
=00 w0

XK X0k

si vede che non dovranno esservi radici (finite) per ¢,(t) =0,
riducendosi dunque ¥, ad una costante; in altre parole si avra

r=a(l), ¥=gp). | c. d. d.

() Cfr. F. ENrIQUES, « Rendiconti dell’Ace. di Bologuna », maggio 1922

¥. ENRIQUES - II. ‘ ' 4




50 LIBRO QUINTO

Il teorema stabilito riconduce la classificazione delle
curve flay) =0, d’ordine n, rappresentabili con polinomi, al-
P analisi delle singolarite dei rami superlineari: si avra all’in-
finito un punto é-plo (i << n), origine di un ramo @’ordine i e
di classe n —1, essendo tangente la retta all’ infinito. Quindi,
per ciascun valore di 4, saranno possibili diverse singolarita,
assorbenti un certo numero p — p’ (p’ < 0) di punti doppi; la
curva f dovrd possedere inoltre p° punti doppi propri, o sin-
golarita equivalenti. ' '

Lo sviluppo di questa analisi costituira un ottimo eser-
cizio per lo studioso delle teorie contenute nel libro 4°. Qui
ci limitiamo al caxo delle curve &’ ordine n =3, 4.

Per n =3 le cubiche piane rappresentabili medlante due
polinomi, si dividono in 2 tipi:

" 1) cubiche eon un punto doppio proprio e una tangente
di flesso all’ infinito

2) cubiche con una tangente cuspidale all’ infinito.

Per n =4 si hanno i seguenti tipi:

1) quartiche con tre punti doppi (0 con un punto triplo)
propri e con tangente quadripunta all’infinito;

2) quartiche con un punto doppio proprio. e con una
cuspide di seconda specie all’ infinito, per cui la, retta all’ in-
finito & tangente;

3) quartiche con una cuspide di terza specie all’ infi-
nito, dove pure la retta all’infinito & tangente;

4) un ramo cuspidale del terz’ ordine con tangente
all’ infinito.

Sia ora p = 1. La dimensione di una serie completa ¢ vale
r>n—1,

e quindi r=mn — 1, oppure r =mn; ma I’ esistenza di una [/
(per n > 0) porta che la curva sia razionale e quindi di
genere p =0; si deduce

)

r=—an —1.

Ogni gruppo di n punti sopra una curve di genere p =1
apparmem ad una serie completa g"=1s ossia ogni curva d’or-
dine n ¢ di genere | diventa normale in uno spazio §,_,.
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Partendo da una terna di punti si costruisce una g;, e

percid

ogni curva di genere 1 si pud trasformare birazional-
mente in une cubice piane, la quale, per essere p =1, sard
priva di punti doppi; questa si dedurrd anche da una qual-
siasi curva normale C,"~* (n >~ 3), proiettando da n — 3 punti
(semplici).

Risnlta anche di qui I’ inversione del teorema precedente:
una curva contenente una gt completa per n >3 & di-genere 1.
Infatti codesta curva si lascia trasformare in una cubica piana
{(normale). La proprleta precedente non si estende ad n=2,
come appare gidv dall’ esempio di una guartica con un punto
«doppio, dove le rette per questo segano una gl

Osservazione. Vale la pena di osservare -che varie pro-
prietd della cubica piana stabilite nel L. 2°, § 22, appaiono
ora come semplici corollari del teorema generale relativo
alla dimensione delle serie complete appartenenti alla curva
di genere 1. Cosl, per es., la proprietd che « i 9 punti base
di un fascio di ecubiche presentano soltanto 8 condizioni indi-
pendenti alle cubi<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>