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Ca p it o l o  I

Le serie lineari sopra una curva.

1. Introduzione. —  Le te o r ie  ch e  ci p rop on iam o di sv o l
g e r e  —  sp esso  com p rese  so tto  il n o m e di geometria sopra una 
ourva —  si r ifer isco n o  a lle  fu n z io n i a lg eb r ich e  d i u n a  v a r ia 
b ile  in d ip en d en te , le  quali v en g o n o  d efin ite  com e fu n z io n i 
ra z io n a li dei p u n ti di u n a  curva, o v v ero  com e fu n z io n i m on o-  
d ro m e sopra  u n a  su p erfic ie  di B ie m a n n .

Sia f(xy) =  0 una curva algebrica piana, e si assuma 
una funzione razionale

t _  Viivy)

che verrà da noi considerata per i punti sopra la curva, cioè 
per valori di x e y soddisfacenti alla

f(xy) =  0 :

la t costituirà evidentemente una finizione algebrica della 
variabile indipendente x (o, analogamente — se si vuole — 
della y), suscettibile di essere definita per mezzo dell’ equazione

r(xt) =  0 ,

-che si ottiene eliminando y fra le

f(xy) =  0 , yL(xy) -  ty2(xy) =  0.

In luogo di una curva piana si può assumere una curva 
gobba G (appartenente allo S3 =  (xyz) o a uno spazio di mag
gior dimensione), definita da un conveniente sistema di equa
zioni (cfr. L. 1°, § 23, L. 3°, § 18) : una funzione razionale t 
dei punti della curva risulta ugualmente una funzione alge
brica della x , data dalla equazione r(xt) =  0 che si ottiene eli-
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minando le variabili y, 0.... Ciò appare in special modo evi
dente se la curva G è definita esprimendo le coordinate dei 
suoi punti come funzioni razionali dei punti di una curva 
piana, quale è — per esempio — una sua proiezione.

Una funzione algebrica t(x) si può anche definire quali
tativamente come funzione monodroma priva di singolarità 
essenziali sopra una superficie di Riemann. Ma tale conside
razione troverà posto più avanti e potrà anche essere lasciata 
da parte in una prima lettura di questo libro, per cui si 
richiede come premessa un minimo numero di cognizioni 
geometriche, affatto elementari.

Ora, nello studio delle funzioni razionali sopra le curve, 
mireremo particolarmente a quelle proprietà che non mutano 
quando la curva data, (7, venga sostituita con una suà tra
sformata arazionale, C'. Si dice che Gf è una trasformata f r a 
zionale di G quando fra G e Cf interceda una corrispondenza 
biunivoca, in modo che le coordinate dei punti dell’una siano 
funzioni razionali di quelle dei punti dell’altra: in tal caso 
è chiaro che ogni funzione razionale su G dà una funzione 
razionale su Gr e viceversa, avendosi un semplice cambia
mento di variabili nella funzione algebrica.,

Come caso particolare, se C è una curva razionale, cioè 
una curva i cui punti corrispondano biunivocamente ai valori 
di un parametro (o ai pumi di una retta), le funzioni razio
nali sopra G diventano semplicemente funzioni razionali 
df una variabile, corrispondenti a involuzioni sopra la retta 
(efr. L. 2°, § 3).

Ripigliando il discorso generale, diremo ora che, nella 
nostra teoria, è lecito passare indifferentemente da curve 
piane a curve gobbe e da queste a quelle, per mezzo di una 
corrispondenza biunivoca che può essere, per es., una proie
zione. In conseguenza di ciò si può anche supporre che la 
curva a cui ci si riferisce sia una curva dello spazio ordi
nario priva di punti singolari, ovvero una curva piana dotata 
soltanto dì punti doppi o multipli a tangenti distinte.

Infatti si è visto che :
1) Una curva piana dotata di singolarità qualunque sr 

può ridurre, con trasformazioni quadratiche del suo stesso 
piano, ad una curva dotata soltanto di punti multipli a tan
genti distinte, ognuuo dei quali corrisponde a un gruppo di' 
punti semplici della primitiva (L. 5°, § 15).
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2) Data una curva piana, dotata di singolarità qua
lunque, si può sempre ottenere una curva iperspaziale priva 
■di punti multipli di cui essa sia proiezione (L. 5°, 30).

3) Bd ogni curva iperspaziale priva di singolarità può 
proiettarsi in una curva gobba dello spazio ordinario pari- 
menti priva di singolarità, ed anche in una curva piana 
dotata di soli nodi (ibidem).

Le osservazioni precedenti conferiscono un valore gene
rale alla geometria sopra la curva che si studi con particolare 
riferimento a curve piane dotate di punti doppi o multipli 
a, tangenti distinte, ovvero a curve gobbe prive affatto di 
singolarità; alle quali curve ci riferiremo nel seguito. Così 
un primo studio di queste teorie riuscirà accessibile anche a 
chi non abbia in alcuna guisa esaminate le questioni attinenti 
all’ analisi delle singolarità. Ma, per chi abbia acquisito le 
nozioni elementari intorno a tale argomento, avremo cura 
di indicare, ove occorra, in apposite note, come si modifichino 
o si applichino le considerazioni che andremo svolgendo, nel 
caso di curve dotate di singolarità superiori.

Ora conviene esaminare se la corrispondenza frazionale 
fra due curve C e C  possa presentare delle eccezioni. Scri
viamo a tal fine le formule della trasformazione frazionale 
■della curva C di equazione f(xy) =  0, che, per semplicità di 
discorso, supponiamo piana :

T y — '^ (X!,)
% (*?/) ’ %(vy) ’

f(xy) =  0.

La trasformazione indicata conduce da un punto di C, che 
collocheremo nell’ origine 0 delle coordinate (x =  0, y =  0), ad 
un punto ben definito di C ,  ogniqualvolta le X, Y.... non 
■abbiano forma indeterminata. L’ indeterminazione che si pre
senti per qualcuna di quéste funzioni fratte dovrà esser tolta, 
per quanto è possibile, in base al principio di continuità.

Pongasi, p. es., che sia

<Pi(00) =  0, ¥8(00)=0.

Se il punto 0 è semplice per O . (ed escludendo che 
1’ asse y sia tangente alla curva) possiamo sviluppare la fun
zione implicita y{x), definita dall’equazione f(xy) =  0, per
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m ezzo d e lla  serie  di M a c -L a u r in , ed  a llora  a n ch e i p o li-  
nom i <p0(x y)  e 9i.(x ì/) r isu lteran n o  esp ressi com e serie

y0 =  'Ila-ixi (a0 — 0 , ....)
^  =  26,,^ (fe0 =  0 ,

<p
quindi il limite per æ =  0 di - , assumerà un valore deter

go
minato (che potrà anche essere zero o infinito).

Ma se 0 è un punto r-plo per O, P equazione f(xy) — 0 
non definisce più una funzione implicita y(x) bensì r funzioni 
corrispondenti alle r tangenti, che si suppongono distinte 
(cfr. L. 1°, §§ 11 e 12, note): allora si ottengono r limiti, gene

ra
Talmente diversi, del rappòrto Così un punto r-plo di C dà

To
luogo ad una eccezione per la corrispondenza biunivoca fra (7e C\ 

Si può rimuovere ogni eccezione, ristabilendo in ogni 
caso la biunivocità della corrispondenza che lega una curva 
alla sua trasformata, ove si ponga la seguente convenzione : 

Un punto r-plo, 0, della curva G (in cui si abbiano r tan
genti diverse) deve essere considerato come la sovrapposizione 
di r punti distinti della curva, ... Or , appartenenti agli r 
rami passanti per 0 .

Nota. Le cose dette innanzi si estendono, al caso in cui 
la curva C abbia in 0 una singolarità composta di r rami 
lineari comunque tangenti fra loro. Quando in 0 si abbiano 
dei rami superlineari, rappresentati dai noti sviluppi di 
Puis e u x  x =  P, y =  per ognuno di questi rami si ha
ancora un punto omologo ad 0 nel passaggio da C e (7', .e 
così il numero dei punti corrispondenti ad 0 risulta minore 
di r. Tuttavia, per ragioni di continuità — ritenendo la O 
come caso particolare di una curva con rami lineari (cfr. 
L. 5°, § 19) — si dovrà sempre considerare il punto 0 come 
la sovrapposizione di r punti, alcuni dei quali sono fra lora 
infinitamente vicini : una cuspide d? ordine v corrisponde 
precisamente a v punti semplici infinitamente vicini.

Terminiamo questa introduzione con un 
Richiamo di alcune nozioni preliminari contenute nei pre

cedenti volumi. Sebbene queste nozioni vengano introdotte di 
nuovo e sviluppate largamente nel seguito, giova talvolta rife-
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rirsi ad esse in esempi o note, o anche semplicemente per 
comodità di linguaggio.

Il genere p di una curva piana d’ordine n con 8 punti 
doppi (nodi) vale (cfr. L. 2°, § 23 o L. 3°, § 17)

_(» — l)(n — 2)
“  2 —  8.

Se ci sono punti multipli, ogni punto r-plo conta per
—— punti doppi. (Cfr. anche L. 4°, § 14, Vol. II, p. 412).

Il genere p può essere anche definito in relazione ad un fascio 0 
di rette, n-secanti la curva (d’ordine n -1- r con 0 r~plo\ giac
ché le tangenti altrove condotte da 0 sono precisamente in 
numero di 2n -\~2p — 2 (L. 3°, § 17).

Il genere può anche esser definito come carattere topo
logico della superficie di Riemann, il cui ordine di connessione 
vale 2p (L. 2°, § 36).

Il genere è invariante per trasformazioni frazionali della 
curva (L. 3°, § 17). La più espressiva dimostrazione algebrica 
di questo teorema risulterà dal § 8.

Una curva razionale, cioè riferibile punto per punto ad 
una retta, ha il genere p =  0. Questo teorema è stato dimo
strato mercè il computo del numero dei punti doppi (cfr. L. 2°, 
§ 23) ; esso risulta pure dall’ invarianza del genere sopra enun^ 
data (L. 3°, § 13); ovvero della semplicissima osservazione 
che ricorre nella Nota del seguente paragrafo (pag. 16). Più 
avanti,  ̂ 7, riusciremo anche a invertire il teorema, dimo
strando che tutte le curve di genere p =  0 sono razionali.

2. Le involuzioni g]} sopra una curva. — La considera
zione delle funzioni razionali, d’ordine n, di un parametro 
conduce, come sappiamo, alle involuzioni sopra una retta 
(L. 2°, § 3). Questo concetto si estende alle curve algebriche 
qualsiausi, considerando — in luogo della corrispondenza [?*, 1] 
fra due rette — la corrispondenza [w, 1] fra una curva f  ed 
una retta r. I gruppi Gn di /  che corrispondono ai punti 
della retta formano una serie che si può definire mediante 
le due proprietà seguenti :

1) è razionale, cioè i suoi gruppi Gn corrispondono 
biunivocamente ai valori di un parametro:
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2) possiede la proprietà involutoria, per cui ogni punto 
di /  appartiene ad un Gn.

Una involuzione razionale di gruppi di n punti sopra la 
curva / ,  dicesi costituire una serie lineare g di dimensione 1 
e di ordine n.

Allo stesso modo che sopra la retta, anche sopra una 
curva qualsiasi, le g'n si possono definire quali serie dei 
gruppi di livello di una funzione razionale, come segue.

Si abbia una curva (irriducibile) f(ocy) =  0 che, per sem
plicità di discorso, supponiamo piana e dotata soltanto di 
punti multipli a tangenti distinte. Costruiamo sopra /  una 
funzione razionale

%(xyV

questa funzione riprende lo stesso valore in una serie di 
gruppi, costituiti ciascuno di un certo numero n di punti, 
che diconsi gruppi di livello: fra i quali figurano il gruppo 
degli zeri (t =  0) per cui cp1 =  0, e il gruppo dei poli (t =  oo) 
per cui <?0 =  0.

È appena necessario avvertire che il numero n si man
tiene invariato per il gruppo di livello, corrispondente a qual
siasi valore di t, ove si tenga conto dei punti di esso che 
vadano all’ infinito e di quelli che diventino infinitamente 
vicini: soltanto il caso dei punti d’ indeterminazione sarà 
da esaminare più avanti.

Ora, se si suppone data una corrispondenza [n, 1] fra la 
curva /  e una retta su cui sia disteso il parametro t, è ovvio 
che la t risulta una funzione razionale del punto di./, e che 
i suoi gruppi di livello sono i Gn della g\ definita dalla cor
rispondenza.

Reciprocamente una qualsiasi funzione razionale t(xy) 
pone una corrispondenza [n, 1] fra la curva /  e la retta su 
cui è disteso il parametro^, dove ai punti della retta corri
spondono i gruppi di livello della funzione; perciò, sopra una 
curva f  i gruppi di livello di una funzione razionale t for

mano una serie lineare q1 : se t =  , la stessa serie è se-
V o l 

gata dalle curve del fascio

Vt&y) — *p0 (*y) =  o.
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Tuttavia conviene fare particolare attenzione ai punti 
base del fascio che cadono sopra / .  In un punto siffatto la
funzione assume forma indeterminata, ma il valore di

<p0(®y)
essa si lascia definire per continuità rimovendo così l’ap
parente eccezione. Questo passaggio al limite è già occorso 
nella introduzione, ma giova qui illustrare la cosa con rife
rimento al caso elementare, per stabilire l’opportuno con
fronto con il caso particolare delle involuzioni sopra la retta.

Pongasi che le curve cp0 e cpi passino semplicemente per 
un medesimo punto semplice di f ,  che collocheremo nel
l’origine 0 delle coordinate. Allora, sviluppando la funzione 
implicita y(x) definita da f(xy) =  0 con la serie di Mac- 
Laurin, si otterrà nell’intorno di 0

_yA[æ, y(x)] _  aLx -t- a2x2 _  a{ -+- a2x -4- ...
~  fot*» y(x) 1 ~~ M  -+■ M 2 ... ~ b t b2x -4-... ’

dove ai e l)i sono diversi da zero, escludendosi il contatto 
di rp{ e di cp0 con / . Con ciò si ottiene un’ espressione analitica 
di t che elimina V apparente indeterminazióne di t in 0; ma 
questa espressione è valida solo in piccolb, cioè nel senso della 
analisi differenziale, vale a dire per un intorno di 0 entro il 
quale le serie sono convergenti, ed oltre questo intorno deve 
essere sostituita secondo le regole del prolungamento anali
tico (cfr. L. 2°, § 30). Tenuto conto di questa limitazione si 
ha dunque analogia col caso di indeterminazione della fun
zione — — definita sopra la retta x. dove un fattore x, co- cp0(£) 1 '
mime a cpA e cp0, può essere soppresso.

Ma quando si definisce la funzione t sopra f  mediante
la sua espressione algebrica t =  (valida per i punti
della curva considerata nella sua integrità), allora la presenza 
di punti in cui l’espressione diventa apparentemente inde
terminata , non è in generale eliminabile. Valga ad esempio 
il caso della g\ che viene segata sopra una cubica passante

yper 0 dalle rette y — tx =  0 ; dove la funzione t =  divieneX
indeterminata per y — 0, x — 0. È chiaro che la anzidetta 
non può essere segata sulla cubica da un fascio di curve
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non aventi punti base sopra di essa, perchè ciascuna di 
queste segherebbe Ja cubica in un numero di punti variabili 
multiplo di 3.

Ora, come già abbiamo veduto sopra la retta, nel caso 
che l’espressione razionale

t _  <p,(gy)
?o (®y)

abbia dei punti di indeterminazione sopra / , giova estendere 
il concetto della gì definita come serie dei gruppi di livello 
di t, aggiungendo ai gruppi variabili della gì, dei punti fissi 
(couvenzionalmente scelti), i quali figurino tra gii auzidetti 
punti d’indeterminazione apparente e che si riguarderanno 
come punti di voluta indeterminazione, e quindi insieme come 
poli e come zeri, della funzione t . Questa convenzione si giu
stifica per ragioni di continuità, allorché si voglia considerare 
la involuzione data come caso particolare di una involuzione 
di ordine più elevato, dipendente da un parametro: e pro
priamente avuto riguardo alle osservazioni che seguono.

Si consideri una curva d’ordine n passante per l’origine 
delle coordinate, 0 , e su di essa la ĝ  segata dalle rette di 
un fascio col centro 0' vicino ad 0:

, _  V —

la quale — per 0 = 0  — si riduce a

t = y .x
leIl valore della funzione t nel punto 0=(ÒO) è e perciò

tende a un qualsiasi valore prefissato facendo avvicinare 0' 
ad 0 secondo una direzione conveniente. In tal guisa ap-

Vpare come la funzione ÿ =  - possa ritenersi costituita da
una gì i cui gruppi contengono il punto fisso 0 , in cui si 
attribuiscono a t tutti i valori, e che perciò si aggiunge ai 
gruppi di livello formanti la gi_ segata, fuori di 0 , dalle 
rette per 0 .

La convenzione precedente, relativa ai punti fissi di una
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involuzione (parzialmente degenere) conduce, per generalità, a 
considerare involuzioni totalmente degeneri, costituite da un 
solo gruppo di punti fissi, e perciò non più serie di dimen
sione 3, ma di dimensione 0. Si ha una siffatta involuzione 

che — tolti i punti fissi — si riduce a gfy segando /  
con un fascio di curve che la contenga (totalmente o par
zialmente), e così assumendo

Viixy) — -1- ¥*y)f(vy)-

In questo caso la funzione

cp#

si riduce, sulla curva / , alla costante Te.
(Olle l’esempio precedente abbia valore generale risulta 

dall’ estensione del principio di L a m é  che dà luogo al teorema 
di G e r g o n n e  (L. 2°, § 16), ovvero si dimostra con le consi
derazioni analitiche che ricorrono nell’osservazione più avanti : 
pag. 13).

Esempi ed esercisci.
1) Si consideri la funzione t =  x sopra la cubica

f — y~ — (x3—px-\-q) =  0 :

la t definisce su f  una gl, ovvero una g\ con punto fisso. 
Dove ? Indicare la coppia della g* che dà i poli di t.

2) Si consideri la funzione .

t _ xì -+- y2 — 1 
O.X 4- fy  4- y

sopra la cubica

f — (x- +  y* ){x-y) — x — y =  0.

Tolti i punti fissi (quali?), la t definisce una ^ . Indicare 
i poli e gli zeri di t.

, 3) Sopra la cubica

/ =  xy 4 -  (x- 4 -  ìf)(x — y) =  0 ,

si con sid er i la fu n z io n e
__x- -H y- —  x

x2 -f-  y* — y'
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«Umiliando i suoi punti d’ indeterminazione apparente, cosi 
da avere — come serie dei gruppi di livello — una g\ priva 
di punti fissi.

Si determinino gli zeri e i poli della funzione t.
4) Si determinino, còme nell’ esercizio precedente, poli 

e zeri della funzione
t -t- y2 — xJ - -

rr +  y~ — y
sopra la cubica

/  =  — a2 + (x* -+■ y2)(v — y) =  o.
Osservazione. Come già abbiamo veduto nel caso della 

retta, la stessa g* sopra uua curva, cbe viene definita dalla 
funzione t, viene definita ugualmente dalla funzione

ott —f— {3 
y t-\- 8

La sostituzione lineare ha il solo effetto di cambiare il 
valore di t che spetta ad ogni singolo gruppo della g Così 
appare che tutti i gruppi della g* (come le curve del fascio 
da cui vengono segati) figurano ugualmente entro la serie, 
poiché si può assumere ad arbitrio in essa il gruppo dei 
poli, il gruppo degli zeri e il gruppo unità (r =  l) determi
nando, in tal guisa, la sostituzione precedente.

Giova qui rilevare esplicitamente che « una funzione 
razionale sopra la curva /  è determinata, a meno di un fat
tore costante, dai suoi poli e dai suoi zeri », e così ogni g£ è 
determinata da due qualunque dei suoi gru^n.

Infatti se t e r sono due funzioni razionali sopra/, aventi 
gli stessi poli e gli stessi zeri (colla stessa molteplicità e 
però cogli stessi ordini d’ infinito e d’ infinitesimo), il rap
porto 6 — - è una funzione razionale s u '/  priva di poli e

T

quindi ima costante.
Che effettivamente una funzione algebrica 0(&-) priva di 

poli si riduca a una costante, risulta da ciò, che essa sod
disfa a una equazione a coefficienti costanti. Infatti si scriva 
1’ equazione che la lega alla x :

F(f)x) =  0;
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in questa i coefficienti delle potenze di 6 sono funzioni simme
triche intere delle radici, e però prive di poli come la 0 stessa;, 
pertanto questi coefficienti, che sarebbero a priori funzioni 
razionali di x, si riducono a delle costanti. (Si può aggiun
gere che, se la funzione 0 è irreducibile, la F  si ridurrà alla 
potenza di un binomio lineare in 0),

Veniamo ora ad un’osservazione nuova di grande im
portanza.

Una stessa funzione t può essere definita sopra la curva 
f(xy) — 0 da diverse espressioni

?,(gy) e
To(®y) ’hixyY

in quanto essa può venire subordinata da funzioni razionali 
che sono diverse nel piano (xy). La condizione perchè ciò' 
accada si ottiene annullando la differenza

'f. _  .
'Po 'h

per tutti i pùnti di f ,  ciò che dà :

? A  — <Po4»± =  0 (mod. / ) .

Il significato geometrico di questa osservazione è che: 
una stessa gjt può essere segata sopra la curva f  da diversi 
fasci di curve. Valga ad esempio il caso della g* segata 
sopra una cubica f 3 dalle rette passanti per un suo punto 0. 
Questa stessa g\ viene segata sulla cubica dalle coniche di 
un fascio i cui punti base LM NP  sono le ulteriori interse
zioni di /  con una conica ip0 passante per due punti AA! di 
essa allineati con 0. Infatti si può dimostrare che le coniche 
per LM NP  segano su /  coppie di punti allineati con 0. Oiò 
è una conseguenza immediata del teorema dei 9 punti base 
di un fascio di cubiche (L. 2°, 15). Sia tjq una qualsiasi co
nica per LM NP , segante ulteriormente /  nei punti B  e B' : 
la t|q presa insieme con la retta AA' forma una cubica che 
sega /  nei 9 punti LMNP, BB! AA!0\ quindi anche la cubica 
composta della conica e della retta BB' — passando per 8 
fra quei punti — dovrà contenere il nono punto 0, il quale 
dovrà appartenere alla retta BB'. c. d. d.



14 LIBRO QUINTO

In questo esempio si verifica pure facilmente, sotto forma 
geometrica, la condizione per V equivalenza di due fun
zioni — e cp. = 0  e cpn =  0 essendo due rette per 0 e

fo
tjq =  0 e =  0 due coniche per LM NP  seganti su / 3 le 
stesse coppie: basta notare che la / 3, passando.per i 9 punti 
nomimi a cp̂ 0 e <p0<Jq, appartiene al loro fascio; ciò da —

f *4*0 ==./3 ?

e si trova poi h =  1 tenendo conto della coppia unità.
Esempio. Sopra la retta y =  0 la g]x dei gruppi di livello 

della funzione razionale
g _ <PiW

rU x)
appare segata dal fascio

cPi(̂ ) — *po(a0 =  O,

le cui curve si spezzano in n rette parallele all’asse y . La 
stessa g\ si può segare con le curve del fascio

fi(a) +  — t i <p0(a?) -+- y -%(xy) l =  0.

Una conseguenza della osservazione precedente è che: ag
giungendo ad una ĝ  un gruppo Gm di m punti fissi, arbitraria
mente scelti sopra la curva / , si ottiene sempre una grj- w.

Infatti se la viene segata su f  dalle curve d’ un fascio

V f o H- V f i =  0,

si può sempre sostituire a questo fascio secante un altro 
fascio di curve contenente fra i suoi punti base i punti del 
gruppo Gm: basta a tal uopo aggiungere alle cp0 e una curva 
fìssa 6 che contenga Gm, e — se si vuole un fascio di curve 
irreducibili — prendere

'K =  V'fo -+-/> 4>i =  +/•

Nota. In ciò che precede appare esteso alle curve il con
cetto della funzione razionale, e della relativa gr*, sopra una 
retta. Ma alcune delle proprietà elementari delle g* non si 
estendono ugualmente passando dalle rette alle curve.
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Sopra la retta abbiamo che :
1) Due gruppi di n punti determinano sempre una g*, 

cioè i poli e gli zeri di una funzione razionale possono essere 
assunti ad arbitrio.

2) Una gln possiede 2n — 2 -punti doppi.
3) Sussiste il teorema di Lüroth, cioè: la serie ^  dei 

gruppi di livello di una funzione razionale è caratterizzata 
dalla proprietà involutoria, per cui ogni punto della retta 
appartiene ad un gruppo.

E queste tre proprietà non valgono in generale per le curve :
1) Consideriamo una cubica priva di punto doppio, e 

sopra di essa due terne di punti G3 e G3 appartenenti ad 
una g\: si dimostra che se la terna G3 è costituita di punti 
in linea retta, altrettanto avviene per la 6r3', e quindi una 
terna di punti non allineati presa insieme alla G3 non può 
appartenere ad una medesima g\.

Se G3 e G3 appartengono ad una grj, questa verrà segata 
da un fascio di curve cpn d’ ordine n, aventi 3n — 3 punti 
base sopra la data cubica / 3. Ora se i tre punti di G3 sono 
sopra una retta cpi9 si deduce che i nominati 3n — 3 punti base 
(sezioni ulteriori di una <pn) appartengono ad una curva cpn__1 
d’ordine n — 1 : e ciò essendo, segue che i punti di Gz\  sezioni 
ulteriori di una cpn' che passa per le intersezioni / 3 e cpn_ 4, de
vono essere in linea retta.

La riduzione qui accennata (che, per n=^=3,’SÌ riduce al 
teorema dei 9 punti base di un fascio di cubiche) si svolgerà, 
per semplicità di discorso, nell’ ipotesi n — 4.

Allora abbiamo che i 12 punti comuni ad / 3 e a cp4 appar
tengono, come punti base, a un sistema lineare oo3 di quartiche

(ax +  by -+- c)f3 -+- cp4 =  0,

e per ciò essi presentano 11 condizioni indipendenti alle oi14 
quartiche del piano, cioè una quartica che contenga 11 punti 
del Cr12 =  ( /3<p4) contiene di conseguenza il dodicesimo. Ciò 
posto — essendo GIS =  &3 4 - — se i punti di Gs stanno
sopra una retta , una cubica cp3 che contenga 8 punti del G9 
contiene anche il nono.

In conseguenza anche nel gruppo 6',./ =  (/.,-/,) =  GtJ G3, 
il G0 stando sopra una cubica cp3, si deduce che la retta con- 
giuugente due punti di G3 contiene anche il terzo.
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Si noti che la deduzione fatta esige veramente che f.à 
non abbia punti doppi. Se / 3 ha un punto doppio 0, esiste 
una serie g\ che contiene due terne arbitrarie Gs e G3'. Tale 
serie è segata dal fascio determinato dalle coniche cp2 e <p2' con
tenenti (oltre G3 e G3) il punto 0 e un altro punto A di / 3; 
se per es. i punti di G3 sono in linea retta, la conica cp2 risulta 
spezzata in questa retta e nella retta OA, senza che ciò im
plichi affatto che debba spezzarsi anche la cp2'.

L’ osservazione che due terne comunque scelte sopra una 
cubica dotata di punto doppio appartengono ad una gx, risulta 
chiara a priori ove si pensi che codesta cubica è razionale, cioè 
bi univocamente riferibile a una retta, per il che basta eseguire 
una proiezione di essa dal suo punto doppio.

Ora è interessante notare che: se sopra iena curva accade, 
per un certo valore di n, che due gruppi qualsiansi Gn e Gnf 
appartengano a una #*, la curva è razionale.

Infatti pongasi che Gn e Gn' abbiano n — 1 punti a 
comune; definiremo allora sopra la curva f(xy) =  0 una fun
zione razionale t(xy) relativa a una gx con un solo punto 
variabile, il quale corrisponde biunivocamente ai valori del 
parametro t.

2) Sopra una curva piana d’ ordine n dotata di

B (»— 1)(M— 2)
--------- 2------------- 1

nodi, si consideri la gx segata da un fascio di rette col centro 
esterno alla curva: vi sono

2n — 2 -j- 2p

punti doppi della gr*, corrispondenti alle tangenti condotte 
da quel centro. Si vede così che il numero di quei punti doppi 
è maggiore di 2n — 2 appena p >  0. E così appare che per le 
curve razionali (dove si hanno 2n — 2 punti doppi come sulla 
retta) deve essere p =  0. Oiò è stato da noi dimostrato anche 
in altri modi (Ofr. L. 2°, § 23; L. 3°, § 17).

3) La proprietà espressa dal Teorema di L üroth signi
fica: se sopra una retta r esiste una serie involutoria di 
gruppi di punti Gn (cioè una serie yx tale che ogni punto 
di r appartenga ad un 6rn), si può porre una corrispon-
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(lenza [n, 1] fra r ed un’altra retta r in modo che ai punti 
di r corrispondano i <?n; onde la y* è una g*.

Questa proprietà non si estende alle curve, perchè si può 
avere una corrispondenza [n, 1] fra due curve C e C la 
seconda delle quali sia di genere j .> 0  e però non razionale : 
in tal caso si trova sopra G una involuzione y* i cui punti 
non possono corrispondere biunivocamente ai valori di un 
parametro, e quindi non sono i gruppi di livello di una 
funzione razionale : codesta involuzione irrazionale y * non 
è una gl.

Otterremo 1’ esempio di una y* irrazionale considerando 
una sestica gobba C6 segata sopra una quadrica da un cono 
cubico col vertice, 0 /  esterno; una sezione piana del cono 
cubico porge una cubica C  di genere p =  1, in corrispon
denza [1, 2] con la C6. In tal guisa resta definita sulla 0 6 
una involuzione irrazionale y costituita dalle coppie di 
punti allineati con 0 (ogni punto di G& appartenendo ad 
una coppia).

D’altronde si costruisce nel modo più generale una curva 
f(xy) — 0 possedente una involuzione irrazionale yj, partendo 
da una curva non razionale y($y}) =  0 ed eseguendo sulle va
riabili Ç e rj una sostituzione razionale

Ç =  %(xy), 7) =  1}(xy),

che farà corrispondere — in generale — ad ogni punto (çvj) 
di y un numero fluito q di punti (xy).

Viceversa, è chiaro che ogni involuzione yj appartenente 
ad una curva /  può essere definita in tal guisa, mediante 
una corrispondenza [q, 1] tra /  ed una curva y i cui punti 
rappresentano i gruppi dell’involuzione. Questa affermazione 
è evidente a priori per chi si riferisca al concetto della geo
metria astratta, poiché basta chiamare « punti » i gruppi 
di yj, assumendo, per es. come coordinate di un gruppo le 
funzioni simmetriche elementari delle coordinate dei suoi 
punti. E si ottiene, nel modo più semplice, l’equazione di 
una curva piana y, rappresentante la yj, prendendo sopra /  
le funzioni razionali simmetriche dei punti (æ^) dei suoi 
gruppi

É =  .... Xg
ri =  y lyt ....yg.

F . ENRIQUES -  III.
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Saranno Ç ed yj funzioni razionali di (xy):

5 =  £(m/)9' v —
ed eliminando x e y con V aiuto dell’ equazione f(xy) =  0, si 
avrà l’equazione richiesta y(Çrj) =  0.

(Si può provare che quando gli assi abbiano posizione 
generica, la corrispondenza fra le curve y e /  è effettiva
mente [1, q] e non [1, rq]; invero, se la /  passa semplice- 
mente per l’origine 0 e gli assi x e y non contengono altri 
punti del gruppo di yj determinato da 0 , si trova un solo 
gruppo della y* corrispondente ai valori x — y =  0).

3. Nota: funzioni razionali sopra una superficie di Rie-
mann. — Le funzioni algebriche t{x) che abbiamo definito 
come funzioni razionali dei punti di una curva f(xy) =  0, si 
lasciano anche definire qualitativamente come funzioni ana
litiche, monodrome sopra una superficie di Kiemann.

Considerata nel piano della variabile complessa x, la t(x) 
è una funzione polidroma che ha in generale lo stesso numero 
di rami della y(x) e gli stessi punti di diramazione: se si fa 
girare la x attorno ad uno dei punti di diramazione suddetti, 
i rami della y e i corrispondenti rami della t subiscono la 
medesima sostituzione, sicché le due funzioni algebriche hanno 
lo stesso gruppo di monodromia (cfr. L. 2°, § 32). Viceversa 
dimostriamo che :

Data una funzione algebrica ad n rami, y(x), definita 
dall\ equazione

f{xy) =  0,

tutte le funeioni algebriche t(x) che posseggono lo stesso gruppo 
di monodromia sono funeioni razionali dei punti della curva f .  

Infatti scriviamo le funzioni simmetriche miste

4- -t-..............................4- t» =  <pt(x)
y f i  +  y f  2 +   ..................... y ntn —
yi~t{ 4 -y f t z 4 -...............4 - y f t n =  %(x)

yin~ tfi 4 - y f ~ ' t ì  + ......y„n~ lt„ — ;

queste restando invariate per le sostituzioni del gruppo 
di monodromia comune alle y(x) e t(x), saranno funzioni razio-
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nali della x . Ora, risolvendo le n equazioni lineari in t2... tn 
-che figurano nel quadro soprascritto (il determinante relativo 
non si annulla per un x generico), otterremo

ti — F{x, yu yìf y3. . . . y n),

dove F  designa una funzione razionale simmetrica rispetto 
alle y2, y3.... yn. Ma, fissato un x generico e noto elle sia il 
eorrispondente valore numerico y {, le funzioni simmetriche 
•di y2, y3 .... yn risultano funzioni razionali dei coefficienti 
della equazione

M  = 0i
y — y i

per ciò la F  appare funzione razionale di x e yr  La stessa 
espressione F  si ottiene per t2 in rapporto a y2, etc., stante 
il carattere simmetrico del nostro sistema di equazioni : onde 
in fine risulta

t =  F(xy) c. d. d.

Ora una funzione analitica t(x) che possegga il gruppo 
di modromia della y(x) si può ritenere come monodroma 
sopra la superficie di Riemann ad n fogli relativa al gruppo. 
Pertanto le funzioni razionali sopra una curva f(xy) — 0 si 
lasciano definire come finizioni analitiche monodrome dotate 
soltanto di poli sulla corrispondente superficie di Riemann.

Riprendiamo il teorema precedente che afferma la possi
bilità di esprimere razionalmente la funzione algebrica t(x) 
per la x e la y{x), collo stesso gruppo di monodromia, allo 
scopò di esaminare se, e fino a che punto, esso sia inverti
bile. È data dunque, sopra la curva f(xy) =  0 una funzione 
razionale t(xy), contenente effettivamente y, e si chiede se 
essa debba possedere necessariamente lo stesso gruppo di 
monodromia della y{x).

Osserviamo che se (come t di x e y) anche y è funzione 
razionale di x e t, vi è — per ogni x — corrispondenza biu
nivoca fra i rami delle funzioni algebriche y(x) e t(x\ e 
quindi identità dei due gruppi di monodromia. Se invece 
accade che y non si esprima razionalmente per x e t, vorrà 
dire che — per ogni x — ad un ramo della y corrisponde 
un ramo della t, ma a un ramo della t corrispondono # > 1
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rami della y, allora il gruppo di monodromia della t(x) ap
pare in isomorfismo meriedrico col primo ; gli n rami della y(x)

vengono separati in ri =  - sistemi, in corrispondenza ai rami
?

della t, ed è evidente che per ogni cammino chiuso della & 
nel piano della variabile complessa codesti sistemi si scam
biano fra loro, per modo che il gruppo di monodromia della y(x) 
riesce imprimitivo.

Il resultato conseguito si accorda con le seguenti consi
derazioni algebriche. Scriviamo

t _  Vt&y)
% (xy) ’

f(xy) =  0 ,

e la resultante ottenuta eliminando y :

y (xt) =  0.

Dopo ciò, se si procede ad eliminare t fra le equazioni

t Vi (XV) 
Vo{*y)

e y(»#) =  0 ,

si otterrà un resultante F(xy) che conterrà certo f(xy) corno 
fattore; ma in generale/non coinciderà con F, poiché ad ogni 
punto {x t) della y corrisponderà un certo numero r di punti,, 
sezioni della curva y0(xy) — tyl(xy) =  0 colla retta x =  x ,e  di 
questi un certo numero (in generale r — 1) saranno fuori 
di f ,  descrivendo una curva f ' \  avremo così F  — f - f ' .

Ora ricordiamo un noto teorema della teoria delle equa
zioni algebriche (4): se l’equazione irreducibile F{y) =  0 è 
ottenuta eliminando t fra due equazioni del tipo

$ v M  — <?i(y) =  o 
( y(0 =  o,

il gruppo di Galois della F(y) =  0 è imprimitivo, esclusa 
soltanto il caso che la prima delle equazioni predette con
tenga la y linearmente e la determini così in modo razionale. 

Nell’ ipotesi che F(y) sia riducibile (in un certo campo

(*) Cfr. per es. Bianchi « Lezioni sulla teoria dei gruppi di sostitu
zioni.... ». Pisa, Spoerri, 1900. Cap. V, $ 71, pag. 160.
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•di razionalità), il resultato si estende ad un suo fattore irredu
cibile /(ÿ), semprechè ad una radice t della y(0 =  0 non corri
sponda una sola radice comune alle equazioni ç0(y)— $y1(y) =  0, 
f(y) — 0 , che così venga determinata in modo razionale. E, se 
y, cp0, contengono un parametro x, il teorema sussiste,
ancora, sostituendo al gruppo di Galois dell’equazione f(y) =  0 
il gruppo di monodromia della funzione algebrica y{%): i rami
di questa si distribuiscono, dunque, in n' sistemi d’im
primitività corrispondenti ai q rami della funzione t(x), defi
nita dalla y(#£) =  0.

D’ altronde, se ad ogni t(x) corrispondono q (>  1) valori 
della y{x)j vuol dire che — sopra la curva /  — due gruppi 
appartenenti alle serie e gln definite da x =  cost. e t =  cost. 
od aventi a comune un punto P t hanno, di conseguenza, a 
comune q — 1 punti coniugati, i quali — variando P t — 
descrivono con esso una involuzione y1; questa involuzione 
ha per immagine la curva y(xt) =  0, ed è lineare o meno 
secondochè tale curva è o no razionale. I gruppi Gq della 
involuzione, con cui si compongono i Gn della </*, mettono 
in evidenza i sistemi di imprimitività in cui si distribuiscono 
i rami della y(x).

Riassumiamo i risultati ottenuti, enunciando il teorema :
Se t è una funzione razionale sopra la curva f(xy) =  0 

(contenente effettivamente y), le due funzioni t(x) e y(x) pos
seggono in generale il medesimo gruppo di monodromia., ed è 
la y esprimibile razionalmente per x e t, come t per x e y. Fa 
eccezione il caso che il gruppo di monodromia della y(x) sia 
imprimitivo e quello della t(x) sia il gruppo complementare che 
scambia i sistemi di imprimitività; nel qual caso le due serie 
lineari date sulla curva f  per x =  cost. e t == cost. resultano 
-composte mediante una medesima involuzione yj.

Consideriamo oYa V insieme delle funzioni algebriche che 
sono monodrome sopra la riemanniana della curva f ,  fra le 
quali figurano le x, y : questo insieme si dice costituire un corpo 
o una classe di funzioni algebriche : due qualunque di esse
X =  <~ — e Y  =  f— — 80110 legate da una relazione alge-

?ò (*y) ÿo(xy)
brica F(XY) =  0 che si ottiene eliminando x e y fra le X

X =  X{xij) , Y  =  Y{xy), f(xy) =  0.
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A prima vista le x e y appaiono come funzioni particolari 
entro il corpo ; ma si riconosce che esse possono essere 
sostituite con due altre funzioni generiche I  e 7 , in quanta 
il coi'po è definito ugualmente dalla curva f  e dalle sue tra
sformate bir azionali.

Si tratta di provare che la trasformazione fra f(xy) =  0 e 
^ (1 7 )  — 0 riesce in generale univocamente invertibile, sicché 
ogni funzione razionale di x e y si esprime ugualmente per 
I  e 7  La dimostrazione dell’ asserto si lascia ricondurre a 
ciò che si è visto innanzi, ove si cambi dapprima una sola 
delle x e y, per es. la y nella Y(xy), sostituendo così alla 
curva f(xy) =  0 , una sua trasformata f ( x Y )  =  0 , e passanda 
poi da f  a F  col cambiamento di x in X(xY). Ma giova trat
tare direttamente la sostituzione generale di x e y in X  e Y r 
riprendendo ed estendendo le considerazioni svolte innanzi,, 
allo scopo di determinare le condizioni sotto le quali sussiste 
il teorema che abbiamo in vista.

Dunque, preso un punto generico del piano (17), le 
due equazioni

<Pi(gy) _  x  4>t(sy) _  y
«Po(*y) '

definiscono un gruppo di punti del piano (xy). Quando il 
punto (XY) appartenga alla F(XY) =  0, ottenuta elimi
nando (x e y) fra le equazioni

x _  Ti(asy) 
<Po(»y) ’

tyt(xy) f ( xy) =  o

allora uno dei ponti del gruppo suddetto viene a cadere sulla 
curva f(xy) =  0 ; se le X, Y  sono scelte in modo generale, non 
vi è ragione perchè ve ne cada più di uno. Così, tenendo conto 
della f(xy) =  0 , le x e y risulteranno funzioni ad un valore, 
e quindi razionali sopra F. Il caso d’ eccezione resulta dalla 
considerazione della g)t e della gjn definite su /  da X =  cost., 
Y  =  cost.

Prendasi sopra /  un punto generico, P, e siano Gn e G 
i due gruppi della g)t e della gjti che lo contegono, per i quali 
X e F  assumano i valori Xp e Yp. In generale accadrà che 
questi due gruppi non hanno altro punto comune fuori di P, 
ed allora il punto P '= (X pYp) della F  ha come corrispon
dente su f  il solo punto P. Dunque, se la corrispondenza fra
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f  e F  non è univocamente invertibile, bisogna che si avveri 
la seguente circostanza: due gruppi della gl e della g^ che 
abbiano un punto a comune hanno di conseguenza a comune 
un gruppo Gq (composto di g~>l punti). In questo caso è 
chiaro che i Gq formano una involuzione yj (razionale o irra
zionale) giacché ogni punto di /  appartiene ad un Gq. Cosi 
ogni gruppo della g\ risulta composto di un certo numero

hXri =  - gruppi Gqj 6- analogamente si dica per i gruppi
della g]n. Pertanto, se la corrispondenza fra  f  e F  non è uni
vocamente invertibile, le involuzioni lineari q} e q1 sono coni-7 '''fl, *Siìi
poste con una medesima involuzione y* (razionale o irrazionale). 
Il caso più semplice si ha quando la yj coincida con una delle 
due involuzioni date, per es. Yg =  9i (# =  n, m == nni) ; questo 
caso corrisponde all’ ipotesi che Y  sia funzione razionale di X, 
così che ad ogni valore di X corrisponde un solo valore di Y . 
Più in generale se la yj è razionale (y* =  X e Y risul
tano funzioni razionali di una medesima t(xy) i cui gruppi di 
livello danno la g1̂ Ma si possono anche avere g* e g\n com
poste con una yj irrazionale, definita per mezzo di una cor
rispondenza [q, 1] fra la curva f  ed una curva (non razio
nale) y(Çy]) =  0; allora X e  Y  resultano funzioni razionali 
sopra la curva y.

Osservazione. Abbiamo usato della locuzione « funzione 
analitica sopra una superficie di Eiemann » ; questa locuzione 
ci è stata suggerita dall’ uso della riemanniana ad n fogli cui 
conduce la funzione y(x) definita dall’ equazione algebrica 
f(xy) =  0. Ora, se in luogo della f(xy) =  0 (di grado n rispetto 
ad y) si considera una sua trasformata birazionale jP(XY) =  0, 
avente un certo grado m in Y, si otterrà al posto della pri
mitiva riemanniana B, una riemanniana B' ad m fogli; e le 
due superficie B e B' risulteranno rappresentate conforme
mente P una sull’ altra, giacché la funzione analitica X(x) 
vale a rappresentare conformemente (cioè conservando gli an
goli) ogni area del piano x, in cui si mantenga regolare, sul- 
P area corrispondente del piano X (cfr. L. 2°, § 30). Viceversa, 
si abbiano due riemanniane B  e B' rispettivamente ad n e m 
fogli, corrispondenti a due equazioni f(xy) =  0 e F(XY)== 0, 
e pongasi che le dette B  e B' sieno rappresentate conforme
mente P una sull’altra senza eccezione: allora le curve f = 0
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e F  =  0 si potranno riguardare come trasformate frazionali 
1’ una dell’ altra. Infatti, tanto X come Y  risultano funzioni 
analitiche ad n valori della variabile complessa x, dotate sol
tanto di poli e di punti di diramazione, che cadono nei punti 
di diramazione della y(x), dando luogo al medesimo gruppo 
di monodromia; perciò l e T  sono funzioni razionali di x e y. 
E lo stesso si dica per x e y rispetto a X e Y.

Le osservazioni fatte permettono di ritenere funzional
mente equivalenti due riemanniane a fogli quando esse possono 
essere rappresentate iiunivocamente e conformemente (senza 
eccezione) una sull9 altra; con riguardo a questo concetto di 
equivalenza, la frase « funzione analitica sopra una super
ficie di Eiemann » è suscettibile di acquistare un significato 
geometrico preciso, giacché per es. all’ esistenza di una fun
zione razionale di grado m (gQ sopra una superficie di Eie
mann R, corrisponde una determinata rappresentazione con
forme della R  sopra un piano che si trova con essa in cor
rispondenza [1, wi], dando luogo ad una riemanniana equi
valente ad m fogli.

In ciò che precede ci si riferisce sempre a superficie di 
Eiemann costituite da fogli piani sovrapposti e conveniente
mente congiunti lungo un sistema di tagli. Tuttavia è lecito 
anche di considerare superficie deformate nello spazio, purché 
si escludano quelle deformazioni continue delle superficie 
flessibili ed estendibili che alterino comunque gli angoli; in 
altre parole: superficie topologicamente equivalenti, come ac
cade di considerare nella ricerca dei caratteri numerici di 
connessione (cfr. L. 2°, §§ 34-38) non debbono riguardarsi 
come funzionalmente equivalenti, il criterio di questa equiva
lenza più ristretta rimanendo — come si è detto — la pos
sibilità della rappresentazione biunivoca conforme.

Qui è opportuno osservare che in generale non è possi
bile rappresentare conformemente (senza eccezione) due su
perficie più volte connesse 1’ una sul Paîtra: vero è che nella 
geometria differenziale si dimostra che date due superficie 
F  e F r si ottiene generalmente una rappresentazione con
forme dell’una sull’altra facendo corrispondere due sistemi 
di linee w— cost, v =  cost isotermi [per ciascuno dei quali 
l’ elemento lineare assume la forma ds2 — X(uv)(du2 ■+- dv2) 
cfr. per es. B ia n c h i ,  Lezioni di geometria differenziale, cap. 3, 
§ 37, pag. 70]; ma questo resultato coucerne superficie F  e F f
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concepite in piccolo, cioè convenientemente limitate nel senso 
della geometria differenziale, in particolare dunque semplice
mente connesse. Quando invece si tratta di superficie con
siderate nella loro integrità, e comunque soddisfacenti a 
condizioni di natura analitica, il prolungamento delle linee 
di un sistema isotermo darà luogo a difficoltà ed eccezioni; 
perchè queste linee non costituiranno più sistemi d’indice 1 
(fasci) ed inoltre potranno dar origine a punti di singolarità, 
ed anche avvolgersi sulla superficie in guisa che una di esse 
penetri infinite volte in una stessa regione, ecc.

A chiarimento del concetto di equivalenza sopra esposto, 
noteremo ancora che: data una riemanniana ad n fogli, coi 
punti di diramazione J.2.... Am, si ottengono superficie 
conformemente equivalenti quando si tengano fissi i detti 
punti facendo variare i tagli OAL, 0A2... 0Am, le dette su
perficie venendo riferite fra loro in modo che si corrispon
dano i punti associati ad uno stesso valore della variabile 
indipendente x. Ciò è d’accordo col teorema stabilito che il 
gruppo di monodromia, definisce il corpo di funzioni algebriche.

Ma in quale senso si debba definire la riemanniana ad 
n fogli, quando i tagli, variando, vengano ad attraversarsi l’un 
l’altro, deve essere convenientemente precisato. Sappiamo 
che una riemanniana B  viene costruita congiungendo un 
punto 0 del piano della variabile complessa 
coi punti di diramazione A iA2 ,... JLm, me
diante un sistema di linee (tagli o cappi)
OAn OAg, .... OAm, non attraversantisi fra 
loro, che si succederanno in un certo ordine 
(definito dall’ordine delle tangenti in 0 ), 
per es. nell’ ordine indicato dagli indici 
12 .... m : nell’ annessa figura quest’ ordine 
corrisponde al solito verso positivo di rota
zione del piano, da destra a sinistra. Ora 
sostituiamo alla linea li — 0A i una linea Z/, terminata ai me
desimi estremi, che insieme ad lL avvolga il punto A %, come 
si vede nella figura: ciò significa « far passare ZA dalla destra 
alla sinistra di A2 ». Ebbene questo passaggio equivale topo
logicamente ad un movimento del punto per cui esso 
attraversi il taglio l2 (— 0 A2), sicché la sostituzione S1? relativa 
ad verrà trasformata con la S2 relativa ad Z2: 'Sl' =  S2SLS2~~L 
(cfr. L. 2°, § 34, vol. I, pag. 361). In modo diretto (cioè
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lasciando fermo il punto A{) si riconosce la stessa cosa os
servando che il cappio Z/ equivale alla somma del cappio Z2

percorso in senso negativo, più 
il cappio lu più il cappio Z2, per
corsi positivamente: la figura 
che qui presentiamo rende evi
dente codesta equivalenza di 
cammini (per deformazione con
tinua senza attraversamento dei 
punti di diramazione):

l '  =  OBCFGLMO =
=  OBODOJEFGHOKLMO =  

=  l.2~ L ■+“ lL -+- Z2.

Similmente se si fa passare Z2 alla destra di Z4, la sosti
tuzione relativa S2, tenuto conto del verso in cui si percor
rono i cammini, si trasformerà mediante 
V inversa di S L :

s 2 = 8 r ls 2s L.

Queste osservazioni permettono di asse
gnare in senso funzionale la riduzione delle 
riemanniane ad un tipo canonico, cui già 
accennammo da un punto di vista pura
mente topologico, dimostrando così, nel suo 
significato proprio, il

Teorema di L ü r o t h -Ol e b s c h . La superficie di Riemann 
ad n fogli, rappresentativa di una funzione algebrica ad n 
rami y(x), coi punti di diramazione semplici A iA2 .... Am 
(m =  2n-\-2p — 2), si può sempre costruire scegliendo un conve
niente sistema di tagli susseguentisi 0An OA2....OAmy rispetto a 
cui i rami (opportunamente numerati) subiscono le trasposizioni

(12)(12).... (12)(12) (23)(23) (34)(34).... (n -  1, n)(n -  1, n).
(2p -l- 2 volte)

In vista delle applicazioni che questo teorema riceverà 
nel seguito, vogliamo svilupparne qui la dimostrazione, stabi
lendo successivamente i seguenti punti.

1) Si può ottenere che siano consecutivi tutti i cappi
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(cui corrispondono sostituzioni) operanti sopra un medesimo 
ramo 1.

Sia infatti lL un cappio operante sul ramo 1, e indichiamo 
con Gt 1’ insieme dei cappi ad esso consecutivi (a destra e a 
sinistra) che operano ancora su 1 ; se tutti gli altri cappi non 
operano su 1 (chè allora la nostra proposizione sarebbe dimo
strata), il primo cappio alla sinistra di Glf trasportato alla 
destra di GLÌ verrà trasformato mediante le inverse delle 
sostituzioni di Gl e potrà operare o meno sopra 1 ; nel primo 
caso esso verrà aggregato all’insieme Gn nel secondo a un 
insieme complementare (?/, costituito dai cappi consecutivi 
posti alla destra di Gy i quali non operano su 1. Al gruppo Gt 
andranno anche aggiunti gli altri cappi operanti su 1 che 
— per lo spostamento del cappio indicato — vengano a tro
varsi ad esso consecutivi. Eseguendo lo stesso trasporto suc
cessivamente sui singoli cappi posti alla sinistra di Gi (che 
non appartengono a £,'), si ottiene in definitiva che tutti i 
cappi appartengano a Gl o a G/, sicché quelli operanti sul 
ramo 1 sono tutti consecutivi.

2) L’insieme, Glt dei cappi operanti sopra il ramo 1 
può essere supposto contenere successivamente due cappi (la), 
due cappi (16), due cappi (lo)...., i rami a, b, c, essendo uguali 
o diversi fra loro.

Sia infatti (lo) la sostituzione relativa al primo cappio la 
di G{ ; se il cappio posto alla sinistra di questo è diverso da (la) 
portato alla destra non opera più su 1, e viene quindi tolto 
dal Gl e aggregato al <?/. Cosi facendo si viene a rendere 
consecutivo al detto cappio (la) un secondo cappio (la) ; 
invero non può accadere che il gruppo Gy si riduca al solo 
cappio (la) poiché il prodotto di tutte le nostre m sostituzioni 
deve dare l’ identità e quelle di G[ non operano sul ramo 1.

Ottenuta così una coppia di scambi (la) relativi a due 
cappi consecutivi, sia (1 b), con b diverso od uguale ad a, lo 
scambio relativo al primo cappio lb (di Gt) alla sinistra di 
questi. Se il cappio posto alla sinistra di lb dà uno scambio 
diverso da (lb) trasportato alla destra di la viene trasformato 
mediante il prodotto (la)(la)(16) e quindi, non operando più 
su 1, viene aggregato al G{'. Si troverà così un secondo 
cappio (lb) consecutivo ad lb, la cui esistenza effettiva si 
riconosce come precedentemente. Similmente dopo i due 
scambi (16) si avranno due scambi (le) e così via.
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3) L’insieme Gl si può supporre composto di un nu
mero pari di cappi (12).

Infatti anzitutto possiamo indicare con 2 il ramo a, sicché 
i due cappi consecutivi (la) danno due cappi (12). Se b =J= a, si 
possono portare i due cappi (ìb) alla destra dei due cappi (la), 
lasciando invariati questi e trasformando quelli in due cappi (ab) 
che così cessano di far parte di GL : infatti dai quattro cappi 
consecutivi

(1 b) (U) (la) (la)
IV III  II  I ’

facendo passare I II  e IV alla destra di II  si ha

(la) (ab) (ab) . (la)
IV III II  I ’

e facendo ora passare I alla sinistra di II e I II  si ha 

(la) (la) (ab) (ab).

Similmente si opera se c 4 = a,.... sicché in definitiva resta 
in Gl un numero pari di scambi (la), cioè di scambi (12).

4) Teorema di L ü r o t h .  Tutti gli m cappi possono essere 
distribuiti in n — 1 gruppi consecutivi: il gruppo Gi di un 
numero pari di cappi (12), il gruppo G2 di un numero pari 
di cappi (23), il gruppo G3 di un numero pari di cappi (34).... 
Infatti poiché il gruppo di monodroinia è transitivo, fuori 
del Gl esisteranno dei cappi che operano su 2 ; facendo astra
zione dai cappi del gruppo Gl, possiamo operare sui restanti 
in modo analogo a quello seguito nei numeri 1), 2), 3) sicché 
tutti i cappi contenenti la determinazione 2 possono essere 
supposti costituire il gruppo G2 di un numero pari di cappi (23). 
Si può anche supporre che G2 sia immediatamente alla sinistra 
di Gi , portando per es. alla destra di questo tutti i cappi inter
medi. E nello stesso modo si costruiscono gli altri gruppi 6r3....

5) Se il gruppo G{ possiede quattro cappi (i, i -t-1), 
due di questi possono essere trasformati in due cappi (i, i — 1) 
venendo così aggregati al gruppo Gi_ l .

Posto, per semplicità di scrittura i =  1, si considerino 
i 6 cappi consecutivi (gli ultimi due di Gl e i primi quattro 
di G2):

(23) (23) (23) (23) (12) (12)
VI V IV III  II  I ’
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facendo passare il cappio II  alla sinistra del cappio II I  si ha:

(23) (23) (23) (13) (23) (12)
VI Y IV III  II  I  ’

facendo poi passare IV e V alla destra di I II  si ha

(23) (13) (12) (12) (23)- (12)
VI V IV n i  II  I  ’

facendo passare II  alla sinistra di I II  e IV si ha:

(23) (13) (23) (12) (12) (12)
IV V IV II I  II  I  ’

e infine, facendo passare V alla destra di IV si ha

(23) (23) (12) (12) (12) (12)
VI V IV II I  II  I  !

6) In fine si può supporre G{ formato da 2fi +  2 
cappi (12), G„ da due cappi (23), G3 da due cappi (34).... Gn_ l , 
da due cappi (n — 1, «).

Infatti basta applicare successivamente il procedimento 5) 
ai gruppi Gt ( i>  1), che avessero più di due cappi.

C osì v ie n e  d im ostra ta  la  prop . 6) ch e  co stitu isce  il com 
p lem en to  reca to  da O le b s c h  al teorem a di L ì ìr o t h  (4).

4. Serie lineari grn. — Il concetto della g\, considerata 
come sezione di una curva fondamentale f(xy) =  0 con un 
fascio di curve

\'po(vy)-*-K'Pi{æy) =  o>

si lascia generalizzare, definendo così le serie lineari grn, se
gate su f  da un sistema lineare. L’ordine n della serie sarà 
il nùmero dei punti intersezioni variabili di /  con le curve cp 
del sistema, ovvero questo numero aumentato del numero 
dei punti fissi (apparenti fra i punti base delle 9) che si 
aggiungano convenzionalmente agli anzidetti gruppi variabili. 
La dimensione r della serie designa il numero dei parametri 
essenziali da cui dipendono i suoi gruppi, e perciò equivale 
alla dimensione del sistema 1 9 |

VPo "+" +  •••• ^rVr ~
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purché un Gn della grn appartenga ad una sola <p, cioè 
quando /  non sia contenuta (totalmente o parzialmente) nel 
detto sistema.

Nel caso che si abbia un sistema di curvre di dimen
sione r +  «

^ 0 ^ 0  "+■ +  — • K q > r  4 "  — - +  K + s V r + s  =  d

che seghi sopra /  una grn, accade che ogni gruppo Gn di 
questa appartiene ad og* curve formanti un sistema lineare, 
tra le quali ve ne sono oo*—1 spezzate, che si ottengono im
ponendo alle nominate di contenere un altro punto di / . 
Così il nostro sistema |.<p| contiene, entro di sé, un sistema 
lineare oos~L di curve, riducibili nella /  e in una parte re
sidua, il quale può supporsi rappresentato da

“~b »̂M-2̂ pr-|-2 4~ •••• “1“  ̂?
è chiaro che la data grn è segata su /  dal sistema lineare ocr

+  •••• “1" ì'rtpr =  0, 

che non contiene più fi poiché

-+- Xr4_2çpr+2 -f- .... -f-

si annulla per tutti i punti di fi.
La precedente definizione si estende alle curve gobbe 

sostituendo al sistema lineare delle curve y un sistema 
lineare |<p| di superficie o di ipersuperficie: la dimensione 
della serie segata dal sistema ôr+i, sarà r anziché H -s  ($> 1), 
se vi sono oô —1 superficie o'ipersuperficie del sistema che 
contengono la curva.

Del resto la definizione della grn sopra una Curva si può 
dare in modo intrinseco, rendendola indipendente dal carat
tere proiettivo di /  come curva piana o gobba, ed anche 
dalla scelta di un particolare sistema secante; infatti: una g* 
sopra una curva si può definire come la serie dei gruppi di 
livello di Un sistema lineare di funzioni razionali aventi i 
medesimi poli:

—)r ^2̂ 2 *••• 4~ ^ r t r =  COSt •

Anzitutto è chiaro che la serie segata dal sistema lineare

-+- •••• +  K<?r =  0,
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è la serie dei grappi di livello del sistema lineare di funzioni

To ■K Ï?
9o

«he contengono lo stesso grappo di poli (<p0 =  0). Viceversa, 
se sono date r funzioni razionali t lf t2,.... tr con gli stessi 
poli, si riducano queste allo stesso denominatore <p0, scrivendo :

h % ’ tr = ir .
?o’

allora il gruppo delle intersezioni di /  e cp0 conterrà i poli 
delle t, ed altri punti in cui si annullano contemporanea
mente tutti i numeratori , <pg, .... 9,. di queste funzioni : 
pertanto la serie dei gruppi di livello del sistema delle fun
zioni t verrà segata su /  dal sistema di curve, superficie o 
ipersuperficie,

ĉoPo/d- ̂ i<Pì ~t~ •••• ■+" =  0.

Dal confronto delle due definizioni della grn appare che 
il gruppo dei poli del sistema figura entro la serie dei 
gruppi di livello come un altro gruppo qualsiasi. Il cambia
mento di esso corrisponde ad eseguire sopra tl , t 2, .... i,. una 
sostituzione lineare.

Rileviamo in modo esplicito che ugualmente dalle due 
definizioni della g* si deduce quel complesso di proprietà per 
cui essa può essere considerata come un sistema lineare di 
enti, cioè — astrattamente — come uno spazio lineare di 
punti ad r dimensioni, St. (dove la gn figura come retta) : due 
gruppi qualsiansi di una g  ̂ appartengono ad una gd conte
nuta in essa (proprietà rispondente a quella che due curve 
di un sistema lineare determinano un fascio appartenente al 
sistema) ; tre gruppi della g’n non appartenenti a una gt\ deter
minano una g* contenuta in essa; e in generale h -1-1 gruppi 
della g* non contenuti in una g^~l , cioè indipendenti, appar
tengono ad una gl\ entro la g*, ciò che porta: « ima ghn~l ed 
un 6r„ fuori di essa, entro la grn, appartengono ad una g\\ » 
(proiezione della g*-1 dal nominato Gn).

D’ altra parte si hanno le proprietà di intersezione delle 
serie lineari contenute in una g che si riassumono nella 
seguente: una </'* e una , appartenenti a una </’', e non a 
•una serie lineare di dimensione minore, hanno a comune
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una g*n con s =  h~ \-k— r, e quindi un gruppo Gn =  g*u per 
r =  h - h k 9 e nessun gruppo se r >  li +  le.

Aggiungasi che la prima delle proprietà sopra accen
nate vale già a caratterizzare la serie lineare grn sopra una 
curva, cioè :

se una serie oor di gruppi di n punti è tale che due gruppi 
qualsiansi appartengano ad una gln contenuta nella serie, questa 
è una gr.ifn

Infatti due Gn della nostra serie, 2, determinano una g* 
entro S. Se non vi sono Gn fuori di questa g\ il teorema è 
dimostrato; se vi è un Gn fuori della g*, proiettando la gn dal 
Gn si ottiene una gfx contenuta in 2 , e così via fino a esau
rimento della serie E. (Il teorema qui stabilito si riduce sostan
zialmente a quello che porge la proprietà caratteristica dei 
sistemi lineari di curve piane, incontrato nel L. 1°, § 14).

Ora osserviamo che: data sopra una curva /  una g*, i 
gruppi di questa che contengono un punto generico (che non 
figuri già fra i punti fissi) formano una gr~l che ha quel punto 
come fisso. Infatti il punto dato impone una condizione lineare 
alle cp del sistema secante.

Dall’osservazione precedente segue il teorema più gene
rale: se si impone ai gruppi di una grn di contenere s{< r)  
punti generici, si ottiene una serie lineare gr~* che ha quei 
punti come fissi. In particolare, per s =  r, si ha la

Proprietà involutoria delle grn\ r punti generici della curva 
appartengono ad un gruppo della serie. Questa proprietà, per 
r >  1, conduce a caratterizzare le grn, quando si escludano le 
serie formate da tutti i gruppi di r punti della curva (n =  r) 
o, più generalmente, quelle che si ottengano prendendo ad r 
ad r i gruppi di una involuzione irrazionale y* (n =  qr): 
questo teorema dovuto a Ca steln u o v o -H u m b e r t  si troverà 
dimostrato nel § 41.

Se una curva /  viene trasformata birazionalmente in 
una / ',  vogni grn data su f  si trasforma in una gTn sopra f \  
Ciò si rende manifesto sia sostituendo razionalmente le coor
dinate x y ... nell’ equazione del sistema delle (curve etc.) cp se
canti la g', sia facendo appello alla definizione intrinseca 
della grn stessa.

Ora, all’esistenza di una grn sopra una curva /(comunque 
definita a meno di una trasformazione birazionale) si lega
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lina particolare trasformazione di /  che dà origine ad lina 
curva Cnr di uno spazio Sr , definita a meno di una trasfor
mazione proiettiva; sulla quale curva la nostra grn viene segata 
dal sistema degli iperpiani. Quindi in questo ordine di consi
derazioni, il problema di riconoscere se una curva (piana o 
gobba) sia proiezione di un’ altra, ovvero se due curve siano 
proiezioni di una medesima, si ricondurrà a vedere se una 
serie lineare sia contenuta in un’ altra.

Si consideri, sopra una curva rappresentata in coordinate 
omogenee da f(%0xL%2) =  0, una serie lineare grn ( r>  2) priva 
di punti fissi, la quale venga segata dal sistema lineare di curve

•••• ~+" =  0 ;
e riferiamoci al caso generale di una grn semplice, cioè tale 
che i gruppi di essa contenenti un punto generico non con
tengano di conseguenza altri punti variabili col primo. Ponendo

2/o =  » Vl — ^ P ÿr =  *Pr(*
f (x ix,xa) =  0

si definisce nello Sr =  (y0yi ..../yr) una curva Cn che riesce 
d’ordine n e in corrispondenza biunivoca con / ;  sopra la 
quale la grn (trasformata della data) viene segata dagli iper
piani

\yo  +  \ y { +  •••• ■+■ \'Vr =  fi

si vede che una qualsiasi curva Kn di ordine n apparte
nente ad Sr (e non ad un Sr—i) 9 che sia in corrispondenza 
biunivoca con f ,  e di cui le sezioni iperpiane siano gruppi 
della grn, coincide con la Cn o con una sua trasformata pro
iettiva. Giacché si passa dall’ una all’ altra curva mediante 
l’omografia in cui si corrispondono gli iperpiani seganti 
gruppi omologhi della grn.

Infatti :
1) la corrispondenza posta in tal guisa fra gli iperpiani 

di Sr è biunivoca, perchè ogni gruppo della Kn, così come 
un gruppo della Cn, appartiene ad un solo iperpiano; altri
menti apparterrebbe ad un fascio e la curva starebbe nel- 
l’iperpiano di questo che ne contenga un punto ulteriore;

2) l’ anzidetta corrispondenza fra gii iperpiani di 8 r 
è un’omografia, poiché agii iperpiani di un fascio, seganti

F .  ENRIQUES -  III. 3
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una g\ su Cn, corrispondono gli iperpiaui di un fascio se
ganti su Kn la gxn omologa;

3) nell’omografia così ottenuta, ad un punto P  di Cn> 
considerato come centro di una stella di iperpiani che sega 
la gr~x dei gruppi di grn contenenti P  come punto fisso, cor
risponde un punto, definito ugualmente dalla g*—1 con punto 
fisso, omologa della precedente, e quindi un punto appar
tenente alla Kn .

La trasformazione definita innanzi analiticamente, che 
fa passare da una curva f  contenente una grn ad una Cn di 8 r 
su cui la serie viene segata dagli iperpiani, si può compren
dere in modo sintetico come un’applicazione della geometria 
astratta; (si confronti ciò che è detto per le serie lineari 
sopra la retta nel L. 2°, § 6, Vol. I, pag. 189 e seg.).

Infatti abbiam visto che i gruppi di una grn si possono 
riguardare come i punti — ovvero come gli iperpiani — di 
uno spazio lineare ad r dimensioni, in cui la retta — o ri
spettivamente il fascio di iperpiani — corrisponda ad una gx 
contenuta nella grn. Adottando la seconda interpretazione si 
viene a porre una omografia fra la grn e lo Sr concepito come 
spazio di iperpiani, e si riesce in tal guisa a definire, a meno 
di una trasformazione proiettiva, la curva Cn. Effettivamente 
un punto generico, P, della /  determina una g* - 1 entro grn che 
lo contiene come punto fisso, e a questa gr—x corrisponde una 
stella di iperpiani dello Sr , avente un certo centro P ': al 
variare di P, il punto P ' descrive la curva C.„.

Abbiamo detto che la Gn è in generale in corrispondenza 
biunivoca con / ,  e a questo caso ci siamo riferiti nelle con
siderazioni precedenti. Consideriamo ora il caso di eccezione 
alla invertibilità della corrispondenza, in cui « i gruppi di g* 
contenenti un punto fisso generico P = P i7  contengono di 
conseguenza altri q — 1 punti fissi P 2.... P^, suscettibili di 
variare con P  ». Al variare di P  su /, i gruppi analoghi 
a P iP2.... P r descrivono una involuzione yj (lineare o no), e 
tutti i gruppi della grn sono composti con gruppi di questa. 
In tal caso il punto P', costruito nello Sr , risponde non solo 
al punto P, ma a tutto il gruppo della y* da esso definito, 
sicché la corrispondenza fra f  e la curva ^  descritta da P ', 
è una corrispondenza [g, 1]. E la curva <7, che rappresenta

nl’involuzione y*, riesce d’ordine n ma — in virtù dellaq a7
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corrispondenza che la lea’a ad /  — si può ritenere come 
una Cn ridotta a una Cn> multipla secondo il numero q: su 
•questa si può dire ancora che gii iperpiani seghino la 
data grn composta con la y*.

Nota. Si badi che le curve multiple riescono definite, per 
ora, soltanto in rapporto alla trasformazione che dà loro ori
gine, cioè come enti o modelli particolari di una data classe 
di curve algebriche. Invero è ovvio che curve birazional- 
mente distinte possono essere rappresentate sopra una me
desima curva multipla secondo un certo numero: così, per es., 
la conica per proiezione da un punto esterno e la cubica per 
proiezione da un suo punto, si rappresentano ugualmente 
sopra la retta doppia, eppure la prima curva è razionale 
(p =  0), mentre la seconda è di genere j  =  l e quindi non 
razionale (cfr. § 2, pag. 16).

Ma, almeno nel caso più semplice delle curve razionali 
doppie, si può vedere come la classe della curva doppia resta 
definita quando si dia sulla curva C il gruppo G dei punti di 
diramazione, cui rispondono le coincidenze della relativa g\. 
Infatti si.riuscirà allora ad esprimere le coordinate dei punti 
di una curva della classe in funzione di un radicale quadra
tico portante sopra i punti di G e determinato dal G. Su ciò 
non ci diffondiamo ora, limitandoci a proporre allo studioso 
un esempio:

Si consideri la quartica K di genere 1, intersezione della 
quadrica x2 -f- y2 z2 =  1 e di un cilindro quadrico C(xy) =  0, 
il cui vertice 0 sia il punto all’ infinito dell’asse z, e sopra K 
la serie g\ segata dai piani per 0 ; questa serie conduce a 
trasformare K  in una conica doppia C (proiezione di K da 0). 
Sulla C si hanno quattro punti di diramazione che rispondono 
alle generatrici del cono tangenti all’ altra quadrica, venendo, 
segati dalla conica Q(xy) =  x2 y2 — 1 =  0, E si vede che i 
punti di K si ottengono come funzioni razionali dei punti (xy) 
di C e della yjQ(xy). Così la curva doppia O, tenuto conto dei 
quattro punti di diramazione, offre un’ immagine ben definita 
della K.

Questa osservazione si lascia estendere con alcuni essen
ziali complementi, come vedremo nel § 38; qui ci limiteremo 
& rilevare V aspetto riemanniano della questione.

Sulla superficie di ftiemann B ', relativa alla curva mul
tipla <7n, si possono ritenere deposti i valori di una funzione
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algebrica capace di defluire i punti f ,  avendosi q valori della 
funzione per ogni punto P ' di B! : \ q rami della anzidetta 
funzione algebrica si potranno permutare fra loro quando P' 
descrive un ciclo di P', ovvero un giro chiuso riducibile a 
un cappio avvolgente un punto di diramazione (in cui duo 
valori coincidono).

Andiamo ora ad esaminare la relazione intercedente fra 
due curve che siano proiezioni una dell’ altra, e per sempli
cità di discorso, consideriamo dapprima il caso di una curva 
gobba dello spazio ordinario, <7n3, e di una sua proiezione 
piana Cn2. Pongasi che la seconda curva sia proiezione della 
prima da un punto 0, che dovrà essere esterno alla (7n3, altri
menti la proiezione ne abbasserebbe P ordine. Allora sulla Cn 3 

si vedono la g* segata da tutti i piani dello spazio, e la g* se
gata dai piani per 0 , che naturalmente è contenuta nellagf3. 
Proiettando da 0, la g\ viene segata sulla Cn2 dalle rette, e 
la si trasporta, su questa curva, in una serie che dovrà 
dunque contenere la g\ stessa.

Reciprocamente : se sopra una curva piana <7n2, si ha 
una g% contenente la g* segata dalle rette, la Cn2 si può rite
nere come proiezione di una curva gobba Cn3 sulla quale i 
piani segano i gruppi della On3. Infatti, se si costruisce questa 
Cn3 così definita dalla , su tale curva si vede che la gf2, cor
rispondente a quella segata dalle rette su (7n2, viene segata 
dai piani di una stella, e, proiettando dal centro Odi questa, 
si ottiene una curva piana proiettivamente identica alla Cn2.

Le considerazioni precedenti vanno modificate legger
mente nel caso che 0 appartenga a On3, come punto sem
plice o multiplo, nel qual caso la sua proiezione piana risulta 
una curva Cm 2 d7 ordine m <  n. Si designi con i =  n — m la 
molteplicità di 0 per la <7n3; allora è chiaro che la g% segata 
su Cn 2 dai piani per 0, diviene sopra On2 la gr̂  segata dalle 
rette, completata con gli i punti fissi che si ottengono come 
traccie delle tangenti alla Cn3 in 0 (che, per semplicità, pos
siamo supporre distinti). Dunque si vede che, sulla <7m2, la g*m 
segata dalle rette è ancora contenuta nella gf3 proveniente 
dalla serie delle sezioni piane di (7n3, ma soltanto in modo 
parziale, cioè quando si stacchino gii i punti fissi corrispon
denti ad 0

La considerazione precedente si inverte: se sopra una Cm*
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•si ha una g*, con n >  wi, che contenga parzialmente la g~m se
gata dalle rette, la curva piana Cm2 è proiezione di una curva 
gobba d’ordine n, da un suo punto di molteplicità i =  n — m.

Ora non vi è difficoltà a generalizzare le cose dette.
Si abbia nello spazio ad s dimensioni una curva Cms, d’or

dine rn, sulla quale dunque gli iperpiani segano una g*m; con
dizione necessaria e sufficiente perchè la Oms sia proiezione di 
una Cnr cV ordine n di un Sr (m < n , s <  r) , è che la gsn sia 
contenuta, totalmente o parzialmente, in una grn (che corri
sponde alla serie delle sezioni iperpiane di Cnr).

Per conseguenza : se sopra una curva f ,  definita nel piano 
o in uno spazio qualunque a meno di una trasformazione f r a 
zionale, sono date una g'm e una grn1 la proprietà della g8m di essere 
contenuta entro la grn (s <  r) esprime la condizione necessaria 
e sufficiente perchè le due curve Cms e Cnr, immagini d i/re la 
tive alle due serie, possano ritenersi l’ima proiezione dell’altra: 
la proiezione verrà fatta da uno spazio Sr—s—L, che avrà con 
la Cnr a comune n — m punti, computati secondo le loro mol
teplicità.

Esempi.
1) La cubica piana con punto doppio è proiezione di 

•una cubica gobba.
2) La cubica piana senza punti doppi non è proiezione 

di una cubica gobba. Altrimenti tutte le °o3 terne di punti 
della cubica sarebbero equivalenti (cfr. § 2, pag. 15).

3) La quartica piana con 2 punti doppi è proiezione di 
una quartica gobba di S3, ed anche di una quintica di S4.

5. Serie complete e curve normali. — Sopra una curva/, 
due gruppi di n punti

Grn ® Grn\  

si dicono equivalenti9 e si scrive

Gn =  Grn 9

se appartengono a una medesima grn] se r > 0  ciò significa 
che i due gruppi appartengono a un medesima g\.

In ogni caso esiste una funzione razionale (intrinseca
mente definita su /  a meno di una costante moltiplicativa) 
la quale possiede come poli i punti di Gn e come zeri i punti 
di ogni punto comune a Gn e Gn' è un punto d’ inde-
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terminazione da computarsi insieme come polo e zero della 
funzione suddetta, la quale è costante in tutti gli altri punti 
della curva se Gn e é?n' coincidono.

Segue dalla definizione che l’equivalenza dei gruppi sod
disfa alle due prime proprietà fondamentali delle relazioni 
d’uguaglianza.

1) Proprietà riflessiva : G == G.
2) Proprietà simmetrica : se G == G\ si deduce G' =  GL

Sussiste anche la
3) Proprietà transitiva : se G =  G', G = G”> 

si deduce
G' = G".

Infatti per l’equivalenza di G e G' esiste sulla curva f  
una funzione (razionale) t la quale ha i suoi poli nei punti 
di G e i suoi zeri nei punti di G' (se vi è un punto comune 
a. G e G' questo figura come un punto di indeterminazione 
di t che non deve esser tolto). Similmente esiste una fun
zione t che ha come poli i punti di G e come zeri i punti 
di G". Le funzioni

Xt [IT

hanno come gruppi di livello i gruppi di una g* che com
prende G' e G" : dunque questi sono equivalenti. La gln a cui 
appartengono resta definita semplicemente dalla funzione

' l
t ’

dove si tolga l’indeterminazione apparente nei punti di G.
Ora si ha che :
Sopra una curva f ,  la totalità dei gruppi equivalenti ad 

un dato Gn appartiene ad una serie lineare grn (r < n , r> 0 )r 
che dicesi serie completa, determinata dal Gn.

Questa serie viene data combinando linearmente le fun
zioni razionali indipendenti che hanno come poli i punti 
del Gn (resultando r — n solo nel caso che tutti gli oon gruppi 
di punti della curva siano fra loro equivalenti). D’altronde,, 
tenuta presente la proprietà transitiva dell’equivalenza, questa 
teorema si riduce a quello, incontrato nel precedente para
grafo, che afferma: «mna serie di gruppi di n punti è
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lineare se due qualsiansi dei suoi gruppi determinano una g* 
contenuta in essa ».

La grn completa determinata dal gruppo Gn, viene definita 
ugualmente a partire da uno qualunque dei suoi gruppi (pro
prietà transitiva dell’equivalenza).

È anche ovvio che: la serie completa si può definire come 
jona serie lineare che non è contenuta in un’altra più ampia 
dello stesso ordine.

Ordunque, se è data sopra /  una serie g8n che non sia 
completa, potremo costruire una g8* 1 che la contiene, ed an
cora, se questa non è completa, una g*+*r ecc., fino a che 
giungeremo ad una grn completa. Questo procedimento di com- 
pletazione introduce successivamente degli elementi arbitrari 
nella scelta delle successive serie sopra nominate; ma il teo
rema precedente ci dice che la serie completa a cui si arriva 
è indipendente da tale arbitrarietà, venendo determinata 
dalla g8nJ o anche solo da un gruppo qualsiasi di questa.

Nel seguito la serie lineare completa determinata dà un 
gruppo Gnj o da una serie lineare </n, di cui non importa 
indicare la dimensione, verrà designata con

I I o | gn |.

Al concetto di serie grn completa risponde quello di 
curva Cn' normale : dicesi normale una curva d’ ordine n 
appartenente ad uno spazio di dimensione r (e non ad 
un &r—L\  la quale non si lasci dedurre come proiezione da 
una curva dello stesso ordine appartenente ad uno spazio di 
maggior dimensione.

Ricordando le osservazioni del precedente paragrafo, ap
pare ovvio che :

La curva d’ordine n in &rj è normale se la grn segata 
sopra di essa dagli iperpiani è completa.

Quindi, tenuto conto dell’unicità della serie completa che 
contiene una serie data: Una curva d'ordine n, di uno spazio 
qualsiasi, che non sia normale, si può dedurre come proiezione 
da una curva normale, che è ien definita a meno di una tra
sformazione proiettiva.

Conviene rilevare che questo teorema è assai espressivo. 
Si abbia, per es., una curva piana non normale <7W, d’or
dine n; in generale la Cn potrà ritenersi proiezione di di-



40 LIBRO QUINTO

verse curve gobbe Cn\  dello spazio ordinario, è non
vi è alcun motivo perchè queste siano proiettive fra loro. 
Però se Cn' e Cn" non sono proiettive, esse non saranno nor
mali, e ciascuna potrà dedursi come proiezione da una o più 
curve dello stesso ordine dello spazio $4. Ora, così proce
dendo, si arriva, per vie diverse, a costruire curve normali 
di un certo spazio, aventi come proiezione la Cn : il nostro 
teorema dice che, qualunque sia la via seguita, si arriva 
sempre ad una medesima curva normale o a curve normali 
proiettive fra loro.

Oiò che si è detto per una Gn piana vale parimente per 
una curva gobba, di uno spazio qualsiasi: sempre accade che 
curve normali aventi una medesima proiezione dello stesso 
ordine sono fra loro proiettive.

Osservazione. Ad illustrare le cose precedenti giova re
care un esempio in cui si vede una curva dedotta come 
proiezione di due altre (non normali) che non sono proiettive 
fra loro.

A tale scopo si considerino sopra una retta a due qual- 
siansi serie lineari generiche g\: queste non saranno trasfor
mabili proiettivamente F una nell’altra, giacché le proiettività 
della retta sono c>o3, e quindi altrettante sono le g\ proiettive 
ad una data, mentre tutte le gl sono oc4 (come i punti o gli 
iperpiani di S4). Inoltre le due gl (essendo contenute nella gr*), 
avranno a comune una g\.

Le serie date corrisponderanno a due quartiche gobbe 
razionali Gl e 0 4" (aventi rispettivamente come sezioni piane 
i gruppi delle due grj), dalle quali si deduce come proiezione 
una medesima quartica piana C4, corrispondente alla g\ co
mune alle due g\. È chiaro che fra Gl e <7/' si ha una cor
rispondenza biunivoca Q, dove si corrispondono i punti che 
danno origine ad un medesimo punto di (74; dimostriamo 
che questa corrispondenza non è proiettiva. Infatti si consi
deri un gruppo Gl segato su Gl da un piano generico, e la 
sua immagine su C4 : si ha così una quaterna che non appar
tiene alla gl corrispondente alla <74", altrimenti le due g\ da 
cui siamo partiti coinciderebbero; pertanto alla quaterna Gl 
non può corrispondere su Gl una quaterna di punti appar
tenenti ad un piano.

Ora si può dubitare che fra Gl e Gl' interceda una pro
iettività II, diversa dalla corrispondenza £2. Ma in tal caso
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la II, indurrebbe sii a una corrispondenza biunivoca, cioè 
una proiettività, trasformante 1’ una nell’ altra le due gl da 
cui siamo partiti. <

Notizia storica. La considerazione fondamentale della 
serie completa determinata da uno dei suoi gruppi, compare 
in B r i l l  e N o e t h e r  (1873) attraverso il così detto Teo
rema del resto (Restsatz) che porge la costruzione di co- 
deste serie sopra una curva piana, mediante curve aggiunte 
(cfr. § 11 e § 15 e 16).

Ma il concetto della serie completa si rende indipen
dente da questa sua particolare costruzione in S e g r e  e 
Oa steln u o v o  (1888-90), i quali provano direttamente — ri
correndo a particolari modelli proiettivi — che « due serie 
lineari aventi a comune una serie dello stesso ordine sono 
contenute in una medesima serie più ampia ».

Nella dimostrazione di S e g r e  ricorre la rigata che con
giunge i punti omologhi di due curve, appartenenti a spazi 
indipendenti, rappresentative delle due serie date. La dimo
strazione di Oa st e l n u o v o , secondo la semplificazione indica
tane dal B e r t in i , muove dalla costruzione della curva piana 
d’ordine n che si ottiene riferendo prospettivamente due g*, 
aventi un Gn a comune, a due fasci di raggi, costruzione che 
viene poi estesa alle curve gobbe iperspaziali.

Queste particolari costruzioni si possono lasciare da parte, 
seguendo la via del testo, cioè mettendo esplicitamente in luce 
il significato algebrico delle serie lineari, come ha fatto E n 
r iq u e s  (1901); il che può dirsi implicito nella trattazione di 
B ie m a n n .

6. Somma e sottrazione delle serie. — Definizione. Sopra 
una curva algebrica/, siano Gn e Gm due gruppi rispettiva
mente di n, m punti, il gruppo Gn+m costituito dal loro in
sieme si dice la loro somma, e si indica con

&n-hm ==: “L“ Gm.

Si dice anche che Gn è ottenuto sottraendo il Gm 
dal Gn4_m, e si scrive:

Gn :— Gn^ m Gm.

Si hanno i seguenti teoremi :
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1) Somme di gruppi equivalenti sono equivalenti, cioè se

si deduce
Gn =  Gn\ Gm =  Gm\  

Gn +  Gm = Gn Gfm-

Infatti esiste una funzione razionale t che ha come poli 
i punti di Gn e come zeri i punti di Gn', e una x che ha come 
poli i punti di Gm e come zeri i punti di Gm' ; quindi la fun
zione U ha come poli i punti di Gn -+- Gm e come zeri i punti 
di Gn -+• Gm\

2) Se da gruppi equivalenti si sottraggono gruppi equi
valenti i resti sono equivalenti, cioè se

Gn -+- Gm =  Gn' -f- G ni 0 Gn — Gn
si deduce

G m — Gm .

Invero esiste una funzione t che ha come poli i punti 
di Gn -h Gm e come zeri i punti di 6rw'-+- Gm\  e similmente 
una x che ha come poli i punti di Gn e come zeri i punti s
di Gn\ perciò la funzione -, ove si tolga l’indeterminazione
apparente nei punti di Gn di Gn avrà come poli i punti 
di Gm e come zeri i punti di

Osservazione. Come corollario del teorema 1), se

Gn =  Gn ,
si deduce

. 2 Gn =  26?,/, 36?n =  3 6?,/ ecc.

ma il passaggio inverso non è lecito in generale. Così, ad 
esempio, sopra una cubica piana di genere 1, si considerino 
i punti di contatto di due tangenti condotte da un punto O 
che appartenga alla curva: quei due punti, contati due volte* 
costituiscono due particolari coppie della g\ segata dalle rette 
per 0 ; ma i due punti non sono equivalenti, giacché altri
menti apparterrebbero a una g\ e la curva sarebbe razionale.

Appare pertanto che la relazione di equivalenza fra 
gruppi di punti,su /g o d e  delle medesime proprietà che la 
congruenza di numeri rispetto a un modulo: si vedrà in 
seguito come essa si esprima con una relazione di tal natura 
(Teorema di A b e l ).
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Siano gn e gm due serie lineari appartenenti ad una 
curva / ,  e si considerino i gruppi formati sommando un 
gruppo della prima ed uno della seconda :

Gn-+-m — Gn 1 Gm , G n+m — Gn "4™ Gm ? •••• ?

il Gn+m e il G'„+m, essendo equivalenti, determineranno una 
gjl+m, che in generale non sarà formata da gruppi composti 
con quelli delle due serie; ma, in ogni caso, per il carattere 
transitivo dell’ equivalenza, tutte le g„+m analoghe saranno 
contenute in una serie lineare, la cui dimensione dipenderà 
dal numero dei gruppi linearmente indipendenti che si otten
gono sommando un G„ e un Gm. Codesta serie gn+m, se non 
è completa, sarà contenuta in una serie completa

I 9 n+m | == | g». "4“ gm | j

che si definirà come serie (completa) somma delle due date : 
questa serie riesce naturalmente determinata da un qualsiasi 
gruppo Gn -hG m.

Come caso particolare della somma di due serie, si può 
considerare la serie doppia di una data, e quindi anche le 
serie multiple secondo un intero qualunque.

Ora giova addurre iin esempio effettivo della possibilità 
sopra enunciata che la minima serie somma gn+m differisca 
dalla serie completa | gn+m i definita innanzi (e che, di solito, 
si considera nella teoria delle operazioni sopra le serie). A tale 
scopo si assuma la quartica/con un punto doppio 0 , la quale 
è di genere p — 2. Su questa /  si hanno due gl segate da due 
fasci di rette i cui centri A e B  siano due punti generici della 
curva; è anche ovvio che le due g\ sono complete, perchè, se 
la /  contenesse uua gl, si lascierebbe trasformare in una 
cubica, e però il suo genere varrebbe p =  1. Ebbene, la mi
nima somma delle due g* è la serie g'I segata dalle coniche 
per A  e B\ ma questa gl non è completa, essendo contenuta 
nella g\ che viene segata sopra f  dalle cubiche che passano 
per O, A, B, e per altri due punti di /  allineati con 0.

Quanto alla dimensione della minima serie somma di 
due (o più) altre, è chiaro che questa non può scendere al 
di sotto della somma delle dimensioni degli addendi. Questo 
limite inferiore è anche effettivamente raggiunto. Così accade 
per il multiplo minimo di uua jr*, che tuttavia non dà luogo
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in  g e n e r a le  a  u n a  s e r ie  c o m p le t a .  P e r  e s .  s u l la  q u a r t ic a  f  d i 
g e n e r e  2 , il d o p p io  d e l la  gl s e g a t a  d a l l e  r e t t e  p e r  0  è  la  g\ i 
c u i  g r u p p i  s o n o  c o m p o s t i  d i d u e  c o p p ie  d e l la  g}2; e  il  t r ip lo  
d e l la  gl è  la  gl f o r m a t a  d a  t u t t e  le  t e r n e  d i c o p p ie  d e l la  g\ \ c o -  
d e s t a  n o n  è  c o m p le t a ,  e s s e n d o  c o n t e n u t a  n e l la  g* c h e  v ie n e  
• s e g a ta  s o p r a  f  d a l le  c u b ic h e  p a s s a n t i  d o p p ia m e n t e  p e r  0  e  
t a n g e n t i  iv i  a i  d u e  r a m i d e l la  f ,  e  n e l  s i s t e m a  l in e a r e  d e l l e  
d e t t e  c u b ic h e  è  c o n t e n u t o  i l  s i s t e m a  p a r im e n t e  l in e a r e  d e l l e  
t e r n e  d i r e t t e  p e r  0.

L a  sottrazione delle serie s i la s c ia  d e f in ir e  c o m e  1’ o p e r a 
z io n e  in v e r s a  d e l l ’ a d d iz io n e ;  e  d à  lu o g o  a l l e  s e g u e n t i  o s s e r 
v a z io n i .

S i  a b b ia  u n a  s e ifie  c o m p le t a  | gn+m | , e  p o n g a s i  c h e  u n  
s u o  g r u p p o  Gn+m c o n t e n g a  p a r z ia lm e n t e  u n  Gn d i u n a  s e 
c o n d a  s e r ie  gn :

Gn-+-m —z Gn +  Gm.

A llo r a  la  s e r ie  c o m p le t a  \gn+m \ d e t e r m in a t a  d a l Gn+m s a r à  
la  s o m m a  d e l l e  s e r ie  c o m p le t e  d e t e r m in a t e  d a l Gn e  d a l Gm.

R ile v ia m o  g l i  a s p e t t i  p iù  in t e r e s s a n t i  d i q u e s t a  p r o p r ie t à ,  
e n u n c ia n d o  i s e g u e n t i  t e o r e m i :

1) Se una serie completa j G„+m j contiene parzialmente 
un gruppo di una gn , essa ne contiene tutti i gruppi, o  — c o m e  
s i  d ic e  —  c o n t i e n e  la  s e r ie .

2) Se una serie completa | gn+m | contiene parzialmente 
un gruppo Gn di una gn, togliendo il Gn da tutti i gruppi 
della | gn+m | che lo contengono, si ottiene una serie residua | gm ! 
completa, la quale non varia con la scelta del Gn entro la gn ;

3) JE, a sua volta, la gn | è residua di ciascun gruppo 
della gm.

Q u e s te  p r o p r ie t à  c o s t i t u i s c o n o  la  p r im a  p a r te  d i u n  t e o 
r e m a  d a t o  d a  B r i l l  e  S T o ë t h b r  s o t t o  i l  n o m e  d i Restsatz 
c teorema del resto (c fr . § 11 ).

Osservazione. I n  r a p p o r to  a l la  s o t t r a z io n e  d e l l e  s e r ie ,  s i  
p u ò  e s t e n d e r e  il  c o n c e t t o  d e l l ’ equivalenza a  gruppi virtuali 
d e f i n i t i  s o p r a  u n a  c u r v a  c o m e  « d if f e r e n z e  d i g r u p p i  d a t i  » , 
in d i p e n d e n t e m e n t e  d a l la  q u e s t io n e  d ’ e s i s t e n z a .

S ie n o  6r„, Gm'9 r n , Tm' d e i  g r u p p i  d i p u n t i  c o m u n q u e  
d a t i  su  f  p e r  c u i

Gn +  r m' =  r„ +  Gm ;
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in luogo di questa relazione potremo sempre considerare la 
equivalenza dei gruppi virtuali

Gn — Gm' = rM — r m\

la quale si lascia definire in generale ricorrendo ad un qual- 
siasi gruppo ausiliario X (anche diverso da Gm'-h T m') che 
sommato ai due gruppi virtuali dia luogo a gruppi effetti
vamente esistenti; infatti, se per un certo X, si ha

X-f- On — Gm' =  X -\-T  — Tm,

la  s t e s s a  r e la z io n e  s u s s i s t e r à  p e r  q u a ls ia s i  X c h e  a s s ic u r i  l ’ e s i 
s t e n z a  d e i  g r u p p i  p a r a g o n a t i .  I  g r u p p i  v ir t u a l i  s ’ in t r o d u c o n o  
q u i —  d i f r o n t e  a l l ’ e q u iv a le n z a  —  c o m e  i numeri negativi 
n e l l a  T e o r ia  a n a l i t i c a  d i  P e a n o , e  c o s ì  1’ u s o  d e l la  r e la z io n e  
e s t e s a  v ie n e  g iu s t i f i c a t o  a priori.

7. Curve dei primi generi. — Innanzi di procedere nella 
teoria generale delle serie lineari sopra una curva di genere^, 
e sebbene ciò non sia strettamente necessario a questo oggetto, 
vogliamo esaminare particolarmente le curve dei primi generi 

=  0, 1. (La Nota relativa ai casi p =  2, .... costituirà soltanto 
una esercitazione per lo studioso).

Giova premettere una disuguaglianza, cui soddisfa la 
dimensione di una grn sopra una curva di genere p qualsiasi: 
dimostriamo infatti che si ha

r >  n — p ,

mentre ricordiamo che si ha d’altra parte (§ 4)

r <  n.

La disuguaglianza sopra enunciata si ottiene riferendoci
i . ./* i i  — — 2)ad una curva piana /  d’ordine m con 6 =  ------- ^ 1 — p

punti doppi, contando 1’ ordine e la dimensione delle serie 
segate su /  dalle curve 9 (dette aggiunte), che passano sem
plicemente per i suoi punti doppi. Questo computo permette 
di stabilire la disuguaglianza per le serie definite come sezioni 
di curve aggiunte; donde si passa poi al caso generale.
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Or dunque si considerino le curve aggiunte d’or
dine m — 3  H - li con li >  0  : per h =  0 si vede che il numero 
delle intersezioni di /  con una cp, fuori dei punti doppi, è

m(m — 3) — 2ò1==[2p — 2.

Per 7i>0 le intersezioni di /  con una cp,  fuori dei punti 
doppi, si otterranno — anche senza eseguire il calcolo 
diretto — col sommare mh a quelle di una cpm_ 3 : così 1’ or
dine della serie staccata dalle varrà

1) x n =  2p —  2  +  mh ;

questa formula vale anche per p =  0 , 1 ,  sebbene per p — 0 non 
esistano <pm_ 3 aggiunte. Essa si estende d’altra parte ad li 
negativa, ogni qualvolta esistano le cpm_3_7l.

La dimensione r della serie segata su f  dalle cpm_ 3+h, 
si valuta subito nell’ ipotesi che i punti doppi di /  presentino n 
per le cp condizioni indipendenti (sistema | | non so
vrabbondante), ciò che accade certo per li abbastanza grande, 
e — in ogni caso — si ottiene così un limite inferiore della 
dimensione richiesta.

Ora avremo, supponendo li assai grande (ed in ispecie 
h >  3):

__(m —  3  li){m -j -  li)  ̂ h(h —  3 ) 1
Ô 0 2" A»

g ia c c h é  o g n i gru p p o  in tersez io n e  di f  con  u n a  data  y m—3+h 
a p p a rtien e  ad un  s is tem a  di ta li cu rve co n  la d im en sio n e

- -  . 1 , d e term in a to  da lla  su d d etta  e  d a lle  cu rveJj
sp e z z a te  n e lla  /  e  in  u n a  cu rva  d’ ord ine h —  3.

D a lla  form u la  2) p o sto

S m (m  — 3) 
2

si r icava
3) r  =  p  — 2 +  iiilt,
d ’ on d e, p er  la  1),
4) r  =  n  —  p.
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Se la serie grn segata su /  dalle non fosse com
pleta (l), si avrà in ogni caso

5) r > n —2>.

Ora questa diseguaglianza si estende ad una qualsiasi grn 
completa segata sopra / .

Anzitutto essa viene verificata per la serie che si ottenga 
imponendo alle di passare per un certo numero ri di
punti fissi presi su / , poiché togliendo codesti punti V ordine 
della serie diminuisce di ri e la sua dimensione diminuisce 
di ri al più.

Ora, se è data comunque sopra /  una grn, si può sempre 
scegliere un li così alto che esista una passante per
un Gn della la quale segherà altrove /  in un certo nu
mero ri di punti formanti un Gv; pertanto la serie segata 
su /dalle  per' Gn/, riuscirà contenuta nella serie com
pleta grn determinata dal nostro Gn , avendo una dimen
sione <  r. Si deduce che : per ogni grn completa appartenente 
ad una curva f  di genere p si ha sempre r > n  — p.

Osservazione. Giova rilevare che per la serie grn segata 
su /  dalle aggiunte çm_3+&, non sussiste certo P uguaglianza 
r =  n —p , quando sia 7i =  0, o a fortiori per 7t <  0. Infatti 
la dimensione della serie ÿj 2, segata dalle <?m_ 3 risulta

r > (m — 3 )m 
2

Il teorema che una grn appartenente ad una curva di 
genere p possiede una dimensione r > n  — p , li lascia preci
sare facilmente per i più piccoli valori di p .

Anzitutto se p =  0, essendo

si deduce
n >  r, r >  n —p, 

r =  n ,

cioè « ogni serie lineare completa è una g£ ». Da ciò segue 
in ispecie che ogni curva d? ordine n e di genere 0 è proie
zione di una curva normale Onn di uno spazio Sn.

(q Di fatto la serie è completa: questo teorema fondamentale resulterà 
dimostrato nel $ 11 e — in modo più diretto — nel § 16.
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Ora una tale Cnn viene proiettata da n — 1 dei suoi punti 
sopra una retta, e perciò è razionale. La dimostrazione di ciò 
si ha ugualmente, in forma non proiettiva, partendo da una g” 
qualsiasi (n ;> 0) di cui si fissino n — 1 punti, in guisa da otte
nere una residua / ,  la quale permette di far corrispondere la 
curva data, punto per punto, ad una retta (cfr. il § 2). Così 
viene dimostrato il

T e o r e m a  di C l e b s c h  : Le curve di genere p =  0 sono 
razionali.

Osservazione. La dimostrazione originale del teorema si 
riduce alla precedente, ove si ricordi come è stata ottenuta la 
diseguaglianza r > n —p. Presa una curva p iana / d’ordine n
con ——— — punti doppi, si considerino le curve ag
giunte cpn _ 2 d’ordine n — 2 passanti per n — 3 punti fissi 
di / ;  si ha così un fascio di curve secanti la f  in un punto 
variabile che viene a corrispondere biunivocamente al para
metro del fascio.

Ora vale la pena d i rilevare che il teorema di O l e b sc è l  
conduce subito al

Teorema di L ü r o t h . Se le coordinate dei punti d’ una 
curva algebrica, f(xy) =  0 , si lasciano esprimere razionalmente 
per un parametro t, mediante formule

* =  ?(«), y = f( t)

c h e  non sieno univocamente invertibili, la f  è razionale c io è  
l e  c o o r d in a t e  d e i  s u o i p u n t i  s i  p o s s o n o  e s p r im e r e  m e d ia n t e  
f u n z io n i  r a z io n a l i  in v e r t ib i l i  d i u n  a lt r o  p a r a m e t r o  t , che 
è  —  a  s u a  v o l t a  —  f u n z io n e  r a z io n a le  d i t.

dell’ ipotesi dell’enunciato, fra la retta su cui è disteso il 
parametro t e la curva /  intercede una corrispondenza [n, 1], 
con n >  1, e i gruppi di punti della retta che corrispondono 
ai punti di / ,  formano una involuzione si tratta di pro
vare che la y* è una serie lineare g\. La dimostrazione di 
ciò è stata fornita nel L. 2°, § 3, dove appunto il teorema 
di L u .r o t h  fu dato come proprietà caratteristica delle gln sopra 
la retta. Ma qui otteniamo una nuova dimostrazione del resul
tato in parola, calcolando il genere p di /  sulla base della 
conoscenza del numero dei punti doppi della che è dato 
dalle coincidenze di una corrispondenza [n — 1, n — 1], e
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però vale certo 2 n — 2. Infatti se la /  è d’ ordine m (con 
punti mnltipli a rami lineari) il numero delle tangenti ad 
esse per un punto generico 0  del piano vale 2m 4- — 2,
e ciascuna tangente porge un punto doppio della g]n segata 
su f  dalle rette per 0 , cui risponde sulla retta (della t) un 
gruppo Gn di n punti doppi. D’ altronde alla g]n segata su f  
dalle rette per 0  corrisponderà sulla retta nominata una g]nn 
composta colla y£, la quale possiederà 2m n— 2 punti doppi, 
e precisamente 2n — 2 punti doppi per la y* e 2 m -\- 2 p — 2 
gruppi 6?n. Si deduce

ossia
(2m 4-2p — 2 )n 4- 2n — 2  — 2 mn — 2 ,

p =  0. c. d. d.

x Nota. Tra le curve razionali si trovano in particolare 
le f(xy) — 0  che ammettono una rappresentazione parametrica 
mediante polinomi :
6) * =  y =  <p*«)-'

Queste curve sono caratterizzate dalla condizione di possedere 
un solo punto all’ infinito origine di un unico ramo lineare o 
superlineare (/.

Anzitutto è chiaro che la curva /  rappresentata dalla 6) 
possiede un solo punto all’ infinito, corrispondente a t — °°, 
e che la /  passa per questo punto improprio con un solo 
ramo, lineare o superlineare.

Reciprocamente se una curva /  di genere 0 possiede un 
solo punto all’ infinito 0 , per cui passa con un solo ramo, 
quando si rappreseli ti /  sopra una retta, ad 0  corrisponderà un 
sol punto 0 ' che — mediante una sostituzione lineare — potrà 
portarsi all’ infinito. Allora, riferendosi alla rappresentazione 
parametrica della / , (

si vede che non dovranno esservi radici (finite) percp3(J) =  0, 
riducendosi dunque y3 ad una costante; in altre parole si avrà

®f=<Pì(*)> » =  ?*(*)• c- d. d.

(J) Cfr. F. Enriques, « Rendiconti dell’Acc. di Bologna », maggio 1922

F. BNKIQUES -  III. 4
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Il teorema stabilito riconduce la classificazione delle 
curve f(xy) =  0, d’ordine a, rappresentabili con polinomi, al- 
V analisi delle singolarità dei rami superlineari: si avrà all’in
finito un punto /-pio (i <  a), origine di un ramo d’ordine i e 
di classe n — i, essendo tangente la retta all’ infinito* Quindi, 
per ciascun valore di i, saranno possibili diverse singolarità, 
assorbenti un certo numero p —f i  Q /<  0) di punti doppi; la 
curva f  dovrà possedere inoltre- fi punti doppi propri, o sin
golarità equivalenti.

Lo sviluppo di questa analisi costituirà un ottimo eser
cizio per lo studioso delle teorie contenute nel libro 4°. Qui 
ci limitiamo al caso delle curve d’ordine n — 3, 4.

Per n =  3 le cubiche piane rappresentabili mediante due 
polinomi, si dividono in 2 tipi :

1) cubiche con un inulto doppio proprio e una tangente 
di flesso all’ infinito;

2} cubiche con una tangente cuspidale all’ infinito.
Per n =  4 si hanno i seguenti tipi:

1) quartiche con tre punti doppi (o con un punto triplo) 
propri e con tangente quadripunta all’infinito;

2) quartiche con un punto doppio proprio, e con una 
cuspide di seconda specie all’ infinito, per cui la retta all’ in
finito è tangente;

3) quartiche con una cuspide di terza specie all’ infi
nito, dove pure la retta all’ infinito è tangente;

4) un ramo cuspidale del terz’ ordine con tangente 
all’ infinito.

Sia ora^> =  1. La dimensione di una serie completa grn vale 

r >  n — 1,

e quindi r =  n — 1 , oppure r =  n ; ma l’esistenza di una g“ 
(per n >  0) porta che la curva sia razionale e quindi di 
genere >̂ =  0 ; si deduce

r =  n — 1.

Ogni gruppo di n punii sopra una curva di genere p =  1 
appartiene ad una sene coni pi Ha g]l~x; ossia ogni curva d’or
dine n e di genero I dLentii normale in uno spazio 'Sn_ L.
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Partendo da una terna di punti si costruisce una e 
perciò :

ogni curva di genere 1 si può trasformare birazional- 
mente in Ama cubica piana, la quale, per essere p =  l, sarà 
priva di punti doppi; questa si dedurrà anche da una qual
siasi curva normale Cnn~ L (n >  3), proiettando da n — 3 punti 
{semplici).

Risulta anche di qui V inversione del teorema precedente: 
una curva contenente una ĝ~~l completa per n > 3  è di genere 1. 
Infatti codesta curva si lascia trasformare in una cubica piana 
(normale). La proprietà precedente non si estende ad n==k2 , 
come appare già dall’ esempio di una quartica con un punto 
doppio, dove le rette per questo segano una g\.

Osservazione. Y  ale la pena di osservare che varie pro
prietà della cubica piana stabilite nel L. 2°, § 22, appaiono 
ora come semplici corollari del teorema generale relativo 
alla dimensione delle serie complete appartenenti alla curva 
di genere 1. Cosi, per es., la proprietà che « i 9 punti base 
di un fascio di cubiche presentano soltanto 8 condizioni indi- 
pendenti alle cubiche del piano che debbano contenerli », tra
duce la proprietà che i 9 punti considerati sopra una delle due 
cubiche appartengono ad una gsr Analogamente si dica per il 
gruppo segato sopra la cubica da una curva qualsiasi di 
ordine n >- 3.

Parimente la proprietà che « coppie di punti di una 
cubica allineati con un punto fisso 0 , vengono proiettate da 
un punto della curva in altre coppie allineate con un punto 0 '» 
risulta da ciò che la gl segata dalle rette per 0  si trasforma 
per proiezione in un’altra g\. e che questa g}̂  essendo com
pleta, è determinata da una sua, coppia A'B ', e però viene 
segata sulla cubica dalle rette che passano per il j)unto- 0 ' 
ulteriormente segato dalla retta A.'B\

Nota. Sulle curve di genere p — 2 l’uguaglianza r =  n — p 
fra i caratteri di una g’n completa, non sussiste più incondizio
natamente. Si ha infatti un’ eccezione corrispondente alla gl 
(canonica) che sopra la curva — supposta d’ordine n — segano 
le aggiunte c e  — in accordo coi teoremi generali che 
stabiliremo più avanti — questa eccezione è unica.

Ma poiché anche questo caso si lascia trattare diretta- 
mente, ci fermeremo un momenlo ad illuminarlo: chi non
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ami soffermarsi può passare al teorema di R iemann e Rooh^ 
le cui applicazioui alle curve iperellittiche 12) compren
dono le curve di genere 2.

Or dunque abbiamo, per una g* completa su una curva, 
di genere p =  2 ,

r > n — 2.

Ma per n >  2 non può essere r =  n. — 1, nè r  =  n , giacché 
se ne dedurrebbe p == 1 o rispettivamente p =  0. Si conclude 
dunque che :

Sopra una curva di genere p =  2  ogni gruppo di n >  2 punti 
appartiene ad una serie completa g”~2»

Per n — 2 si ha l’eccezione già avvertita della gl che,, 
sopra una quartica piana dotata di un punto doppio 0 , 
viene segata dalle rette per 0. Ma è interessante notare che 
sopra una curva di genere 2 non si possono avere due g\] infatti : 

TJna curva f  contenente due gl è di genere 1, salvo il caso 
in cui si riduca al genere 0, le due serie essendo incomplete 
e avendo una coppia a comune.

Per dimostrare questo teorema conviene trasformare la 
data curva,/, in un’altra, ifiana, su cui le due gl vengano 
segate dalle rette di due fasci, A e B. A tale scopo basterà 
riferire proiettivamente ciascuna delle due g\ al fascio corri
spondente; allora ogni punto P  di /, appartenendo a una 
coppia della prima gl e ad una coppia dell’altra, definisce 
due rette dei fasci A  e B, che si segano in un punto P , il 
quale descrive la curva trasformata di / .  Se le due gl sono 
date da

e i punti A e B  sono i punti all’ infinito degli assi, la trasfor
mazione richiesta si ottiene ponendo

Ora la curva f ' ,  trasformata di / ,  venendo segata in due 
punti dalle rette per A e dalle rette per B, sarà — in gene
rale — una curva del quart’ordine avente A e B  come punti 
doppi, dalla quale potrà staccarsi una o due volte la retta AB.
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Infatti, se m è l’ordine della / ',  A e B sono punti (wi — 2)-pli 
e, avuto riguardo alle intersezioni della retta AB, si ha

<la cui 

•cioè

(m — 2) +  (ni — 2) <  m 

m <  4,

m =  4 A  e B doppi,
ni =  3 A  e B  semplici,
m — 2 A e B  esterni a

Pertanto se la f  è una quartica con due punti dóppi A e B, 
il suo genere sarà p =  1, riducendosi a p =  0 se la curva ha un 
punto doppio ulteriore che corrisponde a una coppia comune 
alle due gl date su / .  È ovvio che in tal caso le due gl sono 
contenute in una g% completa. Alla stessa conclusione si arriva 
se f  è una cubica. E, finalmente, se essa è una conica (non 
passante per A e B), si trova ^ =  0, e si ha pure una coppia 
comune alle due gl, sopra la retta AB\

(Si può caratterizzare il caso jmrticolare in cui la f  — 
curva immagine di una corrispondenza [2, 2] fra forme di 
prima specie — si riduce ad una cubica o ad una conica, 
dicendo che esso è il caso della posizione prospettiva dei due 
fasci : infatti la f  sarà una cubica quando il raggio AB  co
mune ai due fasci risponda a due coppie delle g\, date su /, 
che abbiano un punto in comune; se poi la / '  si riduce ad 
una conica, quelle due coppie, corrispondenti al raggio 1B, 
coincidono. Cfr. L. 1°, § 17).

Dopo ciò consideriamo sopra una curva /  di genere p =  2  

una quaterna di punti. Essa definirà una g\ mediante la quale 
la f  si lascierà trasformare in una curva piana normale d’or- 
dine 4, che — per essere p =  2 — dovrà avere un punto 
doppio. Tuttavia si può dubitare che questa trasformata f  si 
riduca ad una conica doppia: ciò avverrà se la g\ è composta 
con le coppie di una gl, corrispondenti ai punti di una conica. 
Ma, siccome la /  non può contenere che una sola g\, se si 
prende una quaterna che non sia composta di .due coppie di 
questa g}2, si otterrà certo una gf semplice, e così risulterà 
dimostrato il

Teorema: Ogni curva di genere p =  2 si può trasformare 
in una quartica piana con un punto doppio.
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Non procederemo più oltre in quest’ordine di considera
zioni, giacché il problema della dimensione delle serie com
plete su una curva di genere p riceverà una soluzione gene- 
raie mediante gli sviluppi del § 11. Dei quali lo studioso sarà 
indotto a meglio comprendere il valore, ove gli piaccia ado
perarsi intorno ai seguenti :

Esercizi.
I) Dimostrare che: una curva contenente una g” - 2 com

pleta, per n >  4, è di genere p =  2 .
Occorre dimostrare che p < 3 , e ci si riconduce al caso 

di una quintica gobba (X3 normale nello spazio ordinario. Si 
può arrivare allo scopo richiamando i risultati del L. 3°, § 43 
(cfr. in ispecie vol. II, pg. 301).

Si può anche porgere la dimostrazione richiesta facendo 
vedere che la <753 è sezione di una! quadrica e di una super
ficie cubica, onde da un suo punto viene proiettata in una 
quartica dotata di punto doppio. Per provare che (753 appar
tiene ad una quadrica, si considererà la serie g\ 0 segata su 
di essa dalle co9 quadriehe dello spazio ecc.

II) . Dimostrare che: Sopra una curva di genere p =  3r 
ogni gruppo di n >  4 punti appartiene ad una g][ :5 completa..

Dedurne la trasformazione delle curve di genere p =  3. 
in quintiche inane / 5.

Esaminare le singolarità di tali / 5.
Indicare le eccezioni al teorema precedente per n <  4.

I li)  Dimostrare che: Se una curva contiene una per  
n >  6 , il suo genere vale p =  3 (per n =  G il teorema non è 
vero, come appare dall’esistenza della sestica di S3 interse
zione di una quadrica con una cubica, sulla quale i piani 
segano una gfy.

Indicheremo rapidamente la traccia della dimostrazione l 
si consideri una curva normale (774 di #4, e si provi che per 
essa passano tre quadriehe linearmente indipendenti secantisi 
ulteriormente in una retta, trisecante di <774. Da questa trise
cante la (774 viene proiettata in una quartica piana (p =  3),. 
che tuttavia può ridursi ad una conica doppia; in quest’ ul
timo caso si avrà sulla (774 una g\ di cui è facile trovare che 
possiede 2 -f-2p =  8 punti doppi, onde p =  3.

In ogni caso le considerazioni che abbiamo sviluppato 
innanzi persuadono facilmente che la trattazione diretta del 
problema della dimensione di una serie completa sopra una



55CAPITOLO I

curva, diventa rapidamente complicata col crescere dei valori 
del genere p. Ma a tale• problema forniranno una risposta 
generale gli sviluppi dei seguenti paragrafi.

8. Le serie jacobiano e la serie canonica. — Dopo la 
digressione relativa alle curve di genere 0 , 1 ,...., ripren
diamo la teoria generale delle serie lineari appartenenti ad 
una curva di genere p qualsiasi. Qui vogliamo indicare un’ope
razione che — al pari della somma o della sottrazione — per
mette di costruire nuove serie lineari a partire da serie date. 
Otterremo così (per p >  1) una successione di serie covarianti 
di una gn data, e riusciremo per sottrazione a definire una 
serie g2P— 2 che, riuscendo indipendente dalla scelta della no
minata gn, ci fornirà un invariante caratteristico della curva, 
considerata di fronte alle trasformazioni birazionali.

Data una gì sopra / ,  esistono, in generale, gruppi di 
questa per cui due (o piu) punti vengono a coincidere in un 
punto (loppio: l’ insieme dei punti doppi della g\ costituisce 
il suo gruppo jacobiano. Se la f  è piana, e la g* è segata su 
di essa da un fascio di curve, il gruppo jacobiano è formato 
dai punti di contatto delle curve del fascio taugenti ad /. Così,

n  T   ̂ v  . (n —  l)(n —2)sopra una f  d’ordine n con 8 nodi, per cui p = -------   o,
la g* segata dal fascio delle rette glassanti per un punto gene-

n(n — 1)rico, 0 , possiede 2n -I- 2 p — 2 =  ■ 25 punti doppi, for
manti il suo gruppo jacobiano; un nodo, P, di f  non ne fa 
parte, poiché per il gruppo segato dalla retta PO i due punti 
che si sovrappongono in P appartengono a rami diversi della 
curva, onde si ha soltanto una coincidenza apparente di essi, 
relativa alla geometria del piano e non alla geometria sopra 
la curva.

Se la gì data su /  possiede un punto fisso 0, questo appar
tiene al gruppo jacobiano, poiché si* può imporre a un gruppo 
della serie di contenere 0 una seconda volta. Ma, quando si 
consideri una g]t con punti fissi come limite' di una serie senza 
punti fissi, giova determinare quante volte un punto fisso, 0 , 
debbasi contare entro il gruppo jacobiano. Questo computo 
è dato dall* equazione stessa che determina su f  il gruppo 
jacobiano, e che scriveremo fra poco. Senza fare uso di 
tale equazione, si può arrivare al resultato riconducendoci
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al caso delle gl sopra la retta, trattato nel L. 2°, § 5 (Voi. 1°) 
pag. 178), e ciò in base all’ osservazione seguente:

Le proprietà della geometria sopra la curva (relative a 
molteplicità di intersezione ecc.) aventi carattere differenziale, 
nell’ intorno di un punto, si riducono ad analoghe proprietà 
della geometria sopra una retta, potendosi ottenere come se la 
curva proposta sia razionale.

Infatti basta sostituire alla curva data una parabola oscula
trice al ramo che passa per il punto, di un ordine abbastanza 
elevato. (Nel caso di curve con rami non lineari si sostituirà 
una iperparabola osculatrice, che è ugualmente razionale).

In virtù dell’osservazione precedente, possiamo affermare 
che: un punto fisso per una gl assorge due punti del gruppo 
jacobiano, e così conta in generale per due punti di esso.

In modo analogo si riconosce che: un punto i-plo per un 
gruppo della gl conta per i — 1 punti del gruppo jacobiano.

Ora dimostriamo che :
I  gruppi jacobiani delle gl appartenenti a una mede

sima gl ( r >  1) sono equivalenti.
Basta dimostrare il teorema per due gl aventi un gruppo 

a comune e perciò appartenenti a una medesima g2̂  giacché, 
per la proprietà transitiva dell’ equivalenza, date nella gl 
due gl qualsiansi, ci si riduce al caso precedente,, costruendo 
la gl determinata da un gruppo della prima e da un gruppo 
della seconda.

Ora, si consideri entro una a2 il fascio delle a1 aventi a7 J n *7 il
comune uno stesso Gn: i gruppi jacobiani di queste, conte
nenti un certo numero m di punti, formeranno una involu
zione razionale, cioè una serie lineare g]m. Ohe la serie dei Gm 
anzidetti sia razionale, risulta da ciò che codesti Gm corri
spondono biunivocamente alle gl del nostro fascio, pertanto 
(§ 2) basta provare che alla serie di essi compete il carattere 
involutorio, cioè che un punto generico, P, di /  determina 
un Gm. Ma ciò risulta evidente per il fatto che P, contato 
due volte, determina un gruppo della g'I il quale appartiene 
ad una gl del nostro fascio.

In base al teorema precedente i gruppi jacobiani de\\e gln 
contenute in una gl appartengono ad una medesima serie 
lineare completa, che si dirà la serie jacobiana della data: se 
una serie lineare (completa) è designata con j a ', la sua jaco
biana si designerà con \a:j\.
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Sussiste la seguente
Proprietà fondamentale delle serie jaçobiane: la jacobiana 

della somma di due serie, si ottiene sommando la jacobiana 
dell? una al doppio dell9 altra. Iu simboli :

| (a +  b)j | — | aj 2b |,

<love si suppone che la dimensione della serie \a \ sia r >  1.
Siano n, m, g li ordini di \a \ e | 6 | rispettivamente: som

mando ad una g\ contenuta in | a | un gruppo Gm della | b |, si 
ottiene una g}t+m con m punti fissi contenuta nella \a +  b\ j e 
il gruppo jacobiano della ĝ +m consta del gruppo jacobiano 
della 0*-aumentato di 26?m; da ciò risulta il teorema.

Nell’ ipotesi che le due serie \a \ e \ b\ siano ambedue 
di dimensione non nulla, la proprietà precedente dà luogo 
alla relazione espressiva

| aj 2 b | =  | bj -f- 2 a | ,

dalla quale si deduce formalmente

| a,j — 2a | =: | bj — 2b\.

Questa uguaglianza assume significato quando la serie | aó | 
contenga | 2a | , nel qual caso avremo dunque :

Se la jacobiana | a5 | di una serie | a | contiene il doppio 
di questa, | 2a |,  altrettanto accade per la jacobiana di una 
qualunque altra serie bj rispetto a 2&, e la serie diffe
renza ! dj — 2 a ! riesce definita dalla curva /  che la contiene, 
dipendendo solo da questa curva e non dalla scelta della 
serie a | che serve a costruirla: questa serie

c =  ] aj — 2a ' “  | bj — 2b | ....

riceve il nome di serie canonica della curva f .
In ordine all5 esistenza della serie canonica sopra una 

curva di genere p, è facile vedere che « la serie jaco
biana \dj\ contiene sempre \2a\ per p >  0 ». A tal uopo è 
lecito riferirci alla jacobiana della serie gn determinata sulla ./ 
dalle rette del piano. Allora il gruppo jacobiano della g£ segata 
da un fascio di rette di centro 0, non è altro che V interse-
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zione (fuori dei punti doppi =  nodi) della polare di OC)] per 
conseguenza alla serie jaeobiana completa della nostra gn ap
parterranno i gruppi sezioni delle curve d’ordine n —
passanti per i punti doppi di f ,  cioè aggiunte ad / . Pertanto 
riesce chiaro che questa serie jaeobiana contiene | 2gn | se 
esistono curve <p„_y, d’ordine n — 3, aggiunte ad/  le quali 
sommate a due rette formano appunto delle Ora, per

0 , esistono almeno oô —1 aggiunte , e quindi si con
clude che una curva di genere p >  0 possiede una serie cano
nica di dimensione r > p —  1 . Più tardi dimostreremo che la 
dimensione della serie canonica vale precisamente p — 1 , la 
serie completa venendo segata dal sistema delle y>n—3, e 
questo sistema non essendo mai sovrabbondante (per una 
curva irriducibile).

Per p =  l, riferendosi alla cubica e alla serie a segata 
su questa dalle rette, si vede che j a5 | =  I la  [, e quindi la 
serie canonica si riduce ad una grjj; se si prende come mo
dello una curva di genere 1 d’ordine 3, si ha una cpn—3 
aggiunta che non sega la curva fuori dei punti doppi: si, 
veda per es. la quartica piana con due punti doppi A e B  
dove si ha come retta aggiunta la AB.

La serie canonica manca in senso assoluto per p =  0, nel 
quale caso si potrebbe dire che diventa negativa, venendo 
sostituita dalla serie anticanonica ‘la  — a} =  g*.

La definizione che abbiamo porta della serie canonica 
racchiude un teorema d’ invarianza per trasformazioni l)ira~ 
zionali della curva f ,  di cui vogliamo mettere in luce il con
tenuto. A tal uopo si osservi che: assumendo come serie a 
quella determinata sopra f  dalle rette del suo piano (ovvero 
dai piani o dagli iperpiani dello Sr , se si tratta di una curva 
gobba), la serie | aj \ si può ritenere come covariante di /  
rispetto alle trasformazioni proiettive. Ora la serie | aj — la  |, 
riuscendo indipendente da a, sarà invariante per trasforma
zioni birazionali di /  mutandosi nella serie analoga (/>, — 21>)

(A) Di qui si può ricavare una dimostrazione proiettiva del teorema 
stabilito innanzi che « i gruppi jacobiani delle /  appartenenti ad 
una gfb sono equivalenti »; basta riferirsi alla curva piana trasformata, 
su cui la g* (supposta semplice;) viene segata dalle rette del piano, e 
notare che le polari di questa curva formano una rete.
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per quella trasformazione d i / i n / '  clie sostituisce alla seriez 
segata dalle rette su f ,  la serie b segata dalle rette su / ' .

Ma poiché si è visto sopra che la serie canonica di una 
curva piana / ,  d’ordine n (dotata soltanto di punti doppi) 
viene determinata dalle curve aggiunte cpn—3 d’ordine n — 3, 
così otteniamo il

Teorema. Se una curva piana f  d’ordine n viene trasfor
mata birazionalmente in un’ altra curva f '  d’ ordine m, la 
serie determinata sulla prima dalle curve aggiunte d’ ordine 
n — 3, si trasforma nella analoga serie determinata sulla 
seconda dalle curve aggiunte d’ ordine m — 3.

A questo punto non siamo ancora autorizzati ad after-, 
mare che un gruppo di punti comune ad /  e ad una cpn_ 3 si 
trasformi proprio in un gruppo sezione di / '  con una cpm_3 ; ma 
questa affermazione risulterà dimostrata appena si sia ricono
sciuto che le <pn_ 3 segano sopra /  la serie canonica completa 
(cfr. § 11).

U invarianza della serie canonica, dimostrata dalla pro
prietà fondamentale delle serie jacobiane, porta anche V in- 
vazianza dei caratteri ad essa relativi, cioè dell’ordine e della 
dimensione: si è condotti così a una nuova dimostrazione 
dell’ invarianza del genere.

Prescindendo dalla dimensione (che — come abbiamo 
detto — troveremo essere p — 1), vediamo che l’ordine della 
serie canonica è precisamente 2p—2 : si può calcolarlo valu
tando il numero dei punti doppi della gd segata da un fascio 
di rette sopra una /  dotata di soli nodi, o — ciò che è lo 
stesso — numerando le intersezioni della /  con una cp„_3 ag
giunta, fuori dei punti doppi (i).

Una volta calcolato 1’ ordine (virtuale) della serie cano
nica \aJ — 2a\1 la proprietà fondamentale della serie jaco- 
biana ci permette di affermare (senza indugiarsi ad esami
nare le questioni di singolarità ecc.) che il numero dei punti 
doppi di una ĝ  vale sempre 2n -h 2p — 2, ricordando che un 
punto fisso della serie conta per 2 punti doppi, e un punto 
che sia i-plo per un gruppo della conta per i — 1.

(9 Si riconoscerà più avanti (§ 33 e 34) elio non esistono altri ca
ratteri numerici invarianti indipendenti dal genere, poiché le curve di 
genere p  formano un’ unica famiglia continua, dipendente da un numero 
finito di parametri.
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Nota. Giova rilevare alcuni aspetti proiettivi dei resultati 
conseguiti innanzi, mettendoli a confronto con ciò che sap
piamo sul comportamento delle polari nei punti singolari di 
una curva / .

Pongasi che la f ,  d’ ordine n, possegga non più soltanto 
dei nodi, ma dei punti multipli qualsiansi : si vuol dertermi- 
nare precisamente il gruppo jaeobiano della gl segata su f  
dalle rette di un fascio.

Il caso che i punti multipli di /  siano a tangenti distinte, 
o anche il caso dei punti multipli infinitamente vicini con 
rami lineari, non dà luogo ad alcuna difficoltà, in quanto le 
polari hanno precisamente la molteplicità r — 1 in ciascun 
punto r-plo. Allora la serie jacobiana della a =  gft , segata 
dalle rette, viene determinata dalle curve d? ordine n — 1 
aggiunte ad / ,  dando il nome di « aggiunte » alle curve che 
passano r — 1 volte per ogni punto r-plo di / ;  s5 intende che 
le intersezioni di /  con una generica aggiunta sono
quelle che cadono fuori dei punti multipli, ogni punto r-plo 
assorbendo r(r — 1) intersezioni.

Ma pongasi invece che l a /  possegga delle cuspidi o — in 
generale — dei rami cuspidali d’ordine superiore, i quali 
danno luogo a contatti fissi delle polari.

In questo caso sappiamo (!) che le tangenti proprie con
dotte ad /  per un punto esterno sono 2n -h 2p— 2 — le 
con 0 , a queste tangenti dovendosi aggiungere le rette 
che vanno alle cuspidi, le quali costituiscono tangenti a rami 
della curva. Ciò si deve interpretare nel senso che la serie 
lineare ©©* costituita dai gruppi jacobiani delle (f segate dai 
fasci di rette, contiene dei punti fissi che cadono nelle cuspidi.

Ci si può render conto della circostanza che dà origine 
a questo fatto, ponendosi dal punto di vista della geometria 
sopra una curva. Un nodo della curva /  corrisponde ad una 
coppia neutra di punti, presentante una sola condizione ai 
gruppi della g-, segata dalle rette, che debbano contenerla ; e 
se il nodo si riduce ad una cuspide, si ottiene una coppia 
neutra costituita di due punti infinitamente vicini, e perciò 
un punto che è doppio per un gruppo di ogni gl contenuta 
nella g-: cosi dunque il punto fa parte dei gruppi jacobiani

{*) L. 2°, § 23. yoL I. pag. 280; L. 3°. § 17; L. 1°, § 16, voi. TI, 
pag*. 127, 421.
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<li tutte le g}x. In modo analogo l’origine di un ramo cuspi
dale d’ ordine v verrà a contare come v — 1 punti fissi infi
nitamente vicini per gli stessi gruppi jacobiani.

Le precedenti osservazioni sono d’ accordo con ciò che 
si è detto intorno al comportamento delle polari nei punti 
singolari di una curva. Pertanto, quando si procede a costruire 
la serie jacobiana della segata dalle rette del piano sopra 
una /  con singolarità qualsiausi, si debbono aggiungere alle 
intersezioni di /  con le polari, fuori dei punti multipli, punti 
fissi che cadono nelle cuspidi, contando v — 1 volte ogni 
cuspide d’ordine v; così si avranno ancora a considerare le 
curve d’ordine 1 1— 1, aggiunte a d / ,  cioè soggette alla con
dizione di passare r — 1 volte per i- punti r-pli (distinti o 
infinitamente vicini) di / ,  come se le singolarità di /  fossero 
tutte formate di rami lineari. In tal guisa il teorema d’inva
rianza della serie segata dalle curve aggiunte d’ordine n — 3, si 
estende al caso in cui la /s ia  dotata di singolarità qualunque.

Notizia storica. L’ invarianza pier trasformazioni birazio- 
nali della serie (canonica) segata sopra una curva piana / ,  
d’ordine n, dalle curve aggiunte cp„_3, è contenuta implici
tamente nella costruzione degli integrali di differenziali alge
brici a cui danno luogo queste <pn_ 3 , e precisamente nel teo
rema che questi integrali resultano privi di singolarità sopra 
la superficie di Riemann, cioè sono integrali di prima specie 
(Riemann, 1857). Tuttavia il rilievo esplicito di codesta inva
rianza non sembra esser stato fatto prima di B r i l l  e N o e th e r  
(1873) (l) o, almeno, non risalire oltre una Nota sulla teoria 
generale degli enti algebrici di N o e th e r  del 1869 (*).

Per B rill e N oether l’anzidetta invarianza risulta stabilita 
indirettamente dal teorema di R iemann-Roch (cfr. §§ 11 e 17) 
per cui la serie canonica contiene entro di sè tutte le grn soddi
sfacenti alla diseguaglianza r > n  — p. Sotto una forma poca 
diversa (unicità della g?zl sopra la curva di genere p) la 
detta dimostrazione viene adottata da Segre e B ertini nelle 
loro monografie relative alla geometria sopra una curva, inse
rite negli Annali di Matematica del 1894. La dimostrazione 
diretta che si basa sulla serie covariante che contiene i gruppi

(*) Math. Ànnalen Bd. 7. 
(2) Math. Àmialeu Bd. 2.
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jacobiani di una gl appartiene ad E nriques, die 1’ intro
dusse in un corso di lezioni tenuto all’ Università di Bologna 
l’anno 3897-98 (efr. il Programma pubblicato nel «Bollettino 
di Bibliografia e Storia delle scienze matematiche », aprile 1899, 
e la Nota sulle superficie negli Atti dell’Acc. di Torino 3901) 
e fu poi adottata da Severi nelle sue « Lezioni » di Padova 
del 3908. Sulla stessa dimostrazione è ritornato E nriques in 
una Memoria dell’Acc. di Bologna del 1914, ove si trovano 
gli sviluppi analitici, e finalmente in una Nota dei Lincei 
del 1° giugno 1939 che indica le estensioni spiegate — in
sieme ai detti sviluppi — nel paragrafo seguente.

9. Complementi : sviluppi analitici e generalizzazioni. —
In questo paragrafo, che lo studioso può lasciare da parte in 
una prima lettura, ci proponiamo anzitutto di convalidare e 
precisare dal punto di vista analitico le considerazioni sui 
gruppi jacobiani, porgendo una nuova verifica dell’ inva
rianza del genere. In secondo luogo estenderemo i risultati' 
ottenuti in due sensi :

1) considerando serie covarianti più generali della jaco- 
biana, cui conducono i punti r-pli di una g^f1;

2) ricercando la trasformata della serie canonica per 
trasformazioni razionali non invertibili (corrispondenze [1, n] 
fra due curve), e deducendone una nota formula di Zbutiien.

Cominciamo dunque a definire analiticamente i gruppi 
jacobiani.

Sopra la curva f(xy) — 0 si consideri la gjt dei gruppi di 
livello della funzione razionale

t _  <Pi(a?/)

Assumendo % come variabile indipendente, ed y (tome 
funzione implicita di essa, definita dalla f(xy) — 0, i punti 
doppi di questa <jd soddisfano all’equazione

d t  31 31 dy _
Jx ~~ Stt dy dx ~~ ’

]a quale, moltiplicando per o V
<Po dy (dove

la gd non ha — in generale — punti
si tiene conto che 
dopili all’ infinito) si
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riduce alla forma

f.dyl
dx ™ dx * ) 3y \3y ” °

3<p„ W /  n

Aggiungendo un termine divisibile p e r / ,  che si annulla 
sulla /  stessa, 1’ equazione precedente si può scrivere

^(fofi / )  =

fo fi f

?fo 2fi df
dx dx dx

dfj_ dl
djf 3 y 3 y

doppidella9Ì

=  0 ;

f i . t vengono segati

sopra f  dalla curva jacobiana della rete A<p0 +  |Acp1 +  v /=  -0. 
Questo risultato apparirà evidente a chi ricordi la defini
zione di codesta curva jacobiana (L. 3°, § 5), come luogo 
dei punti doppi delle curve della rete; poiché una curva del 
fascio Xcp0 — 0, che tocchi /  in un punto (semplice per/) P,
determina con /  un fascio contenente una curva che ha un 
punto doppio in P; e reciprocamente.

Per contare i punti che formano il gruppo jacobiano 
della gj^ si debbono togliere le intersezioni della /  con 
la J  che cadono in generale nei punti multipli della f ,  
nonché quelle che cadono negli eventuali punti base del 
fascio ^  +  1̂  =  0 , appartenenti ad /  e non figuranti come 
fissi nella gr*; ed in fine togliere anche le soluzioni all’ infi
nito della nostra equazione introdotte col procedimento che 
ha servito per scriverla.

Designarao con m l’ordine di f ,  e con i la molteplicità 
di un suo punto multiplo 0 , che prendiamo specialmente a 
considerare; è lecito supporre che cp0 ec■pi abbiano uno stesso 
ordine s e passino con una medesima molteplicità r per il 
punto 0 , e che sia 0 <  r < i ,  giacché — se fosse r  =  0 — si 
può aggiungere alle cp una parte fissa passante per 0 , e se r >  i 
si possono sostituire alle cp delle loro combinazioni lineari con/. 
Accenneremo in breve come possa condursi il calcolo che 
porta a trovare il numero dei punti doppi della nostra gln, 
espresso da 2n q- 2p — 2.

Anzitutto la curva J  è di ordine 2.9 m 2 , ma nei
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riguardi delle sue intersezioni con / — può essere sostituita 
dalla curva

Vi - fs J

■3?o ÌVi I I
dx dx , - dx

d_Vo _̂Vi 3/
dy dy dy

che si riduce di ordine 2s -+- m — 3, poiché — in forza del teo
rema di Eulero — si annulla identicamente il complesso dei 
termini di più alto grado, dato da un determinante del tipo

Vo.s Vi.»
m
s Tm

,« *fm
dx dx dx

&pi.»
dy dy dy

dove cp0lS, '-pi.se f m designano forme omogenee di ordine s 
ed m, rispettivamente.

La sostituzione della curva J m\, alla J> ha per effetto di 
scartare le intersezioni all’ infinito di /  con J, che non for
niscono in generale punti doppi della gK

Ora valutiamo le intersezioni di /  e di J  che vengono 
assorbite nel punto 0, ponendo 0 nell’ origine delle coordi- 
nate. Vediamo che J  passa, in generale, per 0 con la mol
teplicità

2 r  -p - i  — 2 ,

ma — nei riguardi delle intersezioni con /  — la curva J  può 
essere sostituita dalla

Vo Vi u

i f j ivi i l
dx dx dx

dVi dl
dy dy dy

(che non differisce dalla precedente per r =  i) : qui appare
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che il complesso dei termini di grado più basso, 2r - f - i— 2 , 
si annulla identicamente, e così le intersezioni di f  con J  
assorbite in 0 sono (in generale e almeno) :

i(2r -t- i 1), ,

risultando dunque che, per r <  i, la J  (passante 2r -f- i — 2 volte 
per 0) tocca i rami di / .

Infine se il fascio Xcp0 =  0 possiede un punto base
semplice in un punto non singolare di / ,  il punto risulta 
doppio per J, e così deve essere tolto due volte dall’insieme 
delle intersezioni di /  con J, per ottenere il gruppo jacobiano 
della gì che non lo contenga come fisso.

Con queste avvertenze si trova che: il gruppo jacobiano 
della gì è sezione ulteriore di /  con una curva d’ordine 
2s-h m — 3, la quale passa 2r -}- i — 2 volte jper ogni punto 
i-plo di / ,  ivi toccandone i rami, e tocca pure la /  nei punti 
semplici base per il fascio +  |XcpA =  0, che non appartengano 
come fissi alla gì- sicché il numero dei irunti suddetti vale

2n -1- 22) — 2 .

Tuttavia il computo precedente dà luogo ad alcune osser
vazioni critiche. Quando si è trovato (die un punto i-plo per /  
ed r-plo per le cp0 e y{, assorbe i(2r -1- i — 1) intersezioni di /  
con J , avremmo dovuto esaminare se — per avventura — 
la J, oltreché tangente, non resultasse osculatrice ai rami 
di / .  Ma semplici esempi permettono di escludere (die ciò 
avvenga in generale : così se cp0 e cpt sono due rette per 0, 
la jacobiana J  si riduce alla polare di 0 e passa i 1 volte 
per 0, toccando ma non?osc.ulando i rami di /. Accade invéce 
che la J  riesca osculatrice a un ramo di / , ove venga infini
tamente vicino ad 0 , sopra un ramo di / ,  un punto base del 
fascio, ovvero un punto del gruppo jacobiano (una cp del fascio 
osculando il ramo di /) . Si avvera il primo di questi due casi 
per tutti i rami di / ,  quando si parta da. un fascio di 9, per 
cui r  >  e si riduca r =  i per combinazione lineare con / .

Analogamente si dica per un punto base del fascio delle 9, 
che cada in un punto semplice di /  (il quale può sempre sup
porsi semplice per % e cpA): ivi saranno assorbite più di 2 in
tersezioni di J  con f ,  ove si abbiano punti base infinitamente

F . KNUIQUKS -  n r .
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vicini del fascio delle cp, ovvero una cp del fascio osculi / .  
Una analisi approfondita permette di riconoscere che queste 
sono le sole particolarità portanti eccezione al computo pre
cedente; di guisa clie? tenuto conto debitamente delle posi
zioni particolari che possono avere i punti del gruppo jaco- 
biano, e delle loro molteplicità per il gruppo stesso, si trova 
che questo consta sempre di 2n -f- 2p— 2 punti.

Il procedimento che conduce a defluire la serie jaco
biana | a, | covariante di una serie a, e quindi la serie in
variante

c =  | dj — 2a j =  I bj — 2b | ,

si lascia generalizzare nel seguente modo.
Si consideri entro la serie a, supposta di dimensione r >  2, 

una qualsiasi gl, e si cerchino i punti di questa che posseggono 
un punto triplo : P insieme dei punti tripli costituirà un 
gruppo G, covariante della gfr Si può provare che, al variare 
della gl entro la a (per r >  2), si ottengono sempre G equi
valenti fra loro. Basta fornire la prova per due g\ aventi a 
comune una gl e quindi contenute in una gr*. (Si pensi che 
dati due piani cc e ;3 di un Sr si possono sempre costruire 
due piani ausiliari y e 5 in guisa che le coppie ay, yò e o[3 
siano costituite di piani incidenti secondo una retta). Ora, 
come per il caso del gruppo jacobiano, si vede che:

1) le g'I contenute in una gr| e contenenti una mede
sima gl formano un fascio, sicché la serie dei relativi G è 
razionale;

2) la serie dei detti G è involutoria, perchè un punto 
della curva preso come triplo, appartenendo ad un gruppo 
della gl, determina una sola gl del nostro fascio, e quindi 
definisce un'unico G.

Avremo dunque che i gruppi di punti tripli G, appar
tenenti alle gl contenute in a, determineranno una serie cova
riante, che designeremo con j a.A |. La designazione analoga per 
la serie jacobiana — (die conviene adottare in quest’ordine di 
idee piu generale — porta aj =  a.2.

Alle nuove serie covarianti si estendono le considerazioni 
che ci hanno condotto alle relazioni fondamentali della serie 
jacobiana. A tale scopo si aggiunga ad una gf, contenuta
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ili \a \  un punto P ; e si ricerchino i punti tripli della g'fi+1 
col punto fisso P: si vede che occorre aggiungere ai punti 
tripli della g* il punto P, il quale figura effettivamente come 
triplo per il gruppo della g* { corrispondente al gruppo 
della g~n che ha in P un punto doppio.

Occorre valutare quante volte P  figuri nel gruppo cova
riante della e si trova che esso assorbe precisamente
3 punti tripli. La cosa appare chiara se la curva data è una 
curva d’ordine n +  1 dello S {iJ sulla quale la nostra g% venga 
segata dai piani per il punto P, giacché allora il piano oscu
latore in P  è limite di 3 piani osculatori alla curva condotti 
da un punto esterno. E a questo caso appunto ci si può ridurre 
con una trasformazione della curva, se la g*+1 =  g* -h P  è con
tenuta in una Ma l’ ipotesi che qui occorre può sempre
ritenersi vera, se non per la curva data, per una curva razio
nale osculatrice ad essa in P9 che è sempre lecito sostituire 
alla curva stessa, trattandosi della determinazione di .un ca
rattere differenziale.

Ora, sommando alla | a | un gruppo di punti appartenenti 
ad una serie b, troveremo la relazione fondamentale

I | ——- 1 '̂3 ~t~ o& j | 3a —H 3̂(5

dalla quale si ricava che la serie

\ as — 3a | ,

supposta esistente, non dipende dalla scelta della serie |<7>|,e 
riesce dunque una serie invariante sopra la curva. Ma non si 
tratta di una serie essenzialmente nuova, bensì di un multiplo, 
e precisamente del triplo, della serie canonica \c\ — \a2 — 2a |.

Per vederlo si consideri la g%t composta con le coppie dei 
gruppi di una gln contenuta in \a\: i punti tripli di questa 
serie composta si riducono ai punti del gruppo jacobiano 
della d}d, ciascuno dei quali costituisce effettivamente un 
punto quadruplo, equivalente a un certo numero, x, di punti 
tripli. Avremo pertanto

! (2a)., ' =  | xa* | .

Per valutare il numero x9 trattandosi di un carattere dif
ferenziale, potremo sostituire alla curva una parabola oscula-
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triee, e così saremo ricondotti al caso delle curve razionali,, 
o delle rette. Ma sopra una retta il numero dei punti doppi 
di una g-m si determina subito mediante la corrispondenza in 
cui ad un punto P, contato 2 volte, corrispondono gli m — 2 
punti del gruppo da esso definito; questa corrispondenza è 
[2w,— 4 ,’wi —2], ed lia quindi 3m — 6 punti di coincidenza,, 
che sono i punti tripli della gfti. D’altronde una g\ pos
siede 2n — 2 punti doppi, e quindi per il doppio della g]x i 
punti tripli sono ridotti a 2n — 2 pilliti quadrupli; così 
— facendo m — 2n — si trova

x(2n — 2) =  3(2 j«) — 6 , x =  3.

Ora, portando il valore x =  3 nella relazione trovata in
nanzi si conclude

e, poiché
I (2«)31 =  I 3a2 | , 

(2«)3 j =  | «3 •+- 3« | ,
segue 

e quindi
| a3 4- 3a | — | 3a2 |

«3 — 3a ! =  ! 3(a2 — 2a) \ =  | 3c\.

Questa conclusione trova riscontro nel fatto che, sopra una 
curva piana f ,  d’ordine n, dotata soltanto di nodi (g* segata 
dalle rette del piano), il gruppo dei flessi (che sono i punti 
tripli della serie) viene segato dalla curva h essi an a-, 7i, d’ or
dine 3h — 6, la quale passa doppiamente per i nodi di f  toc
cando ivi i rami della /  stessa. Infatti se dai sistema lineare 
delle curve d’ordine 3n — 6 aventi un tale comportamento 
nei punti doppi di / ,  si tolgono tre rette, si lia un sistema 
residuo di curve d’ ordine 3(n — 3), che passano ancora dop
piamente per i nodi di /  toccando ivi i rami della curva, e 
però — ai fini delle intersezioni con f  — possono ritenersi 
come passanti triplamente per i punti doppi di / :  la serie 
determinata da tali curve su /  è evidentemente il triplo 
della serie canonica, determinata dalle curve aggiunte d’ or
dine n — 3.

Le considerazioni che precedono possono essere genera
lizzate passo per passo: ci limitiamo ad enunciare il risultato 
di questa, generalizzazione.

Sopra una curva, di un -qualsiasi genere \)9 si abbia una 
serie lai di un certo ordine n e di dimensione h > r  — 1
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{r >  1) : per ogni gJ’-1 contenuta nella | a | si avrà un certo 
numero di punti r-pli (cioè punti che sono r-pli per un 
gruppo della g'_1) formanti un gruppo 6r, e — al variare 
della g^f1 entro \ a\ — si otterranno G equivalenti, contenuti 
in una serie lineare che designeremo con |cer |. Sommando 
alla | a ! un’ altra serie analoga \ b\ si trova la relazione fon
damentale

! (a H- l))r | -= ! ar +  ri) | =  | l)r ra | , 

e — 'nell’ ipotesi p >  0 — la serie

Iar — ra\ •

risulta invariante, coincidendo con un multiplo della serie cano
nica |c j; precisamente :

Tenuto conto dell’ordine delle serie che compaiono nella 
precedente relazione, si ottiene la formula nota che dà il nu
mero dei punti r-pli di una gr~x sopra una curva di genere p

N r =  nr 4-  ̂- -  (2p — 2) .
ovvero

N r =  r[n -H (r — l)(p — 1)].

Questa formula, che rientra in altre più generali del 
D e - J o n q u j è r e s  e del O a y l e y ,  trovasi stabilita in forma pro
iettiva (numero degli iperpiani stazionari iperoscnlatori ad una 
curva dello Sr__A) dal V e r o n e s e  nel 1881 (l), e poi da Oastel- 
n u o v o  e da S egre nelle loro esposizioni fondamentali della geo
metria sopra una curva (2). La nostra dimostrazione aggiunge 
alla formula P interpretazione del suo significato funzionale (3).

Nota. Nell’ uso della formula precedente importa tener 
conto della molteplicità con cui un punto P  può figurare nel 
gruppo G dei punti r-pli di una Le circostanze elemen
tari da cui quésta molteplicità trae origine sono :

(1) Matli. Ann., Bd. 19, pag. 201.
(2) Castelnuovo. « Ricerche di Geometria sulle curve algebriche », 

n. 7 (Atti dell’Acc. di Torino, 1889); Segue, «Introduzione alla Geometria 
sopra gli enti algebrici », n. 42 (Annali di Matematica, 1894).

(3) Enriques. Rendic. dell’Acc. dei Lincei, 1919.
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1) che P  anziché r-plo sia (r +  .v)-plo per un grippo 
della g*-1;

2) che impaniendo ai gruppi della g*-1 di contenere P  
con una certa molteplicità i, si trovino condizioni non indi- 
pendenti, avendosi dunque una serie residua gn- n di dimen
sione superiore ad r — li — 1 ; in x>articolare rientra qui il caso 
in cui P  sia punto Osso per la <̂_t, ed anche il caso in cui P  
dia luogo ad una coppia di juin ti infinitamente vicini neutra 
per una (f^1 (cuspide della curva immagine Cr~l)..

Si può dimostrare che un punto (r +  s)-plo della ÿj’-1, ove 
non intervenga la complicazione 2), assorie s - h i  punti r-pli.

La cosa si mette in evidenza come segue. La condizione 
X)erchè un x sia r-x>lo \>ev iml1 9h~Li s* può scrivere
impionendo ad x di essere un polito doppio per hi re
sidua del punto x contato r — 2 volte, la quale — per ii>o- 
tesi — non ha il punto x come fisso: appare quindi che il 
punto x assorbe tanti x>uuti -r-pii della cf^1 quanti sono i 
punti doppi della anzidetta che vengono a cadere
in x, cioè precisamente s -}-1 xiunti r-x>li se si ha in or 
un punto (s ~h 2)-x>lo della (cfr. L. 2°, § 5, voi. 1T
pag. 178).

Si noti che il resultato precedente, applicato ai x>urifcì: 
tripli di una g~, piorge in nuovo modo la moltepdicità (i — 2) 
di un flesso di una curva piiana in cui la tangente abbia un 
contatto /-punto (cfr. L. 2°, § 20, vol. I, piag. 266; e special
mente L. 3°, § 7, vol. II, piag. 51). Inoltre il ragionamento 
precedente i)ermette di giustificare da un punto di vista 
superiore il modo di comportarsi della liessiana nei punti- 
doppi o multipli di una curva piiana / , ritrovando e coni- 
X)letando alcuni risultati stabiliti — coi calcoli diretti — nel 
L. 3°, § 16 (cfr. anche L. 2°, § 20).

Se la f ,  d’ordine n e genere p, possiede soltanto singola
rità con rami lineari, il numero dei suoi flessi vale

i — 3(n -}- 2p — 2) ;

naturalmente qualcuno di questi flessi piuò sovrapporsi ad un 
liunto singolare, quando si abbia un ramo con tangente tri
punta. Il numero dei flessi diminuisce di 2 quando due rami 
lineari, uscenti da un nodo, si fondano in un ramo cuspidale 
del second’ordine; più in generale il numero dei flessi dimi-
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unisce di 2v — 2, ove v rami lineari, uscenti da un punto sin
golare, si fondano in un ramo cuspidale ordinario d’ordine v. 
Infatti si ha allora un gruppo di v punti neutro per la gfv segata 
dalle rette, e il metodo precedente prova che un tal punto, P, 
assorbe 2v — 2 (punti del gruppo jacobiano della g^^ residua, 
per la quale riunisce in se v —- 1 punti fissile quindi 2v — 2) 
ixunti tripli della g*.

Aggiungasi che lo stesso metodo permette anche di rico
noscere che il numero dei flessi della curva piana di ordine n 
e di genere p diminuisce di

2v — 2 d- [jl — 1

quando v rami lineari si fondano in un ramo cuspidale stra
ordinario, di ordine v e di classe [x> l, il genere p restando 
invariato. In questo caso il punto P, oltre a contare per v -- 1 
punti fissi della g '^  — g* — P, figura anche nel gruppo jaco
biano della residua, e precisamente [x ■— 1 volte.

Ora è interessante vedere come il procedimento adope
rato si estenda e conduca ad una formula generale.

Se il punto P  fa parte di un gruppo di v punti infini
tamente vicini, neutro per una ÿj*-1, la g’n =  g f 1 — P 
avrà v — 1 punti fissi (riducendosi — fuori di questi — ad 
una tfnlv) e Pei‘ tal motivo si assorbono in P  ( r — l)(v— 1) 
punti (r —l)-p!i della ed altrettanti punti r-pli della g*-1.
Ma può accadere che il punto P, contato |xA volte, dia luogo ad 
un gruppo di ;> 1 punti infinitamente vicini, che sia neutro 
per 1’anzidetto gr̂ fy residua: allora P  assorbe ( r — 2)(|xd — 1) 
punti ( r —.l)-pli di codesta e di tanto si accresce la
molteplicità di P nel gruppo G dei punti r-pli della data gr~l.

Successivamente può accadere che P, contato |x2 volte, 
dia luogo ad un gruppo di jx2 punti infinitamente vicini che 
sia neutro per la g1̂ , ^  , residua di (v4-[aa)P, ecc.

Queste considerazioni guidano al resultato generale che 
enunciamo, senz’altro, in forma proiettiva.

Una curva, d’ordine n e genere p, dello spazio Sr_ 1 possiede 
un gruppo G di

r(n d- 2p  — 2)

punti di flesso o (V ondulazione, in cui V iperpiano osculatore 
ha un contatto r-punto: un punto singolare origine d’ un
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ramo (V ordine v e di classi (l) [ji1 , [i2, .... |xr_ 3 assorbe

(r — l)(v  — 1) (r — 2)((i1 —  1) (v —  3)( |x2 — 1 ) +  ... -t- 2 — 1

punti d e l  G.

I l  t e o r e m a  d ’ i n v a r i a n z a  d e l l a  s e r i e  c a n o n i c a  | c | =  | g2p—z I s i  
l a s c i a  g e n e r a l i z z a r e  q u a n d o  si  c o n s i d e r i n o ,  in  l u o g o  d e l l e  t r a 
s f o r m a z i o n i  f r a z i o n a l i  d e l l e  c u r v e ,  t r a s f o r m a z i o n i  s e m p l i c e -  
m e n t e  r a z i o n a l i  n o n  u n i v o c a m e n t e  i n v e r t i b i l i ,  c i o è  c o r r i s p o n 
d e n z e  [1, a ] ,  in  c u i  a i  p u n t i  d i u n a  c u r v a  C (d i  g e n e r e  n >  0)  
r i s p o n d a n o  i g r u p p i  d i u n a  i n v o l u z i o n e  i r r a z i o n a l e  y^, d o t a t a  
d ’ u n  c e r t o  n u m e r o  8 d i  c o i n c i d e n z e :  Se fra  due curve G e E  
intercede una corrispondenza [1, a], la serie trasformata della 
serie canonica di C, sommata al gruppo dei punti di coinci
denza su K, appartiene alla serie canonica di K.

Q u e s t a  g e n e r a l i z z a z i o n e  è  i m m e d i a t a  in  r a p p o r t o  a l  n o s t r o  
m o d o  di d e f i n i r e  la  s e r i e  c a n o n i c a .  I n f a t t i  ad  u n a  gvm p r e s a  
s u  O r i s p o n d e  s o p r a  K u n a  (fmn e l l e  h a  c o m e  p u n t i  d o p p i :  
g l i  nd p u n t i  c o r r i s p o n d e n t i  a i  d p u n t i  d e l l a  g]n1 e  i 8 p u n t i  
d i  c o i n c i d e n z a  d e l l a  c o r r i s p o n d e n z a  [1 , a ] .  P e r t a n t o ,  s e  s i  
d e s i g n a  c o n  | a | l a  s e r i e  c o m p l e t a  d e t e r m i n a t a  d a l l a  p r e 
d e t t a  g]n s u  C, c o n  | a} ! la  s u a  j a c o b i a n a ,  c o n  | a j  e  | (V^)' | l e  
s e r i e  c o m p l e t e  o m o l o g h e  a p p a r t e n e n t i  a  K , e  c o n  | le | la  s e r i e  
c o m p l e t a  d e t e r m i n a t a  s u  q u e s t a  c u r v a  d a l  g r u p p o  d e l l e  8 c o i n 
c i d e n z e ,  a v r e m o

i (aj) -\-lc\ =  \(a )j | ,  

e  q u in d i ,  e s s e n d o  | (a:j — a)' | =  | (<%)' — a | ,

| (a )j — « ' |  =  | (dj — a )  4 -  le \ .

T u t t a v i a  il  t e o r e m a  di t r a s f o r m a z i o n e  d e l l e  s e r i e  c a n o 
n i c h e  n e l l e  c o r r i s p o n d e n z e  1] è  s t a t o  o t t e n u t o  p r i m a  c h e   ̂
s i  p e r v e n i s s e  a l l a  s e m p l i c e  d e f i n i z i o n e  d i  q u e s t e  s e r i e  c h e  q u i  

v i e n e  a d o p e r a t a :  v i  è  g i u n t o  (1 8 0 1 )  p e r  v i a  t r a s c e n d e n t e  
P a u l  P a i n l e y é , n e l l a  s u a  m e m o r i a  s u l l e  e q u a z i o n i  d i f f e r e n 
z ia l i  d e g l i  « A n n a l e s  d e  1’ E c o l e  N o r m a l e  » ( d o v e ,  i n v e r o ,  l ’e n u n 
c i a t o  è  i n e s a t t o  e s s e n d o  o m e s s a  la  c o n s i d e r a z i o n e  d e i  8 p u n t i  
d i  c o i n c i d e n z a ) ,  e  d ’ a l t r a  p a r t e  n e  h a  p o r t o  u n a  d i m o s t r a 

t i  Cfr. L. 5°, § 32, vol. II, pag. 567, 575.
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zioue geometrica il C a s t e l n u o v o , in una sua Nota inserita 
nei Rendiconti dell’Accademia dei Lincei, lo stesso anno 1891. 
Però già innanzi si conosceva la formula numerica di cui il 
detto teorema esprime il significato funzionale:

* n(2k — 2) +  S =  2p — 2. ‘

Infatti, fino dal 1871, lo Z e u t h e n  (*) dette la formula più 
generale che lega i caratteri di due curve, C e K, in corri
spondenza [m, n] :

n(2n — 2) -+- 8 =  m(2p — 2) +  d ,

d o v e  s i  d e s i g n a n o  a n c o r a  c o n  n e  p i d u e  g e n e r i ,  e  c o n  5 e r f  
i n u m e r i  d e i  p u n t i  d i  c o i n c i d e n z a  d e l l e  s e r i e  ( n o n  p i ù  in  v o l u 
t o n e )  di g r u p p i  d i  p u n t i  c h e  r i s p o n d o n o  —  r i s p e t t i v a m e n t e  
s u  K  e  C —  a i p u n t i  d e l l ’ a l t r a  c u r v a .

D ’ al t r o n d e  la  f o r m u l a  g e n e r a l e  d i  Z e u t h e n  s i  d e d u c e  
i m m e d i a t a m e n t e  d a l  s u o  c a s o  p a r t i c o l a r e  m — 1 ,  c o l  m e t o d o  
i n d i c a t o  d a l  S e g u e :  s i  c o s t r u i s c a  la  c u r v a  a u s i l i a r ia  L  c h e  è  
i m m a g i n e  d e l l a  c o r r i s p o n d e n z a  [ m ,  n ]  p o s t a  f r a  O -e  K , p e r  
m o d o  c h e  a d  u n  p u n t o  d i  L  r i s p o n d a  una c o p p i a  d i  p u n t i  
o m o l o g h i  s u  C e  K; f r a  C e d  L e  f r a  E  e d  L  i n t e r c e d e r a n n o  
o r a  d u e  c o r r i s p o n d e n z e

[1 ,  n] e  [1 , m ] ,

dotate rispettivaménte di 8 e d punti di coincidenza; così 
— designando con P  il genere di L — si troverà

n(2n — 2) +  5 =  2P — 2 , ,
m(2]> — 2) d =  2 P — 2,

o n d e  s e g u e  la  f o r m u l a  d i  Z e u t h e n .
Dalle considerazioni precedenti si può anche dedurre il 

significato funzionale di questa formula che, appunto per le 
corrispondenze [vi, n], fu esplicitamente rilevato da Sevbjri, 
in ima Nota dell’Istituto Lombardo del 1903.

10. Numero dei gruppi di r -t- 1 punti comuni a una g’n e 
a una gjn. — Per la trattazione della geometria sopra una

(l) Mafch. Ann. 3.
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curva che svolgiamo in questo capitolo, è essenziale la cono- 
scenza di una formula che dà il numero dei gruppi di r +  1 
punti comuni ad un Gn di una grn e ad un Gm di una g)n: dalla 
qual formula si deduce un criterio perchè una serie sia con
tenuta in un’altra (').

La formula in questione viene fornita, nel modo più sem
plice, da una considerazione di serie covarianti analoga a 
quella del § 8 (e t)) , che ne porge anche il significato funzio
nale; ma, rimandando per questo alla Nota che chiude il para
grafo, ci limiteremo qui allo scopo numerafcivo, che solo inte
ressa per i successivi sviluppi della teoria.

Rileviamo anzitutto che il numero delle coppie comuni ad 
una e ad una g'm sopra una curva di genere p, vale

=  (n — ì)(m -  l) — p.

Questa formula può venire giustificata elementarmente, in base 
al p r i n c i p i o  dì corrispondenza di C h a s l e s , come segue:

Sì considerino i gruppi della gl come elementi di una 
forma di prima specie, e si facciano corrispondere quei gruppi 
die contengono due punti di uno stesso Gm della ĝ n: nasce 
così, fra gli elementi della forma suddetta, una corrispon
denza [n(m — 1), — lì], che ha 2n(m — 1) coincidenze.
Ora queste coincidenze sono date dai d — 2»? -f- 2p— 2 punti 
doppi della e dalle X L coppie comuni alla gl e alla 
ciascuna contata due volte. Si trova pertanto

Wì — n\m, — 1) — ^ =  q* — 1 )(m — 1) —p.

Questa dimostrazione, che traduce in maniera astratta il 
calcolo della classe dì una curva dato da Zeüthen eoi prin
cipio di corrispondenza (cfr. L. 2 , § 19, vol. I, pag. 257), 
appartiene a Seorb, 1894 f  h

Ora ricerchiamo il numero dei gruppi Gr+t formati da 
r  + 1 punti comuni ad una' gl e ad una ? ammettendo elié 
questo numero Nr sìa — sopra la curva data di g e n e r e  p —

P) U applications a oui sì alluda- noi tosto è la. dimostrazione del 
teorema. di Rìemann^Rogii . (§ II); un* altra applieanone, relati va. ad un 
etilerio nani arativo poirite una sorte non in volo torio sìa contenuta in
nana. sorte linear** dolio si-osso ordino, s*incontrerà noi $ 42.

PJ 1 otrodnriono...., f, 8, n.
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funzione dei soli caratteri r, n, ni, e non dei parametri da 
cui posson dipendere le serie ■ g* e gxn9 scrivendo dunque

Nr =  F{r, n, m):

!’ ipotesi qui introdotta risulterà giustificata ammettendosi 
soltanto cfie il numero dei Gr+L non varia al variare della g* 
entro una serie lineare più ampia che'la contenga (principio 
della conservazione del numero).

Sommiamo alla serie grn un punto fisso generico, P, e 
cerchiamo il numero dei Grr+1 comuni alla g^ ± =  g*n q- P  e 
alla gxn. È chiaro che questi gruppi sono: o Gr _̂i comuni 
alla gxm e alla ovvero Gr+i contenenti il punto P; questi 
ultimi si ottengono considerando il Gm di gxn che contiene P, 
ed unendo a P  altri r punti qualunque del Gm, i quali appar
tengono sempre ad tin gruppo della grn\ si ha così la relazione

F(r, n - h l ,  m) =  F(r, n, m) +  ^ n ^ 1 j ,
e quindi

F(r, n -f  li, m) — F(r, n , m) -f- li ^

Ora è facile calcolare F  per li =  ( r — ì)n , riferendosi 
ad una serie g*n =  rgx composta con r gruppi di una gx. Alla 
considerazione di questa particolare serie si giunge partendo 
dalla nostra#’’, qualora si sommi ad essa r —1 dei suoi gruppi: 
la serie grrn così ottenuta, resa completa, è la serie r-pla 
della | gn | , e contiene entro di sè una grrn1 composta coi 
gruppi della gx presi ad r ad r, alla quale possiamo riferirci 
per il calcolo di F(r, rn, m). Per calcolare questo valore di 
F(r, rn, m) relativo alla nominata grrn =  rg^, basta conside
rare le coppie comuni alla gx e alla gfn, giacché ognuna di 
queste coppie, presa insieme con altri r — 1 punti del Gm che 
la contiene, dà luogo ad un Gr+L comune alla g xt e alla g[n, e 
così si ottengono tutti i (?r+1 cercati. Si trova pertanto

F(r, rn , m) =  N, Z  i  ) =  | — Z  f)‘

Di qui, richiamando la formula precedente in cui si 
faccia h =  (r — 1)» ed eseguendo le semplificazioni, si deduce
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che il numero dei gruppi di r -i- 1 punti comuni ad una grn e 
ad una a1 vale :& m ,

Nr =  F(r, » ,  m) =  ~ 1j(n — r) —

Questo resultato — ammessa 1’ espressione di Nr in fun
zione di r, n e m — si ottiene anche a priori dalla prece-̂  
dente espressione di

F(r, rn , m),
mutando n in -.r

Aggiungiamo che il numero Nr dato dalla formula pre
cedente non può mai diventar negativo se la g* non possiede 
infiniti érr+i comuni con la g1 : ciò appare dalla stessa via che 
abbiamo seguita per il calcolo della funzione F(r, n 1 , m) 
per F{r, n, m); poiché, se non vi sono dei gruppi comuni 
alla' ql e alla q1 si trovai/ n m

F{r, JH -1, =  r
e q u i n d i

F(r, n , m) =  0.

Osservazione. La formula data innanzi si estende al caso 
in cui si ricerchino i gruppi 6rr+1 comuni ad una grn e ad una 
involuzione irrazionale y^, ovvero anche ad una serie sm>i di 
gruppi di m punti d’ indice i >  1 (cioè tale che ogni punto 
della curva appartenga ad i gruppi della serie) (*).

Anzitutto il metodo d i S e g u e  porge il numero delle 
coppie comuni alla detta serie e ad una g]ìì/} giacché — desi
gnando ancora con d i l  numero d e i  punti doppi della serie — 
si trova analogamente

N l =  ni(m — 1) — - .
• z

Nel caso (i =  1) in cui si tratti di un’ involuzione y^, il 
numero d si esprime con la formula di Z eutpien  per mezzo 
del genere n della involuzione stessa, avendosi

2p — 2 =  m(2tu — 2) -|- d

(A) Seghe, 1. e, $ 13, n. 50, rileva ‘che una tale serie, per * >  I , può 
sempie ritenersi come una involuzione sopra una curva multipla. v
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da cui
N l =  (n — l)(m — 1) — (p — mn).

È ora chiaro che anche la formula generale per Nr, si 
estende senz’altro al caso in cui si confronti una ed una 
serie sl)lti d’ordine m e d’indice i > l ,  razionale o irrazionale, 
dotata di d punti doppi; il numero dei gruppi di r  +  1 punti 
comuni alla grn e alla serie srìlìi, vale

« - ì i C -
d/m — 2\
2 r -  i r

nel caso i =  l ,  in cui la s sia un’ involuzione, introducendo 
il suo genere n

Anche qui N r > 0  se non vi sono infiniti 6?,^  comuni 
alla grn e alla smti.

Notizia storica. La formula fondamentale che dà il nu
mero dei gruppi di r 4- 1 punti comuni a una#' e ad un’invo
luzione (o serie) razionale o no, appartiene allo Schubert e 
trovasi esposta da -Segre nella Nota « Sulle varietà alge
briche composte di una serie semplicemente infinita di spazi » 
pubblicata nei Rendiconti dell’Accademia dei Lincei (ottobre 
1887), e quindi nel § 13 della citata « Introduzione... » (Annali 
di Matematica 1894).'OastelnuoVo (per il caso di una involu
zione razionale la ritrova per altra via nelle sue « Ricerche 
di Geometria sulle curve algebriche » (Atti dell’Accademia di 
Torino, 1889). Una dimostrazione più semplice (basata sul prin
cipio di corrispondenza sopra le curve) viene porta quindi da 
Severi nel § G9 delle sue « Lezioni di Geometria algebrica » 
(1908) come accenneremo più,tardi (§ 42). La dimostrazione 
qui svolta è stata data da Enriques nella 'Nota « Questioni 
numerative e loro significato nella Geometria sopra una curva 
algebrica » (Accademia dei Lincei, 1° giugno 1919).

Castelnuovo ha esteso il resultato di cui sopra, ri cer
eali do il nùmero dei gruppi di r +  s punti comuni ad 
una gu e a una g*m (Rendiconti del Circolo matematico di 
Palermo del 1889); questa ricerca si basa sul principio di 
degenerazione delle curve, cui accenneremo più avanti (§ 35).
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Nota. A complemento delle cose dette innanzi, vogliamo 
esaminare in breve il significato funzionale della formula 
numerativa sopra stabilita, riferendoci particolarmente al 
caso delle coppie di punti comuni ad una gx e ad una gxn. E 
chiaro che il gruppo T di queste coppie è covariante simul
taneo delle gx e g]n suddette, ma importa dimostrare che 
« variando la gxn e la gxm entro le rispettive serie complete, 
il T varia entro una serie lineare (che può rendersi pure 
completa) la quale sarà covariante della \gn \ e della \gm \ ». 
A tale scopo giova dimostrare il seguente

Teorema (l). Sopra una curva algebrica, una serie razio
nale oc* di gruppi di q punti, di indice i > l ,  è sempre con
tenuta. in una serie lineare di dimensione r >  1.

Sopra la curva /  sì abbia una serie razionale co1 di 
gruppi Gq di # > 1  punti, di un certo indice i >  1. E sup
poniamo dapprima che gli i gruppi della serie definiti da 
un punto generico della f ,  non abbiano comuni altri punti 
variabili con esso, cioè che la data serie sia semplice.

Gli elementi Gq della nostra serie razionale possono rife
rirsi biunivocamente ai punti di una curva O (razionale nor
male) d’ordine i appartenente a un St : allora ad un punto 
di /  rispondono i punti di C, e quindi un iperpiano, di
cui essi sono sezioni. Al variare del punto della /  si ha così 
in Si una serie oo1 di iperpiani, corrispondenti biunivocamente 
ai punti della f  stessa; per un punto della C passai) q iper
piani della serie, corrispondenti ai q punti del Gq omologo. 
Si può dire che la serie degli iperpiani considerata sia di 
classe q, cioè che per ogni inulto di S{, anche fuori di C. 
passino q iperpiani di essa? La risposta affermativa alla pre
cedente questione vien data da una, considerazione già ado
perata in problemi analoghi dal Suore. Se la classe della 
serie di iperpiani fosse q >  q , un punto per cui passino 
meno che q iperpiani della serie dovrebbe appartenere alla 
varietà inviluppo della serie stessa, e quindi a tale varietà 
dovrebbe appartenere anche la curva G\ ma allora, per una 
nota proprietà degli inviluppi, ogni iperpiano della serie 
risulterebbe tangente alla C, e quindi non la segherebbe più 
in i punti distinti, contro il supposto.

Ora, operando in Si una trasformazione reciproca, agli

(*) Enriques. Rendic. del Circolo ìnaleirmt ioo di Palermo, 25 agosto 1895.
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iperpiani della nostra serie corrisponderanno i punti di una 
curva f  d’ ordine q, in corrispondenza biunivoca con la f ,  e 
ai punti di G gli iperpiani di una serie di classe i, seganti 
sulla f  i gruppi di punti trasformati dei Ga: appare per
tanto che la serie razionale oo1 dei Gq è contenuta nella 
serie lineare segata sopra la / '  dagli iperpiani di la qual 
serie lineare avrà una dimensione r < i ,  designando con r 
la dimensione dello spazio Sr — contenuto in — cui 
appartiene la nostra / '.

Supponiamo ora, ciò che dapprima avevamo escluso, che 
sulla /  la serie dei Gq non sia semplice, cioè che i Gg deter
minati da un punto generico abbiano comune, oltre quel punto, 
altri v — 1 (v >  1) punti variabili con esso; allora la serie 
risulta composta mediante i gruppi di una involuzione y*, e 
— considerando gli elementi (gruppi) di questa come i punti 
di una curva — si può ancóra applicare il ragionamento pre
cedente: si deduce ugualmente che (sulla curva involuzione 
e perciò) sulla /  la serie dei GCJ è contenuta in una serie 
lineare che — in questo caso — è composta coi gruppi 
della vi* Pertanto il teorema viene stabilito senza eccezione.

Ritorniamo ora alla considerazione del gruppo T =  Çgjt • g ^  
costituito dalle coppie comuni ad una g\ e ad una g\x. Il teo
rema sopra stabilito permette di riconoscere che il T varia in 
una serie lineare quando la g  ̂ (o la gfy vari in una serie li
neare dello stesso ordine che la contiene, poiché tutti i T ana
loghi risultano equivalenti : infatti se si fa variare la g^ in un 
fascio entro una q2, si ottiene una serie razionale oo1 di ̂n ■
gruppi T.

Ciò posto, essendo date due serie | gn | e | gm | resta defi
nita una serie lineare covariante, che possiamo designare con

I (ffn * ffm) 11

contenente tutti i gruppi (g\ • g]^. Cerchiamo come varia il 
gruppo (g ^  gfy quando alla 9\ si aggiunga un punto fisso P. 
Si vede che il è formato dalle coppie comuni
alla g\ e alla <7̂ , nonché dalle coppie costituite dal punto P  
preso insieme con uno degli m — 1 punti del gruppo Gm 
della g1 che contiene P :, J m

(pi = (9i ■ glm) + Gm-4- (m — 2) P ;
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dimodoché, passando dai gruppi alle serie complete da essi 
definite, si avrà :

| (gn -+- P  • gm) | =  | (gn • gm) -+- gm -1- (in — 2) P |.

Ora, se in luogo di un punto P  si somma alla serie gn un 
gruppo 6rn/ di ri punti, ovvero una serie gn/ elle lo contiene, 
e similmente si somma alla gm un gruppo di m punti, 
ovvero una serie gm/ che lo contiene, si trova :

! (ff.n +gn ' • ffm -+~9m') I =  | (ffn * 9m) -4- n'gm 4- m'gn -f - (mi — 2)p„/4- 
4- (n — 2)gm/ 4- n'gm, 4- m'gn, | .

Scambiando gn con gn, e gm con gm/9 e uguagliando le 
due espressioni del secondo membro, col togliere i termini 
comuni, si ottiene la relazione fondamentale,

I (9n • gm) 4- (Mi' -  2)gn, 4-- (ri — 2)gm, | =
=  | (9n' • 9m') 4- (Mi — 2)gn -b (n — 2)gm [.

Di qui si ricava V invarianza della serie

| ! (m — 2)gn 4- (n — 2)gm { — (^n. • 0W) ! =  | e |,

che si riconosce avere un senso per p > 0 , ed essere la serie 
canonica | o | =  | g2p—2 j ; e così viene rilevato il significato fu n 
zionale della formula che dà il numero delle coppie comuni a 
una al e a una q1 :n m

=  s j (« — 2)m -f- (in — 2)n — (2p — 2) j =  (n — 1 )(in — 1) —p.
jU { ■ J

Per verificare che la | c | costruita innanzi è effettiva
mente la serie canonica, si riferiscano in modo proiettivo i 
gruppi di uua g* e di una glm rispettivamente a due fasci di 
raggi A e B, in un dato piano; la curva /  si trasformerà in 
una curva f n+m cl’ ordine n -f- in passante per A con la mol
teplicità m e per B  con la molteplicità n, ed avente inoltre 
un certo numero iV, di punti doppi, corrispóndenti alle coppie 
comuni alla gd e alla g)n (*).

O Si ha del resto

-jq- _(a -f- m — 1 )(n +  m — 2) m(m - -  1) n(n — 1)
-P-i 2 2
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Ma sulla f )l+m si ottengono gruppi della serie

| (ili 2)gn H- {il 2)£/m |

segando mediante curve cp d’ordine n -f-m  — 3 passanti per A 
con la molteplicità m — 1 e per B con la molteplicità n —1 
(tra queste curve si trovano quelle composte della retta AB, 
e di m — 2 rette per A ed n — 2 rette per B); imponendo 
alle cp di passare per i d punti doppi di / n+m, si stacca dalla 
serie segata dalle cp il gruppo delle coppie comuni - <7̂ ), e 
così appare che la serie residua è precisamente la serie 
canonica.

In particolare, prendendo due serie g* di una mede
sima g*, sopra una /  di genere 2> >  0 , riesce dimostrata l’in
varianza della serie costruita togliendo dal multiplo (n — 3)gfi il 
gruppo delle coppie neutre (presentanti una sola condizione ai 
Gn della g* che debbano contenerle), la quale — sopra una /  
piana d’ordine n — viene segata dalle curve aggiunte d’or
dine n — 3; onde si ottiene la dimostrazione diretta dell9 in
varianza della serie canonica segata da queste curve aggiunte (l). 
Il passaggio sopra indicato, dal caso di una g\ e una glm qua
lunque al caso di due <7* appartenenti ad una g*9 non offre 
difficoltà, quando si ricordi che le due g\ hanno ora a comune 
un gruppo Gn che contato n — 1 volte figura — insieme alle 
coppie neutre — nel gruppo delle coppie comuni alle 
due g]x\ infatti si ha

| 2(n — 2)gn — {gn • gn) \ — \ c | ,

e, togliendo (a — 1) volte il gruppo Gn tanto da 2(n — 2)gn 
come dalla serie | (gn • gn) |, si dedurrà l’espressione della serie 
canonica come differenza di | (n — 3)gn | e della serie definita 
dai gruppi delle coppie neutre delle g* contenute in \gn \- 

È appena necessario avvertire che se la g\ possiede un
gruppo neutro di % >  2 punti, questo equivale a ^  ^  coppie
neutre, figurando i — 1 volte nel gruppo di tali coppie, così 
come un gruppo di i punti comuni ad una g^ e ad una g\a

. . .  , i(i — 1)equivale ad -—- coppie comuni.

(l) Enriques. Lincei, 3919, 1. c.

F. KNR1QUES -  III. 6
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11. Dimensione delle serie lineari: teorema di Iiiemann-
Rocli. — Nella geometria sopra mia curva, di genere p, ha fon
damentale importanza il problema di valutare la dimensione 
di una serie g* completa (problema già risoluto per p =  0, 
nel § 7) o — sotto 1’ aspetto proiettivo — di determinare la 
curva normale da cui una data può dedursi come proiezione.

Come già vedemmo nel § 7, la semplice considerazione 
delle curve aggiunte ad una curva piana f, permette di 
riconoscere

1) che per ogni serie completa grn si ha

2) che — nell’ ipotesi p >  1 — -almeno per la serie 
canonica, e quindi per le g’n complete in essa contenute (che 
se ne deducono staccando dei punti) .si ha

A priori si può supporre che sopra una curva di ge
nere p esistano g'n complete per cui r — n — p ed altre per 
qui r > n  —p: queste ultime verranno denominate serie spe
ciali, e tale denominazione verrà giustificata più avanti, dove 
riconosceremo che le serie speciali sono tutte contenute nella 
serie canonica. A questo resultato perverremo applicando il 
criterio di contenenza di una serie in un’altra che viene for
nito dalla formula numerativa del precedente paragrafo, dedu
cendone in primo luogo che la serie canonica è veramente' 
una g%~J:0 di dimensione p — l e  non di dimensione maggiore, 
ed in secondo luogo assegnando il significato della differenza 
i =  r — (n — p) detta indice di specialità: ciò che costituisce 
il celebre teorema di liiemann-liocìi. Di qui seguirà anche 1’ in
tegrità delle serie segate sopra una curva piana dalle curve 
aggiunte, ecc.

Prendiamo le mosse dalla formula che dà il numero dei 
gruppi, 6?r+i, d ir  +  1 punti cornimi ad una grn ed a una glm ap
partenenti ad una curva di genere p:

Abbiamo già osservato che questa espressione non può 
diventare negativa se la g]n non ha infiniti 6rr+1 comuni

r >  n — p ;

r >  u — p .
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con la g’n. Vediamo ora che effettivamente si trova Nr <  0 
ove sia

1>>
m — 1

r {n — r) ;

si lia di qui un risultato positivo che possiamo enunciare 
come segue :

« Se sopra una curva di genere p sono date due serie 
lineari g'n e glm1 i cui caratteri soddisfano alla disuguaglianza

m — 1 , v ^----:— (m. — r)< -2>,

le due serie lineari hanno infiniti Gŷ l a comune ».
Questa proposizione costituisce un primo lemma fonda

mentale da cui si deducono successivamente le seguenti pro
posizioni, che si conchiudono col teorema di Riemann-Roeh. 

Anzitutto dal nostro lemma fondamentale segue che:
Se sopra una curva di genere p sono date una serie spe

ciale ed una glm per cui

n — r <CP, vi — 2 <  r, ’

la g)a è contenuta nella e precisamente ogni gruppo Gm 
della glt)i appartiene ad almeno r — m-t-2  gruppi della gr.

Sommiamo infatti alla g]n r  — m -4-1  punti fissi, scelti 
arbitrariamente sopra la curva: avremo allora una e 
poiché sussiste la diseguaglianza

(r +  1) — 1 
r (n — r ) < p .

si deduce che la gd+1 ha infiniti comuni con la g'n, e però
è contenuta nella grn. Da ciò segue che ogni gruppo Gm 
della g]n appartiene ad almeno un gruppo della ^  soddisfa
cente altresì alla condizione di contenere r  — vi 1 punti' 
arbitrari, cioè che il Gm appartiene ad almeno r — wi +  2 
gruppi indipendenti della gr.

Piu in generale si ha :
Se sopra una curva di genere p, sono date una serie spe

ciale grn ed un’ altra serie gsm (s >  1), per cui

m — s — 1 <  r.n — r
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ogni gruppo Gm della g*n appartiene ad almeno r —  
gruppi della g* linearmente indipendenti.

Infatti se (essendo s >  1) s’ impongono ad arbitrio sulla 
curva s — 1 punti fissi per la g*nJ P i P2 ... Ps_ {, si ottiene 
una residua g ^ . ^  alla quale si applica la proposizione pre
cedente. Dunque un Gm_ ŝ l di codesta serie residua, preso 
insieme con r — m -\-s  punti arbitrari, costituisce un 6rr+i 
l>er cui passa (almeno) un Gn di gr. Ciò significa che presi, 
entro il Gm_ s+y1 m — .9 punti, Qi Q2... Qm—8Ì lasciando fuori 
un punto Ps, e aggiunti altri r — m + s  punti arbitrari della 
curva, il (o i) Gn di grn contenente gli r punti così determi
nati contiene di conseguenza il punto P8. Ma, ponendo al 
posto di Ps uno dei punti Pt , per i =  1 , 2... s — 1, la glm_s+1 
residua di P i ... P i—i P l+.t ... Ps—L,Pg rispetto alla gsni contiene 
il gruppo Q2... Qms P i e però si conclude che il Gn, de
terminato come innanzi, contiene anche il punto P,, per 
i =  l , 2 ... s — 1 : insomma il detto Gn contiene un gruppo 
della qs c. d. d.vin

Applichiamo il teorema stabilito prendendo come serie spe
ciale la serie canonica completa che — nel § 8, pag. 58 — 
si è dimostrato essere una g?ç}^h con h > 0 , e méttendo al 
posto della g*m una serie grn completa, per cui n —  r < p .

Se li >  0 ovvero se n —sr <  p si ha

p —  1 -f- li >  n —  r —  1 ,

*
e quindi la grn è contenuta nella g?,~}_th>

Da ciò risulta in primo luogo ohe non può essere li >  0, 
altrimenti la g$^£h canonica dovrebbe contenere entro di sè 
ogni serie completa g* (essendo sempre per una tale serie 
r > n —p). Così abbiamo dunque:

La serie canonica completa è una g%~}2 di dimensione p —  1 
(e non di dimensione maggiore);

e di conseguenza: sopra una curva piana d’ ordine m le 
curve aggiunte d’ ordine m — 3  segano l’ intera serie canonica. 

In secondo luogo sussiste il '
T e o r e m a  d i  B i e m a n n - R o c h .  Ogni grn speciale completa 

(per cui r > n  —  p) è contenuta nella serie canonica. E  l’ in
dice di specialità

i — r  —  (n —  p) =  (p —  1)  —  n r  1
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porge il numero dei gruppi canonici linearmente indipendenti 
a cui appartiene un gruppo Gm della grn, sicché la serie residua 
della g* rispetto alla serie canonica è una g*' di dimensione

r =  r — (n ~  p) — 1.

La maggiore determinazione di questo enunciato in con
fronto al teorema generale che precede — diciamo l’esclu
sione dell’ ipotesi %>p — (n — r) — deriva dall’applicare lo 
stesso teorema alla serie residua 

Scriviamo
r — r — (n — p) — 1 -+- h (h >  0)
r — r* — (2p — 2 — n — p) — 1 -hlc (le >  0) ;

sommando viene

quindi
r r  =  r  r '  +  li le,

7i =  76 =  0.

Lo stesso teorema si può esprimere nella forma
I  gruppi di una serie speciale completa g'n impongono 

7c =  n — r condizioni ai gruppi della serie canonica che deli
bano contenerli.

Infatti la dimensione della serie residua, di uno di essi 
rispetto alla g$~J:0 canonica vale

onde
r ' =  (p — 1 ) — lc =  r — (n — p) — 1 

lc =  n — r.

La prima parte del teorema di Biemann-Koch si può 
anche enunciare come segue :

Ogni gr completa che non sia contenuta nella serie cano
nica, e in particolare una serie per cui n ^>2p — 2 o r >  p — 1, 
ha la dimensione

r — n — p.

E poiché abbiamo già osservato che per la serie canonica 
e per le serie (complete) in essa contenute si ha r > n  — p, 
possiamo affermare che « la proprietà di una serie g'n di essere 
speciale (r >̂ n — p) e non speciale (r =  n — p) corrisponde al- 
l’essere la grn medesima contenuta o meno nella serie canonica ».
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Il teorema fondamentale che abbiamo dimostrato as
segna, in sostanza, il numero delle costanti arbitrarie da cui 
dipende, linearmente e omogeneamente, la costruzione delle 
funzioni razionali sopra una curva f m, cui si assegni un dato 
gruppo Gn di poli (alcuni dei quali possono ridursi, in parti
colare, a punti d’ indeterminazione): queste costanti sono in 
generale n  — f - 1 , designando i il numero delle
aggiunte, linearmente indipendenti, che passano per il Gn 
(i == 0 se il gruppo è non speciale). Sotto questa forma il 
teorema è stato dato da R iemann nel n.o della sua « Theorie 
dei* Abel’schen Functionen » •(1857), limitandosi al caso gene
rale per n >  p (i =  0) e valendosi della rappresentazione delle 
funzioni razionali mediante integrali di differenziali algebrici 
di seconda specie. Il calcolo di Riemann, con l’ introduzione, 
delle <pm_ 3 aggiunte alla curva f m che passano per il é?M, è stato 
poi completato dal Rodi (*) (1804). B r i l l  e N oether (2) (1873), 
rilevando l’ importanza fondamentale di cotesto teorema (che 
essi appunto hanno designato col nome di Riemann-Roch) ne 
hanno porto la prima dimostrazione algebrica, che riferiremo 
nel seguente capitolo (§ 17).

La dimostrazione del testo riproduce sostanzialmente 
quella fornita da Oastelnuovo nel 1889. Aggiungiamo an
cora che il teorema per le serie speciali è stato posto da 
Brill e Koether sotto un’altra forma equivalente, cui il 
Klein dà il nome di

Teorema di reciprocità : Se due serie complete grn e gr'r hanno 
come somma la serie canonica, si ha

n — ri =  2 (r — r).

Infatti, l’indice 
r + 1 ,

e, poiché

di specialità della prima 

r =  n —- p-h  r H -1, 

n ri =  2p— 2 ,

serie essendo

la relazione precedente equivale alla

n — n' =  2 (r — r).

(d) Journal fur Mutili., Bd. 64. 
(*) Math. Annalen, Bd. 7. /
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Rileviamo esplicitamente i corollari del teorema di Rie- 
mann-Rocli cke concernono la serie canonica

1) La serie canonica, è V unica appartenente ad una; 
curva di genere p . Infatti ogni g%~_̂0 è speciale, cioè contenuta 
nella serie canonica, con la quale coincide avendone il mede
simo ordine.

L’ unicità della canonica o 1’ appartenenza a questa 
di ogni serie percui r^>n  — p, porge una dimostrazione del- 
V invarianza della serie (canonica) segata dalle cpm__3 aggiunte; 
dimostrazione che storicamente precede quella da noi data, la 
quale tuttavia ha il vantaggio di mettere in luce il significato 
funzionale della serie stessa (cfr. § 8).

2) La serie canonica g%~}_% non îa Piul^  fissi.
Infatti se per la (p >  1) vi fosse un punto fisso P, 

togliendolo si. otterrebbe una serie g$~\ò, il cui indice di spe
cialità (numero dei gruppi canonici contenenti un gruppo 

della serie) dovrebbe essere ancora i =  1, mentre il teorema 
di Riemann-Rock darebbe

i =  p — [(2p — 3) — (p — 1)] =  2.

3) Teorema di Clifford. Per una serie speciale com
pleta g* si ha sempre n >  2r.

Infatti un gruppo della grn presenta n — r condizioni ai 
gruppi canonici che debbono contenerlo, ed evidentemente 
questo numero è almeno uguale al numero r dei punti di 
un gruppo della serie che possono assumersi ad arbitrio :

n — r >  r, n >  2r.

iSTel seguente paragrafo si vedrà che Y uguaglianza n =  2r, 
per una serie speciale diversa dalla serie canonica (r < p  — 1), 
si avvera soltanto per le glr composte con le coppie di una g\ 
(e quindi per le particolari curve contenenti una g\, le quali 
diconsi iperellittiche).

4) Le serie g* che non contengono parzialmente serie 
speciali di dimensioni r — J, non posseggono coppie neutre, 
cioè coppie presentanti una sola condizione ai gruppi della grn 
diguisacchè tutti i Gn contenenti un punto della coppia con
tengano di conseguenza il secondo. Infatti togliendo la coppia 
neutra si troverebbe una serie l)er cnl r ~~ l> ( f t  — 2)— p.

In particolare, ricordando che sono, certo non speciali le
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serie di ordine n > 2 p  — 2 o di dimensione r >  p — 1, si avrà : 
le curve normali d’ordine n^>2p, o appartenenti a uno spazio 
di dimensione r > p ,  non hanno punti doppi o multipli.

Dalla conoscenza della dimensione di una serie lineare 
completa, appartenente ad una curva di genere p, quale ci 
è porta dal teorema di Riemami-Roch, si deduce che :

le curve di un dato ordine, aggiunte ad una curva piana f  
d’ordine m, segano su questa Una serie completa.

Anzitutto ciò risulta chiaro per il sistema delle 
con 7 i>0; infatti abbiamo visto (§ 7) che la serie segata da 
esse ha V ordine

n — 2p — 2 +  hm
e la dimensione

r >  p — 2 -4- lim — n — p ;

poiché questa serie non è contenuta nella serie canonica, sarà 
precisamente

r =  p — 2 +  hm ,

e la detta serie risulterà completa.
Lo stesso resultato abbiamo visto poco anzi sussistere 

per 7i =  0, le cpm_ 3 segando su /  la serie canonica com- 
pietà

Ora anche la serie segata su /  dalle çot_3_t1 (li _> 0) riu
scirà sempre completa, poiché questa si può ritenere come 
serie residua rispetto alla g%~\2 di li gruppi di m punti stac
cati su f  da lì rette (cfr. § 6, pag. 44) : iufatti sé una 
viene costretta a passare per m punti di /  in linea retta, 
essa si spezza in questa retta e in una ?OT_ 4 residua.

Lo stesso teorema del § 6 sulla integrità della serie re
sidua di un gruppo di punti rispetto ad una serie completa, 
che figura nella deduzione precedente, ci porge il modo di 

. segare mediante curve aggiunte ogni serie lineare grn che possa 
essere data sopra / :  Precisamente

« la serie completa definita su /  da un gruppo di n 
punti G, si può costruire mandando per G una curva ag
giunta cp, d’ ordine abbastanza elevato per assicurarne 1’ esi
stenza, a segare ulteriorm ente/— fuori dei punti multipli — 
in un gruppo G' : le y dello stesso ordine, passanti per G' 
segnano su /  la serie completa ».
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Variando la cp per G, e quindi il G', non muta la sèrie 
completa definita dal G, onde si può enunciare elle :

Se due gruppi Gi e G2 sono insieme residui di un mede
simo gruppo 6r/ rispetto alla serie segata su f  dalle curve 
aggiunte di un dato ordine, Gt e G2 sono anche corresidui di 
un altro qualsiasi gruppo 6r2', residuo di uno di essi.

Questo teorema costituisce il celebre Restsatz di B i u l l  
e IsTo e t h e u  ed importa — come ha messo in luce O a s t e l - 
n u o v o  (1890) — due affermazioni ben distinte :

1) un teorema di natura invariantiva, riguardante l’ in
tegrità della serie residua di un gruppo di punti rispetto ad 
una serie completa (sottrazione delle serie);

2) un teorema proiettivo che afferma l’ integrità delle 
serie segate dalle curve aggiunte.

Osservazione. Giova rilevare esplicitamente quanto risulta 
dall’analisi sopra svolta, cioè che: il sistema delle cpm_34_7i 
(7t>0), aggiunte ad ima curva piana f  d’ordine m, non è 
sovrabbondante, i punti doppi di /  (o i punti r-pli imposti 
come (r —■ 1 )-pli) dando luogo a condizioni indipendenti per 
le curve d’ ordine m — 3 U che debbano passarvi. Questa 
affermazione non si estende alla <pm_3_a (h >  0) : come esempio 
si consideri una curva /  d’ ordine 7, passante doppiamente 
per i 9 punti base di un fascio di cubiche, quale si costruisce 
combinando linearmente le curve spezzate in due cubiche del 
fascio e in una retta; le cubiche <p3, aggiunte ad f ,  sono due 
anziché una sola.

Termineremo mostrando come il teorema di Biemann- 
Boch, interpretato mercè la considerazione delle aggiunte, 
porga una risposta al problema di « riconoscere se una 
curva piana sia proiezione di una curva normale apparte
nente ad uno spazio superiore ».

Se la curva piana f ,  d’ordiue m e di genere p, non pos
siede curve aggiunte d’ordine m — 4, la g*n segata
dalle rette è non speciale ed appartiene ad una serie com
pleta di dimensione r — m —p: dunque la curva f ,  (che in 
tal caso dicesi) non speciale, sarà proiezione di una curva gobba 
duello stesso ordine soltanto se m >  p -j- 2, ed in questa ipotesi 
potrà derivarsi da una curva normale dello spazio

Pongasi invece che la /  sia una curva speciale (ad es 
d’ ordine m<Cp-\- 2), cioè che sia speciale la g*n segata su di
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essa dalle rette; allora * esistono certo delle <pm_ 4 aggiunte 
ad f ,  le quali segano su /  la serie Completa residua di un 
gruppo qualunque della gK Designando con i (>  0) il numero 
delle 9m_ 4 linearmente indipendenti, la dimensione della serie 
completa che contiene la gfn, sarà

r =  m —p~\~i.

Dunque: la curva piana f  sarà proiezione di una curva 
normale dello stesso ordine, appartenente ad un Sr, con r >  2, 
quando sia

i >  V 4- 2 — m.

12. Curve ip ere l l i t t ic l ie .  — La serie canonica appar
tenente ad una curva f  di genere p >  1, quando, non sia 
composta, conduce ad una immagine proiettivamente deter
minata della / , che prende il pome di curva canonica e 
che — come vedremo — ha fondamentale importanza nella 
nostra teoria. Occorre pertanto premettere Pesame del caso 
particolare in cui la serie canonica risulti composta.

Prenderemo le mosse dalla seguente osservazione, basata 
— come tutti gli sviluppi che seguono — sul teorema di 
Riemann-Roch :

Se per la serie canonica gpçj_2 (p >  1 ) esiste una coppia 
neutra 6r2, questa appartiene ad una g\.

Infatti il 6r2 imponendo una condizione ai gruppi canonici, 
appartiene a una gl con 2 — r — 1.

Dall’osservazione precedente segue che:
Condizione perche la serie canonica gl~^0, appartenente ad 

una curva f  di genere p >  1, sia composta, è che la f  contenga 
una gl : allora tutti i gruppi canonici si compongono con p — 1 
coppie di questa serie.

Infatti, se la g%~_l2 è composta, ciò significa che i gruppi 
di essa contenenti un punto P di / , contengono di conse
guenza (almeno) un altro punto P', e così P P ' costituiscono 
una coppia neutra per la detta serie, appartenendo quindi a 
una g\ .

Ora se la /  contiene una g\, invertendo la deduzione fatta 
innanzi, si trova che ogni coppia di questa presenta una sola 
condizione ai gruppi canonici che debbono contenerla, e perciò 
ogni gruppo canonico sarà composto con p — 1 coppie di essa,
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le quali potranno assumersi ad arbitrio essendo p —- 1 la dimen
sione della serie canonica predetta.

Segue di qui che, se una’curva/di genere p > l  contiene 
una g\, essa non può contenere una seconda gl, giacché un 
gruppo canonico composto di p — 1 coppie generiche della 
prima g\ non riuscirebbé composto con le coppie della seconda. 
Dunque:

Una curva contenente due gl è di genere p — 1, oppure p =  0, 
ed in entrambi i casi contiene influite gl : per p =  1 ogni coppia 
determina una g\ onde si hanno oo1 gl, e due gl diverse non 
hanno alcuna coppia a comune; invece per p =  0 tutte le 
coppie stanno in una medesima g'~, contenente oo2 gl, e così 
<lue g\ qualsiansi hanno una coppia a comune.

Questi risultati si ottengono anche direttamente costruendo 
una curva piana immagine della/contenente due gl, che risulta- 
essere una quartica con (almeno) due punti doppi, come si è 
visto nella Nota del § 7.

Alla famiglia delle curve di genere 0 contenenti una 
si collega lo studio di una classe elementare di integrali di

funzioni algebriche, tra cui i pili semplici sono del tipo

che — per p =  l  — si chiamano integrali ellittici e per p>L  
integrali i per ellittici.

Per questo motivo le curve di genere 1 si denominano 
curve ellittiche, e quelle contenenti una gl, di genere p >1, curve 
i per ellittiche; qualche volta quest’ultima denominazione viene 
usata nel senso più esteso per designare tutte le curve con
tenenti una gl.

Il primo esempio di curve propriamente iperellitticlie 
viene offerto dalle curve di genere p =  2, la cui serie canonica 
è appunto una g\.

L’esistenza effettiva di curve iperellittiehe per qualsiasi 
valore del genere p, risulta dal considerare le curve d9 ordine 
p-\-2 con un punto p-plo, al quale tipo si può ridurre ogni 
curva iperellittica di genere p mediante la g*+2 completa non 
speciale determinata su di essa da un gruppo generico di p +  2 
punti: una tale g~+2 contiene certo parzialmente la g\ (essendovi 
un gruppo Gp -\-G2 che ne contiene una coppia G2); perciò 
la f p+2 normale su cui i gruppi della ^  J0 sono segati dalle 
rette del piano, dovrà avere un punto p-plo, 0, corrispondente
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al Gp : la sua equazione (prendendo 0 nel punto all’infinito 
dell’asse y) risulta

. fp+2 (®ÿ) =  AP (*) • ì f  +• Bp+l (*) • y +  Cp+2 (*) =  0 .

La j^ +2 anzidetta non possiederà altri punti multipli, 
risultando già di genere p per la singolarità costituita dal 
punto p-plo. Questo tipo normale delle curve iperellitticlie 
permette anche di verificare direttamente che i gruppi canonici 
di esse sono composti con p —1 coppie della gl giacché le <?p- { 
aggiunte alla f p+2 con un punto p-plo 0, dovendo passare 
per 0 con la molteplicità p — 1, si spezzano in p — 1 rette per 0.

Proiettando la curva f p+* dal punto p-plo 0 (ossia rife
rendo proiettivamente le coppie della g}2 ai punti di una retta), 
si rappresenta la curva iperellittica di genere p sopra una retta 
doppia con 2p +  2 punti di diramazione, corrispondenti alle 
2p-{-2 tangenti alla f p+2 condotte da 0 : il gruppo dei punti 
di diramazione è dato da

■̂2i3-h2 (X) “  ^p\-ì ^Ap Cp+2= 0 9

ed è un gruppo di 2p -f- 2 punti arbitrari della retta, giacché 
— scelti ad arbitrio un polinomio Dw+2(x) ed un x>olinomio 
JBp+l(x) — è sempre lecito decomporre il polinomio di grado 
2p-\--2, Dzp+fa) — 1(̂ )? uel prodotto di due fattori di
grado p e p h- 2.

'Tutte le curve iperellittiche rappresentate sopra una retta 
doppia cogli stessi punti di diramazione

-D2P-1-2(̂ ) 9,

sono Mrazionalmente identiche, perchè le coordinate dei loro 
punti si esprimono razionalmente per mezzo di

V-Dgp-j-oi#) y

e reciprocamente ogni punto di una curva iperellittica siffatta 
determina un valore di questo radicale.

Ora fra le curve iperellittiche rappresentate sulla retta 
doppia (æ, V D2P+2(x)) viene messa in evidenza quella di 
ordine 2p-\-2:

f2P-+-2   y 2 (*0.  9 ,
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che può essere assunta come tipo della famiglia, in luogo di 
una fra le curve d’ordine minimo f p+2.

Ohe la / 2iH_2 =  0 sia effettivamente una curva di genere p, 
risulta a priori da ciò che su di essa le inette x =  cost. segano 
una g}À con 2 X 2 -j-2p — 2 punti doppi, corrispondenti ai 2p-\-2 
punti di diramazione assegnati; nel caso che l’ordine di I>w+2 
si abbassi di un’ unità, cioè quando si assumano sulla retta 
doppia un numero dispari di punti di diramazione, si deve 
ritenere che uuo dei punti di diramazione assegnati vada 
all’infinito, ristabilendosi così la parità del loro numero. Ciò 
è d’accordo con la considerazione, relativa al piano della 
variabile complessa, che un giro della x attorno ai 2p -h 1 
punti di diramazione propri,.scambia fra loro i due rami della 
funzione y(x) =  , producendo la sostituzione

Occorre soltanto avvertire che il genere di f.2P+2 si abbassa 
di un’unità ogniqualvolta due delle radici del discriminante 
D2P+.2{x) vengono a coincidere, in corrispondenza a un punto 
che risulta doppio per la curva.

Nota. — L’ esame diretto della singolarità che la f 2P+2 
possiede nel punto all’infinito dell’asse ?/, permette di con
fermare la deduzione fatta circa il genere della curva; giacché 
si trova che tale singolarità è costituita da un punto 2p-plo 
con p punti doppi infinitamente vicini.

Infatti l’equazione della curva, ridotta omogenea, è del tipo

y'2 z2p =  ax2p+2 +  bx'p+L 0 +  .... -1- e s2̂ 2,

e la, sua singolarità nel punto 0 di coordinate æ =  0 , 0 =  0 , 
si può analizzare ponendo y =  1 . Il metodo di Newton-Grame R 
(cfr. L. 4°, § 27; vol. II, pagg. 523, 527), dà ora, come appros
simazione della curva nell’intorno di 0 (e nel caso generale 
a =|=0) la coppia delle iperparabole osculatrici

02p — a x2p~*~2 =  (zp -H \ ra . xp+l) (zp — \  a • xp+i) =  0 ;

e poiché le indicate iperparabole presentano in 0 due rami 
cuspidali ordinari d’ordine j>, appare che la f 2P+2 possiede in 0 
un punto 2p-plo con p punti doppi infinitamente vicini, sue-
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cedentisi sopra un ramo ordinario d’ordine p, che tocca la 
retta all’infinito, e non vi sono certo altri punti doppi infini
tamente vicini ad 0 oltre ai p prossimi ad esso sopra nominati, 
giacché il primo punto libero che si trova su ciascuno dei due 
rami non è comune ad essi, essendo diverse le rispettive 
costanti caratteristiche 4 - e — \ a .

Seguendo i nostri simboli (L. 4°' § 8) la singolarità di 
cui si discorre viene rappresentata da

(0~p 0 {2 [0 ,2 0 /  .... 0P2] ) .

Nel caso particolare <7 =  0, la curva

f — yr — 1) x2 p + l e =  0

appare ridotta all’ ordine 2p 4- l ,  essendosi staccata la retta 
all’infinito (̂  =  0), e non vi è più luògo a distinguere per essa 
due rami.

In questo caso, infatti, cioè quando si assume sulla retta 
doppia un numero dispari di punti di diramazione propri, la 
curva approssimante la/diviene l’iperparabola d’ordine 2p 4- 1

*
Questa presenta in 0 una singolarità costituita da p — 1 

punti doppi infinitamente vicini al punto (2p — l)-plo 0, e 
prossimi ad esso, succedentisi sopra un ramo cuspidale ordi
nario d’ordine 2p — 1 ; poiché lo sviluppo in frazione continua 

2di -------   ci dà la caratteristica del ramo2 p — 1
{ 0 2 P - 1  O ' i o s  o . / . . . . o \ _ i o p %

Tale sarà, dunque, anche la caratteristica del ramo di /  in 0.
Aggiungasi che in questo caso la retta all’ infinito com

pare fra le tangenti altrove condotte da 0 alla curva, essendo 
il ramo di classe 2 ; così si verifica che il punto all’infinito 
della retta doppia figura fra i punti di diramazione.

Indipendentemente dall’analisi precisa della singolarità 
della curva f = y 2 — D(x) =  0 , nel punto 0 =  (x =  0 , y =  co)? 
si possono verificare le circostanze essenziali riconosciute di 
sopra, calcolando il discriminante della funzione algebrica di 
secondo grado y(x) definita dalla / =  0.
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Se la / = ( )  è una generale curva d’ ordine n con 0
9 f

(n —2)-plo, il discriminante A (risultante di / =  0 e — =  0)
è d’ordine 2(n — 1); ma se la /  acquista 5 punti doppi, da 
esso si stacca un fattore inessenziale d’ordine S2 che è un 
quadrato perfetto:

A =  D- A2.

Beciprocamente, se in A figura come fattore il quadrato 
di un polinomio d’ordine 8, la curva possiede oltre il punto 0 
(n —2)~plo altri' 8 punti doppi, corrispondenti a codesta parte 
inesseuziale del discriminante.

Ciò premesso, quando si va a calcolare il discriminante 
della y(x) definita dalla

f  (*y) =  y- — i>,p+2 (*) — o ,

cioè il resultante (li 
si trova

/ = ° ’ |  =  2!' =  0 >

A=I>i!p+3(a!);

ciò significa che nel gruppo dei 2(2p-hl) punti A(a) =  0 deve 
figurare il punto all’infinito contato 2p volte, e quindi che 
la curva /  possiede p punti doppi (infinitamente vicini ad 0) 
che sono proiettatila 0 secondo la retta all’infinito (o secondo 
rette infinitamente vicine a questa). Quando poi.il 2>, e quindi 
l a / ,  si abbassi all’ordine 2j> +  1, il punto all’infinito della 
retta doppia verrà a figurare nel gruppo dei 2(2p) punti rap
presentati da A(æ) =  0, 2p — 1 volte, e così corrisponderà 
a p — 1 punti doppi della curva /  e a un punto di diramazione.

Abbiamo già avvertito che « tutte le curve di genere p =  2 
sono iperellittiche ». Ma per p^> 2 le curve iperellittiche si 
presentano come casi particolari di curve dello stesso genere, 
non iperellittiche.

Per riconoscere la cosa nel modo più espressivo (come 
resulterà più tardi dal calcolo dei moduli: efr. § 33) conver
rebbe considerare il sistema di tutte le curve piane d’ordine

p(p —  1 )jm H-2  con --—— punti doppi (a cui si lasciano ridurre in
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generale le curve di genere p mediante una loro g*+0 non 
speciale) e determinare le condizioni perchè esse sieno iperellitr 
tiche. Ma per il nostro scopo basterà osservare che il sistema 
delle Gp+Z (d’ordine p +  2) con un puntop-plo 0 , dipendente da 
3jp +  5 parametri, è contenuto nel sistema (non lineare) di 3p +  6 
dimensioni costituito dalle KpJhz che hanno in 0 un punto 
(p — 1 Yplo e posseggono altri p — 1 punti doppi, e dimostrare 
che le Kp+2 non sono iperellittiche per jp >  2. Infatti se una Kp+2 
contenente già una g}3 segata dalle rette per 0 , contiene altresì 
una <̂ , riferendo proiettivamente la e la g* a due fasci di 
rette, si riuscirà a trasformare la. curva in una quintica con 
un punto doppio e un punto triplo, per cui deve essere 
V =  2 (o p <  2).

Si può cercare di generalizzare il concetto della curva 
iperellittica, domandandosi se possa accadere che, sopra una 
curva / , non iperellittica (di genere p >  2), i gruppi canonici 
contenenti r ( > l )  punti generici contengono di conseguenza 
altri punti. La risposta a questa domanda è negativa per 
r<_p — 1, (mentre è ovvio che p — 1 punti generici defini
scono un gruppo canonico, il quale contiene di conseguenza 
altri p — 1 punti). Infatti se una curva/, di genere.p >  2, non è 
iperellittica, essa si lascia trasformare in una curva canonica G 
d’ordine 2p — 2 in e — nell’ipotesi acni si riferisce il
nostro esame —. dovrebbe accadere che tutti gli iperpiani 
per r punti di 0  seghino ulteriormente la curva in punti 
appartenenti allo Sr_ l determinato da quegli r. Quindi, proiet
tando C da r — 2 dei suoi punti, si avrebbe una curva K di 

per la quale ogni corda riuscirebbe una trisecaute; 
ma ciò è assurdo per una qualsiasi curva gobba dello spazio ordi
nario o di uno spazio a più dimensioni (cioè per p-\- l  — r > 3, 
r < p — 2), come si è già avuto occasione di vedere nel 
L. 3°, § 43. Per chi non voglia riandare al vol. II  in cui è 
contenuta quella dimostrazione, ne ricorderemo qui il fonda
mento. Se tutte le corde di una curva gobba K sono trise
canti, la retta che congiunge due punti qualunque A e B  
incontra K  in un terzo punto P ; e la retta che unisce P  col 
punto A' infinitamente vicino ad JL, incontra /fin  un punto B' 
infinitamente vicino a jB, onde le tangenti a K  in A e B  
risultano incidenti; ma se le tangenti di una curva a due a 
due si incontrano occorre che esse stiano in un medesimo 
piano contenente la curva.
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Abbiamo dunque :
Se sopra una curva /  di genere g (>  2) i gruppi canonici 

contenenti r <Cp— 1 punti generici contengono di conseguenza 
altri h punti, la curva è iperellittica, ed h =  r. Sopra una 
tale curva accade di fatto che i gruppi canonici contenenti 
r =  l, 2,.... p — 1 punti generici, contengono di conseguenza 
gli U =  r punti coniugati.

Il resultato precedente permette di precisare il teorema 
di Clifford (§ 11) nel senso che: se sopra una curva di genere p 
esiste una glr speciale, diversa dalla serie canonica (r<Cp— 1) 
la curva è iperellittica e i gruppi della serie sono composti 
con r coppie della g\.' Infatti, per il teorema di Riemann-Roch, 
i gruppi della g*r debbono presentare r condizioni ai gruppi 
canonici soggetti a contenerli, e perciò un gruppo'canonico 
che contenga r punti generici della curva, conterrà di conse
guenza anche gli altri r del gruppo della g*r da quelli definito, 
onde si deduce che la curva è iperellittica.

Pertanto, sopra una curva di genere p non iperellittica, 
sarà per ogni grn speciale completa, diversa della serie canonica, 
n >  2r. B si può aggiungere che le sole serie complete gr 
appartenenti alla curva soiio la gp~l2 canonica, e le oc-p serie 
non speciali g$ in cui si distribuiscono i gruppi di 2p punti 
della curva stessa.

13. Curve canoniche. — Procediamo a considerare in 
generale le curve canoniche C2P_ p~l d’ ordine 2p — 2 nello 
spazio S p ^ j  sopra le quali gli iperpiani segano la serie ca
nonica. Codeste curve sono semplici, e prive di punti doppi 
(non essendovi coppie neutre per la g?>~_̂2) quando si esclu
dano, come di regola nel seguito, le curve iperellittiche.

Si può aggiungere che una curva C di genere p 'e d’ or
dine 2p — 2, appartenente ad uno spazio Sp__i , è una curva 
canonica. Infatti la serie g?>~\ segata sulla C dagli iperpiani 
è speciale, essendo 2p — 2 — (p — 1) <  p,[e poiché il suo ordine 
vale 2p — 2, non può essere che la serie canonica completa.

Nel caso iperellittico la si riduce ad una curva
doppia d’ordine p - 1, che è una curva razionale normale 
dello Sp—LÌ e la detta curva doppia si può ancora riguardare 
come immagine della curva di genere p che le ha dato ori
gine, in rapporto alla sua g ^ .2 canonica, tenuto conto 
dei 2p q-2  punti di diramazione.

F. BNRIQUES -  III. 7



98 LIBRO QUINTO

L’ importanza fondamentale della considerazione delle 
curve canoniche, risulta da ciò che essa permette di dare 
una forma espressiva al teorema di invarianza della serie 
canonica : *

Due curve birazionalmente trasformabili Vuna nell’ altra, 
definiscono curve canoniche proiettive.

Così la geometria delle trasformazioni birazionali delle 
curve viene ricondotta alla geometria proiettiva di partico
lari modelli di esse, quali si hanno (per le curve di genere 2, 
non iperellittiche) nelle curve canoniche C2P_ p~i.

Anche per le curve iperellittiche, compreso il caso p =  2, 
(ove non si vogliano considerare le curve doppie coi rispet
tivi punti di diramazione) si possono dare ugualmente delle 
curve semplici le cui proprietà proiettive rispecchino le loro 
proprietà invarianti per trasformazioni birazionali. Basta in
fatti sostituire alla serie canonica, e alla C2P̂ 2p~~l che ne porge 
l’ immagine proiettiva, una serie multipla della serie canonica 
(la quale è parimente invariante), e quindi la curva bicanonica 
e tricanonica ecc. che ne offre il modello. Per p — 2 il doppio 
della gl è ancora una g* composta, ma, poiché le terne di 
coppie della g\ sono soltanto il triplo della g\ dà una
serie completa g|  non più composta; così avremo per le 
curve di genere p — 2 una curva tricanonica semplice Cf. 
Invece per le curve iperellittiche di genere p >  2 già la 
curva bicanonica GAP̂ f p~  ̂ riesce semplice, poiché i gruppi 
di 2p — 2 coppie della gl danno una serie, non completa, di 
dimensione

2 p — 2 <  3p — 4.

A questo punto si pongono assai naturalmente le que
stioni generali concernenti le trasformazioni proiettive e 
quindi gli invarianti (proiettivi) delle curve canoniche, cioè 
i moduli, o costanti caratteristiche, delle curve di genere p, 
di fronte alle trasformazioni birazionali : argomenti a cui è 
dedicato il capitolo III  di questo libro. Al quale lo studioso 
può passare di qui direttamente, ove gli piaccia tralasciare 
gli sviluppi complementari di questo paragrafo e del seguente, 
nonché V intero capitolo II, che vale soltanto ad illuminare le 
diverse vie costruttive per le quali si è pervenuti a fondare 
la teoria, di cui abbiamo già porto i risultati fondamentali.
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Giova tuttavia esaminare particolarmente le curve canoniche 
«che si presentano per i primi valori del genere: j> =  3, 4, 5, G, 
assegnandone la costruzione effettiva. Da quest’esame saremo 
poi condotti a riconoscere un teorema generale sulla possibilità 
di definire la curva canonica come curva base di un sistema 
di quadriche.

p =  3). - Ogni curva dì genere 3, non iperellittica, ha 
come curva canonica una quartica piana senza punti doppi, 
cosicché lo studio proiettivo delle quartiche ha valore gene
rale per la teoria delle curve di genere 3, rispetto alle trasfor
mazioni Irrazionali.

Quando si voglia comprendere anche il caso iperéllittico, 
bisogna considerare fra le quartiche anche le coniche doppie
rò n 8 punti di diramazione (le quali costituiscono curve invi
luppo di classe 12, degeneri nella conica contata due volte, 
e in 8 fasci) (i).

p =  4). - Ogni curva di genere 4 non iper ellittica, ha 
■come curva canonica una sentiva di S3, intersezione completa 
di una quadrica con una superficie cubica.

Consideriamo la C63, che indichiamo brevemente con C6, 
canonica (escludendo il caso iperellittico in cui essa si riduce 
a una cubica doppia); si può mostrare che vi è una quadrica Q 
contenente la curva, valutando la dimensione (massima) della 
serie non speciale segata su di essa dalle quadriche: 
questa serie gl2, se è completa, ha la dimensione 12 — p =  S y 
e in ogni caso una dimensione < 8 ; e perciò ogni gruppo 
di essa appartiene (almeno) ad oc1 quadriche, e fra queste 
una quadrica, Q, costretta a contenere un altro punto della CQ, 
contiene la CG (risulta a  posteriori che la gL2 di cui si discorre 
innanzi è completa, poiché la C6 non può appartenere a più 
di una quadrica).

In modo analogo, poiché le superficie cubiche dello 
spazio segano sulla sestica una giS non speciale di dimen
sione r< 1 4 , si riconosce che la CG appartiene ad (almeno) 
°o4 superficie cubiche, fra le quali vi saranno superficie non

d) La quartica piana si può ottenere in generale come proiezione di 
una sestica gobba, intersezione di una superfìcie cubica con una quadrica 
tangente, dal punto doppio 0 : quando la quadrica diventi un cono di 
vertice 0 ,  la quartica si riduce ad una conica doppia.
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riducibili in una quadrica e in un piano; così la CG risulterà 
intersezione completa di una quadrica e di una superfìcie 
cubica.

Reciprocamente ogni sestica, intersezione completa di 
una quadrica Q e di una superfìcie cubica (in posizione ge
nerica, cioè non tangente in alcun punto), è una curva (cano
nica) di genere 4: infatti facendone la proiezione stereografica 
da un punto generico di Ç, essa viene proiettata inuma sestica 
piana con due punti tripli.

2) =  5). - Ogni curva di genere 5, non ip er ellittica, Ita 
come curva canonica una (7S4 di S4 appartenente ad una rete 
di quadriche, la quale si può in generale definire come inter
sezione completa di tre quadriche di S4. Fa eccezione il caso 
in cui la curva contenga una g}}, la Os4 resultando posta sopra 
una rigata cubica che appartiene a tutte le quadriche per essa (1).

Anzitutto si consideri in la C84 canonica, elle indichiamo 
brevemente con C8: poiché le oo14 quadriche (a 3 dimensioni) Q 
segano su di essa una serie giG che (ammesso sia completa)

(1) Pei* comodità del lettore riferiremo qui le facili conoscenze sulle 
quadriche iperspaziali che importa tenere presenti in questo paragrafo.

In uno #«, ad n dimensioni, il sistema totale delle quadriche <tU _lr

ad n — 1 dimensioni, dipende da ^  parametri essenziali, e così
2

u(u -t- 3) . . . , . . ~---- -----  punti generici determinano una Qn—L.

- Una Qn—i (di Sn) con r punti doppi indipendenti possiede uno spazio 
doppio Sr—n  ed è un cono (di specie r) proiettante da codesto spazio 
Una Qn—r—i-

Ad una Qn—n che non sia un cono, appartengono spazi lineari Si di

dimensione massima i (massimo intero contenuto nella frazione).

Per ?ipari codesti spazi formano un unico sistema continuo di dimensione 

^ mentre per n dispari essi formano due sistemi di dimensione

~  ̂ . Quando poi n — 1 non è divisibile per 4, gli Si (generici) di
2

sistema diverso sono incidenti, e quelli di ugual sistema sono sghembi fra 
loro (come le rette sulla (J2 di >S3). Invece se n — 1 è divisibile per 4, gli Si 
dello stesso sistema sono incidenti e quelli di sistema diverso sono sghembi: 
esempio di ciò è offerto dalla di Sb come appare tosto dalla circostanza 
che essa rappresenta V ordinario spazio rigato. (Cfr. L. 1°, § 19, e, per mag
giori particolari, il trattato di E. Beutini « Introduzione alla Geometria 
Proiettiva degli Iperspazi », cap. VI)
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ba la dimensione 11, si deduce che vi sono tre quadricbe 
linearmente indipendenti, e quindi una rete di quadricbe pas
santi per la (78. Si può accertarsi che la curva non appar
tiene ad un sistema più ampio di quadricbe, come segue. Si 
consideri il grappo 6rs sezione della Cs con un iperpiano 
generico X; quattro punii del Gs — tre qualunque di essi 
essendo punti generici della curva canonica — non si trovano 
su un piano (§ 12, pag. 96), quindi il Crs non può appartenere 
a più che superficie del secondo ordine, poiché se ne trove
rebbe una spezzata nel piano contenente tre punti del e in 
un altro piano contenente i rimanenti; ma da ciò segue che 
la Cs non si trova su quadricbe Q9 giacche vi sarebbe 
una Q spezzata nell’ iperpiano X  e in un altro iperpiano con
tenente la (7S (che invece non sta in un S3).

Ora, si è tratti a domandare se la curva canonica d’or
dine 8 possa essere definita come intersezione completa di 
tre quadricbe Q passanti per essa, ovvero se codeste Q abbiano 
a comune — oltre la curva stessa — una superficie in cui 
questa sia contenuta.

Il dubbio che qui si 'affaccia appare subito giustificato; 
inverò: se la <7S contiene una g ,̂ le teme di questa (pel teorema 
di Eiemann-Eocb) stanno su rette trisecanti, e allora accade 
effettivamente che le Q i>er Os contengano di conseguenza la 
superficie F, luogo delle nominate trisecanti.

Per dare origine a questo caso basta costruire la curva 
canonica corrispondente a una. quintica piana dotata di un 
punto doppio.

Ora si dimostra reciprocamente che: se le quadricbe Q 
di S41 assoggettate a passare per una Os canonica, conten
gono di conseguenza una superfìcie F, questa F  è una rigata 
cubica, le cui generatrici sono trisecanti della curva Cs.

Anzitutto la superficie F (non appartenente ad un iper
piano e perciò d’ordine superiore al secondo) sarà certo una 
cubica, giacché per una quartica passano soltanto ocl5 e non 
— come qui accade — quadriche. Qui è utile verificare 
direttamente, sebbene non necessario per l’ordine logico della 
deduzione, che una superficie cubica — gobba — di S4 appar
tiene sempre ad quadriche, cioè ai coni che la proiettano 
dai suoi punti.

In secondo luogo è chiaro che ogni superficie cubie* 
(gobba) di S4 (definibile come intersezione ulteriore di di



102 LJ 13KO QUINTO

quad riche aventi un piano a comune) è rigata, giacché un 
iperpiano tangente la sega secondo una cubica gobba con 
punto doppio 0, che perciò deve spezzarsi contenendo una 
retta per 0. Infine la rigata F  essendo razionale, cioè essendo 
razionale la serie co1 delle generatrici, che corrispondono biu- 
nivocamente ai punti di una cubica gobba sezione iperpiana, 
si ha che codeste generatrici della rigata F  segano sopra 
la (7S4 una serie lineare gxn; ma, per il teorema di Riemann- 
RiOch, risulta n — 3 , giacche, per n =  3-i-.v, la serie sarebbe 
contenuta in una gf+}g semplice, onde la curva conterrebbe 
una g*, e si lascierebbe trasformare in una quartica piana, 
di genere <  4.

Ora mostriamo che esistono curve canoniche CH non con
tenenti una g}ò, e perciò determinate come intersezione com
pleta di tre quadri che di SA. A tale scopo basta considerare 
la sestiea piana C6 (=  CG) con 5 punii doppi (tipo a cui si 
riduce in generale una curva di genere — 5 per proiezione 
della curva canonica da due dei suoi punti).

L’ esistenza effettiva di una CG siffatta, dotata di 5 punti 
doppi A i A2A.i A4Ah in posizione generica, risulta, per es., 
dal combinare linearmente due coppie di cubiche spezzate 
in una conica per Ai A2 A3 Ai e in una retta per A5, E si 
vede che sulla C6 non vi è alcuna g} giacché — per il teo
rema di Riemann-Eoch — una terna di questa, presa insieme 
ai 5 punti A i .... Abì costituirebbe un gruppo Crs comune ad oc* 
cubiche; il che è assurdo, gli 8 punti non stando sopra una 
conica, che altrimenti farebbe parte di CG (1’ assurdo si elimina 
solo quando si abbia una CG su cui tre punti doppi vengano 
riuniti in un punto triplo).

Conviene aggiungere (die il caso di una curva di genere 4 
con una g\ si presenta come caso particolare di quello in cui 
non vi è g\ , poiché basta riunire 3 dei 5 punti doppi della 
sestiea piana CG in un punto triplo.

Anche la costruzione della curva canonica CH pone in 
evidenza lo stesso fatto. Invero la curva intersezione com
pleta di tre quadriche generiche di $4, pur non conoscendo 
a priori la sua identità birazionale con la sestiea Cc> di 
genere 5, si vede essere di genere 5 per ragioni di conti
nuità, potendosi ridurre alla curva canonica cui dà origine 
la CCt senza acquistare punti doppi. Ciò posto appare che la 
condizione per una (7S di contenere una g}̂  corrisponde alla
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con d izione perché una rete  di quadriche di $ 4 abbia com e  
base una superfìcie (cubica) anziché una curva (d’ ordine 8).

p  =  6). - Ogni curva di genere 6 ,  non iperellittica, ha 
come curva canonica una; (?105 di $ 5, appartenente ad un 
■sistema di quadriche, la quale si può in generale definire 
come curva hase di questo sistema. Fanno eccezione i casi in 
cui la curva contenga Una g), ovvero una <j|, la (7105 resultando 
posta sopra una superficie del quart’ ordine frispettivamente 
rigata o no) che appartiene a tutte le quadriche per essa.

Anzitutto si consideri in $ 5 la Gi05 canonica, che per brevità 
indichiamo cou Olü: come nel caso precedente (p — 5) si trova 
che — avendosi in 8. °°2a quadriche (a 4 dimensioni) Q — 
la nostra curva appartiene precisamente ad <x=3 quadriche Q.

Ora si pone la domanda se la nostra curva costituisca 
l’ intera varietà comune a sei Q indipendenti che*la conten
gono, o se queste — in forza del passaggio per la curva — 
abbiano di conseguenza a comune una superfìcie (o varietà), 
a cui la curva stessa appartenga.

Il dubbio si giustifica osservando due casi particolari:
1) Se la Cl0 contiene una gJ, (per il teorema di Riemann- 

Roch) le terne di queste si trovano su rette trisecanti, le quali 
generano uua superficie rigata F, appartenente a tutte le Q 
passanti per 0 ,0;

2) Se la Cl0 contiene una g?, i gruppi di questa stanno 
su oc3 piani, e in ciascuno di questi sopra una conica fin
allora tutte le coniche K  sono contenute nelle Q passanti 
per la C%. Si può provare che le K  formano una superficie, 
e non una varietà a 3 dimensioni, mostrando che ogni punto 
di una K  — posta su un piano rc pentasecante la curva cano
nica — appartiene ad t» 1 coniche analoghe: ciò risulterà dimo
strato quando si riconosca che gli °o2 piani pentasecanti la Cl0 
segano tc in punti della relativa K.

Ora l’asserto si prova per assurdo [come segue. Anzitutto 
vediamo che i piani pentasecanti la Ol0 sono a due a due 
incidenti; iufatti tre di essi debbono appartenere ad ccs qua- 
dviclie (ognuno presentendo una condizione alle quadriche 
per C10 che debbano contenerlo), e dati tre piani su una 
quadriea di Si due almeno di essi — trovandosi nello stesso 
sistema — sono incidenti; per conseguenza due qualunque 
piani del nostro sistema, che è continuo, saranno incidenti.
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In secondo luogo, se un piano ri, pentasecante la(7i0, sega tu 
in un punto P  fuori della relativa conica 7T, le °o4 quadriche Q 
che contengono 7u, conterranno di conseguenza anche tu' (con 
cui hanno a comune una conica ed un punto) e così analo
gamente conterranno tutti gli piani pentasecanti la <710, 
Ma questa conclusione è manifestamente assurda, perchè oc2 
piani di S~ formano una varietà a quattro dimensioni, e di 
ordine > 1, eccetto il caso che essi si incontrino a due a due 
secondo rette giacendo quindi in un' S3, il che è qui impos
sibile perchè la Ci0 vi sarebbe contenuta.

Si è così provato che se la <7J0 canonica contiene una g? 
tutte le quadriche passanti per essa passano di conseguenza 
per una superficie su cui la curva è tracciata.

Aggiungiamo die si dà origine di fatto ai casi 1) e 2) 
costruendo la curva canonica di una sestica con un punto 
triplo e un punto doppio, e rispettivamente di una quintica 
senza punti doppi : questi due casi sono essenzialmente distinti, 
perchè la quintica piana non può contenere una gfj, le cui terne 
presenterebbero due sole condizioni alle coniche del piano.

Ora arriveremo a riconoscere che i casi citali sono i soli 
nei quali la Ci0 non riesce definita come intersezione delle 
quadriche Q passanti per essa, e nel medesimo tempo a preci
sare la natura della superficie a cui in quei casi siamo stati 
condotti. A tale uopo basta osservare che: una superficie irre
ducibile F , appartenente a un Sò (e non a un S4) la quale sia 
contenuta in c>o5 quadriche Ç, è una superficie d’ordine 4, le 
cui sezioni iperpiane risultano curve razionali normali. Questa 
osservazione si giustifica notando che il numero delle quadriche 
a quattro dimensioni di S~ passanti per F, non può superare 
quello delle quadriche a tre dimensioni passanti per una sua 
sezione iperpiana, nè similmente quello delle superficie di 
second’ordine passanti per i punti d’intersezione di F  con 
un $3; altrimenti si troverebbe una quadrica spezzata, e quindi 
un iperpiano contenente F . Ciò posto è chiaro che l’ordine 
di F  non può superare 4, giacché per 5 punti (linearmente 
indipendenti) di un S3 passano soltanto superficie quadriche, 
e non può essere minore di 4, la F non appartenendo a un S4.

Si trae da ciò che quando le Q per una ClQ contengono 
di conseguenza una varietà più ampia, questa è una superficie 
del quart’ordine; così sarà del quart’ ordine la superficie 
comune alle Q, che si è trovata esistere nei casi 1) e 2).
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Per procedere innanzi conviene classificare le superficie 
del quart’ordine di $5 (a curve sezioni razionali normali). Perciò 
si considererà l’iperpiano tangente in un punto; la sua sezione 
— essendo dotata di punto doppio — si spezzerà contenendo 
una retta ovvero una conica per il punto. Nel primo caso la 
data superficie, F , sarà una rigata razionale. Nel secondo caso 
gli iperpiani per la nominata conica, K , staccheranno su F  
una rete di coniche (contenente anche la K) che si segano a 
due a due in un punto; invece se le dette coniche si segassero 
a coppie in due punti, i loro piani starebbero tutti in un S.A 
che conterrebbe F ; la superficie F  (non rigata) che gode di 
questa proprietà è conosciuta col nome di superficie di V e r o n i o s e .

Ora (come per il caso ^ =  5) il teorema di Riemann- 
Roch ci dice che:

se una Gl0 appartiene ad una rigata razionale _F, le gene
ratrici di questa sono trisècanti, segando sulla curva una g\ 
(caso 1):

e se, invece, una CLÙ appartiene ad una superficie di 
Veronese, i piani contenenti le coniche di questa, segano 
sulla curva una (caso 2).

Oon ciò il teorema enunciato in principio riceve piena 
dimostrazione; e l’esistenza di curve di genere 6, contenenti 
una g\ o una gfg, vale anche a provare indirettamente l’ esi
stenza dei due tipi di superficie dei quart’ordine di $5, incon
trati nella nostra classificazione.

Conviene aggiungere che le curve canoniche (710, conte
nenti una g}s o una gì, si possono riguardare come casi parti
colari di un medesimo tipo più generale, che (come proveremo) 
non contiene nè g}ò nè gè.

A tale scopo giova considerare la curva piana del settimo 
ordine, 07, dotata di 9 punti doppi; quando 6 di questi 
punti si riuniscono in un punto quadruplo 0, appare sulla Cn 
una gì, segata dalle rette per 0; e quando invece i 9 punti 
doppi si riuniscono in tre punti tripli, le coniche per questo 
segano sulla C1 una gì. Ma nel caso più generale la 07 non 
contiene nè g\ nè g\. Per vederlo riconosciamo anzitutto che 
si può costruire una (?7 irriducibile di genere 6 assumendo 
come punti doppi di essa 9 punti generici del piano Ai A2,„.A{); 
per i quali passerà una cubica C3. Infatti vi è un sistema 
lineare di dimensione 35 — 27 =  8 di passanti doppiamente 
per A l .... Ag, fra le quali le curve spezzate nella Cs e in una
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quartica sono soltanto è chiaro che la C1 generica coi 
punti doppi A LA2....A0, oltre a essere irriducibile, sarà di 
genere 6, non potendo avere altri punti doppi per il Teorema 
di Bertini (cfr. L. 2°, § 5, ovvero L. 3°, § 20).

Ciò posto procediamo ad esaminare se una 01 generica, 
coi punti doppi A L A2 .... Ag, possa contenere una g\ ovvero 
una g?.

Se la 01 contiene una gfv  (per il teorema di Riemann-Rocli) 
una terna generica di questa, presa insieme ai punti A L .... Ad, 
dà un gruppo_Cr12 per cui passano °o3 quartiche; ora sopra una 
di queste (priva di punti doppi per il teorema di Bertini) le 
dette quartiche segano, fuori del Gl2, una g|, che dovrà essere 
la serie canonica staccata dalle rette; in virtù del teorema del 
resto (che racchiude il teorema di Gergonne del L. 2°, § 16) 
si deduce che il Gl2 appartiene ad una cubica, e cosi che i 
9 punti A l A2.... A0 appartengono ad infinite cubiche (for
manti fascio). Ma ciò è impossibile'se i 9 punti A i A2.... A9 
sono assunti in posizione generica.

Supponiamo ora che la nostra <77 contenga una g\\ per 
un gruppo generico di queste si avranno quartiche aggiunte, 
e queste — passando anche per Ai A2.... A 0 — hanno in comune 
14 punti semplici. Pertanto sopra una di tali quartiche le 
altre dovranno segare ulteriormente una g*; il che è assurdo 
se la quartica di cui si discorre è priva di punti doppi. Ma 
ciò è lecito supporre, per il teorema di Bertini, finche i 
punti A l A 2 . . . . A g non si riuniscono dando luogo ad almeno 
un punto triplo della C1.

I resultati precedenti si lasciano generalizzare col seguente
Teorema (4). Una curva di genere p >  4, non iper ellittica, 

ha come curva canonica una 022J_2p~l, appartenente ad un sistema

lineare di dimensione — — — (3p — 3) di quaclriclie Qh
dello spazio Sp__i9 e riesce in generale definita come curva base 
di questo sistema. Fa eccezione il caso in cui essa contenga 
una g*, la O2P__2p~i trovandosi sopra una rigata razionale d? or
dine p ^-2  comune a tutte le nominate Q; e — per p =  6 — anche 
il caso che la (7105 contenga una gz, trovandosi allora sopra una 
superficie di Veronese, per cui pure passano le Q.

(4) Cfr. F. Enriques « Atti delFAccademia di Bologna », 4 maggio 1919.



CAPITOLO I 107

In primo luogo, per p >  6, come per p — 6, si dimostra 
che una C2P_ 2p~l contenente una g}ò sta sopra una rigata jF, le 
cui generatrici contengono le terne della g*, e quindi F  appar
tiene a tutte le Q che passano per la curva.

In secondo luogo si prova pure (come pei primi valori 
di p) che la sola superfìcie di SP_L, la quale presenti 3p — 3 
condizioni alle quadriche Q di quello spàzio, è la superfìcie 
d’ordine p — 2 , le cui sezioni iperpiane sono curve razionali 
normali.

In terzo luogo si dimostra (teorema Ai D el P ezzo) (1) che 
le superfìcie d’ordine n — 1 di Sn (a curve sezioni razionali 
normali), per n > 5 ,  sono rigate (razionali). A tale scopo si 
osservi che un iperpiano tangente sega una tale superficie, Z, 
secondo una curva (connessa) riducibile in due curve razionali 
normali, Cr e Cs (r s =  n — 1), passanti per il punto di con
tatto: e la Cr appartiene ad un sistema lineare oov di curve 
normali dello stesso ordine segate dagli iperpiani per (7S, come 
la Cs ad un sistema oo*. Ora se r ;> 2 , si troverà un iperpiano 
per Cs tangente in un punto di F  fuori di Cs, che darà una 
Gr spezzata parimente in due curve razionali normali. Oosì se
guitando si trova infine un sistema o^L di rette (e allora la F  è 
rigata ed un iperpiano tangente in un suo punto contiene già 
la generatrice per esso), ovvero un sistema <>c2 di coniche, Z, 
secantisi a due a due in un punto (variabile). Ma quest’ultima 
ipotesi non può presentarsi per una superficie appartenente 
ad uno spazio ad n ;> 5 dimensioni; giacché tre coniche K  
determinano un òr5, in cui deve giacere ogni altra conica K  
incidente ad esse.

Ora se le Q passanti per una (72P_ ./—1 contengono di con
seguenza una varietà su cui viene tracciata la curva, codesta 
varietà dovrà essere una superficie d’ ordine p — 2 dello 8p_ l 
e — per p >  6 — una rigata, le cui generatrici — per il teo
rema di Eiemann-Eoch — riusciranno trisecanti della C2P_ 2p~l.

L’esistenza di curve canoniche (p >  6) non conte
nenti una </*, e di cui quelle con una g* sono casi partico
lari, si può provare (indipendentemente dal computo delle 
costanti caratteristiche o moduli da cui dipende una classe 
di curve di genere p \  mediante il semplice esempio di curve

(*) Rendie. fieli’Accademia, di Napoli, 1885. Per 71 — 5 si hanno anche 
le superficie di Veronese.
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c o n t e n e n t i  in  g e n e r a l e  u n a  gì e  s u s c e t t i b i l i  d i p a r t i c o la r i z -  
za rs i  in  g u i s a  c h e  e s s a  d i v e n t i  u n a  g\ : s i  h a  i n f a t t i  c h e  
p e r  }) >  6  u n a  c u r v a  c o n  u n a  gì n o n  p u ò  c o n t e n e r e  a n c h e  
u n a  gì, p e r c h è  l ’ e s i s t e n z a  d i  d u e  ta l i  s e r i e  p e r m e t t e  di t r a 
s f o r m a r e  la  c u r v a  in  u n ’ a l t r a  d ’ o r d i n e  7, c o n  u n  p u n t o  t r i p lo  
e  u n  p u n t o  q u a d r u p lo ,  c h e  è  d i  g e n e r e  p < ( > .  O r a  s i  o t t e n 
g o n o  c u r v e  d i  g e n e r e  p q u a l s ia s i ,  c o n  u n a  gì, c o n s i d e r a n d o  
l e  c u r v e  On d ’ o r d i n e  n c o n  u n  p u n t o  (n —  4)-p/o , 0 , e  c o n  u n  
c o n v e n i e n t e  n u m e r o  5 d i  p u n t i  d o p p i  ; e  n e l l a  f a m i g l i a  d i ta l i ,  
c u r v e  ( p e r  o > n  —  4) s i  t r o v a n o  c u r v e  c o n  0 (n  —  3)-plo p e r  
c u i  n —  4  p u n t i  d o p p i  ( f r a  i 8) d e b b o n o  r i t e n e r s i  s o v r a p p o s t i  

a d  0. L ’ e s i s t e n z a  e f f e t t i v a  d e l l e  Cn s i  r i c o n o s c e  q u i  c o m b i 
n a n d o  l i n e a r m e n t e  c o p p i e  d i  c u r v e  d ’ o r d i n e  m e n — m p a s 
s a n t i  p e r  Om~ 2 e  On~ ' ' H~2, a v e n t i  a  c o m u n e  a l t r i  8 p u n t i  
s e m p l i c i .  , •

14. Il problema delle serie speciali: tipi normali di Brill 
e Niither e di Riemaim. —  C i p r o p o n i a m o  q u i  d i  d i r e  qualche 
c o s a  i n t o r n o  a l  p r o b l e m a  g e n e r a l e  d e l l a  d e t e r m i n a z i o n e  d e l l e  
s e r i e  s p e c i a l i  a p p a r t e n e n t i  a d  u n a  c u r v a  d i  g e n e r e  q u a l s ia s i .  
L ’ i m p o r t a n z a  d i  q u e s t o  p r o b l e m a  r i s u l t e r à  p a r t i c o l a r m e n t e  
d a l l e  a p p l i c a z i o n i  c h e  s e  n e  v e d r a n n o  in  q u e s t o  s t e s s o  p a r a 
g r a f o :  t r a s f o r m a z i o n e  di u n a  c u r v a  di g e n e r e  p  in  u n a  c u r v a  
p i a n a  d ’ o r d i n e  m i n i m o  ( t i p o  n o r m a l e  di B r i l l  e  N o t h r r ) ;  
t r a s f o r m a z i o n e  d e l l a  cu r ,va  in  u n ’ a l t r a  f ( X Y )  =  0  a v e n t e  il 
« g r a d o  m i n i m o  » n o n  p iù  c o m p l e s s i v a m e n t e ,  m a  s e p a r a t a -  
m e n t e  r i s p e t t o  a l l e  d u e  v a r ia b i l i  X  e  Y  ( t ip o  d i B i e m a n n ) ;  
q u e s t ’ u l t i m a  t r a s f o r m a z i o n e  r i s p o n d e  a l l a  r i c e r c a  d e l l a  irra
zionalità Y(X) di grado minimo, p e r  m e z z o  d e l l a  q u a l e  si  
o t t i e n e  l a  r a p p r e s e n t a z i o n e  p a r a m e t r i c a  della , c u r v a .

S o p r a  u n a  c u r v a  di g e n e r e  si h a n n o  s e m p r e  s e r i e  l i n e a r i  
s p e c i a l i  c o m p l e t e  (d i d i m e n s i o n e  li >  0), gv}~ } j \ ,  d e d o t t e  d a l l a  
s e r i e  c a n o n i c a  f i s s a n d o  li ( <  p  — 1) p u n t i  g e n e r i c i ,  e  q u e s t e  s e r i e  
h a n n o  l ’ i n d i c e  d i s p e c i a l i t à  i — 1. S i m i l m e n t e ,  s e  la  c u r v a  c o n 
t i e n e  u n a  s e r i e  grn d ’ i n d i c e  d i  s p e c i a l i t à  1, e s i s t o n o  p u r e  
s e r i e  co l  m e d e s i m o  i n d i c e  d i s p e c i a l i t à ,  d e d o t t e  d a  q u e s t a  
t o g l i e n d o  à ( <  r )  p u n t i  g e n e r i c i .  I n o l t r e  s e  u n a  s e r i e  grn p o s 
s i e d e  li p u n t i  f i s s i ,  t o g l i e n d o l i  s i  o t t i e n e  u n a  grn_h p e r  c u i  l ’ i n 
d i c e  d i s p e c i a l i t à  c r e s c e  d i li; e  c o s ì  c r e s c e  d i  li la  d i m e n s i o n e  
d e l l a  s e r i e  r e s i d u a  gi~^_n p e r  l ’ a g g i u n t a  d i c o d e s t i  p u n t i .  
P e r t a n t o  ( c o n s i d e r a n d o  i n s i e m e  a d  u n a  s e r i e  la  s u a  r e s i d u a )
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il problema della determinazione delle serie spedali appar
tenenti ad una curva, si riduce alla ricerca delle serie primi
tive, prive di punti fissi e non ampliabili per 1’ aggiunta di 
punti, una serie primitiva avendo sempre per residua una 
serie primitiva.

Ora la ricerca delle serie speciali, e in particolar modo 
delle serie primitive, appartenenti ad una curva di genere p, 
si riconduce a quella degli spazi plurisecanti la curva cano
nica CWs p~~L. Impostando in tal guisa il problema, si lasciano 
da parte le curve iperellittiche, per le quali tuttavia si hanno 
subito le serie (speciali) primitive, che sono le g!l)h composte 
coi gruppi di h (< p  — 1) coppie della gl. .

Riferendoci dunque ad una serie g'n d’indice di specia
lità % — p — (ìi — r) >  1 vediamo i suoi gruppi appartenere a 
spazi Sm, ad m =  n — r — 1 dimensioni, incontranti la curva 
data in n punti; la serie residua g*', (ri =  2p — u, r — i — 1) 
avrà i suoi gruppi appartenenti a spazi Sm/, ad m'—p — 1 — r 
dimensioni, secanti la curva in ri punti. Le due serie residue 
l’ima dell’altra grn e gr̂  saranno primitive se gli spazi n-se
canti ed -secanti, Sm ed S.m/ (m<Cn— 1, m' < n  —1) non 
contengono entro di sè spazi e Sm/ - L rispettivamente
(n — l)-secanti, e (ri— l)-secanti.

Esaminiamo il problema delle serie speciali p ri mi ti ve rife
rendoci ai primi casi : p =  3, 4, 5, 6, 7. Accenneremo poi come 
si possano estendere alcuni dei resultati a cui saremo condotti 
da questo esame.

p =  3, 4) - L’esame relativo ai casi p =  3, 4, è presto 
esaurito.

Anzitutto per p — 3 (escluso il caso iperellittico) non 
esistono serie primitive, oltre la g* canonica; poiché le uniche 
sèrie speciali (di dimensione r >  0) contenute parzialmente in 
questa sono le gl ottenute fissando un punto.

Invece per p — 4 si hanno, sulla sestica canonica, in generale 
due gl residue una dall’altra, segate dai due sistemi di gene
ratrici della quadrica Q contenente la sestica: che sono le 
sole serie primitive d’indice di specialità i >  1. Le due gl si 
riducono a una sola serie autoresidua se la Q diventa un cono.

p — 5) - Passiamo alle curve di genere 5, riferendoci dunque 
alla 084 canonica che, come innanzi, indichiamo con (78. Su 
questa si vogliono ricercare le coppie di serie primitive residue
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runa dall’altra, grn e g*', [a +  ri =  2p — 2 e (n — ri) =  2 fr — r')], 
e perciò si è condotti a cercare gii spazi Sm (con — 1)
n-secanti la curva, per « <  4, e quindi m< 2.

Ora è facile vedere die per la C8 non possono esistere 
rette quadrisecanti (m, =  4), giacché la quaterna dei punti di 
incontro di una quadrisecante apparterrebbe a una g~ semplice, 
e quindi la curva si trasformerebbe in una quartica piana, 
deducendosi così j) <  3.

Sappiamo d’altronde (J§ 13) che la (7S non possiede in 
generale delle trisecanti, e quindi neppure dei piani pentase
canti corrispondenti ai gruppi della serie residua, codesto caso 
verificandosi soltanto per le Cs che appartengono a una rigata 
cubica.

Dunque, nel caso generale, avremo soltanto da cercare i 
piani quadrisecanti, corrispondenti a quaterne di una g

Ora, per costruire tali piani quadrisecanti la si è con
dotti a prendere sulla curva un punto generico P, e a cercare 
i piani per P  trisecanti altrove la curva: vi sono per Poo4 
piani, e la condizione di incidenza fra piano e curva importa 
una equazione per le coordinate del piano; appare pertanto 
che i piani richiesti per P sono oo1. Così dunque sulla Cs cano
nica si hanno in generale oo1 serie g\, ognuna delle quali ha 
— naturalmente — per residua una g\- e si hanno cinque g\ 
definite dalla condizione di possedere una quaterna contenente 
due punti generici della curva, poiché precisamente vi sono 
5 piani quadrisecanti per due punti della (784 , la curva essendo 
proiettata da quei due punti in una sestica con 5 punti doppi. 
Aggiungeremo che i nominati oc2 piani quadrisecanti, appar
tengono agli coni quadrici che passano per la C84, come 
lo studioso potrà riconoscere per esercizio.

Esercizio. Esistono g\ primitive sopra .una (7S4 contenente 
una gd? Cercando la risposta a questa domanda lo studioso 
ne dedurrà la condizione perchè una sestica piana di genere 5 
contenga una g\ (condizione a cui pervenimmo in altro modo 
nel § precedente).

]) =  6) - La ricerca delle serie primitive sopra la curva 
canonica (7105 (che indichiamo con (710), si riduce a quella dei 
seguenti spazi pluvi secali ti :

i) Rette trisecanti: esse corrispondono al caso parti
colare della Ci{) contenente una g ,̂ e contenuta in una rigata
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razionale del quart’ordine; la serie residua della gì — sup
posta esistente — è una g% i cui gruppi di 7 punti stanno in 
spazi S3. -Non si possono avere sulla OL0 delle rette quadrise
canti, perchè la curva non contiene una (Ragionamento 
svolto per p =  5, che si estende per qualsiasi valore di p >  5).

2) Piani quadrisecanti, a cui corrispondono serie pri
mitive g\ e serie residue g- i cui gruppi appartengono a 
spazi S3. Esiste — in generale — un numero finito di g* pri
mitive sopra la Ci0, e quindi un numero fluito di serie oo1 di 
piani quadrisecanti : infatti per un punto P  di Gi0 vi sono 
— in S. — ooG piani, e fra questi un numero finito di piani 
trisecanti altrove la curva canonica, poiché l’ incidenza di 
curva e piano in Sò porta due condizioni.

3) Piani pentasecanti, a cui corrisponde una gr|. Sap
piamo (paragrafo precedente) che l’esistenza di una tale serie 
(che resulta autoresidua) porta una particolarità della ClQ, la 
quale deve trovarsi su una superficie di Veronese.

4) Spazi S3 penta-secanti, a cui corrispondono serie g\. Si 
trova che per un punto P  della passano in generale c>o2 $3 
pentasecanti, giacché gii S3 per P  sono ooG e la condizione 
d’ incidenza fra un S3 e una curva — in Sò — equivale ad 
una equazione.

A.i nominati S3 pentasecanti rispondono oc2 serie appar
tenenti alla (7i0, le cui residue sono pure g\. Codeste oo2 serie 

-sono in generale primitive, accadendo che i relativi oc3 S3 pen
tasecanti si appoggino alla curva in 5 punti, di cui quattro 
non stanno in un piano, e in 5 punti soltanto. Infatti gii 
spazi $3, pentasecanti la (710, che contengono un piano qua
drisecante sono soltanto (cioè oc1 per ognuno degli oo1 
piani quadrisecauti); e, d’altra parte, gii S3 sestisecanti la 
nostra curva sono soltanto oo2? contenendo i gruppi delle g\ 
residue delle g\.

In conclusione: La curva dì genere p =  6 possiede in 
generale le seguenti serie primitive: la serie canonica g*Q9 un 
numero finito di gì,' a cui si accompagnano le g\ residue, 
e co2

I casi particolari in cui la detta curva contenga una g}̂  
o una gì, o una <7j sono stati caratterizzati.

Esercizi. Il numero delle g\ appartenenti ad una curva 
generale di genere 6, vale x =  5. (Si consideri la proiezione 
piana della Cl0 da un suo piano quadrisecante).
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I piani quadrisecanti la Ci0 appartengono ad oc:! qua- 
driche Q passanti per la curva, e vengono così caratterizzati.

Per tre punti della Ol0 passano in generale 9 $3 pentase
canti. Gli $3 pentasecanti la CiQ appartengono a coni quadrici 
di seconda specie (cioè a coni con retta doppia) passanti per 
la curva. Qual5 è la condizione perchè la Cl0 contenga una 
serie g ì autoresidua?

p = 7 )  - La ricerca delle serie primitive sopra la curva 
canonica Oi26 (che indichiamo con Ci2) si riduce a quella dei 
seguenti spazi plurisecanti:

1) Kette trisecanti: la loro esistenza corrisponde al 
caso particolare delle curve Ol2 con una g\, poste sopra una 
rigata razionale del quint5 ordine (paragrafo precedente); la 
serie residua di una g\, supposta esistente, è una g  ̂ i cui 
gruppi appartengono ad $4 9-secanti.

L5 ipotesi di rette quadrisecanti si esclude, come nei casi 
precedenti.

2) Piani quadrisecanti, ai quali corrispondono serie 
primitive g \ e serie residue g* i cui gruppi appartengono 
ad $4 8-secanti. Se vi è un piano quadrisecante la Ci2, vi sarà 
dunque un piano quadrisecante per un punto generico P  della 
nostra curva. Ma i piani per P, entro lo S0, sono e le 
condizioni perchè uno di essi incontri in tre punti la Ci2, fuori 
di P, sono 3*3 =  9. Pertanto si argomenta che l’esistenza 
di piani quadrisecanti debba tradursi in una condizione par
ticolare perla Ci2, cioè che sulla curva di genere p =  7 non 
esistono in generale g\. Questa conclusione si lascierebbe con
fermare coll’esame delle curve piane <77, dotate di 8 punti doppi.

3) Spazi S3 pentasecanti, ai quali corrispondono serie gl, e 
serie residue i cui gruppi stanno in S4 7-secanti. Si pos
sono costruire gli S3 pentasecanti la Oi2 partendo da un 
punto P  della curva: per P  passano oc9 $3, e fra questi ve 
ne sono oo1 quadrisecanti altrove la nostra curva, giacché 
per ciò si richiedono soltanto 2 -4  =  8 ' condizioni. Pertanto 
si trovano in generale sulla curva di genere 7, oo1 serie gl.

4) Spazi S 3 sestisecanti, cui corrispondono serie gl. Se 
vi è uno spazio siffatto deve trovarsene uno almeno passante 
X)er due punti generici Pi e P 2 della 012. Ma gli S3 per due 
punti, entro lo Sc, sono ooG e le condizioni perchè essi in
contrino ulteriormente la curva in 4 punti sono in numero
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di 2-4 =  8. Da ciò si argomenta che l’esistenza di S3 sesti
secanti debba tradursi in due condizioni partieolarizzanti 
la (712, e quindi che sulla curva di genere p =  7 non esistono 
in generale g*. L’esame delle curve piane (77 con 8 punti 
doppi permetterebbe di confermare tale conclusione.

5) Spazi S4 sestisecanti, cui corrispondono serie g\. Per 
un punto P  della Ci2 passano oc8 $4, entro lo $6; imponendo 
ad uno di questi di incontrare altrove la nostra curva in 
5 punti si hanno 5 condizioni, sicché gli S4 pentasecanti 
per P  saranno oo3. Pertanto sulla curva di genere 7 esistono 
in generale oc3 </*. E si può aggiungere che soltanto oo2 fra 
queste serie non sono primitive, giacché ognuna delle oo1 g* 
contiene appunto oo1 gl non primitive.

Riassumendo :
Sopra la curva di gemere p =  7 si hanno in generale le 

seguenti serie primitive : la serie canonica gr® , co1 g* colle loro 
residue g*̂, ed oc3 </*.

Esercizi. Se una Cl2 contiene una g| questa possiede tre 
coppie neutre e quindi contiene tre g\, la cui somma è la 
serie canonica g\2.

Reciprocamente se una 0 L2 contiene due g\, contiene 
anche una terza g\ residua della somma di quelle, e contiene 
altresì due residue una dell’altra. (Si trasformi la curva 
in una curva piana su cui le due g* vengano segate da due 
fasci di rette, e si provi così che le dette g\ hanno due 
coppie comuni...).

Determinare le più generali Ci2 contenenti una g% auto
residua.

Se una Ci2 contiene una gfv  la gf, residua del suo doppio 
è in generale una serie semplice che non contiene più al
cuna g\ primitiva. Perchè?

Esistono Ci2 contenenti una g* il cui doppio costituisca 
una g\ autoresidua? (Si studi la C1 piana con un punto qua
druplo e due punti doppi).

Se una Ci2 contiene una g\, il suo triplo minimo, jjjj, dà 
luogo sempre ad una serie completa ?

L’esame dei casi trattati innanzi vale sufficientemente 
a chiarire 1’ uso generale che si può fare del metodo per la 
ricerca delle serie speciali appartenenti ad una curva di 
genere qualsiasi. Questo metodo, così come da noi è esposto,

V. ENRIQUES -  III. 8
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non differisce sostanzialmente dal metodo di Brill e Nother, 
di cui è la traduzione nel linguaggio della geometria proiet
tiva degli iperspazi, clie offre qui il vantaggio di una più 
facile rappresentazione intuitiva delle cose.

Ora ci limiteremo ad indicare 1’ applicazione più interes
sante del metodo, che concerne il problema de,Ile serie di 
ordine minimo.

Vogliasi dapprima ricercare quali serie gd, d’ordine mi
nimo, appartengono ad una curva di genere p. È anzitutto 
chiaro che, già per p >  2, codeste serie sono certo speciali, 
e che — in ogni caso — sono complete. Sopra la curva cano
nica i gruppi di una tale g\ apparterranno a spazi

«-secanti la curva: i quali non conterranno spazi Sn_ s 
(n — l)-secanti (altrimenti la curva possiederebbe una gd^) 
e non saranno — in generale — («• -4- l)-secanti, ciò che 
richiede (per p ;> 3) condizioni ulteriori. Oosì dunque le gd di 
ordine minimo appartenenti ad una curva di genere p (>  3) 
saranno — in geuerale almeno — serie primitive.

Per determinare sulla CÌP̂ p~l una tale gd, si prenderà un 
punto generico P  della curva (che determinerà un gruppo 
dell’ ipotetica gd) e si valuterà : 

il numero
N  =  (n — 2)(p -4-1 — n)

dei parametri da cui dipendono — entro lo Sp—t — gli 
per P ;

e il numero
N' — (n — 1)( p — n)

della condizioni imposte ad un $„_2 per P, che debba incou*- 
trare la curva in altri n — 1 punti, fuori di P;

. quindi si darà ad n il più piccolo valore per.cui 
riesce

v =  JV— IV'> 0 .

Si troverà pertanto che la curva CiP—2p~ 1 possiede in 
generale oo^—*' serie d’ ordine minimo gd :

queste serie saranno in numero finito quando

v =  N  — N '=  0 ;

i valori più piccoli di n, per cui riesce v <  0 non cor
rispondono a serie gd esistenti sopra la curva di genere p più
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generale, giacché la loro esistenza si traduce in N' — N  con
dizioni particolari per la curva suddetta (condizioni che leghe
ranno gl’ invarianti della <72P_ / ~ l canonica).

Sorvolando sopra dubbi critici cui accenniamo più avanti, 
il calcolo sopra indicato porta alla seguente conclusione : 

Una curva di genere p >  4 possiede in generale serie g\ dél
it ordine minimo

n = p  — 7z 4- 1 , ?

queste serie sono in numero finito (v =  0) o infinito, dipendendo 
da v =  l  parametri, secondochè p è pari o dispari, cioè p =  2iz 
o p =  2k +  1.

In modo affatto analogo si tratta il problema delle serie 
d’ordine minimo g\, e si trova che:

Una curva di genere p >  6 possiede in generale serie ĝ  deh« 
V ordine minimo

n — p — n -h 2 , V -
3 ’

queste serie sono in numero finito (v =  0) o infinito, dipendendo 
da v =  l, 2 parametri, secondochè p 0, 1, 2 (mod. 3).

Ed anche:
Una curva di genere p > 2 r-\~ 2  possiede in generale 

serie grn dell9 ordine minimo
n = p  —  tc —f-  r , r  +  1

queste serie dipendono da v <  r parametri, essendo v definito 
dalla congruenza;

p — v (mod. r -4- 1).

Sia noti che resulterà v =  0 , quando p  sia divisibile per 
r  +  1, e quindi:

TC
V

r  -+-1 ’ *

~ ~  =  P - -  n +  r, p =  (p — ÎI .+  r)(r -b 1 ) ; 

(p — n - f  r)r =  n — r.

Si ha dunque in generale un numero finito di grn speciali 
quando sia

(p — n r)r — n — r.
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Abbiamo riferito questi risultati generali per comodità 
del lettore, e non ci soffermeremo a sviluppare i relativi 
calcoli, che d’ altronde non presentano difficoltà. Ma non 
possiamo tralasciare di mettere in luce qualche dubbio cri
tico, che — ove non potesse, come diremo, rimuoversi — var
rebbe ad infirmare le argomentazioni precedenti. A ciò è 
dedicata la seguente

Nota. Consideriamo dapprima la curva canonica dello 
spazio $4. Per ricercare le rette trisecanti di questa curva, si 
potrebbe fare il seguente computo: esistono in rette,,
le condizioni di incidenza fra retta e curva sono due, quindi 
si trova, in generale, un numero finito di trisecanti. Questa 
conclusione contrasta con ciò che si è visto innanzi, ed è effet
tivamente errata. Infatti le 6 condizioni imposte ad una retta 
trisecante sono — in generale — incompatibili, come si ve
rifica osservando che — per il teorema di Riemann-Roch — 
una trisecante ne porta di conseguenza infinite altre.

Ora riprendiamo la soluzione data innanzi del problema, 
delle serie speciali, riferendoci — per semplicità di discorso — 
alla curva canonica Ci0 dello $5, e alle g\ che ad essa apparten
gono. Qui si tratta di ricercare i piani quadrisecanti la curva, 
e poiché il sistema dei piani di S~ è e le condizioni di inci
denza fra piano e curva sono 2, si trova un sistema di piani 
quadrisecanti, il cui ordine di infinità vale 9 — 8 =  1 (questo 
sistema potrà — come di fatto — ridursi a un numero finito 
di sistemi di ugual dimensione). In questo caso il teorema 
di Riemann-Roch non lascia prevedere alcuna incompati
bilità delle condizioni a cui deve soddisfare un piano qua
drisecante, giacché esso dice solo che se vi è un piano qua
drisecante la Ci0 ve ne è uno almeno per ogni punto P  della 
curva : e, calcolando il numero dei inani quadrisecanti che 
passano per P, si sono trovati — come nel computo prece
dente — oo1 piani quadrisecanti. Tuttavia si potrebbe dubi
tare che, analogamente a ciò che si è visto per le trisecanti 
della Cs di $4, le condizioni imposte a un piano quadrisecante 
non riuscissero in generale compatibili: ciò accadrebbe qualora 
la esistenza di una g\ sopra la curva Gl0 traesse con sé neces
sariamente l’esistenza di una serie infinita di

Per rimuovere questo dubbio la via più diretta consiste 
nel valutare il numero x delle serie g\ appartenenti a 
una (710, riconoscendo che questo numero ha un valore
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(finito) diverso da zero: effettivamente si trova quiæ =  5 
(cfr. gli esercizi per il caso jp = 6).

In modo analogo, in tutti i casi dove, precedentemente, 
abbiamo trovato — mediante un computo di condizioni — 
l’esistenza di un numero finito, ovvero di una data infinità, 
di serie appartenenti in generale ad una curva di genere p, 
bisognerebbe accertarsi della compatibilità delle condizioni 
indicate; e perciò basterà naturalmente valutare il numero x 
che designa le soluzioni del problema, ricondotto (ove occorra) 
mediante condizioni supplementari, a un problema determi
nato (numero x delle serie in questione, cioè dei gruppi di 
esse contenenti un punto dato, ovvero numero dei gruppi 
contenenti due punti, eoe.).

La risposta precisa alla questione numerativa sopra indi
cata varrebbe anche ad eliminare un altro dubbio critico che 
può affacciarsi in ordine al nostro metodo: che le condizioni 
noverate per 1’ esistenza di date serie, g\ o g'̂  ecc., sopra una 
curva C2P_ 2p~ l non riescano mai indipendenti, e così che si 
trovino più serie, o anche serie d’ordine minore, di quelle 
che il calcolo indicato faccia presumere.

Il vero significato di questo dubbio si palesa facilmente 
esser questo: si può dubitare che non esistano curve C2P—2p~~l 
aventi un grado di generalità sufficientemente grande da con
tenere le serie minime indipendenti che risulterebbero dal 
nostro computo, un qualche legame fra le condizioni così 
imposte esprimendo una condizione d’esistenza delle curve 
predette.

Si traiti p. es. della ricerca delle g:è sopra una curva di 
genere p =  6 ; cioè dei piani pentasecanti per una O105 cano
nica. I piani per due punti della curva sono oo4 e le condi
zioni imposte ad essi, d’ incontrare la curva in altri 3 punti, 
sono 2-3  =  6 ; così appare che 1’ esistenza di piani pentase
canti porta 6 — 4 =  2 condizioni. Ma chi ci assicura che 
queste non sieno anche condizioni per l’ esistenza della G\0?

Sarebbe effettivamente così se le curve di genere 6 fos
sero tutte riducibili alle quintiche piane; e si riesce— come 
vedemmo — ad escludere il dubbio, soltanto riconoscendo la 
esistenza di altre curve piane del sesto ordine, (76, non trasfor
mabili in quintiche. La quale esistenza si riconosce qui facil
mente perchè i 4 punti doppi di una sestica CG si possono 
assumere ad arbitrio.
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L’ esentino che precede Yale a chiarire la via per cui sì 
possono eliminare i dubbi critici sollevati in questa Nona. 
Occorre valutare il numero dei parametri essenziali (o moduli) 
da cui dipende una curva di genere p considerata rispetto alle 
trasformazioni birazionali, ossia il numero degli invarianti 
proiettivi della curva canonica C2P—2p~~l ; occorre d’altra parte 
valutare il numero dei moduli per le curve di genere p con
tenenti una g\ o una g- ecc. : il confronto permetterli deci
dere se Vordine d’infinità delle serie g\ o gft ecc. corrisponda 
effettivamente al resultato dei nostri computi precedenti, 
giustificandone così i presupposti.

E, negli accennati computi di moduli, si deve insomma 
stabilire un teorema d’ esistenza per le curve di genere 
che — come vedremo a suo luogo (nel Oap. I l i)  — è vera
mente significativo, e non evidente a p r io r i tostochè si tratta 
di curve piane irriducibili dotate di punti doppi non assumi
bili ad arbitrio, come accade quando il loro numero è un 
po’ grande rispetto all’ ordine.

Questi avvertimenti valgono ad indicare la via per col
mare la lacuna segnalata nell’ applicazione del metodo di 
B r il l  e N o th er  al problema delle serie speciali o delle 
serie minime, e ciò in rapporto cogli sviluppi del Cap. I l i ,  
dove avremo occasione di aggiungere alcune notizie storiche 
su tale argomento. Pertanto procederemo avanti, nel seguito, 
ritenendo rimossa la critica di cui qui si è sufficientemente 
discorso.

L’ interpretazione proiettiva del resultato concernente 
le gl d’ ordine minimo che appartengono ad una curva di 
genere p, dà luogo al seguente

Teorema: Una curva di genere si può trasformare>
in generale, in una curva piana dell? ordine minimo

n — p  —  n 2 , TC P
l3J’

tipo normale delle curve di genere p, indicato da B r i l l  
e N ò t h e r .

Ohe in casi particolari la curva di genere p possa ridursi 
ad un ordine più basso, abbiamo già visto in alcuni esempi 
che precedono, e può dirsi ovvio per chi consideri che la curva
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g e n e r a l e  d ’ o r d i n e  n è  d i  g e n e r e  p =
(n -  1 )(n — 2 ) 

2 ; m a  e  i m 

p o r t a n t e  o s s e r v a r e  c h e  in  c a s i  p a r t i c o l a r i  il  m i n i m o  s o p r a  i n d i 
c a t o  p u ò  a n c h e  m a n c a r e ,  p e r  la  c i r c o s t a n z a  c h e  la  g* d ’ o r d i n e  
m i n i m o  r i s u l t i  c o m p o s t a .  C o s ì  p e r  l e  c u r v e  i p e r e l l i t t i c h e  d i  
g e n e r e  p  n o n  s i  p u ò  m a i  t r o v a r e  u n a  t r a s f o r m a t a  ( s e m p l i c e )  
d ’ o r d i n e  n < p - \~  2 ,  s i c c h é  o g n i  g* s p e c i a l e  r i s u l t a  c o m p o s t a  
c o n  l a  g\ a p p a r t e n e n t e  a l l a  c u r v a .

A n c h e  l ’ i n t e r p r e t a z i o n e  p r o i e t t i v a  d e l  r e s u l t a t o  c o n c e r 
n e n t e  l e  g\ d ’ o r d i n e  m i n i m o ,  c h e  a p p a r t e n g o n o  a d  u n a  c u r v a  
d i  g e n e r e  p , c o n d u c e  a d  u n  t i p o  n o r m a l e  c h e  è  s t a t o  a s s e 
g n a t o  d a  R i e m a n n .  I n f a t t i ,  a v e n d o s i  u n  n u m e r o  f i n i t o  ( >  1) 
d i  g\ d ’ o r d i n e  m i n i m o ,  s i  p u ò  t r a s f o r m a r e  l a  c u r v a  d a t a  in  
u n ’ a l t r a ,  d ’ o r d i n e  2 n, s u l l a  q u a l e  d u e  gd v e n g a n o  s e g a t e  d a  
d u e  f a s c i  d i  r e t t e  A  e  B, e  —  p o n e n d o  A  e  B  n e i  p u n t i  
a l l ’ i n f i n i t o  d e g l i  a s s i  c o o r d i n a t i  — . s i  o t t i e n e  c o s ì  u n a  c u r v a  

n o r m a l e  f(X Y ) =  0 ,  c h e  è  d e l l ’ o r d i n e  m i n i m o  s e p a r a t a m e n t e  
r i s p e t t o  a l l e  d u e  v a r ia b i l i .  S i  t r o v a ,  d ’ a c c o r d o  c o n  R i e m a n n  t1), 
c h e  q u e s t ’ o r d i n e  m i n i m o  v a l e ,  i n  g e n e r a l e  e  p e r  # > 4 ,

I l  r e s u l t a t o  s u s s i s t e  a n c h e  p e r  p =  3.
M a ,  i n d i p e n d e n t e m e n t e  d a l l ’ i n t e r e s s e  s t o r i c o  c h e  si p u ò  

a t t r i b u i r e  a  q u e s t a  d e d u z i o n e ,  s e m b r a  a  n o i  c h e  l ’ i m p o r t a n z a  
d e l l a  r i c e r c a  d e l l a  g\ d ’ o r d i n e  m i n i m o  s o p r a  u n a  c u r v a  d i  
g e n e r e  p, s t i a  n e l l a  r i s p o s t a  c h e  e s s a  r e c a  a l  p r o b l e m a  a l g e 
b r i c o  d i  « determinare la irrazionalità X(t) di grado minimo 
mediante la quale si può risolvere par ametricamente un9 equa
zione algebrica f(vy) =  0  :

( / i  e  fz s i m b o l i  d i  f u n z i o n i  r a z io n a l i )  ».
S e c o n d o  i l  r e s u l t a t o  p r e c e d e n t e  il g r a d o  m i n i m o  d i  c o -  

d e s t a  i r r a z i o n a l i t à ,  p e r  u n a  /  d i  g e n e r e  p, v a l e  in  g e n e r a l e  
n — p — tc +  i.

M a  a  q u e s t a  c o n c l u s i o n e  s i  p u ò  o b i e t t a r e  n o n  e s s e r  d e t t o

(l) Timori e (loi Abel’ sclien Functionen § 13.

n  —  p  — tu -4— 1 , c o n  n == V 
2 ’

y = À ( x , t )
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a priori che la risoluzione parametrica di una curva f(xy) — 0 , 
mediante una irrazionalità X(t) di grado n, debba corrispon
dere a una gl, come appare dalle seguenti considerazioni:

Si consideri la più generale rappresentazione parametrica 
algebrica di una curva

f(xìj) — 0,

mediante funzioni irrazionali di grado n di un parametro t:

1) ’x = f L{X,t), y = M X ,t ) ,

dove X  è legata a t da una equazione di grado n in X

<p(X*) =  0.

Avviene generalmente che le formule 1) insième alla f(xy) =  0 
riescano invertibili, permettendo di esprimere inversamente X, t 
come funzioni razionali di x, y, cioè diano una rappresenta
zione parametrica semplice della curva / ;  ma può anche acca
dere l’opposto nelle seguenti circostanze:

1) Ad un valore di t possono rispondere meno di 
n punti (xy) della curva f ,  così che x, y e t non determi
nino un solo valore ma i ( > l )  valori di X. In questo caso 
la gl rappresentata da t — cost. sopra la curva <p(X$) =  0, 
risulta composta mediante una involuzione y! che avrà come 
immagine una certa curva ?(X£)==0; e perciò si può sosti
tuire ad X, nella rappresentazione parametrica della f ,  la

_
irrazionalità X (funzione razionale di X e t) di grado %

2) Può accadere che i gruppi Gn , di n punti di f  cor- 
rispondenti ai valori di t, non determinino reciprocamente 
in questo caso, per il teorema di Liiroth (ritrovato in questo 
stesso libro al § 7) si può- sostituire a t un nuovo parametro x, 
funzione razionale del primo, i cui valori corrispondano biu- 
nivocamente ai gruppi Gn anzidetti.

3) Ritenendosi scartati i casi precedenti, di guisa che al 
variare di t si ottenga su /u n a  serie razionale di gruppi Grn 
biunivocamente determinati dai valori di t, resta sempre che 
questa serie :

anziché essere una involuzione (lineare) come accade 
quando ogni punto P di /  appartenga ad un Gn ,



CAPITOLO I 121

può essere una serie d’indice m >  1 , un punto P  di f  
appartenendo ad m gruppi Gn.

Ordunque si può dubitare a priori che la rappresenta
zione parametrica di una curva f  mediante l’ irrazionalità di 
grado minimo, corrisponda non già ad una gd, ma ad una serie 
razionale d’indice m >  1 di gruppi di n punti sopra la curva/. 
Questo dubbio viene rimosso dal teorema stabilito nella Nota 
del § 10: « sopra una cifrva algebrica, una serie razionale oc1 di 
gruppi di n punti d’ indice m >  1, è sempre contenuta in una 
serie lineare con r >  1 ». Poiché entro una con r >  1, 
sono sempre contenute serie lineari g1 con q < n  — r -f-1 , si 
deduce: la rappresentazione parametrica

y —-/ 2(X, t)

di una curva f(xy) =  0, mediante V irrazionalità di grado mi
nimo n, corrisponde a una involuzione ĝ  sopra la f ,  sicché può 
sempre supporsi che i punti (xy) di f  determinino reciprocamente 
i valori di t e X  (i). Così, in particolare: se le coordinate dei 
punti di una curva si esprimono razionalmente mediante un 
parametro t e un radicale quadratico, portando sopra una 
funzione razionale di esso, la curva è iperellittica (o ellittica 
o razionale), e si riduce razionale quando la rappresentazione 
parametrica non sia semplice, avendosi così una serie razio
nale di coppie di punti contenuta in una </|. E poiché una 
curva che ammette una rappresentazione parametrica non 
semplice mediante un radicale quadratico, può riguardarsi 
come immagine di una involuzione sopra una curva iperel
littica, il resultato precedente si potrà anche esprimere di
cendo che: sopra una curva iperellittica di genere p > l ,  ogni 
involuzione irrazionale è trasformata in se stessa dalla (ò da 
ciascuna) appartenente alla curva (2).

( 1 )  Enriques. «,Circolo Matematico di Palermo », t. IX, 25 agosto 1895.
(2) Cfr. P ain levé. « Annales de l’ École Normale », 1891. — Segre. 

« Introduzione... » Nota al n. 67.



Ca p it o l o  I I

La geometria sopra le curve del piano e le tra
sformazioni cremoniane : evoluzione storica 
delle idee.

In questo capitolo offriamo anzitutto la teoria delle sèrie 
lineavi sopra una curva piana, dedotta dalla considerazione delle 
curve aggiunte, secondo B r i l l  e N o t h e i ì  : questa trattazione 
occupa i primi tre paragrafi e può essere sostituita agli sviluppi 
paralleli contenuti nei §§ 9, 10 e 11 del precedente capitolo.

Dopo avere così messo in rilievo come la geometria sopra 
' una curva si lasci studiare con riferimento al modello piano, 
metodo che costituisce in fatto la prima via seguita in questo 
studio, noi vogliamo risalire alla genesi della dottrina, met
tendo sopra tutto in luce P evoluzione storica delle idee. Il 
disegno ideale di questa evoluzione viene spiegato nel § 19 
(quinto di questo capitolo), ove mettiamo a riscontro i diversi 
ordini di concetti e di problemi — attinenti alla teoria delle 
funzioni, alle trasformazioni birazionali, ecc. — che vengono 
fusi nel nuovo organismo scientifico.'

Ora le idee che dominano questo organismo, e che gli 
conferiscono la sua propria veste geometrica, si collegano in 
particolare allo studio delle trasformazioni birazionali o cre- 
moniaue del piano, sebbene vi sia poi luogo a distinguere 
fra proprietà invariantive per trasformazioni birazionali della 
curva, e proprietà invariantive per tasformazioni birazionali 
dell’ intero piano. Pertanto la definizione precisa dei concetti, 
noumeno che il bisogno di comprenderne storicamente lo 
sviluppo, ci, porta ad esporre i fondamenti della teoria delle 
trasformazioni cremoniane, che occupa appunto la seconda 
parte di questo capitolo (§■§> 20-23).

15. Costruzione delle serie complete sopra una curva piana 
priva di punti multipli. — Dal punto di vista della Geometria
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P r o i e t t i v a  s i  p r e s e n t a n o  c o m e  g e n e r a l i  l e  c u r v e  p i a n e  p r i v e  
d i  p u n t i  m u l t i p l i ,  e  ( s e b b e n e  q u e s t a  g e n e r a l i t à  s i a  r e l a t i v a  
s o l t a n t o  a l l e  t r a s f o r m a z i o n i  p r o i e t t i v e  e  n o n  a l l e  t r a s f o r 
m a z i o n i  b i r a z i o n a l i  c o m e  v e d r e m o  p iù  a v a n t i )  s e m b r a  n a t u 
r a le  c o m i n c i a r e  d a  q u e s t e  lo  s t u d i o  d e l l a  G e o m e t r i a  s o p r a  
u n a  c u r v a :  il  q u a l e  o r d i n e  r i s p o n d e  a n c h e  a d  u n a  r a g i o n e  
d i d a t t i c a .

N o i  m o s t r e r e m o  c h e :  s o p r a  u n a  c u r v a  p i a n a / ,  d i  u n  c e r t o  
o r d i n e  n, p r i v a  d i p u n t i  m u l t i p l i ,  il s i s t e m a  c o m p l e t o  d i  t u t t e  
l e  c u r v e  d i o r d i n e  m s e g a l i n a  gmn c o m p l e t a ;  V e s t e n s i o n e  a l  
c a s o  di c u r v e  c o n  p u n t i  m u l t i p l i  r iu s c i r à  p o i  m o l t o  f a c i l e ,  
s e g u e n d o  p a s s o  a  p a s s o  la  m e d e s i m a  v i a  c h e  q u i  si p e r c o r r e .

S i a r r i v a  a  s t a b i l i r e  il r e s u l t a t o  c h e  a b b i a m o  in  v i s t a ,  
s u l l a  b a s e  d i u n  t e o r e m a  c h e  si. p r e s e n t a  c o m e  e s t e n s i o n e  
d e l  c o s ì  d e t t o  p r i n c i p i o  di Lamé, g i à  i n c o n t r a t o  n e l  L. 2°, 
§ 14 ,  il  q u a l e  e s p r i m e  la  c o n d i z i o n e  p e r c h è  u n a  c u r v a  a p 
p a r t e n g a  a l  f a s c i o  d e t e r m i n a t o  d a  d u e  c u r v e  /  e  cp d e l  m e d e 
s i m o  o r d i n e .  A b b i a m o  p u r e  a c c e n n a t o  a d  u n a  e s t e n s i o n e  d e l  
r e s u l t a t o  c h e  a p p a r t i e n e  a  G e r g o n n e ,  d o v e  u n a  d e l l e  tr e  
c u r v e  è  d ’ o r d i n e  m i n o r e  d e l l e  a l t r e  d u e  (L .  2°, § J6 ) .  O r a  
d i m o s t r e r e m o  u n  r e s u l t a t o  p i ù  g e n e r a l e ,  c h e  c o m p r e n d e  i n o 
m i n a t i ,  s t a b i l e n d o  il  s e g u e n t e

Teorema sulla espressione eli una; curva come combinazione 
lineare di due altre.

Si abbiano nel piano due curve/,, e :pm, degli ordini n e m, 
anche riducibili, ma senza parti comuni, le quali si intersechino 
in mn punti semplici; se una curva, d9 ordine l (Z>n, Z> w) 
passa per questi mn punti, essa è una combinazione lineare del tipo

tyl A i—n f n "4“ cpm ,

d o v e  A^n  =  0  e  — 0 d e s i g n a n o  c u r v e  d e g l i  o r d i n i
r i s p e t t i  v i  l —  n e  l —  m.

P e r  s e m p l i c i t à  d i d i s c o r s o  p o s s i a m o ' r i t e n e r e  c h e  g l i  mn 
p u n t i  i n t e r s e z i o n i  d i f n e  cpm s i a n o  d i s t i n t i ;  m a  in  r e a l t à  i l  
r a g i o n a m e n t o  p r o c e d e  u g u a l m e n t e  s e  a l c u n i  d i e s s i  d i v e n g o n o  
i n f i n i t a m e n t e  v i c i n i .

C o m i n c i a m o  a  d i m o s t r a r e  il t e o r e m a  p e r  l > m n f a r e m o  
p o i  v e d e r e  c o m e  s u p p o s t o l o  v e r o  p e r  l s i  d i m o s t r i  p e r  l —  3,  
e  c o s ì  r i s u l t e r à  d i m o s t r a t o  in  g e n e r a l e .

E  v e n i a m o  a l l a  n o s t r a  d i m o s t r a z i o n e .
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Cominciamo col notare che le curve del tipo

■0 ^  —n f  n ~^l—m c$ m  ==  0

sono curve che passano effettivamente per gii mn punti 
comuni alla f n e alla cpm, formando un sistema lineare S che 
avrà una certa dimensione r.

Per dimostrare che, viceversa, tutte le curve d’ ordine l, 
passanti per questi mn punti, si possono scrivere nella forma 1), 
faremo vedere che il sistema lineare 2 costituito da queste 
curve ha precisamente la dimensione del sistema S e, poiché S 
è contenuto in 2 , risulterà che i due sistemi coincidono.

Anzitutto valutiamo la dimensione del sistema 2, suppo
nendo l> m n ,  nel qual caso soccorre la osservazione fonda- 
mentale che gli mn punti impongono alle che debbono 
contenerli condizioni linearmente indipendenti; infatti si può 
costruire una curva d’ ordine l, composta di rette, che con
tenga mn — 1 punti del nostro gruppo e non il rimanente.

Ciò posto il sistema 2 delle curve d’ordine Z avrà la 
dimensione

Z(Z +  3) 
2 — mn.

Valutiamo ora Ja dimensione r  del sistema S  costituita 
dalle curve

A i —n f n  “h —m

A tale oggetto cominciamo col notare che le curve 
del tipo

-41—n f n  ~~~ ® 

formano un sistema lineare, S i , di dimensione 

o\  ̂ (Z — n)(l — n -f- 3)
À) 7i — -----------ô----------V

essendo questa la dimensione del sistema di tutte le curve 
Ai_n =  0, d’ ordine Z — n .

Analogamente le curve del tipo

/
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formano un sistema lineare, S2, di dimensione '

o> _  (Z-».j(Z-■>». + 3 )O) 1 2 --------  2

Se -i sistemi S L e S2 non avessero nessuna curva comune, 
la dimensione del sistema 8  sarebbe

r =  r t -f -r2 - H i ,

ma se hanno a comune un sistema 8' di dimensione r ,  la 
dimensione r di S  sarà

4) r  =  r, -4- rt — r';

onde, per avere r, basterà valutare r'. A questo scopo osserve
remo che le curve di 8' possono scriversi contemporaneamente 
nelle due forme

■A-i—n fn  == b ® m cpm == Oj

così ciascuna di esse dovrà contenere la /„  =  0 e la cpm =  0, 
essendo dunque la somma di f „ , cpm e di un’ ulteriore parte 
d’ordine Z— m — n. E, poiché una curva composta in tal 
guisa appartiene certo ad S', la dimensione r di 8' sarà la 
dimensione del sistema totale delle curve d’ordine Z— n —m:

, (Z — n — m)(l — n — vi 4- 3) r = ----------------—----- :---------- ,

Ciò posto, dalle formule 2) 3) 4), fatti i calcoli, si ricava

1(1 -+- 3)
—  m n .

Pertanto la dimensione del sistema 8  :

Â-1— n f n  ~U* tP m  — 0,

coincide con la dimensione del sistema 2 , costituito dalle curve 
d’ordine l passanti per gli mn punti comuni alla /„  =  0 e 
alla =  0 , e quindi i due sistemi 8  e 2 coincidono. c. d. d.

Dopo avere [dimostrato il nostro teorema per Z >  mn , 
estendiamolo al caso di Z qualunque, facendo vedere che,
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supposto che esso sia vero per un certo valore di l, risulta 
vero anche per l — 1.

Si consideri dunque una curva d’ ordine l — 1 pas
santi per gli mn punti comuni a f n e cpm; aggiungendo una 
retta generica r, avremo una curva d’ ordine l per cui

®) rcPz—i :== Al—n fn  +  J^l—m Çm-

Ora, se la retta r fa parte della curva

-^l—m m—i •>

essa si stacca dalla curva

-A-i—n fn  =: T$l—m

e quindi — non essendo componente di f n — dalla

A~l—n — V A-i—yi—l j
diguisachè risulta

Vi—i =  A-l—n—i fn  •

Ma se la curva passante per gli n punti comuni
ad r ed f n , non contiene la r come parfe, dovrà essere il 
suo ordine

l — m >  n ,

e così si potrà applicare ad essa il teorema già dimostrato, 
scrivendo

—m == -A-z—m—nfn  H““ —m—i

In sostanza il ragionamento che precede si riduce a 
questo, che quando

r =  Bt_m (mod. /„),

è come se r faccia parte della curva B(_ m cpm e quindi 
di Bt_ m\ giacché in ogni caso

B t_ m =  r i (mod.%f n)-

Ora sostituendo nella 5) a B,_n la sua espressione si 
trova :

r 41;—1 =  (A1—fi +  cpm f n -+- T B i^m—i fm i
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e si con clu d e , com e in n an zi, e lle  dovrà  essere

e quindi
A  i—n  “1- 9 m  A .i—m —n —  T jL i—n —L, 

—i —n—i fn  ”1" -Bl—m—i Tm* c. d. d.

Osservazione. A b b iam o g ià  a v v er tito  e lle  il teorem a si 
esten d e  al caso  di cu rve /  e 9 a v en ti fra  loro dei c o n ta tti, 
d ove si p arli d i p u n ti (sem p lici) in fin ita m en te  v ic in i, e p er  
v er ità  la  d im ostraz ion e p roced e n e llo  stesso  m odo. Ora il 
teorem a si e s ten d e  an ch e  al caso  ch e un p u n to  sem p lice  
di f  sia  i-plo p er 9 ,  con sid eran d o  ch e fra  le  in tersez io n i  
di /  e 9 si h a n n o  qui i p u n ti sem p lic i su ccessiv i di / .  M a  
la  p rop rietà  n on  su ssiste  p iù  per il caso in cu i le  /  e 9 ab
b ian o a com u n e un  p u n to  d op p io  P :  n on  o g n i cu rva  p a s
sa n te  d o p p ia m en te  per P  e c o n te n e n te  le  u lter ior i m n — 4 
in tersezion i di /  e 9 si p uò esp rim ere com e com b in azion e  
lin ea re  J / + P 9 ;  in fe t t i  le  cu rve A / + P c p  =  0 ch e h an n o  P  
com e d opp io , p o sseg g o n o  iv i una cop p ia  di ta n g e n ti che  
ap p a rtien e  a lla  in v o lu z io n e  d eterm in a ta  d a lle  due co p p ie  di 
ta n g e n ti d i /  e 9 ,  ciò  ch e n on  accade n ecessa r ia m en te  per  
la  n ostra

R itorn iam o al teorem a su lla  esp ression e di u na  cu rva  
com e com b in azion e lin eare  di a ltre  due, per tradurlo  in  
u n ’ altra  form a eq u iv a len te  ch e n e  m e tte  m e g lio  in lu ce il 
sig n ifica to  g eo m etr ico , esp rim en d o  una p rop rietà  di sp ezza 
m en to  del gru p p o  sez io n e  di /  con  una curva 9; qui ci lim i
terem o al caso, ch e im p orta  con sid erare n e l seg u ito , in  cui 
la  /  sia  irr id u cib ile  :

Teorema. S ia  f n una curva, d ’ ord ine n, p r iva  di p u n ti 
m u ltip li, e si con sid eri il gruppo degli [m -f- d)n punti segati 
sopra di essa da una curva d’ ordine m~hd:  se mn
fra  questi punti appartengono ad una curva cpm d7 ordine m,
i. rimanenti dn si trovano sopra una curva d’ ordine d.

B asterà  d im ostrare il teorem a n e ll’ V o te s i ch e la  9 m sia  
irriducibile, ch è —  a ltr im en ti — sarebbe su ffic ien te  a p p licare  
su ccessiv a m en te  la  n ozion e acq u isita  per q uesto  caso  a lle  com 
p o n en ti di 9 m .

Ora se la  <]>m+ d co n tien e  la  9 m com e p arte , e quindi si 
sp ezza  n e lla  9 m stessa  e in una resid u a cu rva d ’ ord ine d, il teo 
rem a è g ià  d im ostrato . Se così non  è, avrem o certo  m A >  n,
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giacché la <fm+d possiede mn punti comuni con ym. Ciò posto 
applichiamo il teorema sulla espressione di come com
binazione lineare di f n e <pm: a questo teorema si può dare 
la forma

t y m + d  =  B d  ? m  ■ (mod. /)

Risulta così che, per quanto concerne la sua intersezione 
con / n, la curva <Pm+a si lascia sostituire con una curva spez
zata nella <pm e in una residua curva (l’ordine d, che per sim
metria può qui designarsi con yd (=  B a) ;«onde resta stabilita 
la proprietà sopra enunciata.

Siamo ora in grado di dimostrare che : sopra la curva 
piana irriducibile,'fn9 priva di punti multipli, il sistema di 
tutte le curve ym, d’ ordine m, sega una gmn completa.

Si consideri un Gmn sezione di f n con una <pm, e si im
magini costruita la serie completa a cui esso appartiene: 
questa serie | gmn | verrà segata su f n da un sistema lineare 
di curve d’ordine m -\-d , passanti per un medesimo
gruppo Gdn di f n , e fuori dei punti di questo gruppo. Ma 
poiché il Gmn appartiene a una <pm e il Ér(m+dm =  Gmn +  Gdn 
è sezione di f n con una particolare (cioè con quella con
tenente il Gmn da cui siamo-partiti), si deduce che il Gdn ap
partiene a una d’ordine d ; e da ciò poi segue similmente 
che anche tutti gli altri gruppi di mn punti sezioni delle <pm+a, 
appartengono a curve cpm di ordine m. c. d. d.

Dal risultato ottenuto — poiché togliendo da una serie 
completa dei punti fissi si ottiene ancora una serie com
pleta — segue il modo di costruire la serie completa definita 
da un gruppo G, sopra una curva piana irriducibile, f ,  priva 
di punti multipli: si mandi per G una curva <pm (che esisterà 
certo lier m abbastanza elevato) a segare '/ in un residuo 
gruppo 6r'; il sistema di tutte le curve <pm passanti per G' 
sega ulteriormente su /  la serie completa cui appartiene G. 
E, ricordando in tutto il suo contenuto la proprietà relativa 
alla sottrazione delle serie, avremo, per le /  senza-punti 
multipli, V espressione proiettiva del teorema del resto : se due 
gruppi di q punti, sopra f ,  sono resti o corresiduali di un 
medesimo gruppo di q' punti, nel senso che formino con 
questo l’ intersezione completa di f  con due curve 9 dello 
stesso ordine, essi sono pure tali rispetto ad ogni altro resto 
dell’ uno dei due.

V.  KNU1QUES - I I I . 9
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1(>. Serie complete sopra una curva piana con punti mul
tipli: curve aggiunte. — La proprietà, stabilita nel prece
dente paragrafo, della integrità della gmn segata sopra mia /„ 
da tutte le curve <pm del piano, non sussiste più — in gene
rale — quando la f n abbia dei punti doppi o multipli.

Che effettivamente in questo caso la serie segata dalle cpm 
possa riuscire non completa, appare già dall’esempio che si 
ottiene proiettando una curva gobba da un punto esterno sul 
piano, perocché sulla proiezione Ja g'n segata dalle rette non 
è completa. Ma giova rendersi conto delle circostanze che 
vietano di applicare alle curve dotate di punti doppi le 
considerazioni precedenti. Per semplicità di discorso assu
meremo una cubica f 3 dotata di un punto doppio 0 , e 
spiegheremo come avvenga che la serie segata su questa 
dalle rette (o analogamente la serie segata dalle coniche) 
non sia completa.

Ordunque si mandi pe* il gruppo G3, sezione di una 
retta generica cpL con / 3, una curva p. es. una pas
sante per 0 : il gruppo G' delle intersezioni di fb3 fuori di G3 
apparterrà ad una conica cp2, che ha due intersezioni riunite 
in 0 ed altre quattro intersezioni A, B, C, D. Fin qui si è 
applicato senza variazione il teorema del paragrafo prece
dente, trattandosi di una f 3 e di una cp4 aventi a comune 
dei punti semplici; ma si consideri ora un’altra curva ilei 
terz’ ordine, <J>3', passante per 0 , A, B , O, D : la terna di punti 
'che questa sega su f 3 non sarà in linea retta, se la ^  non 
tocca in 0 la d>3. In tal guisa si vede che la g\ segata su f 3 
dalle rette appartiene alla g* staccata dalle cubiche per 0 , 
A, B, C, D (che avremmo ottenuto ugualmente mediante le 
coniche per 0 e per un altro punto); e si riconosce anche 
perchè la presenza di un punto doppio della f 3 non per
metta di dedurre 1’ integrità della nominata seguendo il 
procedimento del paragrafo precedente.

Tuttavia quel procedimento si estende ad una /,,, dotata 
comunque di punti doppi o multipli, ove si sostituiscano le 
curve generali d’ordine m con curve passanti i — 1 volte per 
ogni punto i~plo di /„ , curve che abbiamo denominato aggiunte 
ad /„. Ma, per stabilire tale estensione, occorre riprendere, per 
il caso di curve dotate di punti multipli, le considerazioni 
svolte innanzi, generalizzando le ipotesi che per semplicità 
avevamo adottate. Prenderemo le mosse dal teorema detto
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dell’yt/-i- B y , cui N oth er  (1872) è riuscito a dare la forma 
più generale e comprensiva (l).

Teorema sull9 espressione di ima curva come combinazione 
lineare di altre due.

Siano date due curve d’ordine n e ni, f n e cpm, le quali . 
abbiano in, connine dei punti di molteplicità qualsiansi (ma 
non una componente se riducibili): una curva tylf (V ordine l ,
{Z >  n , l> m ), la quale passi con la molteplicità i~ \-h — 1 
per ogni punto P comune alle due date, che sia i~plo per f n 
ed h-plo per cpm (2), è una combinazione lineare del tipo

4*7 —  —n ./?> "1“ P i —m 9m ?

dove Ax_ n e P t—m sono due curve, d’ordine l — n e l — m9 
che passano per P  con le molteplicità rispettive li — 1 e i — 1.

Per semplicità di discorso il teorema enunciato si può 
riferire al caso in cui i punti comuni a f n e cpm non 
diano luogo a contatti fra i rami di queste curve; ma il 
teorema vale ugualmente in tutti i casi, purché insieme 
ai punti propri comuni alle due curve date, si conside
rino anche i punti infinitamente vicini, semplici o mul
tipli per esse: infatti la' nostra dimostrazione si fonderà 
sul computo delle intersezioni assorbite in un punto sem
plice o multiplo comune a due curve, e sul numero delle 
condizioni imposte ad una curva da un punto semplice o 
multiplo; e precisamente in codeste valutazioni i punti infi
nitamente vicini contano come fossero punti propri.

Veniamo ora alla dimostrazione, che procede — come 
per il caso particolare del teorema contemplato nel prece
dente paragrafo — secondo lo schema che qui rapidamente 
indichiamo. Anzitutto si dimostra il teorema per l abbastanza 
elevato, tanto elevato che i punti P, comuni a lle /n e cpm asse
gnate, impongano condizioni indipendenti alle curve d’ordine l 
che debbano contenerli con le molteplicità i -h h  — 1.

In tale ipotesi : .

(L) Già nel 1869 Noti-ibr aveva dato il teorema nel- caso dei punti 
d’ intersezione semplici considerato nel precedente paragrafo.

(2) È appena necessario avvertire die — per semplicità di scrittura — 
scriviamo F, i f li? in luogo di P/t, ih, ///., con un indice k variabile da 
punto a punto.
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1) si valuterà la dimensione del sistema 8  delle curve

che vale 

con

A-l—n fn  “1“ —n <pm — 0 ,

r =  r 4 -t- r2 — r

( l—  »)(* — »»+ 3 7i(7t — 1 )
2 2 ’ 

(l — m)(l — m -t- 3) v — 1)
----------------------- 2 ------------------------------ ; i — 5 —

(l — m — n)(l — m — h -+- 3) #
_ g ’

2) si valuterà parimente la dimensione del sistema 2  
delle ^  passanti per i punti P  coirle molteplicità i - i / i -  1, 
che sarà

J, 1(1 -H 3) y  (i -+- li)(i -f- li — 1)S =  _ 2 ----- S ------------   —  ;

e
3) si riconoscerà 8 =  r, da cui segue il teorema per i 

valori considerati di l, tenuto conto elle il sistema 8 è con
tenuto in 2 .

Dopo ciò si estenderà il teorema da l a l — I. A tale 
scopo, data una ^l_ l soddisfacente alle condizioni dell’enun
ciato, si aggiungerà ad essa una retta generica r, scrivendo

i I“:: A-i—nfn  l

se la curva B z_ m non contiene la retta r come parte, sarà 
l — m > n ,  e codesta B ^ m si esprimerà come combinazione 
lineare di f n e di r, applicando il teorema del precedente 
paragrafo; onde, come ivi è fatto, si dedurrà

4̂ —i “  A-i— *+- Bi—m—{

E delle e si verificherà che — al pari
delle Ai__n e B z__m — passano per i punti P con le molte
plicità 7i— 1 e i — 1.

Ora, per applicare il teorema stabilito alla questione della 
integrità delle serie segate da curve aggiunte sopra una 
/  irreducibile, converrà introdurre le curve Maggiunte ad f r 
che si definiscono come quelle soggette a passare con la
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molteplicità 2(i — 1) per ogni punto i-plo di f n. Invero il 
nostro teorema conduce ad una proprietà di spezzamento 
del gruppo segato sopra /  da una curva biaggiunta, la quale 
viene espressa dal

Teorema, S ia /„ una curva irriducibile d’ordine n, dotata 
comunque di punti i-pli (/>  1), e si consideri il gruppo T degli

(m q- d)n — TLi{i — 1)

punti segati sopra di essa da una curva biaggiunta di
ordine m -f- d , fuori dei punti multipli: se mn — 2 i(i — 1) fra 
questi inulti appartengono ad una curva aggiunta çm, d’ or
dine m , i rimanenti dn — Et(i — 1) si trovano sopra una curva 
aggiunta d’ ordine d.

Come nel teorema analogo del paragrafo precedente si 
può supporre la cpm irriducibile. Ora se la <Pm+a contiene la cpm 
come parte, e quindi si spezza nella cpm stessa e in una re
sidua curva d’ordine d , il teorema è già* dimostrato. Se così 
non è avremo certo m - b- d> n ,  e potremo quindi espri
mere 4]m+ci come combinazione lineare di f n e cpm, ovvero 
scrivere la congruenza equivalente

4w2-t-$ = Bcl(pm (mod./) .

Eisulta così che, per quanto concerne la sua intersezione 
con la curva biaggiunta si lascia sostituire con una
curva spezzata nella àm e in una residua curva d’ordine d , 
che sarà pure aggiunta ad /„ ,  e che per simmetria può qui 
designarsi con yd ( = B d). c. d. d.

Osservazione. — Per ragioni di continuità, il teorema pre
cedente continua a sussistere quando una parte dei punti del 
gruppo r vengano ad appartenere ad una curva cpm che passi 
per un punto P, i-plo p e r , con una molteplicità superiore 
ad i — 1, per es. con la molteplicità ì. In tal caso la <çm si 
deve riguardare come una curva avente in P  la moltepli
cità i — l e  soggetta alla condizione ulteriore di contenere 
gli i punti infinitamente vicini a P  sui rami di f n (i quali 
figurano fra le intersezioni d i /n e fuori di P); e — poiché 
codesti i punti appartengono a T — la oltre ad avere
in P la molteplicità 2i — 2, toccherà anche i rami di f n. 
Ancora i punti di T fuori di apparterranno ad una 
aggiunta cpd.
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Finalmente siamo in grado di dimostrare il teorema che*
Sopra la curva (irriducibile) /„ ,  dotata comunque di punti 

multipli, il sistema di tutte le curve aggiunte di un medesimo- 
ordine m sega (fuori dei punti multipli) una serie completa.

Si consideri un gruppo G (di mn — 2 i(i —1) punti) sezione 
di f n con una aggiunta cpm, e si immagini costruita la serie 
completa a cui esso appartiene. Questa serie si potrà ritenere 
segata su f n da un sistema lineare di curve biaggiunte 
d’ordine passanti per un medesimo gruppo G (di
nd — Iii(i — 1) punti) di f n \ difatti se il sistema segante la 
nominata serie è costituito di curve che passino per un 
punto i~plo d i /„  con molteplicità minore di 2i — 2, basterà 
aggiungervi delle parti fisse passanti per quel punto, e il caso 
che la molteplicità risultasse maggiore di 2i — 2 non infirma 
le nostre considerazioni.

Ciò posto, poiché il gruppo G appartiene ad una ag
giunta <pm e il T =  G +  G' a una particolare biaggiunta 
si. deduce che il G' appartiene ad un’aggiunta ycl; e da ciò 
segue poi che anche tutti gli altri gruppi di punti, sezioni 
delle per G', appartengono a curve aggiunte <pm: le quali 
segano dunque la serie completa determinata dal gruppo G.

Notisi che, in base all’ Osservazione precedente, non fa 
eccezione il caso in cui la ya venga ad avere in un punto i~plo 
di /„  una molteplicità superiore ad i — 1.

Dal resultato ottenuto (come per le curve senza punti 
multipli) segue il modo di costruire la serie completa definita 
da un gruppo G sopra una curva piana irriducibile,/, dotata 
comunque di punti multipli: si mandi per G una curva ag
giunta cpm a segare /  in un residuo gruppo G'; il sistema di 
tutte le aggiunte passanti per G', sega ulteriormente s u /  
la serie completa cui appartiene G. Onde si ha poi nella sua 
forma più generale il

Teorema del resto di B r i l l  e Nòther. Se due gruppi 
di q punti sopra f ,  sono resti o corresiduali di un medesimo 
gruppo di q punti, nel senso che formino con questo l’inter
sezione di /  (fuori dei punti multipli) con due curve aggiunte 
dello stesso ordine, essi sono pure tali rispetto ad ogni altro 
resto dell’uno dei due.

Nota J. Il teorema che « le curve aggiunte di uno stesso 
ordine segano sopra la /  una serie completa » assume un
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significato in qualche modo caratteristico per le curve ag
giunte, grazie alle considerazioni che seguono.

Si considerino le curve 0m, di un certo ordine m, passanti 
per ogni punto i~plo di /  con una molteplicirà ,9 data in fun
zione di i; si può dimostrare che « se, per un punto multiplo 
di f ,  si ha s <  i — 1, la serie segata dalle Qm, per m assai 
elevato, non può essere completa ».

Questa proposizione si stabilisce nel modo che rapida
mente accenniamo.

Anzitutto si calcoli l’ordine e la dimensione della serie 
completa segata sopra la f  dalle curve aggiunte, ym, di un 
ordine m abbastanza elevato pei* modo che i punti base im
posti alle <pm dieno luogo a condizioni indipendenti: questo 
calcolo, che abbiamo svolto nel § 7, porta che la detta serie 
è di dimensione

r — n — p.

In conseguenza di ciò si riconosce che per una qual
siasi | grn | completa appartenente ad / ,  si ha sempre n — r <  p ; 
giacché la detta |gd’| si deduce da quella segata dalle <pm sot
traendo un certo numero ri di punti fissi, ciò che fa dimi
nuire l’ordine di questa serie di ri e la sua dimensione 
di ri al più.

Si ottiene così la seguente definizione invariantiva del 
genere della curva f :  la differenza n - r =  0 | g* | relativa ad 
una serie | completa, appartenente ad f ,  raggiunge un 
massimo, che è il valore del genere p.

fi poi chiaro che se una serie (completa) | a | contiene 
un’altra serie | b | si avrà sempre:

8 | b | <  0 | a |.

Ciò posto si supponga che curve (aventi in un punto P, 
i-plo per / ,  la molteplicità s <  i — 1) seghino su /  una serie | a | 
completa, per un valore di m comunque grande; poiché una 
serie siffatta è capace di contenere entro di sé una qualsiasi 
serie completa assegnata, la differenza o|æ | relativa ad essa 
dovrà raggiungere il massimo valore p.

E, per lo stesso motivo, quando m è assai alto, dovrà 
ancora dar luogo allo stesso valore massimo della differenza, 
la serie 17> | che si ottiene su /  imponendo alle 0 m suddette 
di passare •per P colla molteplicità .9 1- 1; ma l’ordine della
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nominata serie 1b | diminuisce di i rispetto a quello di j a | 
(giacché l’ imposizione del punto (,9 1 )-j>Zo P  alle 0m, equi
vale all’ imposizione di passare per gli i punti infinitamente 
vicini a P  sui rami di /) , ed invece la dimensione di \b\ si 
ottiene da quella di j a | togliendo s -t- 1 <T i : dal che deriva la 
conseguenza assurda

d ! 1) | <  5 | a  | .

Si conclude pertanto che « i sistemi delle curve d9 un or
dine abbastanza elevato passanti per i punti multipli di / ,  con 
molteplicità dipendenti da quelle di / ,  non staccano su f  serie 
complete, quando la molteplicità s, imposta in un punto i-plo, 
sia s <Ci — 1 ».

Invece se si considerano le curve 0m passanti per i 
punti i-pli di /  con date -molteplicità s =  s(i) maggiori od 
uguali a i — 1, è facile riconoscere che esse, per m abba
stanza elevato, staccano su /  serie complete.

Anzitutto questa proprietà compete certo alle 0m per s =  
attesoché si tratta allora di curve aggiunte costrette a conte
nere gli i punti infinitamente vicini ad un punto i-plo P  sui 
rami di /. E* lo stesso si può dire per le 0,,/ che, avendo 
in P una molteplicità i, tocchino ivi un certo numero, s — i, 
di volle i rami di / .  Ma fra queste, per m abbastanza elevato, si 
troveranno delle combinazioni lineari, 0 m =  Qm' Af, aventi 
in P la molteplicità .9.

Nota I I .  Nell’aj>plicazione dei teoremi precedenti, accade 
talvolta di considerare una curva variabile/, di genere^, la 
quale per valori particolari dei parametri da cui dipendé 
acquisti qualche nuovo punto doppio (o multiplo), riducen
dosi così ad una /  di genere effettivo minore di p . Ora, per 
ragioni di continuità, giova ritenere la f  come una curva di 
genere virtuale p, e rilevare che i teoremi precedenti sono 
tuttavia applicabili in un senso esteso che viene suggerito 
appunto dal principio di continuità. Per semplicità, pongasi 
che la /  sia una curva piana irreducibile d’ordine n, dotata 
di un punto doppio 0 che — non apparendo come limite 
dei punti doppi variabili di /  — sia da assumere come vir
tualmente inesistente. Allora le serie lineari q8 di f  danno 
al limite sopra /  delle serie lineari cfm aventi una copimi 
neutra (presentante una sola condizione ai gruppi della serie)
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costituita dai due punti sovrapposti in 0 ; e questa g8m dovrà 
ritenersi virtualmente completa sopra f ,  se non è contenuta 
in una serie più ampia dello stesso ordine con la medesima 
coppia neutra.

Oiò posto si considerino le curve cp che si comportano 
come aggiunte rispetto ai vari punti multipli di / ,  tranne 
che per riguardo ad 0 (che non impone loro alcuna condi
zione): queste curve si diranno virtualmente aggiunte ad / . Ed 
è chiaro che il teorema d e l l c o n d u c e  senz’altro a 
dimostrare che esse segano sopra /  serie virtualmente com
plete, dimodoché si estende alla /  di genere virtuale p il 
teorema di Eiemann-Roch, ecc.

Queste considerazioni s’ incontrano già nel « Programm- 
schrift » di F. L in d e m a n n  (Lipsia, 1879), e nella memoria di 
N o e t h e r  inserita nel volume 15 dei Math. Annalen (1879); con
siderando curve con molteplicità qualsiansi, si giunge qui a due 
diverse forme del teorema di Eiemann-Roch. Si confronti anche 
S e v e r i  « Vorlesungen iiber algebraische Geometrie » (Teubner, 
Lipsia, 1921) Auhang F, n. 12; vedansi poi le considerazioni 
più ampie sul principio di degenerazione del nostro § 36.

17. Teorema di E ie m a n n -R o c h . — Abbiamo dimostrato (§ 7) 
che per una gTn completa appartenente ad una curva di 
genere p, sussiste la relazione fondamentale:

r > u p ;

la quale non può convertirsi in ogni caso in una eguaglianza, 
giacché si ha

r >  n — p

per la serie canonica g2P_2, e quindi per le serie in essa con
tenute. Ora il teorema di Eiemann-Roch precisa quella rela
zione dimostrando che:

1) le serie grn contenute nella serie canonica sono le 
sole per cui risulti r ^ > n — p, sicché per ogni altra serie la 
dimensione è data precisamente da r =  n — p\

2) se una serie completa grn è contenuta nella serie 
canonica, un suo gruppo appartenendo ad i gruppi canonici 
linearmente indipendenti, la dimensione r vale

r =  n — p -H i .
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Dagli enunciati precedenti appare come essenziale la di
stinzione fra serie contenute e serie non contenute nella g2P- 2 
canonica, onde la convenienza della seguente

Definizione. Dicesi speciale una serie grn appartenente ac) 
una curva piana f  d’ordine m e di genere p , la quale sia 
contenuta nella serie (canonica) segata dalle curve aggiunte 
d’ordine m — 3 (*).

Sono certo non speciali le serie per cui n >  2p — 2 .
Per chi ammetta il teorema fondamentale del § 8, la 

proprietà di una serie di essere speciale o non speciale, ha 
a priori un significato invariante rispetto a qualsiasi trasfor
mazione frazionale della curva; ma prescindendo da ciò 
questa invarianza (cioè l’invarianza della serie segata dalla 
cpm__3) risulta qui dimostrata a posteriori in seguito al teorema 
di Riemann-Roch.

Ora, per giungere alla dimostrazione dei teoremi che 
abbiamo in vista, conviene esaminare anzitutto la questione 
se una serie speciale completa g rn venga ampliata o meno 
quando vi si sommi un punto P. Riferiamoci dapprima 
all’esempio della gl segata dalle rette per un punto 0 sopra 
una quartica piana/ 4 di genere p =  3. E chiaro che se alla gl 
si somma il punto 0 , si dà luogo alla gj segata dalle ô 2 rette 
del piano, la cui dimensione supera quella della g}à. Ma se invece 
si sommavalla gl un punto P  diverso da 0, tenendo presente il 
modo di costruzione delle serie complete (§ 15) è facile vedere 
che si ottiene soltanto una g\ completa col punto fisso P: 
infatti la nostra | g41 =  | gl q- P  | si può segare su / 4 mediante 
le coniche passanti per 0 e per una terna di punti posti sopra 
una retta r per P, le quali si spezzano nella retta r e in 
una retta per 0.

Queste considerazioni si estendono al caso generale e 
portano al

Teorema di riduzione (2). Se ad una serie speciale com-

(f) Nella trattazione del precedente capitolo si assume come definizione 
delle serie speciali (complete) la disuguaglianza r >  n —p ,  e si dimostra 
poi che tali serie sono contenute nella serie canonica determinata dalle cpm-3- 

(2) Questo teorema appare implicitamente nelle memorie di B r i l l  e 
Noethkr dei Math. Annal., 7 (1873) (ct'r., p. es., png. 279); quindi esso 
viene rilevato esplicitamente da J. Bacharàch (1879) (cfr. MatJi. Ann., 26), 
e poi da Dedekind-Weber (1880); Noether, Math. Annal., 37 (1894), gli 
lia dato appunto il'nome di « Reductionssatz liir algebraisclie Functionen ».
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pietà g* si somma un punto P, il quale non appartenga a tutti 
i gruppi canonici contenenti un gruppo della grn stessa, la serie 
somma (gn -\-P ) contiene P come punto fisso, sicché P aggiunta 
di P  non vale ad ampliare la dimensione della serie data. 
Così dunque uua serie speciale completa non si amplia som
mando ad essa un punto generico della curva.

Riferiamoci ad una curva piana/m, d’ordine m ; per ipotesi, 
la grn essendo speciale, ogni gruppo G di essa appartiene a 
qualche curva aggiunta cpm_3, e, fra codeste cp̂ _ 3 ve ne è 
una, almeno, cpm_3, che non contiene P. Ora la serie com
pleta (gn -t-P ) si potrà segare mediante curve aggiunte di 
ordine m — 2 , come segue. Si consideri il gruppo T segato 
ulteriormente su f m dalla cpm_ 3 fuori di 6r, e si consideri 
ancora il gruppo Iv formato dagli m — 1 punti sezioni ulteriori 
di f m con una retta r condotta per P; la <pm_ 3 +  r  costituisce 
una curva d’ordine m —2 aggiunta alla f mj e quindi le <pm_ 2 
passanti per P +  F segano ulteriormente sulla f m la serie 
completa \gn -+-P\ determinata da G +  P. Ciò posto si os
servi che le <pm_ 2 passanti per F, avendo m — 1 punti sopra r, 
si spezzano nella retta r (e in una curva cpm_ 3) sicché pas- 
sano tutte per P. c. d. d.

Ora siamo in grado di stabilire il
Teorema di Riemann-Roch. La dimensione dì una serie 

completa g]j, appartenente ad una curva di genere p , vale

r — n — p q- i ,

dove $(>()) designa il numero dei gruppi canonici linearmente 
indipendenti che contengono un gruppo della serie data.

Il numero i prende il nome di indice di specialità della 
serie: si ha i =  0 per le serie non speciali.

1) Oominciamo a dimostrare che se

t t  —  p

la serie è speciale, diguisachè per le serie non speciali r =  n — p. 
A tale scopo si osservi anzitutto che la proprietà sussiste certo 
per i più piccoli valori.di n, giacché ogni gruppo composto 
di n < p  — 1 punti appartiene almeno a un gruppo della serie 
canonica segata dalle curve aggiunte cpm__3, la cui dimensione 
sappiamo essere > p  — 1. Pertanto si potrà procedere con 
dimostrazione induttiva, supponendo che la proprietà sia già
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stabilita per le serie d’ordine n — 1, e dimostrandola per 
quelle d’ordine n.

Allora si tolga dalla nostra grn per cui r >  n — p un punto 
generico P; si otterrà una serie residua gr̂ v  la quale, essendo 
r — 1 >  (n — 1) —p , dovrà essere speciale. Ma questa g'n~\ si 
amplia quando ad essa venga somma to il punto P, onde 
(per il teorema di riduzione) P  dovrà appartenere a tutti i 
gruppi canonici che contengono un gruppo di codesta 
e così la serie somma ^  + P ]  risulterà ancora con
tenuta nella serie canonica.

2) Ora si può provare che se un gruppo della gU com
pleta appartiene ad t >  0 gruppi canonici linearmente indi- 
pendenti, si ha

r — n — p +  i .

Il significato dell’ipotesi fatta è che la grn è contenuta 
nella g.zp- 2 canonica, ed ha una serie residua g*^7_n- Ciò 
posto è facile provare che: sommando alla grn data i punti gene
rici della curva, si ottiene una serie non speciale, g£+l., che 
contiene quei punti come fissi, onde r =  (n4- i ) — p.

Infatti è chiaro anzitutto che la serie somma ottenuta è 
non speciale, giacché i punti generici non appartengono alla 

mentre, per la stessa ragione, si vede che sono speciali 
le serie ottenute sommando alla data g  ̂ un gruppo T di i — 1 
punti generici della curva, appartenendo T ad un gruppo 
della gi~}_2__n- Ora, per il teorema di riduzione, si può anche 
affermare che sommando alla grn successivamente 1, 2 ... i — 1 , /, 
punti generici di f m si ottengono serie che contengono co- 
desti punti come fissi. E così si troverà come serie somma 
una grn+i completa non speciale, onde

r — n — p 4- i. c. d, d.

La prova del teorema, pel caso delle serie speciali, si 
può presentare anche sotto un’altra forma, senza passare 
attraverso al caso delle serie non speciali. Provare che, per 
la 9n speciale, r =  n —p- \ - i ,  significa provare che ogni 
gruppo Gn della grn è contenuto in una serie ĝ ^_2 di gruppi 
canonici aventi i puuti del Gn come fissi, cioè provare che 
« ogni gruppo della g'n speciale completa presenta n — r (= p — i) 
condizioni indipendenti agli ex.**—1 gruppi canonici che debbono
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contenerla ». Ora., «e i m p o n i a m o  a d  u n  g r u p p o  c a n o n i c o  d i  
c o n t e n e r e  s u c c e s s i v a m e n t e  1, 2, ..., r p u n t i  g e n e r i c i  Pi P2 ... P,. 
d e l l a  c u r v a ,  q u e s t i  d a n n o  c o m e  r e s i d u o  r i s p e t t o  a l l a  grn d e l l e  
s e r i e  s p e c i a l i  c o m p l e t e  g * grj[—|  ... e d  i n f in e  u n a  g®_r =  Gn—r • 
e  p o i c h é  l ’ a g g i u n t a  s u c c e s s i v a  d i  c o d e s t i  r p u n t i ,  a  s e r i e  
s p e c i a l i ,  v a l e  a d  a m p l i a r e  q u e s t e  f in o  a  r i t r o v a r e  la  n o s t r a  grnt) 
p e r  il t e o r e m a  d i  r i d u z i o n e  s i  v e d e  c h e  t u t t i  g l i  1—1cn“ n  
g r u p p i  c a n o n i c i  c o n t e n e n t i  il g r u p p o  Gn__r c o n t e n g o n o  d i  
c o n s e g u e n z a  i p u n t i  P i P2 .... P r , e  q u in d i  l ’ i n t e r o  g r u p p o  
d e l l a  c u i  a p p a r t i e n e  il

N o n  s t a r e m o  q u i  a  r i p e t e r e  c o m e  il t e o r e m a  R i e m a n n -  
R o c l i  p o s s a  p o r s i  s o t t o  l a  f o r m a  e q u i v a l e n t e  d e l  teorema di 
reciprocità, n è  r i e n u n c i e r e m o  i c o r o l la r i  d a t i  n e l  § 11 (d a  
p a g .  8 6  a  p a g .  9 0 ) :  b a s t e r à  r i l e v a r e  c h e  il  t e o r e m a  d i  R i e m a n n -  
R o c h  p o r t a  c o m e  c o n s e g u e n z a :  la serie canonica, sezione 
sulla f m delle cpm_ 3 aggiunte, ha precisamente la dimensione 
r =  p — 1 e non r > p  —  1 ; c o s ì ,  e s s e n d o  1’ u n i c a  g$^2 a p p a r 
t e n e n t e  a l l a  c u r v a ,  r e s u l t a  d i m o s t r a t a  la  s u a  invarianza p e r  
t r a s f o r m a z i o n i  b i r a z i o n a l i .

C o m e  g i à  v i e n e  r i l e v a t o  a l l a  f i n e  d e l  § 11 , s e g u e  p o i  c h e  
il  s i s t e m a  d e l l e  cpm _ 3 . h 7 l  ( à > 0 ) ,  a g g i u n t e  a d  u n a  /  d ’ o r d i n e  ?», 
n o n  è  m a i  s o v r a b b o n d a n t e .

18. Nota su un nuovo sviluppo della teoria secondo
S e v e r e  —  L a  t e o r i a  d i  B r i l l  e  N o e t h e r  e s p o s t a  n e i  p r e 
c e d e n t i  p a r a g r a f i ,  p u ò  r i c e v e r e  u n o  s v i l u p p o  p i ù  r a p id o ,  i n d i 
p e n d e n t e m e n t e  d e l  t e o r e m a  f o n d a m e n t a l e  Ae\VAf-\-B% c o m e  
s i  v e d e  in  u n a  N o t a  di S e v e r i  d e l  1920  ( J) : q u e s t o  s v i l u p p o  
n o n  p r e s u p p o n e  . n e p p u r  l a ' p o s s i b i l i t à  d i s c i o g l i e r e  l e  s i n g o 
la r i t à  d e l l e  c u r v e ,  c h e  r i s u l t a  q u i  d i m o s t r a t a  n e l l a  m a n i e r a  

p i ù  r à p id a .
A n z i t u t t o  si d e f i n i s c o n o  l e  s e r i e  l i n e a r i  s o p r a  u n a  c u r v a  

e  l e  r e l a t i v e  o p e r a z i o n i  e l e m e n t a r i  d i  s o m m a  e  s o t t r a z i o n e  m 4, 5, 6).
Lo sviluppo ulteriore prende le mosse dalla definizione 

che Whibrstrass ha dato del genere (Bang) di una curva:
Il genere p di una curva /  è definito dalla proprietà che, 

assumendo ad arbitrio su /  n >  p -t- 1 punti, esiste una a cui

d) « Una rapida ricostruzione della geometria sopra una curva alge
brica ». Atti dell’ Istituto Veneto, 24 giugno 1920.
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essi appartengono (si possono prendere ad arbitrio i p l -  1 poli 
di una funzione razionale sopra /) , mentre n p ~1-1 punti 
non appartengono in generale ad una §4.

Per giustificare la definizione si noterà anzitutto (die, 
per n abbastanza grande, un gruppo di n punti, 6rn, preso 

■su/, appartiene certo ad una g'n con r >  1. Infatti, se l a /  
è una curva piana d’ ordine m, basta prendere n =  mz-\-h 
(li> 0); si verifica allora che una curva d’ordine 7 abba
stanza elevato, che passi per il Gn e non contenga la /  
come parte, sega /  in

Im  — n r  — li

punti; per questi passa un sistema lineare di curve d’ordine 7, 
la cui dimensione vale

j ^7(7 -h 3) 2 . 7d >  - —--------Im ~h m2 -f* li ;z

d’altra parte il sistema delle curve d’ordine l che conten
gono /  come parte ha la dimensione

s = (7 — m)(l — m +  3)

da ciò si deduce
r =  (Ir— s — 1 m(m -4- 3) — li — 1 0.

Di conseguenza potremo dire :
il numero p - \- l è il minimo valore di n per etti un 

6r„ generico preso tsu f  appartiene ad una gh
Si avverta che l’esistenza di una (effettiva) funzione ra

zionale possedente s u /u n  dato gruppo di poli Gnj si traduce 
in una condizione algebrica per i parametri da cui dipende 
il Gn; di conseguenza, non soltanto un Gp^ { generico, ma 
ogni Gp+l apparterrà sempre ad una serie lineare infinita.

Ora passiamo a stabilire i seguenti teoremi relativi alle 
serie appartenenti ad una curva /  di genere p.

Teorema 1). Un gruppo generico di p - \-r  punti (r >  1) 
appartiene ad. una serie lineare grp+r di dimensione r .

Si dimostra induttivamente da r ad r + 1 . Anzitutto un 
Gp+i generico appartiene -per definizione ad una <j£+1, e non 
può appartenere ad una altrimenti — fissando un punto
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(lei Gp_hi — si avrebbe un Gp generico appartenente ad 
una gK Ora, preso un Gp+Z generico eli cui due punti ven
gano designati con A L c yl2, si avranno due serie g^hL che lo 
contengono, dotate dei punti fissi A L e A2, le (.piali combinate 
daranno luogo ad una gp{_2ì d’altra parte la dimensione della 
serie a cui appartiene il nostro Gp+% generico non potrà 
essere > 2 , perchè altrimenti risulterebbe > 1  la dimensione 
della serie determinata da p -f- 1 punti contenuti nel Gp+2.

Analogamente si procede da r =  2 a r — 3 ecc.
Il teorema precedente si può anche enunciare in questa 

forma: ogni grn generica completa ( n>p)  ha la dimensione 
r =  n — p. Serie particolari avranno in ogni caso la dimen
sione r > n —p : le grn per cui sia r > n —p si diranno serie 
speciali.

1 Osservazione. Da una serie grn speciale fissando h <C r punti 
si ottiene come residua una serie speciale; quindi: una serie 
che contenga parzialmente entro di sè una serie non speciale 
è certo non spéciale.

Teorema 2) Ogni g'n completa per cui n > 2 p — 2 è non 
speciale.

Per 1’ osservazione precedente basterà dimostrare assurda 
l’esistenza di una g?,p_v Ora, si supponga data una tal serie. 
Un Gp generico dà luogo rispetto ad essa ad un gruppo 
residuo G ^ ^ :  ma questo•G'p^ i ha, rispetto alla g$ v  una serie 
residua c>ol? che contiene il detto Gp; il che è assurdo essendo 
il Gp generico.

Teorema 3). Ogni grn completa per cui r >  p — 1 è non 
speciale (e ha V ordine n >  2p).

Fissando, eventualmente, r —p — 1 punti, ci si riduce a 
dimostrare che è non speciale ogni serie completa gfr Ora, se 
una tal serie è speciale, si deve avere n < 2 p — I, e già per 
n — 2 p— I (a fortiori per n <  2p— 1) si arriva all’assurdo 
incontrato nella dimostrazione del precedente teorema.

Teorema 4). Ogni curva di genere p si può sempre tra
sformare hirazionalmente in una curva normale d’ ordine 
n > 2 p ,  dello spazio Sn___p , priva di punti multipli; e quindi 
— per proiezione — in una curva piana dotata soltanto 
di nodi.

All’uopo basta costruire sulla curva una serie com
pleta grn con n > 2 p ,  per cui r =  n —p. La curva normale 
che ne offre il modello non può avere un punto doppio
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(o multiplo), perchè gl’ iperpiani per questo punto seghereb
bero su di essa una serie speciale di dimensione r — l > p  — 1.

Teorema 5). Sopra ima curva piana dotata soltanto di 
nodi, le curve aggiunte d’ordine abbastanza elevato segano una 
serie completa.

Sia /  una curva piana d’ordine m, dotata soltanto di 
nodi, e consideriamo la serie non speciale segata su questa/ 
dalle curve aggiunte d’un ordine l abbastanza elevato, pas
santi per codesti nodi ; gioverà in particolare di supporre 
/ >  m — 1. Se la serie segata dalle <p non è completa, sarà 
contenuta in una serie completa g* che verrà segata da un 
sistema di curve <l>7l di uh certo ordine 7i>Z, e — aggiun
gendo eventualmente delle parti fisse che contengano i punti 
doppi — si può sempre supporre che le siano curve aggiunte 
ad / :  le quali passeranno oltreché per i nodi di /  per un 
certo numero di punti semplici della /  stessa, costituenti un 
gruppo H.

Ora si noti che un gruppo Gm costituito da m punti d i /  
in linea retta impone m condizioni distinte alle curve yl e 
quindi a fortiori ai gruppi della serie completa g’’ segata 
dalle e a queste stesse cJv Si deduce che il Gm im
porrà ancora m condizioni indipendenti alle curve di
ordine 7 n -l, aggiunte ad /  e passanti per H. In conse
guenza di ciò queste segnano sopra /  una serie d’ or
dine n - h m  e di dimensione r-f-m  che risulterà completa 
come la g'n (n — r =  p).

In modo analogo si prova che anche il sistema delle 
curve aggiunte i>h+k passanti per H  segnano sempre su /  
una serie completa. Ma, per U +  h abbastanza grande, i punti 
di H  offrono certo condizioni indipendenti alle curve aggiunte 
che debbano contenerli : si deduce che il sistema delle curve 
aggiunte ad /  di un ordine abbastanza elevato, segna su /  
una serie completa.

Aggiungasi che — per sottrazione — risulta anche: le 
curve aggiunte di un dato ordine segano sempre su /  una 
serie completa. (Donde il Teorema del resto).

Teorema 6). Il genere di una curva piana, d’ordine m 
e dotata di d nodi, viene dato dalla formula di C l e b s c h

(mi —  1 ) (m  —  2)
JP = -----— S------- - -  (1.2
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Per dimostrarlo basta calcolare la dimensione r e l’or
dine n della serie segata su /  dalle curve aggiunte di un 
ordine abbastanza elevato; avendosi

p — n — r — ( m  — l)(m — 2)
2 — d.

19. La geometria sopra una curva nel suo sviluppo storico: 
dalla geometria proiettiva alla geometria delle trasformazioni 
frazionali. — La geometria sopra una curva sorge dal riav
vicinamento di due ordini di concetti e problemi, attinenti

1) l’uno alle proprietà geometriche dei gruppi d’inter
sezione di due curve piane,

2) e l’altro alla teoria delle funzioni di variabile com
plessa, in rapporto con gli integrali di funzioni algebriche.

1) I l  p r i m o  o r d i n e  d i  q u e s t i o n i ,  d i  n a t u r a  a l g e b r i c o - p r o -  
i e t t i v a ,  t r a e  o r i g i n e  d a l l ’ o s s e r v a z i o n e  d i  M a c - L a t j r i n  (1 7 2 0 )

che punti scelti fra le ir intersezioni di due curve
d’ordine n non determinano più una curva di quell’ordine, 
e dal paradosso di E u l e r o - C r a m e r  (1748): su questo terreno 
sorge la teoria dei sistemi lineari di equazioni con più inco
gnite (cfr. L. 2°, § 15). Notammo già che mediante il principio 
di L a m é  (1818) il significato del detto paradosso è apparso 
nella sua vera luce: le curve d’ordine n che passano per
n{n -f- 3) .. . . . . .  ..——--------- 1 punti generici del piano passano di conseguenza

per altri — --------— punti. Per vedere subito la relazione
fra questo teorema e la geometria sopra una curva, basta 
tradurlo come segue : « segando una curva generale d’ordine »,
che è di genere p =  —------------ —, con la totalità delleJu
curve d’ordine n del suo piano, si ottiene una serie lineare grnl 
di dimensione r =  n2—p,  ogni gruppo di questa venendo 
determinato da n2— p punti generici ».

Il teorema sopra indicato riceve diverse estensioni suc
cessive da G e r g o n n e  (1827), J a o o b i  (1836), e poi da P l ì ì c k e r ,  
C a y l e y ,  ecc., come abbiamo esposto nel § 16 del Libro 2°. 
Il teorema di J a o o b i  porta già che le curve d’ordine m che 
passano per m n — p punti generici di una curva generale di

F . ENRIQUES -  III. 1)
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ordine n con ]) — (n — 1)(» — 2)’ 
o passano di conseguenza per

altri p punti di questa. (Vi era nella mente di Jacobi un legame 
fra queste ricerche e quelle da lui stesso proseguite negli 
anni 1832, ’34 sul problema d’ inversione degli integrali 
abeliani?)

Senza fermarci di più sull’ argomento, avvertiremo sol- 
tanto che lo sviluppo di tali questioni procede nell’ opera 
dei geometri parallelamente allo studio delle polari e delle 
formazioni invarianti e covarianti, che — come abbiamo 
veduto nel libro 3° — conduce ad una sistemazione della 
teoria proiettiva delle curve, quale viene riassunta nel trat- 
tatello del Orem ona  del 1861.

2) La teoria delle funzioni e specialmente delle trascen
denti algebriche (abeliane) (f), quale fu svolta da R ie m a n n  nei 
suoi classici lavori del 1851 e del 1857, trae la sua origine da 
un problema di calcolo integrale. È noto che l’integrale di

una funzione razionale fratta conduce a funzioni
0

razionali e logaritmiche. Da questo caso si passa naturalmente

alla ricerca dello d x , dove F  designa una funzione
0

razionale ed y è un radicale portante sopra un polinomio cp(x)r 
Se questo polinomio è di 2° grado, l’integrazione si effettua 
senza difficoltà mediante un’opportuna sostituzione: qui si 
profitta della circostanza che la curva y2 =  cp(x), sopra la quale 
è definita la funzione integranda F , è una curva razionale, 
per modo che le coordinate x e y dei punti di essa si espri
mono come fuuzioni razionali di un parametro t\ da ciò segue 
che l’integrale dato si riduce all’ integrale di una funzione 
razionale di t.

Ora si comprende come questo metodo di sostituzione non 
sia più applicabile al caso in cui il radicale ÿ, che figura nel 
nostro integrando, porti sopra un polinomio di grado superiore 
al 2°, per esempio sopra un polinomio di 3° o di 4° grado. 
Ed è noto come lo studio di questi integrali (ellittici), iniziato 
da L e g e n d r e  e proseguito, colla loro inversione, nella teoria

(l) Cfr. Cap.'V.
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delle funzioni ellittiche, per opera di A bel e di J acobt, abbia 
condotto a riconoscere che l’ integrazione non è possibile in 
generale mediante le solite funzioni elementari (algebriche, 
esponenziali o circolari, logaritmiche). Questa conclusione 
appare nella più chiara luce quando si considerino i detti 
integrali come definiti nel campo della variabile complessa: 
già  l’ intégrale ellittico di prima specie di Legendre,

fv
dx

(1 — ar)(l — 7c8*8)J

si manifesta finito e continuo ovunque, in' tutto il piano 
complesso, e, per ciò solo, irreducibile alle funzioni elementari 
sopra nominate, che posseggono tutte dei punti singolari. 

Dagli integrali ellittici si giunge, per estensione, agli
IO

integrali detti abeliani, cioè agli integrali del tipo J F(xy)dx
o

dove F  designa una funzione razionale delle x e y legate da 
nn’ equazione algebrica

f(xy) =  0 .

A bel , da cui questi integrali prendono nome, ha sco
perto (sotto forma differenziale) la proprietà fondamentale 
che le somme dei loro valori calcolate nei punti di un 
gruppo che dipenda razionalmente da più parametri, risul
tano funzioni razionali e logaritmiche di questi. Nel nostro 
•linguaggio geometrico si esprime così una condizione neces
saria a cui debbono soddisfare i gruppi di punti che appar
tengono a una serie lineare.

Questo teorema appare nella sua vera luce in rapporto 
al problema d9 inversione di Jacob i, come vogliamo spiegare 
adottando — in conformità coll’ indole del nostro libro — 
il linguaggio geometrico di O lebsoh. Biferendosi al caso del 
genere p — 1 dove si ha un integrale (di prima specie) u, privo 
di singolarità, il teorema d’Abel porta che la somma dei valori 
di u nei punti dei gruppi di una grn sia costali te, e l’ inversione 
d ell’ integrale it, che offre una rappresentazione parametrica 
univoca dei punti della curva, mostra che la condizione di 
Abel è, non solo necessaria, bensì anche sufficiente per la 
equivalenza di due gruppi. Ma per l’ integrale abeliano di
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genere p >> 1, V inversione nel senso detto innanzi non è più) 
possibile, come già si vede nel caso particolare caratteristico' 
p =  2. Accortosi di ciò, J a c o b i (1832-’34) ha posto — per 
questo caso — il problema di rappresentare univocamente le 
coordinate delle coppie di punti della curva per mezzo delle 
somme di integrali ad esse relative.

La soluzione di tale problema vien data da G o pel  e 
R o se n h a in  (1844-47), e- poi, pel caso degli integrali iperellit- 
tici di genere p qualunque, da W e ie r s t r a s s  (1848-56) : influe 
R ie m a n n  e W e ie r s t r a s s  contemporaneamente risolvono il 
problema d’ inversione più generale. Il quale appare nel suo- 
pieno significato in seguito alla scoperta di R ie m a n n  che si 
hanno sempre, per p 1, p integrali linearmente indipen
denti di prima specie, privi di singolarità: giacché per questi 
si ottiene la rappresentazione parametrica dei gruppi di 
p punti della curva, con funzioni 2p volte periodiche.

Ora, con R ie m a n n , mercè 1’ introduzione di nuove e feconde 
idee, si costituisce in tutta la sua generalità la teoria delle fun
zioni abeliane, e ciò in rapporto alla veduta qualitativa delle 
funzioni di variabile complessa, che il Nostro ha posto a fon
damento dell’ Analisi.

Questa veduta si affaccia nella dissertazione inaugurale 
del 1851 (*)•, che forma la base dell’edificio costruito dallo stesso 
autore con la « Theorie der Abel’schen Functionen » del 1857 (3).

In termini generalissimi, il concetto direttivo della teoria 
riemanniaua si può spiegare come segue:

Le funzioni di una variabile complessa, considerate nel
l’intero piano di questa, resultano definite dalle loro singolarità: 
così una funzione f  (monodroma) che sia affatto priva di sin
golarità, si riduce ad una costante, e una/do tata  di soli poli 
ad una funzione razionale; così ancora gli integrali delle fun
zioni razionali si possono caratterizzare mediante le loro sin
golarità polari e logaritmiche (quest’ultime dando luogo ad 
una infinita polidromia). Ora Riemann prende a considerare, 
in luogo del piano, le superficie chiuse bilatere B, più volte 
connesse, quali possono costruirsi con fogli sovrapposti oppor
tunamente collegati attraverso tagli, e si propone di caratte-

p) « Grundlagen ftìr eine allgemeine Theorie der Functionen einer 
Veranderlichen complexen Grosse » (Werke, pagg. 3-47).

(2) Werlce, VI, pagg. 81-135).
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«rizzare analogamente le funzioni di variabile complessa defi
nite sopra una B.

È chiaro che la B  offre una rappresentazione reale univoca 
per i punti di una curva algebrica e quindi per le funzioni 
algebriche che sono razionali sopra di questa; ma Riemann, 
anziché partire da queste funzioni algebriche, assume a priori 
la superficie B, e cerca anzitutto di definire le funzioni ana
litiche ovunque finite e continue sopra E, ovvero dotate soltanto 
<li singolarità polari: cotali funzioni di prima e seconda specie, 
Introdotte sulla base di un teorema di esistenza, sono di fatto 
integrali di funzioni algebriche, cioè integrali abeliani; Rie
mann lo mostra riconoscendo che le loro derivate dipendono 
algebricamente l’una dall’altra.

Attraverso questa costruzione, Riemann ha scoperto nuovi 
risultati importanti: a prescindere dai contributi ch’egli ha 
recato al problema d’ inversione (e allo studio delle funzioni 
inverse 0 ), segnaliamo qui i seguenti :

Anzitutto l’esistenza di integrali ajbeliani di prima specie I  
dovunque finiti), che per derivazione conducono alle curve yn—3 
•d’ordine n — 3 aggiunte ad una curva /  d’ordine n ; infatti 
•si ha precisamente

In secondo luogo la determinazione del numero delle 
costanti da cui dipende, in generale, una funzione algebrica 
con dati poli; teorema completato da R och  con l’analisi del 
caso di eccezione (1864) (*).

In questi risultati appare tutta l’ importanza di quel nu
mero p che Riemann designava come Klassenzalil e che noi 
chiamiamo, con Cl e b s c h , genere della curva /  (s); il qual 
numero — nell’ ordine di idee di Riemann — viene definito 
•dalla connessione della superficie B: lo stesso carattere compa
riva già implicitamente nella memoria fondamentale di A b e l  
fiel 1826 (3), scaturendo dalla ricerca sul numero degli inte
grali indipendenti, che il nostro autore aveva approfondito.

(') Cfr. per le indicazioni bibliografiche il § 11.
(2) Cfr. L. 3°, $ 17 (vol. II, pg. 134).
(8) Presentata all’Accademia delle Scienze di Parigi il 30 ottobre 1826. 

Oenvres, pagg. 145-211.
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Ma un altro concetto nuovo s’ incontra in Eiemann, e 
cioè il concetto della trasformazione razionale, di cui egli si 
vale per ordinare le funzioni algebriche in classi, caratteriz
zate — oltre che dal genere — da certe costanti caratteri
stiche (moduli, cfr. § 33).

Emerge da quanto precede che :
1) la teoria proiettiva dei gruppi d’ intersezione delle 

curve piano aveva condotto a teoremi che preludono e, in 
qualche modo, contengono in sè i teoremi generali che oggi 
costituiscono la geometria sopra una curva;

2) che, dal punto di vista della teoria delle funzioni,, 
questi teoremi vengono conseguiti in tutta la loro generalità 
da Eiemann (completato da Eoch nel 1864).

Ma, a prescindere dalle obbiezioni che una critica rigorosa 
ha mosso ai fondamenti della teoria di Eiemann (cioè all’ap
plicazione del principio di D iiu c h l e t ) ,  il punto di vista 
astratto della dottrina riemanniana lascia nell’ ombra l’ inte
resse algebrico dei problemi, e — per seguire la rappresen
tazione reale dell’ immaginario con le superfìcie più volte 
connesse — neglige quell’ interpretazione geometrica offerta 
dalle curve piane, che pure ha diritto di sopravvivere all’esten
sione delle funzioni dal campo reale al campo complesso.

. Pertanto si comprende che, dopo Eiemann, si torni ad assu
mere come fondamento della dottrina delle funzioni algebriche,, 
e dei loro integrali, l’equazione /(xy) =  0 , che definisce il campo 
di razionalità, e la curva piana che essa rappresenta.

Questa tendenza si esprime, non soltanto nell’applica
zione geometrica che E ooh fa degli integrali abeliani al pro
blema delle tangenti doppie della quartica piana (1864), ma 
sopratutto nel legame sistematico che — affatto indipenden
temente — Ol e b sc h  ha posto fra i teoremi sui gruppi d’in
tersezioni e il teorema d’Abel, e fra i problemi delle curve 
pluritangenti e il problema d’ inversione delle funzioni abe- 
liane (1863-64) (*). Lo sviluppo più maturo di queste idee 
viene offerto dalla « Theorie der Abel’schen Functionen » di 
Olebsc h  e G o r d a n  (1866) (2).

(!) Questi lavori sono tutti contenuti nel Journal f i i r  Math. Cfr- 
Biì. 63-66.

(-) Ed. Teubner, Lipsia.
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In questo indirizzo vediamo prender rilievo il concetto 
della trasformazione razionale clie — traverso tutta una evo
luzione delle idee — viene ad apparire ai geometri sempre 
più ricco di contenuto. Qui si può ritenere come decisivo 
F influsso esercitato dalle ricerche sulle trasformazioni f r a 
zionali del piano, che C rem o n a  iniziò nel 1863 (cfr. § 20); 
giacché — allargandosi in tal guisa la nozione delle trasfor
mazioni proiettive — pareva offrirsi al ricercatore una varietà 
di istrumenti quasi infinita, per dedurre nuove proprietà di 
enti trasformati da quelle di enti più noti. Il modo di pen
sare dei geometri del tempo può ben tradursi ripetendo il 
giudizio pronunziato fino dal 1835 nell’ « Aperçu Historique » 
dello Ch a sl e s  « Peut donc qui voudra devenir géomètre à 
volonté: le génie n’est plus indispensable pour ajouter une 
pierre à F édifice ».

Ma bene ha avvertito il S eg r e  (a) che da questo modo di 
concepire F ufficio delle trasformazioni geometriche vien fuori 
soltanto quella produzione artificiale che un suo maestro carat
terizzava spiritosamente come «Tic-tac geometria»! Senonchè 
anche gl’indirizzi scientifici che degenerano in una produzione 
futile, contro cui diverrà necessario reagire per una migliore 
valutazione degli scopi proposti alla ricerca, esprimono pure, 
a loro modo, 1’ influsso di nuove idee che hanno colpito le 
menti,'e proseguono — al di là dei primi esempi significativi <— 
la spiegazione di quelle idee che una critica più matura dovrà 
comprendere in una maniera più elevata.

Dalla considerazione delle trasformazioni frazionali, come 
istrumento di estensione dei teoremi proiettivi, si doveva presto 
passare alla distinzione di quelle proprietà che, oltre a rima
nere invariate per trasformazioni lineari, sono invariate per 
riguardo a trasformazioni frazionali qualsiansi. In tal modo 
i geometri venivano a comprendere come proprio oggetto di 
studio appunto quelle proprietà delle curve che — secondo 
la dottrina riemanniana — compariscono come inerenti alla 
dottrina delle funzioni.

Nel periodo di cui stiamo discorrendo, gli studi sulle 
trasformazioni frazionali (cremoniane) del piano s’ intrec
ciano con quelli sulla rappresentazione piana delle superficie, 
e con quelli che si riferiscono più precisamente alla trasforma-

(l) « Sa alcuni indirizzi.... » Rivista di Matematica 1891.
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zione delle curve: Cle b sc h  nel 1863 dimostra che le curve 
di genere 0,1  ammettono rispettivamente una rappresenta
zione parametrica razionale o ellittica, riferendo quest’ ul
time a cubiche, e nota come il birapporto, che dà 1’ inva
riante proiettivo della cubica scoperto da S a lm o n , risponda 
al modulo x, invariante per trasformazioni birazionali, che 
appare nella teoria della trasformazione delle funzioni ellit
tiche (4). Poi scopre il significato geometrico del genere 
come « numero dei punti doppi che mancano ad una curva 
lier raggiungere il massimo ». Ga y  l e v  (1865-68) (2) studia in 
generale la trasformazione di una curva piana in un’ altra, 
e propone per primo il problema di ricondurre le curve di 
una classe (birazionalmente identiche) ad una curva normale 
d’ ordine minimo, mentre R ie m a n n  riduceva le f(xy) =  0 
all’ ordine minimo rispetto ad una sola variabile. E nello 
studio delle trasformazioni fra curve, e dei moduli, procede 
B iu l l  (1867-69-70), ecc.

Ora lo sviluppo di queste considerazioni, ed applicazioni 
geometriche, conduce ad una revisione dei fondamenti della 
teoria di Olebsch e Gordan; in particolare si affaccia la 
domanda se i teoremi sui gruppi d’ intersezione delle curve 
piane, che — come abbiamo accennato — vengono stabiliti 
con maggiore generalità ed esattezza mercè 1’ uso delle fun
zioni trascendenti, non possano ricevere una dimostrazione 
algebrico-geometrica ugualmente generale e rigorosa. A questa 
domanda risponde il teorema fondamentale di N o e t h e r , che 
porge le condizioni necessarie e sutficienti perchè un poli
nomio F(xy) possa esprimersi come combinazione lineare di 
due altri /  e y : F  =  A f - h B y  (cfr. § 15): dal quale teorema 
segue il Restsatz di B rxll e R o e t h e r  esposto nella memoria 
fondamentale del 1873. E vale la pena di notare che questo 
Restsatz appunto permette l’inversione rigorosa del teorema 
d’Abel, senza passare attraverso l’espressione dei periodi degli 
integrali normali di terza specie per gli integrali di prima 
specie, che ne costituisce il fondamento nella teoria di Rie
mann (cfr. cap. V).

(*/(1) Come rapporto dei periodi: x =  ~ .  Cfr. Cap. V.

(2) Coliected Matliem. Papers VI.
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L’ accennata memoria di
B r il l  e E o e t h e r : « Ueber die algebraisclier Runctionen 

«nd ihre Anwendung in der Geometrie » (*)
> contiene la prima esposizione aigebrico-geometrica della 
teoria delle serie lineari sopra una curva. Movendo, come si è 
detto, dal teorema fondamentale e dal Restsatz — cbe insegna 
a costruire le serie lineari appartenenti ad una curva /  me
diante curve aggiunte — la trattazione procede colla dimo
strazione algebrica del teorema di Riemann-Roch, cbe ha 
come fondamento il caso particolare contemplato dal teo
rema di riduzione. E ne risulta anche la prova algebrica 
dell’ invarianza della serie canonica se&ata su lla /' di
ordine in, dalle curve aggiunte d’ ordine m — 3. Infatti — 
senza più ricorrere alla nozione che i gruppi della serie sono 
di livello per gli integrandi di prima specie — basta qui 
rilevare, che la detta serie è l’unica g ^ a appartenente alla 
curva. Aggiungeremo che la teoria di Brill e Eoether tro
vasi lucidamente esposta, con qualche miglioramento e sem
plificazione, nella memoria di

B e r t in i  : « La Geometria delle serie lineari sopra una 
curva piana secondo il metodo algebrico » (1894) (2).

La stessa teoria è stata ripresa e svolta da noi nei pre
cedenti paragrafi con alcune modificazioni, che già abbiamo 
avuto luogo di segnalare all’ attenzione del lettore.

Le proposizioni relative alle serie lineari sopra una curva 
./(a'l/) =  0, sono invarianti, non solo per trasformazioni che 
mutino la /  in un’ altra curva piana, sì anche per quelle che 
cambino /  in una curva gobba, dello spazio o di un iperspazio ; 
anzi le proprietà proiettive delle curve gobbe di uno spazio 
ad un qualunque numero di dimensioni, offrono — come ve
demmo — una traduzione adeguata di tutta la teoria. 0 ’ è 
dunque qui un aspetto nuovo secondo cui la dottrina mede
sima puòjessere svolta.

Bino dal 1866 s’ incontra in Cr e m o n a  il concetto di 
ricorrere a considerazioni spaziali per dimostrare l’ ugua
glianza del genere di due curve, supposte in corrispondenza

( l )  Matli. Annalen. VII, pagg. 269-310.
(-) Annali di Matematica, serie II, tomo XXII. Una precedente espo

sizione viene pòrta dalle « Lezioni » di Clebsch-Lindemann.
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biunivoca (A): Cremona considera a tal uopo la rigata le cui 
generatrici uniscono i punti omologhi di due curve,'riferite 
fra loro. D’altra parte lo studio delle curve iperspaziali si 
inizia con Cl if f o r d  (2) (1878) e con Ve r o n e se  (3) (1881),• 
nella cui memoria — fondamentale per lo sviluppo della 
geometria a più dimensioni — ricorre in ispecial modo la 
considerazione delle corrispondenze biunivoche che sorgono' 
per proiezione.

Frattanto il problema della classificazione delle curve 
gobbe (nello spazio ordinario), posto a concorso dall’Acca
demia di Berlino, dava luogo alle due memorie premiate, di 
H a l p h e n  e di N o e t h e r  (1893); e segnatamente la tratta
zione di quest’ultimo autore si presenta come una geometria 
sopra le curve, in rapporto alle g* che vi sono contenute.

Da queste premesse trae origine l’ indirizzo di S e g r e  e 
Oa st e l n u o v o , in cui la teoria delle serie lineari sopra una 
curva viene studiata sistematicamente in relazione alle curve 
iperspaziali che ne offrono il modello proiettivo, e dove è 
caratteristico il ricorso a formule di geometria numerati va,, 
che surroga il teorema fondamentale di Noether. Le prime 
ricerche di S e g r e  appartengono agli anni 1886-87-88, mentre 
la dimostrazione completa del teorema di Riemann-Roch e del 
Restsatz si trova nella Nota del Oa st e l n u o v o  « Ricerche di 
Geometria sulle curve algebriche » (1889) (4). Questi resultati 
sono stati poi rielaborati dal Segre in un corso dilezioni tenute 
all’Università di Torino nel 1890-91, e nella citata Memoria:

S e g r e  « Introduzione alla Geometria sopra un ente alge
brico semplicemente infinito » (1894).

Mentre Bertini e Segre offrivano al pubblico italiano le 
due citate sistemazioni della Geometria sopra una curva,, 
secondo V indirizzo di Noether e secondo l’ indirizzo geome
trico iperspaziale, si veniva iniziando in Italia lo studio della 
geometria sopra le superfìcie algebriche, a cui precorrono le 
memorie di Noether nei volumi 6 e 8 dei Mathematiseho

(*) Cfr. Libro 3°, § 17, vol. II, pag. 134.
(2) « Ou tho Classification of Loci », Pliil. Trans. 1878 (Papera pag. 331)..
(3) « Behandlung der proiectivischen Verlialtnisse... »; Math. Annalen 

Bd. XIX, 1881.
(4) Atti dell’Acc. di Torino, t. XXIV.
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Aimai en. Attraverso a queste ricerche si compie a grado a 
grado una evoluzione delle idee, analoga a quella per cui si 
passa dal metodo delle proiezioni di P o no elet  (che riduce 
le ligure a casi particolari metrici) alla geometria proiettiva 
pura dello S t a u d t ; e così il metodo iperspaziale cede il posto 
ad una trattazione, nella quale si opera su enti definiti inva- 
riantivamente.

Questa veduta, che già si affaccia nelle prime ricerche 
di E n r iq u e s  relative alle superficie (1894), trova un’ espres
sione definita in un corso di lezioni sulle curve da lui tenuto 
nel 1897-98, e nella successiva Nota inserita negli Atti del
l’Accademia di Torino del 1901. La teoria delle operazioni ele
mentari sopra le serie lineari riceve qui uno sviluppo affatto 
invariantivo, e vi si aggiunge la dimostrazione diretta — nello 
stesso ordine di idee — del teorema d’ invarianza della serie 
canonica (cfr. la Notizia storica in fine al § 8). Invece il teo
rema di Riemann-Roch viene stabilito per la via di Noether, 
traverso il teorema fondamentale e il Bestsatz. Questo disegno 
è stato conservato da

S e v e r i  « Lezioni di Geometria Algebrica », Padova, 
J 908,

tradotte con importanti aggiunte nelle « Vorlesungen 
iiber algebraische Geometrie » (Teubner, Lipsia, 1921): nel 
quale trattato trovausi esposti in modo originale alcuni capi
toli della dottrina delle curve (come p. es. quelle delle corri
spondenze) e viene svolta e méssa in più stretta connessione 
con la teoria geometrica, anche la teoria degli integrali 
abeliani (‘).

' Frattanto la trattazione più rigorosamente iuvariantiva 
della geometria sopra la curva maturava attraverso due corsi 
di lezioni di E n r iq u e s  del 1913-14 e del 1918-19 (s): nell’ul
timo .veniva ripreso il metodo numerativo, così come appare 
dall’ esposizione del nostro primo capitolo.

Abbiamo rilevato l’ importanza fondamentale del concetto 
della trasformazione birazionale nello sviluppo storico della

(l) In queste lezioni non è tenuto conto della trattazione più rapida 
dell’Autore, che forma oggetto della Nota dell’ Istituto Veneto del 19*20r. 
da noi esposta nel $ 18.

(*) Cfr. Rendiconti dell’Accademia dei Lincei 1° giugno 1919.
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geometria sopra la curva. Tuttavia questo concetto sembra 
quasi scomparire dalla teoria delle serie lineari definitiva
mente compiuta, nella quale non accade più, o accade solo 
incidentalmente, di dover ricorrere a qualche effettiva tra
sformazione.

Volendo ora esaminare più da vicino i problemi che 
toccano le trasformazioni birazionali delle curve (i quali for
meranno oggetto del cap. Ili), crediamo opportuno di pre
mettere qui una breve trattazione delle trasformazioni bira
zionali del piano, introdotte nella scienza da L u ig i  Cr e m o n a : 
quantunque una trasformazione birazionale fra due curve non 
si estenda in generale (come trasformazione biunivoca) ai piani 
che le contengono, cioè non sia sempre subordinata da una tra
sformazione cremoniana, pure questo caso particolare è proprio 
à chiarire le idee dello studioso, e a porgergli argomento di 
utili esemplificazioni.

20. Trasformazioni cremoniane del piano. — Proponia
moci di determinare, con Cr e m o n a , le trasformazioni bira
zionali del piano.

Una trasformazione razionale si esprime — in generale — 
ponendo le coordinate omogenee yl f y it yz, proporzionali a tre 
forme d’ordine n nelle xt , x3:

[ Vi =  q>i(*i***3) '
1) J y, =  ?*(»!***,,)

1 V 3 =  ?3(W*a)-

Le formule 1) rappresentano una trasformazione d’or-- 
dine n in cui ad ogni punto X =  ( x ^ x ^  corrisponde un punto 
Y =  (yly2y3)> ma dove reciprocamente ad un punto Y  corrispon
dono in generale d =  n2 punti X. Alle rette « ? / , by2•+■ <?2/3 =  0 
corrispondono infatti le curve della rete by2 -+- ccp3 =  0,
che risulta riferita proiettivamente al piano rigato, di modo 
che ad un punto Y, centro di un fascio di rette, corrisponde 
il gruppo dei punti base per un fascio di curve cp della rete.

Il grado d della trasformazione inversa della 1) si ab
bassa quando la rete delle curve 9 possiede dei punti base, 
avendosi a tener conto soltanto delle intersezioni variabili 
delle y come corrispondenti alle intersezioni (variabili) delle
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rette del piano (?/). Precisamente, se si hanno 7 n - l  punti base 
0, 0 4, 0 2 Oh di molteplicità r =  r 0, i \ , r2 ,... rh, avremo

d =  n2 — Sr/;

Di qui appare la condizione perchè la trasformazione 1) 
sia univocamente invertibile: occorre che si abbia

n2 — 2 r ,2 =  l ,

la qual relazione esprime che il grado della rete delle curve <p 
(cioè il numero delle loro mutue intersezioni variabili) vale 
d —  1 , o anche — come si suol dire — che la rete è omaloidica.

D’altra parte, esprimendo che le curve <p, le quali corri
spondono punto per punto alle rette del piano (y), sono di- 
genere j) =  0 , scriveremo

„ _  (n -  l)(n -  2) v , r l r ,  - 1 )  _  A
P — 2 Zj 2 “  ’

ovvero
n(n — 3) -  2 r fa  -  1) ■= — 2 (‘).

Per scrivere questa relazione si è supposto che i punti mul
tipli delle cp cadano soltanto nei punti base della rete, il che 
è conforme ad un noto teorema di B ertin ï (cfr. L. 2°, § 5, 
voi. 5, pag. 181) ; ma qui non è necessario fare appello a co- 
desto teorema generale, perchè si vede subito che la cp gene
rica appartenente ad una rete di grado 1 non può: avere un 
punto doppio variabile P, altrimenti una seconda curva per P ' 
avrebbe con essa almeno due intersezioni fuori dei punti base.

Abbiamo ottenuto che per una qualsiasi rete omaloidica < 
sono soddisfatte le relazioni

n2 — 2r t2 =  1
e

n(n — 3) — — 1) =  — 2,
cioè
. ( Z rf — n2 — 1 /  Vi >  1 \
• ( — 3 \i =  0,

(A) Questa seconda relazione si scrive direttamente esprimendo che la 
curva razionale d’ ordine n  dovrebbe avere 2jp — 2 =  — 2 intersezioni con 
una curva aggiunta d’ ordine n — 3.
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Le relazioni 2 ) caratterizzano le reti omaloidiche : d ati ad  
arb itrio  dei n um eri in ter i e p o s it iv i r t so d d isfa cen ti a lle  2 ), 
es isto n o  a lm en o  oc2 cu rve d ’ ord ine n ch e p assan o  per p u n ti 
d ati com unque n e l p ian o  con  le  m o lte p lic ità  r*; quando queste 
curve sono irriducibili esse formano una rete omaloidica, che 
— rifer ita  p ro ie tt iv a m en te  al p ia n o  r ig a to  — dà luogo ad 
una trasformazione di-razionale o cremoniana.

P er  g iu stifica re  V en u n c ia to , si v a lu ti la  d im en sio n e  d el 
sistem a  lin ea re  d e lle  cu rve 9  d ’ ord ine n, p a ssa n ti per p u n ti 
d ati con le m o lte p lic ità  n e ll’ ip o tesi che i p u n ti base im 
p o n g a n o  a lle  9  con d iz io n i in d ip en d en ti, q u esta  d im en sio n e  v a le

n(n -f- 3) ^  r f r i  +  1)
2 "  ~2 ’

e, per le  form u le  2 ), q u esta  esp ressio n e  r isu lta  u g u a le  a 2 , 
d im od och é in  o g n i caso le  9  form an o  u na re te  o un  s is tem a  
lin ea re  p iù  am pio .

Ora il s istem a  d e lle  9  n on  p uò essere  di d im en sio n e  >  3, 
se le  cu rve di esso  sono irriducibili, g ia cch é  un  s is tem a  oo3 di 
cu rve irriducib ili è a lm en o  di grad o 2 , p er d ue p u n ti d el p ian o  
p assan d o  due cu rve d is t in te  del s istem a .

La condizione di irriducibilità è essenziale affinchè le  9  

ste sse  form in o  u n a  re te  o m a lo id ica : se le  cu rve s o g g e t te  a 
p assare p er i p u n ti Ot con  le m o lte p lic ità  ì\  r isu ltan o  rid u 
cib ili, può. accad ere ch e esse  form in o  un s istem a  lin ea re  di 
d im en sio n e  >  2 , ed a n ch e ch e — pur essen d o  so lta n to  oo2 —  
le  p arti variab ili d e lle  9  s ’ in tersech in o  in  p iù  di un  p u n to . U n  
esem p io  di q u e st’ u ltim o caso v ie n e  offerto  dal s is tem a  d e lle  
q u in tic lie  so g g e t te  a p assare tre v o lte  p er due p u n ti 0  e Ol 
e sem p licem en te  per sei p u n ti 0 2 0 3 ... 0 7, presi in  p osiz io n e  
g en er ic a : il s is tem a  d e lle  9  si rid uce — sta cca n d o si la  re tta  
fissa 0 0 L —  alfa re te  d e lle  q u artich e ch e p assan o  d o p p ia 
m en te  p er 0 , 0 L e sem p licem en te  p er 0 2 ... 0 7, le  quali si 
seg a n o  a due a due in  d ue p u n ti;  c iò  a cca d e  p erch è  la  
r e tta  0 0 A ha u n ’ equivalenza (*) n e g a tiv a  r isp etto  a l n um ero  
d elle  in tersez io n i d e lle  9  ch e la  co n te n g o n o  com e p arte . 
(A n ch e  il g en ere  d elle  parti variab ili d e lle  9  r isu lta  in questo

(l) Intorno all’ equivalenza di lina curva nel computo delle interse
zioni, cfr. L. 3°, § 45, voi. IT, png. 307 e seg.



CAPITOLO II 159

caso uguale ad 1, avendosi una curva spezzata che si com
pone di due parti sconnesse il cui genere virtuale (l) è

0 +  1 —  1 =  0 .

Mediante la discussione delle formule 2) si riesce ora a 
risolvere il problema di costruire tutte le trasformazioni ere- 
moniane del piano d’ ordine n.

Così per n =  2 risulta r* < 2, li +  1 =  3, r =  r± — r2 =  1, 
c quindi si ritrovano le trasformazioni quadratiche defluite da 
una rete trasformante di coniche con 3 punti base (cfr. L. 4°, 
§ 13, vol. II, pag. 401).

Per n =  3, la prima equazione dà

2 r* =  8 , r , < 2 ,
c la seconda

Srj =  6 ,

•dimodoché — supponendo designate le r f per ordine decre
scente — si deduce 7i +  1 =  5, e

ì’ =  2,  ì \  =  r2 »’4 =  1 :

cosi « la rete trasformante riesce costituita dalle cubiche con 
un punto base doppio e quattro punti base semplici », i quali 
possono assumersi ad arbitrio nel piano, evitando le posizioni 
particolari che producono lo spezzamento.

Per n =  4, le due equazioni danno

2 r f  =  15 
Sr« =  9

donde
3 >  r >  2.

Ora nel caso r =  3 si trova

S »'i =  6,ì

(A) Infatti per una curva spezzata in due parti di genere e p 2 con i  
intersezioni semplici, il genere virtuale, definito in base a considerazioni 
di continuità, vale

P — li
come spiegheremo nel § 35 (cfr. 1’ Osservazione finale) e, da un punto di 
vista topologico, nel $ 37.
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donde 7t =  6,
r, =  r2 ... r6 =  1.

Invece nel caso r — 2

S ì'ì2 =  11, 2 ^  =  7ì ì
quindi

»'i =  *'2 =  2 , r3 =  r4 =  r6 =  1, li =  5.

In conclusione « esistono due tipi di trasformazioni ere-  
moniane del quarto ordine, relativi alle seguenti reti omaloi- 
diche di quartiche :

a) rete delle quartiche con un punto triplo e 6 punti 
base semplici;

ì)) rete delle quartiche con 3 punti base doppi e 
3 punti base semplici ».

Invero siffatte reti risultano formate di curve irridu
cibili quando si evitino posizioni particolari dei punti base.

Lo studioso potrà esercitarsi sulla classificazione delle 
trasformazioni del quint’ordine che danno luogo a tre tipi, 
le rispettive reti omaloidiche essendo costituite da :

a) quintiche con un punto quadruplo e 8 punti base- 
semplici ;

li) quintiche con un punto triplo, 3 punti doppi e 
3 punti base semplici;

c) quintiche con 6 punti base doppi.
Qui, come sopra è avvertito, la condizione di irriducibi

lità aggiunge qualcosa alla discussione aritmetica delle equa
zioni 2), dovendosi escludere il caso di 2 punti tripli.

Ora rileviamo che fra le soluzioni delle equazioni 2) c’ & 
sempre — per qualunque valore di n — la seguente :

. 1    n  1  y  ' ì  !    ̂ 2 ^ 2 H — 2   !  }

la quale corrisponde alle trasformazioni di J onquières già 
incontrate nel L. 4°, § 34 (vol. II, pag. 582).

•Ciò posto esaminiamo come operi una trasformazione cre- 
moniana 2).sopra le curve algebriche che possano darsi sui 
piani corrispondenti (x) e (y). Si consideri una curva di' 
ordine wi, che passi con le molteplicità per i punti base 
rrpli delle curve trasformanti cp: l’ordine m della trasfor
mata di à — che è il numero delle sue intersezioni con una^
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re tta  d el p ian o  ( y)  — verrà  fo rn ito  dal n u m ero  d e lle  in terse 
z ion i variab ili d e lla  stessa  con  le  cp d e lla  re te  om alo id ica , 
q uin d i si avrà

m' =  mn —

S e  la  41 n on  p assa  a ffa tto  per i p u n ti b ase d e lle  9, si ha  
m' =  mn, m a q u esto  ord in e si abbassa o g n i qual v o lta  4* v en g a  
a passare p er u n o  dei p u n ti b ase n o m in a ti, s taccan d osi d a lla  
trasform ata  u n a  curva fondamentale ch e corrispon d e al punto 
fondamentale p red etto . In v ero  è fa c ile  ver ificare ch e ad un  
p u n to  fo n d a m en ta le  D , ,  ch e  sia  r t-plo per le  9 , e  cui — p er  
sem p lic ità  —  su p p on iam o n on  essere in fin ita m en te  v ic in i a ltri 
p u n ti fo n d a m en ta li, r isp on d e u n a  curva d’ ord ine r f, le  in ter 
sez ion i d i q u esta  con  u n a  r e tta  del suo p ian o  n ascen d o  d ag li 
i'i p u n ti sem p lic i d ella  9  om o lo g a  ch e cad on o in fin ita m en te  
v ic in i a  D ( .

D a  ciò  ch e p reced e  si r ilev a  in p artico lare  ch e la trasfor
mazione inversa di una trasformazione cremoniana d’ordine n 
è pure d’ ordine n; in fa tt i  a lle  re tte  g en er ic h e  d el p ia n o  (x) cor
risp on d eran n o  — p er le  fo rm u le  1) —  cu rve 9' del p ian o  (y), 
d’ ord in e n , le  q uali p ure d ovran n o  form are u n a  re te  om a
lo id ica , s icch é  le  1) saran n o  in v e r tite  d a lle

3) . *i =  9/  (ViViVs)

d o v e  le  9 /  son o  — com e le  9 — tre  form e d ’ ord in e » .
Ora la  re te  d e lle  9' avrà  — n e l p ian o  (y) — dei p u n ti 

b ase le  cu i m o lte p lic ità  s{ so d d isferan n o  u g u a lm en te  a lle  
eq u azion i 2 ); e  q u esti p u n ti fo n d a m en ta li r isp on d eran n o  a 
curve fondamentali d’ ordine Si n e l p ian o  (x). L ’ esisten za  di 
ta li cu rve , ch e  non  h a n n o  in tersez io n i variab ili con  le  9, si 
m e tte  an ch e  in  ev id en za  r ilev a n d o  ch e :

le curve fondamentali del piano (x) formano la jacoibiana 
della rete delle 9(:r1.T2a;.!) =  0.

I n fa t t i  si con sid eri u n  p u n to  g en er ic o  A  sop ra  u n a  curva  
fo n d a m en ta le  co; le  9  p a ssa n ti p er A si sp ezzan o  n e lla  co e  
n e lle  cu rve resid u e d i un  fa sc io ;  u n a  d e lle  quali resta  d eter
m in a ta  dal p assare an cora  per A. D u n q u e A è  d op p io  p er  
u n a  cu rva  d e lla  re te , ossia  —  p er d efin iz ion e — a p p artien e  
a lla  ja co b ia n a  (‘).

(l) Cfr. L. 3°, $ 5, vol.'II, pag. 31.

F . ENRIQUES -  III. 11
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Ora la  secon d a  d e lle  equazioni 2) ci d ice  ch e le  curve* 
fo n d a m en ta li esau riscon o tu tta  la  ja co b ia n a  d’ ord ine 3n — 3, 
essend o ap pu n to  2 ^  =  3n — 3 . Q uesta  con clu sio n e  è d ’ ac
cordo col fa tto  che un  p u n to  A d e lla  jaco b ia n a  è dopp io  per  
una <p, la quale — d o ven d o  a vere  con  u n ’a ltra  cp ,  p assan te  
per A ,  2 > 1  in tersezio n i in  A — è co stretta  a spezzarsi 
co n ten en d o  u na p arte  fissa p er tu tte  le  cu rve d el fa sc io .

C r e m o n a  e C l e b s c h ,  in d a g a n d o  p iù  da v ic in o  Ja re la 
z ion e fra  g li ordini dei punti e delle curve fondamentali (r* ed  st) 
sono p erv en u ti a  d im ostrare che essi son o  a coppie uguali, 
s icch é d isp on en d o li — com e abbiam o d etto  — in  m odo d e
crescen te  (r, >  r i+ 1 , s( >  s ^ )  si ha

ri =  st.

Noi n on  ci in d u g erem o  su lla  d im o straz ion e di questo  te o 
rem a, r im an d and o a lle  « L ezion i » di O le b s c h -L in d e m a n n  
(trad. fran cese , t. I I ,  p ag . 202); del resto  (secon do u n a  os
servazion e com u n ica ta  da F r a h m  a L in d em a n n ) il teorem a  
risu lta  su b ito  dalla  p o ssib ilità  (che verrà sta b ilita  in ap presso) 
di gen erare tu tte  le  trasform azion i crem on ian e m ed ia n te  tra
sform azion i q u ad ratiche.

Nota. I l  caso in cui a lcu n i dei p u n ti fo n d a m en ta li di una  
trasform azion e crem on ian a  cad an o  in fin ita m en te  v ic in i, dà  
lu ogo  a p artico lar ità  che co n v ien e  osservare, lim ita n d o c i ai 
piu  sem p lic i esem p i.

A n z itu tto  se si h an n o  due p u n ti fo n d a m en ta li in fin ita 
m en te  v ic in i 0 e 0 { d ello  stesso  ord in e r, al p u n to  0  v ie n e  
a rispondere un d eterm in a to  p u n to  0 ';  in fa tt i a ll’ in to rn o  d el 
p rim ’ ord ine di 0, ch e non  h a  in tersez io n i v ariab ili con  le cp, 
corrispon d e una cu rva  d ’ ord ine zero, c io è  l ’ in torn o  di un  
p u n to  0'. A p p rofon d iam o l’ esam e su p p o n en d o  p er sem p li
c ità  r —  1: si h an n o  due p u n ti base sem p lic i in fin ita m en te  
v icin i per le  cp. Ora, se  si im p on e ad u n a  cp di toccare una  
re tta  g en er ica  per 0, n asce  in  0  un  p u n to  d op p io , s icch é  
cresce di 2 il num ero d e lle  in tersez io n i di due cp n e ll’ in torn o  
di 0 ;  ciò  p orta  di co n seg u en za  ch e q u este  cp si sp ezz in o , s ta c 
can d osi una p arte  fissa, ch e sarà u n a  cu rva  fo n d a m en ta le  
p er 0 : le  co m p o n en ti variab ili h a n n o  q u in d i una so la  ta n 
g e n te  lier 0, cu i risp on d e u n a  r e tta  p er 0', e co s ì si h a  
p ro ie tt iv ità  fra  g li in torn i del p rim ’ ord in e di 0  e di 0'.
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Contro il ragionamento precedente si potrebbe sollevare 
§1 dubbio cbe la parte fissa delle cp col punto doppio 0 non 
passi per 0; ma questo dubbio si elimina come segue. Poiché 
le parti variabili delle 9 passanti doppiamente per 0 , avrebbero 
ancora in 0 un punto doppio, si avrebbero ancora 4 =  2 -f- 2 
intersezioni di due di queste 9 assorbite in 0, e quindi due 9 
della rete omaloidica, abbastanza vicine alle nominate, dovreb
bero ancora segarsi (oltreché in 0 e 0 {) in due punti appar
tenenti all’ intorno di 0 , il che è assurdo trattandosi di una 
rete omaloidica. Qui si è adoperato il principio di continuità 
in una forma che può essere chiarita da una semplice con
siderazione algebrica: quando si cercano le intersezioni di 
•due curve yL(xy) =  0 e y2(xy) =  0 appartenenti ad un intorno 
dell’origine 0, si è indotti a distinguere nel resultante un 
fattore

R =  n  (ìji — yk')

relativo ai rami y(x) e y\x) delle 9A e cp2 nell’ intorno di 0; 
quando le 9£ e 9, variano' in dipendenza di un parametro, 
tendendo a due curve limiti che passino per 0, senza parti 
comuni per 0 , il fattore precedente diverrà infinitesimo di 
un certo ordine, uguale al numero delle intersezioni che le 
«curve limiti hanno in 0 .

Riprendiamo la trasformazione cremoniana coi punti fon
damentali semplici 0 e 0L, per osservare che al punto 0L ri
sponde ora una retta fondamentale, i cui punti sono omologhi 
ai punti infinitamente vicini ad 0 A, essendovi un fascio di 
curve -9 osculatrici ad una data parabola per 0 0 L. Del resto 
le cose dette si mettono anche in evidenza adoperando una 
trasformazione ausiliaria che muti 0 in una retta. E, ad. esem
plificazione di esse, possiamo riferirci al caso della trasfor
mazione quadratica, avente un terzo punto fondamentale A, 
distinto da 0 , la rete omaloidica essendo dunque costituita da 
coniche passanti per A, 0 e tangenti ad 00 i : nell’altro piano 
si ha ancora una rete di coniche passanti per due punti A ' e 0 ' 
e tangenti in 0', cioè contenenti uno stesso punto infinita
mente vicino 0 / ;  al punto 0 corrisponde per la trasforma
zione 0', e ad Oj la retta fondamentale A'O', la quale rim
piazza qui due rette fondamentali distinte.

Passiamo ad esaminare il caso in cui la trasformazione 
possegga due punti fondamentali infinitamente vicini, 0 e 0 A,
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d’ordine diverso: ciò produce un abbassamento dell’ordine 
della curva fondamentale trasformata di 0, che tuttavia va 
completata con la curva fondamentale omologa ad Oi9 la 
quale figura qui due volte (entrando come componente doppia 
della jaoobiana). Sia per es. il punto 0 d’ordine 2 e 0 { semplice,, 
e assumasi la trasformazione definita da una rete di cubiche 
lier 0*0l9 che passino inoltre semplicemente per altri 3 punti 
base semplici ABC. Qui appare che all’ intorno del prim’ordino 
di 0 risponde una retta, poiché quell’intorno ha una sola inter
sezione variabile con le cp della rete (vi è una <p di cui un ramo 
tocca una retta generica per 0 ); similmente all’ intorno di 0 4 
risponde pure una retta; e così nell’altro piano accade che la 
conica fondamentale per la rete omaloidica delle cubiche tra
sformanti si spezza in due rette, le quali prese insieme presen
tano una sola condizione alle curve della rete che debbano con
tenerle. Inoltre, considerando la rete come limite di una rete 
omaloidica generale di cubiche, si vede che una parte della conica 
spezzata viene appunto a coincidere con una retta fondamentale, 
che quindi figura come doppia entrò la rete stessa, riuscendo 
fondamentale pel fascio residuo della suddetta conica spezzata.

ìToi non spingeremo più avanti l’esame delle questioni atti
nenti ai punti fondamentali infinitamente vicini delle trasfor
mazioni cremoniane, argomento che non sembra essere stato 
esaurientemente trattato. Ma vogliamo rilevare che questo 
esame condurrebbe ad una analisi delle curve fondamentali dt 
una rete omaloidica, quale può estendersi anche alle curve fon
damentali di un sistema lineare qualunque; si avrebbero a con
siderare curve (o che contate 7i volte sono fondamentali per un 
sistema (il sistema dato o un suo multiplo), presentando una 
sola condizione alle curve di esso che debbano contenerle, e che 
poi sottratte da questo contengono ancora parti che — con
tate 7t1 volte — sono fondamentali pel sistema residuo e così: 
via; onde questa analisi ci riporterebbe a questioni che s’ in
contrano nello studio delle singolarità delle superficie (1).

Studiamo, nel piano, le trasformazioni cremoniane che si/, 
ottengono come prodotto di due o più trasformazioni quadra-

(l) Cfr. F . Enriques « Su ll’ analisi delle  singolarità puntuali delle su
perficie algebriche m ediante d ivisioni di polinom i ». A ccadem ia dei Lincei,, 
luglio  1912.
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fiche, e — per chiarezza — consideriamo più piani (distinti 
o sovrapposti), tu ,  tua , tu2 ... Sia T L una trasformazione qua
dratica fra tu e tua , la quale può definirsi facendo corrispon
dere, in tua , alle rette di tu le coniche C di una rete oma- 
loidica, e sia 1\  una trasformazione quadratica fra tzl e tu2. 

Moltiplicando rl \  per 1\ si ottiene, fra tu e tu2 , una trasfor
mazione T21\ , dove alle rette di tu corrispondono le curve 
della rete omaloidica, trasformata della rete delle C me
diante 272 , la .quale — in generale — risulta una rete di 
quartiche con tre punti base doppi e tre punti base semplici: 
la T2Tl riesce così del quart’ordine. Tuttavia quest’ordine si ab
bassa se qualcuno dei punti fondamentali per TA, nel piano tua , 

•è pure fondamentale per T2; in particolare quando si abbia 
in questo piano un punto fondamentale comune, la trasforma
zione prodotto riesce del terz’ordine; se ve ne sono 2 ô 3 
la 1 \1 \ diviene rispettivamente una trasformazione quadra
tica o una omografia.

Può apparire a prima vista che le trasformazioni così 
•ottenute, come prodotti di trasformazioni quadratiche, siano 
particolari, in quanto che fra le trasformazioni del quart’ or
dine generate per moltiplicazione di due trasformazioni qua
dratiche, si trovano solo quelle in cui la rete omaloidica è 
formata di quartiche con tre punti doppi, e non quelle di 
Jonquières, dove si ha una rete di quartiche con un punto 
triplo (e sei punti base semplici). Ma è facile vedere che 
quest’ ultime si possono far nascere per moltiplicazione di 
una trasformazione cubica fra tu e tua e di una quadratica 
fra tua e T u 2 , dove il punto doppio della rete di cubiche in tua ,  

fondamentale per la prima trasformazione, si assuma come 
fondamentale anche per la seconda. Ne risulta la possibilità di 
costruire una trasformazione del quarto ordine di Jonquières, 
come prodotto di tre trasformazioni quadratiche (poste fra tu 

e un piano ausiliario tu7, fra tu' e tua e fra tua e tu2) .

Queste osservazioni suggeriscono la ricerca se ogni tra
sformazione cremoniana del piano possa decomporsi in un 
prodotto di trasformazioni quadratiche. Per ottenere questa 
decomposizione, nel caso di una data trasformazione T, basta 
abbassare l’ordine della rete omaloidica trasformante, me
diante successive trasformazioni quadratiche ad essa appli
cate, fino a ridurla ad una rete di coniche. Sia per es. una 
trasformazione T  in cui alle rette del piano corrispondano
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le  q u in tich e, cp, clie  p assano  per un p u n to  tr ip lo  0 ,  per tra
p u n ti d op p i On  0 3 , e per a ltri tre  p u n ti b ase sem p lic i. 
A d op eriam o u n a  trasform azion e q uad ratica  1\  in cu i si assu 
m an o com e p utiti fo n d a m en ta li 0 ,  On 0 2: la  1\  trasform a 1» 
rete  d elle  9  in u na  re te  di cu b ich e  9' p a ssa n ti p er un p u n ta  
d opp io  (trasform ato  di) 0 3, e p er q u attro  p u n ti b ase sem plici,, 
tre dei quali r isp on d on o  ai p u n ti base sem p lic i d e lle  cp? e i l  
quarto a lla  re tta  fo n d a m en ta le  0 l0 2 (che ha con  le <p u n a  * 
in tersez io n e  variab ile ). Ora in trod u ciam o u n a  secon d a  tra 
sform azion e q uad ratica  2 72, a ssu m en d o  com e fo n d a m en ta le  il  
n u ovo  p u n to  0 3 e due p u n ti base sem p lic i d e lle  9'; la 1\  r i
durrà la  re te  d e lle  9' ad  u n a  re te  om alo id ica  di co n ich e  9% 
la quale — r ifer ita  a lla  re te  d e lle  re tte  —  d efin isce u na  
trasform azion e quad ratica  Tz. E b b en e  la  n ostra  tra sform a
z ion e T  si g en er a  eseg u en d o  in  sen so  in verso  le  trasform a
z ion i q uad ratiche induttrici sopra co n sid era te  :

T  =  (T9T2T l)-' =  T ^T -^T -K

I l  su ccesso  d ella  rid uzione di T , n e ll’ esem p io  ch e precede,, 
d ip en d e  ev id e n te m e n te  da ciò  ch e esisto n o  tre p u n ti b a se  
d ella  re te  d e lle  9, le  cui m o lte p lic ità  d ann o  u na som m a su p e
riore a l loro ord ine. C osì siam o in d o tti a stab ilire  in g e n e r a le  
il seg u en te

L em m a. Per una rete omaloidica di curve d9ordine n, tre 
punti di molteplicità piu elevata, r, r i9 r2, danno sempre una 
somma

r - h r l -\-r2> n .

La d im ostraz ion e d el lem m a d iscen d e  fa c ilm e n te  d a lle  
eq u azion i fo n d a m en ta li 2) ch e cara tter izzan o  u n a  re te  om a
lo id ica  :
0v j 2 r f* =  »* — 1 =  («H -1)(»— 1)

( S Ti =  3(» — 1).

Anzitutto è chiaro che i numeri r{ danno luogo ad una 
,media

__2 Ti __ n -+-1
P~Tr~i ~~ 1 “ ’

e  quindi, se  non è
n  -+- 1
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a lm en o  il n u m ero  r, m assim o d eg li r i} d ovrà  superare — 5 in  

o g n i caso :
r  =  p -b  S , con  5 >  0.

Ora si verifica  ch e la  m ed ia  d ei resta n ti n um eri (i >  0) è

s
? — P 2 ’

la som m a di co d esti r< restan d o  n on  in fer io re  a 2r.
I n fa t t i  se  si d es ig n a  co n  2 ' una som m atoria  in  cu i l’ in 

d ice i va  d a  1 ad  h (c ioè con  esc lu s io n e  d el v a lo re  0), avrém o

d on d e
2' r(2 =  p2 r{ — r? — rS =  p2V* — r5,

S'ì’ì2 r8

m a p o ich é  

seg u e  a p p u n to

9 — 2Vi ~  9 2Vf’

r <  n — 1, 2' Ti >  2(n — 1),

P ' ^ P - 2 *

P er  co n seg u en za  il m assim o  d eg li r* p er i >  0 , varrà

r ^ p '- t - S ' (8'SsO).

D i qui si d ed u ce  ch e la  m ed ia  d ei r im a n en ti ( * > 1) v a le

9 — 2"rt ~~9 2"n* '

le  som m atorie  essen d o  e s te se  a i va lori di i > l .  M a p o ich é  

r t <  n —  1 , 2" r t ;>  n  —  1 ,
sarà

?" ^  9 — 5',

e  p erc iò  il m assim o  d eg li r<, dopo to lti r e  t \ ,  varrà

r» >  p' —
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Pertanto risulterà

r -+- r, -t- rt >  p +  S -t- (p — |  +  5') -t- ̂  — - — ò j,

cioè
r +  ì\  -H r 2 ^  3p =  » H- 1.

Il lemma precedente permette di abbassare l’ordine di 
una rete omaloidica mediante una trasformazione quadratica 
cbe abbia come punti fondamentali i tre punti base 0 0 ^ ,  di 
molteplicità r, r ,, r, : occorre soltanto che codesti tre punti 
siauo base per una rete di coniche irriducibili ; ma ciò accade 
certo se i punti 0 0 L02 sono punti propri, imperocché — la 
somma dei loro ordini superando l’ordine n — essi non pos
sono certo trovarsi in linea retta. Invece la trasformazione 
quadratica riduttrice può degenerare, nel caso che i punti 
0 L e 0 , vengano infinitamente vicini ad 0 , e prossimi ad esso, 
in direzioni distinte o infinitamente vicine fra loro (cioè su 
un ramo cuspidale). Ma questa circostanza è da escludere per 
una rete omaloidica determinata da punti base in posizione 
generica, ed anche per quelle che da essa provengono me
diante 1’ impiego di successive trasformazioni quadratiche 
induttrici; giacché invero essa importa che fra i punti base 
della rete data sussistano certe relazioni algebriche.

Frattanto possiamo concludere che
Una trasformazione cremoniana d’ ordine n, con punti 

fondamentali in posizione generica, può decomporsi nel pro
dotto di m <  n — 1 trasformazioni quadratiche : il massimo è 
eifettivamente raggiunto in corrispondenza alle trasforma
zioni di Jonquières.

Ohe diremo ora delle trasformazioni particolari per cui, 
riducendo successivamente 1’ ordine della rete omaloidica, si 
incontrino punti base infinitamente vicini? Sarà possibile rim
piazzare le trasformazioni quadratiche degeneri che qui si pre
sentano, con altre trasformazioni quadratiche non degeneri ?

Come esempio prendiamo a considerare una rete omaloi
dica di cubiche col punto doppio 0, a cui siano infinitamente 
vicini i punti 0 1 e 02. Se fuori di questi la rete ha un altro 
punto base semplice (03 ovvero 04), le coniche per questo 
punto e per 00 l otfrono la riduzione richiesta. Inoltre la 
riduzione è ancora possibile se 0 2 succede ad 0 0 1 sopra un 
ramo lineare, o se Ol e 0 2 sono vicini ad 0 in direzioni
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-distinte, giacché allora — posto per es. che 03 sia vicino 
îd 0 , — i punti 0 0 i 0 3 apparterranno ad un ramo lineare 

di curvatura non nulla, e le coniche per essi permetteranno 
ancora di ridurre l’ordine delle nostre cubiche. Ma se invece 
1 punti 0L02030± si succedono sopra un ramo cuspidale del 
second’ordine, di origine 0 , non vi sono coniche irriducibili 
<ìhe passino semplicemente per 0 e per altri due punti base 
della nostra rete, sicché non è possibile ridurre con una 
trasformazione quadratica l’ordine di questa. Tuttavia si 
faccia una prima trasformazione quadratica con due punti 
base 0 0 L: le date cubiche diverranno cubiche cp' con un 
punto doppio e due punti base semplici infinitamente vicini 
ad esso in direzioni distinte, e così 1’ ordine di questa seconda 
rete si potrà ridurre con una nuova trasformazione quadratica. 
In conclusione « la trasformazione cubica di Jonquières in cui 
tutti i punti fondamentali sono infinitamente vicini, succeden
dosi sopra un unico ramo cuspidale del second’ ordine, non 
può più decomporsi nel prodotto di due, ma può sempre rite
nersi come prodotto di tre trasformazioni quadratiche ».

Ad un resultato analogo si perviene per qualsiasi rete 
■omaloidica, in cui i punti base di molteplicità più elevata si 
trovino infinitamente vicini, per modo che il suo ordine n non 
possa essere ridotto mediante una trasformazione quadratica. 
Anzitutto è facile ottenere la riduzione nel caso che nell’ in
torno del prim’ordine del punto 0, di massima molteplicità r, 
si abbiano soltanto punti base 0A02.... in direzioni distinte. 
Infatti allora — come N o e t h e r  ha osservato — si prova 
l’esistenza di un altro punto P  di molteplicità sufficiente
mente grande

«che potrà essere un punto proprio, ovvero un punto dell’ in
torno del second’ ordine di 0, susseguente, sopra un ramo 
lineare, ad un punto 0 t di non minore molteplicità;,quindi i 
punti 0, Oi e P  appartengono a coniche irriducibili che per
mettono di abbassare 1’ ordine n della nostra rete.

Ma può anche darsi che i punti base di questa rete, 
nell’ intorno di 0, si succedano sopra rami cuspidali d’or
dine v > l .  Questo caso si riduce al precedente operando 
una trasformazione quadratica definita mediante coniche
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per OOi5 e così di seguito, sebbene queste trasformazioni 
abbiano per effetto di alzare 1’ ordine n della rete. Ora la 
rete semplificata d’ordine IV > n ,  si potrà ridurre a reti di 
ordine più basso, e — tenendo conto dell’ abbassamento — 
si proverà che, dopo un certo numero di trasformazioni qua
dratiche (non degeneri), essa diviene effettivamente d’ or
dine <  n.

Il ragionamento sopra indicato verrà da noi svolto nella 
forma più breve, senza soffermarsi ad una distinzione non 
necessaria di casi, come segue. Premettiamo il

Lemma. Se 0 è un punto base di (massima) molteplicità r 
per una rete omaloidica di curve cp d’ordine n, e i punti base 
della rete 0L02.... Ot1 prossimi (£) ad 0 , posseggono moltepli
cità ì\r2.... r t tali che

■r -f- rL -f- . . . .  +  r f n ,

allora esiste un altro punto base P  (proprio o almeno non pros
simo ad 0) la cui molteplicità h soddisfa alla relazione

2 le >  n — r.

Infatti per una rete omaloidica dotata di punti base di 
molteplicità r< £> 1) è

2 r<* =  n2 — 1 , 2 r* =  3(w — 1),

quindi per il punto di massima molteplicità, all’ infuori OOt ... OtT 
sarà

— 3n — 3 — r — r±.... — r t
e siccome

r~\-rL ,.. +  r t > » ,  
r i ••• +  r t <  r, 

r t <  n —  r, r 2 <  n — r , . . .  r t <  n  —  r,

(*) Ricordiamo che diconsi prossimi ad 0 quei punti infinitamente 
vicini che — mediante una trasformazione quadratica col punto 'fonda.- 
mentale O — si trasformano in punti (propri o infinitamente vicini) sopra 
la retta fondamentale omologa di 0.
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si avra

cioè

n2 — 1 —  r~ —  (n — r )r . n(n — r ) __n — r
2n — 3 >  2» ~  2 ’

27c >  n — r.

(Si p u ò  n otare  ch e il p u n to  P  n o n  è sa te ll ite  d i alcun* 
p u n to  Oi (i >  2) p rossim o ad 0 , g ia c c h é  si avreb b e r ( >  li 
ì’i—i :>  27c, ed  r r f >  n).

A p p lich erem o  q u esto  lem m a al caso  eccez io n a le  di u n a  
re te  om a lo id ica  d i cu rve <p n e lla  q ua le  i p u n ti b ase 0 L e  0 2 , 
cu i sp e tta  d op o  0  la  m assim a  m o lte p lic ità  (r •+- i\  -+- r 2 >  n) 
d iv e n tin o  p rossim i ad  0, in  d irezion i d is t in te  o su cce d e n ti  
sop ra  un  ram o cu sp id a le , in co m in cia n d o  tu tta v ia  a sem p lifi
care la  re te  com e seg u e .

. S i e se g u isca  u n a  trasform azion e q uad ratica  1\  p ren d en d o 
c e n e  p u n ti b ase 0 , 04„ e  un  p u n to  g en er ic o  del p ian o, A r  
In d ica n d o  con  0 ', 0 / ,  J . /  i p u n ti om ologh i d e lle  re tte  A t0ir. 
A t0 , O0 4, le  cp verran n o  tra sfo rm a te  in  cu rv e  <?' d ’ ord ine

N l =  2n — r  —  r 4 =  n  -t- (n  — r) —  r l , 

p a ssa n ti p er 0 ' con  la  m o lte p lic ità

B l =  n —r 4

e  p a ssa n ti an cora  n — r  v o lte  p er 0 / ,  con  »  — r  ram i lineari' 
n o n  o scu la n tis i;  in o ltre  le  <p' p asseran n o  p er i p u n ti (trasfor
m ati di) 0 20 3 ... con le  m o lte p lic ità  p r im itiv e  d e lle  <p. Qui con 
v ie n e  n o ta re  esp lic ita m e n te  ch e il p u n to  m u ltip lo  0 /  — creato- 
d alia  tra sfo rm a zio n e  — riesce  in  d irezion e a ffa tto  g en er ic a  
r isp etto  a g li a ltr i p u n ti m u ltip li d e ll’ in torn o  di 0 ' ch e p ro
v e n g o n o  da q u elli d e ll’ in to rn o  di 0 .

S i e se g u isc a  ora u n a  secon d a  trasform azion e quadra
tic a  T gt  p ren d en d o  p er p u n ti base 0 ', 0 2, e  un  p u n to  g e n e 
rico  A 2; u san d o  n o m en cla tu ra  a n a lo g a  a q u e lla  d el caso  pre
ce d e n te  a vrem o cu rve trasform ate  d ’ ord in e

AT2 =  2A, — B t — r2 =  n -+-2()i —  r) — (r4 -\-  r2) , 

p a ssa n ti
B2 =  N l — r3 =  )H -  (» — r) — (r4 -t- r2)
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v o lte  p er un  p u n to  0 ", e an cora  N t — B i =  n — r  v o lte  p er  
un p u n to  0 i nf i ni t ament e  v ic in o  ad 0'', n o n ch é  per i p u n ti  
(trasform ati di) 0 l'030 i ... con  le  m o lte p lic ità  p r im itiv e .

S e  0 t 0 2 ... O q ... son o i p u u ti p rossim i ad 0 ,  di m o lte p li-
H — T

c ità  > —^— 7 si eseg u isca n o  u lter io rm en te  le  trasform azion i

T3...T a‘, la  T { e ssen d o  d eterm in a ta  dai p u n ti base in fin ita 
m en te  v ic in i 0 u ~ l )0 i  e da un  p u n to  A t g en er ico . A rr iv erem o  
a  cu rve d ’ ord in e

Nq — n +  q(n — r) — (i\ -f- r2 ... -+- rq) ,
p assau ti

Bg =  n-h (q — 1 )(n — r) — (rt -f- r2 ... -+- rq)

volte per Oiq) ; e al punto 0<q> riusciranno infinitamente vicini, 
in direzioni generiche, q punti di molteplicità N t — jBt =  » — r, 
creati dalla trasformazione, con parabole osculatrici distinte, 
ed eventualmente altri punti multipli, i quali tutti però 
avranno un ordine minore di

l ( n - r ) .

Applicando ora il nostro lemma, troveremo che le pos
seggono un punto Pl di molteplicità

■che dovrà essere un punto proprio. (Questo punto rappresenta 
in generale il primo punto libero che le cp possedevano dopo 
una serie di punti satelliti — tutti prossimi ad 0  — che le 
successive trasformazioni hanno sciolto).

Per conseguenza si potrà ora ridurre P ordine delle 
mediante una trasformazione quadratica Tq+iì ove si prenda 
come punto fondamentale insieme ad Oq, e a uno dei q punti 
(n — r)-pli infinitamente vicini ad Oq, sia per es. 0 / , anche il 
punto P t ; arriveremo a curve d’ordine

Nq+l =  2A5 — Bq — (n — r) — si =
=  n -1- q(n — r) — (i\ -t- r2 .... -t- rq) — s, ,
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con  un p u n to  0 (<h -o m u ltip lo  seco n d o

Bg+l =  n +  (q— 1 )(n — r) — (i\ -+- r2... -+- rt) — st ,

n e l cui in to rn o  si avran n o  q — 1 p u n ti (n — r)-pli ; e  ta li cu rve  
d ovran n o  an cora  —  p er il n ostro  lem m a — p o ssed ere  un p u n to  P2

di m o lte p lic ità  s2 >  , d is t in to  da 0 («+1>, e  n on  a llin ea to

con  a lcu n o  d ei p u n ti (n —  r)-pli ; d ig u isa ch è  si avrà  u n a  tra
sform azion e T q+2 r id u cen te  1’ ord in e d e lle  n o stre  cu rv e  a

N a+ 2 =  n •+• —  *0 — K  +  rg H- ... -+- rg) — — s2.

S u c cess iv a m e n te  si a v ran n o  a ltre q —  2 trasform azion i;  
d e llo  ste sso  tip o , ch e  c i con d u rran n o  a cu rve d ’ ord ine

N m =  »  +  — r) — (r, +  r2 ... -I- rtf) — (s, -+- s2 ... +  sq).

Ma, poiché 

sarà
2 >  n — r, 2s< >  n — r.

e quindi
*') r i ■+■ *'"* ••• f  q •+■ *i>H~ *2 ••• d- sg >

N,g <  n.

Riassumendo, siamo riusciti ad abbassare l’ordine a della 
rete omaloidica di curve <p, mediante 2q trasformazioni qua
dratiche successive, e così viene risolto il caso di eccezione 
in cui l’ abbassamento non può essere ottenuto mediante una 
sola trasformazione quadratica; concludiamo enunciando il 

Teorema. Ogni trasformazione cremoniana del piano si può - 
generare come prodotto di trasformazioni quadratiche.

Notizia storica. Accennammo già nel L. 3°,  ̂ 17 (vol. I , . 
pag. 108) come i primi esempi di trasformazioni quadratiche 
si presentarono a P o n c e l e t  (1822) e quindi a P l ü c k e r  (1830) 
e a S t e i n e r  (1832); e che la stessa trasformazione quadra
tica fu poi studiata sistematicamente dal M a g n u s  (1832).. 
Nella memoria «Nouvelle méthode pour découvrir des théo
rèmes de Géométrie » (1) la quale contiene questo studio,.

• (‘) Journal fur Math., Bd. 8.
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l’A. credette di poter concludere che le trasformazioni f r a 
zionali del piano (x,y) agiscano pure birazionalinente sulle 
due variabili separate, x ed y, e quindi che esse siano soltanto 
trasformazioni omografiche o quadratiche. Ma l’anno appresso 
lo stesso M a g n u s  (*) segnalava l’esempio della trasformazione 
del quart’ ordine (che si ottiene come prodotto di due trasfor
mazioni quadratiche) in cui alle rette rispondono le quartiche 
con tre punti base doppi e tre semplici. Soltanto nel 185941 
D e-J o n q u iè r e s  accompagnava con una lettera all’Accademia 
di Francia una sua memoria sulle curve gobbe, rimasta ine
dita fino al 1864, in cui accennava alle trasformazioni (isolo
giche) che fan corrispondere alle rette curve d’ordine n con 
punto (n — 1 Yplo, le quali più tardi da lui appunto pre
sero nome.

Questi esempi di trasformazioni d’ordine superiore (2) 
ebbero a sfuggire allo S c iiia p a r e l l i  e al C rem o na  che nel 
1861-62 ripresero lo studio delle trasformazioni piane, acco
gliendo T errata veduta del Magnus del 1832, di cui Io Schia- 
parelli porse un nuovo sviluppo negli Atti dell’Accademia di 
Torino. L’anno appresso (1863) il Cremona pubblicò nelle 
Memorie dell’Accademia di Bologna la prima delle sue clas
siche Note « Sulle trasformazioni geometriche delle curve 
piane », nella quale comincia anzitutt/o a correggere 1’anzi
detto errore, rilevando che il prodotto di due trasformazioni 
quadratiche conduce in generale a trasformazioni d’ordine 
superiore, e pone poi il problema generale di costruire le 
trasformazioni frazionali d’ordine n fra due piani, scrivendo 
le due equazioni fondamentali che caratterizzano le molte
plicità dei punti base di una rete omaloidica: come esempio 
s’ incontrano qui le trasformazioni isologiche (di De-Jon- 
quières) che — come generalizzazioni delle proiezioni sghembe 
di Steiner — vengono dedotte dalla congruenza delle rette 
che si appoggiano ad una curva gobba d’ ordine n e ad una 
sua direttrice (n — l)-pla. Soltanto nella seconda Nota del 
1865, il Cremona fa menzione delle ricerche del De-Jon-

d) Confronta la prefazione alla « Sammlung von Aufgaben unti Lehr  ̂
■ siitze ans (1er analitisclie Geometrie » (Berlino, 1833).

(2) Come rileva il B e r t i n i  nel suo studio « Della vita e delle opere 
di L. Cremona», riprodotto m «Opere matematiche di Luigi Cremona», 
t. TU, pg, XII.
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-quières, la cui memoria appariva allora pubblicata nei Nou
velles Annales de Mathématique. Questa seconda Nota del 
Cremona contiene lo studio della jacobiana di una rete oma- 
loidica, e il teorema sull’ uguaglianza degli ordini dei punti 
fondamentali di due trasformazioni inverse una dell’altra: 
1’ ultimo teorema, trovato per via induttiva non del tutto 
completa, fu poi dimostrato da Clebsch  (Math. Annalen, 
Bd. IV) e da altri.

La teoria delle trasformazioni birazionali del piano attrasse 
•tosto l’attenzione dei geometri che vollero conferire ad esse il 
nome di cremoniane; esposizioni d’ insieme di questa teoria si 
trovano in memorie di Oa yley , R osanes e D ew ule , utilizzate 
nelle Lezioni di Olebsch-L in dem a nn .

Frattanto O lie e o rd , N o e th e r  e R o san es  (1869-71) sco
privano contemporaneamente la generabilità delle trasfor
mazioni cremoniane mediante trasformazioni quadratiche; la 
scoperta a cui Clifford è giunto per via d’esempi viene comu
nicata da Oa-yley (l); Noether (2) e Rosanes (3), dimostrano il 
teorema stabilendo che gli ordini dei tre punti fondamentali 
più elevati per una trasformazione d’ordine «, soddisfano alla 
diseguaglianza r +  r i +  r2> R . Tuttavia in queste dimostra
zioni non è considerato specialmente il caso dei punti fon
damentali infinitamente vicini, che poco dopo (1872) doveva 
attrarre l’attenzione di Noether (Math. Annalen, Bd. 5). Qui 
Noether osserva che una rete omaloidica dotata di un punto 
base r-plo 0 , con punti base prossimi in direzioni distinte, si 
può ridurre mediante una trasformazione quadratica (la cui 
possibilità risulta dall’ esistenza di un altro punto P  di mol
teplicità abbastanza elevata, che non appartiene all’ intorno 
del prim’ ordine di 0). Questa trasformazione induttrice è 
ancora non degenere se il punto P  diventa infinitamente 
vicino ad 0 , succedendo — sopra un ramo lineare — ad up 
punto 0L prossimo ad 0. Ma il caso in cui alcuni punti base 
prossimi ad 0 in direzioni distinte si avvicinino indefinita
mente, dà luogo ad una eccezione rilevata dal S e g re  in una 
Nota dell’Accademia di Torino del 24 marzo 1901, giacché 
tre punti succedentisi sopra un ramo cuspidale non possono

(4) Proceedings of. London Math. Soc. I li, 1869-71.
(2) Math. Annalen, Bd. 3 (1870-71).
(3) Journal fiir Math., tomo 73 (1870-71).
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essere assunti come base per una rete omaloidica di coniche. 
In seguito alla critica di Segre (che colpisce anche un certo 
numero di applicazioni dello stesso metodo alla riduzione dei 
sistemi lineari di curve piane), Oa st e l n u o v o  il 12 maggio 3901 
offriva una nuova dimostrazione del teorema fondamentale di 
cui si discorre, basata sul concetto delle curve aggiunte suc
cessive, di cui diremo nel seguente paragrafo: egli fa vedere 
che l’ordine di una rete omaloidica, comunque dotata di punti 
base infinitamente vicini, si può ridurre mediante una conve
niente trasformazione di Jonquières, la quale a sua volta si 
lascia sempre decomporre (come anche il Segre stesso aveva 
notato) in un prodotto di trasformazioni quadratiche. (Quindi 
G. F e r r e t t i (£) faoeva vedere come questa riduzione si estenda 
ai sistemi lineari di curve di genere 0, 1, 2, riempiendo così la 
lacuna che rimaneva nei precedenti lavori di B e r t in i , G u c c ia , 
M a r t in e t t i , Y o u n g , D e-F r a n c h is ).

Sull’argomento sono ritornati D. N encint  in una memoria 
litografata a Palermo del 1916, e W a l d e s  F r a n c io si in una 
Nota del 1917, pubblicata nel Giornale di Matematiche del Bat- 
taglini, che ricorrono — come Oastelnuovo — a trasformazioni 
induttrici di Jonquières, riattaccandone 1’ esistenza ai caratteri 
numerici che definiscono le reti omaloidiche. Il successo di 
queste analisi si può spiegare dal punto di vista della teoria 
delle singolarità dicendo che nel caso in cui i punti base di 
una rete omaloidica di un ordine abbastanza elevato si tro
vino tutti infinitamente vicini ad un punto r-plo 0, essi si suc
cedono sempre sopra rami cuspidali ordinari, e che sopra un 
ramo d’ ordine q che occorre considerare, se ne trovano pre
cisamente 2q: la circostanza che il ramo sia ordinario assicura 
la non degerazione della trasformazione di Jonquières indut
trice, la quale viene dimostrata in altro modo da Oastelnuovo.

L’analisi svolta nel testo appartiene a Oh is in i  (2); essa 
riprende e completa l’osservazione di ìfoether relativa al caso 
di punti infinitamente vicini ad 0 in direzioni distinte, e di 
questo lemma si vale per stabilire l’esistenza dei punti mul
tipli che occorre considerare; la riduzione è ottenuta diretta- 
mente con una serie di trasformazioni quadratiche, che tuttavia

(1) Circolo Matematico di Palermo, t. 15 (1902).
(2) Atti della Società dei Naturalisti e Matematici di Modena, serie V,. 

vol. VI (1921-22).
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darebbe come prodotto la trasformazione di Jonquières consi
derata da Oastelnuovo.

Osservazione. Il teorema sulla generabilità di mia trasfor
mazione cremoniana del piano come prodotto di trasformazioni 
quadratiche, ammette un complemento degno di nota:

Ogni trasformazione cremoniana del piano si può decom
porre in un prodotto di trasformazioni quadratiche con punti 
fondamentali distinti.

Per dimostrarlo basta osservare che :
1) In primo luogo una rete omaloidica di coniche con 

due punti base infinitamente vicini A, AL e con un terzo 
punto base proprio B, può ridursi ad un’altra con tre punti 
base distinti, mercè una trasformazione quadratica generale 
di cui due punti fondamentali sieno in A  e B: così la trasfor- * 
mazione singolare viene decomposta nel prodotto di due trasfor
mazioni quadratiche ordinarie con punti fondamentali, A, B, C
e A, B, C', dove C e <7 sono allineati con B\

2) In secondo luogo una rete omaloidica di coniche con 
tre punti base infinitamente vicini A, Ai e A2 (suecedentisi 
sopra un ramo lineare) si riduce ad un’ altra con due soli 
punti infinitamente vicini ed un terzo proprio, mercè una 
trasformazione quadratica avente due punti fondamentali in 
A e A t e un terzo .punto fondamentale proprio, ecc.

21. Invarianti delle curve rispetto alle trasformazioni 
cremoniane del piano. — Le trasformazioni cremoniane del 
piano permettono in generale di ridurre una curva f ,  di un 
certo ordine, a una curva d’ordine minore, ovvero dotata di 
particolari proprietà proiettive, porgendo così un modello più 
semplice per lo studio della /proposta. Quest’uso delle anzi- 
dette trasformazioni corrisponde a quello che P oncelet  ha 
fatto delle proiezioni, riducendo lo studio delie proprietà 
proiettive delle figure a casi particolari metrici. Ma nello 
sviluppo della geometria proiettiva, il metodo di Poncelet ha 
subito una evoluzione, riuscendosi in fine al concetto che le 
figure proiettive, cioè trasformabili omograficamente una nel
l’altra, sono da ritenere come uguali in quella geometria 
proiettiva che ha appunto per oggetto le proprietà invarianti 
rispetto al gruppo delle omografie: questo sviluppo si è realiz
zato nella trattazione sintetica dello S t a u d t , e parallelamente..

F . ENRIQUES -  IH. 12
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nella teoria delle forme invariantive, di cui abbiamo discorso 
nel nostro Libro I.

Una evoluzione di idee analoga si è verificata nel modo 
di considerare le trasformazioni birazionali delle curve alge
briche, conformemente al « Programma di Erlangen » di K l ein . 
Così i geometri hanno appreso a ricercare sistematicamente 
le proprietà delle curve piane che sono invarianti rispetto al 
gruppo delle trasformazioni cremoniane (gruppo Cremona), 
ritenendo — da questo punto di vista. — come uguali due 
curve che si corrispondono in una siffatta trasformazione 
(e poi, astraendo dal piano, due curve trasformabili birazio- 
nalmente una nell’altra, come diremo in appresso).

Il teorema fondamentale che assegna le trasformazioni 
generatrici del gruppo Cremona, permette di riconoscere le 
proprietà invarianti rispetto ad esso, limitandoci a conside
rare trasformazioni quadratiche; ed anzi — per l’osserva
zione fatta — potremo supporre queste a punti fondamentali 
distinti. Ciò posto dimostriamo il

Teorema. Le curve d9 ordine n — 3, aggiunte ad una curva 
piana f  d9 ordine n 9 .sono covarianti di questa rispetto alle 
trasformazioni cremoniane, cioè:

una trasformazione T  che muti la /, d’ordine w, in una 
curva cp d’ ordine m 9 muta una curva / '  d’ ordine n — 3 , 
aggiunta a / ,  in una cp' d’ordine m — 3, aggiunta a cp, inten
dendosi tuttavia di contare eventualmente come facenti parte 
di <p' le curve fondamentali che provengono da punti fonda- 
mentali per T, fuori di /  (le quali figureranno come parti 
fisse nel sistema delle /).

La dimostrazione consiste in una verifica, che, per quanto 
sopra è detto, si può limitare alle trasformazioni quadratiche T. 
Ordunque si assumano tre punti A , B, Gy, come fondamentali 
per T9 e si distinguano i diversi casi che questi punti possono 
presentare, secondochè essi appartengano o meno alla curva/.

1) Pongasi dapprima che A, B , C, appartengano effet
tivamente ad /  con le moltiplicità Allora l’ordine
della trasformata cp sarà

m =  2 n — a — b — c , 

e l’ordine della trasformata di una / '  sarà

2 (n — 3) — (or— 1) — (b -  1) — (c — 1) =  m — 3.



CAPITOLO II 179

Questa curva trasformala y passerà naturalmente con la 
moltiplicità ï  — 1 per ogni punto «-pio della 9 proveniente 
da un punto «-pio della /  diverso da A , B , C, \i punti infi
nitamente vicini non danno luogo ad eccezione); inoltre il 
nuovo punto multiplo della 9 , che proviene dalla retta fonda- 
mentale AB, avrà per cp la molteplicità

c — li a — b, 

e per la trasformata di f  la molteplicità

n — 3 — (a — 1) — (b — 1) =  c — Î.

2) Pongasi invece che il punto A, fondamentale per la 1\ 
non appartenga ad /, essendo dunque a =  0. Allora la curva 9 
trasformata di /, ha l’ordine

m =  2 n — b — c,

e passa per il punto corrispondente alla retta AB  con la .mol
teplicità

0 =  n ~  b.

Ora l’ordine della trasformata di / '  sarà

2 (n — 3) — (b — 1) — (c — 1) =  m — 3 — 1,

c la molteplicità che questa curva possiede nel punto omologo 
•della retta AB sarà

n — 3 — (b — 1) =  c — 1 — 1 ;

pertanto, se si somma la retta fondamentale che corrisponde 
in T  al punto A, si avrà una curva 9' d’ordine m — 3 che 
si comporta come una aggiunta a 9 anche nel nuovo punto 
multiplo corrispondente alla retta AB (e così anche in quello 
che corrisponde alla AG), mentre la verifica del caso 1) vale 
ancora per il punto multiplo corrispondente alla retta B C .

I casi 3) e 4), in cui due punti fondamentali di T, ovvero 
tutti e tre, cadano fuori di / ,  si trattano in modo affatto 
analogo.

Infine conviene osservare che se si eseguiscono successi
vamente due o più trasformazioni quadratiche T, T \ l a  
retta corrispondente ad un punto A , fondamentale per T  e
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non appartenente a / ,  sarà mutata — in generale — in una 
curva fondamentale per la trasformazione prodotto, omologa 
ad A , la quale entrerà a far parte delle aggiunte della curva 
trasformata di / ;  soltanto nel caso che quella retta fosse 
fondamentale per T  (ovvero che la trasformata di essa dive
nisse fondamentale per qualcuna delle successive trasforma* 
zioni) non vi sarà più luogo a considerare una parte fonda- 
mentale di codeste aggiunte in corrispondenza al punto A, 
poiché la nostra trasformazione prodotto muterà A in un 
nuovo punto.

Illustriamo il teorema stabilito con alcuni esempi:
1) Sia /  una quartica piana di genere 2 con un punto 

doppio A ;  eseguiamo una trasformazione quadratica che abbia 
in A un punto fondamentale ed altri due punti fondamen
tali B  e 0 , fuori di f .  La /  si trasformerà in una sestica 9 ,. 
con punto quadruplo A' e due punti doppi B' e C',~ e le 
rette per A, aggiunte ad / , si trasformeranno in rette per A \ 
le quali, prese insieme con le rette A'B  e A'C', costituiranno 
cubiche aggiunte alla 9.

2) La medesima/del quart’ ordine con punto doppio A f 

venga trasformata mediante una trasformazione cubica (di 
Jonquières), prendendo come punto fondamentale un punto 0 
fuori di / , e quattro punti fondamentali semplici 0 L .... 04 
sopra/. La trasformata 9 sarà una curva d’ottavo ordine,, 
passante doppiamente per il punto X, omologo ad A , e poi 
tre volte per ciascuno dei punti 0 /  02 03 0 /  che corrispondono 
alle rette 0 0 A, 0 0 2, 0 0 3, 0 0 4, e quattro volte per il punto 0* 
corrispondente alla conica 0 0 { 02 03 04. Qui le rette per A  
sono mutate in cubiche passanti doppiamente per 0 ' e sem
plicemente per A ' ,  0L', 02', 03', 04'; aggiungendo a queste 
cubiche la conica fondamentale Ar 0* 02' 03' 0/, che nasce 
dal punto 0 , si hanno dunque le quintiche aggiunte alla 
curva 9 d’ordine 8.

3) Sia /  una cubica piana priva di punti doppi, cioè 
di genere p =  l. Si deve ritenere che la /possegga una curva

, -1, 1. , *i • (0 +  1)(0 -j- 2)aggiunta d’ordine zero (essendovi --------  - =  1 curvez
d’ordine 0 linearmente indipendenti). Si eseguisca una trasfor
mazione quadratica aifatto generale coi tre jmnti fondamen
tali ABC fuori di / :  la /  si muta in una sestica con tre punti 
tripli A'B’C', la quale possiede una cubica aggiunta costituita
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dalla curva d’ordine zero, trasformata della curva d’ordine zero, 
e dalle tre rette fondamentali A'B\ B'C , C'A'.

Se i punti B  e <7, fondamentali per la trasformazione, si 
prendono sopra /, la trasformata cp diviene una qnartica con 
due punti doppi, che possiede come retta aggiunta quella che 
unisce questi due punti.

La convenzione per cui si considera come esistente una 
curva d’ordine zero, aggiunta alla cubica/, si giustifica consi
derando. appunto che /p u ò  ritenersi come trasformata cremo- 
niana di una curva d’ordine n >  3, la quale possiede una 
aggiunta d’ordine n — 3, che — essendo tutta composta di 
curve fondamentali per la trasformazione — si riduce, per 
effetto di questa, all’ordine zero, cioè ad un gruppo di punti. 
D’altronde codesta convenzione è d’accordo con l’esistenza 
sopra la curva di genere 1 di una g® canonica.

Osservazione. Se la /  è una curva d’ordine n e di genere 
zero, non esistono curve / ' ,  aggiunte d’ordine n — 3, e quindi 
non vi è luogo ad applicare il teorema. La non esistenza di 
codeste / '  si rispecchia anche nel fatto che per n =  1 , 2 , il
numero —----------- — delle / '  (d’ordine n — 3) linearmente
indipendenti, risulta nullo. Tuttavia proviamo ad applicare 
formalmente il nostro teorema ad una conica / ,  eseguendo 
su questa una trasformazione quadratica affatto generale con 
tre punti fondamentali A , jB, C. La trasformata di /  diventa 
una quartica <p con tre punti doppi A\ B \ (7-; i punti A, jB, C, 
(fuori di / )  danno luogo a tre rette fondamentali B C \ V A ', 
A'B' ] la curva d’ordine — 1 aggiunta ad / , si può dire che verrà 
trasformata in una curva d’ordine — 2 passante con la molte
plicità — 1 per i punti A' B' C emerge dunque che sommando 
al triangolo A'B' C  questa curva d’ordine —2, si ottiene 
una retta virtuale passante semplicemente per A',B', C', cioè 
aggiunta a cp; ma questa retta non esiste, d’accordo col fatto 
che la nostra quartica cp è di genere zero, come la conica / .

Aggiungeremo ora una seconda dimostrazione del teorema 
iì? invarianza delle aggiunte, che — oltre ad avere importanza 
per riguardo alla teoria generale delle superficie — darà luogo, 
più avanti, ad una estensione.

Si consideri dapprima una curva/, di un certo ordine n , 
variabile entro un sistema lineare | / |  di dimensione r >  2 ,
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e pongasi clie i punti base di questo, e quindi in particolare* 
i punti multipli d i / ,  siano distinti. Una rete contenuta in | / |  
possiederà allora una curva jacobiana/}, d’ordine 3n— 3, 
passante S i— 1 volte per ogni punto base i-plo di \ f \  (L. 3°, § 5) ; 
tutte le curve analoghe apparterranno quindi ad un sistema 
lineare |/}| completo (cioè determinato dal gruppo base) 
composto delle curve dello stesso ordine che passano con le 
stesse molteplicità per i punti base di | / | .  Ciò posto, se si 
eseguisce una trasformazione cremoniana del piano che muti 
il sistema | / |  in un sistema lineare | cp | d’ordine m, la jaco- 
biana di una rete contenuta in / ,  essendo definita come luogo 
dei punti doppi delle curve di questa, si muterà nella jacobiana 
della rete trasformata, e quindi il sistema completo \fj\> 
jacobiano di | / | ,  si muterà nel sistema completo |% |, jaco- 
biano di | cp |. Di conseguenza anche il sistema che si ottiene 
sottraendo da | / ? | due curve / ,  cioè

si muterà nel sistema analogo

Ma il primo sistema è costituito dalle curve / '  d’ordine 
n — 3 passanti Si — 1 — 2i — i — 1 volte per ogni punto base 
-̂plo di | / | ,  e quindi aggiunte alla /  generica di | / | ,  ed 

analogamente si dica per il secondo sistema. Dunque le f  
d’ordine n — 3, aggiunte ad j / | ,  si mutano in cp' d’ordine ni — 3, 
aggiunte a ]cp|. Tuttavia quando si fa la trasformazione di 
una rete di curve /  in una rete di cp, si sommano alla tra
sformata della jacobiana della prima- rete le curve fonda
mentali della seconda rete (cioè le curve non aventi interse
zioni variabili con le curve di questa); le quali nascono da 
punti fondamentali lier la trasformazione che non siano base 
lier la rete di / . Di conseguenza codeste nuove curve (fon
damentali per | cp |, create dalla trasformazione) vengono a 
figurare come- parte fissa nelle aggiunte cp'.

Il nostro teorema risulta così dimostrato per le curve/, 
di dato ordine e genere, suscettibili di appartenere come curve 
generiche ad un sistema lineare di dimensione r > 2  (con punti 
base distinti). Ora si estende la dimostrazione ad una /  qua
lunque, considerando — al posto di questa — un sistema lineare
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di curve f- \-F , ottenute sommando alla curva fissa / ,  d’ or
dine n, delle curve F , d’ordine N, affatto generali.

Basta osservare che le curve, d7 ordine n -f- N — 3 , aggiunte 
a l le /+ jF ,  che contengono una F  come parte, saranno costi
tuite da questa F  e dalle / '  d’ordine n — 3 aggiunte ad / .  
Invero la trasformazione porta le /  in cp (d’ordine m), le F  in 
e le aggiunte ad /  +  F  in aggiunte a 9 +  O; quindi essa porta 
le curve composte di una F  e di una / ',  aggiunta ad f ,  in 
curve composte di una <3> e di una cp (d’ordine m — 3) aggiunta 
a cp (salvo sempre le nuove curve fondamentali come sopra).

Nel ragionamento precedente si suppone tuttavia che il 
sistema lineare \ f + F \  abbia punti base distinti. Ma il caso 
dei punti base infinitamente vicini si può trattare come caso 
limite del precedente (concludendo dunque per continuità) 
attesoché — per una scelta conveniente della F  — si può 
ritenere che i punti base del sistema lineare | / +  F  |-impongano 
alle curve di questo condizioni indipendenti, secondo le loro 
molteplicità.

Il teorema che stabilisce l’invarianza delle curve / ' ,  di 
ordine n — 3, aggiunte ad una curva piana /  d’ordine n> 
rispetto alle trasformazioni cremoniane, dice più e meno in 
confronto al teorema che enuncia l’invarianza della serie 
canonica segata dalle f  su /.

Quando la /  si muti in una cp mercè una trasformazione 
(cremoniana cioè) birazionale dell’ intero inano, non soltanto 
i gruppi sezioni ( / / ')  vengono mutati nei gruppi analoghi 
(epep) (segati sulla cp, d’ordine w, da cp' aggiunte d’ordine m — 3), 
bensì anche le curve/' vengono mutate nelle cp', salvo l’even
tuale addizione di curve fondamentali.

Ma il teorema d’invarianza della serie canonica di/afferma 
anche che i gruppi ( / / ')  si mutano nei (cpcp')per una trasfor
mazione birazionale d i / in  cp, che non sia estendibile — come 
biunivoca — all’intero piano. Esistono difatti trasformazioni 
birazionali fra due curve piane/eep, che non vengono subor
dinate da trasformazioni cremoniane del piano: come esempio 
si assuma una cubica <p3, e la sestica f 6 con 9 punti doppi, che 
si costruisce come una trasformata di quella per mezzo di 
una g* generica; si può verificare direttamente che nessuna 
trasformazione cremoniana del piano è capace di abbassare 
l’ordine della / . ,  e quindi di ridurla allay3; d’altronde la , /
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possiede una cubica aggiunta, (che un conto di costanti mostra 
essere affatto generale) e quindi di genere 1 , la quale non può 
ridursi ad un punto, cioè sparire, come avverrebbe se la f 6 si 
trasformasse cremonianamente nella cp3.

Per chiarire in generale il rapporto che intercede fra la 
trasformazione birazionale di due curve e il piano ambiente, 
si scrivano le formule di una trasformazióne razionale

| Vi =  («i «t *»)
i )  j ï!î =  $A xi xì x- ì)

\ y8 =  <M*i ** *3)«
Queste formule stabiliranno fra il piano (y) e il piano (*) 

una corrispondenza [1, V|, designando v il grado della rete

cioè il numero delle intersezioni variabili di due curve di essa. 
Sarà dunque iu generale v >  1, e, applicando la trasformazione 
a<l una curva f ( y l y2 y3) =  0 del piano (y), si troverà in generale 
una curva

M i  4>2 4>3) =  $  (xl x2 xs) ,

in corrispondenza [1 , v] con la / :  questa curva <£> sarà auto
coniugata nell’involuzione Jv, i cui gruppi rispondono ai punti 
del piano (?/), per modo che se <D contiene un punto P, con
tiene di conseguenza l’intero gruppo di Jv determinato da P. 

Ora, se si assume ad arbitrio nel piano (x) una curva

9 (®i æ») =  0 ,

che non sia autoconiugata per l’involuzione Jv, ed anzi tale 
che tutti i v — 1 punti coniugati ad un punto P  di cp, siano 
fuori di cp, le formule 1) condurranno da cp ad una curva 
f (y i y2 y3) =  0 , che si troverà con cp in corrispondenza biuni
voca; in tal caso la trasformata totale di f  si spezza nella cp 
e in una parte residua cp, luogo dei gruppi di v — 1 punti 
coniugati ai punti di cp:

/('h  4*2 +3) =  ® ( * 1  *3) = . 9  (*i * 2  *8) *.<p (®! « 2  *3) ;

pertanto le formule 1) s’ invertono razionalmente per i punti 
di f ,  tenuto conto dell’equazione y x2 x3) =  0 .
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A questo punto vogliamo accennare rapidamente, e met
tendoci nelle circostanze più semplici, come il teorema di 
invarianza della serie canonica possa ricevere qui una verifica 
algebrica diretta.

Supponiamo che la f  sia curva generica di una rete | / | ,  
ipotesi dalla quale possiamo poi liberarci come si è visto innanzi 
in una dimostrazione analoga. Eseguendo la trasformazione 1), 
ohe è [1 , v] anziché [1 , 1], la jacobiana f 5 della rete non si 
muta più nella jacobiana della rete trasformata |<D|, ma si 
otterrà quest’ultima jacobiana <E>?, sommando alla trasformata 
di f j  (incluse le curve fondamentali che nascono da punti 
non base per f )  la jacobiana ^  della rete trasformante

+  4*2 -+■ 3̂ ^3= 0 .

L’asserzione si verifica subito considerando la jacobiana 
di una rete come luogo dei punti di contatto delle curve 
di essa.

Dalla indicata trasformazione della jacobiana f j ,  con la 
medesima sottrazione adoperata innanzi per v =  l ,  si deduce 
che le curve/' (d’ordine n — 3) aggiunte ad / ,  si mutano in 
curve che — sommate alla ^  (cioè alla curva di coincidenza 
della Jv) — costituiscono curve <£>' (d’ordine M —3) aggiunte 
alla trasformata <& (d’ordine M): se la <I> è irriducibile, ciò è 
d’accordo col teorema di Zeuthen per cui i corrispondenti dei 
gruppi canonici in una trasformazione [1 , v], sommati al gruppo 
delle coincidenze, danno gruppi canonici della trasformata.

Ora pongasi invece che la ® sia spezzata:

<D =  cp +  cp,

avendosi corrispondenza biunivoca fra cp e / . Allora a un 
gruppo ( / / ')  verrà a corrispondere sopra .cp un gruppo che, 
sommato alle intersezioni della ^  (coincidenze della Jv), sarà 
equivalente ai gruppi segati dalle <D' e quindi ai gruppi segati 
dalla curva composta della cp e di una cp' (curva d’ordine m  — 3 
aggiunta alla cp d’ordine m ) ;  ma le intersezioni della cp con cp 
sono costituite dai nominati punti di coincidenza della I v nonché 
da coppie (o da gruppi di punti) coniugati rispetto alla Jv, che 
corrispondono a punti doppi (o multipli) d i / :  tali coppie figu
rano dunque nel trasformato del gruppo delle intersezioni (//*'), 
ma vanno tolti da questo se si vuole il trasformato del gruppo
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canonico, in cui non si contano le intersezioni di /  e / '  assor
bite nei punti doppi. In tal guisa si verificherà che i gruppi 
canonici (f f ) si mutano in gruppi equivalenti ai gruppi cano
nici (epep'), e cioè in gruppi canonici.

Dalle riflessioni precedenti emerge il rapporto fra la 
geometria sopra una curva f(xy) =  0 , (che è l’insieme delle 
proprietà invarianti per trasformazioni biràzionali della curva) 
e la teoria della /, considerata rispetto alle trasformazioni 
cremoniane dell’intero piano che la contiene. Pertanto si 
troveranno in generale degli invarianti di f  rispetto a trasfor
mazioni cremoniane, che non sono affatto invarianti per trasfor
mazioni birazionali della sola /.

In particolare fissiamo 1’ attenzione sopra le curve /  di 
genere zero: sappiamo che una tale f  si può trasformare 
bi razionai mente in una retta, ma questa trasformazione non 
sarà in generale cremoniana. Quali sono le curve (di genere 
zero) cremonianamente equivalenti ad una retta? o — ciò che 
è lo stesso — suscettibili di figurare come curve fondamentali 
per una trasformazione cremoniana che le riduca all’intorno 
di un punto?

Per rispondere alla precedente domanda conviene intro
durre la considerazione delle successive curve aggiunte ad 
una /  di ordine n. Accanto alle curve / ',  d’ordine n — 3, 
aggiunte ad /  (d’indice 1), assoggettate alla condizione di 
passare i — 1 volte per ogni punto i-plo di / ,  si considere
ranno le seconde aggiunte o aggiunte (Vindice 2 , cioè le curve/" 
d’ordine n — 6 , aggiunte a d /', le quali — indipendentemente 
dalla esistenza delle dette f  — vengono definite dalla condi
zione di passare i — 2 volte per ogni punto i-plo di /  (i > 2). 
Similmente si definiranno le terze aggiunte, /" ', d’ordine n — 9, 
e così via. Ora sussiste il

Teorema. Le successive curve aggiunte ad una curva f ,  sono 
covarianti di questa rispetto a trasformazioni cremoniane, a 
prescindere da curve fondamentali, semplici o multiple, che 
la trasformazione può sommarvi come parti fisse, sì come già 
abbiami visto per le prime aggiunte.

La dimostrazione del teorema si può dare come per il 
caso delle prime aggiunte: 1) o verificando l’invarianza 
rispetto a trasformazioni quadratiche; 2) o ricorrendo alla 
considerazione delle jaeobiane delle reti, ciò che permette
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dedurre l’invarianza del sistema completo di curve piane 
I /+ • / "  | =  (2/ ') , e poi di | /  +  / '"  | =  | f  - \- f” | ..., anclie se nel 
primo caso inanellino le / ',  nel secondo le /" , ecc.

Limitiamoci a dare un cenno del primo metodo in cui si 
fa uso delle trasformazioni quadratiche. A tale scopo basta 
osservare che la verifica dell’invarianza delle/', da cui si 
dedurrebbe analogamente l’invarianza delle f"  ecc.; importa 
soltanto un computo numerico, che permette di ritenere sta
bilito il resultato per le f"  anche quando manchino le / '  ecc. 
Piuttosto vale la pena di esaminare sopra un esempio come 
delle curve fondamentali possano aggiungersi alle trasfor
mate delle /" .

Se la curva /  passa per un punto fondamentale A della 
trasformazione quadratica colla molteplicità a >  2 , allora è 
chiaro che la retta trasformata di A  non si somma affatto 
alle trasformate di f  e di f"  per costituire le aggiunte 9 '  e 9 "  
della curva 9  corrispondente a d /;  ma se a — 1 , la nominata 
retta fondamentale non entra a far parte delle c p '  bensì delle 9 " ;  
e se invece la /n o n  passa per A (a =  0), quella retta figurerà 
semplicemente nelle 9 '  e doppiamente nelle 9 " ;  ecc.

Dal teorema precedente segue che « rispetto alle trasfor
mazioni cremoniane sono numeri invarianti, per una curva 
piana / ,  oltre al suo genere, anche i generi, effettivi 0  virtuali, 
delle sue successive aggiunte », depurate delle parti fondamentali 
fìsse: genere virtuale delle / ',  che può anche non esistere, 
è da ritenere il numero delle / '  linearmente indipendenti, 
e così via.

Per una retta mancano le successive aggiunte, e quindi 
i generi virtuali di cui si discorre sono tutti nulli; la stessa 
proprietà dovrà dunque sussistere per ogni curva piana /  
riducibile cremonianamente ad una retta. Così per esempio 
non sarà mai riducibile ad una retta una sestica con dieci 
punti doppi, perchè — pur essendo nullo il suo genere — è 
uguale ad 1 il genere virtuale delle sue curve aggiunte, 
essendovi una seconda aggiunta d’ordine zero. Similmente 
non potrà ridursi ad una retta, e nemmeno alla sestica prece
dente, una curva di settimo ordine dotata di 15 punti doppi, 
la quale possiede come seconde aggiunte tutte le rette del 
piano. Invece le curve di genere 0 d’ordine n =  2, 3, 4, 5 
non posseggono curve aggiunte successive, ed è facile verifi
care che possono trasformarsi cremonianamente in una retta,
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perchè si può già abbassarne l’ordine con una trasformazione 
quadratica.

Questi esempi hanno valore generale: sussiste infatti il
Teorema. Le curve piane trasformabili cremonianamente 

in rette, sono caratterizzate dalla mancanza delle successive 
curve aggiunte.

Abbiamo già osservato che la mancanza delle curve 
aggiunte ad u n a /, d’ordine n, è condizione necessaria per 
l’anzidetta riducibilità. Ora, supponendo che manchino le 
successive aggiunte/',/"..., dimostreremo che l’ordine della/, 
supposto sia esso n >  1, si può abbassare in generale con una 
trasformazione quadratica, e — in ogni caso — con una serie 
di siffatte trasformazioni. A tal uopo occorre stabilire il primo 
lemma su cui (cfr. § 20, pag. 166) abbiamo fondata la ridu
zione delle reti omaloidiche, cioè che i punti di più alta mol
teplicità r, r 4, n  di /  soddisfano alla disuguaglianza

r +  ?•* r2 >  n.

Questo lemma permette la riduzione dell’ ordine di / , 
tranne nel caso eccezionale in cui si presentino punti mul
tipli 0i 02.... infinitamente vicini al punto di massima molti- 
plicità 0 , e prossimi ad esso; per effettuare la deduzione anche 
in questo caso occorre stabilire il secondo lemma di cui ci 
siamo valsi per la riduzione delle reti omaloidiche: se r designa 
la molteplicità di 0 , esiste qualche punto di /  non prossimo 
ad 0 la cui molteplicità le soddisfa alla disuguaglianza

21c -b r >  n .

Il primo lemma si stabilisce come segue. Consideriamo 
un punto 0 che abbia p e r /la  massima molteplicità r; quando 
si passa dalla /  alle curve aggiunte successive/',/"...., la 
differenza n — r diminuisce ad ogni passaggio di 2 , giacché n 
diminuisce di 3 ed r di 1 ; di conseguenza si arriverà ad 
aggiunte f (i) di un certo ordine s, soggette a passare per 0 
con la molteplicità ra) =  s o s —1, alle quali f {i) gli altri punti 
multipli di /impongono condizioni che ne rendono impossibile 
l’esistenza. L’affermazione precedente vale anche nel caso in 
cui la f {i) sia una cubica, perchè qualora il punto 0 dovesse 
essere semplice per 1 e f u\  esisterebbe una curva, d’ordine zero, 
aggiunta d’indice /- f -1.
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Ora la / U) d’ordine con un punto (s — 1 )-j>Zo o s-ylo 0 , 
dovrà essere assoggettata a passare per altri punti semplici 
(o multipli) 0 L02..„ — in numero di 2 almeno — che ne 
rendano impossibile l’esistenza: ed è chiaro che la somma 
delle tre molteplicità r (<), rL{i\  r2{i) di 0 0 l 02 per la f (i) ne 
supera l’ordine s. Ma da ciò si deduce che le tre moltepli
cità-r, r i9 r2 che la f  ha in 0 , 0 15 02, soddisfano alla 
disuguaglianza

r -4- r t +  r2 >  n ;
infatti

ìi s —f- 3i
r =  r(i) -I- i 
r l =  r / 0 i 
r2 =  r2U)-\-i.

•Con uguale semplicità si dimostra il secondo lemma. 
Anzitutto il ragionamento precedente mostra che le moltepli
cità r2.... di 0 i 02.... per la /, soddisfano alla disuguaglianza

2 i\ -f- r >  n , 2r2 -+- r  >  n ....

Ora, non è possibile che i punti 0h che impongono condi
zioni alle f (i) e le cui molteplicità soddisfano quindi a una 
tale disuguaglianza, siano tutti prossimi ad 0 : infatti se così 
fosse la disuguaglianza di prossimità per la /  darebbe

S '*•*<*-,

e quindi a fortiori, passando dalla /  alla f (i) e dalle molte
plicità rh alle rhU) =  rh — i,

ma è sempre possibile imporre ad una curva f (i) d’ordine sf 
che debba passare per 0 con la molteplicità n{i) =  s o s — 1, 
dei punti di molteplicità rn{i) la cui somma non superi r (<); 
e si ottiene così almeno una/ (0 effettivamente esistente, quale 
si può comporre con rette (semplici o multiple) uscenti da 0 . 
Dunque se deve mancare la f (i), si dovrà avere

2  ̂fi
e quindi esiste un punto, non prossimo ad 0 , avente per /  
una certa molteplicità 7v per cui

21c -\- r f >n .
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I due lemmi stabiliti permettono in ogni caso di abbas
sare mediante trasformazioni quadratiche Y ordine n d i/, sup
posto n >  1 così come abbiamo veduto innanzi nello studio 
delle reti omaloidiche. E pertanto ogni /, priva delle successive 
aggiunte si potrà ridurre cremonianamente ad una
retta. c. d. d.

Si osservi che una retta può sempre assumersi come 
fondamentale per una trasformazione quadratica e così ridursi 
ad un punto. Ciò mostra che una curva /, priva di successive 
aggiunte, può sempre ritenersi come fondamentale per una 
trasformazione cremoniana, riducendosi così all’intorno di un 
punto. Il resultato si estende al caso in cui la /  sia comunque 
«spezzata: la mancanza delle successive aggiunte permette di 
ridurre /  ad un gruppo di punti.

Dopo aver dato la condizione perchè una curva di genere 
zero•»sia cremonianamente trasformabile in una retta, vediamo 
ora come si caratterizzano le curve piane di genere 1 trasfor
mabili cremonianamente in cubiche. Sussiste il

Teorema. Le curve piane di genere 1 riducibili con una 
trasformazione cremoniana ad una cubica, sono caratterizzate 
dalla mancanza delle successive aggiunte d’indice 2 , 3....

Se la /d i  genere 1, e quindi possedente una aggiunta/', 
non possiede curve aggiunte /", /"'.... si può ridurla ad una 
cubica mediante una trasformazione cremoniana che muti 
la / '  (priva di aggiunte d’indice 1, 2 ...) in un gruppo di punti, 
cioè in una curva d’ordine zero. Ma per essere sicuri che 
con ciò la /  diventi effettivamente una curva cp del terzo 
ordine, bisognerebbe assicurarsi che la trasformazione eseguita 
adopra soltanto punti fondamentali appartenenti ad /, giacché 
altrimenti si produrrebbero delle curve fondamentali facenti 
parte di cp. Oi dispenseremo da questo esame, mostrando come 
il nostro teorema segua dallo stesso ragionamento che ci ha 
fornito la dimostrazione del teorema precedente. Si tratta di 
stabilire due lemmi numerici relativi alle molteplicità di f ,  
dai quali si trae qui che 1’ ordine n di / , supposto n >  3, 
può essere abbassato con trasformazioni quadratiche. Ora 
quei lemmi venivano dedotti dalla non esistenza di una / u) 
d’ordine s =  n — 3i aggiunta ad /  d’indice i passante per 
un punto 0 , di massima molteplicità r, con la molteplicità 
r{i) =  s o s — 1. Se si ha i >  2, non vi è più nulla da aggiuu-
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gere. Besta solo da esaminare il caso i =  3, in cui la / ',  
d’ordine s =  n — 3, passi per 0 con la molteplicità n — 3 
o n — 2, e quindi il caso di una /  d’ordine » >  3 dotata di 
un punto 0 di molteplicità r — n — 2 o n — 3. In questo 
caso è ovvio che se la /  ha il genere 1 de\e possedere

u — 2un certo numero di punti doppi, almeno n — 2 >  “ TT-,
punti che non possono essere tutti prossimi ad 0 ; dal che si 
desume in ogni caso la possibilità di abbassare l’ordine di f  
con trasformazioni quadratiche.

Ad esemplificazione del teorema stabilito osserviamo come 
si riduca cremonianamente una quartica piana dotata di due 
punti doppi, ovvero anche una quintica con 5 punti doppi, 
o una sestica con un punto triplo e 6 punti doppi (dove mancano 
le aggiunte d’ordine zero soggette a passare per il punto triplo), 
ma non, come più sopra fu notato, una sestica con 9 punti 
doppi, ecc.

Notizia storica. I sistemi delle curve d’ordine n — 3, 
n — 6,.... che costituiscono le successive aggiunte ad una curva 
piana d’ordine n,  s’incontrano in una Nota di B r i l l  e N ò t h e r  
delle Gottinger Nadirichten del 1873, ove sono adoperati per 
una dimostrazione del teorema di Riemann-Roch; ma soltanto 
nel 1885 viene fatto uso della invarianza di questi successivi 
sistemi aggiunti rispetto a trasformazioni cremoniane del 
piano, e ciò precisamente da S. K a n t o r  in una Nota dei 
Comptes Rendus, in relazione al problema delle trasformazioni 
cremoniane cicliche di cui diremo nel seguente paragrafo: 
Cantor designa il principio qui adoperato come principio della 

• diminuzione delle funzioni cp. Nuove applicazioni dell’ inva
rianza di codesti sistemi aggiunti (nonché il rilievo esplicito 
del significato diverso che questa invarianza ha rispetto alla 
invarianza della serie canonica per trasformazioni frazionali 
della sola curva) trovansi nelle « Ricerche generali sopra i 
sistemi lineari » di C a s t e ln u o v o  (*) (1891), e poi in altri 
studi di altri autori. Il teorema che una curva priva di suc
cessive aggiunte può ridursi cremonianamente ad una retta,

(A) Memorie dell’Acc. di Torino, serie II, t. 42. Cfr. Rendiconti del- 
l’Acc. dei Lincei, 1898.
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o v v e r o  a  u n  p u n t o  o  a  u n  g r u p p o  d i p u n t i ,  a p p a r t ie n e  a  
C a s t e l n u o v o - E n r i q u e s  (') (1900).

22. Nota sulla riduzione dei sistemi lineari di curve piane 
di genere 0  e 1 . —  I  t e o r e m i c h e  a b b ia m o  s t a b i l i t o  s u l la -  
r id u z io n e  d e l l e  c u r v e  p ia n e  /  d i g e n e r e  0  e  1, p r iv e  d i  s u c 
c e s s iv e  a g g iu n t e ,  p e r m e t t o n o  d i d e te r m in a r e  i t ip i  d e i  s i s t e m i  
l in e a r i  (oo* a lm e n o )  d i c u r v e  r a z io n a l i  e d  e l l i t t i c h e .

P r e m e t t ia m o  a lc u n e  o s s e r v a z io n i  g e n e r a l i  s u i  s i s t e m i  
l in e a r i  d i c u r v e  p ia n e .

D ic e s i  completo u n  s i s t e m a  l in e a r e  | / |  d i  c u r v e ,  d i u n  
m e d e s im o  o r d in e  n , c h e  s ia  d e t e r m in a t o  d a l  g r u p p o  d e i  p u n t i  
b a s e  Oi p r e s i  c o n  l e  r i s p e t t i v e  m o l t e p l i c i t à  r {; è  f a c i l e  v e r i 
f ic a r e  c h e  la  p r o p r ie t à  d i u n  s i s t e m a  l in e a r e  d i e s s e r e  c o m 
p le t o  è  in v a r ia n t e  p e r  t r a s f o r m a z io n i  c r e m o n ia n e .  U n  s i s t e m a  
l in e a r e  c o m p le t o  d i  c u r v e  d ’ o r d in e  n d ic e s i  regolare o  sovrab
bondante s e c o n d o  c h e  la  s u a  d im e n s io n e  è  u g u a le  o  m a g 

g io r e  a  n n̂ ^  —  S  la  s o v r a b b o n d a n z a  c o r r i s p o n d eZ Z
d u n q u e  a l l ’ e s i s t e n z a  d i l e g a m i  f r a  i p u n t i  b a s e .

Dato un sistema lineare | / | ,  ootf, di curve irriducibili, 
secantisi a due a due in m punti variabili, dicesi (con S e g h e ) 
serie caratteristica del sistema la serie g8- 1 segata sopra una /  
generica dalle altre curve del sistema. Nel seguito parlando 
di un sistema lineare di curve sottintenderemo sempre che 
queste siano irriducibili.

La serie caratteristica di un sistema lineare completo è 
completa.

Infatti le curve F  d’ ordine n aggiunte ad una / ,  cioè 
passanti per ogni punto r-plo 0, con la molteplicità r —1, 
segano su /  una serie completa; ora le curve /  si deducono 
dalle F  imponendo loro di contenere certi punti infinita
mente vicini ai punti r-pli (per un punto r-plo ordinario, Or 
basta imporre alle F  di toccare gli r rami per 0); si deduce 
che il sistema totale delle /  sega sopra la f  considerata una 
serie caratteristica completa.

La serie caratteristica di un sistema lineare completo è 
non speciale o speciale secondo che il sistema è regolare o 
sovrabbondante.

(l) Cfr. il $ 6 della Memoria « Sulle condizioni di razionalità dei piani 
doppi ». (Rendiconti del Circolo Mat. di Palermo, t. XIV).

*
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Infatti, le condizioni imposte dai punti base di /  alle 
aggiunte F  d’ordine n sono sempre indipendenti; quindi la 
serie caratteristica di /  risulterà non speciale qualora le con
dizioni ulteriori imposte alle F  per appartenere al sistema | / |  
— condizioni di passaggio per punti infinitamente vicini ai 
punti base — riescono indipendenti.

Il precedente teorema mostra che la regolarità o meno 
di un sistema lineare completo è una proprietà invariante 
per trasformazioni cremoniane. Dello stesso teorema notiamo 
i seguenti corollari :

I) Un sistema lineare (di dimensione s >  1) di curve 
razionali è sempre regolare.

II) Un sistema lineare di dimensione s >  1 di curve 
ellittiche è sempre regolare. Invece un fascio di curve ellit
tiche è sovrabbondante, e precisamente ha la sovrabbon
danza 1, avendo come serie caratteristica la g® canonica.

Dopociò vediamo come possano determinarsi tutti i tipi 
di sistemi lineari di curve razionali.

Sia | / |  un sistema lineare di curve razionali, secantisi a 
due a due in m > 0  punti variabili. Poiché le/sono di genere 
zero, mancano le prime aggiunte / ' ,  le quali dovrebbero in
tersecare le /  in — 2 punti. Mancano anche le seconde ag
giunte/", poiché esse dovrebbero segare le f i n  — 4 — m punti 
per soddisfare alla relazione virtuale

f + f "  | =  [2/

Analogamente si verifica che mancano tutte le successive 
aggiunte che dovrebbero sempre segare le /  in un numero 
negativo di punti (qui precisamente gioca l’ ipotesi che la /  
appartenga ad un sistema lineare di dimensione s > ì  onde 
m >  0).

Ora ogni trasformazione quadratica T  che abbassi l’or
dine della /  generica, varrà pure ad abbassare 1’ ordine di 
tutte le / ,  cioè 1’ ordine del sistema, a condizione che i punti 
fondamentali di T  cadano in punti base di | / | .  Ma ciò avviene 
certo (per il teorema di B e r t i n i  ; cfr. L. 2°, § 5, vol. I, pag. 181) 
se quei punti fondamentali cadono in punti multipli di /. Per
tanto 1’ analisi del precedente paragrafo mostra che con 
successive trasformazioni quadratiche si riuscirà sempre ad 
abbassare l’ordine di | / |  fino a che questo non si riduca ad

¥. ENRIQUES -  III. 13
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un sistema di curve di ordine n con un punto base (n — 1)-J>lo 
ovvero, alla rete delle rette o al sistema co5 delle coniche 
senza punti base.

Quanto ai sistemi lineari \ f  \ costituiti di curve con un 
punto base (n — l)-plo, 0 , con n >  1, è chiaro che il loro 
ordine può essere abbassato mediante una trasformazione 
quadratica quando si abbiano due punti base semplici distinti 
da 0, o anche uno proprio e l’altro infinitamente vicino ad 0, 
o infine entrambi successivi ad 0 sopra un ramo lineare. Enun
cieremo dunque il seguente

Teorema. I  sistemi lineari completi di curve razionali pos
sono ridursi con trasformazioni cremoniane ai seguenti tipi di 
ordine minimo :

1) Sistema delle rette senza punti base o con un 
punto base.

2) Sistema delle coniche senza punti base.
3) Sistema delle curve d’ ordine n con un punto base 

(n — 1 )-pio :
a) senza altri punti base;
V) ovvero con un altro punto base proprio;
c) ovvero con i < n  — 1 punti base infinitamente 

vicini ad 0 in direzioni distinte.
Nel l’enunciare la proprietà del tipo 3) c) si è tenuto conto 

della possibilità di sciogliere eventualmente — senza alzare 
l’ordine di \ f \  — i rami cuspidali che la /  generica potesse 
presentare per 0.

Passiamo a determinare analogamente i tipi dei sistemi 
lineari | / |  di curve ellittiche, supponendo dapprima che la 
loro dimensione sia s >  1. In questo caso due f  s’ interse
cano in m punti variabili dove m >  1, mentre l’unica prima 
aggiunta / '  sega le /  in zero punti: si deduce, come innanzi, 
che mancano le successive aggiunte /" , /'"...., che dovrebbero 
segare le /  in un numero negativo di punti.

Ora l’ordine della /  generica, che possiede u n a /' prima 
aggiunta, e non successive aggiunte, può essere abbassato con 
trasformazioni quadratiche, fino a ridurre la /  ad una cubica 
(§ precedente, pag. 190). Questa riduzione varrà anche per il 
sistema | / |  purché non si utilizzino, in essa, come fondamen
tali per una trasformazione, dei punti semplici di /  che non 
siano base per | / | .  Tenuto presente il citato teorema di Ber-
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t i n i , per cui i punti multipli della/generica debbono cadere 
nei punti base, è facile vedere che l’ unico caso d’eccezione 
elle qui si presenta è quello in cui la /  possegga, soltanto 
due punti doppi, essendo dunque una quartica. Così con
cluderemo enunciando il

Teorema. I  sistemi lineari completi di curve ellittiche di 
dimensione si possono ridurre con una trasformazione
cremoniana del piano ad un sistema di cubiche con 0, 1, 2 ... 7 
punti base, ovvero al sistema cc8 delle quartiche con due punti 
base doppi.

Restano da trovare i tipi dei fasci di curve ellittiche 
(s — 1). Qui il ragionamento precedente non conduce più 
alla mancanza delle successive aggiunte al fascio | / | :  si può 
avere, oltre alla prima aggiunta / ',  una seconda aggiunta /" , 
una terza aggiunta /"'...., tutte aventi zero intersezioni va
riabili con le f  del fascio; si avrà dunque un’ ultima ag
giunta f (i) iiriva essa stessa di successive aggiunte. Ora 
questa f {i) potrà ridursi con trasformazioni quadratiche ad 
un punto o a un gruppo di punti divenendo così d’ordine 
zero; e un esame più attento mostra che queste trasforma
zioni si otterranno sempre prendendo tre punti fondamentali 
fra i punti base di | / |  (fascio) in guisa da non introdurre 
nuove curve fondamentali nel sistema aggiunto della trasfor
mata di f a—l\  Di conseguenza il fascio f  si ridurrà ad un 
fascio di curve d’ordine 3i con 9 punti base i-pli: effettiva
mente un tale fascio possiede una cubica f a~L) aggiunta di 
indice i — 1, e — come risulterà dalla costruzione seguente — 
anche una sola aggiunta / u’~2) .... f "  / ' ,  costituite dalla mede
sima cubica, contata rispettivamente 2, 3, .... i — 1 volte.

Pertanto enunceremo il
Teorema. Ogni fascio di curve ellittiche si riduce9 con tra

sformazioni cremoniane del piano, a un fascio di curve di 
ordine 3i con 9 punti base i-pli. La costruzione effettiva di 
un tal fascio si può dare con H a l p h e n , partendo da una 
cubica sopra cui i 9 punti base debbono costituire un gruppo 
particolare, come segue.

Si noti anzitutto che, presi nel piano 9 punti in posizione 
generica, esiste una curva d’ordine 3i che passa per essi con 
le molteplicità i9 la quale si riduce alla cubica determinata 
dai 9 punti contata i volte; se invece si abbia una curva irri
ducibile/, d’ordine 3i , con 9 puuti i-pli9 0 L02... 09, questa
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apparterrà al fascio determinato da /  e dalla cubica f a~l\  
passante per 0l02...0d9 contata i volte. Ciò è d’accordo con 
l’ osservazione fatta innanzi che i fasci di curve ellittiche 
hanno la sovrabbondanza 1 : i punti base 0 L02... 09 del nostro 
fascio |/ |,  non potranno assumersi ad arbitrio nel piano, o sopra 
la cubica / u~,), anzi dopo aver scelti sopra otto punti
OA0 2... 0 8, la ricerca del punto 09 (appartenente alla stessa 
cubica) costituirà un problema determinato.

Per risolvere codesto problema si considerino le curve di 
ordine Si passanti % volte per OA02... 08: esse segheranno 
sopra la cubica una serie / ‘_1, la quale possiederài2 punti
i-pli (cfr.  ̂9, pag. 59) : uno di questi punti (che non sia 

per la serie segata sulla cubica dalle curve d’ordine 3  ̂ pas-
trsanti y volte per 0 i0 2... 08, la qual serie moltiplicata per hlv

dà la 0Û"1) costituirà precisamente uno dei punti 09 che risol
vono il nostro problema. Difatti quando imponiamo ad una 
curva /  d’ordine 3i, già passante con le molteplicità i per 
0 t0t ...08, (li avere come i~plo codesto punto 09, si è condotti 
anzitutto a scrivere i equazioni lineari esprimenti il contatto 
i-punto della /  con la cubica in 0 (J, e fra queste equazioni 
una è conseguenza delle rimanenti, come in genere accado 
per le i equazioni che esprimono che una /  contenga gli 
i punti di un gruppo della g*-1. Emerge di qui che le f y 
assoggettate alle condizioni su esposte in ordine ai punti 
OA02... 09, sono ^  almeno; è poi chiaro che esse non pos
sono essere di più, non avendo intersezioni variabili ed es
sendo irriducibili : P irriducibilità delle /  segue dall’ aver 
escluso che Og possa costituire insieme ad 0L02... 0S il gruppo

dei punti base j~pli d̂i molteplicità j  — ĵ J Per im fascio di
curve d’ordine 3j, divisore di 3i.

Oome esempio assumasi i =  2. Il fascio delle sestiche \ f \  si 
costruisce allora come segue. Sopra una cubica (affatto gene
rale), / ',  -si prendono ad arbitrio 8 punti 0 {02... 0 8; quindi si 
considerano le co3 sestiche passanti doppiamente per 0A0 2... 08, 
le quali segano su f  una g\\ la g\ possiede 4 punti doppi, fra 
cui il nono punto base, (7, del fascio di cubiche per 0 {02... 08 : 
scartato 0' si hanno 3 possibili punti 0(J che, presi insieme
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ad < /...( / , costituiscono i punti base doppi di un fascio di 
sesticke, / ,  irreducibili.

Questa costruzione, in forma lievemente diversa (per cui 
il problema appare come un caso di bisezione dell’argomento 
delle funzioni ellittiche), trovasi nella memoria di H a l p h e n  
« Sur les courbes planes du sixième degré à neuf points 
doubles » (Bullettin de la Société math, de France, T. X, 
pag. 162).

Osservazione. La conoscenza dei tipi, cremonianamente 
distinti, dei sistemi lineari (ex,1 almeno) di curve di genere 0, 1, 
ha un significato importante anche per la classificazione (dal 
punto di vista delle trasformazioni cremoniane) dei sistemi 
lineari di genere qualunque. Si consideri infatti la serie dei 
sistemi lineari costituiti dalle successive aggiunte ad un 
sistema | / | ,  di genere > 1. In questa serie | / ' | ,  |/"  | ..., pos
siamo arrestarci al primo sistema che, depurato even
tualmente di parti fìsse, sia costituito di curve irreducibili di 
genere 0 o 3, ovvero di curve composte colle curve razionali 
o ellittiche di un fascio (in qualunque altro caso si può proce
dere oltre, considerando il sistema aggiunto ad | / U)| o al 
sistema delle componenti variabili irriducibili delle Così 
un primo criterio di classificazione pei sistemi |/ [  viene porto 
dal tipo cui appartiene il sistema lineare (co1 almeno) delle 
ultime aggiunte (o parti di aggiunte) razionali o ellittiche.

Yale la pena di osservare che: I  fasci di curve ellittiche 
d9 ordine 3i con 9 punti base i-pli, dove i > 1 , non nascono mai, 
per aggiunzione, da sistemi lineari di genere p 1. Pongasi 
p. es. i =  2, cioè si tratti di un fascio di sesticke cp con 
9 punti doppi. Facciamo vedere che non esiste alcun sistema 
lineare i / j ,  con parti variabili irreducibili di genere p >  2, le 
cui aggiunte si compongano — all’ infuori di parti fisse — 
delle sesticke cp. Infatti — nell’ipotesi d’esistenza di \ f \  e 
immaginando che | / |  sia spogliato dalle sue eventuali parti 
fìsse — si otterranno oc^~1 curve aggiunte composte ancora 
colle cp, e precisamente ciascuna con p —  1 curve cp (almeno). 
Ora, poiché la serie canonica delle f  è composta, le/saranno 
iperellittiche (§ 12, pag. 90) e quindi saranno segate dalle cp in 
2 punti variabili.

Ma ciò si riconosce impossibile già per p =  2 e a fortiori 
per p >  2. Infatti una curva d’ordine 9 che passi con molte
plicità < 3  per i 9 punti doppi delle sestiche cp :



198 LJ Bit O QUINTO

o avrà tulli quei punti come S-pli e sarà di genere 1, 
senza intersezioni variabili colle cp;

ovvero (passando almeno per uno di quei punti colla 
molteplicità 2) avrà almeno 3 intersezioni variabili colle cp.

(Soltanto il fascio di cubiche proviene come aggiunto da 
un sistema di genere due, costituito da sestiche passanti dop
piamente per 8 dei suoi punti base).

Notizia storica. La riduzione all’ordine minimo dei fasci 
e delle reti (complete, cioè omaloidiche) di curve razionali, 
risale a N o th er  (*) (1872); l’estensione ai sistemi lineari di 
curve razionali di dimensione >  2 fu guadagnata da P ic a r d  (2) 
mediante lo studio delle superficie a sezioni razionali (1878) 
e — mercè la generalizzazione del metodo di Not'lier — da 
G uccja  (3) (1886).

Le ricerche sulla riduzione all’ordine minimo dei sistemi 
lineari di curve ellittiche incominciano con B e r l in i (4) (1877), 
e sono proseguite da G uccia  e M a r t in e t t i (1887) in memorie 
contenute nei Rendiconti del Circolo Mat. di Palermo e in 
quelli dell’Istituto Lombardo (/’). Martinetti si occupa anche 
della riduzione dei sistemi lineari di curve di genere 2, pro
blema che fu poi risoluto completamente dalle ricerche di 
D e -F r a n c h is  (gj.

Tutte queste trattazioni, a prescindere da quella di 
Picard, che ricorre a considerazioni d’indole diversa, urtano 
nell’obbiezione critica sollevata dal S e g r e , di cui si è discorso 
nel precedente paragrafo. Ma 1’ esame del caso di eccezione 
istituito — col metodo di Oa steln u o v o  — da F e r r e t t i (7) 
(1902) ha escluso il dubbio circa l’ esistenza di nuovi tipi. 
Per noi ogni difficoltà è rimossa mercè l’analisi più accu*

(9 Math. Annalen Bd. 5. Per le reti sono anche da ricordare Cliffori> 
e Rosanes già menzionati nel § precedente.

(2) Bullettin de la Société Philomatique (1878); Journal für Mathe- 
matik. Bd. 100.

(3) Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, t. I.
(4) « Ricerche sulle trasformazioni univoche involutorie del piano ». 

Annali di Matematica, serie II, t. 8.
(ò) A questi studi si collegano pure quelli di Young negli Annali di 

Mat., 1888-89.
(6) Rendiconti del Circolo Mat. di Palermo, 1898-99.
0 ) Rendiconti del Circolo Mat. di Palermo, t. XVI.
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r a t a  d e l l e  t r a s f o r m a z i o n i  i s t i t u i t a  d a  Oh l s i n i , in  r a p p o r t o  a l  
s e c o n d o  l e m m a  (d i  N o t h e r ) ,  a d o p e r a t o  n e l l a  d e c o m p o s i z i o n e  
d e l l e  t r a s f o r m a z i o n i  e r e m o n i a n e  in  f a t t o r i  q u a d r a t i c i ,

B e r t i n i , nello studio sopra indicato del 1877, è stato con
dotto alla riduzione dei fasci di curve di genere uno, dal pro
blema di classificare le trasformazioni eremoniane involutorie 
del piano, cioè le involuzioni del second’ordine.

La grande importanza di questo lavoro per l’evoluzione 
delle idee geometriche, consiste nell’ idea — nuova per queir 
l’epoca — di proporre la classificazione dal punto di vista 
proprio della geometria invariantiva definita dal gruppo Ore- 
mona, riguardando come identiche le involuzioni cremonia- 
namente trasformabili 1’ una nell’altra. Il B e r t i n i  trova pre
cisamente ire tipi di involuzioni piane del second9 ordine :

I) Quelle involuzioni che possiamo chiamare omologie 
armoniche generalizzate, in cui si ha un fascio di rette unite 
e un luogo di punti doppi costituito da una curva d’ordine 
che passa n — 2 o n — 1 volte per il centro del detto fascio: 
data questa curva di coincidenze resta definita sopra ogni 
retta del fascio una involuzione (di cui — nel secondo dei 
casi sopra nominati — uno dei punti doppi cade nel centro).

II) L’ involuzione costituita dalla coppie di punti che 
formano le intersezioni variabili di una rete di cubiche con 
7 punti base.

I li)  L’ involuzione costituita dalle coppie neutre per il 
sistema lineare co3 delle sestiche di genere 2 con 8 punti 
doppi: effettivamente le curve /  di questo sistema che pas
sano per un punto À, passano di conseguenza per un altro 
punto A! (coniugato di A nell’ involuzione predetta), giacché 
le/segano una g\ sopra la cubica aggiunta che passa per A, e 
quindi le /  per A contengono il suo coniugato Al in questa gxr

Con qualche riserva, Bertini dimostra che ogni involuzione 
piana di second’ ordine può ridursi cremonianamente ad uno 
dei tipi I), II), III). Si può sciogliere la riserva adoperando 
l’ invarianza dei successivi sistemi aggiunti ad un sistema 
lineare ( K a n t o r , C a s t e l n u o v o  (j)) : difatti si può sempre 
costruire un sistema lineare, somma di un sistema qualsiasi

(4) Cfr. Castelnuovo « Sulla razionalità delle involuzioni piane » 
(1893). Malli. Annalen Bd. 44.
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e del suo trasformato, che sia invariante per una trasforma
zione involutoria; procedendo per aggiunzione successiva si 
arriva ad un sistema invariante di curve razionali od ellit
tiche, ed allora un’analisi appropriata permette di riconoscere 
i tipi di Bertini.

Una estensione delle ricerche di Bertini si ha nel pro
blema che concerne la determinazione delle trasformazioni 
cremoniane cicliche (V ordine n >  2, e quella dei gruppi finiti 
di trasformazioni cremoniane. Lo stesso metodo dei successivi 
aggiunti permette di risolvere questi problemi assegnando i 
tipi cremonianamente irreducibili (*).

Infine il detto metodo permette anche di determinare i 
gruppi continui di trasformazioni cremoniane del piano.

Occorre a tal fine osservare che la serie dei trasformati 
di un sistema (p. es. della rei e delle rette) per le trasforma
zioni d’un gruppo continuo è una serie continua, la quale 
appartiene ad un sistema lineare completo invariante pel 
gruppo: risulteranno quindi invarianti anche i successivi 
sistemi aggiunti, e — per la continuità — anche i sistemi 
lineari di curve definiti rispetto a questi da condizioni di 
molteplicità nei punti base che dien luogo ad un numero 
finito di soluzioni. L’analisi, svolta da E n r i q u e s  (1893), con
duce al seguente risultato (2) :

I  gruppi continui di trasformazioni cremoniane del piano 
si possono ridurre cremonianamente ad uno dei tre gruppi tipici 
seguenti o ad un loro sottogruppo :

I )  gruppo delle omografie ;
II) gruppo o c 0 delle trasformazioni per raggi vettori reci

proci, ovvero, (liberandosi da particolarità metriche), gruppo

(9 Cfr. S. Kantoii « Premiers fondements pour une théorie des tran
sformations périodiques univoques ». Memoria premiata dall’Accademia di 
Napoli in un concorso del 1883, rifatta in gran parte dall’ autore e pubbli
cata negli Atti dell’Accademia di Napoli, serie II, vol. IV (1888-1892). 
A. Wiman « Zur Theorie der endlicher Gruppen von birationalen Tran- 
sformationen in Ebene », Math. Annalen, Bd. 48 (1896).
. (2) Rendic. Acc. Lincei, maggio e giugno 1893. Il teorema è stato
messo in rapporto colla classificazione dei gruppi puntuali del piano di 
Lie, da G. Fano, Rendic. del Circolo Matematico di Palermo, 1896.

I gruppi continui di trasformazioni cremoniane dello spazio sono 
stati determinati successivamente da Enriques e Fano (Annali di Mate
matiche, 1897). Cfr. anche Fano: Atti e Memorie dell’Accademia di Torino, 
1898; e Rendiconti dell’Acc. dei Lincei, 1898.
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delle trasformazioni quadratiche che lasciano invariante il 
sistema c*o3 delle coniche per due punti;

I I I )  grtippo delle trasformazioni di J o n q u i è r e s
d9 ordine n che lasciano invariato il sistema lineare delle curve 
d9 ordine n , con un plinto (n —  1 )-plo ed n —  1 tangenti fisse.

23. 11 sign ifica to  d e lle  tra sfo rm a zio n i per la  geom etr ia  
sopra la  curva. — Le ricerche di cui abbiamo dato qualche 
notizia nei precedenti paragrafi, e specialmente nell’ultimo, 
si collegano allo sviluppo di teorie indipendenti dalla geo
metria sopra le curve; le quali appaiono anzi come estensione 
e promozione di questa. Cosi la nostra esposizione tocca qui 
ad un punto che — in un trattato rivolto alla geometria 
delle curve (e non del piano o delle superficie ecc.) — non 
deve essere oltrepassato. Ma ciò che abbiamo detto è utile, 
e in un certo senso necessario, per comprendere 1’ evoluzione 
storica delle idee.

Qui è opportuno richiamare l’attenzione del lettore sopra 
una difficoltà specifica inerente ad ogni esposizione storica, 
che voglia render conto della genesi delle dottrine. U  ordine 
dei progressi dello spirito umano non è sempre lineare: l’albero 
della scienza cresce per l’annodarsi di concetti che danno 
luogo talvolta ad uno sviluppo intrecciato, per modo che 
riesce difficile distinguere fino a che punto un certo concetto 
proceda da un altro o dove cominci invece il secondo ad 
influire sul primo.

Per stare al nostro argomento, è chiaro come il concetto 
della trasformazione birazionale (o cremoniana) del piano sug
gerisca l’ idea di ricercare sistematicamente le proprietà delle 
curve, invarianti per trasformazioni birazionali, e però dia im
pulso alla geometria sopra le curve, dove i problemi posti 
precedentemente nel campo della teoria delle funzioni, rice
vono appunto una veste geometrica, che dà rilievo al loro 
aspetto algebrico. Oiò che la geometria cremoniana del piano 
offre allo sviluppo della dottrina è tanto più importante quanto 
meno appariscente: si tratta sopratutto di comprendere il signi
ficato del nuovo punto di vista, che — nella sua astrattezza — 
deve essere chiarito traverso applicazioni ed esemplificazioni 
concrete. La stessa trattazione delle serie lineari sulla curva, 
offerta da B r t l l  e N o t h e r , non viene accolta e fatta propria 
dai geometri se non attraverso problemi sui sistemi lineari di
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curve appartenenti al piano (e poi ad altre superficie alge
briche ecc.), in rapporto alle trasformazioni eroinomane. Ma 
l’accoglimento della nominata dottrina porta, in un succes
sivo periodo di sviluppo, a porre prima nell’ordine logico e 
prammatico la geometria che concerne le proprietà delle 
curve, invarianti per trasformazioni birazionali di queste, e 
poi le ulteriori applicazioni o estensioni, in cui la curva 
figura come immersa in un piano, in una superficie ecc., di 
cui a sua volta si studiano le proprietà invariantive.

Oome termine dello sviluppo delle idee, esce fuori una geo
metria sopra la curva, in cui non si vede quasi più nemmeno 
il concetto della trasformazione. Tale è infatti, a prescindere 
da qualche parte (che spesso ha solo valore di chiarimento) la 
dottrina che abbiamo esposto nel precedente capitolo. Le 
trasformazioni caratterizzano bensì l’ordine delle proprietà 
di cui si tratta, ma non vengono adoperate, di regola, per 
sostituire un modello proiettivo ad un altro equivalente.

Tuttavia questa dottrina non è ancora completa. Le curve 
debbono di nuovo essere messe a riscontro delle trasforma
zioni, non per ridurle a casi proiettivi particolari, ma per 
« determinare quali caratteri numerici e quali costanti carat
teristiche (o moduli) bastino ad affermare la birazionale iden
tità di due curve, e in particolare se e quando una curva 
ammetta trasformazioni birazionali in se stessa ». Appunto 
questo problema formerà oggetto del seguente capitolo: nel 
successivo s’introdurrà la considerazione più generale delle 
corrispondenze multiple che possono legare fra loro le curve.



C a p i t o l o  III.

Curve e trasformazioni.

24. Trasformazione delle curve di genere zero. — Fra
due curve qualsiansi di genere zero intercedono oc3 trasforma
zioni arazionali : esiste una trasformazione determinata in 
cui a tre punti ABC dell’una corrispondono tre punti A B C' 
scelti ad arbitrio sull’altra. Infatti le curve di genere zero 
sono razionali 7, pag. 48) cioè riferibili biunivocamente alla 
retta, e sopra la retta esistono precisamente oo3 corrispon
denze biunivoche algebriche che sono le proiettività (L. 2°, 
§ 32, vol. I, pag. 353), una proiettivi tà venendo determinata 
da tre coppie di punti omologhi.

In particolare una curva di genere zero ammette trasfor
mazioni arazionali in se stessa; si determina una trasforma
zione fissando tre copie di punti corrispondenti.

Ma le trasformazioni di una curva di genere zero in se 
stessa (sebbene possano ritenersi astrattamente come proiet- 
tività sopra la curva, ponendosi da un punto di vista interno) 
non saranno in generale trasformazioni proiettive dello spazio 
ambiente, giacché, se si tratta di una curva di ordine n in 
uno spazio Sr con r<Cn dimensioni, la segata sulla curva 
dagli iperpiani non sarà in generale invariante per codeste 
trasformazioni. Così p. es. per r — n — 1, la determina 
un gruppo covariante di n punti, 6r„, costituito dai suoi 
punti w-pli, che viceversa assunto ad arbitrio vale a deter
minare la g lf1: ora per >  4 questo gruppo non ammette 
in generale trasformazioni proiettive, sicché la curva razionale 
d’ordine n, che corrisponde alla detta non verrà trasfor
mata in sé da alcuna omografia dello Sn_ L.

La stessa considerazione che precede mostra invece che 
per r =  n le trasformazioni della curva in se stesse sono 
sempre proiettive, essendo invariante la g™ segata dagli iper-
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piani. Pertanto una curva razionale normale ((l’ordine n in Sn) 
ammette c o 3 trasformazioni proiettive formanti un gruppo T; 
ciò avemmo già occasione di osservare nel § 41 del L. 4° 
(Vol. II, pag. 672).

Ora il problema di « determinare tutte le curve razionali 
con trasformazioni proiettive (agenti in modo effettivo sui 
punti di esse) » si può risolvere riferendoci alle curve normali 
da cui quelle si deducono, ricercando come debba proiettarsi 
una Cnn da un punto esterno o da uno spazio Sh non inci
dente alla curva (0 < 7 i< r  — 3) affinchè la proiezione possegga 
ancora delle trasformazioni omografiche.

Questa ricerca porta alla determinazione degli Sh, non 
incidenti alla Cnn, che sono invarianti per un gruppo di 
trasformazioni omografiche della Cnn stessa, sottogruppo'di T.

Per il nostro scopo conviene premettere le seguenti osser
vazioni:

Anzitutto se si fissa un punto esterno, le omografìe 
che trasformano in sè la Cnn ed il punto, lascieranno inva
riato il gruppo degli iperpiani osculatori alla curva passanti 
per il punto, e quindi il gruppo G dei relativi punti di oscu
lazione, che consterà di m >  2 punti distinti. La cosa appare 
nel modo più chiaro se ci si riferisce al caso duale, in cui si 
fissi un iperpiano; dove conviene notare che la curva d’or
dine n di Sn è anche di classe n, avendosi n iperpiani oscu
latori per un punto. Più in generale, si avverta che lé omo
grafie di T trasformano in sè, oltre la curva Cnn, la superficie 
delle sue tangenti, la varietà a tre dimensioni generata dai 
suoi piani osculatori ecc.; di conseguenza se si considerano 
le omografìe di T che lasciano fermo un inulto, o un gruppo 
di un numero finito di punti, sopra la varietà degli Sr oscu
latori alla Cnn (1 <  r <  n—  1) e fuori della curva, resta fissato 
sopra la curva un gruppo di m >  2 punti.

Le osservazioni precedenti permettono pure di affer
mare che « le omografie che lasciano ferma la Cnn ed 
un Sh non incidente ad essa, lasciano invariato un gruppo 
Gm di m >  2 punti distinti sulla Cnn stessa ». Infatti se, 
alle omografie di T, s’ impone di lasciar fermo lo Sh, si 
ferma di conseguenza il gruppo dei punti sezioni di Sh con 
la varietà degli Sn_7l_ i osculatori alla curva. E converrà 
distinguere due casi :

I) Per m >  2 il gruppo delle trasformazioni proiettive
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della figura (composta della Cnn e dello Sh) sarà necessaria- 
mente un gruppo finito, essendovi un numero finito di proiet- 
tività sopra la curva (o sopra una retta) che lascia invariato 
un gruppo di m >  2 punti: e s’intende che soltanto per posi
zioni particolari dello Sh avverrà di trovare un gruppo effettivo 
contenente una trasformazione diversa dall’ identità. Alla 
ricerca che qui prenderebbe origine, accenniamo nella Nota 
che costituisce il § 25.

II) Invece per m =  2 esiste un gruppo continuo co1 
di proiettività sulla curva che lascia fermi i due punti del 6r2, 
ed anche una serie oo1 di involuzioni che permutano i due 
punti della coppia e che, unite alle precedenti, formano il 
più ampio gruppo di proiettività rispetto a cui il G2 è inva
riante. Non è detto a priori che tutte le omografie di l1, 
corrispondenti alle dette proiettività, lascino fermo lo Sh 
che ci ha fornito la costruzione del 6r2; ma sarà facile rico
noscere quali sono gli spazi lineari invarianti per le omografie 
di T che lasciano fermi due punti della Cnn o che li scambiano 
fra loro; è poi ovvio che gli Sh invarianti per queste oo* 
involuzioni sono anche invarianti per le ood omografie aventi 
A, B come punti uniti, che si ottengono moltiplicando fra. 
loro quelle involuzioni (i).

Cerchiamo dapprima per 7* = 0 , 1 , 2 ,.... gii spazi Sh, non 
incidenti alla <7nn, che sono invarianti per il sottogruppo con
tinuo oo1 di r, costituito dalle omografie che posseggono sulla 
Onn due limiti uniti A e 5, sottogruppo che possiamo designare 
con G. Perciò osserviamo che queste omografie posseggono come
uniti gii n -h i vertici, gii spigoli, ecc., della pira
mide definita dagli spazi osculatori in A e B . I vertici della 
piramide, oltre ad A e J3, sono i punti P { P 2.... Pn—L inter
sezioni degli spazi osculatori Sr ed Sn_r per r =  l, 2,.... n —1;

(£) Passando dalle trasformazioni omografiche della Onn alle proiettività 
subordinate sopra ‘la curva e quindi sopra la retta, si tratta di riconoscere 
che una qualsiasi proiettività ~ con due punti uniti A  e B  si può ottenere 
(in od  modi diversi) come prodotto di due involuzioni, scambianti A  e B. 
A tale scoilo si assuma ad arbitrio un’involuzione co che scambi A e JB; 
il prodotto to1 =  co7i, è ancora un’involuzione che scambia A  e P , e la 
nostra n si ottiene allora come prodotto delle due involuzioni o) e oq

TC =  t o - 1  C 0 i  =  CO CO £  ,
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e questi n — 1 vertici appartengono allo S n—2 polare della
corda AB, che non contiene nessuno dei due punti. Gli Sh 
cercati sono quelli definiti da h + 1  vertici della piramide
P 1 P 2 .... P n_A : il loro numero è dunque

Ma non tutti gli Sh anzidetto che sono invarianti per G, 
saranno invarianti per le oc1 omografie involutorie di l1 che 
scambiano i due punti A e B; giacché queste omografie 
scambiano fra loro i punti Pt e P„_(. Si avranno dunque i 
seguenti casi :

spazi S2Q_ l invarianti, ciascuno dei quali viene definito da 
q coppie di punti (Pf Pn—i)i e non vi sono spazi invarianti Sh 
con li pari.

b) Se n è pari, e quindi n — 1 =  2v +  3, è invariante 
il punto Pv+i ? intersezione dei due spazi Sv+l osculatori in 
A e B, e quindi si hanno due tipi di Sh invarianti per le
involuzioni predette, cioè f J spazi S2q̂ .l definiti da coppie

di punti distinti (P<P„_2); e (per 7i>0) ugualmente

spazi S2Q, proiezioni dei nominati S2q̂ i dal punto Pv+L *
Le osservazioni precedenti permettono di determinare le 

curve Cnr (r <  n) , di genere zero, possedenti un gruppo con
tinuo (co1) G di trasformazioni proiettive, e in particolare 
quelle che ammettono una seconda serie (continua oc1) di 
trasformazioni proiettive involutorie.

A tale scopo giova scrivere le equazioni parametriche 
della curva razionale normale Cnn, scegliendo come piramide 
fondamentale delle coordinate quella che viene determinata 
da due punti A e B  della curva stessa e dai rispettivi spazi 
osculatori dei vari ordini: prendendo convenientemente il punto 
unità, tali equazioni assumono la forma

a) Se n è dispari e quindi n — 1 =  2v, si hanno

1)
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dove i punti 4̂ =  (1 0 .... 0) e 13 =  (0 0 .... 1) corrispondono ai 
valori del parametro t =  0 e t — oo . Questa rappresentazione 
parametrica si è già incontrata nel L. 2°, § 6 (vol. I, pag. 192), 
e nel L. 4°, § 41 (vol. II, pag. 673); ma chi non voglia riandare 
ad uno dei luoghi citati potrà giustificarla da sè in base alle 
osservazioni che le equazioni predette rappresentano certo 
una curva d? ordine n di Sn, e che tutte le Cnn sono proiettive 
fra loro.

Ora proiettiamo la Cnn da un Sh appartenente alla pira
mide fondamentale, e non contenente uno dei vertici A  e B, 
sopra un Sr (r =  n — 7i — 1) che, per semplicità di discorso, 
possiamo supporre essere lo Sr opposto ad Sh nella piramide 
data, cioè lo Sr polare di 8h rispetto alla Cnn. La proiezione 
della Cnn sarà una Onr rappresentata dalle equazioni che si 
ottengono dalle 1) cancellandone à-f-l, escluse la prima e 
l’ultima. In tale guisa avremo la rappresentazióne parametrica 
della Gnr, che si potrà scrivere sotto la forma:

( ?/o ^  1

\ Vi =  F
2) < y2 =  tv+v'

\ Vr = tn (n =  V +  v4 -h .... vr_ 4).

Ooncludiamo pertanto che:
Le curve Cnr di genere zero che ammettono infinite trasfor

mazioni proiettive sono rappresentàbili con equazioni parame
triche del tipo 2).

Questo resultato è contenuto nella determinazione delle 
curve (anche non algebriche) con oo1 trasformazioni proiettive, 
fatta da K l e in  e L ie  (a), che indicheremo nel § 26.

Effettivamente le curve 2) ammettono le trasformazioni 
proiettive

che corrispondono al cambiamento di t in a£, e lasciano fermi 
i due punti A  e JB, formando un gruppo ©.continuo ed oo1. 

Yi saranno di più anche ooL trasformazioni involutorie,

p) Comptes rendus de F Acad, des Sciences de Paris (1870) e Math. 
Annalen, Bd. 4. — Cfr. anche Enriques: Memorie delFIst. Veneto, 1892-93.
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scambiarti 1  e JS, e corrispondenti al mutamento di t in - ,
V

nel caso che si abbia
Vi == V , (v0 =  V) .

Si avverta che se i numeri vr—l ammettono un
massimo commi divisore s >  J, la curva 2) si riduce ad una

iicurva d’ordine - contata s volte: infatti si può allora sosti- s
tuire ts con un nuovo parametro t.

Il problema della determinazione delle curve con infinite 
trasformazioni proiettive viene pienamente risoluto dalle 
equazioni 2); ma giova riconoscere le singolarità che spettano 
alle dette curve Cnr nei punti A e B, poiché esse valgono a 
caratterizzare là famiglia delle Cnr stesse, porgendo così — 
dal punto di vista geometrico — una nuova risposta al nostro 
problema. Codeste singolarità si desumono senz’altro dalle 
equazioni 2), ovvero anche dalla definizione sintetica dello Sh 
da cui abbiamo proiettata la Cnn nella Cnr.

Si riconosce dunque che:
a) La curva Cnr possiede in A la molteplicità v, for

mando ivi un solo ramo; che inoltre la tangente in A possiede 
col detto ramo un contatto d’ordine v{ (gli iperpiani per essa 
hanno v +  y{ intersezioni in A); che il piano osculatore in A  
ha una osculazione d’ordine v2.... e così di seguito; infine 
l’iperpiano osculatore in A  possiede in A un’osculazione di 
ordine e quindi ha con la curva n =  v 4- vA -1- vr—1
intersezioni riunite in A. Secondo la nostra nomenclatura 
(L. 4°, § 32, Vol. II, pag. 567), i caratteri v1? v2.... costituiscono 
le successive classi del ramo d’ordine v della Cnr ; qui ci con
verrà designare la singolarità cui appartengono i caratteri 
nominati col simbolo:

[v, Vl, .... V,._J (n =  V +  v4 .... -t- vr_,).

h) La curva Onr possiede similmente in B  un punto 
multiplo d’ordine vr_ t con le successive classi v,._2 , v, 
cioè una singolarità corrispondente al simbolo

[v}.—j , vr—2 ? .... j v].
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Inoltre si può dire che questa singolarità è defluita come 
reciproca della singolarità A, ai sensi della legge di dualità: 
infatti si vede che la sviluppabile (degli iperpiani osculatori) 
circoscritta alla Cnr è invariante per lo stesso gruppo oo1 di 
omografie, e perciò possiede due singolarità reciproche delle 
A e B, che sono le A e B stesse scambiate fra loro (la dualità 
muta ogni punto unito di una generica omografia trasfor
mante nell’iperpiano unito che costituisce la faccia opposta 
della piramide fondamentale).

Ora è facile.riconoscere che una curva Gnr possedente due 
singolarità reciproche [v, v4, .... yr_J e [vr__1, vr_2, .... v] con 
r =  v +v1 4- .... 4- vr - i , è proiezione da un Sh (h =  n — r — .1), 
di una Cnn invariante per le oo1 omografie che trasformano 
in se stessa la Cnn e ne lasciano fermi due punti: basta perciò 
ricordare come tali spazi siano stati definiti in relazione 
agli spazi osculatori nei due punti, di cui i numeri v indicano 
facilmente l’ordine di contatto. Pertanto si deduce il

Teorema. Le curve razionali Cnr (con r< n )  che ammettono 
infinite trasformazioni proiettive, sono caratterizzate dal pos
sesso di due singolarità reciproche:

[v , V± , .... Vr_ J  e [vr_ 1 , 2 ?  • • • •  v] .
(v 4-  vA 4- .... 4-  v,._A =  n ) .

Queste curve ammettono un gruppo continuo oo1,. G, di 
trasformazioni proiettive che lasciano fermi i due punti, e 
— nel caso che le due singolarità abbiano uguali caratteri — 
anche oo1 trasformazioni involutorie che permutano i due punti 
singolari: in tal caso si ha un gruppo misto oo1 di omografie 
trasformante in sè la (7nr, il prodotto di due delle involu
zioni suddette costituendo un’omografia del gruppo continuo G.

I numeri v, vA, .... vr—i (la cui somma uguaglia n), possono 
ricevere valori interi e positivi arbitrari, ma non debbono 
avere un divisore comune, se si escludono le curve multiple.

Esempi.
Per n — 3 abbiamo le cubiche piane dotate di una cuspide 

e di un flesso; e poiché ogni cubica con cuspide possiede 
sempre un flesso, concluderemo che « ogni cubica piana dotata 
di cuspide ammette oo1 trasformazioni proiettive » (L. 3°, 

24-25, vol. II, pgg. 194 e 202).
E. ENRIQUES -  III. 14
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Per n — 4 si hanno ancora nel piano quartiche con 
co1 trasformazioni proiettive, caratterizzate dal possesso di 
una cuspide del terz’ordine e di un punto di ondulazione 
(tangente a contatto quadripunto). Non vi sono altre quartiche 
irriducibili con infinite trasformazioni proiettive, poiché queste 
si riducono a coniche doppie. Qui vale la pena di osservare 
che « ogni curva piana della nostra famiglia con singolarità 
autoreciproca, risulta d’ordine n =  2m e si riduce ad una 
conica m-plct » ; così non esistono nel piano curve irriducibili 
d’ordine h >  2 con infinite trasformazioni involutorie.

Passiamo a ricercare le quartiche gobbe (di $3) con 
oo1 trasformazioni proiettive: esse sono di due famiglie:

1) quartiche gobbe dotate di due tangenti di flesso: 
v =  1, v4 =  2, v2 =  15

2) quartiche gobbe dotate di una cuspide ordinaria e 
di un piano stazionario, con contatto quadripunto:

V =  2 , Vi ~  1 5 V2 =   ̂ •

Le quartiche della prima famiglia posseggono, oltre le 
trasformazioni del gruppo continuo, anche oc1 trasformazioni 
involutorie : si sono presentate a Oa y l e y  (*), e sono poi state 
studiate da O r i d m o n a  (2), B e r t i n i  (3), W e y r  (*), D e l  B e ^ 5), ecc.

Le quartiche con cuspide (che posseggono di conseguenza 
un piano stazionario e  appartengono alla seconda famiglia), 
sono state notate d a  K l e i n  e  L i e  nella citata nota dei Comptes 
rendus (1870) (6).

Nota. Per chi ricordi la teoria delle singolarità delle curve, 
sviluppata nel L. 4° (cfr. in ispecie i §§ 7, 32), conviene aggiun
gere che la singolarità qui designata con [v vA .... vr_J è 
perfettamente caratterizzata dall’ordine v del ramo e dalle 
sue successive classi, i numeri v non ammettendo alcun divisore 
comune: infatti, in tale ipotesi, il procedimento per la ricerca 
del m. c. d. (v yA .... vr_ 4), secondo l’algoritmo da noi indicato,

(L) Quarterly Journal, voi. 7.
(*) Iftfc. Lombardo, 1868.
(3) Ist. Lombardo, 1872.
(4) Ist. Lombardo, 1871.
(5) Accad. Torino, 1887.
(6) Cfr. Cuemona, ibidem, fc. 54.



211CAPITOLO III

fornisce tutti i punti multipli infinitamente vicini all’origine 
fiel ramo. In particolare ciò vale per le curve piane:

% — tm y =  t n (n >  m) ,
ovvero

Xn ~ y m^

con fin e n primi fra loro, dove la determinazione dei punti 
• multipli infinitamente vicini ai due punti singolari (origine e 
punto all’infinito dell’asse y) dipende dagli sviluppi in frazione

. .  i • n i • mcontinua di — e di — .m n

Abbiamo trovato die le curve razionali di un Sr dotate 
di infinite trasformazioni proiettive, ammettono un gruppo 
continuo di trasformazioni siffatte. Perciò alle dette curve 
debbono far riscontro i gruppi continui di proiettività sopra 
la retta e, quando siano determinati tali gruppi, si potranno 
costruire le curve corrispondenti ricercandone le grn invarianti.

Indichiamo brevemente la costruzione dei gruppi continui 
di proiettività sopra la retta nella seguente

Nota. Definiamo come gruppo continuo di proiettività 
(o di trasformazioni) una serie Y che soddisfi alle proprietà 
seguenti:

a) 11 prodotto tct di due proiettività tu e t di T appar
tiene a f ;

b) insieme alla proiettività tu appartiene a T anche la 
sua inversa tu-1 ;

c) le proiettività di Y dipendono in modo continuo e 
analitico da un numero finito di parametri (reali o complessi).

Ciò posto :
Ogni gruppo continuo di proiettività "binarie, che non 

coincida col gruppo totale c o 3, è:
1) il gruppo oc1 delle proiettività che lasciano fermi 

due punti (distinti o infinitamente vicini);
2 ) il gruppo c o 2 delle proiettività che lasciano fermo 

un punto.
Questo teorema di S o p h u s  L i e  (j), si può dimostrare bre

vemente, in modo sintetico, come segue.

fi1) Cfr. p. es. Lik-Schkffers : « Vorlesungen liber continuierliche 
Onippen ». Lipsia, 1893, Kap., 5.
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1) Entro un gruppo oo1 esiste insieme ad una proiet
ti vi tà 7t, la sua inversa ti-1 , e quindi anche la proiettività 
identica 7wu—i =  l; perciò, vicino a questa, si troverà una 
proiettività infinitesima co, che, per ripetizione, genera Pin
tiero gruppo: i due punti uniti di co sono dunque uniti per 
tutte le proiettività del gruppo oo1.

11 ragionamento precedente si chiarisce, traducendolo in 
forma analitica. Una proiettività binaria può rappresentarsi 
sotto una delle due forme canoniche

x =  a • x (tipo iperbolico) 
xf =  x-\~h (tipo parabolico).

Quindi, una proiettività infinitesima co sarà del tipo: 

x = ( l  +  dl)x
ovvero

x — x +  dX ;

sicché — integrando rispetto a X — si otterranno i due tipi 
di gruppi oo1

X — 'kx 
x' =  x +  l .

Si noti anche che un gruppo co1 può ritenersi come 
formato dalle potenze (l) di una sua trasformazione; potenze 
che, nel campo reale, sono ad esponente intero fratto o irra
zionale, e che occorre poi estendere al campo complesso.

2) Se T è un gruppo oc2 di proiettività sopra la retta,, 
fissando, in questa, un punto generico P, si determina un 
sottogruppo oo1 di T, che può designarsi con Tp. Ora Yp sarà 
un gruppo continuo, ovvero (constando di più serie continue 
una delle quali contenente l’identità) conterrà un gruppo 
continuo ugualmente di dimensione 1, che, oltre a P, dovrà 
lasciare fermo un secondo punto P'. Si possono fare tre ipotesi :

a) Ohe P ' sia un punto fisso, cioè un punto unito per 
tutte le proiettività di T;

b) che P' sia distinto da P  e vari con esso, nel qual 
caso P  e P ' saranno coniugati in una involuzione invariante 
per T; (*)

(*) Cfr. F. Enriquks: « G. Proiettiva », Appendice.
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c) die P' coincida con P, qualunque sia P, le proiet
tività (li T essendo tutte paraboliche.

Ma l’ipotesi 1>) resta esclusa dall’osservare che le proiet
ti vita di F lascierebbero fermi i due punti doppi dell’invo
luzione invariante, e quindi sarebbero oo1 anziché oo2. D’altra 
partesi esclude l’ipotesi c), osservando che la moltiplicazione 
di due proiettività paraboliche sopra la retta dà luogo, in 
generale, ad una proiettività non parabolica, dimodoché gii 
©e1 gruppi parabolici della retta, sono contenuti soltanto nel 
gruppo totale co3 e non in un gruppo co2.

Eesta dunque possibile solo l’ipotesi a), e per conseguenza 
ogni gruppo oo2T è costituito dalle proiettività che lasciano 
fermo un punto P'. c. d. d.

-Osserveremo che la dimostrazione data richiama la ana- 
liticità che abbiamo posto nella definizione dei gruppi, ed 
essenzialmente là dove si assume che la corrispondenza biuni
voca (P P ) sia proiettiva (involutoria). Ma è facile convincersi 
che codesta ipotesi non costituisce in realtà una condizione 
restrittiva per le nostre ricerche, giacché il gruppo oo1 di 
proiettività essendo per sua natura analitico (anzi lineare), i 
gruppi che vengono generati dalla moltiplicazione di gruppi oo1 
dovranno a priori resultare analitici.

Dopo avere così determinato i gruppi continui di proiet
tività sopra la retta, accenneremo pure rapidamente al pro
blema di costruirne le grn invarianti.

Anzitutto è chiaro che il gruppo totale non lascia * 
invariata nessuna grn per r <  n, giacché lascierebbe invariato 
anche il gruppo dei suoi punti (r -f- 1 )-plì.

In secondo luogo si può provare che una cfn per r <  
non può essere . neppure invariante per un gruppo ©o2 che 
lasci fermo un punto P, fuori del caso che la g'n stessa consti 
di una grr cui si aggiunga il punto fisso P  contato n — r volte. 
L’asserto si prova considerando ancora il gruppo dei punti 
{r +  ì)-pli della grn, che sono in numero di (r +  1 )(n — r) 
(cfr. § 9, pag. 69). Infatti si verifica che se il punto P  deve 
assorbire più di n — r punti (r-f-])-j>Zi della grn esso deve 
essere fisso per la grn medesima, perocché un punto n~plo non 
fisso assorbe soltanto n —r punti (r -hì)-pli (cfr. § 9, Nota); 
pertanto se una grn con n >  r, è invariante per tutte le pro
iettività che lasciano fermo il punto P, si deduce che P
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deve figurare come punto fisso della </’n, e — riferendosi poi 
alla serie residua — si vede che P dovrà staccarsi esatta
mente n — r volte.

Da ciò risulta spiegato il motivo per cui non esistono 
curve razionali dotate di gruppi oo2 di trasformazioni proiet
tive (all’infuori delle curve normali che ne posseggono 033). 
È poi facile vedere che l’analisi delle g'n invarianti per un 
gruppo co1 di proiettiviià binarie, che lasci fermi due punti 
distinti, riporta ai tipi di curve razionali che abbiamo innanzi 
determinati come proiezioni della curva normale.

25. Nota sulle curve razionali con un numero finito di 
trasformazioni proiettive e sulla teoria generale delle quar- 
ticlie gobbe di seconda specie. — Nel precedente paragrafo si è 
trattato delle curve di genere zero con infinite trasformazioni 
proiettive; ma i metodi che ci hanno porto la soluzione del 
problema, possono essere applicati anche alla determinazione 
delle curve di genere zero con un numero finito di trasforma
zioni proiettive. Appunto di questa determinazione vogliamo 
occuparci in questa Nota, che potrà essere lasciata da parte 
da chi prosegue lo studio delle dottrine connesse colla geo
metria generale sopra le curve di genere p. Ma, per amore 
di semplicità, ci riferiremo a casi particolari elementarissimi, 
trattando delle curve di terzo e di quarto ordine; l’importanza 
dello studio che si riferisce a queste ultime risiede sopratutto 
nella circostanza di recare un contributo alla teoria generale 
delle quartiche gobbe di seconda specie, sia perchè a queste 
stesse curve appartengono gruppi di trasformazioni proiet
tive, sia perchè ogni quartica siffatta può venire proiettata 
da un particolar centro in una quartica piana notevolis
sima, che ammette un gruppo ottaedrico di trasformazioni 
proiettive.

Il problema generale posto in questa Nota si riduce alla 
ricerca delle grn sopra una retta, che sono invarianti per un 
gruppo finito T di trasformazioni proiettive. La conoscenza 
dei tipi dei gruppi 1\  che sono stati ricondotti ai tipi dei 
poliedri regolari (L. 2°, §§ IO e 11), è il-punto di partenza 
della ricerca. E, per quanto concerne la ricerca generale 
delle gl invarianti, avvertiremo soltanto il partito che si può 
trarre dalla relazione di armonia, fra gruppi di n punti, mercè 
cui ad ogni gruppo di n punti viene associala una g?rJ~1 cova-
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riante che a sua volta determina il gruppo, e quindi ad 
ogni gH viene associata una

Date due forme binarie *

f = K  <P =  J2> "

resta definito un invariante simultaneo bilineare, che è V ar
monizzante :

(ab)n

(cfr. L. 1°, § 7, ed anche il L. 3°, § 9, ove si discorre delle 
forme ternarie).

La relazione
(àb)n =  0

esprime che i due gruppi di n punti / = 0  e cp == 0 sono 
armonici, e — essendo dato il gruppo / — definisce la serie 
lineare armonica (o associata) i cui gruppi sono combi
nazioni lineari dei punti di /  contati n volte; mentre questa 
serie, a sua volta, determina /  come 1’ insieme dei suoi punti 
n-pli. La relazione di armonia fra un gruppo di n punti e 
una g]l~l traduce la relazione di polarità relativa alla <7nn, dove 
ad un iperpiano X corrisponde il punto A comune agli iper- 
piani osculatori nelle intersezioni di X con Qnn (A essendo qui 
concepito come centro d’una stella d’ iperpiani).

Per n dispari, posto / = ? ,  l’ armonizzante si annulla 
identicamente (cfr. L. 1°, § 7) e così la polarità rispetto 
alla Cnn è una polarità nulla, in cui ogni punto appartiene 
all’ iperpiano polare; il che non accade .per n pari.

Si aggiunga l’osservazione esplicita (di cui avremo luogo 
di valerci nel seguito) che la g”—1 associata ad un gruppo 
di n punti costituito da un punto n-plo, è quella che pos
siede questo punto come fisso. Di conseguenza la g]1—2 con 
due punti fissi viene associata alla gxn ciclica, determinata da 
due punti uniti contati n volte.

Ora per avere, sulla retta, le gf”_1 invarianti rispetto ad 
un gruppo finito di proiettività, T, converrà costruire le gr”- 1 
armoniche rispetto ad una n-pla di punti (AlA2...A n) inva
riante rispetto al T medesimo. Dato il significato della rela
zione di armonia i punti (A1A2... A n) saranno i punti n-pli 
della a11- 1.j n

In generale la ricerca delle y'n invarianti rispetto a P,
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procederi insieme con quella delle così in ispeci
quella delle g*—2 si ricondurrà alla ricerca delle g\ associate.

In ogni caso poi, opportuni avvedimenti (in rapporto alla 
nota composizione dei gruppi V) permette di ricondurre il 
problema alla considerazione di gruppi di punti invarianti 
rispetto al V stesso.

ìfoi ci limiteremo ad illustrare la cosa riferendoci ai 
casi n =  3,4.

• Anzitutto, per n =  3, si tratta di determinare le g2 della 
retta, invarianti per un gruppo Unito Y di proiettività, alle 
quali rispondono cubiche razionali del piano, dotate pari
mente di un numero finito di trasformazioni proiettive.

Ma poiché ogni g2 è associata, per armonia, ad una terna 
di punti ABC della retta, si vede che in realtà ogni g2 è tra
sformata in sè dal gruppo Yc (del tipo della doppia piramide 
triangolare) costituito dalle proiettività che lasciano in variata 
la terna anzidetta; e non è possibile ampliare il gruppo 
senza che due pimti della terna vengano a coincidere, nel 
qual caso il gruppo stesso diventa continuo co1.

Di conseguenza: ogni cubica piana dotata di punto doppio 
(cioè razionale) ammette in generale, un gruppo Tc di trasfor
mazioni proiettive. Si è visto invero (nel L. 8°, § 24, vol. II, 
pag. 193) che la detta cubica ammette sei trasformazioni pro
iettive, che scambiano fra loro i tre flessi della curva, appar
tenenti ad una retta. ÏÏ qui vi è luogo ad osservare che questi 
tre flessi non sono altro ohe i tre punti omologhi ai punti 
della retta denominati con A, 7?, C: la proprietà che tali 
flessi sieno allineati risponde alla proprietà dei gruppi della 
retta, formati da un numero dispari di punti, di essere armo
nici a se stessi. Infine, se due flessi A e B  vengono a coin
cidere, ciò porta che si sovrappongano al punto doppio, 
che diventa allora una cuspide, e la curva acquista quindi 
oc1 trasformazioni proiettive.

Ora, passando al caso della ĝ  con n =  4, osserveremo 
anzitutto che: la più generale gl, sopra la retta, si può rite
nere definita come serie associata (secondo la relazione di 
armonia) a una quaterna di punti, che sono i punti qua-, 
drupli della gj*.

Interpretiamo quest’ osservazione riferendoci alla curva
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g o b b a  d e l  q u a r t ’ o r d i n e  (d e l lo  s p a z i o  o r d in a r i o )  c h e  si o t t i e n e  
c o m e  i m m a g i n e  d e l l a  grj*, s u l l a  q u a l e  a v r e m o  d u n q u e  d a  c o n 
s i d e r a r e  i q u a t t r o  p i a n i  s t a z i o n a r i  (a  c o n t a t t o  q u a d r i p u n t o )  e  
i r e la t iv i  p u n t i  d i c o n t a t t o ,  c b e  si d e s i g n a n o  s i m i l m e n t e  co l  
n o m e  di « p u n t i  s t a z i o n a r i  ». A v r e m o  p e r t a n t o

La quartina gobba di seconda specie (1) resta proiettiva
mente definita dalla quaterna dei quattro punti stazionari, e 
possiede come invariante assoluto V invariante (o il Mrapporto) 
di essi sopra la curva ( c b e  è  q u e l l o  d e i  p u n t i  o m o l o g h i  s o p r a  
u n a  r e t t a  r a p p r e s e n t a t i v a ) .

S i  d e s i g n i  c o n  K  la  n o s t r a  q u a r t i c a  g o b b a  di s e c o n d a  
s p e c i e ,  e  c o n  ABCD la  q u a t e r n a  d e i  p u n t i  s t a z i o n a r i .  L e  t r a 
s f o r m a z i o n i  p r o i e t t i v e  d i  c o d e s t a  q u a t e r n a  s o p r a  la  c u r v a  ( c i o è  
s u l la  r e t t a )  d a r a n n o  t r a s f o r m a z i o n i  o m o g r a f i c h e  d e l l a  K  in  s e  
s t e s s a ,  e  r e c i p r o c a m e n t e .  P e r t a n t o  a v r e m o  il t e o r e m a :

La quartica gobba di seconda specie ammette in generale 
un gruppo trirettangolo, T4, di trasformazioni proiettive, c o s t i 
t u i t e  d a  tr e  i n v o l u z i o n i  p e r m u t a b i l i  e  d a l l ’ i d e n t i t à ;  si h a  u n  
g r u p p o  p i ù  v a s t o ,  e  p r e c i s a m e n t e  u n  gruppo Ts del tipo della 
doppia piramide quadrata, o v v e r o  u n  gruppo tetraedrico T12, 
q u a n d o  la  quartica. s ia  armonica o d  equianarmonica, c i o è  
q u a n d o  s i a  t a l e  l a  q u a t e r n a  ABCD.

M a  è i m p o r t a n t e  n o t a r e  c h e ,  la quartica armonica è quella, 
dotata di punto doppio, a p p a r t e n e n t e  a d  u n  c o n o  q u a d r ic o ,  c h e  
v i e n e  c o s ì  c a r a t t e r i z z a t a  ( A r m p n a n t e ,  1 8 7 4 ) .  P e r  d im o s t r a r l o ,  
si c o n s i d e r i  s o p r a  u n a  r e t t a  la  g% d o t a t a  di u n a  c o p p i a  
n e u t r a  MN, la  q u a l e  si l a s c ia  d e f i n i r e  m e d i a n t e  la  gl c o n t e 
n e n t e  M.N c o m e  p u n t i  f iss i  e  m e d i a n t e  u n  s u o  p u n t o  q u a 
d r u p l o  A: la  q u a t e r n a  a r m o n i c a  a  c o d e s t a  g* è  l a  q u a t e r n a  
a p p a r t e n e n t e  a l l a  g* a s s o c i a t a  d e l l a  c h e  c o n t i e n e  A, e  
q u e s t a  ĝ  è  la  i n v o l u z i o n e  c i c l i c a  d e l  q u a r t ’ o r d in e ,  d e f i n i t a  
d a l l e  q u a t e r n e  MA, NA, e  p e r c i ò  l a  q u a t e r n a  ABCD c h e  si 
t r o v a  e n t r o  l ’ i n v o l u z i o n e  s u d d e t t a ,  h a  il  b i r a p p o r t o  a r m o n i c o .

A v v e r t i r e m o  a n c o r a  c h e  il c a s o  p a r t i c o l a r e  in  c u i  il b i r a p 
p o r t o  {ABCD) d i  u n a  q u a r t i c a  K  si a n n u l l i ,  c o i n c i d e n d o  d u e  
d e i  p u n t i  s u d d e t t i ,  e  q u i n d i  d u e  p i a n i  s t a z i o n a r i ,  c o r r i s p o n d e  
a l l ’ i p o t e s i  c h e  la  K  p o s s i e d a  u n a  tangente di flesso ( t r ip u n t a ) ,  
c o m e  b e n e  a p p a r e  c o n s i d e r a n d o  la  K  q u a le  p r o i e z i o n e  d e l l a  
q u a r t i c a  r a z i o n a l e  n o r m a l e  d i  S4. E  p e r  s e m p l i c i t à  escluderemo

(«) Cfr. L. 3°, $ 18, voi. IT, pngg. 145, 149.
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nel seguito questo caso particolare. A fortiori restano escluse 
le particolarizzazioni ulteriori del detto caso, cioè i tipi in cui 
coincidano tre dei punti A, B, C, D, ovvero due coppie di essi : 
il primo tipo è la quartica con cuspide, e il secondo la quar- 
tica con due flessi, curve che — già vedemmo nel precedente 
paragrafo — ammettono infinite trasformazioni proiettive.

Ora cerchiamo di approfondire lo studio delle involuzioni 
del gruppo T4, che appartengono in generale alla quartica K. 
È chiaro anzitutto che la trasformazione omografica corrispon
dente a una di queste, per es. all’ involuzione (AB)(CD), non 
può essere un’omologia. Quest’ ipotesi porterebbe che la ZT sia 
sopra un cono quadrico lo cui generatrici la seghino in due 
punti fuori del vertice; ma invece una K  che venga a stare 
sopra un cono (dovendo segare in tre punti le generatrici) 
acquista come punto doppio il vertice del cono, ed ha solo 
una intersezione con le generatrici, fuori di questo.

Dunque le omografie involutorie 7u1? 7t2, 7t3, che subordi
nano sulla K  le involuzioni del T4, sono omografie biassiali 
(efr. per es. F. E n r iq u e s , « Lezioni di Geometria Proiettiva » 
— Bologna, Zanichelli, 1920 — § 96); ed a cagione della loro 
permutabilità gli assi di ciascuna tt sono incidenti a quelli delle 
altre due, e perciò essi costituiscono le tre coppie di spigoli 
opposti di un tetraedro, che designeremo col nome di tetraedro 
principale della K.

Procedendo innanzi nella considerazione di questo te
traedro, si riconosce che tre spigoli di esso, uscenti da un 
vertice, sono corde della quartica. Infatti, si considerino i 
punti doppi dell’ involuzione (AB)(CD) subordinata da nL 
sulla Æ l ;  questi punti verranno, designati con M{ e , e si 
dimostrerà che essi non possono appartenere a due assi diversi 
della tc1 , e però che la loro congiungente M { N L è precisa- 
niente un asse della nostra omografia. Per raggiungere lo 
scopo si osservi che se ed N L appartengono ad assi diversi 
di 7um questi assi, sghembi fra loro, sono le tangenti mt , n1? 
in Mn Nn giacché un piano passante per uno di essi è unito 
per tu, e sega quindi la K  in un numero pari di punti varia
bili. Ciò posto il piano che proietta da ml il punto unito iV), 
deve toccare la K  in N {, ma ciò implica l’ incidenza dei due 
assi e wd, il che è assurdo.

Ora, poiché le tre coppie MlNi , M2N2, M^NS1 costituite 
dai puuti doppi delle involuzioni del T4, sono scambievol-
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mente armoniche e quindi senza punti comuni, si deduce che 
le tre corde M2N2, M3N3, a due a due incidenti, non
possono giacere in un piano, e quindi che esse passano per 
un vertice 0 del tetraedro principale.

Le tre corde di K  passanti per O, MtN L,  ̂M2N2, M3N3, 
godono della proprietà che: ciascuna corda è l’ intersezione 
dei piani osculatori nei suoi punti di appoggio. Infatti il 
piano osculatore in M v, essendo unito per 1’ omografia tt1 , 
deve incontrare ulteriormente K in un punto unito, e questo 
deve essere , poiché non può coincidere con M{ che, altri
menti, sarebbe un punto stazionario.

Aggiungasi che l’anzidetta proprietà caratterizza le nostre 
corde. Infatti i punti M {Niy M2N2, M3N3 si ottengono sopra K  
come punti uniti della corrispondenza [9, 1], quadrato della 
corrispondenza [3, 1] che intercede fra un punto P  e il suo 
tangenziale (intersezione del piano osculatore in P) tolti i 
4 punti stazionari.

Appunto la considerazione precedente ha condotto Beu- 
tjni (1872) a riconoscere l’ esistenza di tre corde della quar- 
tica di seconda specie, intersezioni dei piani osculatori nei 
punti di appoggio, cui ha dato il nome di corde principali : 
inoltre lo stesso geometra ha riconosciuto analiticamente che 
le tre corde anzidetto passano per un punto, che designeremo 
col nome di centro di Bertini.

Riprendiamo la considerazione del gruppo trirettangolo T4, 
rispetto a cui la, quartina K  ò invariante, per avvertire che esso 
definisce su K  una ogni quaterna della quale è costituita 
dai trasformati di un suo punto; tale g\ è evidentemente quella 
delle quaterne che hanno con ABCD a comune il medesimo 
covariante sestico T  formato dalle tre coppie M{NL, M2N2J 
M3N3 (L. 2°, § 9, vol. I, pag. 2f5). Secondo alcuni autori la 
detta gl prende il nome di involuzione sizigetica.

È chiaro che l’involuzione sizigetica g\ non è tutta segata 
da piani, perchè la quaterna ABCD, associata alla delle se
zioni piane di K, non appartiene a questa gf|, essendo 4 un 
numero pari (cfr. pag. 215); perciò le nominate g\ e g\ (conte
nute nella gj completa) avranno una quaterna a comune. In altre 
parole vi sarà una quaterna dell’ involuzione sizigetica se
gata su K  da un piano, che naturalmente dovrà essere unito 
per le omografie del T4, ed anzi dovrà costituire la
faccia del tetraedro principale opposta al centro di Bertini.
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Infatti gli altri piani uniti per il T4, facce del tetraedro, 
segano K, non già in una quaterna della sizigetica, bensì 
in due coppie M, N  del suo covariante T.

Riassumendo, si vede come il tetraedro principale della 
quartica K  riesca definito a partire dai quattro punti stazio
nari ABCD, per mezzo delle tre corde principali, congiun
genti le coppie del covariante T  e concorrenti nel centro di 
Berlini, e per mezzo della quaterna piana della g1 sizigetica 
che porge la faccia opposta al detto vertice.

Aggiungiamo che il centro Bertini acquista una speciale 
importanza per riguardo alla proiezione piana della quartica 
gobba fatta da esso, giacché si ottiene così una curva piana 
di tipo proiettivamente determinato che impareremo a carat
terizzare nell’analisi delle quartiche piane dotate di trasfor
mazioni proiettive, di cui passiamo ad occuparci. Dopo questa 
analisi ritorneremo, dunque, alla teoria generale delle quar
tiche gobbe di seconda specie per esaminare la prospettiva 
di tali curve in relazione al centro di Bertini e dedurne anche 
alcune proprietà di forma delle curve stesse, considerate dal 
punto di vista della realità.

Frattanto termineremo il discorso sopra la curva gobba K, 
indicando un’altra interpretazione del suo invariante assoluto, 
contenuta in un bel

Teorema di S t u d y  (*). Le tangenti alla quartica. gobba di 
seconda specie tagliano i quattro piami stazionarli in quattro 
punti formanti un birapporto costante, che eguaglia precisa- 
mente quello dei quattro punti stazionarli sopra; la curva.

Per dimostrare il teorema si cerchi anzitutto quante sono 
le tangenti di K  che segano le facce a (3 y 6 d’un tetraedro T 
(prese in un certo ordine) secondo un dato birapporto c, appar
tenendo così al complesso (di secondo grado) detto tetraedrale (2), 
definito da tale condizione. Si trova che il numero delle tan
genti anzi dette è 12, essendovi 6 tangenti di K che si appog
giano ad una retta (nei 6 punti in cui questa sega la super
fìcie sviluppabile circoscritta a E) e quindi 6 • 2 =  12 tangenti 
di K  che si appoggiano a uno spigolo di T  (ap o y5) per cui 
riesce c =  1.

(1) Atti di Lipsia, 1886.
(2) Del complesso tetraedrale (studiato da Rime) avremo occasione 

di discorrere più avanti : § 29.
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Ora si consideri il particolare tetraedro T -o c ^ o ,  for
mato dai quattro piani stazionarii di IC Uno spigolo p di 
questo 1\ intersezione dei due piani a e fi, ha due contatti 
tripunti colla superficie sviluppabile circoscritta a K : infatti 
oc contiene tre tangenti successive di K  che vanno a incon
trare p in tre punti infinitamente vicini, e così similmente (3. 
Si deduce che le sole tangenti di K  per cui il birapporto c =  L 
— cioè incidenti allo spigolo a(3 o yò di T — sono quelle tan
genti nei punti stazionarii di ZT, che giacciono in una faccia di T: 
lier le quali c diventa indeterminato. E queste particolari tan
genti assorbono tutte le 12 soluzioni del problema di trovare le 
tangenti a K  per cui c assume un valore generico assegnato.

Dunque una tangente generica di K  sega i piani del 
nostro tetraedro T  secondo un certo birapporto a cui rispon
dono più che 12 soluzioni del detto problema; e di conse
guenza tutte le tangenti di K  segano le facce di T  secondo 
lo stesso birapporto.

Resta a vedere che questo è eguale al birapporto dei 
quattro punti stazionarii A ,  jB, C ,  I )  in cui la K  è osculata 
da a, (3, y, o (birapporto calcolato sopra K ).

A tal uopo si consideri il birapporto y dei quattro punti 
sezioni dei piani stazionarii colle tangenti a K , come funzione 
del nominato birapporto x =  (ABCD), invariante di K: sarà 
y funzione algebrica e univoca — e però razionale — di 
questo x, che vale a determinare proiettivamente la quan
tica (indicando altresì un certo ordine dei suoi punti stazio
narii). Ma si può aggiungere che resulta y =  0, oo, 1 allora e 
allora soltanto che — coincidendo (due punti stazionarii di K 
e quindi) due facce di T  — si ha rispettivamente x =  0, oo, 1.

Ciò posto, affinchè y si annulli solo per x =  0, e non per 
altri valori — finiti o infiniti — di x, si dovrà avere

y =  a • xll\

e perchè si abbia y =  1 solamente per æ =  l, dovrà pure 
essere

cioè
a =  1, n =  1,

y — x. c. d. d.

Proponiamoci ora di determinare le g* invarianti per un 
gruppo finito T proiettività sulla retta, con lo scopo di otte-
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nere 'le quarticlie piane di genere zero elle ammettono un 
numero finito di trasformazioni proiettive. Dato lo scopo 
nostro, riterremo escluse da questo studio le g* elle sono 
dotate di punti fissi o composte con le coppie di una g\, ed 
anche quelle che ammettono infinite trasformazioni proiettive 
di cui tratteremo in appresso.

Le gl invarianti per T sono associate, secondo la relazione 
di armonia, a g\ parimenti invarianti; sicché converrà appunto 
ricercare queste ultime.

Poiché in ogni gruppo T è sempre contenuto un sotto
gruppo ciclico, prenderemo le mosse dalla determinazione 
delle g\ invarianti per un gruppo ciclico , d’ ordine n, 
generato da una proiettività nn. E faremo l’osservazione fon
damentale che la 7un opera pure ciclicamente sugli elementi 
(quaterne) della g\ e così lascia ferme due (o tutte le) qua
terne di questa (L. 2°, § 8, vol. I, pag. 198), per modo che 
le g\ invarianti per Tn vengono determinate da due quaterne 
parimente invarianti. Ciò posto distingueremo i seguenti casi : 

1) La gl sia invariante per una proiettività involutoria n2 
(Tn ciclico per n =  2).

Allora vi sono due specie di quaterne invarianti che — in
dicando cou M e N  i punti doppi e con A A', BB'r e cc. coppie 
<li punti coniugati — si possono designare con :

AA! BB', MN AA'.

Pertanto avremo tre specie di g\ invarianti, determinate 
<la coppie di quaterne dei tij>i seguenti :

a) A A  BB', CC D B’-,
») A A  BB', MN CC-,
e) MN AA, MN BB'.

Quest’ ultima g\ viene anche determinata dalle quaterne M3N  
e MN3 e perciò ammette le ^o1 trasformazioni proiettive che 
lasciai! fermi M  e N; altrettanto accade per la g\ associata 
(che del resto si potrebbe riconoscere esser composta di tutte 
le coppie dell’ involuzione n2 prese a due a due).

Quanto alla g\ del tipo a), notiamo che essa risulta com
posta con le coppie dell’ involuzione tc2, e perciò può ritenersi 
in generale del tipo :

a') M 2A A ', N 2B&,
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salvochè essa contenga la quaterna M 2N 2, nel qual caso si 
ridurrà al tipo :

a )  ' M2N2, A2A'2.

Ora la g\ del tipo generale a") appare trasformata ili se 
stessa da altre due involuzioni permutabili

(MN)(AB), (MN)(AB')

che insieme alla data costituiscono un gruppo trirettangolo T4. 
Quanto alla g\ del tipo a) si vede che essa è la g\ costituita 
dalle quaterne che hanno un medesimo covariante sestico T 
(L. 2°, § 9, vol. I, pag. 205), questo covariante componendosi 
delle due coppie armoniche MN e AA', e della coppia che le 
separa armonicamente entrambe. Allora la g\ ammette un 
gruppo di trasformazioni proiettive T24 del tipo ottaedrico, 
costituito dalle trasformazioni che lasciano invariante la no
minata sestina di punti: T — 0. (Cfr. L. 2°, § 10, vol. I, 
pag. 211).

2) La gl sia invariante per una proiettività n3 ciclica 
del terz’ ordine (rn ciclico per n =  3).

Indicando con MN  i punti uniti, e con A A'A", BB'B" ecc. 
i cicli di tz3, avremo due tipi di quaterne invarianti desi
gnati da :

MAA'A", M 2N 2,

e quindi tre tipi di gl invarianti definite dalle coppie di 
quaterne :

a) MAA'A", MBB'B" ;
b) .M A A 'A ', M2N 2;
c) MAA'A '', NBBB".

Quest’ ultima gl contiene la quaterna Mi la cui gl associata 
possiede M  come punto fìsso, perciò anche la g\ associata alla 
nostra gl possiede M come punto fisso e però deve essere 
esclusa.

Quanto alla g\ del tipo a) giova avvertire che V involu
zione (MN)(AB) scambia l’uno nell’altro i due cicli AA'A" 
e BB'B" (trasformando la 7t3 nella per conseguenza la
nostra gl è invariante per un gruppo Te generato dalla n3 e 
dalla involuzione predetta, il quale appartiene al tipo della 
doppia piramide triangolare.
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3) La gl sia invariante per una proiettività nn ciclica 
del quart’ordine (P ciclico per n =  4).

Indicando con M e N  i punti uniti, e con A A'A"A'", 
J8B'B"B'", ecc. i cicli di tc4, avremo tre tipi di quaterne 
designati da

AA'A'A'", M*N, M2N 2
/

e quindi si presentano 5 tipi di g\ determinabili come segue

a) A A'A" A'", B B B ”B
1>) A A'A" A"', APN ;
o) A A'A" A'", APN2 ;
tl) APN, N*M-,

«) APN, M*N*.

I casi a), d), e) si scartano perché la g\ ammette
sformazioni proiettive: per il caso a) ciò appare tostochè si 
osservi trattarsi della g\ ciclica determinata dalle quaterne 
i¥4, N 4 (del resto la g\ associata possiede i punti fissi MN).

Per il caso c) è da notare die la g\ ammette, oltre la tra
sformazione ciclica del quart’ ordine tu4 , tutto un gruppo ottae- 
drico r o4 che la contiene. Per dimostrarlo osserviamo anzitutto 
che le tre involuzioni (AA')(A"A"'), (AA")(A'A'"), (AA'")(A'A") 
lasciano invariata la coppia MN (solo per la seconda sono 
anche uniti i due punti); infatti basta osservare che l’ invo
luzione (AA')(A"A'") trasforma il ciclo (AA'A"A"r) nel ciclo 
(A'AA'"A") =  (AA'"A"A'), e però la tu4 nella che possiede 
la medesima coppia di punti uniti. Ciò posto la g\ determi
nata dalle quaterne M2N2 e AA'A"A'" sarà quella costituita 
dalle quaterne invarianti per il gruppo trirettangolo T4 gene
rato dalle involuzioni predette; le quali quaterne posseggono 
lo stesso covariante sestico T , costituito dalle coppie dei punti 
doppi MN, M'N', M"N" delle involuzioni medesime (Cfr. L. 2°, 
§ 9, vol. I, pagg. 205-206). Segue quindi che la g\ è invariante 
per il r24 ottaedrico che trasforma in se stessa la sestina MN, 
M'N', M"N", scambiando fra loro le tre coppie che la com
pongono, separantisi a due a due armonicamente. (Cfr. L. 2% 
Ì  10, vol. I, pag. 211).

4) La g\ sia invariante per una proiettività ciclica izn 
con n >  5. Allora non ci sono altre quaterne invarianti che
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quelle composte coi punti uniti MN, e le g\ definite da qua
terne siffatte ammettono ool trasformazioni proiettive.

Esaurito così 1’ esame dei casi ciclici, passiamo a ricer
care le g\ invarianti per gli altri gruppi di proiettività della 
retta, che ricordiamo essere :

il gruppo trirettangolo T4,
il gruppo della doppia piramide regolare T2n, che — 

per n =  2 — dà il gruppo trirettangolo T4, e i tre gruppi 
dei poliedri regolari, tetraedrico I \2, ottaedrico Tu e ico- 
saedrico T60.

5) La g\ sia invariante per un gruppo trirettangolo T4. 
Allora essa è anche invariante per una involuzione di punti 
doppi MN. Ricordiamo che vi sono rispetto a questa due 
tipi di g* invarianti (che non ammettono infinite trasforma
zioni proiettive); queste vengono determinate dalle seguenti 
quaterne :

a) M2AA', N 2BB';
b) AA'BB ', MNCC' ;

Ora abbiamo già avvertito che nel caso a) la g\ è sempre 
invariante per un Ti trirettangolo.

Quanto alla g\ del tipo b) è chiaro che non vi può essere 
un’ involuzione permutabile con la J =  (MM)(NN), che scambi 
fra loro le due quaterne invarianti di quella. Dunque se la 
nostra g\ possiede un gruppo T4, le due quaterne definitrici 
dovranno essere ambedue invarianti rispetto al T4 medesimo; 
ma in tal caso esisteranno due involuzioni V  e I " , permu
tabili con la I, che lasciali ferma la coppia CC', e — sup
posto p. es. che I"  scambi CO' — sarà

I '  =  (CC)(C'C') :

si deduce che le coppie AA', BB' separano armonicamente 
la CC'. Viceversa se questa condizione è soddisfatta le due 
quaterne definitrici della g\ sono invarianti per le operazioni 
del V4 e così è anche invariante la g\ stessa. Aggiungasi che 
questa g\ risulta composta con le coppie della involuzione I"  
(rispetto a cui si scambiano le coppie AB  e A'B', e i punti 
MN, CC'), sicché — rispetto alla involuzione I " — la nostra g\ 
appare del tipo a).

6) La g\ sia invariante per un gruppo V6, del tipo della
F. ENKIQUES -  III. 15
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doppia piramide regolare. Allora essa è anche invariante per 
una proiettività ciclica del terz’ordine 7t3, con due punti 
uniti MN. Questa g\ — escludendo il caso 2) c) per il mo
tivo sopra esposto — sarà definita da due quaterne trasfor
mate in se stesse dalla tt3

a) MA A'A", NBB'B" 
ovvero

b) ' M 2N% NAA'A

Ora se la g\ deve essere trasformata in se stessa da una 
involuzione come quella che insieme a 7t3 genera il T6, scam
iciante fra loro i punti uniti M e N, bisogna che questi ap
paiano simmetricamente nelle quaterne definitrici sopra indi
cate; per questo motivo resta escluso il caso 6). L’ ipotesi a) 
conduce effettivamente ad una g\ invariante rispetto al T6? 
come si è già veduto [cfr. caso 4) a)].

7) La g\ sia invariante per un gruppo T8 del tipo della 
doppia piramide quadrata; e quindi anche per una trasfor
mazione ciclica tc4. Richiamando l’analisi del caso 3) e osser
vando che il tipo b) è definito da due quaterne iniziali AA'A!'A!" 
e MZN , la seconda delle quali contiene i punti MN non simme
tricamente, si conclude — come al caso 6) — che un’ involuzione 
trasformante né in n —1, non lascia ferma la data g ,̂ che perciò 
non può ammettere un gruppo Ts.

Rimane la g\ del tipo 3) c) che già si è vista possedere 
un gruppo ottaedrico T24 (contenente il T8 della doppia pira
mide quadrata).

8) Non esistono g\ invarianti per un gruppo T2n appar
tenente al tipo della doppia piramide regolare per n >  4, 
giacché in T2n vi è una nn ciclica d’ ordine n [cfr. caso 4)].

9) La g\ sia invariante per un gruppo tetraedrico T12. 
Allora essa è anche invariante per un gruppo ciclico T3. Ma 
abbiamo trovato due g\ siffatte : quella del tipo 2) a) e quella 
del tipo 2) &); quest’ ultima possiede un punto fisso M e perciò 
non può essere trasformata in se stessa dalle tre involuzioni 
permutabili che entrano in nn T12, le quali dovrebbero avere M 
come punto doppio.

Quanto alla g\ del tipo 2) a) abbiamo visto che essa am
mette un gruppo di trasformazioni T6 del tipo della doppia 
piramide triangolare; se il gruppo che lascia invariata la g\ 
deve contenere il I\ 2 esso dovrà diventare un gruppo più
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ampio del ri2, poiché il T12 non contiene il T6 (risulta dal 
seguito che esso diventa un T24 ottaedrico).

10) La g\ sia invariante per un gruppo T24 ottaedrico. 
Allora essa è anche invariante per un gruppo T8 del tipo 
della doppia piramide quadrata, e perciò si riduce al 3) c), 
che già vedemmo Contenere sempre un T24.

11) Una g\ (che non ammetta oc1 trasformazioni pro
iettive) non può essere invariante per un gruppo icosae- 
drico rG0, giacché questo contiene trasformazioni cicliche del 
quint’ ordine.

Riassumiamo i risultati ottenuti enumerando i sei tipi 
di g\ invarianti per un gruppo di trasformazioni proiettive, 
a cui rispondono — come immagini delle gr| associate :— quar- 
tiche piane con ìin numero finito di irasformazioni proiettive :

oc) 0* invariante per una (e in generale per una sola) 
involuzione; si ottiene combinando linearmente una quaterna 
costituita da due coppie di punti coniugati e una quaterna 
costituita da altri due punti coniugati e dai punti doppi:

AA'BB', MNGC

Risulta da questa definizione che la g\ (e quindi la quar- 
tica corrispondente) possiede due invarianti assoluti.

P) g\ invariante per una proiettività ciclica del terz9 or
dine (e non per un gruppo più ampio del V3 da essa generato). 
Designando con M e N  i punti uniti di questa e con A A'A".un 
ciclo, si può definire mediante le quaterne

MAA'A", M*N*.

Non vi sono invarianti assoluti.
ï) 9\ invariante per una proiettività ciclica del quart9or

dine (e non per un gruppo più ampio del relativo T4); si defi
nisce analogamente mediante le quaterne

M3N, AA'A"A"'.

Non vi sono invarianti assoluti. - .
È ovvio che questo caso si presenta come caso particolare 

del tipo oc),

o) g\ invariante per un gruppo trirettangolo (e non per 
" un gruppo più ampio). Si può definire prendendo ad arbitrio
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una quaterna ed unendo un’altra quaterna formata da due 
c&ppie del covariante T  della prima.

Esiste un invariante assoluto, che è dato, per es., dal- 
V invariante della quaterna da cui siamo partiti per la sua 
costruzione.

e) g\ invariante per un gruppo T6 deì tipo della doppia 
piramide triangolare (e non, in generale, per un gruppo più 
ampio). Si ottiene partendo da un’ involuzione ciclica del 
terz’ordine, mediante due quaterne formate dai punti uniti 
presi insieme a due cicli :

MA A'A", NBB'B".

Possiede un invariante assoluto.
Ç) g\ invariante per un gruppo ottaedrico Tu . È la g\, che 

alcuni autori chiamano sizigetica, costituita dalle quaterne che 
posseggono lo stesso covariante sestico T .

Non possiede invarianti assoluti.
Conviene aggiungere che il tipo Ç) si presenta come casa 

particolare di y) e di £)> hi corrispondenza ai sottogruppi 
ciclico e T6 contenuti nel T24, ed anche del tipo S), sebbene 
a prima vista parrebbe che i due casi incontrati nella discus
sione delle g\ invarianti per un T4 trirettangolo (una delle 
quali riesce sempre invariante per un T24) si escludano 1’ un 
l’altro. In realtà come è possibile che la g\ definita da una 
quaterna di punti QA e da due coppie di punti MN, M'N' del 
suo covariante T, separanti armonicamente due coppie di 
si riduca ad una g\ (sizigetica) definita da una quaterna e da 
ima coppia di punti del covariante T  contata due volte? Si 
riconosce che ciò può accadere, quando la QÀ si riduca ad una 
coppia di limiti doppi (Ç|) passando al limite in un modo 
determinato, diguisachè le due coppie MN e M'N’ vengano 
a coincidere; allora la g\ limite riesce determinata da Qj e 
da '(M2N2), e perciò appare come la gl sizigetica delle qua
terne il cui covariante T  è costituito da Q2, (MN), e dalla 
coppia che separa armonicamente queste due.

Ora la definizione data delle gl invarianti per un gruppo 
finito di proiettività, permette di scriverne le equazioni e 
quindi anche di ottenere le quartiche corrispondenti. Ma ci 
dispenseremo da questi sviluppi, che non offrono alcuna dif-
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ficoltà tecnica, e che possono dare motivo di esercitazione 
allo studioso. Preferiamo mettere in luce il carattere geome
trico delle quartiche dotate di tre punti doppi, con trasfor
mazioni proiettive in se stesse, in rapporto alla figura ele
mentare costituita da una conica e da tre punti del piano 
fuori di essa; in tal guisa si otterranno tutti i tipi prece
denti salvo i tipi p) e y) che corrispondono a quartiche dotate 
di un punto triplo, di cui scriveremo direttamente le equa
zioni. Ordunque si consideri una quartica dotata di tre punti 
doppi P, Q, jB, con un gruppo T di trasformazioni proiettive. 
Il T lascia invariato il triangolo PQR, e quindi la rete delle 
«coniche passanti per i suoi vertici. Perciò, con una trasfor
mazione quadratica <o che muti P, Q, R nei lati opposti QR, 
RP 1 PQ, la quartica verrà mutata in una conica; e siccome 
una proiettività 7r di T lascia invariata la rete di coniche per 
P, Q, R, la sua trasformata cottco- 1 lascia invariata la rete 
delle rette e quindi è un7 omografia. Così dunque avremo una 
eonica invariante per un gruppo di omografie, trasformato 
di T, che ammette pure il triangolo invariante PQ R : per 
semplicità torneremo a designare con T P anzidetto gruppo 
trasformato.

Da quanto precede appare che le quartiche con tre punti 
doppi, dotate di trasformazioni proiettive, corrisponderanno 
alle coniche K  invarianti per un gruppo di trasformazioni 
proiettive che lasciano fermo un triangolo PQR, i cui ver
tici non appartengono alla conica.
E, 1’ analisi dei casi possibili, con
duce subito ai seguenti tipi :

oc) Triangolo PQR trasfor
mato in sè da un’ omologia armo
nica che lascia invariante IL Si 
costruisce prendendo in modo ge
nerico due punti Q e R coniugati 
rispetto a K, e ponendo P  sul- 
V asse di una delle due omologie 
armoniche che trasformano in se 
stessa la K, scambiando i punti Q e R. Appaiono di qui i 
due invarianti assoluti del tipo oc) che si possono esprimere 
come i birapporti (M'JS'QR), (MNPO').

8) Triangolo PQR, trasformato in sè da un gruppo 
trirettangolo T4. Si ottiene come caso particolare del prece-
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dente ponendo P  nel polo della retta QR. Così appaiono le 
tre trasformazioni involutorie del T4, una delle quali ha per

centro P  e per asse QR, mentre 
le altre due hanno per centri 
0, 0' e lier assi rispettivamente 
O'P, OP, scambiando fra loro 
i punti QR. ^Naturalmente si ha 
qui un solo invariante assoluto^ 
cioè il birapporto (M'N'QR).

e) Triangolo PQR tra
sformato in sè da un gruppo 
del tipo della doppia piramide 

triangolare. Per costruire questo tipo conviene riferirsi al 
caso metrico di un cerchio K  di cui si considerino le rota- 

2tczioni di ampiezza — intorno al centro 0. Allora dovremoó
prendere come triangolo PQR un triangolo equilatero di 
centro 0. Appaiono qui le opera
zioni del T6? che sono: le rota- 

2tc 4tczioni di — e y  intorno ad 0, eO ó
le simmetrie intorno agii assi OP,
OQ, OR. 0? è un invariante asso
luto corrispondente al birapporto 
{DE PS).

Ç) Triangolo PQR invariante 
per un gruppo T24 che trasforma 
in sè la conica K. Ciò porta che 
PQR sia un triangolo coniugato rispetto a K. Si vede tosto 
come questo tipo risulti caso particolare di 8), diguisachè non 
restano più invarianti assoluti. B meno chiaro come lo stesso- 
tipo nasca particolarizzando il caso e), ma ciò dipende dalla 
circostanza che si ottiene qui un triangolo immaginario: effetti
vamente si consideri (sulla retta PO) il polo P f della retta QR-r 
al variare di P s i ha fra PP' una proiettività i cui punti uniti 
corrispondono alla particolarizzazione richiesta.

Ora la costruzione delle quarti che con trasformazioni 
proiettive, a partire da una conica in relazione a un trian
golo PQR, conduce tosto alle equazioni delle quartiche con 
tre quinti doppi che ammettono un numero finito di trasfor
mazioni proiettive.
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Così, ponendo P  Dell’origine delle coordinate, Qe B nei 
punti all’ infinito degli assi coordinati, la conica

x2 4- y2 4- axy +  l)(x +  y) 1 =  0 , 

che ha come asse la retta ìj =  x — ove si muti x e y in - e - —9 x y
fornisce il tipo generale della quartica

a) x2 -h y2 -h axy 4- i(x2y -f- xy2) — x2y2 — 0.

Se poi P  diventa il centro della conica anzidetta, si 
ha 6 =  0 , e si ottiene il tipo generale della quartica tri- 
rettangola
8) x2 4- y2 4- axy — x2y2 =  0.

E se ulteriórmente si impone alla conica di possedere PQB 
come triangolo coniugato, laconica si riduce a un cerchio (a =  0), 
e si ottiene la quartica ottaedrica :

Ç) x2 4- y2 — x2y2 =  0.

La quartica generale relativa al gruppo I'6 del tipo della 
doppia piramide triangolare, si ottiene pure facilmente pren
dendo come triangolo fondamentale delle coordinate il trian
golo PQB dei punti doppi : basta scrivere che (per la conica 
trasformata o addirittura) per la quartica l’equazione con
tiene simmetricamente le coordinate x, y, s. Così — ripas
sando alle coordinate cartesiane (s =  l) — si trova:

e) x2 4- y2 4- 2a(xy 4- x2y 4- xy2) 4- x2y2 =  0,

che, per a =  0, si riduce al tipo ottaedrico, e si riduce pre
cisamente alla forma Ç) mediante la proiettività immaginaria

x =  ix , y — iy.

Notevole che questa quartica e), per a =  ì, diventa la 
quartica tricuspidale, duale della cubica con nodo.

Le equazioni canoniche precedenti escludono i casi par
ticolari in cui due punti doppi della quartica diventino infi
nitamente vicini, ovvero tutti e tre i punti doppi si fondano 
in un punto triplo. (T/esame geometrico mostra che nei 
casi a) e 8) possono Q e R diventare infinitamente vicini, e
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che nel caso a è anche possibile la particolarizzazione ulte
riore in cui P  si avvicini a QB in una direzione diversa 
da QB dando luogo così a un punto triplo. Si vede pari
mente che nel caso e) i tre punti PQB possono venire a 
coincidere in un punto triplo).

Ora le quartiche con punto triplo dotate di un numero 
finito di trasformazioni proiettive non si presentano soltanto 
come particolarizzazioni dei tipi a) e e), ma anche come tipi 
generali in rapporto ai casi [3) e 7), che non si sono presentati 
nella costruzione delle nostre quartiche come trasformate delle 
coniche in relazione a un triangolo PQB. Basterà indicare qui 
le equazioni di queste nuove quartiche, dotate rispettivamente 
di una trasformazione ciclica del terzo ordine o del quart’ordine, 
e non possedenti alcun invariante assoluto:

2k ì

P) ?/3 — 4- y4 — 0 (x =  e 3 x, y =  ?/),

y) x*y — x4 — y4 =  0 (x =  ix , y' =  — y).

La quartica del tipo (3) è caratterizzata come invariante 
rispetto ad un’omologia ciclica del terz’ordine, sicché appare 
chiaro che l’equazione precedente, risponde proprio al tipo [3) 
anziché all’ e) (esistenza di un TG) non potendo esservi una 
trasformazione involutoria della curva che trasformi l’omo
logia predetta nella sua inversa. Si noti anche che il centro 
dell’ anzidetta omologia, punto all’ infinito dell’asse x, è un 
punto di ondulazione per la quartica, in cui essa ha un con
tatto quadripunto con la tangente; ciò è d’accordo con la 
circostanza che la g\ invariante per un T3 del tipo (3) — deter
minato da due quaterne MA A'A", M*N2 — possiede il punto M  
come fisso, ciò che porta un gruppo MA nella g\ associata.

Quanto alla quartica 7), la sua effettiva appartenenza al 
tipo del r4 ciclico ■— cioè l’ impossibilità che essa ammetta un 
gruppo più ampio non ciclico di trasformazioni, ricadendo 
nel tipo Ç) — appare tosto dall’osservazione che sulla quartica 
vi sono i punti uniti M  e N, infinitamente vicini all’origine 
secondo gli assi coordinati, i quali non possono essere scam
biati fra loro, appartenendo l’uno a un ramo lineare e l’altro 
a un ramo cuspidale.

Fra le quartiche {>iane di genere zero con un numero 
finito di trasformazioni proiettive, merita speciale attenzione
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la quartica ettaedrica (tipo Q, che apparirà più avanti come 
lemniscata proiettiva, e ciò non solo per 1’ eleganza delle 
sue proprietà, dovuta all’ ampiezza del gruppo trasformante, 
ma anche per il legame che essa presenta con la generale 
quartina gobba di seconda specie. Per scoprire questo legame 
giova osservare che : la quartica ottaedrica è caratterizzata 
dalla proprietà che le sue 6 tangenti stazionarie sono le 6 tan
genti principali nei tre nodi, ogni ramo presentando qui 
un flesso.

La proprietà si può verificare analiticamente in rapporto 
all’equazione Ç); ma la sua dimostrazione geometrica è imme
diata, quando si ricordi la costruzione della quartica come 
trasformata quadratica di una conica relativa a un triangolo 
PQR : infatti la condizione perchè PQR sia, per la conica, 
un triangolo coniugato, è che le tangenti condotte da ciascun 
vertice abbiano il loro punto di contatto sul lato opposto.

Similmente si riconosce che :
La quartica ottaedrica è caratterizzata dalla proprietà di 

possedere tre punti doppi e di avere in ciascuno di questi due tan
genti principali d’ inflessione pei rispettivi rami, che separano 
armonicamente le rette proiettanti gli altri due punti doppi.

Ora quando si proietta una quartica gobba di seconda 
specie, dal relativo centro di Ber tini, si ottiene una curva 
piana del quart’ordine dotata di tre punti doppi in ciascuno 
dei quali le tangenti principali sono tangenti di flesso dei 
rispettivi rami; questa proiezione è dunque una quartica 
ottaedrica, e così otteniamo il resultato che: ogni quartica 
gobba di seconda specie, qualunque sia il suo invariante asso
luto, dà per proiezione dal centro di Berlini la quartica 
ottaedrica.

Non deve sorprendere il fatto che per un valore arbi
trario del nominato invariante, la proiezione an zi detta con
duca sempre ad uno stesso tipo di curva piana K' proietti
vamente determinato, giacche questa curva K ' appare come 
proiezione di oo3 quartiche gobbe, K, appartenenti a un mede
simo cono 0(Kf) che si distribuiscono in oc1 sistemi di oo2 curve 
col medesimo invariante assoluto.

Osservazione. Dal punto di vista della realità, la prospet
tiva di una quartica gobba di seconda specie veduta dal 
centro di Bertini dà origine a due tipi che si riducono uno
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all5 altro soltanto con una proiettività immaginaria. Infatti 
può accadere che :

1) I punti stazionari A, B, C, D della K siano tutti e 
quattro reali; allora sono reali anche le tre corde principali, 
due di esse essendo corde proprie ed una ideale (con i punti 
di appoggio immaginari). La prospettiva di K  dal centro di 
Bertini viene in questo caso una quartica piana con due nodi 
reali ed un punto isolato. Per averne il tipo possiamo riferirci al 
caso particolare metrico in cui la curva K' nasca con la trasfor
mazione quadratica x =  -, y ' =  ̂  dal cerchio x2 -f y2 —1 =  0 : 
allora l5 equazione di K' viene

x2 - f  y2 — x2y2 =■ 0 ,

i nodi di essa cadendo nei punti 
all5 infinito degli assi e il punto iso
lato nell5 origine. La forma di K' è 
rappresentata dall’annessa figura.

Similmente se i quattro punti 
ABGD sono immaginari, ed A co
niugato di B , C coniugato di D, le 
corde principali risultano tutte e tre 
reali, essendo reali le tre involuzioni 
(AB)(GD), . (AC)(BD), (AD)(BC); e 

precisamente due di queste corde riescono corde proprie e 
l’altra ideale. Per dimostrare la cosa si consideri nel piano 
della variabile complessa i quattro punti a -hib, a — ib, c -f- idy 
c — idy (b >  0, tl >  0), rappresentativi dei quattro punti ABCD> 
e che chiameremo ancora con ABCD. Questi appartengono ad 
un cerchio che festa invariato per le tre involuzioni suddette, 
le quali, lasciando fermo anche l5 asse reale, mutano in sè la 
coppia di punti Niy intersezioni del cerchio col detto 
asse reale. La prima delle tre involuzioni, cioè la (AB){CD, 
è discorde sul cerchio lasciando fermi i due archi AB  e CD 
su cui giacciono i punti Mi e N { che riescono così punti 
uniti; I5 involuzione (AC)(BD) è ugualmente discorde, la
sciando fermi i due archi AC, BD , su cui dunque si tro
vano due punti uniti che riescono immaginari; la terza 
involuzione (AD)(BC) è concorde, e poiché — come ogni 
proiettività — conserva il senso di rotazione intorno a un
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punto, lascierà fermo l’ interno del cerchio, portando un 
punto reale E  ad esso interno in un altro E' pure interno: 
allora sull’asse reale si ha un’ involuzione in cui due coppie 
HH f e MlNl non si separano, quindi iperbolica.

Si può anche sostituire al tipo 
sopra considerato una trasformata 
proiettiva dotata parimenti di par
ticolarità metriche, in cui i due nodi 
appaiano a distanza finita per es. nei 
punti +  1 e — 1 dell’ asse x, e il 
punto isolato sia all’ infinito nella 
direzione dell’asse y, e dove inoltre 
gii assi coordinati siano assi di sim
metria. A tal uopo (passando alle 
coordinate omogenee x, y , z) basta 
effettuare la trasformazione che consiste nel cambiare x, y , z in

x — z , x +  z , y 5 .

in tal guisa, tornando a far z = l , si troverà l’equazione 
cartesiana

2 y * ( x 2 - h l )  =  (x* —  l ) 9,

che rappresenta la curva della figura.
È anche interessante un altro caso metrico in cui si ha 

un nodo nell’origine e un nodo nel punto all’ infinito del
l’ asse æ, mentre il punto isolato si trova nel punto all’ infi
nito dell’asse^/. Questo tipo si deduce dal primo scambiando 
le coordinate omogenee y e z, dimodoché — tornando alle 
coordinate cartesiane — si trova 1’ equazione

u* — y2 — =  Ò>

la quale si deduce anche dalla x2 +  y2— x2y2 =  0 , cambiando 
x2 in —x2, cioè x in ix.

Aggiungiamo che 1’ equazione

x2 y2 4- x2y2 — 0 ,

ottenuta cambiando in x2 -t- y 2 — x2y2 =  0 , contemporanea
mente x e y in ix e iy, rappresenta una curva che non ha 
punti reali fuori del punto isolato x — y =  0 , la quale non
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può presentarsi come proiezione di una qnartiea gobba di 
seconda specie K, rappresentata mediante equazioni reali. 
Infatti la K  appartiene ad una quadrica Q, rappresentata 
da un’equazione reale: e reali debbono essere pure le gene
ratrici di Q trisecanti la K , che altrimenti sarebbero coniu
gate a generatrici — dell’ altro sistema — unisecanti. Si 
deduce che la K  sega le generatrici di ciascun, sistema 
almeno in un punto reale.

2) Fra i punti stazionari-il, B , (7, D della K  ve né 
siano due immaginari coniugati. Allora una delle coppie di 
punti che separano armonicamente due coppie della quaterna 
di quelli, p. es. sarà costituita di punti reali, e le altre
due, M2N2 e M3N3, di punti immaginari non coniugati (il 
coniugato di M2 sarà p. es. M3) in altre parole avremo per 
il centro di Bertini, 0, una corda reale propria, e due corde 
immaginarie della quartica K. Allora la proiezione di K  da 0 
darà una curva -piana del 4° ordine, K \ dotata di un nodo e 
di due punti doppi immaginari. Collocando questi nei punti 
ciclici, e il nodo nell’origine delle coordinate, ridurremo K f 
ad un tipo metrico che si ottiene dall’ iperbole equilatera 
(x -h y)(x — y) — 1 mediante inversione rispetto ad un cerchio 
concentrico all’ iperbole stessa.

C o s ì  d u n q u e  ( c a m b i a n d o  x .  y  r i s p e t t i v a m e n t e  in - ó- X , 
\ ’ ar -+- y 2

c h e  è  l ’ e q u a z i o n e  di u n a  l e m n i s c a t a  d i  B e r n o u i l l i .
La classificazione delle quartiche reali può anche esser 

fatta con riferimento alla quadrica delle rette trisecanti. Si 
trovano da questo punto di vista i seguenti quattro tipi :

1) i quattro punti stazionari siano reali: allora vi sono 
quattro trisecanti tangenti;

2) i quattro punti siano due reali e due immaginari: 
allora si trovano due trisecanti tangenti;

3) i quattro punti siano immaginari : non vi sono trise
canti tangenti, e allora le trisecanti tagliano tutte in tre punti 
reali; oppure

4) le trisecanti tagliano tutte in un sol punto reale.
Per maggiori particolari intorno ad una tale classifica-

si trova la curva K' rappresentata da

( v 2  - f  y 2 ) 2  =  x 2  —  y \
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zione il lettore p u ò  vedere il lavoro di .A d le r  n e i Sitzungsr 
berickte dell’Accademia di Vienna (2 nov. e 14 die. 1882).

Notizia storica. Aggiungeremo brevi cenni sullo sviluppo 
dei lavori che hanno condotto a costituire la teoria generale 
delle quarticke gobbe di seconda specie (*), e qualche indica
zione sulle curve dotate di trasformazioni proiettive, per chi 
ami proseguire in quest’ordine di idee.

Dicemmo già (vol. II, pag. 144) che resistenza di una 
seconda specie di quartiche gobbe, oltre l’ intersezione com
pleta di due quadriche, fu scoperta da S a lm o n  nel 1849 
I primi studi su questa curva (intersezione parziale di una 
quadrica e di una superficie cubica passante per due gene
ratrici di quella) s’ incontrano poi in S t e i n e r  (1857) e in 
C r e m o n a  (1860), il quale, fra l’altro, mise in luce l’esistenza 
dei quattro piani stazionari. Ma una conoscenza approfondita 
della quartiea gobba di seconda specie viene porta soltanto 
dal lavoro di E. B e r t j n j ,  pubblicato nelle memorie dell’ Isti
tuto Lombardo nel 1872. Questi ha costruito la teoria delle 
dette curve partendo dalle corde principali, di cui ha messo 
in luce 1’ esistenza (riconosciuta in pari tempo — sotto forma 
duale — dal L a g u e r r e ) ,  e giovandosi di una rappresenta
zione parametrica stabilita l’anno innanzi dal W e y r .  Nella 
memoria del Bertini si trova considerata l’ involuzione sizi- 
getica g\, indipendentemente dalla considerazione del gruppo 
trirettangolo che ce ne ha porto la definizione, ed è fatta men
zione dei due casi armonico ed equianarmonico della quartiea, 
determinando in ispecie la quartiea equianarmonica come in
tersezione di una rigata cubica con una sua quadrica polare, 
fuori della retta doppia (2). Ma soltanto I’A r m e n a n t e  (1873-74) 
ha riconosciuto la proprietà della quartiea armonica di posse
dere un nodo.

Lo studio dell’Armenante segna il principio di uno svi
luppo analitico della dottrina delle quartiche gobbe di seconda

(4) Vedasi per più ampie e precise informazioni bibliografiche P articolo 
di L. B e r z o l a r i  nel « Pascal *s Repertorium », cap. XXXVII.

(2) Molte eleganti proprietà spettano a questa curva, che qui non sta
remo a ricordare. Accenneremo soltanto che ad una quartiea equianarmo
nica è pervenuto S. L i e  (Math. Annalen, 1879) come spigolo di regresso 
di una superfìcie sviluppabile ad area minima, caratterizzata dalla pro
prietà di passare tre volte per il cerchio immaginario all’infinito delle sfere.
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specie, mediante la teoria delle forme; sviluppo proseguito dal 
M e y e r  (1883) e dal B e r z o l a r i  nella sua memoria degli 
« Annali di Matematica » del 3892, che riassume anche 
quanto è stato fatto sull’argomento in tale indirizzo (*).

Delle omografìe che trasformano in sè una quartica gobba 
di seconda specie si sono occupati diversi autori : S e g r e ,  poi 
D e l  S e ,  B r a m b i l l a  e C ia n i  J 2). A noi è sembrato che da 
questo jiunto di vista la teoria generale si possa ricostruire 
sistematicamente — come qui è indicato — nel modo più 
semplice è luminoso, giacché le tante proprietà di confi
gurazione scoperte da vari autori, appaiono evidenti in or
dine al gruppo delle trasformazioni omografiche della nostra 
curva.

Quanto alle quartiche piane con trasformazioni proiettive, 
le più importanti ricerche che vi si riferiscono sono general
mente concepite, non tanto dal punto di vista della geometria 
sopra le curve, distinguendo le quartiche secondo il genere 

1, 2, 3), come faremo noi nel nostro  ̂ 31, quanto dal 
punto di vista dei gruppi finiti di omografie piane, la cui 
determinazione appartiene a J o r d a n  e V a l e n t j n e r  (3).

( 1 ) Posteriore è lo « Studio geometrico... » del Marletta (ibidem 1903).
(2) Le memorie precedenti sono citate nella Nota di questi: Rendic. 

Istituto Lombardo, 1904.
(3) Il risultato di questa determinazione è che a prescindere da gruppi 

triviali che lascian ferma una retta o permutano fra loro una terna di 
punti, esistono tre .tipi di gruppi proiettivi distinti, che coi loro sotto
gruppi esauriscono tutti i gruppi finiti (Tomografie piane. I  tre gruppi 
tipici sono :

1) il gruppo di Hesse di 216 omografie, che ha come invariante 
un fascio sizigetico di cubiche (cfr. L. 3°, § 31, vol. II, pag. 236) ;

2) il gruppo di Klein di 168 omografie, che lascia invariata la 
quartica

x 3 y  -+- y 3 z  -f- z 3 x  =  0;

3) il gruppo di Valentiner di 360 omografie, che lascia iavariata la 
sestica

10x * y z  -f- 9 z ( x 5  - h  y h )  — 45 x 2 y 2 z 2 — l 3 5 x y z K - + ~  27zç> =  0.

Il primo tipo contiene sottogruppi non triviali di 36 e 72 omografìe 
(che lasciano invariata una cubica armonica ovvero la permutano «anche 
colla sua hessiana). Il terzo tipo contiene pure sottogruppi non triviali 
icosaedri™, che lasciano invariata una conica. Cfr. A. Wiman: Matli. 
Annalen, Bd. 47, 48.
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26. Curve con infinite trasformazioni proiettive. — La 
determinazione delle curve di genere zero con infinite trasfor
mazioni proiettive, che abbiamo istituito nel § 24, acquista un 
valore generale nella teoria delle curve algebriche, grazie al 
seguente

Teorema: Le curve algebriche dotate di infinite trasfor
mazioni proiettive sono di genere zero.

Infatti si dimostra che una curva Cnr (d’ordine n in uno 
spazio ad r <  n dimensioni) di genere p >  0, non può ammet
tere che un numero finito di trasformazioni proiettive. (S’ in
tende che parliamo sempre di trasformazioni proiettive dello 
spazio minimo a.cui la curva appartiene, cioè agenti in modo 
effettivo sui punti di essa). L’ asserto risulta dalla condizione, 

„ a cui le dette trasformazioni soddisfano, di lasciare invariato 
V insieme I  dei punti di contatto della curva qon gli iper- 
piani iperosculatori.

Per dar forma precisa al ragionamento sopra accennato, 
pongasi dapprima — per semplicità di discorso — che la Cnr sia 
priva di punti multipli. Sappiamo (§ 9) che i punti di contatto 

•degli iperpiani iperosculatori, cioè i punti (r'-\-l)-pli della grn 
segata sulla curva dagli iperpiani, sono in numero di

N  =  n(r -b 1) \- Ü (2p — 2) >  n(r + 1 )  ;

questo numero non può diventare infinito: infatti, ove in 
ogni punto della Cnr 1’ Sr_ i osculatore avesse un contatto 
r-punto riuscendo stazionario, cioè osculatore anche nel punto 
infinitamente vicino, al variare di P  non varierebbe P iper- 
piano osculatore, onde la Cnr verrebbe a giacere tutta in 
questo, e non in un Sr come si suppone. Ora se questi 
punti sono distinti, o almeno si riducono a un certo numero 
M  >  r  + 1  di punti indipendenti, non vi è alcuna omo
grafia non identica per cui essi siano uniti: segue da ciò 
che il numero delle omografie che lasciano invariata la 
curva Cnr e quindi il detto insieme I , non può certo supe
rare M\ (limite che non importa qui abbassare!), essendovi 
isomorfismo oloedrico fra il gruppo G di quelle omografie ed 
il gruppo delle sostituzioni subordinato entro I . Ma quando 
il numero M  dei punti distinti di I  diventi abbastanza pic
colo, P isomorfismo fra il G e il gruppo delle sostituzioni
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subordinate sopra J, potrà diventare meriedrico. A noi non 
giova qui analizzare più profondamente codesta riduzione (*), 
giacché è facile provare che — iu ogni caso — le omografie 
dello Sr che lascian fermi i punti di I  sono in numero finito: 
anzi appaiono già in numero finito le omografie dello Sr che 
lascian ferma la curva Gnr ed un suo punto P.

Infatti si consideri il fascio F  degli iperpiani passanti 
per lo Sr_ 2 osculatore alla curva in P : questo fascio segherà 
sulla curva (di genere p) una ĝn con m > i ,  e però si avranno 
in esso 2m ~\~2p — 2 iperpiani tangenti. Ora, comunque i punti 
doppi della ĝ  ed i relativi iperpiani tangenti di T, possano 
in parte coincidere fra loro, si avranno almeno 3 iperpiani 
distinti, poiché un punto i-plo della glm (i<wi) conta preci
samente per i — 1 punti doppi. Se dunque si avessero infi
nite trasformazioni proiettive della Cnr lasciatiti fermo P  (in 
conseguenza dell’ isomorfismo fra il gruppo delle anzidetto 
omografie e quello delle sostituzioni subordinate sull’ insieme 
degli iperpiani tangenti considerato) si troverebbero anche 
infinite omografie che — possedendo almeno tre iperpiani 
uniti entro il fascio F  — lascierebbero fermi tutti gli iper
piani di questo.

Per provare infine che questa conclusione è assurda, con
sidereremo V isomorfismo fra il gruppo delle omografie che 
lasciano invariata la Gnr e gii iperpiani di P, e il gruppo 
delle sostituzioni che esse producono sul sistema degli m 
punti A l A2...Am, sezioni della curva con un iperpiano gene
rico di F: vedremo così che, se le dette omografie sono in 
numero infinito, debbono essere anche infinite quelle che 
lasciano fermi A t A2... Am. Ma un’ omografia che soddisfi a 
queste condizioni non può essere che identica, giacché essa 
deve lasciar fermi i rami della Cnr passanti per ALA2 ... Am, e 
quindi i singoli punti di essi, staccati dagli iperpiani di F.

Abbiamo dimostrato che le omografie trasformanti in sé 
una Cnr di genere p >  0, sono in numero finito; tuttavia la 
dimostrazione precedente è subordinata all’ ipotesi che la Cnr 
non possegga punti singolari. Possiamo dispensarci dall’ esa-

(A) La coincidenza di due (o più) punti di I  può essere portata o dal 
fatto che si ha un punto (r 2)-plo della grn, ovvero dalla circostanza che 
lo Sr- 2  osculatore nel punto sia già iperosculatore avendo con la curva 
un contatto r-punto; ecc.
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minare jKirticolarmente il caso escluso, operando — ove esso 
si avveri — sulla curva una conveniente trasformazione. 
Infatti si considerino nello Sr le varietà ad r — 1 dimen
sioni di un ordine abbastanza elevato, soggette a passare 
per i punti multipli (distinti o infinitamente vicini) della (7nr, 
comportandosi ugualmente rispetto alle singolarità della curva 
che sono trasformate Y una nell’ altra dalle omografie del G: 
mediante questo sistema di varietà la Gnr si lascia trasfor
mare in una curva K, di un certo iperspazio, priva di punti 
multipli, la quale riuscirà invariante per un gruppo di trasfor
mazioni proiettive, che il G induce in cotesto iperspazio.

Curve di K l e i n - L i e . Il teorema che « una curva alge
brica con infinite trasformazioni proiettive è razionale » ri
sulta anche — in una nuova luce — in rapporto alla teoria 
generale dei gruppi continui di omografie, e in particolare 
delle curve — algebriche o trascendenti — che vengono defi
nite come traiettorie dei gruppi semplicemente infiniti.

E noi cogliamo volentieri Y occasione di accennare così 
a codeste curve che portano il nome di Klein-Lie.

Proponiamoci di determinare in generale le curve di uno 
spazio Sr , a quante si vogliano dimensioni, che sono definite 
come luogo dei trasformati di un punto P  mediante le omo
grafie di un gruppo continuo c o 1 : la loro classificazione coin
cide con quella di codesti gruppi.

Abbiamo già detto per il caso r =  l, e ripetiamo qui in 
generale, che un gruppo (analitico) c o 1 di omografie dello Sr 
si può ritenere generato dalla ripetizione (integrazione) di una 
omografia infinitesima, ovvero dalle potenze di una sua omo
grafia generica: nel campo reale si hanno a considerare, oltre 
alle potenze ad esponente intero, anche quelle ad esponente 
fratto ed irrazionale; passando poi al campo complesso, le 
potenze immaginarie delle omografie si introducono per la 
naturale estensione a questo campo delle funzioni analitiche, 
già definite per valori reali dell’esponente. Aggiungeremo 
che: ogni gruppo oc1 di omografie dello Sr , ammette pre
cisamente oor—1 curve invarianti, proiettivamente identiche, 
che sono le curve W  di K l e i n - L i e ,  traiettorie dei punti dello 
spazio: per un punto generico ne passa una. Vi è in gene
rale una omografia determinata che trasforma in sè stessa 
una W  portandone un punto A in un punto A!.

F .  EN RIQU ES -  I I I . 16
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Osserveremo in fine che un gruppo oo1 è costituito di 
omografie permutabili, ed è contenuto in un gruppo più 
ampio (che nel caso più semplice è definito dal possesso dei 
medesimi r -t- 1 punti uniti) le cui omografie, anziché lasciare 
invariate individualmente le nostre W, le scambiano fra loro.

Procederemo alla nostra analisi considerando dapprima il 
caso di un gruppo oo1, T, la cui omografia generica possegga, 
nello 8r > r-t-1  punti uniti distinti, e così ammetta le equa
zioni canoniche :

, ?/o =  *o
Vi  —  9i x i

\ Vr — ÇrXv.
In questo caso le omografie del gruppo T sono date da

I 2/o=== 0̂
| Vi =  Pi”*.
■ y2 =  p2”*2

! y , . =  p,

dove n è suscettibile di variare con continuità nel campo 
reale o complesso; e, ponendo

p» =  t \ . , . 9rn =  tar,
cioè: ai =  logpi (base pt),
le equazioni di T si scrivono :

I V o  —  X 0

I ì/l =-
< y2 =  t“»x2

I yr =  tarxr .

Le curve di Klein-Lie, traiettorie del gruppo, sono tutte 
fra loro proiettive, e come tipo di esse si può assumere quella, 
descritta dal punto unità, che ha per equazione

[ 2/0 =  1 
\ 2/i =  <
{ Vi =  <“a

yr= t ar.
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Tale curva è in generale trascendente, ma diventa alge
brica quando i numeri a£ siano razionali : così se si ha

. a ;=  —, dove i numeri m sono intéri, troveremo la curva diHi/ ’
Klein-Lie algebrica e razionale

dove vi è ora designato con t un nuovo parametro che è 
uguale alla radice m^esima del precedente. Le equazioni dì 
questa curva rispondono precisamente al tipo delle curve 
razionali con infinite trasformazioni proiettive, che abbiamo 
determinate nel § 24: si ricade esattamente nelle equazioni 
ivi scritte ponendo

mL =  v m2 =  v vA ... mr =  v +  vA +  ... vr__A =  w.

Passiamo alla considerazione delle curve di Klein-Lie 
che vengono definite come traiettorie di un gruppo co1 di 
omografie con spazi di punti uniti, comunque distinti o infi
nitamente vicini. E ricordiamo anzitutto (L. 4°, § 41) che 
una omografia iperspaziale, la quale possegga spazi di punti 
uniti di dimensione maggiore di zero, lascia invarianti gli 
spazi di una congruenza lineare, in ciascuno dei quali si ha 
soltanto un numero finito di punti uniti; così dunque le 
traiettorie di un gruppo oc1 di omografie dotate di spazi di 
punti uniti di dimensione maggiore di zero, appariscono 
anche come traiettorie di gruppi dotati soltanto di punti 
uniti, entro spazi di dimensioni inferiori.

Ciò premesso, procediamo a determinare le traiettorie di un 
gruppo oc1 di omografie dello 8r che sia dotato di r -f- 1 punti 
uniti, alcuni dei quali infinitamente vicini. La nostra analisi 
procederà in modo semplicissimo, prendendo le mosse dalla 
conoscenza che già abbiamo delle traiettorie relative ai 
gruppi in cui tutti i punti riescono infinitamente vicini ; le 
quali sono curve razionali normali (L. 4°, § 41). Per sempli
cità di discorso considereremo i casi che si presentano per
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r  =  2, 3; giacché l’estensione ai casi in cui 3 si fa del 
tutto analogamente.

Per r — 2, all’ infuori del caso generale di tre punti uniti 
distinti (che si è trattato di sopra), e del caso in cui si hanno 
tre punti infinitamente vicini (che già sappiano dare per traiet
torie delle coniche), non rimane da considerare che il caso di 
due punti infinitamente vicini. Allora le equazioni dell’omo
grafia generica del gruppo si posson ridurre alla forma 
canonica :

( Vo =  xa 
j Vi =  P*1
( y, =  ** +  *.>;

la potenza «-esima di questa omografia è rappresentata da :

( 2/o =  *o
j y l =  pnxi 
( y2 =  xt «æ0,

e quindi la traiettoria del punto unità rispetto al gruppo è 
data dalle equazioni parametriche :

j 2/o =  l  .
*) \ Vi =  t (t =  p”)

( 2/2 =  1 -t-]gp« =  igp(pO; 
ora, passando ai logaritmi naturali:

Igp (pi) =  7« !g« (pt) 7 (fc =  lgp é)y

le formule precedenti divengono :

2/o — 1 j PVi == pz> == lg (p/) (base c)

ossia, cambiando p tin t, pyl in yK, hy2m y 2,

( y. =  i
!') 2/i =  Z

I =  .

Passando alle coordinate cartesiane, e osservando che le 
coniche traiettorie di un gruppo oo1 di omografie con tre punti 
infinitamente vicini, rientrano nel caso delle traiettorie di un
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gruppo generale con tre punti uniti distinti, si conclude che 
le curve di Klein-Lie del piano si riducono ai due tipi proiet-
tivamente distinti

y z = x a , y =  )gx .

Per r  =  3 abbiamo da caratterizzare i casi di gruppi di 
omografie dello spazio dotati di punti uniti infinitamente 
vicini. Designando con A , B , C, D i quattro punti uniti 
possiamo supporre :

a) A =  B : in questo caso le equazioni del gruppo si 
possono scrivere sotto la forma

/ yo =  Xo
J y i = . p i w * t
j y t =■ p2n x2

\ Vz =  *3 -+- »«0 >

e quindi la traiettoria descritta dal punto unità verrà rap
presentata parametricamente da

2)

1 Vo =  1 
) Vi =  t
J y2 =  ta ( « '= ] g Pip2) 

1 yz =  1 +  ig?1t ,

le quali equazioni, con un cambiamento del parametro e delle 
coordinate come nel caso del piano, si riducono a :

2 ')

I 2/o =  !
1 =  t 
1 y2 =  ta
1 Vz =  ]g * (base e).

6) A =  B , G = D :  le equazioni del gruppo si possono 
scrivere

V o =  *o
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e quindi la traiettoria descritta dal punto unità ha per equa
zioni parametriche

' 2/0 = 1  
2/1 =  I h -  ig? t
Vì — t
y3 — t(L -h lg? t), 

ovvero, operando come per ridurre le 2) alle .2') :

t
•g’ t (base e)
t
t \g t .

Giova notare che queste formule si possono dedurre diret
tamente dalle 1') interpretate come equazioni dei coni che 
proiettano la nostra curva gobba dai due punti uniti A e C. 
Abbiamo infatti, entro queste stelle* le equazioni dei coni 
generati dal gruppo oc1 di omografie sotto la forma seguente:

2/o =  r
Vt  =  1 
y. =  Jg*,

e cambiando segno a y3, riesce

Ì 2/o =  l
2/, =  ]g t 
2/s =  t 
y3 — t \g t .

sicché, ponendo t =  

3")

( 2 / o = l
2/2 =  z 

’ 2/1 =  >g t

3')

2/o
2 /i
2/3
2/3

j 2/3 =

Si osserverà che, se in luogo di partire dalle 1'), si parte 
dalle 1), si ottengono direttamente le formule 3), senza bisogno 
di cambiare il segno di y3, tenuto conto delle diverse basi p
e - rispetto a cui sono presi i logaritmi nella rappresenta- 

P
zione dei due coni.

c) A — B =  C. Le formule per questo caso si possono 
ottenere, senza passare per le equazioni del gruppo, conside
rando la nostra curva traiettoria come intersezione dei due
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coni invarianti che la proiettano da A e D. La deduzione 
procede come nel caso precedente, quando si ricordi che la 
traiettoria di un gruppo piano oo1 dotato di un solo punto 
unito (triplo) ammette la rappresentazione parametrica

( ? / o  =  ì

01 =  *
( y2 =  t2

(Ofr. vol. II , pag. 673).
Si otterranno dunque le formule

! ?/o =  1
y, =  ]g t (*-=lg*)

y2 =  lg2 t 
ys =  t-

L’analisi istituita per i casi r — 2, 3, si lascia estendere 
per valori superiori di r, e così possiamo riassumere le equa
zioni che porgono la rappresentazione parametrica di una curva 
di Klein-Lie, invariante per un gruppo continuo di omografie 
in uno spazio qualsiasi, nella forma generale seguente :

i % 0  =  \ ,  ? / 0 2  =  t a °

l yio =  i&«* y,i =  t i ë ( i y l2 =  ta>igt ...
5) ■ 2/20 =  *£5 t, y„ =  < Ig* t , y„ =  <“• lg21 ...

in questo quadro abbiamo introdotto per chiarezza coordinate 
con due indici, ed è appena necessario avvertire che ogni 
colónna ha una lunghezza arbitraria, in ciascuna di esse figu
rando un numero di elementi maggiore o uguale ad uno.

1 numeri a2, a3,..., che figurano come costanti arbitrarie 
nell’equazioni-tipo 5) pongono gli invarianti assoluti delle 
curve di Klein-Lie così rappresentate, e del corrispondente 
gruppo di omografie. Si noti d’altronde che un’ omografia 
generica di questo gruppo possiede come invarianti asso
luti t , ta% ma, facendo le sue potenze, questi numeri
cambiano, restando fissi soltanto i rapporti dei loro logaritmi,
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che porgono appunto i numeri a2, a3,..? invarianti assoluti 
del gruppo.

Ora appare che si ottengono curve di Klein-Lie algebriche 
soltanto nel caso in cui il nostro quadro si riduca alla prima 
linea — con la condizione aggiuntiva che gli invarianti a2, a3... 
siano numeri razionali — ovvero che esso si riduca alla prima 
colonna; ma questo secondo caso rientra nel primo (come 
appare cambiando Ig t in t) perchè la curva razionale nor
male, generata da un gruppo ĉ 1 di omografie con un solo 
punto imito, appare anche (in oor modi) come traiettoria 
di un gruppo °ol di omografie a punti uniti distinti. E per
tanto: le curve di Klein-Lie algebriche risultano razionali.

Aggiungasi che quando si abbia una curva, K , apparte
nente ad un 8rj che possegga un gruppo G oo71, con 7i >  1, 
di trasformazioni proiettive, questa curva si presenta con
temporaneamente come traiettoria dei diversi gruppi oo1 che 
vengono generati dalle ^ 7i—1 trasformazioni infinitesime (infi
nitamente vicine all’ identità), che si trovano in G : allora è 
facile riconoscere che la K è una curva razionale normale 
dello 8r. Si arriva a questo risultato per induzione completa, 
supponendolo dimostrato per lo spazio ad r — 1 dimensioni. 
Si osservi infatti che la curva rappresentata dalle nostre for
mule 5) — tolto il caso che essa sia razionale normale — 
possiede' due punti singolari A e B corrispondenti a t =  0, oo, 
che debbono risultare uniti per tutte le omografie del gruppo G: 
si deduce che proiettando la K da quei due punti, si otten
gono, entro le due stelle, coni possedenti ancora oc71 trasfor
mazioni proiettive, e quindi d’ordine r — 1 : ma questi coni 
avendo a comune la generatrice AB, ne consegue che la K  
è una curva razionale normale di 8r. Con ciò siamo ridotti 
a stabilire il teorema che abbiamo in vista per r =  2 ; ma 
qui esso risulta subito dall’osservare che il più ampio gruppo 
di omografie piane per cui rimane invariata una curva 
di Klein-Lie, che non sia una conica, possiede certo tre 
inaiti uniti, due dei quali possono essere infinitamente vicini, 
mentre il gruppo oo2 delle omografie permutabili che pos
siede quei punti uniti non ammette altre curve invarianti 
che non siano rette.

Riassumendo enuncieremo il teorema:
Una curva, appartenente ad uno spazio 8r, che ammetta 

un gruppo continuo di dimensione h >  1 di trasformazioni
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proiettive, è una curva razionale normale (cV ordine r) di 
quello spazio (1).

Notizia storica. Le curve W, invarianti per le omografie 
ili un gruppo oo1 (presentatesi dapprima sotto un altro punto 
di vista a Ol e b sc h  e G o r d a n ) sono state determinate come 
tali da K l e in  e L ie  (1870) a partire dalle equazioni canoniche 
delle omografìe per il piano e per lo spazio. In particolare 
i detti autori osservano che la curva razionale normale (conica 
o cubica) si presenta come traiettoria di un gruppo oo1 con un 
unico punto unito multiplo (ed anche come la sola curva dotata 
di più che oo1 trasformazioni proiettive). Nella nostra tratta
zione, 1’ anzidetta proprietà della curva razionale normale 
venne stabilita geometricamente, come presupposto per giun
gere ad una rappresentazione canonica delle omografie : la 
conoscenza di questo caso permette qui di arrivare nel modo 
più semplice e più generale alle equazioni parametriche delle 
curve di Klein-Lie.

Come sopra si è osservato, un gruppo oo1 di omografie 
si può sempre ritenere definito da una trasformazione infini
tesima; allora le curve di Klein-Lie si presentano come inte
grali di un sistema di equazioni differenziali; così per es. dai 
tre tipi di equazioni differenziali :

d x_dy
x y ’ dx dy

X

nascono, per integrazione, le curve di Klein-Lie appartenenti 
al piano e, sotto questo aspetto, vengono trattate nelle lezioni 
di L ie -S c h e f f e r s  (*).

Applicazioni alle curve algebriche. - Dall’ analisi che 
precede risulta in particolare che « le curve algebriche pos
sedenti un gruppo continuo di trasformazioni proiettive in 
se stesse sono razionali »; ora bisogna fare un passo di 
più, dimostrando che « le curve algebriche con infinite tra
sformazioni proiettive ne ammettono sempre un gruppo con-

(4) Klein e Ltk: C. R., t. 70, pag. 1222 (1870), e Math. Annalen Bel. 4; 
Lie: « Théorie (1er Transformat ions-Gruppen ». Bd. 3 (Lipsia, 1993), Kap. 9. 

(-) Cfr. Lie-Scheffers... « Vorlesungen .. >>. Kap. 3, $ 4, (pagg. 68 e seg.).
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tiimo ». A ciò si arriva in base alle due osservazioni generali 
elle seguono :

1) Le omografie che lasciano invariata una curva alge
brica formano sempre un gruppo algebrico, G, i parametri di 
esse corrispondendo ai punti di una varietà algebrica, T, irri
ducibile o riducibile.

A chiarimento di questa affermazione osserviamo che le 
omografie di un fiy'dipendono da r(r 4- 2) parametri, digui- 
sachè possono ritenersi come punti di uno spazio Sr(r+2): ora 
se si- impone ad una omografia di Sr di lasciare invariata mìa 
curva algebrica 6Y, si otterranno fra i detti parametri certe 
condizioni algebriche, definendo così una varietà, algebrica 
dello £y(ìH_2); le equazioni effettive di questa varietà si otter
ranno scrivendo che un sistema lineare di varietà algebriche 
ad (r — 1) dimensioni dello , capace di definire la C come 
curva base, viene trasformato in se stesso.

2) Un gruppo algebrico, G, contenente infinite omografie, 
è un gruppo continuo, ovvero — nel caso che risponda ad una 
varietà T riducibile — è un gruppo misto che consta di un 
numero finito di sistemi continui di ugual dimensione, uno dei 
quali — contenente V identità — forma da solo un gruppo 
continuo.

Si consideri nel gruppo G una omografia x: moltiplicando 
una omografia generica, tc, di G per x (per es. a destra) si ottiene 
sempre un’omografia n =  tcx dello stesso G: si vede pertanto 
che le omografie x del G — considerate come moltiplicatrici — 
producono sui punti della varietà T dello Srir+2) un gruppo di 
trasformazioni {gruppo parametrico del G), che si può' verificare 
facilmente essere trasformazioni proiettive dello spazio am
biente. Ora importa notare che il G (interpretato come gruppo 
parametrico) opera transitivamente sui punti di T, giacché 
se tu e tz sono due qualunque omografie di G, esiste in G una 
determinata omografia x ( = 7i;~17r') per cui

7ÜX =  Tt' •

Segue da ciò che, se la varietà T consta di più parti irri
ducibili r t r 2... IV, queste dovranno avere tutte la medesima 
dimensione, giacché sono trasformate l’una nell’altra da con
venienti omografie di G.

In secondo luogo appare che una delle suddette varietà
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irriducibili, per es. I \ , deve contenere il punto J, immagine 
della omografìa identica dello Sr , e si vede che ai punti di 
codesta varietà I \ ,  rispondono le trasformazioni proiettive di 
un gruppo (continuo), 6?4, contenuto entro il 6?, giacché una 
generica fra codeste trasformazioni (presa come moltiplica
trice), porta I  in un punto generico di Yl (non comune a V2...) 
e quindi lascia ferma la varietà I\. Si verifica che per questo 
motivo le operazioni del Gl formano effettivamente un gruppo: 
in primo luogo se tz{ e n2 sono due trasformazioni del G{, 
aventi per immagini due punti di I \ ,  prendendo n2 come 
moltiplicatrice si porta nL in un punto (̂ tu*) di I \, sicché il 
prodotto appartiene al in secondo luogo insieme ad 
ogni 7z, il Gl dovrà contenere l’operazione inversa 7r—1, poiché 
esiste una trasformazione del G{ che porta un punto (tt) di 
in un altro punto generico, e quindi anche nel punto I : questa 
trasformazione porta I  nel punto immagine di tu-1.

Dalle osservazioni 1) e 2) resulta che una curva algebrica 
con infinite trasformazioni proiettive, ammettendone sempre 
un gruppo continuo, è razionale, venendo così confermato il 
teorema cui già arrivammo in principio di questo paragrafo.

27. Trasformazioni delle curve ellittiche. — Cerchiamo 
di determinare le condizioni perchè due curve ellittiche K  e K', 
si possano trasformare birazionalmente l’una nell’altra. A tale 
scopo ricordiamo che ad una curva ellittica, K , appartiene una 
serie oo1 di gl, una g\ della serie venendo determinata da una 
coppia di punti distinti o coincidenti di K. Una di queste gl 
possiede quattro punti doppi : A, B, C, D, i quali — conside
rati come coppie della gl (ovvero come punti della retta im
magine di essa) — danno luogo ad un certo birapporto (ABCD). 
Si riconosce che questo birapporto è il medesimo per ogni 
altra gl appartenente a K. Infatti si consideri un’altra gl 
dotata dei punti doppi A', B', C , D'; allora esiste su K  
una trasformazione involutoria I  — (AA!) che porta A  in A! 
e quindi la prima gl nella seconda, inducendo fra le due gl 
(ossia fra le rette i cui punti ne rappresentano le coppie) 
una proiettività, per cui la quaterna ABCD si muta nella 
quaterna A'B'C'D', sicché (ABCD) =  (A!B,0'D') : la nomi
nata trasformazione I  viene posta dalla gl definita dalla 
coppia (AA'), dove si associno i punti di K  appartenenti ad 
una medesima coppia di questa involuzione.
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lu base all’ osservazione fatta, il birapporto (ABCD), de
finito dai quattro punti doppi di una g\ (entro di questa) 
appare costituire un carattere della curva K , indipendente 
dalla particolare scelta della gl presa sopra K\ questo ca
rattere, o meglio 1’ invariante assoluto della quaterna cbe 
esprime il birapporto razionalizzato, prende il nome di mo
dulo o anche di invariante (assoluto) della K. Quando della 
curva K si assuma come modello proiettivo una cubica 
inaila (cfr. § 7), il modulo risponde al birapporto delle tan
genti condotte alla cubica da un suo punto; e si ritrova 
così, da un punto di vista superiore, il teorema di S alm o n  
già stabilito nel L. 2°, § 22, secondo cui quel birapporto ha 
un valore costante.

Vedemmo anche, in occasione del citato teorema di 
Salmon, che il detto birapporto costituisce V unico invariante 
assoluto della cubica, nel senso che ogni invariante ne dipende 
come funzione, e per modo che 1’ uguaglianza dei relativi 
birapporti esprime la condizione di proietti vita di due cubiche; 
ed appunto allora imparammo a razionalizzare il birapporto 
sostituendo a questo invariante irrazionale l’ invariante asso
luto, funzione razionale dei coefficienti della cubica. Ora il 
detto teorema appare qui in una nuova luce :

L9 uguaglianza dei moduli di due curve ellittiche, K e K ', 
esprime la condizione necessaria, e sufficiente perchè esse siano 
trasformabili birazionalmente V una nell9 altra.

Anzitutto Y uguaglianza dei moduli è condizione neces
saria per l’esistenza di una corrispondenza birazionale fra le 
curve K e JST', giacché ad una g\ data su E , coi punti dopili 
A , B , C, D, dovrà rispondere su Kr una gl coi punti doppi 
A\ B ', O', D', e si avrà fra le due g\ (o fra le rette imma
gini) una proiettività, per cui (ABCD) =  (A'B'C'D').

In secondo luogo la dimostrazione della sufficienza della 
condizione anzidetta, che qui si presenta più diretta, ci ricon
duce al teorema dell’ identità proiettiva di due cubiche collo 
stesso invariante, cui potremmo anche richiamarci.

Teniamo presente che, data su K  una gx2J le coordinate 
dei punti della curva si esprimono come funzioni algebriche 
a due valori di un parametro x, avendosi così una rappre
sentazione della curva K  sopra una retta doppia con quattro 
punti di diramazione a, b, c, d, che rispondono ai punti doppi 
della g}2, già designati con A, B , C, D: perciò le funzioni
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algebriche anzidetto si esprimeranno come funzioni razionali 
(li x e di y = \ 'f ( x ) :

f(x) =  (x — a)(x — h)(x — c)(x — il).

Ora potremo supporre similmente che le coordinate dei 
punti di K' vengano espresse come funzioni razionali di x e 
di y’ =  Xy(x) :

ip(x) =  (x — a)(x — V){x — c)(x — il).

Il polinomio y (come / )  è definito a meno di una sosti
tuzione lineare sulla variabile; e — poiché i birapporti (ABCD) 
e (A'B'G’D') sono uguali — si potrà anche assumere ?==/, cioè, 
per una scelta conveniente dell’ ordine delle radici :

a' =  a, V — l , c =  c , d' =  d.

Con ciò le due curve K e K' resultano riferite alle quartiche

2/s = /(* ) , ?/'2 = /(* ') ,

che sono fra loro identiche, riducendosi 1’ una all’ altra per 
la sostituzione :

x =  x , y — y .

Lo stesso ragionamento porta all’ identità proiettiva di 
due cubiche collo stesso invariante (anziché di due quartiche 
di genere uno come quelle scritte di sopra), ov.e si ponga 
d =  d' =  oo, con che si ha :

/(*) =  (* — «)(* — &)(* — e).

Osservazione. L’ identità frazionale di due curve ellit
tiche K e K' di ugual modulo, si lascia anche stabilire in 
modo più sintetico, come segue. Si riferiscano proiettiva
mente le due g\ considerate sulle due curve: nasce allora, 
fra K  e K‘, una corrispondenza [2, 2], ad ogni punto P di K 
corrispondendo i due punti P' e P / della coppia della se
conda gì omologa alla coppia della prima che è determinata 
da P, ed a P' rispondendo i punti P  e P, coniugati rispetto 
alla gì di K. Ebbene si vuol provare che la detta corrispon
denza [2, 2] si spezza in due corrispondenze biunivoche. A tale
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scopo si osservi che quella corrispondenza si ottiene come pro
dotto di una corrispondenza [2, 1] e di un’altra [1, 2], dove 
si consideri una retta r, intermediaria fra K e K ', i cui punti 
rappresentino le coppie delle due g\ nominate: e l’importante 
è che (essendo uguali i birapporti invarianti delle due ■ si 
può ritenere che i punti di diramazione delle due corrispon
denze [1, 2] poste fra r e K , ZZ', sieno gli stessi 4 punti A, P,
C\ D. Oiò posto, si sostituisca alla retta r il piano della varia
bile complessa: il punto P  variabile su K dà — in quel piano — 
una funzione algebrica coi punti di diramazione A, B, C, D, 
e così anche i due punti P' e P /  di Zi', definiti in funzione 
di P. Ma di qui appare che P' (e così P/) dipende univoca
mente da P, giacché non si può scambiare con P '  per un 
giro della variabile complessa che riporti P  in se stesso: effet
tivamente i giri soambianti P' con P /  sono soltanto quelli che 
(avvolgendo un punto di diramazione) scambiano anche P  nel 
suo coniugato P i su K.

(Questa considerazione non è, infine, che un caso parti- * 
colare del teorema circa la determinazione di una funzione 
algebrica mediante il suo gruppo di raonodromia : cfr. § 3).

ìsTel teorema precedente è implicito il resultato che « due 
cubiche piane, sènza punti doppi, birazionalmente identiche 
sono anche proiettive >, perciocché esse hanno ugual inva
riante. Ma si può vedere, più'in generale, che:

L’ uguaglianza dei moduli esprime sempre la condizione 
di proiettività (oltreché d’ identità birazionale) per due curve 
ellittiche normali dello stesso spazio, cioè per due curve (di 
genere uno) d’ordine n dello 8n—r

Per dimostrarlo, basta osservare che due g^~x apparte
nenti ad una medesima curva ellittica Zi, possono sempre 
portarsi l’una nell’altra mediante una conveniente trasfor
mazione involutoria, J , posta da una g\ della K : e precisa- 
mente si ha da prendere come g\ trasformante, quella che è 
definita da una coppia contenente un punto n-plo, A, della 
prima g™-1 ed un punto n-plo, A \ della seconda, giacché la 
trasformazione involutoria così definita dovrà allora portare 
la g”- 1 completa definita dal punto A contato n volte nella 
definita dal punto A' contato pure n volte.

Segue da quanto precede che: se due curve ellittiche, Zi 
e Zi', sono birazionalmente trasformabili l’ una nell’altra, è 
anche possibile di trasformarle in guisa che una g^~l data sul-
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l’una — e in particolare appunto quella segata dagli iperpiani 
dello Sn^ { cui K  appartiene — sia portata in una co
munque assegnata sulla 2T, e — in ispecie — in quella che 
su K' segano gli iperpiani del suo spazio. c. d. d.

Ora, per approfondire la determinazione di tutte le tra
sformazioni birazionali e — in particolare — delle trasfor
mazioni proiettive, intercedenti fra due curve ellittiche, si è 
condotti a studiare sistematicamente le trasformazioni di una 
curva ellittica in se medesima.

Sopra una curva ellittica, E, abbiamo già considerato la 
serie oo1 delle involuzioni g} che ad essa appartengono; e 
abbiam detto che queste g}2 si possono riguardare come tra
sformazioni (birazionali) involutorie della curva in se stessa, 
e che vi è una trasformazione I  =  (AA') della serie che fa 
corrispondere ad un punto A un altro punto A' arbitraria
mente assegnato.

Ora si può costruire un’ altra serie di trasformazioni della 
curva, moltiplicando fra loro, a coppie, le involuzioni J ; ve
dremo precisamente che si ottengono in tal guisa oo1, e non oo2, 
trasformazioni, essendovi una trasformazione n della serie che' 
fa corrispondere ad un punto A un altro punto A' arbitraria
mente dato sulla K. Dimostriamo anzitutto che esiste almeno 
una trasformazione n portante A in A! : a tale scopo poniamo 
tt: =  I 2I i , dando arbitrariamente l’ involuzione I ± =  {AAL) ; al
lora resta determinata in modo unico l’involuzione J2 =  (AlA')J 
per la condizione posta che n porti A in A'.

In secondo luogo domandiamoci quante possono essere le 
trasformazioni della K  in cui ad A  corrisponda A' : si può affer
mare a priori che esse sono, in ogni caso, in numero finito. 
Infatti una trasformazione siffatta deve portare la g\ definita 
dal punto doppio A, cioè la I  =  (AÀ), nella g\ =  (A'A') definita 
dal punto doppio JLr, inducendo fra le due g\ (o fra le rette 
che ne rappresentano le coppie) una trasformazione proiettiva, 
in cui alla quaterna dei punti doppi (ABGD) della prima g\ cor
risponda la quaterna (AB'C'D ') dei punti doppi della seconda, 
ed in ispecie al punto A il punto A'. Ma le trasformazioni pro
iettive di due rette che mutano una quaterna (ABCD) in una 
quaterna (A'B’C'D') — dato che ve ne siano, essendo uguali, 
come qui accade, i due birapporti — sono in ogni caso in 
numero finito, e precisamente ve ne è in generale una sola



256 LIBRO QUINTO

elio porta A in A \ salvo i casi armonico ed equianarmonico 
in cui ve ne sono rispettivamente due e tre.

Ciò posto si deduce che la trasformazione tu =  Z2I i por
tante A in A' (condizione che vale a determinare univoca
mente J2 in funzione di I L) non può variare per continuità 
al variare di J 1? e quindi rimane sempre la stessa: in altre 
parole vi è una sola trasformazione tu, prodotto di due invo
luzioni J , che porta un punto A di E  in un altro punto A'. 
Questa conclusione sussiste tanto per la curva ellittica E  di 
modulo generale, quanto per la E  armonica o equianarmonica, 
corrispondente ai due valori segnalati del birapporto inva
riante; solo per le curve ellittiche di modulo generale si trova 
che non esistono altre trasformazioni in se stesse fuori delle 
due serie formate dalle involuzioni I  e dalle tu, prodotti di 
codeste involuzioni prese a due a due, invece le curve singolari, 
armoniche ed equianarmoniche, posseggono altre serie di trasfor
mazioni che caratterizzeremo più avanti.

Qui riprendiamo a studiare le due serie oc1 delle tra
sformazioni ordinarie (appartenenti ad una curva di mo
dulo qualunque, generale o singolare) che abbiamo desi
gnato con I  e 7u:  per un motivo che apparirà tra poco, 
designeremo le trasformazioni tu (prodotto di due 1) come 
trasformazioni di prima specie, e le involuzioni I  come tra
sformazioni di seconda specie. Con questa nomenclatura pos
siamo dire che « fissati due punti corrispondenti A e A! della 
curva ellittica E , restano sempre determinate due trasfor
mazioni ordinarie di questa: una di prima specie e l’altra 
di seconda specie ». In particolare se si dà su E  un punto 
unito A =  A', si determina su E  la trasformazione di seconda 
specie definita dalla g\ (AA) e la trasformazione di prima 
specie identica (quadrato di una qualunque J); quindi: le 
trasformazioni di prima specie, non identiche, sono prive di 
punti uniti.

Da quanto precede risulta che moltiplicando le involu
zioni I , a tre a tre ovvero a quattro a quattro ecc., anziché 
a due a due, si ricade sempre in trasformazioni ordinarie o 
di prima o di seconda specie. Più precisamente :

Il prodotto di tre involuzioni I 3I 2I i9 cioè il prodotto di 
due trasformazioni ordinarie, una di prima e V altra di 
seconda specie, è una trasformazione di seconda specie.

Infatti, tenuto conto della proprietà associativa del prò-
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( l o t t o ,  si p u ò  s c r i v e r e

I J J i  =  * l i  > . «on n  =  I 3I 2 ; 

o r a  s i  p o t r à  p o r r e
« =  n l ,

e d  e s s e n d o  I*  =  i 9 r i s u l t e r à

711, =  !'.
S e g u e  d i q u i  c h e  :
Il prodotto di più trasformazioni di seconda specie dà 

una trasformazione di prima o di seconda specie, secondochè 
il numero dei fattori è pari o dispari. E  p e r t a n t o :  le trasfor
mazioni di prima specie formano un gruppo continuo, m e n t r e  
n o n  v a l e  la  s t e s s a  p r o p r i e t à  p e r  le  t r a s f o r m a z i o n i  d i  s e c o n d a  
s p e c i e  c h e ,  insieme a l lò  p r i m e ,  f o r m a n o  u n  gruppo misto. 
(E  a p p u n t o  p e r  r i g u a r d o  a l  c o m p o r t a m e n t o  c h e  e s s e  h a n n o  
e n t r o  il  g r u p p o  m i s t o ,  c h e  l e  tu s o n o  s t a t e  d e s i g n a t e  c o m e  
t r a s f o r m a z i o n i  d i p r i m a  s p e c i e ,  e  le  I  d i  s e c o n d a ) .

D o m a n d i a m o c i  o r a  s e  le  t r a s f o r m a z i o n i  o r d i n a r i e  d i  u n a  
c u r v a  e l l i t t i c a  s i e n o  f r a  lo r o  p e r m u t a b i l i .  A n z i t u t t o  s i  v e r i 
f ica  c h e  i m a  i n v o l u z i o n e  (d i s e c o n d a  s p e c i e )  I  n o n  è  p e r m u 
t a b i l e  c o n  u n a  g e n e r i c a  tu n è  c o n  u n ’ a l t r a  g e n e r i c a  i n v o l u 
z i o n e  T:  i n f a t t i  s e  la  I  è  t r a s f o r m a t a  in  s e  s t e s s a  d a  tu o 
d a  I ' ,  b i s o g n a  c h e  u n  p u n t o  d o p p i o  d e l l a  I  v e n g a  p o r t a t o  
d a l l ’ o p e r a z i o n e  t r a s f o r m a n t e  in  u n  a l t r o  p u n t o  d o p p i o ,  c iò  
c h e  n o n  a c c a d e  in  g e n e r a l e .

D ’ a l t r o n d e  s i  v e r i f i c a  c h e  t im i n è  s e m p r e  t r a s f o r m a t a  d a  
u n a  I  n e l l a  s u a  i n v e r s a  tu” 1, g i a c c h é  s i  h a

(tc J ) 2 =  1 ,

l K l - l = n - 1 ( I - 4 =  I);

d a  c iò ,  p e r  l ’ o s s e r v a z i o n e  p r e c e d e n t e ,  r e s u l t a  i n o l t r e  c h e  u n a »  
g e n e r i c a  t r a s f o r m a z i o n e  7u n o n  è  in v o l u t o r i a .  M a  d e l l e  p a r 
t i c o la r i  tu in  v o l u t o n e  ci o c c u p e r e m o  p iù  a v a n t i .

D a l  f a t t o  c h e  u n a  t r a s f o r m a z i o n e  d i p r i m a  s p e c i e  tua è  
t r a s f o r m a t a  d a  u n a  i n v o l u z i o n e  I  n e l l a  s u a  in v e r s a ,  s i  d e d u c e  
c h e  e s s a  è  i n v a r i a n t e  p e r  il p r o d o t t o  d i  d u e  J ,  c i o è  :

Due trasformazioni di prima specie tu1 e  tu2 sono sempre 
permutabili.

F. KNKIQUES -  III. 17
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Osservazione. Q u e s t a  p r o p r i e t à  a p p a r t i e n e  a l l a  s e r i e  c o n 
t i n u a  o o 1 d e l l e  t r a s f o r m a z i o n i  d i  p r i m a  s p e c i e ,  in  q u a n t o  e s s a  
f o r m a  u n  g r u p p o  ( a n a l i t i c o ) ;  i m p e r o c c h é  u n  g r u p p o  o o 1 p u ò  
r i t e n e r s i  c o m e  g e n e r a t o  d a l l e  p o t e n z e  —  a d  e s p o n e n t e  r e a l e  
o  c o m p l e s s o  —  di u n a  s u a  t r a s f o r m a z i o n e  g e n e r i c a ,  o v v e r o  
m e d i a n t e  la  r i p e t i z i o n e  ( i n t e g r a z i o n e )  d e l l a  t r a s f o r m a z i o n e  i n 
f i n i t e s i m a  c h e  in  e s s o  si t r o v a  ( T e o r e m a  f o n d a m e n t a l e  di L i e ).

Come sopra abbiamo accennato, le curve ellittiche sin
golari (armoniche ed equianarmoniche) posseggono altre tra
sformazioni birazionali in se stesse, che vengono ad ampliarè 
il gruppo misto delle trasformazioni ordinarie di prima e di 
seconda specie. Per studiare queste trasformazioni singolari, 
moveremo dall’ osservazione che « sopra una curva armonica 
o equianarmonica K  esistono certo trasformazioni singolari 
aventi un punto unito A , che può essere scelto ad arbitrio ». 
Infatti, essendo data una trasformazione singolare co che porta 
A in A \ otterremo due trasformazioni singolari che lasciano 
fermo A, moltiplicando la co per le due trasformazioni ordi
narie che portano A' in A.

Oiò posto, si consideri dapprima una curva K , armonica. 
La g\ che ha un punto doppio in A, possiede quattro punti 
doppi A, B , G, D, che, considerati come elementi della g\ sud
detta, danno il birapporto {ABCD) = — L Allora, come ve
demmo, la K  può essere rappresentata sulla retta doppia 
y2=^(x— a)(x— b)(x — c)(x— d), dove il birapporto (abcd) =  — 1 
e quindi, eseguendo una sostituzione lineare sopra la x, si 
otterrà,* come immagine della K , la curva

y2 =  x3 — x 
( a ~  0, 6 =  oo, c =  l ,  =  -  1).

Qui appare che l’ involuzione

x — — x ,

(per cui restan fermi i punti A e B  e vengono permutati CeD ) 
dà luogo su K  a due trasformazioni cicliche del quart’ordine

a =  — 
® =  / .( y =  iy

t =  or = X =  — X
ÿ  — — iy.



CAPITOLO J II 259

Incontrammo già questo resultato nella teoria della cubica 
<L. 3°, § 31).

È chiaro che le co e t, insieme all’ identità (re =  1) e alla 
involuzione I  col punto doppio A, porgono le sole trasforma
zioni della K  che lasciali fermo A; queste trasformazioni for
mano un gruppo ciclico avendosi

co2 =  I ,  co3 =  t ,  co4 =  1 .

Ora, al variare di A , le nostre trasformazioni singolari, 
«co e t, danno origine a due serie continue oc1 di trasforma
zioni analoghe, ugualmente cicliche del quart’ordine, che si 
ottengono trasformando quelle che lasciali ferme A mediante 
le trasformazioni di prima specie tu: si hanno così proprio 
due serie di trasformazioni co e t, essenzialmente distinte. 
Infatti, la serie della t non essendo contenuta in una serie di 
■dimensione più ampia, si dedurrà moltiplicando una partico
lare co per una J  variabile (essendovi appunto una t =  <o3 =  coJ), 
o se accadesse di trovare una t =  co, la serie delle trasforma
zioni I  dovrebbe contenere l’ identità, mentre sappiamo che 
ciò non accade.

Ciò posto possiamo dire che le quattro serie di trasfor
mazioni tu, J, co, t , formano su K  un gruppo misto. Doman
dare a quale serie appartenga il prodotto di due trasforma
zioni del gruppo, equivale a domandare come operino sulle 
serie delle tu, J, co, t ,  —  concepite come elementi — le tra
sformazioni stesse assunte come moltiplicatrici per es. a destra, 
che per questo riguardo designeremo con tu, Z, co, t .  In altre 
parole si tratta di sapere come il gruppo parametrico delle 
trasformazioni di K  scambi fra loro le diverse serie di questo. 
La risposta a tale questione si ottiene subito osservando che 
due trasformazioni qualsiansi della ZI, variando per continuilà 
entro le rispettive serie, possono sempre ridursi ad avere un 
medesimo punto unito A. Oosì il gruppo ciclico delle trasfor
mazioni che lascian fermo A  rispecchierà appunto il modo 
di operare del nostro gruppo parametrico sopra le serie di 
trasformazioni di K.

Riassumeremo i risultati ottenuti enunciando il
Teorema. Ad una curva ellittica armonica, appartiene un 

■gruppo misto di trasformazioni arazionali, composto di quattro 
serie continue oo1, cioè delle due serie di trasformazioni or di-
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narie di prima e di seconda specie, tz e J, e di due serie di tra 
sformazioni singolari cicliche del quart9 ordine, co e x: le tra- 
sformazioni della curva che lasciano fermo un punto formano 
un gruppo ciclico. Questo gruppo ciclico rispecchia il modo di 
operare del gruppo parametrico formato dalle re, J, <o, v, sulle 
serie delle tì, J, co, t.

A rappresentare l’ ultima parte dell’enunciato vale il 
seguente quadro :

0 ) = ( 7 T ( o J r ) c i o è  : 7TO) = (01 , (tìL0)=  J ,

II T(0 =  Tt;

J  =  0)2 =  (7 l l) (0 )x ) c i o è  : 7z l  = l i ,  I J = * , 0)1 =  T , tJ  =  o j;

x =  CO3 =  (TCtJtó) c i o è  : 7ZZ = xi,  V  =  -T» J c  —  (0 ,, <or =  it  ;

Tl — (04 =  1 c i o è  : tzliz = 7TS , l7T =  J 1 ,(07r =  (01 , t U  =  T1.

Aggiungeremo l’osservazione esplicita che : i cicli'di una 
trasformazione singolare co formano su E  una involuzione 
lineare g\ dotata di due punti quadrupli (A e B) e due punti 
doppi C e D. V  esistenza, di una g\ ciclica su E  caratterizza 
il caso armonico, portando così di conseguenza V esistenza di 
una serie infinita di ĝ  analoghe: infatti considerando la 
generata dal quadrato della trasformazione ciclica, si rico
nosce che i suoi punti doppi ABCD danno- luogo, entro 
la g\ , a un gruppo armonico.

Passiamo al caso di una E  equianarmonica. Presa come 
innanzi una g\ coi punti doppi A , B , (7, Z), si avrà come 
immagine di E  una retta doppia corrispondente alla cubica

y2 =  x3 +  1,

(già studiata nel L. 3°, § 31), sicché appaiono due trasfor
mazioni cicliche del ^terz’ordine col punto unito A =(00) : 
la trasformazione co,

( x' — ZX
( y =  y,

e il suo quadrato t,
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Infine, moltiplicando le due trasformazioni precedenti 
per l’ involuzione

si ottengono le due trasformazioni cicliche del sest’ordine,

a =  031 =
 ̂%' — ex
\ y =  — y,

p =  t j =
\ v — — y •

le trasformazioni sopra indicate insieme all’ identità (71 =  1) 
sono le sole che lasciano fermo A  e formano il gruppo ciclico 
generato dalla a. Ora, al variare di A, le quattro trasforma
zioni singolari co, t , a, p, danno origine a quattro serie con
tinue oo1 di trasformazioni, ugualmente cicliche, ed è facile 
riconoscere che si tratta effettivamente di quattro serie distinte. 
Ciò risulta dal fatto che le serie suddette non sono contenute 
in serie più ampie; infatti si otterranno tutte le x moltipli
cando una particolare co per un’ co variabile, la quale non può 
mai ridursi all’ identità; e similmente si otterranno tutte le a 
moltiplicando una particolare co per una I  variabile, che non 
è mai identica, ecc.

Ciò posto possiamo dire che le sei serie di trasforma
zioni 7t, J, co, t, a, p formano su K  uu gruppo misto. E, come 
nel caso armonico, si vede che il relativo gruppo parame
trico, formato dalle operazioni (trasformazioni moltiplicatrici) 
Ti, J , co, t, a9 p, opera sulle serie anzidetto come il gruppo 
ciclico delle trasformazioni che lasciai) fermo un punto A  di K. 
Avremo pertanto il

Teorema. Ad una curva ellittica equianarmonica appar
tiene un gruppo misto di trasformazioni frazionali composto 
di sei serie continue co1, cioè delle:

2 serie di trasformazioni ordinarie di prima e di seconda 
specie, n e l ;

2 serie di trasformazioni singolari cicliche del terz9 or
dine, co e r (4);

2 serie di trasformazioni singolari cicliche del sest9 or
dine, a e p.

d )  Non si confondano co e t  cicliche del terz’ ordine con quelle, desi
gnate con lo stesso nome nel caso armonico, che erano cicliche del 
quart’ ordine.
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I l gruppo parametrico opera ciclicamente sulle serie delle 
trasformazioni 7u, I ,  co, T? a, p, come appare nel seguente 
quadro :

a =  (nJiIcop) 
z =  a2 =  (7r:co)(aJrp)
1 =  a3 =  (nl)(0(tì)(zp) 
co =  a4 =  (7TCor)(ap I)
p =  a5 =  (7ipcoJca)
7T =  aG =  1

Rileveremo anche qui che: i cicli di una trasformazione 
singolarea, formano su K  una involuzione lineare </*, che si 
compone con la ciclica generata dal suo quadrato t;  la g\ 
possiede tre punti tripli (equivalenti a 6 punti doppi) e la g\ 
possiede un punto 6-plo (A), tre punti doppi (B, <7, D) e altri due 
punti tripli (che sono i rimanenti punti tripli della g}ò avente 
in A un punto triplo).

U  esistenza di una r/J ciclica su K  caratterizza il caso 
equianarmonico, deducendosi da essa 1’ esistenza di una serie 
infinita di g}ò analoghe, e quella di una serie di g* cicliche. 
Possiamo dispensarci dal dimostrarlo, poiché ciò risulta per 
esclusione dall’ analisi fatta; ma si vede anche subito che 
la glò ciclica presa insieme alla g\ permutabile che ha comune 
con essa un punto unito, conduce a rappresentare la K  sulla 
cubica equianarmonica j/3 =  æ3-t-1.

Ora, ritornando a -considerare le trasformazioni frazio
nali fra due curve ellittiche distinte, potremo enunciare il 

Teorema. Se K  e IC sono due curve ellittiche di ugual 
modulo, esistono in generale due trasformazioni birazionali che 
mutano K  in IC portando un punto A di K  in un punto Ar 
di K'; il numero di codeste trasformazioni diventa rispettiva
mente quattro e sei nei casi armonico ed equianarmonico.

Pongasi che le K  e IC siano due curve normali, dèlio stesso 
ordine n in un S„_A; allora resultano proiettive quelle tra
sformazioni di K  e di IC che portano uno degli n2 punti di 
contatto degli iperpiani iperosculatori di K , in uno degli 
n2 punti analoghi di K'. Quindi:

Due curve ellittiche normali dello stesso ordine n, ammet
tono in generale 2n2 trasformazioni proiettive; ne ammettono 
4n2 nel caso armonico e 6n2 nel caso equianarmonico.
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Se le due curve di ventano sovrapposte, si ottiene sopra 
una K  un gruppo proiettivo, che studieremo in generale nel 
seguente paragrafo. P er.n  =  3 si ricade nello studio del 
gruppo proiettivo della cubica piana, svolto nel L. 3°, § 31.

28. Nota sui gruppi fluiti di trasformazioni di una curva 
ellittica. — Oi proponiamo di determinare le trasformazioni 
di prima specie di una curva ellittica che sono involutorie 
ovvero cicliche d’ ordine n >  2. Questa analisi ci condurrà a 
studiare i gruppi completi di trasformazioni di prima specie 
che lasciano ferme le gf”*-1, permutandone gli n2 punti n-pli. 
Un gruppo siffatto potrà essere ampliato per Paggiunta di n2 
trasformazioni di seconda specie e, ulteriormente, per P ag
giunta di *2n2 ovvero di 4n2 trasformazioni singolari, nei casi 
armonico ed equianarmonico. La conoscenza dei gruppi for
mati in tal guisa, contiene virtualmente quella di tutti i gruppi 
finiti di trasformazioni di una curva ellittica in se medesima.

I gruppi di trasformazioni che lasciano ferme le ÿjj-1 di 
una curva ellittica, si traducono nei gruppi proiettivi delle 
curve ellittiche normali d’ordine n. Per n.=  3 si ricade così 
in uno studio già svolto (L. 3°, § 31); ma il caso ?i =  4 si pre
senta come nuovo in questo trattato, e noi coglieremo quindi 
volentieri l’occasione di esporre così i principi della teoria 
proiettiva delle quartiche gobbe di prima specie (§§ 29 e 30).

Procediamo a determinare le particolari trasformazioni di 
prima specie che sono involutorie. A tale scopo si consideri 
una g}2 dotata dei punti doppi A, L>, (7, D \ una tu che tra
sformi la gl in se stessa, non essendo identica, dovrà por
tare A in B , o in (7, o in D, e reciprocamente. Così si trovano 
tre trasformazioni 7u1? 7u2, tu3, che — riuscendo permutabili con 
l’ involuzione I  defluita dalla g\ — debbono equivalere alla 
propria inversa (in cui sono trasformate dalla J), cioè essere 
involutorie. E non vi è altra tu involutoria, dovendo essa riu
scire permutabile con ogni i ;  pertanto le tu1? tc2, tu3 che asso
ciano due punti doppi della I ,  non dipendono dalla partico
lare scelta della I .

D’ altronde la permutabilità di una tu involutoria con 
tutte le g}v  risulta anche dall’osservare che ogni g\ conte
nente una coppia di punti AA' coniugati in tu è trasformata 
in sè da tu; infatti, non potendo la tu, priva di punti uniti, coin
cidere con una involuzione di seconda specie, si otterranno
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— ìi partire dalle diverse coppie di n — tutte le oo1 g\ della 
curva K : anzi più precisamente una medesima I — gl viene 
definita da due coppie che la n ha in comune colla I , queste 
due coppie essendo formate dai quattro punti doppi per la 
involuzione T  =  n l.

Rileviamo esplicitamente che in quanto precede è con
tenuto il seguente resultato :

Esistono sopra una curva ellittica K tre trasformazioni 
involutorie di prima specie, nl , n2, tzb, ciascuna delle quali 
associa — separandole in due coppie — i quattro punti doppi 
di una qualsiasi gl appartenente a /£; sicché: le quaterne dei 
punti doppi delle g}2 sopra K, formano un’ involuzione yj gene
rata da un gruppo diedrico di trasformazioni di prima specie, che 
contiene le tre trasformazioni involutorie e V identità. Codesta y* 
è un’ involuzione ellittica le cui quaterne si possono porre in 
corrispondenza biunivoca coi punti della E; infatti, pren
dendo come modello proiettivo della E  una cubica, le qua
terne della g\ rispondono alle tangenti altrove condotte dai 
punti della cubica (questo ragionamento si traduce subito in 
forma invariantiva associando alle g\ su E  i punti residui 
rispetto ad una La mancanza di punti doppi per la y* è 
d’accordo con l’essere il suo genere uguale ad 1, secondo 
la formula di Zeuthen (cfr. § 10, pag. 73).

Il teorema sull’esistenza di tre corrispondenze involutorie 
su E, in cui si corrispondono i punti doppi delle sue gl, fu già 
stabilito riferendosi alla cubica, nella teoria delle sue curve 
covarianti, dove vedemmo che ogni cubica può riguardarsi 
come hessiana di altre tre. (Cfr. L. 3°, § 29 e in ispecie la 
pag. 227 del Vol. II).

Aggiungeremo infine che — essendo data, su K, una g\ coi 
punti doppi A , B , C, T> — restano definite, insieme a 
questa I  =  gi, altre tre involuzioni di seconda specie per
mutabili con essa:

I {={AB)(CD), I 2 =  (AC)(BD), I B =  (AD)(BC);

sicché il gruppo diedrico (trirettangolo) delle trasformazioni 
di prima specie di K  è (in ogni caso) contenuto in un gruppo 
hi-diedrico di 8 trasformazioni ordinarie che lasciano invariata 
la gl, formato da

1 ? % i ? 7r2 ? ^3
Î  ? 1 2 ? ^3 *
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L’analisi delle trasformazioni di prima specie involatone 
appartenenti ad una curva ellittica K , si lascia estendere 
passando alla determinazione delle trasformazioni tz cicliche 
d’ordine n ;> 2, la cui effettiva esistenza resulterà come con
clusione delle proposizioni seguenti :

1) Anzitutto si riconosce che « ogni tz ciclica d’ordine n
trasforma in se stesse tutte le appartenenti alla K  ».
Infatti si ottiene una g”- 1 invariante costruendo la serie 
lineare completa definita da un ciclo AA!A! ' ... A{n~l) di tz; 
ed è facile vedere che, al variare del ciclo considerato, varia 
anche.la essendovi (soltanto) n gruppi di una g]1—1 for
mati da cicli della n. Ciò resulta dal considerare la curva di 
ordine n dello Sn^.i che si ottiene come immagine proiettiva 
della K  in relazione alla detta gf*-1, attesoché codesta E nn~ i 
possiederà una trasformazione proiettiva subordinante tc, con 
n iperpiani uniti (non vi può essere un fascio d’ iperpiani uniti 
perchè ne seguirebbe 1’ esistenza di punti uniti per la tz). Ma 
si può anche dire — a priori — che la tz, lasciando ferma 
una particolare gr”_1, deve lasciarle ferme tutte. Infatti la 
serie delle gr*—1 appartenenti a K  costituisce un ente ellittico 
birazionalmente identico alla K  (essendovi corrispondenza biu
nivoca fra le g”- 1 e i punti residui rispetto ad'una 15 ov
vero fra le g1̂ 1 e i punti residui rispetto ad esse di n — 1 
punti fissi), e su codesto ente la tz induce una trasformazione 
di prima specie, che non può possedere un elemento unito 
senza essere identica.

È ovvio che la proposizione stabilita vale anche per le 
tz cicliche secondo un divisore di n, che possono dirsi (im
propriamente) d’ ordine n.

2) Una trasformazione di prima specie tz che lasci inva
riata una gli"1 è ciclica (propriamente o impropriamente) di 
ordine n.

Anzitutto osserviamo :
Una trasformazione di prima specie che applicata n volte 

a partire da un punto A di una curva Jf riconduce ad A, è 
ciclica d’ ordine n. Infatti izn, possedendo il punto A come 
unito, si riduce all’ identità.

Ora si consideri la curva normale Knn~i dello Sn, imma
gine proiettiva della K , su cui la g”- 1 viene segata dagli iper
piani: allora la n indurrà nello S„ un’omografia trasformante 
in sè la Knn~~l, e — poiché questa omografia possiede degli iper-
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piani uniti, ma non dei punti uniti sulla curva — si conclude 
che la n è ciclica (di un certo ordine m < n ) lasciando inva
riato il gruppo delle intersezioni della Knn~ l con un iper- 
piano unito.

Se il gruppo anzidetto si compone di n punti distinti* 
appare subito che l’ordine di ciclicità, mi, di tz è un divisore 
di n. La stessa conclusione vale auche nell’ ipotesi che l’ iper- 
piano anzidetto tocchi la curva, perchè se esiste un punto 
di contatto, che figuri i volte fra le intersezioni dell’ iper- 
piano, ne esistono altri m — 1, figuranti lo stesso numero i  

di volte.
3) Si costruisce sopra la curva K  una trasformazione 

di prima specie ciclica d’ordine m, associando ad un punto A  
un altro punto n-plo, A\ della g definita dal punto A con
tato n volte: scegliendo convenientemente A' fra gli ir — 1 
punti n-pli della diversi da A, si ottiene una trasfor
mazione il cui ordine di ciclicità è propriamente n.

È anzitutto chiaro che, comunque, sia scelto A' entro il 
gruppo anzidetto, la trasformazione di prima specie n =  (AA\), 
che porta A' in A, lascia ferma la gr”- 1, e però risulta ciclica 
d’ordine n o d’ordine m divisore di n : questo secondo caso 
ha luogo quando A ’ sia scelto entro il gruppo degli mi2 punti 
m-pli della g™—1 determinata dal punto m-plo A.

Ora se n è un numero primo: n =  p, tutte le p2 — 1 tra
sformazioni 7z ottenute nel modo anzidetto, riescono propria
mente cicliche d’ordine p: si definiscono in tal guisa su K

----- -  =  M-f-1 involuzioni cicliche yn.
p  — 1 1

Se poi n è potenza di uh numero primo: n — pa («> i>  
le trasformazioni \AA')  che riescono cicliche secondo un divi
sore di n, saranno certo — propriamente o impropriamente — 
cicliche d’ordine ?>“~1, corrispondendo dunque a punti A' che 
sono multipli secondo pa per la serie lineare completa 
determinata dal punto A  contato p*-1 volte. Si otterranno 
pertanto

1 ]  —  [ ( p 0- 1)2 —  1]— p2a~2(p2— 1 )

trasformazioni cicliche proprie d’ ordine pa.
Quando n contenga diversi fattori primi

« =  V * '  P2“3 - ,



CAPITOLO HL 2G7

si costruirà una trasformazione ciclica proprio d’ordine n, 
moltiplicando una trasformazione ciclica d’ordine pf*, per 
una d’ordine etc. Si dimostra infatti che: « il pro
dotto tzltz2 di due operazioni cicliche permutabili di periodi 
mi e m2 primi fra loro, è sempre ciclica d’ordine n =  mlm2J 
cioè che le nL e n2 sono indipendenti, non avendo comune 
altra potenza che l’identità ». Invero se nlr=Tz/ =  Tzd, la tt;3 
deve essere un’operazione ciclica il cui periodo divide con
temporaneamente mL e m2.

Con ciò abbiamo riconosciuto che :
Sopra una curva ellittica K  esistono sempre trasforma

zioni cicliche proprie d’ ordine n; insieme a quelle il cui 
ordine è un divisore di n, codeste trasformazioni formano 
un gruppo, Cr, d’ordine n2, che scambia fra loro gli n2 punti 
n~pli di una qualunque g]1" 1.

Le operazioni del gruppo G anzidetto (essendo trasfor
mazioni di prima specie) sono a due a due permutabili, cioè 
il G è  abeliano, e del resto isomorfo a un gruppo di sostitu
zioni sopra ri2 elementi (punti).

Osservazione. L’esistenza di trasformazioni cicliche proprie 
d’ordine n sopra una curva ellittica Zf, si può anche stabilire 
riducendosi (come è sempre possibile per continuità) al caso 
in cui la K  sia una curva reale, giacché si dimostra precisa- 
mente che: sopra una curva ellittica reale esiste un gruppo 
ciclico d’ ordine n di trasformazioni di prima specie reali, 
che ne lasciano invariato ciascun ramo.

La dimostrazione si svolge nel seguente modo: si consi
deri un ramo reale della ZT, e su questo due punti PP' che defi
niscono una trasformazione di prima specie reale 7z =  (PP')- 
allora resta anche definitala trasformazione 7zn =  (PP')n, che 
porterà il punto P  in un certo punto P n. Ebbene, se si fa 
variare per continuità il punto P' a partire a P, muovendosi 
sempre in un medesimo senso, il punto P„ si innoverà pure 
(nello stesso senso) a partire da P  stesso, e si arriverà ad una 
posizione di P, per cui P n viene a coincidere con P, resul
tando dunque 7cw =  l ;  si troveranno poi altre n — 2 posizioni 
successive di P, per cui si verifica la stessa circostanza, 
corrispondenti alle successive potenze n2, 7r3,... 7tn“-1 della no
minata 7C.

Il ragionamento precedente si lascia svolgere in forma 
completamente rigorosa sulla base del postulato di continuità.
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Non ci incingeremo su questo sviluppo, osservando che si 
tratta in sostanza di ripetere le considerazioni mercè cui si 
riesce a dimostrare in quest’ ordine di idee la divisibilità del 
cerchio in n parti uguali (l): qui si ha a che fare col gruppo oo1 
delle rotazioni attorno ad un punto, che è oloedricamente iso
morfo al gruppo delle trasformazioni di prima specie reali 
della curva 2T, e si tratta di riconoscere 1’ esistenza di rota
zioni cicliche d’ordine n.

Abbiamo veduto così che per una curva ellittica reale K  
(la quale può contenere, come la cubica, uno o due rami) si 
trova sempre una trasformazione di prima specie reale, n, 
ciclica d’ordine n, che lascia invariato ciascun ramo della 
curva; ora si può aggiungere che per n dispari una trasfor
mazione ciclica d’ordine n deve necessariamente lasciare in
variato ciascun ramo di 7f, e quindi il gruppo Gn2 uon com
prende altre trasformazioni reali che n e le sue potenze. 
Invece per n pari : n =  2m — e nel caso che la K  si com
ponga di due rami — una considerazione di continuità ana
loga alla precedente, vale a provare che esiste anche una 
trasformazione n' ciclica d’ordine n che permuta fra loro i due 
rami: ma questa non è indipendente da ttt, giacché il suo qua
drato è una trasformazione ciclica d’ordine m che lascia fermi 
i rami di K  e quindi una potenza pari di n. Di conseguenza 
il gruppo Gn 2 conterrà al massimo 2n trasformazioni di prima 
specie reali, e precisamente ne conterrà solo n per n dispari 
o quando la K  consta di un solo ramo, ed invece 2n per n pari 
quando la K  consta di due rami. In quest’ ultimo* caso le 2n 
trasformazioni reali anzidette formano un sottogruppo G2n 
del Gn2, il quale si può generare per moltiplicazione del G?l 
ciclico reale che lascia invariati i due rami, con una delle 
due che scambiano questi rami l’uno nell’altro. (La costru
zione effettiva di queste y* si ottiene notando che la g\ segata 
sopra una cubica piana dalle rette uscenti da un punto del 
ramo impari, possiede due punti doppi sopra un ramo e due 
sopra 1’ altro).

Eitorniamo allo studio generale del gruppo abeliano 
G =  Gn 2 costituito dalle trasformazioni di prima specie, reali

(l) Cfr. per es. l’Articolo di G. V i t a l i  « Sulle applicazioni del postu
lato di continuità... » nelle « Questioni riguardanti le Matematiche ele
mentari » raccolte e coordinate da F. Enkiques.
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e non reali, di una curva ellittica K , che trasformano in se 
stesse tutte le ĝ _1. Vogliamo riconoscere che esistono iu 
questo gruppo G due operazioni propriamente cicliche di 
ordine n, e n2, indipendenti fra loro, che generano per 
moltiplicazione l’ intiero gruppo. Procederemo alla dimostra
zione cominciando dall’ ipotesi che n sia un numero primo, 
considerando poi quella che n sia la potenza di un numero 
primo, per passare infine al caso generale.

а) Anzitutto se n è primo: n =  p, fra le p2 —* 1 trasfor-, 
mazioni cicliche d’ ordine p, ve ne sono certo due indipen
denti, tt1 e tc2, poiché basta prendere n2 fuori del gruppo 
ciclico generato da 7u4.

б) Suppongasi ora n potenza di un numero primo : n = p a. 
Per mostrare 1’ esistenza di due trasformazioni nL e n2 d’ or
dine w, fra loro indipendenti, faremo vedere anzitutto che 
ove n2 non sia indipendente da izl essa è del tipo

7t2 =  nnj1,
/n\* ildove tc è una delle - trasformazioni d’ordine
\pl v .

Infatti, se n2 non è indipendente da tca , fra le sue suc
cessive potenze ve ne sarà una prima, k2s, uguale a una 
potenza di ttì :

K 2S =  7C1r =  7U3.

litIl numero s è un divisore di n , s = - ,  ed essendo q il pe
riodo di n j' — sarà rq multiplo di «:

rq — nh , r

dove li riesce primo con q.
Ora si lui

- li — sii, 
<1

(rc*«i ~ hy  =  =  n g* T z-r =  1 ;
cioè

h =  K,

ha il periodo, proprio od improprio, -, di cui s, divisore di n, 
è uguale o divisore. Risulta così tu2 == nn*.

Ora le operazioni del tipo tc7t17ì sono in numero di (-)p
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infatti le operazioni n sono 
1, 2... p, giacché

ny
Ih

, e ad U basta dare i valori

n n p+h _  n n P . ?

dove n riesce ancora di periodo
P

Poiché il nostro G ha ordine n2> \ - \ p ,  si conclude che
esiste in esso qualche 7t2, ciclica d’ordine n, indipendente 
da nL.

c) Dal caso precedente si passa al caso generale in 
cui sia

n = p {a' p2a*... ,

ricordando che le trasformazioni cicliche d’ ordine n della K  
si ottengono moltiplicando quelle d’ordine per quelle 
d’ ordine p2a*.... Oi basterà osservare che :

Se ml e m2 sono numeri primi fra loro, e se tc1 e ti/, 
tz2 e tz2 sono due coppie di operazioni indipendenti del gruppo 
abeliano G, rispettivamente di periodo ml e m2, anche i pro
dotti nin2 e tc/tc/ costituiscono due operazioni indipendenti 
(di periodo n-= mim2).

L’ asserto si dimostra per assurdo come segue.
Se

(*!«*)* =  (*! V f  =  " 3»

indichiamo con q il periodo di n3 (^4=1) e, poiché q è divi
sore di n =  711^2 j scindiamo q in due fattori q{ e q2 rispet
tivamente summultipli dei numeri primi fra loro mi e m2.

<1 =  M ì 

cio posto, se (tu^)5 è la prima iiotenza di nln2 uguale 
a una potenza di 71/ 71/, avremo, analogamente al caso b),

s mim2
r

M 2
b

dove li risulta primo con q =  qiq2.
Uno almeno dei due numeri qL e q2 sarà diverso da uno, 

sia esso qt . Si ha allora
«lo, -—Ti

(TtjTCg)*»* =  7t,«>

«lo1 — n =  Tïj9»
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e, d’ altra parte,

(TCjTC*)*»! =  ( « ) r«‘ =
m2
’T*m j il

5

segue da queste relazioni

V 9 :7t2 Î»in th

il che, per P indipendenza di tu2 e tu/ ,  è  assurdo ove non 
sia q2 — 1. Ma allora la relazione

(«,«,)* =  (w1'«t')r
porterebbe

anche questa assurda, essendo ql =̂ =l e nl e tu/  indipendenti.
Così la nostra analisi si conchiude, restando dimostrato 

che appartengono in ogni caso al gruppo G (d’ ordine n2) due 
operazioni generatrici tua e tu2 d’ ordine n.

Quindi ! punti w-pli di una g su cui il G opera in 
modo semplicemente transitivo, si potranno distribuire in 
un quadro :

A12 ••... A in
2̂1 2̂2 .. A 2 n

Am A n 2 • •.. Ann ?

cosi che la tu4 operi la sostituzione (1, 2,... w) sui primi indici 
delle A ik, e la tu2 operi la medesima sostituzione sui secondi 
indici: allora la trasformazione tu che porta A n in Aih sarà 
data da

Aih) =  %l% h..

Riassumeremo i resultati ottenuti nel seguente 
Teorema. Le trasformazioni, di prima specie, cicliche di

% jf
>ordine n, di una curva ellittica K, appartengono ad un gruppo 
abeliano Gn2 d’ ordine n% che scambia fra  loro gli n2 punti 
n-pli Aik (i, le —  1, 2,... n) di una qualsiasi —1 : codesti punti 
n-pli risultano coniugati in una involuzione ellittica yl* che 
— come la serie delle qn~l — è birazionalmente identica alla IL0 n
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Il gruppo 6r„2 si può generare per moltiplicazione, mediante 
due operazioni cicliche d,9 ordine n indipendenti fra loro,

7*1 =  (An* .....  Aur) ( r =  I, 2
TUg ------ As2 •**' ('**   2iy.» n).

Aggiungasi che :
il gruppo Gn 2 è sempre contenuto in un gruppo G21l2 di 2n2 

trasformazioni ordinarie della K, che — oltre alle operazioni 
del Gn2 — contiene le n2 trasformazioni di seconda specie asso
danti A u agli Aik.

Naturalmente il detto G2n2, definito dalla condizione di 
lasciare invariata una gfjj—1, si amplia ulteriormente nei casi 
armonico ed equianarmonico, per J5 aggiunta delle trasfor
mazioni straordinarie che portano A n in uno dei punti Aih: 
nel caso armonico si ottiene così un gruppo GAn<i, che con
tiene — oltre le trasformazioni ordinarie — 2n2 trasforma
zioni straordinarie cicliche del quart9 ordine; invece nel caso 
equianarmonico si ottiene un gruppo Gon2, a cui appartengono 
— oltre le trasformazioni ordinarie del G2n2 — 4n2 trasfor
mazioni straordinarie, cioè 2ir trasformazioni cicliche del 
sest9 ordine e 2n2 del terzo (quadrati delle precedenti).

Osservazione. — Si assuma una curva ellittica normale, 
d’ ordine n nello spazio ad n — 1 dimensioni, la quale verrà 
designata con Knn~~l o brevemente con E n. La considerazione 
del gruppo ér, formato dalle trasformazioni della Kn che 
lasciano invariata la gf”- 1 delle sezioni iperpiane, ci porge il 
gruppo delle trasformazioni proiettive della curva, che — per 
un modulo generico — sarà precisamente un G2n2. Ora è im
portante osservare che :

I l gruppo delle trasformazioni proiettive di una curva 
ellittica normale, non possiede invarianti assoluti, riuscendo 
così indipendente dal modulo di essa.

Dimostreremo anzitutto la proprietà enunciata per' il 
gruppo Gn 2 delle trasformazioni di prima specie. A tal uopo 
si tenga presente che questo gruppo è abeliano, e si può 
generare per moltiplicazione di due omografie cicliche indi- 
pendenti d’ordine n, nl1 n2. Si noti ancora che una di 
queste omografie, per es. nl , non possiede certo una retta di 
punti uniti, giacché in tal caso ammetterebbe anche un fascio
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di iperpiani uniti, e quindi l’ involuzione defluita dal gruppo 
ciclico (1, tu, , tu/2 .... tc/*—1) sarebbe una gjt dotata di coinci
denze, che darebbero punti uniti di tul , mentre invece essa 
è una y* ellittica priva di coincidenze.

Pertanto l’omografia tu, dello possedérà n punti
uniti distinti P P n (A); questi definiscono alla loro volta 
un numero finito di omografie cicliche d’ordine n (non pos
sedenti altri punti uniti), rappresentabili con le equazioni

ìli ~ 1

(love e, e2.... designano radici a-esime diverse dell’ unità 
(potenze di una medesima radice primitiva).

Ora possiamo riconoscere che la costruzione di un’ omo
grafia 7i2 dello /S„_4, che sia ciclica d’ordine n con n punti 
uniti distinti e permutabile con ti,, implica la scelta di un 
certo numero di punti arbitrari che — presi insieme con 
P 1P2....Pn — costituiscono una figura priva di invarianti 
assoluti; e ciò anche indipendentemente dalle restrizioni ul
teriori a cui la n2 dovrebbe assoggettarsi affinchè generi, 
con n19 il nostro On2 abeliano. Infatti la n2 dovrà lasciare 
invariato il gruppo degli n punti P {P2.... P„, i quali ver
ranno dunque distribuiti in tanti cicli che — per una deno
minazione opportuna dei punti — saranno (P ,P2 .... Pr),
(Pr.+1 P,.+2....Pr+s) Pertanto la n2 lascierà fermo lo
*Sy-i =  (Pj P, .... P r) e possiederà in esso r punti uniti nes
suno dei quali appartiene a una faccia della piramide fon
damentale P  { P 2.... Pr : l’omografia subordinata da n2 entro 
codesto spazio verrà quindi definita (a meno di una irrazio
nalità che implica un numero finito di scelte) quando si as
suma ad arbitrio nello un punto unito X in posizione
generica. Similmente la costruzione dell’ omografia subordinata 
da n2 entro lo Ss_ { unito individuato da P r+1 P r+2.... P r+S, 
dipenderà dalla scelta arbitraria di un punto unito, Y. in 
posizione generica entro questo spazio, etc. «

In definitiva la costruzione di una 7c2, ciclica d’ordine n 
e permutabile con ni , viene a dipendere (a mener di un nu-

(]) Ricordiamo che un’omografìa ciclica di non può avere due
punti uniti infinitamente vicini, perchè sulla retta che li congiunge ver
rebbe subordinata una proiettività parabolica che non può essere ciclica 
(vol. I, pag. 398).

F. ENRIQUES -  IH. 18
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mero finito di scelte) dai punti P l , P 21 .... P „ , X, Y... che 
nel loro insieme costituiscono una figura priva di invarianti 
assoluti. Ora, poiché il gruppo Gn2 riesce definito dalle sue 
operazioni generatrici tz1 e tt2, e queste sono determinate — a 
meno di un numero finito di scelte — dalla configurazione 
dei punti P {, P 2,.... P,?, X, Y...., che è priva di invarianti 
assoluti, anche il Gn2 stesso riesce privo di invarianti asso
luti. Il ragionamento precedente non prova ancora che tutti 
i Gn2 siano proiettivi fra loro, giacché si potrebbe dubitare 
che ne esistessero più specie distinguibili in rapporto ad una 
irrazionalità aritmetica; ma questo dubbio si esclude perchè 
i Gn2 dipendono univocamente dalle curve ellittiche Ji„, che 
formano una serie continua.

Ora il teorema dimostrato per i gruppi Gn* costituiti dalle 
trasformazioni proiettive di prima specie di una ZT„, si estende 
ai gruppi proiettivi completi Gzn2, ricordando che il é?n2, ge
nerato da tt1 e 7u2, si amplia in un G2 n 2 per Paggiunta di una 
involuzione I  che deve trasformare le omografie nl e n2 nelle 
loro inverse.

Pongasi dapprima che le ni e n2 non abbiano punti uniti 
comuni e che n2 permuti fra loro i punti uniti di tc1 secondo 
la sostituzione

(P,P2.... P„) (Pr+1 Pr+2 .... Pr+S) .... (r >  1, .<?>!,

in questo caso si vede subito chele omografie J r , I , . s u 
bordinate da I  entro gli spazi

*Sy—{ =  ( P i P ,  •••• -Pr)> & s — 1 ( P r + i  P r -h 2  •••• P r - |-$ )?  •••• ì

riescono definite a meno di fin numero finito di scelte, poiché 
nel primo spazio i due gruppi di punti P  e X uniti per nl e n2 
forniscono 2r coppie di punti omologhi dell’omografia J r , e 
così di seguito; si deduce che anche l’omografia involutoria J, 
dello 8n, resta definita a meno di un numero finito di scelte, 
giacché la sua costruzione dipende da quella dei due spazi 
complementari di punti uniti, di cui si conoscono le sezioni 
con Ss—r ...

Il ragionamento precedente esige una lieve modificazione 
nell’ ipotesi (di cui qui non giova indagare la possibilità) che 
le omografie tt1 e iz2 abbiano dei punti uniti comuni, diciamo
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per es. P„, Pn-i  > .... P„_*. In questa ipotesi la costruzione di 
una omografia involutoria che sia permutabile con le
omografìe subordinate da n ì-e tt2 n e l l o =  (I>nP,7_ l .... 
viene a dipendere da alcuni elementi arbitrari, potendosi 
assumere ad arbitrio l’ intersezione, Zikì di uno degli spazi 
uniti con una qualsiasi retta P*Pft, in relazione all’ ipotesi 
che i due punti P* e Pk vengano scambiati fra loro da J f+1, e 
quindi che la proiettività subordinata sulla retta P^P* sia una 
involuzione i cui punti doppi separano armonicamente Pi e Ph. 
Tuttavia è chiaro che la figura dei punti P nPn_ L .... P„_f e 
degli Zik, entro lo 8t1 riesce sempre priva di invarianti asso
luti. Pertanto, come nel caso precedente, si conclude che la 
costruzione delle omografie izn tc2, I , che definiscono un 6r2n2, 
dipende da Una figura di punti priva di invarianti assoluti 
entro lo e così che anche il Gzn2 è privo di invarianti
assoluti. c. d. d.

Discende dalla proprietà stabilita che, mentre le K„ 
di dipendono da n(n-h 2) H- 1 parametri (cioè da tanti
parametri quanti sono quelli delle omografie più il modulo), 
i corrispondenti gruppi proiettivi 6?2m2 dipendono da n(n-\-2) 
parametri (essendovi soltanto un numero finito di omografie 
che trasforma un é?2„2 in se medesimo): perciò ad ogni 6r2„2 do
vranno corrispondere 001 Kn, tutte invarianti per il medesimo 
gruppo proiettivo, le quali descriveranno una superficie inva
riante F. Si può aggiungere che le K n formano sopra F  un 
fascio, per un punto generico di F  passando una K„ della 
serie. Infatti preso un punto generico A di .F, i suoi trasfor
mati per le omografie del G2„* formano un sistema di 2ir punti, 
che debbono resultare comuni alle Kn passanti per A; ciò 
significa che per A passa una sola K„ giacché due K„ non 
possono avere 2n2 punti a comune. Anzi se lo spazio Sn_ t 
ha più di due dimensioni (cioè per ?i>3),.non è neppur 
possibile che due Kn abbiano punti a comune, e tanti ne 
dovrebbero avere in ogni caso se esse hanno un punto co
mune, essendo le trasformazioni di prima specie del é?n2 prive 
di. punti uniti': così, per n > 3 ,  il fascio delle K„ su F  risulta 
privo di punti base.

Riassumeremo i resultati ottenuti, enunciando il
Teorema (*). Una curva ellittica normale di ordine n nello

(l) Cfr. Eneiquics: Rendiconti delPAcc. <li Bologna, 2 maggio 1920.
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spazio ad n — 1 dimensioni, possiede in generale un gruppo 
proiettivo G2n2, che lascia invariate 001 curve ellittiche ana
loghe di modulo variabile : tali curve appartengono ad, una, 
superficie invariante e su questa formano un fascio (privo di 
punti base per n >  3), che prenderà il nome di fascio sizi- 
gotico, riducendosi per n =  3 al fascio di cubiche studiato 
da H e sse  (cfr. L. 3°, §§ 27, 28 e 31).

Vediamo di esemplificare le cose dette per le curve ellit
tiche d’ordine n =  3; illumineremo così, sotto una nuova luce, 
la teoria delle cubiche svolta nel L. 3°.

Anzitutto abbiamo che la cubica piana possiede in gene
rale un gruppo 6r18 di trasformazioni proiettive, formato da 
9 omologie armoniche (gl sulla 7Q, da 8 omografie cicliche 
del terz’ordine e dall’identità, quest’ultime corrispondenti alle 
trasformazioni di prima specie che permutano fra loro i 9 flessi. 
Un’omologia armonica, J , lascia fermo un flesso distri
buendo gii altri 8 in tante coppie di una g\7 che è dotata 
di quattro punti doppi distinti: tre di questi punti saranno 
le intersezioni di /v3 con l’asse di I, e il quarto sarà il centro 
dell’ omologia.

Ora si riconosce che il centro è precisamente il flesso Al7 
giacché tre punti di contatto delle tangenti altrove con
dotte dal centro sono le intersezioni con l’asse, mentre il 
punto di contatto della quarta tangente coincide col centro 
medesimo.

Eesta confermato in tal guisa che le 9 omologie armo
niche del GiS hanno per centri i 9 flessi della,cubica Ks, ciò 
che trae — come sappiamo — la proprietà fondamentale 
della configurazione dei flessi.

Anche dal punto di vista della realità si ritrova facil
mente il noto teorema che « la cubica reale possiede tre flessi 
reali appartenenti al ramo impari ». Infatti fra i nove flessi 
della cubica ve ne sarà uno almeno reale, F n  e poiché 
questo non può trovarsi su un ramo pari, dovrà stare sul 
ramo impari; ma esiste una omografìa ciclica del terz’or
dine 7c, che trasforma in se stessa la cubica e il suo ramo 
impari, e rispetto alla tu, F { descriverà un ciclo Fl7 F 2J F37 
costituito da 3 flessi reali: non ve ne potranno essere altri 
perchè risulterebbe definita un’ altra omografia ciclica del
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terz’ordine lasciante ferma la cubica, fuori del gruppo ciclico 
generato da t z (a).

Riforniamo alla considerazione algebrica della cubica, 
prescindendo dalle questioni di realità. Secondo il teorema 
generale stabilito innanzi, il gruppo proiettivo 6 Ì% di una 
cubica piana Kz, dovrà lasciare invariate oc1 cubiche ana
loghe formanti un fascio: si riconosce che tutte queste cubiche 
posseggono i medesimi flessi, costituenti i 9 punti base giacché, 
altrimenti, le omologie armoniche del 6r18 varierebbero col 
variare della cubica 7l3. Così dunque si trova nuovamente 
dimostrata, da un punto di vista superiore, la proprietà fon
damentale del fascio sizigetico di cubiche, che nel L. 3°, § 28 
fu dedotta mercè la considerazione analitica della curva 
hessiana.

Tutta la teoria dei gruppi proiettivi appartenenti alle 
cubiche e ai loro fasci sizigetici (ibidem § 31) rimane così 
ricostruita nelle sue linee essenziali: confronti più particolari 
potranno formare oggetto di utili esercitazioni. ìsoi proce
diamo ora ad applicare i nostri risultati generali al caso 
delle quartiche gobbe di prima specie (n =  4), che verranno 
studiate diffusamente nei due paragrafi che seguono, traendo 
così occasione a svolgere la teoria proiettiva di codesti enti 
geometrici elementari.

29. Applicazioni alla teoria proiettiva delle quartiche 
gobbe di prima specie. — La quartica di prima specie priva (*)

(*) Ricordiamo che l’ esistenza di tre flessi reali sul ramo impari della 
cubica risulta anche :

li dalla'riduzione della cubica alle forme normali: parabole cam
paniformi di N e w t o n  (cfr. Vol. II, L. 3°, § 26):

2) dall’analisi di Mobius in relazione alle proprietà topologiche del 
piano proiettivo-(cfr. Vol. II, L. 3°, § 34) ;

3) dalla corrispondenza [2, 1] che intercede sopra il ramo impari 
fra un punto e il suo tangenziale: la corrispondenza (come si deduce dal
l’ esame dell’ intorno di un flesso) è discorde e possiede tre punti uniti. 
Questa analisi svolta nel L. 3°, § 34, Vol. II, pag. 249, è stata approfondita 
da Chisini, in una Nota dell’ Istituto Lombardo del giugno 1920 (cfr. Jukl, 
Kiob. Shrift., 1899), dove il teorema viene anche esteso per n > 3 .

Per n dispari le considerazioni usate nel testo permettono subito di 
dimostrare che sopra il ramo impari di una curva ellittica reale nor
male, K nj esistono sempre n punti stazionari reali (in cui la curva ha un 
contatto Wrpunto col suo piano osculatore).
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di punti doppi dello spazio ordinario, A4, cioè la quartica 
gobba di genere uno, si lascia definire come intersezione di 
due superficie del second’ ordine irreducibili che non si toc
cano : / =  0, y =  0. (Ofr. L. 3°, § 18, vol. II, pag. 145).

He 1 fascio / —Xcp =  0 si trovano quattro coni distinti, i 
cui vertici A, J5, (7, D formano un tetraedro covariante, che 
designeremo come fondamentale o coniugato per la K4. II 
modulo della curva ellittica E 4 viene dato dal birapporto 
dei quattro piani tangenti ad essa che si possono condurre 
per una corda qualunque: codesto birapporto riuscendo co
stante al variare della corda. Ora si tratta di esprimere il 
detto modulo in relazione al fascio di quadriche / —7cp =  0 
che ha come curva base la K4. Si trova precisamente che:

Il modulo della quartica ellittica, definita come curva base 
di un fascio di quadriche, è dato dal birapporto dei quattro 
coni che appartengono al fascio.

Per dimostrare questo teorema ricorderemo dapprima che 
il modulo della K4 è uguale al modulo della serie delle g\ che 
ad essa appartengono (cfr. pag. 265). Ora una quadrica per Zi4 
definisce in generale due g* segate dai suoi due sistemi di 
generatrici, e le due g}2 coincidono soltanto quando coincidono 
questi sistemi, cioè per le quadriche del fascio che sono coni : 
segue da ciò che l’ente ellittico K4 (ovvero la serie delle sue g\) 
viene rappresentato doppiamente sul nostro fascio di quadriche, 
avendosi come elementi di diramazione i quattro coni, di guisa 
che il loro birapporto darà il modulo della K4. (È necessario 
che il lettore si familiarizzi con questa maniera astratta di 
ragionare, ravvisando negli elementi del nostro fascio i punti 
di una retta, ai quali rispondono le coppie di una gl entro 
l’ ente semplicemente infinito i cui elementi sono le g\ di K4).

Si può interpretare in forma più concreta il ragiona
mento precedente. Perciò giova osservare che « i piani tan
genti ad un cono per K4 sono bitangenti alla curva ». Ordunque 
si prenda su K4 un punto P  e si associ a ciascuna quadrica del 
fascio il rispettivo piano tangente in P  che conterrà la tan
gente p: allora ad ogni quadrica corrisponde un piano per 
la p, e ai coni del fascio corrispondono i quattro piani per p 
tangenti (altrove) alla K4.

Conviene spiegare in breve perchè il ragionamento qui 
svolto non sia che una interpretazione concreta del prece
dente. A tal uopo basta osservare che il piano, per la p, tan-
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gente ad ima qnadrica del fascio f — =  0, sega la quadrica
secondo due generatrici, e la KA secondo due punti P 1 e P 2 che 
sono residui di P  rispetto alle due g\ segate dai due sistemi 
di generatrici cui le nominate appartengono : così P L e P2 
rappresentano le due g\ definite su KA da codesti sistemi di 
generatrici, e — variando la quadrica del fascio e quindi il 
piano per p — la coppia PfP2 descrive una g\ che appare 
rappresentativa della g\ che abbiamo costruita innanzi sul- 
l’ente ool formato dalle g\ di K .

Alla quartica ellittica KA viene associato un complesso 
covariante di rette, che pone sotto un nuovo aspetto il signi
ficato del suo modulo. Perciò giova definire anzitutto quel 
particolare complesso di secondo grado che da R e y e  ha rice
vuto il nome di complesso tetraedrale.

Si consideri un tetraedro (non degenere) APOP, le cui 
faccie verranno designate ordinatamente con oc [3 y 5, e che assu
meremo come fondamentale per le coordinate. Una retta p, 
che non si appoggi ad alcuno spigolo del tetraedro, sega le 
quattro faccie rispettivamente in quattro punti P i P 8P 3 P4, che 
formeranno un certo birapporto (P1P2P 3P 4) =  le. Si riconosce 
che questo birapporto è uguale a quello dei quattro piani 
7T1Tu27rHTr4 che proiettano da p i quattro vertici del tetraedro 
ABOD. Ciò risulta a priori in base all7 osservazione che esiste 
una polarità rispetto ad una quadrica in cui ad ABC.D corri
spondono le faccie opposte del tetraedro oc j3 y 8, e alla retta p, 
considerata come luogo di punti, corrisponde la retta medesima, 
considerata come asse di un fascio di piaiii; infatti esiste un 
sistema lineare co3 di quadriche -f- l^x.22 4- X3æ32 -pÀ4œ42=  0, 
che posseggono ABCD come tetraedro coniugato, e fra queste 
vi è una quadrica che — contenendo tre punti di p — contiene p.

Si può verificare analiticamente l’uguaglianza dei bi- 
rapporti :

( l \ PìPiP4) =  > >

esprimendo fc =  (P4P 2P^P4) per mezzo delle coordinate plfi- 
ckeriane di retta p ik, quando si ricordi che le coordinate 
della retta p congiungente due punti (x) e (y) e intersezione 
di due piani (u) e (v) sono

V  i h  — ^ i V ì i  h V i  j
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ovvero, dualmente.

e si ha la relazione
9 ih  =  utrk — uhv.n

pik = qlm (/, fc, /, m diversi fra loro)

(cfr. L. 1°, § 19, voi. 1°, pag. 120).
Infatti i punti della retta p si esprimono come combina

zioni lineari x{ - sicché — intersecando coi piani æ ,=0, 
œ2.=  0, æ3 =  0, x4 =  0 — si trovano i valori del parametro X 
corrispóndenti ai punti P iP9P.òPA\

quindi
? /t5

— i  -—
y» 1 ' 4

il  4?

% . *1. _ . *•.
_ f/a ìli .. y , ih

** ■'■«* X,
V, ih ìh v%

■ Xiìh — P «i li* .
- x«ìh Pm: * Pi 4

il calcolo duale porge:
(T_____________4(t: a 7T ) — -------- .

flWìu

che risulta ancora uguale a fr, essendo

9 i:< P 24  * * l - i 4 —  i:j *» ((•>:{ —  P i 4 ’ */14 —  J

Le co2 reWtf che segano le quattro faccie a [3 y 5 dei tetraedro 
fondamentale secondo un hirapporto costante le (che è anche il 
hirapporto dei quattro piani proiettanti i vertici ABCD) for
mano un complesso (r) che prende il nome di tetraedrale: è

(*) Si chiama complesso di rette un sistema algebrico co3 di rette che 
(interpretando — al modo di Klein — le rette di S-à come « punti » di 
una quadrica Q42 di &-) viene rappresentato da una varietà a tre dimen
sioni V£ sulla quadrica Q42 di equazione Ep.ikplìn= 0 .  Si dimostra che 
tali Kg sono sempre intersezioni complete della quadrica fondamentale 
con una varietà V™ {n==2m)1 cioè che ogni complesso è rappresentato 
da una sola equazione: il grado m di questa equazione dicesi grado dei- 
complesso. 11 grado di un complesso è la classe dell’ inviluppo delle rette 
di esso che appartengono ad un piano, od anche l’ ordine del cono dei 
suoi raggi per un punto.
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c h i a r o  c h e  il c o m p l e s s o  t e t r a e d r a l e  s i  p u ò  d e f i n i r e  c o m e  
Vinsieme delle rette trasformate di una di esse mediante le oo:; 
omografie permutabili che posseggono come punti uniti i vertici 
del tetraedro. I l  c o m p l e s s o  c o s ì  d e f i n i t o  è  un particolare com
plesso di secondo grado la  cu i  e q u a z i o n e  è  d a t a  d a

P t t - P u - k P t V - P ,  4 = ( ) -

S i p u ò  v e r i f i c a r e ,  a n c h e  i n d i p e n d e n t e m e n t e  d a l l ’ e q u a z i o n e  
d e l  c o m p l e s s o ,  c h e  l e  r e t t e  d i e s s o  a p p a r t e n e n t i  a d  u n  p i a n o  i n v i 
l u p p a n o  u n a  c o n i c a  ( t a n g e n t e  a l l e  q u a t t r o  f a c c i e  d e l  t e t r a e d r o )  : 
i n f a t t i  q u e s t e  r e t t e  s o n o  a s s o g g e t t a t e  a  s e g a r e  s e c o n d o  u n  b i r a p 
p o r t o  c o s t a n t e  i q u a t t r o  la t i  d i u n  q u a d r i l a t e r o ,  c o n d i z i o n e  d u a le  
d i  q u e l l a  c h e  c o n s i s t e  n e l  p r o i e t t a r e  q u a t t r o  p u n t i  s e c o n d o  u n  
b ir a p p o r t o .  c o s t a n t e ,  c h e  è  la  p r o p r i e t à  d e f i n i t r i c e  d e l l a  c o n i c a  
s e c o n d o  Oh a s  l e s  e  S t e i n e r . O r a  p e r  d u a l i t à  n e l l o  s p a z i o  si h a  
c h e  l e  r e t t e  d e l  c o m p l e s s o  t e t r a e d r a l e  p a s s a n t i  p e r  u n  p u n t o  f o r 
m a n o  un  c o n o  q u a d r ie o ,  c o n t e n e n t e  i v e r t i c i  d e l  t e t r a e d r o  ABCD.

C iò  p o s t o  r i t o r n i a m o  a l l e  q u a r t i c h e .  A v e m m o  g i à  ( p a g \  278) 
o c c a s i o n e  d i r i c o n o s c e r e  c h e ,  d a t a  u n a  q u a r t i c a  d i p r i m a  s p e c i e  
2T4, i q u a t t r o  p i a n i  p r o i e t t a n t i  d a  u n a  s u a  t a n g e n t e  i v e r t i c i  d e l  
t e t r a e d r o  c o n i u g a t o  ABCD , f o r m a n o  u n  b i r a p p o r t o  c o s t a n t e  
u g u a l e  al m o d u l o  d i Ki ; n e  d e d u c i a m o  o r a  c h e  « le  t a n g e n t i  
d i  / i 4 s e g a n o  le  q u a t t r o  f a c c i e  d e l  t e t r a e d r o  c o n i u g a t o  s e c o n d o  
u n  b i r a p p o r t o  c o s t a n t e  u g u a l e  al m o d u l o  d e l l a  q u a r t i c a  » e  le  
d u e  p r o p r i e t à  si p o s s o n o  r i a s s u m e r e  d i c e n d o  c h e :

Le tangenti ad una quartica gobba di prima specie appar
tengono ad un complesso tetraedrale covariante, c h e  h a  c o m e  
t e t r a e d r o  f o n d a m e n t a l e  il t e t r a e d r o  c o n i u g a t o  a l la  c u r v a  ( 1). (*)

(*) II complesso tetraedro le ammette alcune semplici generazioni pro
iettive, indicate da Reye, H irst, etc. clic permettono di svolgerne sinteti
camente la teoria (cfr. Tli. Reye « Die Geometrie der Lage », 3 Abt. 
Lipsia, 1910, pag. 1 e 205). Così il detto complesso si lascia detinire come 
il complesso delie congiungenti le coppie di punti omologhi di un’ omo
grafia. Trattandosi di ima quartica intersezione di due quadriche /  e cp, 
l’ omografìa che dà luogo ai complesso tetraedrale covariante è il prodotto 
delle polarità relative ad /  e  c p .  Notisi che lo stesso complesso risulta da 
un fascio di omografie contenente l’ identità. Per le proprietà dei fasci 
di omografìe negli spazi a più dimensioni cfr. F. Enriques « Rendiconti 
dell’Àcc. dei Lincei » 2° seni., 1890. Per le reti e i sistemi lineari più ampi 
cfr. i lavori di R. Bonola nei « Rendiconti dell’ Istituto Lombardo » e negli 
« Atti della Società delle Scienze di Modena », 1898, nonché G. M a r le tta  
« Rendiconti del Circolo Mat. di Palermo », 27 luglio 1919.
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Sorge la questione di determinare le quartiche ellittiche 
di ugual modulo che posseggono un dato complesso tetrae- 
drale T  come covariante. A tale scopo si noti elle le qua- 
driche possedenti un dato tetraedro coniugato ABCD for
mano un sistema lineare oc3 e quindi sono oc4 i loro fasci, 
cioè le quartiche aventi il detto tetraedro come fondamen
tale; fra le quali quartiche se ne avranno oo3 con un modulo 
assegnato e in ispecie con un modulo uguale al birapporto fc 
delle quaterne segate dalle faccie del tetraedro sulle rette di T.

Precisamente esiste una quartica di modulo le, 'possedente 
il tetraedro fondamentale ABCD, definita dalle condizioni di 
passare per un punto generico P e di toccare ima- retta p, 
appartenente al complesso tetraedrale T: codesta quartica è la 
curva base del fascio delle quadriche, aventi il dato tetraedro 
coniugato, che toccano la p in P.

Segue di qui che sopra una quadrica possedente il te
traedro ABCD, si trova una serie c^1 d’ indice due di quar
tiche ellittiche di modulo fa, avendosi per ogni punto della 
quadrica due tangenti entro il complesso T: codeste quar
tiche appariscono così le linee integrali di una equazione 
differenziale quadratica del prim’ ordine, che viene definita 
(sulla quadrica) dal complesso T.

Dopo queste premesse attinenti alla teoria generale della 
quartica gobba di prima specie, passiamo a studiare il gruppo 
6r32 delle trasformazioni proiettive che mutano in sè una quar
tica /i4 non singolare, e il sistema dei suoi 16 punti stazio
nari, cioè dei punti di contatto dei suoi piani iperosculatori 
(punti 4-pli della g* segata dai piani).

Sappiamo che quel gruppo GZ2 è generato da 16 trasfor
mazioni involutorie di seconda specie (gty della curva, le quali 
verranno subordinate da altrettante omografìe involutorie 
dello spazio; i prodotti, a due a due, di codeste omografie 
involutorie, daranno 16 omografie (compresa l’ identità) su
bordinanti sulla /l4 trasformazioni di prima specie, a due a 
due permutabili, e formanti a loro volta un gruppo Gi(S.

Ora il nostro gruppo 6r32, lasciando invariato il tetraedro 
fondamentale ABCD, sarà in isomorfismo meriedrico col 
gruppo proiettivo del birapporto, che scambia fra loro le 
quadriche dçl fascio definito dalla curva base 2T4, permu
tando fra loro — secondo le sostituzioni del gruppo die-
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lirico: I, iAB){CD)j \AG)(BD), (AD)(BC) — i quattro coni di 
vertici A, B, C, D (lo stesso isomorfismo è posto in luce 
dalla considerazione del complesso tetraedrale covariante). 
E nel detto isomorfismo alla sostituzione identica sopra 
A, B. C, D, corrisponderà un gruppo Gs di 8 omografie coi 
punti uniti A, B, C, D, e coi piani uniti u =  BCD, etc.

È facile riconoscere che questo 6rs è formato da 8 omografie 
permutabili cioè: dalle 4 omologie armoniche aventi per centri 
e piani i vertici e le faccio opposte del tetraedro, nonché dalle
3 omografie biassiali armoniche aventi per assi gli spigoli op
posti del tetraedro, che — insieme all’identità — si ottengono 
moltiplicando a due a due le omologie nominate innanzi.

Infatti il tetraedro ABCD essendo il tetraedro coniugato 
comune alle quadriche /  e cp secai)tisi lungo la Ji4, le suddette 
omologie armoniche lasciali ferme /  e e quindi la quartica.

Le omografie del Gs considerate ci porgono :
. 1) le quattro trasformazioni di seconda specie della /f4 

che lasciano fermo (uno e quindi) una quaterna di punti stazio
nari (quadrupli per la segata dai piani), che vengono su
bordinate dalle quattro omologie di centri A, B, (7, D;

2) e le tre trasformazioni di prima specie invoìutorie 
(le tre yj ellittiche) di K4, subordinate dalle tre omografie 
biassiali aventi come assi gii spigoli opposti del tetraedro. 
Secondo la teoria generale, le trasformazioni invoìutorie di 
prima specie si ottengono su /i4 facendo corrispondere due 
punti doppi di una stessa g\] ed appuntò l’omologia di centro A 
fa corrispondere fra loro due (e anche gii altri due) punti sta
zionari entro il piano [3, che sono doppi per la g\ subordinata 
dall’omologia di centro B , sicché il prodotto delle due omo
logie scambia questi due-punti. D’altronde è anche chiaro 
dal punto di vista della geometria proiettiva, che le due 
omologie armoniche Aa e B(3 sono permutabili, e quindi il 
loro prodotto è un’ involuzione, che ha come assi di punti 
uniti le rette AB  ed af3.

Ora il gruppo G32 della quartica possiederà, fuori del G% 
che produce su ABCD la sostituzione identica, altre 12 tra* 
sformazioni (invoìutorie) di seconda specie, di cui 4 produr
ranno su ABCD la sostituzione (AB)(CD), 4 la (AC)(BD) e
4 la (AD){BC) : queste omografie involutprie non potranno 
essere omologie, bensì saranno omografie biassiali armoniche 
con gii assi rispettivamente incidenti alle coppie di rette
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unite sghembe AB, CD, o AG, BD, o AD, BC ; e — poiché 
una trasformazione di seconda specie (grj) possiede quattro punti 
uniti — gii assi di ciascuna delle nominate omografie biassiali 
saranno corde della quartica. Ma vi sono precisamente 8 corde 
della quartica incidenti alle due rette AB e CD (l), e queste si 
distribuiscono in quattro coppie di rette coniugate armoniche 
rispetto ad AC e BD, come mostra 1’ omografia biassiale armo
nica di assi AC e BD che trasforma in sè la Kx (che già incon
trammo nelPanalisi del 6rs) : così codeste quattro coppie di corde 
daranno tutte e quattro le omografie biassiali armoniche pro
ducenti la sostituzione (AB)(CD). E analogamente si dica per le 
corde incidenti alle altre coppie di spigollopposti del tetraedro.

(Aggiungiamo che le due corde, r e s, assi di una omo
grafia biassiale armonica trasformante in sè Zf4, sono diret
trici di una rigata quadrica contenente la quartica, le cui 
generatrici segano le coppie della g\ subordinata dalla nostra 
omografia: l’asserto segue dal notare che in generale le corde 
di una quartica ellittica incidenti ad una retta formano una 
rigata di grado 8, e che questa si riduce al grado 2, quando 
la retta si appoggi in due punti alla quartica).

Ora conviene riconoscere più 
precisamente che le 8 corde di Zi4 
incidenti alle rette AB  e CD for
mano due quadrilateri sghembi. 
Infatti se P  è un punto di AB 
per cui passa una corda inci
dente a CD, in un punto R, la 
omografia biassiale armonica di 
assi AB e CD, lascia ferma anche 

la seconda corda della quartica uscente da P, la quale — di con
seguenza — deve appoggiarsi a OD, e il punto di appoggio, S, 
deve essere coniugato armonico di R rispetto a Ce D, come 
risulta dall’omologia trasformante KÀ di centro 0 e di piano 
y — D A B : emerge di qui che le altre due corde di KA, uscenti 
da R e S, si appoggiano alla retta AD in un medesimo punto Q, 
che è il coniugato armonico di P rispetto ad A e D.

(l) Per una K n d’ ordine n con d punti doppi apparenti il numero

delle corde incidenti a due rette vale ——-w7, come si vede ren-2
dendo incidenti le due rette. GTr. L. 3°, § 43, vol. II, pag. 298. Qui è 
il =  4 -e d =  2.
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Anche ìe altre quattro corde di l iA incidenti ad AB e CD 
formano analogamente un quadrilatero sghembo P'R'Q'S, ed 
è importante notare che le due coppie di vertici PQ e P’Q\ 
appartenenti al medesimo spigolo AB (e similmente quelle 
su CT>) si separano armonicamente. L’asserto risulta dalla 
esistenza di una trasformazione in sè della figura, data dal- 
P omografia biassiale armonica di assi P li e QS.

Nel seguito ci occorrerà spesso di considerare sestine di 
punti formate da tre còppie (delle quali solo due possono 
essere di punti reali e quindi disegnabili) che si separano ar
monicamente fra loro, come quella costituita da AB , PQ, P 'Q'; 
designeremo brevemente una tale sestina col nome di sestina 
regolare; qui ricordiamo che una sestina regolare si può defi
nire come P insieme dei punti doppi di una g\ diedrica (gene
rata da un gruppo diedrico P4), ovvero come il covariante 
sestico T  di ciascuna quaterna della gr*. (Cfr. L. 2°, §9. vol. I, 
pag. 205).

Abbiamo costruito tutte le trasformazioni omografiche di 
seconda specie del (r32 relativo alla quartica 7l4 (4 omologie 
e 12 omografie biassiali, I, parimente armoniche), ora otter
remo per moltiplicazione di queste 7, a due a due, le trasfor
mazioni di prima specie. .

In primo luogo se si moltiplica una delle quattro omo
grafie biassiali J, con gli assi incidenti agli spigoli AB  e CD 
per un’ altra fra le tre I  che hanno gli assi incidenti ai mede
simi spigoli, si ottiene una delle tre omografie biassiali armo
niche del 6rs, aventi come assi gli spigoli opposti del te
traedro: precisamente, se si moltiplica la I  di assi Pli e QS 
per la I  di assi PS e Qli, nasce P omografia biassiale armo
nica con gli assi AB e CD (su ciascuna di queste rette avendosi 
l’ identità), ed invece se si moltiplica la I  di assi PR  e QS 
(o PS  e QR) per le altre due I  di assi P'R  e Q'S (oppure 
PfS' e Q'R) si ottengono le altre due omografie biassiali 
armoniche, appartenenti al Gs che lascia fermi ABCD, di 
assi AC e BD, ovvero AD e BC. Segue di qui che le omo
grafie biassiali I  con gli assi incidenti ad una medesima 
coppia di spigoli del tetraedro sono a due a due permutabili 
(la condizione di permutabilità di due involuzioni consistendo 
nell’essere involutorio il loro prodotto), e quindi gli 8 assi si 
distribuiscono su quattro rigate quadriche x> X ? ’V C011fe“ 
nenti le direttrici AB e CD, e una delle due coppie di gene-
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nitrici AC, BD, e AD, Z?Cy; così saranno su una medesima 
rigata quadrica

X le rette P E , ÇS, P 'i? , 0'S', A(7, BD,
su una i  le rette PR, QS, P S ', Q'B, AD, BC ,
su una X' le rette PS, QR, P S ’, QR', AC, BD,

e su una le rette PS, QR, P i i ,  Q'S', AD, BC.

L’asserto si giustifica ricordando che la condizione di 
permutabilità di due omografie biassiali armoniche è che 
gli assi dell’una sieno incidenti a quelli dell’altra, o che le 
due coppie di assi si separino armonicamente appartenendo 
ad una medesima rigata quadrica. (Notisi che le superficie 
di second’ ordine a cui appartengono le predette rigate, a 
due a due s’ intersecano, oltreché nelle direttrici AB  e CD, 
anche in una delle sei coppie di generatrici : P ii • QS, PS • QR, 
P 'R • Q'S', P'S'- Q R , AC • BD, AD - BC).

Ora, da ciò che abbiam detto intorno ai prodotti di due I  
con gli assi incidenti ai medesimi spigoli del tetraedro, segue 
anche che le I  permutabili con una data di assi PB  e QS 
sono soltanto le tre i cui assi sono incidenti ai medesimi 
spigoli: infatti le I  subordinano sulla quartica KA delle g\, ed 
esistono soltanto tre gl permutabili con una data; le quali 
moltiplicate per questa danno le tre trasformazioni di prima 
specie involutorie, subordinate dalle omografìe biassiali del Gs 
che hanno per assi gli spigoli opposti del tetraedro.

Ciò posto, se si moltiplica una I { con gli assi incidenti 
agii spigoli AB, CD per una J2 con gii assi incidenti ad 
AC, BD, si dovrà ottenere una trasformazione di prima 
specie n =  I 2I { ciclica del quart’ordine. Pertanto la retta 
PB non potrà essere incidente agii assi di J2, giacché ne # 
seguirebbe che anche QS sarebbe incidente a questi assi e 
le I L e I 2 sarebbero permutabili; quindi la I 2 dovrà portare 
il punto P  in uno dei due punti B , S\ appartenenti allo 
spigolo opposto CD. Tenuto conto che (J2J l)2 =  (J112)2 è una 
trasformazione di prima specie che lascia fermi ABCD, e 
quindi — per ragioni di simmetria — è l’omografia biassiale 
di assi AD e BC, si vede che il punto P  descrive nella 
k =  I ìI 2 uno dei due cicli PB'QS', PS QB : ciascuno dei due 
cicli — p. es. PBQS' — viene subordinato da due omografie n, 
rispondenti a due I 2 con gli assi sghembi (incidenti alla me-
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desi ma retta Pii') che differiscono fra loro per l’omografìa 
biassiale armonica di assi AB, CD.

Risulta da quanto precede che i prodotti di due omografie 
biassiali 7, e J 2, con gli assi incidenti a due date coppie di 
spigoli AB, CD e AC, BD, danno sempre omografìe cicliche 
del quart7 ordine n non indipendenti, poiché (1,-Tj2 è sempre 
l’omografìa biassiale armonica di assi AD e BC. Ordunque 
se si considera accanto alla n =  (I2IL), una seconda omografia 
tz‘ — (I3I ì) ottenuta moltiplicando una 1\ per una omografìa 
biassiale con gii assi incidenti ad AD e BC, questa t u ' ,  ugual
mente ciclica del quart7 ordine, sarà indipendente rispetto 
alla 7T (i loro quadrati saranno disuguali).

Così le tu  e iz' genereranno per moltiplicazione Finterò Gl6 
abeliano costituito dalle trasformazioni proiettive di prima 
specie della (piartica Kà. Questo Gì& si amplia nel 0.ò2 quando 
vi si nggiuìua una trasformazione di seconda specie, per es. 
l’omologia armonica di centro A é piano a. E anche facile 
confermare direttamente ciò che segue a priori dalla cono
scenza delle proprietà del gruppo misto della K4 : che il pro
dotto di un’omografìa ciclica del 4° ordine, tu , del Glc per 
l’omologia (/la) è un’omografìa biassiale armonica, I. Infatti 
si verificherà, per es., come il punto P —  che per una tu  
descrive il ciclo PR'QS’ — sia portato dal prodotto di tu  per 
codesta omologia in B', ed li ' nuovamente in P, per modo 
che si otterrà un’omografìa involuloria (PR)(QS') cogli assi 
incidenti ad AD, BC.

In conclusione abbiamo determinato le omografìe che 
lasciano invariata la quartica KA, non singolare, subordinando 
su di essa il gruppo G32, la cui struttura riesce qui proietti
vamente illustrata, e possiamo riassumere la nostra analisi 
dicendo che il G32 contiene:

1) là trasformazioni involutorie di seconda specie, cioè 
le 4 omologie armoniche aventi per centri e piani i vertici e le 
facete opposte del tetraedro fondamentale,
e le 12 omografie biassiali armoniche del tipo I i9 I 2, I 3, i cui 
assi formano coppie di quadrilateri sghembi, coi vertici appar
tenenti alle tre coppie di spigoli opposti;

2) e 16 trasformazioni di prima specie, a due a due per
mutabili, formanti un sottogruppo invariante Gìg, cioè
P identità eie tre omografie biassiali armoniche aventi per assi gli 
spigoli opposti del tetraedro (che costituiscono un gruppo diedrico),
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e 12 omogra fie cicliche del quart’ ordine, che si distribuiscono 
in tre quaterne, generate dai prodotti I 2I [ , J.,I 2, J 112.

Il gruppo proiettivo 6r32 della quartica Zf4, lascia inva
riato il sistema dei 16 punti stazionari di essa, i quali for
mano una configurazione che vogliamo brevemente studiare. 
Anzitutto si vede che:

I  sedici punti stazionari della quartina sono le intersezioni 
della curva con le quattro facete del tetraedro fondamentale.

Ciò segue dall’osservazione che i piani tangenti al cono 
A(K4) sono bitangenti alla quartica ; quando i due punti di 
contatto, coniugati nell’omologia armonica (Aa) di centro A e 
piano a =  BCD, vengono a coincidere in un punto del piano a, 
si ottiene un piano a contatto quadripunto.

Si considerino i quattro punti stazionari Ai A.2 A3 A4, inter
sezioni della Ka col piano a: j>oichè le omologie (Bj3), (C'y), (Do) 
trasformano in sè la quaterna A LA2ASA4, si deduce che il 
triangolo BCD è diagonale per il quadrangolo A L A2 As A4. Si 
aggiunga che il cono quadrico A (K4 ) sega su oc una conica, su 
cui i quattro punii d, A.,A.ÒA4 formano un Inrapporto uguale 
al modulo le della quartica.

Infatti, le generatrici del cono per vi essendo corde di K4, 
i piani die da una di esse proiettano A i A%A3A4ì riescono 
tangenti in questi punti, (la AAV toccando in A{ la ZT4, ecc.) 
e però formano il birapporto le.

Ora si estende alla configurazione dei J6 punti stazionari 
della quartica la proprietà fondamentale relativa ai 9 flessi 
della cubica, piana, tuttavia con una lieve modifica:

II piano determinato da tre punti stazionari ne contiene 
un quarto, ovvero riesce tangente in uno di quelli.

' Per dimostrare questa proprietà si consideri un piano 
secante la quartica K4 in quattro punti Q[, Ç,, QH1 Q4, e si 
costruiscano le residue intersezioni di K4 coi piani osculatori 
in Qi , Q2, Q4, cioè i punti satelliti di questi, Q f Q2\ Q.', Q4 :
allora i punti Q{\ Q f Q f Q4\  stanno in un piano, giacché la 
quaterna di essi appartiene alla serie completa \ Ag4 — 3g4\, 
residua della quaterna Q2 Q?t Q4 contata tre volte, rispetto 
al quadruplo della g* segata dai piani. Segue di qui che 
quando Q2 e Q?> coincidono coi loro punti satelliti, riu
scendo punti stazionari, lo stesso accadrà per Q4; il quale 
tuttavia potrà riuscire distinto da Q{, Ç2, Q->,, ovvero coinci-
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dente con uno di essi (caso che non ha l’ analogo per la 
cubica piana).

Si può precisare la proprietà della configurazione dei 
punti stazionari di If4, notando che :

1) Le faccie del tetraedro forniscono già 4 piani conte
nenti ciascuno quattro punti stazionari;

2) In secondo luogo per ogni vertice A del tetraedro 
vi sono 12 piani contenenti quattro punti stazionari distribuiti 
in due coppie allineate con A, e appartenenti a due faccie di
verse [3 7, o y o, o 7 [3, passanti per A: in tutto 48 piani siffatti ;

3) Si hanno poi per ogni vertice A , 24 piani che conten
gono due punti stazionari allineati con A e un punto stazionario 
appartenente alla faccia opposta a, i quali riescono tangenti alla 
quartica in questo punto : in totale i piani analoghi sono 96 ;

4) Finalmente un piano che contenga un punto stazio
nario preso su a, uno su [3, uno su 7, dovrà contenere un quarto 
punto stazionario appartenente al piano ò: si avranno in tal 
guisa 64 piani non passanti per alcun vertice del tetraedro 
ABCD, e contenenti ciascuno quattro punti stazionari.

Si verifica naturalmente che i piani enumerati innanzi, 
contando per quattro quelli che contengono quattro punti sta
zionari distinti (e quindi quattro terne) rispondono al numero 
delle terne che si possono formare coi 16 punti stazionari :

=  5 6 0  =  4 . 4 - 4 - 4 . 4 8  -I- 9 6  +  4 * 6 4 .

Lasciamo allo studioso di approfondire l’esame della confi
gurazione dei 16 punti stazionari della quartica, in relazione 
al gruppo proiettivo 6r32, e ci limitiamo qui a indicare le 
coordinate di codesti 16 punti stazionari.

Scriviamo le equazioni delle due quadriche fondamentali 
che determinano la quadrica KA :

x 2 +  x2~ +  x.2 +  x^z =  0 
a x 2 +  b x2 +  e x 2 +  d x 2 =  0 ;

intersecando con le faccie del tetraedro avremo i 16 punti

+  V c — d : ±  V d — b : +  V b — c 
±  V d — a : ±  \  a — c : +  V c — d 
+  : +  yjb — d : +  y /d ^ a
Az \ b  — c I ±  V c — a \ +  y  a  — b .

*1 — 0, *2 :• *3 : *4
*2= 0 , *3 :: *4 :: *,
* 3 = 0 , x4 :: *, :

II O *. :: *2 :; x:i
Y. ENRIQUES -  III. V 19
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Si noti che per valutare, medi ai) te queste formule, il Ru
merò dei punti stazionari reali di una quartica reale, conver
rebbe anzitutto modificarle leggermente, assumendo la curva 
come intersezione di due superficie reali; ma, in ogni modo, 
si troverebbe così soltanto il numero (8) dei punti stazionari 
di una quartica possedente un tetraedro coniugato reale. Per 
trattare la questione in tutta la sua generalità, giova piuttosto 
svolgere per via geometrica le seguenti

Osservazioni  sulla r e a l it à . Queste brevi note sulle 
forme delle quartiche gobbe di prima specie reali, si riferi
scono al punto di vista proiettivo, con esclusione di ogni con
siderazione metrica (*). Anzitutto una quartica ellittica Ii4, 
potrà constare :

1) di un solo ramo pari,
2) o di due rami pari,
3) o infine di due rami impari

(non. si possono avere più di due rami perchè si troverebbero 
più di due rami per la cubica proiezione da un punto della /i4).

Ora i detti casi rispondono alle tre ipotesi relative alla 
realità dei coni quadrici contenenti la /i4, e precisamente:

la K4 composta di un solo ramo pari appartiene a due 
coni reali; la K4 composta di due rami pari appartiene a 
quattro coni, e quella composta di due rami impari non si 
trova sopra nessun cono quadri-co reale (2).

Per dimostrare il teorema richiamiamo l’osservazione già 
fatta che le intersezioni delle KÀ con le generatrici di un cono 
per essa sono punti di contatto di piani bitangenti a costi
tuendo le coppie di una gl il cui doppio è la g\ delle sezioni 
piane. Pertanto vi saranno per KA tanti coni reali, quanti 
sono i piani tangenti altrove alla curva, condotti per una sua

(U Giova avvertire che mentre una cubica piana è reale — contenendo 
una linea continua di punti reali — quando è rappresentata da un’equa
zione reale, non accade lo stesso per le curve d’ordine pari; e così anche 
una quartica gobba, definita da due equazioni di secondo grado reali, può 
riuscire immaginaria, come si vede p. es. per l’intersezione di due sfere 
di cui una sia esterna all’altra.

{?) Teorema dimostrato da Harnack [Math. Annalen, Bd. 12) mediante 
l’uso delle funzioni ellittiche; la dimostrazione del testo è sostanzial
mente quella fornita da Chisini, nella citata Nota de\V Istituto lo m 
bardo (1920).
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tangente t, il cui punto (li contatto designeremo con T. Ora 
il numero di questi piani tangenti si ottiene proiettando K4 
da T  in una cubica piana Ar3, e numerando le tangenti altrove 
a K3 che passano per il punto T \ traccia di t sul piano. Così 
il nostro teorema verrà stabilito ove si dimostri che:

a) per un punto T' di un ramo impari della cubica 
passano due rette reali che toccano altrove questo ramo, e 
altre due rette reali che toccano il ramo pari;

l) per un punto del ramo pari di K3 non passano rette 
reali che tocchino altrove la curva.

Per dimostrare Passerto si consideri la gl segata su E 3 
dalle rette per un suo punto (?, i cui punti doppi corrispondano 
alle tangenti altrove condotte per 0 : se 0 si trova sopra un 
ramo pari, la g\ trasforma uno nell’altro i due rami della 
curva e . quindi non ha punti doppi reali (prop. 6); se 0 
si trova sul ramo impari ciascuno dei due rami verrà trasfor
mato in se stesso, e conterrà due punti doppi della g\ o nes
suno, secondochè la g\ dà luogo ad una corrispondenza con
corde o discorde; ma in ogni caso — al variare di 0 sul detto 
ramo — il numero dei punti doppi della g\ su questo non 
potrà mai cambiare, attesoché i due punti doppi non possono 
venire a coincidere. Ciò posto basta notare che il tangenziale 
di un punto di /i3, preso tanto sul ramo impari come sul 
ramo pari, sta sempre sul ramo impari : di qui segue che le 
involuzioni sui due rami, definite in rapporto a un punto del 
ramo impari, sono discordi e quindi posseggono due punti 
doppi su ciascun ramo (prop. a).

Rileviamo che la proposizione a) ora stabilita implica in 
generale che « sopra un ramo reale di curva ellittica una g\ 
— trasformante in sé il ramo — possiede due punti doppi»; 
giacché la curva può essere sempre proiettata in una cubica.

Ciò posto passiamo a ricercare i punti stazionari reali 
appartenenti ad una quartica reale KA.

Anzitutto se la KA contiene rami impari è chiaro che non 
si possono avere su questi punti stazionari. Invece si prova 
che un ramo pari di Iu contiene sempre 4 punti stazionari 
reali nel modo seguente: sappiamo che esistono sul ramo 
due gl che raddoppiate danno la g\ delle sezioni piane di 
e di cui i punti coniugati sono punti di contatto di piani 
bitangenti; ora ognuna di queste g\ possiede due punti doppi 
reali, che sono punti stazionari.
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Il teorema dimostrato si accorda con la proprietà — che 
risulta dai nostri teoremi generali (efr. pag. 267) — secondo 
cui un ramo di K  viene trasformato in sè da un gruppo ciclico 
di proiettività del quart’ordine (*).

Il gruppo proiettivo 6?32 si amodia per le quartiche armo
niche ed equianarmoniche : nel primo caso si ha un gruppo 
proiettivo (?64 e nel secondo un gruppo ér96.

Il gruppo proiettivo é?64 della quartica armonica, si ottiene 
semplicemente moltiplicando il nostro G32 per una omografia 
ciclica del quart’ordine co che scambi fra loro due dei vertici 
del tetraedro A e B  lasciando fermi C e D , come appare dal- 
l’ isomorfismo meriedrico col gruppo binario che lascia ferma 
una quaterna armonica (la quaterna dei quattro coni di ver
tici JL, jB, O, D, entro il fascio di quadriche per K4).

Ora sulla retta A B , abbiamo trovato due coppie di 
punti PQ e P 'Q' separanti armonicamente AB  e separantisi 
armonicamente fra loro, che erano vertici dei quadrilateri 
sghembi formati dagli assi delle involuzioni J 4; si può sup
porre che codeste coppie siano trasformate ciascuna in se 
stessa, ovvero una nell’altra. Nella prima ipotesi il quadrilatero 
sghembo PBQS sarebbe invariante per l’omografia <o, la quale

fi) Il teorema stabilito per le quartiche si estende a tutte le curve 
normali K a d’ordine pari n =  2 m : sopra un ramo pari di una K n esistono 
sempre n punti stazionari reali. Questi si ottengono come punti doppi 
delle m trasformanti in sè il ramo che — moltiplicate per m — danno 
la serie delle sezioni iperpiane di K». L’ effettiva realità delle
dette 0 2  si dimostra proiettando il ramo di K n da un 8 in~ i osculatore, 
giacché se m è dispari si avrà un ramo impari di curva ellittica d’ordine 
impari con m punti stazionari (cfr. la nota del § 28, pag. 277), e se m 
è pari basterà supporre il teorema dimostrato per m<^n.

La proprietà che riassume i risultati ottenuti sui punti stazionari reali 
di una curva ellittica normale, cioè che « un ramo che abbia la stessa 
parità dell’ordine n della curva ellittica contiene precisamente n punti 
stazionari» si trova stabilita, per un intero n qualsiasi, da Chisini (cfr. 
la nota a pag. 277), in quanto — procedendo per via ricorrente — egli 
studia in generale la corrispondenza [n — 1,1] che si ha, sopra ogni ramo, 
fra un punto P  e l’intersezione P 1 dell’iperpiano osculatore in P, provando 
che essa è discorde e possiede n coincidenze. (La proprietà di essere 
discorde resulta dall’analisi nell’intorno di un punto stazionario di coin
cidenza, mentre l’esistenza di coincidenze viene dedotta dal lemma che 
una corrispondenza [n— 1,1] concorde possiede n — 2 coincidenze).
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perciò trasformerebbe in se stessa la quadrica che contiene 
i lati del detto quadrilatero e la quartica K { (appoggiata in 
due punti a ciascun lato) : ma tale conclusione è assurda 
perchè nel fascio delle quadriche per KÀ la co subordina una 
involuzione che lascia fermi soltanto i due coni di vertici G e D. 
Si ha dunque che la co scambia fra loro le due coppie PQ e P'Q', 
associando i punti PP' e QQ' ovvero PQ  e P'Q : effettiva
mente le coppie AB, PPf e QQ' (formanti una sestina regolare 
e però rappresentabili con 0 , oc ; 1, — 1 ; i, — i) appartengono 
ad una stessa involuzione, i cui punti doppi verranno desi
gnati con H ,L ;  similmente anche AB, PQ, P'Q appartengono 
ad un’ involuzione di cui designeremo i punti doppi con M, N.

Passiamo a vedere come opera la <© sui punti della retta 
unita CD, dove si hanno i punti uniti C e D. Si possono 
fare tre ipotesi :

o che tutti i punti della retta CD siano uniti, 
o che la co operi involutoriameute, scambiando fra 

loro R ed S;
o, infine, che la co operi sulla retta come una proiet

ti vita ciclica del quart’ordine.
Le prime due ipotesi vengono scartate dall’osservare che 

il quadrilatero sghembo RPSQ resulterebbe invariante, ciò 
che porta all’assurdo già segnalato. Si conclude pertanto che 
la proiettività subordinata su CD è ciclica del quart’ordine, 
dando luogo a uno dei due cicli (inversi l’uno dell’altro) 
R E  SS', R S’SE .

Dopo ciò consideriamo per es. l’omografia ciclica del 
quart’ordine co che possiede i punti uniti CDHL : se essa non 
fosse assiale, cioè — riferita a codesto tetraedro fondamen
tale — avesse equazioni del tipo

Vi — X 7 V2 =  ÌX2 7 V, =  — 7 Ih =  —Ì«4 7

dovrebbe subordinare ugualmente una involuzione ovvero 
una proiettività ciclica del quart’ordine sopra due spigoli 
opposti del tetraedro CDHL, mentre invece essa subordina 
una involuzione su HL — AB, e una proiettività ciclica del 
quart’ordine su CD. Eesta dunque provato che l’omografia 
ciclica co è assiale, avendo per asse p. es. la retta CH.

A priori si potrebbero avere quattro omografie assiali co 
di assi CH, CL, DH, DL, con le loro inverse; ma si può



LIBRO QUINTO294

riconoscere che gii assi di due tali co debbono essere incidenti 
per es. in C, in base alla proprietà che il prodotto di due co 
deve dare un’involuzione J. Infatti se esistessero p. es. due co 
con gii assi CH e D I, il prodotto di esse darebbe su ciascuna 
di queste rette una proiettività ciclica del quart’ordine (invece, 
moltiplicando due co con gii assi CH e CL si ottiene una 
omologia armonica di centro C e piano ABD).

Pertanto troveremo (come si deve trovare in base all’iso
morfismo meriedrico [1, 8] fra il gruppo 6?64 della K4 armonica e il 
gruppo binario di 8 operazioni subordinate nel fascio delle qua- 
driche per E 4) 8 omografie assiali cicliche del quarto ordine, co, 
con gli assi per C e D, p. es. con gii assi CH, CL, DM, DN .

Analogamente si avranno altre 8 omografie assiali cicliche 
del quart’ordine co, con 4 assi uscenti da A e B, e incidenti 
a CD. Ma oltre queste 16 omografie cicliche del quart’ordine, 
se ne troveranno altre 16 permutanti ciclicamente i quattro 
vertici del tetraedro, le quali si ottengono moltiplicando le 
precedenti per le omografie t u ,  cicliche del quart’ordine, pro
ducenti le sostituzioni (AD)(BC) o (AC)(BD): per es. molti
plicando una co che produce la trasposizione (AB), per una tu 
che produce la sostituzione (AD)(BC), nasce una co che produce 
la sostituzione (ACBDì. Precisamente ci saranno 8 co produ
centi la sostituzione'-(ACBD), ed altre 8 producenti l’inversa 
(ADBG). Si trovano in tal guisa tutte le 16 +  16 =  32 omo
grafie cicliche del quart’ordine co, che entrano nel gruppo GQ4 
della quartica armonica.

Riassumeremo i resultati ottenuti enunciando il teorema: 
la quartica armonica di modulo (ABCD) =  — 1 possiede un 
gruppo di trasformazioni proiettive (ï64, che — oltre le trasfor
mazioni ordinarie, del G.à2 — comprende 32 omografie cicliche del 
quart’ ordine e precisamente: 16 omografie assiali, che inducono 
lo scarnino (AB) o (CD) sulla quaterna ABCD, i cui 8 assi 
danno quattro coppie rispettivamente per C, D, A, B  (p. es. le 
coppie C H ,C L ,D M ,D N  eoe.); e 16 omografie non assiali, 
che scambiano ciclicamente i vertici del tetraedro, secondo il 
ciclo (ACBD) o (ADBC).

Passiamo a considerare il caso di una quartica, K4 equianar
monica.

Il gruppo proiettivo (r32 delle trasformazioni ordinarie, si 
amplia ora in un GQCt, che contiene 64 omografie cicliche del
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terz’ordine, 16 delle quali, a coppie inverse una dell’altra, 
lasciano fermo un vertice A del tetraedro, permutando gii 
altri tre 13,0, 0 . Ora un’omografia ciclica del terz’ordine, 
che trasformi in sè la K4 e lasci fermo A, lascierà fermo 
anche uno dei quattro punti stazionari appartenenti al 
piano oc =  BCD, dicasi per es. X, e quindi anche la retta x, 
polare di X  rispetto al triangolo BCD, sulla quale si trove
ranno due punti uniti U e V. L’asse di punti uniti della 
nostra omografia, non può giacere nel piano oc (perchè in 
questo verrebbe subordinata un’omologia) e quindi dovrà 
essere A X  ovvero una delle due rette AU, AT: ma la prima 
ipotesi si esclude, per ragione di simmetria, giacché se esiste 
nel nostro gruppo una omografia di asse ATJ, ne deve esistere 
anche una di asse AT, e tenuto conto che le nostre omografie 
danno, non 4 nè 12 ma 8 assi per A.

In conclusione: la quartica equianarmonica 'possiede un 
gruppo di trasformazioni proiettive G9G, che, oltre alle trasfor
mazioni ordinarie del G32, contiene 64 omografie cicliche del 
terz9 ordine, i cui assi danno 8 rette per ciascun vertice, A, 
del tetraedro, giacenti a coppie in quattro piani polari delle 
rette proiettanti i punti stazionari che giacciono nella faccia oc 
del tetraedro9 rispetto al triedro di vertice A.

Osservazione. Giova rilevare che dal punto di vista della 
realità esiste un solo tipo di quartica equian armonica che 
consta di un ramo pari, giacché la proiezione di questa curva 
da un suo punto dà una cubica equianarmonica i f  — x(x3 — 1) 
che è composta di un ramo impari. Invece esistono tre tipi 
di quartiche armoniche reali, rispettivamente composte di un 
ramo pari, di due rami pari e di due rami impari: la prima 
corrisponde ad una cubica proiezione y2 =  x(x2 1) costituita 
di un solo ramo, e le altre due a cubiche y2 =  æ(#2 — 1) costi
tuite di due rami, cubiche entrambe armoniche (cfr. L. 3°, § 26, 
vol. II, pag. 210).

L’esistenza effettiva delle quartiche anzidette, si riconosce 
assumendo sopra una delle cubiche corrispondenti la g* somma 
della g\ segata dalle rette e di un punto, che — per la cubica 
bipartita — può essere scelto o sul ramo impari o sul ramo pari.

Nota. L’analisi che sopra indicammo del gruppo di trasfor
mazioni omografiche 6?32, relativo ad una quartica gobba 
ellittica generale, permette di costruire effettivamente questo
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gruppo, a partire da un sistema di punti privo di invarianti 
assoluti: onde si conferma in tal guisa il teorema stabilito 
che il Ér32 stesso riesce privo di invarianti assoluti, ed appar
tiene quindi ad oo1 quartiche. La costruzione che passiamo a 
svolgere viene a dipendere da una irrazionalità quadratica, 
sicché per ogni G32 si ha un G32 associato, relativo alla medesima 
configurazione invariante, di cui le considerazioni del seguente 
paragrafo metteranno in luce l’importanza.

Richiamiamo — completandole — le designazioni usate 
innanzi. Il gruppo Ér3, resta definito dalle 12 omografie biassiali 
con gli assi incidenti alle tre coppie di spigoli opposti del 
tetraedro, le quali si distribuiscono in tre quaterne: nel seguente 
quadro sono segnate le coppie dei punti di appoggio degli assi 
per le involuzioni J A, /2, /., appartenenti alle tre quaterne:

T \ PQ PQ' SU AB
x \ 1 RS R'S' su CD

T p ; q; su ACJ.»
1 & A R 'S su BD

T \ PsQt p : q: su AD
1 A 1 P’S, r : s 2’ su BC.

Ora abbiamo veduto che le tre coppie AB, PQ, P Q' sono 
mutuamente armoniche, e similmente dicasi per le coppie 
analoghe appartenenti agii altri spigoli del tetraedro. Possiamo 
aggiungere che la configurazione, 6'28, dei 28 punti (i quattro 
vertici del tetraedro e gii altri quattro punti che si trovano 
sopra ogni spigolo) definisce due grappi associati 6?32, la scelta 
dei quali dipende dal congiungere in un medesimo quadri
latero sghembo relativo alle 1{ le due coppie PQ, RS ovvero 
le PQ, R'$ . A priori si potrebbe dubitare che dopo questa 
prima scelta se ne potesse fare una seconda in rapporto alle 
coppie che si trovano sugli spigoli opposti A <7, BD, ecc., ma 
si può provare che la prima scelta determina le altre, giacché 
« non possono esistere due gruppi G32 rispondenti alla mede
sima configurazione C28, per uno dei quali siano congiunte le 
coppie PQ, RS  e P tQn R lS l , e nell’altro le coppie PQ, RS  
e P {Qn R\ S \ ». Infatti abbiamo veduto che tutte le involu
zioni I L operano sulle coppie PtQn P/Ç 't della retta A (7, 
scambiandole con le coppie R \S \ e RlS i della PZ), che restano 
definite dal non essere congiunte rispetto ad una /2.
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Ciò posto vogliamo riconoscere che la configurazione C2S 
e il relativo 6f32 si costruiscono univocamente appena che si 
dia il tetraedro ABCD e le quaterne di punti

PQ, F Q R S ,  F ,S"; l\Q t, F tQ\,

rispettivamente su tre spigoli A B , CD, .4(7, fissando inoltre 
che vengano congiunti, come coppie di vertici opposti dei 
quadrilateri sghembi relativi alle J l7 le coppie PQ, RS  e 
P'Ç', Con ciò, si mette in evidenza che la (728 (e quindi 
anche il G32) non possiede invarianti assoluti, giacché le qua
terne PQP'Q', R S R S ', P $ ,P iQ l  su A B , CD, AC, sono 
costituite da tre cicli (PP'QQ eco.) delle proietti vita del 
quart’ordine aventi come punti uniti AB, CD, AC, e però la 
scelta di esse si riduce a quella del tetraedro e di un punto 
sopra ciascuno dei tre spigoli AB, CD, AC, ovvero del tetraedro 
e di un punto (punto-unità) fuori di esso.

Ordinique, essendo date le tre quaterne anzidetto su 
AB, CD, AC, ed essendo congiunte le coppie PQ, RS, risultano 
intanto definite le 4 involuzioni I { ilei costruendo G32. Mediante 
una I i , presa fra queste, si trasformi la quaterna P LQLP i'Ql , 
data su AC, in guisa da ottenere su BD  la quaterna omologa 
che designeremo con R l'Si'RlSl : allora per le I 2 dovranno 
essere congiunte le coppie P ^ ,  RlSl e P^Q^, 2?/$/, come 
resulta dalla proprietà che le I L permutano fra loro coppie 
disgiunte appartenenti ad AC e BD. Si ottengono in tal guisa 
tutte e quattro le involuzioni I2 del nostro gruppo G32.

Rimangono da costruire le quaterne della C28, P2Q2P2Q2 
e R2S2R2S2 appartenenti agli spigoli 4̂D e BC.

A tale scopo si osserverà che queste due quaterne debbono 
essere trasformate l’ima nell’altra tanto dalla I I come dalla I 2, e 
quindi debbono essere invarianti per le omografie prodotto I 2I { ; 
anzi per una di tali omografie sono uniti i due punti P2Q2 e 
scambiati fra loro P2Q2 e viceversa. Infatti, posto che I L 
porti ordinatamente R2S2R2S2 in P2 Q2P2Q2, delle quattro I 2, 
due porteranno R2S2R2S2 in P,'Q2Q2P2 e due in â2'D2'P2â2, 
non potendo I 2I i lasciar fermi i quattro punti P2Q2P2'Q2', chè 
tutti i punti della BD riuscirebbero uniti; di conseguenza fra 
le quattro trasformazioni r. =  I 2I n in cui si prende la come 
fissa variando I 2, due avranno su AD i punti uniti P2Q>, 
scambiando fra loro P2'Q2, e altre due i punti uniti P2Q/,
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scambiando P 2, Q2. Così resta stabilito che anche le quaterne 
della 02s appartenenti ad AD e BC, restano determinate 
dalla scelta iniziale delle quaterne prese su AB, CD, AC.

30. Complementi: fasci sizigetici di quartiche gobbe di 
prima specie. — Secondo il teorema generate del § 28 (con
fermato anche dalla Nota posta alla fine del precedente 
paragrafo), il gruppo proiettivo G32 di una quartica gobba 
ellittica generale, riuscendo privo di invarianti assoluti, deve 
appartenere ad infinite quartiche descriventi un fascio (sizi
getico). Ora, data una quartica K4 e il relativo G32, si può 
costruire direttamente il fascio delle quartiche invarianti. In 
questo fascio si trovano poi quartiche armoniche ed equianar- 
moniche, per cui il 6?.,., si amplia in un G64 e in un 6r96, i quali 
risultano contenuti in un gruppo 6r768 , che scambia fra loro 
le quartiche del fascio sizigetico. In fine il fascio anzidetto 
genera una superficie del quart’ordine, F , che contiene anche 
un secondo fascio sizigetico di quartiche, associato al primo: 
la superficie F  è invariante non solo per il 6r768 , ma anche 
per un gruppo completo ff1MG che comprende — in aggiunta 
alle precedenti — omografie che scambiano fra loro i due fasci.

Si consideri, nel relativo spazio S, il gruppo G32 di una 
quartica gobba Jl4, e cerchiamo di rappresentarci il modo 
come esso opera sulle quadriche del sistema lineare oo3 :

, u {x 2 -i- u2x 2 +  u.,x.2 +  uAx 2 =  0 ,

che possiedono il tetraedro coniugato ABCD. A tale scopo 
si interpretino le dette quadriche come piani di uno spazio 
astratto S, prendendo dunque le u come coordinate dei detti 
piani: fra S e S intercederà la corrispondenza [1 *8] definita 
dalle equazioni (J)

2/i =  a,2, ?/, =  ?/» =  v*. Vi =

che, in coordinate cartesiane, si riducono alla forma
X = x 2, Y  =  y2, Z = z 2.

(9 Questa trasformazione viene usata da T i m k r d i n g  nella memoria 
« Ueber die quadratische transformation » ( A n n a l i  d i  M a t ., 1898). L* A. ne 
deduce le proprietà della quartica ZT4 che si col legano al gruppo delle 
sue trasformazioni proiettive. (Cfr. la quarta parte della memoria, pag. 125 
e seguenti).
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E alle omografie del G32 di ò\ lasciarti ferma la K4 e 
permutanti le quadriche per essa, corrisponderanno in 2 le 
omografie di un gruppo proiettivo T in isomorfismo tnerie- 
drico col ér32. Precisamente all’ identità in F, corrisponde 
nel G.)2 il sottogruppo É?8 formato dalle involuzioni (omologie 
e omografie biassiali armoniche) che lasciai) fermi i vertici 
del tetraedro ABCD, cioè i quattro coni per K4, e quindi 
tutto il relativo fascio di quadriche, sicché il. gruppo Y è 

32un T4 d’ ordine —- =  4. Anzi si vede di più che il T4 è un o
gruppo diedrico (formato di tre involuzioni permutabili e 
dell’ identità) che possiede una retta unita p, immagine del 
fascio delle quadriche per K4, subordinando appunto nel fascio 
di piani di asse p (cioè nel fascio di quadriche per K4 in 8) il 
gruppo diedrico delle proiettività che lasciai) ferma una qua
terna di piani (immagini dei quattro coni di vertici ABOD).

Ora il nostro T4, in 2, lascerà invariato un tetraedro 
A'B'C'D' i cui vertici rispondono alle quattro reti di coni 

=  0 , «., =  <), u3 — (), w4 =  0 , dello spazio 8 : il T4 opera 
sulla quaterna AB'C'D ', producendo su di essa le tre sosti- 
tuzioni (A'B^yG'D'), (A (A! D')(B'C’) e l’ identità. Si
deduce di qui che le omografie involutorie del T4, possedendo 
ciascuna due rette unite non incidenti e non costituite di 
punti uniti (per es. le A'B, CD'), sono biassiali: dimostriamo 
che le tre coppie di assi appartengono ad una rigata qua- 
drica <E>, formando su di essa tre coppie mutuamente armo
niche, cioè una sestina regolare (]).

La nostra dimostrazione si svolge come segue. Anzitutto 
si osservi che gli assi delle nostre due omografie permutabili 
I i e J2 non possono essere mutuamente incidenti, attesoché 
queste omografie devono lasciar ferma la stessa retta p, e

(b La sestina regolare in una forma di prima specie, quale una rigata 
quadrica, o sopra una retta, si è presentata anzitutto come covariante 
sestico T  di una quaterna di punti,, o meglio di co1 quaterne generate 
dal gruppo diedrico relativo ad una qualunque di esse (L. 2°, § 9, vol. I, 
pag. 205); il che abbiamo avuto occasione di ricordare nel § precedente. 
Si è visto inoltre (L. 2°, 10, 11) che codesta sestina, rappresentata sopra
la sfera della variabile complessa, dà i vertici di un ottaedro regolare, 
cosicché appare invariante per *un gruppo proiettivo ottaedrico G 24. Di 
qui risulta anche che la sestina regolare si ottiene aggiungendo a un 
gruppo armonico — ciclo di una proiettività ciclica del quart’ ordine — 
i punti uniti di questa, etc.
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subordinare sopra di essa due proietti vita in volutone diverse, 
giacché in quel caso hip dovrebbe incontrare gii assi di I { e I 2 
nei medesimi punti. Indichiamo ora con di2d.ÒA, dì3du , le coppie 
di assi di I I e J 2; per la permutabilità di queste omografie ri
sulta che I { scambia fra loro gii assi dl3 e du della J2 e per
tanto du è anche essa una direttrice della rigata $  costituita 
dalle rette appoggiali tisi a dì2, du , dn , ed anzi costituisce con 
queste una quaterna armonica. Infine il prodotto J 3 =  JAJ2, 
lasciando fermala®, avrà come assi altre due rette */14, d23, 
che saranno pur direttrici della medesima rigata quadrica 
e separeranno armonicamente le coppie di2du e dv/ lu.

Giova rilevare che la relazione della quadrica ® col te
traedro A B C  D', consiste in ciò che « la O ammette il 
tetraedro ABC'D  come coniugato ». Si verifica infatti che 
due vertici qualunque di esso, per es. À  e B ' riescono coniu
gati armonici rispetto ad una coppia di direttrici di2d34, e 
quindi rispetto a ®: di2du sono precisamente incidenti agli 
spigoli opposti A B' e OD', costituendo gli assi di quell’omo
grafia biassiale di I\ che produce la sostituzione ( A'D'jlO'D').

botisi che la proprietà della quadrica ® di possedere tre 
coppie di direttrici (e così anche di generatrici) rispettiva
mente incidenti alle tre coppie di spigoli opposti del tetraedro 
A 'B C D , e fra loro mutuamente armoniche, consegue a sua

volta dall’essere il te
traedro A B C  D co
niugato rispetto a ®.

La cosa non 
avrebbe bisogno di 
dimostrazione per chi 
ridetta che la figura 
costituita da una ri- 

; gata quadrica e da 
un tetraedro coniu
gato non possiede in
varianti assoluti, ma 

d’altronde la dimostrazione è semplicissima. Basta osservare 
che i piani tangenti alla <D condotti per A'B\ segano sulla 
superficie due direttrici di2d34 (e anche due generatrici gi2gu) 
incidenti agii spigoli opposti A'B\ CD': è poi chiaro che 
1’omografia biassiale armonica con gii assi dì2 e d3i scambia 
fra loro gii spigoli opposti A'C\ B D ’ e AD', B'O', e quindi
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lascia ferme le due coppie di direttrici ad essi incidenti dL3du 
e (ludri, sicché risulta anche che le tre coppie di direttrici 
dih, dlmì formano su <D una sestina regolare.

Ora, riprendendo a considerare il nostro V4 diedrico ope
rante entro lo spazio vediamo che esso lascia ferma non 
solo la retta p, ma una schiera di rette analoghe, gene
ratrici della quadrica <D. Si deduce che il G32, dato in 
lascerà invariante non solo la quartica /f4, ma una serie oo1 
di quartiche analoghe, che formeranno un fascio sopra la 
superficie F  trasformata di <£> : è questo fascio che — per 
analogia coll’ omonimo fascio di cubiche piane — abbiam 
detto di voler designare col nome di « fascio sizigetico di 
quartiche ». Notiamo intanto che il nostro G32 non lascia 
invariate altre quartiche oltre quelle del fascio nominato, 
giacché una quartica invariante per il G32 possiede come 
tetraedro coniugato ABOI), e quindi risponde a una retta 
di 2 , ed una retta di 2 — che sia unita per il V4 — deve ap
poggiarsi agli assi di2J du etc., e quindi appartenere a d>, come 
generatrice.

Aggiungiamo che le oc1 quartiche invarianti per il G32 
hanno modulo variabile, questo modulo essendo dato dal 
birapporto secondo cui le generatrici di <E> proiettano i ver
tici del tetraedro AB'C'D' (i coni del sistema o c 3 di qua- 
driche rispondono a piani per A' o B o C' o D'), ovvero 
ne segano le faccie (abbiam visto, pag. 279, che tali f ra p 
porti sono uguali): infatti nella schiera di queste generatrici 
si trovano due rette incidenti agli spigoli A'B\ CD' del te
traedro j>er cui il detto birapporto (in relazione all’ordine 
AB'C'D') assume il valore 1 ; mentre vi sono pure due rette 
incidenti ad A C , B'D' per cui lo stesso birapporto assume 
il valore 0 , e due incidenti ad A'D\ B C  per cui esso 
diventa oo .

È facile determinare il numero delle quartiche invarianti 
per il G32, appartenenti al fascio sizigetico, che posseggono 
un dato modulo, giacché si tratta di cercare quante sono le 
generatrici di <£> che segano le faccie del tetraedro A B  C D* 
secondo un dato birapporto. Sappiamo infatti che le oo3 rette 
dello spazio 2, secanti le faccie del tetraedro AB' CD' (prese 
in un dato ordine) secondo un birapporto Zc, formano un com
plesso di secondo grado, detto tetraedrale : ora un tale com
plesso avrà sempre 4 rette comuni con una schiera rigata di
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second’ ordine (la quale — come insieme delle rette incidenti 
a tre rette date — è intersezione di tre complessi lineari); 
dunque vi saranno quattro generatrici di d> secanti le faccie 
del tetraedro A B C D ' secondo il birapporto le. Analogamente 
si avranno pure quattro generatrici di per cui il detto bi- 
rapporto (in relazione al medesimo ordine delle faccie) assume 
i valori associati a le :

e quindi si avranno in generale, nel fascio sizigetico costruito 
entro $, 24 quartiche unite per il G32 per cui V invariante asso
luto (cioè il modulo in forma razionale, cfr. L. 1°, § 4, vol. I, 
pag. 26) assume un dato valore; ma esisteranno invece, entro 
il detto fascio, 12 quartiche armoniche, ed 8 quartiche equi an ar
moniche. Oltre a ciò si trovano 6 quartiche spezzate ciascuna 
in quattro rette (formanti un quadrilatero sghembo), che rispon
dono alle rette gl21 gu , ecc., incidenti agli spigoli opposti del 
tetraedro: infatti hi gl2 appare come intersezione di due piani 
contenenti A'B' e CD' ai quali rispondono in S due coppie di 
piani per AB  e CD (coni aventi per vertice contempora
neamente A e B il primo, e C e D il secondo). Giova anche 
osservare che « la quaterna di generatrici di <f> secanti le 
quattro faccie del tetraedro (prese in un certo ordine) secondo 
un medesimo bi rapporto, formano l’ involuzione delle qua
terne aventi lo stesso covariante sestico T, costituito dalle 
tre coppie di generatrici infatti (*) la nostra g\ riesce
definita dalle tre coppie armoniche gikgim, ciascuna contata 
due volte.

Abbiamo veduto che una qualsiasi quartica di prima 
specie K4 dello spazio 8, appartiene ad un fascio sizigetico 
di quartiche analoghe (giacenti tutte sopra una superficie F) 
che restano invariate per il medesimo gruppo proiettivo Gz%. 
Ma entro questo fascio si trovano quartiche armoniche, per 
cui il 6r32 si amplia in un GCA, e quartiche equianarmoniche, per 
cui lo stesso G32 si amplia in un GfJ& : pertanto il nostro G32 
sarà contenuto in un gruppo proiettivo più ampio, che dovrà 
permutare fra loro le quartiche del fascio. Si troverà preci-

(0 Cfr. L. 2°, § 9, Vol. I, pg. 201.



CAPITOLO III 303

samente l’ordine di cotesto gruppo più ampio, usando ancora 
della trasformazione che ci riconduce allo spazio 2. Abbiamo 
in 2 6 trasformazioni involutorie della schiera rigata <E>, ognuna 
delle quali lascia ferme due generatrici secanti le faccie del 
tetraedro AB'CD  secondo una quaterna armonica: ricordando 
le proprietà delle sestine regolari che già abbiamo avuto 
occasione di invocare in questo studio, si vede facilmente che 
le dette sei involuzioni sono quelle che scambiano fra loro 
due generatrici come gi2 gu , associando gl3 con </i4 e gu con g23 
ovvero gi3 con g23 e gu con gu . Similmente abbiamo in 2 
8 trasformazioni cicliche del terz’ordine, due delle quali — 
l’ ima inversa dell’altra — lasciali ferme due fra le otto gene
ratrici secanti le faccie del tetraedro A'B'C'D' secondo qua
terne equianarmoniche : queste trasformazioni cicliche del terzo 
ordine corrispondono ai quattro modi diversi secondo cui la 
sestiua regolare delle gik *si lascia dividere in cicli del terzo 
ordine. Ora, moltiplicando le 6 involuzioni e le 8 trasforma
zioni cicliche del terz’ ordine sunnominate, si ottiene sopra 
la schiera rigata <D il gruppo ottaedrico formato dalle 24 pro- 
iettività che lasciano invariata la sestina regolare delle gih. 
Ma questo gruppo viene subordinato da un gruppo più ampio 
di omografie dello spazio 2 , che si trova con esso in isomor
fismo meriedrico [1, 4], avendosi il gruppo diedrico 1\ che pro
duce l’identità sulla schiera delle generatrici di <D: così dunque 
si ottiene in 2 un gruppo — di omografie, permutanti 
fra loro le generatrici di <£>, che lasciano invariata la sestina 
delle gih e anche il tetraedro A'B’C 'D È  facile provare che 
ritornando dallo spazio 2 allo spazio S con la nostra trasfor
mazione (1, 8]; le dette 96 omografie (per cui è unito il 
tetraedro A'B’CD') si trasformano in 8-96 =  768 omografie 
di che permutano fra loro le oo1 quartiche invarianti per 
il dato G32 : infatti per la sostituzione

2/2 =  =  =

ogni omografìa del tipo

VÎ = ahyh

si muta nelle 23 =  8 omografie
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In conclusione il gruppo proiettivo GS2 di una quartica K4 
è contenuto in un Glùs di omografie che permutano fra loro 
le oc1 quartiche unite per il medesimo G.r2: questo (x7C8 è gene
rato per moltiplicazione dai grappi G64 e G0Cy relativi alle 
quartiche armoniche ed equianarmoniehe del fascio, e permuta 
fra loro i vertici del tetraedro ABCD secondo le 24 sostitu
zioni del gruppo totale.

Vi è luogo ad ampliare ulteriormente il T(J6 di £ (e quindi 
il G1ÙS di S) moltiplicando per le omologie [(IV) ecc.] aventi 
come centro e piano unito un vertice e la faccia opposta del 
tetraedro A B C D ', le quali scambiano fra loro le generatrici 
e le direttrici della quadrica <I>, e le due sestine regolari 
delle gih e delle dik. Si ottiene in tal guisa un I\, .9G =  T192 che è 
il più ampio gruppo di omografie per cui resta invariata la 
quadrica O e il suo tetraedro coniugato A'B'CD'. A questo r jy2 
corrisponde in-8 un gruppo proiettivo GiXì.u. , di cui passiamo 
a spiegare il significato.

A tale scopo riprendiamo a considerare la corrispondenza 
che intercede fra la quadrica <D dello spazio S e la superfìcie F  
di S (che vedremo fra un momento essere del quart’ordine): 
come alle generatrici di <D rispondono su F  le quartiche K4 
di un fascio, così anche le direttrici daranno luogo ad un 
fascio sizigetico associato di quartiche /v /: il GiysC) risulterà 
quindi il più ampio gruppo di omografie che lascia invariata 
la j F ,  permutando fra loro i due fasci associati delle quar
tiche K4 e 7T4 , ovvero lasciandoli separatamente invariati.

Nello spazio 22 avevamo un T4 diedrico contenente tre omo
grafie biassiali colle coppie di assi dik dlm, per cui riuscivano 
Unite tutte le generatrici di <E>; orbene vi è luogo a considerare 
un gruppo associato IY contenente le tre omologie armoniche 
di assi gih ginn Per cui sono unite tutte le direttrici di <3>. E 
come il r 4 è stato da noi ampliato in un I\JG che ha lo stesso 
tetraedro unito A'B'CD', e permuta le generatrici di <I> lasciando 
invariata la sestina regolare delle gik, così analogamente il r /  
si amplierà in un T9G' col detto tetraedro unito, che permuta 
fra loro le dik: ma è importante notare che « il r 96' coincide 
col r 96 », imperocché i due gruppi sono ugualmente definiti 
entro il T192 che li contiene dalla condizione di lasciare inva
riate le due schiere di rette della quadrica <D. Aggiungasi che 
il T96 non è il minimo gruppo che contenga in sè il T4 e il T/: 
infatti il r 4 e il IY, operando V uno sulle generatrici e l’altro
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sulle direttrici di <E>, sodo fra loro permutabili, e quindi riescono 
contenuti in un I\ 6 sottogruppo del T96.

Passiamo dallo spazio S allo spazio S mediante la nostra 
trasformazione [.1, 8]: allora al T4 e al T/ corrisponderanno 
i due gruppi associati 6r32 e G32' che abbiamo visto essere de
fluiti dalla medesima configurazione C28, costituita dai vertici 
del tetraedro ABCD e da quaterne di punti appartenenti agli 
spigoli e formanti coi vertici sestine regolari. Per vederlo 
basterà riconoscere che « le quaterne della configurazione 
anzidetto sono le intersezioni degli spigoli con la superficie 
del quart’ordine F, trasformata della quadrica <D », A tale 
scopo occorre ricordare che le quaterne della configurazione Ct,8, 
caratteristica per il 6r32, sopra due spigoli opposti AB  e CD 
del tetraedro fondamentale, sono precisamente quelle quaterne 
che designammo innanzi con PQPQ", RSR'S’ (PQ coniugati ar
monici rispetto ad AB  etc.), e che i punti P, Q, R, S, e così 
anche P', Q', R , 8', sono i vertici di due quadrilateri sghembi 
formati dagli assi di quattro omologie biassiali armoniche 
appartenenti al G32, le quali vengono permutate fra loro 
mediante le trasformazioni del (x8; ora a queste quattro coppie 
di assi PR  • QS etc. risponderanno in 2 gii assi di mi’unica 
omografia biassiale del I\, cioè precisamente le rette di2 d34 
direttrici della <J> incidenti a A B' e C'D'; ciò è d’accordo 
con la proprietà già verificata innanzi (per le gik invece che 
per le dik) che a ciascuna delle due rette di2 d34 rispondono 
in 8 quartiche degeneri nei quattro lati di un quadrilatero 
sghembo. Pertanto appare che la quaterna di punti PQP'Q', 
sullo spigolo AB, risponde nella nostra trasformazione alla 
coppia segata su A B ’ della quadrica <D (si avverta come la 
trasformazione, in generale [1, 8], divenga [1,4] fra i punti 
delle faccie dei tetraedri A'B’C D' e ABCD , e [1, 2] per i punti 
degli spigoli, mentre associa biunivocamente i vertici); si 
conclude che le quaterne PQV'Q' etc. della configurazione C28 
sono segate sugli spigoli del tetraedro ABCD dalla superficie F  
trasformata di <D, che — non passando per A ,B ,C ,D  — sarà 
dunque una superficie del quart’ordine.

In conseguenza di ciò i due gruppi G32 e G32 corrispondenti 
al V4 e al Y 4 risultano veramente associati nel senso dichiarato 
innanzi : cioè le omografie biassiali di questi gruppi incidenti ad 
AB  e CD sono per l’ uno le rette PR  . QS, PS • QR, P R ! . Q'S', 
P S ' • Q'Ri e pei* l’altro VR' • QS', PS' • QR, P R • Q'S, P S  - Q R .

F. ENRIQUES -  III. 20
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Raccogliamo le cose dette enunciando il 
Teorema. Una, quartina gobba di prima specie affatto gene

rale appartiene ad un fascio sizigetico di quartiche analoghe 
che posseggono lo stesso tetraedro coniugato ABOD e lo stesso 
gruppo Gzt di trasformazioni proiettive : questo fascio descrive 
una superficie del quarV ordine F che contiene un secondo fascio 
associato di quarti-che analoghe, aventi pure il tetraedro coniu
gato ABOD e invarianti per un altro gruppo proiettivo G:f , 

I  due gruppi associati G32 e G32, essendo fra loro permuta
bili ed avendo comune il sottogruppo Gs coi punti uniti ABOD, 
sono contenuti in un medesimo gruppo proiettivo 6?i28, che a sua 
volta si amplia in un C?768 formato dalle omografie che lasciamo 
separatamente invariati i due fasci sizigetici, permutandone fra  
loro le curve. Finalmente il detto é?768 si amplia in un gruppo 
proiettivo ér1536 che lascia invariata la superficie del quart9 or
dine F , e che contiene, oltre le precedenti, le trasformazioni 
proiettive scambi unti fra  loro i due fasci associati.

Alle cose dette innanzi si può dare facile espressione 
analitica nel modo che segue.

Anzitutto 1’ equazione della quadrica 3> rispetto al tetraedro 
coniugato A 'B 'G 'D per una conveniente scelta del punto unità 
si riduce alla forma

V 2 "1“ ilo2 +  V?2 +  V 2 ~ 05 
quindi l’equazione della superfìcie F  risulta

x i A - x f  - f - æ 44 =  0 .

Oiò posto le equazioni delle omografie del gruppo 6?1536’ 
lascianti invariata la j F ,  si compongono, per moltiplicazione, 
mediante le 64 sostituzioni

X i ' —  XiJ —  x 3' = i r s x3 , x f  =  i r *xA,

*•»> rt , r 4 =  ì, 2,3,4),

e le 24 sostituzioni
K  * 2  ^3 «S \
\x8l x8i x8i x8J , (sì =  1, 2, 3, 4)

che formano due sottogruppi permutabili del érJ 536 .
Ora si possono ottenere i due fasci sizigetici di quartiche 

appartenenti alla superficie F. A tale scopo osserviamo che
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queste quarti che vengono proiettate da un vertice JL =  (0001.) 
del tetraedro coniugato secondo coni quadrici, ciascuno dei 
quali segherà F secondo d u e  quartiche, contenute in fasci 
associati, che si scambiano una nell’altra mediante l’omografia 
ciclica del quart’ordine

x4f =  ix49
di centro A e piano a.

I coni quadrici di vertice A, la cui sezione si spezza in due 
quartiche associate, si lasciano rappresentare con Inequazione

dove
Q — (ixL~ —b x —t- 6*̂ 3~ — 0 , 

o r -f- b2 -\- c2 =  0 .

Infatti si consideri accanto a Q il cono

Q' =  a x 2 bx22 -  e x 2 =  0 ;

<trasformato del primo nell’omologia ciclica xz' =  ixz di centro B  
e piano p): avremo identicamente

cr F  +- QQ -f  Q{ Q{ — 0,
dove

Q l == bx j,~ — -4— vx2,
Qi =  b x 2 ax22 — cx4%

essendo
6|S=  — («2 +  6s),

QQ' =  {«■*!- A- b x 2)2 — ed .4,
QiQif= ( ^ v  — ,

F = x i*-hx2* -hx34 -h o?44.

Risulta di qui che l’ intersezione di F  con la coppia di qua- 
driche QQ' si spezza in quattro quartiche intersezioni della detta 
coppia QQ' con la e perciò l’ intersezione di F  col
cono Q si spezza nelle due quartiche comuni a G e ai coni
Q\ g Qi •

La quartica sezione dei coni Q e Qi dipende dai para
metri omogenei ab a legati dalla relazione a2 -l- b2 +  c2 =  0,
e quindi in definitiva dal rapporto - , variando il quale si
otterrà precisamente una quartica (come QQi o QQi') entro 
ciascuno dei due fasci sizigetici su F. Ora si consideri, in 
uno di questi fasci, una quartica generica, rispondente ap-
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punto ad una terna di Valori a, b, c: ci proponiamo di deter
minare il modulo della quartica.

A tale scopo scriviamo l’equazione del fascio di qua- 
driche passanti per la data quartica:

Q d- IQi =  (a d~ * 6 )^ 2 — l a ) x 2 d- e x 2 d- l e x 2 =  0 ;

a questo fascio appartengono i quattro coni

Q.= Qa — a,x2 d- b x 2 d- e x 2 =  0
Q t  =  Q b  =  bx2 — a x 2 -» - e x 2 =  0

Qc =  -i- cx32 -h — a;4- =  0

Qd — +  CX3~--- X4~ — 0

quindi il birapporto (QcQdQaQb) , cioè il modulo della nostra 
quartica, viene dato da

Di qui si conferma in ispeeie che esistono — entro il 
fascio sizigetico — quattro quartiche ,per cui il birapporto 
dei quattro coni del fascio, presi in un certo ordine, assume 
un dato valore 7c; infatti tali quartiche corrispondono alle 
radici del sistema di equazioni omogenee

\ a2 d- b2 d- c2 =  0 
ì Ica2 d- b2 =  0 ,

dbV ^fc, c =  ±  v /c -  l o -a

Finalmente daremo qui le equazioni delle omografie del 
gruppo G32 che lascia invariata la nostra quartica intersezione

cioè ai valori
b
a

(À =  0) 
( l — 00>

(A) L’equazione di quarto grado da cui dipende la determinazione 
delie nostre quartiche viene risoluta mediante due radicali quadratici 
indipendenti, in rapporto alla circostanza che — al variare di h — le 
quaterne di quartiche formano, entro il fascio sizigetico, un’involuzione 
diedrica q1.
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dei coni QA e Qb , 0 insieme tutte le altre del medesimo fascio 
sizigetico.

Anzitutto abbiamo le equazioni del G8 che lascia fermi 
i vertici A , Î5, 0, D del tetraedro fondamentale

1) x /  =  x , , <  == ±  x 2 , x =  ± x 3 , x l  =  ±  æ4.

In secondo luogo vediamo che i due coni QA e sono 
scambiati fra loro mediante la sostituzione

2) x '  =  ix21 .< =  »*, x.' =  x4, x 4' =  ix 3,

che rappresenta un’omografia biassiale involutoria. In terzo 
luogo, tenendo conto che a2 +  b2 +  c2 =  0 , possiamo scrivere 
1’ equazione del cono Qo nella forma

— ex 2 ax f -\- bx42 =  0 :

troviamo in tal modo che i coni QA e Qo si scambiano fra 
loro mediante la sostituzione

3) x '  = x.ò, x.' == ix{, x2 =  x4, = ix2,

indipendente da u, 6, c come le 1) e 2).
Le omografie 2) e 3), moltiplicate per le omografie 1) del 

gruppo 6r8, danno tutte le omografie del gruppo G32: la veri
fica della proprietà fondamentale del fascio sizigetico con
siste in ciò che le equazioni del 6r32 risultano indipendenti

b2dal parametro fc =  — modulo della quartica.
Lasciamo al lettore di scrivere le equazioni dei gruppi 

proiettivi Gq4. e £?96, corrispondenti alle quartiche armoniche 
ed equianarmoniche del fascio sizigetico.

31. Trasformazioni delle curve di genere p*>l e — in 
particolare — delle quartiche piane. — Per studiare le condi
zioni di trasformabilità birazionale di due curve di genere p >  1, 
conviene stabilire anzitutto il

Teorema. Una curva di genere non può ammettere
che un numero finito di trasformazioni arazionali in se stessa.

Infatti si costruisca la curva canonica C2 f —1 immagine 
della data: le trasformazioni birazionali di questa danno trasfor-
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inazioni proiettive della C2 e non si possono avere infinite
trasformazioni, perchè'risulterebbe p — 0 (cfr. § 26). Questo 
ragionamento dà luogo ad una apparente eccezione per p =  2, 
e più in generale nel caso delle curve iperellittiche (contenenti 
una gl), dove la C ^ f - 1 si riduce ad una curva razionale l i  dello 
spazio Sp_ l contata due volte, i punti della quale rispondono 
alle coppie della $4 (cfr. § 13): ma si avverta che in questo 
caso le trasformazioni birazionali della curva data diventano 
trasformazioni proiettive della curva doppia K, soggette alla 
condizione di lasciare invariato il gruppo dei 2p +  2 punti 
di diramazione (nascenti dai punti doppi della g}2), sicché es
sendo 2p -h 2 > 2 , vi è su E  un numero finito di proietti vita 
soddisfacenti a tale condizione. Del resto, chi non ami consi
derare curve canoniche doppie, può ripetere il ragionamento 
del caso generale riferendosi alla curva bicanonica o trica
nonica (cfr. § 13).

Rileveremo ora che dal teorema precedente consegue: 
lina trasformazione di lina curva di genere p >  1 è necessaria
mente ciclica.

Dopo ciò aggiungiamo l’osservazione che, per p =  2 una 
curva C possiede in generale una sola trasformazione bi ra
zionale (involutoria) corrispondente alla sua g\: l’esistenza di 
trasformazioni ulteriori corrisponde al caso che il gruppo dei 
sei punti di diramazione sulla retta doppia canonica possegga 
trasformazioni proiettive in se stesso. La determinazione delle 
sestine di punti della retta, dotate di trasformazioni proiet
tive, si lascia compiere senza difficoltà in base alla teoria dei 
gruppi finiti di proiettività binarie svolta nel L. 2°, § 10, vol. I, 
pag. 206; si ottengono così tutte le curve di genere due con 
più trasformazioni in se stesse (*).

Ora, passando alle curve di genere p > 2, si vede che già 
le curve di genere 3 non ammettono in generale trasformazioni 
bir azionali in se stesse, perchè si dimostra che la quartiea piana 
più generate (che è la curva canonica di codesto genere) non 
viene trasformata in sè da omografie (cicliche) non identiche.

La dimostrazione si svolge per assurdo come segue. Pongasi 
dapprima che la curva piana generale del quart’ ordine ammetta 
una trasformazione proiettiva involutoria; allora, essendovi

l1) Cfr. Bolza: « On binary sextics w ith linear trasform ations into  
them selves » (American Journal o f Math, t. X , 1888).
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oc14 quarti che e oc4 omologie armoniche (dipendenti dalla 
scelta del centro A e dell’asse a), si troveranno o o 10 quartiche 
invarianti per una stessa omologia armonica di centro A e di 
asse a: ma da ciò segue l’esistenza di quartiche distinte appar
tenenti al predetto sistema o o 10, e soggette alla condizione di 
passare per 9 punti generici del piano, sicché codeste curve 
— passando anche per i coniugati dei punti dati — verranno 
ad avere 18 punti a comune, ciò che è assurdo.

Il ragionamento precedente vale a fortiori per ridurre 
all’assurdo l’ipotesi che la quartica piana possegga trasfor
mazioni omologiche d’ordine maggiore di due. Ma la dedu
zione si estende anche all’ipotesi in cui la stessa quartica 
ammettesse una trasformazione ciclica non omologica, che 
dovrebbe essere d’ordine a > 2. Infatti la costruzione di una 
omografia siffatta dipende da 6 parametri, cioè dalle coordi
nate dei tre punti uniti; si avrebbero dunque oc8 quartiche 
invarianti per una medesima omografia ciclica, d’ordine 
con dati punti uniti; e per conseguenza due quartiche di 
questo sistema, passanti per 7 punti generici del piano, dovreb
bero avere in comune 7n>16 punti, ciò che è assurdo.

Si noterà che la dimostrazione precedente si estende 
al caso delle curve piane Gn d’ordine n> 4 , riconoscen
dosi in tal guisa che: una curva piana generale <Vordine 
a >3, non possiede trasformazioni proiettive. Si ottengono così

(n — l)(n — 2) , ,. 0curve particolari di genere p = ------ —------  contenenti una

che riescono prive di trasformazioni frazionali in se stesse. 
Perciò occorre dimostrare che una curva piana Gn, priva di 
punti doppi, contiene come unica gft quella segata dalle rette 
(sicché ogni trasformazione frazionale di Gn risulta proiet 
tiva); e ciò si ottiene come segue. Data su Gn una g*, ogni 
gruppo Gn di questa serie offre n — 2, anziché n, condizioni 
indipendenti alle curve d’ordine n — 3 che debbono conte
nerlo (teorema di Riemann-Roch) ; sicché una curva cp„_3 di 
ordine n — 3 passante per n — 2 punti A2.... An_ 2 del Gn, 
passerà di conseguenza per i rimanenti An_ l A n ; ora si con
sideri una cpn-3 composta della retta At Ai+i (i-\- 1 — 1)
e di altre n — 4 rette generiche passanti per i rimanenti 
punti Ah (à <  n — 1).; perchè questa cpn_ 3 contenga il„_l 
occorre che A{ e A{+{ siano allineati con la retta An—{ Ani sicché 
appare che tutti i punti del nostro Gn sono in linea retta, c. d. d.
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Vogliamo ora esaminare quando accada che una quartica 
piana irriducibile f(xyz) =  0, di genere p =  3, ammetta delle 
trasformazioni birazionali, le quali dovranno essere proiettive, 
essendo la quartica stessa curva canonica; precisamente de
termineremo tutti i gruppi di tali trasformazioni e le corri
spondenti quartiche cui essi appartengono.

A tale oggetto cominciamo con l’osservare che se Gn è 
un gruppo, d’ordine n, di proiettività, esso contiene sottogruppi 
ciclici di ordine uguale a qualunque divisore primo di n, onde 
siamo condotti a svolgere la nostra analisi determinando 
prima i gruppi d’ordine primo, ed esaminando poi come essi 
possano ampliarsi.

Determiniamo dunque anzitutto quali possano essere i 
gruppi G„ d’ordine n primo. Qui occorre l’osservazione fonda- 
mentale che un gruppo G„ di proiettività determina sopra 
la curva f  una y* i cui gruppi, invariati per il G„, sono 
composti con un punto P  e con n — 1 trasformati di esso 
mediante le operazioni di Gn. Indicando con n il genere 
della y» e con 3 il numero dei suoi punti doppi, avremo — 
per la nota formula di Zeuthen (§ 9, pag. 72) —

— 2)~hò =  2p — 2 ~ à  .

Poiché n è primo, e la y* è generata da una proiettività, 
i 5 punti doppi si riuniranno in li punti n-pli, ciascuno dei 
quali conta per n — 1 punti doppi: onde la relazione prece
dente potremo scriverla

u(2k — 2) +  7».(n —- 1) =  4, 

ed allora, essendo u > 2, appare anzitutto

TU < 2.

Si hanno così 3 casi: tc =  0, tu =  1, tc =  2.
Sia 7i =  0.
La relazione precedente dà 4

onde 

e risulta

4 +  7i
n ~  li —  2* 

li > 3  e n <  7 ; 

à =  3, n =  7,
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oppure
li — 5 j ìi — 3,

giacché n =  2 darebbe un’omologia armonica avente 7i — 8 
punti uniti sulla quartica, e n =  5 darebbe un valore fratto per lì. 

Sia 7u =  l.
La nostra relazione dà

h(n. — 1)= 4 ,
cioè

7t =  2, n — 3, oppure à =  4, n =  2.

Infatti non si può avere l i— ì, n =  5, giacché per una prò- 
iettività del quint’ ordine — che qui non può essere omo
logica — si deve avere almeno un punto di coincidenza su 
ciascuna delle tre rette unite, che segano la quartica in gruppi 
di punti invarianti.

Sia 7i =  2.
La nostra relazione dà

2u-f-7i(n-— 1) =  4
i* =  2, li =  0.

Ma questo caso non è realizzabile per una quartica irre
ducibile, bensì soltanto per una conica doppia, poiché si 
tratta qui d’una omologia armonica, il cui asse deve segare 
la curva in punti uniti.

Si conclude che gli unici gruppi ciclici A9 ordine primo 
che lasciano ferma ima quartica, di genere 3, hanno V ordine n 
uguale a 2, 3, 7, e subordinano su di essa un9 involuzione lineare 
o ellittica: ogni altro gruppo avrà V ordine n della forma

n =  2a - 3p • 7r,

contenendo — per il teorema di Sylow (A) — sottogruppi d9 or
dine 2a, 3?, 7y.

Quindi per determinare tutti i possibili gruppi Gn, deter
mineremo prima quelli per cui n =  2a, n =  3a, n =  7a> ed esa
mineremo poi come i gruppi d’ ordine n — 2a si amplino - 
per l’aggiunta di proiettività del terz’ordine — in gruppi di

(A) Cfr. per es. B ianchi: «-Lezioni sulla, teoria dei gruppi di sostitu
zioni », cap. II, § 25.
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ordine n =  2a -3^; infine determineremo i gruppi che conten
gono sottogruppi d’ordine 7a.

Cominciamo col determinare i gruppi Gn (Vordine n =  2a 
che lasciano invariata una quartica/di genere p =  3. A tale 
oggetto distingueremo i seguenti casi :

I. Il G„ contenga due omologie co41 e <o42 di periodo 
quattro.

II. Il Gn contenga una sola omologia <o41 di periodo 
quattro.

III. Il Gn non contenga alcuna omologia di periodo 
quattro.

Questo III  caso darà luogo ad alcuni sottocasi :
III, a) Il Gn contenga una sola omologia armonica (o21.
I l i ,  b) Il Gn contenga più di una omologia armonica, 

e sia 2 il massimo periodo della omografia t prodotto di due 
tali omologie.

I l i ,  c) Il Gn contenga più di una omologia armonica 
e sia >  2 il massimo periodo della omografia t prodotto di 
due tali omologie (dimostreremo che tale periodo è 4).

Procediamo all’analisi dei singoli casi.
I. Il Gy, contenga due omologie co42 e <d42 di periodo 

quattro (/) essenzialmente distinte, cioè tali che l’ ima non 
sia il cubo dell’altra.

Dimostriamo che le due omologie co41 e o j42 sono fra loro 
permutabili. Infatti si vede subito che il centro 0 { della oj41 
non appartiene alla quartica / , e che le intersezioni di questa 
con 1’ asse ai dell’ omologia sono quattro punti di ondulazione 
le cui tangenti passano per 0 4; sicché gli assi delle due omo
logie non possono coincidere. Ora se il centro della co42 non 
appartiene ad applicando la co42, la viene trasformata 
in altre tre rette, su ciascuna delle quali si trovano almeno tre 
punti di ondulazione (si può sospettare che le trasformate di 
incontrino in un punto di ondulazione): ma una quartica ha 
24 flessi, e non può quindi avere 13 ondulazioni che conterebbero 
come 26 flessi. Dunque il centro di una omologia appartiene 
all’asse dell’altra, sicché le due omologie riescono permutabili.

(l) Usualmente indicheremo con o> le omologie, con n le proietti vita non 
omologiche ; faremo poi seguire al nome dell’ operazione un primo indice 
a indicarne il periodo, e un secondo per distinguere operazioni simili.
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Pertanto — mediante una conveniente scelta degli assi — 
le due omologie riescono date da :

©41) x' =  x , y' =  ìy , z* — z , (/ — V — 1 )
co42) x' =  ix, y' =  y , z' =  z,

e la quartica f  assume la forma

a00z4 -h a40xi +  a0Ay4 =  0 ,

o — per una conveniente scelta del punto-unità —

x* yi +  zA — 0 .

La quartica che così si ottiene ha 12 ondulazioni (che 
assorbono i 24 flessi), le quali sono poste, a quaterne, sopra gli 
assi æ =  0 , y — 0 , z =  0 ; ogni omografia che lasci ferma f  
deve lasciare parimente invariato il triangolo fondamentale 
delle coordinate. La nostra quartica non ha invarianti: il 
gruppo più ampio che la lascia ferma è il <x96 che si ottiene 
per moltiplicazione delle due omologie <o41 e o)42 (che gene
rano un 6r16 abeliano) e delle altre due omologie

®ti) x' =  y, ?/' =  *, z = s ,
<’)22) - x = x ,  y' =  z, z’ =  y,

che generano il GQ diedrico relativo alle 6 possibili sostitu
zioni sui tre elementi æ, ?/, z. Il più ampio gruppo d’ or
dine 2a contenuto nel Gg6 è un G32 : si hanno tre 6r32 siffatti, 
ciascuno si ottiene ampliando il suddetto Gi(. abeliano me
diante uno dei tre scambi (xy), (yz), (zx).

II. Il Gn contenga una sola omologia (o41 di periodo 
quattro (oltre — s’ intende — al suo cubo).

Potremo considerare la <o41 data da

<0„) x — x,  y' — iy,  z ' ~ z ,  ( * = V -  1-);

allora la quarfcica /  assume la forma

. y4 =/<(«*)•

O gni a ltra  om ografia  <lel Gn d ovrà  lasciare in var ia ta  
la <o41, e  quindi an ch e  la q u atern a

f 4(xz) =  0.
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Ora — in generale — la f i(xz) =  0 resta invariata per 
un gruppo trirettangolo T4 composto di tre involuzioni per
mutabili e dell’ identità. Collocando i punti uniti di due di 
-queste involuzioni (che formano una quaterna armonica), ri
spettivamente nei punti rs =  0, z =  \ ; x =  l, 0  =  0; x =  l, 
0  =  1; x =  1, z =  — 1 , le dette involuzioni restano definite da

x =  — x , s =  z ; 
x =  z , z =  x ,

<d la / 4 diviene
f A(xz) =  a(x4 -f- zA) -f  bx2z2 =  0.

Così la nostra quartica appare — in generale — invariante
per un gruppo G{6 abeliano generato dalle 3 omologie

x =  x , yr =  iy , Z ---Z  , ( i=  V

5̂II>>ÏII zr =  Z  ,

X = z ,  y =  y , z = x ;

-e si riduce al tipo

yA =  a(xA -f- zA) q- bx2z'2.

Se — come caso particolare — la

f 4(xz) =  0

definisce sopra la retta (xz) una quaterna armonica od equi- 
anarmonica, il gruppo si amplia.

Invero se la quaterna è armonica, potremo scrivere

/ ,  =  -

e quindi ritroveremo la quartica

x* +  V* +  z* — 0 
del caso I. .

Se invece la quaterna è equianarmonica, potremo scrivere

/ 4 =  z(x* -  z:ì).

In questo caso la quaterna f t =  0 riesce invariante per 
un gruppo r i2 di 12 proietti vità, che si ottiene ampliando il
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gruppo trirettangolo F4 mercè l’aggiunta della proiettivi!» 
ciclica del terz’ordine 0 .Zkì

x' =  ex, z =  z (e =  e 3).

A tale proiettività risponde nel piano l’omologia <o31 di pe~ 
riodo tre :
co31) x' =  ez, ij'=  jh *' =  *,

che lascia invariata la quartica; sicché questa ammette un 
gruppo G48 di 48 proiettività, entro il quale tuttavia si ha. 
come gruppo più ampio d’ordine n =  2a il 6?16 considerato 
innanzi, il quale gruppo è unico. Converrà osservare che entro 
questo G48 si ha una proiettività ciclica d’ordine 12 ottenuta 
quale prodotto delle due omologie (o41 e co31, d’ordine 4 e 3r 
che sono fra loro permutabili: tale proiettività risulta

æ' =  eæ, y' — iy, * '=  *•

III, a) Il Gn (privo di omologie cicliche del quart’or
dine) contenga una sola omologia armonica <o21, che potremo 
supporre definita da

Z' =  Z, y =  — y , s = 0 .

Esaminiamo i successivi casi secondo i vari valori di 
a) n =  2. Il Gn si compone della sola omologia co21, e 

l’equazione della /  appare del tipo

JXxìjs) — cp(xfz).

P) n =  4. Il Qn è generato da una proiettività ciclica 
del quart’ordine tc41, che non deve essere omologica: scrive
remo la nella forma

™4i) x==— x, y' =  i y , s = é r

sicché l’equazione della quartica risulta

f — -H « 2 0*V  +  an«y*0 H- «40a;4 q- a^y* =  0,

dove «04=|=0 , essendo la quartica priva di punti doppi.
Ora dimostriamo che i casi «) e p) esauriscono tutta la 

ipotesi I I I ,  a).
A tale oggetto osserviamo anzitutto che la quartica /
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sopra scritta non può ammettere una seconda omografia del 
quart5 ordine tc42 , senza ammettere anche un5 omologia del 
quart5 ordine, il che è escluso per ipotesi. Infatti la 7c42, do
vendo avere come quadrato la o)2i, unica omologia armonica 
deh nostro avrà due punti uniti sulla retta y =  0, che pos
siamo supporre essere i punti (101) e (10— 1), sicché potrà 
rappresentarsi con

a'=-*, y — iy, z '= x ,

e dovrà essere — nella f  —
ai2 =  0 .

Ma allora la /  risulta invariante per l’omologia

x' =  x, y =  iy, * '= * ,

onde alla /  appartiene il Gl6 abeliano relativo al caso II, di 
cui 7t41 e tc42 generano un sottogruppo Gs.

In secondo luogo la f  non può ammettere una proietti- 
vità ciclica 7z di periodo 8 (e neppure quindi — a fortiori — 
di periodo 16 etc.) il cui quadrato sia la n4l (unica proietti- 
vità del quart5ordine di Gn).

Infatti la tc (o una sua potenza primitiva) dovrebbe avere 
la forma

x' — £sìrx, y = ^ y ,  s’ =  e,
2kì

dove es =  e 8 , e 2r indica un numero pari. Ora la n cambia 
segno' al termine a0Aìf  della / ,  e dovrebbe quindi cambiare 
segno ai termini in 54 e in xi che invece restano invariati; 
e d’altra parte i relativi coefficienti non possono esser nulli, 
ove la /  non abbia punti doppi.

I l i ,  6). Il Gn contenga più di una omologia armonica e 
sia 2 il massimo periodo dei prodotti di due di esse: ciò signi
fica che tutte le omologie del Gn sono fra loro permutabili.

Siano dunque co2i e (o,2 due omologie del gruppo. Potremo 
supporre — per la loro permutabilità —

x' =  x, ?/' =  — y, 
x =  — x , y '= y , z '= z .

Il loro prodotto dà una terza omologia 

<o23) z = x ,  y = y ,  z' =  —-0 .

< o 2 1 )
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L’equazione della quartica/ appare così contenere solo i qua
drati delle variabili y e 5, ed essere quindi del tipo

9(ay v 2)= o ,

dove çp è una forma di secondo grado nelle variabili x2,y 2, z 2.
Si ha dunque un G4 trirettangolo costituito dalle dette 

tre omologie e dall’ identità. Questo G4 non può essere con
tenuto in un più ampio gruppo Gn.

È ovvio infatti che non possono esistere altre omologie 
contemporaneamente permutabili con le co2i, o>22, co23, giacché 
se due omologie sono permutabili l’asse dell’una contiene il 
centro dell’altra: sicché appare che il triangolo delle coordi
nate è invariante per il Gn. Inoltre, se il Gn contenesse una 
proiettività del quart’ordine tu, questa dovrebbe lasciar ferma 
almeno una delle dette omologie, per es. la w21, ed anzi aver 
come quadrato tale omologia. Ora se n lascia ferme o)22 e o>23 
si trova subito che la /  resta invariata per una omologia del 
quart’ordine. Dovrà dunque tu scambiare co22 e <o23, e avrà 
quindi sull’ asse y =  0 due punti uniti che possiamo supporre 
i punti (101) e (10 — 1). Si deduce che la / ,  per essere inva
riante rispetto alla t u ,  deve avere la forma

/ =  aQÙ(x ~  zY +  a20(x +  z)'2(x — z)2 -H ai2{x +  z)y2(x — 0) -4-
+  « Jx  -+- ^)4 +  = 0 ’

simile a quella incontrata nell’ ipotesi |3) del caso III , a); ma 
dovendo f  contenere ora solo i termini con le variabili al qua
drato, deve essere

« 0 0  == « 4  0 >

onde in tale ipotesi la /  ammetterebbe la omologia armonica 

x' =  z, y — iy, z' =  — x,

non permutabile con o22.
In conclusione il Gn si riduce al G4 trirettangolo suddetto.
I l i ,  c). Il Gn contenga più di una omologia armonica, e 

fra queste ve ne sieno due, a)2i e a)22, il cui prodotto dia una 
proiettività tu di periodo r> 4 .

Osserviamo anzitutto che questo periodo r (il quale dovrà 
dividere n =  2a e perciò essere una potenza di 2) non può 
riuscire r >  4, il che è stato riconosciuto a proposito della 
ipotesi (3) del caso III, a). Il periodo di tu sarà dunque r =  4.
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Le due omologie, <o21 e o)22 defluiscono così un gruppo 6?8 
diedri co, entro cui si ha come sottogruppo invariante un G4 
trirettangolo.

Precisamente osserviamo che la o2i trasforma la co22 nella

permutabile con la o>22, giacché il prodotto

C023 * <022= 7 T
è involutorio.

Possiamo così indicare le nostre omologie con

x' =  x, ?/' =  — ?/> z' =  z\
0),3) ' x =  — X, y '= y , z' =  z,
®*l) x' =  y, V =:x , z =  z;

la n risulta data da
7T) x ' = - y , y' =  x, z = z ,

e l’equazione della /  appare

f =  azA +  tyx2 -h y2) s2 A- ox2y2 -p d{xA -h yA) =  0 .

In fine il G4 trirettangolo, contenuto nel 6r8, è generato 
semplicemente dalle due omologie o22 e <o23.

Occorre ora dimostrare che il é?s non è ampliabile in un Gn 
'd’ ordine n =  2a con a >  3.

A tale scopo supponiamo anzitutto che il Gn contenga 
un’omologia armonica o, diversa da quelle del G4 trirettan 
golo, e quindi non permutabile con una almeno di esse, per es. 
non permutabile con la (»23. Allora il prodotto nl =  gko23 è 
una proiettività del quart’ordine, il cui quadrato (j) =  nL2 è 
un’omologia armonica col centro sull’asse della o>23 (analoga
mente a quanto accade per la n considerata innanzi). La <o 
allora deve lasciare invariala la quaterna delle intersezioni 
dell’asse x =  0 con la quartica, (piaterna composta di 4 punti 
distinti poiché la tangente in ciascuno di essi passa per il 
punto (100): la oj induce su tale asse una involuzione i cui 
punti uniti costituiscono una delle tre coppie del covariante 
sestico della quaterna suddetta, e pertanto scambia tra loro 
o lascia singolarmente fermi i punti-(ÿ—0 , z = \ )  e (y— 1, 
& —— 0) che costituiscono un’altra coppia dello stesso covariante
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sestico. Poiché la <o lascia fermo il punto 100, per cui passano 
— come si è detto — le tangenti alla quartica nei punti 
dell’asse æ =  0, la co stessa scambierà gli assi y =  0 e 2  =  0 o 
li lascierà fermi. Nel primo caso moltiplicata con la co21 (che 
scambia gli assi x =  0 e y =  0) produce sugli assi un ciclo 
del terz’ordine, onde non può essere contenuta nel Gn (n — 2a) : 
risulta che co deve lasciar fermo il triangolo delle coordinate, 
e quindi la ni dovrà lasciar fermo uno almeno di questi lati, 
e il vertice opposto.

Ora la tz{ non può coincidere con la n, ove la omologia co 
sia fuori del gruppo é?8, nè può avere come punto unito il 
vertice (001) unito per la n, altrimenti si troverebbe — come 
a proposito del caso III, a) — una omologia del quart’ordine 
che lascia ferma la nostra curva/. La ni scambierà allora il ver
tice (001 ) per es. col vertice (100), e quindi porterà l’omologia co21 
in una omologia che scambia gii assi y e 0, la quale, con la co21, 
produce sugli assi un ciclo del terz’ ordine, il che è assurdo.

Segue che non può esistere nessun’altra omologia co, fuori 
di quelle del nostro G%, onde tutte le eventuali omografie 
del Gn lascieranno fermo il 6?8, e quindi il G4 trirettangolo 
in esso contenuto, e quindi anche il triangolo fondamentale 
per le coordinate. Ma, come si è visto sopra, una tale omo
grafia (che non potendo essere una omologia armonica avrebbe 
il periodo 4) non può esistere, se il Gn non contiene un’omo
logia del quart’ordine. Sicché resta dimostrato che il GR 
diedrico non può ulteriormente ampliarsi ih un Gn d’or
dine n =  2a, con a >  3, sempre — inteso — restando nel- 
P ipotesi III.

Si conclude che i soli gruppi d’ordine n — 2 a che lasciano 
invariata una quartica di genere 3 sono:

I. Un C?82 relativo alla quartica

xA -t- yi +  <z4 =  0,

contenuto in un 6r96, che è il massimo gruppo contenente il 6?32.
II. Un 6r16 abeliano (e quindi i suoi sottogruppi) relativo 

alla quartica
y*=f*(x8).

ch e si amplia, in un 64i quando la  q u atern a  f t(xz) =  0 è  eqni- 
an arm on ica , e  n el Ggs — re la tiv o  al caso p reced en te  — quando  
la  d e tta  q u atern a  è arm onica .

F. ENRIQUES -  III. 21
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I I I ,  a, a). I l <x2 re la tiv o  a lla  quartica  

<p(*y**) =  0.

I l i ,  a , f l ) .  Il ér4 c ic lico  re la tivo  a lla  quartica  

f<oozi +  a*o*!«* -+- «vMfz ■+■ +  «o<2/4 =  0 .

I I I ,  2>). I l G4 tr iretta n g o lo  re la tiv o  a lla  q uartica  

cp(a;2y  V )  =  0.

I l i ,  c). I l  Gs d iedrico  re la tiv o  a lla  quartica  

az* -+- i(x2 -+- y2) z2 +  c(x4 -+- y*) =  0 .

P assia m o  ad esam in a re  i gru p p i Gn , il cui ordine n è una 
potenza di 3 : «  =  3°, ch e  la sc ian o  in v a r ia ta  una q u a r t ic a / .

Si osservi a n z itu tto  ch e un  p u n to  g en er ic o  P  d e lla  /  è  
p ortato  d a lle  op eraz ion i d el Gn in a ltri n — 1 p u n ti P 2 . . . .P M; 
il. g ru p p o  di n  p u n ti così o tten u to  P  =  P 1? P 2 .... P n , al variare  
di P  d escr ive  sopra la /  una in v o lu z io n e  a lg eb r ica  y*, di cui, 
com e in n an zi, in d ich erem o con  n il g en ere .

Con rag ion am en to  u gu ale  a q u ello  u sa to  p er la  ricerca  
d ei gru p pi p ro ie tt iv i sopra la re tta  (cfr. L. 2°, § 10, V o l. I , 
p ag . 207) si vede, ch e  se  un gru p p o  d ella  y* g en er a ta  dal G„

Yl
p o ssied e  un  p u n to  v-plo, esso  è  co m p osto  di -  p u n ti c ia scu n o  k

V

m u ltip lo  seco n d o  v. P er ta n to  se  r  son o  i gru p p i d o ta ti di p u n ti 
m u ltip li, e  questi h an n o  r isp e tt iv a m en te  le m o ltip lic ità

V ,  V 2  . . . .  V r

si avrà, n e lla  re laz ion e di Z eu th en  :

n(2n — 2) - 1-5 =  4 , i—

i— 1 1 ,

sicch é p otrem o scr ivere  la  d e tta  re la z io n e  n e lla  form a  

2 - ( v ì - 1 )  =  4 - 2 i m c  +  2»*
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<love re d es ig n a  il g en er e  d e ll’ in vo lu z io n e  y* d eterm in a ta  
-dal Gn sopra f .

Distinguiamo ora i casi possibili: t z  =  1, tt =  0 .
Sia. 7i =  l ,  e  si p o n g a : n =  3“, vi =  3a{. D iv id en d o  per  

n =  3“ si avrà

d a  cu i, essen d o  ciascu n  term in e d ella  som m atoria  m a g g io re  

o d  u g u a le  a ^ ,  seg u e

r  =  2 , 3a =  7t =  3 .

In  q u esto  caso  si h a  dunque una p ro ie tt iv ità  del terz’ or
d in e , n on  om o lo g ica , e la q uartica  in v a r ia n te  /  p assa  p er due  
d e i  suoi p u n ti u n iti. D efin en d o  la n ostra  p ro ie tt iv ità  con

27l i

*'=«*, y'=e*y, *==*, (e =  o 3)
la  /  risu lta  d ata  da

/ —  «oo«4 -+■ «3o*3̂  -i- «o 3y zz  -+- « « « V = 0 .

S ia  in v e ce  7c =  0 .  A v rem o  la  re laz ion e

2i=1
1

k
£
3%

2.

Posto x  —  Xi  =  p*, moltiplicando per 3“ potremo scrivere :

2 (3“ — 8f c ) = 4 -H 2 • 3“.

S eg u e  ch e a lm en o  d ue p / son o n u lli, a ltr im en ti i due  
m em b ri d e lla  p reced en te  eg u a g lia n z a  n on  sarebbero con gru i 
r isp etto  al m odulo 3 : s ia  (3, =  p2 =  0, il ch e  p orta  x t =  « 2 =  «. 

S* ha  ora

É ( i - - Ì = - -S \  3aV 3*

P er  r > 3  seg u e  a =  l ,  g ia cch é  ciascu n  term in e d ella  som m a
a 4 6
^ ^ 3 ’ 6 g>g? 6 ai*ora 81 ^a

r = 5 , a3 =  xi =  xs =  l :
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per r =  3, si lia

cioè 

da cui

Si conclude che l’ipotesi 7t =  0, conduce a due casi

a) r — 5, a — 1, n =  3, v, = v ì =  .... =  v5 =  3.
b) r — 3, a =  2, i i= 9 , v1 =  v2 =  9, v3 =  3.

a) Il primo caso, poiché n =  3 è un numero primo, cor
risponde ad un 6r3 ciclico, ed avendosi r  =  5 > 3  punti tripli, 
la proiettività generante il Gs riesce omologica.

Essa si potrà rappresentare con
2tuì

x' =  x, y' =  ey, gf =  z (s =  e 8' ) f

la /  passerà per il centro dell’omologia, e avrà allora la forma

3“s 3“

Sx — 3^ =  6,

« =  2, P» =  l-

ya*=ft(x*)'

1)) Nel secondo caso — essendo v4 =  v2 =  n =  9, v3 =  3 — 
il gruppo Gn sarà un G9 ciclico.

Infatti tutte le proiettività del G9 devono avere come 
uniti i due punti 9-pli; diciamo A e B\ essendo poi v3 =  3r 
si ha un gruppo costituito di 3 -punti tripli, CiC2C3, che de
vono riuscire uniti per una delle dette proiettività. Questa 
risulta così un’omologia co31, con l’asse passante per GtC2Ĝ  
e (per es.) per B , riuscendo A centro dell’ omologia (non può 
l’asse di co31 essere la retta AB, le cui intersezioni con/, fuori 
di A e J5, darebbero una coppia invariante pel G9). Le altre 
proiettività (all’infuori di to312) devono scambiare fra loro 
lasciando fermi A, B e un terzo punto appartenente alla retta 
GiC2C3ì cioè il punto C che insieme a B  dà la coppia dei 
punti uniti della proiettività del terz’ordine (Cfi^G^). Assu
mendo A come punto 010, B  come punto 001 e G come 
punto 100, l’equazione della quartica appare

y ^  =  x{x  ̂— z‘s).
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Si deduce che una proiebtività del nostro Gÿ, che lascia 
fermi ABC e scambia ciclicamente C{ C2 Cs , avrà la forma

« O l i

x — t rx, y '= py ,  g' =  g

' 2:zi

e * ,  r  =  l , 2 , p = \ ' P r ,

apparendo così una potenza della proiettività del nono ordine
2tli

x' — t93x, y' =  t,y , sf =  g, (£9 =  e 9 ).

Così resta dimostrato che il 0 9 è ciclico; e la relativa 
«quartica è

—x(xz—z).
Si conclude che
I  soli gruppi d9 ordine n =  3a che lasciano invariata una 

quartica di genere 3 sono:
1° Il é?3 ciclico generato da mia proiettività — non omo

logica — rappresentata da
2kì

x' =  bx, y’ =  s2y,  g '= g ,  (e =  e 3 ),

la quartica potendo esser ridotta alla forma

«00s4 -+- atlxyz2 +  a30x3z -i- a03y3z +  agìx2y* =  0.

2° Il G3 ciclico generato da un’ omologia ciclica del terzo 
ordine rappresentata da

2 rei
x = x ,  y' =  zy, z ' = z ,  (e =  e s ),

la quartica potendo esser ridotta alla forma

=/«(*»).

3° Il G9 ciclico generato da un’ omografia ciclica del nono 
ordine, rappresentata da

2tw

*' =  8.**» ■ y' =  e«y> z' — z ,  (e9 =  é 9 ) ,

la quartica potendo esser ridotta alla forma

yz3 — x(x3 — g3) =  0.
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Passiamo ai gruppi Gn d’ ordine n =  7a.
Indicando — al solito — con n il genere della involu

zione y* determinata dal Gn sopra la quartica invariante, e 
con vA v2.... vr le molteplicità dei relativi punti multipli, seri- 
viamo la relazione di Zeuthen :

r
2  -(v< — 1) =  4 — 2wu-t-2».
i ì v<

Iu questa relazione può essere, a priori, 7u =  1 o tu =  0. 
Ma, dall’analisi di pagg. 312-13, risulta che la y* è composta 
con una yi di genere 0, e però tu =  0; e ciò si conferma aritme
ticamente. Sia infatti tu =  1, e si ponga n =  7“, v, =  7 Divi
dendo per n — 7“ si ha

l ( - £ K ’
relazione impossibile, essendo ciascun termine della sommatoria 
maggiore od uguale a Avremo dunque

i=1
J.
7“* : —  4 - 2 : 

7* .

Poiché ciascun termine del primo membro è < 1 , si ha r:>  3r
0e poiché inoltre esso è anche >  mentre il secondo membro-

• 18 risulta segue:

r — 3, a =  a, =  a2==a3 =  1.
Si trova così come unico gruppo G„ (l’ordine n — l x un ér, 
ciclico generato da una proiettività del settimo ordine

271 i
TU,) z' =  snx, y' — z^y, z '= e (s7= « 7-)-

La quartica f(xyz) — 0 dovrà passare per i punti uniti 
della tu, ,  mancando così nella sua equazione i termini in x4, y“, z*‘, 
gli assi non dovranno avere intersezioni con la quartica fuori 
dei detti punti, che appaiono così dei flessi per la quartica. 
Posto che nel punto (001) si abbia come tangente di flessa 
l’asse * =  0, Vequazione della f  risulta

- h u o r ,2 - 4 -  o. «ro i3 =  O 7
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la quale — per un’opportuna scelta del punto unità — può 
scriversi nella forma

xz3 +  yx3 4- zy3 =  0.

Appare allora che nell’equazione della proiettiva tc7 è r =  5, 
cioè
«,) x' =  enx, î/' =  s75ÿ, *' =  0.

Determiniamo ora i gruppi d9 ordine n =  2a3B..
Anzitutto occorre osservare che non può aversi p >  1, 

Infatti l’unico gruppo d’ordine 3** con P>1 è il Gf9 ciclico, 
generato dalla proiettività

7T9) X = B s X ,  ?/' =  £ , ? / ,  * '  =  0 ,

che lascia invariata la quartica

y3z — x(x3 — z3) =  0,

ed è facile vedere che questo gruppo non può ampliarsi.
A tale oggetto si osservi che nessuna proiettività può 

portare l’uno nell’altro i due punti uniti per la tu9 che giacciono 
sopra la / ,  giacché in uno di essi (£ =  (), y =  0) la /  ha un 
flesso ordinario, e nell’altro (æ =  0, z =  0) ha un punto di 
ondulazione. Ora scriviamo la solita equazione numerica

nel nostro caso i due detti punti dovendo appartenere a gruppi 
diversi della y* generata dal 6rn, d’ordine n =  9 • 2° (a;>l), 
esisteranno, in corrispondenza di questi, due valori

V|2>9, v2> 9 ,
sicché dovrebbe essere

il che è assurdo, essendo v*:>2.

Pertanto dobbiamo ora esaminare solo i gruppi n =  2a*3; 
e quindi vedere come si ampli ciascuno dei gruppi d’ordine
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n =  2* sopra determinati, mercè raggiunta di una proiettività 
— omologica o no — del terz’ ordine.

I. Abbiamo già notato che il G32 relativo alla quartica

x4 -l- yi -u s4 =  0

è contenuto in un 6r96 — massimo gruppo contenente il G 3Z — 
che si ottiene dal G32 mediante l’aggiunta della proiettività 
ciclica del terz’ordine

x' =  y, y' =  z = x .

II. Similmente abbiamo visto che il Gl& relativo a lla . 
quartica

ìf =fJX3)

si amplia mercè'l’aggiunta dell’omologia del terz’ordine

x — zx, y =  y , z = z ,

quando (la quaterna/ ,  =  0 essendo equi an armonica) la quar
tica ha la forma

y* =  z(xi — z3),

avendosi così un Qit non ulteriormente ampliabile.
Si riconosce facilmente che il G it è generato dalle tre 

omologie
* '= * , y '= iy ,  z = z ,
x = t x , _  y‘= y ,  s’= z ,

x = - J x - h 2 s ) ,  y' = y, g' =  —= {;t-e).
V o V »

III . a, a). Il G2 generato da un’omologia armonica <o 
venga ampliato in un G ò mediante raggiunta di una proiet
tività ti del terz’ordine.

Distinguiamo due casi.
1° La 7t e la <o siano permutabili; allora il G 6 è ciclico, 

e generato quindi da una v che possiamo scrivere
2 ni

T) *==e,r*> y' =  e.*y* *' =  *> ' (e6 =  e 6 )-
Volendo che il suo cubo dia 1’ omologia <o 

<*>) x' =  ,r, y — — y, z'.= z ,
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dovrà essere r pari, cioè r =  2r. Ora si trova che anche il 
quadrato della x risulta uua omologia. Ciò appare subito 
ove sia s =  3; in ogni caso però, l’esponente s deve riuscire 
primo con 2r'; ove non sia s =  3, potremo supporre (sostituendo 
eventualmente alla x una sua potenza primitiva) s =  1, e la x. 
acquistei'à la forma

x) x' — e ^ ’x, y’ =  *ty, z' =  z.

Nell’equazione di /  la y figurerà al quadrato, e sarà

f - ( i - ll„z*-hall>xg!‘-hai0xìzs -hauìyizìl-i-
* -H u30-c'sz -|- aLìxy~g -+• u^x4 -+- x~y~ (t0iyi =  0.

Perchè la /  risulti invariante per la x se dovrà
essere a04 =  0, e quindi la quartica acquistare un punto doppio 
(contro l’ipotesi del genere 3); ove invece sia a00 =  O, dovrà 
— per la ragione di prima — riuscire «04=f=0, a10=j=0; sarà 
allora (il termine a0iyi venendo, dalla x, moltiplicato per s64) 
r =  2. Quindi la x si può scrivere (moltiplicando contempo
raneamente x , ' y ,  g' per e62)

x — x, y =  s63, g' — t^g,-

onde x2 riesce omologica.

Pertanto la x, o la sua inversa, può ora essere definita da
2tzi

x’ =  ix, y’ =  — y, g' — g, (s =  « 3 ),

o anche considerarsi come il prodotto delle due omologie 

(o =  x;, =  to21) x = x ,  y — — y, 'g' =  g,
2 ni

n =  -4 =  w3l) x'—ex, y’ — y, z’ — z,  (e =  e 3 );

e la quartica assume la forma

x30 =  y(y2z) . »

2° La 7z non sia permutabile con la o)21 =  to; trasformerà 
quindi la <o21 in due altre omologie (o23 e (o23, e il prodotto di 
due di esse dovrà dare la n o il suo quadrato. Kisulta da ciò
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che il ér6 generato in questo caso è il G6 diedrico, il quale 
può supporsi definito dalle omologie

L’equazione /  dovrà risultare allora simmetrica nelle 
tre variabili:

III , a, j3). Il G4 ciclico generato da una proiettività non 
omologica, tu4, del quart5ordine non può essere ampliato in 
un Gi2 mediante l’aggiunta di una rc3, ciclica del terz5ordine.

Per dimostrarlo, si osserverà anzitutto che n3 deve essere 
permutabile con la omologia co =  t t 42. Infatti, nell’ipotesi con
traria, il gruppo generato da n3 non sarebbe invariante per tc4, 
e quindi si avrebbero nel Gi2 più di 12 operazioni (tu3, n3~ e 
le loro 4 trasformate per n4 e il suo cubo; 7t4, n4'2, n4\  e 
le loro trasformate per n3 e n32).

Dovrà quindi iz3 lasciare invariata la o), e in particolare 
il suo asse e il suo centro che possiamo supporre essere rispet
tivamente l’asse y — 0 e il punto 010. Ora è chiaro che la 
retta y =  0, non può essere asse anche di un’omologia del 
terz’ordine, sicché le intersezioni di essa con la ' quartica 
formeranno un gruppo equianarmonico, e l’ equazione di 
questa — che contiene y al quadrato — potremo scriverla

f =  x3z — 2 * -I- y~(ax~ -4- bxz 4- cz2) 4- dì/ = 0 .

Ma l’asse  ̂=  0 e il punto 100 sono uniti per la tu3, sicché 
— non potendo questo punto riuscire un flesso (a meno che 
non sia un punto di ondulazione questo e quindi le altre 
tre intersezioni di f  con l’asse y =  0, il che porta che la n4 
sia omologica) — dovrà essere di punti uniti tutta la retta z =  0, 
e la n3 riuscire l’omologia

æ# =  æ, y

f — a(x4 -~\-ì/ +  54 H- l){x2ìf  4- x2z2 4- ?yV)4-
4- c(x3z 4- z3x 4- ì/z~\~ z3y 4- x3y 4- y3x ) =  0.

x' — x , y =  y , 5' =  iz

Ma in tal caso, affinchè la /riesca invariante per la 7i3, dovrà 
essere d — 0: conclusione assurda non avendo la /  un punto 
doppio.
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ì l i ,  b) .  Il G 4 trirettangolo relativo alla quartica 

9(rÿV ) =  0, '

mediante l’aggiunta di una proiettività n:i del terz’ordine, si 
amplia in un é?12 relativo alla quartica

«(a;4 -+- py4 -\rp2s4)-+- b(x2y2 -+- py~z* -+- p2s2x2) = 0 ,

dove p è una radice cubica dell’unità (eventualmente anche 
p =  l, nel qual caso il G 12 si amplia in un G u , che si otterrà 
dal G s diedrico relativo al caso III , c).

Infatti, come nel caso precedente si riconosce che la n3 non 
può riuscire permutabile con una delle tre omologie armoniche 
o21, <o22, (o23 del trirettangolo, e che — d’altra parte — deve 
lasciar invariato questo G 4 mutando una delle dette co, in 
un’altra omologia to' appartenente ancora al G t . Invero si 
troverebbero altrimenti entro il G l2 più di 12 operazioni, 
cioè : le 4 del <?4, le loro trasformate per iz3 che danno al
meno altre 2 operazioni nuove, e similmente le trasformate 
per tt32 (altre 2) ; tt3 e rc3s, nonché le loro trasformate per al
meno due fra le co (altre 4 operazioni) poiché due to non 
possono portare in tc3', chè allora la terza — prodotto 
di esse — sarebbe permutabile con tc3. Si conclude che la k3 
scambia fra loro le tre omologie considerate, riuscendo così la

ns) x = y ,  y '= e  e = x .

Segue da ciò per la /  1’ equazione scritta.
I l i ,  c ) .  Il G s diedrico generato dalle due'omologie

x = x ,  y' =  — y,
*'=?/, y' =  x,

venga ampliato in un Gu mercè l’aggiunta di una n3 ciclica 
del terz’ordine.

Come nei due casi precedenti si riconosce che la n3 non 
può riuscire permutabile con una omologia armonica del G s , 

e quindi neppure col G 4 ciclico in esso contenuto. D’altra 
parte la tc3 deve portare 2 omografie del G g in altre del G x 

stesso; altrimenti nel G24 si troverebbero più di 24 opera
zioni: quelle del G 8, le trasformate di 6 di esse (fuori del
l’ identità) con rc3 e n.,-, n3, n:ì-, e le loro trasformate con le
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proiettività del quart’ ordine del Gs. Ma nel Gs si hanno come 
sottogruppi (di almeno due operazioni e dell’ identità) sola
mente il 6r4 ciclico e due G4 diedrici ; non potendo il primo 
essere invariante per t c 3  , nè i secondi scambiati fra loro, segue 
elle essi sono separatamente invarianti. Si conclude che nB 
lascia invariato un G4 trirettangolo contenuto nel C?8, scam
biandovi ciclicamente le omologie. Pertanto il G24 appare il 
gruppo ottaedrico generato dalle tre omografie

<o22) x' =  x ,  y '  =  —  y ,  s = z ,

<o2t) v = y ,  =  e = 2 ,
x f —  y ,  y f =  z< z r =  x ,

e la corrispondente quartica invariante è la

la quale quartica rientra nel tipo incontrato innanzi, ove si 
faccia p =  1.

>0) che lasciano invariata una quartica di genere 3 sono: 
a) Il G96 generato dalle tre omologie

relativo alla quartica
y A = z z ( x ò — z s) .

o) Il 6rg ciclico generato dalla proiettività non omologica

a(xA -h yA -4- z4) -t- b(x2y2 -h x2z2 y^z2) =  0,

Si conclude che i soli gruppi d9ordine n =  2a3^(cón a > 0 ,

* ' = * ,  y ' = i y ,  z ' = z ,  ( i = V — i ) ,
%'=y,  y' =  x, s ' = 3 ,  
x' =  x, y' =  s , s ' = y ,

relativo alla quartica
x4 +  y* =  o *

b) Il ér48 generato dalle tre omologie

x =  x,  
x =  ex,

y' =  iy, z = z ,  
y' =  y,  z' =  z,

x =  ex, y — — y , z =  z
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relativo alla qnartica
x*g =  'p(y*z). ^

d) Il G0 diedrico generato dalle due omologie

x' = y , y’ =  x , g' — z , 
x = x ,  y ' = z ,  g' =  y,

relativo alla quartica

a{x4 -+- y4 z4) -+- b(x3y3 -+- a? g* -M/V) -+- 
-+- c(x3z ■+■ z3x +  y3z -+- z3y -+- x3y q- y3x) =  0.

e) Il Glz generato dalle due omografie

*' =  — », y'.=  y , e' =  z, 
x '=  y r  y' =  s, z' =  x ,

relativo alla quartica

a(x4 d- pyl -+- p2z4) -+- ~b{x3y 2 -+- py 2z 2 -+- pVæ2). (p3 =  1)

/ )  Il Gti ottaedrico generato dalle tre omologie

x '= x ,  y' =  — y , s = z ,  
x ' = y ,  y'— x, z' =  z,  
x' =  x, y' =  z, z =  y,

relativo alla quartica

u(x4 -+- by4 z 4) &(æsÿ* xlz’’ -I- y2z2) =  0.

. Infine ci restano da determinare i gruppi d’ ordine 
n =  2“ .3P-7r con y > 0 .

Ora l’uuico gruppo d’ordine 7Y è il gruppo ciclico d’or- 
dine 7 relativo alla quartica

1) xs9 H- yx* -I- z ìf =  0.

Poiché quésta quartica non ha invarianti, basterà determinare 
il più ampio grìippo di proiettività che la imitano in se stessa.

È possibile riconoscere come questa quartica riesca anche 
invariante per un 6?24, (ottenuto ampliando il G% diedrieo 
mediante una proiettività del terz’ordine).
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A  ta le  o g g e tto , seg u en d o  la r ia  in d ica ta  da K l e in  (1) 
p on iam o

x  -+- y  -f- &
£ — £2 ?

x9 =_  x  +  zy -+- t 2s
e —  s ‘

2n i
(e =  e 3 )

_ 3 __ X -4- eHj +  £0
X  ------  . ô •E—E2

Con ciò  l’ eq u azion e d ella  n ostra  q uartica  d iv en ta

f =  l ( z , 4 -+- 3 z t% z s — 3*22æ32) -+- 

+  5 *, |( 1 +  3**)*,» 4 -  ( 1 +  &)*,»)} =  0 .

P o n en d o  — in  seco n d o  lu ogo  —  ,

^  =  X Z , x2 =  y2\ ‘ò i-i-ì , %3 =  y3V 3ì 2 +  1 ,
V 7

si trasform a l’ eq u azion e  2) n e lla

3 ) — H- 21^i 22/22/3 — 147ÿ î fy32'-H49//l(yi!8 +-2/33)S =  0 .
21V 7

Si p o n g a  in fin e

* , =  ■ ( 2 1 - 9 V ^ 7 ) y 1
4) *, =  (— 7 -H 3V — 7)j/j -t- 56j/2 -+- 56y3

*3 =  ( -  7 +  3 V ^ 7) 1/, +  £562/ 2 -1- ^ 56ys 
«4= ' ( — 7 + 3 V ^ 7 ) ÿ 1+e*-56y, +  e56yI;

e si osservi ch e

^ + 5 2+ 5 3- |- ^ = 0 .  .

L ’ eq u azione di /  si verifica  a llora  p o tersi esp rim ere ,eo n

(s* -h 0* -+- z*  -+- s / f  — ( ! 4 +  6 =  0 •

<*) Math. Annalen, Bd. 14 (1879), pag. 441 e seg.

5 )
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Le quattro rette

Zi —-0 , 2 2—0? 22 — 0, 24 0
danno quattro tangenti doppie della quartica, i cui otto punti 
di contatto appartengono ad una conica. (Ofr. L. 2°, § 27, vol. I, 
pag. 313).

L’equazione 5) mostra che la quartica resta invariata per 
le ' 24 proiettività che si ottengono comunque permutando le 
4  rette 2 i.= 0, 2 2 = 0 ,  #3 =  0, 2 4 =  0.

In particolare il G24 che così si ottiene risulta per molti
plicazione delle due omologie

(21 2,) • (03 24) e (2i 2:i) 

il cui prodotto dà la proiettività del quart’ ordine
(2{ 24 23 22) ,

generando in tal modo un G8 diedrico, e della proiettività 
del terz’ordine

( 2 i 2 2 2 3)

Il Gu ottaedrico così ottenuto non è ampliabile in un 
gruppo più esteso d’ordine =  2°" 3̂ ; infatti la quartica rela
tiva ai gruppi GZ2 e ér16 dei casi I e II  possiede (almeno) 
4 ondulazioni in linea retta, due delle quali, almeno — per 
la 7t7 — verrebbero portate in altre 12 analoghe, mentre la 
quartica può avere solo 12 ondulazioni (equivalenti a 24 flessi). 
Segue che il Gi68 ottenuto per moltiplica2 Ìone del Gu e della n7 
ciclica del settimo ordine, è il piu ampio gruppo che competa alla 
nostra quartica.

Concludiamo enunciando i risultati di tutta V analisi 
precedente:

1° L’ordine di un gruppo Gn di proiettività che trasfor
mino in sè una quartica piana f{ccy2 ) =  0 di genere 3 vale

n — 2“ •'3̂  • 7r (* ^ 0 , (3>0, Y>0) .

2° I gruppi d’ordine « =  2“ e le quartiche corrispondenti 
sono :

«) Il (?32 generato dalle due omologie
x =  x , y' — iy , z’ — z , (i =  V — 1 )
x' =  y, y' =  x, e =  s,



336 LIBRO QUINTO

re la tiv o  a lla  qnartica
xA -t- yA zA =  0 .

b) I l  6r16 a b e lia n o  (e so tto g ru p p i) g en era to  d a lle  tre  
o m o lo g ie

X . — X y y '  —  i y . Z =  Z ,

x'  =  —  X ,, v '  =  y ,
II
X =  Z , y ’ =  y , 2 = X ,

(le cui u lt im e  due g en era n o  un T4 tr iretta n g o lo  sopra la  
re tta  y —  0) re la tiv o  a lla  qnartica

y4 =  a(xA -i- s4)-+ bx2y2.

c) I l  6r2 g en era to  dal la om o lo g ia

x' =  x, y' =  — y 1 *' =  *, 
re la tivo  a lla  qnartica

=  0 .

d) I l Gi c ic lico  g en era to  d alla  p r o ie tt iv ità  — n on  om o
lo g ica  —

x =  — x, y' — iy, z — z,  (i — V— 1) 
re la tiv o  a lla  qnartica

a„0zA 4- aMx-s'2 4 - (iu xy2z 4-  a^x* 4- auyA =  0 .

e) I l  Gi tr iretta n g o lo  g en era to  d a lle  due o m o lo g ie

x = x ,  y' =  — y, e' =  e, 
x' =  — x, y' =  y,  z' =  z,

re la tiv o  a lla  q nartica
<p(æ8f /V )  =  0.

/ )  I l Gg d iedrico  g en er a to  d a lle  d ue o m o lo g ie

x’ =  x, ? /=  — y,  z ’ =  z,  
x' =  y, y’ =  x, z' =  z,

re la tivo  a lla  qnartica

az4 +  b(x5 4- y2)z2 4- c(x4 4- y4) — 0.

3° I gru p pi d’ ord ine n =  3* e  le  q uartich e corrispon
d en ti son o  :
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a) Il 6r3 ciclico generato dalla proiettività — non omo
logica —

2m
x' =  ex, y' =  e2y,  s' — z,  (e — <?3 ,)

relativo alla qnartica

«00®" +  «li %yz--+- «30 +  «osi!/3® ■+• aì ^ f  — 0.

b) II G3 ciclico generato dall’omologia del terz’ordine
2ni

x = x ,  y = t y ,  z' =  s ,  (e =  e 8 )

relativo alla qnartica
y:iz =f<(xz).

logica
c) Il G9 ciclico generato dalla proiettività — non omo- 
— del nono ordine

2ni
x' =  e03x, y' — B,y, b = b, (s9 =  e 9 )

relativo alla qnartica

' yz3 — x(x3 — z3) =  0 .

4° L’unico gruppo d’órdine n =  7* è il gruppo ciclico 
generato dalla proiettività — non omologica — d’ordine sette

2 ni
x — =nx, y =  s75y , z = s ,  (e7 =  e 7 ) 

relativo alla qnartica

xz3 4- yx3 -f- zy3 =  0 .

5° I gruppi d’ ordine n =  2a 3^ con a > 0 , ' P > 0 ,  e le 
quartiche corrispondenti sono:

a) I l 6r9G generato dalle tre omologie

X  = X , y' =  iy, Z  —- z 7
X  = i l , y '  =  x , Z =  Z ,

_ X , y  =  z , II

relativo alla qnartica

F.  KNUIQUKS -  l i ! .

:v4 +  ?/' -I- z4 — 0 .
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1>) Il Gu generato dalle tre omologie 

x' =  x, y =  iy, s' — s,  ( * =  V— 1)
2izi

od =  ex, y' =  y,  z' =  z ,  (e =  e 3 )
1 1=  —= ( æ 2^),  y' =  y,  z — - —(x — z),

V 3 V 3
relativo alla quartiea

y4 =  s(æ3 — z3) .

g) Il (?6 ciclico generato dalla proiettività — non omo
logica —

%' =  tx, y' — — y ,  z' =  z,  

relativo alla quartiea
x 3z =  <p(y*z).

d) Il G6 driedrico generato dalle due omologie

« =  y ,  y '=  «,  z’ =  z ,  
x — x, y ' =  z ,  z' =  y ,

relativo alla quartiea

a(xi +  y4 4- z4) 4 - Mx-y'- 4- æV  4- j /V ) h-
4- c(x3z 4 - z3x 4 - y3z 4 - z3y 4 - x3y 4- y3x) =  0 .

e) Il Gn generato dalle due omografìe

x' =  — x, y — y,  z' — z,  
o d = y ,  y' — z ,  z’ — x,

relativo alla quartiea

a(x* 4- py4 4- pV) 4- b{x3y- py*z2 4- pVæ2). (p3 =  1 )

/ )  Il 6r24 ottaedrico generato dalle tre omologie

if'— — y, z' =  z ,  
v' =  y, y' =  v, z’ =  z ,
x = x ,  y' =  z y z’ =  y,

relativo alla quartiea

«(s4 4- y4 4- S4) 4- b(x3y8 æ V  4- ?/V) =  0 .
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6° Si lm un’ unica quartica invariante per un gruppo di 
ordine n — 2x- 3^-7T con y > 0 .  Essa è la quartica

xzs -f- yxA H- zy‘s =  0 ,

ohe viene mutata in sè da un 0 i(5H. Questo GiGH è generato 
dalla proiettività del settimo ordine

2tzì
x =  enx , ?/ =  s7r'i/, e-=  s, (e, =  e 7 )

<ò dal 6r24 ottaedrico delle 24 proiettivitii che mutano in sè il 
quadrilatero costituito dalle quattro rette che abbiamo indi
cato con z n z21 zs1 z4.

Termineremo con una breve informazione storica. Per il 
primo K l e i n  (1879), nella citata memoria dei Math. Annalen (r) 
ha presentato e illustrato il caso del ér168 relativo alla quar
tica xz:i -\- yxò +  z i/ =  0; in un secondo tempo S. K a n t o r  (2) 
•e, con maggior precisione A. W i m a n  (3), risolvevano quasi 
contemporaneamente il problema delle quartiche auto-pro
iettive di genere 3. Più tardi E. C i a n i  determinava, indi
pendentemente dal valore del genere, il numero e là confi
gurazione delle omologie armoniche, e — in fine — nel 
1909 (4) tutti i gruppi di proiettività relativi ad una quar
tica, sempre indipendentemente dal genere.

La nostra analisi, alquanto particolareggiata e minuta, 
utilizza, come si è detto, V idea fondamentale che ci ha ser
vito per la determinazione dei gruppi finiti di proiettività 
sopra la retta, e considera solo il caso del genere p =  3, che 
qui ci interessa, dato il punto di vista della geometria delle 
trasformazioni birazionali.

(*) « Ueber die Transformation siebenter Ordnung dei* elliptischen 
Eunctionen ».

(2) « Neue Tlieorie der eindeutigen periodisclien Transformationen in 
■der Ebene » {Aria Matematica, Bd. XIX (1895)).

(3) « Ueber die hyperelliptischen Curve» und diejenigen vom Geschle- 
■chte p  =  3, welehe eindeutige Transformationen in sich zulassen » {Bihang 
*tilt Kongl, Svenslca Vetenslcaps-Akademiens Uandligar, Bd. XXI, 1895) e 
« Zur Tlieorie der end lichen Gruppen von birafcionalen Transformationen 
in der Ebene » {Math. Annalen, Bd. XLVIII (1897)).

(4) « Le quartiche piane proiettive a se stesse », Bendiconti del Circola 
Mat. dì Palermo, t. XXIII.



aio LIBRO QUINTO

32. Nota sulle irrazionalità aritmetiche nelle trasformazioni 
delle curve: contributi alla teoria dei numeri. — Quando si 
considerano le trasformazioni birazionali di una curva f(xy) =  0, 
e si afferma elle questa/può essere ridotta, mediante siffatte 
trasformazioni, ad un’altra curva, per es. ad un tipo parti
colarmente semplice, non è detto che la trasformazione ado
perata debba dipendere razionalmente dai coefficienti d i / :  
in generale, anzi, la trasformazione suddetta potrà esigere 
che ai coefficienti di / , che possono essere numeri razionali 
o irrazionali, si aggiungano altre irrazionalità aritmetiche, 
fuori del campo di razionalità da essi definito; che, se poi 
si facciano variare codesti coefficienti dipendentemente da uno 
o più parametri, le nuove irrazionalità diverranno in generale 
irrazionalità algebriche rispetto a questi parametri.

La precedente osservazione conduce a porre alcuni pro
blemi che concernono la classificazione delle curve algebriche, 
considerate rispetto al gruppo delle trasformazioni (razionali 
o birazionali) a coefficienti razionali. Il significato di tali 
problemi è relativo anzitutto ad una teoria aritmetica delle 
curve, ma, quando queste vengono fatte variare — gene
rando superficie o varietà a più dimensioni — assumono un 
nuovo significato algebrico, per riguardo alla teoria delle fun
zioni algebriche di più variabili. A noi interessa soprattutto 
di mettere in vista questo legame, per cui la geometria alge
brica viene a recare qualche lume a difficili questioni della 
teoria dei numeri.

Prenderemo le mosse dalle curve di genere j> =  0.
Sappiamo che l’annullamento del genere di una cu rva / 

esprime la condizione perchè la /  possa riferirsi biunivoca- 
mente ad una retta; si tratta ora di vedere quali irrazionalità 
aritmetiche imporli codesto riferimento.

Si consideri una curva piami d’ordine n, f{xy) =  0, dotata
di —--------  — punti doppi; per trasformarla in una rettaJi
occorre considerare le curve d’ordine n — 2 aggiunte ad
esso-, soggette a passare per n — 3 punti semplici Pl P.2.... 
infatti tali curve segano su /  una Ora le condizioni im
poste ad una ?n_2 che debba essere aggiunta ad f ,  cioè le 
condizioni di passaggio per i punti doppi di / ,  si esprimono 
razionalmente per i coefficienti di / ,  giacché si tratta di scrivere
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che la y si au nul la nel gruppo dei punti comuni a tre polari 
di f ( l). Invece, nel caso n >  3, le condizioni di passaggio 
della 9 per i punti P i P2 .... P„_3, esige la conoscenza delle 
coordinate di questi punti, che si otterranno in generale con 
operazioni irrazionali (per es. risolvendo l’equazione di grado n 
che porge l’intersezione di /  con una retta). Ebbene, si con
siderino le oon~2 curve <pn__2 soggette soltanto alla condizione 
di passaggio per i punti doppi di / :  entro codesto sistema 
(imponendo ai parametri condizioni lineari arbitrarie) si potrà 
determinare razionalmente una rete staccante su /  una 
mercè cui la f  si lascia tras formare in una curva d’ordine n — 2.

Abbiamo veduto così elle una curva piana razionale di 
ordine a, si può ridurre ad una curva d’ordine n — 2, mediante 
una trasformazione birazionale a coefficienti razionali: ripe- 
tendo la trasformazione verrà dimostrato il

Teorema di N o t h e r  (2). Ogni curva razionale si può ridurre 
con una trasformazione arazionale a coefficienti razionali a 
una retta o a una conica; le curve d’ordine pari si riducono 
a coniche, mentre le curve d’ordine dispari si riducono (a 
cubiche con punto doppio e per proiezione da questo) a rette.

La conclusione ottenuta vale anche per curve razionali 
gobbe, che possono essere sostituite da proiezioni piane, e per 
curve piane/dotate di punti di molteplicità maggiore di due,

i punti doppi di / ,  comuni a tre polari J\ = 0 ,  / 2 =  0, / 3 =  0. L’equazione 
di lina curva c p ,  soggetta a passare per JDl U2.... 1)S1 dipende linearmente 
dalle irrazionalità e (3,-, nonché da un certo numero di parametri arbi
trari; ma le a/ e le (3/ compariscono in questa equazione simmetricamente, 
e le funzioni simmetriche di queste quantità si esprimono razionalmente 
per i coefficienti delle due equazioni

si tratta di dimostrare che i coefficienti di E  (e similmente di E') sono 
funzioni razionali di quelli di / n / 2, / :>, e quindi di / .  A tale scopo basta 
osservare che E  è il massimo commi divisore delle due equazioni risultanti, 
che si ottengono eliminando y fra le/pau/) =  0, f->(xy) — 0, e fra le ./(au/) =  0,
f ò(xy) =  0.

(3) « Ueber Elachen welelie Schaaren rationaler Curven besitzen ». 
Math. Annaleìij Bd. 3 (1871). L’ interpretazione aritmetica del teorema si 
trova in H ilbert e H urwitz, A d a  mathematica. 14 (1890-L.

(4) Siano

A =  » •••• -As = (*A)

E{x) =  (x — cq).... (x — a,) =  0, E'_(y) =  (y — gd) .... {y — %) =  0 :
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giacché anche in questo caso si riesce a esprimere razionai- 
mente le condizioni perchè una curva cp sia aggiunta ad f\ 
Quest’ultima asserzione, per essere giustificata in modo diretto* 
esigerebbe un’analisi più minuta; ce ne dispenseremo limi
tandoci ad osservare che, data una curva con punti multipli 
d’ordine r >  2, si possono sempre eliminare codesti punti 
mediante una trasformazione a coefficienti razionali, il cui 
sistema trasformante è costituito da curve di un certo ordine 
passante per quei punti (comuni alle polari ( r — l)-esime); 
lo stesso procedimento — convenientemente ripetuto — vale 
ad abbassare e sciogliere le singolarità comunque complicate* 
di cui la /  potrebbe essere dotata.

Ora è chiaro che una conica C si può riferire a una retta 
per proiezione da un suo punto, la cui determinazione si ottiene 
con una estrazione di radice quadrata portante sui coefficienti 
di (7; si deduce che

La risoluzione parametrica razionale di un’ equazione 
f(xy) =  01 di genere p =  0 e d’ordine pari, si ottiene aggiun
gendo soltanto un’ irrazionalità quadratica al campo di razio
nalità definito dai coefficienti di f .

Vogliamo dimostrare che codesta irrazionalità è in generale 
necessaria. A tale scopo basta considerare il problema aritmetico 
di « determinare i punti razionali appartenenti ad una conica 
a coefficienti razionali » cioè (L a g r a n g e , 1767) le soluzioni 
intere di un’equazione omogenea di secondo grado

(1) ax2 l>y2 -\- cz2 =  0

a coefficienti interi (dove può supporsi che il prodotto al)c non 
sia divisibile per un quadrato). È ovvio che se sopra ogni 
conica si potesse determinare un punto in funzione razionale 
dei coefficienti, si troverebbe sempre un sistema di soluzioni 
intere (nou tutte nulle) dell’equazione (1). Ma basta prendere 
a =  l) =  c =  \ per vedere l’impossibilità di una tale risolu
zione: il cerchio di raggio i non contiene nessun punto reale 
e quindi — a fortiori — nessun punto razionale! (*).

(‘) In modo genomle le condizioni di risolubili là della (1) sono cher
a) i coefficienti a, b , c non abbiano lo stesso segno;
b) — aò, — òc, — ac sieno rispettivamente residui quadratici di <?, o, b> 

(Lkokndrk, 1785. Cfr. « Théorie des nombres » (.S1 ed A, Parigi, 1830. pg. 3a 
e 230).
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Anche dalla considerazione del fascio di cerchi concentrici

C = x ì +  y2 — r2 =  0,

si trae che non è possibile determinare razionalmente nn punto 
sopra ciascun cerchio, poiché si troverebbe una curva reale 
unisecante i cerchi C del fascio, mentre ogni curva algebrica 
sega codesti O in un numero pari di punti reali. Si hanno 
invero curve unisecanti i C, ma dipendenti dalla radice qua
drata immaginaria £ =  db V — .1, che vale a distinguere i due 
punti ciclici comuni agli stessi C (*).•

L’impossibilità aritmetica di determinare razionalmente 
un punto sopra una conica C affatto generale, si deduce anche 
dall’impossibilità algebrica di trovare una superficie unisecante 
le coniche di certe congruenze (o sistemi oc2) del prim’ ordine 
(cioè tali che per ogni punto passi una conica del sistema) 
appartenenti allo spazio ordinario, che — per tale motivo — 
risultano non trasformabili birazion ai-mente in stelle di rette (2). 
Siffatte congruenze possono costruirsi come proiezioni (da un 
punto di Q) di analoghi sistemi di coniche tracciate sopra 
una varietà quadrica Q di $4, in base alle considerazioni che 
seguono.

Ricordiamo che una quadrica Q dello spazio SA, che non 
sia un cono, non contiene piani (se vi è un piano a le super
ficie sezioni di due iperpiani per a si spezzano, contenendo 
oltre a due piani (3 e y, i quali han comune con oc un punto 
doppio). Ciò posto si costruisca nello S4 un sistema del prim’or
dine di piani tu, non aventi punti a comune su Q: a tal uopo 
basta considerare i piani proiettanti da nn punto P (esterno 
a Q) le corde di una cubica gobba (non appartenente a Q)

(fi In generale per ogni fascio di curve piane razionali si riesce sempre 
a determinare (irrazionalmente) una, curva unisecante, ciò che permette di 
trasformare il fascio in un fascio di rette (Noether); ma la trasforma
zione induttrice non è sempre reale.

(2) I tipi delle congruenze di prim’ ordine di coniche dello spazio, irri
ducibili a stelle di raggi, sono stati determinati da Montesano (Eendic. 
Accad. di Napoli, 1895). Il problema generale di classificare le congruenze 
del prim’ ordiue di curve razionali d’ordine pari non è stato approfondito. 
Per le congruenze di curve razionali d’ordine dispari, l’esistenza di super
ficie unisecanti e quindi la loro riduzione a stelle di raggi, resulta dal 
teorema di X oethkr, dato nel. testo. Cfr. E nriques , Math. Annalen, 
Bd. 49, n. 15.
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posta iu un $3, che non passi per P. Ora. i piani tz del 
nostro sistema segano su Q una congruenza del prim’ ordine 
di coniche, (7, che non ha punti base su Q. Se esistesse una 
superfìcie F  unisecante le (7, questa dovrebbe segare in un 
punto i piani tt, sicché — non passando per P  — resulterebbe 
del primJordine, cioè un piano: invece abbiam visto che su Q 
non vi sono piani.

Prima di lasciare le curve di genere zero, rileveremo espli
citamente ciò che — nel caso p =  0 — i nostri teoremi per
mettono di affermare intorno alla risoluzione con numeri interi 
dell’equazione omogenea f(xyz) =  Q, e dell’equazione quadratica

(4 ) ax2 H- by2 cz2 — 0,

a cui quella si lascia sempre ricondurre. Qualora sia data 
una soluzione di questa equazione, cioè un punto razionale 
della conica ax2 by'2 -\- co2 =  0, si ottiene — per proiezione 
dal punto — una rappresentazione parametrica, dove le x , y, z, 
vengono espresse come forme quadratiche di due variabili n, v, 
a loro volta funzioni razionali omogenee di x , y , z :

X  =  <Pi(«Jj) , ?/ =  % { u v ) , 2  =  Cp3( u v )  .

Quindi tutte le soluzioni intere deir equazione (1) si ottengono 
in corrispondenza ai valori interi di u e v.

La possibilità di dedurre in tal guisa tutte le soluzioni 
dell’equazione d’analisi indeterminata (1) da una soluzione 
particolare, è stata avvertita da Gauss, D e d e k i n d  e O a n t o k  p), 
che hanno scritto, in diversi modi, le formule relative. Queste 
formule si riconducono, sostanzialmente, a quelle che ci vengono 
porte dall’ indicata costruzione geometrica, che è stata ado
perata per tale scopo dal K l e i n .

Passiamo a discorrere delle curve di genere p =  1. Se 
f(xy) =  0 è una curva siffatta, si avverte subito che non si 
riesce ad abbassarne l’ordine con una trasformazione (costruita 
razionalmente nel campo dei coefficienti di /)  che venga posta 
mediante una rete generica di curve cp aggiunte ad / :  per-

d). Cfr. l’ìiL'fciculo di Vahlbn nell’ « Eneyelopiidie (1er math. Wissen- 
schaften », I, 16. — (Esposizione francese di Catien, t. 1, voi. 3, fase. 2, 
ò 40, pagg. 178-181).
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ciocché le <p (l’ordine n — 2 segano su /  gruppi di n punti, 
e le rp d’ordine più alto sempre gruppi formati da un numero 
di punti multiplo di a; cosicché — procedendo per somma 
e sottrazione delle serie definite in tal guisa — non si esce 
mai dai multipli della serie gn determinata su /  dalle rette 
del piano. Si riesce bensì ad abbassare l’ordine di / ,  ove si 
conosca su di essa — razionalmente — un punto P : allora 
basta considerare le curve cp aventi con /  un certo contatto; 
anzi si riesce in tal caso a ridurre /  ad una cubica, ovvero 
ad una quartica rappresentata sulla retta doppia y2 =  f\(x). 
Più in generale, se sopra /  è dato razionalmente un gruppo 
di m punti appartenente ad una serie gmì si costruiscono 
razionalmente tutte le serie del tipo rgn -f- sgm dove uno dei 
due numeri r o s può essere negativo; e fra codeste serie — 
quando non sia m =  0 (mod. n) — si ottengono serie di ordine 
minore di w, che permettono di abbassare l’ordine di / .

Ma, in generale, la determinazione di un tal gruppo di 
m punti (m=\= 0, mod. n) sopra una curva ellittica /  d’ordine n, 
non si ottiene razionalmente, cioè con operazioni razionali sui 
coefficienti di / ,  di modo che si ha il

Teorema (*). Non è possibile, in generale, abbassare razio
nalmente V ordine di una curva ellittica.

La dimostrazione dell’enunciato segue dall’esistenza, che 
proveremo per qualunque valore di n, di fasci di curve ellittiche 
d’ordine 3 n con 9 punti n-pli (fasci di H a l p h e n ). È  chiaro anzi
tutto che una curva C di un tal fascio, ove uno dei punti base, sia 
razionale, può ridursi razionalmente ad una curva ÆTd’ordine n ; 
ora se è possibile determinare razionalmente su K  un gruppo G 
di m >  n punti, si troverà una curva (luogo del G trasformato 
sulla corrispondente (7), che segherà le C del fascio in m punti 
variabili: ma questa conclusione è assurda, perchè una curva 
d’ordine s passante con le molteplicità per i punti
base n-pli della (7, le sega in un numero di punti multiplo di n:

3 ns — n(il -I- i2 .... -f- / ) .  .

Resta da stabilire l’esistenza dei fasci di H a l p h e n  (2). 
Per chiarezza cominceremo dal caso w =  2, in cui si tratta

(4) Cfr. E n r i q u e s : Math. Annalen, Bd. 51 (1897), § 13 e  Rend. Accetti, 
Lincei, 7 gennaio 1912, $ 2.

(2) Cfr. Halciien: Bullettin de la Société wat. de France, t. X, pg. 162.
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di sestiche dotate di 3 puliti doppi (cfr. la Nota che costi
tuisce il § 22, pag. 196).

Osserviamo anzitutto che 9 punti doppi in posizione
assegnata portano in generale 3 » 9 == condizioni li
neari capaci di determinare una sestica; ma questa si riduce 
alla cubica che passa per i 9 punti, contata due volte. Pertanto, 
se esiste una sestica irriducibile, <76, con 9 punti doppi, questa 
apparterrà ad un fascio di sestiche analoghe, determinato 
dalla C6 insieme con la cubica C3, che passa per i suoi punti 
doppi, contata due volte.

Ciò posto, si assumano sopra una C3, affatto generale, 
8 punti A l A2....A8 che, presi come doppi, definiscono un 
sistema lineare oc3 di sestiche, seganti sopra la C3 una g\-, 
questa possiede quattro punti doppi, uno dei quali cade nel 
nono punto base del fascio delle cubiche passanti per A L.... As. 
Preso uno dei tre punti doppi restanti, che vogliamo designare 
con Ag, accade che le sestiche del nostro sistema c^3, cui si 
imponga di passare per Au e toccare ivi una retta generica, 
resultano avere anche A0 come punto doppio: il motivo sta 
in ciò, che il passaggio delle dette sestiche per A() porta di 
conseguenza il passaggio per il punto infinitamente vicino 
sulla C3 (coniugato ad A9 nella nostra g\)9

In tal guisa — a partire dalla scelta dei punti A l A2.... A8, 
fatta sopra 03 — si costruiscono tre fasci di sestiche dotati 
di 9 punti doppi.

La costruzione indicata si estende al caso delle curve C3n 
d’ordine 3n, come brevemente accenniamo. Anche qui, pren
dendo ad arbitrio 9 punti n-pli, si determina %ina C3n ridu
cibile ad una C3 contata n volte, sicché una C3U irriducibile 
con 9 punti n-pli dovrà appartenere ad un fascio di curve 
analoghe. Ciò posto, si prendano sopra una C3 i punti A i A2... A8; 
le C3n passanti n volte per codesti punti debbono segare su C3 
una g"-1 completa, che possiede n2 punti n-pli: uno qualunque 
di questi — che non sia punto m-plo (con m divisore di n) 
per la g™-1 segata dalle C3m passanti m volte per A L A2.... —
costituisce con A L A2.... A3 un gruppo di nove punti n-pli, base 
per un fascio di C3n irriducibili.

A quest’ordine di questioni si legano i problemi concer
nenti la teoria aritmetica delle equazioni f(xy)== 0 di genere 
p =  1, e in particolare delle cubiche.
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Il problema di trovare quando una curva /  di genere 1, 
a coefficienti razionali, possegga punti razionali è in generale 
irresoluto, anche nel caso cubico. Ma se è dato razionalmente 
su /  un punto P, se ne deduce la trasformazione della /  in 
una cubica (razionalmente determinata) con un flesso razio
nale, giacché a ciò conduce la gr| definita su /  dal punto P  
contato tre volte. In particolare, se una cubica contiene un 
punto razionale, si può sempre trasformarla in un’altra cubica 
con un flesso razionale, ed anche in una parabola newtoniana 
ìf — / 3(æ), che ha un flesso nel punto all’ infinito dell’asse y.

Quanto alle cubiche possedenti un flesso razionale, un 
esempio famoso vale a stabilire che esse non contengono di 
conseguenza altri punti razionali fuori dei flessi; infatti la 
equazione di F er m â t  x 3  +  y3 =  z3 non ammette altre soluzioni 
intere che

(1,0,1), (0,1,1), (1, — 1,0),

queste soluzioni corrispondendo ai tre flessi reali della cubica 
equianarmonica rappresentata da x3 +  y3 =  1.

Si può anche fornire esempio di una cubica contenente 
un flesso e non altri punti razionali: tale è la cubica di

x3 +  y3 =  5 z3

secondo un teorema di Pepin (Journal de Math., 1870).
Ora pongasi che una cubica /  possegga un punto razio

nale P, che non sia un flesso: risulterà anche razionale il 
tangenziale di P, cioè il punto P' intersezione di /  con la 
tangente in P. Di conseguenza sarà anche razionale il tan
genziale P ' di P', e così di seguito. Su questa circostanza è 
fondato il metodo di F e r m â t  per cui da una soluzione razionale 
dell’equazione cubica (o da una soluzione intera dell’equazione 
cubica omogenea) si deducono in generale altre soluzioni (1). 
Ma sorge la questione se la serie dei punti P ,P ',P"....P (m.... 
sia infinita, ovvero finita. Per rispondere si è condotti a con
siderare, sopra la cubica / ,  la corrispondenza [4W, 1] che si 
ottiene fra i punti P  e P (M): quando P  coincide con Pn si 
otterrà una successione di tangenziali finita, non solo a partire

(l) Cfr. E ulero: « Siemens <T Algèbre », traci. Bernouilli, 1774, voi. 2, 
pag. 135 e seg. — L e g e n d r e : « Théorie «les nombres », 2R ediz., 1808, 
pag. 402.
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da uno dei punti del ciclo P P ' .... P (??), ma anche a partire da 
un punto P (_1) (fuori del ciclo) che abbia per tangenziale P, 
ovvero da un punto che abbia per tangenziale P (—A) etc.

Piu avanti impareremo a valutare il numero delle coin
cidenze della suddetta corrispondenza (a cui si lega il problema 
dei poligoni di P o n c e l e t ) ;  qui basta rilevare che il numero 
di queste coincidenze è necessariamente finito; infatti se 
qualunque punto Pdi/coincidesse con l’omologo P (m, variando 
con continuità P fino a portarlo in un altro, P 4, dei 4n punti 
che danno origine al medesimo P°?), si dedurrebbe che anche 1>Ì 
deve coincidere con Pm\  il che è assurdo.

Da queste osservazioni si è indotti a ritenere che l’esi
stenza di un punto razionale P, posto in posizione geuerica 
sopra la cubica/, porti l’esistenza di un’infinità'di punti 
razionali appartenenti alla cubica stessa. Ma non possiamo 
astenerci dal rilevare che una tale induzione è affatto impre
cisa, perchè la posizione generica che bisogna dare a P  è fuori 
della infinità numerabile dei punti costituita dai gruppi di 
coincidenza delle corrispondenze sopra indicate, e numerabile 
è d’altra parte anche l’aggregato di tutti i punti razionali 
del piano. Forse un esempio effettivo di cubica con infiniti 
punti razionali si potrà ottenere adoperando la trasformazione 
razionale di prima specie che viene definita dal corrispondersi 
di due punti razionali P  e P', dati sopra la curva; giacché 
sembra possibile di mostrare che, per una /  a coefficienti 
razionali, la determinazione delle trasformazioni di prima 
specie cicliche porta in generale a delle irrazionalità; così la 
trasformazione razionale predetta — salvo qualche restrizione — 
dovrebbe risultare sempre periodica. Ma non ci incingeremo 
su questi dubbi critici, che ci porterebbero troppo fuori del 
campo algebrico segnato a questo libro.

Ammettasi che una cubica/possegga infiniti punti razio
nali: quali caratteristiche spetteranno all’aggregato di tutti 
i punti razionali di f i

Dimostriamo che questo aggregato, £, è denso su ciascun 
ramo della cubica che ne contiene un punto. Anzitutto, se la /  
contiene infiniti punti razionali, vi sarà certo (almeno) un 
punto L di /  (razionale o no) limite di punti razionali. Allora 
si consideri s u /  un qualunque xmnto razionale A, ed un punto 
razionale mobile B  che si avvicina ad P; la retta AB sega /  
in un punto razionale mobile (7, che tende ad un punto limite AT,
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intersezione d i/con  la retta AL. Adesso proiettando la cubica 
su se stessa da un suo punto razionale vicino ad M, si ottengono 
infiniti punti razionali vicini ad A, proiezioni dei punti razio
nali vicini ad L : così appare che, sopra la / ,  ogni punto 
razionale A è limite di punti razionali.

Ciò posto, secondo i teoremi generali della teoria degli 
insiemi, l’insieme derivato di G (costituito da tutti i punti 
limiti di G) sarà perfetto sopra un ramo reale di / ,  riem
piendo tutto il ramo, ovvero uno o più segmenti di esso.

In questa seconda ipotesi si troverebbe su /  un punto L, 
limite di punti razionali a destra e non a sinistra; faremo 
vedere che ciò è impossibile, cioè che ogni punto limite di 
punti razionali è punto di condensazione del G tanto a destra 
che a sinistra. A tale scopo basta osservare che esiste certo 
su /  un punto M, limite a destra e a sinistra, di punti del G , 
e si può anche supporre che M non sia il tangenziale di L nè 
abbia per tangenziale L; allora è facile riconoscere che anche 
il punto N, intersezione d i/con  la retta LM è limite a destra e 
a sinistra di punti del G, imperocché un intorno di M si proietta 
in un intorno di N da un punto razionale sufficientemente vi
cino ad L. Analogamente, poiché L  è proiezione di M da iV, si 
deduce che anche L  è limite a destra e a sinistra di punti del G.

In conclusione resulta dunque che se un ramo reale d i /  
possiede infiniti punti razionali, questi formano un aggregato 
ovunque denso sul detto ramo. È chiaro poi che se la / è  bipar
tita, ogni punto razionale del ramo pari dà — come tangen
ziale — un punto razionale del ramo impari, sicché in ogni caso 
se la /  possiede infiniti punti razionali, ve ne sono anche infi
niti sul ramo impari, formando un aggregato ovunque denso su 
questo. Si noti poi che quando il ramo impari di una/con tenga 
infiniti punti razionali, non è detto che si trovino anche punti 
razionali nel ramo pari, ma se ne trova uno A , proiettando da A 
il ramo impari sul ramo pari, si deduce che anche quest’ultimo 
conterrà un aggregato ovunque denso di punti razionali.

Riassumiamo i risultati ottenuti enunciando il
Teorema di Poincaké (l). L’aggregato dei inulti razionali

(l) Journal de Math. (5) 7 (1901). La dimostrazione di Poincaré si 
fonda sulla rappresentazione paramedica della curva con 1 g funzioni ellit
tiche; la dimostrazione geometrica del testo appartiene a B. L e v i , e si 
trova nella prima delle sue quattro note: « Saggio sopra una teoria aritme
tica delle forme cubiche ternarie ». Atti delVAccad. di Torino. 1906-1908 ».
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appartenenti ad una cubica a coefficienti interi, supposto infi
nito, è ovunque denso sul ramo impari, ed anche sul ramo pari 
se questo ne contenga un punto.

Il ragionamento precedente assume una forma piu sem
plice quando si supponga che la cubica /  possegga una trasfor
mazione di prima specie n non periodica, defluita dalla cor
rispondenza di due punti razionali P  e P'. In questo caso si 
ottiene già un insieme di punti razionali denso sopra f  (o sul 
suo ramo impari) mercè la ripetizione della tu. La dimostra
zione si lascia riportare al noto teorema che « una rotazione 
del cerchio intorno al centro, di un angolo incommensurabile 
con l’angolo retto, convenientemente ripetuta, conduce da 
un punto P  ad una serie di pilliti costituenti un aggregato 
ovunque denso sulla circonferenza ». Infatti non abbiamo che 
da fare appello all’ isomorfismo che intercede fra il gruppo 
delle trasformazioni reali di prima specie, considerate sopra 
un ramo della cubica, e il gruppo delle rotazioni di un cerchio 
intorno al centro, tenendo conto che le trasformazioni dell’uno 
e dell’altro gruppo sono ugualmente prive di punti uniti, 
sicché una successione di punti omologhi P  P' P " .... 7)(m).... 
non può tendere ad un limite determinato.

Ora ci piace infine rilevare come degno di attenzione il 
fatto che di una curva non suscettibile di rappresentazione 
parametrica razionale, quale è la cubica, si possa tuttavia 
ottenere un tracciamento per punti vicini quanto si vuole, me
diante la ripetizione successiva di una medesima costruzione 
lineare, traduceute l’equazione razionale che ne fa conoscere 
un aggregato ovunque denso di punti razionali.

Passiamo alle curve di genere p =  2, e poi alle curve iper- 
ellittiche di genere p >  2.

Per p =  2, le curve cp d’ordine n — 3, aggiunte ad u n a / 
d’ ordine w, segano su /  la serie canonica g\ che così viene 
determinata razionalmente (in funzione dei coefficienti di /); 
la g\ doppia della g\ riesce composta con le coppie di questa, 
e però non conduce a trasformare /  in una quartica irriduci
bile; invece la serie completa tripla della g\ è una g* semplice, 
che dà origine ad una sestica irriducibile di S4: per proiezione 
da punti esterni si ottengono, sempre razionalmente, delle 
sestiche piane trasformate d i/. Ma è anche possibile costruire 
una sestica siffatta, CGÌ la quale possegga un punto quadruplo 0



CAPITOLO III 351

e due punti doppi A, B, infinitamente vicini ad 0, in direzioni 
diverse o anche infinitamente vicine, come accade per la 
sestiea y2 = f B(x) (cfr. § 12, pag. 94).

A tale scopo basta assumere entro la g\ una gr- semplice 
definita da tre sestine scelte come segue:

1) una sestina generica della </*,
2) una sestina formata da tre coppie A {A2, B{B2 e PP' 

della gl2,
3) e una terza sestina formata dalle stesse due coppie 

AlA29 B{B2 e da una terza coppia QQ' della g\.
La trasformazione così ottenuta conduce ad una sestiea C,(*

dotata di un punto quadruplo 0 (corrispondente alla qua
terna di / ,  e centro di un fascio di rette secanti le
coppie della gl2) e di due punti doppi, A e B, che dimostre
remo cadere infinitamente vicini ad 0, corrispondendo alle 
coppie A {A2 e B iB2.

Anzitutto si verifica che per 0 passano quattro rami 
lineari della 06, corrispondenti agli intorni dei quattro punti 
A t , A2Ì B n B2 (supposti distinti) sopra / ;  in secondo luogo 
appare che i due rami corrispondenti ad A t e A2 si toccano 
in 0, giacché altrimenti la tangente al ramo che corrisponde 
alFintorno di A{ segherebbe ulteriormente la C6 in un punto 
diverso da A2, che dovrebbe essere coniugato di AL nella g).

D’ altronde si può dimostrare anche direttamente che per 
una sestiea C6 di genere 2, dotata di un punto quadruplo 0 e 
di due punti doppi A e _B, la condizione che la serie completa 
determinata dalle rette del piano sia la g* tripla della g\ ca
nonica, porta di conseguenza che i punti A e B  cadano infi
nitamente vicini ad 0. Si osservi infatti che la detta g£ stac
cata dalle rette, può venir segata sulla CG mediante le curve 
di ordine 6 — 2 =  4 aggiunte alla CG che passano per due 
punti coniugati della g\, cioè (staccandosi la retta per 0 
che contiene questi due punti) mediante le cubiche C3 pas
santi doppiamente per il punto quadruplo 0, e semplice- 
mente per i due punti doppi A e B. Ora se questo sistema 
lineare co4 di C3 deve contenere le terne di rette per 0 (se
canti su CG le terne di coppie della g}2) bisogna che A e B  siano 
infinitamente vicini ad 0, le C3 avendo in 0 due tangenti fisse.

La circostanza che la sestiea da noi costruita con un punto 
quadruplo 0 e due punti doppi A e B, ubbia questi due punti 
infinitamente vicini ad 0, non permette di usufruire della
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trasformazione quadratica coi punti fondamentali 0, A ,B  per 
abbassare a 4 l’ordine della curva. Sarà possibile adoperare 
un altro modo di trasformazione, razionalmente definita, 
per abbassare l’ordine della curva? Le considerazioni che 
seguono permettono di dare una risposta negativa a questa 
domanda.

A tale scopo si osservi che se è possibile costruire razio
nalmente su f ,  o su (70, a partire dalla gl o dal suo triplo g^ 
una gf semplice, si riesce anche a determinare in modo razio
nale una coppia di punti non coniugati nella g\. Per conse
guenza, dato un qualunque fascio di sesti che di genere 2, si 
riuscirebbe sempre a costruire razionalmente una curva bise- 
caute le sestiche del fascio in coppie di punti non apparte
nenti alla gl. Ma noi mostreremo qui l’esistenza di un fascio, 
rispetto a cui non esistono siffatte bisecanti razionalmente 
definite. Si vedrà anche che, rispetto a questo fascio, non 
esistono neppure delle curve razionalmente definite secanti 
le sestiche in un numero dispari di punti, dal che segue che 
non è possibile ridurre- razionalmente la C0 ad una quintiea.

Il fascio di Cc> cui sopra accenniamo si costruisce prendendo 
come gruppo base: il punto quadruplo 0 , i due punti doppi 
A e B  ad esso infinitamente vicini, e fi coppie della gl (punti 
allineati con 0) arbitrariamente assegna te, P jP /, P 2P 2', ....P( P G . 
E facile verificare che i detti punti, presi sopra una sestica Crt;, 
appartengono effettivamente ad oc1 sestiche analoghe : infatti 
il sistema completo delle curve, piane del sest’ordine sega 
sopra la nostra CCt una serie g3Ct multipla della gl, e quando 
si imponga il punto quadruplo 0 e i punti doppi A e B  (equi
valenti a coppie della gl) si ottiene un sistema oc11 di sestiche 
secanti su CG la serie completa g\°2 sestupla della glr  Ora è 
chiaro che tutte le curve d’ordine n del piano aventi in 0, A, B , 
molteplicità qualsiansi, e passanti con le stesse molteplicità per 
i punti base semplici P;P/ del nostro fascio, segheranno sulle Cr> 
di questo, gruppi, d’ordine pari, equivalenti a un certo numero 
di coppie della gl, sempre per lo stesso motivo che 0, A e B  
equivalgono a coppie della g\.

Lo scopo che ci proponevamo si può dire raggiunto, 
attesoché una curva razionalmente definita rispetto al fascio 
delle Ce> dovrà comportarsi in modo simmetrico rispetto alle 
coppie P.i e P/, che sono coppie arbitrarie della gl date sopra/; 
e la cosa si può rendere sensibile ove si assumano coppie P* P /
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costituite da punti immaginavi coniugati; e possiamo con
cludere :

TJna curva di genere due si può trasformare razionalmente 
in una sestica con un punto quadruplo e due punti doppi infi
nitamente vicini, in particolare nel tipo y2= f.(x), ma. non 
— in generale — in una curva d’ordine inferiore a 6. La 
riduzione ad una quartica con punto doppio si ottiene invece 
mediante una irrazionalità quadratica, separando i due punti 
di una coppia razionale della ĝ : allora, conoscendosi su /u n  
punto P, basta usufruire della gl defluita da P  contato 4 volte 
(o da PM-gfg)* Tuttavia una f{xy) — 0 di genere due si ridurrà 
razionalmente ad una quintica (con un punto triplo e un punto 
doppio) o ad una quartica (con punto doppio), nel caso che 
la g2 segata su f  dalle rette del piano appartenga ad una g”—'2 
completa non multipla della g\ canonica, poiché si definisce 
allora razionalmente su /u n a  g2 o una #?, staccando dalla g][-2 
un numero conveniente di volte la g\.

Osserveremo infine che i resultati ottenuti per p — 2 si 
estendono alle curve iperellittiche con p >  2, su cui i punti 
doppi della gl definiscono pure razionalmente una \ (mul
tipla della g}2): Ogni curva iperellittica di genere p (>  1) si può 
trasformare razionalmente in una curva d’ ordine 2p-\-2 ; ma 
la riduzione a curve d’ ordine inferiore non si effettua — in
generale — razionalmente, bensì coll’ aggiunta di irrazionalità 
quadratiche.

Si noti che quando p è dispari non è possibile, in gene
rale, trasformare razionalmente la nostra curva /  in una di 
ordine 2p +  2 con un punto 2p-plo, o, in. particolare, nel 
tipo ì f  =  foP̂ 2(x)j giacché ciò implica di riferire la g\ ad 
uu fàscio di raggi 0 (o ad una retta). Infatti la curva cano
nica di una f  iperellittica ò una curva razionale normale 
Cp-, doppia, e il problema di riferire la gl ad una retta 
conduce dunque a rappresentare la CP__L sopra la retta, ciò 
che sappiamo non potersi fare razionalmente quando p — 1 
è pari.

Ad ogni modo, quando la gl d i/s ia  riferita ad una retta, 
si riesce a trasformare la / in  una C2P+2J dotata di un punto 0 
multiplo secondo 2p e di p punti doppi infinitamente vicini; 
ma questa C2P+2 non si può abbassare razionalmente ad un 
ordine inferiore. (Tutto ciò si può sviluppare in modo perfet
tamente analogo al caso p =  2).

F. KNRIQUKS - IIJ.
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Finalmente vogliamo dire qualcosa sulle curve di ge
nere p >  2 non iperellitticlie.

Ogni curva di genere p >  2, non i per ellittica, si lascia 
trasformare razionalmente in una curva d’ordine 2p — 2, proie
zione della curva canonica.

Si può dimostrare che la riduzione ad un ordine inferiore, 
non è ottenibile in generale razionalmente. Ma questa dimo
strazione richiede conoscenze superiori a quelle che si doman
dano al lettore di questo libro (1).

Naturalmente si riesce invece a ridurre l’ordine della 
curva di genere p , quando si conosca sulla curva di genere p 
una serie gn il cui ordine non sia multiplo di 2p — 2, e così 
per una curva f(xy) =  0 il cui ordine n non sia multiplo di 
2p — 2, giacché allora si costruiscono razionalmente le serie 
rgn +  sg2p-z? Ie quali se ne trova qualcuna d’ordine infe
riore a 2p — 2. Per esempio, se si ha una curva f  il cui or
dine n sia primo con 2p — 2, si possono trovare due interi r ed s, 
positivi o negativi, tali che

rn -4- s(2p — 2) =  1;
allora sarà anche

r(p 2) • n -j- s(p +  2) • (2p — 2) =  p -I- 2, 

e quindi si determinerà razionalmente su f  la serie

(̂V d -  d -  s(l} d~ 2)g2p_ 2 =  9p-t-2 i 

che — resa completa — è (almeno) di dimensione 2. In lai

(l) Si tratta di stabilire la proposizione seguente: non è possibile 
costruire razionalmente, sopra la curva generale di genere p  >  2, un gruppo 
di n punti, dove n non sia multiplo di 2p  — 2.

P erp  =  3, la proposizione enunciala si lascia dedurre dalla proprietà 
della superficie generale del quart’ordine, F, di non contenere altre curve 
che quelle d’ordine =  4m, intersezioni complete con superficie d’or
dine m =  1, 2, 3, .... ( N o e t i i e r ).  Infatti, se sopra ogni quartica pianasi 
potesse costruire razionalmente un gruppo di n punti, ove n non sia mul
tiplo di 4, preso un fascio di sezioni piane C della superficie F, si riusci
rebbe a definire razionalmente una curva K  secante in n punti variabili 
la 0, la quale dovrebbe comportarsi simmetricamente rispetto ai 4 punti 
base del fascio suddetto; ma una tale K  non sarebbe d’ ordine 4?)?. 
Per p  =  4, 5, .... si potrà fornire una dimostrazione analoga ricorrendo 
alle superficie d’ordine 2p  — 2 dello 8Pì a curve sezioni di generep, deter
minate da E n r i q u e s  e  S e v e r i .
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caso si deduce la possibilità di trasformare razionalmente l a /  
in una curva d’ordine -f-2.

Dalle cose dette appare che, nell’ordine d’idee di cui si 
tratta, una profonda differenza separa le curve di genere j> =  1 
da quelle corrispondenti ad un altro valore qualsiasi del genere, 
dappoiché per 4=1 si riesce sempre a ridurre razionalmente 
una curva /  ad un ordine determinato (2p-p 2 o 2p — 2), 
laddove per p =  l  si trovano infinite famiglie di curve 
irriducibili per trasformazioni a coefficienti razionali, d’or
dine n =  3, 4, .... (1).

Termineremo rilevando che:
se due curve di genere i ) > 2 , f e f ,  hanno moduli uguali, 

la trasformazione Invasion al e che fa  passare dall9 una all9 altra, 
contiene in generale razionalmente i coefficienti di f  e / '.  
Infatti, se i moduli sono generali in guisa che la /  (e simil
mente la f  ) non possegga trasformazioni in se, la trasforma
zione che fa passare d a /a / r ie s c e  definita in modo univoco; 
essa si costruisce razionalmente mediante operazioni di elimi
nazione, ove si assumano al posto di /  e di f  due curve 
canoniche dello Sp_ n che debbono risultare omografiche.

33. I moduli delle curve di genere p e il teorema d’esi
stenza. — Abbiamo riconosciuto che le condizioni di trasfor
mabilità birazionale di due curve di genere p =  l, si riducono 
all’uguaglianza di una certa costante caratteristica; cioè del 
loro modulo, in guisa che (al variare del modulo) le curve di 
genere uno vengono distribuite in una semplice infinità di 
alassi, ogni classe essendo costituita da curve birazionalmente 
identiche. Di più abbiamo veduto che il modulo di una curva 
ellittica si riflette nell’invariante assoluto della cubica imma
gine, la classificazione rispetto a trasformazioni birazionali 
riconducendosi così ad una classificazione proiettiva.

Ora, passando alle curve di genere p > ] ,  avremo in 
generale che le condizioni di trasformabilità birazionale per 
curve di uguale genere, si tradurrà sempre nell’uguaglianza 
<li certe costanti caratteristiche, o moduli, che definiscono una 
alasse di curve birazionalmente identiche. E questi moduli si 
rifletteranno negli invarianti assoluti, rispetto a trasforma-

1. c.(l) Enriques : Math. Annalen, 51,
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zioni proiettive, delle corrispondenti curve canon ielle 
Il numero dei moduli per un dato genere p, è il numero dei pa
rametri essenziali da cui dipende una curva di questo genere, 
considerata nella geometria delle trasformazioni frazionali; 
perciò questo numero riesce indipendente dal particolar modo 
con cui piaccia di introdurre le costanti caratteristiche, assunte 
come moduli^1).

E facile valutare il numero dei moduli da cui dipendono 
le curve dei primi generi p =  2, 3, 4, ....

Per p =  2. si ha una g\ canonica con 6 punti di dirama
zione, e quindi si ha come immagine canonica della curva una 
retta doppia [x, V/f>(œ)] con 6 punti di diramazione: siamo 
ridotti a contare gii invarianti assoluti che caratterizzano, 
sulla retta, sestine di punti proiettivamente distinte f 6(x) = 0 ;  
e pertanto si trovano 3 =  3p — 3 moduli, che possono assu
mersi, p. es., sotto la forma di frapporti (cioè dei frapporti 
che — per un dato ordine della sestina — i primi tre punti 
formano rispettivamente con gii altri tre).

Per |> =  3, riferendosi sempre alle curve canoniche, ab 
biamo oc14 quartiche piane, e nel piano di queste ogs omo
grafie (poiché in generale una quartica non ammette infinite 
trasformazioni proiettive); si deduce che le quartiche dipen
dono da 6 invarianti assoluti, e quindi le curve di genere p =  3 
dipendono da 6 =  3p — 3 moduli.

Anche per p =  4 è agevole contare direttamente gli inva
rianti assoluti delle corrispondenti curve canoniche, che sono 
sestiche intersezioni complete di superficie del secondo e del 
terzo ordine: infatti le superficie del second’ordine Q dello 
spazio sono so9, e la dimensione del sistema delle sestiche, 
segate sopra una Q dalle oc19 superficie cubiche, vale 19 — 4 =  15, 
sicché si trovano oo2i sestiche: togliendo ora da 24 il numero 
delle costanti da cui dipende un’omografia dello spazio, cioè 15, 
resulta che il numero dei moduli per j; =  4 è 9 =  3p— 3.

Similmente si può dimostrare per esercizio che le curve 
di genere =  5 (la cui immagine canonica è l’intersezione 
completa di tre varietà quadriche dello spazio S*) dipendono 
da 12 =  3p — 3 moduli.

Ma questo metodo di calcolo difficilmente si estende ai 
più alti valori del genere j)} venendo a mancare un modo

(9 Cfr. il teorema sull’invarianza delle dimensioni in L. 1°, § 23.
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diretto di costruzione proiettiva delle corrispondenti curve 
canoniche. Perciò ricorreremo ad un altro metodo assoluta
mente generale.

Ogni curva C di genere p si può sempre trasformare bira
zionalmente in una curva piana di un conveniente ordine n, 
facendo in guisa che una sua gl venga segata dalle rette del 
piano. Se, per un dato n, F anzidetta trasformazione fosse 
possibile in un sol modo (o in un numero finito di modi) la 
dimensione N  del sistema completo delle curve piane d’ordine n 
e di genere p ci porgerebbe il numero dei moduli: ma quella 
trasformazione può certo effettuarsi in infiniti modi; anzitutto 
perchè ogni gl; (non essendovi infinite trasformazioni della 
curva che la lascino invariata) dà origine ad oo8 curve trasfor
mate proiettivamente identiche, ed, in secondo luogo, perchè 
alle C apparterranno in generale serie con v > 0 , e 
— se la curva G non possiede infinite trasformazioni in se 
stessa — due gl distinte conducono in generale a curve trasfor
mate proiettivamente distinte. Così, nell’ ipotesi p >  1 che 
esclude l’esistenza di infinite trasformazioni in se stesse, le 
curve di genere p verranno a dipendere da

M = N  — v — 8
moduli.

Ora è facile valutare N e v, dove si assuma un n >  2p — 2, 
per modo che ogni gl presa su C appartenga ad una serie 
completa non speciale di dimensione r =  n — p . Infatti la va
rietà costituita dai gruppi di n punti di una curva ha dimen
sione n, e quindi la serie delle g][~p complete (senza gruppi 
comuni) contenute in essa ha dimensione n — (n — p) =  p; 
ma le gl contenute in una g*~v (piani di un Sn_p) dipendono 
da 3(n — p) — 6 parametri; quindi si trova

v == p 3(n — p) — 6,
e di conseguenza

M = N  — 3n +  2p — 2.

Resta da calcolare N. A tale scopo ricordiamo che le curve
. (n — l)(n —  2) piane d’ordine n e genere p posseggono d — ------- -—:--------p

punti doppi. D’altronde il sistema generale delle curve di
ordine n contiene parametri, sicché — ammettendoA
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che i d punti doppi 
troverà

e quindi

portino d condizioni «
iV =  òìi — 1 —+ p ,

M =  3p — 3.

i n d i p e n d e n i i  —  s ì

Tuttavia la deduzione precedente esige die vengano sta
biliti rigorosamente due punti:

1) che esistono effettivamente curve piane d’ordine n 
con d punti doppi, non degeneri;

2) che l’imposizione di A punti doppi ad una curva 
piana d’ordine n porti d condizioni indipendenti, sicché la 
dimensione N  del sistema delle curve irriducibili d’ordine n 
con d punti doppi risulti proprio N  =  3n—1 -+p e non 
N  >  3 a — 1 -+ p.

In ordine al dubbio 1) basta osservare che esistono curve 
iperellittiche di genere p, rappresentate da

ir =/■>},-t-oix):

se sopra una curva siffatta si assume ad arbitrio una gzn (che 
è sempre possibile per n — 2 > p )  si trovano curve trasformate 
d’ordine n con d punti doppi ; le quali sono naturalmente 
irreducibili.

Procediamo a rimuovere il dubbio 2) : a tale scopo pongasi che
una curva irreducibile, Cnì d’ordine n con r f = —----—— —p

punti doppi, appartenga ad un sistema continuo di dimensione N  
di curve analoghe; in tale ipotesi si troveranno nel sistema 
curve infinitamente vicine a Cnì e basterà provare che la dimen
sione (N — 1) del sistema di queste curve non può superare 
3u-+-2> — 2. Infatti una curva C'n del sistema, infinitamente 
vicina alla data <7„, la sega — fuori dei punti doppi — 
in s =  n2—2d =  3n-\-2p— 2 punti formanti un gruppo G& 
che viene staccato sopra la stessa Cn da una curva aggiunta 
d’ordine n: questa affermazione segue dal ricordare che facendo 
fascio della Cn e della C'n si ottengono curve d’ordine n pas
santi semplicemente per i punti doppi della Cn ed ivi tangenti 
fra loro (cfr. L. 2°, § 5, Nota, vol. I, pag. 182). Ora la dimen
sione della serie lineare completa staccata su Gn dalle sue 
curve aggiunte d’ordine a, vale 3 n p  — 2; tale sarà dunque 
il valore massimo che può assumere N  — 1 , posto che l’anzi-



CAPÌTOLO 111 351)

detto Gs determina mi fascio di curve d’ ordine n a cui appar
tiene una sola C'n infinitamente vicina alla C„.

In definitiva si conclude che N < :3n— \ -h p e cpiindi 
N = 3 n — 1 -f- p. Pertanto vengono eliminati i dubbi critici 
sollevati in ordine alla dimostrazione precedente, e rimane 
stabilito il

Teorema. Le curve di genere p 1 dipendono da 3p — 3 
moduli.

Volendo abbracciare anche i casi p =  0,1, bisogna tener 
conto dell’esistenza di un gruppo oqP di trasformazioni della 
curva in se stessa, in accordo con l’osservazione fatta che si 
hanno, in tali ipotesi, oo? serie rispondenti a curve trasfor
mate proiettivamente identiche: si ottiene quindi che il nu
mero dei moduli resta in ogni caso

M =  3 p - 3 - t - p ,

dove, come sappiamo, p =  3 per p =  0, e p =  'l per p — 1. E 
si ritrova che non esistono moduli per p =  0, mentre esiste 
un modulo per p=z'\.

Mettiamo in luce che il computo dei moduli per le curve 
di genere p (al pari di una costruzione effettiva che si desse 
delle curve canoniche) importa un teorema di esistenza, cui 
giova dare forma determinata nel modo che segue.

L’ esistenza di una curva algebrica C di genere p, cor
risponde a quella di una funzione algebrica y(x) avente un 
certo numero n di rami e m =  2n-+-2p — 2 punti di dirama
zione nel piano della variabile complessa æ; e la scelta di una 
funzione y(x) tra quelle che sono suscettibili di definire la 
curva (7, o una sua trasformata birazionale, corrisponde alla 
scelta di una g\ (che verrà quindi definita da x =  cost.) sopra 
la curva C. Il piano della variabile complessa x in ogni punto 
del quale vengono deposti gli n valori yL y2.... yn della y{x), 
descriventi gli n fogli sovrapposti di una superficie di 
K i e m a n n  (*), viene designato nel linguaggio della geometria 
algebrica come una retta n-pla, i punti della quale sono riferiti 
binilivocamente ai gruppi della gl di G; e le coincidenze di 
questa gl corrispondono ai punti di diramazione della retta n-pìa. 
Siccome vi sono oo3 modi di riferire (proiettivamente) i gruppi

(l) L. 2°, § 34, vol. I, pai*-. 358.
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di una g\ ai punti di una retta, così vi sono oo3 rette n-pìe, 
con gruppi di diramazione proiettivi, che rispondono a una 
stessa G e a una stessa g]x sopra di cpiesta.

Per contro, se i punti A k A2 .... Am sono punti di dirama
zione di una retta n-pla di genere p (sicché esista una G pos
sedente una gln rappresentata su quella retta n-pla), si possono 
costruire infinite curve Zi, dello stesso genere p , contenenti 
una g\ riferita alla retta n-pla, in guisa che ad A LA2....Am 
rispondano i gruppi della gln dotati di punto doppio: infatti 
basta prendere come curva K  una qualsiasi trasformata bira- 
razionale della G. Ma è importante notare che « le curve 
rappresentate sopra una retta n-pla coi medesimi punti di 
diramazione si distribuiscono, in ogni caso, in un numero 
finito di classi birazionalmente distinte ». Per dimostrarlo 
basta ricordare che se si hanno nel piano della variabile com
plessa x due funzioni algebriche ad n rami, y(x) e Y($), con 
gli stessi punti di diramazione e con lo stesso gruppo di 
monodromia (tali cioè che i giri attorno ai punti di dirama
zione, relativi a un dato sistema di cappi, producano sui rami 
le medesime sostituzioni), risulta Y  funzione razionale di.a; e y 
(cfr. § 3). Qui, essendo dati i punti di diramazione A i A2....Anì, 
si può avere tutt’ al più un numero finito di casi, in ordine 
alle sostituzioni corrispondenti, e pertanto non può esistere 
che un numero finito di curve birazionalmente distinte, rap
presentate sulla nostra retta n-pla.

Ora, dopo-avere riconosciuto che un gruppo di 2w +  2p— 2 
punti di diramazione dato sopra una retta, non può definire 
che un numero finito di rette n-ple corrispondenti a curve 
birazionalmente distinte, passiamo a dimostrare che:

Esiste (almeno) una curva algebrica irreducibile, C, di 
genere p, rappresentabile sopra una retta n-pla con 2nA-2p — 2 
punti di diramazione (distinti) assegnati ad arbitrio.

In ciò che segue supporremo sempre n abbastanza ele
vato (così che le g\ che avremo luogo a considerare sopra 
una curva di genere p saranno sempre non speciali); ma al 
termine delle nostre deduzioni riusciremo a liberarci da questa 
restrizione.

A partire dalle curve C di genere p, cerchiamo di costruire 
tutte le possibili rette n-ple con m =  2n +  2p — 2 punti di 
diramazione. A tale scopo giova contare la infinità delle gln 
appartenenti ad una (7; vi sono oor' serie g\ 1—p complete, e
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dentro ogni g”—p vi .sono co2(n~^)—2 involuzioni glnì dunque 
le g\ sopra una G dipendono da 2n ■ — p — 2 parametri. Ma 
poiché vi sono co*5-3 curve C3 birazionalmente distinte, si 
troveranno oo2n+2̂ —5 rette n-pie rappreseli tanti curve di ge
nere p. Di qui segue che i 2n \ - 2 p — 2 punti di diramazione 
di una retta n-pla di genere p, possono assumersi ad arbitrio, 
giacché un gruppo di 2n-\-2p — 2 punti contiene precisa- 
mente 2n-\-2p— 5 birapporfci indipendenti, che lo defini
scono a meno di una trasformazione proiettiva.

La deduzione tratta dal precedente computo di costanti 
è perfetta, tenuto conto che un dato gruppo di punti di dira
mazione non può rispondere ad infinite curve birazionalmente 
distinte, e che la varietà costituita da tutti i gruppi di m punti 
di una retta è irriducibile. (Cfr. L. 1°, § 26).

Ora, lo stesso teorema di esistenza sopra stabilito (che 
limitiamo per il momento al caso di n abbastanza elevato) é 
suscettibile di una dimostrazione diretta che, a sua volta, ci 
dà un nuovo modo di contare il numero dei moduli per le 
curve algebriche di genere p.

Premettiamo l’osservazione (cui già innanzi avemmo pure 
occasione di ricorrere sotto una forma lievemente diversa) che, 
almeno per una particolare scelta di A { A2...Am (iii=2n-\~2p--2) 
esiste una curva irriducibile di genere p ,  rappresentata sopra 
la retta n-pla coi punti di diramazione A2.... Am-, infatti 
sappiamo che esistono certo curve (irriducibili) iperellittiche 
di genere e in corrispondenza ad una di queste si otterrà 
una retta n-pla partendo da una g ln presa sopra la curva; 
per n  > p - + - l  una g ln generica conduce certo a punti di dira
mazione semplici.

Domandiamoci di costruire effettivamente una curva piana 
d’ordine n-p7i, possedente un punto l i - p i o  P  ed altri

( n  +  l i — 1 ) ( n  li  ~  2 )  h ( h  — 1) _
2 2 V

punti doppi in posizione non assegnata, la quale debba avere 
date tangenti PAiy PA2, ...., PAm {m =  2 n -+- 2p — 2), uscenti 
da P :  questo problema algebrico, per n  ed l i superiori a certi 
limiti, dà luogo ad un numero finito di sistemi continui di 
curve, di dimensione 3n -|-2h~\~p — 1 — m (almeno); aggiun-
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gelido un conveniente numero di condizioni (per es. che 
alcuni punti doppi siano fissi o si riuniscano in punti fissi 
di più alta molteplicità, ovvero condizioni di passaggio per 
punti semplici) il detto problema diventa determinato. Oosì 
dunque si riesce a costruire un numero finito di curve 
CLC2....CS (d’ordine n-\-U) rapprèsentate sopra una data 
retta n-pla di cui vengano assegnati ad arbitrio i punti 
di diramazione A{ A2.... Am. Si tratta di provare che una 
almeno di codeste curve è irriducibile (/).

La dimostrazione richiesta è contenuta nell’osservazione 
che: se per una scelta particolare dei punti Ai A2.... Am, si 
ha una curva irriducibile On quando i punti A { A2.... Am ven
gano fatti muovere per continuità (senza mai coincidere) anche 
la curva C\ si muove per continuità, e rimane algebricamente ir
riducibile. Infatti riferendosi al piano complesso rappresentativo 
della retta n-pla, si consideri un sistema di cappi 0Ad, 0A2,... 0Ami 
relativi alla curva Ct : in corrispondenza a questi avremo delle 
sostituzioni sui rami della y(x) definita da C\ le quali — per 
una G{ irriducibile — formano un gruppo transitivo; ora alla 
variazione continua di A L A2.... Am si può accompagnare la 
variazione continua dei cappi anzidetto in guisa che le rela
tive sostituzioni sui rami della funzione algebrica restino 
immutate.

Tuttavia la dimostrazione qui accennata dà luogo a 
qualche dubbio che occorre rimuovere con analisi precisa: 
infatti si può dubitare che in corrispondenza al particolare 
gruppo ALA2.... Am, per cui abbiamo riconosciuto l’esistenza 
di una curva 0 L irriducibile, il problema della costruzione 
delle C diventi indeterminato, e quindi che la Ci non si 
possa più ritenere come limite di una curva irriducibile, so
luzione del nostro problema generale.

Per eliminare questo dubbio si consideri il sistema con
tinuo costituito da tutte le curve C d’ordine n +  h e di 
genere p (generalmente) irriducibili, che posseggono in P  
un punto li-pio (ove non si voglia ammettere l’ irriducibilità 
di questo sistema — che dimostreremo al § 34 — si colisi-

(b Si potrebbe credere a priori che il caso della riducibilità si present i 
in questo problema come eccezionale: di fatto non è così, e — come risulterà 
poi — fra le curve G si trovano ugualmente delle curve riducibili e delle 
curve irriducibili. (E di queste ultime valuteremo il numero).
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<leri il sistema continuo delle C che contiene la particolare Ci 
di cui è detto innanzi), il quale sistema j(7| ha la dimensione

3 n 4- 2 li -4- p — 1
(almeno).

La (7, variando entro questo sistema, resta sempre alge
bricamente irriducibile, e non acquista ipermolteplicità in P, 
fino a che due tangenti per P  non vengano a coincidere. Può 
darsi bensì che la detta curva degeneri proiettivamente, ma 

dovrà allora ridursi ad una curva razionale di un certo or
dine r con P  (r — \)-plo, da contarsi n volte, cui si aggiun
gano eventualmente

n 4- li — nr
rette per P ( r <~ -+-1): questa degenerazione proiettiva cor
risponde all’ ipotesi che la gf^h segata sulla C dalle rette del 
piano risulti composta con la g\ segata dalle rette per P.

Ora basta osservare che il sistema di queste <7 proietti
vamente degeneri ha la dimensione

li =  n 4- h | (2 — n) r,

sicché, per li assai grande, imponendo alle C m tangenti di
stinte per P, si otterrà un sistema di curve di dimensione

li' >  n 4- 2h — p 4-1 >  P,

e quindi genericamente irriducibili (anche in senso proiettivo).
Infine se, come si è fatto innanzi, si renda determinato 

il problema della costruzione della Ci aggiungendo condizioni 
complementari, si potrà sempre supporre che queste siano in
trodotte in modo che, in corrispondenza a m tangenti distinte 
assegnate per P, si ottenga una Ct proiettivamente irriducibile.

Dopo ciò rileveremo esplicitamente che: la possibilità di 
costruire una retta n-pla di genere p, con m punti di dira
mazione arbitrari, porta che le curve di genere p dipendano 
precisamente da 3p — 3 moduli (o da 3p — 3 4- p per p <  1) : 
infatti il computo delle g\ (non speciali) appartenenti ad una 
curva di genere p, ci ha già mostrato che il numero dei 
moduli sarebbe minore di 3p — 3 qualora esistessero legami 
fra i punti di diramazione di una retta n-pla, mentre per 
essere maggiore (cioè uguale a 3p — 3 4- p) dovrebbero esistere 
infinite curve birazionalmente distinte, rappresentabili sopra
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una vetta n-pìa con gii stessi punti di diramazione, ovvero 
oc? trasformazioni frazionali di una di queste curve in se 
stessa; la quale ultima ipotesi porta 2> < 1.

Ripigliamo le considerazioni di continuità die ci hanno 
condotto alla dimostrazione diretta del teorema di esistenza. 
Abbiamo veduto che, partendo da una funzione algebrica 
irriducibile ad n rami y(x), con gli m punti di diramazione 

A2 .... A?n, si passa per continuità ad un’altra funzione alge
brica analoga con dati punti di diramazione B { B2.... Bm; si 
domanda se in questo modo (essendo n abbastanza alto) si 
giunga a costruire una qualunque delle curve di genere p 
(birazionalmente distinte) che sono rappresentate da una fun
zione ad n rami z{x) coi punti di diramazione B { B2.... Bm.

Ora la risposta affermativa alla nostra questione risulta 
dall’ osservare che

1) la trasformazione per continuità che ci fa passare da 
una funzione (ad n rami) coi punti di diramazione Ai A2.... Am, 
ad una funzione coi punti di diramazione B L B2....B m, si può 
accompagnare con una variazione continua dei cappi, in guisa 
che restino inalterate le relative sostituzioni;

2) per una scelta conveniente dei sistemi di cappi 
(trasformati per continuità l’uno nell’altro) le sostituzioni 
sui rami della y, relative ai punti Ai3 possono supporsi rispet
tivamente uguali a quelle sui rami della 0, relative ai punti B t .

Quest’ultima affermazione è contenuta nella riduzione 
delle superficie di Riemann con n fogli al tipo canonico di 
LUroth-Clebsch (cfr. § 3), che qui giova richiamare.

Si consideri nel piano della variabile complessa x un 
sistema di linee aperte non attraversantisi che, partendo da 
un estremo comune 0, vadano agli m =  2n +  2p — 2 punti 
di diramazione (Ai A2.... Am) di una funzione algebrica, ad 
n rami, y{x): queste linee si succederanno secondo un certo 
ordine circolare, come se fossero raggi del fascio 0 . In rela
zione alle linee anzidette (prese come tagli o come cappi 
relativi ai punti di diramazione), ove si fissino i valori ini
ziali y{ y2 .... ?/„ della y(x) nel punto 0, si ottengono ben de
finite sostituzioni sulle y t: per es. alla linea 0A i corrispon
derà la sostituzione (yjyo) o brevemente (12), se accada che 
un giro fatto a partire da 0 ed avvolgente la linea 0At (ma 
non attraversante nessuno degli altri tagli) permuti fra loro
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ÿi e y2. Orbene il teorema di LUroth-Olebsch afferma che — 
qualunque sia la funzione algebrica y(x), e comunque si scelga 
il punto 0 in relazione ai suoi punti, di diramazione — si può 
sempre assegnare un ordine di questi punti per cui esista un 
sistema di tagli successivi

O A „  O A 2, ...., O A m,

al quale rispondano rispettivamente

2]) A~2 sostituzioni (12)
2 sostituzioni (23)
2 sostituzioni (34)

; 2 sostituzioni (n — 1, ’n).

Lo studioso che vuole rappresentarsi chiaramente alla 
vista questo tipo canonico della superficie di Riemann, non 
ha che.da riferirsi al caso particolare in cui i punti AiA2... Am 
si succedano sopra un cerchio di centro 0, per es. come i ver
tici di un poligono regolare, e i tagli siano dati dai raggi del 
cerchio che vanno a cotesti punti.

Diciamo di più: « la superficie di Riemann canonica si 
può sempre ridurre al tipo particolare qui indicato, per sem
plice accorciamento e successiva rettificazione dei tagli »; 
invero, si può sempre supporre che le linee 0 A t siano delle 
poligonali, ed allora basta far muovere i punti A t sulle dette 
linee fino a portarli sul cerchio di centro 0  che ha per raggio 
il più piccolo lato di queste poligonali, fra quelli uscenti da 0.

Ora questa riduzione permette appunto di stabilire la 
prop. 2), di cui appare così il significato più preciso. Infatti, 
date le due funzioni di genere p a n rami y(x) e s(x), è 
sempre possibile ordinare i loro punti di diramazione (che 
verranno quindi numerati designandoli con A lA 2 .... Am e 
JBjBg ... j?m) per modo che si abbiano due sistemi di tagli 
O A^ 0 A 2, .... 0 A mi e 0 B i7 0 B 2, .... 0Bm, rispetto a cui si 
hanno sopra i rami di y e di 0 le medesime sostituzioni

(12)(12).... (12), i23)(23), (34)(34)...., (n -  ], n)(n -  1, m).

Ma allora la deformazione continua della prima rieman- 
niana che porta la linea 0 A t rispettivamente nella 0 B t , dà 
origine ad una funzione algebrica, riattaccantesi per conti-
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imita alla y(x), che coincide con la z(x), ovvero con una sua 
trasformata birazionale.

Per tal modo risulta dimostrato il
Teorema. Le classi di curve (birazionalmente identiche) 

ili genere p costituiscono un sistema continuo, cioè si possono 
riguardare come elementi di una varietà irreducibile (che 
per p 1 ha 3jp — 3 dimensioni). Ciò significa che le curve 
canoniche di genere p (;>!) formano un sistema continuo, 
a 3p — 3 -h (p +  l)(p — 1) =  (p — l)(p 4) dimensioni. Ed 
anche — tenuto conto che per n ^ > p - \ - l  le g* appartenenti 
ad una curva di genere p formano una serie continua — che:

Tutte le curve inane irriducibili d’ ordine n con

(n — l)(n — 2)(i = ------- $------------ p

punti doppi, per p -h 1, formano un imi co sistema continuo.
Questo resultato è tanto più notevole, che la proprietà non 

sussiste più quando si lasci cadere la condizione di irriducibilità 
delle curve. Infatti già le curve piane del quart7 ordine con 
tre punti doppi si distribuiscono in due sistemi continui ocll? 
l’uno costituito di quarticbe irriducibili e l’altro formato dalle 
curve spezzate in retta e cubica. E per dare un esempio più 
complesso, le curve piane del sesto ordine con 9 punti doppi 
formano cinque sistemi continui coi8? uno di sestiche irridu
cibili, un secondo di curve spezzate in una retta e in una 
quintica (irriducibile) con 4 punti doppi, un terzo di curve 
spezzate in una quartica con un punto doppio e in una co
nica, un quarto le cui curve si compongono di una quartica 
senza punti doppi e di due rette, e un quinto formato dalle 
coppie di cubiche.

Le considerazioni di continuità svolte innanzi in ordine 
al tipo canonico della superficie di Biemann assegnato da 
Lükoth-Olebsoh, permettono auche di completare il nostro 
teorema di esistenza, affermando che :

Esiste una funzione algebrica irriducibile y(x), ad n rami, 
(determinata a meno di una trasformazione birazionale) che 
possiede dati punti di diramazione AiA2.... Am, e che — in 
relazione ad un certo sistema di tagli susseguentisi OA{ (se
gnati nel piano della variabile complessa x) — dà luogo a 
trasposizioni S lS2..,.Sm  ̂ date ad arbitrio con le condizioni :
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1) il prodotto delle trasposizioni successive sia l’ identità

—i r:=:  ̂?

2) le dette trasposizioni generino un gruppo transitivo 
di sostituzioni sopra gii n valori di y relativi al punto 0.

Questo teorema segue dall’ analizzare le condizioni in 
cui viene dimostrata la riduzione della riemanniana al tipo 
di Liiroth-Olebscli, ove si avverta che tale riduzione non 
suppone a priori 1’ esistenza della funzione algebrica (irridu
cibile) ma soltanto le condizioni che esprimono

1) che l’ ipotetica funzione non possiede altri punti di 
diramazione (cioè Sm .... S2S l =  1);

2) l’ irriducibilità di cotesta ipotetica funzione, cioè la 
transitività del gruppo generato dalle sostituzioni Su S2, ... Sm.

In base a questa osservazione, la riemanniana ad n fogli 
della costruenda y(x) si può derivare per variazione continua 
da quella di una qualsiasi funzione algebrica ad n rami -di 
genere p, che si conosca già esistente ed irriducibile; quindi 
anche l’esistenza della y(x) risulta dimostrata.

Dopo avere completato il teorema di esistenza delle rette 
n~ple di genere p con dati punti di diramazione, supponendo 
sempre n abbastanza alto rispetto a p, siamo ora in grado 
di liberarci da questa restrizione, estendendo il resultato ai 
valori più piccoli di a. Infatti la costruzione di una y(x) 
ad n rami con m =  2n 1-2p — 2 punti di diramazione e con 
relative assegnate trasposizioni, si riduce all’analoga costru
zione per una funzione dello stesso genere, Y, ad n -1- 1 rami, 
dove si aggiungano ad A .... Am, altri due punti successivi 
di diramazione Am_hl, ylm+2, rispetto a cui vengano assegnate 
le trasposizioni (a, n-f- l)(n, n -4-1): portando a coincidere i 
due punti Am+ÌJ j4m+2, ed i relativi tagli (ciò che, per la 
nostra ipotesi, è possibile senza attraversamento degli altri 
tagli) la funzione Y si spezza nella y richiesta e in una fun
zione razionale (costituita dal ramo Yw+1). Similmente si de-, 
duce l’esistenza di una y{x) ad n rami da quella di una Y(x) 
dello stesso genere con n -4- $ rami, per ,v >  1.

Giova anche osservare a che cosa conduca il passaggio 
al limite qui adoperato, quando si portino a coincidere due 
punti di diramazione successivi, cui rispondano trasformazioni
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qualunque. Se le trasposizioni sono uguali, ma le rimanenti 
danno ancora un gruppo transitivo, la curva y =  y(x) resta 
irriducibile, ma acquista un punto doppio: così accade, per es., 
riferendoci al tipo di Liiroth-Clebsch, quando si portino a coin
cidere i due punti A L e A2 (p >  0). E giova avvertire che 
sempre da questo modo di particolarizzazione hanno origine 
le curve dotate di un nuovo punto doppio, entro un sistema 
continuo di curve di genere p.

In secondo luogo se si portano a coincidere due punti 
successivi e A i_i_l , con scambi Si e Si+L diversi, non si 
abbassa il genere della curva, ma si produce un punto di 
diramazione doppio, cui risponde la sostituzione Se
ci riferiamo al tipo di Liiroth, prendendo per es. i =  2p -h 2, 
la coincidenza dei due punti cui rispondono le trasposizioni 
(12) e (23) darà luogo a un punto di diramazione con la 
sostituzione (23)(12) =  (132) : la curva corrispondente acquista 
una tangente di flesso parallela all’ asse y. Se invece ci rife
riamo ad una funzione algebrica tale che ai due punti di 
diramazione successivi A t A{+i corrispondano le sostituzioni 
(12) e (34), saremo condotti ad un punto di diramazione 
doppio con la sostituzione (34)(12), che nasce da una tan
gente doppia della curva parallela all’asse y. (Si osservi che 
per dar luogo a questo caso, partendo dal tipo di Liiroth, 
occorre far coincidere due punti di diramazione non conse
cutivi; ma per dare un significato preciso al passaggio al 
limite — in modo che al punto di diramazione doppio cor
risponda un unico taglio — conviene anzitutto rendere con
secutivi quei due punti, e così facendo si ottiene una rie- 
manniana che non risponde più alle condizioni di Liiroth).

Ora, riferendoci ad una riemanniana di tipo qualsiasi, 
potremo sempre farne muovere i punti di diramazione, in 
guisa che due o più punti successivi A LA2....Ar vengano a 
coincidere; così nasce in generale un punto di diramazione 
cui corrisponde la sostituzione S =  SrSr- L.... , prodotto
delle sostituzioni relative ad A LA2 .... Ar. E se — come è le
cito supporre — le Sn S2, .... Sr sono semplici trasposizioni, 
nascerà un punto di diminuzione r-plo senza abbassamento 
di genere, qualora la sostituzione S sia composta di cicli di 
ordine r L, r2,.... con r — (r{ — 1) (r2 — J) +  ...., equiva
lendo quindi al prodotto di r, e non meno, trasposizioni di
verse (cfr. L. 2°, § 36 e L. 4°, § 19).
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Da ciò segue nella sua forma più generale il
TiflOJŒMA D* e s i s t e n z a .  Ad una qualsiasi superficie di 

Riemann ad n fogli, corrisponde sempre una classe di fu n 
zioni o di curve algebriche, defluite a meno di una trasfor
mazione birazionale.

Cioè: siano dati nel piano della variabile complessa, di 
cui si vuol costruire una funzione algebrica ad n rami y(x), 
i punti di diramazione, semplici o multipli, AiA2.... Aiy e per 
un sistema di tagli congiuugenti ordinatamente codesti punti 
ad un punto 0, si fissino le sostituzioni Si , S2J... $,• (St ... S2Sl =  1) 
formanti un gruppo transitivo: a questi dati risponde sempre. 
una funzione y(x) effettivamente esistente ed irriducibile, de
finita a meno di una trasformazione birazionale.

Ricordiamo die la condizione St ... S2Sl =  1 esprime che 
la y(x) non ha altri punti di diramazione fuori di AiA2...A i; 
inoltre il genere della curva y =  y(x) si valuta-per mezzo 
delle molteplicità r tr2... r t dei punti di diramazione (rh è la 
somma degli ordini dei cicli di Sh diminuita del loro numero) 
giacché si ha

2n +  2p — 2 — r y d -  r 2 . ..  H- .

Come si vede, il problema algebrico di costruire una retta 
n-pla con dati punti di diramazione, riesce determinato in 
rapporto ad alcuni dati topologici, che implicano una scelta, 
corrispondendo quindi ad una irrazionalità atta a staccare 
l’ima dall’altra le diverse classi di curve rappresentate sulla 
medesima retta n-pla, con gli stessi punti di diramazione. 
Difatti due funzioni y(x) e 3T(æ) che — dando luogo a sosti
tuzioni essenzialmente diverse — non si possono esprimere 
razionalmente l’ ima per l’altra, corrisponderanno in generale 
a curve birazionalmente distinte; perché un conto di costanti 
— che sembra attendibile per p >  2 — indica che sopra una 
data curva non esistono in generale due g\ conducenti a rette 
n-ple con gruppi di diramazione proiettivi.

Per costruire le classi di curve birazionalmente distinte 
che rispondano ad una retta n-pla con dati punti di dirama
zione, dovremo dunque assegnare — per un certo sistema di 
tagli — le varie sostituzioni possibili che definiscono una y(x), 
distinguendo quelle che non sono essenzialmente diverse: ed è 
chiaro che debbono ritenersi uguali due sistemi di sostituzioni

Sl9S2J...Sn e S f  S2' ... S/,
K. ENRIQUES -  III. 21
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„ quando queste vengano trasformate ordinatamente nelle altre 
per un semplice cambiamento dei nomi dei rami della y(x), 
cioè per una sostituzione sopra yn y2, .... yn.

Con tale avvertenza diventa possibile calcolare il numero 
delle superficie di Riemann ad n fogli, essenzialmente distinte, 
che si possono costruire a partire da dati punti di dirama
zione, per es. da m =  2n-\-2p— 2 punti di diramazione sem
plici, e in relazione ad un sistema di tagli che può assumersi 
ad arbitrio: il numero anzidetto risulterà una funzione cp(u, wi), 
topologicamente definita, dei numeri n e m; la sua legge di 
formazione è piuttosto complessa, ed ha formato oggetto di 
studio per parte di H u r w it z . Rimandando per ciò il Let tore 
alla memoria originale di cotesto geometra (*), ci limiteremo 
qui ad enunciare che:

Esistono in generale cp(n, m) curve algebriche irreducibili 
birazionalmente distinte, rappresentabili sopra 'una stessa retta 
n-pla con

m — 2 n -h 2 p — 2 

punti di diramazione semplici.

Per
n =  2 si ha

per
^ n =  3, »

per
n =  4, »

E via dicendo.

Notizia storica.
Il teorema di esistenza, per cui ad ogni superfìcie con

nessa ad n fogli (riemanniana) R  corrisponde una classe di 
funzioni algebriche, viene posto — in una forma alquanto 
diversa — come fondamento della teoria edificata da Rirc- 
m a n n  (1851-1857); la quale offre una trattazione qualitativa 
delle funzioni trascendenti che si ottengono per integrazione 
delle funzioni algebriche (integrali abeliani).

Riemann le definisce mediante il loro comportamento

y ( » ,  m )  — 1 ;

)») =  (2M,-S — 4)(3,n_1 — 3).

(*) Malli. Annalen, Bd. 39 (1891).
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sulla superitele lì, sopra cui sono policrome, aumentando 
di una costante per ogni ciclo non nullo, e — del resto — 
finite e continue, salvo tutt’al più un numero finito di poli 
e di singolarità logaritmiche. Ora, per costruire effettivamente 
tali funzioni sopra una data l i , di genere p, (e più precisa
mente quelle di seconda specie dotate soltanto di singolarità 
polari) si è condotti anzitutto a trasformare R in una super
ficie semplicemente connessa, iì', mediante uu sistema di 2p 
retrosezioni (cfr. 37); dopo ciò occorre costruire la parte 
reale yL, della funzione richiesta

y(x) =  +  i y ( x =  ixï)>

che è una funzione armonica delle due variabili xL e x.v Sulla 
base del così detto principio di DiruMet (postulando 1’ esi
stenza di massimi e minimi, suggerita da considerazioni 
fìsiche), Riemann ammette che esista una funzione armonica 
la quale possegga in R! dati poli, ed assuma sul contorno 
valori arbitrariamente assegnati, soddisfacenti a condizioni 
di continuità e tali che in due punti associati del contorno 
{cioè provenienti dagli orli opposti di un medesimo taglio 
di R) differiscano per una certa costante (o modulo di pe
riodicità) pure assegnato ad arbitrio. In tal guisa Riemann 
dimostra l’ esistenza di un sistema di funzioni di seconda 
specie annesse ad una superficie li, le quali — per combi
nazione lineare — conducono pure a funzioni monodrome 
dotate soltanto di poli, e riescono quindi razionali sopra li, 
cioè algebriche (ad n rami) rispetto ad x.

A questa dimostrazione di Riemann si è fatta un’obbie
zione critica concernente il principio di Diricklet, ma i metodi 
di N ewmann e di Schwarz permettono di sostituire il postu
lato del massimo o del minimo con considerazioni che offrono 
infine una giustificazione rigorosa del resultato.

Dal teorema di esistenza (trascendentemente stabilito 
come si è detto) Riemann deduce la soluzione del problema 
algebrico di contare i moduli indipendenti per le classi di 
funzioni (o curve) di genere p: il suo procedimento (1) è sostan
zialmente riprodotto nella seconda dimostrazione che noi (*)

(*) « TI teorie (1er Abel’schen Functionen », $12. Cfr. Oeuvres muti), di 
•Riemann, traci. Langel. Parigi, Gauthier-Villars, 1898, pag. 131.
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abbiamo offerto di questo computo, dove invero si adopra la 
conoscenza del numero delle funzioni algebriche di un corpo 
con dati poli (dimensione di una grn completa); questo numero 
veniva calcolato da Riemann nella forma r =  n —p, senza discus
sione approfondita del caso delle serie speciali (Rocs, 1864). 
Infine si noti che Riemann confermò anche il numero dei 
moduli 3p — 3 ( p > l )  mediante la considerazione delle curvo 
normali, che egli assegna in corrispondenza alle gln (speciali) 
d’ordine minimo.

Il computo dei moduli per le curve di genere p, può essere 
tentato con procedimento algebrico-geometrico (cioè senza 
ricorrere a funzioni trascendenti) riferendosi a curve-modello 
della classe, proiettivamente determinate, p. es. a curve piane 
d’ordine basso (cioè ad equazioni f ( x y )  =  0 di cui si riduca 
il grado complessivo anziché il grado separato come accade 
in Riemann). Un tentativo di tale natura ha condotto O a y le y  
nel 1865 (*) ad opinare che il numero dei moduli, p e rp >  1, valga 
sempre 4p —6: ma il numero di Riemann, 3p — 3, è stato con
fermato con l’analisi speciale del casop =  4 da B iu ll (1869) (2). 
Poco dopo il C a s o r a t i  (3) comunicava intorno al problema una 
semplice osservazione, cioè che una curva di genere jp si può
sempre ridurre ad una curva piana d’ordine p +  1 con
punti doppi, la quale possiede 4p — 6 invarianti assoluti, ma che 
la trasformazione di una curva d’ordine n e genere p in cotesto 
modello dipende dalla scelta di p — 3 punti presi come base di 
una rete di curve aggiunte d’ordine n — 3; Casorati ne deduce 
che il numero dei moduli non potrà superare 3p — 3 salvo il 
caso che una speciale nasca sempre come residua di infiniti 
gruppi diversi di p — 3 punti. Abbiamo tradotto così le parole 
di Casorati, per mettere in luce che il dubbio da lui incontrato 
era già implicitamente risolto dal teorema di R ie m a n n -R o c h ; 
ed è singolare che non se ne sia accorto nè lo stesso Casorati, nè 
il C rem o n a , che alle osservazioni del collega ne aggiunse altre, 
per provare in modo geometrico diretto che le curve di ge
nere p =  4,5, 6 dipendono da 3p — 3 =  9, 12, 15 moduli.

3 72

(9 Proceedings of thè London Matli. Society, III (16 ott. 1865).
(2) Matli. Annalen, Bd. L
(3) Cfr. Casorati e Cremona : Rend. Istituto Lombardo, serie II 

voi. 2 (1869).
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Sul teorema di lliem am i-Rocli si fondano invece B i ì i l l  o 
N o th eh  nella loi'o fondamentale memoria del 1873 ('), dove si 
considerano le curve piane d’ordine minimo cui può ridursi in 
generale una curva di genere p (cfr. § 14), e così, dal computo di 
queste curve proiettivam ente d istin teci deduce il numero 3p — 3 
dei moduli (p >  1).

Questa dimostrazione può riguardarsi veramente come una 
dimostrazione geometrica di esistenza, capace di sostituire — 
in tale ordine di questioni — il teorema di Riemann? Il S eghe 
stima di no, e nel n. 89 della sua « Introduzione.... » (2), esprime 
l’avviso elle i computi di costanti istituiti in vari modi da Brill 
e Nother, non possano tenersi come completamente soddisfa
centi se non presupponendo il teorema di Riemann o qualcosa 
di equivalente. Cerchiamo di approfondire la critica.

Quando si ammette che le curve piane d’ordine n con
/' (n — l)(n ~ 2)\ , ! «OH- 3)il --------——— I punti doppi dipendano da ----  a

parametri, si fanno implicitamente due supposizioni:
1) che le condizioni algebriche imposte dai punti doppi 

siano, compatibili, potendo venire soddisfatte da curve che 
non posseggano parti multiple, ed anzi addirittura da curve 
irriducibili;

2) che le condizioni anzidetto siano indipendenti.
Ora, quanto alla prima supposizione (che è anche la suppo

sizione essenziale affinchè il numero dei moduli risulti > 3 p — 3), 
essa viene giustificata da semplici esempi di curve irreducibili 
d’ordine n con d punti doppi. Tuttavia l’esempio più facile 
che si penserebbe di ricavare dalle curve iperel 1 ittiche, conduce 
a curve d’ordine minimo doppie. Per tale motivo conviene 
modificare la via seguita da Brill e Nother, prendendo come 
curve normali, non più curve (piane) d’ordine minimo, bensì 
curve non speciali, il cui ordine sia abbastanza alto rispetto 
al genere: ciò appunto ha fatto E n r iq u e s  nella sua Nota 
dell’Accademia di Torino del 14 gennaio 1912.

In questa stessa Nota Enriques ha accennato pure come si 
superi la seconda difficoltà qui sopra indicata, mercè la conside
razione della serie segata sopra una curva d’ordine n con d punti 
doppi, dalle curve, con gli stessi carat tori,'infinitamente vicine.

(') Mat.li. Annalen, Bd 7.
(2) Annali di Matematica, 1894.
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E quindi, invertendo hi posizione clnssieii della teoria, lia 
messo in rilievo come il calcolo dei moduli contenga il teo
rema d’esistenza di lliemann, almeno nella, sua forma più 
semplice. Il complemento ch’egli si proponeva di darne, sta
bilendo che si passa con continuila da un sistema, di sostitu
zioni relative ai punti di diramazione ad un altro qualsiasi,, 
non fu pubblicato che nella Nota dell’Accademia di Bologna del 
17 aprile 1921, scritta per render conto e prender data della 
redazione di questo Capitolo, e dove si avverte che il detto pas
saggio è contenuto nel teorema di lairoth-Clebsch ; ma all’autore 
era sfuggita la circostanza che, precisamente ricorrendo a 
questo teorema, la cosa era stata indicata dal S e v e r i  in una 
Nota dell’ Accademia dei Lincei del 1915 (pag. 877 e 101.1).

D’altra parte, poco dopo la pubblicazione della Nota 
anzidetto, comparivano al pubblico le « Yorlesungen iiber 
algebraisclie Geometrie » dove lo stesso Severi tratta, in 
diverse aggiunte, le questioni che formano oggetto della 
nostra, esposizione (*), alla quale tuttavia non ci è parso di 
dover recare mutamento.

Fra i teoremi che qui s’ incontrano, merita particolare 
rilievo quello che « tutte le curve irreducibili di dato ordine 
e di genere p, formano un unico sistema continuo », che vale 
a giustificare la supposizione (accolta in generale senza chia
rimento) che la classificazione delle curve algebriche dal 
punto di vista delle trasformazioni frazionali dipenda da

(’) In particolare n< 1 n. 8 dell’ « Anhang G. », l’A. ne deduce il com
puto rigoroso delle </n speciali appartenenti alle curve di genere _/>. In 
una Nota del Circolo Matematico di Palermo (4 nov. 1921), l’A. è ritor
nato sul teorema d’ esistenza, dimostrandolo con la stessa costruzione 
delle curve d’ ordine con un punto li-pio, che è qui sopra spiegata
a pag. 362 e che già era accennata nella Nota riassuntiva di Enriques del 
17 aprile 1921. Ma ad (diminare il dubbio critico della riducibilità pro
iettiva delle curvo così costruite (che da parte nostra avevamo già esa
minato nella redazione di queste Lezioni) egli è ricorso ad un altro con
cetto, deducendo l’ arbitrarietà delle m tangenti dalla considerazione della 
serie segata sulla G\ dalle C infinitamente vicine.

Ora l’ aver nella nostra dimostrazione fatto a meno di ogni concetto 
di Geometria sopra la curva, acquista una particolare importanza in ordine 
alla Nota che costituisce il § 34 bis, che viene qui aggiunto all’antica reda
zione. Tuttavia convien dire che nel lavoro del Severi t,rovinisi altre nuove 
deduzioni interessanti, per es. intorno alle curve che contengono date serie 
di ordine minimo.
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un solo carattere numerico « il genere » e da parametri va
riabili in modo continuo « i moduli ». Anche questo teorema 
è dato nella citata Nota d’ Enriques; e nel seguente paragrafo 
ne riproduciamo la dimostrazione, secondo il concetto originale, 
nella forma più precisa: ricavandone poi nuove deduzioni.

Ili torniamo ai moduli, per porre un7 importante questione, 
che vi si riferisce.

Dopo avere valutato il numero dei parametri indipendenti 
(o moduli) da cui dipendono le curve birazionalmente distinte 
di un dato genere j>, in qual modo definiremo i moduli atti 
a caratterizzare una di queste classi?

E chiaro che si possono riguardare come moduli tutti 
i parametri dipendenti soltanto dai coefficienti dell’equa
zione f{xy) =  0 che, essendo formati mediante un procedi
mento algebrico rigorosamente definito, non cambiano di valore 
quando si deducono, col medesimo procedimento, dai coeffi
cienti di una trasformatalo che, nel caso in cui fossero funzioni 
irrazionali dei coefficienti, non possono trasformarsi che in un 
numero finito di valori differenti dai primi (cioè in qualcuno 
dei valori ad essi associati).

Così, per es., per j ) ~ 2  si possono assumere come moduli 
di una curva i birapporti a cui danno luogo i sei punti della 
canonica o i punti di diramazione della retta doppia corrispon
dente. Se si fissano tre di questi punti, gli altri tre formano 
tre birapporti indipendenti capaci di definire razionalmente 
la curva f: per contro i nostri moduli dipendono irrazional
mente dai coefficienti di / .  Il problema di introdurre moduli 
razionali, si riconduce qui alla ricerca di tre invarianti assoluti 
razionali di una sestina di punti sopra la retta, che riprendano 
gli stessi valori in corrispondenza ai diversi birapporti nascenti 
dai diversi ordini della sestina.

Per p =  3 si possono dare come moduli (o invarianti 
assoluti) della quartica piana canonica, i birapporti delle 
nove tangenti della curva condotte dal tangenziale di un flesso. 
Fra questi birapporti si trovano fi moduli indipendenti (fun
zioni irrazionali dei coefficienti della curva), i quali però non 
determinano razionalmente la curva stessa, corrispondendo a 
un numero finito di quartiche diverse, che vengono rappresen
tate sopra una retta tripla coi medesimi punti di diramazione.

Ma, procedendo in altra, guisa, si riesce pure a introdurre
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6 moduli della qnartica (funzioni irrazionali dei suoi coeffi
cienti) capaci di definire razionalmente una quartica. A tale 
scopo si consideri lo spazio Su die lia per elementi le quartiche 
piane, e dentro di questo la serie oc6 delle varietà P8 rappre
sentanti quartiche proiettive: segando questa serie con un S6 
si ottiene in questo una involuzione di gruppi di punti, ogni 
punlo della quale porge — con le sue coordinate nello SQ — 
una sestina di moduli capaci di definire proiettivamente una 
quartica.

Ora, passando alle curve di genere p =  4, 5, .... si può 
cercare di estendere l’uno e l’altro modo di definizione dei 
moduli usato innanzi. Anzitutto, riferendosi ad una curva di 
genere p comunque grande, si ha che un punto p-plo della 
serie canonica (uno dei cosidetti punti di Weierstrass) definisce 
una g\ che conduce ad una retta p-pla con 3p punti di dira
mazione (uno di questi, multiplo d’ordine p — J, corrispondente 
al punto p-plo): i detti 3p punti porgono 3p — 3 birapporti 
indipendenti, che sono funzioni irrazionali della curva e che 
a loro volta definiscono (irrazionalmente) un numero finito di 
curve birazionalmente distinte. Sono questi i moduli introdotti 
da B r i l l  e N o t h e r  (e anche da W e ie r s t r a s s ) .

Invece la definizione di un sistema di moduli, sian pure 
irrazionali, ma capaci di determinare razionalmente una curva, 
si riesce a dare estendendo il metodo spiegato per p =  3, solo 
nei primi casi, p. es. per p =  4, 5, dove è facile stabilire che 
le corrispondenti curve canoniche possono rappresentarsi 
biunivocamente coi punti di uno spazio lineare. Per p qualunque 
resta dubbio se ciò sia possibile, e pertanto: nello stato attuale 
delle nostre conoscenze, la definizione di una classe di curve 
algebriche di genere p può essere data soltanto assegnando un 
sistema di 3p — 2 moduli legati fra  loro da una relazione alge
brica. Qui si mostrerebbe facilmente che moduli di tale natura 
possono sempre essere presi sotto forma di funzioni razionali 
dei coefficienti, diguisachè l’identità birazumale di due curve 
venga espressa semplicemente con l’ uguagliare i rispettivi 
3p — 2 moduli (legati dall’accennata equazione).

34. Nota su lla  ir r id u c ib i l i tà  della  fa m ig l ia  delle  curve di 
genere ;> e sul teorem a di Li'irotli-Clebsch. — Sulla base della, 
riduzione delle riemanniane a fogli al tipo di Liirolh-Olebsch, 
abbiamo dimostrato il teorema che « tutte le curve piane irri-
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(n — I )(n — l)dncibili di ordine n con d = ------ —------------p punti doppi,
per a >  p-\-l formano un unico sistema continuo », potendosi 
sempre passare da una curva di genere p ad un’altra con 
variazione continua dei moduli. Ora di questo teorema si 
può fornire una dimostrazione algebrico-geometrica diretta, 
che trovasi accennata nella Nota di Enriques (1912) sopra 
citata, e che qui vogliamo sviluppare; mostreremo poi come, 
dalla irriducibilità della famiglia delle curve di genere p, si 
tragga a sua volta una nuova dimostrazione del teorema di 
Lttrotk-Olebsch che riescirà così illuminato da un nuovo punto 
di vista e liberato dalle minuzie del ragionamento topologico, 
occorrenti nel § 3.

Anzitutto l’irriducibilità del sistema continuo delle curve 
piane di ordine n e di genere p appare manifesta per i primi 
valori del genere: p =  0, 1, 2, 3,....; per es. per p — \̂  basta 
osservare che: l ü le cubiche piane, sulle quali possono rappre
sentarsi tutte le curve ellittiche, formano un sistema continuo; 
2° le g'I sopra una cubica formano un sistema continuo.

Ora la dimostrazione del nostro teorema procederà per 
induzione completa da p a /h - 1.

Si considerino le curve, piane irreducibili (non speciali)
i ,  • .  ( n  —  1 ) ( n  —  2 )d’ordine n e genere p (n >  p +  1) con d = -------   pJu
punti doppi, e pongasi che, per un certo valore di p, queste 
curve formino un unico sistema continuo (irreducibile) 2^; par
tendo da questa ipotesi dimostreremo che anche il sistema 2ci_ l 
di tutte le curve irreducibili d’ordine n e di genere p -h i ,  
con d — 1 punti doppi, è irreducibile.

La dimostrazione si basa sulle quattro osservazioni seguenti, 
che giustifichiamo rigorosamente in appresso.

1) Il sistema 2ci_ 1 costituisce una varietà (che vogliamo 
dimostrare irriducibile) a N —d-\- 1 dimensioni, nello spazio Sx 
rappresentativo del sistema di tutte le curve piane d’ordine n.

2) La varietà rappresentativa del sistema 2d, che per 
ipotesi è irriducibile, a N — d dimensioni, è contenuta in
ed eventualmente in ciascuna delle sue parti.

3) La è una varietà multipla secondo d per la 2d_ 1? 
ed in ogni punto generico di 2cl (immagine di una curva piana C 
con d punti doppi distinti), vi sono d falde lineari di 2d .

Precisamente due falde oc e [5 di 2d—1, relative a un punto
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gem rico di corrispondono a due gruppi di d — 1 punti 
doppi della curva immagine C, ottenuti scartando due punti 
doppi di questa: A e B.

4) Le due falde aep  appartengono a una medesima varietà 
irriducibile, potendosi scambiare l’ima con l’altra per una 
variazione continua di (7, entro 2^, che permuti A con B.

In virtù dell’osservazione 2), due punti qualunque C{ e C., 
di %d—L possono portarsi, con variazione continua, nell’intorno 
di uno stesso punto C di e quindi — in forza della 4) — 
si può passare con continuità da C{ a <72. Ciò significa l’irri
ducibilità di che dovevasi dimostrare.

1) Poiché l’osservazione 1) esprime soltanto un fatto già 
stabilito nel paragrafo precedente (pag. 358) restano da dimo
strare le proposizioni 2), 3) e 4).

2) Se alle curve C di 2d_ l s’impone la condizione di 
contenere un ulteriore punto doppio, si otterranno entro
uno o più sistemi coA~d di curve con rf punti doppi, riducibili 
o irriducibili; fra questi sistemi, per ipotesi, ve ne è uno 
solo, costituito di curve irriducibili. Nell’ipotesi che 
si spezzi; Sd__A == -f- ...., proveremo che ciascuno
dei sistemi componenti, per es. contiene ScZ, facendo
vedere che si può trovare entro una curva G irridu
cibile con d punti doppi ; infatti è chiaro che il sistema ^ N~d 
delle curve con d punti doppi cui appartiene C non potrà 
esser costituito da curve spezzale.

Ora per provare l’esistenza della detta C entro d—i si 
potrà costruirla, per es., nel seguente modo:

oc) S’imponga anzitutto ad una C di avere un contatto
n-punto, J , con una retta a: è certo che esistono in
curve C soddisfacenti a questa condizione, (piali si ottengono 
(in una serie di curve oirazionalmente identiche) a partire da 
una g-n con un punto n-plo. Le curve C anzidette si manter
ranno sempre irriducibili, fino a che non accada che venga 

• a coincidere con a qualcuna delle tangenti semplici condotte 
da un punto generico, 0, di a ; ciò risulta evidente dalla rap
presentazione di codeste curve sopra una retta n-pla per 
proiezione da 0, imperocché alla a risponde un punto in cui 
vengono connessi gli n fogli delle riemanniane (permutati 
circolarmente per un giro intorno ad esso).

[j) In secondo luogo si imponga alla nostra C di pos
sedere un nuovo punto doppio fuori di a: ciò importa di far
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coincidere, in una retta per 0 diversa da a, due tangenti 
.semplici condotte a G da 0 (due punti doppi della gfy ed è 
sempre possibile poiché le nostre costanti permettono di 
disporre liberamente dei birapporti formati dalle tangenti 
per 0 (primo teorema di esistenza dedotto dal computo dei 
moduli per via algebrica). Per precisare la (‘ostruzione oc
corre che non solo si avvicinino fra loro le due tangenti anzi
detto, ma che anche i loro punti di contatto si avvicinino mo
vendosi sopra una linea che non tocchi la tangente limite; 
altrimenti la C acquisterebbe una tangente doppia o un 
ffesso, in luogo di un punto doppio. Ora l’ analisi del modo 
di soddisfare alla nominata condizione offre qualche difficoltà; 
si può evitarla imponendo alla C condizioni ulteriori che im
portano l’avvicinamento di 3, o di 4... o al massimo di n tan
genti semplici per 0, dove si osservi che il numero delle tan
genti (diverse da a) di cui si dispone ò certamente superiore 
ad n, essendo il genere p > 0 . A chiarimento di ciò basti rile
vare che (piando una tangente semplice si avvicina a una tan
gente di desso nasce un punto doppio, o un contatto quadri- 
punto, ovvero una bitangente di cui uno dei contatti è tripunto* 

In conclusione abbiamo imparato a costruire entro 
una curva irriducibile (*) G con un punto doppio di più; dal

P) L’ irriducibilità della C  è stata da noi dedotta mercè la conside
razione della riemanniana ad n  fogli relativa alla funzione algebrica y(x)  
<;he corrisponde alla curva: trattandosi di una curva d ’ o r d i n e  a, l ’ irridu
cibilità della funzione porta anche quella del modello proiettivo costruito  
a partire da una yfx contenente la data <7*, purché nella serie delle curve  
proiettivamente identiche che porgono le im magini della y* si evit i il  caso 
delle rette n -p l e  per cui il riferimento proiettivo della yfx al piano rigato 
riesce degenere: il  valore di questa osservazione sta in ciò che, se l’ordine 
della nostra curva anziché n  fosse n - f  // >  a, si potrebbero staccare fino 
ad h rette per 0 . Tuttavia l’ irriducibilità della (J dedotta dal contatto 
n - p u n t o  che essa ha in A  con a  — diciamo l ’ i r r i d u c i b i l i t à  i n  ( / rande  de
dotta dalla irriducibilità in p i cc o l o  che la curva presenta nell’ intorno 
di A  — può dare origine a qualche dubbio per'parte di chi consideri le 
singolarità che possono nascere in A  come caso particolare di quel con
tatto: per es. un nodo con un ramo tangente ad a ,  appare come caso  
particolare di un contatto tri punto etc. Ma qui bisogna considerare* sol
tanto quei casi particolari che possono nascere per l ’ avvicinamento ad A  
di qualcuno dei punti doppi della C\ senza che nessuna delle tangenti 
semplici condotte per 0  si accosti ad a.  Allora si riconosce che in A  può  
nascere in tal guisa soltanto una cuspide con tangente a  : cioè per n =  3 
una cuspide ordinaria: per n = 4  una cuspide di seconda specie ovvero
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<die. emerge, come abbiam detto, clie S'd_1 contiene tutto 
il sistema 23̂ .

3) Consideriamo nello S# la varietà 23 A che rappresenta 
il sistema di tutte le curve piane, C, d’ordine n ,  dotate di 
un punto doppio. Ricordando che il fascio determinato da 
una C con un’altra curva del sistema ad essa infinitamente 
vicina possiede come punto base il punto doppio di C (cfr. 
L. 2°, § 5, vol. I, pag. 182) si vede che l’ iperpiano tangente 
a 23 4 in un suo punto (immagine di) (7, rappresenta il sistema 
lineare delle curve piane d’ ordine n  che passano per il 
punto doppio della curva C. Ciò posto si noti che la va
rietà 23̂ , considerata nell’ intorno di un punto generico C 
(immagine di una curva C con d punti doppi distinti), si può 
ritenere come intersezione di d falde lineari di 234 : i d iper- 
piani n LJ i z2 . . . n d , tangenti a queste falde, rappresentano i d 
sistemi lineari di curve piane che hanno come punti base 
i punti doppi della (7, e però sono indipendenti, intersecan
dosi secondo un Sx—d tangente alla 23rf.

Ora appare che la (7, e con essa il suo intorno sulla 23̂ , 
appartiene a d falde lineari della varietà 23d__4 (che — nel- 
V intorno di C — è così riducibile), le quali hanno come 
Sx-d-hi tangenti gli spazi che si ottengono intersecando i 
nominati iperpiani 7r4, -tt, , ... 7i ,̂ presi a fi'—1, d — 1: la 
circostanza che questi iperpiani siano fra loro indipendenti, 
porta che i detti Siv-a+i siano determinali e distinti fra loro, 
ciò che significa che la ^ d—n nell’ intorno di (7, consta effet
tivamente di d falde lineari non toccautisi fra loro. Di qui 
risulta che la 23̂  è effettivamente multipla secondo d per 
la 23d_4, e che due falde (lineari) a e (3 di 23d_ 4 per un 
punto 0 di Iid si distinguono in rapporto a due punti doppi 
A e B  della curva (7.

4) Ora è facile vedere che — per una variazione con
tinua della curva piana C entro il sistema 23cl — si può ri
tornare alla C stessa scambiando fra loro i due punti doppi

un ramo cuspidale del terz’ ordine, etc. Quest’ affermazione, che si può 
giustificare con lo studio del comportamento delle polari, risulterà chia
rita a chi consideri l ’ eventualità a cui può dar luogo la costruzione di 
una g^ che debba contenere ima g^ assegnata, con punto n - p l o  A ,  sopra 
una curva definita a meno di trasformazioni f r a z io n a l i :  se A deve ap
partenere, -ad una coppia o a un gruppo neutro per la <rn , questo gruppo 
non può essere costituito che da punti infinitamente vicini ad A .
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A e B. A tal uopo basta far variare C entro il sistema delle 
curve elle si ottengono per proiezione di una medesima curva 
normale K  dello spazio (supposto n abbastanza alto).
Ora basta osservare che le corde di K formano una varietà 
irriducibile, diguisacliè due corde a e b possono sempre essere 
scambiate l’ima con Paîtra mediante un certo movimento di 
esse: pertanto sarà lecito considerare uno spazio Sn_p_ z inci
dente ad a e b, che ritorni in se stesso quando le a e 6 ven
gono scambiate; allora la proiezione piana di K fatta dal 
detto spazio, darà luogo precisamente ad una variazione con
tinua della <7, che vale a scambiare i due punti doppi A e B  
corrispondenti alle corde a e b.

Il nostro teorema è così pienamente dimostrato. Il ragio
namento svolto ci dà però qualche cosa di più, permettendoci 
di enunciare che: tutte le curve piane di un dato genere y e 
di un dato ordine m =  n-hh,  con un punto fisso 0 multiplo 
secondo à, formano sempre un sistema continuo irriducibile.

Anche qui la dimostrazione procede induttivamente da p 
a jH -1, essendo evidente la verità del teorema per p <  n, 
poiché allora le g\ appartenenti ad ogni curva di genere p  
formano una serie continua; infatti dalla scelta di una g\ di
pende la trasformazione della curva, che conduce a una imma
gine proiettiva d’ordine n-\-h  con 0 h-plo.

Supposto dunque che le Cn+h irriducibili, d’ordine n +  h 
con 0 h-plo e d punti doppi variabili, formino un unico sistema 
continuo 2rf, costituente una varietà a fc — d dimensioni entro 
lo spazio rappresentativo del sistema lineare di tutte le 
curve d’ordine n -t- h con 0 li-pio, si dimostrerà che il si
stema 2^—,, costituito dalle Gn+h con 0 h-plo e  ̂— 1 punti 
doppi variabili, contiene 2rt, ed anzi cheS^ si trova in ciascuna 
delle parti che eventualmente costituiscono 2d_r  Dopociò si 
riconosce come innanzi che la varietà 2 rt è d-pla per la 2d_ iT 
e che nell’ intorno di ogni punto (immagine di una) Cn+h si 
distinguono d falde lineari di 2(ì_ 1 non tangenti fra loro, due 
delle quali, a e [3, rispondono alla scelta di due punti doppi 
A e B  di Gn+h. Kesta a far vedere che, con variazione con
tinua della Cn+Ìl entro 2d, si possono scambiare i due punti 
doppi A e B: è questo soltanto il punto che richiede una 
considerazione nuova in confronto al discorso precedente.

ha Cn+h si potrà ritenere come proiezione di una curva K  
dello spazio Sr con ' r == n -f- h —p dimensioni (r alto quanto
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si vuole), proiezione fatta da uno spazio Sr^ z giacente in 
un *$V_2 che si appoggia in li punti a K. Allora si tratta di 
vedere che due corde a e b dì K  incidenti al detto Sr .̂r, si 
possono scambiare con movimento continuo durante il quale 
si mantengano sempre incidenti al detto spazio. A questa 
richiesta si può certo soddisfare se è irriducibile la varietà 
delle coppie di punti appartenenti ai gruppi Gn della g)x, che 
gl’ iperpiani per il nostro Sr_2 segano sempre sopra- IL Ora 
questa irriducibilità si può ammettere, ogni qual volta si tratti 
di una curva Cn+h generica del sistema per modo che il 
gruppo di monodromia relativo alla g\ segata dal fascio 0 
sia il gruppo toltale; ciò che sicuramente si verifica ove le 
tangenti altrove condotte da 0 alla Gn+n siano distinte, 
l’anzidetto gruppo di monodromia venendo allora generato 
da semplici trasposizioni (1).

Il resultato ottenuto importa che « una curva di genere p 
contenente una gji7 comunque speciale, si può ridurre per va
riazione continua — della curva con la relativa g* — ad 
un’altra curva particolare della stessa famiglia, sulla quale 
la g* può avere acquistato dei punti fissi »; in tal caso il 
modello proiettivo, cioè la Cn+h con 0 li-pio, si riduce — con 
l’assorbimento in 0 di alcuni dei punti doppi variabili — ad 
una curva passante per 0 con molteplicità superiore ad 7i. 
In particolare se li è abbastanza alto in confronto al genere^, 
esiste una curva C71.hh di questo genere che ha in 0 la mol
teplicità n ~ h li— 2, e quindi «ogni curva Cn+h con 0 li-plo, 
si può ridurre per variazione continua ad una curva iperel- 
littica, dello stesso genere, con 0 (n -\- li — 2)-pio ». Questa 
possibilità implica la riduzione di una qualsiasi riemanniana 
ad n fogli al tipo di Liiroth-Clebsch, della quale riduzione si 
ottiene da questo punto di vista una nuova dimostrazione.

Per chiarezza riferiamoci dapprima al caso di una rie- 
manniana a tre fogli, e  — per fissare le idee — sia quella 
rappresentativa di una quintica Cr. con tre punti doppi 0 ,

fi) Cfr. B i a n c h i  « Lezioni sulla Teoria dei gruppi di sostituzioni... »,. 
cap. I, § 13. Qui tuttavia si dimostra che « se un gruppo transitivo con
tiene una trasposizione, esso è imprimitivo, ovvero coincide col gruppo 
totale »; e poiché un gruppo imprimitivo non può, chiaramente, essere 
generato da trasposizioni, segue il fatto che sopra utilizziamo.
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0\' 0": facciamo avvicinare 0' e 0'’ ad 0 lungo i due rami 
distinti uscenti da 0, per modo che il ramo O'O" venga a 
passare per 0 , così come viene suggerito dall’annessa figura. 
Nel passaggio al limite due fra i.10 puuti di diramazione del 
piano triplo, cioè i punti A0Ai0 che rispondono alle tangenti 

e ai0 della nostra figura, si confondono in un solo punto, 
perdendosi dopo ciò la connessione dei fogli 1 e 2 col foglio 3. 
Emerge così che la riemanniana a 3 fogli, vicina alla forma 
limite iperellittica, può essere definita mediante un sistema 
di 10 tagli successivi congiungenti un punto generico P  del 
piano complesso coi 10 punti di diramazione A {A 2.... A9AlQ,

tali che lungo i primi 8 tagli P A { .... PAS vengano saldati i 
fogli 1-2, mentre lungo i tagli PA9 e PA10, che possono sup
porsi vicinissimi fra loro, si saldano i fogli 2 e 3. Questo 
è appunto il tipo di Liiroth-Olebsch per la riemanniana 
a 3 fogli.

La riduzione a questo tipo resta così dimostrata per una 
curva vicina alla curva limite iperellittica; ora quando la 
nostra curva subisca una variazione continua, anche i tagli 
che definiscono la corrispondente riemanniana si possono far 
variare in modo che non s’ attraversino fra loro, sicché lungo 
di essi si saldino sempre gli stessi fogli. Pertanto anche una 
qualsiasi riemanniana a 3 fogli di genere come quella
vicina alla forma limite iperellittica, può sempre ridursi al 
tipo di Liiroth-Olebsch.

Ora non occorre spendere molte parole per spiegare come 
questa riduzione si estenda al caso di una riemanniana ad 
n fogli; infatti, quando ci troviamo vicini ad una forma 
limite iperellittica, la nostra riemanniana si può definire
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assumendo come tagli uscenti da un punto P  del piano 
complesso : 2 -p2j; tagli che vanno ai punti di diramazione 
A.LA2 .... A2i3+2, lungo i quali si saldino i fogli 1 e 2, e 2n — 4 
tagli distribuiti in n — 2 coppie di tagli vicinissimi, che 
vanno ai punti 4 2p+3A,p+4,... AVì^ 2P̂ .lA2H_hìp_.21 tali che lungo 
i tagli della prima coppia si saldino i fogli 2 e 3, lungo quelli 
della seconda i fogli 3 e 4.... In definitiva per ogni rieman- 
niana ad n fogli di genere p, si ottiene un tipo definito in 
rapporto a 2p -j-2 sostituzioni (1, 2), e a n — 2 coppie di sosti
tuzioni (2, 3), (3, 4).... (n — 1, w), come appunto enuncia il teo
rema di Lfiroth-Olebsch.

Osservazione. Il confronto fra le due vie secondo le quali 
abbiamo dimostrato il teorema di Lfiroth-Olebsch e l’ irridu
cibilità della famiglia delle riemanniane ad n fogli di genere 
nei §§ 3 e 33 e in questo paragrafo, dà luogo ad alcune osser
vazioni.

Anzitutto la prima dimostrazione (topologica) del teorema 
di Lfiroth-Olebsch, riuscendo indipendente dall’esistenza della 
funzione algebrica, è richiesta appunto per stabilire il teorema 
di' esistenza nella forma pili estesa a cui siamo pervenuti alla 
fine del precedente paragrafo, dove si afferma che esiste una 
funzione algebrica di cui si assegni non solo l’ insieme dei 
punti di diramazione, ma anche le sostituzioni relative ad un 
certo sistema di tagli susseguentisi, con le condizioni che esse 
generino un gruppo transitivo e che il loro prodotto sia la 
identità.

In secondo luogo giova osservare che le dimostrazioni 
dei due teoremi, sostanzialmente identici, di cui qui si discorre 

tipo canonico delle riemanniane e irriducibilità della fa
miglia — possono utilmente ottenersi con metodo misto, ove 
si proceda induttivamente, da p a jM -l, nell’ ipotesi che essi 
sussistano insieme per un certo valore di y.

34 Ms.  — Nota: una nuova visione della Geometria sopra 
la curva dedotta dal computo dei moduli.

Nel § 33 la considerazione del sistema continuo delle 
curve irriducibili C d’ordine n e genere \), per n >  2p — 2, 
ci ha condotti al computo dei moduli, in base all’avvertenza 
che la serie ĝ n+9p__Q segata sopra una C dalle C infinitamente 
vicine è non speciale, sicché R — 3n p — 2, e non maggiore.

Da questo computo poi abbiamo dedotto il cas o  e leni en-
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tare del teorema di esistenza (almeno per n > |>~hl) per 
cui si può affermare che « gli m =  2n~\-2p — 2 punti di 
diramazione di una retta n-pla (rappresentante una curva 
irriducibile) si possono assumere ad arbitrio ».

Ora il caso elementare del teorema di esistenza ha rice
vuto da noi anche un’ altra dimostrazione, mercè la costru
zione diretta di una C11+h d’ordine n -h li e genere p irridu
cibile, passante per un punto li-pio (efr. pag. 361). D’altra 
parte anche la verifica che il sistema continuo { C j delle 
curve d’ ordine n e genere p (per n >p-\~2) ha la dimensione

3 n -f p — 1

e non maggiore (cioè R =  3a p — 2) si può rendere indi- 
pendente da ogni conoscenza di geometria sopra la curva, 
poiché, introducendo l’ irriducibilità del sistema j C }, si può 
vedere in altro modo che i

=  — 2)_ y

punti doppi impongono alle curve d’ordine n condizioni indi- 
pendenti, come mostreremo fra poco.

Otteniamo così due vie per valutare il numero dei mo
duli pertinenti alle curve di genere p: dove però figura la 
dimensione della serie completa a cui appartiene mia gene
rica, sopra la curva; dal confronto segue (l) che questa dimen
sione è

r =  n — p.

Da questo risultato si deduce, in tutta la sua generalità, 
il teorema di Riemann-Roch, con un procedimento (2) che 
crediamo presentare qualche interesse.

Pertanto questo metodo dà una completa visione della 
Geometria sopra una curva, che tuttavia sembrerebbe doversi 
limitare all’ ipotesi di curve a moduli generali; ma si giusti- 
fica il passaggio al limite in rapporto a curve particolari, tra
ducendo i risultati ottenuti nella forma proiettiva del teorema 
del resto. Spieghiamo più precisamente le cose accennate.

(‘) Cfr. C i i i s i n i  « La Geometria sopra una curva dedotta dal computo 
«lei moduli » (Rend. Acc. dei Lincei, 1923, II semestre).!!

(2) Cfr. Ciiisini, I. c.

K. KNttlQUKS -  III . 25
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Pei* semplicità di discorso ci riferiamo a curve di genere 
2> > 1, escludendo le curve che posseggono una serie con
tinua di trasformazioni birazionali in se stesse.

Nell’ignoranza dei teoremi caratteristici della geometria 
sopra la curva, che qui vogliamo riguadagnare, sappiamo sol
tanto che, per n abbastanza alto, e già per 2, un
gruppo generico di n punti appartiene sempre ad una serie 
lineare completa

an—p \ i y n
con i ;> 0 (cf r. § 7, pag. 47).

Quindi, lasciando per ora indeterminato il valore di i 
(e senza nemmeno escludere che esso vari con n), possiamo 
calcolare la dimensione del sistema delle curve di genere p 
birazionalmente identiche, procedendo come a pag. 357.

Infatti le g\  (generiche) sopra una curva di genere p di
penderanno da

3(n — p - h i ì  —  6 -h  (p — i)

parametri, e quindi — tenuto conto che una g\ può riferirsi 
omograficamente in oos modi diversi al piano rigato — il si
stema continuo delle curve G„tPÌ d’ordine n e genere p, bira
zionalmente identiche, avrà la dimensione

3(n — p -t- i) -  6 (p — i) -1- 8 =  3» — 2p -+- 2i H- 2.

D’altronde la dimensione del sistema \C„,P \ completo, 
che si ottiene imponendo  ----— ì---- èl — p punti doppi alleJj
curve (V ordine a, vale

R  =  3 r  -f— p  —  1 — io,

con io> 0  se le condizioni imposte dai punti doppi non fos
sero indipendenti.

Ma ora l’irriducibilità del sistema continuo delle curve 
il cui ordine superi il genere di almeno due unità ci porta 
ad affermare che w =  0: infatti se il sistema delle CntP è 
sovrabbondante, risulterà a fortiori sovrabbondante anche il 
sistema delle CvllP^ i con d -t- 1 punti doppi che è conte
nuto in esso, e quindi anche quello delle Cn>p_ 2 ecc., tino 
al sistema delle Cn, 0, cioè delle curve razionali, che non può 
essere sovrabbondante perchè ni triment i la dimensione della
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serie segata su una Cn, 0 dalle curve infinitamente vicine 
stiperebbe l’ordine della serie stessa (r).

Per differenza si trova dunque che il numero dei mo
duli vale

M =  3p — 3 - 2 / .

Ora facciamo intervenire il teorema di esistenza: nella 
nostra ipotesi, «> jp  +  2, esistono rette n-ple con

m =  2n +  2p— 2

punti di diramazione arbitrari, e siccome le g\ sopra una di 
queste curve dipendono da

2 n — p -h i — 2

paramenti, tenuto conto che ogni g\ corrisponde ad oo3 rette 
n-ple trasformate proiettive l’ ima dell’altra, si trova (cfr. 
pag; 363) che il numero dei moduli vale

M =  3p — 3 — i,

Uguagliando le due espressioni di M  si ricava i =  0, cioè 
Teorema. Sopra una curva generica (7, di' genere p, un 

gruppo generico di n > p  -\-2 punti appartiene ad una serie 
completa grn di dimensione r =  n — p.

Come corollario si può dire che « un gruppo generico Gp 
di p punti dato sopra C (quale si ottiene come residuo (fi 
n — p punti rispetto a una g”~~p) non può appartenere ad 
una glp.

È chiaro che questi risultati dicono che « sopra una 
eurva generica C d’ ordine n e genere p le curve aggiunte 
d’ordine >  n — 2 formano un sistema lineare non sovrab
bondante e segano una serie completa »; quindi (imponendo

(l) Anche in altri modi si può dimostrare che to =  0. Per es. ricor
rendo al teorema di esistenza delle rette n - p l e ,  dove si sciolga un punto 
doppio delle in due punti di diramazione relativi ad una (Jn, jm-ì

3); ovvero anche osservando che il sistema j Gn,p j contiene un 
sistema di curve iperellittiche con un punto (n — 2)>jpZo, per le quali si 
verifica che i d punti doppi, sostituiti in parte dal punto (n — 2)-ploj 
•costituiscono d condizioni indipendenti, in rapporto al sistema di tutte le 
•curve d’ordine n .
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il passaggio per gruppi di punti allineati) risulterà anche 
completa la serie segata sopra la C dal sistema delle curve 
aggiunte di un ordine qualsiasi; ma conviene esplicitamente 
notare che la serie segata dalle cpn_3, aggiunte (l’ordine n — 3, 
è una glp_2 di dimensione r > p  — 1, nella quale dunque la 
differenza fra l’ordine e la dimensione è < g .

Per stabilire ulteriormente, in tutta la sua estensione, il 
Teorema di Biemann-Eocli, conviene definire sulla C la serie 
canonica.

Questa si fa nascere naturalmente dalla considerazione 
della varietà dei gruppi di p punti (speciali) tìp che appar
tengono a una g[p. Da quanto abbiam detto risulta che l’ ap
partenenza di un Gp di C ad una gd, implica qualche condi
zione per il Gpì e d’ altra parte si vede che questa condizione 
di specialità è soddisfatta almeno per i Gp che sono contenuti 
in un G2P_.2 sezione con una ?„_3 aggiunta.

Preso sopra la C un gruppo generico Gp^ i di p — 1 punti,, 
si considerino i punti che insieme al Gp^.i costituiscono un Gp 
speciale; la determinazione di questi punti dipende da una 
condizione algebrica che ammetterà un certo numero, 
di soluzioni: P L P2...,PS

Allora si prova che la serie completa cui appartiene il 
gruppo

@p-~i +  Pi +  P 2 •••• H- Ps
ha la dimensione .9.

Infatti la dimensione di questa serie diminuisce succes
sivamente di 1 quando si staccano i punti perchè
nessuno di questi punti può riuscire fisso, altrimenti il nostro 
Gp̂ {, che è generico, apparterebbe ad una ĝ _x.

Ma non può aversi s > p , perchè altrimenti un Gp gene
rico sarebbe contenuto in questa serie ed apparterebbe ad 
una ÿj.

Si conclude che s =  p — J, e che la serie piu ampia in 
cui sono contenuti parzialmente i Gp speciali è la g?~}_2 segata 
dalle cpn_ 3. (Per ora la deduzione si limita ai (rigenerici per 
i quali si sa a priori che contengono un GP̂ L non apparte
nente a una gx

Infine per avere il teorema di lliemann-Eoch prendiamo 
le mosse dal caso di una g\ completa speciale per cui n<Cp\ 
aggiungendo ad un Gn generico della g\ p — n punti arbitrari 
presi come fissi, si avrà un Gp speciale contenuto nella gll~\r
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canonica; invero dentro questo Gp esiste un Gp^ { non appar
tante ad una quale si ottiene scartando un punto del Gn 
che non sia fisso per la gln.

Si conclude che i gruppi di una g\ completa con n<Cp7 
appartengono a co^~n gruppi canonici.

Di qui si passa subito al caso di una grn completa spe
ciale, r — n —p -\-i, imponendo r —1 punti fissi. Segue che 
ogni gruppo della serie speciale completa

gn-P+i

appartiene ad co*-1 gruppi canonici.
In ciò che precede i teoremi caratteristici della geometria 

sopra una curva di genere p vengono stabiliti per curve C a 
moduli generali; ma di qui si può passare al caso di una O par
ticolare; per la quale bastà stabilire che le curve aggiunte di 
un certo ordine m segano una serie completa; poiché invero 
per m abbastanza alto il sistema di queste cpm non potrà 
essere sovrabbondante, e quindi la dimensione della serie se
gala sarà proprio uguale all’ordine diminuito di p1 e non 
maggiore.

Ora se la serie segata su C dalle serie aggiunte cpm non 
è completa, la serie completa verrà segata dalle curve ag
giunte ym, di un certo ordine m >  m, passanti per un certo 
gruppo di punti G; ma considerando una G variabile che ha 
per limite (7, la serie segata su questa dalle aggiunte cpm potrà 
essere segata similmente dalle ym> passanti per un gruppo G 
che ha per limite G. Il teorema del resto nella sua forma 
proiettiva (che appunto vogliamo estendere da G a G) dice 
che « ogni gruppo di punti sezione di G con una cpm/ per G, 
appartiene ad una cpm » : ebbene questa affermazione rimane 
vera nel passaggio al limite.

35. Il metodo di degenerazione e le questioni numerative 
sopra la curva. — Prendiamo le mosse dal teorema stabilito 
nel § 33 che, per n abbastanza alto in confronto al genere p 
(p. es. per n > p ~ f-2), le curve piane irriducibili d’ordine n

j  ( U  — 1)(H — 2) . . .  .  ry . ,con a =  ---- — — p punti doppi iormano un sistema
continuo irriducibile Zp. Entro questo sistema sarà conte
nuto il sistema delle curve d’ordine n con d~\-l punti
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doppi (*), e così di seguito: in (ine >3̂ contiene entro di 
sé il sistema S0 delle curve (l’ordine n e genere 0 con
d -4- p =  —------------ — punti doppi. Una curva C0 di quest’ul
timo sistema si potrà considerare come limite di una Cp di 
che viene ad acquistare^ nuovi punti doppi. Vero è die la Ci} 
può essere riguardata come limite di una Cp variabile entro 
serie (differenzialmente) distinte; per es. una quartica con 
tre punti doppi A, B, C, appare come limite di tre serie di 
quartiche con due punti doppi: A e B, B  e C, C e A, tendenti 
rispettivamente ad A e B, B  e C, C e A; così, per una C() (con 
d p  punti doppi distinti), si potranno assumere come nuovi, 
p fra  i suoi punti doppi, scelti ad arbitrio, restando fissata 
entro (e nell’ intorno di C0) una serie di Cp di cui la C» 
viene riguardala come limite: in tal caso parleremo anche 
della C0 come di una curva di genere p con p punti doppi 
accidentali, ritenuti virtualmente inesistenti.

Ora il principio di continuila c’insegna a riguardare la C0 
con p (nuovi) punti doppi come immagine della Cp generale, 
ricercando in qual modo si rispecchino sul caso limite le pro
prietà della 0P9 e reciprocamente se dalla considerazione di 
questo caso limite sia possibile risalire alle proposizioni gene
rali della geometria sopra la curva.

Una prima applicazione che può farsi del principio di 
degenerazione delle curve di genere p, si riferisce alla geo
metria mimevaliva, e risale al De-Jonqujères nella sua me
moria del Journal fiir  Mathematxk del 1866 (2) : nella quale 
egli ha determinato con questo metodo il numero dei gruppi 
di una grn che posseggono più punti multipli d’ordine î tg ... i/t, 
con i, -f- ... ih =  r -l- U. Per semplicità ci limiteremo a de
durre questa formula per il caso in cui si tratti di determinare 
i gruppi di una grn (n>2r) con r punti doppi (il =  i2 =  .m,ih =  2).

Si designi con f(n, r, p) il numero dei gruppi di una g* ap
partenenti ad una Cp , che sono dotati di r punti doppi. Quando

C1) Questa proposizione può essere dimostrata direttamente come si è 
visto nella Nota che costituisce il § 34, dove ne viene dedotta V irriduci
bilità del sistema continuo

(2) A questa applicazione si è accennato nel L. 3°, § 42, voi. 2, pag. 284, 
dove tuttavia occorre citare per il metodo la sopra indicata memoria del 
1866, anziché quella del 1861, di cui ivi si riportano i risultati.
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la G p  acquista un punto doppio accidentale A , il detto numero 
si abbassa ad f (n,  r, p — 1), venendo diminuito in corrispon
denza ai gruppi della serie che contengono la coppia neutra 
rappresentata da 1 , e che hanno altrove r — 1 punti doppi. 
Ciò appare evidente se si consideri la grn segata su Cp da un 
sistema, lineare di curve cp, che al limite non abbiano A  come 
punto base: sulla Cp limite col punto doppio accidentale A, 
le cp passanti per A appariscono limiti di due curve analoghe 
toccanti una Cp generica in due punti (la curva che passa 
per un punto doppio assorbendo due curve tangenti in un 
fascio). Pertanto potremo scrivere V equazione

1 ) fin, r, p) =  f(n, r, p — 1 ) +  2[f{n — 2, r — 1, p — 1).

Questa relazione permetterà di calcolare /(a, r, p) appena 
si conosca /(a, r, 0), tenuto conto che

/(„, 1,2>) = /()!, 1 ,P _ 1 ) +  2,
e quindi

f{n, l ,p)  =  2 p  -+ -/(« , 1 ,0) =  2p -f- 2 n — 2, 

ciò  ch e corrisp on d e ad assu m ere

p ) = ì .

Ora è fa c ile  ca lco lare  f(n,  r, 0) m ed ia n te  il p r in c ip io  di 
corrisp on d en za  sop ra  la r e tta ;  in fa tti una grn dà lu o g o  ad una  
corrisp on d en za  sim m etrica , in cui ad o g n i p u n to  P  corrisp on 
dono g li (n — 2 r - t - l ) / ( n  —  i , r — 1 ,0 ) p un ti ch e  si o t te n 
g o n o  dai gru p p i d ella  grn-^ =  g’n — P d otati di r — 1 p u n ti  
d opp i, q u an d o  si to lg a n o  questi p u n ti. T en u to  co n to  ch e  
o g n i g ru p p o  d ella  grn cou  r  p u n ti d opp i r isp on d e ad r  co in 
c id en ze , si av rà

2) f {n,  r, 0) =  2 { n - ^ ' ± D f ( n  -  1, r  - . 1 ,  0 );

dalla quale si deduce facilmente

^ r , 0 ) = W B “ rl

Dopo ciò, eseguendo le somme portate dal metodo, si
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arriva alla formula che dà il numero dei gruppi dolati di r 
punti doppi per una ĝ  appartenente aduna curva di genere p:

fi» , '•> V) =  2r V •+■
h—r —2
. • r — 2 ,

V
%

dove sono da ritenere come nulli i termini corrispondenti a 
numeri fattoriali del tipo  ̂ ^  con li >  0.

Senza eseguire le somme accennate, la detta formula si 
dimostra, osservando che la f  così definita soddisfa alle equa
zioni funzionali 1) e 2) e alla condizione iniziale f(n, 0,j>) =  1.

Applichiamo la formula anzidetto al caso di una gnln, rife
rendoci dapprima al caso di una serie non speciale in cui 
2n >  2p. Allora la nostra formula da

/(2a, n ,p )= 2 n l-ì-p- =  2n (1 -l-l)ì5 =  2O  n + P

I gruppi Qn di n puuti doppi per la g”n, appartengono in ge
nerale, per n >  p, a serie lineari complete di dimensione n — p, 
le quali raddoppiate danno la gll~p completa cui appartiene 
la g”n, cioè che sono, come diremo brevemente, le serie metà 
della g%l~p. Ma questa bisezione della nostra g%'l~p, porta, non 
già a 2”'H) serie distinte, ma soltanto a 2sp serie (almeno ge-

(*) Questa formula (contenuta come si è detto nel resultato generale 
di De Jonqiuères) viene ritrovata, con metodo lievemente modificato, 
dal Castklnuovo in una Nota presentata al Circolo Matematico di P a
lermo il 23 dicembre 1888, dove si richiama per p =  0 la dimostrazione 
di Wbyr (Sitzunysber. Vienna, 1879).

La formula di De Johquières ha ricevuto più tardi una dimostrazione 
indipendente dall’uso della degenerazione della 0$, sulla base del prin
cipio di corrispondenza sopra la curva (cfr. § 40) da R. T orelli (Rendic. 
Circolo Mat. di Palermo, 1906). Si può anche adoperare il metodo che 
consiste nell’aggiungere (o togliere) alla serie data dei punti, riducendosi 
poi — per continuità — a serie convenientemente spezzate (cfr. § 10). 
Con questo metodo si riesce induttivamente a stabilire la formula sopra 
riferita per le curve di genere p  iperellittiche, che — in tale questione — 
possono sostituirsi alle CL, generali: qui ci si riduce a valutare il numero 
dei gruppi dotati di r punti doppi per la serie non lineare composta 
dei gruppi di una gr~ l e delle coppie della g}>. Questo sviluppo è stato 
dato dalla signorina V ittoria N otari nella sua tesi di laurea presentata 
all’ Università di Bologna nel 1920 e pubblicata negli A tti dell9 Istituto  
Veneto, t. LXXXII (1923).
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neralmente) distinte, i 2n+p Gn sopra nominati dividendosi 
in 22p gruppi di 2n~~p Gn equivalenti. Infatti se per una g”- v 
metà della g*'~p si fissano ad arbitrio n — p punti AlA2 
si ottengono come residui i Gp che raddoppiati appartengono
al>a 9 %  =  9 l n p -  2 ( A i +  À 2 -  A n - p ) -

Ora si pone la questione: le 22p serie fornite dalla bise
zione di una g%"~p (n >  p) saranno sempre distinte, ovvero 
potranno in parte coincidere?

Riferendosi ad una gg , a cui siamo sempre ricondotti 
dal nostro metodo, si può sollevare il dubbio :

1) che, essendovi un numero finito di Gp provenienti 
dalla bisezione della serie, due di questi — in generale 
distinti — vengano a coincidere;

2) o che il problema della bisezione conduca ad infi
niti Gp, la essendo il doppio di una g'p speciale, e che allora 
questa g1 assorba almeno 2 soluzioni del problema.

Il primo dubbio si rimuove osservando che qualora, per 
una particolare gpp, due Gp venissero a coincidere in un me
desimo Gp , essi, contati due volte, definirebbero una g\p, la 
quale — passando al limite — dovrebbe avere come fissi i 
punti del Gp, sicché questo ^apparterrebbe ad unagd contro 
V ipotesi : si adopera qui un’ osservazione stabilita per le g\ sopra 
la retta (*), che viene legittimamente applicata anche alle curve 
di genere p >  0, trattandosi di una proprietà differenziale.

Ora si consideri pure una gpp che sia il doppio di 
una glp: dimostriamo che anche per questa la bisezione for
nisce 22p serie distinte (una delle quali ha la dimensione 1 
anziché zero). A tale scopo si aggiungano r >  p punti, A {A2... Ar, 
alla glp; allora si ottiene certo una serie somma grrìp non spe
ciale, che raddoppiata dà la serie completa

| 2( A l h- A2 -I- ... -f Ar) -h ‘2 glp | =  g£\ p2p;

e tante sono le serie-metà della gpp quante sono le metà 
di questa gj'+g . Ma, assumendo sulla curva, in luogo di 
A tA2.... Ar , r punti generici At'A2 .... A,/, si definisce un 
solo gruppo della gr e quindi nn Gp residuo, che non ap
partiene ad una gd, sicché la bisezione defila g^+$p viene ri
condotta a quella di una gpp, diversa dalla primitiva, che non

(fi Cfr. L. 2°, $ 5, voi. f, pag. 179.
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è più il doppio di una g\ Ciò vale a rimuovere il dubbio 2). 
E pertanto concluderemo che:

Il problema della bisezione di una serie lineare g%~p con 
n >  p, sopra una curva di genere p, conduce sempre a 2'p serie 
distinte (*).

Un semplice esempio ci è offerto dalla ricerca delle co
niche quadri tangenti ad una quartica piana senza punti 
doppi (p =  3). Qui si tratta di bisecare la serie segata 
sulla curva dalle coniche del piano, e la nostra formula ci 
dà 26 =  64; scartando però la soluzione che corrisponde alle 
rette contate due volte, si ottengono 63 serie di coniche qua
dritangenti, i cui punti di contatto descrivono altrettante ri
sultato a cui già pervenimmo direttamente nel L. 2°, § 26.

Il caso in cui si tratti di cercare le coniche tritangenti 
(altrove) ad una quartica con punto doppio 0, già soggette 
a passare per 0, risponde alla bisezione della serie non spe
ciale g* segata sulla curva dal sistema di tutte le coniche 
per 0; e, poiché si ha qui p =  2, si trovano 24 =  16 serie co1 
di coniche tritangenti, di cui la nostra quartica risulta essere 
l’inviluppo. Si noti che in questo caso, essendop — 2, i nostri 
risultati sono applicabili anche alla g\ segata sulla quartica 
dalle rette del piano, e però la bisezione di codesta serie 
conduce ancora a 16 coppie-metà, che sono le coppie dei 
punti di contatto delle 16 tangenti doppie. Ora si presenta 
una conferma dell’analisi svolta innanzi: anche la g'f 'doppia 
della gl canonica dà luogo a 16 serie metà distinte, cioè alle 
15 coppie (serie d’ordine 0) formate con punti dopj)i della gl 
e a questa g\, che conta dunque per una serie-metà della g°̂.

Il numero dei gruppi di una gn)u dotati di n punti doppi, 
non è più dato da 2”'H?, quando sia diciamo quando
sia n =  p — 1, perchè non esiste altra serie speciale g]]n che 
la serie canonica (cfr.  ̂ 12). Infatti si ha ora :

/ ( 2 p - 2 ,  p - l ,  p) =

(*) Il problema enunciato è in sostanza il problema «Ielle curve ag
giunte pluritangenti ad una curva data, e sotto questa forma è stato 
risoluto da Clkbsch, riconducendolo alla bisezione degli argomenti delle 
funzioni abeliane. (Cfr. la memoria « Ueber die Anwendung der Abcl’selien 
Functionen in der Geometrie ». Journal fiir  Math., t. 63).
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tv  — v — iyp\
\V -l>  — lhv)

deve essere ritenuto come nullo, secondo ciò che è detto in
nanzi. Avremo adunque

f{2p -  2, p ~  1, p) =  2*-‘(2* -  p).

Questa formula dà il mimerò dei gruppi canonici costituiti 
da p — 1 punti doppi (1). Così per p =  3 si ottengono le 28 tan
genti doppie della quartica piana senza punti doppi ; per p =  4 
si trova che la sestica gobba canonica possiede 120 piani tri- 
tangenti; etc.

Le considerazioni precedenti si estendono al caso in cui 
si vogliano determinare i gruppi di una gf~1)n dotati di n punti 
i~pli ( i> 2 ), e così, in particolare, si è condotti a porre e 
sciogliere il problema della divisione di mia serie (non spe,- 
ciale) gî ì~~p per un numero intero i (>2): si trova che le serie 
risolventi il problema sono in numero di i2p. Ma non ci indu- 
geremo ulteriormente su tale questione, che crediamo più 
opportuno rimandare al volume sugli integrali abeliani che 
completerà queste « Lezioni ».

Nello studio delle questioni numerative Dk-Jonquièkes 
ha già avuto luogo di considerare, accanto alla degenerazione 
delle curve di genere p che consiste nell’acquisto di punti 
doppi accidentali, anche lo spezzamento di esse in due o più 
componenti irriducibili: il caso più semplice di spezzamento 
si riconduce al primo tipo di degenerazione, quando ci si 
riferisca alle curve gobbe dello spazio a tre o più dimen
sioni. Precisamente ci proponiamo di stabilire che :

Una curva gobba, non speciale, d’ordine n e genere p. dello 
spazio Sr, con r-<Ln— p (r > 3), si può fa r  degenerare nella 
somma di tuia curva A’ ordine n — 1 e di genere p — 1 dello 
stesso spazio, e di una; sua corda.

(*) Questo caso particolare del problema della bisezione, che risponde 
alla ricerca delle curve aggiunte d’ ordine n — 3, p  — 1 volte tangenti ad 
una curva piana d’ ordine n , risulta pure dall’ analisi di Clebsch nella 
sua citata memoria. Cfr. le Lezioni di Clebsch-L indemann , t. 3°, cap. I-IX 
(trad. frane, pag. 229 e seg.).
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Sia infatti Cn, p la nostra curva gobba non speciale, di 
ordine n e di genere p, appartenente ad un Sri e sia

l’equazione di una curva piana, trasformata frazionale della 
CnìP, per es. di una sua proiezione; e si indichi in fine con

un sistema di curve aggiunte seganti su f  la grn immagine 
della serie segata su Cìup dagli iperpiani. L’equazione della 
Cn, p potrà scriversi allora nella forma

Le curve cp avranno su f  un certo gruppo G di punti 
base, e poiché la grn non è speciale questi punti imporranno 
alle rf condizioni indipendenti, sicché uno di essi potrà farsi 
variare ad arbitrio su f .

Si faccia ora variare con continuità la / ,  fino ad acqui
stare un nuovo punto doppio A, e si porti in A, sopra uno 
dei due rami di / ,  un punto del G. Con ciò la grn su /  si 
riduce a una grn_ 4- A, e in corrispondenza si stacca dalla 
CnìP una corda a, immagine dell’ intorno di 4 , i due punti 
<li appoggio di a corrispondendo ai due rami di f  per A . Si 
ottiene dunque così una Gn__lf p__{ 4- a9 limite della C„fP.

Il principio di degenerazione che abbiamo stabilito, as
sume particolare importanza ove si rilevi che l’applicazione 
reiterata di esso conduce al seguente resultato:

Una curva gobba dJ ordine n e genere p, entro uno spazio Sr 
con r <  il — p dimensioni, si può fa r  degenerare in una curva ra
zionale di questo spazio 8r e in p corde di essa: la degenera
zione di una Cn>p normale dello Sn_P conduce ad una curva 
razionale normale aumentala sempre di p corde.

f{v Lx2vs) =  0

\ y 0{xLx2x.à) 4- -h ....+  \ ryr(vLx2x.3) =  0
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L’ importanza di questo principio si è a noi manifestala 
lino dal L. 3° (§ 43), in quanto vedemmo che l’ indicata dege
nerazione di una curva gobba conduce a risolvere in modo 
assai semplice il difficile problema numerativo delle trise
canti e delle quadrisecanti di essa, almeno quando i carat
teri soddisfino ad una diseguaglianza che vediamo sussistere 
per le curve non speciali.

Ma il principio stesso ha rivelato tutto il suo valore nel- 
l’uso fattone da C a s t e l n u o v o  (*) per la risoluzione del più 
elevato problema numerativo fra quelli attinenti alla geo
metria sopra una curva: diciamo il problema di determi
nare il numero delle serie grn speciali, di dimensione r e d’or
dine minimo, appartenenti ad una curva di genere p, nel 
caso in cui, avendosi

n  —  r  —  (p —  n  -I- r )r ,

questo numero risulta (generalmente) finito (cfr. § 14). Per 
l’ interesse storico giova dire che Castelnuovo ha sempli
cemente postulato il principio di cui si vale, mentre più 
tardi K l e in  ha fatto vedere che esso trova la sua giustifica
zione nel teorema di esistenza, o piuttosto nella irriducibilità 
del sistema delle curve di genere p, a cui si riconduce infine 
anche la nostra dimostrazione (2).

Vogliamo dare un rapido cenno del modo come Castel
nuovo giunse al suo resultato.

È anzitutto chiaro che, presa comunque sulla curva C.h 
una jf” completa e non speciale, questa contiene entro di se 
tutte le serie d’ordine n, e quindi in particolare anche 
le g* minime che qui si ricercano. Pertanto, riferendosi ad 
una curva immagine Kn+P dello Snj le dette grn verranno 
segate su questa da iperpiani passanti per spazi Sn^ r—i p-8c* 
canti la curva. Si tratta dunque di determinare il numero di 
questi A tale scopo si fa degenerare la Kn+p ìn una
K n razionale normale e in p corde: dopo ciò il nostro pro
blema si spezza in una serie di problemi, dove si domanda 
di ricercare gli seganti in i punti la Jin ed incidenti a

(*) Rendiconti dell’Acc. dei Lincei, 1889 (II, pag. 130). 
i2) Cfr. K lei n  « Ridimmi ’sche Fliiehen » l i  Vorlesung 1892. Seconda 

edizione, Lipsia, Teubner, 1906, pag. 122 e seg.
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p — i corde di essa. Ma si trova die per i >  0 il problema 
non ha soluzioni, e quindi resta infine da ricercare il numero 
degli Sn_y^.l incidenti a p rette dello Sn : questo numero è 
in generale finito giacché gli Sn_r_ L di S„ dipendono da 
i n — r)(r+  1) parametri, e si ha qui — per ipotesi —

(n — r)(r +

A questo punto la ricerca rientra nell’ambito dei problemi a 
cui si riferisce il calcolo simbolico dello Scubert (cfr. L. 3°, 
§ 46), mercè cui viene trattata da Castelnuovo. In tal guisa 
egli dimostra che :

II numero delle grn minime, appartenenti ad una curva di 
genere p, supposto finito, è dato in generale da

1 ! 2 ! . . . .  r i 1 ! 2 !  .... r\  f 

1 ! 2 !....(r +  r' +  l)! V’’

dove si è designato con r = n  — r —p ~ i  la dimensione 
della serie | — g*\ residua della grn rispetto alla serie
canonica (r). i<j naturale, e conferma la formula, la circo
stanza che r e r figurino in essa simmetricamente.

Ad illustrazione del risultato richiamiamo gli esempi ad
dotti nel § 14. Per p =  4 si hanno in generale 2 segate 
sulla sestica canonica dalle due schiere di generatrici della 
quadrica contenente la curva. Ora, secondo il metodo di 
Castelnuovo, il numero delle gl sopra valutato si troverà 
ricercando le quadrisecanti di una curva C1 d’ordine 7 e di 
genere 4 dello S3. Facciamo degenerare la C1 in una cubica 
gobba C3 e in quattro corde di essa. Si verifica subito che 
non vi sono rette incidenti alla C:ì e a tre delle sue corde, 
poiché le rette incidenti a quest’ultime formano una rigata 
quadrica che non incontra la Cs fuori dei sei punti di appoggio 
delle 3 corde direttrici. D’altronde è ovvio che non vi sono nem
meno corde della 0 3 incidenti ad altre (due) corde, e quindi tutte 
le quadrisecanti della Cn verranno date dalle rette incidenti alle 
quattro rette sghembe dello spazio: che notoriamente sono 2. 

Passiamo alle curve di genere p =  6. Abbiamo pure ac-

(4) Per r =  l Biult. (1890) è riuscito a ritrovare il risultato mediante 
il principio di corrispondenza sopra le curve [Math. Ann al en, Bd. 36); 
cfr. anche Zeuthen , Math. Annalen, Bd. 40.
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eeuiiafco come esercizio che esistono, in questo caso, 5 g\. Ora 
col nostro metodo abbiamo da ricercare i piani di S4 che 
riescono incidenti ad una Cl0 dello S4 composta di una quar
ti ca razionale normale C4 e di 6 corde di essa. Ma anche qui 
si verifica tosto che non vi sono piani incidenti alla C4 e a 5 
delle sue corde, ^  «2 ...a5: infatti i piani incidenti ad ... re 
formano una varietà d’ordine 5 (essendovi 5 piani incidenti a 
6 rette) che passa doppiamente per le nominate rette au essen
dovi precisamente due pianijneidenti ada^g... sperm i punto P 
di a- (cioè i piani che proiettano da P le rette incidenti comuni 
alle proiezioni di ai a2 a3 a4 in Sd) ; risulta quindi che la varietà 
dei piani incidenti ad ai a2 a3 a4 a5, non incontra la C4 fuori dei 
10 punti di appoggio delle dette corde a{. D’altra parte non 
esistono nemmeno piani incidenti a quattro corde della C4 che 
si appoggino alla CA stessa in due punti, giacché — proiettando 
da uno di questi — si avrebbero in Ss rette incidenti ad una 
cubica gobba e a quattro delle sue corde; ecc.. Per contare 
le g\ della Gi0 non si ha dunque che da contare i piani 
incidenti a 6 rette dello S41 che — come già abbiamo ricor
dato — sono 5.

Questi esempi danno un cenno del modo come si possa 
compiere la dimostrazione del teorema di Castelnuovo, nel 
punto fondamentale che sopra non fu sviluppato.

Osservazione sul genere della curva spezzata. Le degene
razioni di una curva, <7, di genere p, che sopra abbiamo 
avuto luogo di considerare, rientrano tutte nel caso più ge
nerale in cui la C si spezzi in due (o più) componenti. Ciò 
vale anche per il caso in cui la C acquisti un punto doppio 
accidentale 0, poiché una semplice trasformazione quadratica 
di centro 0 riconduce questo caso a quello in cui la C de
genera per lo staccamento di una retta.

Ora giova indicare qui la formula che dà in ogni caso 
il genere di una curva spezzata, definita come limite di una 
curva irriducibile.

Sia dunque C una curva piana variabile, d’ordine n e 
genere p , la quale venga a spezzarsi in due parti C{ e <72, 
d’ordini nl e n2 e di generi p{ e p2: la <7 possiederà in ge
nerale

(» -! ) (» * -2 )  a _  -



400 LIBRO QUINTO

puuti doppi, e le Ct e C2 rispettivamente

rfi = 0*1 — 1)0*1 — 2) ( n 9 —  l)(w0 — 2)
-------- Ô------------ Pi e <h =  ~  Ih

punti doppi: i (piali dL -p d2 punti ammetteremo che siano 
tutti limiti di punti doppi variabili della C. Ora la C\ +  C2 
possiederà altri n{n2 punti doppi, cioè i punti comuni alle 
due componenti Ci e C2 (che riterremo semplici per esse); 
e fra questi n tn2 punti ve ne saranno alcuni, in numero 
di d — dL — d2, limiti di punti doppi variabili della <7, mentre 
gli altri saranno punti doppi nuovi per la Cl -\-C2: il nu
mero di questi ultimi verrà designato con ì, sicché

i -— R̂Ro — ^ ~f~ di d2 •

Dalle uguaglianze sopra scritte si deduce facilmente 

p — Ih + P 2 -l- i — 1 :

al quale risultato si perviene più rapidamente scrivendo la 
classe delle curve (7, C{ e C2

m =  2n 4- 2p — 2, 
ml =  2ì#a 4- 2pL — 2, 
m2 =  2n2-\-2p2 - 2, 
m =  mL 4- m2 — 2i .

Dalla formula precedente appare l’importanza speciale 
che spetta a quei punti, comuni alle C\ e (73, P{ P 2...P ,, che 
non sono limiti di punti doppi variabili della C, \ quali punti 
vogliamo designare col nome di punti di collegamento delle 
C\ e C2.

Il genere di una curva spezzata in due parti uguaglia in 
generale la somma dei generi delle componenti e del numero 
dei loro punti di collegamento diminuito di uid unità.

Questa relazione può essere anche provata con un ra
gionamento topologico, riferendosi alle superficie di Riemann 
delle C, Ci e <72, e così viene messo in luce il significato 
dei punti di collegamento, dandosi ragione del loro nome.

Si può considerare la superficie di Riemann CL 4 -  (7.>
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come un’immagine particolare della (7, ove si ritenga possi
bile di passare dalla superficie CL alla C2 attraverso gli i 
punti di collegamento, ma non attraverso gli altri punti co
muni a CL e a C2, limiti di punti doppi appartenenti a due 
rami distinti della (7. Riesce (piindi agevole di riconoscere la 
connessione della superficie 6^.-1- <72: a tale scopo si imma
gini la Cv come una sfera dotata di pL manichi, e la C2 come 
un’altra sfera dotata di p2 manichi (cfr. L. 2.°, § 37) : e si con
siderino i punti di collegamento come lìletti o tubi colleganti 
le due sfere anzidette. Osservando che due sfere collegate da 
un tubo equivalgono topologicamente ad una sfera, la nostra 
Ol -1- Co appare (cfr. la fine del prossimo § 37, e in particolare la 
relativa figura) come una sfera con p ^ -  p2-\-i — 1 manichi, e 
quindi di genere

P = lh + lh  +  i — l-
(Lo studioso è invitato a riconoscere il ponte di pas

saggio tra questa dimostrazione topologica e la precedente, 
dove ricorre l’espressione numerica della classe. A tal uopo 
egli avrà da considerare superficie di Riemann costruite 
con n fogli, indagando la degenerazione dei cicli che ri
sponde alla coincidenza di due punti di diramazione cui si 
riferisce la medesima trasposizione).

Indicheremo ora la formula assolutamente generale che 
dà il genere di una curva C spezzata in li componenti 
Cfi , 0  ... Ch, di generi p{, p2:-phl dove la Cr e la Cs ab
biano irs punti di collegamento: \\ genere della curva spezzata 
vale

V =  Ih +  Pi Vh -+- 2 ìrs — (?l' — !)•

Questa formula (che si può dedurre o direttamente o 
per reiterata applicazione della precedente) può tenersi va
lida senza eccezione, adottando opportune convenzioni sug
gerite dalla continuità; in ispecie nel caso che una delle 
componenti di C abbia un punto doppio accidentale 0, con
verrà ritenere l’intorno di 0 come una curvetta infinitesima 
(di genere zero) componente di (7, sulla quale si trovano due 
punti di collegamento.

In tutto ciò che precede abbiamo considerato lo spezza
mento di curve piane, ma le cose dette si estendono anche 
al caso di curve gobbe (dello spazio ordinario o di un iper
spazio) che è proprio a recare qualche luce sulla questione;

F. ENRÏQUKS - IH. 2o
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si può infatti passare per proiezione dalle curve gobbe alle 
curve piane.

Riferendoci per semplicità di discorso allo spazio ordi
nario, si consideri una curva, variabile (7, generalmente irri
ducibile e priva di punti doppi; la quale venga spezzata 
in due componenti CL e 67, parimente prive di punti doppi, 
con i punti cornimi. Se questi debbono ritenersi come punti 
di collegamento, il genere della C si esprimerà per i generi 
di G{ e di C2 mediante la formula

V =  P i+ lh  +  i — 1.

Ma quale significato ha F ipotesi precedente? Stando al 
nostro procedimento, si tratta di escludere che le proiezioni 
dei punti comuni a C\ e C2 siano limiti di punti doppi ap
parenti della proiezione di G. Di conseguenza occorre che le 
rette passanti per un qualunque punto comune a Ci e a C2 
non figurino come limiti di corde della ( 7.

La necessità di questa restrizione apparirà evidente a 
chi ricordi la possibilità che per variazione continua un 
punto doppio apparente, di una curva gobba diventi un punto 
doppio effettivo (efr. L. 3°, § 18, vol. II, pag. J47).

Invero una quartica gobba di seconda specie può acqui
stare prima un punto doppio, e quindi degenerare in una 
cubica gobba e in una sua corda : valutando il genere della 
curva spezzata come se i due punti di appoggio della corda 
fossero punti di collegamento si troverebbe

p =  () -|- () -f- 2 — 1 =  I

anziché j> =  0; ma, secondo il modo col quale abbiamo otte
nuta la degenerazione anzidetta, uno dei due punti di ap
poggio nominati appare come centro di una stella le cui 
rette sono limiti di corde della quartica: tenuto conto di ciò 
si ha un solo punto di collegamento e quindi

V =  0 +  0 +  1 — 1 =  0.

Qui giova osservare che la degenerazione di una quartica 
gobba di seconda specie in una cubica e in una sua corda, 
non riesce possibile quando si faccia muovere la quartica 
sopra una superficie di second7ordine (non conica) che la
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c o n t i e n e .  Q u e s t a  o s s e r v a z i o n e  h a  u n a  p o r t a l a  g e n e r a l e :  s e  
u n a  c u r v a  g o b b a ,  G, p r i v a  di p u n t i  d o p p i ,  v a r i a n d o  s o p r a  
u n a  s u p e r f i c i e  F  u g u a l m e n t e  p r i v a  di p u n t i  d o p p i  v i e n e  a  
s p e z z a r s i  in  d u e  c u r v e  C\ e  6 7 ,  i p u n t i  c o m u n i  a  q u e s t e  
s o n o  s e m p r e  d a  r i t e n e r e  p u n t i  d i c o l l e g a m e n t o  d e l l a  c u r v a  
s p e z z a t a .  I n f a t t i ,  s e  l e  r e t t e  p a s s a n t i  p e r  u n  p u n t o  0  c o m u n e  
a  CL e  a  C2 f o s s e r o  s e m p r e  l i m i t i  di c o r d e  d e l l a  G, e s s e  
a v r e b b e r o  iv i  d u e  i n t e r s e z i o n i  r i u n i t e  c o n  F, s i c c h é  0  r i s u l 
t e r e b b e  d o p p i o  p e r  la  s u p e r f i c i e .  .P e r t a n t o :

Sopra una superficie priva di punti doppi, il genere della 
curva spezzata in dite parli vale

ì '= i ' i + i ' ; +  ' -  i

e s s e n d o  i il n u m e r o  d e i  p u n t i  c o m u n i  a l l e  d u e  c o m p o n e n t i .
E  p o i  c h i a r o  c h e  lo  s t e s s o  p r i n c i p i o  s i  e s t e n d e  a l i o  s p e z 

z a m e n t o  d i  u n a  c u r v a  C a p p a r t e n e n t e  a d  u n a  s u p e r f i c i e ,  F , 
d o ta t a ,  di s i n g o l a r i t à ;  a l m e n o  q u a n d o  i p u l i t i  c o m u n i  a l l e  
d u e  c o m p o n e n t i  CL e  C2 c a d a n o  in  p u n t i  s e m p l i c i  di F , o v 
v e r o  in  p u n t i  d i i m a  c u r v a  n o d a l e ,  p u r c h é  i d u e  r a m i  di Ck 
e  0 2 a p p a r t e n g a n o  iv i  a l l a  s t e s s a  f a l d a  di F.

C o m e  notizia storica d i r e m o  c h e  la  f o r m u l a  d e l  g e n e r e  
d e l l e  c u r v e  s p e z z a t e  r i s a l e  a  V a l e n t i n e r  (1 8 8 3 )  e  a, N o e -  
t h e r  (/ )  (1 8 8 6 ) ,  d o v e  tu t ta v ia ,  o c c o r r e  a g g i u n g e r e  q u a l c h e  
p r e c i s i o n e  in  r a p p o r t o  a l l a  p o s s i b i l i t à  —  s o p r a  a c c e n n a t a  —  
c h e  u n  p u n t o  c o m u n e  a l l e  d u e  c o m p o n e n t i  d i u n a  c u r v a  
g o b b a  G r i m p i a z z i  u n  p u n t o  d o p p i o  a p p a r e n t e .  L a  s t e s s a  
f o r m u l a  v i e n e  r ip r e s a  n e g l i  s v i l u p p i  d e l l a  g e o m e t r i a  s o p r a  la  
s u p e r f ì c i e  d a  E n r i q u e s  ( 1 8 9 3 - 9 6 )  e  d a  P i c a r d  (2) (1 8 9 9 ) .

Y a l e  a n c h e  la  p e n a  di r i l e v a r e  c h e  la  c i t a t a  m e m o r i a  d i  
ì J o t h e r  n o n  si l i m i t a  a l l a  c o n s i d e r a z i o n e  d e i  c a r a t t e r i  n u 
m e r i c i  d e l l e  c u r v e  s p e z z a t e ,  in a  t r a t t a  a n c h e  di c iò  (die d i 
v e n g o n o  le  s e r i e  l i n e a r i  s o p r a  di e s s e ,  e d  in  p a r t i c o l a r e  la  
s e r i e  c a n o n i c a .  D e l  r e s t o  N o t h e r  c o n s i d e r a  c u r v e  p i a n e  s p e z 
z a t e ,  a n c h e ,  i n d i p e n d e n t e m e n t e  d a l  c o n c e t t o  di l i m i t e .  S e  
a l l o r a  s i  p r e n d e  c o m e  c o n v e n z i o n e  c h e  d u e  c u r v e  d i  g e n e r i  

Ih e Pi f o r m i n o  u n a  c u r v a  r i d u c i b i l e  d i  g e n e r e  jh -+- p2—  1 
( r i t e n e n d o  d u n q u e  n o n  vi s i a n o  p u n t i  di c o l l e g a m e n t o  f r a  l e

P) A età Matematica, 4>d. 8, pag. 161.
(~) Rendic. Circolo Ma-toni, di Palermo, t. XIII, pag. 344.
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due componenti) si è condotti a considerare anche curve di 
genere negativo, o in generale curve (di un certo ordine n) 
per cui il genere numerico sopra definito riesce diverso dal 
genere geometrico, che esprime il numero delle aggiunte d’or
dine n — 3 linearmente indipendenti. Si possono prendere 
come esempi la curva spezzata in due rette, e quella com
posta di due cubiche.

Le osservazioni qui accennate suggeriscono la domanda: 
qualora una curva piana riducibile 0 {-{~C2 appaia come li
mite di una C irriducibile, può darsi che i punti comuni 
alle CL e C2 provengano tutti come limiti dei punti doppi 
della (7, di guisa che non vi siano punti di collegamento fra 
le due componenti?

A questa domanda si risponde subito negativamente ove 
si rifletta che la superficie di Riemann della C (quale può 
pensarsi, per esempio, interpretando l’ equazione delle C nel- 
1’ S4 immagine dei punti complessi del, piano), è connessa, 
mentre la Cl -\-C2, priva di punti di collegamento, costitui
rebbe una superfìcie su cui non si potrebbe passare con con
tinuità da un punto di una componente a un punto del
l’altra: evidentemente uua deformazione continua, come 
quella per cui la C si riduce alla Cl -\-C2, non può rompere 
la connessione. Alla stessa conclusione si giunge anche os
servando che la funzione algebrica relativa a O non può 
spezzarsi, senza che si avvicinino e riuniscano almeno due 
punti di diramazione, per modo da fare sparire le trasposizioni 
per cui si passa da un certo ramo i a un certo ramo

Ora, 1’ ovvia osservazione precedente appare in tutta la 
sua luce quando il problema si ponga in un aspetto diverso : 
per es. se si cerchi di far spezzare una quartica con tre 
punti doppi in una cubica ed in una retta. A prima vista 
nulla di più facile che porre la condizione di allineamento 
dei tre punti doppi: ma le quarticlie del nostro sistema che 
soddisfano alla condizione algebrica di avere tre punti doppi 
in linea retta, sono le oo10 quartiche comuni al detto sistema 
e all’altro delle oc-11 quartiche composte di retta e cubica, e 
tali oc10 curve contengono una retta ed una cubica con punto 
doppio.

Pertanto fisseremo il resultato delle osservazioni prece
denti enunciando il
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Principio: Se una curva irriducibile, variando per conti
nuità, viene a spezzarsi in due o piu componenti, ad ogni 
componente della curva spezzata appartiene qualche punto di 
collegamento.

Questo princìpio è stato formulato da E n r iq u e s  (1) che 
ne ha fatto uso nella geometria sopra le superficie algebriche. 
Esso concerne naturalmente non solo le curve piane, ma 
anche le curve gobbe, riferendosi alle quali appare anzi con 
maggiore chiarezza.

30. Il principio di degenerazione e la geometria sopra le 
curve a moduli generali. — Abbiamo veduto quale uso possa 
farsi, per lo studio delle questioni numerative sopra la curva, 
del principio che una curva Gp di genere p può ridursi 
— con variazione continua — ad una curva G0 di genere 0, 
con p punti doppi accidentali. Ma, evidentemente, l’uso di 
questo principio di degenerazione non è .fistretto alla geo
metria numerati va: anzi si comprende che esso deve permet
tere di ricondurre la geometria sopra la curva di genere p 
alla geometria sopra la retta immagine della curva razio
nale C0 (limite di Gp), in rapporto a p coppie di punti, che 
in questa rappresentano i p punti doppi della C0; la quale 
retta diremo di genere virtuale p.

In quanto la C0 appare nella famiglia delle Gp come 
una curva di cui si sono particolarizzati i moduli (l’acquisto 
di p punti doppi equivale a p relazioni fra i moduli) si 
rispecchieranno certo sulla C0 tutte le proprietà che appar
tengono ad una Gp generica. Invece vi potranno essere pro
prietà di talune Gp che tengano a valori singolari dei loro 
moduli, in guisa che non riescano comuni ad una serie di Cp 
avente la CQ come limite; cioè il principio di degenerazione 
offre un mezzo di studio per le proprietà delle curve a moduli 
generali, ma non riesce sempre applicabile al caso delle curve 
a moduli singolari. Così un’analisi appropriata permette di 
scoprire sopra la retta, in relazione ad una coppia di punti, 
le proprietà generali delle (curve, p. es. delle) cubiche ellit
tiche, ma non quelle particolari delie cubiche armoniche ed

(‘) Rendiconti delPAcc. di Bologna, 11 dicembre 1904. Una dimostra
zione algebrica di esso viene fornita da Severi a png. 319 delle sue citate 
« Vorlesungen », (1921),
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equianarmoniche, giacché, specializzando in fai guisa il ino- 
dnlo di una cubica, non si riesce a farle acquistare altra 
punto doppio che una cuspide, e la cubica cuspidata — avendo 
modulo indeterminato — non offre più una degenerazione 
caratteristica delle diverse cubiche che tendono ad essa.

Aggiungasi l’osservazione esplicita che la retta di genere 
virtuale p, essendo ottenuta col disporre di p moduli della 
generale, possiede precisamente 2p — 3 moduli, sicché le p 
coppie di punti che la definiscono possono assumersi ad ar
bitrio sopra di essa.

Noi ci proponiamo di mostrare come la teoria generale 
delle funzioni razionali o serie lineari sopra una curva di 
genere p, si rispecchi nella geometria sopra la retta, in rap
porto a p coppie di punti, quando si prenda a modello una 
curva C0, con p punti doppi accidentali A {A2 ... Ap , ritenuti 
virtualmente inesistenti.

Trattandosi qui del passaggio al limite di una Cp che si 
riduce alla (70, conviene spiegare come si possa seguire la 
variazione di una serie lineare sulla Cp variabile. Questa 
serie lineare si potrà supporre definita da un . sistema di 
curve piane di un certo ordine, passanti per certi punti 
fissi P LP2... della Cp , e quindi importa vedere come possa 
seguirsi la variazione di un punto o di un gruppo di punti,, 
contemporanea a quella, della Cp mobile.

Il caso più semplice si ha (piando i punti P LP., ... pos
sono essere assunti ad arbitrio sopra la Cp: allora si possono 
far variare in modo determinato, facendoli muovere per es. 
sopra rette parallele all’asse y : in tal guisa ogni punto P, 
va a finire in un punto limite determinato della C{) che, re
ciprocamente, nasce da una sola serie di punti P i \ si ha 
eccezione soltanto per i punti di contatto della curva limite 
ovvero .per un nuovo punto doppio A.L della C(). Si evita il 
primo caso cambiando l’orientamento degli assi coordinati; 
ma giova invece avvertire che il nuovo punto doppio AL 
della O0 appare come limite di due serie di punti distinti 
della Cp variabile, senza che si possa dire che una delle due 
serie risponda al punto A i considerato sopra un ramo piut
tosto che sopra l’altro: infatti già la considerazione del- 
1’ iperbole riducentesi alla coppia dei suoi asintoti, ci fa ve
dere che i due archi reali della curva comprendenti i due 
vertici tendono, non già a due segmenti rettilinei delle rette
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limiti compremienti il punto comune, bensì a due angoli, 
diguisachè non può dirsi che il punto limite di un vertice 
dell’ iperbole appartenga piuttosto ad un asintoto che al
l’altro.

Dopo ciò rileviamo che, nel passaggio al limite della Cp 
ad una Cp_A o ad una G0, le serie lineari grn segate dai si-, 
sterni completi delle curve aggiunte d’ordine >  m 3 (m de
signando l’ordine delle nostre curve) conservano la loro di
mensione e divengono serie lineari che posseggono p coppie 
neutre A-nAi2 (i — 1, 2...;;), dove si indicano con Ai{ e A i2 i 
due punti appartenenti ai due rami per il punto doppio At-, 
cioè i punti funzionalmente distinti che trovanti sovrapposti 
nel punto doppio AL: il nome di coppia neutra indica che la 
coppia A^A^ impone una sola condizione ai gruppi (ìn 
della grn che debbano contenerla.

Ora si consideri una grn segata sopra una Cp dal sistema 
di curve aggiunte cp, di un certo ordine, passanti per h punti 
semplici PlP2...Ph; e supponiamo dapprima che Z^P, ... 
impongano alle cp stesse condizioni indipendenti. Variando 
la Cp si farà variare anche il nostro sistema, facendo muo
vere i punti P^P., ... Ph sopra rette æ =  cost., come è detto 
innanzi; si può ammettere che al limite nessuno di questi 
punti mobili vada a cadere nel nuovo punto doppio A1 di 
sicché in generale la (‘.oppia AUA12 presenterà una condizione 
ai G„ della grn limite die debbano contenerla. TSTel caso par
ticolare che il sistema delle cp acquisti At come nuovo punto 
base, la serie limite possiederà An e A12 come punti fissi, 
la coppia dei quali offrirà dunque ai Gn zero condizioni, e 
però sarà ancora da ritenere — in senso lato — come coppia 
neutra.

In secondo luogo si consideri il caso in cui i punti base 
P ìPì ...P h impongano al sistema delle cp condizioni sovrab
bondanti. Se questo accade per una certa CPJ a moduli gene
rali, si potrà far variare con la Cp anche il gruppo P LP2 •••• P/t, 
in guisa da offrire alle cp lo stesso numero di condizioni in
dipendenti; ma, per determinare sulla Cp variabile il nostro 
gruppo, sarà lecito far muovere su rette x =  cost. soltanto 
alcuni dei punti P. Tuttavia si può ancora ammettere di 
giungere ad una serie limite g\ con le medesime dimensioni : 
infatti è lecito supporre che la variazione della Cp sia ac
compagnata da una variazione del sistema delle cp in cui piu
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curve linearmente in di pendenti di questo si mantengano tali, 
per modo che il sistema conservi al limite la stessa dimen
sione; e d’altra parte non può accadere che questo sistema 
seghi sulla Cp—L una serie di dimensione minore di n, poiché 
il sistema residuo della Cp_ l rispetto ad esso è sempre 
— come prima del limite — il sistema totale delle curve di 
un dato ordine del juano. Ora in generale accadrà che i 
punti P {P2... Ph, variando sulla Cp che tende a Gp_ n  non 
andranno a finire nel nuovo punto doppio A L : il significato 
di questa affermazione sta in ciò che la posizione in cui si 
fa nascere il nuovo punto doppio della Cp—L dipende dalla 
scelta arbitraria di elementi che non hanno alcun rapporto 
col gruppo dei punti P  o,cou la particolare serie grn di cui 
si tratta. Del resto, se per es. Pi andasse a cadere in A i , si 
eviterà questo inconveniente sostituendo all’intiera serie delle 
nostre Cp una serie di trasformate quadratiche: a tal uopo si 
prenderà una rete di coniche con tre punti base su Cp, due 
dei quali diventino al limite infinitamente vicini, coincidendo 
in Al in una certa direzione; in tal guisa alla Cp„l si sosti
tuisce un’altra curva, limite delle trasformate delle Cp , il 
nuovo punto doppio della quale corrisponde ad una coppia 
neutra della serie segata su dalle dette coniche, coppia
non comprendente Pi .

Aggiungiamo che, nel caso particolare in cui qualcuno 
dei punti P, base per le y su Gp, vada a cadere nel nuovo 
punto doppio, A i9 della C^_1? si può ancora definire sopra Cp_ i 
una serie grn con punti fissi, la quale appaia come limite della gr 
di Cp e per cui la coppia A ilA12 sia ancora — in senso lato — 
coppia neutra. Per es. se un solo punto, P {, va a cadere 
in A t , si potrà ritenere come grn limite quella che contiene 
come punto fisso An ovvero A i2 (senza che questa scelta 
possa rendersi determinata a priori). Se invece due punti P i 
e P 2 si puniscono in A15 avremo un sistema di cp tangenti 
in Al , per modo che le cp passanti per Au (cioè tangenti ad 
un ramo di CP_ L) avranno in A i un punto doppio e passe
ranno di conseguenza anche per A i2 ecc..

Concludiamo che:
Le grn sopra una curva di genere p si riducono sopra la 

retta a grn dotate di p coppie neutre che — giova notarlo — pos
sono assumersi ad arbitrio; in questo senso possiamo parlare 
di una retta con p coppie come di una curva di genere virtuale p.
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Ora ò assai interessante vedere come i teoremi fondamen
tali della geometria sopra una curva si rispecchino semplice-* 
mente sopra una retta con p coppie :

1) Sopra la curva di genere p , ogni gruppo di n punti 
appartiene ad una serie lineare completa grn con r > n  — p.

Si tratta di mostrare die sopra la retta « esiste una de
terminata serie lineare g con r > n —p , contenente un dato 
gruppo Gn e possedente p coppie neutre (* = i* 2 -i>) »•

A tale scoi>o si osservi che la serie g compieta conte
nente un Gn e rispetto a cui è data una coppia neutra AiA2, 
si costruisce combinando linearmente il Gn con la g*~2 che 
possiede — sulla retta — i punti fissi Ai e A2: quindi la 
nostra grn completa con p coppie neutre, resta definita come 
intersezione di p serie per cui sarà in generale r — n —p e 
in ogni caso r >  n — p.

Corollarii del teorema 1) sono le proposizioni relati\e 
alla somma e sottrazione delle serie, in particolare il teorema 
del resto, per cui la serie residua di un Gm rispetto a una grn 
è la medesima quando si sostituisca al C?m.un gruppo equi
valente.

2) Ogni gl completa per cui w>2jp —2 ha la dimen
sione r == n — p .

diportandoci alla retta, si stacchino dalla g'n p — 3 coppie 
neutre per es. quelle per cui i =  2, 3 . . .  p: con ciò la
dimensione della serie residua sarà

r  > r  — ( p  — 1).

Ma questa serie residua, d’ordine n — {2p — 2), possiede la 
coppia neutra Au Ai2 e quindi è di dimensione

r <  u — (2p — 2) — 1 ;

combinando le due diseguaglianze si deduce

r <  n — p 

e quindi, per il teorema 3),

r — n — p.

(Si noti che il caso n — 2p — 3 non fa eccezione nel ra
gionamento precedente, giacché la serie residua cui si è con-
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dotti non può essere hi g[, essendo A u e A12 due punti di 
stiliti, ma deve ridursi ad una g'  ̂ cioè ad un punto fisso).

3) Esiste una determinata serie completa Questa
serie canonica si ottiene — sopra la retta — combinando 
linearmente i p gruppi di p — 1 coppie neutre.

Anzitutto si vede che i p gruppi definiti dalle coppie: 
2, 3 ... p 7 3, 4 ... p7 1 ;... 1, 2 ... p — 1, sono linearmente indipen
denti; infatti i primi p — 1 hanno comune la coppia p-esima 

che non appartiene all’ultimo gruppo. Resta così 
dimostrato che i nostri p gruppi definiscono effettivamente 
una serie ed è evidente che questa possiede le coppie
Ai^ii* come coppie neutre, giacché ciascuna di queste coppie 
è fìssa per una gp~z~> contenuta nella g?~}0.

D’altra parte è chiaro che una, serie lineare g?}~^ posse
dente le p coppie neutre J,v l t2, contiene i gruppi formati 
da p — 1 di queste coppie (importanti nel loro insieme^— 1 
condizioni) e quindi coincide con la serie lineare debilita da 
questi gruppi: ciò significa l’unicità della-serie gp,~_̂.t sopra 
la retta di genere virtuale p.

Vale la pena di notare che, essendo data nel piano una O0 
d’ordine m con p punti doppi accidentali, la gp~̂ ., determinata 
come sopra, riuscirà definita dalle curve d’ordine m —3 che 
passano per i punti doppi non accidentali : ciò si riconosce osser
vando che vi è fra le predette una curva d’ordine m — 3 passante 
(per i punti doppi non accidentali) ed anche per p — 1 punti 
doppi accidentali, la quale non sega ulteriormente la ( 7( l .

4) Ogni g* completa con r ^  n — p è contenuta nella gp-^y 
canonica, e precisamente ogni gruppo della ĝ  impone u — r 
condizioni ai gruppi canonici che. debbono contenerlo (Teo
rema di Riemann-Roch).

Riportandoci alla retta, togliamo dalla nostra r coppie 
neutre; otteniamo così un gruppo di n — 2r punti, che impone 
ai gruppi canonici al piu n 2r condizioni; ma le r coppie
neutre impongono a questi stessi gruppi r condizioni e perciò 
un gruppo particolare della grn e quindi — per il teorema del 
resto — anche un gruppo qualunque di questa serie impone 
n — r condizioni, al più, ai gruppi canonici (die debbono con
tenerlo: applicando il teorema alla serie residua, si trova che 
il numero delle condizioni imposte è precisamente n — r, come 
dice il teorema di Riemann-Rodi. Segue, in particolare, che 
una gT è certo contenuta india gp~}_., se n — r < p  — 1.
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Osserveremo inlìne come In curva iperellittica di genere 
p >  1 sia suscettibile di ridursi ad una retta virtuale di 
genere p, dove le p coppie caratteristiche appartengano ad 
una involuzione, rappresentativa della g\. La possibilità di 
questa riduzione è d’accordo con la circostanza che le curve 
iperellittiche (possedendo 2p — 1 moduli forniti dai birapporti 
dei 2p 2 punti doppi della gty si <ittengono entro la famiglia 
delle curve Cp di genere p ponendo 3p — 3 — (2p — 1) =  p — 2 
relazioni fra i moduli di una CP7 infatti la degenerazione di 
una Cp in una retta con p coppie importa p relazioni fra i 
moduli, e così questa degenerazione è ancora possibile per una 
curva variabile iperellittica, restando infine (2p — 1) — p =  p — 1 
moduli per la retta di genere virtuale p. Questi moduli ven
gono forniti dai birapporti che p — 1 delle nostre coppie (ap
partenenti ad una gty formano con una di esse.

Dopo ciò riesce evidente che sopra la retta iperellittica di 
genere virtuale p7 la serie canonica è composta con la ecc.

Nota, (ili sviluppi che precedono (A) offrono una bella veri
fica del principio di continuità. Qualora si ignorassero i teo
remi fondamentali della geometria sopra una curva, si sarebbe 
indotti per tal guisa alla loro scoperta; ma, se al valore euri
stico di codesti sviluppi si vuole aggiungere un valore dimo
strativo, basterà riprendere le considerazioni fatte al termine 
del §  34 Iris, e provare la possibilità di un passaggio al limite in 
cui ogni serie proviene da una serie con ugual dimensione.

]] principio di degenerazione della curva di genere p in 
una retta con p coppie, reca luce ai problemi che concernono 
le trasformazioni birazionali di una curva.

In primo luogo giova osservare che cosa diventi il gruppo 
misto delle trasformazioni ordinarie di una cubica (p — l) 
(piando — diventando il modulo lc = \  — la cubica acquista 
un punto doppio, e però si riduce ad una retta su cui vi en 
segnata una coppia A {A.y Qui è evidente che le g\ danno al 
limite delle involuzioni trasformanti in sè la coppia A {A27 
cioè aventi due punti doppi coniugati armonici rispetto 
ad A iA2\ codeste involuzioni moltiplicate a due a due pro
ducono le oc1 proiettività coi punti uniti A{ e A2. Dunque:

(fi Cfr. Enriques: « 11 principio di degenerazione e la, geometria .sopra 
le curve algebriche». Math. Anna leu. Bd. 85 (1922;.
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II gruppo misto delle trasformazioni ordinarie di una 
curva ellittica, si rispecchia nel gruppo misto delle coi proiet- 
tività della retta che possiedono una coppia invariante.

La circostanza che le proiettività della retta lascianti 
ferma una coppia siano tutte contenute, nelle due schiere 
continue del detto gruppo misto (la schiera delle proiettività 
con gii stessi punti uniti che forma gruppo, e le schiera delle 
involuzioni che scambiano fra loro i due punti), questa circo
stanza diciamo vale a confermare la proprietà che le curve 
ellittiche non posseggono in generale altre trasformazioni in 
se stesse fuori delle trasformazioni ordinarie costituite dalle g\ 
e dai loro prodotti.

Ora, se in luogo di una cubica a modulo le variabile, si fa 
degenerare una cubica che si conservi sempre armonica od 
equianarmonica (in guisa da possedere trasformazioni straor
dinarie) la curva razionale limite — supposta irriducibile — 
dovrà avere una cuspide: si otterrà quindi una retta di genere 
virtuale 1, su cui verrà segnata una coppia di punti coinci
denti Al = A 2 — A: il gruppo misto delle trasformazioni or
dinarie diventa qui parabolico (anziché iperbolico) essendo 
costituito dalle c^1 involuzioni col punto doppio A e con 
le oo1 proiettività paraboliche generate dai loro prodotti. 
Ma tutte queste proiettività sono contenute nel più ampio 
groppo oo2 che lascia fermo il punto A . Tale circostanza è 
d’accordo con la possibilità di riguardare la retta parabolica 
di genere 1 come una curva di modulo indeterminato, cioè 
come forma limite di curve ellittiche, il cui modulo abbia 
un valore arbitrario (anche discosto da 1). Effettivamente il 
gruppo misto della curva ellittica armonica, come pure quello 
della equianarmonica, si rispecchiano in gruppi misti sulla 
retta parabolica di genere J : che tuttavia perdono, qui il 
loro significato caratteristico, allargandosi ad un gruppo co2 
come è detto innanzi. Il gruppo misto della curva armonica 
si riduce sopra la retta al gruppo costituito dalle quattro 
schiere seguenti :

1 ) X  —  X  -f- cost.
2) x =  — x -i- cost.
3) x =  ix cosi .
4) x =  — ix -4- cost. ;

le trasformazioni singolari 3) (e 4), in cui sia nulla la costante, 
sono cicliche del quart’ordine e — in ogni caso — una qual-
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siasi di esse, elevata alla quarta potenza, riproduce mia tra
sformazione della prima serie, cui appartiene l’ identità; per 
moltiplicazione poi esse generano 1’ intero gruppo misto come 
già dimostrammo accadere sopra la cubica armonica.

Similmeute si riconosce sopra la retta parabolica di 
genere 1 il gruppo misto relativo al caso equianarmonico* 
che qui viene costituito da 6 schiere di proiettività :

X r =  Er x  -t- cost.
2 ni

t =  e ^ ,  r =  l, 2, 3, 4,5, 6.

È chiaro come questi gruppi si generalizzano sulla retta, 
prendendo jier e una radice n-esima dell’unità, ma soltanto 
i casi n =  4, n =  6 hanno riscontro in curve ellittiche sin
golari non degeneri.

Lasciamo da parte le curve ellittiche per indicare come il 
principio di degenerazione permetta di stabilire in generale il

Teorema. Curve a moduli generali di genere p >  2 non 
posseggono trasformazioni in se stesse.

Pongasi che una Cp generale ammetta una trasforma
zione birazionale in se stessa, tu, la quale non degeneri 
quando la Cp acquista p punti doppi accidentali. Allora è 
chiaro che la tu, considerata come trasformazione della curva 
razionale, dovrà lasciare invariato l’ insieme delle coppie di 
punti che sono neutre per il sistema delle grn. Ma,
se le coppie A{lA t2, (per i =  1, 2,....p), con p >  2 vengono 
assunte ad arbitrio sopra una retta, non vi è nessuna trasfor
mazione (proiettiva) di questa, che lasci invariato il sistema 
dei 2p punti

Tuttavia occorre rimuovere il dubbio che — nel passaggio 
al limite — la trasformazione (ciclica) tu della Cp diventi, sulla 
retta, una proiettività degenere. Per ciò osserviamo che la tu tra
sforma una qualunque g\ sopra la Cp in un’altra g\ asso
ciata; al limite, se la tu degenera, la g\ associata ad una data 
(che può scegliersi ad arbitrio colla sola condizione di avere 
p coppie neutre sopra la retta) risulterà costituita da un 
punto fisso multiplo e da un punto variabile: sarà fìsso il 
punto, M, che risponde a un punto generico della retta, e 
sarà variabile il punto che corrisponde al centro, A, il cui 
omologo in tu riesce indeterminato. Ma una g\ siffatta non
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può possedere due coppie neutre distinte; così resta esclusa, 
per j) >> 1, la degenerazione della n.

37. I cicli delle superficie di liiematin di genere e le 
loro degenerazioni. — E importante illuminare la degenera
zione che subisce una curva di genere p per P acquisto di 
nuovi punti doppi, ricercando la variazione dei caratteri topo
logici delle corrispondenti superficie di Riemann. Giova anzi
tutto mettere in una nuova luce i concetti fondamentali della 
connessione delle superficie (chiuse e bilatere) esposti nel L. 2°, 
definendo qui i cicli di una tale superficie.

Abbiamo visto che una superficie chiusa e bilatera F, di 
genere ji, quale è la riemanniana di una curva algebrica, può 
essere ridotta per continuità alla forma di una sfera dotata 
di 2> manichi formati da altrettanti tori. Se si taglia ciascuno 
dei p tori lungo un meridiano e un parallelo, mediante una 
coppia di tagli At e B t (i =  .1, 2 ... p), che prende il nome di 
retrosezione, la F  viene ridotta a una sfera dotata, di p fori 
quadrangolari, i cui lati opposti costituiscono gli orli dei 
tagli Ai e Bx. Allargando uno di questi fori, e distendendo 
la sfera sul piano, la nostra F  viene ora ridotta a un qua
drato con p — 1 fori quadrangolari; e da questo tiposi passa 
a quello del poligono di 4p lati, facendo scorrere i p ~  1 qua
drati interni; il che equivale a far sì che i 2p tagli A,- e B ; 
(/ =  !, 2...p) vengano a passare per un medesimo punto, 0, 
die riesce rappresentato ugualmente dai Ap vertici del poli
gono (cfr. L. 2°, § 37).

Viceversa si consideri un qualunque sistema di 2p tagli 
chiusi, che rendano la superficie F  semplicemente connessa 
divisi in p coppie di tagli coniugati, tali che quelli di una 
medesima coppm abbiano un punto a comune e quelli di coppie 
diverse non s9 incontrino ; un tale sistema di tagli dà eviden
temente origine a una sfera con p fori quadrangolari (i cui 
lati opposti corrispondono agli orli dei tagli) sicché costituisce 
un sistema di p retrosezioni che possono evidentemente conside
rarsi quelle relative ai p manichi anulari di una sfera con p 
manichi. In modo analogo 2p tagli, passanti per nii punto 0, 
che rendano la superficie semplicemente connessa, danno ori
gine a un poligono con 4p lati, e corrispondono a un sistema 
di retrosezioni che siano state condotte a passare per il 
punto 0.
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Ora, senza eseguire i 2p tagli sopra ricordati, possiamo 
considerare le lineo che essi segnano sopra F, prese in un 
loro verso, come cammini chiusi o cicli, descritti da un punto 
mobile sopra F.

Relativamente ai cicli della superficie P o i n c a r é  distingue 
due specie di equivalenza: un’equivalenza in senso lato cui 
dà il nome di omologia e un’equivalenza in senso stretto o 
equivalenza propriamente detta. Si chiamano omologhi due 
cieli C e C  che per deformazione continua possono ridursi 
l’ uno all’ altro: questa relazione si designa scrivendo

<7 oc C.

Invece Poincaré chiama equivalenti i cicli C e C  descritti 
a partire da un’origine A, quando essi si riducano l’uno all’altro 
mantenendo sempre fissa l’ origine A. L’ importanza di questa 
considerazione appare a chi pensi ad una funzione irrazionale 
dei punti della superficie F, i cui rami vengano permutati 
fra loro per un ciclo descritto a partire da A ; noi dovremo 
dunque ritornarvi nello studio delle curve o superficie di Rie- 
mann multiple (§§ 38 e 39). Qui ci riferiremo sempre alla 
omologia.

Per somma (C -b C ) di due cicli C e <7', intendiamo il 
ciclo che si ottiene, a partire da un qualsiasi punto 0 di F , 
descrivendo prima un cammino chiuso omologo a C e  poi un 
cammino chiuso omologo a Se per es. il punto 0 viene preso 
su 0, otterremo il ciclo somma, descrivendo prima Gr, poi una 
linea aperta (e sciolta) L che congiunga 0 ad un punto 0' 
di C\ indi <7, e finalmente — in senso inverso — la linea L . 
In particolare si parlerà del multiplo yO di un ciclo GY.

Rispetto all’ omologia la somma gode della proprietà com
mutativa :

C + C c s z O ' - f -  c

(proprietà che non appartiene — come vedremo — all’ equi
valenza in senso ristretto).

Infatti, il ciclo C C somma di due cicli uscenti da 0, 
si può ritenere come una linea chiusa formata di due archi 00' 
e (70, dove 0' è vicino ad 0: l’arco 00' dà C e l’arco 0 0  
dà O'. Ora possiamo fare scorrere la linea <7-h C' su se stessa, 
in guisa die 0 e 0' si muovano contemporaneamente fino a
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scambiarsi P uno con Paltro; ciò implica una variazione con
tinua di C e (7 che permuta i due cicli.

Accanto alla somma di due cicli C e  (7 si può anche con
siderare la loro differenza C — C' ; essa non è altro che la 
somma di C col ciclo (7 preso secóndo il verso opposto.

La sottrazione dei cicli porta a considerare sopra F  i 
cicli nulli, riducibili ad un archetto infinitesimo attorno ad 
un punto.

Invero sussiste l’osservazione fondamentale: Se C e <7 sono 
due cicli omologhi, C — C è un ciclo nullo :

C — C co 0.

Per dimostrarlo giova deformare C  riducendolo a C di guisa 
che Ce C possano ritenersi come i due orli di una medesima 
linea C : ora il ciclo che si ottiene percorrendo un pezzo di 
orlo della linea C, a partire da un’origine 0 fino a un 
punto P, e ritornando in 0 per l’altro orlo, è sempre nullo; 
in particolare esso è nullo quando P  — dopo aver descritto 
completamente C — ritorni in 0. e. d. d.

L’ osservazione precedente si giustifica anche notando 
come la superficie descritta da una linea chiusa, che partendo 
da C vada a (7, si può ritenere — dal punto di vista topolo
gico — un cilindro, il quale si distacca da F  quando si esegui
scano i tagli C e (7; aggiungendo un taglio lungo una gene
ratrice L = 0 0 \  il cilindro si riduce ad una superficie aperta 
semplicemente connessa il cui orlo, C -+- L  — (7— L co C — (7, 
è dunque un ciclo nullo.

Ora importa riconoscere come i 2p cicli Cfi* — Cw cor
rispondenti ai tagli chiusi che, partendo da un punto 0, ren
dono semplicemente connessa la superficie P, formano un sistema 
di c ic li  p r i m i t i v i ,  nel senso che essi sono linearmente indipen
denti, e ogni altro ciclo può esprimersi come combinazione 
lineare di essi.

Dimostriamo anzitutto che essi sono linearmente indipen
denti, cioè che non può essere

C O  X 2 ( ? 2 +  . . .  - U  ^ 2 p ^ ' 2 P i

Per quanto abbiamo sopra ricordato, possiamo supporre che la 
nostra F  sia una sfera con p manichi, e che i cicli CLC2... C2P 
siano rispettivamente i meridiani e i paralleli dei p tori costi-



CAPITOLO III 417

finenti i manichi della sfera. Supponiamo di aver resi i manichi 
coi cerchi di gola appartenenti a un medesimo piano, e per 
ciascuno di essi consideriamo il cerchio, c, luogo dei centri 
dei meridiani, e la retta, r, asse di questo cerchio; abbiamo 
allora che un meridiano avvolge c e un parallelo avvolge r. 
Osservando che i j) cerchi e le p rette così costruite non hanno 
punti comuni con la sfera, si deduce immediatamente che non 
può essere

a1C1 X2CY2 -1- ... -1- X2p C2p.

Infatti, posto che Ci sia un meridiano del primo toro, av
volgente dunque il cerchio cL, non può accadere che un suo 
multiplo (avvolgente XA volte cq) si riduca — per deforma
zione continua sopra la F  — alla somma di cicli quali C2... C-.tp 
che non avvolgono il cerchio c\.

Ciò posto dimostriamo la seconda parte del nostro enun
ciato, cioè che

Ogni ciclo (7, descritto sopra F  a partire da un punto 0, 
è una combinazione lineare dei 2p cicli indipendenti C {C2... C2p.

Per vederlo riduciamo la superficie ad un poligono piano 
con 2p coppie di lati (i =  1, 2, ... 2j>), ogni coppia rap
presentando i due orli di un taglio CL e i vertici 0 L02...04P 
il punto 0. Ammettiamo che C incontri i cicli (e i loro 
deformati) in un numero finito di punti, che successivamente 
indichiamo con P AP 2 ... Ph: è lecito deformare C facendo muo
vere P t sul ciclo Ct a cui appartiene fino a portarlo in 0, e 
così dicasi per P, ... Ph. Dopo ciò C verrà rappresentato sul 
nostro poligono da un insieme di tratti (per es. segmenti) 
ognuno dei quali congiunge due vertici del poligono; ma uno 
di questi, per es. 0 [021 si riduce per deformazione alla somma 
di un certo numero di lati del poligono; ciò significa che C 
è una combinazione lineare dei cicli CL. c. d. d.

Nota. \j ipotesi che C incontri i cicli C.t in un numero 
finito di punti, implica due cose:

1) di escludere quelle infinite oscillazioni che una linea 
può presentare in corrispondenza ad altre, quando le linee si 
definiscono soddisfacendo alla sola condizione di continuità, 
e non ad una illimitata derivabilità;

2) che la linea C — supposta rettificabile — abbia una 
lunghezza finita.

V.  KNK1QUKS -  MI. 11
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Ora quanto alla prima restrizione è sempre lecito soddi
sfarvi in base a noti teoremi che permettono di approssimare 
una linea continua con linee di tipo determinato, per es. ra
zionali, o composte con linee razionali. Ma la seconda restri
zione costituisce una limitazione necessaria alla teoria dei 
cicli, giacché importa escludere quelle linee che equivarreb
bero alla ripetizione di un numero infinito di cicli elementari.

Si consideri ora, sopra la F, un secondo sistema di cicli; 
k l k 2 ... K2P

0 0  ^ j ^ i h C ' h  ? 
h

condizione necessaria e sufficiente perchè i formino un sistema 
di cicli primitivi è che sia uguale ad 'uno il determinante dei 
coefficien ti aih.

È chiaro anzitutto che la condizione è sufficiente: infatti 
scriviamo formalmente il sistema delle 2p equazioni

'£i«ihCh =  Ki (i=A,2,...2p),
h

e risolviamolo considerando le O come incognite e le K  come 
parametri; troveremo allora delle espressioni

Cs =  % \s,.Kr (* =  l,2,...2p)
r

con coefficienti Xsr interi, che ci danno i cicli Cs (e quindi 
qualunque altro ciclo) come combinazione lineare dei cicli K.

Viceversa se i K  formano un sistema di cicli primitivi, 
avremo

c. co ^ X srj^a rhc h CO ,
r h h r

il che — essendo i Ch indipendenti — porta

( — 1 per h =  s 
Xsrarh ì ~ 1 ,( =  0 per h s.

Ciò prova che esistono dei moltiplicatori Xsr tali che mol
tiplicando le linee del determinante | arh | per essi e sommando 
per colonne, si ottiene una nuova linea (che può essere sosti
tuita a una di quelle del determinante primitivo) in cui sono
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nulli tutti gii elementi, meno uno che è dato dall’unità: in 
tal modo il determinante | arh | appare uguale al determinante

1 0 0 . . . . . 0
0 1 0 . . .. . . < ) ■

0 0 1 . . . . . 0 =

0 0 0 . . .. . . 1

Vediamo ora come si possano determinare i 2p cicli fon
damentali sopra una riemanniana ad n fogli. A tal fine giova 
riferirsi al tipo di Liiroth-Clebsch che — in sostanza — per
mette di ridurre le nostre considerazioni al caso delle super
ficie a due fogli 1 e 2, cioè al tipo iperellittico. Infatti i cicli 
della riemanniana si otterranno per combinazione dei cappi 
uscenti da un punto 0 e circondanti i 2p-\-2 punti di dira
mazione A {A2... Aw+* che danno luogo alla sostituzione (12), 
e i cicli elementari risulteranno dalla somma di due cappi 
siffatti: sommando invece i cappi che avvolgono i due punti 
di diramazione

B l — A2p_̂ 3, B 2 =  d 2p_t_4,

cui risponde la sostituzione (23), si ottiene sulla riemanniana 
una linea chiusa, tagliata la quale si rompe la connessione, 
poiché resta impedito il passaggio dai fogli 1 e 2 ai fogli 3, 4,... ».

Dopociò si vede che le linee chiuse riducibili alle somme 
di cappi :

'G{ =  OA{ H- 0A2, O.y =  0/l2 OA3.... 02p =  OA.2p ~t~ OA2p_̂ {, 

ovvero anche le

G l:̂ 0 A l-\-0 A , G A3-\-0 A 4... C'221_j ~—GA2p ±-{-OA2p
G{ =OA1q~Oil2̂ _̂ l, C3 = 0 A3-\-OA2p+l...C2p—̂=-OA2p—iArOA2p^L

formano un sistema di 2p cicli indipendenti, dai quali si ot
tiene, per combinazione lineare, ogni altro ciclo della nostra 
riemanniana. Ciò risulta subito dalla teoria della connessione 
delle superficie di genere p svolta nel Cap. I l i ,  del L. 2% 
dove appunto (vol. I, pag. 385) vengono indicati i 2p tagli 
chiusi che non spezzano la connessione di una riemanniana 
a fogli del tipo Liiroth-Clebsch. Infatti non vi è difficoltà a
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verificare che i sistemi di linee sopra indicati rispondono 
a tagli che rispettano la connessione della superficie, e da 
ciò si deduce che essi porgono i domandati sistemi di cicli 
per la superficie di genere p. Ma qui vale la pena di ripren
dere ex novo lo studio della questione, dimostrando diretta
mente (senza togliere alcunché in prestito dalla teoria gene
rale della connessione delle superficie) che veramente ogni 
ciclo segnato sopra la nostra riemanniana ad n fogli si riduce 
ad una combinazione lineare di quelli elementari, appartenenti 
ad uno dei due sistemi sopra indicati. Il lettore frettoloso potrà 
lasciare da parte questa dimostrazione. La quale riposa sulle 
seguenti osservazioni :

1) Ogni ciclo C viene rappresentato sul piano da una 
linea chiusa (7, riducibile per deformazione continua ad una 
somma di cappi presi in un dato ordine.

2) Quando una parte del nostro ciclo partendo, per es., 
da un punto del foglio J, comprenda un cappio — come (23) — 
che non operi sulla determinazione 1, il ciclo può essere sem
plificato sopprimendo questo cappio, che è un ciclo nullo sul 
foglio 1 della riemanniana.

3) Parimente un ciclo si può semplificare sopprimendo 
dalla linea C un qualunque cappio che figuri successivamente 
2 volte. Infatti la linea chiusa 0AL 0A { risponde ad un 
ciclo composto di due linee aperte coincidenti 0 i0o +  020 i 
che è evidentemente nullo.

4) Ogni linea chiusa composta di due cappi 0B2ì_ { 0B2i 
cui rispondono le trasposizioni (i +  l, i-h  2) con i >  1, porge 
un ciclo nullo.

Si consideri per es. un giro intorno a Bl e JB0 concepito

come ciclo a partire da un punto, 02, del foglio 2. È lecito 
complicare il nostro cielo girando anzitutto attorno a B1? poi
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ni punti A {A2... Aw^ , quindi intorno a e infine intorno 
a B.,B4 ... J3,„_4 : infatti il primo giro porta 2 in 3, che rèsta 
immutato girando attorno agli A, quindi 3 va in 2 per il giro 
attorno a Bv e 2 resta immutato girando attórno a B 3B4... jB2,?_4. 
Ora il ciclo così complicato costituisce una linea sciòlta che 
avvolge tutti i punti di diramazione, e perciò si riduce ad un 
giro attorno al punto all’ infinito che non produce dirama
zione alcuua; in conclusione è un ciclo nullo. A chiarimento 
della dimostrazione vale l’annessa figura; del resto questa 
dimostrazione si riconduce a far passare il cappio OBi alla 
sinistra degli OAL, ciò che accade senza mutamento della 
corrispondente sostituzione (23).

5) Ogni ciclo si può semplificare sopprimendo da esso 
i cappi, che ne facciali parte, avvolgenti i punti Bi cui ri
spondono le sostituzioni (23) (34)....

Consideriamo una porzione del nostro ciclo che — par
tendo per es. da un punto del foglio 2 — comprenda un 
certo numero di cappi avvolgenti punti jB, fino a ritornare 
nello stesso punto con la determinazione 2: tenuto conto 
della semplificazione 2), le sostituzioni che s’ incontrano suc
cessivamente ci daranno una serie del tipo:

(23) ...(23)
(34).... (34)
(45).... (45)

(2i — 1 , 2i) .... (2i — 1, 2i)
(2i, 2i — 1) .... (2i, 2i — 1 ) .

(54) ....(54)

(32) ....(32),

dove ogni sostituzione figurerà successivamente un numero 
dispari di volte; e in forza delle osservazioni 3) e 4) questo 
numero dispari si riduce all’unità. Avremo dunque per es. una 
successione del tipo

(23) (34) (45) (54) (431 (32);

ma il ciclo corrispondente si semplifica ancora, sopprimendo 
la coppia di cappi (45) (54), e quindi la (34) (43) e infine
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anche la (23) (32), sicché in ultimo appare ridursi a un ciclo 
nullo.

La nostra osservazione 5) risulta così dimostrata, ove si 
avverta che ogni ciclo può immaginarsi partire da un punto 
del foglio 1, e che ogni porzione di esso — che non sia a priori 
nulla — avvolgente qualche punto B, dovrà quindi partire da un 
punto del foglio 2 e ritornare allo stesso punto del detto foglio.

6) Da quanto precede risulta che ogni ciclo C della 
nostra riemanniana si può semplificare in guisa da apparire 
una somma di cappi avvolgenti i punti A{A2... A2P+2 cui rispon
dono le sostituzioni (12). Qui si può aggiungere che il numero 
dei cappi 0At1 figuranti in (7, dovrà essere pari, affinchè dal 
foglio 1 si ritorni allo stesso foglio; inoltre — per la 3) — in O 
non figura mai successivamente due volte il medesimo cappio.

7) Il ciclo che è costituito dalla somma dei cappi 
0A {, 0A2, ... OA2P+2, avvolgendo dunque tutti i punti di dira
mazione A, è nullo, perchè equivale a quello che avvolge (in 
senso inverso) tutti i punti B. Ne emerge che il cappio OA2P_h2r 
ove figuri come parte in una somma di cappi 0A iy può essere 
rimpiazzato con la somma dei cappi 0A { -f 0A2... OA2p+r

8) La somma di due cappi 0Ar 0AS (con r< 2p-\~  \y 
«<2p +  l , r={=5*) si riduce ad una somma di cicli elementari C;

(Gì =  OAi -h 0Ai+l , i<2j>).

Infatti supposto r <  .v, si ha

0 Ar -i- 0AS =  (0Ar ■+■ 0Ar^ {) -f- ( 0/1 ,*4̂  -\- 0Ar+2) -1- .... -f- 
- l- ( OA s. _ 1 -p- 0 A s) .

In  definitiva, applicando l’osservazione 8) alle coppie di 
cappi che figurano successivamente nel nostro ciclo semplifi
cato (7, abbiamo il

Teorema: Ogni ciclo della riemanniana del tipo Lilroth* 
Clébsch si ottiene per somma; dei cicli elementari Gì definiti dalle 
somme di cappi

Gt =  0 A ì -P 0A i+l.

In luogo di codest i cicli si può anche assumere come sistema 
di cicli elementari quello formato dai cicli Cn 0:i, ...., G2P-.L, 0

CL =  0Al -p- 0A2p_)_n Cz =  0A2 -p- 0A2P̂ .l ....,
G2p—i — GA2P—! ~P* 0A2P+l..
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Infatti anche a questo sistema si applica l’osservazione 8). 
Per es. la somma dei cappi

0 A o +  0 =  ( O A 2 4- O A^ )  -f- ( 0 A i -f- O A 2p+.L) +
~ +  ( O A 9P+l h- o a j  =  -  c t +  c ;  -  cy,

e lo stesso dicasi per ogni altra somma del tipo O A r -\~ O A s.

Ora passiamo a studiare le degenerazioni dei cicli. Perciò 
consideriamo una curva variabile Kp, di genere p, la cui rie- 
manniana ad n fogli venga ridotta al tipo di Liiroth-Olebsch, in 
ordine ad un sistema di tagli o cappi susseguentisi O A iy 0 A 2....,
@ A 22)-t-2i O S n . . . j

Facciamo avvicinare i due punti di diramazione A ± e i 2, 
cui risponde la sostituzione (12), insieme alle linee O A t e Oii2, 
fino alla coincidenza: allora la Kp acquista un nuovo punto 
doppio (nodo) A , corrispondente ad A L == A 2 , che deve ritenersi 
virtualmente i 11 e s i s tente.

In questa degenerazione, come cicli della riemanniana 
di genere p — 1, si conservano 2p — 2 fra i cicli elementari 
della Kp variabile, mentre due cicli degenerano nel modo che 
ci proponiamo di mettere in luce. Perciò riferiamoci p. es. al 
secondo sistema dei cicli elementari, sopra nominato. È chiaro 
anzitutto che i cicli diversi da C\ e <7/, i quali non comprendono 
i cappi 0A l e 0A2,non subiscono alcuna degenerazione. Invece 
il ciclo C{ =  0A l -f  0A2, ovvero una linea chiusa omologa, quale 
la somma dei segmenti lievemente prolungati A LA2 AzAn si 
riduce al limite all’uno o all’altro dei cerchietti infinitesimi 
che circondano A sopra le due falde della CP_ L (secondochè <7t 
è costruito a partire da un punto del foglio 1 o da un punto 
del foglio 2). Quanto al ciclo Ct' =  0AL 0A2P_hn sostituibile 
con una linea chiusa omologa A { A2P_hl - h i 2P+1 An esso si riduce 
al limite ad una linea che partendo dal punto A sopra una 
falda della Kp̂ n ritorna ad A sopra l’altra falda: se dunque 
si designano con A! e A" i due punti (funzionalmente distinti 
sulla Kp—i) sovrapposti in A , si può dire che la degenerazione 
del ciclo (7/ è costituita da una linea aperta A'A!\

In modo analogo la Kp si può far degenerare in una K0 
irriducibile, acquistando p nuovi punti doppi (nodi) ove si 
facciano coincidere a coppie i punti di diramazione A { A 2 , 

A 3 A 4 , ...., A 2P_ l A 2 p ; allora i cicli C{ 0 3 .... C.2P_ l si riducono, 
come prima, a cerchietti infinitesimi, mentre i cicli (7/ C. ' ....
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divengono linee aperte, congiungenti ciascuna i due punti 
sovrapposti delle falde che rispondono ai nuovi punti doppi.

B»itorniamo alla considerazione elementare di un solo punto 
doppio per porgere un’ immagine visiva del fatto topologico 
della degenerazione. Pongasi per es. che la Zi sia di genere p =  1 
e la corrispondente riemanniana sia un toro; quando la Zi 
acquista un punto doppio, la sua riemanniana si riduce topo
logicamente ad una sfera; ci possiamo rappresentare il pas

saggio operando, lungo un circolo me
ridiano del toro, una strozzatura, dove 
si vedranno due falde della superficie 
torica riunite nel punto conico A . È 
chiaro che rompendo la connessione 
in A la nostra superfìcie si riduce al 
tipo sferico. È anche chiaro che i due 
cicli fondamentali del toro, quali sono 
dati da un meridiano e da un paral

lelo, si riducono al limite ad uno dei due cerchietti in fi ni tesi mi 
omologhi che circondano A sopra una falda, e a una linea aperta 
A'A" che congiunge i due punti A' e A" sovrapposti in A.

Le cose dette innanzi suffragano in generale la visione 
che un nuovo punto doppio A, acquisito da una superficie 
di Biemann (rappresentata come sfera con p manichi) si può 
considerare come una strozzatura operata secondo una se
zione trasversale di un manico, ovvero anche nel corpo stesso 
della sfera. Viceversa dalla superficie degenerata di genere p — 1 
si ripassa a quella di genere p stabilendo un ponte, filamento 
o manico strozzato, a collegare due falde diverse. Appunto 
in tal guisa la riduzione di una, Kv ad una Ii0 con p punti 
doppi virtualmente inesistenti, si rispecchia topologicamente 
nella rappresentazione della superficie riemanniana di genere p 
come sfera con p manichi.

Ora la visione che abbiamo guadagnato dei nuovi punti 
doppi acquisiti da una Zlp, è propria a porgere la verifica 
topologica della; formula, che dà il genere di una curva, spezzata. 
La curva Zi di genere p, generalmente irriducibile, venga a 
spezzarsi in due parti Zf, e Zi2 aventi comuni i punti semplici, 
che non siano limiti di punti doppi di Zf; allora la superficie 
di Biemann Zi, ammetterà una forma limile composta con le 
due superficie di Biemann Zi, e K2 : potremo rappresentarci 
la Kn di genere p ^  come una sfera con pL manichi, e la K2, di
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genere j>2, come una sfera con p2 manichi, le due sfere essendo 
congiunte da i filamenti o tubi. Nella figura si è preso pl =  2, 
p« =  3, i =  3. Ciò posto, uno dei filamenti che congiungono 
le due sfere, si può ritenere costituire insieme a queste, una 
superficie topologicamente identica ad una sfera, nella quale 
si vedranno quindi p{ -\ p2-\-i — 1 manichi. Da ciò risulta

p =  p i +  p2 +  i — 1. c. d. d.

Nota. La degenerazione dei cicli di una riemanniana che 
acquisti un punto doppio, viene studiata innanzi supponendo

a priori che la riemanniana abbia il tipo di LUroth-Olebsch, 
e che il punto doppio nasca per l’avvicinamento di due punti 
di diramazione successivi A i e A2, e dei relativi cappi. Ora si 
può domandare se — data una riemanniana K  ad n fogli di 
genere p che acquisti un punto doppio — sia sempre lecito 
rappresentarsi la K  nel modo detto innanzi, nella vicinanza 
della forma limite. La risposta è affermativa solo per il caso 
che la curva limite, dotata di nuovi punti doppi, sia irredu
cibile; il caso in cui la K  si spezzi in due curve K{ e Zi2, 
esorbita in generale da questa considerazione, giacché è facile 
vedere che, per avvicinamento di coppie di punti di dira
mazione successivi, una riemanniana del tipo Lfiroth-Clebsch 
può spezzarsi solo con stuccamento di parti razionali o ipe- 
rellittiche.

Tuttavia basta qui una lieve modificazione del nostro 
discorso. Invece di riferirci al tipo di LUroth-Olebsch giova 
riferirci al tipo piu generale di Liiroth dove si considerano
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successivamente un numero pari 2n1 -h 2 eli cappi (12), 2tc2-{-2 
cappi (2.3), ...., 27c„_1-f-2 cappi (n — 1, n):

V =  7t1 4- n2 +  .... -f- TZn—t .

Qui i cicli sono dati semplicemente dai cicli delle rieman- 
niane a due fogli, con 27̂  +  2 punti di diramazione, in cui la 
nostra fiemanniana appare virtualmente scomposta. (Infatti 
si trovano così 2p cicli elle non spezzano la connessione).

Si dimostra che nelle vicinanze di una curva ZT, spezzata 
in due componenti K i e Zi2 con i punti comuni (all’infuori 
di quelli che siano limiti di punti dopili della ZT), si può sempre 
ridurre la riemanniana al tipo di Liiroth anzidetto, per modo 
che il passaggio al limite si effettui per Pavvicinamento 
delle i =  -4-1 coppie di punti di diramazione successivi,
rispondenti ad una medesima sostituzione (s, s -t- 1). Per es., 
se una riemanniana a 5 fogli si spezza in due riemanniane, 
una a 3 e l’altra a 2 fogli, avremo una successione di 2tu1 2 
cappi (12), 2tc2 -f- 2 cappi (23), 2ì=2tc3-i-2 cappi (34), 2tt4-h2 
cappi (45); e lo spezzamento avverrà per l’avvicinarsi delle, 
nominate coppie (34) e dei relativi cappi. Di qui si ottiene 
subito una nuova dimostrazione della formula che dà il genere 
della curva spezzata.

L a d i m o s t r a z i o n e  d e l l e  c o s e  s o p r a  e n u n c i a t e  si e f f e t t u e r à :
1) riducendo al tipo Liiroth separatamente le rieman

niane K i e Zl2 ;
2) osservando che per una K  vicina a K i 4- K2 si pre

sentano % nuove coppie di punti di diramazione coi cappi 
vicinissimi e rispondenti alla medesima sostituzione;

3) che questa sostituzione di passaggio, per ciascuna 
coppia, può sempre immaginarsi collegare i fogli consecu
tivi 3 e 4, potendosi tutte ridurre a questa col trasformare 
opportunamente le coppie dei cappi nominate mediante i 
rimanenti (cfr. § 3, pagg. 26 e 29).

Gli sviluppi potranno fornire oggetto di interessante 
esercitazione per lo studioso.
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Corrispondenze fra curve.

3 8 .  C u r v e  m u l t i p l e .  —  G i à  n e l l a  n o t a  d e l  § 2 ( O s s e r v a 
z i o n e  3 ) ,  si è  r i l e v a t a  la  p o s s i b i l i t à  c h e  s i  a b b i a  u n a  c o r r i 
s p o n d e n z a  [1 , v], d i  o r d i n e  v > l ,  f r a  d u e  c u r v e  n o n  r a z io 
n a l i  c p  e d / ,  c i o è  c h e  u n a  c u r v a  di g e n e r e  n >  0  p o s s e g g a  
u n a  t r a s f o r m a t a  s e m p l i c e m e n t e  r a z i o n a l e  /  (d i  g e n e r e  p >  0 )  
n a s c e n t e  d a  e s s a  c o n  u n a  s o s t i t u z i o n e  r a z i o n a l e  n o n  i n v e r t i 
b i l e .  I n  ta l  c a s o  r i e s c e  d e f i n i t a  s o p r a  f  u n a  involuzione, y j  d i  
g e n e r e  n, e  p e r  c o n t r o  la  c u r v a  f  d i g e n e r e  p v i e n e  r a p p r e 
s e n t a t a  s o p r a  la  curva multipla cp, a l l a  q u a l e  a p p a r t e r r à  in  
g e n e r a l e  u n  c e r t o  n u m e r o  8 d i p u n t i  di d i r a m a z i o n e ,  c o r r i 
s p o n d e n t i  a i  p u n t i  d o p p i  d e l l a  y*.

F r a  i c a r a t t e r i  s o p r a  d e f l u i t i  tr, p, v e  § r e la t iv i  a l l a  c o r 
r i s p o n d e n z a  s u p p o s t a  f r a  c p  e / ,  i n t e r c e d e  la  r e l a z i o n e  d i  
Z e u t h e n

v(2 K —  2) +  0 =  2p —  2 ,

c h e * fr a  un  m o m e n t o  a p p a r i r à  c o n s e g u i r e  d a l l a  r e l a z i o n e  t o p o 
l o g i c a  f r a  le  r i e m a n n i a n e  di f  e cp, e c h e  v i e n e  p o r t a  d a i  
m o d o  d i  t r a s f o r m a z i o n e  d e l l a  s e r i e  c a n o n i c a  d i c p ,  c i o è  d a l  
t e o r e m a  d i  P a i n l e v é - C a s t e l n u o v o  d i m o s t r a t o  n e l  § 9 :

Za serie canonica di f  si ottiene sommando alla trasfor
mata della serie canonica di cp il gruppo dei 8 punti (doppi 
per la y j )  omologhi dei punti di diramazione.

. G i o v a  n o t a r e  c h e  la  r e l a z i o n e  p r e c e d e n t e  p o r l a  di n e c e s 
s i t à  c h e  il  n u m e r o  8 s ia  p a r i :  8 =  28', e s s e n d o s i  d e s i g n a t o  
c o n  8 il  n u m e r o  d e i  p u n t i  d i  d i r a m a z i o n e  semplici ( c u i  r i s p o n 
d o n o  p u n t i  d o p p i  d e l l a  y j )  o  il s u o  e q u i v a l e n t e :

O r a  le  c o r r i s p o n d e n z e  [1 ,  v] f r a  d u e  c u r v e  c o n d u c o n o  a  
p o r r e  d u e  p r o b l e m i  f o n d a m e n t a l i ,  c h e  s i  r i f e r i s c o n o



428 LIBRO QUINTO

1) alla costruzione delle curve multiple con d dati punti 
di diramazione;

2) alle involuzioni irrazionali appartenenti ad una curva 
di genere p.

Il primo problema, riguardato sotto l’aspetto dell’analysis 
situs si presenta come una generalizzazione della costruzione 
delle superficie di Riemann a fogli, giacché si tratta qui di 
costruire una superficie di Riemann sovrapponendo e colle
gando fra loro non più dei fogli semplicemente connessi, ma 
invece dei fogli di genere tt. D’altronde appare subito che 
il problema più generale si riconduce al caso particolare già 
trattato, poiché basta insomma sostituire a ciascuno dei fogli 
di genere n un gruppo di fogli semplicemente connessi, con
venientemente collegati fra loro. Riferiamoci — per sem
plicità di discorso — al caso generale in cui sopra la cp vengano 
dati 3 =  23' punti di diramazione semplici, per modo che gi
rando attorno ad uno di questi si produca un semplice scambio 
fra due punti del gruppo della yj corrispondente (o fra due 
valori della relativa funzione algebrica); giungeremo quindi 
al seguente teorema:

Una curva cp, su cui vengano fissati 3 =  2o' punti di dira
mazione, dà origine a un numero finito di curve v-ple, cioè a 
un numero finito di trasformate frazionali / ,  di genere 
p =  v(tu— l)-4-o' 4 -], tra loro birazionalmente distinte.

Pongasi che la cp (in relazione ad una sua g\ generica) 
venga rappresentata sul piano della variabile complessa con
tato n volte, con 2 n -h 2 n —2 punti di diramazione, e sa 
questo stesso piano a si segnino i 3 punti di diramazione, jB̂ , 
fìssati per definire la y multipla. In tal caso la costituenda/ 
verrà rappresentata sul piano a a nv fogli, e si dovrà ritenere 
birazionalmente determinata, non appena siano fissate le sosti
tuzioni relative ai punti e J5,. Da ciò segue che esiste sol
tanto un numero finito di curve/, rappresentabili sulla cp mul
tipla coi dati punti di diramazione. Questo numero dipende 
non solo dalla scelta degli scambi relativi ai punti ma 
anche da una certa arbitrarietà nella determinazione delle 
sostituzioni relative ai punti A {. Infatti, se nel punto A  ven
gono scambiati due fogli 1 e 2 della cp, ivi verranno scambiati 
i due gruppi di v fogli (che indichiamo con) II, 12,.... Iv, e 
21, 22,.... 2v, della /  senza che sia detto se il foglio 11 
debba scambiarsi col foglio 21 piuttosto che con 22, ....2v, etc.
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La costruzione precedente pone in evidenza la relazione 
di Zmijthkn

• v(2tt — 2) 4- § =  2p — 2 ,

giacche i 2n +  2n — 2 punti A{ di diramazione semplice relativi 
alla gln, data su c p ,  divengono punti di diramazione v-pli re
lativi a una gx di / ,  die ha poi altri o punti doppi corri
spondenti ai punti Bìj e così questa gfiv viene a possedere 
un numero di punti doppi dato da

v(2n 4- 2tu -  2)4-8 =  2nv 4- 2p — 2.

Aggiungeremo l’osservazione che alcuni dei punti di 
diramazione della curva multipla cp, possono venire a coinci
dere in punti di diramazione d’ordine superiore, per modo 
che girando attorno ad uno di essi sulla riemanniana di cp, 
si produca sui fogli di /  una sostituzione qualunque: per es. 
coincidendo B{ e B2 può aversi una permutazione ciclica di 
tre fogli, ovvero due scambi fra due coppie di fogli, etc.

Ora, richiamando il teorema di esistenza del § 33, si può 
precisare il modo di definizione di una, curva multipla, col 
seguente

Teorama di esistenza per le superficie di Riemann mul
tiple. Si fissino sopra una riemanniana c p  un gruppo di punti 
di diramazione B {B2.... e altrettanti cappi (cammini chiusi 
nulli) che partendo da un punto 0 della riemanniana girino 
attorno a questi ; si assumano poi, in relazione ai detti cappi, 
delle sostituzioni yS\ ... sopra le v lettere 12... v; e si assu
mano ancora le sostituzioni SIü2...S2n fra le stesse v lettere, 
in corrispondenza ai 2 t z  cicli indipendenti della detta c p ,  uscenti 
dallo stesso punto 0 : le sostituzioni anzidette determinano una 
riemanniana /  (coi fogli 12 ... v) rappresentata sulla c p  v~pla coi 
dati punti di diramazione, ogniqualvolta vengano soddisfatti 
i requisiti seguenti :

1) le sostituzioni S e 2] generino un gruppo transitivo 
(condizione di irriducibilità);

2) il prodotto di tutte le sostituzioni S e S (relative 
al cammino composto dei cappi giranti intorno ai punti B 
e dei 2n cicli considerati per 0, presi nell’ ordine che essi 
presentano nell’ intorno di 0), dia l’ identità. È da notare che 
nel prodotto considerato insieme a ciascuna sostituzione £ 
compare anche la sua inversa, corrispondente alla circostanza
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che ogni ciclo uscente da 0 presenta in 0 due raggi tangenti 
opposti l’uno all’ altro, segnanti i due versi opposti in cui il 
ciclo può venire descritto (*).

Uiì particolare interesse presenta la costruzione delle 
curve (o superficie di Riemami) multiple che sono prive di 
punti di diramazione, e segnatamente nei casi più semplici 
che avremo luogo di esaminare in appresso.

Ad esemplificazione della teoria, occupiamoci anzitutto 
di costruire le curve doppie, di cui impareremo poi a distin
guere algebricamente le diverse classi.

Secondo il teorema generale, data una superficie di Rie- 
manii cp, di genere n >  0, e fissati su di essa 2tu cicli indipen
denti uscenti da un punto 0, si può costruire una /  rappre
sentata sulla cp doppia, facendo corrispondere a ciascuno dei 
2n cicli suddetti lo scambio (12) ovvero la sostituzione identica, 
e associando inoltre la sostituzione (12) a 5 =  25'cappi uscenti 
dallo stesso punto 0 ed avvolgenti 3 punti di diramazione 
comunque fissati.

Quando si fa il prodotto delle trasposizioni #* =  (12) cor
rispondenti ai cappi (che sono in numero pari) e delle sosti
tuzioni 2 relative ai cicli di cp, si ottiene sempre l’identità, 
qualunque sia il numero e la posizione delle effettive traspo
sizioni (12) che figurano fra le dette 2, imperocché sappiamo 
che ciascuna 2 compare nel nostro prodotto insieme alla sua 
inversa (2—1 = 2 ). Pertanto si ottengono in tal guisa 227ì curve, 
o superficie di Riemann, / , rappresentate sulla cp doppia coi 
3 punti di diramazione assegnati: tuttavia, nel caso che man
chino i punti di diramazione (8 =  0), una di q u e s te /— cioè 
quella per cui tutte le 2 sono l’identità — risulta riduci
bile, sicché rimangono 227Z—1 curve doppie irriducibili senza 
punti di diramazione rappresentate sopra una medesima cp di 
genere n.

(l) A chiarimento di questa osservazione giova considerare lo svi
luppo della superficie di Riemann di genere n sul poligono di lati (cfr. 
L. 2°, § 38, vol. I, pag. 381). Allora il ciclo complessivo che risponde al- 
l’ insieme di tutti i cicli di c p  viene rappresentato dai contorno del poli
gono (il punto O venendo rappresentato dai vertici del poligono: per es. 
per 7C =  1, dai vertici del rettangolo che porge lo sviluppo del toro). Qui 
si vede come a ciascun ciclo corrispondono due lati del poligono che 
vengono percorsi in senso opposto.
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Nota. Ora sorge la domanda: le 22K— 1 curve doppie 
irriducibili costruite sopra una medesima c p ,  senza punti di 
diramazione, saranno fra loro birazionalmente distinte?

Dimostreremo che ciò accade in generale.
Caso t u  >  2. Per t u  >  2 la dimostrazione si dà facilmente. 

Infatti se due curve /  e / '  sono rappresentate doppiamente 
sopra una medésima cp di genere 7u, e si ha fra f  e / '  una 
corrispondenza birazionale, la stessa f  riesce riferita in due 
modi alla c p  contata due volte; e possono presentarsi due 
ipotesi :

1) La /  contiene una sola yj. Allora la c p  ammette una 
trasformazione birazionale in sè stessa, dove sono omologhi i 
punti che corrispondono a una medesima coppia della y*’Ma 
l’esistenza di una trasformazione birazionale sopra una c p ,  di 
genere t u  >  2 ,  importa una particolarità dei moduli della c p  stessa.

2) La f  contiene due yj (e quindi si ottiene una corri
spondenza [2, 2] sopra la c p ) .  Ohe questo caso implichi una 
particolarizzazione dei moduli di cp, si può verificare facil
mente considerando le curve canoniche C di un per
p =  2 t u  —  1 : imponendo ad una tale C di possedere una tra
sformazione involutoria con due spazi di punti uniti non 
incontranti la curva, si ha una (7, immagine della / ,  con
tenente una y *  di genere t u ,  immagine della c p ,  priva di coin
cidenze, ed in generale questa condizione non porta che 
esistano altre trasformazioni involutorie della nostra curva 
canonica, come avverrebbe se questa contenesse una se
conda y}2 di genere t u .

Caso 7u =  2. I ragionamenti che precedono si applicano, 
come sopra è detto, al caso t u  >  2. Per t u  =  2 sussiste tuttavia 
la conclusione che la /  possiede in generale una sola y| di 
genere 2, ma la c p  che la rappresenta ammette sempre una 
trasformazione involutoria in se stessa; non di meno si può 
riconoscere che questa trasformazione fa sempre corrispondere 
a un ciclo della riemanniana c p  un ciclo equivalente, dal che 
si deduce che le curve /  di genere 3, costruite a partire da 
una c p  doppia con diversi sistemi di sostituzioni, sono bira
zionalmente distinte.

Le cose asserite innanzi si giustificano come segue.
In primo luogo: « se una /  di genere 3 contiene una yj di 

genere 2 (priva di coincidenze) essa è iperellittica, cioè con
tiene sempre una g\ (involuzione razionale con 8 coincidenze),
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e conseguentemente anche una terza involuzione ellittica y\ 
(con quattro coincidenze) prodotto delle due involuzioni no
minate; ma la detta /  non contiene in generale altre invo
luzioni yI »• Infatti la /  canonica sarà a priori una quar- 
tica piana, trasformata in se da una omologia armonica di 
centro 0 e asse o: ora appare impossibile che questa subor
dini sopra /  una involuzione y* priva di coincidenze, giacché 
risalterebbero punti doppi per la y.$ le intersezioni di /co n  o; 
bisogna dunque che /  si riduca a una conica doppia, con 
8 punti di diramazione. Presa d’altronde una conica C e su 
questa quattro coppie di punti (di diramazione) coniugati 
nell’omologia armonica di centro 0 e asse o, si costruisce 
come curva doppia u n a / iperellittica di genere 3; su questa/ 
si trovano due involuzioni y* corrispondenti all’involuzione 
subordinata su C dalla nostra omologia armonica; queste 
due yj, il cui prodotto risulta la gl, lasciano invariate le due 
copine della gl stessa rispondenti alle intersezioni di o con C; 
perciò accadrà che una delle due yj abbia quattro coincidenze 
e l’altra zero, ovvero che ciascuna di esse abbia due coinci
denze: ma quest’ultimo caso è escluso dalla formula di 
Z e u t h e n  per la quale un’involuzione di genere 7r =  0, 1, 2, 
appartenente ad una curva di genere 3 ha rispettivamente 
8 =  8, 4, 0 coincidenze. Si conclude dunque che la /  iperel
littica costruita innanzi possiede una y1, di genere 2, ed 
una y\ ellittica prodotto di questa; per la gl; ma in generale 
codesta /  non conterrà altre yj, poiché l’esistenza, di un’altra 
involuzione su /  importa una seconda omologia armonica, 
trasformante in sé Ce il gruppo degli 8 punti di diramazione 
della C doppia.

In secondo luogo se la curva c p ,  immagine della y.’ di 
genere 2  diJ ,  ha moduli generali, la c p  non possiede altra 
trasformazione in se stessa che quella fornita dalla gl cano
nica: ora, per il nostro scopo, basterà provare che questa 
trasformazione muta ogni ciclo della riemanniana c p  in un 
ciclo equivalente, e però muta in se stessa ognuna delle 
2 2 7 T  — 1 =  15 curve doppie c p ,  definite dai diversi possibili sistemi 
di’ sostituzioni. Effettivamente la riemanniana della c p  viene 
porta da una superficie a due fogli 1 e 2, collegati fra loro 
in 8 punti di diramazione A lA2....A8; quindi un ciclo elemen
tare della c p  si può ridurre per continuità alla somma di due 
cappi K i e K2 partenti da un punto P  e giranti, p. es., at-
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torno ad A t e A%) allora è chiaro che mentre P  descrive, 
nel piano, il cappio KL i punti omologhi P 1 e P 2, sopra c p ,  
descrivono in sensi opposti lo stesso arco; sicché infine si 
trova un ciclo di c p  descritto da P l e da P 2 in sensi inversi. 
Da ciò segue che in generale ad ogni ciclo descritto sopra c p  
da P 1 corrisponde un ciclo omologo descritto (inversamente) 
da P 2. c. d. d.

Caso 7i =  l .  Rimane da trattare il caso tu =  1  : anche 
qui vale sempre la conclusione che « le 3 curve ellittiche 
doppie /, senza punti di diramazione, costruite a partire da 
una medesima c p ,  sono birazionalmente distinte, quando la c p  
abbia modulo generale (L) »; ma la dimostrazione di ciò riesce 
più difficile per la circostanza che una /  ellittica contiene 
sempre non una, bensì tre involuzioni, ellittiche y* e che 
— d’altra parte — la c p  ellittica ammette infinite trasforma
zioni in se stessa. Nondimeno riescono allo scopo considera
zioni sull’omologia dei cicli corrispondenti per una trasforma
zione di c p ,  analoghe a quelle che abbiamo adoperate per 
t u  =  2 .

Se una curva ellittica /  è rappresentata in due modi 
sopra la c p  contata due volte (corrispondendo ai due cicli 
di c p  diverse sostituzioni) possono darsi due ipotesi:

1) che — come nell’ ipotesi 1), per t u  >  2  — a ogni 
punto di c p  corrispondano sopra f  due coppie di una mede
sima y*; e. quindi si ottenga su c p  una trasformazione biuni
voca T  dove sono omologhi i punti di c p  che danno origine 
ad una medesima coppia della y*;

2 )  che, invece, ad un punto di c p  corrispondano sopra /  
coppie di due diverse yj, e quindi che « sopra una curva 
ellittica f  esistano due yj birazionalmente identiche, sicché le 
coppie omologhe di esse diano luogo su /  a una corrispon
denza [2,2] ».

1) Riferendoci al primo caso, si ripeterà il ragiona
mento fatto per t u  =  2 .  La trasformazione T  deve mutare un 
ciclo della riemanniana c p  in un ciclo non omologo; per 
esempio, se c p  è realizzala da un toro con l’asse verticale, 
mutare un circolo orizzontale C in un circolo verticale K. Ma

l1) Questa conclusione si può ritenere noto, esscmlo implicitamente con
tenuta nella teoria delle tras formazioni delle f  unzioni ellittiche, per la quale 
si può vedere: B i a n c h i  « Lezioni sulla teoria, delle funzioni » Cap. XV.

V.  BNRIQUKS -  III. 28
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le trasformazioni appartenenti ad una cp a moduli generali 
sono trasformazioni ordinarie di prima o di seconda specie; 
e per quest’ ultime — che sono gl — si prova come'innanzi 
elle mutano i cicli in cicli omologhi: pertanto lo stesso ac
cade per le trasformazioni di prima specie ottenute come 
prodotto di due gl.

Soltanto se la cp sia armonica od equianarmonica, vi sa
ranno trasformazioni singolari T  non conservanti i cicli, ed 
allora si verifica effettivamente (die cp doppie costruite à par
tire da diverse sostituzioni riescono birazionalmente identiche.

Così, se la cp sia armonica, vi è una trasformazione sin
golare T  =  t  della (piale si può vedere che permuta fra loro 
i due sistemi di cicli C e Zt, sicché riescono birazionalmente 
identiche due delle cp doppie, cioè quelle detini te dal prendere 
come sostituzioni relative a C e K  rispettivamente (11), (12) 
e (12), (11). Per vedere che effettivamente t  permuta fra 
loro C e Zi, si prenda come riemanniana cp una superficie a 
due fogli coi quattro punti di diramazione A ÌA.2A3A4 vertici di 
un quadrato, il cui birapporto riesce appunto (AiA.2A.i A4) =  — 1. 
Dopo ciò apparirà che la rotazione del piano che porta A lA2A.ìA4 

in A2A3A4AtJ muta il ciclo avvolgente i due punti di dirama
zione A {A2 nel ciclo avvolgente A2A.a. e questi due cicli, non 
omologhi, possono ritenersi corrispondere a quelli designati 
prima con C e Zi.

Similmente, se la ? sia equianarmonica, possiederà una 
trasformazione ZT =  w, la quale permuta circolarmente i tre 
sistemi di cicli C, K  e — (6Y-f-Ji), come appare dalla rappre
sentazione sul piano doppio in cui si'assumono come punti di 
diramazione i vertici di un triangolo equilatero A {A2A?} e il 
suo centro A4: pertanto le tre cp doppie risultano tutte e tre 
birazionalmente identiche.

2) Innanzi di passare all’esame del secondo caso, os
serviamo che se una curva ellittica cp è a modulo generale, 
anche le curve ellittiche doppie costruite sopra di esse sono 
a modulo generale, poiché il parametro-modulo di /  è suscet
tibile di variare con continuità in dipendenza di quello di cp. 
Ciò premesso, pongasi che due y' appartenenti ad una curva 
ellittica / ,  a modulo generale, siano birazionalmente identiche; 
allora le coppie di punti omologhi di queste y* daranno ori
gine ad una corrispondenza [2,2]; osserviamo anzitutto che 
questa non può spezzarsi in due trasformazioni biunivoche,
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che dovrebbero mutare una y* nell’altra. Infatti le trasfor
mazioni biunivoche di una /  a modulo generale, sono t ra 
sformazioni ordinarie di prima o di seconda specie, che la
sciano invariata ciascuna delle tre yj appartenenti alla curva.

Ora se la corrispondenza [2, 2] supposta sopra la f  è ir
riducibile, accadrà che per un ciclo descritto da un punto P 
sopra la riemanniana / ,  i due punti omologhi JPi e P 2 ver
ranno a scambiarsi, in altre parole vi sarà qualche ciclo di 
diramazione per la nostra corrispondenza; ma poiché non vi 
sono punti di diramazione, perchè le y* ellittiche sono prive 
di coincidenze, sarà di diramazione un ciclo non nullo e tutti 
quelli equivalenti della stessa famiglia.

Per introdurre l’ipotesi che la f  sia a modulo generale, 
la faremo variare con continuità fino ad acquistare un punto 
doppio, riducendosi dunque ad una retta di genere virtuale 1 
con una coppia neutra.

La degenerazione che subisce in tal guisa la riemanniana 
ellittica cp, si può riconoscere guardando alla superficie co
stituita da due fogli piani sovrapposti con quattro punti di 
diramazione A iA.2A3A4ì dove due di questi punti A3 e A4 ven
gano a coincidere. Allora (cfr. § 37) il punto A3 =  A4 rap 
presenta due punti A' e A" sulla riemanniana limite (i punti 
della coppia neutra sulla retta di genere 1), e quindi il ciclo 
(dementare rappresentato nel piano dalla linea chiusa che 
avvolge A t e A:i diventa una linea aperta di estremi A 'e  A"; 
in pari tempo il ciclo rappresentato da una linea chiusa che 
avvolge A { e A», diventa ai limite un ciclo c h e — tagliando 
in un punto la linea A'A" — lascia da parte opposta i due 
punti Al e A". Dunque, sulla sfera con coppia A' e A", che 
costituisce la riemanniana della retta di genere 1, i due 
sistemi di cicli sono dati: dalle linee aperte di estremi Al e A", 
e dalle linee chiuse che separano A' e A". Si può sempre sup
porre che queste linee chiuse separanti Al e A", siano limiti 
dei cicli diramanti della nostra corrispondenza [2,2], essendo 
arbitraria la scelta della coppia dei punti di diramazione del 
piano doppio che — riunendosi — danno luogo alla degene
razione della /  ellittica.

Si deduce quindi che i punti Al e A" sono punti di effet
tiva diramazione j)er ciò che diventa al limite la corrispon
denza [2, 2] considerata sopra la / .  Esaminiamo d’altra parte 
ciò che diventano, nel passaggio al limite, le due nominate y*
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di f  e quindi la relativa corrispondenza [2, 2]. Poiché le y* cor
rispondono a trasformazioni di prima specie d i / ,  esse si ridu
cono, al limite, alla stessa involuzione che ha per punti doppi 
A' e A". Segue che la corrispondenza [2, 2] si riduce ad una 
corrispondenza [2, 2] sulla retta che scambia proiettivamente 
le coppie della suddetta involuzione; ma è chiaro che una 
tale corrispondenza [2, 2] si spezza in due proiettività coi 
punti uniti A' e A', cosicché non esiste per essa alcun punto 
di diramazione. Questa conclusione contraddice a quella otte
nuta innanzi; V assurdo prova che la corrispondenza [2, 2] 
irriducibile, supposta sopra la f  a modulo generale, non può 
esistere, e per conseguenza che due y* appartenenti a d / s o n o  
birazionalmente distinte. c. d. <1.

Giova notare che la conclusione ottenuta è strettamente 
legata all’ ipotesi che la /  (e quindi anche la 9) abbia modulo 
generale. Così se la /  è una curva ellittica armonica, la tra
sformazione singolare di essa lascia ferma una delle tre y* 
e scambierà le altre due: la prima yj conduce ad una 9 
doppia armonica, già considerata nell’ esame dei casi parti
colari cui conduce l’ ipotesi 1); le altre due y* conducono ad 
una 9 doppia che — come si potrebbe vedere — non è più 
armonica, ma possiede una corrispondenza singolare [2, 2]. 
Similmente se la /  sia equianarmonica, la trasformazione sin
golare permuterà le tre y*, le quali condurranno ad una me
desima curva ellittica 9, non equianarmonica, ma dotata di 
una corrispondenza singolare [2, 2]. L’ analisi di questi casi 
è in rapporto con la teoria delle funzioni ellittiche a molti
plicazione complessa, e il suo svolgimento geometrico può 
costituire un’ utile esercitazione per lo studioso.

Ricapitolando i risultati ottenuti per i vari casi: 7: ;> 2,. 
tu =  2, tu =  1 enunceremo che :

Le 22TC — 1 curve doppie irriducibili di genere p =  2n— 1, 
costruite sopra una medesima 9 di genere n a moduli generali, 
in rapporto ai diversi sistemi di sostituzioni per i cicli, sono 
fra  loro birazionalmente distinte.

Questo teorema si estende al caso delle curve doppie con 
punti di diramazione : anzi la dimostrazione si compie ormai 
molto più facilmente. Infatti, senza bisogno di esaminare di 
nuovo la questione, ci si può ricondurre al risultato già con
seguito mercè l’ osservazione seguente. Se si parte da una 9 
a moduli generali, su cui si scelgono 5 punti di diramazione in
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posizione generale, non possono certo ottenersi curve doppie 
birazionalmente identiche; imperocché riunendo a coppie i o 
punti anzidetti, si fa sparire ogni diramazione riducendosi al 
teorema precedente.

Dopo avere stabilito l’esistenza delle diverse famiglie di 
curve d o p p ie / ,  rappresentate sopra una medesima cp, passiamo 
ora ad esaminare come queste f  possano essere costruite al
gebricamente. A tal uopo si osservi che, dato un punto (xy ) 
di c p ,  le coordinate dei due punti corrispondenti di una /  che 
in qualunque modo nasca dalla c p  per una trasformazione [ 1 , 2 ] ,  
ci saranno porte dalla risoluzione di un ’equazione di secondo 
grado a coefficienti razionali in x e ?/, sicché esse verranno 
espresse razionalmente mediante un radicale quadratico che 
potrà  supporsi portare sopra un polinomio ty(ny): lier tanto 
una tale f  po trà  rappresentarsi mediante la curva gobba

/  = I <P(xy) =  0, s2 =  ty(xy) |,
cui corrisponde appunto  il campo di razionalità

I n  g e n e r a le  so p r a  u n a  /  siffat ta, a v r e m o  u n a  y* , d o ta ta  
di p u n t i  d o p p i ,  c h e  r isp o n d o n o  a  p u n ti  di d ir a m a z io n e  so p ra  
la z  : v e d ia m o  c o m e  si d e te r m in o  (presti p u n t i .  E  ch ia ro  a n z i 
tu t to  c h e  s e  la  <p v ie n e  s e g a t a  d a l la  <b(xy) —  0  in un  p u n t o  
s e m p l i c e  0  =  (00) n o n  di c o n t a t t o ,  (presto è  un p u n to  cr i-  J 
t ico  di d ir a m a z io n e  p e r  la  c u r v a  d o p p i a :  i n f a t t i ,  t e n u to  
c o n t o  del c a r a t t e r e  d if fe r e n z ia le  d e l la  q u e s t io n e ,  la  cp -può  
e s s e r e  s o s t i t u i t a  co n  la  t a n g e n t e  (o co n  u n a  p a r a b o la  o s c a -  I 
la tr ic e  in 0) c iò  o h e  ei r ip o r ta  a l la  c o s t r u z io n e  d e l l e  c u r v e  
i p e r e l l i t t i c h e .  Q u e s to  r a g i o n a m e n t o  si s v i lu p p a  a n a l i t i c a m e n t e  
c o m e  s e g u e :  si r ico r d i  ciré il p o l in o m io  <jq c o n s id e r a to  s o p r a  cp 
n e l l ’ in t o r n o  d e l  p u n t o  0, d iv e n t a  in f in i t e s im o  d e l  p r im ’ o r d in e  
(c fr .  L. 3°, § 12, v o l .  I I ,  p a g .  84 , e  L. 4°, § 3 , vol» I I ,  p a g .  338) 
s i c c h é ,  e l i m i n a n d o  y, si o t t i e n e  p e r  i p u n t i  di / ( n e l l ’ in t o r n o  di 0 )

e =  \  <tx b.c: -1- .... c o n  a 4=  0 .

C iò  c h e  è  d e t t o  s o p r a  si e s t e n d e  s e n z ’ a l t r o  al c a s o  in  c u i  

la  ?  p o s s e g g a  in  0 u n  n o d o ,  p u r c h é  la  <]j n o n  to c c h i  in  0
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nessuno dei due rami: si avranno allora su c p  due punti dì 
diramazione sovrapposti appartenenti ai due distinti rami.

Ma se due delle intersezioni delle curve cp e vengono 
a coincidere in un punto di contatto, spariscono due punti 
di diramazione venendo assorbiti in un punto critico appa
rente, cui risponde un (nuovo) punto doppio di / ;  e così in 
generale un contatto i-punto di cp e sarà o meno un punto 
di diramazione secondo che i sia dispari o pari. Queste c o s e  
seguono: sia dal principio di continuità ove si osservi che i 
trasposizioni (12) sovrapposte producono la sostituzione ( ì ‘2)% 
sia dall’analisi svolta innanzi per i =  1, che si estende subito 
al caso di i qualunque.

Ora, supponendo in generale che la curva d> abbia con cp 

un gruppo, A, di punti di contatto (semplici) e fuori di questo 
un gruppo, D, d’ intersezioni semplici, saremmo tratti a dire 
che i punti di diramazione della curva doppia cadono sol
tanto nei punti di D. Però non si è fatta  attenzione ai punti 
all’ infinito! Infatti si lia un punto di diramazione per \  ^{xy\ 
non solo dove d> diventa infinitesima, ma anche ove essa di
venta infinita d’ordine dispari; e quindi si dovranno aggiun
gere al gruppo D dei punti di diramazione anche le interse
zioni semplici della curva cp con la retta all’ in finito del piano,, 
nel caso in cui il polinomio sia iV ordine dispari. (Questa 
deduzione si può anche ridurre al caso già trattato  delle 
curve iperellittiche, osservando il piano doppio £2 =  
definito da una d’ordine dispari, possiede come curva di 
diramazione non solo la i  ma anche la retta all’ infinito). 
Aggiungasi che — per evitare la considerazione di punti di 
diramazione all’ infinito — è sempre lecito ricorrere ad una 
trasformazione omografica, onde si giustifica l’ ipotesi che la d> 
sia sempre d’ordine pari.

Oiò posto rivolgiamoci alla costruzione effettiva delle 227r 
classi di curve doppie / ,  possedenti su cp un dato gruppo di 
diramazione D. Per confrontare due diverse curve

s3 =

S5 =  j f  (xy) =  0 ‘

giova ridurci al caso in cui cpt e cp2 abbiano il medesimo or
dine: a tal uopo basta sommare alla curva d’ordine minore 
una retta, per es. æ =  0, contata un numero pari di volte; è
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ch ia .ro  c h e  q u e s t a  a g g i u n t a  n o n  a l t e r a  il c a m p o  di r a z i o n a l i t à  
d e l l a  c o r r i s p o n d e n t e  c u r v a  / .  p o i c h é  si h a

A v r e m o  d u n q u e  c h e  t u t t e  le  2 27r c u r v e  d o p p i e  c o s t r u i t e  
s u l l a  9 in r a p p o r t o  a l  g r u p p o  di d i r a m a z i o n e  D ,  si o t t e r r a n n o  
p a r t e n d o  d a  c u r v e  d i  u n  c e r t o  o r d i n e  2m ( c h e  p u ò  s u p p o r s i  
a l t o  q u a n t o  s i  v u o le )  p a s s a n t i  p e r  i o =  25' p u n t i  d i  D ,  e  
t a n g e n t i  u l t e r i o r m e n t e  a l l a  9 ( s u p p o s t a  d ’ o r d i n e  n) in 
oc — m n —o' p u n t i ,  c h e  c o s t i t u i s c o n o  —  p e r  c i a s c u n a  —  il 
g r u p p o  A d e i  p u n t i  c r i t i c i  a p p a r e n t i .  Q u e s t i  g r u p p i  A, d i  
p u n t i  c r i t i c i  a p p a r e n t i ,  s o n o  ta l i  c h e  i lo r o  d o p p i  a p p a r t e n 
g o n o  a l l a  m e d e s i m a  s e r i e  l i n e a r e  gla s e g a t a  d a l l e  p e r  D ,  
c h e  p u ò  e s s e r e  c o m p l e t a  o  m e n o ,  e d  —  in  o g n i  c a s o  —  p u ò  
s u p p o r s i  n o n  s p e c i a l e  e  d i d i m e n s i o n e  r >  a .

O r a  r i l e v i a m o  c h e ,  p a r t e n d o  d a  d u e  g r u p p i  A e q u i v a 
l e n t i ,  s i  o t t e n g o n o  c e r t o  c u r v e  d o p p i e  /  b i r a z i o n a l m e n t e  

i d e n t i c h e :  i n f a t t i  s i  p u ò  p a s s a r e  c o n  c o n t i n u i t à  d a l l ’ u n a  a l 
l ’ a l t r a  c u r v a  d o p p i a  f a c e n d o  v a r ia r e  A e n t r o  u n a  s e r i e  l i 
n e a r e  Ça ? s i c c h é  —  a v e n d o s i  s o l t a n t o  u n  n u m e r o  f in ito  d i  
c u r v e  d o p p i e  r a p p r e s e n t a t e  s u l la  9 c o i  g r u p p o  di d i r a m a 
z i o n e  D  —  la  n o s t r a  f  (i cu i  m o d u l i  d o v r e b b e r o  v a r ia r e  p e r  
c o n t i n u i t à )  r e s t a  s e m p r e  b i r a z i o n a l m e n t e  i d e n t i c a  a  s e  s t e s s a .  D a  
q u e s t a  o s s e r v a z i o n e  s e g u e  c h e  le  /  b i r a z i o n a l m e n t e  d i s t i n t e  c o r 
r i s p o n d e r a n n o  a  g r u p p i  A a p p a r t e n e n t i  a  s e r i e  ga n o n  e q u i v a 
l e n t i  s c e l t e  f r a  q u e l l e  c h e  si o t t e n g o n o  b i s e c a n d o  la. g2a; m a  
s a p p i a m o  (§ 35 , p a g .  394) c h e  la  b i s e z i o n e  di u n a  s e r i e  n o n  s p e 
c i a l e  s o p r a  u n a  c u r v a  di g e n e r e  tz c o n d u c e  a p p u n t o  a  227r s e r i e  
n o n  e q u i v a l e n t i ,  q u a n t e  s o n o  le  c u r v e  d o p p i e  r a p p r e s e n t a l e  
s u l l a  9 ; si c o n c l u d e  p e r t a n t o  c h e  a  g r u p p i  A n o n  e q u i v a l e n t i  

r i s p o n d o n o  /  b i r a z i o n a l m e n t e  d i s t i n t e .  C io è  s u s s i s t e  il
T e o r e m a .  Le 2 27r curve f  distinte, rappresentate sopra una 

medesima 9 con un dato gruppo D di punti di diramazione, 
si ottengono estraendo sopra 9 una, radice

V<lw),
dove cj; =  0 designa una curva di un certo ordine 2m abba
stanza elevato, passante per i punti di D, e fuori di questi 
tangente, ovunque incontri, alla 9 : i gruppi, A, dei punti cri
tici apparenti, costituiti dai contatti anzidetti, definiscono in
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generale le f  birazionaimente distinte, e precisamente queste si 
ottengono scegliendo i gruppi A entro le 2 27r serie non equiva
lenti fornite dalla bisezione della medesima serie lineare che 
viene segata su cp da tutte le curve d’ ordine 2m passanti per D ,

L’ ordine 2m delle si può abbassare tutte le volte che 
una serie di c|> per D , pluritangenti a cp, contenga entro di sè 
una riducibile, <]; =  <]q03, dotata di una parte doppia; ma 
tralasciamo di determinare il minimo valore che così può 
essere attribuito a 2m.

Come corollario del teorema precedente: le 22K — 1 /  irri
ducibili, rappresentate sulla cp doppia senza punti di dirama
zione, si ottengono estraendo sopra cp una

V'-i>{xy),

dove cp =  0 designa una curva d’ ordine 2m abbastanza elevato, 
che tocca cp in mn punti9 costituenti un gruppo A  non equiva
lente a quelli segati su cp dalle curve d’ ordine m.

Per es. le curve irriducibili di genere p — 5 rappresen
ta te  sopra una quartica (di genere tc =  3) doppia, senza punti 
di diramazione, si ottengono estraendo su questa una Vty(xy) 
dove cp designa una delle coniche appartenenti ai 63 sistemi 
di coniche quadritangenti alla quartica (cfr. L. 2°, § 26); se 
invece si prende come cp nna re tta  contata due volte, si cade 
nella /  riducibile, costituita da due quarti che non connesse 
fra loro.

Vediamo come le cose dette si estendano ad un tipo di 
curve multiple secondo un ordine p >  2, tipo che designe
remo col nome di ciclico, e che si lascia definire nella ma
niera seguente.

Dicesi che una curva multipla f ,  rappresentata sopra 
una cp contata p volte, appartiene al tipo ciclico, quando, in 
rapporto a tutti i possibili cammini chiusi che P  possa descri
vere su cp, i punti P j Z ^ . . .  P ? d i / ,  corrispondenti ad un punto 
P  di cp, subiscono un gruppo ciclico di sostituzioni che può 
ritenersi generato dalla sostituzione (P tP 2 .... P F). In  questo 
caso si dimostra che lo staccamento dei punti P 1P2 ...P p di
pende dalla estrazione di una radice p-esima portante sopra 
una funzione razionale delle coordinate di P . La dimostra- 
zione di questa proprietà, che s’ incontra nella nota teoria
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delle equazioni abeliane (1), viene qui riprodotta per comodità 
del lettore.

Anzitutto si osservi che i punti P i P2....PP corrispondono 
ai p rami 0i02....èP di una funzione algebrica definita da una 
equazione di grado p

m = o,
i cui coefficienti sono funzioni razionali delle coordinate (xy) 
di P . Ora si consideri l’espressione

U h  =  Z { \~ £'̂ £3 4~  » .. .  4-  ^  * 0 P

dove e designa una radice primitiva ç-esima dell’ unità, per es.
2tu‘

e =  e p ( i = V — 1). Poiché 0i02....zP si permutano circolar
mente in corrispondenza ai cicli descritti da P  sulla rieman- 
niana di cp, la funzione uh subisce per questi cicli una sem
plice moltiplicazione per qualche radice p-mma dell’ unità, 
sicché up riesce funzione univoca del punto P, e si riduce ad 
una funzione razionale <K(̂ 2/)* Scriviamo per l i  — 1, 2.... p — 1 
le p equazioni lineari

p ____
4 - Z02 -4- £'^3 -4- . . . .+  ep~%  =

P _____
0i 4 -  £ 2^2 +  £ 4^ 3 - 1 - . . . .  +  £2(p_1)5p  =  V  ^2{xy)

p______
0L -4- £ p - 1 ^2 +  £2(p_1)53 +  .... -1- e(p- 1)20p =  V^p- 1  (wy)

cui aggiungiamo la

0L 4- 02 4- 53 - 4 - -P 5p =  $(xy)

dove 0, che contiene simmetricamente le 0, riesce razionale 
in (xy).

Risolvendo questo sistema a determinante non nullo, 
troveremo per 0i9 ossia per la funzione algebrica 0, una fun
zione del tipo

p___ p__ • p___
0 =  A o-h A i\/<pl -4-  A2Vt]>2....4- AP- iV^p-i 

dove le A sono razionali in x e y.

(*) Cfr. per es. B ianchi « Lezioni sulla teoria dei gruppi di sostitu
zioni... », cap. VI.
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Ma osserviamo che il prodotto

n P -hHh

rimane invariato per la sostituzione circolare (ziz2....zp), sicché 
può definirsi come funzione razionale di x e y- segue da ciò

p __ p __
che la y/tyh riduce alla moltiplicata per una funzione 
razionale, e per conseguenza z risulta espressa razionalmente 
per la radice p-esima di c. d. d.

Riferendoci dunque alle curve multiple del tipo ciclico

p___
f  =  i x, Ih V ty(xy), cp(xy) =  0 }

rappresentate sopra una cp di genere tc senza punti di dira
mazione, cerchiamo di contare quante sono le famiglie diverse 
in cui tali /  si distribuiscono. Per semplicità ci limiteremo 
all’ ipotesi che l’ordine p sia un numero primo.

Per definizione, si ottiene una qualunque /  assegnando 
— in corrispondenza ai 2re cicli della riemanniana cp — sosti
tuzioni che siano potenze di una medesima:

=  0 2  ....

i casi possibili sono p2TC, ma si stacca anzitutto il caso d e l l a /  
riducibile per cui tutte le sono l’ identità (^  =  0); inoltre 
sistemi diversi di sostituzioni non danno /  distinte quando si 
passi dall’uno all’altro con un semplice cambiamento di desi
gnazione dei p fogli, cioè quando esista un intero li per cui

r- == Iìì'ì (mod. p) ;

poiché può aversi h.=  1, 2,...., p — 1, si deduce che l e / i r r i d u 
cibili distinte, sono soltanto

pïrt — J
P — 1

Ohe queste / ,  distinte come superficie di Riemann mul
tiple, sieno anche birazionalmente distinte, almeno per una cp 
a moduli generali, si dimostra con facile estensione del ra
gionamento svolto per p =  2 nella Nota che abbiamo dedi
cato all’esame di tale questione.
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Ora occupiamoci della costruzione algèbrica delle nostre / .  
È chiaro che si ottengono curve multiple /  del tipo ciclico 
anzidétto,

f = \ x, Ih V y(xy) — 0 1
in corrispondenza a curve 4 ài Uìì ordine pm abbastanza 
elevato aventi mn contatti p-punti con la cp (d’ordine n). E, 
se si considerano due siffatte curve pluritangenti, 4 e 4 \ 
per cui i gruppi dei punti di contatto (punti critici appa
renti) l e i '  siano equivalenti, le /  corrispondenti risultano 
identiche. Ma, a differenza del caso p =  2, l’equivalenza dei 
gruppi l e i '  non è necessaria perchè si abbia codesta 
identità birazionale: ciò risulta a priori dalla circostanza che

o2k — 1si avrebbero in tal guisa p27r— 1, anziché k------— curve f
P —  1

p _  ? ___
distinte. D ’altronde è anche chiaro che la V4 e la V 471 
(7i =  2 . . . p —  1), estratte sopra c p ,  definiscono lo stesso campo

p __ p _
di razionalità; e la V4/l riconduce al tipo V4 (dove 4 ha 
ancora l’ordine pm) sostituendo a 4;i una curva, che tocca in 
un gruppo di punti equivalente, costituita da 4" © da una B, 
d’ordine m, contata (lì — l)p volte. Oosì facendo si otterrà 
un gruppo A ' (di contatto della 4) non-equivalente ad A , 
tu tte  le volte che A non equivalga al gruppo segato su cp 
da una curva d’ordine >n, e ciò qualunque sia il valore di li: 
infatti, designando con \A \ e \A'\ le serie d’ordine mn deter
minate su cp da A e A \ e con j iP | quella definita dal 
gruppo T  sezione della 0, si ha per ipotesi che gli equi- 
multipli

|(ft — 1 U |  e |(ft — 1)T\ 

sono serie diverse per 1 <  li <  p, e quindi la serie

\A '\ =  \ h A - ( h  — 1)T| •

è diversa dalla \ A \ .  c. d. d.
Emerge da quanto precede che le 4? pluritangenti a cp,

p27r — 1che danno origine alle ------- — curve f  irriducibili diverse fra
P —  1

loro, si distribuiscono in
p 2K —  1

P -  1
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famiglie, ognuna delle quali comprende p — 1 sistemi peron i 
i gruppi di contatto sono non equivalenti. Si può caratte
rizzare brevemente la relazione di questi gruppi di punti 
critici apparenti, che danno origine ad /  identiche, introdu
cendo il concetto di gruppi di punti simili sopra cp. Diremo 
che due gruppi A e A' di mn punti, presi sulla curva cp d’or
dine n7 sono simili (in ordine ai sistemi di curve d’ordine pm 
con mn contatti p-punti), quando due multipli di essi, se
condo numeri r e s inferiori a p, risultino equivalenti ovvero 
differiscano soltanto per un multiplo della serie | T\ segata 
dalle curve 0 d’ordine m, cioè quando sia:

rA  =  sAr (mod. T).

È ovvio che tale relazione porta l’esistenza di un li <  p 
per cui \A '\ — \h A — (li — 1)2T|; infatti si determini il mi
nimo numero le per cui Ics =  1 (mod. p): avremo allora

A' =  1er A  (mod. 27),

e, sostituendo a 1er il suo resto, 7q rispetto al modulo p, ri
sulterà ancora

A' =  UÀ (mod. T),

cioè, tenuto conto che A , A \ T  sono formati ugualmente 
di mn punti,

A! H- (h — i)T = h A ,

e tale equivalenza di gruppi significa appunto l’ identità delle 
due serie scritte sopra.

Ora potremo enunciare il
Teorema: Esistono in generale, quando p è un numero

p 2n —  1
primo, ------— curve f  irriducibili, birazionalmente distinte, otte-p T
mite estraendo sopra la cp, di genere n, una radice d’ordine p, 
priva di punti di diramazione: queste f  corrispondono ad un 
radicando che sia un polinomio d>, d’ ordine pm abbastanza 
elevato, tale che la curva =  0 abbia con cp mn contatti 
p-punti: le f  distinte si ottengono in rapporto a gruppi di 
punti critici a})parenti non simili fra loro.

Osservazione. La costruzione delle curve multiple del tipo 
ciclico prive di punti di diramazione, si estende al caso in
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cui l’ ordine sia un numero v composto. Anche qui si ha 
da estrarre un radicale d’ ordine v portante sopra un poli
nomio ty(xy), dove 41 designa una curva di un certo ordine vai „ 
avente con cp mn contatti ,v-punti. Naturalmente si ottengono 
curve multiple' riducibili, non solo quando la si riduca ad 
una curva d’ ordine m contata v volte: ^ =  0^, ma anche

V

quando si abbia ^ =  0 ^ ,  dove Qmh sia una curva d’ordine mh 
con mn contatti 7i-punti ; e quindi si ottengono curve ri
ducibili se il gruppo dei contatti di cp con sia equiva
lente a quello di una delle curve 0 indicate innanzi. Aggiun
gasi che, come pel caso in cui v è primo, risultano equiva
lenti le curve multiple ottenute partendo da una ty, o da 
una quando r sia primo con v, e quindi anche da due ^ 
dello stesso ordine i cui punti di contatto formino gruppi 
simili sopra cp.

Notizia. La distinzione delle * diverse classi di curve 
multiple

V

\ x , y ,  V i> {x ,y ) ,  ?(.<;, y) =  0 j

senza punti di diramazione, in ordine alle serie cui appar
tengono i gruppi dei punti di contatto delle diverse con Tv 
è stata stabilita da E n u tq u e s  per il caso tu =  Ì, mercè l’ uso 
delle funzioni ellittiche (r). O o m e s s a t t l  (2) ha esteso il teo
rema alle curve doppie costruite sopra una cp di genere t: 
qualsiasi, adoperando all’ uopo le funzioni abeliane; e Om- 
s in i  (3) ha illuminato la questione mostrando come si costrui
scano — per v qualsiasi — le nostre curve multiple, quando 
si assegnino, in ordine ai 2tc cicli, determinate sostituzioni. 
Più tardi (4), egli è tornato sull’argomento, limitatamente al 
caso caratteristico 7u = l ,  ma per v qualsiasi, onde ottenere la 
costruzione delle superficie ellittiche il cui determinante è un 
numero composto. In  questo lavoro è stabilito per via trascen
dente, ed algebricamente interpretato, il concetto dei gruppi

(1) « Sulle superfìcie algebriche di genere'geometrico zero ». (Remi, del 
Circolo mat. dì Palermo (5 marzo 1905). Cfi\ $ 6 (pag. 22 dell’ estratto).

(2) Memorie dell’Acc. di Torino, serie li, t. XL,
(3) Rendiconti dell’Acc. dei Lincei, 17 gennaio 1915.
(4) In tre Note dei Rendiconti dell’ Acc. dei Lincei del 2° semestre 1921.
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di punti critici apparenti, da cui dipende la distinzione delle 
varie curve multiple birazionalmente distinte.

§ 39. Applicazioni: curve ellittiche multiple senza punti 
di diramazione. — I  resultati precedenti trovano una inte
ressante applicazione, venendo più precisamente determinati, 
nel caso delle curve ellittiche.

Osserviamo anzitutto che se una curva /  di genere p è 
rappresentata sopra una curva ellittica cp, contata v volte, 
senza punti di diramazione, si ha

7 T = 1 ;

sicché lo studio delle curve ellittiche multiple senza punti 
di diramazione equivale allo studio delle involuzioni ellit
tiche yj appartenenti ad una curva ellittica. Ora si può di
mostrare che :

Un’ involuzione y* ellittica, appartenente ad una curva 
ellittica / ,  viene generata da un gruppo di ordine v di trasfor
mazioni arazionali permutabili della f ,  che sono per essa tra
sformazioni di prima specie, sicché l’equazione algebrica da cui 
dipende lo stuccamento dei v punti di un gruppo generico 
della yj è un’ equazione, abeliana.

Per dimostrare il teorema riferiamoci alla riemanniana 
della curva cp, che può supporsi realizzata da un toro, ne) 
quale considereremo i cicli costituiti dai due fasci di cerchi 
ortogonali C e K. Su un punto generico P del toro si 
immagineranno deposti i v punti P 4P 2.... P v della curva 
multipla / .

Vediamo anzitutto che il gruppo G delle sostituzioni 
su P lP t ....Pv prodotte dai cicli della cp, è abeliano, cioè com
posto di sostituzioni permutabili. Infatt i  sono permutabili le 
due sostituzioni generatrici di G corrispondenti ai cicli G e Ji, 
poiché il ciclo trasformato di C mediante K  si riduce a C 
stesso per equivalenza, cioè con deformazione continua in cui 
si tien ferma l’origine P  (*): questa deformazione si -effettua 
facendo descrivere a C il relativo fascio Ano a tornare in se 
stesso.

Ora, per l’ irriducibilità di / ,  il gruppo G deve essere 

(l) Cfr. la Nota a pag. 455.
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transitivo; da ciò si deduce che una sostituzione di G che 
lasci fermo un punto P 1, lascia pur fermi tutti gli altri 
punti P 2, P 3 P v nei quali P 4 è portato dalle altre sosti
tuzioni di G. Questa proprietà del gruppo G significa che 
ciascuno dei punti P L dipende razionalmente da P 4 : così la 
coppia P APi determina una trasformazione birazionale (P AP.£) 
della c u rv a / ,  la quale permuta i punti di un gruppo P iP 2....Pv 
secondo una certa sostituzione S che è una sostituzione di G. 
Pertanto la y* viene generata effettivamente da un gruppo F 
— isomorfo a G — di trasformazioni permutabili di / ,  come 
si era enunciato. Aggiungasi che le trasformazioni birazionali 
anzidetto sono trasformazioni di prima specie della curva / ,  
non potendo essere nè trasformazioni di seconda specie nè 
trasformazioni singolari, perchè prive di punti uniti.

Ora dunque la costruzione delle curve ellittiche senza 
punti di diramazione, viene ricondotta alla determinazione 
dei gruppi finiti T di trasformazioni di prima specie, di una 
curva ellittica / .

Tenuto conto dell’isomorfismo che intercede fra T e il 
gruppo di monodromia G (relativo ai cicli della riernan- 
niana 9), dovremo considerare due casi:

1) T è ciclico, le due operazioni generatrici, corrispon
denti ai cicli di cp, essendo potenze di una medesima: la 
curva multipla /  appartiene al tipo ciclico definito innanzi;

2) T non è ciclico, essendo generato da due trasfor
mazioni che non sono potenze di una medesima.

1) Nel primo caso la /  è definita dal campo di razio
nalità

V ____________

j X ,  y, V ̂ v(xy), y3(xy) == 0 (,

dove 93 designa una cubica senza punti doppi, e <J>V una 
curva d’ordine v avente con cp3 tre contatti v-punti.

Abbiamo già visto che quando v è primo, le /irr iduc ib il i  
così definite si ripartiscono in v + 1  famiglie, in generale 
birazionalmente distinte; invero le terne dei punti di contatto 
non equivalenti di una <J>v sono v2— 1 (essendo escluso che 
esse appartengano alla g* segata dalle rette); ma codeste

 ̂2 j
terne si ripartiscono in ------- — v 4- 1 famiglie di gruppi

simili, cui rispondono v +  1 curve / .
Quando v non è primo, il numero delle /  distinte si può
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c a l c o l a r e  t e n e n d o  c o n t o  d e l l ’ o s s e r v a z i o n e  f a t t a  i n n a n z i :  c i ò  
c h e  p u ò  f o r m a r e  o g g e t t o  d i  e s e r c i t a z i o n e  p e r  lo  s t u d i o s o .

2) P e r  il s e c o n d o  c a s o  o c c o r r e  p r e m e t t e r e  u n  
Lemma sui gruppi al) di ani generati da due operazioni. S i  

c o n s i d e r i n o  le  o p e r a z i o n i  a  e  £ g e n e r a t r i c i  d e l  g r u p p o  T ; in  
q u a n t o  e s s e  s o n o  d e f i n i t e  in  c o r r i s p o n d e n z a  a i  d u e  c ic l i  d e l l a  
r i e m a n n i a n a  cp, n o n  s i  p u ò  a m m e t t e r e  a priori c h e  e s s e  s i a n o  
i n d i p e n d e n t i ;  t u t t a v i a  s i  r i e s c e  in o g n i  c a s o  a  c o s t r u i r e  d u e  
o p e r a z i o n i  nl e  tc2 , p e r  m o l t i p l i c a z i o n e  d e l l e  q u a l i  v i e n e  g e 
n e r a t o  l ’ i n t i e r o  g r u p p o  a b e l i a n o  f ,  s o d d i s f a c e n d o  a l l e  s e g u e n t i  
c o n d i z i o n i :

le  tu, e  tz2 s o n o  i n d i p e n d e n t i ,  c i o è  i d u e  g r u p p i  c i c l i c i  
d a  e s s e  g e n e r a t i  n o n  h a n n o  c o m u n e  c h e  l ’ i d e n t i t à :  in c o n 
s e g u e n z a  l ’ o r d i n e  v di F è  il p r o d o t t o  d e i  p e r i o d i  v 4 e  v2 , 
di TCj e  71.) ;

il p e r i o d o  v2 d i tt2 è  d i v i s o r e  d e l  p e r i o d o  v t d i ,
L a  c o s t r u z i o n e  d i q u e s t e  o p e r a z i o n i  g e n e r a t r i c i ,  c h e  a p 

p a r t i e n e  a l l a  t e o r ia  g e n e r a l e  d e i  g r u p p i  ( a b e l ia n i )  d i  o p e r a -  
z i o n i  p e r m u t a b i l i ,  si e f f e t t u a  c o m e  s e g u e  (*).

S i  d e s i g n i n o  c o n  a e  b i p e r io d i  d i a  e  (5, e  s i  d e c o m 
p o n g a n o  i n u m e r i  a e  b in  p r o d o t t i  d i  f a t t o r i  p r i m i ,  s c r i v e n d o

a _  . . .

h _  p bIp6, ... p àj

d o v e  q u a l c u n o  d e g l i  e s p o n e n t i  p u ò  e s s e r e  u g u a l e  a  z e r o .  P o 
t r e m o  d i s t i n g u e r e  i n o s t r i  f a t t o r i  p r i m i  p in  d u e  c a t e g o r i e  
d i n u m e r i  ph e  p k , d e s i g n a n d o  c o n  ph u n  f a t t o r e  p e r  c u i  s i a

( l h  ^  1*11

e  c o n  pk u n  f a t t o r e  p e r  c u i  s i a  i n v e c e

a k >  •

(b Per la costruzione generale della base di un gruppo abeliano cfr. 
per es. B ianchi (op. cit.) ; tuttavia non si ha qui una semplice partico- 
larizzazione del procedimento ivi spiegato, ma occorre aggiungere qualche 
cosa in rapporto alla circostanza che Y viene definito da due operazioni 
non necessariamente indipendenti. La costruzione qui riprodotta appar
tiene a Ch isini , e trovasi nella prima delle Note citate alla fine del 
paragrafo precedente.
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Ciò posto porremo m uguale al prodotto dei fattori della 
prima categoria elevati agli esponenti ah:

m —
e porremo similmente

n =

È chiaro che i due numeri

m e li-
così costruiti sono primi fra loro. Inoltre se si costruiscono 
i numeri interi

a b
r — ~ j  s =  - ,m 7 n ’

è pur chiaro che riescono primi fra loro

e così
m e r

n e s.
Ma anche i due numeri

r e s

risultano primi fra loro, giacché ogni fattore primo che figura 
contemporaneamente in a e in />, viene tolto da uno dei 
due prodotti quando a e h vengono divisi rispettivamente 
per m e n ;  a ciò si aggiunga che il prodotto rs è il minimo 
comune multiplo di a e 6.

Ora poniamo
tca =  ampn :

il periodo di nl sarà v4 =  rs imperocché il periodo di am è r 
e il periodo di pn è s, ed r e s sono primi fra loro, onde am 
e pn sono indipendenti, cioè non può esistere una potenza di ocm 
uguale a una potenza di [3n e diversa dall’identità. Questo 
periodo v4 =  rs di t z { sarà il massimo possibile che appar
tenga ad un’ operazione del T generato per moltiplicazione 
da a e (3, ed ogni altro periodo di un’operazione di T sarà 
un divisore di vA: infatti elevando <x.œ$v alla potenza vA, mul
tipla di a e di &, si otterrà un’ operazione del tipo

F. ENRIQUES -  III.

=  I.
29
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Dopociò si defluisca V operazione

n — arj3* :

dimostriamo clie n e nl generano 1’ intero T.
A tale scopo si osserverà anzitutto che entro il gruppo 

ciclico, generato da sono contenute am e (3n e così
nel gruppo ciclico generato da iz sono contenute ar e $s : ciò 
segue dall’ essere primi fra loro i periodi r e s di am e (3n, 
e similmente i periodi m e n di ar e $s.

Ora poiché m e r sono primi fra loro e mr — a, am e ar 
generano per moltiplicazione l’ intero gruppo delle a potenze 
di a; e così pure j3n e $s generano l’ intero gruppo delle b 
potenze di fi. Per conseguenza nl e n generano per molti
plicazione l’intero gruppo T generato da a e p,

Dopociò si consideri il periodo v2 di n relativo al gruppo 
ciclico I\ generato da tz{ , cioè il minimo esponente v2 per 
cui 7tVa appartiene al I\ : può accadere che v2 coincida col 
periodo assoluto mn di n (tlv* =  1), ma può darsi invece che v2 
sia un divisore proprio di mn, avendosi

allora, uguagliando i periodi delle due operazioni, si ottiene

mn ~  cioè a =  —- v2 jji ' mn

sicché, essendo vA multiplo di mn, si dedurrà che (x è mul
tiplo di v2.

In tal caso per generare f, prenderemo, accanto a n{ e 
in luogo di n, l’operazione n2 data da

7U2 =  7U7U* (TC =  7T27Cpr)
con

costru en d o  così u n a  n2 p er cui il p eriod o  asso lu to , v2, u g u a g lia  
il p eriod o re la t iv o : in fa tti

7CV* =  7̂271“  ̂=  1.
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Pertanto il gruppo T si può generare con due operazioni 
izl e 7i2 soddisfacenti alle condizioni poste (1), c. (1. (1.

Kisulta intanto dal lemma stabilito che la classificazione 
dei gruppi d’ordinev di trasformazioni di prima specie sopra 
una curva ellittica / ,  è in rapporto col carattere aritmetico 
■di v; giacché si possono avere tipi di gruppi diversi in cor
rispondenza alle diverse decomposizioni possibili di v in due 
fattori e v2, uno dei quali (v2) divida l’altro, cioè in cor- 
rispondenza alle diverse espressioni di v della forma:

v = p q 2 (vA =pq, v2 =  ç).

Ora vediamo come il lemma stesso permetta di ridurre 
ìli caso ciclico 1) la costruzione di una qualsiasi curva mul
tipla /, rappresentata sopra una cp da contarsi v volte.

Pongasi che la y*, i cui gruppi rispondono ai punti di cp, 
sia relativa ad un gruppo T generato da due trasformazioni 
di prima specie indipendenti ni e tc2, degli ordini

vi =pq, v2 =  q (v=pq*)i

ullora i punti di un gruppo Gv della y* potranno venire rap
presentati nel quadro

Ì
A A A

"a - i l - ZLl 2  •••* -^*-1 > PQ

A A A
• • • •  ^ Q i p q i

dove la lascia fermi i primi indici e produce sui secondi 
la sostituzione (1, 2, ....pq), mentre la n2 lascia fermi i secondi 
indici e produce sui primi la sostituzione (1,2, ...#).

Ciò posto si considerino le colonne del nostro quadro 
«come i punti di una curva j \ , e le linee come i punti di 
u n a /2: sopra f L si ha una involuzione ciclica d’ordine pq , 
vivente per immagine cp, mentre sopra / 2 si ha una involu-

(4) Per v =  si ritrova in particolare un risultato fondamentale rela
tivo al gruppo rns delie trasformazioni di prima specie che lasciano inva
riate le 1 di una curva ellittica. Premesso che queste trasformazioni 
sono cicliche d’ ordine n (o divisore di n) si deduce dal teorema enunciato 
che il rn2 può generarsi mediante due trasformazioni indipendenti d’ or
tiine n: la quale generazione fu da noi dimostrata in altro modo nel § 28, 
pag. 269.
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zione ciclica d’ordine q rappresentata sulla stessa cp. Così i 
punti d i / 19 corrispondenti alle colonne di un 6rv, si otterranno 
in funzione razionale di un punto (xy) di cp e di un radicale

p q _______

meutie i punti di / 2, corrispondenti alle linee dello stesso GVf 
si otterranno in funzione razionale del medesimo punto (xy) e 
di un radicale

sicché in fine la curva multipla f  corrisponderà al campo di 
razionalità

p q ------------- q ------
I y , V ’h ^ y )  » V ’̂ i ^ y )  > v - M y )  =  0},

dove le typq e designano curve d’ordine pq e q, aventi 
con cp3 tre contatti rispettivamente degli ordini pq — 1 e q — 1.

A chiarimento della costruzione fatta si può dire che f  
appare qui come immagine (della serie delle coppie di punti 
omologhi) di una corrispondenza [pq, q] fra due curve e / 2, 
rappresentate ciclicamente su cp; le quali sono a loro volta 
le immagini di due involuzioni y* e y^ (generate da n2 e tz{) 
mercè cui riesce composta la yj di / .

Aggiungiamo che la curva f  relativa al campo di razio
nalità precedente, sia per es. la

p q  — . ----------------  q -----------

=  o ,

risulta effettivamente irriducibile contenendo una y* d’or
dine v = p q 2 che ha per immagine cp, quando accada;

а) che siano irriducibili le due curve f i e f 2 corri
spondenti ai due radicali, (condizione già esaminata a pro
posito del caso ciclico);

б) che le terne dei punti di contatto di cp con typq e 4* 
— in rapporto alle varie famiglie di curve d’ordine q tri- 
tangenti — siano dissimili, cosichè le due curve

q ------- _  q  ----------
* =  V tycAXy )  e * =  V t y p q ( m j)

siano birazionalmente distinte (mentre nel caso in cui tali 
terne fossero simili la y* si spezzerebbe in q involuzioni d’or-
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«line#?); e che, similmente, siano dissimili le dette terne 
anche rispetto le curve d’ordine q , divisore di q, pure tritan
genti alla cp (1).

Quanto al numero delle f  birazionalmente distinte che 
vengono fornite dalle formule precedenti, avvertiamo che 
esse sono tante quante le curve f

0 = \  V^(*?/), <P(!Cÿ) =  OS,

dove designa una curva d’ordine p avente tre contatti 
y-punti con la cubica cp (2). Per dimostrarlo basta osservare 
che la curva

¥ =  V àq(xy) H- V cp(xy) =  0

contiene una y*s che ha per immagine cp e che è — d’altra 
parte — identica alla stessa cp (ciascun gruppo della yja è il 
gruppo dei punti q-pli di una e la serie delle g ^ 1 è
identica alla cp; cfr. § 28, pag. 265), sicché la /  si ottiene 
estraendo una radice p-e&\ma sopra la cp, cioè sulla cp.

Osservazione I . L’analisi precedente risolve compieta- 
mente il problema di costruire le curve ellittiche/(XY) =  0, 
trasformate razionali di una data cp(.7;?/) =  0, cioè nascenti 
da essa per una trasformazione razionale

v =  x(X, Y ), y =  j/(X, Y).

Ora è interessante osservare che nello stesso tempo viene 
risolto anche il problema inverso, in cui « data la f  si vo
gliono determinare le cp ellittiche di cui essa è trasformata 
razionale », cioè il problema della costruzione delle involu
zioni ellittiche appartenenti ad una /.

Anzitutto le involuzioni cicliche yj di f ,  corrispondono 
alle curvo multiple rappresentate sulla f  contata q volte. In
fatti l’involuzione ciclica yj di /  moltiplicata per una trasfor
mazione ciclica indipendente, dà luogo ad una yja che sap-

(4) Cfr. Ciiisin i, 1. c., Nota li .
(2) Precisam ente sarebbe facile  vedere, quantunque qui non occorra, 

d ie  le varie f  birazionalm ente distinte si ottengono in corrispondenza alle  
varie terne di contatto delle 4 ^ , d issim ili in rapporto a lle  fam iglie di 
curve tritangenti d’ordine p . (Cfr. C hisin i, 1. c., Nota II).
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piamo avere per immagine una curva / ,  birazionalmente 
identica ad / ;  in conseguenza la 9 riesce rappresentata sulla f r 
ossia sulla / ,  contata q volte.

Dal caso delle involuzioni cicliche si passa ora al caso- 
generale notando che un’involuzione di / ,  y^2? generata da 
due trasformazioni cicliche di / ,  d’ordini pq e q, si muta in 
una y* ciclica, mediante la trasformazione [#2, 1] della f  in 
se stessa, relativa alla sopra nominata yj2.

Osservazione I I .  Riprendiamo la considerazione del gruppo 
abeliano T che viene definito sopra la /  multipla d’ordine v, 
dalle due operazioni fondamentali a e [3 relative ai cicli della 9 
immagine della sua y*: vogliamo completare le cose dette 
innanzi assegnando un criterio per riconoscere quando il V 
risulti un gruppo ciclico, generabile da una sola operazione k 
di periodo v, o invece un gruppo non ciclico generato allora 
da due operazioni indipendenti di periodi vL =  pq e v2 — q*

È anzitutto chiaro che se i due periodi a e b delle opera
zioni a e (3 sono primi fra loro, il gruppo T è ciclico ed è v =  ab. 
Infatti in tale ipotesi l’operazione 7r =  aJ3, ha il periodo v =  abf 
e quindi genera tutto il gruppo delle ab operazioni

ocr\ ( r  <  a, s <  &)
appartenenti a T.

Ora la condizione precedente si può estendere al caso in 
cui re e b non siano primi fra di loro: il gruppo abeliano 
d’ordine v, generato dalle operazioni oc e $ di periodi a e br 
sarà ciclico 0  no secondochè saranno 0  no primi fra  loro i

. v v numeri - e =-. a b
Infatti :

1) se il T è ciclico, cioè formato dalle potenze di una k 
d’ordine v, sarà

V V

oc —  n a  , (3 =

V Ve affinchè « e p generino l’intero gruppo - e  ̂ dovranno 
esser primi fra loro ;

V ' V2) invece se T non è ciclico si prova che - e =- nonA a b
sono primi fra loro. Invero in questo caso il T sarà generato 
da una tz1 d’ordine massimo pq e da una indipendente
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d’ordine q (v=jMf); quindi a e b dovranno dividere pq, e
> v pq2 v pq2 LLpero - =  e avranno il fattore comune 0.a a b b 1

Nota. Il fatto fondamentale che le cterve ellittiche multiple 
senza punti di diramazione corrispondono a gruppi abeliani, 
non si estende al caso delle c p  di genere t u > 1 .  Già per t c  =  2  
si può costruire una c p  multipla, per es. tripla, i cui rami si 
permutino, per due cicli Ol e C2 descritti sulla riemanniana c p  
a partire da un punto 0 , secondo sostituzioni non permutabili. 
Infatti consideriamo la riemanniana c p  a due fogli, che deno
teremo còn le lettere a e 7>, dotala di 6 punti di diramazione 
A1A2....A6ì i cappi OAi partenti da un punto 0 del piano 
danno dunque origine allo scambio (ab) dei due fogli. Ora 
possiamo costruire una riemanniana a 6 fogli aLa2a3 b{b2b3  ̂
che verrà rappresentata sulla c p  tripla, assegnando che essa 
debba avere come punti di diramazione gli stessi J 1A2....̂ 4C 
con le sostituzioni seguenti :

per A t e per T (rtA)(«A)(rt3&3)
per A, e per A.
per A3 e per T

Queste sostituzioni formano un gruppo transitivo, e prese 
secondo l’ordine dei cappi 0A { OA2....OAG danno come prodotto 
l’identità; tali condizioni assicurano l’esistenza di una curva 
così rappresentata sul piano, e però rappresentata sulla c p  tripla 
£euza punti di diramazione. Ciò posto si considerino i due cicli 
di c p  che vengono dati da Ci =  0A { +  0A2, C2 =  0A2-\- 0A3 ; il 
primo, scambiando a2 con a3 e b2 con &3, produce sui rami 1, 2, 3, 
la sostituzione (23), mentre il secondo produce hi sostitu
zione (13); si deduce che il ciclo Oi -\~C2 produce la sostitu
zione

(12) (13) =  (132), 

mentre C2 -f- Gi produce la sostituzione

(13) (12) =  (123).

La non permutabilità delle sostituzioni relative a due 
cicli di una superficie di Biemann multipla, significa clic 
per n >  1 la somma di due cicli Cl e C2 della riemanniana c p
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(sebbene sia omologa a C2 -1- Ci , cfr. § 37) non è equivalente 
a C2 -+- Cl , cioè non può ridursi a C2 +  C{ per una deforma
zione continua che lasci ferma V origine 0; in altre parole il 
ciclo 0 /, di origine 0, trasformato di CL mediante C2 è equi
valente a C2 soltanto per tu =  1.

A chiarimento di ciò giova dire che il ragionamento con 
cui innanzi si è provata la permutabilità di CL e <70 per t u  =  1, 
ossia l’equivalenza di (7/ a Cn  consiste nella constatazione 
che « operando un taglio 6\  sopra la riemanniana cp i due 
orli del taglio risultano omologhi sopra la superfìcie tagliata ». 
È chiaro come questa omologia porti a sua volta t u  =  1, giacché 
— due cicli vicini a G i essendo omologhi in due modi diversi — 
ne risulta la possibilità di considerare cp come somma di due 
superfìcie cilindriche, e quindi come superfìcie torica. Invece 
per t u  1 i due orli di un taglio Ci praticato su cp non rie
scono più omologhi, e a tale circostanza si collega la non 
equivalenza di G{ e del trasformato (7/, della quale il lettore 
potrà convincersi mercè la visione del caso t u  =  2, in cui la cp 
si presenta come una sfera con due manichi.

40. Il principio di corrispondenza sopra una curva. — Oi
proponiamo qui di studiare brevemente le corrispondenze alge
briche che possono intercedere fra due curve /  e / ' ,  con spe
ciale riguardo a quelle fra due curve dello stesso genere ed 
anzi addirittura coincidenti.

Si indichino con p e p i generi di f  e / ' ,  e pongasi che 
a un punto di /  rispondano n  punti d i/ ' ,  mentre a un punto 
di f  rispondano inversamente n  punti di / :  si ha allora fra 
le due curve una corrispondenza [n, n ]. Fra i caratteri di 
questa corrispondenza occorre considerare il numero 8 dei 
punti di diramazione su /  e il numero o dei punti di dira
mazione su / ' ;  abbiam visto (§ 9) che i caratteri così defi
niti sono legati dalla relazione di Z euthen

n(2p — 2) +  8 =  n(2p' — 2) -h 8'.

Se nella relazione precedente si fa p — p >  1 e n — 1, 
sicché 8' =  0, si deduce 5 =  0 e n' =  1 ; sicché si può enun
ciare con W e b e r  (A) :

(b Journal für Math. Bd. 76 (1873).
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Se fra  due curve dello stesso genere p >> 1 intercede una 
corrispondenza razionale in un senso, questa è anche razio
nalmente invertibile. Il caso p =  1 costituisce ima vera ecce
zione al teorema, infatti abbiamo studiato nel § 39 la trasfor
mazione [1, n] fra due curve ellittiche, e in particolare anche 
le trasformazioni [1, n] sopra una curva ellittica.

Ora, assumendo f  e / '  sovrapposte, cominciamo a co
struire un tipo di corrispondenze' definibili sopra una qua
lunque curva / :  tali sono le corrispondenze rappresentate da 
una sola equazione
1 ) cp(x y, xy') =  0
che aggiunta alle

— f(x'y') =  0 ,

permette di determinare gli n punti (xy) corrispondenti ad un 
punto (xy), e inversamente gii n punti (xy) corrispondenti ad 
un punto (xy').

A completare la definizione della corrispondenza per 
mezzo dell’equazione 1) giovano le seguenti osservazioni:

a) Può darsi che la cp, al variare di (xy), passi per un 
certo numero di punti fissi della /’; allora si può dire che 
questi punti corrispondono a qualunque punto (xy) in una 
corrispondenza, degenere che fa parte della 1); ma in gene
rale si conviene di staccare questa corrispondenza degenere 
ritenendo dunque che gli n omologhi del punto (xy) siano sol
tanto i punti variabili definiti dalla 1). E lo stesso dicasi per 
la corrispondenza inversa.

b) Può accadere che fra gii omologhi del punto (xy) 
figuri sempre il punto stesso contato un certo numero v di 
volte; in questo caso si può dire che la corrispondenza idem 
tica I  entra v volte a far parte della I); ma di solito si con
viene di staccare la T, ritenendo dunque come omologhi 
di (xy) soltanto i punti variabili che sono in generale distinti 
da esso. Allora il numero v designa un carattere importante 
della nostra corrispondenza che da B r i l l  P) (1873) ha rice
vuto il nome di valenza (Wertigkeit).

La valenza della corrispondenza 1) è definita dall’ordine 
di contatto delle due curve

f(x ’y') =• 0, cp(a y, x'y) — 0 ,

(L) Matli. Annalen Bd. 6.
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nel punto (x'y) == (xy) ; e quindi simmetricamente per la cor
rispondenza diretta e per l’inversa. In forma più geometrica 
possiamo dire che i punti P 4P 2... P n ? omologhi di un punto P  
di / , si ottengono come intersezioni di f  con una curva cp, 
variabile in una serie oc1 contenuta in un sistema lineare, 
che ha in P  un contatto v-punto con f:  per conseguenza la 
serie dei gruppi di punti

VP P 4 -f- P 2 “f- .... +  P nr

appartiene ad una serie lineare di ordine Aggiungasi
che la dimensione di codesta serie qr , sarà in ogni caso
r > v ;  poiché non è possibile che in una serie lineare l’im
posizione di un punto (v — 1 )-plo porti di conseguenza un 
punto v~plo: si ha qui una proprietà differenziale che riesce 
ben nota nel suo aspetto proiettivo « le tangenti di una 
curva piana non possono avere tutte un contatto tripunto, 
i piani osculatori di una curva gobba non possono avere tutti 
un contatto quadripunto, etc. ».

Ritornando alla corrispondenza considerata di valenza 
si considerino i punti P 4P 2... P n, omologhi di P  nella sua 
inversa: la serie dei gruppi di punti

vP -\- P 4 +  P2 +  ... +  P n

apparterrà pure ad una serie lineare d’ordine v n.
Come esempio si consideri sopra una cubica piana la 

corrispondenza T  che intercede fra un punto P  e il suo 
tangenziale P ': poiché 2P -t-P ' varia nella g* segata dalle 
rette, la valenza è v =  2. La corrispondenza inversa T ~ L fa 
corrispondere a P ' le quattro intersezioni della cubica con 
la sua conica polare, tangente in P', sicché appare che 
anche la valenza di T ~ l è uguale a 2.

Ora la definizione geometrica della valenza permette di 
costruire in generale su /  le corrispondenze rappresentabili 
con una equazione

rf(x Vi x'y) =  o,
dotate della valenza (positiva) v: queste appariranno qui 
come un’estensione del semplice esempio relativo ai tangen
ziali, considerato innanzi.

Per il nostro scopo si potrà partire da una serie lineare
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q ualsiasi grm : ogn i p u n to  P  so ttra tto  v vo lte  dalla  grm dà luogo  
ad una

qs,ifn'

con  ri =  m — v, s =  r — v ; nel caso s >  0, si p otrà  staccare  
raz io n a lm en te  en tro  la g8n, un gru p po, e così si darà lu ogo  a 
una corrispon d en za  per cui ad ogn i p u n to  di f  ne corrispon- 
d in o  rii l’ inversa  avrà un certo  in d ice a , d ip en d en te  d alla  
co stru zio n e eseg u ita .

Qui g io v a  rilevare ch e se u na corrispon d en za [n, ri], d ata  
sopra la curva f  di g en ere  p ^>0  m ed ian te  l’ equazione 1), 
v en g a  rap p resen ta ta  com unque m ed ian te  un’ altra  equazione,

■b(xy, x y ’) =  0,

a n ch e la  cu rva  ^ — com e la 9 — avrà con f  n el p un to  (xy) 
lo stesso  c o n ta tto  v-p u nto , cosicch é  la valenza è un carattere 
proprio della corrispondenza, indipendente della particolare 
equazione clic serve a rappresentarla.

P er  d im ostrare il teorem a en u n c ia to  b asta  stab ilire che, 
sopra lin a  cu rva di g en er e  p > 0, una corrispon d en za non può  
a vere  due v a len ze  d iverse  r e v\  P o n en d oc i n e ll’ ipotesi che  
v o g lia m o  ridurre a ll’assurdo, scr iv iam o l’eq u iva len za  dei gruppi 
di p u n ti ch e si o tten g o n o  a p artire da due p u n ti P  e P' con 
ta ti v o v v o lte  cui si a g g iu n g a n o  g li om ologh i P K e P / :

VP 4“ P { P» -b ... 4~ Pnr =  VP 4~ P / 4~ P 2 + .,. +  P n' 
v 'P -h P ,  4-  P 2 4 - ... 4 -  P n, =  v'P' 4 -  P /  4 -  p ;  4-  ... 4 -  Pn \

per so ttra z io n e  si deduce, su p p on en d o  v >  v

(v — v')P ^  (v — v')P'.

Q uest’ eq u iva len za  d ev e su ssistere qualunque siano P  e P '  
e quindi an ch e se P '  d iv en ti in fin ita m en te  v ic in o  a P ; ma 
in tal caso  la  ser ie  lin eare q1 , d eterm in ata  da (v — v)P  eu V—V x
(v — v')Pr p ossied e il punto P  com e p un to  fisso (v — v — \)~plo: 
p rop rietà  d ifferen zia le  questa  che b asta  stab ilire  per le curve  
razionali, com e in L. 2°, § 5, V ol. I, p ag . 180; e da ciò si 
d ed u ce ch e la curva  /  è razionale. c. d. d.

P roced iam o ad esam in are i vari casi di rid u cib ilità  cui 
può dar lu o g o  u n a  corrispon d en za sopra una curva / .  U n a
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corrispondenza T, d’ indici n e ri, data su / , deve ritenersi 
riducibile, se accada che la continuazione analitica della fun
zione da cui dipende uno dei puuti omologhi di P, non con
duca a ciascuno degli altri punti omologhi, cosicché facendo 
compiere a P  un giro chiuso sopra la riemanniana di / ,  si 
produce sui punti corrispondenti P 1P 2.... P n> un gruppo in
transitivo di sostituzioni.

Un primo caso di riducibilità della corrispondenza T  di 
indici n, ri, si ottiene supponendo che l’equazione di essa 
y(xy, x'y') =  0, si spezzi in due fattori

cp(.r?/, x y )  — c?L(xy, x y )  cp2(xy, x y )  :

allora la T si ridurrà alla somma di due corrispondenze 1\ e 1\ 
con certi indici n{' e n2, n2 , e con certe valenze vl 2>0 
e r2 >  0 ;

T  =  1\ 4- 1\ ; n =  nL 4- n2 ; ri =  4- iì2 ; v =  vL 4- v2.

Qui occorre appena avvertire che si ha la stessa decom
posizione della T  anche se — essendo il polinomio cp irridu
cibile — si abbia

T =  9ìT2 mod. / .

Ma può accadere che la corrispondenza T  sia riducibile, 
contenendo come parte una corrispondenza 1 \  rappresentata 
da y^xy, xy') — 0, senza che sia possibile di rappresentare la 
corrispondenza residua l\z =  T — T L mediante una equazione 
y2(x y, x y )  =  0 ; per dimostrarlo basterà costruire una corrispon
denza T  di valenza v ( > 0) che contenga come parte una 1\ di 
valenza >  v. A tal uopo si assuma uua corrispondenza 1\ d’in
dici ni e n{' a valenza vi >  1 : designando con PiP2...Pn> gli omo
loghi di un punto generico P, i gruppi v{P -\-P { -t-P2 ....4-Pn' 
saranno contenuti in una serie lineare d’ordine vL-\-n /. Ora 
la nostra serie potrà ritenersi contenuta in una serie lineare g 
d’ordine v 4 -ri > con 0 < r  < r 1, di dimensione ;
quindi si potrà definire una corrispondenza T, contenente 1\, 
determinando razionalmente un gruppo di g che contenga gli n ' 
punti P {P2 ....Pni>, corrispondenti a P, ed inoltre il punto P  
contato v volte: questa T  fa corrispondere al punto P pre
cisamente ri punti, mentre la sua inversa avrà un certo 
indice n.

La costruzione indicata porta a considerare sopra /  delle



OA P ITOLO IV 4(U

corrispondenze come 2\z che — non possedendo una valenza 
v2 ;> 0, non possono essere rappresentate mediante un’equa
zione cp2(.ry, x'y') =  0.

Questa conclusione cesserà d’apparire paradossale ove 
si osservi che una corrispondenza fra i punti di /  costituisce 
una serie di coppie (ordinate) di punti e però si rispecchia in 
una curva appartenente ad una superfìcie F  dello S4 =  (xyxyf) 
iutersezione dei due cilindri

f(xy) =  0, f(xy') =  0;

ora è chiaro che la F  potrà contenere curve che non siano 
intersezioni complete con una varietà <D dello S4; in questa 
categoria dovrà appunto rientrare la curva rappresentativa 
di 1\ . Pertanto le corrispondenze di /  non rappresentabili 
con una sola equazione, si potranno sempre rappresentare con 
un sistema di due equazioni (legate in modo da assicurare 
che esistano oc1 soluzioni comuni)

y(xy, x'y) =  0, cp'(*?/, x'y) =  0,

dove si prescinde eventualmente da un numero finito di 
punti fissi della /  che figurino come soluzioni comuni delle 
equazioni precedenti: per definire in questo modo la corri
spondenza T2, ottenuta innanzi per sottrazione di 1\ da 2\ 
basterà considerare una seconda corrispondenza T' (<p' =  0) 
che come T  contenga T.,, non avendo altra parte a comune 
con essa, diguisachè 2\ risulti come interferenza di T  e T \

Aggiungeremo che per le corrispondenze 2\ ottenute sot
traendo da una T  di valenza v> 0  una 2\ di valenza 
si introduce naturalmente una valenza negativa —v2 =  v — vL 
sussistendo ancora per i gruppi omologhi di due punti P  e P' 
l’equivalenza virtuale

— V 2P  P L P 2 ~P •••• ~P Ptu' — — W2jP "P P i ~P P2 “P ...• Pji-ì'y 

che significa

V2P P { P 2 +  .... +  P na' =  v2 P +  P { -1 - P2 ~P •••• ~p P?i2'*

Il più semplice esempio di corrispondenze a valenza ne
gativa è costituito dall’identità, (x — æ '= 0, y — y'=Q), che
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stando alla definizione, risulta appunto di valenza v ~  — ]. 
Sono anche di valenza v =  — 1 le corrispondenze fornite da 
una trasformazione di prima specie n di una curva ellittica; 
infatti se PP' e QQ’ sono due coppie di punti omologhi per 
una ti, la g\ determinata dalla coppia PQ’ trasforma la tz 
nella tc-1 cioè porta P' in Q e quindi si ha:

P + Q '^ Q  +  F
ossia

P - P = Q - Q ' .

Abbiamo visto che ad una curva f  appartengono corri
spondenze a valenza negativa non rappresentabili con una 
sola equazione, le corrispondenze rappresentate da una sola 
equazione avendo sempre una valenza v > 0 :  ora è impor
tante rilevare che, reciprocamente, « le corrispondenze a 
valenza positiva (o nulla) possono sempre rappresentarsi con 
una sola equazione ». Infatti si consideri una corrispondenza T  
a valenza v > 0 : il gruppo vP -\-P i A- P2 Pn< al variare 
di P, appartiene sempre ad una serie lineare y(xy\ X1X2....)=0, e 
risulta determinato razionalmente entro questa in funzione 
del punto P =  (xy), esprimendosi dunque come fun
zioni razionali di x e ?/, le quali si lasciano calcolare tenendo 
conto della fx y )  =  0 : ove si sostituiscano queste espressioni 
al posto di si ottiene appunto l’equazione della corri
spondenza nella forma y(xy, x y )  =  0. c. d. d.

Riassumiamo le cose dette enunciando il
Teorema: Ad una qualsiasi curva algebrica f ,  di genere 

p >  0, appartengono sempre corrispondenze [«, n] a valenza po
sitiva (o nulla) ??>0, e queste si lasciano definire mediante 
una sola equazione cp(xy, xy') =  0 ; per sottrazione si ottengono 
da queste delle corrispondenze a valenza negativa9 non più 
rappresentabili mediante una sola equazione, le quali si possono 
rappresentare invece (per interferenza) mediante due equazioni 
’■?(«> y , x ÿ )  — o, e, cp'(xy, xy') =  0 .

Il problema fondamentale di determinare le coincidenze 
di una corrispondenza T, di indici n e ri e di valenza v, data 
sopra una curva /  di genere p, è stato risolto, per v > 0 ,  da 
Oayljsy (1866), che tuttavia ha dimostrato la sua formula sol
tanto in un caso particolare. La dimostrazione generale, sempre
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p e r  v > 0 ,  è  d o v u t a  a  B r i l l  ( a) (1 8 7 3 ) ,  m e n t r e  la  c o n s i d e r a 
z i o n e  d i c o r r i s p o n d e n z e  a  v a l e n z a  n e g a t i v a  e  la  c o r r e l a t i v a  
e s t e n s i o n e  d e l l a  f o r m u l a  c h e  d à  i p u n t i  u u i t i ,  si t r o v a  n e l l a  
m e m o r i a  f o n d a m e n t a l e  di H urw itz  d e l  1 8 8 6  (2), d o v e  le  c o r 
r i s p o n d e n z e  v e n g o n o  d e t e r m i n a t e  in m a n i e r a  a f f a t t o  g e n e r a l e  
m e d i a n t e  l ’ u s o  d e l l e  f u n z i o n i  a b e l i a n e ,  s t a b i l e n d o  r e s u l t a t i  
e s s e n z i a l i  d i  c u i  r e c h i a m o  la  d i m o s t r a z i o n e  a l g e b r i c o - g e o m e -  
t r i c a  n e i  p a r a g r a f i  s e g u e n t i .  L a  d i m o s t r a z i o n e  a l g e b r i c o - g e o  
m e t r i c a  d e l l a  f o r m u l a  d e i  p u n t i  u n i t i  p e r  c o r r i s p o n d e n z e  di 
v a l e n z a  p o s i t i v a  o  n e g a t i v a ,  s i  p u ò  d a r e  c o m e  n e l l a  m e m o r i a  
d i  S e v e r i  (3) d e l  1903 ,  la  q u a le  r e c a  p u r e  ( in  d i v e r s e  g u i s e )  
u n a  i n t e r p r e t a z i o n e  g e o m e t r i c a  d e i  r i s u l t a t i  d i  H u r w i t z .

Il numero delle coincidenze di una corrispondenza [n, n']r 
d9 indici n, ri, e di valenza v, è dato dalla formula di O a y l e y :

' 5 =  n ri -I- 2pv.

Q u e s t a  r e l a z i o n e  n u m e r i c a  è  c o n t e n u t a  n e l l a  s e g u e n t e  
r e l a z i o n e  f u n z i o n a l e :  s i d e s i g n i n o  c o n  N' e  N  i g r u p p i  d e i  
p u n t i  o m o l o g h i  d i  u n  p u n t o  P  n e l l a  c o r r i s p o n d e n z a  d a t a  e  
n e l l a  i n v e r s a ,  c o n  K  u n  g r u p p o  c a n o n i c o ,  e  c o n  A i l  g r u p p o  
d e l l e  c o i n c i d e n z e  : a l l o r a  si h a  la  r e l a z i o n e  d i  e q u i v a l e n z a

1 ) A =  N  +  JN' -i- 2vP  -b vK.

È  f a c i l e  d i m o s t r a r e  q u e s t a  r e l a z i o n e  p e r  l e  c o r r i s p o n d e n z e  
d i  v a l e n z a  v =  0 . I n f a t t i  s e  u n a  c o r r i s p o n d e n z a  T, c o n  v =  0 , 
v i e n e  r a p p r e s e n t a t a  d a l l ’ e q u a z i o n e

Vfry, x'y) =  0,

d ’ o r d i n e  nL r i s p e t t o  a l l e  xy e  d ’ o r d i n e  nf r i s p e t t o  a l l e  x y , e  
s e  l e  c u r v e  cp (al v a r i a r e  d i xy) n o n  p o s s e g g o n o  p u n t i  f issi  
s o p r a  la  f  d ’ o r d i n e  m, si a v r à

n =  nLm, ri =  u/m,

(1) Matti. Annalen Bd. 3, pag. 33.
(2) « Ueber algebraieche Oorrespondenzen und das verallgemeinerte 

Oorrespondenzprincip » (Math. Annalen, Bd. 28). Altre dimostrazioni s’in
contrano in J ünker , B obeck, Segre, Schubert, Zeuthen (Math. Annalen, 
1892); quest’ ultimo si è pure occupato di valutare la molteplicità dei 
punti uniti.

(3) « Sulle corrispondenze fra i punti di una curva algebrica ». Me
morie delPAcc. di Torino, Serie 2a, t. 54.
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e la curva
y(xy, xy) =  0,

riuscendo d’ordine n,-!-?//, segherà la /  in 8 =  (nl-hnL')m =  n-\rn' 
punti, costituenti le coincidenze di T  e formanti un gruppo 
equivalente alla somma dei gruppi omologhi di un punto P  
nella corrispondenza T  e nella sua inversa T ~ {. La stessa 
conclusione si estende al caso in cui la curva cp possegga 
dei punti fissi sopra f .

Ma quando la T  possegga una valenza v > 0 ,  il ragio
namento precedente urta nella difficoltà che le coincidenze 
della T, calcolate come intersezioni delle curve f =  0 e cp =  0, 
diventano infinite, poiché f  figura come fattore in cp: infatti 
per ipotesi, ponendo nella cp(æy, xÿ), x' =  x, y = y , la cp si 
annulla (v volte) per ogni punto di /. Questa difficoltà nel 
calcolo delle coincidenze per le T  a, valenza v >  0, si può 
evitare (con S e v e r i) fondandosi sulle due osservazioni se
guenti :

a) che la relazione di equivalenza 1) sussiste per una 
corrispondenza T =  1\ ±  T2 quando sia stabilita per 1\ e

&) che la stessa relazione sussiste per le corrispondenze 
elementari [n— 1, n — 1] di valenza v =  i intercedenti fra 
i punti di un medesimo gruppo di una (teorema fonda- 
mentale del § 8).

Infatti sommando v corrispondenze elementari si otterrà 
una corrispondenza Ti di valenza positiva v, per cui resta 
dimostrata la relazione 1). Dopo ciò la relazione stessa si 
estende al caso di una corrispondenza T' a valenza negativa 
v '=  — v, tenuto conto che la T + T ' è a valenza v -f- v =  0.

Infine, essendo dimostrato il teorema per le corrispon- 
, (lenze a valenza negativa, esso si estenderà a tutte le corri

spondenze a valenza positiva, che sommate con quelle diven
gono corrispondenze a valenza nulla.

Osservazione. Si noti che s e T  =  T {-h T2J i punti uniti 
di T t sono sempre punti uniti per T, e perciò il numero dei 
punti uniti di una corrispondenza non può mai diventar nega
tivo, onde risulta un limite superiore per il valore assoluto 
della valenza negativa di una corrispondenza [«, n]:

v <
n -h n'
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Nel computo del numero o delle coincidenze di una cor
rispondenza [n, n']v occorre precisare la molteplicità con cui 
figura una coincidenza multipla. Poiché, eVidentemente, si 
tratta di una questione di natura differenziale, per cui la 
curva f  può considerarsi come razionale, varrà in generale 
la regola di Z e u t h e n  che, a proposito delle corrispondenze 
sopra una retta, abbiano incontrato nel L. 2°, § 2 (Vol. T, 
pag. 161), e che qui conviene enunciare di nuovo.

« Per valutare la molteplicità che spetta a un punto A 
nel gruppo dei § punti uniti di una corrispondenza T, si 
consideri la corrispondenza fra i punti P  e gli omologhi P' 
nell’intorno di A: ad ogni P  corrisponderà un certo numero 
s <; ri di punti P ' prossimi a A, P /P /  ... PJ. Ciò posto si 
considerino le s differenze infinitesime P / — P  (cioè, per 
esempio, le differenze delle ascisse di P- e P, supponendosi 
che la curva /  sia — nell’intorno di A — uniseeafca dalle 
rette perpendicolari all’asse æ); la somma degli ordini di 
queste s differenze infinitesime, comparate a P  — A, fornisce 
la molteplicità del punto unito A ».

Nelle numerose applicazioni del principio di corrispon
denza sopra una curva, giova riconoscere l’effetto che hanno 
sulla valenza, le operazioni fondamentali di somma e prodotto 
delle corrispondenze.

Anzitutto la valenza è stata definita in modo che som
mando due corrispondenze [u,, n/]^ e [n2, n2']Vo di valenze 
rispettive vi e v2 si ottenga una corrispondenza [n, con 
n =  nl -\-n2, ri =  n / n2 , di valenza

v =  v\ -\- v2.

lì prodotto T — T2T{ di due corrispondenze \ni9 n{]v  ̂ e 
[n2, 7i2']^9 è una corrispondenza [m, ri] con

la cui valenza è
n =  n 1n 2, ri =  nf nj  ; 

v — — v\v2.

Per dimostrarlo si designino rispettivamente con JV/ ed 
N' i gruppi dei punti omologhi di un punto generico P  in 1\ 
e T\ per ipotesi il gruppo (effettivo o virtuale)

F. ENRIQUES -  III.

i\P  +  N,'
30
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varia in ima serie lineare, e così anche

v2N '-t-L \lf

varia nella serie lineare (n^'-pla di quella cui appartengono 
i gruppi v2P  -f- N2') ; si deduce che il gruppo

v2N{' -f- N' — vJvLP  -+- N/) =  — vtv2P  -h N',

varia in una serie lineare. c. d. d.
Una conseguenza del teorema stabilito è che due corri

spondenze [ìì1̂ ì ]vi e [n2n2 Ìv, sopra una curva di genere p hanno 
in generale

ìlLlì2 +  --^pi\V2

coppie cornimi, i punti di queste essendo uniti per il prodotto 
di una corrispondenza per l’inversa dell’altra. Sotto questa 
forma il teorema della composizione della valenza del pro
dotto compare in B r i l l ,  nel caso di valenze positive.

Si noti che il numero delle coppie comuni alle due cor
rispondenze date 1\ e T2 si riduce alla metà se queste sono 
simmetriche, giacché ciascuna delle coppie comuni P P ' con
tiene come uniti per 1 \~LT { non solo P  ma anche P'.

La nostra formula porge anche un criterio per riconoscere 
se una corrispondenza T  sia simmetrica. Infatti si cerchi il 
numero delle coppie di una T = [ n ,n \v che si corrispondono 
in doppio modo.

Dovremo cercare i punti uniti della corrispondenza Tz e 
dividere questo numero per 2 : si ottiene così che il numero 
delle coppie di punti omologhi distinti che si corrispondono in 
doppio modo in T  vale:

~ ’j n(u — 1) +  n(n — .1 ) } —pv(v -4- 1 ).

Di conseguenza sulla f  di genere p una corrispondenza 
irriducibile [n, n]v, la quale possegga più che

n(n — 1) — pv(v +  1)

coppie di punti corrispondentisi in doppio modo, è necessaria
mente simmetrica.

Aggiungiamo la seguente avvertenza. Le definizioni pre
cedenti di somma e prodotto di corrispondenze conducono a
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considerare dei polinomi a coefficienti interi costruiti a par
tire da corrispondenze date, e in particolare combinazioni 
lineari a coefficienti interi del tipo

X2P 2 4- .... 4- XrT r .

Queste corrispondenze risultano sempre effettive per va
lori positivi dei coefficienti X, mentre per valori negativi sono 
definite soltanto formalmente, e possono avere un significato 
soltanto virtuale. Ma, quando si tratti di considerare relazioni 
di equivalenza fra i gruppi di punti che si possono costruire 
sopra la curva mediante certe corrispondenze, è lecito di ope
rare sulle corrispondenze senza distinguere se esse siano effet
tive o virtuali, giacché sappiamo che quelle relazioni fra gruppi 
di punti conservano sempre un significato. (Cfr. l’Osservazione 
del § G, pag. 44).

40 bis. Applicazioni del principio di corrispondenza: tri
secanti e quadrisecanti di una curva gobba. — Offriamo ora 
applicazione del principio di corrispondenza, trattando alcuni 
esempi.

Anzitutto calcoliamo il numero dei flessi di una curva 
piana di ordine n.

Supponiamo dapprima che la curva sia priva di punti
doppi, e quindi di genere p =  ----------------- . Si consideri la
corrispondenza che intercede fra un punto P  della curva /  
e i suoi n — 2 tangenziali (ulteriori intersezioni con la tan
gente in P): questa corrispondenza ha valenza 2, e l’indice 
<iella sua inversa è n(n — 1) — 2 ; pertanto le sue coincidenze, 
che danno i fiessi, saranno

(n — 1 }(n — 2)\ n(n — 1) — 2 S -i- {n — 2) 4- 2 • 2 •  =  3n(n — 2).

Ora, per ogni nodo che possegga/si abbassa di 2 l’indice 
della nostra corrispondenza inversa, e di 1 il genere, ciò che 
porta a diminuire il numero dei flessi di G. Se poi la f  abbia 
una cuspide (ordinaria) l’ indice della corrispondenza inversa 
diminuisce di 3 (anziché di 2 come nel caso del nodo) e d’altra 
parte una coincidenza della corrispondenza cade precisamente 
nella cuspide : perciò la riduzione del numero dei flessi risulta 
precisamente di 8. Così si ritrova la terza formula di Pliicker
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che dà il mimerò i dei flessi di una f  d’ordine n dotata- 
di 6 nodi e k cuspidi :

i =  3 n(n — 2) — 6o — Sic.

L’esempio precedente si può generalizzare determinando 
il numero dei punti (r-t-l)-pli di una grn (cfr. § 9 pag. 69) e quindi 
in ispecie il numero dei punti (di contatto dei inani) stazio
nari di una curva gobba dello $3, etc. La ricerca dei punti 
stazionari richiede la conoscenza dei flessi della curva pianar 
e così in generale si trova una formula ricorrente che fa pas
sare da r — 1 ad r, e ci riconduce quindi al risultato già noto.

Un secondo esempio di applicazione del principio di cor
rispondenza, si ha nella ricerca diretta del numero delle tan
genti doppie di una curva piana d9 ordine n. Per semplicità di 
discorso riferiamoci ad una quartica generale. Qui occorre con
siderare la corrispondenza 1\ fra i punti P  e P' che sono tan
genziali di un medesimo. Questa corrispondenza simmetrica rl \  
è [10, 10]. Per calcolare la sua valenza si consideri la corri- 
spondenza Tfrà un punto e un suo tangenziale; si costruisce T4 
facendo il prodotto T T ~ 1 e staccando da esso 10 volte l’iden
tità che vi figura come fattore; pertanto la valenza di 
risulterà

v =  — 2 X 2 — (— 10) =  6.

Si deduce che 1\ possiede *

10 -4- 10 4- 2 - 3 -6  =  56 

coincidenze, e perciò vi sono
56-5 -= 2 8  tangenti doppie.z

La determinazione fatta non è che un caso particolare 
del problema di trovare i gruppi di una grn (n >  2r) dotati 
di r  punti doppi, problema da noi risoluto col metodo di 
degenerazione nel § 35. Per mostrare come questo problema 
si possa trattare col principio di corrispondenza, ci limiteremo 
ad esaminare un secondo caso particolare (4), nel quale meglio 
appariscono le difficoltà che gli sono proprie.

(l) La trattazione generale del problema si troverà nella memoria del 
T orelli già indicata nel § 35.
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Numero dei piani tritangenti a una sestica gobba di ge
nere 4. — Si consideri una sestica gobba <7, di genere j» =  4,
0 fra i punti di essa la corrispondenza T  che intercede fra
1 punti- P  e P' ulteriori intersezioni di C con un piano bitan- 
gente (fuori di P  e P'). I punti uniti di T  danno i punti di 
contatto dei piani tritangenti a (7, e il loro numero, diviso 
per 3, dà quello di tali piani.

Gli indici della T  si calcolano facilmente: preso un punto 
P  di (7, da questo si proietti la G sopra un piano a: si ottiene 
una quintica con due punti doppi, per cui le formule di 
P lü c k er  danno 68 bitangenti (cfr. L. 2° § 21, vol. I, pag. 267), 
sicché a ogni punto P  corrispondono 68 punti P', staccati 
(fuori dai punti di contatto) dai piani che da P proiettano 
queste 68 bitangenti. E poiché la corrispondenza T  è simme
trica, anche a P' corrispondono 68 punti P.

Occorre ora valutare la valenza v di T . A tale oggetto 
si indichino con P i e P / i due punti di contatto di un piano 
bi tangente (uscente da P), e si consideri anzitutto la corri
spondenza T' fra i punti P i e P / di cui ci servirà conoscere 
la valenza v'. Questa si ottiene osservando che i 14 punti P / 
(di contatto dei piani tangenti in P { e altrove) costituiscono 
il gruppo jacobiano della g\ segata dai piani tangenti in P 1? 
e che, se a tale gruppo jacobiano si sottraggono due gruppi 
della detta g\ (sezioni di due piani tangenti in P 4, tolto P 4) si 
ottiene la serie canonica; pertanto, siccome la sezione com
pleta di C con una coppia di piani varia entro una serie 
lineare gf12, segue che il punto P i contato quattro volte, e 
sommato ai 'suoi 14 punti omologhi P /, dà un gruppo che 
varia in una serie lineare; ciò possiamo esprimere scrivendo

4 P 1H-3.ZY^Sf1*
ossia

v '= 4 .

In secondo luogo si indichino genericamente con P r le 
ulteriori intersezioni di C con piani che la tocchino una prima 
volta in P i e una seconda volta altrove (nei 14 punti P 4'). 
Avremo che i 14 piani bitangenti segano C in P i contato 
28 volte, nei 14 punti P /  contati 2 volte, e nei 28 punti P i 
sicché

28 P4 -h 222 P /  22 P



470 LIBRO QUINTO

varia in una serie lineare gHi ; ciò possiamo esjìrimere seri- 
vendo

28 P, +  2 iP 1'-]-Z P , =  (/84.

Tenendo conto della

4 P r l - S P ^ ^ ,  
si ottiene per sottrazione

20P.-I -2P ; =  gta;

ciò esprime che la corrispondenza T" che fa corrispondere a 
ogni punto P, i punti (quali P  e P )  ulteriori intersecazioni 
di piani bitangenti alla C (e tangenti in P,) ha valenza

v " = 20,
onde la stessa valenza ha la corrispondenza inversa, cioè se si 
considera un punto P e  i punti Pi e P, di contatto dei 68 piani 
bitangenti uscenti da P, sommando P, contato 20 volte, a questi 
68 punti P, e P,' si ha un gruppo che varia in una serie 
lineare:

20P  -|- SP, H- SP,' =  giM .

Ma, d’altra parte, i 68 piani bitangenti segano su C un 
gruppo che varia in una serie lineare g40s, sicché

68P  -4- 2SP, +  22 P ' -+- SP' =  g40B.
In fine, per differenza, dalle relazioni precedenti si ha

28 P -i-S P '= sfM,

onde la nostra corrispondenza T  risulta avere precisamente 
la valenza v =  28.

Pertanto i punti uniti di T  sono

68 -1- 68 2-4-28 =  360,
sicché i piani tritangenti alla G appaiono 120, come si era. 
detto nel § 35, pag. 305, riga 0 (‘). (*)

(*) Si avverta elle è occorso un errore ili stampa nella fòrmula della 
riga 5 di detta pagina, dove anziché

si deve leggere
./i2p —2), p  -  1, p ) = 2 » - i ( 2 » - p ) ,  

f \ 2 p  -  2, p  - 1 ,  p )  =  - 1 ) .
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Grado della rigata delle trisecanti di una curva gotha. — 
Sia n l’ordine di una curva gobba C e p  il suo genere. Per 
calcolare il grado della rigata delle trisecanti di C, occorrerà 
determinare quante di queste si appoggino ad una retta data r. 
Ora i punti di incidenza alla C di una tale trisecante si pos
sono ottenere come punti uniti di una certa corrispondenza P, 
la quale si costruisce come segue.

Dato un punto P  di C, si considerino gli (n — 1) pùnti Q 
che insieme a P giacciono in un piano per r: la corrispondenza 
che fa passare da P  a Q è una corrispondenza simmetrica T ì , 
di indici n — 1 e n — 1, la cui valenza è chiaramente

vi =  ì.

Ora a ciascun punto Q si associno i punti P ' che riescono 
punti di appoggio delle trisecanti condotte per Q: abbiamo 
che da Q escono

(n -  2)(n — 3)
-------2.... ...........P

trisecanti (le cui traccie su un piano a sono i punti doppi 
della curva C  proiezione di C da Ç), e ciascuna incide la C 
in due punti fuori di Q: pertanto si ottiene in tal modo su C 
una corrispondenza T2 che associa a Q

(n — 2)(n — 3) — 2}>
punti P'.

La corrispondenza Tt è simmetrica (si può dire che vi 
sono omologhi due punti Q e P ' appartenenti ad una stessa 
trisecante) e importa calcolarne la valenza v2. A tale oggetto 
si osservi che i punti doppi di C' appartengono a una curva y 
d’ordine n — 4 aggiunta a C  (d’ordine n — 1) la quale sega 
ulteriormente la Cf nella serie canonica: pertanto proiettando 
cp da Q si ottiene un cono d’ordine n —4 che sega su C:

il punto Q contato n — 4 volte,
gli (n — 2)(-u — 3) — 2p punti nei quali incidono le trise

canti uscenti da Q,
e un gruppo canonico.
Poiché il gruppo complessivo segato da una superficie 

d’ordine n — 4 varia, al variare di questa, in una serie lineare, 
si deduce che

(n — 4) Q -\- 2 P'
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varia in una serie lineare, cioè che

v2 =  (n — 4). 

Ora consideriamo la corrispondenza 

T = T 21\:

si riconosce immediatamente che tutti e soli i punti uniti 
per T  sono i punti per cui passa una trisecante incidente 
ad r, e più precisamente che ciascun punto siffatto coincide 
con due dei propri omologhi. Ma la T  ha i due indici 
uguali al prodotto degli indici di T { e T2, cioè

(n — 1) i (n — 2)(w — 3) — 2p (
e ha valenza

v =  — v{v2 =  — (n — 4).

Pertanto le coicidenze di T  sono

2(n — 1) | (n — 2)(n — 3) — 2p \ — 2(n — 4}p =
=  2(n — l)(n — 2)(n — 3) ~  6(n — 2)p.

Si conclude che il numero dei punti di appoggio delle 
trisecanti incidenti a r è

(n — l)(a — 2 )(n — 3) — 3 (n — 2)p,

e che il grado della rigata delle trisecanti vale

(n —  l)(n  —  2 )(h — 3 ) 

3 —  (:n  —  2 ) p .

Questa espressione, introducendo il numero d dei punti 
doppi apparenti della curva (7, si può scrivere nella forma ,

(n — 2) | d — n(n — l)j 
6" !

incontrata nel L. 3° § 43 (Vol. II, pag. 300).

Numero delle quadrisecanti di una curva gobba. — Per 
calcolare il numero delle quadrisecanti di una curva gobba C, 
d’ordine n e di genere occorre determinare il numero N 
dei relativi punti di appoggio. Questi punti riescono chiara-
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mente punti uniti per In corrispondenza T' costruita nel modo 
che segue.

Preso un punto P  si considerino le trisecanti di C uscenti 
<la P, e sia Q un punto di appoggio di una tale trisecante; da Q 
si mandino le trisecanti diverse da P$, e sia P ' un punto 
d’appoggio di una di esse; così fra i punti P  e P ' viene 
stabilita una corrispondenza T.

Ora la T  è legata alla corrispondenza P2, considerata nel
l’esempio precedente, dalla seguente relazione

T =  TI \ (n -  2)(n -  3) -  2p \ I  — T2,
essendo I  la corrispondenza identica.

Infatti se si applica la T; si passa da P  a Ç, e da Q 
ancora a P  e al terzo punto P  appartenente alla trisecante 
PÇ, sicché si ritrova P  una volta per ciascuno dei punti di 
appoggio delle trisecanti condotte da P, e similmente si ritro
vano tutti, e una sola volta, tali punti d’ appoggio. La T risulta 
una corrispondenza simmetrica, per la quale si può dire che 
sono omologhi due punti P  e P ' di C quando le trisecanti 
per essi s’incontrano su G (fuori di P  e P ). Ora se P è un 
punto per cui passa una quadrisecante, si vede facilmente 
che 6 dei suoi punti omologhi in T  coincidono con P, ma 
non tutte le coincidenze di T  souo punti siffatti. Si verifica 
infatti che una coincidenza di T o h  un punto di appoggio 
di una quadrisecante, o un punto di appoggio di due trise- 
eanti infinitamente vicine, cioè un punto P, per cui passa 
una trisecante PQBj siffatta che, proiettando la curva C da 
IÏ, si ottiene una curva dotata di tacnodo. Ciò significa che 
le due tangenti alla curva nei punti di appoggio P  e Q della 
nostra trisecante sono fra di loro complanari. Pertanto ove

Nsi voglia determinare il numero — delle quadrisecanti dedu
cendolo da quello A delle coincidenze di P, siamo condotti a 
scartare un certo numero di soluzioni, che indichiamo con N{ , 
e che determineremo poi; avremo intanto A =  6N -h N i .

Ora vediamo che la corrispondenza simmetrica P, defi
nita da

T = T ì  — 1 (n — 2){n -~3) — 2 p } I ~ T 2 

ha i due indici uguali a
{ (n -  2)(n -  3) -  2p \ {(n -  2)(n -  3) — 2p -  2 | ,

«
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ed ha valenza
v =  ~  v;2 4- j (n — 2)(n — 3) — 2p j — v2 

dove v2J valenza di T2Ì è

v2 =  (n — 4).
Pertanto si ha

6 N + N i =  2\ (n — 2)(n — 3) — 2p } \(n — 2)(n — 3) -  2p — -2 } 
+  2ÿ { — (u ~  4)2 H- (n — 2)(m — 3) — 2p — (w -  4 )|,

dalla quale formula si deduce JV, appena sia noto .
Siamo così condotti al calcolo del numero dei punti P  

della curva per cui passa una trisecante PQR, tale che le 
tangenti a C in P e Q siano fra loro complanari.

Tali punti possono determinarsi facilmente con lo stesso 
procedimento, ricorrendo a un’altra corrispondenza sulla curva.

Questa nuova corrispondenza T f si otterrà come pro
dotto della T2 e di un’ altra corrispondenza 1\ così co
struita: dato un punto si mandi per la tangente in Ça C 
un piano tangente altrove alla C stessa: il nuovo punto di 
contatto P', è il punto che associamo a Q nella 1 \. La cor
rispondenza 1\ è simmetrica, in (pianto sono omologhi in 
essa due punti che appartengono a un piano bitangente; e 
lia i due indici uguali a

2 ( n  — 2) - |-  2 p  — 2 =  2 ( n  — 3) 4 - 2 p .

La valenza della T3 si calcola (*) osservando che se ai- 
punti P', costituenti il gruppo jacobiano della gln_2 segata 
dai piani tangenti in Ç, si tolgono due gruppi di detta 
(sezioni di due piani tangenti in Q, tolto Q due volte per ogni 
piano) si ottiene la serie canonica; così, osservando che la 
sezione completa di C con una coppia di piani varia in una 
serie lineare, si ottiene che il punto $, contato quattro volte, 
e sommato ai 2(n — 2)-\-2p suoi omologhi P' dà luogo a un 
gruppo che varia in una serie lineare, cioè, per la 2T3, la va
lenza v?> vale

!\ — 4.

p) In sostanza questo calcolo ò stato già fatto nel caso n =  6, p  =  4, 
a proposito della ricerca dei piani tritangenti ad una sestica gobba di 
genere 4: lì la corrispondenza era indicata con T* e si è trovato ?/ =  4.
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Si conclude die la valenza della

T' — T TM 3  X  2vale
v — — 4(n — 4).

La corrispondenza T' ba per indici il prodotto degli in
dici di 1\ e 273 , cioè ba due indici uguali fra loro dati da

j (,# _  2)(n -  3) -  2p } j 2(n -  3) -e- 2p j.

Ora un punto P  per cui si abbia una trisecante PQR tale 
cbe le tangenti a C in P  e Q siano complanari, è certo un 
punto unito della T \ ma non è vera la reciproca; poicliè, 
come si vede facilmente, punto unito di T' è anche un punto 
in cui la tangente a O riesca trisécante, ed anche l’ulteriore 
intersezione Q di tale trisecante. Precisamente un punto P  
in cui la tangente sia trisecante viene a coincidere con uno 
dei suoi omologhi sulla T', mentre Q, ulteriore intersezione 
di questa tangente, è un punto che coincide con 4 dei suoi 
corrispondenti, in quanto da Q esce la trisecante QPP, e i 
piani per la tangente in P  segano una con un punto 
Asso Q1 che assorbe due punti del relativo gruppo jacobiano. 
Ma applicando alla nostra corrispondenza la regola di Znu- 
t h e n , che abbiamo riportata nel paragrafo precedente, si 
trova che un tale punto Q assorbe solo una coincidenza 
della T \  imperocché dando uno spostamento a a P  su-

■ i
bisce uno spostamento dell’ordine di <j2, e similmente dando

ì
a P  lo spostamento cq =  a2, la tangente in P  ha uno sposta
mento dello stesso ordine, mentre i due punti del gruppo 
jacobiano che coincidevano in Q subiscono uno spostamento

i ì
dell’ordine di cq2, cioè di crL

Pertanto, ove si indichi con N2 il numero delle trise- 
canti tangenti, si ha che le coincidenze della T' sono in 
numero di Nl -\-2N.2, donde segue

N, -1- 2 =  2 ; (n — 2)(u — 3) — 2p i j 2(w -  3) +  2p | -  8p(n -  4).

In conseguenza, per valutare Nl e quindi N, occorre 
conoscere il numero delle trisecanti tangenti, che si calcola 
subito osservando che i. punti di contatto di tali trisecanti
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sono i punti uniti della corrispondenza T2 più volte sopra 
considerata, e quindi

N2 =  2 { (» -  2)(h — 3) -  2p } -+- 2p(n — 4).

In base a queste relazioni, con calcolo facilissimo anche 
se un po’ lungo per la complessità dei termini che occorrono, 
si trova che il numero N  dei punti di appoggio delle qua
drisecanti vale

2 ( n  — 2 X» — 3)2(« — 4) 
6 -+-2f — 2p {(« — 3)(n — 4) -H 1

?

cioè che le quadrisecanti di una curva gobba C d’ordine n 
e genere p sono

( n  — 2 ) ( n  — 3 ) 2 ( n  — 4) p

-------^ 2 ^ ---------  +  (» -  3)(w -  4) -  1 } :

la quale espressione, introducendo il numero d dei punti doppi 
apparenti di 0 , si può scrivere nella forma

\  — 4» +  U) — ^  n(n — 2)(n — 3)(» — 13),

incontrata nel L. 3° § 43 (Vol. II, pag. 303).

§ 41. Le involuzioni irrazionali sopra una curva: teoremi 
di Painlevé e di Oastelnuovo-Humbert. — Il principio di cor
rispondenza, sviluppato nel paragrafo 40, permette ora di 
trattare il problema inverso di quello a cui si riferiscono i 
paragrafi 38 e 39: ivi si è appreso a costruire una curva /  
trasformata razionale di una data cp, cioè rappresentata sopra 
la 9 multipla con dati punti di diramazione; qui si vuole 
costruire le curve cp, di genere n >  0, di cui la /  è trasfor
mata semplicemente razionale, cioè costruire le involuzioni 
irrazionali appartenenti ad una curva f  (di genere p >  0).

Rileviamo anzitutto che per una curva /  di genere p >  1, 
il possesso di una involuzione irrazionale I y di genere 7r>l. 
e con 6 =  2p — 2 — v(2 tc— 2) punti doppi, si traduce in,
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condizioni particolari a  c u i  i m o d u l i  d i  /  d e v o n o  s o d d i s f a r e .  
I n f a t t i  l e  c u r v e  /  d i  g e n e r e  p d i p e n d o n o  d a  3 p —  3 m o d u l i ,  
e  l e  c u r v e  9 d i  g e n e r e  tc, m u l t i p l e  s e c o n d o  v c o n  0 p u n t i  di 
d i r a m a z i o n e ,  d i p e n d o n o  d a  3tc —  3  -f- S m o d u l i  ( q u e s t a  f o r m u l a  
r i u s c e n d o  v e r a  a n c h e  p e r  7c =  l ,  t e n u t o  c o n t o  c h e  le  o ^1 t r a 
s f o r m a z i o n i  d e l l a  c u r v a  e l l i t t i c a  cp d a n n o  lu o g o  a  c u r v e  m u l 
t i p l e  b i r a z i o n a l m e n t e  i d e n t i c h e )  e d  è  a p p u n t o

( Sp  -  3) — (3tc -  3 3) =  (V —  1)(3* -  3) +  £ 5,

p o i c h é
2p —  2 =  2~ —  2  +  o .

Q u a n t o  al m o d o  di e s p r i m e r e  c h e  d u e  c u r v e  d i g e n e r e  p 
( c o m e  la  d a t a  /  e  u n a  9 m u l t ip l a )  s o n o  b i r a z i o n a l m e n t e  
i d e n t i c h e ,  s a p p i a m o  c h e  p e r  p  >  1 s i  è  r i c o n d o t t i  a l l a  i d e n 
t i t à  p r o i e t t i v a  d e l l e  lo r o  i m m a g i n i  c a n o n i c h e  o  p l u r i c a n o n i c h e ,  
e  c h e  v i  è  t u t t ’ a l  p i ù  u n  n u m e r o  f l u i t o  di t r a s f o r m a z i o n i  p r o 
i e t t i v e  d i  u n a  d i  q u e s t e  c u r v e  n e l l ’ a l t r a ,  f a c e n t i  c o r r i s p o n d e r e  
c e r t i  g r u p p i  i n v a r i a n t i  d i  p u n t i ,  c o s t i t u i t i  p e r  e s .  d a i  p u n t i  
d i W e i e r t r a s s  ( p u n t i  d i c o n t a t t o  d e g l i  ip e r p i a n i  s t a z io n a r i ) .

O ra ,  p o i c h é  il  p r o b l e m a  d e l l a  c o s t r u z i o n e  d i  u n a  i n v o l u 
z i o n e  i r r a z i o n a l e  I v , a p p a r t e n e n t e  a l l a  / ,  si t r a d u c e  c o n  u n  
s i s t e m a  d i c o n d i z i o n i  a l g e b r i c h e ,  n e  r i s u l t a  c h e  le  J v s a r a n n o  
in  n u m e r o  f i n i t o  o  si d i s t r i b u i r a n n o  in un  n u m e r o  f in i t o  d i  
s e r i e  c o n t i n u e .  D o p o  q u e s t a  o s s e r v a z i o n e  s i a m o  in  g r a d o  di 
d i m o s t r a r e  il

T e o r e m a  d i ’P a i n l e v é .  Ad una curva f  non può apparte
nere che un numero finito di involuzioni irrazionali di genere 
n >  J ; le involuzioni ellittiche (tc =  1), appartenenti ad una f, 
possono essere in numero infinito ma costituiscono in ogni caso 
una serie discreta, a v e n d o s e n e  t u t t ’ al p iù  u n  n u m e r o  f in i to  

p e r  o g n i  v a l o r e  d e l l ’ o r d i n e .
I l  t e o r e m a  si d i m o s t r a  f a c e n d o  v e d e r e  c h e  « l a / n o n  p u ò  

c o n t e n e r e  in  n e s s u n  c a s o  u n a  s e r i e  c o n t i n u a  d i in v o l u z i o n i  
i r r a z io n a l i  J v », e  t e n u t o  c o n t o  d e l l a  f o r m u l a  di Z e u t h e n  
2p —  2 — v(2n —  2 ) +  0 , c h e  —  p e r  u n  d a t o  p  e  p e r  tz >  1 —  

f i s s a  u n  l i m i t e  s u p e r i o r e  al v a lo r e  di v.
O r a  s i  r i e s c e  a d  e s c l u d e r e  l ’ e s i s t e n z a  d i  u n a  s e r i e  c o n 

t i n u a  d i  J v d i  g e n e r e  n >  0 s u l l a / d i  g e n e r e  p > l ,  c e r c a n d o  
i l  n u m e r o  d e l l e  c o p p i e  d i p u n t i  c o m u n i  a  d u e  i n v o l u z i o n i ,  
I v e  J v ', d e l l a  s e r i e ,  g i a c c h é ,  n e l l ’ i p o t e s i  d i  u u a  t a l e  e s i s t e n z a ,
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questo numero risulterebbe negativo: ciò che costituisce un 
assurdo. Infatti le coppie comuni ad Jv ad I v' vengono date 
dai punti uniti della corrispondenza prodotto I v l v', dove le 
dette involuzioni sieno concepite come corrispondenze simme
triche [v — I, v —1] fra i punti di un medesimo gruppo. Ora 
la I vIy è una corrispondenza [(v — 1)?, (v — J)2], hi quale — 
quando Jv' variando nella ipotetica serie continua si avvicini 
ad I y — tende a ridursi alla

I v 2 =  (v -  2 ) I V +  (v —  1 ) I ,

dove I  designa l’ identità; come è facile a verilìcarsi.
Ciò posto — nelle nostre ipotesi — il numero delle coin

cidenze di Iyly' si calcolerà mediante il principio di conser
vazione del numero, riducendosi a quello di Jv2; vero è che 
quest’ultima corrispondenza contiene come fattore l’ identità, 
e quindi una infinità di punti uniti, ma questa infinità può 
computarsi secondo la sua equivalenza, tenendo conto che la 
valenza di I  è v{ =  — 1, sicché J, conta per 2 — 2p coin
cidenze. Avremo dunque per il numero delle coincidenze
di Iyly'

x =  (v -  2)5 —(v -  .1 )(2p — 2).

Pertanto, se tu >  0 e p > l ,  essendo per la formula di 
Zeuthen o < 2 p  — 2, si deduce l’assurdo

x  - <  0. c. d. d.

Xotisi che nel caso p =  1 sappiamo già dal § 39 che le invo
luzioni ellittiche I v dipendono dalle trasformazioni di prima 
specie, della / ,  e quindi (§ 27, pag. 271) sono — per ogni 
valore di v — in numero finito.

Così il nostro teorema riesce pienamente dimostrato, e 
giova soltanto osservare che — per t u  =  1 — si possono avere 
effettivamente sopra una /  di genere p infinite involuzioni 
ellittiche. Oiò risulta già per quanto sappiamo relativamente 
ad una /c h e  sia essa stessa ellittica, avendosi p =  l ;  di conse
guenza anche sopra una f  di genere p >- 1 che possegga una 
involuzione ellittica, se ne otterranno infinite altre composte 
con quella. Vero è che tale esempio è assai triviale, ma non 
ci indugiamo ulteriormente a ricercare come possano costruirsi 
curve di genere qualunque possedenti infinite involuzioni el
littiche semplici: tale ricerca si riduce allo studio degli iute-
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grafi abeliani riducibili, risultando da un teorema di P ic a r d  e 
P o in c a r é  che 1’esistenza di p involuzioni ellittiche (semplici) 
sopra una curva di genere p, porta di conseguenza P esistenza 
di una infinità discreta di involuzioni analoghe.

Notizia storica. I l  t e o r e m a  s o p r a  e n u n c i a t o  t r a v a s i  d i m o 
s t r a t o  p e r  v ia  a u a l i t i c o - t r a s c e n d e n t e  d a  P .  P a i n l e v é  n e l l a  s u a  
m e m o r i a  s u l l e  e q u a z i o n i  d i f f e r e n z i a l i  d e g l i  A n n a l e s  d e  P E c o l e  
N o r m a l e  d e l  1891 ( p a g .  135).

Lo stesso teorema fu ritrovato, ugualmente con l’uso 
degli integrali abeliani, da Ca steln u o v o  (*) e da H u m ber t  (2) 
(1893), i quali ne deducono la linearità delle involuzioni sem
plici più volte infinite appartenenti ad una curva, di cui diremo 
più avanti. Più tardi (1903) De F r a n c h is  (:i) ha fornito una, 
dimostrazione algebrica del teorema, ricorrendo alla superficie 
che rappresenta le coppie di punti della curva. Ora, in realtà, 
questa considerazione giova, nei ragionamenti di De Franchis, 
soltanto in una maniera, accessoria; la riduzione all’assurdo 
della ipotesi di una serie continua di involuzioni irrazionali 
viene a dipendere dai calcolo delle coppie comuni a due 
involuzioni della serie, e questo calcolo si può compiere in 
modo più diretto e semplice come sopra abbiamo indicato.

Del resto, l’idea di utilizzare le corrispondenze sopra 
una curva in questa questione si è già presentata a To
r e l l i  (4) per il caso a cui condurrebbe l’ipotesi di una in
voluzione non lineare T due volte infinita, di cui diciamo 
più avanti: il Torelli deduce l’assurdo dal calcolo dei punti 
tripli della serie.

Aggiungeremo che, nella memoria sopra citata, De Fran
chis estende il teorema dalle involuzioni alle corrispondenze 
simmetriche, ed osserva pure come in quest’ordine di idee si 
ritrovi il teorema di S ch w arz  che le curve con una serie con
tinua di trasformazioni birazionali in se stesse sono di genere 
zero o uno. Qui ci limiteremo a proporre al lettore il seguente

Esercizio. Mediante il calcolo del numero delle coppie 
comuni a due trasformazioni [1, 1] variabili in una serie con
tinua, si dimostri che:

Ò) Atti dell’Accademia di Torino, 11 giugno 1893.
(2) Comptes Rendus, 12 giugno 1893; Journal de Mathématique (1894).
(3) Rendiconti Lincei, 19 aprile 1903.
(4) Atti dell7Istituto Veneto, 1908.
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1) Una curva con una serie continua di trasformazioni 
in sè è di genere p < l .

2) Sopra una curva di genere 1 una serie continua di 
trasformazioni è necessariamente di dimensione 1, ed è tale 
che due punti corrispondenti determinano una trasformazione 
della serie.

Abbiamo accennato che Ca steln u o v o  ed H u m b e r t  si 
sono incontrati nel risolvere la questione della linearità delle 
involuzioni più volte infinite appartenenti ad una curva / T 
rispondendo alla domanda « se la proprietà (involutoria) di 
una serie oor di gruppi di n punti su / ,  che r punti generici 
determinino un gruppo, valga a definire le serie lineari grn ». 
In modo preciso enunciamo qui il

Teorema di Ca st e l n u o v o - H u m b e r t . Un’ involuzione cx,r 
di gruppi di n (>  r) punti sopra una; curva è una serie li
neare grn ovvero si compone degli oor gruppi di un’ involuzione 
irrazionale y* (n =  vr) jìresi ad r ad r.

Abbiasi su /u n ’involuzione T di oor gruppi di n punti (w.>r> 
la quale non sia composta con una y*; allora i gruppi della 
serie contenenti come punti fissi r — 1 punti generici di / ,  
non potendo dar luogo ad una serie continua di involuzioni 
irrazionali y1 , costituiranno una involuzione lineare. Si* n—r-i-i ?
deduce di qui che due gruppi di T aventi a comune r — 1 
punti sono equivalenti; anche due gruppi Gn e Gn' che ab
biano comuni r —2 punti fissi P 1P2....Pr_2 saranno pure 
equivalenti, riuscendo equivalenti al gruppo di T che viene 
determinato dai detti punti P  presi insieme ad un altro punto 
del Gn ed a un altro punto del Gn'. Procedendo con questo 
modo di deduzione, si arriva infine a provare che sono equi
valenti due gruppi qualsiansi di T. Pertanto la serie T sarà 
contenuta in una serie lineare gsn, con s >  r.

Se s =  r il teorema è già dimostrato. Supponiamo dunque 
s >  r, e — per maggior chiarezza — facciamo dapprima r =  2, 
s =  3. Avremo come immagine proiettiva della curva /  una 
On d’ordine n di S3, e in questo S3 un sistema 2 co2 di piani, 
tale che per due punti di Cn passi un piano di 2: inoltre i 
piani di 2 passanti per un punto A di Gn (segando su Cn 
una g]) formeranno un fascio avente un certo asse a per A . 
Ora anche i piani di 2 per un punto B  di (7„ passeranno 
tutti per una retta 6, uscente da B, e le rette a e b giace-
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ranno nel piano di 2 per A e B. Dunque gli assi dei fasci 
di piani di 2, determinati dai punti della Cny riescono a due 
a due incidenti, sicché (non giacendo in un piano) passeranno 
tutti per un medesimo punto 0: ciò significa che il sistema 2 
è la stella dei piani per 0.

Il ragionamento si estende subito al caso in cui r =  2 
ed v >  3. Avremo allora una Cn entro uno spazio Ss ed un 
sistema 2 di oo2 iperpiani,così fatto che gli iperpiani uscenti 
da un punto A di On passeranno per un $s__2; si conclude 
quindi che tutti gli Ss__2 analoghi (dovendo essere a due a 
due incidenti secondo un Ss_3) passano per un medesimo Ss_.ò, 
sicché il sistema 2 è costituito dalla rete di iperpiani per questo 
spazio Ss__3. Dopociò la dimostrazione si estende per induzione 
completa da r a r  +  1, sicché il teorema risulta dimostrato 
in ogni caso. Qui per semplicità di discorso basterà trattare 
il caso tipico di una Cn di S4, in cui è dato un sistema 2 di 
c^3 iperpiani, tale che tre punti di On determinano un iper- 
piano di 2. Ora sappiamo che gli iperpiani di 2 per un 
punto A di Cn formano una rete cioè contengono una retta a 
uscente da A, e similmente gli iperpiani per un punto B  con
tengono una retta &; inoltre gli iperpiani di 2 passanti con
temporaneamente per A e B formano fascio, e perciò passano 
per un piamo, contenente a eh: si conclude pertanto che gli 
assi delle reti di iperpiani determinate dai punti di G7„ pas
sano per uno stesso punto 0, il che significa appunto che il 
sistema 2 è il sistema lineare degli iperpiani per 0. c. d. d.

§ 42. Criterio numerativo perché una serie di gruppi di 
punti sia contenuta iu una serie lineare. — Nell’ordine di 
idee in cui ci stiamo movendo, trova posto un notevole 
criterio di C a s t e l n u o v o , esprimente la condizione perchè 
una serie s, di oA gruppi di n punti, sia contenuta in una 
serie lineare.

Questo criterio si basa sopra la formula che dà il numero, 
i\r, dei gruppi di r +  1 punti comuni alla nostra s =  snti ed 
a una grm posta sulla medesima / :  formula nella quale figu
rano accanto bAVórdine, n, di s anche gli altri suoi caratteri, 
cioè l’ indice, i, (numero dei gruppi contenenti un punto) e 
il numero dei punti doppi, d. La formula accennata trovasi 
già da noi stabilita, col metodo funzionale, nel § 10 (pag. 77), 
dove tuttavia indicavamo con m l’ordine della 5 e con n quello

F. KKKIQUKS -  III. 31
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della serie lineare r volte influita; con le notazioni qui adot
tate la formula die dà il numero N  diviene precisamente

Alla stessa formula si può giungere col principio di cor
rispondenza (Sever i): occorre infatti ricercare le coinci
denze della corrispondenza T che si ottiene associando ad 
mi punto P  tutti i punti residui rispetto alla grm di un qual
siasi Gr residuo di P rispetto a un gruppo della s che lo 
contiene. Ora tale ricérca si compie agevolmente, perchè la T 
dà una corrispondenza di valenza zero quando le si sommi 
la corrispondenza simmetrica [i(n — 1, i(n — 1)J definita dalla 
serie .v, contata un certo numero di volte. Così, p. es., se i =  1 
ed n =  r +  1, basta sommare semplicemente al gruppo degli 
omologhi di P  in T  gli r punti coniugati di P  nell’ involu
zione s, ottenendosi un gruppo Gm della g'ni. La trattazione 
del caso generale viene lasciata al lettore come esercizio.

Avemmo già occasione di rilevare che l’espressione di A, 
data dalla formula precedente, non può diventare negativa, 
se la serie s„ti non possegga infiniti érr+1 comuni con la grm. 
Pongasi ora che la qrm sia una g\\“J ; avremo :

dr — n — 1, vi =  il — 1 -f- p , N — i(n — 1 4- p) —  ̂•

Se i gruppi Gn della nostra s non sono tutti contenuti 
in gruppi della si dovrà avere

d <  2 i(n -h p — 1);

e poiché si può sempre costruire una g%zl+p m lìl0(l° che non 
contenga un Gv della nostra s, si ottiene così un massimo per 
il ̂ numero dei punti doppi di una serie s„t { appartenente ad 
una curva di genere p.

I l massimo numero dei punti doppi, d =  2i(u +  p — 1), è rag 
giunto per le serie contenute in una serie lineare d’ugual ordine (*).

P) Questo criterio di Castelnuovo è stato esteso alle serie più volte 
infinite da T orelli (Atti delV Istit. Veneto, 1908); d’ altra parte il carat
tere considerato da Castelnuovo per una serie co1 di gruppi di punti 
sopra una curva, si può considerare come il primo di una serie di carat
teri definiti per via trascendente da A. Comessatti (Mendie, del Gir. Mat. 
di Palermo, 1913).
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Pongasi infatti che, per una data s =  sì1ti sia 

d =  2i(n -+- p — 1).

Allora non vi è nessun gruppo della s che sia contenuto 
in un gruppo di una fftzl+p generica; ma se una g*Zu-p con- 
■tiene un Gn della s, li contiene tutti, cioè ogni Gn della serie 
che abbia n — 1 punti entro un gruppo della ha di
•conseguenza entro questo gruppo anche il suo n-esimo punto,.

Ciò posto, si consideri sulla curva una g]lìp- se un punto P  
è tale che la residua di esso rispetto alla ÿ” contiene
un G„ della s, allora questa serie residua contiene tutti i 
Gn di 5. Ma vi sono p punti P della curva per cui la detta 
serie residua contiene un dato Gn , cioè i p punti del Gp re
siduo di Gn rispetto alla gt” ; si conclude pertanto che tutti 
i Gn della serie s appartengono alla stessa serie lineare gn, 
residua del Gp rispetto alla gf" .

Abbiamo dimostrato che « le serie snti aventi il massimo 
numero.di punti doppi sono contenute in serie lineari gu ». Reci
procamente si verifica che le snìi contenute in una serie lineare 
posseggono il massimo numero di punti doppi d~2i(n~hp— \). 
Infatti una tale serie non lia Gn comuni con una com
pleta che non contenga la gn. D’altronde il numero dei punti 
doppi di una sn>c contenuta in una gn si calcola direttamente 
col principio di corrispondenza, poiché la sUti definisce una 
corrispondenza simmetrica \i(n — 1), i(n — 1)J che — nell’ipo
tesi nostra — ha la valenza v=% diguisachè risulta

d =  2i(n — 1) d- ‘Zip =  2i(n p — 1 ).

Dal criterio di Oastelnuovo sopra enunciato segue come 
corollario una proposizione, già. incontrata d a  S e v e r i  che la 
ha stabilita per via trascendente (l):

Se una serie oc1 irriducibile, s„, {, appartenente ad una> 

curia algebrica, gode della proprietà che V insieme degli i gruppi 
di essa contenenti un punto F della curva si muove, al variare 
di P, in una serie lineare d’ordine ni, allora la stessa sUii è 
contenuta in una serie lineare d* ordine n. Infatti, nell’ ipo
tesi posta, la snti definisce sulla curva una corrispondenza

d) « 11 teorema di Abel sulle superficie «algebriche». Annali di Mate
matica, 1905.
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[i(n — 1, i(n — 1)] (li valenza i, sicché il numero dei suoi 
punti doppi è dato da d =  2i(n~hp— 1).

Il criterio numerativo perchè una serie di gruppi di punti,, 
data sopra una curva, sia contenuta in una serie lineare dello 
stesso ordine, permette ora di illuminare la questione della 
rappresentazione analitica delle corrispondenze intercedenti 
fra due curve distinte.

In generale una corrispondenza [n, n \ fra due curve

f(xy) =  0 e f'(xy ') =  0,

si può rappresentare — a prescindere da punti singolari — 
con due equazioni

y l(xy ,xy ') =  0, yt(x y, x'y) =  0,

così come si è veduto nel  ̂ 40 pér il caso che le c u r v e /e / ' 
siano coincidenti: le due equazioni predette debbono essere 
legate in modo da ammettere infinite coppie di soluzioni 
comuni (xy) (x'y'). Ma già una sola equazione

?(* y ,  *V) =  o,
definisce fra i punti delle /  e / '  una corrispondenza. La classe 
delle corrispondenze così definibili si lascia caratterizzare di
cendo che « la serie dei gruppi di n punti che corrispondono 
su /  ai punti di è contenuta in una serie lineare dello 
stesso ordine». Questa proprietà si dimostra con lo stesso 
ragionamento adoperato per studiare le corrispondenze a va
lenza positiva sopra una curva, tenuto conto che il punto 
di f  di cui si cercano gli omologhi sopra /  non appartiene 
ad / :  si osserva che la cp, al variare dei parametri x y ,  è una 
curva di un certo ordine passante per certi punti fissi di / , 
e quindi contenuta in un sistema lineare di curve secanti f  
in n punti variabili; e similmente si riproduce il ragiona
mento inverso.

Oiò posto possiamo enunciare il
Teorema: abbiasi fra due curve /  e / ' ,  rispettivamente 

di genere p e p, una corrispondenza irriducibile [n, n] con o 
punti di diramazione su f  e 8' su / ',  diguisachè ai punti di f  
corrispondano su f  i gruppi di una serie d’ordine n e di in
dice i =  n' con (l =  ò' punti doppi, e similmente si ottenga su f
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una serie d’ordine ri e d’indice n con d' =  o punti doppi: i 
caratteri indicati sono legati dalla relazione di Zeuthen

n\2p — 2) -\-d' =  n(2p' — 2) d,

la quale fissa il valore della differenza d '—d. I  massimi va
lori di d e df rispondono al caso di corrispondenze rappresentate 
da una sola equazione, per cui

n'(2n H- 2p — 2) d =  n{2ri -f- 2p — 2) — d' — 0.

Nel caso di due curve f  e / '  sovrapposte, la condizione 
precedente risponde all’ipotesi che la corrispondenza sia a 
valenza zero, poiché, se la valenza è positiva, l’equazione che' 
la rappresenta porge una corrispondenza riducibile in cui 
figura come parte l’identità.

Terminiamo proponendo come esercizio di dedurre, in 
questo ordine di idee, una nuova dimostrazione del teorema, 
stabilito nel § 10, pag. 78, che: una serie razionale di gruppi 
di n punti sopra una curva è sempre contenuta in una serie 
lineare dello stesso ordine.

§ 43. Le corrispondenze sopra una curva a moduli generali.
— Abbiamo veduto che, sopra una curva /  di genere p >  0, il 
prodotto di due corrispondenze a valenza v e v è una corri
spondenza di valenza —vv\ diguisachè il prodotto di due 
corrispondenze a valenza negativa ha sempre valenza nega
tiva, mentre il prodotto di due corrispondenze a valenza 
positiva ha valenza negativa. Quindi, lasciando per il mo
mento da parte le corrispondenze a valenza nulla, i risultati 
precedenti si possono enunciare dicendo che:

Sopra una curva / ,  di genere p >  0, le corrispondenze a 
valenza: diversa da zero formano un gruppo misto che contiene 
come sottogruppo l’ insieme delle corrispondenze a valenza ne
gativa; le corrispondenze a valenza positiva prese da sole non 
formano gruppo.

Questa proprietà si può illustrare studiando il modo con 
cui le corrispondenze appartenenti ad ima f  operano sui cicli 
della relativa superfìcie di Eiemann.

Infatti si riconosce come — in un senso che verrà pre
cisato fra poco — le corrispondenze a valenza conservano 
sempre i cicli di codesta superficie, salvochè le corrispondenze
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n valenza negativa ne mantengono anche il verso, riuscendo 
dunque concordi, mentre le corrispondenze a valenza positiva 
sono discordi.

Per chiarire le idee conviene premier le mosse dalla con
siderazione di una gd , che porge su f  una corrispondenza 
elementare. Si rappresentino i gruppi della gd sui punti del 
piano della variabile complessa z, per modo che la riemnn- 
niana di /  venga porta da una superficie ad n fogli, che pos- 
siederà m =  2n-\-2p— 2 punti di diramazione, A t, (i =  J, 2 ...vi). 
Supporremo per semplicità che gli m punti di diramazione 
siano distinti, e quindi che — in ordine a un certo sistema 
di cappi uscenti da un punto 0 del piano — le trasposizioni 
relative siano ridotte al tipo di Lüroth-Clebsch :

0 ?W ) ^ ( 1 , 2 )  (2 ,3 X 2 ,3 )  ( 3 , 4 ) ( 3 , 4 ) .... (>! 1 ,  n ) ( n  1, n).
2 p -+- 2

Allora i cicli della nostra riemanniana si compongono 
tutti mediante i 2p cicli elementari rappresentati dalle somme 
di cappi avvolgenti ALA2, A LA.à,.... J.1A22tJ+1 (così come accade 
nel caso iperellittico). Ciò posto si consideri il ciclo Ci deter
minato dal cammino avvolgente A lA2,ì mentre la variabile 
complessa z percorre nel piano questo cammino, i punti omo
loghi zL e z2 di /  percorrono in senso opposto lo stesso ciclo 6',; 
quanto agli altri punti z3.:.zn , corrispondenti a z, essi si 
muovono contemporaneamente descrivendo cicli nulli (ridu
cibili a un punto).

L’osservazione precedente si lascia generalizzare, riferen
dosi al caso in cui il punto z descriva, nel piano complesso, 
una qualsiasi linea chiusa (priva di nodi) avvolgente A t e A2: 
in questo caso z i e z.2 percorrono, in senso opposto, due cicli 
omologhi, riducibili per continuità ad uno stesso ciclo Olf 
mentre z3,...zn danno ancora cicli nulli; per conseguenza la 
somma dei cicli percorsi da zl z2....zn è omologa a zero. Questa 
proprietà sussistendo per i cicli elementari, si può enunciare 
che: per ogni particolare circolazione di un gruppo di una gf*, 
corrispondente ad un cammino chiuso del punto z che lo 
rappresenta nel piano della variabile complessa, la quale 
circolazione riporti in se stessi i singoli punti del gruppo, la 
somma dei cicli descritti da questi punti è omologa a zero.

Più in generale si consideri una qualsiasi circolazione di
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un gruppo entro la per cui i punti del gruppo vengano 
comunque scambiati fra loro; allora un singolo punto zL potrà 
descrivere un cammino aperto, ma l’insieme degli n punti darà 
luogo ad uno o a più cicli, la cui somma riuscirà sempre omo
loga a zero. Infatti, ripetendo la circolazione un numero conve
niente, li, di volte, ogni punto #,£ ritorna in se stesso, e la somma 
dei cicli descritti, die è multipla secondo li della precedente, 
riesce omologa a zero (lì designa qui il periodo della sostitu
zione prodotta su z Lz2.... zn dalla circolazione considerata).

Biassumiamo le cose dette come segue.
Siano ClC2....C2P i cicli elementari di una superficie di 

Biemann / :  per ogni circolazione di un gruppo di n punti 
entro una g* appartenente ad /, vengono descritti s < n  cicli

Kj oo SAjjC'i (j =  l ,  2...S)

la cui somma è omologa a zero, cioè

/ i j  Is*.2 - f - ....-4— K s 0 .

Il teorema si estende alle possibili circolazioni di un 
gruppo entro una grn della nostra / ,  per r >  I: Infatti si può 
rendere visibile che una siffatta circolazione si riduce, con 
deformazione continua, ad una circolazione entro una gK Per 
semplicità di discorso porremo r =  2, e ci riferiremo quindi 
ad uno spazio S4 che offra la rappresentazione reale dei 
gruppi della g* (dipendenti da due variabili complesse). Nello 
S4 si avrà una superfìcie (di diramazione) P, immagine della 
varietà dei gruppi della dotati di punto doppio; una cir
colazione di un Gn, entro la g2, corrisponde a un cammino 
chiuso C descritto da un punto P  nello $4, ed è sempre le
cito deformare O per continuità purché non si venga ad 
attraversare la F; dimostreremo che con una siffatta defor
mazione continua C può sempre ridursi a stare entro un 
piano, e precisamente in uno degli co4 piani che rappresen
tano le ai della a2.vn

Pongasi dapprima che il ciclo 0  di cui si discorre appar
tenga ad un S.ò passante per uno dei detti piani n: la F  viene 
segata dallo S3 secondo una linea L, e il ciclo C avvolge un 
certo numero di volte la L. Ora è chiaro come questa C si 
riduca per continuità ad una linea avvolgente i punti di 
intersezione di L con tt: ognuno si renderà conto di questa
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affermazione materializzando la linea L  con un filo di ferro 
rigido, e la C con un filo di gomma flessibile ed elastico: 
basterà quindi fare scorrere C lungo L .

La stessa deformazione di C si può fare anche nel caso 
generale. Per renderlo manifesto si sostituisca anzitutto a C 
una poligonale chiusa ad essa sufficientemente vicina:

== H {).

I punti H lH2H3H4 appartengono ad $3, e quindi la poligonale 
può ridursi a una linea piana, con gli stessi estremi, 

senza attraversare F : nello stesso modo si opera ora sulla 
linea H l .... H4HÒ che appartiene pure ad un $3, e così di 
seguito: si perverrà in fine ad una linea giacente
in un piano, che conterrà anche il segmento H iHnì e che 
porgerà una deformata del ciclo (7, ottenuta sempre senza 
.attraversamento della superfìcie F . Ora per due punti di 
questa linea passa un piano tt, che insieme col piano della 
linea stà in un S3; quindi si riesce a deformare la nostra 
linea ridncendola ad un ciclo del piano n avvolgente i punti 
di diramazione segati da F . c. d. d.

Dopo avere così esteso il nostro teorema alle serie lineari 
■di dimensione r > ] ,  siamo in grado di togliere ogni dubbio 
relativo alla restrizione posta innanzi, che le gln di cui si tratta 
abbiano punti doppi distinti (e ciò senza estendere a questo 
caso la nostra analisi). Infatti, essendo data sulla /u n a  gvn con 
punti multipli qualsiasi, si costruisca sulla/stessa una grm(m^>n) 
nella quale si trovino delle gxnt con punti doppi distinti (/): 
almeno per r > n  la grm conterrà la che apparirà quindi 
come residua di un gruppo di m — n punti fissi, (?, rispetto 
alla qr . Allora dall’essere a circolazione nulla la qr , si de-'f ni '
duce che è pure a circolazione nulla la Cr-\~gln.

Il teorema sopra stabilito esprime il contenuto topologico 
di un celebre teorema di A b e l  sugli integrali di differenziali 
algebrici (2) e però sarà da noi designato brevemente col nome

( 1) È ovvio che ciò accade sem pre per la g x t generica contenuta in 

una g vm  sem plice con r > l ;  in fatti le tangenti condotte per un punto 
generico ad una curva piana d’ordine m hanno con essa soltanto contatti 
sem plici.

(2) E sotto questo aspetto è presentato da Rosati (Reitdic. della Acc. 
dei Lincei, 1913).
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<li « teorema d’Abel topologico »: esso può enunciarsi come 
segue :

Teorema d’Abel topologico: Sopra una superficie di Rie- 
maniì, immagine di una curva algebrica di genere p qual
siasi, ogni circolazione di un gruppo di n punti entro una serie 
lineare che lo contiene, dà luogo ad una somma di cicli nulla.

In particolare si può dire che ogni serie algebrica co1 di 
gruppi di n punti, dipendente da uno o più parametri com
plessi, che sia contenuta entro una serie lineare dello stesso 
ordine, è a circolazione nulla.

Questo teorema permette di spiegare il significato topo
logico della valenza v, per ogni corrispondenza [n. a] data 
sopra una curva / . Si consideri un punto P e i suoi n corri
spondenti P tP2.... Pn ; quando P  descrive un ciclo C della 
riemanniana di P, i punti PLP2....Pn descrivono nel loro 
insieme uno o più cicli CiC2....Cs (s< n):  ora, se v >  0, si 
avrà

vG —b C{ —b C2 Os cvj 0 :

dunque la valenza della nostra corrispondenza è il numero 
delle volte che bisogna contare un qualsiasi ciclo descritto 
da P, perchè insieme ai cicli descritti dagli n punti corri
spondenti dia una somma nulla. L’inversione del teorema di 
Abel topologico ci permetterà più innanzi di riconoscere che 
si ottiene così una vera definizione topologica della valenza: la 
quale si estende subito al caso della valenza negativa. Infatti, 
se la valenza riceve il valore negativo — v, si può ancora 
scrivere l’omologia

G l ~b C2 —b .... ~b Gs — vC 0,

che si dimostra considerando che il gruppo P 4 + P 8+....+P„ 
preso insieme col gruppo QL +  Q2 -b....+ Qm-v, residuo di vP 
rispetto ad una gvmì dà luogo ad un gruppo variabile in una 
serie lineare : precisamente, designando con KiK',...>Ki (i< m —v) 
l’insieme dei cicli descritti da QlQ2-^Qm—v quando P  de
scrive O, si ha

Gl +  G2 ~b .... -b Cs ~b Ki “b K2 •••• Ar °° 0 
vG -b P , ~b K2 “L ».•• ~b Kf C'0 0

Ol +  C, -b.... +  C« — vCc^O.
donde
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Ora appare che le corrispondenze a valenza positiva sono 
da ritenere come discordi, giacché mentre un punto P  de
scrive un ciclo O della riemanniana, 1’ insieme dei punti 
corrispondenti descrive un ciclo omologo, ma in senso op
posto; invece le corrispondenze a valenza negativa sono con
cordi. È chiaro pertanto come accada che le corrispondenze 
a valenza negativa formino gruppo, mentre il prodotto di 
due corrispondenze a valenza positiva ci fa uscire dal sistema 
di queste, porgendoci una nuova corrispondenza di valenza 
negativa.

Rileviamo ora la condizione particolare in cui si trovano 
le corrispondenze a valenza nulla. Per il teorema d’Abel to
pologico la somma dei cicli descritti dai corrispondenti di 
un punto P, per qualunque ciclo C descritto da P, si riduce 
per omologia ad un ciclo nullo: è quanto dire che codesta 
somma riesce omologa al multiplo vO secondo v =  0. Di qui 
appare nuovamente come « il prodotto di una corrispondenza 
a valenza nulla per una corrispondenza qualsiasi sia ancora 
a valenza nulla». Frattanto si può dire che:

Sopra una curva f  di genere p^> 0, tutte le corrispondenze 
a valenza formano un gruppo F, entro il quale formano sotto
gruppo :

1) le corrispondenze a valenza negativa v *< 0,
2) le corrispondenze a valenza v <  0,
3) e le corrispondenze a valenza nulla v =. 0.

Queste ultime formano un sottogruppo T0 che resta inva
riato per moltiplicazione con una qualsiasi operazione di T.

Quest9 ultima proprietà è paradossale, contraddicendo alle 
nozioni ricevute nella usuale teoria dei gruppi di trasforma
zioni. Infatti, designando con t u ,  t u ' . . . .  le operazioni di T0 e 
con x quelle di T, dalla relazione

sembra dedursi
TUX =  T i '

=  TU- 1  T U ',

e quindi x appartenente a T0. Ma questa deduzione suppone 
l’inversione univoca di t u  per cui t u _ 1 t u  =  1 ;  qui invece si con
siderano corrispondenze plurivóche, che moltiplicate per la 
loro inversa danno origine a corrispondenze non identiche, 
in cui l’identità figura solo come fattore.
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Insieme al teorema d’Abei topologico sussiste anche il 
suo inverso, cioè

Ogni serie algebrica a circolazione nulla appartenente ad 
una curva (superficie di Riemann) qualsiasi è contenuta in 
una serie lineare dello stesso ordine.

In questo paragrafo ci limiteremo a dimostrare il teorema 
riferendoci alle curve di moduli generali (l), ciò che basta allo 
studiò delle corrispondenze sopra tali curve; nel successivo 
paragrafo lo stesso teorema riceverà una nuova dimostrazione 
valida per curve qualsiansi (2).

Prendiamo le mosse dal caso delle curve/di genere p =  1. 
Abbiasi dunque su /  una serie algebrica sn di gruppi di 
n punti, a circolazione nulla; è chiaro che possiamo limi
tarci all’ipotesi in cui. la serie dipenda da un solo parametro 
complesso, cioè sia, in questo senso oc1, (dal punto di vista 
reale oo2). Fissata sulla /  stessa una generica serie 
si costruisca il punto P  residuo di un Gn di sn rispetto a 
questa serie. Se P  resta fisso al variare di Gn entro sn tutti 
i Gn sono equivalenti e il teorema è dimostrato; se invece P  
non è fisso, ad ogni P  corrisponderà un numero finito di 6r„; 
ora si faccia muovere P  descrivendo un conveniente numero 

1 di volte un certo ciclo C di / ;  diguisachè a questo ciclo 
risponda una circolazione del Gn entro sn (che riporti il Gn 
in se stesso); questa circolazione produrrà una somma di cicli 
omologa a — iC. Se dunque la serie sn è a circolazione 
nulla, il punto P  resta fisso. c. d. d.

Dopo avere dimostrato il nostro teorema per tutte le 
curve di genere p =  l, possiamo estenderlo alle curve di ge
nere p =  2 con moduli generali.

Se sopra una /  di genere p =  2, è data una serie a 
circolazione nulla, nell’ ipotesi che essa non sia contenuta in 
una serie lineare, i suoi gruppi avranno come residui rispetto 
ad una g* oo1 coppie non equi valenti, formanti una serie s2 
a circolazione nulla; questa ,v2 potrà ritenersi contenere una 
coppia assegnata a priori sopra / , dalla quale dipende la 
scelta della nominata </* .•'il

(') Cfi\ E nriques « Il principio rii degenerazione e la geom etria sopra 
le curve algebriche (Malli. Ann., Bri. 85).

(2) Cfr. C h i s i n t  « Il teorema (V Abel e il principio rii corrispondenza 
nei loro aspetto topologico». Bendic. dell9 Istituto Lombardo di Science e 
Lettere, 1921.
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Ora, se ogni /  di genere 2 contiene una siffatta s2, ve
diamo che cosa divenga al limite questa serie quando f  
acquista un punto doppio 0, degenerando così in una /  ellit
tica su cui vien segnata una coppia 0 L02 (rappresentante i duo 
punti sovrapposti in 0).

Anzitutto occorre rilevare che la serie limite s2 può rite
nersi effettivamente essendo lecito supporre che contenga 
una coppia G2 arbitrariamente assegnata s u / :  infatti su lla / 
variabile si hanno s2 analoghe; se ciascuna di queste al 
limite si riducesse ad una coppia di punti (anziché ad una 
infinità di coppie di punti) della / , soltanto coppie partico
lari di /  figurerebbero come limiti delle coppie di punti ge
nerici d i / ;  ma ciò non accade certo, ove il passaggio al limite 
sia fatto in modo che ogni punto semplice di /  sia limite di 
un sol punto della /  variabile.

Ciò premesso è chiaro che la nostra s21 limite di una s2 
a circolazione nulla, sarà essa stessa a circolazione nulla, ov
vero si comporrà di più serie ool di coppie di punti, ciascuna 
a circolazione nulla: quella componente di s2 che contiene G2 
(coppia generica di / )  sarà dunque sulla /  ellittica una g\. 
Se ora proveremo che in questa g\ il coniugalo di 0 L deve 
essere 0 { stesso o 02, arriveremo ad un assurdo, poiché una 
gl soddisfacente a questa condizione particolare non potrebbe 
contenere la coppia G2, segnata ad arbitrio.

La prova di cui sopra si fornisce nel seguente modo: si 
consideri un giro C\ fatto da un punto P { attorno ad 0 { : 
il suo coniugato rispetto alla gl, 7/, compierà un giro 0O, che 
potrà rendersi infinitesimo con quindi se C2 non com
prende 0 i o 02, esso compare come limite di un ciclo nullo 
della /  variabile tendente ad / ,  laddove Oi appare come 
limite di un ciclo non nullo; di conseguenza tale ipotesi 
porterebbe una circolazione non nulla entro la s2 di /  che 
ha per limite la <s*2, ciò che contraddice la condizione fonda
mentale supposta per la s2. Così il nostro teorema è dimo
strato per p =  2.

La dimostrazione svolta per p =  2 si estende induttiva
mente da p — 1 a j) nel modo che brevemente accenniamo.

Se ad u n a /d i genere p appartiene una sn a circolazione 
nulla, non contenuta in una serie lineare, si costruirà su /  
una serie oc1 sp, pure a circolazione nulla, e formala, di gruppi 
non equivalenti, che anzi potrà supporsi contenere un gruppo
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generico Gp assegnalo a priori. Passiamo al limite riducendo 
la /  ad mia /  di genere p — l su cui viene segnata una 
coppia 0*0.,. La sp si riduce ad una sp a circolazione nulla, 
e — poiché il teorema si suppone dimostrato per p — 1 — 
questa sp conterrà una gx che dovrà contenere la coppia 0*02 
oppure avere 0* e 02 come punti doppi: ma questa conclu
sione è assurda poiché la gx di cui si tratta è affatto generica, 
riuscendo definita da un gruppo Gp assegnabile a priori.

Passiamo allo studio delle corrispondenze [n', n\ appar
tenenti ad una curva /  di genere p. E cominciamo con lo 
stabilire una distinzione fondamentale.

Diremo che una corrispondenza [?*', n] è ordinaria, o che 
conserva i cicli, se accada che quando un punto P descrive 
un ciclo C della riemanniana, l’insieme dei punti corrispon
denti descriva un ciclo (o una somma di cicli Ol -1- Cs)
omologo a G o a un suo multiplo, secondo un numero v, posi
tivo, negativo o anche nullo. È ovvio che questo numero v 
non può dipendere dalla scelta del ciclo descritto da P; infatti 
se a due cicli C{ e 02 corrispondessero due numeri diversi vL 
e v2, al ciclo Ol ^-C 2 corrisponderebbe un ciclo omologo a 
viCi -f- v2C2 che non è omologo ad un multiplo di 01-|-0 2.

Per contro diremo che una corrispondenza è singolare 
se non è ordinaria, cioè se accade che, mentre un punto P 
descrive un ciclo C della riemanniana, l’insieme dei suoi 
corrispondenti descriva un ciclo (non nullo) che non si ri
duce per omologia ad un multiplo di 0.

Come già abbiamo avvertito, il teorema di Abel topolo
gico dice che le corrispondenze a valenza conservano i cicli, 
cioè sono ordinarie. [/inverso del detto teorema conduce 
reciprocamente ad affermare che le corrispondenze ordinarie 
posseggono una valenza, Questo risultato può ritenersi qui 
come acquisito almeno per le curve di genere j ) = l  e per 
quelle di genere 1 a moduli generali; basandosi su di 
esso dimostreremo il

Teorema: Ad una curva con moduli generali appartengono 
soltanto corrispondenze a valenza (l).

Il teorema sussiste formalmente, ma non è significativo,

0) Cfr. Huuwrrz: Malli. Annalen, Bel. 28 (1886).
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per il genere p =  0: forniremo la dimostrazione per j) =  l e 
poi faremo vedere come essa si estenda per >* L

La dimostrazione elle comincieremo a svolgere, come si 
è detto, per p =  l, si basa sul metodo di degenerazione per 
cui una curva di genere p si riduce con variazione continua ad 
un’altra di generep — 1 con un nuovo punto doppio 0 =  0 L~\-02 
(0L e 02 sono i punti, appartenenti ai due rami, che vengono 
a sovrapporsi in 0). Pertanto gioverà indagare anzitutto che 
cosa diventi al limite una corrispondenza [a', n] appartenente 
ad una curva /  di genere p, che subisca l’anzidetto degene
razione.

Può darsi che, nel passaggio al limite, la nostra corri
spondenza:

.1) si conservi una corrispondenza irriducibile con gii 
stessi indici, o si spezzi in pili corrispondenze (non degeneri) 
con gii indici >  1 ;

2) ovvero può darsi che dalla corrispondenza limite si 
stacchino delle corrispondenze degeneri del tipo ( I, 0] o [0, 1], 
cioè corrispondenze in cui a un punto generico sia associato 
un punto fìsso o reciprocamente, a quel modo che una proiet- 
tività variabile può ridursi al limite ad una proiettività de
genere, che è una corrispondenza [1, 1] composta di due 
corrispondenze [1,0] e [0, 1]. Per esempio si consideri la cor
rispondenza T  fra un punto e il suo tangenziale sopra una 
cubica f i  quando /  acquista un punto doppio O ( = 0 14-02), 
la 1\ che è una corrispondenza [4, 1] si riduce ad una corri
spondenza [2, 1J, che deve essere aumentata di due corrispon
denze degeneri [1, 0], cioè delle corrispondenze in cui ad 0{ 
e' 02 rispondono tutti i punti della curva. Ciò appare mani
festo a chi consideri la costruzione della corrispondenza in
versa, dove la cubica viene segata con la conica polare di 
un punto generico P, giacché questa conica va a passare 
sempre per il punto doppio.

Ora si può chiedere se le degenerazioni considerate siano 
le sole possibili cui può andar soggetta una corrispondenza 
appartenente ad / , quando la f  acquisti, con passaggio al 
limite determinato in modo generico, un nuovo punto doppio. 
La risposta è affermativa, cioè si può escludere quella dege
nerazione più radicale in cui ad ogni punto della curva 
corrisponderebbe ogni altro punto. Per convincersene basta 
considerare le possibili degenerazioni delle corrispondenze a
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valenza positiva, giacché ogni altra corrispondenza può rite
nersi come parte di una siffatta, costruendosi appunto come 
interferenza di due corrispondenze a valenza positiva. Or 
dunque si consideri sopra una curva piana /, dipendente 
algebricamente da un parametro X, una corrispondenza (a 
valenza positiva) rappresentata da un’equazione

tpyjx ?/, x'y') =  0 :

supponiamo che per un certo valore di X(X =  0), la /s i  riduca 
ad una /  dotata di un nuovo punto doppio; e notiamo che, 
presa una retta generica a, alle sue intersezioni con/non ri
sponderà alcuna delle intersezioni d i/con  /. Ciò posto, mentre 
la /varia  con X, si consideri un punto P intersezione di/con a ; 
i suoi corrispondenti P 1Ps....Pn varieranno descrivendo una 
curva algebrica ty(xy) =.0. Questa  ̂ potrà eventualmente es
sere riducibile, ma (in quanto è definita come luogo dei punti 
P1P 2....P„) non conterrà certo come parte la f ,  poiché le inter
sezioni di f  con /  non figurano tra i punti corrispondenti a P 
(o alle altre intersezioni di /  con a) nella nostra corrispon
denza. Ciò significa che, al limite per X =  0, la corrispondenza 
stessa associerà sempre al punto P  di /  un numero finito 
di punti.

Dopo queste premesse, consideriamo sopra una rieman- 
niana ellittica /  una corrispondenza suscettibile di variare 
insieme ad / ,  e passiamo al limite in guisa che la /  acquisti 
un punto doppio 0 { = 0 i ~\~02)J ricordando che i cicli fonda- 
mentali O e K  si riducono, l’uno a una linea chiusa circon
dante Oi (o ciò che è lo stesso 02) e l’altro a una linea aperta 
di estremi 0 L02 (§ 37, pag. 424). Ora, se la corrispondenza data 
sulla/variabile muta il ciclo C in un altro ciclo C' co vC -4- uK  
con u =(= 0 (C' essendo descritto dal gruppo dei punti che 
corrispondono a un punto descrivente C% questa proprietà si 
rifletterà sulla riemanniana lim ite/; precisamente dovrà ac
cadere che a un ciclo infinitesimo circondante 0{ — non con
tenente punti singolari della corrispondenza — corrisponda 
un ciclo contenente come parte una linea finita aperta, con
giungente 0l con 02; ma ciò è assurdo perchè al detto ciclo 
infinitesimo dovrà corrispondere certo una linea infinitesima, 
sia che questa avvolga 0 i od 02, provenendo come limite da 
un ciclo multiplo di <7, sia che non comprenda nessuno .dei
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detti punti, provenendo da un ciclo nullo. Si conclude clic 
ogni corrispondenza appartenente ad una f  ellittica di mo
dulo generale conserva i cicli, e quindi è a valenza.

Il ragionamento svolto per p =  1, si estende ora, simil
mente, alle curve/di genere p >  1. A tale scopo basta cono
scere in qual modo vengano a degenerare i cicli della rieman- 
niana/, per una conveniente degenerazione in cui la /  stessa 
acquista un punto doppio 0 (= O l -\LOì); e per ciò giova 
riferirsi al modello Ltirotk-Clebsch delia riemanniana / . 
Avremo qui 2p -f- 2 punti di diramazione A{A2....A2P+2 tali 
-che i cappi che li avvolgono producono sui fogli di f  la 
trasposizione (12).

La degenerazione di /  in una f  di genere p — 1, si può 
far corrispondere al fatto che AL e A2 vengano a coinciderci 
in uno stesso punto 0, che — rispettivamente sui due fogli 
1 e 2 — prende i nomi 0 t e 02. Allora il ciclo elementare 6\ 
somma dei cappi avvolgenti A l e A2. si riduce per es. ad 
un ciclo infinitesimo avvolgente 0L sul primo foglio. Un altro 
ciclo qualsiasi 0 \  che non sia nullo e non si riduca ad un 
multiplo di <7, è omologo ad un ciclo contenente come parte: 
1) o una linea chiusa avvolgente uno solo dei due punti A { 
e A2 (p. es. una linea che giri attorno ad AtA3), che al limite 
diviene su f  la linea aperta 0L02; 2) o un altro ciclo elemen
tare avvolgente due punti come A:ì e vl4, che al limite diventa 
un ciclo non nullo di / .  Appare di qui essere impossibile che 
una corrispondenza definita sulla f  variabile faccia corrispon
dere a un ciclo elementare C un altro ciclo non nullo C", il 
quale non si riduca per omologia ad un multiplo di <7; im
perocché la corrispondenza limite su f  trasformerebbe un 
ciclo infinitesimo avvolgente 01 (non contenente punti singo
lari per la corrispondenza stessa) in un ciclo — limite di G — 
che non sarebbe più infinitesimo.

Così il nostro teorema riesce pienamente dimostrato.
Questo teorema è  dovuto ad H u r w i t z , che lo ha dedotto 

dalla rappresentazione generale delle corrispondenze mediante 
funzioni abeliane (l), e fu completato in un punto da Severi (2) : 
la sua dimostrazione algebrico-geometrica compare qui per la 
prima volta.

(4) Math. Annalen, 1886.
(2) Math. Annalen, 1913.
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Termineremo questo paragrafo fornendo esplicitamente 
alcuni esempi di corrispondenze singolari che appartengono a 
curve di genere p con moduli particolari.

Anzitutto per p — 1 sono singolari le trasformazioni hi ra
zionali di periodo 3 o 4 che si hanno rispettivamente sopra 
la curva ellittica equianarmonica od armonica, delle quali già 
nel § 38, pag. 434 si verificò che non conservano i cicli. Qui 
si può verificare indirettamente la singolarità di siffatte tra
sformazioni in base a semplici osservazioni di numero.

Per il caso equianarmonico, riferendoci alla cubica

ys =  (x — a)(x — h)(x — c),

basta osservare che la trasformazione [1, 1] possiede 3 punti 
uniti (a, &, c) e, se ci fosse una valenza v, si dovrebbe avere 
3 =  1 1 +  2v, che è assurdo.

Nel 'caso armonico la trasformazione [1,1] di periodo 
quattro possiede 2 punti uniti: infatti, riferendoci alla cu
bica y2 =  x*—x, la trasformazione x = — xr, y =  iy\ ha come 
punti uniti sulla curva i punti (x =  y =  0) e (æ =  0, y =  oo). 
Ciò posto se la nostra trasformazione possedesse una valenza v, 
si avrebbe 2 =  2 +  v, donde i’ =  0; ma ciò significa che i punti 
della curva (corrispondenti ai punti generici) dovrebbero for
mare una serie razionale il che è assurdo, essendo p = l .

Non ci fermeremo ulteriormente sul caso ellittico, limi
tandoci ad avvertire che altre corrispondenze singolari si ot
tengono più generalmente in rapporto a funzioni ellittiche a 
moltiplicazione complessa (*); passeremo invece a considerare 
le curve f  di genere p >  1 con trasformazioni birazionali in 
se stesse. Se una corrispondenza [1, 1] siffatta possiede una 
valenza v, il numero dei punti uniti sarà dato da

x =  2 -f- 2pv >  0,
donde v >  0.

D’altra parte, poiché p >  1, la nostra trasformazione sarà 
ciclica di un certo ordine a, generando una involuzione y 
con x punti n-pli ed eventuali altri punti multipli secondo

(l) Cfr. por os. B r A X c m ,  « Lozioni sulla teoria dello funzioni.... », 
Cap. XVIII.

F. EX BIQUES -  III. 82
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divisori di w, in tutto equivalenti a y <  2n 4- 2p — 2 punti 
doppi, e si avrà quindi

da cui
(u — 1)(2 4- 2pv) <  %n 4- 2p — 2,

onde segue:
v(n — 1) <  1.

Questa diseguaglianza non può essere soddisfatta che per 
v — 1 o v =  0 (n >  2, v >  0). L’ipotesi v =  1 porta che sia n =  2, 
e le oo1 coppie di punti omologhi nella nostra trasformazione 
appartengano ad una gr*; invece l’ipotesi v =  0 è assurda, 
perchè i punti della curva dovrebbero formare una serie 
razionale g\. Si conclude che ogni corrispondenza biunivoca 
appartenente ad tuia curva non iperellittica di genere p >  1 è 
una corrispondenza singolare (priva di valenza): nel caso ipe- 
rellittico è non singolare soltanto la trasformazione involu- 
toria fornita dalla g\ .

Considerazioni numerati ve in parte simili alle precedenti 
permettono anche di stabilire che: la corrispondenza simme
trica [n — 1, n — 1], porta da un1 involuzione irrazionale y* 
appartenente ad una curva di genere p >  1, è singolare.

Infatti si consideri il numero x dei punti doppi della y*: 
se la corrispondenza di cui si tratta ha una valenza v, dovrà 
essere

x — 2(n — 1) 4- 2pv >  0,
e quindi

V

D’altra parte, si consideri un gruppo generico <r =  P i 4-...4-P„ 
della yj, e si designi con Qi il gruppo stesso privato del 
punto poiché il gruppo

vPt 4- Gt

deve variare in una serie lineare, anche 

varierà in una serie lineare. Quindi, posto

s — v 4- n — 1,
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si può dire che — se s 4=0 — i gruppi della contati
s volte appartengono ad una serie lineare gns; dal che segue 
che, nell’ipotesi s=j=0, anche i gruppi dell’involuzione y* do
vranno esser contenuti in una delle serie lineari gn (in nu
mero fluito) provenienti dalla divisione per s della detta g.ns, 
e perciò la y* sarà una serie lineare gxn di genere n =  0 
(cfr. § 35). Si deduce che per tc >  0, deve aversi

8 =  v +  n — 1 =  0, 
v =  — (n — 1).

M a  q u e s t a  c o n c l u s i o n e  p u ò  a c c o r d a r s i  c o l la  d i s e g u a g l i a n z a  
^ _1

p r e c e d e n t e  v > ----------— s ol o  p e r  p — l  ( n e l  q u a l  ca so .  7u =  .l).

C o n  c i ò  i l  n o s t r o  a s s u n t o  r e s t a  d i m o s t r a t o .

§ 4 4 .  Le corrispondenze s in g o la r i. —  A b b i a m o  v e d u t o  c h e  
l e  c o r r i s p o n d e n z e  a p p a r t e n e n t i  a  c u r v e  d i m o d u l i  g e n e r a l i  s o n o  
s e m p r e  c o r r i s p o n d e n z e  o r d i n a r i e  d o t a t e  d i  v a l e n z a ;  e d  i n v e c e  
s o p r a  l e  c u r v e  d i  m o d u l i  p a r t i c o l a r i  p o s s o n o  e s i s t e r e  c o r r i s p o n 
d e n z e  s i n g o l a r i .  O r a  H u r v i t z  ( r) h a  d i m o s t r a t o  p e r  v i a  t r a 
s c e n d e n t e  c h e  in  o g n i  c a s o  t u t t e  le  c o r r i s p o n d e n z e  a p p a r t e 
n e n t i  a d  u n a  c u r v a  d a t a  difendono d a  u n  n u m e r o  f i n i t o  di 
e s s e ,  e il  s i g n i f i c a t o  g e o m e t r i c o  d i t a l e  d i p e n d e n z a  è  s t a t o  
r i l e v a t o  d a  S e v e r i  (2). N o i  p o r g e r e m o  q u i  u n a  d i m o s t r a z i o n e  
a l g e b r i c o - g e o m e t r i c a  d i  q u e s t o  t e o r e m a  f o n d a m e n t a l e ,  m a  
p e r c i ò  o c c o r r e  r i p r e n d e r e  l ’ i n v e r s o  d e l  t e o r e m a  d ’À b e l  t o p o 
l o g i c o  e  o f f r ir n e  u n ’ a l t r a  d i m o s t r a z i o n e ,  v a l i d a  p e r  m o d u l i  
q u a l s i a n s i  (3).

I l  c o n c e t t o  d i q u e s t a  d i m o s t r a z i o n e  è  i l  s e g u e n t e :
S i  a b b i a ,  s o p r a  u n a  c u r v a  d i  g e n e r e  jp, u n a  s e r i e  a l g e 

b r i c a  o c 1 d i  g r u p p i  d i  n p u n t i ,  d ’ u n  c e r t o  i n d i c e  i ,  a  c i r c o 
l a z i o n e  n u l l a ;  s i  t r a t t a  d i  r i c o n o s c e r e  c h e  e s s a  è  c o n t e n u t a  
in  u n a  s e r i e  l i n e a r e  d e l l o  s t e s s o  o r d i n e .  A  t a l e  s c o p o  s i  a p 
p l i c h e r à  il c r i t e r i o  d i C a s t e l n u o v o  (c fr .  § 4 2 ) ,  c h e  i m p o r t a  
l a  c o n o s c e n z a  d e l  n u m e r o  d e i  p u n t i  d o p p i  d e l l a  s e r i e .  O r a

O 1. c. 1887.
Ç) 1. c. 1903.
(3) Cfr. Ch isin i: « Il teorema d’Abel e il principio di corrispondenza 

nel loro aspetto-topologico ». R e m i l e ,  d e l l 1 I s t i t u t o  L o m b a r d o  (3 nov. 1921).
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questo immero verrebbe dato dal principio di corrispondenza, 
qualora si sapesse che la nostra serie è contenuta in una serie 
lineare (avendosi allora una corrispondenza ordinaria con v =  i)f 
Ma poiché proprio questo fatto costituisce l’oggetto della nostra 
dimostrazione, si cercherà di stabilire il principio di corrispon
denza mediante considerazioni topologiche, le quali riescono 
valide per tutte le corrispondenze [?*, rì], anche non algebriche> 
che possano darsi sopra una superficie di Riemann, purché 
siano corrispondenze continue, senza eccezione, che, come le 
rappresentazioni conformi (analitiche), conservino il senso 
della rotazione intorno a un punto, moltiplicando, eventual
mente, per un intero il numero dei giri.

A  s i f f a t t e  c o r r i s p o n d e n z e  s i a  c o n s e n t i t o  q u i  d a r e  u n  n o m e ,  
d e s i g n a n d o l e  c o m e  quasi analitiche. C o m i n c i a m o  d a l  c a s o  e l e 
m e n t a r e  in  c u i  la  c o r r i s p o n d e n z a  s i a  s o p r a  u n a  r i e m a n n i a n a  R  
d i  g e n e r e  p =  0 ,  c i o è  su l  p i a n o - s f e r a  d i A r g a n d - G a u s s .

In questo caso il teorema da stabilire è sostanzialmente 
il teorema fondamentale dell’algebra: del quale vuoisi richia
mare qui la dimostrazione di C a u c h y  che oggi si suol pre
sentare nella forma dell’ indicatore logaritmico e che, nella 
forma originale, sembra si basasse soltanto sopra i criteri topo
logici cui passiamo ad accennare.

Teorema di C a u c h y . Data una funzione analitica mono- 
droma y(x), dotata di un numero finito di poli e di zeri entro 
un’area piana semplicemente connessa A, la quale non si 
annulli e non diventi infinita sul contorno, la differenza 
X0 — iVoo fra il numero degli zeri e dei poli entro l’area, è uguale 
al numero dei giri di cui cresce l’argomento di y quando x 
percorre in senso positivo il contorno di A.

Questa formula si dimostra senza introdurre 1’ analitieità 
di y(x), purché si abbia una corrispondenza continua in cui 
a ogni punto x dell’area A risponda un punto della sfera y, in 
guisa che quando x descrive un cerchietto intorno a un punto, 
y giri corrispondentemente intorno al punto omologo, una o un 
numero finito di volte. Infatti la cosa si svolge come segue.

Anzitutto se x descrive, in senso positivo, un giro infini
tesimo intorno ad un punto X (di A) che non sia zero nè 
polo, y descrive un cerchietto infinitesimo lontano da y — Ù 
e y — oc, sicché il suo argomento rimane invariato..

Invece se X  cade in uno zero, y descrive sulla propria 
sfera un cerchietto intorno al punto y =  0, e nel senso posi-
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tivo, sicché il suo argomento cresce dell’angolo-giro. E se X  

cade in un polo (che è uno zero della funzione y gira in
torno al punto =  e il suo argomento decresce di 
un giro.

Il teorema è così stabilito per le aree piccole; e si estende 
ad una qualunque area A, semplicemente connessa, notando 
che esso segue per A ove sia riconosciuto per due aree in 
cui A venga divisa da una linea elementare che abbia i suoi 
estremi sul contorno. Conviene soltanto tenere debito conto 
degli zeri (o dei poli) multipli, rispondenti all’ipotesi che a 
un giro di x intorno ad X, rispondano due, o più, giri di y 
intorno ad y — 0 (o y =  oo).

Il teorema di Cauchy dà subito il numero (finito) delle 
coincidenze di una corrispondenza [n, ri] sopra la sfera, 
nella ipotesi che essa sia quasi analitica, nel senso dichia
rato innanzi.

Infatti chiamando %■ (i — 12 ... ri) i punti omologhi di un 
punto x, si consideri la funzione

y =  Jl(x — x/),

i cui N 0 zeri danno le coincidenze cercate. Un cerchietto 
infinitesimo, descritto da x intorno ad un punto generico, 
può ritenersi come contorno della intera sfera, e poiché per 
tale giro 1’ argomento di y non subisce variazione, si avrà 
sopra l’ intera sfera

N 0 — Nco =  0, cioè iY0 =  iVco.

Pertanto basterà contare i poli della y, che sono: il punto x =  oc, 
polo d’ordine ??', e gii n punti x, omologhi del punto x =  oc ; 
avendosi dunque

Nn =  Nqo =  n -t- ri.

La formula che dà il numero dei punti uniti di una cor
rispondenza quasi analitica è stata così stabilita sopra una 
sfera, cioè per p =  0, e si può ora estenderla alle corrispon
denze quasi analitiche T  sopra una riemanniana di genere p 
qualunque.

Questa estensione si fa tagliando B lungo p cicli indi-
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pendenti e senza punti comuni, quali sono i cicli trasversali 
dei p manichi, di una sfera con p manichi realizzante jR, per 
modo che R  si riduca ad una sfera R 0 con p coppie di buchi : 
dopo ciò, come prima, si contano gli zeri della funzione

y =  n(æ — xt‘)

mediante il teorema di Cauchy. Tuttavia sulla sfera così de
dotta dalla R  la corrispondènza T , e quindi la funzione yr 
acquista delle discontinuità relative all’attraversamento delle 
linee omologhe degli orli dei buchi, nella corrispondenza in
versa T ~ 1, e l’area di R 0 è divenuta più volte connessa. Il coni- 
liuto resta nondimeno possibile se si considera la sfera bucata 
come area A  limitata da un contorno che comprenda gli orli 
dei buchi e le dette linee omologhe di essi nella T_i, cia
scuna di queste linee apparendo sdoppiata nei suoi due orli.

Siccome l’ area A è più volte connessa, conviene ritenerla 
come somma di piccole aree elementari, e questa avvertenza 
porta ad estendere a questo caso il teorema di Cauchy, con 
la convenzione che i diversi pezzi del suo contorno vengano 
percorsi, secondo sensi determinati, cioè ciascuno nel moda 
che è definito dal senso positivo di un cerchietto tangente 
ad esso che sia interno all’ area.

Con queste avvertenze si può contare il numero delle 
coincidenze di una corrispondenza quasi analitica 2\ di in
dici n e n'9 data sopra la riemanniana R  di genere p 7 nel- 
l’ ipotesi che essa abbia una valenza topologica v (*), cioè che 
ogni ciclo C venga trasformato da T  e da T~l in una somma 
di cicli omologa a — vC: si trova in tal guisa

— ìYoo =  2 pv

e quindi, essendo come nel caso p =  0, N00 =  n -4- n', il numera 
delle coincidenze di T  risulta

n -1- n' 4- 2pv.

(b Notisi che a differenza delle corrispondenze O, nf] analitiche, cioè 
algebriche, le corrispondenze quasi analitiche possono aver valenze diverse 
per la diretta e per P inversa. E in queste ipotesi, e anche in ipotesi più 
generali, il nostro metodo permette sempre il computo delle coincidenze. 
Cfr. Chisini, 1. c.
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L’ esame particolareggiato del precedente ragionamento 
pnò limitarsi, per semplicità di discorso, al caso di una cor
rispondenza [1, 1] di valenza v =  — 1 sopra la riemanniana R  
di genere p =  1.

Si prenda su R un ciclo (7, e si considerino le due linee 
K  e L  omologhe di <7 nella corrispondenza diretta T  e nella 
inversa T~L: supporremo che K  e L  non taglino la (7, e questa 
supposizione semplificatrice si giustifica a priori variando ove 
occorra, per continuità, la corrispondenza T  data su i?, che 
per una tale variazione conserverà sempre lo stesso numero 
di coincidenze (1).

Ora si tagli R  lungo C in guisa da ridurla ad un piano- 
sfera R0 con due buchi, i cui orli verranno designati con Ol 
e <72: sopra R d le linee II e L  non taglieranno CL e (72, 
e, per essere v =  — 1, saranno linee che riterremo circon
danti e non C.2 (caso della figura). Ciò posto dobbiamo far 
percorrere al punto x le linee Ciì <72, e i due orli di L . Qui il 
senso che compete a queste linee è, per Ci e C21 un medesimo 
senso che, in conformità della osservazione precedente, risulta 
negativo (qualunque sia la convenzione che fissa il senso di 
rotazione positiva sul piano, che, tuttavia, nella figura è il 
solito senso contrario a quello delle lancette dell’orologio); 
per Porlo di L i che è rivolto all’area piana interna, il senso 
è positivo, e negativo per Porlo esterno. Occorre guardare 
come varia P argomento di y =  x — x', quando x descrive la 
detta linea. E si vede che :

1) Quando x descrive Ci in senso negativo, x de
scrive K  nello stesso senso (la corrispondenza di valenza 
v =  — 1 essendo concorde), e così per la differenza x — x\ 
l’argomento diminuisce di un giro (ciò si rende pili evidente 
qualora si riduca CL a un punto).

2) Quando æ descrive <72, x descrive K  (in senso posi
tivo), e poiché le due linee sono esterne Pumi all’altra, l’ar
gomento di x — x non varia.

3) Quando x descrive Porlo esterno di L, si vede 
che x descrive <71? e quando x descrive Porlo interno, x de-

(L) Ciò risulta dal nostro metodo di calcolo per mezzo del teorema 
di Cauchy, applicato ad una piccola area che comprende il punto di 
coincidenza.
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scrive C2, e ciò nello stesso senso, in quanto i due orli di L  
debbono qui essere percorsi in senso inverso: l’asserzione si 
giustifica con riguardo alla figura (dove son segnate le coppie

di punti omologhi P  P' e Q $'), tenuto presente che la nostra 
corrispondenza deve conservare il senso di un cerchietto infi
nitesimo tangente ad L.

In conseguenza risulta che quando % descrive L  esterna
mente, l’argomento di x — % decresce di un giro, mentre 
quando x descrive l’orlo interno l’argomento di x — x resta 
invariato.

Così il nostro criterio dà

N0 -  Noo =  — 2.

Ma JVoo =  w-H w'=  2, sicché i\T0 =  0; così come accade effet
tivamente per le trasformazioni di prima specie sopra le curve 
ellittiche.

Dopo avere in tal guisa dimostrato che ogni corrispon
denza [n, n'] di valenza topologica v, appartenente a una 
riemanniana di genere p, possiede

n -f- ri 4- 2pv

coincidenze, applichiamo questo principio di corrispondenza 
al calcolo dei punti doppi d’una serie algebrica d’ordine n 
e indice i, supposta a circolazione nulla sopra la rieman
niana: codesti punti sono le coincidenze d’una corrispon
denza simmetrica

[i{n — 1), i(n — 1)],
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la cui valenza topologica è
V =  ij

sicché il loro numero vien dato da

2 / ( h  —  1 ) +  2])v =  <(2n H- 2|> — 2).

E il criterio di Oastklnuovo dice che la detta serie 
algebrica di gruppi di n punti, a circolazione nulla, è sempre 
contenuta in una serie lineare: la quale affermazione costi
tuisce appunto l’ inverso del teorema d’Abel topologico, stabilito 
così per moduli qualunque della riemanniana.

L ’ i n v e r s o  d e l  t e o r e m a  d ’ A b e l  t o p o l o g i c o  ci c o n d u c e  o ra  
a  s t a b i l i r e  il  t e o r e m a  di  H u r w i t z  g i à  in n a n z i  a n n u n c i a t o .  
P e r  c h i a r e z z a  p r e m e t t i a m o  a l c u n e  d e f i n i z i o n i .

P i ù  c o r r i s p o n d e n z e  T , Tn 1\2 ... T p ,  s o p r a  u n a  c u r v a ,  s i d i 
r a n n o  f r a  lo r o  l i n e a r m e n t e  dipendenti ( s e c o n d o  v , v 4, v2 ... vp.) s e  
e s i s t a  u n a  c o m b i n a z i o n e  l i n e a r e  a c o e f f i c i e n t i  in t e r i  ( e f f e t t i v a  
o  v i r t u a l e )

VT +  V12 T1 -+- ... +  V,jl27|jl == T0

c h e  s i a  a  v a l e n z a  z e r o .  E  q u a lo r a  s i  a b b ia  v =  1 (o —  1 ) 
d i r e m o  a n c h e  c h e  T dipende l i n e a r m e n t e  d a  1 \1 \ ... l\i  s e 
c o n d o  i n u m e r i  v, v 4, v2 ... vp.

La dipendenza di più corrispondenze verrà rappresentata 
sem plicem ente scrivendo

( 1 )  v T + v 1 2 \ 4 - . . .  +  v iaT !x =  0 .

D a l  p u n t o  d i  v i s t a  t o p o l o g i c o  (e g r a z i e  a l  t e o r e m a  d ’A b e l  
t o p o l o g i c o  e  a l  s u o  in v e r s o )  l a  r e l a z i o n e  p r e c e d e n t e  e q u i v a l e  
a  d ir e  c h e  m e n t r e  u n  p u n t o  d e s c r i v e  u n  q u a ls ia s i  c i c l o  d e l l a  
r i e m a n n i a n a ,  la  c o m b i n a z i o n e  i n d i c a t a  d e i  c ic l i  d e s c r i t t i  d a i  
g r u p p i  d i  p u n t i  c o r r i s p o n d e n t i  è  o m o l o g a  a d  u n  c i c l o  n u l l o .  
E  q u e s t a  i n t e r p r e t a z i o n e  t o p o l o g i c a  p o r t a  c h e  « le congruenze 
del tipo 1) si possono dividere per ogni numero intero cbe sia 
un fattore comune di v, v4 , v2 ... vjx (l) ».

R i l e v i a m o  o r a  u n a  c o n s e g u e n z a  i m m e d i a t a  d e l l a  d e f i n i 
z i o n e  c h e  p r e c e d e .

S o p r a  u n a  c u r v a  a  m o d u l i  g e n e r a l i  v i  s o n o  s o l t a n t o  c o r -

(l) La cosa resulta anche dalla definizione precedente: invero se un 
gruppo G varia per continuità sopra una curva, in guisa che rG appar
tenga ad una serie lineare, anche G varia in una serie lineare (delio 
stesso ordine).
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rispondenze ordinarie, a valenza positiva o negativa o nulla. 
In questo caso si confronti una qualsiasi corrispondenza T  
(di valenza v) coll’identità J, che è di valenza — 1: avremo

T  — v i  =  0
o

T  = vi,
cioè :

Sulle curve a moduli generali ogni corrispondenza dipende 
dall9 identità secondo la propria valenza v.

Ora questo teorema non è più vero per curve a moduli 
particolari. Ma si può dimostrare il

Teorema di H u rw jtz . Sopra una curva, di genere p, vi è 
sempre un numero finito ix di corrispondenze indipendenti, 
per modo che date comunque [x -i- 1 corrispondenze, si ha una 
loro combinazione lineare a coefficienti interi di valenza zero.

Infatti una corrispondenza T  cambierà in generale il 
ciclo Gr in un insieme di linee omologo a

K f i ,  H- X r ì C.2 ... +  K n A p  ~  (S =  1 - ì  ... 22»
s

e ciò per r = l ,  2 ... 2p.
Associamo alla T  i 4p2 numeri interi (positivi, negativi o 

nulli) X,.s, che si prenderanno come coordinate dei punti di uno 
spazio Snj a n =  4p2 dimensioni: ognuno di questi punti deter
mina la relativa corrispondenza T  a meno di una corrispon
denza additti va a valenza zero, poiché la differenza di due corri
spondenze relative allo stesso punto di Sn risulta a valenza zero.

Ora è chiaro che, almeno per p. =  4]>2, fra i punti rap
presentativi di |x -h- 1 corrispondenze intercede sempre una 
relazione lineare i cui coefficienti possono rendersi interi, e 
quindi esiste una combinazione lineare a coefficienti interi di 
[xH- 1 corrispondenze qualsiansi T 1\ 1\ ... T\x che costituisce 
una corrispondenza a valenza zero: secondo le nostre notazioni

vr-H v/y; ... +  vIJL77|JL -  o.

A questo teorema di Hurwitz si può dare una forma 
più significativa (*):

(*) Questo punto accennato in Hurwitz (1. c. pag. 582) è sviluppato 
da K lein-F rickb « Vorlesungen iiher elliptischen Modulfunctionen », 
Bd. 2, pag. 543 (Lipsia, 1892).
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Sopra una curva di genere p si può scegliere un certo nu
mero (x di corrispondenze indipendenti, costituenti una base 
minima, per modo che ogni altra corrispondenza sopra la curva 
si esprima, come una combinazione lineare di esse a coefficienti 
interi, a meno di una corrispondenza addittiva di valenza 
zero.

Pongasi che corrispondenze TLT2... Tji, costituiscano, 
sulla nostra curva, una base (non diciamo minima) per modo 
che un’altra qualunque corrispondenza T  sia legata a quelle 
da una relazione a coefficienti interi:

vT  =  y l T { -h  v2T2 ... -h .

Per semplificare il nostro discorso supponiamo dapprima 
che sia [x =  4p8 =  ?i, cioè uguale alla dimensione dello spazio 
rappresentativo delle corrispondenze. Le coordinate aÌLai2...ain 
(del punto rappresentativo) di , per i =  1, 2... n, danno 
un determinante

aì{ al2 .... ain

D = a2l a22 .... a2yi

ft'ni (hi* •.. ann

le cui linee rispecchiano il modo di operare delle corrispon
denze 1\ sopra il sistema dei cicli.

Ora, essendo data la T con le relative coordinate 
bLb2....bni la determinazione degli interi v, vt .... vn, o più

precisamente V •dei rapporti — , dipende dal sistema di equa

zioni
|  v & t =  v,«u - h  vs«sl ... -+ - vn«ni

( v 6 „  =  v , « 2„  . . .  -+ - vnann ,

v •il cui determinante è D; quindi i rapporti -  si esprime
ranno con frazioni aventi un comune denominatore D. Ma, 
se le frazioni — non sono tutte frazioni apparenti, cioè nu
meri interi, si riesce a diminuire (in valore assoluto) il deter
minante D, sostituendo ad una 1\ una combinazione di T
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e 1\. Invero, se una delle per es. v4, non è divisibile 
per v, si ha

v v '-  =  a -\— - con v/<T v,
V V 1 7

e quindi

T / =  t  — qi \  =  — y 4 +  ^  r 2 -+-... +  ^  2T„ ,

e perciò, sostituendo a 1\ la corrispondenza T/, il determi
nante D viene cambiato in

cioè viene diminuito.
Così -procedendo, si arriverà a rendere interi i rap-

v •porti —, almeno quando il valore assoluto del determinante
(per sua natura intero e per ipotesi diverso da zero) sia ab
bassato fino all’unità.

Nel ragionamento precedente si può abbandonare l’ipotesi 
di comodo p =  », poiché se p < » , si otterrà ancora un sistema

v.
di equazioni lineari per determinare i rapporti —, con un de
terminante estratto dalla matrice

( aii ai2... a{n

[ ^J l t  ••• < 1 \ l n  ,

e basterà ragionare su questo come prima si è ragionato su _D.
Osservazione. Il numero \x delle corrispondenze indipen

denti che costituiscono la base per il sistema di tutte le 
corrispondenze appartenenti ad una curva di genere ]), ri
sulta, secondo la nostra dimostrazione, (t < 4 ? /; invece la 
trattazione trascendente di H u r w i t z  (a) (in cui si tiene conto 
delle relazioni fra i periodi degli integrali abeliani) conduce 
al limite più basso [ i< 2 p2. Più precisamente R o s a t i  ne ha

t 1) Cfr. Rosati « Sulle corrispondenze fra i punti di una curva alge
brica e, in particolare, fra i punti di una curva di genere 2 » ( A n n a l i  d i  

M a t 1915). Vedansi pure delio stesso A. le « Nuove ricerche sulle corri
spondenze... » (ibidem 1921) e gli altri lavori ivi citati.
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dedotto die la base si può costituire con (ji1 <  p2 corrispon
denze simmetriche, (congruenti alle proprie inverse), e |x2 <  \r 
emisimmetri-che, cioè tali che la differenza dei punti omologhi 
di un punto nella diretta e nella inversa vari in una serie 
lineare (J).

Aggiungasi che quando una corrispondenza [n, ri] sia 
data come combinazione lineare di [x corrispondenze indi
pèndenti, secondo gli interi vtv2... Vji, il numero dei punti 
uniti di essa viene dato in funzione dei punti uniti delle 
corrispondenze della base: in ciò consiste il cosidetto prin
cipio generale di corrispondenza di H u r w i t z .

(9 Cfr. H u r w i t z , 1. c., pag. 582.
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Sulla teoria delle curve gobbe.

Esposizioni generali della teoria trovausi in
N o e t h e r  : « Zar Grundlegung dei* Tlieorie dei* algebrai- 

schen Eaumkurven ». Memorie di Berlino, 1882 (premio 
Steiner 1882).

H a l p h e n  : « Mémoire sur la classification des courbes 
gauches algébriques ». Journal de 1’ École Polytecnique, t. 52 
(premio Steiner 1882).

V a l e n t j l n e r  : Zur Théorie der Eaumkurven » Acta Ma
thematica, t. 2 (1883).

Per una trattazione meno sviluppata si può vedere
S a l m o n : « Traité de géométrie analitique à  trois dimen

sions » (trad. fi*. Parigi, 1891): Cap. XII, II.
P i c a r d  e S i m a r t :  Théorie des fonctions algébriques de 

deux variables indépendantes » (Parigi, 1898), cap. VIII.
Per notizie sull’argomento e sulla relativa letteratura ri

mandiamo ai due articoli di
L. B e r z o l a r i  : Allgemeine Tlieorie der algebraischen 

Eaumkurven »; « Besondere algebraische Eaumkurven », che 
costituiscono i capitoli 36 e 37 del Pascal’s Bepertorium.

45. Eappresentazione analitica. — La geometria sopra 
una curva riceve una notevole applicazione nella teoria pro
iettiva delle curve gobbe dello spazio ordinario, o anche di 
uno spazio Sr con r >  3. Noi ci limiteremo al caso più inte
ressante r =  3.

Una curva gobba, (7, si può ritenere come immagine di 
una curva definita dal punto di vista delle trasformazioni 
frazionali, su cui sia data una (semplice e senza punti
fissi) che, sopra (7, viene segata dai piani dello Ove si
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scelga come modello della classe una curva piana, d’un 
certo ordine n,

/(«») =  0,

la 0  riuscirà rappresentata analiticamente mediante tre fun
zioni razionali di u e v, in generale fratte:

_  cfiliv i

y = vA«v) ’
_  fa(u v) 

cp4(«v)'

Nel caso particolare in cui si prenda come curva f  la 
proiezione della <7, fatta dal punto all’ infinito dell’asse s, si 
avrà una rappresentazione del tipo

x =  u, y — y,
„ v(xy)

<P(xy)’-

e quindi la <7 si presenta come intersezione del monoidei1}

z t y ( x y )  —  v (m j ) =  o
col cilindro - •

f(xy) =  0 ,

all’ infuori di un certo numero di rette parallele all’asse s. 
Si ha qui la rappresentazione monoidale delle curve gobbe indi
cata da Ca y l e y  nel 1862, e considerata sotto forma più geome
trica da H a l p h e n  e V a l e n t jn e r  (1882, 83): da noi accennata 
nel L. 3°, § 14, vol. II, pag. 101. Tuttavia occorre richiamare 
e precisare l’avvertimento fatto nel § 13 dello stesso L. 3" 
(vol. II, pag. 137) che la curva gobba più generale, non pas
sante per il punto all’ infinito dell’ asse $, si ottiene in corri
spondenza ad una /  particolare e a due polinomi 9 e ó sod
disfacenti essi pure a condizioni particolari.

Infatti se la curva piana /  deve essere proiezione di una 
.curva gobba O dello stesso ordine n, bisogna che la g* segata

d) Superfìcie <T ordine m con un punto (m — l)-plo.
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su /  dalle rette appartenga ad una g‘l (cfr. § 4 pag. 37); e 
perchè la C non passi per il punto all’ infinito dell’asse la 
funzione £ non deve avere poli, cioè le intersezioni di / =  0 
e debbono essere comuni alla curva cp =  0; infine le
condizioni espresse portano che 1’ ordine di cp superi di una 
unità quello di La rappresentazione più semplice della C 
(valida per O speciali e non speciali) si otterrà dunque pren
dendo per fp una curva cp„_3 aggiunta ad /  d’ordine n — 3, 
e per cp una cpn_2 aggiunta d’ordine n — 2, irriducibile, che 
passi per le intersezioni della precedente. Così la curva 
gobba C, <V ordine n e genere p, appare come intersezione del 
monoide d’ ordine n — 2

zyn_3(xy) — y„-2(xy) =  0 ,

col cilindro d’ ordine n
f(xy) =  0 :

che hanno ulteriormente a comune le rette parallele all’ asse z

f(vy) =  0 ,  ? n - « ( B ÿ )  =  0 ;

cioè le 2p —2 rette semplici che passano per le intersezioni
r  . v * , , y n(n — 3) — (2p — 2)semplici di /  con la ?„_3, e le d = ----------~ ----  — — cordeA

di' C, ossia le rette per i nodi di /, che sono doppie per il 
cilindro e semplici per il monoide (l).

Una curva algebrica gobba C può essere determinata 
anche come intersezione di due o più superficie. Se la C è 
data come intersezione delle due superficie

F^xyz) =  0 , FJxyz) =  0 ,

l’eliminazione di z fra queste due equazioni (cfr. L. 3°, § 14) 
conduce appunto a scrivere Y equazione del cilindro

f(xy) — 0

che proietta C dal punto all’ infinito dell’asse z: il quale,

(‘) Del resto si può provare facilmente e he una curva (l’ordine n appai*-
. ntiene sempre a un monoide d’ ordine —

F. ENRIQUES -  HI. 33
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se gli assi sono orientati in modo generico, risulta semplice 
e dello stesso ordine di C. Pertanto, in corrispondenza ad 
ogni punto (xy) della curva / , si ottiene z funzione razionale
di x e v: z =  ? sicché il procedimento dell9 eliminazioneJ <]>(xy)
conduce alla rappresentazione monoidale della curva gobba C.

Questa conclusione si estende al caso in cui la curva C 
sia data come intersezione di tre superficie:

F { (xyz) =  0, F 2(xyz) =  0, F 3(xyz) =  0.

In questo caso, eliminando z fra F t e F 2J si ottiene un 
cilindro

fJ v y )  =  Q,

mentre l’eliminazione (li e fra F % e F 3 porge un cilindro

=  o.

Ora, se 1’ intersezione di F i e F 2 è composta di due curve C e (7, 
di cui soltanto la prima appartiene anche ad F 3, i due cilindri, 
ossia le due curve f i2 e / 23, saranno riducibili, contenendo una 
parte comune f(xy) =  0, che è la proiezione di C. Ebbene la 
determinazione di /  (e quindi la rappresentazione monoidale 
di C) si ottiene razionalmente mercè il noto processo per la 
ricerca del massimo commi divisore, che va applicato ai poli
nomi f i2(xy) e ' f 23(xy), in cui si consideri y come costante.

Al punto in cui siamo è appena necessario di ricordare 
che una curva gobba non può ottenersi sempre come inter
sezione completa di due superficie algebriche; a priori questo 
è impossibile per curve il cui ordine sia un numero primo, 
e d’altronde si incontrano subito curve che non sono inter
sezioni complete, pur essendo d’ordine composto: per es. la 
quartica di seconda specie.

Ora, in un certo senso, si può dire che una curva gobba G 
riesce sempre determinata mediante tre superficie algebriche

Ffixyz) =  0, FJxyz) — 0, F 3(xyz) =  0,

poiché se la C fa parte dell’ intersezione di F { e F 29 e queste 
si segano ulteriormente in una curva C\ si riesce a staccare C 
da C' considerando una superficie F.A (per es. un cono) che
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passi per essa e non per C. Ma la F z incontrerà general
mente <7 in punti non appartenenti a (7, e perciò non si jmò 
dire che il sistema delle tre equazioni

/ F l(xyz) =  0 
F2(xyz) =  0 

( Ffxyz) =  0

rappresenti soltanto la curva (7; a tale scopo occorrerà aggiun
gere una quarta equazione

F 4{xyz) =  Q,

rappresentante una superficie che passi ancora per (7 ma non 
per le intersezioni di F iy F2y F3.

Qui nasce il problema : essendo data una curva gobba C, 
è possibile condurre per essa tre superficie che non abbiano 
ulteriori intersezioni fuori di <7, per modo che la C stessa 
venga perfettamente rappresentata da un sistema di tre sole 
equazioni?

A q u e s t a  d o m a u d a  V a i i l e n  h a  d a t o  r i s p o s t a  n e g a t i v a ,  
s t a b i l e n d o  il t e o r e m a  e s s e n z i a l e  per la  t e o r i a  d e i  s i s t e m i  di  
e q u a z i o n i  a l g e b r i c h e  : La, rappresentazione perfetta di una 
curva gobba esige in generale quattro equazioni in x y z.

Per dimostrare il teorema occorre verificare che vi sono 
curve C tali che tre superficie qualunqueglassanti per <7, s’in
contrino necessariamente anche fuori di (7. Tale verifica esige 
dunque la risoluzione di un problema numerativo (di equiva
lenza) che è stato da noi già trattato nel L. 3°, § 45 (vol. H, 
pag. 312), e che del resto riprenderemo da un punto di vista 
più intrinseco nel seguente paragrafo. .Adoperiamo intanto la 
formula già ottenuta che dà il numero delle intersezioni ulte 
riori di tre superficie d’ordine mn m2 e m3 passanti per una

„ ,, . (n — l)(w — 2) .curva G d’ ordine n con d =  --------—----------p punti doppi
apparenti :

/(w, , m2, m3; n, d) =
— n(n -f- 1) — 2d -j- mlm-2mz — n(mL ■+- m2 +  m3) ;

c facile vedere che il numero /  non può in generale annul
larsi. E basta considerare 1’esempio della quintica (7- di ge
nere 1, dove

n =  5, d =  5.
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Si osservi anzitutto die la (75 di genere 1 non può appar
tenere ad una quadrica, perchè una quintica appartenente ad 
una quadrica viene proiettata da un punto generico 0 di 
questa in una curva piana del quint’ ordine che possiede nelle 
traccie delle generatrici passanti per 0 un punto triplo e un 
punto doppio, ovvero un punto quadruplo e un punto sem
plice, resultando così di genere 2 o 0. Ora le tre superficie 
d’ordine minimo passanti per la nostra C5 — in corrispon
denza a cui il numero /  riceve il valore minimo — saranno 
tre superficie cubiche, quali si ottengono certo obbligando 
una superfìcie cubica a contenere 3 6 punti generici della 
curva; e la nostra formula ci dà

f i 3, 3, 3; 5, 5) =  2.

A questa dimostrazione del teorema si può obbiettare 
che le intersezioni di tre superficie F k F 2 F 3, per O, che si 
calcolano esistenti fuori di 6y, possono venire a cadere sopra C\ 
o più propriamente infinitamente vicine ad essa, per posizioni 
particolari di quelle superficie. Un esame approfondito mostre
rebbe che questa circostanza può effettivamente presentarsi 
nell’esempio della quintica considerato innanzi, e occorrerebbe 
invero una critica assai più minuta per accertare che esistono 
di fatto curve gobbe per cui la suddetta circostanza può asso
lutamente escludersi. Ma, senza indugiarci in tale esame, è 
lecito dire che quando tre superficie F { F 2 F s per C abbiano 
un’ intersezione ulteriore infinitamente vicina ad un punto O 
di (7, la rappresentazione di C -mediante le tre equazioni 
F l — 0, F 2 =  0, F 3 — 0, già non può dirsi perfetta: poiché 
in 0 si ha un piano tangente comune ad F { F 2 F.ò1 per modo 
che, quando si va ad intersecare un piano generico per 0 col 
sistema delle tre superficie, si trova una equazione resultante 
di sesto grado che ha una radice doppia in corrispondenza 
ad 0, mentre per un’altra rappresentazione questa resultante 
riesce del quinto grado, avendosi in 0 una radice semplice.

Notizia storica. La definizione algebrica delle curve 
gobbe (con le relative condizioni di irriducibilità) rientra 
nella rappresentazione delle varietà algebriche a un nu
mero qualunque di dimensioni cui si riferiscono i lavori di 
K ronecker (Journal fitr math., 1881) e di Molk (Acta
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math., 1885) (‘). La impossibilità di rappresentare perfetta
mente una curva gobba con tre sole equazioni in x, y, z, è 
stata riconosciuta da Vahlen (Journal fur Math., 1891), e 
precisamente con l’esempio della quintica di genere 0 con 
una sola quadrisecante.

Oltre alla rappresentazione monoidale considerata innanzi, 
si possono dare altre notevoli rappresentazioni analitiche di
ana curva gobba, per es. quella che fu indicata da Cayley 
(185G, 60, 62) in cui si determina la curva scrivendo 1’ equa
zione del complesso delle rette incidenti a essa; la quale deve 
soddisfare a due equazioni differenziali caratteristiche (2).

U n ’ a l t r a  e l e g a n t e  r a p p r e s e n t a z i o n e  a n a l i t i c a  d e l l e  c u r v e  
g o b b e ,  in  r e l a z i o n e  a i c o n i  p r o i e t t a n t i  i c u i  v e r t i c i  s t a n n o  
s o p r a  u n a  r e t t a ,  è  s t a t a  a d o p e r a t a  d a  B r i l l  (1901, 1907) (3).

, Termineremo questo paragrafo rilevando esplicitamente che 
il possesso d’un punto doppio 0, per una curva gobba (irreduci
bile) C, costituisce una particolarità, in forza della quale tutte le 
superfìcie passanti per C acquistano in 0  un contatto: se Oè 
(almeno) triplo e i rami passanti per 0 non toccano uno stesso 
piano, le superficie per C acquistano in 0 un punto doppio, ecc.

Quando si costruisce C a partire da una gón, semplice e 
senza punti fissi, sopra una curva p iana /, l’esistenza di 
un punto doppio di C dipende dall’esistenza d’una coppia 
neutra della g\, che può anche essere costituita da due punti 
sovrapposti in un punto doppio 0' di /  (non appartenente 
come punto base al sistema lineare delle curve secanti 
la ĝ ). Variando la gf* sopra la / ,  ovvero variando /  senza 
cambiarne il genere (nei supposto che la costruzione di 
una g‘ì  rimanga sempre possibile), si ottiene in generale una 
famiglia di curve gobbe senza punti doppi, dello stesso genere p, 
in cui la C dotata di punto doppio rientra come caso parti
colare: e quindi il punto doppio considerato appare come 
limite d’ un punto doppio apparente. Invece se il punto 
doppio 0 di C risponde a un punto doppio 0 ' di f ,  e si fa 
variare /  in modo che questo sparisca, si ottiene una famiglia 
di curve gobbe senza punti doppi, di genere p - j-1, che contiene

(9 Cfr. Skgrh « Introduzione », Annali di il fai., 1894. 
(2) Cfr. K lein, Matli. Annalen, Bd. 5, 1872.
(*) Cfr. Muffi. Annalen, Bd. 64.
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la C di genere p dotata di punto doppio: qui il punto doppio 
è essenzialmente nuovo, e non limite d’ un punto doppio 
apparente (cfr. vol. II, pag. 148).

Nota. Le asserzioni fatte innanzi sono suscettibili di una 
giustificazione rigorosa, dove si faccia vedere elle « la gl più 
generale appartenente ad una curva Cp di moduli qualunque 
non ha punti fissi, ed è semplice senza coppie neutre (M ». 
Senza ricorrere qui al computo delle serie speciali che si tro
vano sopra una curva, procederemo come segue.

Riduciamo per continuità la Gp ad una curva di genere 0 
con p punti doppi, da ritenere virtualmente inesistenti, (cioè 
limiti di coppie di punti non sovrapposti), ossia ad una 
retta con p coppie (§ 35, pag. 390 e § 30, pag. 405). E pren
diamo come immagine di questa retta una curva razionale 
normale dello Sn, Cn, della quale verranno poste in evidenza p 
corde generiche a1 =  iL1A/, a2 — A2A2'y.. ap =  ApApj congiun- 
genti le dette coppie; per modo che la curva composta d’or
dine n p  apparirà come limite d’una curva non speciale 
d’ordine n + p  dello Sn (cfr. § 34, pag. 396). Ora le gl di CP 
verranno segate sulla Cn dai sistemi d’ iperpiani per gii S„_L 
incidenti a p corde ai9 e si può provare che « le condizioni 
d’incidenza d’ un $„_4 a corde generiche at sono indipen
denti ». Infatti, se gii $„__4 incidenti a p corde risultassero 
incidenti a un’altra corda qualunque di C7\  si avrebbe l’as
surdo d’ una gft con oc2 coppie neutre.

Dalla precedente osservazione, che è di per sè interessante 
e gioverà più tardi richiamare, segue:

1) Ohe per gii $„_4 incidenti a p — 1 corde, la condi
zione di incidenza a una p-esima corda generica non può con
fondersi con la condizione di incidenza alla Cn (mancanza di 
punti fissi della gl).

2) Ohe gii $5?_4 incidenti a p corde generiche non pos
sono di conseguenza incidere ad un’altra corda di Cn (man
canza di coppie neutre e quindi semplicità della gl): infatti 
un gruppo di p -f 1 corde di Cn, in cui p corde vengano as
sunte ad arbitrio, si può sempre trasformare omograficamente 
nel gruppo di p J corde generiche mediante un’ omografia 
che lascia ferma la Cn.

(9 Cfr. S e v e r i  « Vorlesungen... », Auliang G.
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Nel seguito, parlando di curve gobbe, supporremo in gene
rale che esse sieno prive di punti doppi; e così anche, par
lando di superficie passanti per tali curve e di cui esse si 
presentano come intersezioni complete o parziali, escluderemo, 
per quanto dipende da noi, le superficie dotate di punti doppi 
o di curve doppie, etc.

46. Parametri da cui dipende una famiglia di curve gobbe: 
problemi di classificazione. — A differenza di ciò che accade 
per le curve piane, le curve gobbe di un dato ordine n (senza 
punti doppi) non formano un solo sistema continuo, ma si 
distribuiscono in diverse famiglie, a cui competono caratteri 
differenti. Infatti si presenta subito, accanto all’ordine n, un 
secondo carattere della curva gobba che è dato dal genere p: 
diremo poi come altri caratteri si introducano necessariamente, 
per i valori più piccoli di n rispetto a p.

Qui giova anzitutto distinguere le curve C„tP (d’ordine n 
e genere p) in curve speciali e non speciali, secondochè la 
serie gòn segata dai piani è speciale, ciò che esige in partico
lare n < 2 p — 2, ovvero non speciale.

Dimostriamo anzitutto che:
Le curve gobbe non speciali d’ordine n e generò p {n>p-\-3) 

formano una sola famiglia, dipendendo da 4n parametri.
Che effettivamente le C71ìP non speciali formino una sola 

famiglia (in cui tuttavia possono entrare come casi particolari 
delle curve speciali), resulta dalla costruzione di esse a partire 
da una g* sopra una qualunque curva Cp di genere p. Infatti:

1) Tutte le C„,p birazionalmente identiche nascono da 
una medesima Op e dalle g% prese su questa; ma, essendo 
n > p - \-3 ,  un gruppo generico di n punti dà luogo su Op 
ad una g]l- p completa, che contiene un sistema continuo di , 
e quindi anche l’insieme delle g* su Cp costituisce un sistema 
continuo;

2) Le Cp birazionalmente distinte costituiscono un si
stema continuo irriducibile (cfr.  ̂ 33) che, per ]> >  1, contiene 
3p — 3 parametri, detti moduli.

Procediamo a valutare il numero dei parametri da cui 
dipendono le CÌUP, basandoci sulla costruzione di esse sopra 
indicata. E supponiamo dapprima ]> >  1.

Il computo delle g appartenenti ad una Cp si fa col 
metodo incontrato nel § 33 (pag. 397) :
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1) lu primo luogo il numero dei parametri da cui di
pende una g”~P è p (tutti i gruppi di n punti sulla curva 
essendo ooM);

2) In secondo luogo le appartenenti ad una g]l~p sono 
come gii $3 di un $n_p, e però il numero dei parametri da 
cui dipendono vale

4(7* — p )  — 4 • 3 =  4?* — 4p  — 12 ;

3) In terzo luogo una ĝ  di Cp dà luogo a oo15 curve 
dello spazio proiettivamente identiche.

Di conseguenza le Cn,p (birazionalmente identiche) che 
nascono da una medesima curva Cp dipendono da

p  (47* — 4p  — 1 2 )  +  15 =  4u — ( 3 p  — 3).

Aggiungendo il numero dei moduli, 3p — 3, si trova che 
il numero dei parametri da cui dipende una CnìP è precisa- 
mente 4n, come sopra è enunciato.

La conclusione si estende ai casi p =  0, 1, sebbene il 
numero dei moduli sia qui 3p— 3-t-p, dove p =  l o p =  3 
designa l’infinità delle trasformazioni birazionali della Cp in 
se stessa. Infatti le oc? q3 che sono trasformate birazionaliv n
di una medesima danno luogo a curve gobbe proiettivamente 
identiche.

In relazione al teorema stabilito diamo alcuni .semplici 
esempi.

Anzitutto le cubiche gobbe C:ìt0 dipendono da 3-4 = 1 2  
parametri. La cosa è nota direttamente perchè una cubica 
gobba è determinata da (i dei suoi punti, come intersezione di 
una coppia di coni quadrici, ciascuno dei quali possiede come 
vertice uno dei 6 punti e passa per gli altri 5. Invero il pas
saggio di una curva gobba per un punto importa due condi
zioni, giacché la curva contiene oc1 fra gli co:{ punti dello 
spazio: onde i ‘parametri delle C3t0 resultano così 2-0 =  12.

In secondo luogo le quartiche di prima specie CAt 1 dipen
dono da 16 parametri. E ciò appare anche direttamente, 
considerandole come curve base di fasci di quadriche, poiché 
questi — come le rette di un SK) — dipendono da 2-9 — 2 =  1(5 
parametri.

Anche le quartiche di seconda specie C\f() dipendono da 
16 parametri. Ove si voglia verificarlo direttamente, si ricordi
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che uiui <74(0 appartiene ad una quadrica, e nella rappresen
tazione piana di questa corrisponde ad una quartica piana 
passante triplamente per uno dei punti fondamentali e sem
plicemente per l’altro; così 1’ infinità del sistema delle C4t0 
appartenente ad una quadrica è

14 — 6 -  1 =  7,

e aggiungendo l’ infinità delle quadriche si trovano i 16 pa
rametri delle CiìQ.

Come ultimo esempio consideriamo le quintiche (75>2, le 
quali dipendono da 5*4 =  20 parametri. Per trovare diretta
mente questo numero si osservi anzitutto che una C5,2 appar
tiene sempre ad una quadrica, perchè le oc/J quadriche dello 
spazio segano sopra la curva una serie g[0 di dimensione r .< 8, 
sicché la quadrica che contiene 9 punti generici della <75,2 la 
contiene per intero. L’unicità di questa quadrica (da cui segue 
r =  8) è poi evidente, perchè una curva d’ordine 5 non po
trebbe essere intersezione di due superfìcie del second’ordine. 
Ora dunque conteremo le C5j2 appartenenti ad una quadrica 
che — nella rappresentazione piana — corrispondono a curve 
del quint’ordine passanti doppiamente per uno dei punti fon
damentali e triplamente per l’altro: la dimensione del sistema 
risulta così

V  -= : ; - n .

e quindi, sommando il numero 9 che designa l’infinità delle 
quadriche, si ottengono i 20 parametri da cui dipendono le C'5f 2.

Ora sorge la domanda: fino a che punto si possono esten
dere alle curve speciali le proprietà che le curve gobbe d’or dine n 
dipendono da 4n parametri, e che le Cn, v formano una sola 
famiglia f

Per rispondere occorre contare le gsn (speciali) d’ordine 
n .< ÿ + 3 , appartenenti ad una curva di genere p. Come ciò 
possa farsi è stato già indicato nel § 14, ma qui giova richia
mare il procedimento.

S e ,  s o p r a  u n a  c u r v a  Gp d i g e n e r e ^ ,  u n  g r u p p o  di n p u n t i  Gn, 
c o n  n =  p - h  3 —  i (i >  0 ) ,  d e v e  a p p a r t e n e r e  a d  u n a  g*, p e r  
il t e o r e m a  d i  E i e m a n n - E o c h  g l i  i g r u p p i  c a n o n i c i  c h e  c o n -
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tengono p — i punti del Gn dovranno contenere di conse
guenza gii altri 3 punti del gruppo: così il Gn soddisfa a

3i =  3p -{-9 — Su

condizioni. Ora si avranno in generale, su una Cp, oo7ì- ‘Ai 
gruppi Gn d’indice di specialità i, e — poiché una gòn con
tiene co3 Gn siffatti — l’infinità delle g* sarà

n — 3i — 3 =  4 n — 3p — 12.

In questo computo si è ragionato come se le di cui si 
discorre debbano essere complete; ma ciò accade ingenerale, 
come si vede contando le ^speciali con r > 3  appartenenti 
a una Cp, poiché le gft contenute in tali grn (e formate da G„ 
più speciali) risultano dipendere da meno che 4n — 3p — 12 
parametri.

Ora il computo precedente significa che sopra una Cp 
di moduli generali esistono g*n solamente se

4a >  '3p -1- 12,

e in questo caso il numero dei parametri da cui esse dipendono 
vale precisamente

r =  4n — 3 p — 12.

Quindi, riferendo una tf)x allo spazio di piani, e tenendo 
conto che vi sono ooib curve proiettivamente identiche e 
oo3̂ "3 Cp birazionalmente distinte, si deduce che, anche per 
curve speciali, quando

4n > 3p 12,

le curve Cn>p dipendono sempre da 4n parametri.
fi infatti

4 n =  4 n — 3  p — 12+ 15 — (3 p — 3).

In pari tempo risulta di qui che, per n e p soddisfacenti 
alla disuguaglianza predetta, le curve Cn>p corrispondenti a 
valori generici dei nominati parametri sono curve con moduli 
generali.

Nota. Nel computo precedente, fatto secondo B rill  e 
N oether , abbiamo implicitamente supposto che le condizioni 
perchè un Gn abbia un indice di specialità i sopra una curva 
di genere p, almeno nelle condizioni in cui è possibile soddi-
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sfarle sopra la curva a moduli generali, risultino indipendenti. 
Questo presupposto è suscettibile di una dimostrazione rigo
rosa (*), che possiamo dare in modo semplicissimo come rapi
damente accenniamo.

Se l’infinità delle sopra una Cp di moduli generali 
risultasse maggiore di

in  — 3p— 12,

sicché il sistema delle fosse quivi sovrabbondante, risulte
rebbe sovrabbondante anche il sistema delle con p coppie 
neutre sopra una retta; ma, come già abbiamo avvertito nella 
Nota del  ̂ 45, questa retta conduce ad una curva Cn razio
nale normale nello spazio Sn di cui vengono messe in evi
denza p corde, in guisa che la curva composta d’ordine n +  p 
appare come forma degenere di una curva irriducibile di 
genere p. Ora la nostra tesi si riduce a provare che le con
dizioni perchè un Sn_4 di Sn riesca incidente a p corde 
della Cn sono fra loro indipendenti: ciò che appunto si è già 
provato nella Nota sopra ricordata.

Accenneremo qui ad una questione delicata che trova 
posto in quest’ordine di idee: « se, nell’ ipotesi

in  — 3p — 12 >  0

che porta l’esistenza di curve d9 ordine n e genere p a moduli 
generali, le curve CUìV formino sempre una sola famiglia », 
siccome abbiamo riconosciuto accadere per le curve (non spe
ciali) d’ordine n > p - \-  3.

Il problema non ha ricevuto finora una risposta esauriente. 
Seguendo il metodo di degenerazione adoperato innanzi, si è 
condotti a considerare gli spazi $n_4 (di Sn) incidenti a /> 
corde d’una curva razionale normale Cn, dello Sn : la dise
guaglianza in  — 3p — 12 > 0  dice che, per p  corde (o p r e t t e  
dello Sn) date ad arbitrio, esistono siffatti, i quali sa
ranno in numero finito nel caso estremo 4w =  3p-f-12. Eb
bene, si facciano variare le nominate p corde della Qn : occorre 
provare che il sistema 2 formato dai detti $n_4 riesce irri
ducibile, in guisa che, per una circolazione delle p corde, uno 
degli $;i_4 ad essi incidente si può scambiare con un altro 
qualunque.

d) Cfr. Severi « Vorlesungeu... » Anlmng G, n.° 8.
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Ora si può provare induttivamente (da p — l a  p) l’ irri
ducibilità del sistema degli Sn_ 4 incidenti a p rette dello Sn ; 
ma la condizione restrittiva elle queste rette debbano essere 
corde d’una Cn, dà luogo a difficoltà di cui converrebbe appro
fondire 1’ esame.

Ritorniamo alla costruzione generale delle curve gobbe 
d’ordine n e genere p. Questa costruzione, abbiam visto, riesce 
sempre, e conduce a curve birazionalmente identiche ad una Cp 
qualunque, se

4n >  3p 12.

Ohe dire invece dell’ ipotesi in cui 

4:ii <  3p 4- 12 ?

In questo caso una Cp di moduli generali non conterrà 
alcuna g*, ma le condizioni d’esistenza d’una serie siffatta si 
tradurranno in

r =  3p 4- 12 — 4n

condizioni fra i moduli di Cp. E si avranno quindi delle CniP 
i cui moduli soddisfano ad r condizioni. Il numero dei para
metri delle Cn,p risulta sempre >  4n, (4n — 3p — 3 — r4-15), 
cioè 4:ii se le r condizioni suddette sono indipendenti, e >  4n 
nel caso in cui le dette condizioni non sieno indipendenti: 
<lel qual caso si daranno, nel seguito, effettivi esempi.

Qui si presenta un’ osservazione fondamentale per la 
teoria delle curve gobbe.

Le curve gobbe Cn,p d9 ordine

n < 3 p 4- 12 
4 ’

a differenza di guelfe per cui

n > òp 4— 12 
4 ’

sono necessariamente curve di moduli particolari.
E in questo caso (almeno per i valori più grandi di p) 

le CniP non formano piu un solo sistema irreducibile. Anzi 
si prova che già per

« =  9, p =  10
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esistono pin famiglie di curve Cn,p (a moduli singolari) distin
guibili mediante altri caratteri (cfr. § 53).

§ 47. Intersezioni complete di due superfìcie. — Quando 
una curva G viene definita come intersezione completa di 
due superficie di dati ordini mL e w2, e però è di ordine

n =  m^n.2,

si può facilmente determinare il suo genere p, col seguente 
metodo di S alm on  (1849). Siano

F ^ x ^ x ^ ,)  =  0 e F ^x^x^x ,) — 0

le equazioni delle due superficie, e si costruiscano i piani tan
genti a C che passano per una retta generica r, rappresen
tata dalle equazioni

a =  axL -b lx2 -b cx3 -b dxÀ — 0 
a' =  a'xL -b Vx2 -b cx3 - b  d'xA — 0.

I loro punti di contatto si ottengono come intersezioni di C 
con una superficie <D d’ordine mA -b m2 —2

dFt dF, 3 F t dF,
dxt dx% dx. d .C ,

d.F., 3 Ft 3 F. 3 F„
dx, dx. dx., 3*4

a b c t i

f
a V ,  c <V

Infatti, per i punti di C, la condizione ®(xlx2x:ìx4) =  0 signi
fica che i due piani tangenti ad F l e F 2 nel punto 
e i due piani secantisi in r passano per uno stesso punto, 
cioè che la tangente alla curva (7, intersezione di F i e JF2, è 
incidente ad r.

Ora le intersezioni di con C sono i punti doppi 
della gl segata dai piani per r, e perciò il loro numero sarà

2n -b 2j) — 2 =  n(mL +  m2 — 2).
Di qui si ricava

2j) — 2 =  )t(mi -b m2 — 4) =  -b m2 — 4).
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Questa formula non è che l’aspetto aritmetico di una 
importante relazione geometrica dovuta a N o e t h k r  (1874): 
Le superficie W d’ ordine m =  nii -\-m2— 4 segano gruppi 
canonici sulla curva intersezione di due superficie d’ ordini 
ml e m2.

Infatti sommando ad una W  due piani oc e a '  si ha una 
superficie d’ordine ml -ì-m2— 2, come la nostra <D, e però 
i gruppi intersezioni di T  +  an- a e di ® con C sono equi
valenti, dando i gruppi dei poli e degli zeri della funzione.

_  O
< — l w ;

e pertanto basta ricordare la definizione della serie cano
nica come differenza della serie definita dal gruppo jaco- 
biano di una g\ e del doppio di questa (cfr. § 8).

Il teorema stabilito dà luogo ad una interessante con
seguenza. Da un punto esterno 0 proiettiamo la C in una 
curva piana C  che sarà ancora d’ordine n; su C' l’ insieme 
di ni rette sega un gruppo canonico, che su C è dato dagli 
ni piani proiettanti da 0; ma questo gruppo è anche l’ in
tersezione di C  con una curva aggiunta d’ ordine n — 3, dalla 
quale si staccheranno le ni rette; la curva residua d’ordine

n — 3 — ni — (mL — 1 )(m2 — 1 )

segherà dunque la C soltanto, nei suoi punti -doppi. x 
Questo resultato si può enunciare dicendo:

'Per la curva (7, intersezione completa di due superficie 
d’ ordini e. m21 le coppie di punti d’ appoggio delle corde 
condotte da un punto sono le

— 1) m2(m2 — 1)

intersezioni con un cono d’ ordine (ml — l)(m2 — 1) che ha il 
vertice nel punto, cioè « per la curva piana proiezione di C è

, 7 _ w,l(w i — 1) >H2(™2 — 1)
2

e i punti doppi apparenti sono le intersezioni con una curva 
d’ordine (m{ — l)(m2 — 1) ».
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Questo teorema è dovuto a Valentiner (l) : Càylxy (s) 
fin dal Ì845 aveva calcolato il numero d delle corde di C, e 
Salmon (1847, 1849) aveva dimostrato che i loro punti d’ap
poggio stanno sopra una superficie d’ordine (mL — l)(w2 — 1) (:{), 
ma non vide che stanno sopra un cono.

Si osservi poi che dal teorema di Valentiner, stabilito in 
modo analitico diretto, segue reciprocamente il teorema di 
JSother sulla costruzione della serie canonica di C.

Nota. Il teorema di Valentiner è stato invertito da 
H alphen (1882) :

Se per Uììa cìirva gobla ( 7,  d’ ordine n =  mlm2ì le corde 
condotte da un punto sono

d _  ^(m , — 1) m2(m2 — 1)
2

ed appartengono a un cono d’ ordine — 1 )(m2 — 1), la C è 
intersezione completa di due superficie d’ ordini mL e m2.

Oi limiteremo a fornire una semplice dimostrazione del 
teorema di H alphen in un caso particolare tipico, cioè per 
la sestica C6 (di genere # =  4) con d =  6.

Sappiamo (§ 45) che la C6 appartiene a una superficie 
(monoidale) del 4° ordine <D4, con un punto triplo 0, e si 
ottiene quindi come intersezione di questa con un cono del 
(j° ordine di vertice 0, che sega ulteriormente <E>4 in 18 rette, 
cioè più precisamente nelle 6 corde di 0G che — essendo 
doppie per il cono e semplici per <t>4 — contano per 2 -6 =  12, 
e in altre 0 rette semplici. Si consideri la rappresentazione 
della <t>4 su un piano, ottenuta per proiezione da 0 (4) : le 
immagini delle sezioni piane sono curve del 4° ordine K4 che 
passano per 12 punti fissi, tracce delle rette di d>4 per 0, e 
stanno su una cubica / i3, traccia del cono osculatore in 0.

Ora introduciamo l’ ipotesi che le corde di C6 per 0 appar
tengano a un cono quadrico : segue di qui che fra i 12 punti

(9 « Bidrng til Rumciirverner Tlieori ». Dissertazione inaugurale, 
Copenhagen, 1879 (pag. 65). Cfr. Nòtheii (1. c. 1882).

{ ' )  Journal de Math., X, 250.
( 3 ) In questo senso va corretta l’ indicazione del $ 18 del L. 3 (Vol. II, 

pag. 150). Anche nel trattato di geometria analitica a tre dimensioni di 
Salmon (trad. fr. 1891), e precisamente al n. 343, l’A. richiama il proprio 
teorema del 1849, senza accennare alla circostanza sopra dichiarata.

(4) Cfr. p. es. E nriques « Lezioni di Geometria descrittiva ». Parte 11, $ 57.
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base del sistema \ K±\ ve ne sono 6 sopra la conica K2 traccia 
di quel cono, e quindi gli altri 6 appartengono a un’altra 
conica K2. Vediamo adesso la proiezione Cc' di C6: essa passa 
doppiamente per i primi 6 punti suddetti e semplicemente 
per gli altri (ì; perciò insieme alla conica K2 costituisce una 
curva d’ordine 8 passante doppiamente per i 12 punti base 
di | / i 4j, che è l’ immagine dell’ intersezione completa di d>4 
cóli una quadrica.

Così appare che la .C6 appartiene ad una quadrica, e 
similmente si prova eh’ essa appartiene ad oo4 superficie cu
biche non composte d’ una quadrica e d’ un piano. Perciò è 
l’ intersezione completa d’ una quadrica con una di queste 
superficie cubiche.

Riprendiamo la costruzione della serie canonica sopra la 
curva <7, intersezione completa di due superficie F i e F 2.

Resta da vedere se tutti i gruppi canonici della C, sup
posta irreducibile, si ottengano come intersezioni di super
ficie W d’ordine m — ml -t- m2—4; e perciò occorre valutare 
la dimensione della serie segata su C dalle W. Qui si può 
osservare che quando si conosca questa dimensione essere 
uguale a p — 1, si può dedurne che la serie segata su <7 
dalle W è la g?>f\2 canonica (questa serie essendo definita in 
modo univoco dai suoi caratteri), indipendentemente dalla 
costruzione dei piani per una retta tangente a <7 di cui ci 
siamo valsi innanzi. Appunto per questa via N other (r) è 
giunto al teorema che precisa il resultato ivi ottenuto:

Le superficie W (V ordine m =  mL -f- m2 — 4 segano sull’ in- 
tersezione di due superfide d’ ordini mL e m2, la serie canonica 
completa.

Ora come si calcolerà la dimensione della serie segata 
dalle superficie W sulla curva O f

Anzitutto si conosce il numero

n.r  /ni 3\ j  (m +  S)(m -t- 2)(m -4- 1 ) ..
3 j — 6

che designa la dimensione del sistema di tutte le superficie T  
d’ordine wi; il quale numero si ottiene osservando che i coef- (*)

(*) Matb. Annalen, Bd. 8 (1874).
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fidenti aihl dell’equazione di una superficie d’ordine m

TP =  xHyhz l =  0  (i -hk  +  l =  m)

sono tanti quante le combinazioni con ripetizione di 3 ele
menti a m a m.

In secondo luogo la serie g segata dalle TP su G avrà 
la dimensione

N — r

dove r è la dimensione del sistema delle TP che passano per 
un gruppo G di g. A sua volta questa dimensione r supera 
di un’ unità quella, p, del sistema delle TP che contengono (7, 
imperocché le TP per G costrette a passare per un altro punto 
di C conterranno tutta la curva (irreducibile) (7. Dunque la 
dimensione della serie segata su C dalle TP vale

P
(m +  3)(m -t- 2)(m 1)

6 —  2.

dove, come si è detto, p designa la dimensione del sistema 
delle TP passanti per C.

Per calcolare in generale questa dimensione p, occorre 
estendere alle superficie il teorema relativo alle curve com
binazioni lineari di due altre, che abbiamo denominato del- 
V A f-h B y  (§§ 15 e 16): estensione che, come quello stesso 
teorema, è dovuta a N other (1. c. 1874).

Se ima superficie W(xyz) =  0 passa per la curva (semplice) 
comune a due superficie irreducibili F{xys) =  0 e &(xyz) =  0, 
si ha

W =  A F + B ® ,

dove A e B  sono due polinomi in x, y e z, i cui ordini risul
tano dall’ identità precedente.

La dimostrazione si riduce al teorema analogo nel piano. 
Seghiamo le superficie F, <E> e TP con un piano z =  h: avremo

W(xylc) =  a (xyh)F(xylc) +  $(xylc)&(xylc) ;

dove a e |3 sono polinomi in x e y ; se il parametro le, che 
entra in a e (3, vi figurasse in modo razionale intero, il teo
rema risulterebbe senz’altro dimostrato; ma, a priori, si può 
vedere soltanto che vi entra in modo razionale, e l’esame dei

F. ENRIQUES -  III . 31



530 LIBRO QUINTO

denominatori darebbe luogo a qualche, difficoltà. Per evitarla 
applichiamo l’ identità precedente a 7c — 0, scrivendo

W(.TÿO) =  a(xy) F(xy0) H- $(xy) Q>{xy0).

Siccome il polinomio

W(xys) — [*{xy)F{xyz) +- $(xy)$(xyz)]

diventa identicamente nullo per 0  =  0, esso sarà divisibile 
per z , e avremo quindi identicamente

zW(xyz) =  W(xyz) — [cc(xy)F(xyz) -t- $(xy)®(xyz)\.

In tal guisa siamo condotti a considerare (in luogo della W 
d’ ordine m) la superfìcie W  d’ ordine m — 1, che come la W 
passa per l’ intersezione C della J  e O: la formula prece
dente dice che se W  è combinazione lineare di F  e <D, altret
tanto accade di W. Così la dimostrazione del teorema, che dob
biamo fornire, si riduce dall’ ordine m all’ ordine m — 1. Ma 
quando, con riduzioni successive, si sia giunti al più piccolo 
fra i due ordini di P  e 3> supposti disegnali, sia per es. 
all’ ordine di _F, il teorema riesce evidente, perchè non vi 
è altra superfìcie dello stesso ordine di F  che passi per C9 
all’ infuori della F  stessa; e se invece i due ordini fossero 
uguali, si vede subito che le tre superficie W, F, <D apparten
gono ad un fascio, perchè la superficie del fascio determinato 
da due di esse, la quale abbia un punto sopra la terza (sup
posta irriducibile), coincide con questa.

Applichiamo il teorema precedente al caso delle superficie 
F l e jF2, d’ordini mi e m2, e delle W d’ordine m =  m4 -h m2 — 4. 
Scriveremo

w  =  a f l +  b f %,

dove i polinomi A e B  riuscirànno (in questo caso) determi
nati, perchè se si avesse contemporaneamente

W =  A!Fi -1- B'F2,

risulterebbe identicamente

( A - A ') F i =  (B’- B ) F 2,
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e poiché F2 non ha fattori a comune con F {1 dovrebbe divi
dere A — A\ ciò che è impossibile, dato che A — A' ha il grado 
m2 — 4, se non è identicamente A — Al — 0, e quindi Bf— B =  0.

Ora, contando i coefficienti dei polinomi A e B  d’ordine 
m2— 4 e mt — 4, troviamo subito la dimensione del sistema 
delle W passanti per (7, che vale

(m2 — l)(w2 — 2)(?jì9 — 3) +  (mA — l)(mi — 2)(ml — 3)p = ---------------------- =-----------------------    i .

Quindi deduciamo che la dimensione della serie segata 
dalle W su C vale

(mt -t-m2 — 1 )(m{ -t- m2 — 2)(mi -\-m2 — 3)
6 " ~ 1 ~

(m2 — 1 )(m2 — 2 )(m2 — 3) -p (m4 — 1)(mia — 2 )(m{ — 3)
6

_m2 — 4)___________2p — 2 __
— -  — -  — ì> — 1-

• 1 —1

c. d. d.

§ 48. Curve gobbo intersezioni parziali di due superficie: 
formule di equivalenza e serie canonica. — Si consideri ora 
una curva gobba (7, affatto generale, di un certo ordine n e 
di un certo genere p, che apparirà intersezione di tre super
ficie F L, F 2 q F 3 degli ordini m2 e Per la C si pre
sentano i seguenti problemi:

1) Determinare il numero i dei punti comuni alla curva O 
e all’ intersezione complementare C delle F L e F 2 passanti 
per essa;

2) Determinare i caratteri, e in ispecie il genere j/, di 
•codesta Cf;

3) Determinare il numero delle intersezioni, fuori di (7, 
di tre superficie jP4, F2 e F s che la contengano, e quindi la 
<equivalenza di C rispetto alle intersezioni di F n F 2 e F s ;

4) Costruire sopra C la serie canonica.
Tutti questi problemi vengono risoluti quando si appli

chino i risultati conseguiti nel precedente paragrafo al caso 
in cui V intersezione completa delle due superficie F { e F 2 si 
spezzi in due parti C e G\
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Designamo con ri — mim2 — n l’ordine della G\ e consi
deriamo la superficie d’ordine — 2

dF, dF, dF, dF,
dx, dx.2 3:C3 dx.
dF, dh d f .2
r i dx2 dx.
a b C (l
a V c d'

che (<§> 47) sega l’ intersezione di F { e F 2 nei punti di con
tatto dei piani tangenti condotti per la retta r:

axt -t- l)x2 -f- cx.ò -4- dxA =  a x l -f- l)’x2 -4- c'xz -f- d'x4 =  0.

Essendo ora codesta intersezione composta di (7-4- C", la <E> 
segherà questa curva non solo nei punti di contatto dei piani 
tangenti a C e a 0' condotti per r, ma anche negli i punti co
muni a C e C, che sono doppi per la G -H G\ e dove le F l 
e F 2 hanno lo stesso piano tangente; Ma i piani tangenti a G 
sono 2 n ~ h 2 p —  2, e i piani tangenti a C '  sono 2 ìi - b  2 p —  2; 
quindi, intersecando <E> e (7, avremo

2n -f- 2p — 2 -j- i =  (mi -f  m2 — 2)n,

sicché il numero delle intersezioni delle curve complementari 
G e G vale :

i =  (mt -4- m2 — 4)n — (2p ~  2).
Analogamente

i =  (ml -l- m2 — 4)n' — (2p — 2), 

e quindi il genere della curva complementare G è dato da 

2p' — {mim2 — 2n)(ml -4- m2 — 4) -h 2p 9 

formula che assume un aspetto notevole lasciandovi figurare rii 

2(p — p) — (ri — n)(ml -4- m2 — 4).

Qui è interessante rilevare che risulta

p -4- p ~\- i — 1 m1w?2(wi.1 -4- m2 — 4) 1 ,o
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dove il secondo membro designa il genere dell’ intersezione 
completa di due superficie, d’ordini mn m27 e si ricade così 
nell’espressione del genere della curva spezzata trovata nel § 35, 
pag. 399. Ricordiamo anche che, considerando la curva G-hC' 
come limite di una intersezione completa irriducibile, appare 
che il numero i delle intersezioni di G e C è essenzialmente 
positivo (ibidem).

Dopoeiò prendiamo a considerare la terza superficie F31 
d’ordine m3, passante per <7; essa incontrerà G' in . m 3 • n' 
punti, di cui i appartengono a C, e perciò in

n'm3 — i =  mim2m3 — (mL *4- m2 -b m3 —- 4)n -b (2p — 2).

Dunque :
Il numero delle intersezioni ulteriori di tre superficie di or

dini mn m 2, m 3, passanti per una curva d’ordine n e genere p, vale

MjMgMg — (m{ -f  m2 -b m 3 4)n -b (2p — 2),

sicché V equivalenza della curva è

(mi -b m2 -b m3 — 4)n — (2p — 2).

Questa formula concorda con quella ottenuta nel § 45 
del L. 3° (vol. II, pag. 312, cfr. l’errata corrige) dove al posto 
del genere p figura il numero dei punti doppi apparenti

!)(—  Q)_

Notizia; storica. Il termine di « equivalenza », nel senso 
qui usato, è stato introdotto da Oa y l e y  (1870). La determi
nazione dell’equivalenza d’una curva risale a S a l m o n  (1847, 
1849, 1866): Salinoli stesso, Oayley (1869), e più compieta- 
mente N other (*) (1871) trattano anche casi più generali in 
cui si considerano tre superficie per una curva multipla.

Infine otteniamo la costruzione della serie canonica 
su G (o su C') considerando le intersezioni di essa con le 
superficie W d’ordine m  =  m 4 4 - m 2 — 4 che passano per gli i 
punti comuni a O e C': infatti (ragionando come nel para-

di Annali di Mafc., serie 2 \  t. Y.
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grafo precedente) il grappo delle intersezioni di W con (7, 
fuori degli i punti nominati, sommato con due sezioni piane, 
riesce equivalente al gruppo jacobiano della segata dai 
piani per una retta r.

Così appare che le W d’ordine m, condotte per i punti 
comuni a (7 e <7', segano gruppi canonici tanto sull’una come 
sull’altra delle due curve. Ma il risultato si può precisare nel 
senso che le serie suddette sono complete, ed anzi sussiste il 
teorema più espressivo cbe:

Se la curva C è intersezione parziale di due superficie F k 
e F 2 d’ordini ml e m2, seeantisi ulteriormente in una curva C\ 
le superficie W d’ordine m =  mL -f  m2 — 4, passanti per la C\ 
segano su C la serie canonica completa (Ncìther).

Per dimostrarlo si consideri anzitutto la serie segata 
sopra la curva C da tutte le superfìcie W d’ordine m: questa 
serie ha 1’ ordine 2p' — 2 i, e quindi è non speciale e di
dimensione

/  — 2 +  i -  V,

designandosi con e ;> 0 la defìcenza della serie stessa. Costrin- 
gelido una W a contenere p — 1 +  i -  e' punti generici di C\ 
si avrà quindi una superfìcie W passante per (7', e la dimen
sione del sistema delle W passanti per C' risulterà

Nm — (p — 1 i) -p £ .

Ora la serie segata sopra C dalle W passanti per C' ha 
i ’ ordine 2p — 2, e quindi la dimensione

p — 1 — e

con e^O . Perciò, costringendo una W, che già passi per C\ 
a contenere p — e punti generici di (7, si avrà una W conte
nente l’ intera curva C C' : si trova così che la dimensione 
delle W per (7-f-<7' vale

Nm — (p — 1 -1- i) — p -f- e -f- e.

Ma il teorema
W=zAF l +  B F % 

ci ha già dato che questa dimensione vale:

N _ PXY m J. ,
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dove
P = mlm2(ml 4- m2 — 4)_ 4 - 1

è il genere dell’ intersezione completa di F i e jF2, cioè della 
curva composta G 4- G' :

Si deduce
P =  p-\-p  4- i -  J.

£ =  £' =  0. c. d. d.

§ 49. Formula di postulazione: curve del massimo genere. —
Abbiamo veduto che una curva (7, di ordine n e genere p, equi
vale a un certo numero di punti comuni per tre superficie di 
dati ordini che debbano contenerla. Da un altro punto di vista 
la curva G conta pure come un certo numero di punti, cioè 
rispetto alle condizioni che essa impone alle superficie di dato 
ordine che debbano contenerla: e codesto numero ha rice
vuto da C a y l e y  (*) il nome di postulazione.

Per determinare la postulazione di G rispetto alle super
ficie di un qualunque ordine m, si consideri la serie lineare grmn 
segata su G da tutte le superficie del detto ordine: la postu
lazione di G vale r 4- l .  Infatti le superficie d’ordine m pas
santi per r +  1 punti generici di G conterranno interamente (7, 
mentre ciò non accade in generale per le superficie costrette 
a passare soltanto per r di essi. Del resto in ciò che precede 
si è già avuto luogo di applicare questo ragionamento rela
tivamente a casi particolari.

Ora, per calcolare la postulazione di C rispetto alle super
ficie d’ ordine m, occorre determinare la dimensione r della 
nominata serie grmn. FD un limite superiore di r è dato subito da

r < m n — p

per mn >  2p — 2, giacché in questo caso la serie non è spe
ciale. Ma si può vedere di piriche: per m abbastanza elevato 
la serie grmn riesce completa (la G non avendo punti doppi) e 
quindi, per mn >  2p— 2, si ha proprio

r  =  mn —p.

(9 Proceedings of thè Malli. Society, vol. Ili, 1870.
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Il limite inferiore di m per cui si può accertare V inte
grità della detta serie, può determinarsi in due modi, dimo
strando che :

1) Se la C è intersezione completa o parziale di due 
superficie d’ordini mL e «i2, riesce completa la serie segata 
dalle superficie d’ ordine

m  >  -4- m 2 — 4 ;

tuttavia questa serie è la serie canonica, cioè speciale d’in
dice 1, se si tratta di una intersezione completa, e vale il 
segno di uguaglianza : sicché allora r =  mn — jp 1 = |> — L

2) In ogni caso le superficie d’ordine n — 2 segano 
sulla O d’ ordine n una seria completa non speciale.

Il teorema 1) è sostanzialmente dimostrato nel paragrafo 
precedente, dove si è fatto vedere che le superficie d’ordine 
m =  ml ~hm2—4 segano su ciascuna delle due curve com
plementari C e C", una serie completa non speciale, mentre — se 
C è intersezione completa — segano su di essa la g?>~\2 com
pleta. Lo stesso ragionamento si può ripetere passo a passo 
per superficie d’ordine m^>mL +  m2 — 4, in base al teorema 
dell’JJF -+•!?©, applicando il quale però convien contare le 
diverse rappresentazioni possibili di una medesima superficie W 
quando 1’ ordine di questa sia m >  -1- m2 (cfr. § 15, pag. 126,
dove tuttavia si esamina la questione, equivalente, di quando 
sia A f = B y ) .  Si perviene cosi alla conclusione enunciata.

Per giustificare il teorema 2) si considerino le

( n — l)(n — 2)‘ d = --------------   p

corde di C passanti per un punto 0 : i coni d’ordine n — 2 
passanti per queste corde segano ulteriormente su G una 
serie completa non speciale, quale è determinata sulla proie
zione di 0  dalle curve aggiunte d’ordine n — 2. A fortiori 
le superficie passanti per i 2n punti d’ appoggio delle nomi
nate corde segano ulteriormente su C una serie completa 
non speciale. Ora, per il nostro scopo, basta riconoscere che 
quei 2d punti di appoggio offrono condizioni indipendenti 
alle superficie d’ ordine n — 2 che debbono contenerli; ma 
ciò si verifica costruendo una superficie d’ordine n — 2 che 
contenga 2d — 1 fra i detti punti e non il rimanente, quale
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sì ottiene aggiungendo ad un cono d’ordine n — 3, conte
nente d — 1 corde di (7, un piano che i>assi per uno solo fra 
i due punti d’appoggio della corda rimanente. Dove occorre 
avvertire che il detto cono non passa di conseguenza per la 
d-esima corda, perchè i d punti doppi della proiezione di C 
offrono condizioni indipendenti alle curve d’ordine n — 3 che 
debbono contenerli (cfr. § 11, pag. 89).

Riassumiamo le conclusioni ottenute:
La postulazione d’ una curva gobba senza punti doppi, di 

ordine n e genere p, rispetto alle superficie d7 ordine m, vale certo

ogniqualvolta sia
m n — p -f~ 1,

m >  n — 2,
ovvero

m >  ml -I- m2 — 4, mn >  2p — 2,
dove ml e m2 designano gli ordini di due superficie seganlisi 
lungo C.

Se la C possiede punti doppi (ma non multipli) la postu
lazione è la medesima, purché si consideri il genere virtuale 
di (7, ritenendo i punti doppi virtualmente inesistenti.

Per la teoria delle superficie interessa specialmente il caso 
in cui la C possegga un certo numero i di punti tripli, per 
cui essa passa con tre rami non tangenti ad un piano. In 
questo caso si valuterà la postulazione di C considerando le 
superficie d’ordine m che passino — acquistando ivi dei punti 
doppi — per gli i punti tripli, le quali segano ulteriormente C 
in mn — 6i punti : così, per i valori di m abbastanza grandi per 
cui la segata riesce completa e non speciale, si avrà

r — m n — (> / — p ,
designando p il genere effettivo di 0; e quindi se m è ancora 
abbastanza grande perchè gii i punti tripli di C offrano con
dizioni indipendenti alle superficie d’ ordine m che vi passano 
doppiamente, la postulazione di C varrà

r +  1 =  mn — — p -\-l.

Queste formule di postulazione, dopo O a y le y  (1880), sono 
state stabilite più perfettamente da N othek (*) in ipotesi assai

(4) « Sulle curve multiple di superficie algebriche ». Annali di Mat 
serie 2% t. 5 (1871).
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generali, dove s’ impone ad una superfìcie di passare per una 
data curva con una certa molteplicità, e in varii modi poi trat
tate ed estese al caso di curve singolari qualsiansi da Ca st e l 
li uovo (L) ed E n r iq u e s  (2).

Quando si sappia che la serie segata sopra una curva C 
dalle superfìcie d’ordine m sia non speciale, senza sapere che 
è completa, si ha almeno, se non esattamente la postulazione 
di (7, un limite superiore di questa. Ora, per riconoscere la 
non specialità della serie abbiamo usato della condizione suf
ficiente mn >  2p — 2; però questa condizione non è necessaria 
e, indipendentemente da essa, intervengono altri criteri di 
riconoscimento. Infatti possiamo dimostrare che:

Sopra una curva d9 ordine n le superficie F m d9 ordine

segano certo serie non speciali.
Per vederlo, procediamo per assurdo, supponendo dunque 

che le superficie di quest’ordine m seghino su <7 una serie 
speciale gmn di dimensione rm (serie contenuta nella serie 
canonica ^  teorema di Riemann-Rocli dice che ogni
gruppo G„, sezione piana di (7, appartenendo ad una gfx (com
pleta o no) offre al più n —3 condizioni ai gruppi canonici 
che debbano contenerlo; a fortiori il Gn offrirà al più n — 3 
condizioni ai gruppi della nostra gmn contenuta nella g%f\2ì 
cioè alle superficie F m che debbano contenerlo. Dunque le 
superficie F m le quali passino per n —3 punti di una sezione 
piana di (7, passeranno di conseguenza per i rimanenti tre 
punti. Ma per m sufficientemente alto ciò riesce impossibile, 
perchè si può costruire una F m composta di piani che passi 
per almeno n — 3 di quei punti e non per i rimanenti. Invero, 
ammesso che il piano contenente il Gn non passi per una (*)

(*) « Sui multipli di una serie lineare di gruppi di punti appartenente 
ad una curva algebrica ». Circolo Mat. di Palermo, 1893.

« Alcune proprietà fondamentali dei sistemi lineari di curve tracciate 
sopra una superfìcie algebrica ». Annali di Mat., serie II, t. 15 (1897) - 
cfr. nn. 9 e 10. (Cfr. il citato trattato di P icard et Simart).

(2) « Introduzione alla geometria sopra le superficie algebriche ». Me
morie della Società italiana delle Scienze detta dei X L  (1894): n. 37.
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delle oo2 trisecanti di (7, si prenda un primo piano per due 
punti del Gni un secondo piano per altri due, e così di seguito: 
si ottiene in tal guisa una superficie Fm d’ordine m che con
tiene 2m punti del Gn senza contenere i rimanenti n — 2m,ef 
per n — 2m <  3 cioè

si è costruita così una F m che contiene almeno n — 3 punti 
del Gn senza passare per i rimanenti: conclusione che appunto 
abbiamo rilevato contraddire all’ ipotesi della specialità della 
serie segata sulla C dalle F m.

Esemplificazioni del teorema precedente sono le seguenti: 
Per ?i =  6 si consideri la sestica 06 intersezione completa 

d’una quadrica con una superficie cubica: su CCì le superficie 
6 3<V ordine 2 > — segano una serie non speciale, mentre le

superficie d’ordine inferiore, cioè i piani, segano la serie 
canonica.

Per n =  9 si consideri la curva <7y intersezione di due 
superficie cubiche: su <7y le superficie d’ordine 3 = ^ -  —
segano una serie non speciale, mentre le superficie d’ordine 
inferiore segano serie speciali, la serie canonica venendo 
data dalle quadriche.

Ora il risultato sopra ottenuto conduce a risolvere l’ im
portante problema di « determinare il massimo genere delle 
curve gobbe di dato ordine n ».

A tale scopo si confrontino le dimensioni rm e rm_A delle 
serie segate sopra C rispettivamente dalle F m e dalle -Fm_A : 
costringendo le F m a contenere un gruppo Gn, sezione piana 
di (7, si avrà un certo numero sm di condizioni, e le F m conte
nenti il Gn segheranno su C una serie contenente quella segata 
dalle -Fm_A o — in particolare — coincidente con essa, sicché

ossia
 ̂m 1 m—i d

 ̂m  ̂m — m*

Ora si può vedere che, per m < n — 3
9

è in ogni caso :

«m >  2m,
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cioè
: 2in 4- 1.

Infatti, per m < - ,  si può costruire una F m composta
di m piani che contengano m coppie di un Gn sezione piana 
generica di (7, senza contenere i rimanenti punti.

Il confronto delle diseguaglianze ottenuto ci dà

rm — rm- l >  2m +  1.

Scriviamo accanto alla relazione r i =  3, le successive di
suguaglianze che si ottengono da questa dando ad m i va-

^ _2
lori 1, 2, 3 . . . .  fino al massimo intero |i contenuto in ——  ̂?

— 2]
■*= —  j:

' ,  =  3

a)

r t  —  r ;  >  5  

r 3 —  r„ >  7

»> — »•(!_, >  2|x 4*- ] ;
sommando avremo

Applichiamo ora il teorema che la serie segata dalle su-
^ _g

perficie Fp è  non speciale, essendo |ji> — ; avremojj
p,

» |J. — p  >  [ì.([ì  -4- 2 ) .
e quindi

Di qui si ricava
p <  — jx([A +  2 )  =  ( i ( n  — |jl — 2 ) .

Per esprimere il limite superiore di p in funzione soltanto 
di n, distinguiamo i due casi

i l  —  2
~ 2 ~  
n — 3 
~ 2 ~  ’

n pan, n — 2'[X =
2 J

n — 2’1J- — 2 J
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V <
’n  — 2\s _ . («  — l)(n — 3)
, 2 j ’ 4

In conclusione:
II massimo valore, che possa avere il genere di tuia curva 

d’ ordine n è :
In — 2\2 per n pari P =  —-—

per n dispari p _ (n — DO* — 3) 
4

cioè in ogni caso
P  = Qi~2)2

4

Affinchè questi massimi valori siano raggiunti, bisogna 
die in tutte le relazioni a) valga il segno di uguaglianza, e 
in particolare che sia r2 — rA =  5, donde

r2 =  8.

Di conseguenza la quadrica che passa per 9 punti generici 
della G la contiene per intero, cioè

Le curve di genere massimo fra  quelle di dato ordine ap
partengono ad una quadrica.

Dopociò si verifica che il massimo valore del genere

P = (n -  2)2
4

viene effettivamente raggiunto, tanto per n pari che per 
n dispari.

Infatti per n pari riesce di genere 2)2 la curva di
ordine n intersezione completa di una quadrica con una su-

nperfide d’ordine che viene proiettata da un punto della
quadrica in una curva piana d’ ordine n con due punti mul- 

ntipli secondo invece per n dispari si ottiene la curva di 
genere massimo segando la quadrica con una superficie di
ordine n -h  1 che passi per una sua generatrice : poiché la2
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proiezione, da un punto della quadrica, della curva così otte
nuta è una curva piana d’ordine n con un punto multiplo
d’ordine ì̂ - j~  e un altro d’ ordine  ̂ Aggiungasi che
qualunque altra curva d’ordine n tracciata sulla quadrica 
risulta di genere inferiore al massimo, come appare da ciò 
che la sua proiezione piana da un punto di quella possiede 
due punti multipli per cui la somma delle molteplicità è 
uguale a n.

Concludiamo enunciando il
Teorema di H a l p h e n . Le curve di dato ordine per cui 

il genere riceve iì massimo valore

P  — (n -  2)2 
4

appartengono ad una quadrica e sono V intersezione di questa, 

con una superficie d’ordine - ,  ovvero con una superficie d’or

dine ■- - passante per una sua generatrice.

Nota. La vìa che abbiamo tenuto per determinare le curve 
del massimo genere, appartiene a Oa st e l n u o v o , che nelle sue 
« Ricerche di Geometria sulle curve algebriche » (*) ha esteso 
il teorema alle curve iperspaziali : precisamente egli ha dimo
strato che il massimo genere d’ una curva d’ordine n appar
tenente allo S y vale

P  = ì
r - 1-1 ( r - 1 ) )
~ 2 ~ ~ ' /C _ '2 ~  V

n — rdesignando % il minimo intero non inferiore a ^--- ~. E, per
n >  2r, la curva d’ordine n e di genere massimo dello Sr 
giace sopra una superficie d’ordine r — 1 di quello spazio: 
che è  una rigata o una superficie di V e r o n e s e  per r — 5.  
Estensioni di questo resultato alle curve di genere P —l e  
P  — 2, sono state date da G. F a n o  nella memoria « Sopra le

(') Atti dell’Accademia di Torino, 1889. Cfr. « Sui multipli d? una 
«mio lineare di gruppi di punti.... » (Circolo di Palermo, 1898) e il citato 
volume di P icard et S imart.
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curve di dato ordine e dei massimi generi in uno spazio 
qualunque » (’).

 ̂ 50. Curve tracciate sopra un inonoide di dato ordine. —
Per studiare le curve di dato ordine, in luogo di partire dalle 
curve piane di genere p — 0, 1, 2..., e determinare le g\ sopra 
di esse, si può riferirsi a un monoide che le contenga, e cer
care le curve d’ordine n tracciate su questo. A tal uopo 
giova considerare la rappresentazione del monoide sopra un 
piauo, che si ottiene proiettando il monoide stesso dal suo 
centro: la quale rappresentazione, che è stata già studiata 
nelle « Lezioni di Geometria descrittiva », giova qui breve
mente richiamare.

Sia F  una superfìcie monoidale d’ordine m, con un punto 
(«i — 1 )-pZo 0 :

z _  JnMi)

Da codesto centro 0 si proietti la superficie sopra un 
piano a: un punto generico A  di F  dà luogo a un punto A ' 

di a; e, reciprocamente, ogni punto generico A! di a nasce 
da uh punto A  di F.

Panno eccezione :
1) Sopra la superficie F  il punto 0, la cui proiezione 

riesce indeterminata; per ragioni di continuità bisogna con
siderare come corrispondenti ad 0 (o al suo intorno) tutti i 
punti, della curva fondamentale / OT_,(a:y) =  0, d’ordine rn — J, 
che si ottiene come traccia su a del cono osculatore in 0.

2) Sul piano a i punti comuni alle due curvo f m 
e , che sono punti base per il sistema lineare ! ? costi
tuito dalle curve

? =  «*/«-, H- tyfm -i -+■ efm -+- dfm—i =  0, 

immagini delle sezioni di F  eoi piani

ax +  hy -t- cz rf =  0 :

a co d est i p u n ti fondamentali corrispon d ono le  re tte  dei tno- 
n o id e  p er  O, ch e in g en era le  saranno, com e i d etti p u n ti, in

i1} f̂emori*; deU’ÀoemU'imri di Torino* J.80$,
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numero di m(m — 1); ma in casi particolari potrà accadere 
che il sistema |cp| abbia un punto base r-pZc, che sarà traccia 
di una retta r-pla di F , assorbente r2 rette semplici.

Le curve G , d’ordine n, che appartengono al monoide jF , 

senza passare per 0, si proiettano in curve C\ dello stesso 
ordine, aventi n intersezioni variabili con le curve cp, imma
gini delle sezioni piane.

Eeciprocamente si consideri nel piano a una curva C\ 
d’ordine n, che abbia n intersezioni variabili (cioè fuori dei 
punti base) con le curve del sistema |cp|: è chiaro che C  è 
immagine di una curva C di F  che, essendo segata dalle 
sezioni piane, ossia dai piani, in n punti, deve avere come C  
l’ordine n. E siccome la G ha lo stesso ordine della proie
zione <7', non passa certo per 0. Ciò appare anche sopra il 
piano a, dal considerare che la C  sega in n punti la curva 
composta della linea fondamentale / m_A e di una retta, e che 
d’altronde essa ha già n intersezioni con questa retta, sicché 
le sue intersezioni con /„ ì__i sono tutte assorbite dai punti 
fondamentali.

Ove si considerino invece le curve C d’ordine n che 
appartengono al monoide F  e passano semplicemente per 0, 
si avrà che le proiezioni G' sono d’ordine n — 1, ed hanno 
n intersezioni variabili con le cp ed una intersezione con la 
curva fondamentale / m_ A fuori dei punti fondamentali, etc.

Pertanto la ricerca delle curve d’ordine n tracciate sul 
monoide F, e non passanti o passanti semplicemente per 0, 
e quindi delle curve G senza punti multipli, si riduce alla 
risoluzione d’ un problema d’analisi indeterminata. Per sem
plicità riferiamoci all’ipotesi in cui F  possieda m(m — 1) rette 
semplici, e quindi vi sieno su a altrettanti punti fondamen
tali 1,- 2 ... i ... e designamo con la molteplicità
di G' nel limito i : avremo per le G non passanti per 0

mn — S%i =  n, 

e per le G passanti semplicemente per 0 

m(n — 1) — Zxì =  n.

Eisolvendo, rispetto alle xi9 queste equazioni d’analisi 
indeterminata, si ottengono tutte le famiglie di curve d’ or-
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dine n senza punti multipli, che appartengono al monoide F: 
dove tuttavia conviene por mente alle condizioni di irridu
cibilità.

Aggiungiamo l’osservazione esplicita che « le intersezioni 
complete della superficie F  con le superficie d’ordine r, sono 
rappresentate da curve d’ordine rm passanti r volte per tutti 
i punti fondamentali, e reciprocamente tutte le curve d’or
dine rm con le dette molteplicità rappresentano intersezioni 
di F  con superficie d’ordine r ». La proposizione diretta 
segue dal considerare che il sistema lineare delle superficie 
d’ordine r si può determinare combinando linearmente gruppi 
di r piani. L’inversa si dimostra facilmente; ma ci limiteremo 
per semplicità al caso in cui r =  2. Si tratta di provare che 
le curve 02m d’ordine 2m, passanti doppiamente per i punii 
fondamentali, sono soltanto le oc9 immagini delle sezioni qua
dri che e non più. Ora se vi fossero cnA° C2m, le C2m costrette 
a passare per un altro punto della curva fondamentale, d’or
dine m — 1, si spezzerebbero in questa e in oo9 Cm_3ri, pas
santi semplicemente per i punti fondamentali e secanti sulla 
curva fondamentale la gfn completa segata dalle rette; quindi 
le Cm+i costrette a contenere un gruppo della g2m e un altro 
punto fondamentale sarebbero c o 0, mentre queste curve si 
spezzano nella curva fondamentale e in una delle oo5 coniche.

L’esempio più semplice della rappresentazione piana 
d’un monoide si ha nel caso m =  1, in cui si è ricondotti 
alla nota proiezione stereografica della quadrica. Qui le 
curve cp, immagini delle sezioni piane di F 2, sono le coniche 
passanti per due punti fondamentali 1 e 2 (che sono distinti 
quando F 2 non sia un cono), a cui rispondono le due rette 
(generatrici di diverso sistema) di F 2 passanti pel centro di 
proiezione 0, l’intorno del quale è rappresentato sul piano a 
dalla retta 1 2; i due fasci di rette per 1 e 2 rappresentano 
le due schiere di generatrici.

Data l’arbitrarietà del centro di proiezione su F 2J in 
questo caso la ricerca delle curve G d’ordine n tracciate 
su F 2 può limitarsi all’ipotesi in cui le C non passino per 0. 
Perciò si ha da risolvere soltanto l’equazione in numeri 
interi

2n — {x{ -4- x2) =  n,
cioè

xi -\-x2 =  n.
Y. KNRIQUKS -  III. 35
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E si trova che: le curve irreducibili d’ ordine n appartenenti 
ad una quadrica si distribuiscono su di essa in n — 1 fa 
miglie, le curve d’ una famiglia (r, n — r) segando le genera
trici d’ una schiera in r e quelle dell’ altra in n — r plinti: 
del resto ogni famiglia (r, n — r) si spezza in due sistemi 
corrispondenti allo scambio dei numeri r e n — r, salvo na
turalmente la famiglia , - j corrispondente ad un n pari.

Ora le curve sezioni di F2 con una superficie d’ordine r 
appartengono alla famiglia (r, r); e, reciprocamente, come 
abbiamo già osservato in generale.

Da ciò risulta che, per 2r <  r, le curve, d’ ordine 
0(v> n_n del tipo (r, n — r) si ottengono su F 2 come sezioni 
ulteriori di superficie dJ ordine n — r, passanti per n — 2r ge
neratrici (n — r)-secanti. Infatti se nella rappresentazione piana 
si aggiungono alla proiezione C  della nostra curva n — 2r rette 
passanti per il punto fondamentale di molteplicità r <  n — r, 
si ottiene una curva d’ordine 2n — 2r immagine di una inter
sezione completa.

Consideriamo una curva C(Vt n_ n (r <Cn — r) sopra F 2 : sa
pendo come essa si ottenga quale intersezione di F 2 con una 
superficie passante per n — 2r generatrici, si potrebbe cal
colare il suo genere pr sulla base del teorema di N other 
del § 48, che dà sulle nostre curve la serie canonica; ma 
dall’esame della proiezione piana risulta direttamente

_(n — l)(n — 2) r(r — 1) (n — r)(n — r — 1) __
Vr— 2 2 2 '  —

=  (r — 1 )(n — r — 1 ).

Si può anche calcolare il numero qr dei parametri da cui 
dipendono le curve gobbe C(r, appartenenti a quadri citi ; 
sopra una data quadrica l’infinità della famiglia delle dette 
curve è

n{n +  Z) r(r-l-l) (n — r)(n — r +  1)
‘2---  ~  2— ' ~    2  ' =  +  — r '

e quindi, per n >  4, si ha

qr =  n(r -t- 1) — r2 -t- 9.

Da questa formula appare che le curve gobbe d’ordine n,
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C(rin_m appartenenti a quadriche, formano nello spazio un 
sistema sovrabbondante con qr >  4n parametri, appena sia

n(r 4-1) — r2 4- 9 >  4n,
cioè

(n — r — 3)(r — 3) >  0.

Questa disuguaglianza per n >  4 (non potendo essere in
sieme r <  2, n — r <  2) significa

r > 3 , — r >  3.

Dunque formano un sistema sovrabbondante le curve gobbe 
che posseggono due schiere di quadrisecanti, la superficie dop
piamente rigata di queste essendo una quadrica. In questo 
enunciato una retta secante in r >  4 punti viene ritenuta 
come una quadrisecante.

All’opposto se per la C\rfn_ r)J appartenente ad una qua
drica, si ha

n(r 4 -  1) — r2 4-9  — 4n =  (n — r — 3)(r — 3) <  0, 

cioè, per n >  5,
r  <  3 ( r  n  —  r ) 9

le C(r, n _ n  si presentano come casi particolari di curve gobbe 
dello stesso ordine n che non stanno in generale sopra una qua
drica. Ciò accade dunque per le curve (razionali o iperellit- 
tiche) che sono unisecanti o bisecanti le generatrici di una delle 
due schiere sopra una quadrica.

Soltanto le quinticlie (di genere 2) appartenenti a qua- 
driche e secanti le generatrici delle due schiere in 2 e 
3 punti, contengono 20 parametri e perciò esauriscono le 
famiglie delle quintiche gobbe di genere 2.

In fine il caso che a priori si sarebbe potuto credere 
regolare, in cui le curve d’ordiue n >  4 tracciate sopra qua
lifiche formino una famiglia con 4n parametri, è caratteriz
zato dalla proprietà che le generatrici di una schiera siano 
esattamente trisecanti.

Quando si proponga di classificare le curve gobbe di un 
dato ordine n, la rappresentazione piana della quadrica basta 
soltanto a risolvere il problema nei casi ?i =  3 (cubiche gobbe)
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e n =  4 (quartiche di genere p =  l, 0, dette di prima e se
conda specie; cfr. L. 3', § 18, vol. II, pag. 145). Ma per clas
sificare le curve gobie del quinl’ ordine, occorrerà usare anche 
la rappresentazione piana della superficie cubica con punto 
doppio.

Il genere di una quintica gobba C. non può superare il
r(5 -2 )2]valore massimo P== =  2 , ciò che segue già dal con

siderare che la proiezione della Gb da un suo punto è una 
quartica di genere ] )< 3  e che perciò la g* segata dai piani è 
non speciale. Procediamo dunque a discutere i casi p — 2, 1, 0.

. La Cb di genere massimo p =  2 appartiene sempre ad una 
quadrica (ciò che qui appare direttamente perchè la serie 
segata dalle ©o9 quadriche è una glQ di dimensione < 8): e 
nello studio della rappresentazione della quadrica abbiamo 
visto che codeste Gb bisecano le generatrici di una schiera 
e trisecano le altre; così una C~ si presenta come interse
zione parziale della quadrica con una superficie cubica che 
passa per una generatrice trisecante. L’ infinità delle super
ficie cubiche F z contenenti la Gb risulta quindi essere uguale a 5, 
il che significa che le ©o19 superficie cubiche segano sulla 0 5 una 
serie di dimensione 13. cioè completa: l’ infinità anzidetta si 
determina osservando che le F z per (75 segano sulla qua
drica oo1 rette, e che aggiungendo la condizione di contenere 
un altro punto della quadrica si trovano le ©o:J F z spezzate 
in una quadrica e in un piano.

Per p =  1 si vede anzitutto che la C* non può stare sopra 
una quadrica, giacché nella classificazione delle quintiche trac
ciate sopra quadriche si trovano soltanto quintiche G{2>z) e 0 (1>4) 
di genere 0 e 2. Ma per la nostra con p =  1 passano 4 su
perficie cubiche jF3; infatti le superfìcie cubiche dello spazio 
segano su Gh una gir> non speciale di dimensione <  14; anzi, 
una serie completa la cui dimensione è precisamente 14 trat
tandosi di superficie d’ordine 3 > 5  — 2 (cfr. § 49, pag. 536). 
Ora fra le o c 4 F z per Gb ve ne sono ©o3 dotate di punto doppio, 
ed anzi ve ne è una (monoidale) che possiede un punto 
doppio 0 assegnato ad arbitrio nello spazio. Per proiezione 
da 0 la Cb dà una curva piana Cb, con 5 punti doppi, che 
cadono in 5 fra i 6 punti fondamentali per la rappresentazione 
piana del monoide; infatti le 5 corde di Gb per 0, avendo due 
intersezioni con F z, fuori di 0, appartengono al monoide Fz*
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lieciprocnmente si vede die mia curva Cb' passante dop
piamente per 5 fra i 6 punti fondamentali del piano, lia 
5 intersezioni variabili con le cubiche per codesti 6 punti 
(immagini delle sezioni piane di jF3), e perciò- rappresenta 
una C~ appartenente ad j F 3 . Si trovano così, sopra j F 3 , o o 5 C5 
di genere 1 ; e, tenuto conto che vi sono oAs monoidi cubici 
e che una Cf appartiene a oo3 superfìcie siffatte, si ritrovano 
i 20 =  4-5 parametri pertinenti ad un sistema di curve gobbe 
(non speciali) del quint’ordine. Aggiungiamo che la quintica 
piana CJ passante doppiamente per i punti fondamentali 
1 2 3 4 5, diventa immagine dell’ intersezione completa con 
un’altra superficie cubica, quando vi si aggiunga una quar- 
tica GY/  passante triplamente per il punto G e semplicemente 
per i punti 1 2 3 4 5. Da ciò si deduce che la quintica di ge
nere 1 è intersezione parziale di due superficie cubiche secali- 
tisi ulteriormente in una quartica di seconda specie.

Passiamo alle qui litiche di genere 0. Per una tal Cf pas
sano <x>:ì superficie cubiche, le quali sono certo irriducibili 
se — come qui supporremo — la C. non appartiene ad una 
quadrica, e fra le dette superficie vi sono oo2 F.ò dotate di 
un punto doppio 0 , generalmente fuori di C5. Rappresen
tiamo sopra un piano a il monoide _F3 per proiezione da 0 : 
la immagine di Cf, dovrà avere G punti doppi, o molte
plicità equivalenti rispetto al genere, nei punti fondamen
tali 1 2 3 4 5 6 (appartenenti ad una conica f 2), per cui pas
sano tutte le cubiche cp immagini delle sezioni piane. Ma 
la C.' non può avere come doppi codesti G punti, perchè 
avrebbe soltanto 3 invece che 5 intersezioni variabili con le cp; 
tenuto conto di ciò si vede che la CJ deve passare triplamente 
per un punto, per es. 1, doppiamente per altri tre, p. es. 2, 3, 4, 
e semplicemente per uno dei rimanenti, p. es. 5.

Aggiungendo alla GV una quartica C\' che passi tripla
mente per 6, doppiamente per 5 e semplicemente per 2, 3, 4, 
si otterrà l’ immagine di una intersezione completa di F s 
con un’ altra superfìcie cubica. Ma la C/ si spezza necessa
riamente nella retta 5 6, immagine di una retta di F3 non 
passante per 0 , e in una cubica passante doppiamente per 6 
e semplicemente per 2, 3, 4, 5, la quale rappresenta una cubica 
gobba di F s : e questa cubica gobba e la retta precedentemente 
nominata non hanno punti a comune, perchè le loro immagini 
piane si segano soltanto in punti fondamentali.
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Tenendo presente anche ciò che si è detto per le quin- 
ticlie appartenenti ad una quadrica, concluderemo che: la 
quintica gobba Cb di genere 0 si può ritenere in generale come 
intersezione parziale di due superficie cubiche irriducibili, se- 
cantisi ulteriormente secondo una cubica, gobba e una retta 
senza punti comuni. Però nella famiglia oc20 delle C5 vi 
sono ooiS quintiche particolari che non appartengono ad al
cuna superficie cubica irriducibile, le quali sono date da inter
sezioni di una quadrica con una superficie del quart’ ordine 
passante per ire generatrici dello stesso sistema.

§ 51. La rappresentazione piana della superfìcie cubica.—
Lo studio contenuto in questo paragrafo, a cui si è condotti 
naturalmente dalla estensione delle cose precedenti, servirà 
qui per la determinazione di importanti classi di curve gobbe 
(§ 52), e costituisce d’altronde una parte essenziale della teoria 
generale delle superficie cubiche, che — insieme ai cenni con
tenuti nel L. 3°, §§ 10 e 19 (cfr. L. 4°, § 38, vol. II, pag. 626) — 
vale a dare una veduta abbastanza completa delle proprietà 
elementari di codeste superfìcie.

Nel paragrafo precedente abbiamo ottenuto la rappre
sentazione di una superficie cubica con punto doppio, sopra 
un piano a, dove le immagini delle sezioni piane costitui
scono un sistema di cubiche cp passanti per sei punti posti 
sopra una conica. E conviene osservare che reciprocamente 
questo sistema rappresentativo

-+- Vf3( a w 3) -+- =  0

può essere assegnato ad arbitrio (con la condizione che vi 
siano 6 punti base sopra una conica): infatti ponendo

X; =  <pi(xLxìx.J i =  l, 2, 3, 4,

si costruisce una, superficie F, rappresentata, punto per punto 
sul piano in guisa che le immagini delle sezioni piane sono 
le cubiche cp, s é c a n t i s i  a due a due in tre punti variabili: da 
ciò risulta che la F  è una superficie incontrata da una retta 
(intersezione di due piani) in (re punti, e perciò (l’ordine 3 ; si 
vede poi che la F  possiede un punto doppio 0 , corrispondente 
alla conica fondamentale del sistema | c p | :  infatti vi sono 
cubiche cp spezzate nella detta conica e in una retta, a cui
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rispondono piani di una stella di centro 0 , e le rette per 0 
segano F  in un sol punto variabile.

Ora si consideri un sistema lineare oo3 di cubiche cp pas
santi per sei punti base 1, 2, 3, 4, 5, 6, in posizione generica, 
lasciando cadere la condizione che essi appartengano ad una 
conica: la superficie P, definita come innanzi, risulta ancora 
del terz’ ordine, ma priva di punti doppi; infatti, senza esami
nare per quali legami fra-i punti fondamentali possa sorgere 
un punto doppio di JF, appare qui che il sistema delle super
ficie F  così rappresentate contiene entro di se il sistema ooi8 
dei monoidi, ed è oo19, sicché la rappresentazione data si rife
risce alla superficie cubica F :ì affatto generale.

Ohe una superficie F s senza punti doppi si rappresenti 
sempre biunivocamente su un piano a (in guisa che le imma
gini delle sezioni piane siano le cubiche per 6 punti del piano) 
può apparire tanto più sorprendente, perchè ciò è impossibile 
ad ottenersi mediante proiezione da un punto. Ma in diversi 
modi si può dare una costruzione diretta che faccia corrispon
dere ad ogni punto di F.ò un punto del piano, con inversione 
parimente univoca. Il modo più semplice è offerto dal vivi odo 
della proiezione sghemba.

Si ricordi che la F s generale (cioè senza punti doppi) 
contiene 27 rette (cfr. L. 3°, § 19, vol. II, pag. 155) fra cui 
si possono scegliere due rette sghembe a e l. Per ogni punto P  
di F3 passa una retta incidente ad a e che va ad incontrare 
un dato piano a in un punto P', e viceversa per P  passa una 
sola retta incidente ad a e b che incontra jF3, fuori di queste 
rette, soltanto nel punto P.

Secondo questa costruzione, le immagini delle sezioni piane 
di F.s risultano in generale quarticlie; ma si ottiene la pre
cedente rappresentazione mediante cubiche per 6 punti, quando 
si assume un piano a passante per una terza retta c di P3 inci
dente ad a e &, che sappiamo esistere certo sulla P 3 generale (1).

Infatti le rette incidenti ad a e b e a una cubica sezione

(l) Dei resto il sistema rappresentativo delle cubiche si deduce dal 
sistema delle quartiche (che possiede in generale due punti base doppi e 
cinque punti base semplici) mediante una trasformazione quadratica. È 
opportuno che lo studioso si eserciti a trovare la rappresentazione piana 
più generale della F 3 mediante quartiche, di cui qui è fatto cenno, e a 
indicarne la trasformazione quadratica induttrice. Cfr. Enriques: « Le
zioni di Geometria descrittiva », § 71.
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pinna (li F 3 (la quale incontra a e 1) in due punti) formano 
una rigata di grado 2 • 3 • 1 *1 — 2 =  4, che contiene c e perciò 
sega il piano a secondo uua cubica. Si vede poi che queste 
cubiche immagini delle sezioni piane di _F3 passano per i due 
punti comuni a c e alle rette a e b che sono doppie per la 
rigata, e inoltre per altri 4 punti fìssi, tracce per altrettante 
rette di F 3 incidenti ad a e 1).

Quest’ultima osservazione risulta dalle proprietà di inci
denza delle 27 rette di una superficie cubica per cui vi sono 
5 rette incidenti ad a e h (*); ma senza richiamare tali pro
prietà basta notare che il sistema rappresentativo di F 3 
deve avere 6 punti base, perchè le curve di esso si seghino 
a due a due in 3 punti variabili. Così appare che, con qua
lunque metodo si sia riferita la superficie cubica al piano per 
modo che le immagini delle sezioni piane risultino cubiche, 
due di queste devono avere sei intersezioni fisse, e perciò il si
stema rappresentativo deve possedere 6 punti base semplici (di
stinti o infinitamente vicini) o in particolare un punto doppio A 
e due punti base semplici : ma in tal caso, le sezioni piane 
di F 3 essendo di genere zero, la superficie possiede una retta 
doppia e risulta una rigata: le cui generatrici vengono rap
presentate dalle rette per A.

La costruzione precedente ci ha condotto a rappresen
tare sul piano, mediante un sistema di cubiche, immagini 
delle sezioni piane, la superficie cubica F 3 affatto generale, 
a cui appartengono 27 rette distinte. Senza bisogno di esa
minare minutamente quando e come la costruzione stessa si 
applichi nei vari casi particolari, basterà osservare che :

1) Le 27 rette di F 3 rimangono sempre distinte fino 
a che la superficie non acquisti punti doppi. Infatti queste 
rette hanno come proiezioni, da un punto generico 0 di F 3, 
27 bitangenti della quartica immagine del contorno appa
rente (la 28-esima è la traccia del piano tangente in 0 ), e tali 
bitangenti rimangono certo distinte fino a che la quartica 
non acquisti punti doppi : che è impossibile, se non vi è un 
punto doppio sopra F 3, quando si supponga che nessuna retta 
di F 3 passi per 0 .

( l ) Nel L. 3°, § 19 (vol. II, pag. 156) si è rilevato che ogni retta a  

appartiene a 5 trilateri di jP3, ed è ovvio che ogni trilatero contiene una 
retta incidente ed una sghemba a b.
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2) La superfìcie cubica F 3 dotata di un punto doppio 0 
(che non sia triplo) si rappresenta sul piano per proiezione 
da 0 ; come si è visto, e poiché in 0 confluiscono due rette 
distinte o infinitamente vicine di JP3, questa proiezione cen
trale appare come caso limite della proiezione sghemba del 
caso generale. Il sistema rappresentativo risulta sempre un 
sistema di cubiche, e, soltanto nel caso delle F z rigate, pos
siede un punto base doppio in luogo di quattro fra i punti 
base semplici (1).

3) Quando la Fz acquisti un punto triplo essa diventa 
un cono, e la rappresentazione di questo sopra il piano riesce 
impossibile, a meno che il cono stesso non possegga una 
generatrice doppia (riducendosi il suo genere da uno a zero). 
Infatti se il cono di genere uno potesse — in qualunque 
modo — essere rappresentato punto per punto sopra il piano, 
alle generatrici del cono corrisponderebbero nel piano le curve 
di un sistema oo1 di genere 1, soddisfacente alla condizione 
che per un punto generico ne passi una; ma, per il Teorema 
di L ü r o tïï applicato all’ involuzione segata sopra una retta, 
questa proprietà caratterizza nel piano i fasci lineari (cfr. L. 2°, 
 ̂ 14, vol. I, pag. 231), che sono enti razionali.

Riassumendo enunceremo che: Ogni superficie cubica, che 
non sia un cono ellittico, si può rappresentare sul piano me
diante un sistema di cubiche con 6 punti base (distinti o infi
nitamente vicini o ridotti ad un punto doppio e due semplici).

La rappresentazione della superficie F z mediante il sistema 
delle cubiche piane cp per sei punti I, 2, 3, 4, 5, 6, comunque 
sia ottenuta, mette in evidenza le 27 rette appartenenti alla 
superficie cubica generale e le loro relazioni di incidenza. In 
breve basti dire che codeste rette sono rappresentate:

1) dai 6 punti base 1, 2, 3, 4, 5, 6 (supposti distinti), e 
più propriamente dai loro intorni del prim’ordine, poiché 
ogni 9 possiede nel punto 1 una tangente, e quindi all’ in
torno di 1 risponde su F s una curva che incontra i piani in 
un punto variabile;

2) dalle 15 rette che congiungono a due a due

(l) In tal caso il sistema rappresentativo si può ridurre, con una 
trasformazione quadratica, e un sistema lineare cc3 di coniche per un 
punto (Cfr. E n r i q u e s , 1. c.).
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i 6 punti fondamentali, e segano le <p, fuori di questi, in un 
punto variabile;

fondamentali (e non per il sesto), le quali pure incontrano 
le cp in un sol punto variabile.

Qui riesce opportuno precisare un’osservazione fatta in
nanzi, rilevando come il numero delle 27 rette si riduca quando 
la F 3 acquisti un punto doppio. Infatti le 27 rette si riducono 
a 21 quando accada una delle seguenti circostanze:

1) Se il punto fondamentale 2 diventa infinitamente vi
cino al punto 1, nel qual caso le oo2 cp costrette ad avere ivi una 
tangente generica acquistano un punto doppio, segandosi fuori 
di questo in un solo punto variabile: in questo caso le 4 rette 
2 3, 2 4, 2 5, 2 6, vengono a coincidere con le 1 3, 1 4, 1 5, 1 6, e 
così vengono a coincidere le due coniche 1 3 4 5 6  e 2 3 4 5 6 ;  
ma d’altra parte, per ciò che è osservato innanzi, l’intorno del 
punto 1 non rappresenta più una retta, bensì un punto doppio, 
(centro della stella di piani corrispondenti alle oc2 cp passanti 
doppiamente per 1); invece l’ intorno del punto 2, che diventa 
ora del second’ordine rispetto a 1, rappresenta sempre una retta.

2) Se tre punti fondamentali 1, 2, 3 vengono su una 
retta (fondamentale), cui risponde un punto doppio su F 3.

3) Se i sei punti fondamentali vengono sopra una conica, 
che — come si è visto — rappresenta un punto doppio di F 3.

Lo studioso noti come questi tre casi si riducano l’uno 
all’altro mediante trasformazioni quadratiche, che abbiano 
come fondamentali tre punti base delle y.

Dall’esame delle rette appartenenti alle F 3 si passa subito 
a quello delle coniche. La rappresentazione piana ne fornisce 
27 sistemi associati alle 27 rette, in quanto che una conica 
è sezione di F 3 con un piano che ne contiene una retta. Si 
avranno dunque: 6 fasci corrispondenti ai fasci di rette per 
uno dei punti 1, 2,.,... 6 ; 15 fasci corrispondenti ai fasci di 
coniche per 3, 4, 5, 6, etc.; e 6 fasci corrispondenti ai fasci 
di cubiche passanti doppiamente per 1 e semplicemente per 
2, 3, 4, 5, 6, etc. E un fascio d’un tipo si ridurrà a quello 
d’un altro mediante una trasformazione quadratica.

Passiamo a ricercare le cubiche gobbe appartenenti a F.ò: 
vediamo che esse si distribuiscono in 72 reti omaloidiche (cioè 
costituite di curve secantisi a due a due in un punto). Infatti

coniche che passano per cinque punti
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le curve immagini sul piano rappresentativo dovranno avere 
tre intersezioni variabili colle cubiche per 1, 2, 3, 4, 5, 6, e 
quindi apparterranno a una delle seguenti reti omaloidiche : 

la rete delle rette del piano;
— 20 reti di coniche per 1, 2, 3, etc.;

6 «5 =  30 reti di cubiche passanti doppiamente per 1 
e semplicemente per 2, 3, 4, 5 ma non per 6, etc.;

|jjj =  20 reti di quartiche con tre punti doppi 1, 2, 3 e
tre punti semplici 4, 5, 6, etc.;

la rete, in fine, delle quintiche che passano doppiamente 
per 1, 2, 3, 4, 5, 6.

Queste reti, riferite al piano rigato, conducono a 72 rap
presentazioni della F3, proiettivamente distinte, in cui il sistema 
rappresentativo delle sezioni piane è egualmente costituito da 
cubiche per sei punti.

Si noti anche che le suddette reti vengono associate a 
coppie, dove due cubiche associate sono sezioni complementari 
di F 3 con una quadrica : ciò appare a chi consideri che le 
oc9 sestiche piane passanti doppiamente per 1, 2, 3, 4, 5, fi 
sono immagini delle sezioni quadriche di Fr

Qui conviene invitare lo studioso ad osservare che, quando 
la superficie F3 acquisti dei punti doppi, il numero delle reti 
di cubiche gobbe sopra di essa si riduce, ma rimane sempre 
almeno una rete di cubiche gobbe, finché la F3 non diventi 
rigata, ovvero non acquisti un punto doppio uniplanare così 
specializzato che per esso passi una sola retta, cioè tale che 
i tre fasci di sezioni tacnodate per esso, le quali corrispon
dono ai tre punti doppi infin itameli te vicini (1), vengano a 
coincidere: in questo caso infatti il sistema rappresentativo 
sul piano viene costituito dalle cubiche cp passanti per i sei 
punti comuni a una cp e a una sua tangente di flesso contata 
due volte.

L’ esistenza dJ una rete di cubiche gobbe sopra F 3 assume 
speciale importanza grazie al seguente teorema:

Se da tre punti (semplici) A, B, C della superficie si man
dano le corde relative a ciascuna cubica gobba K  d’una rete trac-

(1) Cfr. L. 4°, § 36, vol. Il, pag. 597.
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data su quella, si ottengono tre stelle omografiche ; e la super
ficie viene generata come luogo delle intersezioni dei inani omo
loghi di queste stelle. Tale generazione proiettiva appartiene ad 
ogni superficie cubica non rigata, fatta  eccezione per il caso che 
essa possegga un punto uniplanare per cui passi una sola retta.

Per dimostrarlo, si osservi anzitutto che la corrispondenza 
stabilita fra le stelle 5, C e la rete delle cubiche E  è biu
nivoca, poiché vi è una sola corda per A ad una 2T, e reci
procamente una retta per A sega JF3 in due punti per cui 
passa una E . Dopociò consideriamo le cubiche della rete 
di F 3 come sezioni delle quadriehe per una cubica comple- 

» mentare E ', e facciamo vedere che ai raggi di un fascio, in 
un piano n per A, rispondono le cubiche E  per un punto 
fisso Q (costituenti un fascio entro la rete). Infatti segando F 3 
con K si ha una cubica ellittica f 3 sopra cui le E  determinano 
una che si può segare mediante le coniche che passano 
per i tre punti, 1\ 1\ T3, tracce di E'] quindi le terne 
della g~ò costrette a contenere due punti 1\ e P 2 di F3 alli
neati con A passano di conseguenza per un punto fisso Q 
di / 3, che risulta comune a tutte le coniche per 2\ 2\ T3 P i P 2.

Pertanto si avrà fra le rette delle stelle A, B e <7 una 
corrispondenza’biunivoca tale che a ogni fascio di rette per A 
corrisponde (un fascio di cubiche e quindi) un fascio di rette 
per B e uno per (7. E poi chiaro che tre piani omologhi 
Ti, tu', 7u", rispettivamente per A , P , (7, si incontrano in un 
punto della superficie cubica, e cioè nel punto Q (die prima 
abbiamo costruito sopra n) che riesce base per il fascio di cu
biche E  corrispondente ai tre piani.

Nota storica. La teoria della superficie generale del terzo 
ordine si inizia con la scoperta delle 27 rette fatta da Cayley 
e da Salmon nel 1849 e con quella del pentaedro di Syl- 
vester (1851) (cfr. L. 3°, § 10). La generazione della superficie 
mediante tre stelle proiettive di piani, rientra in una genera
zione generale delle superficie di dato ordine resa nota da Gras- 
smann nel 1855, che fu particolarmente studiata in rapporto alla 
superficie cubica da Schrother nel 1863, e poi da Cremona (*)

6) « Mémoire de Geometrie pure sur les surfaces du troisième ordre ». 
»T o u r n a i  f i l r  M a t h .  Bd. 68 (1868). Opere, tomo III, png. 1.
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e Sturm (l), nelle loro fondameli tali memorie premiate dal
l’Accademia di Berlino del 1866, in cui vengono dimostrate 
le proprietà semplicemente enunciate da Steiner (?) nel 1857.

A rigore Grassmann giustifica soltanto la proposizione 
diretta che « tre stelle proiettive di piani generano una su
perficie cubica », mentre la descrizione effettiva di una super
fìcie cubica data è stata conseguita da Cremona (completata 
da Sturm nel 1905); nella forma da noi esposta innanzi il 
teorema si trova in Sturm.

Tuttavia il fatto che la generazione con tre stelle proiet
tive di piani conduca alla superfìcie cubica più generale, 
risulta da ciò che la suddetta generazione porta a scrivere 
l’ equazione della superficie cubica:

« > x ( l  x

^  X Vce V'x

OII

jr
ì G 06 ^  X V X

dove i termini del determinante sono forme lineari nelle 
x L x 2 X s x a 5 e m  questa rientra in particolare l’ equazione ca
nonica di O ayley-Salm on

2)
0 ?/i *i .

yàhVs -+- — Z 0 y* = 0
y3 3̂ 0

Appunto in tal forma la cosa era nota a Schlafli fin dal 
1854, e fu poi anche oggetto di corrispondenza fra Schlafli 
e Steiner (3).- Il modo più rapido di giustificare l’equazione 
canonica 1) o, in particolare, la 2), è un computo di costanti; 
il secondo tipo dice che una superficie cubica generale appar
tiene ad un fascio contenente due terne di piani: e combi
nando linearmente due terne di piani (dipendenti ciascuna 
da 9 parametri) si ottengono appunto oo19 superficie cubiche.

La circostanza notevole che la generazione proiettiva 
della F 3 (non rigata) ammetta un caso d’eccezione è stata 
rilevata dal Segre (1906) (3).

(1) « Syntlietifiche Untersueliinigen iiber Fliiclien 3 Ordnung » Lipsia, 
1867,

(2) Werke, II, pag. 649.
(3) Cfr. SeOìus. Archiv der Malli, und Phys., 1906.
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Aggiungiamo che, ili connessione ai resultati generali di 
Grassmaun, Steiner ha messo in luce altre notevoli genera
zioni della superficie cubica, su cui qui non ci infingeremo.

La rappresentazione piami della F 3 è stata scoperta con- 
temporaneamente da Clebsch (4) e Cremona nel J866, par
tendo dalla generazione proiettiva innanzi indicata. Clebsch 
deduce da questa la risoluzione analitica dell’equazione cubica 
omogenea in 4 variabili, ponendo in sostanza una corrispon
denza proiettiva fra una delle stelle generatrici di piani e il 
piano rappresentativo; per Cremona la rappresentazione viene 
subordinata ad una trasformazione birazionale cubica dell’ in
tiero spazio. La rappresentazione diretta della superficie cubica, 
che sopra abbiamo ottenuto mediante la proiezione sghemba 
di Steiner, s’ incontra in S t u r m  (*).

Un’esposizione analitica della teoria delle superficie cu
biche trovasi in Salmon-Fiedleb « Analitische Geometrie des 
Baumes », vol. II, 3a ed., Lipsia, 1880; un’esposizione sinte
tica in Beve « Die Geometrie der Lage », vol. I l i ,  4* ed., 
Lipsia, 1910.

Per più ampie notizie sull’argomento rimandiamo all’ar
ticolo « Flàchen dritter Ordnuug » di L. B e r z o l a r i, che costi
tuisce il Oap. 34 dell’ultima edizione del Pascal’s Bepertorium.

§ 52. Curve gobbe tracciate sopra ima superficie cubica. —
La rappresentazione piana della superficie cubica generale, che 
abbiamo svolta nel precedente paragrafo, reca un importante 
contributo alla teoria generale delle curve gobbe, permettendo 
di determinare le classi di curve che appartengono a superficie 
cubiche. Infatti, seguendo il procedimento che abbiamo spie
gato nei casi n =  1, 2, 3, la ricerca delle curve Cn , di un dato 
ordine n, appartenenti ad una _F3, si riduce a quella delle 
curve piane Cm\  di un ordine incognito m, che segano le 
cubiche cp (immagini delle sezioni piane) in n punti variabili, 
e quindi posseggono nei punti fondamentali 1, 2, 3, 4, 5, (>, 
delle molteplicità xn  x2ì æa, œ4, æ5, æ6, tali che

i=6
3m — ^  xi =  il.

i— 1

P) Journal tur Malli., t. 65.
(2) « Die Lelne von den geom. Verwamltsehaften » II, Lipsia, 1908.
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Il problema è così ricondotto a un’ equazione di analisi 
indeterminata, cui si debbono aggiungere le disuguaglianze 
relative alla effettiva esistenza della Cm' irriducibile.

Qui conviene notare che può sempre supporsi m < n ,  
perchè se m >  n, le quintiche passanti doppiamente per i 
punti 1, 2,... 6, segano le Cm‘ in 2n — m<in  punti variabili, 
e quindi la trasformazione cremoniana del quint’ordine in cui 
a codeste quintiche corrispondono le rette conduce a un’altra 
rappresentazione della jF3, in cui ancora le immagini delle 
sezioni piane sono cubiche (per sei punti) e dove la nostra Cn 
è rappresentata da una curva d’ ordine

Anzi più precisamente si può dimostrare che: data una 
curva irriducibile Cny d’ ordine n, appartenente ad una super
ficie cubica F 3, si può sempre rappresentare la F s sul piano 
in guisa che la Cn abbia per immagine una curva dello stesso 
ordine n (e quindi la Cn potrebbe particolarizzarsi in modo che 
appartenga a un monoide cubico, senza contenerne il centro).

Per giustificare questa utile osservazione, procederemo 
induttivamente, supponendo che essa sia stabilita per i valori 
inferiori ad ny poiché si è già visto che essa vale per i primi 
valori di n: n =  1, 2, 3.

Mostreremo che la nostra Cn si può sempre ritenere 
come intersezione parziale di F.ò con una superficie F m di 

2 nordine m < ~ , sicché l’ intersezione complementare sia unao
curva A3m__n d’ordine 3m — n<^n, quindi sceglieremo una 
rappresentazione piana di F.ò dove l’ immagine di Asia dello 
stesso ordine 3m — n; in conseguenza l’immagine della (7 +  A, 
che è intersezione completa di una F my risulterà una curva 
d’ordine om spezzata in due parti d’ordini 3m — n e n, la 
seconda delle quali rappresenterà la Gn.

Per rendere effettiva la dimostrazione così indicata, resta 
solo da riconoscere l’esistenza di una F m irriducibile passante

2 nper Cn, quando è in <  —.O
A tal uopo si calcoli la dimensione del sistema di tutte 

le F m dello spazio, che vale

ni =  2 n — m <  n
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e si noti che la dimensione della serie che esse segano sopita C„ 
è in ogni caso

rm <  n»>,

sicché, l’ infinità delle F m per On sarà almeno

f” 3~ 3) ~ 1 “

scriviamo che questo numero supera l’ infinità delle F m spez
zate nella F 3 e in una qualunque superficie d’ordine m — 3:

r n - ’ - f .....

A calcoli fatti questa disuguaglianza dà

t 2u m +  1 >  — ,

come occorre per la nostra dimostrazione.
Possiamo dunque dire che la ricerca delle curve d’ or

dine n appartenenti a superficie cubiche (dove non si abbia 
a tener conto delle mutue relazioni delle diverse famiglie 
sopra una stessa superficie) dipende semplicemente dall’equa
zione di analisi indeterminata

cioè
3n — Sxì =  n

S Xi =  2 n.

Vogliamo valerci della rappresentazione piana delle su
perficie cubiche per determinare tutte le curve gobbe (V ordine 
n < 9, per i più grandi valori del genere; e potremo sup
porre n >  5, perchè per n <  5 la determinazione è già stata 
fatta innanzi. Per n <  9 possiamo comprendere nella nostra 
determinazione tutte le curve speciali, per cui — 3.

Per n =  6, una curva speciale CG ha il genere' p =  4, ed 
è la curva canonica intersezione completa di una superficie 
cubica con una quadrica.

Per n =  7, una curva speciale Cn ha il genere p >  5; ma 
se essa non sta sopra una quadrica, il suo genere è inferiore
al valor massimo (7 -  2)2

4 =  6, e però vale p =  5 ; di conse-
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guenza la serie segata dalle superficie cubiche sulla (X è 
mia gr2V di dimensione r <  16, e vi sono per la 0 7 (almeno) oc2 
superficie cubiche. Dunque le <77 cercate si trovano fra le inter
sezioni parziali di due superficie cubiche F 3, le quali avranno 
ulteriormente a comune una curva del secondo ordine, che 
a priori può supporsi una conica o una coppia di rette sghembe.

Ora senza ricorrere alle formule che danno il genere 
delle intersezioni parziali di due superficie (cfr. § 48), si vede 
qui che nella rappresentazione piana di una F s può assumersi 
come immagine della G1, di genere p =  5 , una Cr7/ la quale passi 
con le molteplicità tre per due punti fondamentali 1 e 2, e con la 
molteplicità due per i rimanenti punti fondamentali 3, 4, 5, 6, 
riuscendo così complementare di una conica per questi rispetto 
al sistema oo18 delle CQ' che passano triplamente per i sei punti 
fondamentali, e che rappresentano le intersezioni complete 
della F3 con le altre superficie cubiche dello spazio. Invero 
una (77, intersezione residua della F 3 con un’altra superficie 
cubica per due rette sghembe (rappresentate dall’intorno del 
punto 1 e dalla conica 2, 3, 4, 5, 6), si può supporre rappre
sentata da una 0 7' che abbia un punto 4-pZo in 1 e un punto 
doppio nei rimanenti punti fondamentali 2, 3, 4, 5, 6, sicché 
il suo genere risulta p =  4.

Per n =  8, una curva speciale (78 ha il genere p ;> 6 
e p < 9 , sicché in ogni caso la serie segata su Cs dalle su
perficie cubiche è una non speciale di dimensione r <  18; 
di conseguenza la (7S appartiene ad almeno una superficie 
cubica, irriducibile o no. Ma per il valore massimo p =  9, 
sappiamo già che la (7S appartiene ad una quadrica e quindi 
non può essere contenuta in una superficie cubica irriducibile. 
Kestano da esaminare i valori p =  8, =  7, p =  6.

Ora, per p =  7, 8 la nostra Os appartiene ad (almeno) oo1 
superficie cubiche e quindi, se non sta sopra una quadrica, si 
presenterà come intersezione di due Fz con una retta a 
comune; ma nella rappresentazione piana di una F z questa 
intersezione parziale può supporsi avere per immagine la 
curva Cs' che passa triplamente per i punti 1, 2, 3, 4 e dop
piamente per i punti 5 e 6, onde risulta p =  7 (d’accordo col 
fatto che essa incontra in 4 punti la retta complementare e 
che il genere della curva composta, calcolato secondo la for
mula del § 37, pag. 425, vale 10). Si deduce che per p =  S 
non vi sono altre Gè che quelle appartenenti ad una quadrica

F. ENRIQUES -  III, 30
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(e secanti i due sistemi di generatrici in 3 e 5 punti); in
vece per p =  7 non è possibile costruire Cs appartenenti 
ad una quadrica, e quindi tutte le C8 di genere p — 7 sono 
intersezioni parziali di due superficie cubiche con una retta 
comune.

Per p =  6 si osservi anzitutto che non si trovano C8 sopra 
una quadrica. Ora una C8 sopra una jF8 irriducibile non può 
appartenere ad una seconda superficie cubica, poiché altri
menti risulterebbe l’ intersezione parziale sopra determinata, 
che ha p =  7; ma per la C8 passano (almeno) oo7 superficie Fi 
del quart’ordine, irriducibili, fra le c o 34 superficie del quart’or
dine dello spazio; e l’intersezione residua di una di queste F 4 
con jF3 sarà una quartica C4 variabile in un sistema di una 
cèrta dimensione æ, che facilmente possiamo calcolare. Invero 
una F 4 che passi per ,08 +  e contenga mi altro punto di F 8 
deve spezzarsi nella jP3 e in un piano residuo, sicché

7 — x — 1 = 3 ,
ovvero

7 e —.x — 1 = 3 ,

nel caso che le F4 per 08 fossero oo7+£; onde si deduce in 
ogni caso

.r >  3.

Ora vi sono sopra F 3 due specie essenzialmente diverse 
di sistemi di quartiehe 04 : i sistemi oo4 delle C4 ellittiche, 
sezioni delle quadriche per una conica, e i sistemi oo3 delle C4 
razionali, sezioni delle quadriche per due rette sghembe; nella 
rappresentazione piana, una C4 della prima specie può assu
mersi rappresentata da una C4 che passi due volte per i punti 
fondamentali 1 e 2, e semplicemente per i punti 3, 4, 5, 6. 
mentre una C4 della seconda specie può assumersi rappresen
tata da una <7/ passante doppiamente per i punti J, 2, 3, e 
semplicemente per 4 e 5. Quindi la C8 intersezione residua 
di F 3 con una _F4 per una C4 vien data rispettivamente nei 
due casi: da una C8 passante doppiamente per 1 e 2 e tri
plamente per 3, 4, 5, 6, ovvero da una C8 passante doppia
mente per 1, 2, 3, triplamente per 4 e 5, e quadruplamente 
per 6. Ma la prima C8 è quella di genere p — 7, già innanzi 
determinata come intersezione parziale di due F z.\ mentre la 
seconda C8 ha precisamente il genere p — 6. In conclusione



(JA I*ITOLO Y 563

la Cs con j) =  6 si ottiene come intersezione parziale di una F3 
con una F 4 passante per una quartica di seconda specie.

Per n — 9 ci lini ite remo a, cercare le curve in cui il genere 
assume i valori p =  12, 11, 10.

Anzitutto sappiamo che le C9 di genere massimo p — 12 
appartengono ad una quadrica, segando le generatrici dei 
due sistemi in 4 e 5 punti.

Per p — ìl  abbiamo la sorpresa di trovare che non esi
stono curve gobbe d* ordine 9 (senza punti doppi). Infatti si 
vede anzitutto che non vi sono curve di questo genere sopra 
una quadrica: invero quella di genere immediatamente infe
riore a 12 è la C9 (sezione d’una F& per 3 generatrici di F2) 
che sega le generatrici in 3 e 6 punti, per cui il genere vale 
p =  10. In secondo luogo, se esistesse una Gg con p — \ 1, si 
trova che per essa dovrebbero passare almeno oo2 superiicie 
cubiche irriducibili: il che è assurdo, perchè una CQ comune 
a due F s è la curva base di un fascio di F.ò (ogni superiicie 
cubica per Gg costretta a contenere un altro punto di una 
di queste F z coincide con essa).

Pestano a costruire le Gv di genere p =  10. Abbiamo già 
veduto che esiste una famiglia di C9 siffatte appartenenti ad 
una quadrica, e si verifica che il numero dei parametri da cui 
dipendono queste C9 vale 27 -t- 9 =  36 (= 4 • 9). Ora per una C9 
con p =  10 passano almeno oc1 superficie cubiche, e quindi, se 
la Cy non sta sopra una quadrica, essa risulta l’ intersezione 

" completa di due F 3 irriducibili: effettivamente questa interse
zione completa ha il genere p ~  10, ed è suscettibile di variare 
in una famìglia contenente 36 parametri (36 essendo l’ infinità 
dei fasci contenuti nel sistema ooiy delle superficie cubiche 
dello spazio).

La conclusione a cui siamo arrivati è molto istruttiva:
Per n =  9 esistono due famiglie distinte di curve C9 di 

genere p =  10, contenenti egualmente 4 • 9 =  36 parametri, cioè : 
le intersezioni complete di due superficie cubiche, e le Od sezioni 
ulteriori di una quadrica e di una superficie del sesto ordine 
per tre rette sghembe (A).

Secondo H a l p h e n , queste due famiglie di O9,10 si pos
sono distinguere introducendo un nuovo carattere, che desi-

(‘) W evic Dissert izioni di Gottinga, 1873; H a l p h e n : Bullettìn de la 
Société Mathématique, 1874.
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gneremo con v, cioè l’ordine minimo di un cono che debba
contenere le d = (n I ) ( n — o\

p corde passanti per un
punto: qui per entrambe le C,u 10 si ha (7, =  18, ma per quelle 
della prima famiglia v =  4 (§47. pag. 526'), mentre per quelle 
della seconda v =  5.

§ 53. Notizia sulla classificazione delle curve gobbe. — 
Dopoché S alm on  ebbe distinto le curve del quart’ordine di 
genere 0 e 1 (1850), le curve del quarto e del quinto ordine 
sono state determinate da Oa y l e y  per mezzo della rappresen
tazione monoidale (1862-64), quelle del quinto, sesto e settimo 
ordine da W eyr  (1873-74) sebbene queste determinazioni non 
siano complete. Quindi W eyr  e H a l p h e n , come è detto in
nanzi, scoprirono la circostanzanotevole che esistono due tipi 
distinti di curve del nono ordine e di genere dieci (1873, 74).

Ora gli esempi che così si traggono dalle curve dei 
primi nove ordini, che abbiamo esaminato nel precedente 
paragrafo, rientrano in alcuni teoremi generali relativi alla 
classificazione delle curve gobbe appartenenti a superficie di 
dato ordine: il qual problema è stato trattato da H a l p h e n  
e NTo e t h e r  nelle loro memorie fondamentali del 1882.

Così la circostanza che le curve (l’ordine n =  8, 9, effet
tivamente esistenti sopra una superficie cubica irriducibile, 
devono avere il genere inferiore di più che un’ unità al mas- 

(n — 2)21si mo rientra nel generale
Teorema d i H a l p h e n : appartengono ad una quadriga non 

soltanto le curve d9 ordine n per cui il genere p riceve il valore 
massimo

(n — 2)2"1

cioè con

p =

d = (n — l )2

punti doppi apparenti, ma anche tutte le curve per cui

( n  — l)(w — 2)

cioè con d <

V>
(n — ì)(n — 2)

3 punti doppi apparenti.
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Pertanto nella classificazione delle curve (V ordine n si pre
sentano delle lacune per i valori del genere p compresi fra

\ n  -  2) 2 ~
e

l)fn — 2)

(limite inferiore escluso): i valori possibili di p corrispondendo 
ai valori interi di x per cui riesce

(a — l)(n — x — 1) (n — !)(??. — 2) 
6 ”

Un esempio di ciò si è presentato nella classificazione delle 
curve d’ordine 9, dove si è trovato mancare il caso p =  11. 

H a l p h e n  lia poi dimostrato che per ogni valore di

r ( n  —  i ) ( n  —  2 ) r
* ^ L -— i — J

esistono sempre curve d9 ordine n e genere p appartenenti ad 
una superficie cubica jF3; anzi per

cioè per
d <  3 ( n  —  2)2

queste curve esauriscono tutte le possibili famiglie di Cn,p; 
vale, a dire :

Ogni curva d9 ordine n9 di genere

V >
n 2 - \ -  3  

8

appartiene ad una superficie cubica (irriducibile o no).
Questa proposizione si estende, e  si ottengono così dei 

criteri generali secondo cui le curve C71iP, per le quali p riesce 
superiore a un certo limite, appartengono a superficie di un 
dato ordine m: tali risultati s’ incontrano in H a l p h e n , N o t h e r  
e  V a l e n t i n  e u .

Eileveremo qui un bellissimo
Teorema di N o t h e r . Le curve di genere massimo fra  

quelle di dato ordine che appartengono a una superficie F,
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sono sezioni di F  con una superficie*I> passante per una curva 
piana (che può essere intersezione completa o parziale di 
questo piano).

Infine diciamo qualcosa della ricerca dei caratteri capaci 
di definire le diverse famiglie di curve CìlfP.

I n  s e g u i t o  a l l ’ e s e m p i o  r e l a t i v o  a l l e  d u e  f a m i g l i e  d i s t i n t e  
di C 9 t l 0 9  di c u i  g i à  a b b i a m o  d i s c o r s o ,  H a l p h e n  h a  i n t r o d o t t o  
p e r  la  c l a s s i f i c a z i o n e  u n  n u o v o  c a r a t t e r e  —  c h e  n o i  a b b i a m o  
d e s i g n a t o  c o n  v —  c i o è  1’ o r d i n e  m i n i m o  d' u n  c o n o  c h e  c o n -
, . 7 (n — 1 )(n — 2) -| i t itenga le d =  ---------------   p corde della curva uscenti da
un punto: mediante il quale si esprimono alcuni dei teoremi 
cui sopra abbiamo accennato. E Cayley  (*) (1892-93) ha messo 
in luce alcune interessanti condizioni d’esistenza per le fa
miglie di curve con dati caratteri n, p, v: p. es. l’esistenza 
delle curve C coi caratteri n — 9, p — 12 (cioè A =  15), v =  4, 
richiede che le 16 corde costituiscano il gruppo base d’un 
fascio di coni del quart’ ordine.

Ma i caratteri n, p, v non bastano ancoi*a per la classi
ficazione delle curve gobbe; infatti già per a =  15, p =  2S 
(cioè d =  63), v =  9, esistono due diverse famiglie di curve, 
che lo stesso Halphen ha indicate, e ulteriormente distinte.

Infine l’analisi approfondita della questione fatta da 
Halphen conduce a ritenere non inverosimile che una clas
sificazióne completa delle curve gobbe esiga l’ introduzione 
di infiniti caratteri numerici.

Viste le difficoltà che presenta la classificazione delle 
curve gobbe secondo i criteri spiegati innanzi, Zeuthen  ha 
avuto 1’ idea di ricorrere, per tale scopo, alla ricerca delle 
forme degeneri costituite da n-lateri sghembi connessi: se 
una curva d’ordine n e genere p degenera in un n-latero 
con un certo numero r di vertici (punti comuni à due rette), 
fra cui s (<  r) appariscano punti doppi propri e r  — s come 
limiti di punti doppi apparenti, la formula che dà il genere 
della curva spezzata sarà p — s — (n I).

Ora si chiede « se e come tutte le curve (irriducìbili) di 
ordine n possano ottenersi a partire da n-lateri sghembi con
nessi, con r =  n — 1, n—  vertici, ritenendo un certo numero

(‘) « Papera » v. pa.g. 613, XIII, pag. 468.
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di questi come punti doppi propri e i rimanenti come im
propri », o in particolare « se tutte le curve d’ ordine n e 
genere p possano ottenersi a partire da n-lateri connessi 
con r =  p - \-n — 1 vertici (senza punti doppi propri) ».

Questo programma di ricerca appare in occasione d’ un 
concorso bandito dall’Accademia delle Scienze di Copenhagen 
nel 1901 (dove si mirava più strettamente a problemi d’or
dine numerativo). Ma la questione posta a concorso « se ogni 
famiglia di curve contenga forme degeneri costituite da 
n-lateri sghembi » rimase allora senza risposta, e solo nel 
1907 fu risoluta dal B r il l  per p <  2. Severi ha ripreso tale 
questione nelle sue Note dell’Accademia dei Lincei « Sulla 
classificazione delle curve algebriche.... del 1915 ». In queste 
Note e nella Anhang G. delle egualmente citate « YTorle- 
sungen » (dove lo studio viene esteso alle curve iperspaziali) 
si dimostra precisamente che « in ogni famiglia di curve gobbe 
(V ordine n e genere p, con moduli generali, esistono forme dege
neri costituite da n-lateri connessi dotati di p -f- n — 1 vertici ».

Anche in ogni famiglia di curve a moduli singolari esi
stono forme degeneri costituite da n-lateri (connessi), ma in 
questo caso, che è il più interessante per il nostro problema 
di classificazione, sembra più difficile provare la cosa essen
ziale che esistono n-lateri dotati soltanto di p -f- n — 1 vertici, 
sicché « tutte le curve d’ordine n (e genere p) i>ossano sempre 
ottenersi a partire da n-lateri connessi con p ~\-n — 1 vertici » 
e soprattutto che « ogni n-latero connesso con p -1- n — 1 ver
tici appartiene ad una famiglia di curve irriducibili di genere 
proprio uguale a p (e non minore di p) ».

Per mostrare come la considerazione delle forme dege
neri varrebbe a risolvere il problema della classificazione ri
porteremo infine l’esempio delle curve (79, 10, d’ordine 9 e 
genere 10, addotto da Severi. I due tipi distinti di O9li0 che 
sopra abbiamo riconosciuto, corrispondono :

1) al 9-latero costituito da 3 rette sghembe e da 6 rette 
incidenti ad esse;

2) al b latero intersezione di una superficie cubica con 
una terna di piani tritangenti (o più semplicemente al 9-latero 
intersezione di due triedri).

In ciascuno dei due casi si hanno precisamente 18 vertici.
Richiamiamo infine esplicitamente l’osservazione che pure 

s’ incontra in Severi che, a priori, due n-lateri non isomorfi



568 LIBKO QUINTO

possono appartenere alla medesima famiglia. Così, nell’esempio 
precedente, occorre dimostrare a posteriori che i due 9-lettevi 
danno luogo a due famiglie distinte.

Per più ampie notizie intorno alle curve gobbe riman
diamo ai due articoli di L. B e r z o l a r i  citati in principio.



Addizioni.

1. Sul teorema dell* 1 / +  By 15, 16, 4ìj. — Il con
cetto della dimostrazione di questo teorema che abbiamo 
adottato nel testo appartiene alla signora A n g a s  S cott : 
« A proof of Noether’s fondamental Theorem » (Math. An
nalen 52, 1899). Estensioni del teorema alle superficie e va
rietà a più dimensioni sono state date, dopo K o e t h e r , da 
S e v e r i , nei Rendiconti Lincei, 2 febbraio 1902, e-negli Atti 
dell’Accademia di Torino, 31 dicembre 1905.

2. Sulle curve con infinite trasformazioni in sè (§§ 26, 31 ). — 
Il teorema del § 31, die una curva con infinite trasformazioni 
birazionali in sè stessa è di genere p <  1 appartiene a S c h w a r z , 
N o t h e r  e K l e in . Anzitutto lo Schwarz (Journal fiir Math., 
t. 87, 1879) dette il teorema per le curve che ammettono un 
gruppo continuo di trasformazioni, e una lacuna della sua 
dimostrazione fu poi colmata dal Nother (Math. Annalen, 
t. 20 e 11, 1882-83)

Il Klein, in una lettera al Poincaré del 1882 (Acta Math., 
t. 7, 12) avvertiva che una serie infinita anche discontinua di 
trasformazioni permette già di concludere che il genere della 
curva vale 2> < L  La dimostrazione svolta nel testo s’ ispira 
a N ò t h e r  (1. c., t. 21), S eg r e  (« Introduzione... », 1894, n. 88) 
e a O h is in i  (Istituto lombardo, 1914).

La questione del numero di trasformazioni che possono 
appartenere ad una curva di genere p >  l, si collega alla 
ricerca del numero dei punti singolari distinti che si trovano 
sopra ad una curva di genere p >  1. A questo proposito 
H urw itz  (Math. Annalen, t. 41, 1892) valuta l’influenza che 
un punto singolare qualunque può avere sul numero dei punti
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d’ iperosculazione della curva canonica e giunge a ricono
scere che il numero dei punti singolari distinti è ;> 2p -+- 2 
(il segno di eguaglianza rispondendo al caso iperellittico). 
Limiti più alti sono stati dati dal S e g u e  (Lincei, 1899) e 
dalla sig.na C i p o l l a  (Lincei, 1905).

L’esistenza del gruppo misto oo1 di trasformazioni della 
curva di genere p =  'l, risulta dalla teoria delle funzioni ellit
tiche (teorema d’ addizione). Lo studio geometrico di tale 
gruppo è stato svolto dal S e g r e  nella Nota « Le corrispon
denze univoche sulle curve ellittiche » (Atti dell’Acc. di 
Torino, 1889); questa trattazione è ripresa e semplificata nel 
nostro § 27.

La teoria delle funzioni abeliane conduce ad estendere le 
corrispondenze puntuali delle curve ellittiche colla considera
zione delle corrispondenze tra gruppi di p punti sulla curva 
di genere ]> >  1 : lo studio geometrico di tale argomento tro
vasi in una Nota di Oa st e l n u o y o  (Istituto lombardo, 15 di
cembre 1892).

3. S u lla  non esisten za  di tra sfo rm a zio n i in  sè d e lle  curve  
a m od u li g en era li (§§ 31, 36). — Il teorema che una curva 
a moduli generali di genere p >  2 non possiede trasforma
zioni frazionali in sè stessa, è stabilito nel testo per p =  3 
(pag. 310), e risulta, in qualche modo, indirettamente dalla 
considerazione delle curve senza punti doppi (pag. 311); esso 
è stato poi esteso da p =  3 a p >  3 col metodo di degenera
zione (pag. 413).

Vale la pena di aggiungere la prova diretta del teorema, 
che qui indichiamo.

Se una curva Cp di genere p >  2 possiede trasformazioni 
in sè, essa deve ammettere una trasformazione ciclica d’ or
dine primo q (cfr. § 31, pag. 310). Quindi si trova su Gp una 
involuzione ciclica yj di genere t c > 0. Designando con d il 
numero dei punti multipli (q-pli) dell’ involuzione, avremo 
— per la formula di Zeuthen —

(2tt — 2 )q +  o(q — 1) =  2p —- 2.

Distinguiamo i due casi :

ti =  0 , n >  0.
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ìsTel primo caso
5 =  2 +  ^ - < 2  +  2^; q — 1 r ’

e i moduli della vetta q~pla su cui vieue rappresentata Cp 
saranno dati da 5— 3 birapporti, con

o — 3 <  2/> <  3p — 3 (p >  2) :

dove 3p — 3 è il numero dei moduli da cui dipende la più 
generale curva di genere p >  1 (cfr. 33).

Nel secondo caso i moduli da cui dipende la curva q-pla 
di genere tz su cui viene rappresentata la Cp saranno (tanto 
per ti >  1 che per tu =  1 ) — 3-1-5;
ma

e quindi la formula scritta innanzi ci dà

3tt — 3 -+- o <  2p — 2 <  3p — 3 (per p >  1).

Rileviamo esplicitamente che il teorema dimostrato con
tiene come corollario che « le curve di genere p >  2 di mo
duli generali non sono iperellittiche (cfr. pag. 99); anzi le 
curve iperellittiche sono caratterizzate entro la famiglia cor
rispondente al genere p, come curve particolari soddisfa
centi a 3p — 3 — (2p— l ) = p  — 2 condizioni fra i moduli » 
(cfr. pag. 90, 115, 366, 382, 411).

4. Sui punti razionali della cubica. — Alla letteratura 
indicata nel § 32 si aggiunga:

A. H urwitz « Ueber tornare diophantische Gleichungen 
dritten Grades ». Vierteljahrschrift der Naturforschende Ge- 
sellschaft in Zurich 1917.

In questa memoria (a pag. 226 del volume) è risolto con 
un effettivo esempio il dubbio critico affacciato nel nostro 
testo sull’ esistenza effettiva di cubiche con infiniti punti 
razionali. E d’altra parte sono discussi in maniera appro
fondita numerosi esempi di cubiche con un numero finito 
di punti siffatti.

3 tz — 3 <  (271 —  2 )q
% < o(q — 1) e  «:
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» bicanoniche, tricanonielle ecc.

- 98, 310.
» canoniche - 97, 309 (base per 

un sistema di quadriche) -106. 
>v combinazione lineare di due

altre ( A f £ y )  124, 131, 152, 
569.

» con infinite trasfor. proiettive
- 239, 241, 243, 247-49, 251, 569.

» con g2 - v. iperellittiche.
» dei primi generi - 45, 109-33,

356.
» di genere 1 (v. ellittiche).
» di genere due - 51, 53, 91, 93,

198, 310, 353.
» di genere tre - 54, 99, 109,

310, 354, 356.
» di genere quattro - 99, 109,

356, 539.
» di genere j) >  2 - 354, 413

(v. canoniche, iperellittiche, 
trasformazioni).

» di Klein-Lie - 241, 245, 247,
248.

» doppie - 430,- 436, 439.
» ellittiche - 51, 91, 344.
» ellittiche armoniche - 256,

259-60, 292, 294, 302, 412, 497.
» ellittiche equianarmoniche -

256, 260, 261, 294, 302, 413, 497.
» ellittiche multiple - 446, 452.
» ellittiche normali (condizioni

di proietti vità) - 254.
» ellittiche (trasforma/, delle) -

251, 252, 256, 262, 263, 275, 
345, 412.

» fondamentali per una rete -
182.

curve: fondam entali per una trasfor
mazione - 161.

» gobbe - 511.
» gobbo a. moduli particolari -

524.
» gobbe (degenerazione delle) - 

395, 396, 566.
» gobbe di massimo genere - 535, 

541, 542.
» gobbe di vari ordini (classifi

cazione) - 548, 560, 561, 563, 564.
» gobbe: intersezioni com plete -

525.
» gobbe intersezioni parziali -

514, 531, 532.
» gobbe (parametri da cui di

pendono) - 519.
» gobbe (rappresentazione an a li

tica) - 511, 512, 515.
» gobbe (serie canonica) - 526,

528, 531, 534.
» gobbe tracciate : sopra un mo

li oide - 543; sopra una qua- 
drica - 546; sopra una super
fìcie cubica - 558.

» iperellittiche - 90, 91, 95, 97, 
99, 121, 350, 353, 382, 411, 
571.

» iperspaziali - 34, 37, 39, 71, 89, 
(di m assim o genere) - 542 (v. 
canoniche).

» m ultip le - 35, 415, 427, 440^.
442, 444 (v. rette).

» norm ali - 37, 39, di C a y l e y  - 
152 (v. 118, 218), di R iemann

- 119, 152.
» piane d’ ordine m inim o - 118.
» piane irriducib ili Cn, p for

mano sistem a continuo - 366 .’
» piane (serie com pleta segata su)

- 88, 123, 144, 387.
» proiezione di un’ ultra - 37, # 

39. 89.
» razionali - 4, 7, 15, 48, 203, 

239, 251, 340; trasfor. proiet
tive delle - 207, 209, 214, 248, 
251.

» singolari (moduli) - 493, 497, 
499, 524
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curve: speciali - £9.

» spezzate (genere delle) - 399, 
400, 401, 403, 424 (v. degene
razione).

» trasform abili eremonianamen- 
te in rette - 188.

» trasform abili cremonianamen- 
te in cubiche - 190.

» (trasformazioni delle) - 113, 
239, 249-50, 309, 355, (v. gruppi, 
trasform azioni, ecc.).

» virtualm ente aggiunte - 137. 
cuspidale (ramo) - 60, 71 (vedi sin

golarità).

D

D edekind  - 138, 344.
De Franchis - 176, 198, 479. 
degenerazione: di una corrispondenza 

- 494.
» * di una curva - 389,

390, 395, 396, 405, (dei 
cicli) - 414.

» di una curva gobba -
395, 396, 566.

» proietti va (come curva
multipla) - 363.

D el Pezzo (teorema sulle sup. a sez.
razionali) - 107.

D el Re - 210, 238.
De-Jonquières - 64, 390, 392, 395.

» trasformaz. di - 160,
201.

denso (aggregato di punti razionali 
su cubica) - 350.

D ewulf - 175.
diedrico (gruppo) - 264 (v. trasform a

zioni).
differenza di c icli - 416.

» di serie - 44. 
differenziale (proprietà con carattere) 

- 56, 67.
dim ensione di una serie lineare - 29, 

38, 47, 82, 84-85, 137, 139, 
142, 387, 389, 409, 410.

» della serie canonica - 84, 
141.

dipendenza (di corrispondenze) - 499, 
505, 506, 507. 

diramazione (punti di) - 35, 92r 254, 
360, 428, 436.

» (curve doppie senza punti
di dira ni.) - 430, 440.

» (curve ellittiche multiple
senza punti di diramaz.)
- 445.

» curve multiple idem del
tipo ciclico - 444-45.

» massimo num. dei punti
di diramaz. per una cor
rispondenza - 485. 

Dirichlet (principio di) - 150, 371. 
discordi (corrispondenze) - 486. 
divisione di una serie lineare - 395 

(v. bisezione) 
doppia (curva o retta) - 35, 92, 97, 

430, 436, 439.
» serie - 43.
» piramide (gruppo della) - 2*25, 

doppio (punto per #*) - 55, 59, 63.

E

elementari (cicli) - 422.
» (corrispondenze) - 464. 

ellittiche (curve) - 51, 91, 254, 344, 446, 
452.

» curve multiple - 446, 452.
» funzioni - 433.
» involuzioni - 264, 271, 453,

454, 477.
» sistemi lineari di curve el

littiche e loro riduzione-192, 
193.
trasformazioni delle curve 
ellittiche - 251, 252, 256, 412. 

» trasformazioni delle curve
ellittiche (gruppi finiti) - 263. 

» trasformaz. proiettive delle
curve ellittiche normali - 
254, 262, 276.

Enriques - 41, 62, 77, 121, 155, 164, 
192, 200, 207, 218, 281, 343, 
354, 355, 373, 377, 403, 405, 
411, 445, 491, 538, 551.

37
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equazione (abelinna) - 440.
» canonica di Cayley-Salmon 

(per superficie cubica) - 557. 
cmjuì (inarmonica (curva ellittica) - 256, 

260-63, 413, 497.
» quantica gobba di

prima specie - 294, 
295, 302.

» quartica gobba di se
conda. specie - 217, 

» 237.
equivalenza di gruppi Gn di una serie 

- 37, 78, 491, 505.
» (formule di) -'531, 533.
» funzionale - 24.
» topologica - 24, 415, 456.

esistenza (teorema di) - 118, 149, 359, 
366, 369, 385, 429 (v. teor. di E ie- 
mann-Eoch - 86).

E ulero - 64, 145, 347.

- F
famiglia: di curve di genere p  (irridu

cibilità della) - 366, 376-81.' 
» di curve gobbe - 517, 519. 

521.
F ano - 200, 542.
fasci: di H alphen - 195, 345.

» diversi seganti una * stessa ■ </* 
su curva - 13.

» siz igetic i di curve e llittich e  nor
m ali - 270.

* di quarti che e llittich e - 298, 302, 
306.

F ermât (equazione di) - 347.
F erretti - 176, 198. 
tiessi (numero dei) - 70, 467.

» di cubica piana reale - 276. 
fisso (punto di una g £ )  ~ 10* 56.

» punto di una grn - 29. 
fondam entale (curva per una rete) -182.

* curva per una trasfor
m azione - 161. 

form a d elle  quartiche gobbe e llittich e  
- 234.

form ula di equivalenza - 531, 533.
» di postulazione - 535, 537 

(efr 54, 99-107).

form ula di Zeuthkn - 73, 185. 
F raihu - 162.
F ranciosi - 176.
funzionale (significato funzionale di 

formula) - 80. 
funzioni abeliane - 496.

» algebriche - 21, 366, 369.
» e llittiche - 433.
» razionali - 4, 48.

G
Galois (gruppo di) - 20.
Gauss - 344.
generazione proiettiva della  superfìcie 

cubica - 556. 
genere - 7, 59, 65, 74, 80, 81, 135, 

141, 144.
» della  curva com plem entare ri

spetto alP intersezione di due 
superficie - 532.

» della curva spezzata - 399, 400, 
401, 403, 424, 533.

» delle successive aggiunte (in
variante rispetto al gruppo 
Cremona) - 187.

» geom etrico - 404.
» m assim o per le  curve gobbe -

535, 541, 542.
» m a ss ic o  per le curve iperspa

zi a li - 542. 
num erico - 404.

» secondo W e ie r s t r a s s  - 143. 
y> v irtuale - 136, 390, 405, 408, 

424, 517. 
geom etria astratta - 34.

» numerati va - 390.
» sopra la curva - 1, 123, 

141, 145, 384, 405. 
geom etrico (genere) - 404.
Gergonne - 11, 124, 145.

» (teorema di) - 11, 145.
Gopkl - 148.
Gordan  - 150, 249.
Grassmann - 556, 558. 
gruppi abeliani - 267, 446, 448, 451. 

» algebrici di omografìe - 241, 
250.

» b idiedrici - 264.
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gruppi continui di proiettività - 211. 
» continui di trasformazioni ere- 

moniane - *200.
» di ed rici - 204.
» di ffj' con r punti doppi .(n u 

mero) - 390, 3 l2.
» di Hesse - 238.
» di K lein - 233.
» di nionodromia - 18, 21, 25-29, 

366, 369.
» di punti sim ili - 444.
» finiti di omografìe piane (clas

sificazione) - 238.
* finiti di trasformazioni bira

zionali per curva e llittica  - 
263, 272, 275, 412.

» fin iti di trasformazioni ere-
moni ano - 200.

» m isti - 205, 208, 209. 250, 257, 
412, 485, 490.

> parametri ci - 250.
* proiettiv i trasformanti curve

ellittich e - 272, 276, 282-88,
292-98, 306, 308.

» proiettivi trasform anti curve
razion. - 214,216,217, 222-237. 

» proiettivi trasformanti quarti- 
che gobbe - 217, 282-88,292-98, 
305, 308,

■» proiettivi trasform anti quar
ti che piane - 227, 309, 312-39.

G ctccia - 176, 198.

H .
Halphen - 154, 197, 511, 512, 527, 563, 

564, 565, 566.
»  fa sc i di - 195, 345.
» teorema d i - 542, 564.

H aj&naok - 290.
Heksb ''grappo eli) - 238.
H ilbert - 341.
H irst - 281.
Hlmbkrt - 32, 479.
HrawiTZ - 341, 370, 4§$f 4 9 3 ,4§6, 499, 

505, 508, 569, 571. (e in  er
rata corrige!.

»  teorema aulì# eom#pon(3«n- 
7M d i - 500.

K
K antor - 191, 199, 200, 339.
K le in  - 178, 207, 210, 249, 281, 339, 

397, 569. " . . '
» grappo di - 238.

K l e i n - L i e  (curve d ii -  241 , 247. 
K ro n eck b r  - 516.

I
identità blrazionale di curve (iperel- 

li triche) 92, (ellittiche) - 252, 
4531per curve generali r . mo
dali e curve m alti pie), 

im prim i rivo «gruppo di G  a lois) - 20. 
indeterm inazione (punti di, per titra 

funzione) - %  10. 
iodi valore logaritm ico - 500. 
indice (di serie algebrica') - 481.

.» di specialità: - 82, 139. 
indipendenza lineare (dei cicli) - 410. 

» «delle corrispondenze) - 5054)7.
»  (delle trasform azioni) - 207. 

integrali a b e l i  ani - 147, 370.
» di prima specie - 64.
» eia ittic i - 91.
» i pere! fittic i -  91.

infere (soluzioni di equazione- di s e 
condo grado) -  344; v. razionali, 

intersezione com pleto (curva, gobba}) - 
525, 526, 527.

» parziale (curva .gobba1) - 
514, 531.

invarian ti (caratteri, seriej - 59, 619.
* 187, ÌM, 190.
»  dell lie corvè «li KxEot-LiE -

247.
invarianza, del genere - 59, 74, 135.

» della m t i e  canonica - 59* 
Si, 141, m  

inveratone (problema, di)) - 147. 
involotoria. ((proprietà dii «crie)) - 1 ^  J7ÿ 

32, 4S0.
involntorie (traaforwrairioni delle <*w- 

ve rariena li e  dUitWldhie  ̂- 207*
255, » .  

involariono cic lica  (téso couva
4ii«a-)) - 200, 26$, 267, 272.
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involuzione composta - 35.
» ellittica - 17, 264, 433,

446, 453, 477.
» irrazionale - 17, 21, 34,

72, 312, 427, 476, 477, 
480; (definisce una cor- 
risp. singolare) - 498; (su 
curva iperellittica) - 121. 

» razionale - 7,17 (v. serie).
» sizigetica su quartica di

seconda specie - 219. 
involuzioni piane (tipi delle) - 199. 
iperellittica (curva) - 90, 91, 95, 97, 99, 

121,350,353,382, 411, 571. 
irrazionale (v. involuzione, irraziona

lità).
irrazionalità: aritmetica e algebrica 

nella trasformazione di 
di curve - 340-355.

» dei moduli t 375, 376.
» di grado minimo nella

rappr. parametrica di 
una curva - 108, 119.

» nella costruzione di cur
ve multiple - 369, 370, 
429.

irriducibile (curva, cioè gruppo di 
monodromia transitivo e 
riemanniana connessa : 
cfr. vol. I - 349-50) 28, 
362, 366, 369, 379, 404, 
429, 436, 440, 444. 

irriducibilità: algebrica -. 362; della 
famiglia delle curve di 
genere p  - 366, 376-81 ; 
della famiglia delle 
curve gobbe non spe
ciali di genere p  - 519, 
521 (v. riducibile spez
zata).

J

JACORI - 145, 147, 148. 
jacobiana (serie e curva) - 55, 56, 63, 

161, 185.
Jonquières - vedi De-Jonquières. 
Jordan - 238.

Jukl - 276. 
J ünkeu - 463.

L

L agrange - 342.
Lagüerre - 237.
Lamé (principio di) - 11, 124, 145. 
Legendre - 146, 342, 347. 
lem niscata di Bernouilli - 236.

» proiettiva - 233.
Levi B. - 349.
Lie - 200, 207, 210, 211, 237, 249, 258 

(v. Klein-Lie).
Lindemann - 137, 162, 175.
lineare v. serie.
liv e llo  (gruppi di) - 8, 30.
Luiioth - 29.

» teorema su lle  involuzion i di 
15, 16, 48, 120.

Luroth e Luroth-Clebsch (tipo di 
riem anniana) - 26,28,364,376, 
419, 422, 425, 496.

M

Mac-Laurin - 6, 145.
Magnus - 173. 174.
Marletta - 238, 281.
Martinetti - 176, 198. 
m assim o della  deficienza d’ una serie  

lineare - 45, 85, 135, 143. 
massim o genere: per le curve gobbe - 

535, 541, 542; per le  
curve iperspaziali - 
542.

m assim o numero dei punti di diram a
zione per una corrisp. - 485. 

» numero dei punti doppi di 
una serie algebrica - 482. 

metodo di N ewton-Cramer - 93. 
Meyer - 238.
m isto gruppo d elle  corrisp. a valenza  

485, 490.
» gruppo delle trasfor. di curva 

ellittica  - 257, 259, 261, 412, 570. 
» gruppo di omografie - 205, 208, 

209, 250, 412.



INDICE ALFABETICO 583
moduli (delle curve) - 150, 355, 359.

» di curva e llittica  - 252, 278, 
302, 308; di curva iperellit- 
tica - 411, 571.

» computo dei moduli e geo
metria sopra la curva - 384.

» curve a moduli generali - 485, 
423, 570.

» curve gobbe - 524.
» irrazionalità dei - 375, 376.

M o l k  - 516.
monodroma (funzione analitica) - 19.
monodromia (gruppo di) - 18, 21, 366, 

369.
monoide - 512, 543.
Montbsano - 343.
Mobius - 277.
m ultipla (curva) - 35, 427,440,442,444. 

» retta con dati punti di dira
m a/. - 360, 366, 369, 370.

» serie - 43.
multipli (cicli) - 415.

» punti di curva - 6.
» punti di g \  o g )j - 56,69, 239,

390, 570.
» punti di massima m oltipli-

cità  per rete ornalo! dica - 
166, 170.

» pùnti uniti in una corrisp. -
465.

N
negativa (valenza) - 461.
negativo (caso in cui un numero di

venta) - 76, 482.
Nencini - 176.
neutra (coppia) - 60, 81, 136, 405.
Newmann - 371.
N ewton-Cramer (metodo di) - 93.
Noether - 41, 44, 61, 86, 89, 108, 131, 

137, 138, 141, 152, 153, 154, 
169, 191, 198, 343, 354, 373, 
403, 511, 526, 528, 533, 534, 
537,. 564, 565, 569.

» teor. di Noether ( A f - \ -  By) - 
124, 131, 529, 569.

* teorema (sulla trasf. a coef
ficienti razionali di una cur
va razionale) - 341.

Noether teorema (sulle curve di mas
simo genere) - 565. 

normale curva 37, 39, 152.
» tipi noi*, di curve - 108.
» tipo di B r ie le  Noether-118. 
» tipo di Riemann - 119. 

Notari - 392.
nozioni preliminari (richiamo di) - 7. 
numerati va (geometria) - 65, 69, 74, 

76, 77, 389, 397, 398, 467. 
numeri (teoria dei) - 340. 
numerico (genere) - 404. 
numero dei gruppi di rn-1  punti co- 

mimi a g rn  e (/m - 73.
» dei gruppi di r +  1 punti co- 

mimi a <fn  e s m i  - 77, 482.
» dei gruppi d’una (fn con r -f-1 

punti doppi - 392, 394*95.
» dei moduli 356, 359.
» dei parametri dai cui dipende

una curva gobba Gn - 519.
» dei punti doppi di una serie 

algebrica - 482.
» dei punti (r *4-1 )-pli di una g*

- 69, 468.
» delle rette n-ple birazional

mente distinte - 370.
» delle serie minime - 398.

o
omaloidica (rete) - 158, 166, 170, 
omografìe v. gruppi, trasforma/, etc. 
omologia armonica generalizzata -199.

» topologica - 415.
ondulazione (numero dei punti d i)-69, 

71, 239, 570. 
ordinaria (corrispondenza) - 493.

» trasformai, di curva ellittica
- 256.

ordine: di una serie lineare - 8, 29.
» di una serie algebrica - 481.
> minimo di una curva piana - 

118.
» minimo per i sistemi di curve

- 194, 195, 198.
ordine: minimo per le serie - 114, 115 

(v. curve gobbe di vari ordini).
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ettaedrica (quantica) - 233. 
ettaedrico (gruppo per quartica piana 

razionale). - 227.

P
P a i n l e v é  - 72, 121, 476, 477, 479.

» teorema sulle involuzioni 
irrazionali - 476-79. 

P a i n l k v é - C a s t e l n u o v o  - (teorema 
sulle corrispondenze [1, a]) 72, 427. 

parametri da cui dipende una curva 
gobba (v. moduli) - 519. 

parametri co (gruppo) - 250.
Peano - 45.
pentasecanti ($3) - 112.
Pepin - 347.
periodo relativo (gruppi abeliani) - 450- 
perm utabilità delie trasfonn. di prima 

specie - 257. 
piani stazionari (per quartica di se

conda specie) - 220.
» tritangenti a una sestica  gobba 

- 469.
P i c a r d  - 198, 403, 479.
P i c a r d  e SiMa r t  - 511.
P l u c k e r  - 175, 173.
pluritangenti (spazi) - 390, 395, 468, 469.
P o i n c a k é  - 479.

» teorema di P. su punti ra
zionali di cubica - 349. 

polarità nulla - 215. 
poli di una funzione razionale - 8, 86. 
poligoni di P o n c e l e t  - 348. 
polinomi- (rappresentazione di una 

curva mediante) - 49. 
P o n c e l e t  - 155, 173, 177.

» poligon i di - 348. 
postulazione - 366, 369, 535, 537. 
prim itive (serie) - 109. 
prim itiv i (cicli) - 416, 418, 422. 
principio di corrispondenza - 456, 463;

(applicazioni) - 467; (corrisp. 
quasi analit.) -502; (generale 
di corrisp. di Hurwitz) - 509.

»  d i  d e g e n e r a z i o n e  d i  E n r i 

q u e s  - 405.
» principio di d im inuzione

delle funzioni cp - 191.

principio di D i r i c h l e t  - 150, 371. 
problem a di inversione - 147. 
prodotto: di corrispondenze - 465.

» di trasform azioni di seconda 
specie - 257.

proiezione (condizioni perchè una
curva siaproiez. di un’a l
tra) - 37.

» sghemba - 551.
» stereografica di quadrica

- 545 (v. trasform ai, etc.),
prossimi (punti pross. a punto fonda

m entale) - 170. 
punti comuni a due curve gobbe in -\ 

tersezioni parziali - 531, 532.
» critic i apparenti - 438.
» di diram azione - 35, 92, 360, 

428, 436; (curve doppie e m ul
tip le  senza punti di diramaz.) - 
430, 440, 444, 446.

» di collegam ento - 400. 401, 405#
» doppi accidentali - 405.
» doppi di serie algebrica (nu

mero dei) - 482.
» doppi di serie lineare - 55,59, 63, 

392, 394-95.
» doppi virtualm ente inesisten ti

- 424; (curva razionale con punti 
- doppi Virtual, inesistenti) - 390.

» doppi per curva gobba - 217, 
517.

» m ultip li di serie lineare - 56,
69, 239, 390, 468.

» razionali su curva - 344, 347
349, 350, 353, 354.

» sa te lliti - 288.
» trip li (postulazione di curva

gobba con) - 357 (cfr. flessi, cu 
spidi, stazionari).

» uniti di una corrispondenza -
463, 464, 465, 509.

Q
quadratica (irrazionalità) - 342. 
quadratiche (trasform azioni genera

trici del gruppo C r e 
m o n a )  - 168, 177. 

quadri che - 585, 100.
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quadriche (curve trace, su quad.) - 546. 
» in $ 3 contengono le curve 

gobbe di massimo genere - 
541.

» sistem a co“ per Gg - 100.
» sistem a oo° per G±0 - 103.
» per curva canonica - 106. 

quadrilatero sghembo - 302. 
quadri secanti (numero delle) - 467, 473, 

476.
» (piani) - 111, 112.

qliartiche gobbe di prima specie - 277;
(armonica) - 292, 294, 302; 
(configurazione dei punti 
stazionari) - 289 ; (equianar- 
monica) - 294, 302; (fascio 
sizigetico e relative trasf. 
proiettive) - 306; (modulo)
- 278; (questioni di realità)
- 290: (tangenti, alla) - 281; 
(trasformazioni proiettive) - 
282, 308.

quantiche gobbe di seconda specie - 
214; (armonica) - 217, 237; 
(equianarmonica) - 217; (for
ma) - 234; (trasform. pro
iettive) - 217.

» piane 99; (con punto doppio
- 53; (con punto triplo) - 232, 
(razionale, trasformazioni 
proiettive) - 227 ; (ot.taedrica)
- 235; (tangenti doppie) - 
468; (trasformazione delle)

. - 309, 313, 335; (tricuspi
dale) - 231. 

questioni numerati ve v. numero, nu- 
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» rigata - 107.
» soluzione di equazione -

342-54.
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somma di c ic li - 415.

» di corrispondenze - 490, 465.
» di serie - 41.

sottrazione di serie - 41, 44. 
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per quartica razion.) - 226. 
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(a coefficienti razionali)
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trasformazioni razionali (di curve) - 72, 
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225.
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- 465; (topològica) - 489, 502. 
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Wahlen - 515, 516.
Weber - 138, 456. (
W eierstrass - 141, 148, 376.
Weyr - 210, 237, 392, 563, 564.
Wiman - 200, 238, 239.

Y

Yocjng - 176.

Z

zeri (di funzione raz. su curva) - 8. 
Zeuthen - 62, 73, 74, 176, 385, 264, 

398, 429, 456, 463, 566.
» formula di 73, 76, 185.
» regola di - 465.
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ERRATA-CORRIGE

A pag. 37 riga 8 invece di 9» le8gi <C
A p a g .  47 riga 9 invece di li lascia leggi si lascia
A pag. 53 riga 8 invece di g\ leggi g\
A pag. 69 riga 8 invece di Sr_ t leggi S r-i
A pag. 332 riga 17 invece di >  0 leggi p >  0
A pag. 349 nota a piè pagina. Aggiungi : Anche a complemento del testo

si v e d a . A. H u r w it z . Vier- 
teljahrskrft der Zürcher Na 
turw. Ges. 1917.

A pag. 373 riga 1 invece di Brill o leggi Brill e 
A pag. 374 riga 14-15 invece di Nota anzidetta leggi Nota anzi- 

detta d’ E nriques dell’Aprile 1921 
A pag. 395 riga 5 invece di f ( 2 p — 2, p  — 1 , p) =  2^~1(2p—p) 

leggi / ( 2 i> - 2 ,  p - l ,  p) =  2 v - '(2 P - l)
A pag. 445 riga ultima del testo invece di gruppi leggi gruppi simili
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