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PREFAZIONE




Il disegno deil’opera che ho intrapreso, colla collaboraszione
"di Oscar Chisini, fino dal 1915, comprendeva it nella nostra
mente, dopo la trattazione algebrico- geometrica delle funzioni
- di una variabile indipendente (curve), anche i principii della
teoria trascendente: cioé gli integrali ellittici ed abeliani e le
loro funzioni inverse.

Ma, in ispecie @ motivo del nostro allontanamento, il IV vo-
lume delle « Lezioni », esce ora con notevole ritardo rispetto
al ITI. Tuttavia la tessitura del volume & stata da noi ordita
durante una comune villeggiatura, ed in sequito ambedue abbiamo
avuto occasione di prendere queste teorie come argomento delle
nostre leziont universitarie, rispettivamente ¢ Roma e a Milano,
e cost di migliorarne la trattazione coll’ esperimento didattico.

Con . questo quarto volume, resta conchiuso il trattato di
Geometria algebrica, da noi disegnato: sebbene da parte mia
abbia gia in vista di proseguirlo, trattando ancora delle super-
ficie o funzioni algebriche di due variabili, che ho preso come
argomento di speciali lezioni e conferenze al Seminario mate-
matico dell’ Universita di Roma.

Per qualunque corso in cui vengano dati sviluppi superiori
della geometria algebrica, ¢ quatiro volumi di queste <Lesioni
sulla teoria geometrica delle equazioni» formeranno la prope-
deutica pitt completa, porgendo ai giovani studiosi la conoscenza
larga ed approfondita delle dottrine elementari.

E, se non ¢ illudiamo, la maniera d’esposizione da noi adot-
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tata — il confronto di diversi metodi, la visione storica e di-
namice della ricerca che domina dal principio alla fine il nostro
trattato — varra ¢ dare a codesti giovani, non tanto ia cono-
scensa di resultati da prendere « fondamento degli studi ulteriori,
quanto I’ apprezzamento delle idee, e quindi la compfrensioud
pitt alta del significato dei problemi e delle vie per cui sono
stati tentati o diventa possibile di tentarli. '

Roma, Dicembre 1933.
FEDERIGO ENRIQUES -
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Oariroro I

Integrali e funzioni ellittiche

1. Introduzione. — Rilevammo gid nel L. V, § 19 (Vol. III
pag. 146 e seg.) come le origini della geometria sopra la
curva si colleghino allo studio degli infegrali di funzioni al-
gebriche. Volendo ora esporre in breve questo aspetto della
nostra teoria, conviene che prendiamo le mosse da un pro-
blema elementare di calcolo integrale.

Ricordiamo anzitutto come si effettua I'integrazione delle
funzioni razionali fratte, cioé il calcolo dell’ integrale indefinito

f Fv)dz
dove
X" a4 +a,
F(fl}): : N ‘ m—1+ + : *
, ba™ + bz “+ o+ by

B noto che a questo secopo basta decomporre la funzione .
F(z) in frazioni elementari corrispondenti alle radiei (reali o
complesse) del denominatore.

E tale decomposizione riesce illuminata dalla teoria delle
funzioni analitiche.

Infatti se 1’equazione

bya™ +b, o™ ...+ b, =0

ammette una radice # =0, d’ordine r =1, la F avrd in 8
un polo d’ordine », e

O(z) = F(z) - (v — f)”
sard ivi regolare. Avremo uno sviluppo di Taylor
D) =c¢, + ¢, (x — B) + ¢y — B)® + ...y

la serie convergendo entro un certo cerchio di centro B; e
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conseguentemente sara

- % ‘
T @—B) ()"

Cop—y
—f
dove Wix) che — come differenza di funzioni razionali & an-
ch’essa una funzione razionale — possiede soltanto i poli di ¥
diversi da $. Cosi procedendo per rapporto alle varie radici
del denominatore di F, si ottiene infine F(x) come somma
di termini del tipo

+W(x)

F(z) .t

I
(®—7)°

e di un eventuale polinomio

P)=d, 4+ dx + ... + dpa",

con h = n —m, che si presenta soltanto nel caso n > m in ‘
cui la F abbia polo all’infinito. Qui ricordiamo che codesto
polinomio porge la caratteristica del polo v = oo, come la
funzione razionale elementare

G
(x—B)"

da la caratteristica del polo x =_§; ¢id che appare trasportando

il punto all’infinito nel punto 0 con la sostituzione x’:%.

Cio posto il caleolo dello
J.F(:v)(lx

si riduce al calcolo degli integrali del tipo

@x

o

ai quali si aggiungerad eventualmente il polinomio integrale ‘
di P(z). Pitt precisamente sard:

_ c ok CH(—s+1) |
per s > 1 j(a:——y)" dy = P -+ cost.
(o |
s =1 ——— dx =k log (x — v) + cost.
per s f(x Y dz og ( Y)

o
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In tal guisa Vintegrazione delle funzioni razionali conduce
in generale a funzioni razionali e logaritmiche, e le singo-
laritd dell’integrale riescono definite da quelle dell’ integrando
come segue: ogni polo del prim’ordine diventa un punto
critico logaritmico, ogni polo d’ordine s > 1 in un punto a
distanza finita da origine a un polo d’ordine s — 1 cui pud
sovrapporsi ancora un punto critico logaritmico, ed infine
" nel punto all’infinito si potrd avere um polo superiore di
un’unita a quello dell’ integrando, complicato con la singo-
laritd che proviene dagli eventuali termini logaritmici sopra
enunciati; & ovvio che questi si riuniscono in un solo log z,
il eui coefficiente pud anche annullarsi, e che d’altronde pro-

viene dall’integrazione di eventuali termini del tipo

appartenenti allo sviluppo di Fl(z). ,

Ora alla ricordata integrazione delle funzioni razionali
fratte si lascia ricondurre anche 1’integrazione di alcune fun-
zioni irrazionali; per es. il calcolo dello

JF(x, Var* +bx+c¢) dx.

Infatti pongasi
y=Var®+bx + ¢;
la conica '
' Y¥=ax*+br+c

ammette una rappresentazione parametrica mediante funzioni

razionali
r=q(t), y=141),

cosl il nostro integrale si trasforma in un integrale della

funzione razionale .
Fio(t), ()} ¢'(1),

e perd si esprime esso stesso con funzioni razionali e logarit-
miche di ¢, che & a sua volta funzione razionale di z e di

Vaz® 4 br-c¢.

Pilt in generale, questo metodo di sostituzione permette
di esprimere mediante funzioni razionali e logaritmiche di un
parametro ausiliario gli integrali di funzioni algebriche di
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genere zero, ciod gli integrali del tipo

f yde,

dove y & legato ad x da un’ equazione

Sley) =0
di genere zero, ovvero anche — sotto una forma che & solo
apparentemente pitt generale — integrali di funzioni razio-

nali della = e della y predetta.

Cosi dunque (esprimendo ¢ come funzione razionale di @
e ) Iintegrazione di funsioni «lgebriche di genere zero con-
duce in generale a funzioni algebrico-logaritmiche, che posseg-
gono in ogni caso qualche punto d’infinito.

.

Ma quando si passa a funzioni algebriche di genere p > 0,
non soltanto non si riesce pilt ad integrarle col metodo di
sostituzione sopra indicato, ma s’incontrano veramente delle
funzioni di tipo nuovo, non riducibili alle trascendenti alge-
brico-logaritmiche.

Cid si pud mettere in evidenza riferendosi al semplice
esempio dell’integrale

J da
=\ ;
Vot 4 a2’ + b2’ + cx + d

o dell’altro
da

== 5
Va +ax® +br+¢

dove il polinomio radicando & in ogni caso privo di radici

doppie, cosl da costituire una funzione algebrica di genere 1.
Pongasi invero

24 ar® + b v+ d=(x—a)(x—B) (x—7) (x —3).

E chiaro anzitutto che I'integrale u & regolare, come la

funzione sotto il segno, in ogni punto a distanza finita fuori

di «, B, v, . Inoltre si pud vedere che u & regolare anche

nel punto all’infinito, giacché nell’intorno di esso (ciod fuori
di un cerchio abbastanza grande) si ha uno sviluppo del tipo

: ) _t 1
(@ + ax® +4- b2 + ¢x - d)” 2= = 22



CAPITOLO I 0
che per &= oo diventa infinitesimo del second’ordine, onde,
integrando, si ottiene uno zero del prim’ordine. Finalmente
u si conserva finito anche nei punti «, 3, v, 5, che sono tut-
tavia per esso, come per l’integrando, dei punti ecritici di
diramazione: infatti si ha — nell’intorno del punto « —

i L
2

(@4 ar® +bxP4-cr 4-d)" F =(x —a) 2. B¢, (v — )" =

1 E 2
= +6,(¥ — )+ (% — ) ..,
(v —a)

|-

e quindi, integrando termine a termine,

5

2 3 2 3
5 6, (r —a)? 4 5 @y (T — )2 4-... 4 cost.

i
u=2(x — a)? + 3

Cosi dunque il nostro integrale u non possiede punti d’ in-
findto sul piano della variabile complessa, e percio risulta irri-
ducibile alle trascendenti algebrico-logaritmiche ().

La stessa conclusione sussiste anche per I’integrale o,
dove il punto all’infinito si presenta come un punto di dira-

‘mazione nel cui intorno !’integrando ammette uno sviluppo
del tipo

| =

a a
==

T x?

i
(@ +ax® 4+-bx +¢) 2 =

w|w
-

wlut

T

Vale anche la pena di notare che nello stesso modo si
dimostra come 1’integrale

dx
112 :J‘—:__‘
' fiw)

inerente a una curva iperellittica di genere p > 1

Y = flz),

risulti egualmente affatto privo di punti d’infinito.

Concluderemo queste considerazioni riconoscendo che
P’integrazione delle funzioni algebriche conduce in generale
a nuove trascendenti, che dovranno essere studiate e classi-
ficate in rapporto al genere della funzione integranda: cio
che appunto formera oggetto di questo capitolo.

(*) Si vedrd poi (§ 3) che essa & funzione polidroma a infiniti rami.
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Note storica. In linea storica lo studio degli integrali di
differenziali algebrici si & presentato anzitutto nel campo reale,
¢ solo con ABEL e Jacosi (1827) si trasporta nel campo com-
plesso. Quando si rimane nel eampo reale ’integrazione d’un
radicale portante sopra un polinomio di secondo grado, con-
duce — mnon solo a funzioni razionali e logaritmiche — si
anche agli archi circolari, avendosi

* dw

OJ VI g T aresena;
invero "identita dei due tipi di funzioni, cioé dell’ esponen-
ziale e delle funzioni circolari, si palesa soltanto nel campo
della variabilitd complessa. I primi integrali di differenziali
algebrici irriducibili alle funzioni algebrico-circolari-logarit-
miche, sono quelli ¢ni conduce I’integrazione d’un radicale
portante sopra un polinomio di terzo o quarto grado, quali
si presentano nel problema della rettificazione di alcune curve
(parabola quadratica — Giov. BerNouLLl; parabola biquadra-
tica e lemniscata — FaaNani, 1714; ellisse e iperbole —
Mac-LauriN e BULERO, 1761). I matematici che hanno stu-
diato questi integrali, ne scoprirono importanti proprieta (in
ispecie quella che si traduce col teorema di addizione di cui
parleremo pittavanti), ma acquistarono a poco a poco la convin-
zione essere impossibile ridurli alle poche specie di funzioni
elementari ad essi note, che sono quelle circolari-logaritmiche
sopra menzionate. Tale convinzione & esplicitamente affermata
da LrGENDRE, i cui lavori di eclassificazione degli integrali
ellittici hanno principio col 1786.

2. Nozioni preliminari. — Prima di procedere, nei para-
grafi seguenti, a uno studio pitt determinato degli integrali
di differenziali algebrici, vogliamo qui indicare sommariamente
alcune proprietad delle funzioni analitiche, le quali risulteranno
utili per il seguito. Per nozioni pitt ampie rimandiamo il let-
tore al trattato del BraNcH! « Lezioni sulla Teoria delle fun-
zioni di variabile complessa» (*) pitt volte citato.

(*) Pisa, Spoerri, 1916.




CAPITOLO I : 9

Sia una funzione
Y(2)

analitica monodroma e regolare in una certa area A sempli-
cemente connessa, cioé riducibile per continuitd a un cerchio
(o ad un poligono).

Per ogni punto al finito di A varrd per la y uno svnuppo

del tipo
Yy =2 d,x"

_eon n=0,1,2,..;
e per il punto improprio, = oo, qualora questo apparteng:
ad A4, si avrd uno sviluppo del tipo
1
y=2a, poc
con n=0, 1, 2,....

Sia ora 7 una linea chiusa tutta interna a questa avea 4:
allora sussiste il
Teorema di Cauwchy :

Jy:la: =0.
1

Come conseguenza: se ¢ e b sono dae punti di quest’area,

resta definito 1I’integrale
b

jg/rlfv

(12

indipendentemente dal cammino di integrazione seguito per
andare da ¢ a b (s’intende perd costretto arestare entro ’area A).
Considerando I’estremo superiore x come variabile, si ha

la funzione
X

jyd X

[

ciod Pintegrale indefinito, che si calcola con le medesime
regole note per le funzioni y(z) reali di variabile reale, anche
quando le funzioni siano indicate mediante serie.
Nell’intorno di un punto singolare isolato (o regolare)
#=oa la funzione monodrom« %y(x) ammette lo sviluppo di
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- LAURENT
400 )
Y=2a,(T — )" =..a_,(& — )"+ a_, (& —a)""' +

N — 00

+ a, + @ (T — a) 4 ay(r — a)’ 4.

che procede per le potenze positive e negative di ¥ — a.

Se il punto x —=o & regolare, mancano le potenze negative;
se & un polo, questi termini sono in numero finito. Nel caso
che il punto considerato sia © = oo, lo sviluppo &

)
y=2 a,r":
—o0
mancano le potenze positive se il punto & regolare, o queste
sono in numero finito se il punto & un polo.

Chiamasi residuo della y nel punto x =« il coefficiente
a_, del termine in (v — a)™*; invece il residuo nel punto x = oo
e il coefficiente di 2—! cambiato di segno.

Quando I’integrale

[?/ dz

1

é calcolato lungo una linea I (interna al campo di monodro-
mia) e avvolgente un punto singolare isolato, allora esso
acquista il valore

¢ e € N
fy:l:b = 2mia_,
1

cioe, a meno del fattore numerico 2ni, questo integrale for-
nisce il residuo della funzione y nell’unico punto singolare.
Qualora invece la I avvolga un numero finito di punti sin-
golari (isolati) allora il detto integrale da la somme dei residui.

La linea 1 & supposta, naturalmente, chiusa, sprovvista
di nodi e percorsa in un certo senso: I’area ad essa interna
¢ quella che resta alla sua sinistra, quindi tale area & I’area
finita che naturalmente appare, quando la [ & percorsa nel
senso positivo, contrario alle lancette dell’orologio. Le cose
dette valgono anche per una linea I percorsa negativamente;
in questo caso essa avvolge I"area infinita che appare ad essa
‘esterna. Tutto cid & assai chiaro quando si vicordi che il piano
della variabile complessa proviene, per proiezione stereo-
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grafica, dalla sfera, il cui polo da il punto all’infinito del
piano stesso. _
Aggiungasi che, in ogni caso, il valore dell’ integrale

Jy(l:v non varia quando si deforma per continuita la linea 1

1
‘senza iucontrare alecun punto singolare della funzione.

Sia o un’area avente per contorno I: si spezzi ¢ in due
parti, o, e o,, mediante una linea k
che unisce due punti, P e @, di L.
Le parfi o, e o, avranno due con-
torni che chiamiamo I, e I, (aventi
entrambi k& come loro arco). In tali
ipotesi si ha

‘yzlm :e! ydx —l—J ydx,
[ 1, L

(¢id segue osservando che,inl, e l,,
It viene percorso in sensi opposti,
sicche, relativamente agli elementi
di & nei due casi la 4 ha sempre lo stesso valore e il dz va-
lori di segno contrario).

Pilt in generale 1’integrale

fy(l:v

1 . .

si puo calcolare spezzando 1’area ¢ in un qualunque numero
di parti (semplicemente connesse), finite o infinitesime, e fa-
cendo la somma degli integrali relativi ai econtorni di queste.

[’area A entro la quale abbiamo considerata data la fun-
zione y pud non appartenere al piano della variabile com-
plessa z, purché in ciascun suo punto sia definito un valore
di y e uno di =, variabili con continuita per modo che 'area
4, o le sue singole parti convenientemente prese, possa rap-
prentarsi biunivocamente sopra un’area (0 un insieme con-
nesso di aree) del piano complesso x.

B chiaro il significato dei prodotti ydx relativi a ciascun
arco infinitesimo della linea I, i quali prodotti sommati insie-

me danno il valore dell’integrale [y(lfv.
[
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Del resto questo integrale puo ridursi a quello relativo a
una linea tracciata mnel piano della variabile complessa z, o
a una somma di integrali siffatti.

Pertanto le cose che abbiamo ricordate valgono anche per
gli integrali calcolati lungo linee tracciate sopra la rieman-
niana di una curva algebrica f(zy) == 0, qualunque sia il mo-.
dello reale assunto per la riemanniana stessa.

In particolare conviene qui dimostrare che sopra la rie-
manniana di une cwrre algebrice f(vy) =0 & nulle la somma
dei residui di una qualunque funzione razionale ®(zy).

Limitiamo qui la dimostrazione al caso, caratteristico, che
Sf(xy) =0 sia una cubica piana.

Assumiamo come modello della riemanniana il rettangolo
ABCD, il eui contorno indichiamo con I.

Avremo
B c D 4
‘ffbd.v =JCDrI.'u -%J@(M r{—J Qdw + | Ddx.
1 A B C D
D 0 Ma gli integrali del secondo mem-
l bro, primo e terzo, secondo e quarto,
' sono uguali fra di loro, in quanto i
' punti opposti su i lati del rettangolo
corrispondono a medesimi punti di
A

* flzy) =0; quindi su di essi la @ ha il
medesimo valore, mentre il do ha segno contrario. Segue

Jlbda,- —0.
1

Ma questo integrale da la somma dei residui della fun-
zione @, onde si conclude I’ asserto.

Qui giova notare in modo esplicito che un polo di ®(zy)
che cada in un punto P di f, di contatto per una parallela
tangente all’asse y, quando sia del primo ordine, & necessa-
riamente a residuo nullo.

Infatti avremo

i
2

i
D=z —a) 24 b4 clx — )2 4.

e la funzione integrale avra in x=o un punto di dirama-
zione (del resto regolare). Una linea chiusa che avvolga P
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sulla riemanniana, di nel piano  una linea che avvolge due
volte & = a, e per la quale I’integrale
4 2 3
Ddr = 2a(x — a)? 4 b(x — ) 4 3 o(x — )2 +...
ritorna al valore iniziale percorrendo tale linea.
Dalle proprietd dei rvesidui segue, immediatamente, il
teorema dell’ indicatore logaritmico.
Sia '
y =yx)
una funzione uniforme in una certa arvea. ,
Se nel punto £ =« la y ha uno zero dell’ordine r, si ha
Y= ar(x - a)r -+ (t,-_H(fE - a)r—H + ..
e
Y =ra(e—a)" " 4.
quindi
yl

— (e — —1
y—-’)((b ) 4.

ha un polo del prim’ordine con residuo 7. Similmente se la Y
ha in B un polo d’ordine s
y = b, + b, +
C@—B w—pt T

Y = —3bs_‘__
Y = —p
e quindi
y — 3
—= ..
y (@—P

ha un polo del prim’ordine con residuo —s.

!

Pertanto la somma dei residui della funzione % nell’ in-

-

terno di un’area A & data da
No - Nooa
differenza fra il numero degli zeri (No)e il numero dei poli (N,,)

della y (ciascuno contato secondo la propria molteplicita).
Risulta quindi, indicando con I il eontorno dell’area A,

“y'(z) )
L2220 de = 2nwi(N, — Noo).
J y(®) ( o
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Qui naturalmente si suppone che la linea I non contenga
né zeri ne poli della y(z).
. Yz
Notiamo che la % non & altro che la derivata logarit-
mica di y(x) .
dlogzx
dz

Pertanto la formula precedente si serive anche

<j‘(l log y(x)dx = 2mi(N, — N.).

4

L’integrale del primo membro prende comunemente il
nome di indicatore logaritmico di Cauchy: questo dunque, a
meno del fattore 2mi, da la differenza fra il numero degli
zert e quello dei poli che una funzione y(x) ha nell’interno di
una linea I.

3. Integrali ellittici appartenenti ad una cubica: classifi-
cazione delle singolarith. — Assumiamo nel piano zxy una
cubica generale di genere p =1

Jley) =

e sopra di questa una funzione razionale

p(zy)
D(wy) = ;
( ./ ¢(wy) ’
ci propbnia,mo di riconoscere le singolarita dell’integrale
indefinito
u :JCD { @, y(z)tdz

dove con y(z) indichiamo la funzione algebrica y = y(z) defi-
nita dalla equazione f(xy)=0.
Osserviamo anzitutto che 1’integrale
o
u ::J‘I) {z, y(v)| d=,
2o .
definito fra due limiti #, € « e in rapporto ad un certo cam

mino che li congiunga, non riesce tuttavia determinato, di-
pendendo dalla scelta del ramo y(x) che si associ ad x,; con-
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viene percid riguardare I’integrale stesso come funzione dei
punti della riemanniana rappresentante la cubica, limitandolo
fra due punti xy, e 2y, come indica la seguente serittura

xy

u :jcb(xy) dx.
ZoYo

Allora anche il cammino di integrazione verrd concepito
come una linea !/ tracciata su questa riemanniana; I’integrale
w riesce fino a un certo punto indipendente dalla scelta di
questa linea, potendosi variare per continuitd la I, con gli
estremi fissati, purché essa non venga ad attraversare punti
singolari dell’integrando ®.

Ora le singolaritd di u, concepita come funzione della
variabile 2, potranno cadere:

1) nel punto % = oo, :
e nei punti singolari della @, funzione algebrica di x, cioe
2) nei poli di @, che sono punti per cui =0, e
3) nei punti di diramazione di ® che sono i punti di
diramazione di y(»).

Supporremo dapprima che le tre specie di punti che oc-
corre considerare non si sovrappongano gli uni agli altri.
Allora:

1. Nell’intorno del punto @ =oc eciascun ramo della
funzione, essendo regolare, ammetterd uno sviluppo del tipo

a, a,
e S
T @

sicché integrando si produrrd in generale una singolarita
polo-logaritmica (sovrapposizione di un polo del prim’ordine
e di un infinito logaritmico) definita da ¢, + a, log x; questa
singolaritd si ridurrd ad un polo semplice se @, =0, ed invece
ad un puro infinito logaritmico se ¢, = 0, essendo la @ infini-
tesima del prim’ordine; in particolare I'integrale sard regolare
nel punto @ = oo allorché I’ integrando divenga ivi infinitesimo
del second’ ordine, essendo

2. Nell’intorno di un polo v =«, che, per cominciare,
supponiamo del prim’ordine, la ® ammette uno sviluppo
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del tipo

5 v
() :rv_—l-_oc +a, - a(x— o)+ ay(v —a) ...

sicché, integrando,
j@(x)dw =b, log (v — &) + ay(x — oc)-}—% (x — «)* + ... +cosb. =
=b,log (x — a) 4 O(x — )

con 6 simbolo di funzione regolare.
Sorge dunque per questo integrale un infinito logarit-
mico la cui caratteristica

b, log (x — a)

dipende dal cosidetto residuo di @ relativo al polo «, cioé dal
coefficiente b, di (x — «)~* nello sviluppo di ®@.

Codesto residuo defermina un periodo 2ni b, del nostro
integrale, poiché un giro fatto attorno ad « lascia invariata
la 6§ ¢ aumenta log (z — «) di 2wi.

Si consideri ora il caso in cui ® possegga in « non piu
un polo semplice ma un polo del second’ordine, per cui

b, b,
(I)_({v—oc)2 (& — )

+a, +a(r—a)+...

Qui nasce in generale una singolaritd polo-logaritmica,
definita da
1 b

2 3 .
—gm__“—kbllog (® — a);

questa si riduce ad un puro polo quando si annulli il residuo:
b,=0.

Analogamente se x =« sia un polo d’ordine n > 2, I’in-
tegrale possiederd generalmente una singolaritd polo-logarit-
Mica d’ordine n — 1 c¢he pud ridursi a un polo puro d’ordine
no.oq,

3. Finalmente se == « & un punto di diramazione della
Y(=), e quindi di ®, nell’intorno di esso si avrd

L 3
D =a,+a,(r—a)® + a,(vr — o)+ a,(t — a)® 4 ...
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sicch® — integrando — si ottiene ancora uno sviluppo proce-
1

dente per le potenze di (v — «)?: cosi I’integrale u possiede ivi
un punto di diramazione della stessa natura della y(@), 4’ ac-
cordo con 1'osservazione fatta innanzi che il valore di « di-
pende dal foglio della riemanniana su eui & traceiato il cam-
mino di integrazione. (Lia conelusione si estenderebbe: ai punti
di diramazione ’ordine superiore al secondo).

Occorre ora considerare in ispecie il caso in cui un polo
di @ si sovrapponga ad un punto di diramazione z = «.
Allora si ha nell’intorno di questo punto uno sviluppo di
PuIsEUX generalizzato, in cui figura un numero finito di potenze

0|

negative di (# — o)*; infatti si ha, nel detto intorno

1 3
Y=, + (v — a)’ + a,(x — a) + a;(x — «)* + ...

e quindi il polinomio ¢(zy) ammette pure uno sviluppo per

1
potenze positive di (x — «)*, il quale, se ® =2 deve. avere

N

an polo in 2 =u«, comincierd con un termine in (¥ — a)*
7

dove r=1; di conseguenza ®.(x — «)® sard sviluppabile in

4
serie di Purseux procedente per le potenze positive di (x — ).
Cid posto, avremo in generale

b, b,_ b L
b — " + ’ bt 1 -+ @, + a (v —a)* 4.3

Y

@—a)f (@—a)®  (z—a)F

ma sard precisamente » =1 quando la curva ¢ = 0 passi sem-
plicemente per il punto di diramazione senza toccare la cu-
bica f, e la ¢ =0 non vi passi, avendosi cosl un polo semplice
di ® su f. Infatti abbiamo in questo caso

1
Yy=a,+ a(®—a)’ 4., con a,F0,
d(y) =Mz — @) + My —a,) + 8

dove p =0, e B & un polinomio in (x—a) e (y — a,) che co-
mincia coi termini di secondo grado; risulta dunque che lo

ES
sviluppo di ¢ per la potenza di (¥ —«)* contiene come pri-

F. ENRIQUES - IV. 2




18 LIBRO SESTO

i
mo termine (¥ — «)*; se poi la ¢ non si annulla in quel punto,
1
®.(x— a)® si conserverd finito nel punto «, e percid lo svi-
luppo di @ sara
b L
—— e+ —a) 4., b,=0.
(x— )

Ora, integrando, vediamo che in questo caso la u si con-
serva finita nel punto «, il quale tuttavia costituisce per essa
un punto di divamazione.

Aggiungasi che la finitezza di u nel punto * =«, ove la
® si suppone infinita, esige reciprocamente che ® abbia in
questo punto della riemanniana un polo semplice, e perd che
Y passi semplicemente per esso e ¢ mnon vi passi (come &
supposto innanzi) o pit in generale che ¢ abbia ivi con f
un contatto s-punto e ¢ un contatto (s — 1)-punto: infatti
se ¢ e $ hanno con f rispettivamente un contatio r-punto
ed s-punto, risulta:

”
0= a (v — &)’ + .. con a,==0
s
Y =by(x — a)® +... con b,==0
onde, per > 7, '
P a, 1
ZI)‘ = b— — -+ ...

Sl —a) 2

e I'integrazione del primo termine porta certo a un infinito

di %, ove non sia
r=s—1.

Precisamente per r =s — 2 nasce un infinito logaritmico,
mentre per << s—2 si ha in generale una singolarita polo-
logaritmica, la parte logaritmica sparendo solo ove si annulli
il coefficiente di (x — a)—!.

Counviene notare esplicitamente il caso in cui punti sin-
golari di ® coincidano con z = co.

Anzitutto se ® ha un polo (di ordine » =1) all’infinito,
avremo

: : b
@ =a,%" +a,_ 2"+ + e+ L+ 2
X X

e integrando nascerd certo un polo d’ordine » +1>=2.
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Se invece @ (e la y) ha all’infinito un punto di dirama-
zione del second’ordine (ma del resto & finita) avremo

—L 3 3
D=¢q,+axr *H+ax *+ax 4.

IS

e integrando nascera: un polo da @,; un infinito con dirama-

2
—3.

zione da a,m_%; una singolaritd logaritmica da a,xz~2; dira-
mazione da ogni altro termine con esponente non intero.

[’integrale avrd dunque, in ogni caso, diramazione al-
Pinfinito; e sara ivi del resto regolare sulla riemanniana quando
sia contemporaneamente «,—=a, —=a,=0; in tal caso la ®
considerata su f avrd uno zero d’ordine 3 almeno.

Similmente qualora ®(zy) abbia un punto z =« di dira-
mazione d’ordine v, I'integrale sara regolare sulla riemanniana,
qualora risulti

V—y4 v—2

D=a(r—a) v +br—a) v +..+dx—0a) vi—}—

i
+a,+a(x—oa) +..

. . ' .ooov—1 .
cioé la @ abbia un polo (’ordine — al massimo. Quando

la ®(zy) sia considerata su f, un tale polo appare di ordine
v—1.

La nostra analisi mostra quali singolaritd venga a posse-
dere l’integrale u

u(z) =I(I)(a:y)(lx
. appartenente alla curva algebrica
Sley) =0:

queste singolaritd sono i punti di diramazione corrispondenti
alle diramazioni di y(x), ed inoltre eventuali poli e singo-
laritd logaritmiche per x = o0 e per i poli di ®. Lo stesso
integrale considerato invece sopra la riemanniana, come fun-
zione di = e y:
w)y
u(zy) = | D(zy)da,
LoYo
possiedera soltanto eventuali poli e singolaritd logaritmiche,
che cadranno fra i punti all’infinito della cubica e fra i poli
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di ®. Orva & chiaro che quando la linea di integrazione che
congiunge, sopra la riemanniana, due punti (xy,) e (zy) si
deformi in guisa da attraversare un punto P di singolarita
logaritmica, la u verrd accresciuta di un periodo, che corri-
sponde all’integrale lungo un piccolo ciclo circondante P, e
per tale motivo la u appare subito una funzione polidroma
a infiniti valori. Ma vi & un’altra ragione di polidromia, che
sussiste anche nel caso in cui manchino punti di singolaritd
logaritmica: si pud congiungere (2,y,) e (zy) mediante due
linee tracciate sulla riemanniana essenzialmente diverse, le
quali cioé siano irriducibili per deformazione continua, costi-
tuendo mnel loro insieme un ciclo riemanniano della super-
ficie (efr. L. V. § 37, vol. I1I, pag. 414): cesl la u ammettera
in generale, oltre agli eventuali periodi polari d’ origine loga-
ritmica, anche i periodi ciclici che tengono ai cicli della rie-
manniana predetti.

Dopo cid i risultati dell’analisi precedente conducono a
distinguere tre specie di integrali di differenziali algebrici
appartenenti ad una cubica di genere 1, cioé —come si suol
dire — tre specie di integrali ellittici:

1. Integrali ellittici di primae specie, quelli che si con-
servano ovunque finiti sulla riemanniana: esempio I’ integrale

. da
J Va? 4+ ax® -+ bx 4+ ¢

incontrato nell’introduzione (pagg. 6, 7).

2. Integrali ellittici di seconda specie, che posseggono

sulla riemanniana soltanto dei poli e non singolarita logarit-

miche: appartengono a questo tipo le funzioni razionali dei
punti della cubica, attesoché

|3F 9F<3.1. af)a

Fiz, y(x)g—_—j?%_._@ ' 5g)

3. Integrali ellittici di terza specie, quelli che posseggono
sulla riemanniana degli infiniti logaritmici ed eventualmente
dei poli distinti o sovrapposti ai primi: questo & il caso
generale a cui conduce !’integrazione di funzioni razionali
sopra la curva.

4. Costruzione degli integrali ellittici - Integrali di prima
specie. — Oi proponiamo ora di costruire effettivamente gli
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integrali ellittici, delle tre specie sopra nominate, che appar-
tengono alla cubica f, ed anzi insegneremo la costruzione di
quegli integrali per cui vengano segnati ad arbitrio i punti
di singolarita.

Aunzitutto vogliasi che I’ integrale

_(oel2y)
U= @) da

resulti di prima specie, cioé privo di singolaritad sulla rieman-
[d
niana f. Secondo 1’analisi che precede, I’integrando —q‘; dovra:
1) avere un infinitesimo d’ordine ¢ =2 in ciascuno dei
tre punti all’infinito di f (altrimenti questi risulterebbero
punti di infinito per u);

2) ed inoltre avere i suoi poli fra i punti di dirama-
zione della y(x), cioé fra i punti per cui

of _
dy

.

’

e pill precisamente in ciascuno di questi punti si potra avere
al pitt un polo del prim’ordine,

Le condizioni enunciate portano in generale che ? debba

$

avere almeno tre zeri del second’ ordine all’infinito e al piu
sei- poli del prim’ordine nei punti a distanza finita interse-

Lo 9 . .
zioni di f=0 e 9-5-_—_ ; tenuto conto che il numero degli

zeri di una funzione razionale & uguale al numero dei poli,
si deduce che questa funzione avra esattamente i tre zeri del
2° ordine e i 6 poli del 1° sopra indicati, e che cosi risultera
determinata a meno di una costante moltiplicativa. Precisa-
mente, dovendo essere & —0 I’equazione della polare del

punto all’infinito dell’asse y (cioé la conica f,/ = a‘7j=0> e

=0 I’equazione della retta all’ infinito contata due volte,
avremo ,
pay)  k
by fy

7.

Pertanto ad una cubica di genere uno f(xy) =0 appartiene
un solo integrale ellittico di prima specie, ¢ioé « meno di unae

.
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costante moltiplicativa,

u ___J‘(h:
I

E naturale che la funzione razionale integranda ®(xy),
pud assumere diverse forme equivalenti rispetto al modulo f,
poiché essa & definita soltanto sopra la curva f=20, in rap-
porto alla ¢g; di cui abbiamo determinato i poli e gli zeri.

Ora il resultato a cui siamo pervenuti ¢ stato dimostrato
nell’ipotesi che la cubica f di genere 1 abbia una posizione
generica rispetto agli assi coordinati, diguisaché mnon passi
per il punto all’ infinito dell’ asse y, non abbia alcuna tan-
gente di flesso parallela a quest’ asse, e neppure tocchi la
retta impropria del piano.

E non & necessario indugiarsi su questi casi, in quanto
si pud vedere facilmente a priori che I’integrale di prima
;I:v,, ha carattere covariante rispetto
JY
a una trasformazione omografica del piano, mediante la quale
la cubica acquista una posizione generica rispetto agli assi.
Cio faremo vedere quanto prima: tuttavia appare istruttivo
considerare brevemente i casi particolari accennati, ricono-
scendo in ogni caso 1'esistenza di un integrale di prima specie

dato da
Jk
=) dx

v

specie, come il differenziale

dove ora I'integrando potra corrispondere a una ¢; riducibile
con punti fissi all’infinito.

Consideriamo anzitutto il caso di una tangente di flesso
@ = o parallela all’asse y: a questa corrisponde un punto v = «
di diramazione d’ordine v=238, che dovra essere (per I’inte-

€

grando) al massimo un polo d’ordine ;; =5 questo, sulla

curva f, risulterd un polo d’ordine 2. Segue che anche in
questo caso il denominatore ¢ dell’integrando fornisce una
curva che passa per i punti di contatto delle tangenti ad f
parallele all’asse y, e ha, con f, un contatto bipunto nel flesso
considerato: & dunque

_af

Y=oy



o
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¢ integrale risulta
j‘ L
U=\ de.
Ty

In secondo luogo pongasi che la cubica passi per il punto
Y., punto improprio dell’ asse y (e vi passi semplicemente). In

questo caso l’integrando % Qovra avere uno zero @ ordine 2

(almeno) in ciascuno dei due punti all’ infinito della cubica (di-
versi da Y.) e un polo del prim’ordine (al massimo) in
ciascuno dei 4 punti di contatto delle parallele per Y.
Segue che &
b Sy
qui si noti che tale ® nel punto Y non & né nulla né infinita,
in quanto Y., & intersezione doppia di f tanto con la retta
impropria contata due volte quanto con la f,/ =

In terzo luogo pongasi che la cubica sia tangente alla
retta impropria, in un certo punto 7'. Questo dovra essere uno
zero del 3° ordine (almeno): I’altro punto improprio di f dovra
essere uno zero del 2° ordine (almeno); i punti di contatto
delle 5 tangenti parallele all’asse y dovranno essere poli del
primo ordine (al massimo): segue
p_ k.
b S
qui si noti che 7" appare da questa formula contemporanea-
mente uno zero del 4° ordine e un polo del 1° cioé appunto

uno zero del 3° ordine.
Si consideri, infine, il caso della cubica

Jey)y=9y*— (2> —pr + ) =0

in cui il punto Y,, improprio dell’asse y, & un flesso della
cubica avendosi come tangente di flesso la retta impropria.
Si ha allora, per y(z), un punto di diramazione improprio e
tre proprii, tutti del secondo ordine. Sulla f dunque I’'integrando
avra al massimo tre poli del prim’ordine, nei punti di contatto
delle tangenti parallele all’asse y, ¢ uno zero, del terzo or-
dine, almeno, nel punto Y., ; segue
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Nel caso considerato & dunque

et
12 \/”v——;mm!—q

Qui si noti che da questa formula appare che Y. &, per
I’ integrando, contemporaneamente uno zero del 6° ordine e
un polo del terzo (la f,/=0 contiene la retta impropria) ciod
appunto uno zero del 3° ordine. :

[ia funzione integranda

1 1

Ve —pr4-q Y

corrisponde ad una g¢; ridotta ad una ¢ collo staccamento del
punto Y. contato tre volte.

Appare dunque che, in tutti i casi considerati, I’integrando
puo considerasi dedotto per continuitd dal caso generale; ma,
come abbiamo detto, si pud riconoscere a priori che esso deve

k
77 mostrando la invarianza dell’in-
4

tegrando e dell’integrale rispetto ad una trasformazione omo-
grafica del piano, mediante la quale la cubica acquista una
posizione generica rispetto agli assi. '
Anzitutto & chiaro che Pintegrale ellittico di prima specie,
‘funzione del punto (vy) della cubica f, per una omografia

| v =2(XY)
?J_’I/ XY)

avere sempre la forma

applicata a questa cubica, diventa una funzione
UXY)=u{zXY), y(XY)}

del punto - (XY) appartenente alla cubica trasformata
F(XY)=0; e naturalmente resta privo di punti di infinito
su F, come era sopra f. Ma poiché U &, come u, un integrale
di differenziale algebrico, ottenuto col trasformare omografi-
camente il differenziale integrando, risulta dunque che U &
un integrale ellittico di prima specie appartente ad I

Ora vediamo che I’omografia trasforma sempre

de . 5 4 dX

— 11
fy' F 5
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A tale uopo bastera verificare la cosa per le sostituzioni
generatrici del gruppo proiettivo (%)

jz=%Y
®) ly::X
Sx=X ‘X-—:’i
ﬁ) (y:aX—i—bY—kc ?Y:T)(y_aq/——(;)
/ 1 / 1
) \*=x \ X=1
T ) Y ] v
b=t [

“Questa verifica si compie brevemente come segue.
«) Essendo, sopra la curva f,

Af = fi/de + f,/dy =0,
appare che

dx _ dy

1
ciod .

dx dX -

7= Fy
B) Seriviamo
FIXY)=fX, aX+bY +¢)

FY=Ff, b

dX = dw=;

segue ‘
dx b .4
fyl - FY/

() B ovvio che combinando le sostituzioni z) e ) si da luogo alla
pitt generale omografia affine che lascia ferma la retta all’infinito, invece
In v) porta Ja retta all’infinito nell’asse X =0, e quindi, combinandola
con una delle trasformazioni precedenti, si ottiene di portare la retta al-
Pinfinito in una retta qualunque del piano; dopo cid basta notare che
dae omografie portanti la retta impropria nella medesima retta limite, si
ottengono una dall’altra moltiplicando per una affinita.
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¥) Seriviamo (')

F(XY)= f(—)lz, %)Xs

-1 5 ' va
by =f 5 X=X

(IX__—@—'——(&'&;X

m‘Z

segue .
do dX

I FY

5. Integrali ellittici di seconda specie. — Vogliamo ora
costruire sopra la curva flay) =0 un integrale ellittico di se-
conda specie elementare, v, a cui imporremo come condizione
di possedere un unico polo semplice in un punto 0, ==(af).
Supporremo dapprima che la f sia in posizione generica ri-
spetto agli assi. Allora secondo 1’analisi precedente la funzione
integranda @ dovra avere al pitt 8 poli, cioé 6 poli semplici
nei punti per cui f, =0 e un polo doppio in O, e dovra
avere almeno 6 zeri assorbiti nell’ intersezione di f con la retta
all’infinito contata due volte. Ma poiché la terna dei punti
all’infinito di f contata due volte & equivalente alla sestupla
staceata da f,’ = 0, segue che gli altri due zeri di ¢ dovranno
costituire una coppia di punti equivalente al punto O contato
due volte. Queste condizioni portano che @ debba avere la

forma

o P _ G+ by ¢,
by (@ + by +o)f,

dove az +4- by + ¢ =0 & la tangente in 0, e ¢ & + b,y +¢, =0
¢ un’altra retta passante per il tangenziale di O.

Ma non si pud dire ancora che la ®  cosi determinata
dia origine veramente a un integrale di seconda specie, per-
ché potrebbe nascere in 0 una singolarita polo-logaritmica,
anziché un polo semplice: condizione perché si presenti ap-

\

punto questo caso & che, nello sviluppo di ® |, y(x)) per le

potenze di (* — a) venga a mauncare il termine in

T — "

(1) La presenza del fattore X3 risulta dalla necessitd di v
la funzione trasformata (Cfr. L. 1° § 9).

endere intera




CAPITOLO I 27

Ora la mancanza di questo termine risulta a priori dal
teorema di-CAvcHY (§ 1) per cui la somma dei residui di una

funzione razionale & nulla. Ma qui vogliamo porgere una ve-
rifica algebrica diretta, che effettivamente lo sviluppo di ® non

. Ci riferiremo per ci0o ad una

contiene il termine in -

opportuna posizione della cubica f rispetto agli assi coordi-
nati; e la verifica cosl eseguita varrd in generale per una
cubica qualunque, dappoiché & lecito per I’esame di una tale
questione trasformare omograficamente 1’integrale v (che si
conserva sempre (i seconda specie) visto che il nostro inte-
grando

(e + by +c¢) dos

(ax + by + ¢)f,

ha carattere covariante rispetto alla trasformazione. (*)
Compiamo dunque la nostra vevifica ponendo O nell’ori-

gine, il tangenziale di O nel punto all’infinito dell’asse =«

(sicché la tangente «x + by + ¢=0 si riduce a y=0) e in-

fine la retta a,x 4+ b,y 4- ¢, = 0 nella retta impropria (siccheé

1 iy 1 p p
a,x 4+ by + ¢, si riduce alla semplice costante ¢, ==0). Tra-
durremo queste ipotesi scrivendo

F=9Y + 0,0%° 4+ 4, Y + ,Y° + €, Y + @, ,2Y° + @y’

1 b, b ) . _
0y —x?—l—z-f—b2 +bx +bt 4. =

1
= i;(b(, 4+ bx+ b2t +..);

e dovremo dimostrare precisamente che
b,=0.

A tal uopo supponiamo scritto lo sviluppo di yf,” che
ha uno zero doppio in 0:

ufy) = a@® + a2’ + a,xt ... = 2° (@, + @, % + a,2*...);

avremo
(g +av+a®...) (bp+bx+bat..)=1

?a,;; il nuovo fattore che
Jy

qui appare ha evidentemente una definizione geometrica proiettiva.

\

(!) A png. 24 e seg. si & verificatn la cosa per
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e quindi
ab, =1
’ ab +abd, =0,

e perod
by=0 se a,=0.

|

La nostra verifica & ridotta a calcolare il coefficiente «,
di 2® nello sviluppo di yf, .
Percio risolviamo rispetto ad y I’equazione

J= Y+ (lzof""2 + a2y + “’02.1/‘2 -+ “21‘”2:’/ -+ “12“7?/2 -+ “osya =0,

cid che si effettua col metodo dei coefficienti indeterminati
(come si & visto ad esempio per il caleolo delle successive
parabole osculatrici nel § 4 del I.. IV): avremo

Y= — @, %7 + a,,a,,2* + ..,
Yy =yl 4 @ + 200,y + 0, 8% + 20,2y + 3¢,,9°)
- a’eoxg -+ (_ [(PYX (0 -+ a/“(‘go).’l}3 —+ ...
ciod

O, = — ytt,, + @ty =0 ce. d. d.

Come conclusione possiamo enunciare che: alle cubica f
di genere 1 appartengono due integrali di secondea specie elemen-
tari, lineamente indipendenti, dotati di polo «assegnato O (del

prim’ordine)
Py
v=|-—— da,
(J‘"PJ]?/

essendo ¢, =0 la tangente in O e 9, = 0 una retta qualunque
per il suo tangenziale O'. Se questa ¢, si fa coincidere con
la ¢,, integrale si riduce di prima specie; per conseguenza
designando con v un particolare integrale di seconda specie
col polo O e con u I’integrale di prima specie, tutti gli inte-
grali di seconda specie elementari col medesimo polo (del pri-
m’ordine) verranno dati da

A+ pa

(si prescinde dalla costante d’integrazione che tiene al limite
inferiore dell’integrale).

Questo resultato & anche chiaro a priori. Anzitutto som-
mando all’integrale Av 1"integrale di prima specie pu si ot-
tiene certo un integrale di seconda specie col medesimo
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polo; reciprocamente, sottraendo da un integrale di seconda
specie, col polo O, I’integrale Av, per un valore opportuno
attribuito a X si riesce a far sparire il polo, riducendo cosi
I"integrale a essere i prima specie: a tal uopo basta annul-

larve il residuo della funzione integrale, ciod il coefficiente p nel

relativo sviluppo.

Aggiungiamo 1’osservazione che tutti gli integrali ele-
mentari di seconda specie appartenenti alla curva f si dedu-
cono da quelli che hanno un particolare polo, sommando
loro una funzione razionale di secondo grado (¢3). Infatti
sia 0 un integrale di seconda specie avente un polo 0 col
residuo %, e si cousideri la g, definita da una coppia di punti
00'; fra le funzioni razionali di secondo grado aventi i poli
0 e O scegliamone una, §, avente in 0 lo stesso residuo k:
allora la funzione

' Mo — ) + pu

costituisce il piltt generale integrale di seconda specie col polo 0.

Dopo avere costruito gli integrali ellittici di seconda
specie elementari, con un solo polo assegnato (del prim’ordine),
é facile costruire gli integrali di seconda specie ¥ con » poli
semplici 0,0,...0,.: & chiaro che questi si ottengono combi-
nando # integrali elementari »wv,...v,. coi poli 0,0,...0, e
I’integrale di prima specie, diguisaché la forma generale di
essi @

A, 4 A0, - A0, 4

infatti togliendo da un integrale O coi detti poli una espres-

sione del tipo
D N

si possono ridurre nulli tutti i residui, per modo che si ot-
tenga come differenza un integrale privo di poli, cio8 di
prima specie.

Ma poiche gli integrali elementari di seconda specie si
possono dedurre dagli integrali elementari (A, + pu) con
un particolare polo 0, sommandovi funzioni razionali, cosi
anche tutti gli integrali ¥ di seconda specie, con r poli 0,...0,.
si dedurranno analogamente dai nominati integrali elemen-
tari di polo O: infatti I’integrale V riesce definito, a meno
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di un integrale di prima specie, dai residui corrispondenti
ai suoi poli 0,0,..0,; quindi, togliendo una conveniente
funzione razionale che abbia quei poli con gli stessi residui
ed il polo O, si otterrda come differenza un integrale col solo

polo O del tipo
A0, + pa.

(L’esistenza effettiva della funzione razionale sottraendo risulta
da cio che un gruppo di r + 1 punti della cubica appartiene
ad una 9 )

Il resultato ottenuto si estende al caso in cui si assegnino
poli d’ordine superiore, osservando che ciascuno di questi
viene caratterizzato dai coefficienti dei termini negativi del
relativo sviluppo, il eui numero eguaglia I’ordine del polo.

Qui & opportuno osservare che le funzioni razionali con
un polo d’ordine superiore al primo non sono decomponibili
negli integrali elementari che abbiamo costruito a partire da
un unico polo semplice. Per estendere a questo caso la de-
composizione bisognerebbe costruire integrali di seconda spe-
cie con un unico polo O d’ordine r =2, 3... per cui si asse-
gnino anche i coefficienti dei termini caratteristici. Non ci
indugiamo su tale costruzione, limitandoci a notare che essa
non offre difficoltd nel nostro ordine di idee: per es. si otterra
un integrale di seconda specie con un polo del second’ordine
in 0 dall’integrando ‘

dove {, = 0 rappresenti una conica osculatrice in O alla cubica
f, e 9, =0 un’altra conica che passa per le tre residue inter-
sezioni della prima con f. (Il teorema di CAUCHY ci assicura
a priori che & nullo il residuo di @ nell’unico polo 0, e per-
¢id manca nell’integrale il termine logaritmico).

Riassumeremo le conclusioni ottenute enunciando il se-
guente

TEOREMA. — Ad una cubica di genere uno appartengono due
integrali ellittici di seconda spécie algebricamente indipendenti:
s’intende con cid che un integrale qualunque differisce dalla
combinazione lineare di due altri (0 anche dalla combinazione
di un integrale di seconda specie con quello di prima specie)
per una funzione razionale.
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6. Integrali ellittici di terza specie. — Finalmente indi-
cheremo la costruzione degli integrali ellittici di terza specie,
incominciando dagli integrali elementari cui si imponga di
possedere il minimo numero di infiniti logaritmici (e non al-
tre singolaritd): cioé precisamente duwe infiniti logaritmici O,
e 0, che supporremo in posizione generica.

Che invero non esistano integrali di terza specie con un
solo infinito logavitmico risulta gid dalla nostra analisi del
§ 3, poiché si otterrd un integrale i terza specie con # poli
generici ¢ = 0 sulla cubica f, prendendo come funzione inte-
granda

_ %

T
dove i gruppi di punti =0 e P =0 devono essere equiva-
lenti in quanto danno somme equivalenti rispettivamente con
la terna dei punti all’infinito contata due volte e con la
sestina f,/ = 0. Siccome due punti diversi di f non possono
mai essere equivalenti, si avranno al minimo due singolarita
logaritmiche in due punti O, e 0, segati da una retta ¢, = 0;
e Iintegrale di ® possiederd esclusivamente queste due sin-
golaritd qualora si assuma un numeratore ¢, tale.che la retta
v, =0 passi per "ulteriore intersezione della retta 0,0, con

la cubica f: infatti tali ipotesi portano che abbia due

P
"Pi.fl/,
poli semplici con regiduo non nullo in O, e 0,, mentre si
annullano i residui relativi ai punti £,/ =0.

Pertanto gli integrali elementari di terza specie coi poli
0, e 0, vengono a dipendere linearmente da due di essi, ed
anzi si riducono alla forma

Aw -+ pa

dove si indica con w un particolare integrale del tipo

w= f —g'-, dx

Wy

€ con u !’integrale di prima specie.

La proprietd che un integrale elementare di terza specie
- Possegga su f almeno due infiniti logaritmici, resulta dal teo-
rema indicato al § 1 che «per una qualunque funzione razionale
sopra la superficie di RiemaNN, relativa alla nostra cubica f,
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la somma dei residui corrispondenti ai poli & nulla » e quindi
— integrando — la somma dei periodi polari degli integrali
dinterza specie & nulla, cosl che un integrale w con un infi-
nito logaritmico 0, =(«,8,) deve possederne necessariamente
un altro 0, =(«,B,), e (nell’ipotesi che queste siano le sole
singolaritd logaritmiche) le caratteristiche logaritmiche di w
nell’intorno di 0, e 0, devono avere coefficienti ugunali e di
segno opposto.

Ma qui conviene procedere a una vervifica algebrica di-
retta, incominciando dal caso elementare considerato innanzi.
Questa verifica procede analogamente a quella che si & incon-
trata nella costruzione degli integrali di seconda specie, e che
si riferisce insomma al caso particolare in cui la retta ¢,
diventi tangente alla cubica. Anzitutto si osserva che la
somma dei periodi polari di un integrale di terza specie w

ha evidentemente carattere proiettivo e — per quanto sopra
¢ notato — anche la forma del suo differenziale
CP‘, - dx
Lpl]?/
si muterda — per I’omografia trasformante — in un forma

analoga moltiplicata tuttavia per un coefficiente. Cosi la ve-
“rifica puod ridursi al caso della cubica :
f=2@— 1 +yie+f(vy) + filey}

che passa per i punti 0, 1, oo dell’asse delle z, ove prenderemo

9, =1, 4’,”——’!/-

Procediamo a questa verifica calcolando anzitutto il re-

siduo della funzione
1

—ufy

nel punto x=0; questo sara il reciproco del coefficiente di x
nello sviluppo di yf,.
Ora, risolvendo la f=10 rispetto a y si ha

1,
Y=+

¢ poiché
S =a+fi+f,+9f + 1)
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risulta

1/"—alx+ =2
v = R S

¢ioé il residuo di @ in =0 vale 1.

Successivamente si calcolerd nello stesso modo il residuo
di ® nel punto x =1, considerando ® come funzione di y e
& — 1; scriveremo

f=@E—1F+@—1)+yidb+file—1, 9 +filz—1,9)]
—1 )
y:—-b—(:v - 1) 4-...

uf, = b—zl (x—1) +...
~e per conseguenza il residuo di ® vale — 1. c. d. d.

Vale la pena di osservare che quando si facciano con-
vergere i due punti O, e O, in un unico punto O, si viene ad
aver qui, per 'integrando, un polo del second’ordine con re-
siduo nullo, e conseguentemente I’integrale elementare di
3" specie, w, si riduce a un integrale elementare di 2" specie.

Dopo avere cosi verificato che la somma dei periodi polari
¢ nulla per un integrale e¢lementare che ha due soli infiniti
logaritmici O, e 0,, si passerd al caso generale di un integrale
W con r infiniti logaritmici 0,0,... 0,.. La dimostrazione si
ottiene induttivamente, riducendosi dal caso di » singola-
ritd a quello di » — 1, col sottrarre da W un integrale ele-
mentare che possegga le singolaritd logaritmiche O,. e 0, —- 1
¢ che abbia in 0, lo stesso periodo polare di W.

Questo stesso ragionamente prova che: gli infiniti loga-
ritmici di un qualsiasi integrale W di terza specie, con i
relativi periodi, si possono ottenere sommando integrali ele-
mentari di terza specie: due integrali di terza specie, con gli
stessi infiniti logaritmici e con gli stessi periodi polari, diffe-
riranno fra loro per un integrale di seconda specie.

Da quanto precede si trae la conclusione che: Ogni inte-
grale ellittico appartenente ad una cubica di genere uno, st puo
ottenere come somma di integrali elementari di terza specie, di
un integrale elementare di seconda e di unc funsione razionale.

7. Integrali appartenenti ad una curva ellittica d’ordine
a > 3: forme normali degli integrali ellittici. — Anche ad

F. ENRIQUES - IV. 3
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una curva fioy) =0, di genere uno e d’ordine n >> 3, appar-
tengono integrali di differenziali algebrici(cioé integrali ellittici)
di prima, seconda, e terza specie; i quali si lasciano costruire
in base alle stesse considerazioni che abbiamo svolto per il
caso della cubica.

Infatti 1’analisi del § 3 mostra ngualmente che I’integrale

J D(zy)da

riuscird privo di singolaritd in quei poli semplici della funzione
© che vengano a cadere nei punti per cui f,’=0, e nei punti
all’infinito di f, ove questi siano zeri del second’ordine per
@; almeno se si suppone che:

1) la curva f abbia posizione generica rispetto agli assi
coordinati;

2) i punti di diramazione della y(x), per cui f* =0, siano
punti semplici, ¢id0 che — sussistendo Pipotesi 1 — esclude
soltanto 1'esistenza di singolarita della f con rami superlineari.

Adottiamo per il momento le ipotesi 1 e 2, da cui ci
libereremo pitt avanti.

Come nel § 4 possiamo affermare che un integrale di
prima specie u verrd definito su f assumendo come funzione
integranda la @, i cui poli sono i 2n punti di diramazione
della y(z) e i cui zeri costituiscono il gruppo equivalente se-
gato sulla f dalla retta all’infinito contata due volte. (Sappia-
mo invero che, sopra una curva ellittica, il gruppo jacobiano
della g, 2 = cost. & equivalente al doppio di ogni gruppo della
g, stessa). Una espressione effettiva della funzione @ ‘(che &
definita soltanto rispetto al modulo f) si ottiene scrivendo:

O — In=s

VI
dove 9,_, =0 designa la curve &’ ordine n — 3 aggiunta alla
curva ellittica f d’ordine n. Infatti la differenza di due unita.
fra il grado del denominatore e quello del numeratore indica
subito che la @ possiede degli zeri del second’ordine nei punti
all’infinito di f (il fascio A@,_, + 1f,/ contiene la curva de-
genere costituita da ¢,_, e dalla retta all’infinito contata due
volte); e d’altra parte si vede che la ® possiede come poli
i punti di diramazione della y(x) per cui f,/=0. Ma si ri-
conosce anche che la @ non possiede altri poli, poiché la curva.
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9n—, passa per le residue intersezioni di f=0 e f,’=0 che
sono i punti multipli di f, cio® per ogni punto r-plo con la
moltiplicitd r — 1 che in esso compete alla f,, la quale non
possiede ulteriori contatti coi rami di f, che & supposta priva
di singolaritd superlineari ed in posizione generica rispetto
agli assi. :

Concludendo: Alla curve f di ordine n e di genere uno
appartiene un integrale ellittico di prima specie definito a meno
di una costante moltiplicativa :

u :J ﬂ'—,‘—ﬁ dx.
Jv

Dopo avere cosl costruito I’integrale di prima specie
appartenente ad f, non vi & difficoltd ad estendere la costru-
zione indicata per n =3 degli integrali di seconda e terza specie.

Un integrale elementare di seconda specie con un unico
polo semplice in un punto generico O wviene definito da

dove ¢, =0 & la tangente ad f in O, e ¢,_, designa un’ag-
giunta d’ordine n — 2 che passa per le residue intersezions
di codesta tangente: infatti la funzione integranda corrisponde
alla ¢3,., definita dal gruppo dei punti di diramazione della
y(z) cui si sommi O contato due volte e dal gruppo dei punti
all’infinito di f contato due volte cui si sommi la coppia di
punti — sezione di ¢,_, — equivalente ad 0® Ad accertare
che v possiede veramente in O un polo non complicato da
singolaritad logaritmica, occorre sapere che il residuo della fun-
zione integranda in O & nullo; e ¢id pud dedursi — come per la
cubica — dal teorema di Cauchy (tenuto conto dell’anuullarsi
dei residui nei poli per ecui f,’ =0) ovvero pud ricondursi al
risultato ottenuto per la cubica stessa (di cui ivi si & porta
una verifica algebrica diretta, qui facilmente estendibile) atte-
soché 1’integrale elementare di seconda specie, se esiste, deve
rivestire la forma indicata, e la sua esistenza risulta dalla
possibilitd di ottenere f come trasformata birazionale di una
cubica.

Si noti che nella forma precedente entrano due costanti
arbitrarie, dipendenti dalla ¢,_,, ¢ si hanno cosl due inte-
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grali elementari di seconda specie linearmente indipendenti,
ciascuno dei quali pud.dedursi dall’altro sommando I’inte-
grale di prima specie.

Analogamente : Un integrale elementare di terza specie
dovrd avere su f due poli semplici O, e 0,, e sard dato da

dove ora ¢, =0 & la congiungente 0,0,, e ¢,_, & un’aggiunta
@ ordine n — 2 che passa per le n — 2 intersezioni residue.

Ogni integrale ellittico appartenente ad f potrd decom-
porsi in integrali elementari delle tre specie ed in funzioni
razionali, come sopra la cubieca.

Tutti questi resultati sono ottenuti sotto due ipotesi re-
strittive da cui vogliamo affrancarci.

Anzitutto & lecito ricondurre in ogni caso f ad una posi-
zione generica rispetto agli assi coordinati, usando all’uopo
— ove occorre — di una trasformazione omografica: infatti
si verifica che anche qui — come per la cubica — il diffe-

renziale
Qg

Iy
si riproduce a meno di un fattore costante per le trasforma-
zioni generatrici del gruppo proiettivo, ete.

In secondo luogo il case che f possegga in un punto
multiplo 0= (00) un ramo superlineare d’ordine v, si esau-
risce con una facile analisi, relativa a questo punto. Basta
ricordare che la f,’ (polare del punto all’infinito dell’asse ¥)
avra ora.col detto ramo nell’origine 0, v — 1 intersezioni di
pitt che la aggiunta ¢,_,, obbligata a passare con la molti-
plicitd r — 1 per ogni punto r — plo, !sicch®, sviluppando y

1
per le potenze di xv, si otterrd per @

bv—l bv——2 1
i TS et e ey

r v X

D=

e quindi 1’integrale avra ivi uno zero d’ordine L, e una di-
v

ramazione della stessa natura della y(w).
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Un integrale ellittico di prima, seconda o terza specie,
appartenente ad una curva ellittica F(XY) =0, si trasforma
in un integrale analogo relativo alla curva trasformata flay) =0
quando si operi su X e Y una sostituzione razionale

X = X(=y), Y= Y(2y)

Cosi gli integrali ellittici delle tre specie possono ridursi
ad alcune forme semplici (dette normali o canoniche) che giova
tenere presenti.

Anzitutto si trasformi la F nella curva ellittica del quar-
t’ ordine:

f=9'— @— a)z — b — o)z — d);
allora I’integrale ellittico di prima specie (definito a meno
d’un coefficiente moltiplicativo) si riduce alla forma:

I
1 —(dx _ ¢ )
M “ J J‘V(x-—a)(rv—b)(x—c)(a: — d)

Infatti in questo caso la f possiede un taecnodo nel punto
all’infinito dell’ asse y, toccando ivi la retta all’infinito, quindi
il polinomio aggiunto ¢,_, — che eguagliato a zero deve
rappresentare la retta all’infinito — si riduce ad una costante
(diversa da 0); e, d’altra parte, & f,/ = 2y.

Dalla 1) si avranno poi le forme corrispondenti degli
integrali ellittici elementari di seconda e terza specie.

Il problema di classificare gli integrali di radicali portanti
sopra un polinomio del 4° grado (gli integrali che, per incon-
trarsi nel problema di rettificazione dell’ellisse, hanno preso il
nome di ellittici) viene posto da LEGENDRE, () a cui si deve
pure la distinzione delle ¢re specie di codesti integrali. Le
forme normali assegnate da LEGENDRE sono

(@) u=j l
V(L —2*) (1l — k*z?)
iy
V=
J.V(l — a?)(1 — k*a?)

dx '
w= w=E=1.
j(] + ux®) V(1 — 2?)(1 — k*2®) ’

(1) Traité des fonctions elliptiques... Paris, 1825-28,
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E chiaro come I’integrale (2) si deduca da (1) mediante la
trasformazione proiettiva che porta la quaterna (a, b, ¢, d)
nella (1, — 1, k, — k).

Ora in luogo di partire, come si & fatto, da una quartica
si pud assumere come curva ellittica f una cubica avente un
flesso nel punto all’infinito dell’asse y e come tangente la
retta all’infinito; 1’equazione di tale cubica si scrive sotto la
forma normale

f=v"—4*+ g0+ ¢,—=0.
Si & visto d’altronde come si arrivi a questa forma dalla
Y — (v — a)(x — b)x —¢)(z — d) =0,

con una trasformazione proiettiva che porti il punto d all’in-
finito; sicché g, e g, porgono qui gli invarianti (della qua-
terna e) della cubica. (%)

Ora I’integrale ellittico di prima specie prendera la forma
(gia incontrata nel § 4):

da J* ,;_,_" v
Y v 47’ — 9, — Y, ’
che & la fbwna normale di WEIBERSTRASS (cfr. § 10).

8. Periodi: integrali nmormali. — Abbiamo rilevato che
un integrale ellittico di prima specie,

m :J@dx,

appartenente alla riemanniana f possiede, in generale, due
periodi ciclict, che corrispondono ai cicli indipendenti della
riemanniana. Operando sopra la
superficie di Riemann a due fogli
rappresentativa della y(z), che ha
i punti di diramazione d,, d,, d,, d,,
(a distanza finita), si possono assu-
mere come cicli irriducibili due
linee chiuse 4 e B {(che é lecito
far passare per uno stesso punto
0), le quali cirecondino rispettiva-
mente d,, d, e d,, d, escludendo
i rimanenti punti di diramazione

() L° I, Cap. I, § 5 (Vol. T pag, 34).
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(Cfr. 1.V, § 37): i periodi relativi ai due cicli sono forniti da

) :jii[)da;l =o' :L[(Ddrc.
4 B

Il teorema di CAUCHY c¢i insegna che questi integrali non
variano quando A e B si deformino comunque senza attra-
versare punti di diramazione; infatti se A4 rappresenta una
deformazione del ciclo 4, che pud supporsi ancora passare
per O, le due linee prese in senso opposto costituiscono il
contorno di una o pitt aree chiuse non racchiudenti nell’in-
terno aleun punto in cui 'integrando @ abbia un residuo
diverso da zero, sicché

‘qm:o.
i

Cosi dunque i valori che 1’integrale u riceve in un punto
(zy) della viemanniana, quando si definisea I”integrale a partire
da un’origine z,y,, restano determinati a meno di multipli
interi dei periodi w e ': infatti ogni eammino @’integrazione
che colleghi (z,y,) ad (2y) si pud ottenere da un cammino
particolare sommandogli i cicli A e B contati un certo numero
di volte (Ofr. 1. V, § 387). In lnogo di viferirsi ad una rieman-
niana a fogli si pnd anche assumere come riemanniana, equi-
valente in senso topelogico, un toro che — tagliato lungo un
cerchio meridiano A e lungo un cerchio parallelo B — si pud
spiegare sopra un rettangolo i cui lati opposti, che indichiamo
con « e a', b, b, rappresen-
tano gli orli dei tagli A e B a' @
percorsi in verso opposto (di
qui la ragione degli esponenti ™

—1). I periodi, forniti dagli b .
integrali di @ lungo 4 e B, ’/X/“ :
appariscono ora come diffe-
renze dei valori che l'inte- a o

grale prende in due punti

come P, ¢ P, (0 @, e @, corrispondentisi per simmetria sui
“lati opposti del rettangolo, che nascono da un medesimo
punto (P o @) del toro:

Py } (28 .
® ::j@(/.’l), o' =|Ddx
Py

1
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(Naturalmente per ciascun punto della linea d’integra-
zione P P, si deve assumere come valore della x — e quindi
anche della @ — quello che compete al punto corrispondente
della riemanniana a fogli rappresentativa della funzione al-
gebrica y(x)).

Dimostriamo ora che: ¢ periodi ciclici dell’ mteﬂale ellit-
tico di prima specie sono ambedue diversi da zero.

Ritroveremo questo teorema in una forma pitt generale a
proposito degli integrali abeliani (Cap. II): la dimostrazione
che qui forniamo, quantunque valida solo per gli integrali
ellittici, & notevole per la sua semplicita.

Anzitutto se 1’integrale di prima specie u ha i due periodi
nulli (w = o' =0), la funzione u essendo monodroma e priva
di punti singolari sulla riemanniana, si riduce a una costante
(Cfr. L. II, § 31); in secondo luogo pongasi

w0, o'=0,
allora si pud supporre addirittura
w = 2ni,

: : omi
bastando altrimenti moltiplicare I'integrale per %‘ Ora per
la u cosl definita avremo che

eu

riesce monodroma e priva di singolaritad sopra la riemanniana
e quindi riducesi a una costante; c¢id porta che anche wu &
costante. e. d. d.
Non potendosi annullare alecuno dei periodi dell’ integrale
di prima specie appartenente alla curva ellittica f, si suole
determinare la costante moltiplicativa che vi compare, assu-
mendo come integrale normale di prima specie quello che ha
un periodo uguale all’unita: designando come innanzi con
e o' i due periodi relativi ad un qualunque integrale di prima
specie, quelli dell’integrale normale varranno dunque

U

[O))

1 e 1= —
®

Questo integrale normale e i suoi periodi riescono perfet-
tamente definiti,in valore ed in segno quando si fissano con-
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venzionalmente il primo e il secondo ciclo della riemanniana
¢ il rispettivo senso.

Anche gli integrali di seconda specie, appartenenti alla
curva ellittica f, posseggono in generale due periodi corri-
spondenti ai cieli indipendenti della riemanniana, riuscendo
nullo I’integrale lungo un cerchietto che circondi un polo.

Un integrale di seconda specie v per cui siano nulli am-
bedue ¢ periodi ciclici si riduce ¢ una funzione rezionale di
z e ¥y, essendo v una funzione monodroma con soli poli sopra
la riemannianna. Di conseguenza non possono annullarsi am-
bedue i periodi ciclici per un integrale elementare di seconda
specie che ha un dato polo.

Fra gli integrali elementari di seconda specie,

v+ pau,

che hanno un polo assegnato in un punto generico O, ne
esiste uno per cui si annulla il periodo relativo al primo ciclo A
(corrispondentemente al quale il periodo di u viene ridotto
all’unitd); questo integrale v riesce definito a meno di una
costante moltiplicativa, sicché il suo secondo periodo o, puod
rendersi uguale a qualunque valore diverso da zero. Vediamo
di valutare ¢ in funzione del residuo dell’integrando
%:@(xy).

A tale scopo ci varremo del teorema di CAUCHY, consi-

derando — con RIEMANN — I’integrale

J"v(lu )

esteso ad una conveniente linea A; u designa qui I’ integrale
normale coi periodi 1 e 7. Ri-

ferendoci alla riemanniana S a R
spiegata sopra il rettangolo
PQRS, assumeremo come li-
nea A il contorno I del rettan- rrg——t@ b
golo perceorso positivamente,
aumentato di un eappio y che 4™’
partendo da un punto 7' di 1
esso giri intorno al polo O di P a Q




42 LIBRO SESTO

v, il quale cappio risulta percorso negativamente: A =1—v.
Questa A racchiude evidentemente un’area semplicemente con-
. - . du .
nessa enbro cui la funzione integranda v e possiede soltanto
({3
dei poli col residuo nullo, quali sono i poli dell’integrando

. .odu
di prima specie dp’ S ha dunque

Jvdu:() cioé Jvdu :Ju(lv.
1 v

K

1.

Osserviamo che la linea orientata ! si compone del peri-
metro del rettangolo PQRS, percorso positivamente,

Il =PQ + QR + RS + SP.

Calcoliamo pertanto 1’integrale decomponendo la linea I
in parti, come appare dalla seguente serittura

()0
1 PQ SR QR PS
Poiché i valori di » nei punti corrispondenti dei lati

opposti PQ e SR differiscono per il periodo czjdu, e il du

SP
resta il medesimo, si avra

jvllu —leu = — cjdu =—o,

PQ SR PQ

fd-u

PQ

essendo

in grandezza e segno il primo periodo de]l’intégrale nor-
male u, che si & fissato uguale all’unita.

Invece i valori di v nei punti corrispondenti dei lati op-
posti QR e PS8 sono uguali, essendo il primo periodo di v

[(lv =0,
PQ

fwlu —_ jv:lu =0.
R PS

per conseguenza
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jwlu == —g.

1
J vdu
Y

E in definitiva:

Resta da calcolare

che equivale all’integrale esteso ad un cerchietto infinitesimo
avvolgente positivamente il punto 0. Ora questo integrale
vien dato da '
2mi-p-k
dove ¢ designa il residuo di v nel polo 0, e k = (%) ¢ il valore
0
assunto dall’integrando di prima specie nello stesso punto O:

infatti, nell’intorno del punto O si ha

vdu = 4 kdx +- ..
o
Si conclude

— o = 2mipk, c¢iod o= — 2mipk;

in parole: Il secondo periodo dell’ integrale di secondea specie ele-
mentare v che ha nullo il primo periodo, é dato da — 2wi wvolte
il residuo della funzione integranda stessa nel polo O, moltipli-
cato per il valore dell’ integrando di prima specie in O.

Dopo c¢io si potrd determinare I’integrale normale di
seconda specie, v, col polo O, disponendo delle costanti arbi-
trarie che compaiono nell’ integrale elementare, per modo che:

1) il primo periodo risulti nullo,
2) il secondo periodo risulti, a meno del fattore — 2xi,
uguale al valore dell’integrando normale di prima specie in O:

(!
o =— 2mi ((—1—‘> ;
dz),

a tal uopo occorre assumere uguale ad 1 il residuo di v in O.

Passiamo a considerarve i periodi degli integrali di terza
specie appartenenti alla nostra curva ellittica f. Qui vn cam-
mino chiuso qualunque appartenente alla riemanniana si potra
comporre mediante due cicli indipendenti A e B uscenti da
un punto O e un certo numero di cappi circondanti i punti
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di singolarita logaritmica: pertanto i valori dell’integrale in
O verranno espressi sotto la forma

0 =7rQ 4 $Q + In,m,

dove Qe Q' rappresentano i due periodi ciclici relativi ad A
e B, m; i periodi polari relativi alle singolaritd logaritmiche,
e r, s, n; designano numeri interi. Giova notare che la defor-
mazione continua di un ciclo, per es. 4, non laseia pilt inva-
riato il relativo periodo Q, giacché questo pud venire aceresciuto
di qualche periodo polare. :

Osserviamo che: un integrale elementare di terza specie w
non puo aver nulli ambedue ¢ periodi Q e Q.

Pongasi che per w siano nulli i detti periodi, e quindi
vi siano soltanto due periodi polari 2kni e — 2k relativi alle
singolarita logaritmiche O, e 0,, dove l'integrando diverrd
infinito del prim’ordine coi residui rispettivi & e — I; allora

- . N .
moltiplicando per A si otterra un nuovo integrale elementare,
che per brevitd torneremo a indicare con w, per cui I’ inte-
grando ha residui 1 e — 1, e i periodi polari 2ni e -— 2wi.

-0id posto si consideri sopra la riemanniana la funzione

ell‘;

questa riesce monodroma, e si verifica che ha soltanto un polo
semplice in 0, (e un solo zero in 0,), percid deve ridursi ad
una funzione razionale con un polo ed uno zero: ma cido costi-
tuisce un assurdo.

Verifichiamo 1’assunzione fatta intorno alle singolarita
di e®. B chiaro che ¢* nou pud divenire zero o infinito nei
punti per cui w resta finito, e perd & da analizzare soltanto
il suo comportamento in O, e O,.

Nell’intorno di 0, = («,8,) si seriverd

w=1log (x —a,) +0,(r —«,),
con 6, regolare, e quindi
60 = (x — a,)eb

risulta funzione regolare con uno zero in 0,. Analogamente
nell’intorno di 0, =(«,8,) scriveremo

w=—1log (x — a,) + 0,(x — «,)
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con §, regolare, e quindi

L L
T — a,

¢

possiede un polo semplice in O,.

Dopo cid — analogamente a quanto si & fatto per gli in-
tegrali di seconda specie — definiremo I’ integrale (elementare)
normale di terza specie w, con i punti logaritmici O, e 0,, fis-
sando che sia nullo il periodo relativo al primo ciclo A (per
cui & 1 il periodo dell’integrale normale di prima specie wu),
e che i residui dell’integrando nei punti O, e 0, siano rispet-
tivamente 1 e — 1. Vogliamo calcolare il periodo 6 di w rela-
tivo al secondo ciclo.

A tale uopo (come gia per I’integrale di seconda specie)
considereremo lo

J‘wdu

esteso ad una linea chiusa X composta del contorno I del rettan-
golo PQRS e di un cammino y, percorso negativamente, che
parte da un punto 7' di questo

ed avvolge i punti singolari s a’ R
0,e0,: A=1—y; questo cam-
mino y si pud ridurre, come
nell’annessa figura, ad una li-
nea aperta 7'H percorsa due
volte in senso opposto,e a un
doppio cappio che, partendo

da H, avvolge O, e 0,. La li- 5 2 Q
nea chiusa A racchiude entro

di sé un’ area semplicemente connessa che non contiene nessun
punto in cui P’integrando

T

du
dx

diventi infinito con residuo diverso da zero, qmndl, in base
al teorema di CAUCHY,

jwdu:O, cioé deu: wdu .
5 i

»
)

Ora questi integrali si decompongono in parti che possia-
mo calcolare separatamente. Come nel caso gia trattato del-
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I’integrale di seconda specie si ha anzitutto

J‘w(lu = — 0,
1

e inoltre, come & ovvio,

J wdu +j.'wdu =0.
TH HT

Resta da valutare I’ integrale esteso al doppio cappio.
Percid si valuteranno prima gli integrali relativi ai cerchietti
infinitesimi ¢, e ¢, che circondano 0, e 0,, e si riconoscerd
facilmente che essi sono nulli, perché I’integrando diventa
in O, e 0, infinito d’ordine logaritmico. Invero avremo nel-
I’intorno di O,

du

wmzAllog(m—a,)—}-B‘(x—a‘)

e quindi
fw(lu :Alj‘log (v — a,)dw,
€y

C1

(essendo nullo I’integrale della funzione regolare 6,);
ora, ponendo
X — a, =16, dx = rie'?do
sara
2n 2

j‘wdu = A,rilog rj‘e’@dcp — A, r|peodoy.
¢y ’ 0 0
Ma gl'integrali che compariscono nel secondo termine

dell’ eguaglianza hanno un valore finito che non importa cal-
colare, sicché essendo

lim r logr =20,
r=0

jwtlu =0.
Cy

Resta da calcolare il nostro integrale jwdu esteso ai due

si deduce

tratti di v che possono considerarsi come i due orli di un
taglio 0,0,. Qui importa osservare che i valori di w sui
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due orli del detto taglio differiscono fra loro per 27i, e quindi
il valore dell’integrale che dobbiamo calcolare sara

0,
2nijtl1a = 2mi(u, — u,)

0,

ove si designano con u, e u, i valori di w in 0, e O,, e dove
si & supposto — come appare dalla figura — che il doppio
cappio venga percorso nel senso positivo eui rispondono, anche
in segno, i periodi polari di w, cioé + 2ni e — 2mi.

Come conclusione abbiamo

— 0 = 2mi(u, — u,)
e quindi:
0 = — 2mi(w, — u,) = 2mi(w, — u,)

Il secondo periodo dell’ integrale normale di terza specie
coi punti singolari O, ¢ 0,, ¢ — a meno del fattore 2mi —
uguale alla differenza det valori che Pintegrale normale di prime
specie assume nei detti punti 0, e 0,; precisamente:

0 = 2mi(u, — u,).

Qui si noti che in generale il valore di » in un punto
¢ definito a meno di multipli dei periodi; qui perd la difte-
renza u, —u, & esattemente definita dalla circostanza di
passare da O, a O, lungo un cammino che non attraversi i
cicli A e B (ma del resto qualunque); in generale, lasciando
cadere questa condizione, la differenza u, — u, risulta definita
a meno di multipli dei periodi (1 e 7).

9. Teorema d’inversione: funzioni ellittiche. — I risultati
ottenuti circa i periodi dell’integrale normale di 3" specie,
con i punti singolari O, e 0,, appartenente ad una curva
ellittica f, conducono immediatamente ad una teorema di
capitale importanza.

Invero abbiamo veduto che il detto integrale non pud
avere ambedue i periodi ciclici nulli, e che il secondo periodo,
B, & uguale, a meno del fattore 2wi, alla differenza dei valori
dell’ integrale normale di prima specie calcolato nei due punti:

0 = 2mi(u, — u,).
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Si deduce che non puo essere, per due punti distinti 0, e 0,
u,=1u,.

Pil in generale se invece dell’integrale normale di prima
specie si considera un integrale qualunque, di prima specie,
che & a quello proporzionale, dotato dei due periodi w e o,
e non si fissa aleuna condizione relativa ai cammini di inte-
grazione che determinano i valori di u, e di u,, avremo

—— =, — U, mod. o e o
2mi t 2

e potremo affermare che non sara mai

u, =u mod. w e ©'.

i 2

Cid porta al

TEOREMA. — Le coordinate X,y dei punti della curva ellit-
tica f risultano funzioni monodrome del parametro u.

Riferendoci per semplicita di discorso alla quartica ellittica

v = (& — @) — b)(& — o)z — ),

consideriamo 1’equazione
: 2y
dx
(1) UH=|—
)
LoYo
e proponiamoci di risolverla esprimendo x e ¥ come funzioni
di u. Poiché in un punto generico, * = «, u & funzione rego-

lare di z:
U=a,+ a,(r — &) + a,(x — a)*+...,

con «, 4=0, invertendo la serie (‘) si otterrd (in un intorno
del punto u =a,) * come funzione analitica e regolare di u:
T = x(u).

Similmente si otterra anche y funzione analitica- di u;
del resto derivando la 1) si ha

du 1 .o dx ,
=g e quindi y=— =2'(u).

Si & cosl provato che le coordinate 2 e y dei punti di
una curva ellittica f sono funzioni analitiche dell’integrale

(*) Cfr. p. es. BraNcHI § 58 op. c.
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di prima specie; ma i risultati precedenti ei assicurane che
queste funzioni, comunque estese al di 1& degli intorni in cui
sono state definite dalle loro espressioni analitiche, riescono
monodrome.

Resta da vedere che le funzioni x(u) e y(u) vengono defi-
nite in tutto il piano della variabile complessa w, avendo
soltanto un punto singolare essenziale all’infinito (e all’ infuori
di questo solamente singolaritd polari). A tale scopo riferen-
doci per esempio ad un toro rappresentante la riemanniana
di f, si consideri un cerchio meridiano A: i valori di u nei
punti di A (partendo da un punto P e ritornandovi dopo un
giro) definiranno sul piano rappresentativo della w una linea
«,, aperta, che congiunge due punti P, e P, per cui la diffe-
renza dei valori di v eguaglia il periodo w; codesta linea non
possiede aleun nodo, poiché un nodo potrebbe nascere soltanto
da due punti di 4 in cui u assumesse lo stesso valore. Ora
si faceia ruotare il meridiano 4 in guisa da descrivere il toro,
fino a ritornare nella posizione iniziale: la linea a, si muovera
— deformandosi con continuitda — nel piano della u e descri-
verd semplicemente un’area a forma di parallelogramma con
lati curvilinei, limitato da «, = P P, e dalla sua posizione

i - P,

Py a, Pz PS

finale @, = P',P',, nonché dalle linee «', e «, descritte dai
punti P, e P,; invero & escluso che la linea generatrice possa
passare due volte per il medesimo punto u, perche u, & fun-
zione univoca del punto della riemanniana. Aggiungasi che
i lati opposti del nostro parallelogramma «,, ¢, ¢ ', , &, sono
nguali e paralleli, potendosi sovrapporre 'uno all’altro mediante
una traslazione rispettivamente definita dai vettori o' ¢ v.
Da ¢id che precede risulta che le nostre funzioni z(u) e
y(u) (provenienti dall’inversione dell’integrale ellittico di pri-
ma specie) riescono definite entro il parallelogramma a lati
curvilinei Il = P,P,P,P,, per modo che ad ogni punto u,

F. ENRIQUES - 1V. 4
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entro II, rvisponde un punto (zy) della riemanniana f. Qui &
essenziale osservare che P P,P,P’, sono veramente i vertici
di un parallelogramma e non mai punti in linea vetta, di
guisa che le due traslazioni w e o' risultano indipendenti;
altrimenti si ecaleoli 1’area di m, per comoditd rispetto ad
assi coordinati che non vi penetrino: si troverd che questa
area & in ogni caso uguale a quella del parallelogramma
rettilineo coi medesimi vertici, e quindi nella nostra ipotesi
¢ nulla: ma ¢id importa che il suo contorno debba essere
una linea dotata di nodi, in contraddizione con la monodromia
delle funzioni z(n) e y(u).

Riservandoei di ritornare pit oltre sulle conseguenze del-
I’ osservazione che precede, vediamo ora che quando il punto
(zy) si muova sopra la riemanniana f, ritornando alla posizione
iniziale dopo aver descritto un cerchio meridiano, il punto
corrispondente nel piano rappresentativo u esce dal paralle-
logramma II, e va nel punto « -+ o che cade entro il paral-
lelogramma II, = P,P,P',P',, che si ottiene da Il = P P,P',P’,
per la traslazione del vettore w: cosi la x(u) e la y(u) restano
definite per ogni punto di II, nello stesso modo che per ogni
punto di II. Similmente si dica per il caso in cui il punto (2y)
deseriva sulla riemanniana f un cerchio parallelo. Appare
quindi che il campo accessibile alla variabile u, in cui sono
definite le z(u) e y(u) viene costituito da una somma di paral-
lelogrammi IL,, 4.5, , che si deducono da II componendo le tra-
slazioni elementari w e w’, e che — nel loro insieme — rico-
prono di una rete 1’intero piano, con esclusione del punto
(limite) all’infinito, il quale riesce quindi una singolarita
essenziale per z(u) e y(u).

Conviene verificare pitt precisamente che dentro il paral-
legramma II le 2(u) e y(u), mantenendosi ovunque continue,
sono regolari salvo un numero finito di poli. Anzitutto cid
¢ chiaro per un punto generico del parallelogramma corri-
spondente a un punto generico della curva per cui z e ¥
hanno_valori finiti (*) tenuto conto che y=—2a'(u). Ora, per
analizzare il comportamento di z e 4 in un punto @, per cui
riesca x=—oc, 0 Yy = oo, basterd operare una trasformazione

() Si ricordi che una funzione analitica & sempre regolare in un punto
per cui essa e la sua derivata assumano valori finiti ed allora anche tutte
le derivate successive sono regolari.
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birazionale della curva
=9 —(v—a)r—Db)(r—c)x—d)=0
in un’altra dello stesso tipo
F=Y—-(X—AH)X—-B(X—-0)(X—D) =0,

per modo che il punto (X,Y,) omologo ad u,, venga a distanza
finita: appare di qui che z o y, essendo funzioni razionali di
X ¢ Y, potranno avere in u, soltanto un polo.

Abbiamo riconosciuto che le a(u) e y(u), provenienti dal-
I"inversione dell’integrale ellittico di prima specie, sono fun-
zioni monodrome ¢ doppiamente periodiche in tutto il piano
della variabile complessa u, le quali prendono regolarmente
tutti i valori (compreso il valore co) nei punti di un paralle-
logramma a lati curvilinei P, P,P,P’,, e nei parallelogrammi
che si ottengono da questo mediante le due traslazioni ele-
mentari indipendenti © e w'.

Ora si vede che al detto parallelogramma & lecito so-
stitnive il parallelogramma @ lati rettilinei coi medesimi ver-
tici, giacché la w assume valori congrui rispetto ai periodi w
o ', nelle parti che vengono aggiunte e tolte a II quando
si rettifichino due lati opposti. Inoltre & anche lecito sosti-
tuire a questo parallelogramma II il parallelogramma dei
periodi, cioé il parallelogramma traslato 0, w, v, © 4 ', che
ha un vertice nell’origine; cid corrisponde del resto ad as-
sumere nella costruzione precedente il punto P della rieman-
niana nello zero di u.

Il resultato ottenuto potra riassumersi nel seguente

TROREMA. — Le coordinate X ey dei punti di une cwrve f di
genere uno, si esprimono come funzioni monodrome doppiamente
periodiche di un parametro u, che é U integrale di prime specie
della curva, e queste funziont assumono tutti i valori entro il
parallelogramma dei periodi v e o' tracciato nel piano delia
variabile complessa w: w designa qui 1'integrale ellittico di
prima specie appartenente ad f.

B ovvio che anche ogni funzione razionale X(xy) risulterd
pure funzione monodroma di u, coi medesimi periodi, e del
resto la X pud essere ritenuta come ascissa del punto di una
curva trasformata di f. A tutte queste funzioni X si dard il
nome di funzioné ellittiche.
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OssERVAZIONE. — Come I’inversione dell’ integrale ellittico
di prima specie ci ha condotti ad una rappresentazione para-
metrica univoca, cosl puod chiedersi se ad un resultato analogo
conduea pure la considerazione di integrali di specie superiore.
La risposta & negativa: L’ inversione dell’ integrale ellittico di
seconda o di terza specie, non da piv origine ¢ funzioni mo-
nodrome. '

Pongasi invero che I’integrale ellittico

(9§y)
I ::JCD(rv, y)da

(xofo)

definisca, per inversione, x come funzione univoea di wu;
allora (riferendosi per semplicitd a una cubica f(zy) =0 posta
in posizione generica vispetto agli assi coordinati) si trovera
che la funzione razionale ®(xy) deve soddisfare ad alcune
condizioni che caratterizzano precisamente 1’integrando di
prima specie. Iffettivamente avremo che:

1) ® non si pud annullare in nessun punto a distanza
finita: perche, qualora si avesse, ad esempio, uno zero nel-
I"origine, si avrebbe

®=ax-+ aa®+..

(senza escludere ¢, =0...)
e qunindi integrando
@, a
I=432+F32 4.4k
2 <
dimodoché 1inversione della serie da luogo ad almeno due
valori di = in funzione di I —Fk;
2) Ogni punto di diramazione della y(z) (che per ipo-

tesi & semplice e a distanza finita) & un polo di ®.
Sia questo punto nell’origine, sicché le x e y si esprimano

nell’intorno di esso per mezzo del parametro t =272, i cui valori
rispondono univocamente ai punti della riemanniana. Se @ si
conservasse finita in & =0, sarebbe

D=ua,+a,t+ a,t*+..

(senza escludere @, =0 s
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quindi, essendo dx = 2tdt,
. Y,

ed

3 at* +..4-k

1= ((012 -+
sicché 1’inversione non definisce ¢ come funzione univoca
di I—E.
3) La funzione ® non pud diventare infinitesima d’or-
dine superiore a 2 per = oo, ci0d 2°® 3=0 per ¥ = oo,
. - 1
Infatti ponendo v =%,

A dX
= D(zy)dx = ——J . =

sicché — per la proprietd 1) — 1’integrando

@(%, y) . “Xl—z = 2*D(zy)

non pud annullarsi per X =0.
Le proprieta 1), 2) e 3) portano che la ®(xy) abbia almeno
6 poli cadenti nei punti f,’=0, e al pit 3 zeri doppi nei
punti all’infinito della cubica; la @ sard dungne del sest’or-
dine e si ridurrad alla forma dell’integrando di prima specie

=1L
Ty

(Lo studioso confrontery 1’analisi precedente con quella
che nel § 4 ci & valsa a caratterizzare gli integrandi di
prima specie).

Rileviamo esplicitamente che la non degenerazione del
parallelogramma dei periodi, osservata innanzi per le funzioni
ellittiche, importa una diseguaglianza fondamentale per i periodi
dell’ integrale ellittico di prima specie.

Infatti, distinguendo nei periodi © e ' le parti reali e
immaginarie: '

w=a41ib, o'=4d + i,

I’area del parallelogramma dei periodi essendo doppia del
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triangolo 0 ww’, viene espressa da

0o 0 1
a b 1| =dul—a'b;
a Vo1

e, come abbiamo osservato, quest’area non pud annullarsi
per un parallelogramma a lati vettilinei o curvilinei che rap-
presenti la riemanniana della data curva f, sicché

abl — a'b0.

Conveniamo di assumere il senso positivo dei cicli A ¢ B’
della riemanniana, di cui si & gia fissato 1’ordine, in guisa
che i tre vertici del triangolo Owe’ si seguano nel senso
positivo (quello contrario alle lancette dell’ orologio), per modo
che I'area del detto triangolo risulta positiva: avremo cosi

ab —a'h > 0.

Questa diseguaglianza si pud anche esprimere dicendo

’

. ® \ .
che: il rapporto o = T non puo essere reale ed anzi — secondo

la nostra precedente convenzione — ha la parte immaeginaria
positiva; infatti:

o a4+ ad - DY Cab —a'd

®  a-+ib a4 a4 b

!

) .
Che 5 lon possa essere reale, si pud vedere d’altronde

anche in altri modi.

U
. w . r .
‘Anzitutto se o fosse un numero razionale P la funzione

/

. . 0w
u ammetterebbe soltanto il periodo elementare —:?:-k, e
r R
quindi
2t
e k

riuscirebbe funzione monodroma priva di singolaritd sulla
superficie di Riemann, e si ridurrebbe a una costante.

/

}4‘ . O e w . irr i v ]
I neppure puo essere — un numero irrazionale, per il fatto

che u non pud prendere valori congrui (mod. w, ') in punti (zy)
diversi. Infatti si noti che ’intorno di un punto (z,y,) si rap-
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/

. . . . w
presenta biunivocamente sull’intorno di un punto u,; ora se —
)

fosse un irrazionale, I’ espressione
re’ -- sw,

con » e s interi, darebbe dei valori ¢ piccoli a piacere, e
quindi nell’intorno del punto u, si troverebbe un punto u, + ¢
cui risponderebbe lo stesso punto z,y,, contro la 1-lcordam
biunivocitd della corrispondenza.

La disuguaglianza fondamentale per i pericdi si pud
dedurre, con RIEMANN, seguendo un procedimento artificioso
ma valido in generale per gl’integrali abeliani, procedimento
che riportiamo a proposito di questi nel capitolo II°.

Termineremo questo paragrafo spiegando in breve una
Seconda dimostrazione del teorema fondamentale &’ inverstone
dell’integrale ellittico di prima specie

dx

" =,£V(fv —a)x — b)(x — ¢)(x — d);

la quale dimostrazione riesce indipendente dal calcolo dei
periodi dell’integrale elementare di terza specie. Il procedi-
mento che qui si adopera compare sotto forma non rigorosa
nel trattato delle funzioni ellittiche di BrioT et BouQurr, e
fu reso completo da PICARD ('); esso consiste nel provare che:

1) I"inversione della u & possibile nell’intorno di ogné
punto (xy) compresi i punti x =«, b, ¢, d, e il punto ¥ = oo,
dove, naturalmente, si sviluppa in serie di potenze di u non
pitt  ma % ; _

2) lo sviluppo cosl ottenuto per ciascun punto ha un
raggio di convergenza superiore ad un minimo finito, di guisa
che, a partire da un punto u,’estensione analitica della funzione
@(u) invade tutto il piano senza mai incontrare — a distanza
finita — punti singolari (di diramazione o essenziali) che non
siano poli.

Si riconosce la proprietd 1) mediante ’analisi che abbiamo
fatto nella precedente Osservasione, verificando — come ognuno

(!) Bulletin des Seiences math. 1890 - Traité d’Analyse t. IT cap 12,
n. 7. (Parvigi 1905) pag. 377.
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puo fare senza difficolth — che le condizioni ivi incontrate
come necessarie sono altresi sufficienti per 1’inversione.
Dopo cio si proverd 1’asserzione 2) tracciando nel piano
delle & quattro cerchi C,, C,, C., C4, sufficientemente piccoli,
intorno ai punti @, b, ¢, d, e un cerchio I', sufficientemente
grande, per modo che entro ciascuno dei cerchi ¢ e fuoori
di T valgono rispettivamente gli sviluppi di « per le po-
tenze di
1 1 1 1 1
(x —a)?, (x — b)57 (m - 0)57 (x — d)27 -;l:;
la funzione regolare wu(z) dard luogo ad un minimo r per il
raggio di convergenza della funzione inversa, e sard necessa-
riamente » >0, altrimenti esisterebbe un punto Ilimite in
cui manca l’inversione. Similmente si prova che esiste un
minimo, diverso da zero, .-per il raggio di convergenza

. . . . 1 -
della funzione che si ottiene invertendo (76 fuori di T ovvero

E . . . . . N
{(x—a)z! in C, e similmente per gli altri cerchi C, sicché
infine la proprieta (2) risulta dimostrata.

10. Proprieta generali delle funzioni doppiamente perio-
diche. — Data una curva ellittica flzy) =0, esprimendo z e y
come funzioni di un integrale elliftico di prima specie u, si
ottengono — come si & visto — due funzioni doppiamente
periodiche, clie possono ritenersi definite nel parallelogramma
fondamentale dei periodi II, di vertici 0, w, v, v 4+ .

Abbiamo pure rilevato che ogni funzione razionale X(xy)
risulta fanzione ellittica di w con gli stessi periodi. Si pud
aggiungere che la X, essendo di un certo ordine m sopra f
(in guisa da definire una g') assumerd ogni valore lo stesso
numero n di volte entro il parallelogramma dei periodi ed
in particolare avra n zeri ed m poli (tuttavia qualeuno di
questi punti pud cadere sul contorno ed allora deve essere
ritenuto come identico al punto omologo del lato opposto).
Essendo n=2: le funzioni ellittiche sono almeno di secondo
ordine.

Per n =2 sappiamo che ogni gruppo di » punti su f
appartiene ad una ¢g*—1, quindi:

Si pud determinare, a meno di una costante moltiplica-
tiva, una funzione ellittica d’ordine n =2, dando ad arbitrio
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— entro il parallelogramma dei periodi — i suoi n poli ed
n—1 zeri. Ed anche:

Si puo determinare, a meno di una costante addittiva, une
Sfunzione ellittica d’ordine n =2, dando ad arbitrio gli n poli
¢ i relativi residui, la cui somme sia nuwlla, come richiede
il teorema di CAvcHY.

Per quest’ultimo enunciato occorre osservare che la diffe-
renza di due funzioni ellittiche coi medesimi poli e residui,
riuscendo priva di poli si riduce a una costante.

Se si assume come curva ellittica f la quartica

v =),
cui appartiene 1’integrale di prima specie

dx
w=\|\—,
Y
la w(u) rvisulta funzione del second’ordine con due poli distinti,
mentre la y =a'(u) & del quart’ordine.
Se invece si riduce f alla cubica normale

Y =42’ — g, — ¢,

(che ha come tangente di flesso la retta all’infinito), la x(w)
resulta funzione ellittica con un polo del second’ordine, men-
tre la y==2a'(w) & del terz’ordine con un solo polo triplo.
Appunto la x(n) costituisce la funzione ellittica che Wnink-
STRASS assume come elementare col nome di §(u); sebbene
a dir vero questo geometra definisca la §&(u) in altra maniera,
come diciamo in appresso, provando poi che essa & legata
alla sua derivata da una relazione del tipo:

§2'(u) = 4§9(0)* — ,§2(0) — g5,

con g, e ¢, arbitrari, ¢ido che porta la coincidenza della §2(u)
con la nostra x(u).

Il teorema che «ogni funzione razionale dei punti di una
curva ellittica flxy) =0 & funzione doppiamente periodica
di u relativa allo stesso parallelogramma dei periodi v e o
delle z(u) e y(u)» si inverte senza difficolta:

Ogni funzione doppiamente periodica di u, con ¢li stessi
periodi v e o', che abbia nel parallelogramme di questi soltanto
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\

singolarita polari, é una funszione razionale di x ¢ y; infatti
una funzione X(u) soddisfacente alle condizioni dell’enunciato,
resulta monodroma e con sole singolaritd polari sopra la rie-
manniana di f.

Appare di qui che «se a due curve di genere uno, f e F,
corrispondono funzioni ellittiche coi medesimi periodi v e v/,
le due curve sono trasformate birazionali una dell’altra», cioé:
i periodi v e 0 determinano I invariante assoluto della curva
ellittica corrispondente.

Ma, reciprocamente, non si pud dire che I’invariante as-
soluto di f valga a determinare i periodi w e w’, perché ad
una medesima f appartengono funzioni ellittiche con diversi
periodi.

In primo luogo, se vengono fissati i cieli A e B della
riemanniana f, rimane tuttavia nei periodi I’ arbitrarietd
dipendente dalla circostanza che vi sono infiniti integrali di
prima specie ku, dove Ik & un coefficiente arbitrario: pertanto
i periodi di questo integrale sono kw e ko', e di essi & defi-
nito soltanto il rapporto

che & il secondo periodo dell’integrale normale di prima specie.

In secondo luogo, data la riemanniana f, i suoi cicli
primitivi A e B non risultano definiti, potendosi sostituire
con due altri A'=7r4 + 3B, B =14 + B, dove »,s,7,¢,
sono numeri interi, i quali cicli tuttavia risulteranno pri-

mitivi soltanto se
rs —r's=1,

che é la condizione perché 4 e B siano a loro volta combina-
zioni lineari a coefficienti interi di 4’ e B'. Pertanto i periodi
di una funzione ellittica risultano definiti a meno di una sosti-
tuzione lineare a coeflicienti interi con determinante uguale
a uno, potendosi sostituire a due periodi (primitivi) v e '

Q=r0 + 1o’
Q=10+ o con 1 —r's=1;

’

con cio il rapporto dei periodi = risulta definito soltanto

a meno di una sostituzione lineare fratta a coefficienti interi
¢ di modulo 1.
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Si conclude che:

L’ invariante assoluto I di una curva di genere uno deter-
mina il rapporto dei periodi delle funzioni ellittiche corrispon-
denti, @ meno di una sostituzione lineare a coefficienti intert

’ a‘:-l—ﬁ
T = E—
yt+98

con ad— Py = 1.

Cioé la condizione di identitd birazionale, data da I'=1T

si traduce nella relazione
= +—E
YT -0

con ad — fBy=1;

cosl non sono birazionalmente identiche due cubiche per cui
sia, ad esempio, T’ = 2.

Col variare di I dovrd dunque variare anche 7, ed & facile
vedere che le due variabili sono legate analiticamente. Infatti
si assuma come curva f la cubica

v = a(z — Dz — k),

dove s =(0%1 oc), birapporto dei quattro punti di diramazione
della y(z), & funzione algebrica di I; allora, prendendo come
cicli 4 e B (sopra la sfera della variabile complessa) due
doppi cappi avvolgenti i punti 0 e 1, 0 e oo, si otterranno
per w e ' le espressioni rappresentanti funzioni analitiche:

9 : dz

Va(x — 1)z — k) ’

0

()

(1

o = 3 ¢
- 5‘ Vo — 1)@ —k)

(Notisi che per calcolare w si dovrebbe integrare lungo una
linea da 0 a 1 prendendo un segno del radicale, e poi — in
senso opposto — lungo la stessa linea

da 1 a 0, col segno opposto del radi- @ =—=2 C)
cale, ¢cid che equivale a raddoppiare il

primo integrale: si avverta poi che qui non disturba la cir-
costanza che negli estremi I’integrando diventi infinito. Ana-
logamente per o’). '

OSSERVAZIONE. — Per le cubiche reali

2

Y= — o) (e —a,)
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che siano bipartite (x, e «, reali, efr. L. III, § 26) i due periodi
risultano uno reale ¢ I'altro immaginario puro: infatti, posto
che sia 0 < a, < a,, nell’intervallo 0 a, la y risulta reale, e
nell’intervallo a,«, risulta immaginaria pura, onde i due periodi

4/’2? 4/’1,
w=2 ¢ w =2

1 1
v E Y
(dove gli integrali si prendano lungo 1’asse reale) appaiono
il primo reale e il secondo immaginario puro; pertanto il
/7
rapporto T=_ per le cubiche bipartite riesce immaginario
puro.
Non si pud dire invece nulla per le cubiche unipartite:
2
per le armoniche si ha t =14, e per le equinarmoniche t=¢3,
che non & puramente immaginario (cfr pagg. 99 e 100). Qui
si noti che una cubica unipartita pud essere proiettivamente
identica ad una bipartita: ad esempio ¢id capita per il caso
armonico (efr. vol. IL, pag. 210).
In ogni caso perd la rete dei- periodi (cioé 1'aggregato
dei punti del piano complesso)

rw +- sw’ (r e s interi o nulli)

relativi @ unae cubice reale riesce invariante per il coniugio,
cioé per la trasformazione del piano x che muta un punto
=2, + iz, nel suo coningato T ==, — ix,.
Cio & chiaro nell’ipotesi di una cubica bipartita; nell’i-
potesi invece di una cubica unipartita

Y=o —a)(r—a,)

(con =2, e a, complessi coniugati), basta osservare che-i due
periodi
(l’z, (l’v

w =2 0w =2 —
(l/ Y
0

ove si prendano per andare da 0 ad «, e da 0 ad «, due
cammini coningati, risultano coniugati; il che d’altra parte
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segue anche notando che

00

. dx . .
w4 0'=2 7 = numero reale.
o !

’

. w
Ora sorge la domanda se il rapporto T=_ Possa assu-

mersi ad arbitrio compatibilmente con la diseguaglianza fon-
damentale, stabilita innanzi, in forza della quale, data la nostra
convenzione sul senso dei eicli della riemanniana, il coefficiente
della parte immaginaria di v deve essere positivo, ossia © deve
trovarsi nel semipiano positivo, superviore all’asse reale.

In altre parvole si chiede se un parallelogramma dato ad
arbitrio provenga sempre -— come parallelogramma dei periodi
— da funzioni ellittiche inerenti ad una curva di genere uno.

- A questa domanda si pud dave risposta affermativa. Per
¢io occorre dimostrare che:

1) dati comunque due periodi o e ', il cui rapporto
non sia reale, (e che si riterrd quindi avere la parte imma-
ginaria positiva) esistono sempre funzioni doppiamente perio-
diche coi periodi (primitivi) w e ', che nel parallelogramma
dei periodi posseggono soltanto singolarita polari:

2) due funzioni siffatte x(u) e y(u) sono legate fra loro
da una relazione algebrica f(ay) =0, e possono sempre co-
struirsi in modo che la f risulti di genere 1 e un suo inte-
grale di prima specie abbia come periodi v e o'

Cominciamo col dimostrare la esistenze di una funzione
doppiamenfe periodica coi periodi v ed v insegnando la co-
struzione effettiva delle funzioni di WEIBRSTRASS §9(u) e
§2'(n) appartenenti al tipo domandato.

WEIERSTRASS arriva a questa costruzione costruendo dap-
prima una trascendente intera o(u) che possiede degli zeri del
prim’ovdine nei vertici della rete dei parallelogrammi 7w + so'.

Gli zeri non determinano una trascendente intera, restando
arbitrario un fattore ¢9® che non si annulla a distanza finita:
nella sna formula WEIERSTRASS prende questo fattore uguale
ad 1. Precisamente la o(x) di WrRInrsrrAss & data dalla
espressione

o(i) = u - H’(l -———u—)e?""‘

s o -+ 8w’
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dove

. 1 4 1 w?
Prs =10 H- 30" 2 (ro 4- s0')?

¢ con II” s’ intende il prodotto infinito esteso a tutte le coppie
di valori (interi) r e s con esclusione della coppia r =s=0.
Derivando due volte il log o(w) si trova la funzione

(1 — ro —s0'P  (ro 4 s0')?)

a*logo(u) 1
1 JU)—m— ————— = — -
(1) o) duw? u? ,Zs
dove I’accento denota che nella somma X', estesa a tutti i
valori interi di » e s, va esclusa la combinazione »r =s=20,
e quindi

1

2 () =— 2 -
) 50 ,,Z:';(u — 1w — sw')*

Noi partiremo addirittura dalle serie doppie (1) e (2) mo-
strando direttamente che esse sono convergenti e rappresen-
tano funzioni doppiamente periodiche coi periodi v e o'.

Per giungere a questo risnltato consideriamo piu in gene-
rale una serie doppia del tipo
(3) 3 s

T, 8
dove 7, s, variano da — <o a -1- oo con esclusione della coppia
r=s=20, ¢ A,y € un numero positivo (sara poi il modulo
di un numero complesso).

Interpretiamo » e s come le coordinate cartesiane, orto-
gonali od oblique, eon unitd di misura uguali o diverse sui
due assi, di un punto, P,;, del piano, sicché A,; sard una
funzione del punto P,;. Indichiamo con ¢,; la distanza del
punto P,s dall’origine O = (00). Dimostriamo che la serie 3)
converge appena sia 4,, infinitesimo d’ordine n > 2 rispetto

a 8,5, cioé sia
M

K
.

l

con n>2

Ays

o7
@ 2

dove M designa un numero positivo fisso al variare dis e di s.

A tale scopo consideriamo il parallelogramma II,, avente
i lati paralleli agli assi coordinati, il centro nell’origine di
questi, e come vertice il punto P,,,,. Sul contorno di questo
parallelogramma si hanno, evidentemente, 8m punti P, cia-
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scuno dei quali ha dall’ origine una distanza minore od uguale
a km, indicando qui con k la minima distanza del punto 0
dal contorno di II,.

Segue che la somma S, dei valori A,s relativi a questo
parallelogramma II,, risulta

M SM 1
Sin < B - Erms Tk omm
Poiche la serie semplice
1 .
Zm (h costante positiva)

m

converge per oguni valore di > 1 (e ha un cerfo valore che
possiamo indicare cou L) segue che, nella nostra ipotesi n > 2,

la somma parziale, S, ottenuta sommando un qualunque nu-
mero di termini della- serie 3) rvisulta minore della somma
di un conveniente numero di §,,, e quindi
8M

N

8 < G D
il che appunto significa la convergenza della serie 3), nell’ipo-
tesi, ripetiamo, n > 2.

Da questa osservazione segue subito la convergenza

assoluta della serie

(2) §2'(u) =

c¢ioé della serie

-9
2(u, — e — so)®
1 ' 1

w? W — 10 — s0')?

u el (U — T — sW)

per tutti i valori di w diversi da 0 e da ro 4- sw'.
Infatti poiché il modulo di

so’

da la distanza del punto rw +- sw’ dal punto w, si vede subito
che
[ —ro — so |73

¢ un infinitesimo del 3° ordine rispetto a
Ops = | 70 4- s00"|

(Qui & quasi inutile notare che il punto rw - s»’ ha le
coordinate cartesiane r e s rispetto a un sistema di assi avente
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Porigine in w =0, diretti secondo i vettori v e o', sui quali
assi le unitd di misura siano i moduli di 0 e di ).

Si ha pertanto la convergenza della serie dei moduli dei
rermini della serie 2), cioé la convergenza assoluta della serie
stessa. Cosl essa rappresenta, sul piano, una funzione.che ha,
al finito, solamente singolaritd polari nei punti v =rw + sw’,
vertici della rete dei periodi; e sard precisamente una fun-
zione periodica coi periodi w e ', poiché cambiando w in
#+ o (0 in u-1-w) non si fa che permutare i termini della
serie stessa. Aggiungasi che la §'(«) & una funzione dispari,
ciod tale che

§2' () = — §7'(— )
come appare-subito dal relativo sviluppo.

Ora la §P(u) figura come I’ integrale indefinito della §2'(u),
di cui occorre precisare la costante di integrazione. Se si

potesse integrare termine a termine saremmo indotti natu-
‘almente a prender

() _E(u — 7o — sw)?

ma la serie cosl costruita non riesce pilt convergente; percio
conviene introdurre la costante di integrazione prendendo

, 1

§2(u) ——2 [m7 — K,
e determinare le K,; in modo da assicurare la convergenza.
Cio si ottiene subito facendo si che K, , divenga, al crescere
di r e s, infinitesimo del second’ordine, rispetto a 8,,, al pari
di (v — rw — sw’)~%, di guisa che la differenza sia infinitesimo
@’ordine n > 2. La soluzione pilt semplice & appunto

1

K,—=— .
T (ro 4- sw)?
Si verifica subito che

1 1
(¥ —ro —s0')®  (ro -4 sw')?

& un infinitesimo del terz’ ordine rispetto a o,,.
Infatti '

1 1 — u® — 2u(ro + sw’)

(—ro —sw') (ro + sw)’ (v — rw — sw')*(rw + sw')?
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poiché
s = 10 + s0'|

segue che 'espressione considerata & infinitesimo del 3° ordine.
Resta ora da dimostrare la doppia periodicitd della

50(@,,):%4_2'( 1 _ 1 )

(—rw — sw')>  (ro + so')?

ciod resta da riconoscere che, ad esempio,
§2(u 4+ o) = 2 (u).
A tale scopo si osservi anzitutto che la §& & una funzione
pari, cioé si ha
§2(u) = §2(— ).

In secondo luogo si confronti la §2(u) con la somma
parziale

1
Si(u Z’”( (W —ro —sw')® (ro -+ su))’?)

! . . oy . .
dove nella Y}, s’intendono r e s variabili per i valori

r=—=5k —Lk4+1,.k—1
s=—5k —k+1,..k
(con esclusione della r = s = 0).

Si ha ora, evidentemente:
S);(u —+ w) = Sp(— u)
e poiché la S, ha per limite la §& risulta

(1 + v) = §O(— u) = P(u).

La periodicita di §2(u) si pud dedurre anche nel seguente
modo : Poiché la §@(u) & D’integrale della §'(u), e questa
& periodica, si ha

(Iu [§2(¢ + 0) — §2(u)) =
ciod

§(u + w) — §9(u) =

dove K & una certa costante, che vogliamo riconoscere nulla.

Per valutare K, poniamo u = - %

<o

F. ENRIQUES =« 1V.
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of3)- -3

e, poiché la p & funzione pari, resulta

- 5)=7(5)= 7> — %)

e quindi K =0.
Alla stessa conclusione si perviene anche in modo diretto,
calcolando la differenza delle due serie

Avremo

1 1
—(r— 1o — s’ (o + so')?

§2 (1 + w) — §2(u) =Z g[u

N 2 % 1 o 1 |
Al —ro —so'f [ro —soPV’
Infatti questa differenza vale

1
Z )[? o+ Sw] [(_'7' -+ Do + so']?

Ora la somma dei termini di questa serie, per » compreso
fra —n-+1e n ed s compreso fra — n e n, & (a parte il segno)

Z‘ (now + sw) (= o 4 sw)?)?

n

e siccome ogni termine diventa infinitesimo per n== oo, dell’or-

1
dine di e cosi la somma stessa riesce infinitesima dell’ordine

T .
di o cio significa che la nostra serie tende a zero per n = oo

c. d. d.
Abbiamo dunque costruito le due funzioni

1 ' 1 1
@ = §O(u) = w? —1_2 ((u —rw —sw' ) (o 4+ sw’)Q)
1
y=§) = —2Z(u—7w—9w)>
afn Lt .
entrambe doppiamente peuodxche coi periodi w e o', regolari
in tutti i punti del piano,, all’ infiiort dei punti u__qw—i—sw,
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vertici della rete dei periodi, nei quali esse hanno una singo-
laritd polave rispettivamente del 2° e del 3° ordine; all’infi-
nito hanno un punto singolare essenziale. La §2(u) & una fun-
zione pari, la §7'(w) & una funzione dispari.

In linea storica conviene ricordare che le funzioni ellitiche
di WEIERSTRASS non sono le prime che si sono presentate
in questa teoria. Al loro posto JAcoBr counsidera tre altre
funzioni ellittiche del second’ ordine (cioe aventi due zeri nel
parallelogramma dei periodi), la prima delle quali &

senamy (seno amplitudine di y)

e le altre sono cos am % (coseno amplitudine diy) e A am y
(delta amplitudine di y), che oggi si indicano brevemente coi
simboli di GUDERMANN :

sny, ecny, dny.

La prima di queste tre funzioni nasce dall’inversione del-
I’ integrale ellittico di prima specie nella forma normale di
LEGENDRRE :

X
dx

V= B‘V(.l — %) (1 — k*a?)

5

le altre due si definiscono mediante la relazione :

ecny=VI—sn*y
dmy=V1—Ik*sn*y.

JACOBI ha avuato U idea che queste funzioni essendo uniformi
in tutto il piano, prive di singolaritd essenziali, e diventando
infinite nei medesimi punti, si possono esprimere come quo-
zienti di trascendenti intere con lo stesso denominatore. Queste
funzioni si riducono in sostanza ad una sola, la teta di JACOBI,
che, in relazione ai periodi wi e @, & data da

_—d3

0 ( 2 L) —_ Z AN 2nu,

~+o00
La 6 di JacoBr gode di una doppia periodicitd rispetto
ai suoi zeri, essendo
B(w -+ ws) = O(u)
B(1 + @) = 2= 0(u).
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La ¢ di WEIERSTRASS pud considerarsi come una 0 sem-
plificata, costruita a priori partendo dagli zeri, che sono ap-
punto distribuiti secondo una doppia perlodlmm.

La o e la 0, vidotte con un cambiamento di variabile ad
avere gli stessi zeri, differiscono, naturalmente, per una tra-
scendente intera mai nulla, che risulta assai semplice, cioe
del tipo Le¥’.

Le serie 0 si estendono dal caso di una variabile sola a
quello di p variabili w,u,...u,, e il loro studio sard per noi
di fondamentale importanza (c¢fr. Cap. ILI).

Stabilita, mediante una costruzione effettiva, la esistenza
delle funzioni doppiamente periodiche, dobbiamo ora ricono-
scerne il legame algebrico.

Anzitutto si riconosce che ogni funszione z(u) doppiamente
periodice dotate di un nwmero finito n di poli, entro il paral-
lelegramma dei periodi, prende in questo lo stesso numero n
di volte qualunque valore (con 1’ avvertenza di contare come
uno solo i punti equivalenti sul contorno, e natu ralmente,
di contare i punti secondo le relative molteplicita).

Infatti, supponendo che non visiano poli o zeri sul contorno
del parallelogramma dei periodi I” (cui altrimenti si farebbe
subire una traslazione) la differenza fra il numero degli zeri
e il numero degli infiniti della nostra funzione z(u), entro P
¢ data dall’ indicatore logaritmico, cioé dall’integrale esteso al
contorno di P:

1wy
NO—NOO—‘_),_TI:’—I.,J',’;(QL) (lu,
I)

e poiché I’integrando ha manifestamente gli stessi valori nei
punti equivalenti dei lati opposti di P, che vengon percorsi
in senso contrario, segue

2(u)
Jz(u) du=0
P

e quindi
N,=No,=mn
cioe, anzitutto, lJa z ammette un numero di zeri, n, uguale
al numero dei poli.
Ma la funzione
2—z
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dove z & una costante qualsiasi, ha gli stessi poli di z, quindi
anche 7 — z ammette, per il ragionamento di prima, n zeri,
cio¢ z assume n volte il valore arbitrario z.

Osserviamo ora che la z(u) sopra definita & una funzione
del second’ ordine, avendo un polo del second’ordine nei ver-
tici della rete dei periodi, quindi entro il parallelogramma
dei periodi ammette due volte un qualunque valore. Qui
per vedere la cosa con maggior chiarezza conviene evitare
che il polo capiti sul contorno del parallelogramma dei pe-
riodi, e quindi prendere un parallelogramma traslato, ad
esempio quello coi vertici

0 -4 o' ®w--0 —0o—0 — 040
2 7 2 2 ’ 2

dato dalla figura, entro il quale capita il solo polo u=0.
Pitt precisamente, essendo 2(n) funzione pari, essa assume

W'
—wrw’ Wi’
2 R
/ @
0
—w—-w’/ w—w’
9 2
uno stesso valore Z, nelle coppie di punti v e v'=—u di

segno opposto.
D? altra parte poiché la y & funzione dispari, si ha

y(u) = — y(u'),

sicché la 9® assume lo stesso valore nei punti « e ' in eui
« ha un medesimo valore, cioé y* & funzione razionale di x;
e poiché essa & infinita solo dove = & infinita, risulta

Y = ¢(%)

essendo ¢ un polinomio. Precisamente notando che « ha un
polo del secondo ordine dove % ha un polo del terzo, segue che
v & un polinomio del terz’ordine, che si pnd scrivere nella
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forma k(x —e)(@ — 6,)(x —¢,) ('), dove e,, ¢,, ¢, sono le ra-
diei di 9.
Si vede subito che y si annulla per

o w’ 04w
U=g, =g, ¥=—g—,
e che per u=0 si ha )
y?
'63
essendo, nell’intorno di u =20,
o] 2
= YT w

Segue che le funzioni
T=§(u), y=§(u)

sono le coordinate di un punto variabile sopra la cubica

(4) ' Y — 4w — ei)(x — e)(x — 63) =0
dove si & posto
) v’ (04w
6,:505, 6&=§\5 63:50—'—()_'
- z a~d
La relazione (4) si pud anche scrivere
V=42’ — g,° — ¢,

dove ¢, e g, rappresentano gli énvarianti della equazione

cubica ¢(z) = 0. ,
Non & difficile arrivare al calcolo effettivo di questi coef-

ficienti g, e g,. A tale scopo occorre sviluppare la §2(u) e

(1) A priori Ia curva f(wy)=0 possiede una ¢,! e una g, segate vispettiva-
mente dalle rette x = cost. e y = cost. i cui punti all’infinito possono indicarsi
con 4 e B. Per questa proprietd la f dovrebbe dirsi in generale del 5°
ordine, con un punto triplo in 4 e un punto doppio in B. Ma la g;t e la
¢,! hanno una coppia comune, che risponde appunto ad =0, dove la x
diventa infinita del 2° ordine e la y del 8°; poiché questa coppia comune
risponde egualmente nei due fasci 4 e B alla retta comune 4 B, la retta
A B si stacca due volte, e quindi la f si riduce ad una cubica che non
passa per B e possiede in A un flesso colla tangente AB; ece.
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quindi la §2'(u) in serie di potenze di u (sviluppi che si lasciano
dedurre dalla formula I). Si trova cosi (!)

— 60y 1
9. = (ro +-sw')*’

/ 1
g3=l402m,

g, e g, rappresentando gli inverianti della mnostra cubica
(efr. L. III, § 25).

In conclusione le funzioni ellittiche di WrIERSTRASS, defi-
nite dalle formule I e II, sono effettivamente le funzioni che
provengono dall’integrale ellittico normale di prima specie

—_— ‘(lx 2 o3 .
u_JT_]’ Y =42’ — ¢g,x— ¢,.

[i importante notare che mnell’ordine della nostra teoria
dove le z(u) e y(u) sono definite a partire dalla cubica me-
diante D’inversione predetta, riesce evidente a priori che g,
e ¢, possono assumere valori arbitrari, mentre non riusciva
ugualmente conoscinto il campo di variabilitd dei periodi w
e o (o del loro rapporto t); invece mnell’ordine della teoria
di WEIERSTRASS si vedono a priori arbitrari w e o (di cui il
rapporto non sia reale), mentre non & ugualmente chiaro che
g, © ¢, possano assumere qualungqune valore. Il confronto fra
i due modi di definire le funzioni ellittiche scioglie i dubbi,
mostrando Parbitrarvietd cosi degli invarianti come dei periodi,
e quindi indicando che il campo di variabilitd di t, in cui
riesece definito I’invariante assoluto I(t), invade tutto il semi-
piano superiore all’asse reale.

Aggiungeremo che lo sviluppo della teoria di WEIERSTRASS,
quale viene posto, per es. nelle citate Lezioni del BraxcHi,
permette lo studio diretto della fanzione modulare I(t) e da
questo deduce I’arbitravietd di g, e di g,: si ottiene in tal
guisa une nwove dimostrazione indiretta del teorema di inver-
sione dell’ integrale ellittico di prima specie. Ma queste notizie
hanno soltanto per iscopo di chiarire la posizione storica della
teoria di WEIERSTRASS e quindi di farne comprendere il signi-

(*) Cfr. Braxcar op. ¢. Cap. IX § 103, pag. 277.
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ficato e il valore, e non di riferirne gli sviluppi che lo stu-
dioso puo trovare nel trattato del BiANCHI. )

SSERVAZIONE. — iamo gia notato che nel caso di un
O Abbi gia notato ch 1 caso di una
cubica (o di una curva ellittica d’ordine n >> 2) reale, la rete
dei periodi

re -+ so’

resta invariata per il coniugio, cioé per lo scambio dell’ unita
immaginaria ¢ in — 4. In questa ipotesi allora le formule che
danno la §2(u) e la §@'(u), contenendo simmetricamente la rete
dei periodi rw + s, danno per = §P(u) e y = §'(u) valori
reali quando « vari sopra I’ asse reale, cioé: un ramo reale di
una cubica piane ammette una rappresentazione parametrica
mediante funzioni ellittiche di un parametro reale.

Nel caso di una cubica bipartita, il ramo rappresentato
¢ il ramo impari (per w uguale al periodo reale v x e y sono
infinite); per avere il ramo pari basta osservare che esistono
g, reali che trasformano il ramo pari nel ramo impari (una
tale g; ¢ data da un qualunque fascio di rette col centro in
un punto del ramo pari), sicché si ottiene una rappresenta-
zione parametrica reale per entrambi i rami.

Conviene ora notare che nel caso di una cubica bipartita
il secondo periodo o' & immaginario puro, v’ =1ib; si vede
allora che il coniugio cambia i punti della retta parallela al-

. b . . . s
I’asse reale alla distanza —, in punti ad essi congrui rispetto

7
2

al modulo w’, sicché un punto del tipo
U — ro — su’

(quando w appartenga a tale retta) viene cambiato in un punto
della stessa natura: si vede cosi che quando w varia lungo
questa parallela all’asse reale, la z—= §P(u) e la y = §'(u)
assumono valori reali, avendosi cosl corrispondentemente il
secondo ramo reale della cubica.

Le osservazioni precedenti permettono anche di affermare
che: se la rete dei periodi ¢ invariante per il coniugio, la curva
X=§2(n), y=§7'(n) & reale; essa pot ¢ bipartita o unipartita
secondo che esiste 0 meno un periodo immaginario puro.

Nora. — Quando si abbia una curva ellittica f(zy) =0,
di un ordine n qualsiasi, e si voglia darne I’effettiva rappre-
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sentazione parametrica, esprimendo razionalmente x ¢ y per
due funzioni ellittiche §2(u) e §&'(u), occorre trasformare f
nella cubica normale

?fz =4® — q4,% — g, ,

dopo di che le x = §P(u), y = §'(u) provenienti dall’inver-

sione dell’ integrale

dx
w=\|—,

Y

risultano determinate @ meno del segno. Ricordiamo che la
prima trasformazione importa in generale di aggiungere ai
coefficienti di f U irrazionalita aritmetica @’ ordine n, da
cuai dipende la determinazione di un punto O della curva
(corrispondente all’origine dell’integrazione): poiché la g¢:
definita da 0® dard luogo alla trasformazione richiesta (cfr.
L. V, § 32).

11. Espressioni delle funzioni razionali mediante integrali
ellittici di seconda e di terza specie. — La considerazione
degli integrali ellittici di seconda e terza specie permette di
risolvere in dne modi diversi il problema di costruire le fun-
zioni razionali sopra una curva algebrica. Si hanno infatti
due espressioni notevoli delle funzioni razionali mediante
codesti integrali.

In primo luogo le funzioni razionali con dati poli si lasciano
esprimere per mezzo degli integrali di seconda specie: questa
espressione mefte in evidenza il numero delle funzioni razio-
nali con n poli assegnati, ed estendendosi alle curve di genere
p > 1 condurrd a una dimostrazione trascendente del teorema
di RIEMANN-ROCH.

In secondo luogo le funzioni razionali con dati poli e
zeri si lasciano esprimere mediante gli integrali di terza specie;
e questa espressione metterd in evidenza una relazione tra-
scendente fra i due gruppi di punti equivalenti, che devono
essere poli e zeri di una funzione razionale: si avra cosi (per
ora nel caso del genere uno) il celebre teorema di ABEL, di
cui ¢i occuperemo nel seguente paragrafo.

Siassegnino, sopra una cubiea f, n punti generiei 0,, 0,,...0,,
che debbano essere poli (semplici) per una funzione razionale ¢.
Questa funzione dovra figurare fra gli integrali di seconda
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specie coi medesimi poli, i quali si ottengono per combina-
zione lineare dell’integrale normale di prima specie u, e degli
integrali normali di seconda specie, »,v,...v,, aventi vispetti-
vamente un unico polo in 0,, 0,,...0, ; sard dunque

P=Av, + A0, . + 1,0, + pu +k ‘ (I = cost.).

Ma perche questa combinazione lineare si riduca ad una
funzione razionale & necessario, e d’altra parte anche suffi-
ciente, che si annullino i suoi periodi relativi ai due cicli
fondamentali A e B di f(risultando cosi una funzione monodro-
ma dotata soltanto di singolaritd polari sopra la riemanniana).

Ma i perjodi di u, vv,...v, relativi al primo ciclo 4 sono

1 0 0.0

I

sieché si deduece intanto
p=20.

Invece i periodi di v,v,..v, relativi al secondo ciclo B
sono dati da

Q, = —2xik,, Q,=—=nik,.. Q,=—2mnik,,

indieando k,, k,...k, i valori dell’integrando di prima specie
in 0,, 0,,..0,; quindi si avra la condizione

7\]’01 -+ )\zkg T )‘ukn == 0 .

Le funzioni razionali coi poli 0O,0,...0, sono espresse

dalla formula
=AUV, 4+ A0, 4 oo+ X0, +

dove le ) soddisfano alle precedente condizione lineare.

La suddetta condizione lineare non pud divenire illu-
soria perché un integrale normale di seconda specie non puod
avere i due periodi nulli (efr. § 8), e cid pone in evidenza che
un gruppo ¢, sopra la cubica appartiene sempre ad una gr—1,

OSSERVAZIONE. — La formula precedente per le funzioni
razionali sopra la curva ellittica, offre una decomposizione di
queste in elementi semplici, relativi ai singoli poli, che & per-
fettamente analoga alla decomposizione delle funzioni razionali
fratte (sopra la retta o su I’ente di genere zero). Il caso da
noi trattato corrisponde all’ipotesi dei poli semplici in cui si

hanno elementi del tipo x—P—a, ma & facile generalizzare la
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formula ottenuta, considerando integrali elementan con poli
multipli (cfr. § 5).

Procediamo a indicare 1’espressione di una funzione ra-
zionale ¢, di cui si conoscano i poli e gli zeri (sopra la f di
genere uno), per mezzo di integrali di terza specie.

Si osservi che il log g :f (Ix——J—d@ costituisee un in-

tegrale ellittico di terza specie i cui punti singolari cadono nei
poli P P,..P, e negli zeri 0,0,..0, di ¢ (che supponiamo
sempliei e in posizione generica). Inoltre i residui dell’inte-

!

¢

grando -~ nei punti P P,...P, sono tutti uguali a —1, men-

tre i residui relativi a 0,0,...0, sono uguali a 1: infatti, se
s’indieca eon « l’ascissa di un polo P sard, nell’intorno di
questo

e
¥ 'U—'d—!—e
p e/
¢ = (@ oz)’*+
e ¥ =1 +86,
¢ x—a

le 6 designando sempre funzioni regolari; similmente, nell’in-
torno di uno zero O di ascissa B, si avra

¢ =plx—B)+ Mo — B)°
¢ =p 1 2A(v — ﬁH
o 1
= + 0.
¢ @ - B
Cio posto si considerino gli integrali normali di terza
specie w,w,...w,, costruiti a partive dalle coppie di punti sin-
golari O,P,, O,P,,..0,P,, per modo che i loro residui in
ciascun punto O e P valgono rispettivamente + 1 e — 1.
Allora la somma

logo 4w, +w,4- .4+ w, =T

risultera priva di punti singolari costituendo dunque un inte-
grale di prima specie multiplo dell’integrale normale u, se-
condo un certo numero A:

U=u~+logk (k= cost).
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In conclusione si trovera
cp frmnd ]Ce;‘” — I .

Questa formula porge Vespressione della funzione razionale
P per messo degli integrali normali di terza specie W, w,... W, e
dell integrale normale di primae specie u.

Ma perché questa espressione rappresenti effettivamente
una funzione monodroma, bisogna che 1’esponente di e si
accresca di multipli interi di 2n¢ quando il punto da cui di-
pende deserive un ciclo della riemanniana di f. Ora (§ 8),
per i due cicli fondamentali A e B, i nostri integrali u, w,,
w,,...w, si accrescono rispettivamente dei periodi normali

1 0 0 .o 0
T 2mi(u, — ') 2w, —w',) ... 2ri(u,, — u',)

dove con u, e ', designamo i valori di u rispettivamente in
0, e P, ete.
Avremo dunque -~

A=I-2ni, ht—3u,—u,)=k
”

con h e I numeri interi.
[ia seconda di queste relazioni si pud scrivere anche

S, — S, =het—k-1

oppure
Su, — 2, =0 mod. 1, t
E qui si noti che mnon importa precisare il cammino
d’integrazione per il calcolo dei valori di u, e u,., giacché il
cambiamento di un fale cammino altera solo il valore dell’in-
tegrale w per una combinazione lineare dei periodi X-t—p.- 1.
Concludiamo che la funzione razionale ¢ assume la forma

o = ke?hrriu. — Ewr;

e la condizione di monodromia dell’esponenziale conduce ad
una relazione trascendente fra i gruppi dei poli e degli zeri
della o.
Questa relazione costituisce il teorema di ABEL per le curve
ellittiche, di cui andiamo ad occuparei nel seguente paragrafo.
OssErvAzIONE. — Conviene notare esplicitamente 1’ana-
logia che le due espressioni trovate per le funzioni razionali
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dei punti di una curva ellittica presentano con le espresswm
delle funzioni razionali di un parametro.
Precisamente, come si & detto, la espressione

Py = X W, -+ A, + o A,

che da la ¢ come combinazione lineare di n integrali ele-
mentari di seconda specie, & 1’analoga della

F(:v)=%i'

che da la decomposizione della funzione razionale F in fra-
zioni elementari; invece la espressione

AO(fU_l/) —_ ]\”,(42hni“ — 3w,

che da la ¢ in funzione degli integrali elementari di 3" specie
relativi ai poli P, P,... P, e aglizeri 0,0,...0,, & ’analoga della

x—a, ('v %y) e (T — &y)

B — Ba) e (x— B)

che da la F come quoziente di due polinomi, in base ai suoi
zeri e ai suoi poli.

F(z) —k(

. Il teorema d’Abel per le curve ellittiche. — Abbiamo
veduto che, dati — per una fuuzione razionale ¢ sopra la
curva ellittica — 1 gruppi dei poli e degli zeri

G,=P +P,..+P,, ¢,=0,+0,..+0,,
I’ espressione di ¢ mediante gli integrali di terza specie
P = Joe2hmiv— Sie,

porta che le somme dei valori dell’integrale di prima specie
per i punti dei due gruppi

U, A Uy, € U, W, AW,

siano congrue rispetto ai periodi di u; e la congruenza vale
evidentemente anche per un integrale di prima specie non
normale, rispetto ai periodi di questo:

S, = 2w, [mod. w, o'].
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Ora reciprocamente, quando sussista questa congruenza,
e quindi si abbia per I’integrale normale u

Su, — 3w, =ht—Fk

(I e It interi), I’ esponenziale

’ 62hm'u — 2,

risulta funzione monodroma, sopra f, perché un giro lungo 4
accresce 1'esponente di 2hwi, e un giro lungo B lo aceresce
di 2hmit — 2ri(ht — k) = 2kni. Inoltre codesta funzione espo-
nenziale non possiede evidentemente punti singolari dove il
suo esponente si mantenga finito, cioé fuori dei punti P, e O,;
ma in un punto P I’esponenziale si comporta come

e—w

ed essendo — nell’intorno —

w=Ilog (v —a)+ 0,

. 1 . . .
ha ivi un polo come ; invece in eciascun punto O ha,

£

analogamente, uno zero come (z — ). In conclusione

o= e2hm’n — 3w,

risulta una funzione razionale che ha come poli i punti del
@G, e come zeri i punti del G,, sicché il G, e il G, ap-
paiono equivalenti. :

Riassumeremo il risultato ottenuto enunciando il

TEOREMA. — La condizione necessaria e sufficiente perche
due gruppi di n punti sopra una curva ellittica siuno equivalents
& che le somme dei valori che U integrale di prima specie u
riceve net punti dei due gruppi siano congruenti rispetto at
periodi di u:

S, — 3, =0 [mod. v, v']

Cosl 1’equivalenza di due gruppi di punti sopra la curva
{definita nel § 5 del I.. V) riceve un significato proprio tra-
ducendosi nell’eguaglianza di dne funzioni che ad essi appar-
tengono.

ABeL fin dal 1826 ('), dando forma qualitativa ai risul-

() La memoria di ABuL pubblieatn solo 15 anni pil tardi nel tomo 7
dei « Mémoires des Savants étrangers» si trova nel tomo 1 delle Oeuvres
complétes a pag. 145.
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tati conseguiti prima di lui dai BERNOULLI a Dr FAGNANI e
ad BULERO (cfr. Nota storica), ha scoperto una relazione pilt
generale contenente quella sopra enunciata, che si riferisce
(a curve di genere p qualsiasi e) anche agli integrali di se-
conda e terza specie. Il suo teorema porta che:

La somma dei valori di un integrale ellittico nei punti
di un gruppo di une g\ é funzione razionale logaritmice del
parametro da cui dipende il gruppo entro la serie stessa.

Il concetto semplicissimo della dimostrazione abeliana si
pud dave come segue:

Si consideri, sopra una curva flzy) =0 di genere uno,
una serie lineare g d’ordine n, i cui gruppi rispondano biu-
nivocamente ai valori di un parametro t. Assunto un integrale

ellittico I :jti)(lx appartenente ad f, si consideri la somma

dei valori
I(z,y,) + I(%,9,) -+ ...+ L@,yn)

che esso assume nei punti (z,y;) di un gruppo G, della serie:
questa somma risulterd fuunzione del parametro ¢, e precisa-
mente — come ci proponiamo di riconoscere — integrale di
una funzione razionale in .

E lecito supporre (adoperando ove occorra una trasforma-
zione birazionale della curva) che la ¢! sia segata su f dalle
rette x — cost., e quindi che sia

l=r=0 =%,.=29,.
Allora avremo
I(z) = I(zy,) + L(2Y,) + ... + L(wy,) =
:J){ o, y,) + O, ¥,) 4+ ...+ Oz, y,)} dz

dove la funzione sotto il segno, conteneundo simmetricamente
Y,Ys..-Yn, risulta una funzione razionale {(x): dunque

I(z) = J'q,(m)dx.

Ma poiche gli integrali delle funzioni razionali sono fun-
zioni razionali e logaritmiche, concluderemo che, come si &
enunciato, la somma T, dei valori che I assume nei punti

i e P 1 a Al ravzi ‘ 1] ice
di un gruppo della ¢! & funzione razionale-logaritmica del
parametro da cui dipende il gruppo entro la serie stessa.
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In particolare se si prende come integrale I 1’integrale
di prima specie u, che ¢ privo di punti di infinito, avremo
che u(x) dovra rvidursi ad una costante; pertanto:

La somma dei valori che !"integrale ellittico di prima
specie assume nei punti di un gruppo G, sopra la f, rimane
costante al variare del G, entro una serie lineare g}z ogr: sin-
tende che questa costante (come I’integrale stesso) riesce
definita a meno di multipli dei periodi.

L7 ultimo enunciato a cui siamo pervenuti, ripete — in
una forma lievemente diversa — la condizione necessaria
per I'equivalenza di due gruppi.

Il teorema reciproco & strettamente legato all’inversione
degli integrali ellittici di prima specie (e pitt in generale, per
p >> 1, delle somme degli integrali abeliani) sicché questa
inversione — come ha rilevato JAcoBl — conferisce al teo-
rema di ABEL un piu preciso significato.

Infatti il reciproco del teorema di ABrr, applicato a due
gruppi di un punto (n = 1), significa precisamente che «1’in-
tegrale ellittico di prima specie, %, non puod assumere valori
congrui rispetto ai periodi in due punti diversi della curva »,
¢ la stessa mnostra dimostrazione non fa che estendere da
n=1 a n qualunque il ragionamento con cui abbiamo sta-
bilito questo teorema d’inversione. D’altra parte quando sia
comuunque provata I’univocita dell’inversione di u (il che puod
anche farsi — come si ¢ visto — senza rvicorrere al calcolo
dei periodi dell’integrale normale) si riesce subito a invertire
il teorema di ABEL (almeno nel caso del genere p=1 a cui
per ora ci riferiamo): infatti se per due gruppi @, e G, si ha

Y, = S,

si puo sempre costruire un G, equivalente a G, che abbia
n—1 punti a comune con il G, , e per questo riuscird ancora

Ju”, = Ju,,

ma se 1’ n-esimo punto del @”,, non coincidesse con 1’n-esimo
punto del &, , si troverebbero due punti diversi della curva
in cui v assume valori congrui. :

Veuniamo ora ad alcune applicazioni del teorema di ABEL,
e prima di tutto vediamo come esso esprima la proprieta di
addizione delle funzioni ellittiche.
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Si consideri la cubica
Y =42’ — ¢, —g¢,
rappresentata parametricamente da
x = §P(u)
Yy = §'(u).

I tre punti d’intersezione della cubica con una qualunque
retta, diciamo A, 4,4,, corrisponderanno a tre valori di wu,
diciamo wu, w,w,, per cui '

u, +u, +u, =0;
avremo dunque
u, = — (u, + u,).
D’altra parte 1’ascissa (e similmente 1'ordinata) di 4,
risulterd funzione razionale delle coordinate di 4, e di 4,;
essendo poi la §P(u) una funzione pari, avremo che

§(—u, — uy) = §2(u, +u,),

essendo 1'ascissa di A4,, sara funzione razionale di

) 2w) P 2w

coordinate di 4, e 4,.
Cid costituisce il cosl detto teorema di addizione per la
§2(u). B facile giungere alla formula effettiva. Sia

Yy=ms+q

I’equazione della retta secante i tre punti 4, 4, A,; di questi
indichiamo le coordinate con z, y,, 2,v,, %,9,.
Le z,%,%, saranno radici dell’equazione

(mx + Q) =42 — g, x — g,

e quindi la loro somma risulta

m?
xl -1 x2 +x3=T

(in qualunque equazione f(z) = @, 2" + ¢, 2" + ..+ a, =0 la

somma delle radici & uguale al secondo coefficiente diviso il
primo e cambiato di segno).

F. ENRIQUES = 1V.
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Sard dunque

m=.
T, = —4— —x — T,
ma
Yy, — 1
m— Y — Y
r, — X,
quindi
1 (u. — %)2
v, =L —22) —x, —2
3 . 1 2
4 \2, —x,

ciod, introducendo la §2(u) e la §&'(u)

. 1§ — 5@’(1:2) L
50(“, -+ "2) - 1(50(“‘1) - 59(1(2)) - (SO(ul> - P("g)~

Nota storica. — Anche prima che, colla scoperta dell’in-
versione dell’integrale ellittico di prima specie, si riuscisse
“al teorema d’addizione nella forma sopra enunciata, la pro-
prietd che esso esprime — generalizzazione del teorema d’addi-
zione delle funzioni circolari — si era gia presentata ad una
serie di geometri, e proprio qui si trova Porigine storica del.
grande teorema d’Abel (da noi considerato, per ora, nel caso
del genere p=1).

Invero, dati due punti @ e b della curva ellittica, la somma
di due integrali di differenziali algebrici che le appartengono:

a lz A

Jcp(:v)(la: —I—J o) dv,

0 0
si riduce all’integrale stesso ealeolato in un punto ¢, che & il
coniugato dell’origine O nella g; determinata dalla coppia «b:

a b ¢
Jcp(:v)da: +J p(x)da EJgo(m)(la;;
0 0 0

dove il segno = designa la congruenza rispetto ai periodi nel
caso dell’integrale di prima specie, e significa invece egua-
glianza a meno di una funzione algebrico-logaritmica se si
tratta d’integrale di seconda o terza specie.

In generale per le curve di genere p si trova (per n > p)

ay “ay ) f”n ¢, Cp
jcp(x)(lx +J p(x)dz +- ... —I—J p(rv)de = |o(x)dx +... —|—jcp(:v)dx R
0 0 0 0 0 .
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(cfr. Cap. II), cioé la somma di un numero qualunque @’ inte-
grali, appartenenti ad una curva algebrica, si lascia espri-
mere, a meno di una funzione algebrico-logaritmica, per mezzo
della somma di un numero fisso d’integrali, che da appunto il
genere della curva (cosl introdotto implicitamente nella teoria di
ABLL).

Questo & appunto il senso che il teorema d’addizione ha
nelle ricerche sulla rettificazione delle curve, dai BErNOULLI
a Di Faenani, fino ad ABrn. La sna importanza si vedeva
in ¢io che, mentre 1’integrazione delle funzioni algebriche
appariva condurre a trascendenti nuove, irreducibili alle tra-
scendenti elementari gid conosciute, la somma di un certo
numero d’integrali si vede invece ridursi ad un solo integrale
per p=1, o in ogni caso ad un numero finito p.

Ora convien dire che tutte queste ricerche traggono ori-
gine dall’estensione del teorema d’addizione per le funzioni
cireolari.

Gia nelle prime ricerche sulla rettificazione delle curve
Gracomo BerNoULLI (in una memoria degli Acta eruditorum
di Lipsia, del 1679) notava che si possono assegnare due
archi della spirale parabolica, dissimili fra loro, di eguale
lunghezza. .

B poco dopo (1698) GrovaNN! BERNOULLI mostrava come
si possono determinare pitt archi di parabola la cui somma
algebrica sia rettificabile. Ricerche analoghe erano proseguite
da G. C. De FaeNanNt (nel 1714) intorno agli archi della para-
bola biquadratica y = x* e della lemniscata; ed BurLuro a sua
volta ne estendeva i resultati.

Piu tardi MAc-LaurIN (nel Treatise of Fiuzxions del 1742)
studiava, in generale, il problema della rettificuzione per
Pellisse e per l'iperbole, giungendo pure a riconoscere le
proprieta A addizione che appartengono a questi archi.

Di qui "impulso allo studio generale degli integrali ellit-
tici, che BuLmro prosegul negli anni 1756-57, cercando sem-
pre di generalizzare i resultati del FFAGNANI.

Questi sono i precedenti del teorema d’Abel.

Per comprendere il senso di tali ricerche, si richiami la
proprietd delle funzioni cireolari:

sen (« + ) = sen « cos § + cos xsen f.
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Ponendo
senaz=a, cosa =V1 — a
sen =14, cos f=V1—10*
sen (@ + B) = ¢,

la formula precedente dice che «il seno dell’arco somma si
esprime algebricamente per mezzo dei seni degli archi ad-
dendi», ciod: la rettificazione dell’arco cirecolare (di cui si
prende come dato il seno) si fa per mezzo dell’integrale

«
» dx
o -:J e = == arc sen «,
Vi —2a?
0

ma I’equazione trascendente

« b c
- dx dx dx
- ‘— = —f—‘[ :j‘——, ,
JVI1 — a? V1—a? V1i—a®
0 0 0

¢ soddisfatta dalla relazione algebrica

aVli—a* 40Vl —b*=c.

Appunto questa relazione viene estesa dal teorema d’ad-
dizione per gl’integrali ellittici di Mac-LAURIN e d’ EULERO,
che resta poi assorbito nel piltt generale teorema «’ Abel: la
somma di due integrali ellittici si riduce ad un integrale, il
cui limite superiore si calcola algebricamente per mezzo dei
limiti superiori degli addendi (o meglio razionalmente per
mezzo delle due coordinate dei punti corrispondenti della ecurva).

Passiamo ora ad un’altra applicazione del teorema d’Abel,
che & la bisezione delle serie lineari, e, pitt in generale, la
divisione di esse per un intero qualunque (divisore dell’ordine).

Data, sopra una curva ellittica, una g¢,, , il problema della
bisezione significa la ricerca delle serie g, tali che

1200 | = 1950 ]-

Ora la ¢,, viene caratterizzata dalla somma dei valori
che I’integrale’di prima specie riceve nei punti di un gruppo:

U, 4 Uy A+ e = Uy =@ [mod. w, w'];.
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quindi per’i gruppi di una g, metad di g,, avremo

-~
~

3

12|

W 4 Uy - e+ Uy = [mod.

(1)1
751

e

e si avranno quattro valori incongrui della somma

Uy~ Uy oee — Uy

, a
w, A Uy e+ Uy E‘—;
a o
U, 4 Uy are - Uy, =3 -+ )
o o (mod. v, o]
Uy~ Uyooo - Uy =5 4 5
o ? T2 2
a0 o
A=y U, = ) +§ -+ 5

Dungque le bisesione di una g,, sopra una curvae ellittica
conduce a quattro serie distinte, come gid dimostrammo geo-
metricamente nel § 35 del L. V.

In modo analogo si trovano »° serie distinte che hanno
come serie r-pla una data g,,, le quali sono definite da una
relazione del tipo ,

w
,'.’

a 0} ,
U, Uy oo = Uy, == —+ 7\7—‘ +4- A

dove A e A’ possono assumere tutti i valori 0 1 2...0 — 1.
Notisi che nelle formule precedenti & sempre lecito assu-
mere ¢ =0 tenendo conto che I’integrale u & definito a meno
di una costante addittiva. . ’
Applichiamo in particolare il risultato ottenuto alla deter-
minazione dei ﬂeséi della cubica pianc. Assunta per la g7 segata
dalle rette la definizione

w4 u, 1w, =0 (mod. v, ],

i 9 flessi saranno dati dai 9 valori di u

® 20
0 3 3
o o -+ w w 4 20
3 3 3
20’ 20" 4w 20" + 2w
3 3 3
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Qui appare che presi due valori nella tabella ne esiste
un terzo che con essi dd una somma congrua a zero; onde
si deduce la proprietd fondamentale della configurazione dei
flessi: la retta congiungente due flessi sega la cubica in un
terso flesso (cfr. L. 1L, § 22).

In modo analogo si troveranno i 16 punti di ondulazione
di una quartica gobba di prima specie, riconoscendo la pro-
prietd fondamentale della loro configurazione: il piano di
tre punti ne contiene un quarto.

Osservazione. Lo stesso procedimento si pud applicare alla
ricerca dei flessi reali di una cubica reale, o dei punti d’on-
dulazione di una quartica gobba reale di prima specie, ete.

Ricordiamo che per la curva unipartita si ha un periodo
w, reale, e si trovano punti reali (del ramo impari) in corri-
spondenza ad u reale; e per la bipartita si hanno anche punti
reali in corrispondenza a punti in cui la parte immaginaria

’

. w
sia data da 50
si ha in questo caso.

La ¢; segata dalle rette riesce definita da

essendo w” il periodo immaginario puro che

U, A, Fu, =15k (mod. w, w’)

con Ik reale, come si vede segando con una qualsiasi retta
reale che abbia intersezioni reali (due eventualmente sul ramo
pari): cosl mediante una traslazione della variabile u lungo
I’asse reale puo rendersi k = 0. Si vede allora che: una cubica
reale possiede tre flessi reali sul ramo impari, questi essendo

definiti da
20

0
u=0, u=; 5 -

37

U=

Si consideri ora una quartica gobba di prima specie (che
per proiezione da un suo punto pud riferirsi a una cubica
piana). Se la quartica & composta di uno o di due rami pari,
si trova, come sopra, che la gisegata dai piani vien rappre-
sentata da

U, +w, +u, +u, =0,

e quindi, si hanno quattro punti di ondulazione reali per la
quartica unipartita corrispondenti a

® 2w 3w
Z’ U =— U=

u=0, u= 1 T
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e otto punti di ondulazione per la quartica bipartita in due
rami peri dati da

u=0, u __u) U= —20) U= __3w

= = — L=
’ 4’ 4 ) 4 ’

w o’ “ o o u 20 o 3w !
—9r YEgtay Y=gty Y=ty

Invece se la quartica si compone di due rami impari, (il
primo dei quali corrisponde per proiezione al ramo pari della
cubica piana), un piano trisecante il secondo ramo segherd
complessivamente la quartica in quattro punti reali per cui &

’

w
AUy, u, =5k +5

con &k reale, e quindi non si trova mnessun valore wu reale
: ’

. W
con parte immaginaria - tale che
’
0}
du =1L + 5
segue che: la quartica di prima specie composta di due rami
impari non possiede alcun punto &’ ondulazione recle. (*)

13. Trasformazioni delle curve ellittiche. — Secondo il
teorema di ABEL, le g, appartenenti ad una curva ellittica f

vengono definite da
u+u =k (T = cost.)

e quindi le trasformazioni (involutorie) di seconda specie sono

rappresentate da
wW=Fk- u;

e la trasformazione di prima specie ® = 1,1, che si ottiene
moltiplicando le due involuzioni I,, I,:

W=k —u, vw=k —u,

(1) 1applicazione della teoria delle funzioni ellittiche allo studio
delle quartiche gobbe incontrasi in. Harnack - Math Annalen Bd. 12 (1897).
Dimostrazioni elementari di natura topologica di questi risultati
(con estensione alle curve ellittiche degli iperspazii) trovansi in O. CHISINI
«Sulla forma delle guartiche gobbe di prima specie... » - Rendie. dell’ Isti-

: tuto Lombardo (1920).
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riesce definita da
v=u+h
con h=k,—Fk,.

Ora queste formule offrono I’immediata verifica di tutte
le proprietd che abbiamo riconosciuto sussistere per le tra-
sformazioni ordinarie della curva ellittica, di prima e seconda
specie, (') cioé che:

1) le trasformazioni di prima specie sono permutabili
e formano un gruppo continuo;

2) la serie continua delle trasformazioni di seconda
specie non forma da sola un gruppo, ma insieme al gruppo
delle trasformazioni di prima specie da luogo ad un gruppo
misto;

3) due trasformazioni di seconda specie non sono per-
mutabili, ma il prodotto s’inverte invertendo I’ordine dei
fattori: I,I, = (I,I,)"*;

4) il gruppo delle trasformazioni = di prima specie &
invariante per le trasformazioni di seconda, ogni © venendo
trasformata nella inversa;

5) esistono wia trasformazione di prima ed una di
seconda specie che portano un punto A4 in un punto A"

Il problema di determinare le trasformazioni di prime
specie involutorie ovvero cicliche d’ordine n > 2, si collega —
come gia sappiamo (cfr. L. V, § 28) — alla bisezione o divi-
sione delle serie: il legame appare qui in luce con grande evi-
denza e semplicita, risultando anche come alle trasformazioni
involutorie d’ una stessa curva si colleghi il problema di deter-
minare le trasformazioni semplicemente razionali di due curve
ellittiche. .

Se la trasformazione

w=u-+h,

deve riuscire involutoria, bisogna che sia

2h = 0,
. o o o+
OIOé - h=-=—0, g, E‘, 2 .

(4) Cfr. L. V, § 27.
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Cosl, a prescindere dall’identitd (h = 0) si hanno tre di-
verse involuzioni di prima specie che danno luogo a tre serie
involutorie y;. b si pud vedere che queste v sono ellittiche.

Si consideri, per es., sulla nostra curva f, la yi rappre-
sentata da

;o w
v=u+g,
-

e si costruisea una curva algebrica F i cui punti rispondano
biunivocamente alle coppie della yi; cosi ad ogni punto
{2(w),y(u)} della f corrisponderd un punto (XY) di F, e sa-
ranno ancora X e Y funzioni doppiamente periodiche di «; ma
poiché (XY) risponde a due punti u e U+ di f, i periodi

primitivi di X e Y saranno

, Si pud anche dire che X e Y risulteranno funzioni dop-
piamente periodiche della somma dei valori di « nei punti
di una coppia della y;:

: (0]
=% + =,
U U5,

coi periodi
0 e 2w,

b

Risulta di qui che la F, cioé la Y, ¢ ellittica; ma non
birazionalmente identica alla curve data f, giacché il rapporto
dei periodi da cui dipende I’invariante assoluto (cfr. § 10,

/ : /
pag. 58) &, per la f, 1:% e per la F, 1:’:2%) =2t.

Ora si pud anche vedere che viceversa ogni tnvoluzione
ellittica v, appartenente ad f viene generata da una delle tre
trasformaszioni involutorie di prima specie.

Infatti sia F(XY)=0 la curva ellittica rappresentativa
della v;; X e Y risultano funzioni doppiamente periodiche
dell’integrale di prima specie u relativo ad f, con due periodi
fondamentali @ e Q. Ma poiché due punti w, e u, di f, co-
niugati nella y;, danno luogo allo stesso punto (X7Y) di F, la
differenza u, -— u, rvisulterd una combinazione lineare a coef-
ficienti interi di Q@ e Q':

u, —u, =1 4 sQ;
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¢ siccome u, —u, varia per continuitd con la coppia della
Tsy Si ha
u, — u, == cost.

cioe la corrispondenza fra i due punti coniugati della v} & una
trasformazione i prima specie. c. d. d.

[analisi precedente mostra che a partire da un curva
ellittica flzy) =0 cni appartiene 1'integrale di prima specie
u coi periodi fondamentali v e ', si possono costruire tre
curve ellittiche I F, Fy, distinte fra loro e dalla f, rappresen-
tanti tre involuzioni y; della f, le quali ammettono rappresen-
tazioni parametriche per la w coi periodi

Q
|
| €

U

. , 0+ w
=0, Q, = —5 -
Reciprocamente si avranno tre curve ellittiche ¢,, ¢,, ¢,
rappresentate doppiamente sulla f (senza punti di dirama-
zione) cui apparterrd 1’integrale di prima specie w coi periodi

—_ 1T
o, =uw, d =2uw

— ! — /
g,=2w, ¢,=uw

—9 =
0, = 2w, ¢, =w-+uw.

Pertanto si conclude che
LEsistono tre curve ellittiche rappresentate sopra la f doppia
senza punti di diramazione, e queste sono biragionalmente iden-
tiche alle tre involuzioni v, appartenenti «d f.

Infine osserveremo che le tre involuzioni

r (.l)l
w=utg,

, ® ; 0+ o
W=, w=u+—5—,
P -l

formano con I’identitd un gruppo I', trirettangolo, che genera
sopra la funa involuzione ellittica v;: gli elementi di questa
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si esprimono per funzioni ellittiche dell’integrale u relativo

ad f coi periodi (i: e %: percid la v! ¢ birazionalmente identica
272
alla f.

Le cose dette si estendono al problema di determinare le
trasformaszioni di prima specie cicliche d’ordine n, e quindi
le involuzioni ellittiche d’ovdine qualunque appartenenti ad f.

Anzitutto & chiaro che le trasformazioni di prima specie
cicliche di periodo n verranno date da

w=u-+h, connh=0(moduwn,n),
e quindi
o
s —
n n
(r=0,1,..0—1, s=0,1,..0 — 1);
tuttavia le trasformazioni per cui il periodo & propriamente
n e non un divisore di n rispondono al caso in cui r, s, n non
hanno alecun divisore comune diverso dall’ unita.

Ad ogni trasformazione ciclica di periodo proprio n cor-
risponde 1'involuzione ciclica y! che essa genera sopra f. B
si pud vedere che tutte queste y! sono birazionalmente distinte
dalla f e anche birazionalmente distinte fra lorvo.

Anzitutto si consideri la y! generata dalla trasformazione
ciclica

3
I

h ,
W= (ro t sw)

ove r e s si suppongono primi fra loro: affinché = sia di periodo
proprio n, dovrd essere I primo con n, e quindi esistera un
intero x per cui

ah = 1[mod. n];

allora il gruppo ciclico generato da = sard generato ugual-

mente dalle
ro -i- su’

ﬂ:"‘"::; w—=u 4+
[ Nn

{eon r e s primi fra loro:

Cid posto determiniano gl’interi », e s, per modo da soi-
disfare all’equazione diofantea

rs, —8r, =1;
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per tale scelta i periodi

Q=10+ s0, QL =1rovw4+sw

potranno sostituirsi ad w e o come periodi fondamentali,
rispetto ai quali la n” assume la forma

’ -
U =uU+ —.
n

Si & provato in tal guisa che una qualunque involuzione
ciclica ! sopra f, per una conveniente scelta dei periodi del-
I'integrale u, puo ritenersi generata dalla trasformazione ciclica

r__ “0,
Uw=u——:
n

ma per questa y! & subito chiaro che essa & birazionalmente
distinta dalla f, perchd le coordinate del punto della sua curva
immagine F risultano funzioni periodiche di w coi periodi

per modo che

Passiamo a paragonare due involuzioni v! della f, e sup-
poniamo dapprima che esse siano generate da due trasfor-
mazioni n, e w, fra loro indipendenti, cioé tali che i loro
gruppi cielici non abbiano a comune che I’identita.

Dimostriamo che, per una scelta conveniente dei periodi
fondamentali © e ', possiamo ridurre due trasformazioni
generatrici di questi gruppi ciclici al tipo:

. W

To= U =uu4+—
I n

’

S R
y= = U =U -+

O n

Per il primo grappo ciclico la cosa & stata gia dimostrata;
¢ dunque lecito assumere

’

u

i

w
"N+ —
n

, ro  sw
w=u-+—-- H
n n
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¢ dovra essere qui s primo con n, altrimenti elevando la seconda

. n . . . .
trasformazione all’esponente —, ove d designi un divisore di
(I’ =]

Lo . , kw .
s e n, riuscirebbe questa potenza del tipo v = u + o eloe
le due trasformazioni non sarebbero indipendenti. Cid posto

si determini un intero 2 tale che

xs=1 [mod. n];

il gruppo ciclico generato dalla nostra seconda trasformazione
sard generato ugualmente dalla sua potenza x-esima rappre-
sentata da

u)l

, Tr -
UW=u4—0-+—.
n n
Ora al posto dei periodi w e » prendiamo i periodi fon-
damentali
Q=ov, V=aro+ o

per tale scelta si avranno come trasformazioni generatrici
delle nostre y! le

4

Q
v=u+—, W=u+—,
n n

ovvero, tornando a chiamare i periodi con le lettere minuscole,

. ® ' o’
”lt=’l¢+—, nu =1+ —.
n n

B quindi riesce chiaro che le due y! sono birazionalmente
distinte, corrispondendo ai periodi

L
92:0.), 92-——-—,

sieché il rapporto invariante

’ 7
= n2 2

1
Q, Q,
Questa conclusione ¢ stata ottenuta nell’ipotesi che le
nostre y! siano generate da operazioni indipendenti, il che
significa che esse non sono composte con una medesima in-
voluzione ellittica y2, ove m & divisore di n.
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Ma é lecito sciogliersi da questa restrizione percheé se le
due 7! sono composte con una medesima vy}, basta sostituire
alla eurva f la curva immagine di questa y!, su cui le nostre
due ¢! divengono vy} indipendenti.

Riassumendo: tutte le involuzioni cicliche generate d(l tra-
sformazioni di prima specie @’ ordine n sopra la f sono bira-
sionalmente distinte fra loro e dalla f stessa.

Ora le trasformazioni di prima specie cicliche d’ordine n
sopra la f, saranno tutte contenute nel gruppo abeliano Ty
d’ordine n*® generato per moltiplicazione dalle due trasfor-
mazioni indipendenti col periodo proprio n

, W
= u = U+ —
n

o
U—+=—.
n

|
[S)
——
-~
-~
~

E Pinvoluzione t., corrispondente al I'y: riuseird birazio-
nalmente identica alla curva f, poiché i suoi elementi sono
funzioni ellittiche del parametro u (definito come integrale

/

. T (I () ‘s C .
su f) coi periodi o & oy 05 cio che & lo stesso, sono funzioni

ellittiche di U = nu coi periodi 0 e '

Dopocio & facile determinare tutti i gruppi finiti di tre- -
sformaszioni di prima specie appartenenti alla f(cfr. ..V, § 28)
e le involugioni che da essi vengono generate.

A tale scopo osserviamo anzitutto che essendo n un mul-
‘tiplo comune dei periodi delle operazioni appartenenti ad un
grappo T, sara certo I' contenuto come sottogruppo nel I'y;
ma se il massimo periodo delle operazioni di T sia m <,

e quindi m = — | tutto il T riuscird contenuto nel T,. generato

l )
da =%, w,% e quindi solo impropriamente nel Ty:.

Cid posto per generare un I', contenuto propriamente in
I, & lecito assumere anzitutto una trasformazione d’ordine
n, che, per una scelta conveniente dei periodi w e ', si puod seri-

vere :

, 0]
= =u+4—,
n




CAPITOLO I 95

e in secondo luogo — come c¢i proponiamo di mostrare —
la trasformazioune

h
T == u»’Eu—i—;w',

dove I designa il minimo esponente che bisogna dare a m, per
avere un’operazione di I'; sard quindi ’ordine di [' nguale a

noo Y
n - = hm? m=_).
I3 ( h)

Infatti se a I' (sottogruppo di TI',:) appartiene 1’opera-
zione w,"n,%, vi appartiene anche w,°, e deve essere s multiplo
di h, altvimenti la =%, dove r & il resto della divisione di s
per h, apparterebbe al I'.

Ora dal fatto che il [ venga generato dalle trasformazioni

, w
wW=u- -

n

, n="hm
, . ®
wW=u+ —
m

segue che I'involuzione corrispondente al T';,,. risulta com-
posta della involuzione !, che corrisponde al I',,» contenente
tutte le y!, per modo che passando dalla curva f alla curva
birazionalmente identica) ¢ immagine della yl,, si avra su
questa una y} ciclica.

Concludiamo enunciando il

TEORBMA. — Se fra due curve ellittiche £ ¢ F intercede
una corrispondenza razionale [n, 1], ¢ non una corrispondenza
[, 1] con h << n, i gruppi corrispondenti «i punti di T for-
mano su £ une involuzione ciclica y!.

Cosi dunque si trovano tante curve F birazionalmente
distinte fra loro (e dalla f) quante sono le involuzioni cicliche
d’ordine proprio n appartenenti ad f, cioé quante sono le
coppie di numeri » e s minori di » e prime con n.

E, in modo analogo a ¢ido che si & visto per n =2, al-
trettante sono le curve ellittiche ¢ birazionalmente distinte
che si lasciano rappresentare sopra la f presa n-pla senza
punti di diramazione, e non sopra uma f che sia h-pla con
h << n. Queste curve £ n-ple sono birazionalmente identiche alle
involuzioni cicliche y! sopra f, dipendentemente dalla pro-
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prieta, che la yl, composta con due v} indipendenti & iden-
tica alla f.

Le cose dette contegono tutti i risultati che abbiamo tro-
vato nel L. V, § 28, e danno cosi il contenuto geometrico della
teoria delle trasformazioni delle funzioni ellittiche quale si
trova esposta, per es., nel cap. XV del trattato del BiaNcHTI.

In cio che precede abbiamo considerato le trasformazioni
ordinarie di una ecurva ellittica in se stessa e ne abbiamo
dedotto lo studio delle trasformazioni semplicemente razionali
fra due curve ellittiche. Ora vogliamo risolvere con 1'uso
delle funzioni ellittiche il problema gia trattato nel L.V, § 27,
domandandoci se una curva ellittica /' possa ammettere altre
trasformazioni birazionali in se stessa, all’infuori delle tra-
sformazioni di prima e seconda specie u' = =2=u 4k, perve-
nendo al risultato che c¢id & possibile solo per le cubiche ar-
~moniche od equiarmoniche, le quali ammettono, rispettiva-
mente, le trasformazioni singolari o = iu, v =-eu, dove i
numeri complessi ¢ ed € sono la radice quadrata di — 1 e la
cubica di 1.

Se fra i punti di f & data comunque una trasformazione
birazionale, i valori di un integrale di prima specie in due
punti corrispondenti, u© e u’, dovranno esser legati da una
relazione analitica biunivoca, che sard (efr. L. V, § 33) bili-

neare; dunque si avra
o 4
W= —B

= s (eon ad — fy ==0).

Ma poiché u e u' sono suscettibili di prendere tutti i va-
lori finiti, ma non mai il valore oo, la sostituzione avra forma
intera, riducendosi al tipo

u=ou+§

e, moltiplicando per una trasformazione di prima specie
W' =u — B, al tipo

Si domanda se questa equazione fra u e u' possa rappre-
sentare una trasformazione birazionale di f, all’infuori dei
casi @ = == 1 in cui si ottengono ’identitd e la trasformazione
di seconda specie u + u' = 0.
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Ora, essendo w e ' i periodi di u, i periodi di au saranno
aw e aw’, e la condizione per la corrispondenza birazionale
richiesta porta che aw e aw’ si esprimano come combinazioni
lineari a coefficienti interi di v e ' e reciprocamente, aven-
dosi dunque

ow = aw -+ b’
oaw’ = cw + dw’

con a, b, ¢, d, interi e ad — bec=1.
Queste equazioni danno

(@ — a)w 4+ b =0
cw + (d —a)w'=0.

Le relazioni precedenti implicano condizioni effettive per

wl
il rapporto o tranne se
4

jac:(t:d, b-;:.a:O,

ipotesi che, tenuto conto della ad — bc =1, porterebbe

=1, a==1.
Bssendo qui eselusa Vipotesi « = == 1, le nostre equazioni
in w e o sono effettive, ¢ dovra tuttavia essere soddisfatta

la condizione della loro compatibilita

(@ —a)(d —a) —be =a® - a(g + d) + (ad — be) =0

cioé
) — (a4 d¥+1=0.
Frattanto ) -
“_(¢m+bm’__cw+dw’
T e T

!

sicche, posto%:r,
a+bt=%—|—d,
bi*+(a —d)yr—0=0.

Ora il discriminante di questa equazione deve essere nega-
tivo, perchd © non & reale:

(@ — d)* + 4be = (a + d)* — 4ad + 4bec <0

¥. ENRIQUES - 1V, 7
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ed essendo ad — be =1, risnlta
(€ 4- d)* < 4.

Siffatta diseguaglianza da luogo a tre valori possibili

per « +d,
a+d=0, a+d==%

e corrispondentemente la equazione in o
—(e+dyx+-1=0
assume una delle tre forme
*4+1=0
> —a+4+1=0
o'+ a -+ 1=0.

Nel primo caso si ottiene a == i, e letdue corrispondenti

trasformazioni : .
W=, U =—iu

differiscono per la trasformazione di seconda specie u'— — u.

Le coppie di radici relative al secondo e al terzo caso dif-
feriscono solo per il segno, e pertanto le trasformazioni cor-
rispondenti differiscono per la trasformazione di seconda specie

u' = — u. Consideriamo pertanto solo il terzo caso, relativo
dunque all’equazione o®* 4+« + 1=20. In questo si ottiene
a:’s‘, o —¢g? e——¢3

LY

. . ¥ . . .
e le due trasformazioni corrispondenti appaiono una il qua-
drato dell’altra.

!/

. . . ® . .
Resta da determinare il valore di T:E nei due casi

considerati (primo e terzo). Qui notiamo che le equazioni
scritte non valgono a fissare 1, in quanto oltre che a t cor-
rispondono ad ogni valore

cw 4+ do’
aw -+ b’

indicando con aw +- bw' e c¢w —4- dw’ una qua,luuque coppia di
periodi primitivi.

In sostanza mnoi siamo condotti a ricercare non i periodi
© e v, o i periodi 1 e 7, ma ’intera rete dei periodi.




2
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Si consideri il primo caso a=—1.

Siccome la rete dei periodi deve restare invariata per la
moltiplicazione per 4, segue che, al pari di 1 e t, anche i e
i sono periodi. Troviamo cos) i periodi
1 e i; questi definiscono una rete che & *r= 1+
certo contenuta nella rete da determi- . '
narsi: vogliamo dimostrare che coincide S ©
con essa. \

A tale scopo supponiamo che il pe- \
riodo 1 sia periodo di minimo modulo
(ipotesi questa a cui sempre ci si puo ri-
durre): qualora 1 e ¢ non definissero l'intera rete, entro il
quadrato 0, 1, 1 +44¢, i, dovrebbe cadere qualche altro vertice
della rete: sia esso w.

E chiaro che la somma delle distanze di w dai vertiei 1
e i & minore di 2, sicchd uno dei dne periodi

0 1

w—-17 e ou—1

avrebbe modulo minore di 1.

Similmente si ragiona nel caso o =& (0 a=z¢?).

Si trova anzitutto che esistono i periodi 1 e ¢. Questi
definiscono una rete che coincide con la rete dei periodi. Se
¢io non fosse, entro il parallelogramma 0, 1, 1+¢, ¢, si tro-
verebbe un periodo v, e le distanze
di o dai vertici 1 e ¢ darebbero una
somma minore di 2, sicché uno dei
due periodi

w—1 0 w—¢e

avrebbe modulo minore di 1 (men-
tre si pudo imporre qui, come nel
caso precedente, che | sia il minimo valore dei moduli dei
periodi).

A conferma di quanto sopra & detto possiamo calcolare
il valore di t nel caso della cubica armonica e della equia-
narmonica, che sole (come sappiamo dagli sviluppi del § 27
del L. V), ammettono trasformazioni birazionali in sé diverse
da quelle ordinarie di prima e di seconda specie.

Si consideri dunque la cubica armonica

1

¥ =z’ — 1),
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e si considerino nel piano della variabile complessa i quattro
punti
0, oo, 1, —1

che sono di diramazione per la funzione y = Va(a® — 1).
Tracciamo le due linee chinse 4 e B avvolgenti rispetti-
vamente i punti 0 e 1,0 e — 1: precisamente possiamo sup-

@ H’Bv AHJ\.D

porre di aver preso le linee 4, B uguali e di pit simme-
triche, I’una dell’altra rispetto all’origine = 0.

» Queste due linee danno, sulla riemanniana della cubica,
i due ecicli fondamentali: avremo dunque

dx

\/.v ——1)

W=

y i! o=t

Ma nei punti come H' ¢ H (cioé allineati con O e tali
che OH = OH’) si ha

¥=—x, V@ —1)=iVa@x®—1)

come si verifica facilmente, e pertanto sard

, dx f — dx 1 .
W = —— —_—— = — = ) == 10
I!Vw(x?— 1) & iVax®— 1) v

e quindi

T=—=1.

w

Similmente nel caso della cubica equianarmonica
Yy=2*—1

si considerino nel piano della variabile complessa « i quattro
punti di diramazione
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Si traceino le due linee 4 e B avvolgenti i punti e’ e 1,
1 e &, dove la B & ottenuta ruotando la A4, intorno al punto
=0, di 120 gradi, come nella figura.
Sard

dw
et
A Va® —

m'—-f dx
JVar —1

Ma, essendo nei punti come H
e H, ‘

T —ex
risulta

0w =

€W

dx =ej dx —
Ver=1) JVe@—1)

B
e quindi

14. Definizione geometrica dell’integrale di prima specie.
— Abbiamo veduto che le trasformazioni di prima specie
della carva ellittica sono date dalla relazione

1) w=u-+k,

dal che, in particolare, segue che esse formano un gruppo
abeliano continuo isomorfo al gruppo delle traslazioni. Noi
potremo dunque rappresentare la trasformazione di prima
specie (1) nella forma -

ok

essendo, evidentemente, soddisfatta la relazione fondamentale

degli esponenziali
ahegh = phtk,

Scrivendo la trasformazione di prima specie nella forma
7t*, si ha che 1’esponente & & il valore dell’integrale ellittico
a calcolato nel punto A’ in cui la =n* porta il punto 4 defi-
nito da v =20.

Viceversa, partendo dalla teoria geometrica delle trasfor-
mazioni di prima specie, si riconosce facilmente che esse
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possono porsi nella forma esponenziale n%, dove k é appunto
I’integrale ellittico di prima specie
’

4
k :J i,v_ .
A j Y

calcolato, sulla curva ellittiea flzy) =0, fra il punto 4 e il
punto 4’, trasformato di 4 per effetto della =,

Per giungere a questo risultato occorre calcolare I’ espres-
sione analitica della = infinitesima, generatrice del gruppo
abeliano continuo.

Tale calcolo si potrebbe fare direttamente considerando
la = infinitesima come prodotto di due involuzioni g¢; infini-
tamente vicine, e scrivendo le formule relative a queste.
Conviene invece procedere per una via indiretta, che ha il
vantaggio di potersi estendere all’analoga questione relativa
agli integrali abeliani.

Si consideri la g segata su f dalle rette per un punto O
della f stessa; siano r e ¢’ due rette, per O, infinitamente
vicine, che taglino f nelle coppie di punti 4C e 4'C'. Indi-
chiamo con % e & le ascisse di 4 e C; con dz, d§ le velative
variazioni per il passaggio ad 4" e C’; con «, e y, gli angoli
che le tangenti in 4 e in C formano con la r; con «, e v,

gli angoli che le stesse tangenti formano con I’asse v. Come
mostra chiaramente la figura (che pur essendo reale rappre-
.senta beune circostanze relative al campo complesso) fra i sud-
detti elementi intercede la relazione

' dg __0C sena, cosy,

(2) dx— 04 seny, cosa,’




CAPITOLO I 103

Immaginiamo ora fisso il punto €' (e cosi fisso y,), ma
variabili O e 4; e precisamente O variabile in conseguenza
di 4 in modo che risulta univocamente determinato da A
stesso: sara allora il rapporto

S
Tz

una certa funzione univoca delle coordinate di A.
La relazione (2) mostra quali sono gli zeri e i poli del
rapporto p. Ma occorrono alcune osservazioni esplicite.
Anzitutto quando 4 capita in un punto improprio di f
(che naturalmente, per semplicitd, supponiamo in posizione
generica rispetto agli assi) il rapporto p diventa infinitesimo

. . 1 . .
del second’ordine rispetto ad o) essendo z 'ascissa di A che

C oo - . I .
tende all’infinito. Infatti in tale circostanza 04 ¢ sena di-

. C 1
ventano infinitesimi come ot mentre OC e cosa, tendono a

valori finiti e diversi da zero.

In secondo luogo quando A venga a coincidere con C
(riuscendo O il tangenziale di C)i due inerementi d€ e dz risul-
tano uguali e di segno opposto (a meno, s’ intende, di infinite-
simi d’ordine superiore) e quindi p acquista il valore — 1.

In terzo luogo quando O coincida con C (riuscendo 4 il
tangenziale di C) OC e seny, sono infinitesimi dello stesso
ordine, sicché p ha un valore finito, e cosl pure ¢ ha un valore
finito quando O coincida eon A. All’infuori dei casi conside-
rati, mai accade che sia seny, =0,

Si conclude dunque che

«) gli zeri del rapporto p sono dati dai punti all’infi-
nito di f, dove p & infinitesimo del secondo ordine;
b) i poli di g sono i punti 4 in cui la tangente & paral-
lela all’asse y (cos a, = 0);
¢) nel punto C il rapporto p ha il valore — 1.
Abbiamo dunque per p la seguente espressione

P:@-
oy

. of :
dove la costante h & data dalla derivata 5}/ calcolata nel punto

fisso O e cambiata di segno.
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|

Cid posto osserviamo che il punto 4’ & il trasformato di
A per la = infinitesima prodotto delle due involuzioni aventi
come centri i punti C e ¢’ infinitamente vicini: questa = infi-
nitesima & dunque definita dalla relazione

dg __dg g

d.’v:;-—i ay.

Per maggior precisione indichiamo tale = infinitesima con

e

dk

onendo ¢ = —; volendo poi, per iterazione successiva della
h ’ H

n:, arrivare ad una qualsiasi m, converrd considerare tale
esponente come il differenziale di una variabile %, ponendo

dunque
e=du.

Vediamo cosi che la m@x porta ciascun punto A = (2y) in
un punto A’, tale che

g of
. de =du . 3’
sicché la R
nu

portera ciascun punto A in un punto A’ per cui sard

A

J’d.'v —u
f!

AYY

Si conclude pertanto che I’ integrale ellittico

A
- (d=
U :J‘_x’.
27y
non & altro che U esponente della ©* che porta A in A'.
Fissato ora sulla cubica un punto 4,, per ogni valore

dato ad u si avrd un determinato punto A, trasformato di 4,

mediante w*:
A =mn%(4,)

le cui coordinate x e y risultano pertanto funzioni univoche
del parametro u, esponente della wn*. Precisamente = e g
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saranno funzioni analitiche di v, come u & funzione analitica
di z (e quindi di ).

Qui conviene precisare 1'’equazione della cubica ellittica,
dandole la forma

flzy) =y — 4a® —g,x —g;) =0

of
oy

giccheé

:‘,_’,y

J‘,lm J- dx
v _‘2?7— 2\/4“73_.%”_93'

Enunciamo pertanto il

TEOREMA D’INVERSIONE. — Le coordinate 2 e y di un
punto A, variabile sopra la cubica y* =42® — g,& — ¢,, sono
funzioni analitiche monodrome dell’integrale ellittico

" __J‘ da
2Vda' — g0 — g, '

B assai facile dedurre dalle proprietd geometriche delle
trasformazioni di prima specie, le proprietd dell’integrale
ellittico u, e delle funzioni che, attraverso al teorema d’in-
versione danno le coordinate x e y di un punto della cubica come
funzioni (ellittiche) del parametro w. Si trova cosi anzitutto
la doppia periodicitd della x(w) e della y(u), si da il teorema
d’ ABBL che assegna la definizione trascendente delle serie
lineari y;, il teorema di addizione, e anche si ritrovano gli
sviluppi di WBIERSTRASS. Rimandiamo per tutto cio alla Nota
di O. CHisINI, « [ Integrale ellittico di prima specie dal-punto
di vista geometrico» (') al quale appartiene la trattazione
qui riferita.

OSSERVAZIONE. - Se si considera una cubica variabile,
la quale — per un valore particolare del parametro — acquisti
un punto doppio, allora il gruppo delle trasformazioni di
prima specie della curva si riduce al gruppo continuo delle
proiettivitd, con due punti uniti fissi (corrispondenti alla coppia
neutra della ¢} segata dalla retta, che & rappresentata dal

(1) Rendiconti dell’ Tstituto Lombardo, adananza del 10 giugno 1926.
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punto doppio: efr. L. V. Cap. III § 36, Vol. III pag. 411).
Quindi il problema che conduce in generale alla costruzione
dell’integrale di prima specie, cioé «rappresentare per iso-
morfismo il gruppo continuo delle trasformazioni di prima
specie sul gruppo parabolico della retta », diventa ora il pro-
blema di rappresentare il gruppo iperbolico delle proiettivita

. Yy=a"x,
sul gruppo parabolico
: y=x+bn;

ed & chiaro che esso conduce alla funzione esponenziale, tra-
sformante il prodotto nella somma. Cosi appare chiarito anche
da questo punto di vista geometrico, come 1’ integrale ellittico
si presenti naturale estensione della funzione esponenziale.




CarironLo II

Integrali abeliani.

15. Integrali abeliani: elassificazione. — In questo para-
grafo, e nei seguenti, ¢i proponiamo di estendere alle curve
algebriche -

(1) flay) =0

di un genere p qualunque ¢id che abbiamo visto per le curve
ellittiche, cioé per il caso p =1, riferendoci in particolare ad
una cubica piana. Studieremo gli integrali delle funzioni ra-
zionali sopra la f, i quali prendono il mome di integrali
abeliani.

Si noti anzitutto che la curva f(zy) = 0 definisce la y come
funzione algebrica della «:

(2) y=y).
0id posto, si consideri una funzione razionale ® dei punti
della curva f
(zy)
()= Sy

dove ¢ e ¢ rappresentano due polinomi, e x e y sono legati
dalla equazione f(zy) =0; la ® risulta dunque una funzione
algebrica di =z

Dz, y(»)|
e di luogo all’integrale indefinito
4) u :I@ (%, y@)} d.

Per esaminare la natura dell’integrale abeliano u, quale
funzione della variabile x, come gid nel caso della cubica,
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conviene considerare anzitutto I’integrale definito
x
4" u :j@ {z, y(x)} de.
Lo

Si vede subito che il valore di questo integrale dipende
dalla linea I, tracciata sul piano rappresentativo della va-
riabile complessa x, che congiunge %, ad e lungo la quale si
integra, e dal valore y(z,) che inizialmente si associa ad =z,;
I’integrale w appare cosl funzione dei punti della rieman-
niana di f, che si potrd indicare con '

xy
w= | @(xy)dz [fiwy) = 0]
ZoYo

o, pilt semplicemente, indicando con O il punto, di f, di coor-
dinate 2, e 9, e con X il punto di coordinate = e y:

x B
x = | D(ay)dx
0

sottintendendo che = e y sono legati dalla equazione f(xy) = 0.

Inoltre I’integrale u risulterd polidromo anche sulla rie-
manuniana, la sua polidromia dipendendo dalla scelta arbitraria
del cammino d’integrazione ! che congiunge O a X.

Per lo studio delle singolarita della funzione w vale com-
pletamente 1’analisi istituita nel § 4 per il caso del genere
p =1, analisi che & di portata affatto generale in quanto im-
plica sviluppi relativi a campi sufficientemente piccoli del
piano della variabile complessa . Risulta dunque che

1. I’ integrale u & regolare in ogni punto, della riemanniana,
X = (xy), che non sia polo per ® e la cui ascissa z sia un
valore finito e di regolaritd per la funzione algebrica y(z).

2. Del resto I’integrale u ha solo singolaritd polari o loga-
ritmiche che corrispondono ai poli di @ e ai punti per cui
& = oco. Invece un punto X, che sia di contatto per una tan-
gente parallela all’asse @, cioé abbia per ascissa un valore z
di diramazione per la y(z), &, sulla riemanniana, punto di
regolaritd per u, ove non coincida con esso un polo di .

3. Precisamente: un polo semplice di ® con residuo non
nullo, dd origine a una singolarita logaritmica, e un polo d’or-
dine =2, con residuo nullo, da origine a un polo d’ordine
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r —1; e i punti, che siano poli d’ordine r =2 con residuo
non nullo danno luogo a una singolarita polo-logaritmica,
sovrapposizione delle due precedenti. Un punto X, di ascissa
% = oo, risulta in generale singolare, con una singolaritad polo-
logaritmica; diventa invece regolare quando @ vi sia infi-
nitesimo d’ordine due almeno.

4. Un polo di @ pud risultare regolare, sulla riemanniana,
quando cade in un punto X corrispondente ad una diramazione
della y(x). Per cid occorre precisamente che sieno soddisfatte
le condizioni seguenti: se £ & un valore di diramazione, per
la y(z), @’ordine v (permutazione ciclica di v rami della Yy e
conseguentemente di v rami di ®) allora la ®, concepita ap-
punto come funzione di x, deve avere in x un polo d’ordine

v—1 N . .
r<s S © quindi la funzione razionale

e(zy)

D(ay) =+—

(@y) Swy)

deve avere su f un polo d’ordine p—=1rv<<v — 1; cio significa
che, ove la curva ¢(zy) =0 non passi per X, e la {(zy) =0
abbia in X un contatto, con f, d’ordine ¢ <<v — 1, I’integrale
resta regolare in X.

Cid posto gli integrali abeliani

1 :f@(xy)d:v [f(zy) = 0]

al pari degli integrali ellittici, si classificano, secondo la natura
delle loro singolarita in:

@) integrali di prima specie, ovunque regolari sopra la
riemanniana ;

b) integrali di seconda specie, dotati soltanto di singola-
rita polari;

¢) integrali di terza specie, dotati di singolarita logarit-
miche.

16. Costruzione degli integrali abeliani di prima specie. —
Veniamo alla costruzione degli integrali abeliani delle singole
specie. Al solito indichiamo con n I’ordine della curva fon-
damentale f(xy) =0, con p il suo genere; e, per semplicita,
supponiamo che la f sia dotata soltanto di punti multipli a
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tangenti distinte e sia collocata in posizione generica rispetto
agli assi coordinati.
Jominciamo a costruire gli integrali abeliani di prima
specie
plzy)

determinando la natura della funzione razionale integranda
Fy)
bay)”

Come accade per gli integrali ellittici (i prima specie,

I"integrando % dovra:

1) avere un infinitesimo d’ordine r = 2 in ciascuno degii
n punti impropri della curva f;
2) avere i suoi poli fra gli m =2n+4-2p — 2 punti K,

I, ... K,, per cui
of

dy

la cui ascissa & di diramazione per la funzione algebrica y(2)
¢ quindi per I’integrando. -

Ora potremo sempre supporre che il denomlnatme d(zy)
si annulli in questi 2n 4+ 2p — 2 punti K, facendo eventual-
mente coincidere con alcuni di essi gualche zero di ¢, che in
tal modo viene a distruggere il polo che altrimenti sorgerebbe
per @. Con ci0o per la funzione @ resta arbitrario un gruppo
G,y di 2p —2 zeri che, sommato insieme al doppio del
gruppo I', staccato su f dalla retta impropria, deve dare un
gruppo di 2n + 2p — 2 punti equivalente a quello dei punti K.
Ora il gruppo dei punti K & un gruppo della serie jacobiana
‘«;| relativa alla serie |a| segata dalle refte, sicché il gruppo
G,,—, degli zeri (al finito) di @ viene ad appartenere alla
serie canonica

la; — 2aj.

Consideriamo gli m = 2n +4-2p — 2 poli di ® staccati so-
pra f dalla curva

Ju =3y

In quale passa, oltre che per i punti K, anche per i punti
multipli di f, e precisamente passa » — 1 volte per ciascun
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punto » — plo; allora gli zeri di ® verranno dati da una
aggiunta d’ordine n — 3, ¢,_ (xy) =0, cui si sommi la retta
impropria contata due volte. Risulta per 1’integrando @ la
espressione analitica
@n—m(%J

1y

Poiché le ¢,_, formano un sistema lineare di dimensione
p — I, si conclude che: sopra une curva £ di genere p esistono
p integraii abeliani di prima specie linewrmente indipendenti,

D(ay) =

W, Uy o Uy

per combinazione linears dei quali, ¢ della costante, si ottiene
ogni altro z'ntegrale di prima specie: I integrando relativo ad
uno di essi é dato dal quoziente di un polinomio aggiunto, ¢, _,,
@’ ordine n — 3, diviso per il polinomio f,', polare del punto
improprio dell’ asse y.

Nora. — Nella nostra analisi abbiamo ammesso per la
curva f(ay) = 0 due condizioni restrittive: che essa sia dotata
soltanto di punti » — pli a tangenti distinte, e che sia disposta
in modo generico rispetto agli assi. Ora la seconda di queste
restrizioni si toglie, come si ¢ fatto per il caso dell’integrale
ellittico collegato ad una cubica piana, osservando che 1’in-
tegrale abeliano di prima specie, come il relativo differenziale

@n—s
dx
)

ha carattere covariante rispetto ad una trasformazione omo-
grafica del piano.

Ma anche la prima restrizione & facile ad e]nnmarsu rico-
noscendo che il differenziale suddetto ha carattere covariante
rispetto ad una qualunque trasformazione birazionale, 7', della
curva, mediante la quale i punti multipli_-della f possono
ridursi a tangenti distinte (ed anzi a soli punti doppi). Per
dimostrare questo fatto si osservi che la 7' pud decomporsi
‘nel prodotto di due trasformazioni 7', e T',, ciascuna delle
quali- lascia ferma la serie segata da un fascio di rette paral-
lele. Precisamente se la 7' ha la forma ’

X = X(2y)
Y = Y(2y)

T=
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essa pud decomporsi nel prodotto di due trasformazioni 7', e T',:

17:-71721V‘
dove
=‘X=:v
_? Y, = Y(»y)
7, = X,=X{X, yX, Y,
— Y.=Y,

e le due trasformazioni 1", e 7, riusciranno certo birazionali
per le curve trasformate (cosa questa particolarmente neces-
saria per la T, onde poter avere la funzione univoca y(X,Y,)
che figura nella espressione della 7',) quando gli assi siano
orientati in modo generico.

Bastera dunque riconoscere 1’invarianza del differenziale

)
(:pn_3 a{) dx

per la trasformazione 7.

Pongasi ora che la 7', trasformi la curva f, d’ordine »
passante s volte per il punto improprio, I, dell’asse y, in
una curva f’, d’ordine #’, passante s’ volte per il punto im-
proprio, I', dell’asse Y,. Poiché la serie canonica & invariante
per trasformazioni birazionali, la 7', trasformerd il gruppo
canonico segato dall’aggiunta ¢,_, in un gruppo canonico
segato, su f’, da una aggiunta ¢’,,_,. Inoltre, essendo v = X,,
la T, trasforma i gruppi della g, __ staccati su f dalle rette
per I nei gruppi della ¢, ., dove ' — ¢’ =n —s, staccatj
sulla f' dalle rette per I', e i punti doppi della prima serie

>

dati (s’intende fuori dai punti multipli) da 3y
of

oY, =0

Ora si noti (,he il punto I, punto improprio dell’asse y,

=0 nei punti

doppi della seconda dati da

non & né polo né zero per I’integrando cp,,_3 : QI giacché il nu-

oy
meratore di questa funzione razionale va completato con la
retta impropria contata due volte, sicché I figura s(s — 1)+ 2s
volte fra gli zeri e ugualmente s* 4 s=s(s — 1)+ 2s volte
fra i poli dell’integrando (qui si ricordi che ogni punto s — plo
per una curva & ugualmente s — plo per la polare del punto
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stesso, che riesce anzi tangente agli s rami della curva che
vi passano).
Dunque la 7', trasforma
of
Y,

e poiché v =X, dv=dX,, anche il differenziale

of ) ,
30,1_3:#; nel termine analogo ¢',,_,:

(cp,,_s gg) dz si trasforma in (cp’,,,_s:ag{c)dX,.
Importa chiarire il significato della deduzione precedente:
ammettendo Vinvarianza della serie (canonica) segata dalle ¢, _,
abbiamo dedotto che in ogni caso gli integrandi di prima
specie sono dati da
of

(971—3 : @ ;

ma la deduzione stessa & invertibile: ammesso che I’inte-
e
. é':;/,
segue I’invarianza dei gruppi appartenenti alla serie canonica.
B la suddetta ammissione & facile a stabilirsi direttamente
con effettivo rigore, approfondendo 1’analisi svolta per il caso
di una curva f dotata di punti multipli a tangenti distinte,
ed estendendo cosi il risultato a curve f dotate di singolaritd
qualsiansi. A tale oggetto converrd ricordare che la polare

g%;: 0 passa r — 1 volte per ogni punto » — plo di f, sia esso
punto proprio od infinitamente vieino a un punto proprio
(e cio al pari della aggiunta ¢,_,) e ha in pitt v— 1 inter-
sezioni riunite nell’ origine di ogni ramo superlineare d’ordine

v (Cfr. L 4° § 18, Vol. II pag. 441). Cid posto, poiché I’in-
" tegrando di prima specie deve avere i suoi poli fra i punti
di diramazione della y(z), e un punto di diramazione puo es-
sere polo d’ordine v — 1 al massimo, mentre i punti all’infi-
nito devono essere zeri del secondo ordine almeno, anche per
una f del tutto qualunque rispetto alle singolaritd (ma in
posizione generica rispetto agli assi) I’integrando di prima
specie risulta dato, e necessariamente, da

of
oy

grando di prima specie sia dato in ogni easo da o,_,

r‘1071—3 :

F. ENRIQUES - 1V. 8
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essendo ¢, ., =0 nna curva aggiunta d’ordine n — 3 (che
passa con la moltiplicitd » — 1 per ogni punto » — plo di f,
sia esso proprio o infinitamente vicino a un punto proprio).

Ora & ovvio che una trasformazione birazionale 7', che
muta una curva f in una curva f, muta un integrale di
prima specie legato ad fin un integrale, ugunalmente di prima
specie, legato ad f”; pertanto I"analisi della forma degli in-
tegrandi di prima specie fornisce una nuova dimostrazione del

Teorema o invarianza della serie canonica: una trasfor-
mazione birazionale che muti una curva piana f, d’ordine =,
in una curva piana /7, d’ordine »’, muta i gruppi segati su f
dalle sue aggiunte d’ordine n — 3 nei gruppi segati su f’ dalle
sue aggiunte ' ordine ' — 3, cioé muta la serie canonica
di f nella serie canonica di f".

17. Integrali abeliani di seconda specie. — Passiamo ora
alla costruzione degli integrali abeliani di seconda specie,
cominciando dagli integrali elementari, dotati di un’uniea
singolaritda polare.

Sia dunque 0 = (af) un punto della curva f e si consideri
la retta ax + by -+- ¢ =0, tangente in esso alla eurva f: que-
sta tangente intersecherd ulteriormente le f in n—2 punti
PP,..P,_,. Sia ¢, _J(vy) =0 una curva aggiunta d’ordine
n = 2. passante per P P,...P,_,. [.'integrale

v =J’ P2 —, dv
(ax - by - ¢) fy
risulta evidentemente regolare ovunque fuor che nel punto O.
Occorre dimostrare che la singolarita in O & solo polare, e non
polo-logaritmica.

Questo fatto si riconosce come nel caso della cubica ellit-
tica: I’integrando ha nel punto 0 = («f) un polo del secon-
d’ordine il cui residuo & nullo, per il teorema di CAUCHY, e
ammette quindi uno sviluppo del tipo:

—-Iz“—-~—|—b + b (r —a)+
@ ap . N
sicché I'integrale v ha un polo semplice col residuo — b, .

Anche qui, come nel caso della cubiea, senza ricorrere al
teorema di CAUCHY, & facile istituire del fatto una verifica
analitica dirvetta. Supponiamo il punto O assunto come orvigine
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degli assi, e la retta ax -1- by + ¢ ridotta all’asse y = 0; questa
ipotesi non & affatto restrittiva, potendosi realizzare con una
omografia, come gid si & detto a proposito degli integrali
ellittici.

Mettiamo in evidenza le nostre ipotesi serivendo

Jlwy) = & (a0, 4 @ + ) YT 4-a T4 @ B0y (@, - )+
G XY) = thyy + Ayo® oo Yl - T+ L) A
qui sard a,,==0 supponendosi gli n —2 punti P diversi dal

punto O.
Risolvendo la f(xy) rispetto ad y si trova lo sviluppo in serie

Y= — @y + (@, €y — )T 4.5
il denominatore del nostro integrando risulta

Y1, =y (14 a, @4 ...) = — a8 (A, @, — tyg — @y, ¢, )T - ...
= — 4,00 — (2% ...,
e il numeratore
Py 1, Y(@)} = @,y - 50T + ...

Cio posto lo sviluppo in serie dell’integrando sara

:P”—?,_ . (1_20 -- a30x+-.., :Ii(_‘_*_b_'_l_b?_*_".’
P

Y1), — a2t — g .. T
dove i coefficienti b, soddisfano alle relazioni
oy = — “'zobo
() = — Ao, — tyb,
che danno (essendo a,,==0)

by=—1, b, =0;

1
la relazione b, = 0 porta appunto che I’integrale v non pos-
segga in O singolaritd logavitmica, e d. d.
_ Ora se v & un integrale di seconda specie col polo (del
prim’ordine) O, sara tale anche

V= AU -, - P - Uy,

essendo w,u,...u, integrali di prima specie indipendenti; vice-
versa se v e v’ sono due integrali elementari di seconda specie,




116 LIBRO SESTO -
con lo stesso polo 0, e con i relativi residui p e ¢, I'integrale
Pl,v — pvl
riesce regolare in O (avendo quivi residuo nullo) e quindi &
un integrale di prima specie: segue che tutti gli integrali
elementari di seconda specie con un dato polo formano un
sistema lineare di dimensione p, riuscendo combinazioni linewri

di uno qualunque di essi e dei p integrali di prima specie.
Di qui si deduce che I’ espressione

v :J cPn—2
(ax + by + o) f,,

dx,

dove ¢,,_, & una qualunque aggiunta passante per i punti
P P,..P, , tangenziali di O, fornisce tutti gli o<? integrali
elementari di seconda specie col polo O, essendo appunto p
la dimensione del sistema delle aggiunte ¢,_, passanti per
i suddetti tangenziali di 0. D’altra parte, un’analisi simile
a quella svolta per gli integrali ellittici di seconda specie e
per gli integrali abeliani di prima, permetterebbe di riconoscere
a priori che la precedente forma & non solo sufficiente ma
anche necessaria per 1’integrale elementare di seconda specie.

Dopo ¢io & ovvio che qualunque integrale di seconda specie,
dotato di poli semplici, si pud ottenere come somma di inte-
grali elementari, e che — nell’ipotesi che si abbiano anche
dei poli multipli — basta aggiungere una conveniente fun-
zione razionale. Piti precisamente:

Ogni integrale di seconda specie si ottiene combinando une
Junzione rasionale con p integrali elementari di seconda specie

relativi a p poli 0,0, ...0, comunque prefissati, ¢ coi p integrali
di prima specie.

Si consideri infatti un qualunque integrale di seconda
specie v: siano 9,9, ...Q,, i suoi poli ed abbiano essi gli or-
dini, vispettivi, r,r,...7,,. lisiste una funzione razionale 6 avente
un polo semplice in ciascun punto O,, un polo d’ordine r; in
ciascun punto @;, soggetta alla condizione aggiuntiva di avere
i termini negativi del corrispondente sviluppo in serie uguali
agli omologhi dello sviluppo di v: infatti per una 0 sifatta
si impongono cosi Xr; condizioni lineari, e la 6 possedendo
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p+3r, poli sopra la f di genere p dipende appunto da X,
parametri lineari. Cid posto si potra disporre di altri p para-
metri lineari A/4,...%, per modo che la differenza

v—0— e, —Av,— ... — Ap?y

— che & gia regolare nei punti @; — abbia residui nulli nei
punti 0;, cioé sia regolare anche in essi; tale differenza risul-
terd pertanto un integrale di prima specie; cioé sard

V— 0 — A v, — AU, — o — Ay, = U, Ry - L,
e quindi
V=020, . - X0, e A e,

Come gia nel caso di p =1 possiamo esprimere il risultato
precedente enunciando il

TrROREMA. — Ad una curve di genere p appartengono 2p
integrali abeliani di seconda specie algebricemente indipendenti,
intendendo con ¢id che un integrale qualunque differisce dalla
combinazione lineare di altri 2p (fra i quali p possono essere
di prima specie) per una funzione razionale.

18. Integrali abeliani di terza specie. — Veniamo infine
alla costruzione degli integrali di terza specie, cominciando
dagli integrali elementari cui si imponga di possedere due
infiniti logaritmici O, e 0,, in posizione generica. Qui si noti
che, per il teorema di CAUCHY, la somma dei residui dell’in-
tegrando, relativi ai poli di esso sopra la riemanniana, deve
essere nulla: cido porta che effettivamente 2 & il minimo
numero delle singolaritd logaritmiche che possa avere 1'inte-
grale di terza specie, e che i relativi periodi logaritmici, i
quali — a parte il fattore 2ni — sono i residui dell’integrando,
risultano uguali e di segno contrario.

Cio posto I’integrale elementare richiesto si ottiene serivendo

. Pn—s .
Y _J (ax —+ by + ) f i

dove ax 4Dy 1-¢=0 & una retta passante per i due punti
0,e 0,, e 9,_,=0 una curva aggiunta d’ordine n — 2 pas-
sante per i punti P.P,..P,_,, ulteriori intersezioni della
retta con la curva f.
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Che 1'integrale v abbia le due sole singolaritd logaritmi-
che O, e 0,, discende dalla solita analisi fatta per gli integrali
abeliani; e che poi i residui dell’integrando in 0, e 0, siano
uguali e di segno contrario, si puod verificare direttamente,
senza far ricorso al teorema di CAUCHY.

Come per I'analoga verifica relativa agli integrali ellittici
di terza specie, facciamo coincidere la retta ax + by +¢ =0
coll’asse x dato da y =0, e i punti 0, ¢ 0, coi punti di
ascissa v =0 ¢ v = 1.

Per le nostre ipotesi avremo:

Sy =2@ — 1)@, + a,@ 4 ...4- ;2" %) +
-yl +br4..) -+ YPe, + x4+ )+,

Pr—p(BY) = @y 4 €% A oe 0, _ 8" 2 Y (d; + d, %+ .00) + ...

Nell’intorno del punto « =0, risolvendo la f(ay) rispetto
ad y si trova:

Y= % 4.5
il denominatore del nostro integrando risulta
yfy, =yl 4-bx 4...) = a2 +...,
e il numeratore
Poeg 1T YE) =0, 4-....

Cio posto, lo sviluppo in serie dell’integrando sara

Pn—p__1

yry e

avendo dunque per residuo 1.

Similmente per calcolare il residuo nell’intorno di z=1
occorre scrivere

Sey)=( — 1+ 1)z — 1) {d, + ¢ (2 — D4+
Gy b, + b (x—1) +...}

Pas@Y) = +a'y(c— 1)+ . Fyld +dx—1)4..1,

siechd risulta ' '
—_vl=Dh
b,

con ¢id il denominatore del nostro integrando diviene

?/.fyl == y(f)lo -+~ bl*(fv — ]) -+ ---) - a’lo(w - ]) +"‘,
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e il numeratore
Pu—s | Y&)| = @, +...
3

Quindi lo sviluppo in serie dell’integrando sard

Prn—s __ @, ... o
Y. ‘y’ — (m'o(x—— l)—{—_"—(m___l)—l—...,

e cosi I’integrando appare avere in x =1 il residuo — 1.

19. Premesse topologiche. — Allo sviluppo dell’argomento
-che dobbiamo trattare nei paragrafi seguenti ¢ mnecessario
premettere alcune semplici considerazioni topologiche, che
riprendono, e completano per quanto qui occorre, quelle svolte
nel L. I1, § 37 (vol. 1°, pag. 334).

Consideriamo dunque la riemanniana X della curva f(zy) =0
di genere p, e supponiamola realizzata da una sfera con
p manichi (il cosidetto p-toro). Su ogni manico anulare pos-
siamo considerare un meridiano 4 e un parallelo B. Abbiamo
cosi sulla X 2p-cicli fondamentali, 4, ¢ B, (r =1, 2... p), che
prendono il nome di retrosezioni:
le retrosezioni relative a un me-
desimo manico si dicono coniu-
gate: esse hanno in comune un
punto, O,..

Tagliamo la superficie & lungo
le p coppie di retrosezioni: ot-
teniamo una sfera con p fori, e
nell’orlo di ciasecuno di questi
possiamo distinguere 4 lati, che
provengono, a coppie di lati opposti, dai due bordi di ciascuna
retrosezione, e terminano a quattro punti 0. 0", 0", 0OV,
che provengono dal punto O, comune alle due retrosezioni
coniugate.

Lia figura wostra le due retrosezioni, nell’intorno di O,
sulla X, dove i bordi dei tagli sono gia lievemente divaricati,
in modo da meftere in luce i quattro punti suddetti.

Dunque i fori della suddetta sfera, possono essere resi ret-
‘tangolari, per modo. che i lati opposti di eiaseun rettangolo
rappresentino i due orli di una medesima retrosezione.

Consideriamo uno di questi fori rettangolari, e la coppia
di retrosezioni corrispondenti: se un punto deserive il ret-
tangolo, orlo del foro, nel solito senso positivo, il corrispon-
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dente punto, su X, descriverd due volte ciascuna retrose-
zione, e precisameute due volte in senso inverso; & chiaro
infatti che, sopra X, un punto che percorra in un dato
senso la retrosezione A, (o B,) lascia alla sua destra la su-
perficie prossima a un orlo e alla sinistra quella prossima

R N o all’altro, mentre chi percorra 1’orlo
| rettangolare lascia sempre la super-
| ficie da una medesima parte.

Allo stesso risultato si arriva anche
| osservando che i punti dei due lati
i opposti del rettangolo che proven-
| gono da un medesimo punto della cor-
. rispondente retrosezione, sono quelli,
fronteggiantisi (cio® simmetrici rispetto alla congiungente i
punti medi degli altri due lati) come, nella figura, i punti
ReR,Sed8,TeT; sicche i due sensi RST e R'S'T"
opposti sul contorno del rettan- :
golo, risultano uguali sulla retro-
sezione.

Pertanto indicheremo con «,
¢ b, due lati- consecutivi del ret-
tangolo, corrispondenti alle re-
trosezioni A4, e B,, e con at J
e b' i lati opposti: tutti questi &
lati s’intendono orientati in modo che chi percorre il ret-
tangolo lasci alla sinistra la superficie, cioe, essendo questa

a’ esterna al rettangolo,

» nel senso orario. Sopre

la 2 considereremo come

<> : senso positivo della re-

b, 7 trosezionequello che cor-

b, risponde ai lati cosi

orientati.

a, Il precedente mo-

- dello della riemannia-

j b na di flay)=0, cioé la

@ sfera con p fori ret-’

tangolari, deve essere modificato. Allargando uno dei fori

rettangolari, e stendendo la sfera su di un piano, si arriva
ad un rettangolo con p — 1 fori rettangolari.

Si deformano ora successivamente i p — 1 fori rettango-

Rr SI Tl

_1
a,

1
bl (L;J
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lari facendo sl che il loro primo vertice vada a cadere nel
primo vertice del rettangolo-contorno (vedi figura a pag. prec.).

Ridistendendo il perimetro di questi si arriva, in fine, a
un poligono di 4p lati

a,b,a,_lbl_lazzbga;lb:1 e tybpay lb; L
auesto é il modello, R, della riemanniana della curva f al quale
ci riferiamo.

La deformazione eseguita equivale a far passare le retro-
sezioni tutte per un medesimo punto O, che viene cosi a
corrispondere a tutti i 4p ver-
tiei’ del poligono.

In ogni punto P del poligo-
no R ¢ rappresentato un punto
della curva flay) =0, cio® una
eoppia di valori x e y; a un
cerchietto infinitesimo v, avvol-
gente questo punto P corri-
sponde un cerchietto infinite-
simo ¢’ descritto da x nel piano
rappresentativo di questa va-
riabile complessa. Prendiamo
come senso positivo di y quello che da y' percorso positiva-
mente, e quindi orientiamo il contorno, I, del poligono R,
secondo il senso positivo di y. Ribaltando, eventualmente, il
poligono R intorno ad una retta del suo piano, potremo
anche supporre che il verso positivo di 7 (e di y) sia quello
abituale (antiorario) indicato mnella figura.

Come gid per il modello dato dalla sfera con p fori ret-
tangolari, ogni lato a,, b,, a;' e by' equivale, anche per il
verso, alla corrispondente retrosezione A,, B,, A7 e B';
cio significa, come si & detto, che per ogni retrosezione A,
e B, ¢ assunto quale verso positivo quello che corrisponde
al verso positivo di a, e b,. Nella figura abbiamo messo in
evidenza una sola (delle p) quaterna di lati: cid perché essa
¢ rappresentativa di tutte le altre.

20. Periodi degli integrali di prima specie. — Conside-
riamo un particolare integrale di prima specie

(12 ::J *Pn-;e dx
Ty
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che non si riduca a una costante. Mettiamone in evidenza la
parte reale e la parte immaginaria, serivendo

w=2_& -+ i

dove dunque & e n sono numeri reali.

Fissato ora un punto del poligono R (cioé della curva
Jf(xy) = 0) come origine dei cammini di integrazione, u risulta
funzione univoca finita e regolare per tutti i punti rappre-
sentati dal poligono R, intendendo i eammini d’integrazione
tutti continui entro R (cioé, sulla £, non attraversanti le retro-
sezioni). Chiarito ¢id, dimostriamo la fondamentale.

Disuguaglianza di Riemann

(1) J& dn 0.
1

A tale scopo immaginiamo il poligono R diviso in parti,
ad esempio, mediante un reticolato di rette parallele e per-
peudicolari ad una qualunque direttrice. Indichiamo con o,
ciascuna di queste parti, ¢ con s; il relativo contorno. & anzi-
tutto ovvio che

JE(IY) =xjglzn.

5i

Ora, nel piano della variabile complessa u, al contorno s;
corrisponde una linea §';, che — qualora sia semplice, cioe
(chiusa) senza nodi — include un’area che corrisponde al-
I’area o;: & poi chiaro (e notissimo) che I’integrale

f& dn
3vi

quando il punto (§v) varia lungo la linea .¢';, rappresenta
I’area o;, e precisamente tale area presa come positiva
quando §; sia percorso positivamente.

Ora & ovvio che, essendo la w uniforme e regolare in
tutto R, quando la divisione di R & fatta in parti di dimen-
sioni abbastanza piceole, le linee §'; riescono effettivamente
senza nodi. Inoltre alle linee chiuse infinitesime del poli-
gono R, percorse positivamente, corrispondono, nel piano
della variabile complessa @, linee percorse ancora positiva-
mente, e quindi anche linee percorse positivamente nel piano
della u, che & funzione analitica di .
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r14

!

Segue dunque che anche le §; sono percorse positiva-
mente, e quindi -

JE(I*/] ::j&dn > 0;
8 s,
percio anche

J‘ﬁdn — EJE,dv) >0.

1 8;

Dalla disuguaglianza di Riemann consegue una analoga
disnguaglianza relativa ai periodi. '
Indichiamo con
©, e v, (r=1, 2..p
i periodi di u relativi ai cicli 4, e B,., cioé i valori dell’in-
tegrale w calecolato lungo tali cicli

W, __jj‘o”"f’fd'v- 'y _J CP""3 de.

?

B si nobi, che le scritture

J‘CP"_a dx e CP"“,” da
a f]/
-

dove @, ¢ un lato del poligono R, rappresentano esattamente
la medesima cosa, e cosl dicasi per i cicli B, e i lati b,.. Si
ha invece, evidentemente-

CP"",S de = — o,
= fy
(l;’.
Pn—g dv = — v',..
b= I

»

Poniamo ora, distinguendo nei periodi la parte reale ¢ la
parte immaginaria: ,
O, =0, +1if,

o, =o0o, 41§,

lJ Edy

che sappiamo essere essenzialmente positivo

Calcoliamo 1" integrale
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A tale scopo valutiamo I’ incremento che a defto integrale
porta una quaterna a,b,a; by' di lati consecutivi di R. Per
cio consideriamo due punti corrispondenti P e P’ di a, e
« " (ciod rappresentanti un medesimo punto della f): si passa
da P a P’ percorrendo un ci-
clo omologo a b,, lato che ap-

punto collega «a, ad a;':segue

(P = u(P)+ v, .

Similmente se @ e ¢ sono
\ / due punti corrispondenti di b,
\ " e by risulta

U(QI) = u(Q) — o,

in quanto si passa da @ e @ percorrendo un ciclo omologo
a —a,, lato che appunto collega b, a b
Di qui risulta
EP')=EP) + =,
EQ) =E@Q — a,.

. e U . . . 1 —1
B poi ovvio che nei punti corrispondenti di «, e a;”, b,
—1 . . . . . . . .
e b, 1 valori del differenziale du, e quindi di dv, sono uguali
e di segno contrario. Segue che &

@y

J& dn + ‘E dy 25{5 — E+a,) iy =— oc,"j‘dff) = - o,/B,.
a, a‘fl a,

?

Similmente
f& dy) +j§ dn =J 1E— (& — ap) ldn = a, Jd*q = o,
b, U b, b,

Siccheé il contributo della suddetta quaterna di lati & -

oy — o,/ B,
In definitiva )
(2) j& dny=2(e,-8,) — a,'B,).
1
Segue la disuguaglionze fra i periodi che avevamo in
vista:
(3) E(“rﬁrl — o‘r’Br) >0 ('r = 1, 2...1)).
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21. Integrali normali di prima épecie. -— Dalla disugua-
glianza
(1) (o By — 2,/ Br) >0

relativa ai periodi, stabilita nel paragrafo precedente, deri-
vano due importanti conseguenze.

Aunzitutto: un integrale abeliano di prima specie (che non
sia una costante) non pud aver nulli i periodi relativi a tutte
le retrosezioni A, (o alle B,). Qualora infatti risultasse

W, =, + i, =0 per r=1,2..yp,
sarebbe :
&y = [31‘ == O s
e ne deriverebbe
(e — @, /Br) =0,
contro la (1).
Similmente non pud essere contemporaneamente

o, =a, =0 perr=1,2..p
oppure
B,=8,"=0 perr=1,2..p,

ciodé non pud darsi che tutti i 2p periodi dell’ integrale u siano
recli of immaginari puri.

Segue da cio " esistensa di un integrale di prima specie,
ben determinato (a meno della solita costante addittiva) per
il quale siano date ad arbitrio le parti reali «, e «,’ dei 2p
periodi.

Consideriamo infatti un sistema di p integrali abeliani di
prima specie linearmente indipendenti

Uy Uy aa U s
e indichiamo con

[ Qo = Gy B (s =1, 2 ...p)
? Wy = 0y —+ B, r=1,2..p

i periodi di u; relativi ai cicli 4, e B,.
Formiamo una combinazione lineare degli integrali u,:

u =2 u,,

e nei parametri A; mettiamo in evidenza le parti reali e im-
maginarie scrivendo
A== Py + 1V (i e v reali).
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Con ¢id i periodi , e w,” dell’ integrale » risultano dati da
0, = Z)‘swsr - 2(!-"3“31' - vsﬁs:‘) -+ @Z(P‘vkew -+ VJO‘M‘ )
s Er)
(x),./ = le(osr/ — 2(["'5“31'1 - Vspsr,) -+ ’/Z(P'\lsnl -+ Vs“.s'r,')
: s B

Possiamo imporre la condizione che le parti reali di questi
periodi abbiano valori assegnati «; ¢ «,’: si ha cosl il sistema

| Stwir =) =

. (r=1,2..p)
( Z(P's“srl “—' Vsﬁsr,) - arl
s

Questo & un sistema di 2p equazioni lineari non omogenee
rispetto alle 2p incognite p; e v,, e vale effettivamente a de-
terminare le incognite stesse e quindi i p parametri A;; cosl
che riesce anche determinato I’integrale

=3I, = X(ps + vg)u,,

i cui periodi debbano avere le parti reali assegnate. Infatti
il sistema anzidetto & un sistema mnormale, per il quale
riesce diverso da zero il determinante dei coefficienti delle
incognite, come & facile provare. Invero, ove tale determi-
nante fosse nullo, risulterebbe possibile il sistema delle 2p

equazioni omogenee :

S Z(p.socs,. — Vsfgp) =0
(Z(P‘s“srl_ spm =0

cioé esisterebbe un integrale
=X u, = (P, 4+ v )u,

con periodi immaginari puri.

In modo simile si riesce a ricavare un albra conseguenza,
che & anche pitt importante,

Esiste un integrale di prime specie, ben determinato (a
meno di una costante addittiva) per cui siano dati ad arbi-
trio 1 periodi relativi ai cicli A, (RIEMANN).

Riferendoci ancora ai p integrali, linearmente indipen-
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denti, u, u, ... u,, consideriamo la tabella dei loro periodi di cui
non ¢i importa pit distinguere le parti reali dalle immaginarie:
O o0, o) o, .0,
Oy O, ... 0, 0, 0, ...0,

’ ! ’
Op, Wpy oen @, 0y 0 L 0,

Riconoseciamo anzitutto che il determinante

!
w Wi o Ll)‘p ;
N | @ @ e Oy l

Wy Wpy oen W)y
risulta diverso da 0.
Infatti, qualora fosse A =0, si potrebbero determinare p

pa \metr

A, ey

tali che soddisfino il sistema. delle p equazioni lineari omogenee
(3) YA 0, =0 r=1, 2..p)

e si avrebbe, di conseguenza, un integrale

u =Y A,
s

_ per cui sarebbero nulli i periodi relativi ai p cicli 4,.
La circostanza A 4= 0 permette di risolvere il sistema di p
equazioni lineari non omogenee :

4 Z A, 05, = a, (r=1, 2...p),

dove le o, abbiano valori (reali o complessi) arbibrari, ma non
tutti readi. Conseguentemente resta determinato un integrale

w= Y10,
S

avente lungo i cicli 4, i periodi o, prefissati ad arbitrio
In particolare esisterd un integrale per cui

o, =1, 0,=0, ...=0,=0,
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e similmente un secondo integrale per cui sia
6,=0, o,=1, o,=0,... =0,=0

e via dieendo.
Si arriva cosi a costruire un sistema di p integrali, che
chiamiamo
U Wy oo Uy

tali che w, ha il periodo 1 per il ciclo 4, e il periodo 0 per le
altre retrosezioni A; i periodi di u, relativi ai cicli B, B, ... B,
li indichiamo con '

Ty Top oee Tsp

~ Pertanto il sistema dei p integrali cosi costruiti da luogo
alla seguente tabella di periodi

22 s

I...0 7, =

&1 0...0 T, Ty eu.Typ
0
(5)

.0 0 ..ol Ty Tpy eon Tppe

I ovvio che questi p integrali sono fra loro linearmente
indipendenti: essi costituiscono i p integrali normali di primea
specie.

La matrice dei periodi (5) gode di due proprietd molto im-
portanti per il seguito : -

Anzitutto la matrice quadrate dei periodi =t,, (velativi ai
cicli B) é simmetrica rispetto alle diagonale principale, ciod:

(6) Tps = Tsp e

Per dimostrare questa proprieta si considerino i due inte-
grali normali u, e wu, e si calcoli I’ integrale

a

U, dg

e/

l

integrale esteso dunque al contorno del poligono R a 4p
lati, immagine della riemanniana della curva fondamentale.
Questo integrale si calcola allo stesso modo con cui gia cal-

colammo 1’ integrale JE dn.
i
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Indichiamo con ,; ¢ vy, 1 periodi di u,fe u,; relativi al
ciclo generico 4,.
Avremo allora, formula mmlog.n alla (2) del paragrafo
precedente:
(7) f"’r (l'lts == Z<w1'1¢TsIL - wshtrh)~
e I
1

Ma, per il teorema di Caucny,

du
(u,. du, = (u, fdx =0
e e ‘
1

. . du . . .
in quanto l’integrando u,‘ﬁ possiede, entro il poligono R

di cuil & il contorno, singolarita polari il cui residuo & nullo.
Segue la relazione di uguaglianza di RIEMANN:

(7 Z(mrh Tsh — Wy Tpr) =0
h

valida qualunque siano gli integrali, anche non normali, «,.
e u;. Nel nostro caso particolare di integrali normali si ha:

w,, =1 per h=r; w,, =0 per h=r;
W, =1 per h=s; 0, =0 per hfs.

e la relazione di RiuMANN si riduce a t,; — 7, =0, cioé ap-
punto: '
Tyy == Tgp

come volevamo dimostrare
In secondo luogo, dzstmjummo nei perlodl T.s 1€ parti
reali dalle tmmaginarie

! /4
Tps = Tys + 2T 759
¢ consideriamo la forma quadratice

" "
N7 s s
rs

dove X, e X, sono nwmeri reali: questa forma quadratica ri-
sulta essenziclmente positiva, ciod :

) Zt",.s:v,.ws >0
8 :

. ENRIQUES = 1V.
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qualunque siano i valori, non tutti nulli, dati ai p numeri
reali
T,y e Tp

Infatti si consideri 1’integrale
u = Jxu,,
ed applichiamo ad esso la disuglianza (1)

' E(“i Br, — “r,Br) > 0.
Ora qui &
o, =@,

By =2z,
o, = Jx T,

B, =0.
Risulta dunque

2(“11@7‘/ - “r/?’r) = E fc,.:vs’c"s,.‘
r rs

e, in definitiva si ha la disugnaglianza
Yx,2,7 . >0

che coincide con la (8).

Talvolta, e a noi cido accadra nel Cap. 1II a proposito delle
funzioni 6, si assumono come integrali normali di primae specie
i precedenti moltiplicati per =i; allora questi danno luogo
alla nuova tabella di periodi:

i 0 ...0 a, a,...a,

0 m ...0 @, @, ... Qy

)O 0 .. ap Qpy oe. Gpy
ed &

Qg =TT,

Ancora la matrice delle a,; risulta simmetrice; inoltre le
parti reali delle a,,, diciamo «',;, ddnno luogo a una forma
quadratica essengialmente negativa :

9 2a, %, 0, < 0.
Cio segue subito dalla (8) osservando che &

’ N "
@y = mi(it"s) = — Wy
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e quindi ,
Y, v, 0, = — w2, 0.

Aggiungasi che non possono tutte le a,; di una stessa
linea risultare immaginarie pure, ché altrimenti si avrebbe
un integrale dotato di tutti periodi puramente immaginari.

22. Integrali elementari normali di seconda specie. -— Ve-
niamo ora a costruive gli integrali normali di secondw specie.

Sia v, un integrale elementare di seconda specie, dotato
di nna sola singolaritd polare in un punto assegnato 0. Esso
avrd certi periodi che mnon c¢i importa indieare, relativi ai
cicli 4,. e B,. Combinando linearmente questo v, con i p in-
tegrali normali di prima specie, arriveremo ad un integrale

v=A, + A, + .- AU,

il quale, ove si diano alle A valori convenienti, ha nulli tutti

i p periodi relativi ai cieli 4,, e ha, inoltre, in O, una sin-

golaritd polare con residuo 1. Ed & chiaro come questo inte-

grale v sia univocamente determinato (all’infuori di una

costante addittiva) dalle condizioni poste: questo & I’inte-

grale elementare normale di seconda specie, dotato del polo O,
Vogliamo ora determinare i periodi

G 0‘2...617

1

relativi ai cicli B,B, ... B, del nostro integrale normale v.
A tale scopo caleoliamo 1’ integrale

* duy
fv du :J v——dx.
. dx
1

Qui notiamo che I’ integrando

dug
dz

avrd nell’interno del poligono R, di cui I & il contorno, la
sola singolaritd O, con un residuo p; uguale al valore dell’in-
dug
dx

tegrando di prima specie @, = calcolato nel punto O
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stesso (e ¢id in quanto il residuo di v & I):
Ps = q)s(o)

Indichiamo con y un cerchietto infinitesimo avvolgente il
punto singolare O: sara, per il teorema di CAvoHY :

"v(lus: vdug,

ll Y.
e quest’ ultimo integrale ha, evidente-
mente, il valore 2wig,: dunque:

jfudus =27ip,.
1

D’ altra parte questo integrale si ottiene con una formula
del tutto simile alla (7) del § pree. dove in luogo dei pe-
riodi di u, entrano in giuoco i periodi di v. Ricordando ehe
i periodi di » relativi ai eicli 4, sono nulli, resta

(1 fv duy, — — o,
' 1
cioé risulta:
o, =—27wip,=—2nwi®,(0):

In pavole: i periodi dell integrale elementare normale di
seconda specie, con wun polo O, relativi «lle retrosesions By,
sono uguali «i valori che hanno © corrvispondenti integrandi
di prime specie nel polo O, moltiplicati per la costante nume-
rica — 2mi.

23. Integrali elementari normali di terza specie. — Si
consideri un qualunque integrale elementare di terza specie,
che abbia due singolaritd logaritmiche in due punti 0, e O,
(i cui periodi logaritmici saranno uguali e di segno contrario):
sia esso w,; questo integrale w, avrd certi periodi, che non
ci importa indicare, relativi ai cicli 4; e B,. Combiniamo
linearmente w, con i p integrali normali di prima specie;
arriveremo ad un integrale

w = A, 4- MU, 4 .. = Ay,

il quale, ove si diano alle A valori eonvenienti, ha nulli tutti
i p periodi relativi ai cieli 4,, e ha inoltre, in 0, e in 0,,
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due singolaritd logaritmiche con periodi logaritmici 2mi
e — 2w,

B chiaro che questo integrale w & univocamente determi-
nato (all’infuori di una costante addittiva) dalle condizioni
poste : questo & 1'integrale elementare normale di terza specie
relativo ai due puntéi logaritmici O, e O, (successivamente con-
siderati).

Vogliamo ora determinare i periodi

L I 1

b

relativi ai cicli B, B, ... B, del nostro integrale normale di terza
specie w.
A tale scopo calecoliamo 1’ integrale

dat,
fw dug=— {w—= du.
. dx

1 1

. i . . L
I integrando w%;" ha nell’interno del poligono R, di cui 1

& il contorno, le sole singolarita O, e 0,, singolaritd logarit-
miche con periodi uguali e di segno contrario; sard quindi
uniforme entro il poligono R
cui si tolga la parte interna
ad una linea y composta di un
doppio cappio che va ai pun-
ti 0, e 0,, composta cioe di un
cerchio infinitesimo (grande nel-
la figura, per necessita tipogra-
fiche) y, avvolgente il punto O, ,
di un secondo cerchio infinite-
simo y, avvolgente il punto O,,
e di una linea, percorsa due
volte, che congiunge i punti O,
e 0,. La linea v immaginata percorsa a partire dal punto ¢
della figura risnlta : '

1=v,+00;,+7y,+ 0,0,.
Sard dunque anzitutto

‘w(lus :J wdu,,
: ;
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e quindi anche
0, 04
jw du, = (w dug - fw du,+ jw dug + f wdug.
7 Y, ta 0s 0,
Ora gli integrali relativi a v, e a y, si calcolano subito

integrando per parti: essendo
J wdi, = wu, ——Jﬂuédw
risulta ‘

jw du, = variazione di wu, lungo y, — [usdw=

Yl T
= 140,271 — uy(0,)2ni = 0.

jw du, = 0.

Ta

Similmente

Notiamo poi che in due punti, quali P e P’, fronteg--
giantisi sulla linea 0,0, &

w(P') = w(P) + 2w,

in quanto il periodo logaritmico di w per un giro intorno
ad O, vale 2mi; inoltre mnei tratti corrispondenti descritti
da P e da P, sulla linea 0,0, e sulla linea 0,0, & il du,
uguale e di segno contrario; pertanto

o, 0. 0. 0. |
‘w du, -1~ ‘w dag :j w(P)du, — J [w(P) + 2né]du, =
0, 0s 0y . 0,
0
= — 2'rt-1?J(lus = — 2 {u,(0,) — ul0,)}.
Oi

D’altra parte, per 1’ integrale di terza specie normale w
si ha la formula, analoga alla (1) del ‘paragrafo precedente, ed
ugualmente ottenibile :

1) fw du, = — B,

si deduce
B, = 2mi {1 (0,) — u(0,)}.
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In parole: i periodi dell’integrale normale di tersa specie,
con due singolarita logaritmiche O, ¢ 0,, relativi alle retro-
segioni Bg, sono ugucli alla differenza det valori assunti dal
corrispondente integrale di primae specie nei punti 0, ¢ O,
moltiplicata per la costante numerice 2mwi (RIEMANN).

24. Espressione delle funzioni razionali per integrali di
seconda specie: Teorema di Rieman-Roch. — Come gid ab-
biamo accennato nel caso ellittico, una funzione razionale

P(2y)

dei punti di una curva algebrica flay)=0, pud esprimersi
mediante gli integrali elementari normali di seconda o di
terza specie; e cosl si ottengono delle espressioni notevoli
che permettono di stabilire, rispettivamente, il teorema di
RieMANN-ROCH e il teorema di ABELL.

Si consideri dunque una funzione razionale ¢(zy) che abbia
certi poli

0,0, ... 0,,
coi residui rispettivi .
PO N W
Si indichino con
VU, ... Uy

gli integrali elementari norimali di seconda specie definiti dai
poli 0,0, ...0,; la differenza

play) — (Ao, 4+ A0, + ..+ X,0,.),

mancando di singolaritd sulla riemanniana di f, sard un in-
tegrale di prima specie, combinazione lineare dei p integrali
normali e della costante :
PRY) — (A0, == X0, oo = 20,) = Pty = U, e Pl - C
Ma poiché la differenza considerata ha nulli i periodi re-
lativi ai cieli 4, si deduce
==y e = =0

e quindi la funsione razionale si esprime per gli integrali
elementari normali di seconda specie cogli stessi poli:

(n e(ay) = kv, + X0, 4 oo - X0, + €.
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Ora il periodo di 9 lungo ciascun ciclo B; & nullo, quindi
altrettanto deve accadere per

Ao, Ao, - oo+ A,

Come sappiamo, il periodo di ciaseun v, relativo al ciclo B;

& dato da
— 2mi®,(0,),

essendo @, I’s-mo integrando di prima specie e 0, il polo
relativo a v,.: segue che per ogni ciclo B, &

)\' % - 21.”@*(01) % +)\3 { _QRI(Ds(Oz) } +.. 4= )kn % _27“:@.3(0“ { :07
cioé sussistono le p relazioni, ottenute dividendo per — 2mwi:
(2) LD (0,)+1,D,(0,)... 4+ 1,D,0,)=0 [s=1,2..p]

Supponiamo ora n = p e che le p relazioni scritte siano
indipendenti; cio significa che i parametri A soddisfano a p
equazioni, e quindi la (1) indica che le funzioni razionali p(zy)
aventi su f un determinato gruppo di n poli, dipendono, al
massimo, da n—p + L costanti essenziali, che si riducono a n—p
ove non si voglia considerare la costante moltiplicativa che
pao esser data a coefficiente di . Ma & ovvio che qualunque
sistema di X soddisfacenti le equazioni (2) danno una fun-
zione ¢ rappresentata dalla (1) che & effettivamente razio-
nale. Dunque, sempre nell’ ipotesi dell’ indipendenza delle p
relazioni (2), gli n punti 0,0,... 0, rvisultano definire una g2
completa.

Questo risultato si pud completare pervenendo esattamente
al teorema di RisManN-RocH (¢fr. libro vV, § 17, vol. III,
pag. 137).

Pongasi dunque che il sistema (2) non sia di equazioni indi-
pendenti ed anche possa essere n < p, per modo che la caratte-
ristica della matrice si vriduca da p, quale & in generale,a p — i.
Questo numero intero 4, da non eonfondersi con la V—1, &
I indice di specialita del gruppo degli n punti 0,0, ... 0,,, come
risultera dal seguito. Bssendo dunque p — i la caratteristica
del sistema delle eqnazioni (2), queste ammetteno n — p -4
soluzioni linearmente indipendenti, ¢ le funzioni ¢, linear-
mente indipendenti, risultano n—p-+4i+4-1 0 n—p--i, se si
trascura la costante moltiplicativa : il gruppo degli n-poli
0,0,.. 0, definisce dunque una ¢*—?+i completa.
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Si tratta di vedere il significato geometrico del numero i
che entra nella valutazione della caratteristica della matrice
dei coefficienti della (2), matrice che qui riscriviamo

gq>l(0,‘) ®,(0,) ... @/ 0,)
) D,(0,) @,0,) ... D0,
D,(0). D,0,) ... D,0,).

Si consideri il sistema di equazioni che risulta scambiando
le linee con le colonne:

D (0) + 1, @,(0,) 4+ ...+ 1, @,0,)=0
(4) 3 @0, 4+ p,@y(0,) 4. -, @,(0,) =0

! (D n) -+ 1y (Dg( 011) L Pqu)p( On) =0.

Siccome ogni integrando dl prima specie, ®;, & il quo-
ziente di un polinomio aggiunto @’ordine n — 3, ¢! , diviso

f
per la 3y |

O, (xy) = o), n | | 37 'lby)
il sistema (4) & equivalente al snstema;

n—3 -3

o) L (0,) 4+ 1,02 ,(0,) 4 ...+ 1@ 4(0,) =0

< D 0) + @ (0) 4 ... Ay, #P 5 (0,) =0
Puls

(-L/) ; n—i .
’ 1 (0,) 4 1,02 H0,) + .. A 1,92 5(0,) = 0.

Infatti ognuna di queste equazioni risultaa(;‘alla corrispon-

dente del sistema (4) moltiplicando per la 3y calcolata nei

punti 0,, 0, ..0,, e, per un ovientamento degli assi, si puo
supporre che questi moltiplicatori siano diversi da zero.

Ora ciageuna di queste equazioni (4') esprime 1’ esistenza
di una agginnta A’ ordine n — 3 passante, rispettivamente, per
uno dei punti 0,0, ... 0, ; pertanto I’ essere p— i la caratte-
ristica della matrice del sistema (4') signiﬁca che esistono
p—(p—i)=1i curve aggiunte, @’ ordine n— 3, linearmente in-
dipendenti che passano per tutti gli » punti -0,‘0-2 . 0y, per
modo che ¢ risulta appunto I’indice i speeialita.
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Si conclude in tal modo, per via trascendente (come nella
dimostrazione originale di RiEMANN, completata da RocH pel
caso speciale) il

TroreMA DI RieMANN-Rocn: Sopra una curve f(xy) =0
di genere p, un gruppo di n punti definisce una g'—Prti com-
pleta, essendo i il numero delle curve aggiunte linearmente in-
dipendenti che passano per il gruppo stesso.

Dal punto di vista algebrico questo teorema significa che
le funzioni razionali aventi i detti punti come poli dipendono,
linearmente, da n —p -1 costanti arbitrarie (compresa la co-
stante moltiplicativa).

25. Espressione delle funzioni razionali per integrali di
terza specie: Teorema d’Abel. — Di una fuuzione razionale
(dei punti della curva) ¢(2y) si conoscano ora gli zeri e i poli:

Z.Z, ... Z, siano gli zeri
P P, ... P, siano i poli.

Supponiamo, naturalmente, questi punti distinti e in po-
sizione generica. Si consideri la funzione :

acpl
q): ]0}_{@: ——Il’l;
’ ¢

e.

Gome gid nel caso ellittico si verifica subito che 1’inte-

/

grando % ha come poli tutti i 2n punti P, .. P, Z, ..Z,, e
precisameute:

nei punti P, P, ... P, ha residuo — I,
nei punti Z, Z, ... Z, ha residuo 1.

Pertanto la funzione ¢ appare come un integrale di terza
specie che ha come punti singolari i punti P, e Z,, con pe-
riodi logaritmici — 2n¢ e 2mi.

Cio posto, si considerino gli n integrali elementari di terza
specie ,

wow, ... W,

aventi come coppie di punti singolari

7, P, Z,P,, ...Z,D,:
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(Z, primo punto singolare con periodo logaritmico 2ni e P,
secondo punto singolare con periodo — 2mi).
La differenza
b —(w, +w, ... 4+-w,)

“risulta priva di singolaritd ed & dunque un integrale di
prima specie
b— (w, wy oA w,) = A A Xy e AU, A ¢
cioé: ’
b=, 4w, 4+ ... W, - Au, A0 . A A, 46
di qui, essendo

b =log @, ciod o¢=¢t

si ottiene I’ espressione della funzione razionale p per meszo
degli integrali di tersa specie elementari aventi come singola-
ritd logaritmiche © swoi poli ¢ zeri:

¢ = ke”,
dove -

=0, A Wy A Wy A A MUy A, e =,

Ora, essendo ¢ funzione razionale, e quindi monodroma,
dovranno essere nulli i suoi periodi lungo i cieli 4, e B, e
quindi, ove si percorra uno di questi, dovrd « aumentare di
un multiplo (intero) di 2mi ciod di. 2k.mi; e poiché percor-
rendo A4, l’esponente « aumenta di A,, potremo scrivere:

X = h,2mi

con I, intero positivo, negativo, o nullo.
Percorrendo il ciclo B,., I'integrale w, aumenta del periodo

05, = 2mi { w,(Z;) — u,(P;)}
e 1I’integrale u, aumenta del periodo:
Ty
quindi I’esponente o aumenta di
2mi % Zu.,v(Zs) — Zu,,( Py + zt:htc,,. ;
s s

s=1,2 ... n, r=1,2...p
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Dovra dunque essere
(1) Zu,.(ZS) = Zu,.(l’s) —- tht,r 4k, -1
s s . t

con k, numero intero (positivo negativo o nullo). Abbiamo
seritto k,- 1 anziché brevemente &, per mettere in evidenza -
il periodo lf,«"relativo ad 4,, al pari dei periodi t,.

Le (1) ddnno p condizioni (non sempre indipendenti) cui
soddisfano i 2n punti Z2,Z,...Z, P P, ... P,, per essere zeri e
poli di una medesima funzione razionale ¢: le quali, condi-
zioni, oltre che mnecessarie sono evidentemente anche suffi-
cienti. In parole le condizioni stesse si sogliono esprimere di-
cendo che: le somme degli integrali abelieani di prima specie
calcolati negli zert e nei poli di una funsione razionale sono
congrue rispetto ai periodi. B brevemente - si suole scrivere:

(1) Ztcr(:Zs) = Zu,‘( P,) mod. 7., 1
r=1, 2..p

Queste sono le condizioni necessarie ¢ sufficienti per U equi-
valensa di due gruppi di punti sopra la curve.

Alle relazioni precedenti si pudo dare una forma pit de-
terminata. Supponiamo di lasciar fermi i punti Z e di muo-
vere, con continuita, i punti P e corrispondentemente i valori
degli integrali u,(P;): siccome i numeri h ¢ k sono numeri
interi, cosl non possono variare per continuitd, ma devono re-
stare costanti. Si conclude che: quando un gruppo di n punti,
P P,..P,, varia enfro una serie lineare, restano costanti
le p somme relative ciascuna a un integrale abeliano di prima
specie calcolato megli » punti del gruppo variabile, e vice-
versa questa & anche condizione sufficiente perché un gruppo
di n punti varii entro una serie lineare.

Questo teorema costituisce la parte pitt notevole del Teo-
rema d’Abel che abbiamo gia illustrato mnel caso p=1 (cfr.
§ 12), ¢ che ora ricordiamo brevemente. ’ .

Si consideri sulla curva f(zy) =0, un g i cui gruppi G,
siano di livello per una certa funzione ¢, ai valori della quale
rispondono biunivocamente.

Assunfo un qualunque integrale abeliano :

[ = | D(zy)dz,

3
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si consideri la somma dei suoi valori nei punti, P,P,... P,,
del G,
I=1P)+ IP,) ... +I(P,):

sara I funzione del parametro ¢ definiente il G, :
I(t) = f O(P,)dw - J‘@(Pz)dx o J‘@(P,,wx

:J’ [@(_P,) +D(P) 4 ...+ @(P,,)](zx.

Ma la somma entro parentesi risulta funzione simmetrica
degli n punti del G,, e quindi razionale in ¢, e poiché z &
funzione razionale di ¢ (ma non viceversa) sard :

dx = W(t)dt
con ¥ razionale.

In definitiva I(¢) risulta 1’ integrale di una funzione ra-
zionale di ¢, e quindi sussiste il

TEOREMA D’ABEL. — La somma dei valori che un integrale
abeliano assame nei punti di un gruppo di una g} & fun-
zione razionale-logaritmica del parametro da cui dipende il
gruppo ().
~ In particolare qualora I’integrale in questione sia un in-
tegrale di prima specie, che non ha punti di infinito, la sud-
detta funzione razionale-logaritmica si riduce ad una costante.

La considerazione contemporanea dei p integrali abeliani,
permette di invertire il teorema, dando ad esso il sne mag-
gior significato.

26. Nota storica. — La classificazione degli integrali abe-
liani, legati ad una relazione algebrica flay) =0, e in parti-
colare la determinazione precisa degli integrali (di prima
specie) ovunque finiti sopra la superficie (riemanniana) che
rappresenta univocamente le coppie di soluzioni (zy) della f,
appartiene a B. RiBMANN : Theorie der Abel’ schen Functionen,
« Journal fiir Math. », Bd. 54 (1857), ¢fr. « Ges. Math. Werke »,
1. ed. (1876) VI, pg. 81-135.

(!) Veramente il teorema d’AnrrL (1826) si riferisce al caso pint genc-
rale, in cui il gruppo G, dipende razionalmente non soltanto da uno ma
da pitt parametri ¢¢, ... ¢ in guisa che il gruppo G, descrn.'.t una v, i eui
elementi sono funzioni razionali del gruppo degli » valori #,¢,... ¢, .
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ABen (') in rapporto al teorecma che porta il suo nome
aveva gia istituito una ricerca preliminare. Infatti, avendo
egli riconosciuto (per esprimerci col linguaggio geometrico
posteriormente usato da CLEBSCH) che « la somma dei valori
di un integrale nei punti del gruppe variabile di una g! riesce
funzione algebrico-logaritmica del parametro », si propose
ulteriormente la questione di ricercare per quali forme del-
I’integrando (funzione razionale di « y) la somma indicata si
riduce ad una semplice costante. Si ottengono cosi, non sol-
tanto gli integrali di prima specie, ma anche integrali di
terza specie che diventano infiniti di segno opposto sui due
rami della earva f passanti pei punti doppi di questa a di-
stanza finita (interpretazione geometrica di SyLow) ecc.

Quindi ABEL trova che il numero degli integrali soddi-
sfacenti alla proprietd indicata risulta maggiore o eguale (e
non sempre eguale) a quel carattere che RinMANN chiamerd
« numero della classe » ¢ che, secondo CLuBscH, dicesi oggi
il genere p della 7. frattanto pero il numero p veniva defi-
nito, per ABEDL, come minimo numero degli integrali per
mezzo di cui si lasciano esprimere tutte le somme dd’inte-
grali appartenenti ad f (a meno di funzioni algebrico-loga-
ritmiche).

RieMANN ha dimostrato che vi sono precisamente p inte-
grali (di prima specie) ovanque finiti sopra la superficie rap-
presentativa di f, essendo 2p -+ 1 I'ordine di connessione di
codesta superficie, e d’altra parte ha viconosciuto in p il ca-
rattere gid introdotto da ABEL; di pitt egli ha assegnato
anche la forma degli integrandi di prima specie, definendo
cosl quei polinomi che (in rapporto all’interpretazione geo-
metrica di CLEBSCH) danno le curve aggiunte alle curve
pianc f.

Infine, conviene rilevare che, in un frammento di lezione
risalente al 1862, RIEMANN considera espressamente la serie
(canonica) invariante Yop_gy COSErUendo una curva piana nor-
male che ha per sezione una g§p_2 contenuta in codesta g?_j}j_g
di f. Cfr. Nachlass in « Werke », XXX, pg. 456-72.

(Y) Mémoire sur une propriété générale.. presentata all’ Aceademia di
Parigi il 30 ottobre 1826, ¢dito in: Mdmoires des savants étrangers, VII,
1841, Cfr. « Ocuvres complétes », par Sylow et Lie, I, pagg. 145-251.
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§ 27. Gli integrali abeliani e le corrispondenze fra i gruppi
di p punti. — Il teorema (’ABEL ci mostra che, preso un ge-
nerico gruppo di p punti A,4,..A,, non esiste alcun altro
gruppo, ugualmente di p punti, che dia luogo ai medesimi
valori per le somme di tubti i p integrali abeliani di prima
specie, in quanto un tale gruppo risulterebbe equivalente al
gruppo dei punti 4,4,... 4,, che cosi sarebbe speciale, appar-
tenendo ad una _qil) (almeno).

Indichiamo con (4) il gruppo dei p punti A,4,..4, e
con u,(4) la somma dei valori che 1’integrale u, ha nei detti

punti:
W A) =1, A ) = w0 (A - u(4,).

Presi ora p valori generici arbitrari

Ly k..l
le p equazioni
(1) u(d) =k, r=12..p

non possono dunque definire pitt di un gruppo (A4). Poichd il
gruppo (4) dipende da p parametri, & presumibile che il si-
stema (1) ammetta soluzione. Il precisare la esistenza del
gruppo (4) soddisfacente alle equazioni (1) e oftenerne una
costruzione effettiva costituisce il « problema di inversione »
la cui soluzione & lo scopo del nostro capitolo terzo; qui sup-
supponiamo provvisoriamente la esistenza del gruppo (A) per
mostrare come il teorema A’ABEL conduca naturalmente alla
_teoria delle corrispondenze fra i gruppi di p punti, che tut-
tavia svolgeremo con procedimento geometrico rigoroso. Anzi
indicheremo come da questa teoria geometrica si possa otte-
nere una definizione sintetica degli integrali abeliani, nonché
i teoremi principali che ad essi si collegano, compreso il teo-
rema d’inversione.

Si considerino due gruppi (4) e (4') legati dalle p rela-
zioni:

(2) w,(A) + u,(A)=F, r=12..p
o dalle
(3) u(A) = up(4) + F,.

Tanto le (2) che le (3) definiscono una corrispondenza
biunivoca tra i gruppi (4) e i gruppi (4'): la corrispon
denza definita dalla (2) dicesi trasformazione di seconda specie,




144 ' LIBRO SESTO

mentre quella definita dalla (3) dicesi trasformazione di prima
specie.

Dalle equazioni conseguono subito alcune proprietd no-
tevoli, le quali indicano la via da seguirsi per costruire la
trattazione geometrica della relativa teoria.

Una trasformazione di seconda specie data dalla (2) ¢
involutoria, ¢ i gruppi coniungati, sommati insieme, variano in
una medesima 95, :

Il prodotto di due trasformazioni di seconda specic da
una trasformazione di prima specie.

Le trasformazioni di prima specie formano un gruppo
continuo abeliano di operazioni permutabili, quelle di prima
¢-seconda specie, insieme, un gruppo misto.

Dati due gruppi generiei (4) e (4') esistono due sole tra-
sformazioni, una di prima e una di seconda specie che por-
tino il gruppo (4) nel gruppo (4").

Ma veniamo alla trattazione geometrica della nostra
teoria ('), che ha stretta analogia con quella svolta, per il
caso p=1, nel § 27, del Libro V, con riferimento ad una
cubica piana.

Sopra la curva f si fissi una ggg (completa); essa sara se-
gata da un certo sistema lineare di curve ¢.

Sopra la curva f dovremo considerare dei gruppi di p
punti. Indicheremo con (4), (B)... gruppi siffatti e con 4,
A, ... d4,, B, B,..B, i punti che li costituiscono. Cid posto
chiameremo «allineati tre gruppi (4)(B)(C) quando, insieme
presi, costituiscano un gruppo della gi2. Gio per analogia col
caso della cubica: il seguito dard ragione della opportunita di
questa frase.

I ovvio che: presi ad arbitrio due gruppi (4) e (B) esiste
un unico gruppo (C) allineato con essi.

Ogni gruppo (4) definisece una corrispondenza (algebrica)
biunivoca e simmetrica fra i gruppi (B) e (B') allineati con
(A): indichiamo con I, questa involuzione e diciamo suo
centro (A).

(") La dimostrazione geometrica delle proprietd fondamentali delle cor-
rispondenze per i gruppi di p punti & dovuta al CASTELNUOVO; (« Rendi-
conti Istit. Lombardo », 15 dic. 1892); la teoria qui svolta che permectte
di dedurre la proprietd degli integrali abeliani di prima specie ¢ di O. CHI-
sint. (« Rendiconti Ist. Lombardo », 1929).
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Si noti che la I, & effettivamente biunivoca solo per i
gruppi generici. Ma se (B') & un gruppo speciale, d’indice
di specialita 4, allora la serie lineare | g‘gg —(4) — (B)] & una g
e la I, porta (B) in uno qualsiasi dei gruppi di questa serie.
Eccezioni di questo tipo  si presentano normalmente nelle
trasformazioni degli enti algebrici: nel seguito converrd ri-
ferirsi, anche senza ripeterlo continnamente in forma espli-
cita, a gruppi generici.

Due gruppi (B) e (B'), comunque scelti, definiscono une
involuzione in cui essi sono coniugati.

Il prodotto di due involuzioni I, e I, & una trasforma-
zione biunivoca fra i gruppi di p punti della curva f: chia-
miamo - questa trasformaszione di prima specie ('), e la indi-
chiamo con = -

n=1,1,.

Premesse queste ovvie osservazioni dimostriamo il

TEOREMA 1. — Ksiste une e una sola trasformazione di
prima specie che porti un gruppo assegnato (A) in un gruppo
assegnato (A').

L’ esistenza si prova subito. Preso un gruppo arbitrario (C')
siano (II) e (K) i due gruppi allineati con (4) e (C) e con
(4') e (O).

La

n=1I, I,
porta (4) in (A'). v
Vediamo 1’unicitd di tale =. Supponiamo che = porfi un

P C Q D f

(1) Tl CasTELNDOVO nel ecitato lavoro chinma questa trasformazione di
seconda specie.

F. BNRIQUES - IV, 10

»
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generico gruppo (B) in un gruppo ('), che sard ugualmente
generico. Facciamo vedere che ogni altra trasformazione (di
prima specie) o' = I, I,, che porti ugualmente (A4) in (4')
porta (B) in un gruppo (B") coincidente con (B').

Sia (D) il gruppo allineato con (B) e (H) e con (B) e (K);
(P) il gruppo allineato con (4) e (M) e con (4’) e (N); (@) il
gruppo allineato con (B) e (M) e con (B") e (N), Qui la figura
mostra schematicamente la posizione relativa dei gruppi indi-
cabti: questi sono rappresentati quali punti e le ¢ (seganti
la g-l’) che li contengono, quali rette.

In(lmhmmo con

bo o b by Ve Ve Ve Py
le curve ¢ contenenti i gruppi sottoindicati

b, (H)(A)(Cy; e (K)(A)(O)
by (H)(B)(D); by (K) (B) (D)
Vo (M) (A (P); 0 (N)(4) (D)
v, (M) (B) (Q); Vi (N) (B") (@)

e con gli stessi simboli indichiamo i primi membri delle loro
equazioni. Se fosse (B”)==(B') questi due gruppi appartereb-
bero ad una g, segata su f dal fascio

Mo+ b W= Vo) Wb by - V- W) = 05

cosa assurda essendo (B') gruppo generico (non speciale).

Si noti che la dimostrazione svolta prova la unicita della ©
che porta (4) in (4’) non solo al variare di uno dei fattori T,
o I, che appare arbifrario, ma anche al variare della ggf;
Jondamentale, alla quale sono legate tutte le costruzioni che
definiscono la =.

Conviene qui osservare esplicitamente che qualora (B')
fosse gruppo speciale, d’indice di specialith 7, la = ’naefm-
merebbe (B) in tutta la f/’ definita dal (B').

Trorema 2, — Le tmsjoo masioni di prima specie, ™, for-
mano un gruppo continuo oo? abeliano (cio€ di operazioni
permutabili).

Infatti

a) Lie = formano un gruppo. Cid segue dal fatto che in
ciascuna = ¢ arbitraria la scelta di una delle due involuzioni
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che definiscono, come loro prodotto, la m. Date dunque due
trasformazioni =, e =, seriveremo:

mo =1, 1, m, = I I,

e quindi
. n,m, = 1.1,
& ancora una .

b) Che il gruppo sia continuo ed =o? risulta dal fatto
‘che una = & definita dal gruppo di p punti (4') che essa as-
socia ad un (4) assegnato, il quale (4') varia con conbmulm
in funzione di p parametri.

¢) Per riconoscere che le m sono permutablh si osservi
che una involuzione, I,, trasforma ogni = nella sua inversa.
Seriviamo infatti:

n=1,1,

(ricordando che in ogni m & arbitrario un fattore), sicché ri-

sulta :
I, 7nl,=1,1,=m""

Pertanto il prodotto di due I, cioé ogni altra =, lascera
invariata la © considerata.

Inoltre, come appare subito dalle considerazioni prece-
denti, le trasformazioni = e I insieme prese danno luogo ad
un gruppo misto.

Nora. — Indichiamo ora brevemente come dalla teoria
geometrica delle trasformazioni di prima specie si giunga
alla definizione geometrica degli integrali abeliani, al teorema
d’inversione e al teorema Q’ABRL, rimandando per i parti-
colari alle due Note di O. CHISINI in cui ¢id & svolto diffu-
samente ('); ci basta aver trattata la cosa con ampiezza per
il caso ellittico (§ 14).

Per questa teoria & fondamentale ottenere 1’espressione
analitica delle trasformazioni di prima specie infinitesime
che valgono a generare I’intero gruppo continuo. A cid si
arriva stabilendo anzitutto il seguente lemma, analogo a
quello incontrato per il caso del genere p ==1.

) Sulla trasformazione di prima specie dei gruppi di p punti. (« Rend
Ist. Lombardo », 1929).

(®) Gl integrali abeliani di prima specie dal punto di vista geometrico
(« Rend. Ist. Lombardo », 1930).
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LeMmya. — Si consideri sopra una curva f una gl varia-
bile, segata da un fascio (variabile) di curve ¢. Si cousiderino
dune gruppi G, e G, infinitamente vicini della g , e siano 4
e C due punti di G, e A" e C' i punti di &, ad essi infi-
nitamente vicini. Si indichino con dz e df gli incrementi
della « relativi al passaggio da 4 ad A" e da C a C'. Sup-
ponendo che la ¢! vari in dipendenza della posizione del
punto A, il rapporto g = Z—E risulta una funzione delle coor-
dinate di 4. Sono zeri di ¢ i punti impropri di f, contati due
volte, i punti 4 per cui la ¢!, acquisti come punto fisso C
(venendo a cadere su f in C uno dei punti base del fascio
delle ¢ seganti la ¢! generalmente esternoad f)e i punti 4
che siano doppi per un gruppo della ¢, , senza coincidere conC;
invece i poli di p sono dati dai punti A che siano di eontatto
per tangenti parallele all’asse y, o definiscano un &,, con-
tenente C. Nel punto C il rapporto p ha il valore p = — 1.

Cid posto consideriamo una particolare m infinitesima, la
quale sia il prodotto di due involuzioni I aventi come centri
due gruppi (C) e (C') cosi costituiti

(C):O‘+0__,+ +0p—1+0p
(C)=0C, + Cy+ ... +Cp_, + C',

essendo C,C,...0, punti generici e €', un punto infinita-
mente vicino a C,.
Consideriamo un gruppo generico

(A)y=4,+4,+ ...+ 4,;
esso verrd trasformato dalla = in un gruppo
(A)= A, Ay oo A

di punti infinitamente vieini ai precedenti.’
Si vede facilmente che i due gruppi di p + 1 punti

(4) +- Cy, (4)+ ¢

" 1 1
appartengono ad una'medesnna, Opi1- . '
Supponiamo ora di lasciar fermi i punti 4,4,..4, e di
variare il punto 4, le cui coordinate indichiamo con =, e y,.
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Per ciascuna posizione A4, la = infinitesima dard alla corri-
spondenfe ascissa x, un ineremento dx, che dipende da A4, e
dalla differenza df delle aseisse di C, e di C',.
Si valuta il rapporto
dt
al'z:i

in base al Lemma precedente notando che la 911”1 definita
da (4)+ €, ha C, come punto fisso quando e solo quando (4)
sia un gruppo speciale, che risulta costituito di p punti ap-
partenenti ad una medesima aggiunta ¢ (zy) =0, d’ordine
n — 3, e notando inoltre che 4,4, ... A, non possono mai ca-

dere in C, (essendo per ipotesi fissi). Si conclude che &

_ % _ 9y
(I:v gf_
%,

(D)

dove il polinomio aggiunto, d’ordine n — 3, ¢ (zy) =0 & de-
finito dalla condizione di annullarsi nei punti 4,4,..4, e
. -9
di essere nel punto C, uguale a — a—;;
Pitt in generale, facendo variare oltre A, gli altri punti
4,..4,, risulta il
TreoreEMA. — Si applichi la trasformazione infinitesima =
a un gruppo generico (4) di p punti 4 4,... 4, di coordinate
T,Y, TY,, - TpYp. Preso un qualunque polinomio ¢, aggiunto
d’ordine n — 3 ad f, si ha, per qualunque gruppo (4),

171 ) o i1 9
Z 3w de; = dE - & (i=1,2..p)

T

(2)

dove dx; indica 1'incremento dell’ascissa di 4, per effetto
della m, e k una costante che & uguale al valore di

¢ (2y)
of
dy

calcolato nel punto C,.
Il teorema precedente fornisce p relazioni essenzialmente
distinte, analoghe alla (2), ove si considerino i p polinomi ag-
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giunti d'ordine n — 3 linearmente indipendenti; esso dunque
definisce il modo di variare del gruppo (4) per effetto della
trasformazione infinitesima =, costituendo cosi la rappresen-
zione analitica di questa.

Ora il gruppo di punti C, definisce p trasformazioni infi-
nitesime w essenzialmente distinte.

" Precisamente indichiamo con = la trasformazione pro-
dotto delle due I aventi per centro rispettivamente il gruppo (C)
e il (C) stesso nel quale sia variata la posizione di C, dando
alla relativa ascissa £, I’incremento (infinitesimo come ¢)

d&r i E,/.;’(Cr)-

Ogni trasformazione di prima specie w, anche finita, potra
considerarsi come il prodotto di convenienti potenze delle =,
ora definite, e quindi potremo scrivere

= nf‘n‘:’ n“’
Importa dare 1’espressione analitica della w, riconoscendo il
significato geometrico degli esponenti p,p, ... p,.
- A tale scopo indichiamo con ¢,.(zy) il polinomio aggiunto
d’ordine n — 3 soggetto alla condizione di avere il valore 1
in C, e di annullarsi negli altri punti di (C).

Applicando il teorema precedente risulta che la =, ele-
vata a un certo esponente p, trasforma un gruppo (4) in un
grappo (4’) tale che

(3) Z! "°’(A‘) % = 6y (i=1,2,..p)

@) Zj r<A,> @ =0. (8;121))

Indichiamo ora con u, I’integrale abeliano di prima specie
indefinito

, Prl(zy) .
W, = )‘ o) dz. : | f(zy) = 0]

Risulta allora che la

(4) = nf:‘nfg n;”
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applicata ad un grappo (4) lo trasforma in un grappo (4')
per modo che ciascun esponente p, rappresenta la differenza
della somma degli integrali wu, caleolati nei punti di (4')
nei punti di (4):

=1
(5) — Z w,(A;) — Zu,.(A,-). < ’

r=1,

o

.
v D)

i i

18

Concludiamo che le p relazioni (5) definiscono il gruppo (4"
trasformato di (A4) mediante la trasformazione = data dalla (4),
ciod costituiscono la rappresentazione analitica della © stessa.

Naturalmente le uguaglianze precedenti, ove non si fissino
in qualeche modo i cammini di integrazione, vanno sostituite
con delle congruenze rispetto ai periodi degli integrali abe-
liani %, che appaiono anche periodi delle ..

Per arrivare al teorema ’inversione si fissi sulla rieman-
niana di f un punto O, origine per il calcolo degli inte-
grali u,: questo punto, contato p volte, costituisce un gruppo
di p punti (0) =p0. Preso ora un qualunque gruppo di p
punti (4)=4, -+ 4,...-+- 4,, questo definisce una trasforma-
zione di prima specie, 7, che porta (0) in (4):

n==ntn"? . . o,
. . 1 2 ?
Poniamo
(6) w(A) =u(A) 4w (4,) ... 4-u(4,);
la formula (5) da
(7) u, =p,

cioé: le p somme dei p integrali abeliani di prima specie nei
punti di un grappo (4) sono (o sono congrue a) i p esponenti
delle mm, ... 7w, il cui prodotto = porta (0) in (4).

Se ora supponiamo arbitrariamente dati i valori gemerici

WAy .. Uy

somme degli integrali abeliani w,w, ... u, calcolati nei punti
di un incognito gruppo (4), questo gruppo risulta univoca-
mente definito, come il trasformato di (0) mediante la

m=min? ...
i 2 v

con o, = u,, ¢ioé abbiamo il

TroreMA D'INVERSIONE. — [ valori delle somme w1, ... u,
degli integrali abeliani di prima specie nei punti di un gruppo
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generico (4) di p punti definiseono univocamente il gruppo
stesso.

Dalla definizione geometrica degli integrali abeliani segue
anche con tutta facilitd il

TroreEMA D’ABEL. — Se un gruppo G di m puuti varia
in una serie lineare g5 per esso si hanno le p relazioni ca-
ratteristiche

: r=1,2..p
u.(G)=k. ’
(&) : (Ic,.=costante

Il teorema si dimostra per gradi, generalizzando suceces-
sivamente la forma del numero m, che si assume pl‘lmd
m = 2p, poi m =vp, e quindi affatto generale.




Oariroro III

I1 problema d’inversione e le funzioni abeliane

28. Il problema d’inversione. — Nel caso delle curve di
genere p = 1, 'integrale di prima specie &’inverte univoca-
mente e conduce cosi alla uniformizzazione della curva, ciod:
le coordinate del punto variabile di essa vengono espresse
come funzioni monodrome (o uniformi) doppiamente periodiche
di un parametro, '

(1) ; v =9,(u)
Ly = ¢,(uw),

ossia come funzioni ellittiche di questo.

I possibile estendere il teorema alle curve i genere
p > 1?2 La risposta dipende dal senso in cui si cerca la gene-
ralizzazione.

Nel senso pit immediato, si ha una risposta negativa:
Non & possibile invertire un integrale abeliano

=\ Oz y)dx
.
appartenente alla curva f(xy) =0 di genere p > 1, mediante
una funzione monodroma.

Per riconoscere tale impossibilitd basta osservare che, ove
I"inversione fosse possibile, dovrebbe ottenersi una funzione
monodroma con 2p periodi. Ma & facile dimostrare che, se
una funzione monodroma ammette almeno tre periodi (che
non si riducano a due essenzialmente distinti), essa ammette
di conseguenza anche dei periodi infinitesimi (cio¢ piccoli
quanto si vuole) che si formano per combinazione lineare di
quelli, cosi come abbiam visto esservi periodi infinitesimi se
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vi sono due periodi distinti il cui rapporto sia reale ed incom-
mensurabile (efr. § 9, pagg. 54-55).

Anche in altro modo possiamo stabilire che il punto
P=(xy) di una curva f(zy)=0 di genere p > 1 non pud
resultare funzione analitica univoca dell’integrale

w =D y)dv
dove @ designa una funzione razionale di x e y. Infatti assu-
mendo come ipotesi "inversione univoca dell’integrale, ed
analizzando gli zeri e i poli di @, si dedurrd che il genere
di ¥ deve essere p << 1.

B anzitutto chiaro che la f pud supporsi dotata di sole
singolaritd elementari e disposta in modo generico rispetto
agli assi: in caso diverso la f potrebbe venir sostituita da
una sua trasformata birazionale, per la quale varrebbe ancora
una rappresentazione parametrica del tipo (1).

Cid posto si vede che la @ non pud annullarsi in un
punto di f che sia al finito e la cui ascissa non sia di dira-
mazione per la y. Infatti, in tale caso, indicando con o
1’aseissa di questo zero di ® e con r il relativo ordine, sarebbe,
nell’intorno di a,

P =, (% — )"+ @y (T — )T 4.,
e quindi, integrando

@,
U= -
r—+1

(g — o)™ - &

sicche, invertendo la serie nell’intorno di v =1Fk, la & — a, cioe
la «, risulterebbe funzione ad » -+ 1 valori (di w —k) contro
I’ipotesi che x sia funzione uniforme della .
Similmente la ® non pud neppure annullarsi in un punto,
al finito, la cui ascissa sia di diramazione per la v.
Indichiamo con « I’ascissa di un tale punto, che sara di
diramazione semplice; avremo dunque, nell’intorno di «,

1 2
Y=, +a (r—a) 4 a, (T —a) 4+ ..

e, se ® ha quivi uno zero d’ordine r,

7 . -1

O=0b (v —a)P4+b,(x—a)? +..
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51

sicehe, integrando,

)

b,
r 42

2

r-t
= (¢ —a) 2 ...+ k.

Pertanto, invertendo la serie nell’intorno di v =%k, la «
risulterebbe funzione a r + 2 valori.

Pitt precisamente si vede che la condizione che x sia
monodroma, porta che a un tale punto di diramazione cor-
risponda, per ®, un polo d’ordine 1 almeno.

Posto infatti che nel punto considerato @ abbia un poloe
d’ordine r (r =0) sard

—r —»r+1

(I)::b[(a;—a)—?_—!-?,g(fv—oc) R

e, integrando,

b —r4-2
1 2
U=—"—(x—a) 2 ..+ k.
—r + 2( )

2

Pertanto, invertendo la serie mnell’intorno di uw==F, la %
risulta funzione univoca solo se &

—7r—4-2
2

) ure —"_*—2— L
PP 2 %

(S

cioé per r=1 oppure r =3.

Infine nei punti impropri di f, la ® non pud avere uno
zero d’ordine r > 2,

Infatti posto che sia, nell’ intorno di 2 = oo,

D=, 7"+, 7" ..
integrando risulta

= gy gk
—r 41
siccheé 2 risulta funzione a » — 1 valori nell’intorno di =1,
cioé non monodroma se r >> 2.

Cio posto, indicando con n Vordine di f, con p il suo
genere e con m la sua classe, si ha che i punti di diramazione
della y sono

m =2 4 2p — 2
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quindi i poli di @ sono

20 + 2p — 92435 con. 6 =0

mentre gli zeri sono '
2n — h , con h=0.

Segue, dovendo il numero dei poli uguagliare quello

degli zeri
2n+4+2p —24-0=2n — h

2p =2 — (3 + D)
— 54T
p=1——

p<<1.

ciod

Pertanto resta dimostrato che I’integrale abeliano u pud
invertirsi solo per le curve razionali od ellittiche.

Il resultato negativo che si & ottenuto pud anche espri-
mersi come segue: qualora, in rapporto ad una curva di
genere p > 1, si inverta I’integrale « nell’intorno di un punto,
la funzione inversa estesa a tutto il piano complesso, riesce
necessariamente polidroma. In effetto essa resulta infiniti-
forme. Lo studio di tali funzioni & stato iniziato, per il
genere p =2, dal Casorarr: c¢fr. Teoria delle funzioni, 1868.

Frattanto, la constatata impossibilita d’invertire gli inte-
grali abeliani di genere p >> 1 con funzioni monodrome, ha
condotto JAcoBr a porre il problema generale d’inversione
in senso affatto diverso: in luogo d’invertire un integrale
come funzione di una variabile, cioé del punto delld curva,
si considereranno p integrali (e converrd prendere i p in-
tegrali di prima specie) o meglio le somme di essi nei p
punti d’un gruppo sopra la curva, domandando di esprimere
come funzioni di questi p parametri le coordinate del gruppo
stesso.

Nell’ ordine della nostra esposizione, il teorema d’ ABLL,
nella sua parte piu significativa illustrata nel § 26, ¢i in-
segna che un gruppo @ di p punti della curva f(zy)=0, & uni-
vocamente definito dalle p somme-dei valori che i p integrali
abeliani di prima specie hanno nei punti del gruppo: infatti
ove esistesse un secondo gruppo, G, cui competano i mede-
simi valori per le dette somme, i due gruppi @ e G risulte-
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rebbero equivalenti, appartenendo ad una gllj, cioé sarebbero
due gruppi speciali,
' Si cerca allora di esprimere le funzioni simmetriche rela-
tive ai p punti di un gruppo & mediante le somme degli
integrali abeliani di prima specie calcolati nei punti del G.
Precisamente :
Indichiamo con P, P,... P, i p punti del gruppo G; poniamo

w (@) =u (P) + u, (L) ... +u,(P)
U, (@) = u,(P,) + uy(Py) ... 4-u,(P))
Up(G) = p(P) 4= upy(DPy) « .. H-uy( P,

dove u, u, .. u, sono i p integrali normali di prima specie.
Alla curva piana f(zy) =0 sostituiamo una sua trasfor-

mata iperspaziale, F, sulla quale gli iperpiani seghino unaI

%

ggg: la F & dunque una curva d’ordine 2 immersa in un Szz,.

Hsiste un éperpiano t, tangente alla curva F in ciascuno
dei p punté di un G arbitrario: questo iperpiano ha un’equa-
zione del tipo

‘Po?/o =+ ’1’"4?/. 4.+ 4;211?/21) =0
dove

Yo Yy Yop

sono le coordinate (omogenee) del punto variabile sull’iper-
piano tangente T, e i coefficienti

bo oo bap

sono fungiont simmetriche dei punti del gruppo G, che si pos-
sono esprimere mediante i p parametri

w,(G) 1,(Q) ... uy(G).

Il calcolo effettivo di queste funzioni ¢ risolve il problema
di inversione.

Precisamente le ¢ risulteranno espresse mediante le cosi
dette funsioni theta di JACOBI, trascendenti a p vaviabili, di
cui, nei paragrafi seguenti, dovremo esporre le proprieta fon-
damentali.

Nora STORICA. — [ impossibilita di invertire un integrale
algebrico con una funzione momnodroma, gid per il caso del
genere p =2, & stata avvertita da ABpL, che rilevdo appunto
come l'esistenza di quattro periodi distinti portasse di con-
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seguenza una funzione polidroma ad infiniti rami. La diffi-
colta dell’inversione dirvetta, cosi messa in luce, ha lungamente
affaticato JAacosi, che finalmente « in hac quasi desperatione »
ha pensato alla possibilitd offerta dal teorema A’ABEL, ove
si passi dalle funzioni di una variabile a quelle di pit varia-
bili. Cosi JACOBI scopri la possibilitdh di invertire gli inte-
grali abeliani del genere due mercé funzioni quattro volte
periodiche di due variabili: le sue memorie su tale argomento
sono pubblicate nel « Journal fiir Math.» di Crelle degli anni
1832 e 1834: cfr. Werke ed. Weierstrass, II pg. 7 e 25.

In tal guisa dunque era posto il problema generale della
inversione, la cui risoluzione effettiva, prima per il caso ipe-
rellittico e poi pel caso delle curve di genere p qualsiasi,
viene raggiunta, attraverso gli studi di GOPEL e ROSENHAIM
e poi di WrinrsTrASS (1849, 1853, 1856), da B. RIEMANN, che
¢ il costruttore della teoria generale delle funzioni theta, di
cul daremo lo sviluppo nei capitoli seguenti: cfr. RIBMANN:
Theorie der Abel’schen Functionen, «Journ. f. Math.» Bd, 54,
1857; Werke I ed. VI. pg. 81-135). a

Conviene aggiungere quanto segue.

L’inversione degli integrali abeliani di gengre p > I, me-
diante funzioni 2p volte periodiche di p variabili, nel senso
indicato da JAcoBI, non ¢ la sola estensione possibile del
problema che da origine alle funzioni ellittiche. Un’altra
estensione si ha nelle ricerche di KLEIN, POINCARE ecc. che
risolvono il problema di uniformizzare una curve algebrica
quasiasi, per mezzo di funsioni «utomorfe, cioé invarianti
rispetto ad un gruppo discontinuo di sostituzioni lineari. A
tale proposito ci limitiamo a rimandare, per le informazioni
letterarie, al Referat iiber automorphe Functionen und Uni-

Jormisirung, nel Bd. 21 dell’« Jahresbericht der deutschen

math. Vereinigung », 1912 (pg. 157-193).

29. La funzione theta a p argomenti. — Sia data una
matrice quadra, di p* numeri (in generali complessi):

i

Ka“ Uy oo By

) a [ ces O
! ey 22 < Y2
(l) . p

e & e . e e o e s o

Upy Cpy o Gy

la quale tabella soddisfi alle due condizioni seguenti:
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anzitutto sia simmetrica rispetto alla sua diagonale
principale, cioé sia
(2) My = Qg
pip -+ 1)

o termini

per modo che la matrice stessa contenga solo

essenzialmente arbitrari;

in secondo luogo, indicata con «,, la parte reale del
termine «,;, la forma quadratica ¢/, v,%, nelle p variabili
reali &, %, ... 4, risulti una forma definita negativa, avendosi
dunque, per xw,...x, non contemporaneamente nulle:

(3) Yd,xan <0,

Segue di qui che gli elementi di una linea, ad esempio la
prima, non possono essere tutti immaginari puri: infatti ove
fossero nulli tutti gli «',;, la forma quadratica si annulle-
rebbe ponendo 2, =1, x,=2,=...2,=0. _

A queste condizioni soddisfa la matrice dei periodi, indi-
cati appunto con «,, degli integrali abeliani di prima specie
normali w, che hanno ugnale a =i il periodo relativo al
ciclo A4, (efr. pagg. 125 e 130).

Si assumano ora p variabili complesse

U Uy oy,

(le vedremo poi legate agli integrali abeliani di prima specie
e percio sono indicate ora con lo stesso nome): in base alla
matrice (1) si forma una funziome analitica delle p variabili
i, ... 1, nel modo che segue.

Si consideri un gruppo di p numeri interi, comunque posi-
tivi, negativi o nulli, che indichiamo con

Ny Ny o
e si formino le due espressioni

[ ey my oo Np) = Bet,g ny Mg

(4) :
[dm, ny oo np) =280, u,

La ¢ & una funzione quadratica dei numeri n,, somma

di p* elementi; la ¢ & una funzione lineare sia_rispetto ai

numeri n, che rispetto alle variabili ,, el & somma di p

termini. '

0id posto 1’esponenziale
oty
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risulterd una funzione di w, u, .. u, dipendente dalla scelta
dei p numeri nn,..n, che entrano a formare ¢ e ¢.

Facciamo ora variare questo gruppo di p numeri n,mn, ... n,
in tutti i modi possibili, assegnando ciod ai numeri interi n,
qualunque valore compreso tra — oo e - oo, € sommiamo
tutti gli esponenziali corrvispondenti; formiamo in tal modo
la cosidetta serie theta, cioé la serie p-pla:

(5) 0 (12t oo Uy) = 2 0@ (0t ctty) =& (naig . t1p)
NNy w ity

Ny = —0c ... 4 09} r=1,2 ...

Ammettendo, per il momento, la convergenza della serie (5),
questa ci da una funzione delle p variabili w,u,...u, dipen-
dente dal quadro dei numeri complessi a,,: le variabili
., ... U, si chiamano gli argomenti della funzione 6, i nu-
meri a,, i moduli della funzione stessa. Si suol scrivere, per
mettere in evidenza gli argomenti:

0w, |uy|..uyp)
o anche, come si & fatto in (5), O(u,u,...u,), 0, brevemente
b ((w)).

Si noti che a rappresentare la stessa funzione (5) la lettera
greca thete pud essere scritta indifferentemente nelle due
forme 6 o ¥, e cid0 secondo il gusto degli autori o le oppor-
tunita tipografiche.

Perché lo sviluppo (5) rappresenti effettivamente una fun-
zione, & necessario che sia soddisfutta la condizione di con-
vergenza, cio che risulta dal

TEOREMA. — La serie multiple theta é assolutamente con-
vergente (per qualunque gruppo di valori finiti assegnati agli
argomenti w,u, ... u,) quando i moduli a,; soddisfino alle con-
dizioni indicate, di dare una matrice simmetrica, ¢ di essere
tali che la forma quadratica

Za', 2%,

sie una forma definita negativa.
Indichiamo, infatti, con

M(nm, ..np,)
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il valore assoluto di

6@ (iTg omp) =& (yng . ) :
dobbiamo dimostrare che la serie multipla, a termini positiv i

(6) 2 M(nn,...n,)

NNy .o Np

converge qualunque sia il grappo di valori finiti attribuiti alle
variabili w,u, ... u,,.

Mettendo in evidenza le parti reali e le parti immaginarie
dei moduli, poniamo

"o,

’ .
A, s =aq ,, +’l,a’_s,

risultera
P, 0y ony) = T, nyny = Zd , n,mg +- i34, g

b
¢

quindi il valore assoluto di e® varra

[ P00 Ny oo Mp) l — o2 sty

in quanto il valore assoluto di
etZa’ s

vale 1, come sempre accade per le potenze di ¢ a esponente
puramente immaginario.
Ci occorre ora calcolare un valore maggiorante per

| PGP DY) i

cioe per
Gzalrs"’r’"s

A tale scopo osserviamo che, essendo la forma
Ly, %,

una forma definita negativa, essa conterra tutti i termini

quadrati, ciod sard
@S0 (r=1, 2..p)

¢id0 perché se una variabile figurasse solo al primo grado, si
potrebbe assegnare alla forma quadratica un qualsiasi valore
arbitrario, anche positivo, risolvendo una equazione lineare
(non puod accadere che la variabile stessa non figuri affatto
nella forma quadratica, perché questa, come abbiamo gid
notato, non sarebbe pitt una forma definita negativa).

F. ENRIQUES =~ IV. 11
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Scriviamo la forma mettendo in evidenza una variabile z,,

; .2 T s
(7) Z“'mfb’r%:% . Va’,.s,v s -

dmad o T

e poiché la forma & definita negativa sara

Ty
(8) Z(& e Xy h Nh
indicando con N, un numero positivo, diverso da zero, che
dipende dall’indice I della variabile =, considerata, che ab-
biano portata a denominatore per trasformare la forma
quadratica omogenea in un polinomio non omogeneo il cui
valore assoluto, non annullantesi, ha un minimo.

Sostituendo le variabili # con i numeri interi n risulta,
per le (7) e (8)

La/ g < —ni Ny,

Indicando ora con N il minimo dei p numeri positivi N,
h=1, 2...p) la disuguaglianza precedente porta alle
( , 1 g p p

(9) : S gy < —n, N
e quindi
(10) ] !eCP(‘"'N"z -+ M) , < e—"hN

Analogamente occorre calcolare un valore maggiorante
per il valore assoluto
|eq)(n,n2... np) I
Poiche _
b(nn, ... np,) = 22n,a,.,

indicando con % la massima delle parti reali delle u,. e con &
il massimo valore assoluto delle nn,...n,, la parte l'eale di
d(n,n, ..n,) sard minore di 2pnw, e quindi

(11) : ‘ (Pt ) — opuu
Risulta dunque

2 J—

(12) Mnmn,..n,) < ¢+ 2onu

Cio posto vediamo la convergenza della serie a termini
positivi

(6) Z"M(n,n2 e M p).

N1y e Np

M
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A tale scopo indichiamo con R, la somma di quei ter-
mini della (6) in cui uno dei termini n n,...n, abbia il valore
—n o il valore + n (n numero intero) e gli altri abbiano
tutti valori compresi tra — n e -+ n, per modo che n & il mas-
simo valore assoluto degli indici n, relativi ai termini som-
mati. Osserviamo che facendo variare n da 0 a - oo, le somme
R, vengono a contenere tutti i termini della serie (6).

Ora ogni somma R, contiene un numero di termini non
superiore a

(2n + 1)?

(sarebbero tanti se tutti i mumeri nn,...n, potessero variare
da —n a +n e non ci fosse il vineolo che uno almeno di
essi sia appunto o —n o —+n); consegue per la disugua-
glianza (12), nella quale si assume come n, ’n ora cousi-
derato:

R, <(2n + 1)Pe= N+ 2npu, .

Posto ora
S" — (2" -4 l)pe— 72N -4 2npu

la convergenza della serie (6) risulterd dimostrata appena si
riconosca quella della servie semplice

28,,

e questa segue dal criterio del rapporto.
B infatti

S,, (.)n 4+ 1)1’ — n2N + 2npu . 20 41 p.P_ DN 4 2
S,,_1 (20 — 1P g™ VN 2m—Vpu \2n—1

n

Sn—l

sicchd il rapporto tende a zero col tendere di n all’in-

finito.

30. Proprietd delle funzioni thete. — la funzione theta

B(e, |, | ..

Up)

soddisfa ad aleune relazioni notevoli.

1) La funzione b é funzione pari, ciod non cambia di
valore cambiando segno contemponaneamente a tutti i suoi
argomenti:

(1) B(u,

el ug) = 0(— | — oy [ | — ).
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Infatti ¢
f =eo+v
con
@ = Bt N, N

$ =28n,u,;

sicché cambiar segno agli argomenti wu,..u, equivale a
cambiar segno a tutti i numeri n,, cioé a scambiare fra di
loro i termini della serie multipla che fornisce la 8.

2) La funzione 6 non cambia il suo valore qualora si
aumenti di ©i uno qualunque dei swoi argomenti, ciod

(2) B, +mi|u,l.. )
e simili.

Infatti un tale aumento porta ad aumentare ciascun ¢
di un multiplo di 2wi, e quindi lascia inalterato ciascun e¥
e conseguentemente la serie 0.

3) Se si aumentano

u,) = 0(u, |u,

Wy Uy one Uy
rispettivamente dei termint della prima colonna

_ S S
la 0 viene moltiplicata per

e — M — 2wy,

o, pilt in generale, se si aumentano gh argomentl Uy Uy oo Uy
rispettivamente di

Qs Qo oo Qs
la 6 viene moltiplicata per

e (ss — 2us .
ciod

(3)  O(u,+ a5 | u, +a,,]...

Uy ) =€~ P20y | ut, | ... | 00y).

Dimostriamo I’ enunciato nel suo caso esemplificativo carat-
teristico s=1.

Percio cominciamo ad osservare che
' 1%
20n,*

99

o, + 3

P, 41,0y o ny) = (0,0, ... Np) + 1

4) p(n, + 1, n,..0py) =
= Ny o Np) 4 2(a, N, A @y Ny e Gy Ny) + @
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e
o
by 41, 1y oomy) = (0,0, .o ny) + ;—ZJ
i
cio®
) P, -1, 1y my) = G(u,ny .. my,) 4 20,

Segue dalle (4) e (5) che se si cambia, nello sviluppo di 6
dato dalla (5) del paragrafo precedente, ciascun numero n,
nel successivo n, 4+ 1, i termini della serie multipla vengono
moltiplicati per il fattore

210y = Qgyng o~ Ap M) + @y + 20y
variabile da termine a termine, e tuttavia con c¢i0 non si

altera il valore della serie stessa.
Sostituendo invece ad w,u, ... u,

Wy @y Uy =y, o Uy 4 ay,
ciascun termine viene moltiplicato per il fattore variabile

2@y + gy Ny ... + dpynyp)

Segue che &
B, 4, [ uy 4@y, | o]y 4 @) €120 = Ou, [, || yg,)

ciod la relazione (3) nel caso s=1 in cui ci siamo posti.
Il fatto che I’aumento dei periodi sublto dagli argomenti
di una 6 moltiplichi questa per un esponenziale, che non &
mai nullo, significa che la 6, pur non essendo essa esatta-
mente periodiea, ha i propri seri distribuiti periodicamente,
cioe
Bw, 4 @ | wy 4y | o [ 1y -1 atyy)

é nulla quando e solo quando lo sia

0w, [, ] ...

Up).

Le stesse proprietd inerenti alla funzione 6 delle variabili
u,u, ... U, Si hanno quando le variabili stesse siano. aumentate
ciascuna di una costante addittiva, cioé quando.si assumano
come parametri

Uy ¢y UyA=0yy ot U, €y

eon ¢,c, ... ¢, costanti; e ancora si potra considerare la 6 mol-
tiplicata per un’altra costante &, cioé in generale potrad assu-
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mersi la funzione 6 data da
0

=10, +c |u, 4 ¢ | .. |2y cp).

AvVERTENZA. — Ad evitare possibili errori conviene notare
esplicitamente che quando si diminuiscano gli argomenti

WU, . Uy
dei moduli di (periodicitd)

G5y o g
la funzione 6 viene divisa per

s — 2us
(cioé moltiplicata per e~ %+ 2% e non divisa per ¢— % 2t
come sembrerebbe a prima vista.

Infatti si ha

)

Blu, — s+ @ | U, — ays + @y Up — Qs + Wy,) =
— — s — s —
=000, — a5 | Uy — gy | e | 1, — @) € U2t —0s)

cioé

B2, 2y | o] 2p) == 0(2t, — @5 | Uy — @y | oo | Uy — @y )ess 20,

Similmente accade che quando si aumentino gli argomenti
del doppio dei moduli, cioé si passi da

Upy Uy oo Uy a w4 20,,, Uy -t-20,, . Uy 26,
la 6 viene moltiplicata per

6_4““ 40

e non per ¢2(—fs—2u) gome potrebbe sembrare.
E ¢io si verifica sommando successivamente due volte i
moduli «,; a,; ... a,.

5 notevole che le proprietd 2) e 3) sopra enunciate carat-
terizzano la funzione 6, in quanto vale il
TREOREMA. — Ogni funzione analitica di p variabili

Sy, .oy)

che sia regolare per tutti i valori finiti delle p variabili e sod-
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disfi alle relaziont funzionali

{ e = mdy aynw) = (g, u,.0uy)
? Flagy a4l g e ) == (1, Wy o tty)

(2)

e simili; e alle

(8) U+ @ygy Uy Gy a4 ) = [ (1, U,y o tty) e 52U

per s==1, 2...p, coincide, all infuori di una costante moltipli-
cativa, con la serie theta di cui abbiemo dato lo sviluppo.
Lia dimostrazione si ottiene facilmente in base al
LEMMA. — Ogni funzione (analitica e regolare)

T, ey

che ammetta @ periodi wi ciod soddisfaccia alle relazioni (2),
& sviluppabile, e in modo unico, in una serie multiple

» 2(vyity— Vallg .o +-Ypity)
(6) DAy, .y AT VR
dove v,v,...v, indicano numeri interi e 4,, . coeflicienti
numerici dipendenti appunto da questi interi.
Infatti poniamo

2u, =log sz,  ciod g, = e
2u,=log s, ciod  g,=¢

s oN 290,
2u,=1logz,  cioé ="

‘Con questa posizione la f diviene una funzione regolare
di 2,2,..2, e quindi sviluppabile con la serie,.multip]a, di

pofenze:

~

.'— " o v ~ v;) ese )
» f—‘z'Aviv.z...vp"u 1y R Ep?
. . N N . 2 N
il quale sviluppo & unico. Ritornando a porre e anziché z,
si perviene al lemma, ciod all’esistenza e all’unicitd dello

svilappo

3 2V Uy ~+Volly o =+ VU
(6) F=32A4,, Uttt e,

Cid posto counsideriamo uuna funzione f soddisfacente alle
condizioni 2) e 3), e per essa assumiamo lo sviluppo (6).
Lie relazioni (3) c¢i danmno

YA 2(Vg Uy —HYally .. Vplhp) y—0ss—21s
ViV .. Vp€ /

—34 B e e Vplly—+-YpQps)

- v Vp€

1V e Vp
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cioé
v A (2(V1%y = Vallg = vpltp)
~ Y Ve wee Vp -
<« (@ssA-29 4 U ys+-275 Qs oo —2Vplps) 21ViU1—t oo (V1 )tst e -VplUp]
= A € .

Consideriamo in questi due sviluppi il scoefficiente di
2 1Vt e s T —+-vpltp | ;

nel primo esso &

'Av‘ s+l vy
nel secondo invece &

A‘u e Vs e Vp® @Clss T2Vl s oo o BVpllps
Si conclude cosl 1’nguaglianza: )
_ \ ossH 2V @ s+t . . —-2VpQys .
(0 A‘q we Vst Lo vp = Avi Vs vp s € * s P,

Dando ad s i valori 1, 2...p, la relazione ricorrente (7)
permette di dedurre tutti i coefficienti 4 del primo di essi

Ay, , mediante equazioni lineari omogenee.

Segue che, preso ad arbitrio dgo..o, tutti gli altri coeffi-
cienti 4v,v,..v, sono da questo determinati in modo univoco,
e che qualora si moltiplichi Ago..o per un fattore di propor-
zionalitd &, altrettanto accade per tutti gli altri coefficienti,
e quindi per la funzione f° rappresentata dalla (6). Questa
dunque risulta definita dalle relazioni (2) e (3) a meno di un
fattore k.

Nora. — Affincheé abbia senso parlare delle proprietd di
periodicita della serie thete, e, pitt in generale, affinché
tutta la teoria che svolgeremo non possa apparire illusoria,
¢ mnecessario eliminare un dubbio ecritico, riconoscendo che
una funzione 6 non pud mai riuscire identicamente nulla,
cosa che in veritd si presenterebbe qualora il coefficiente
Ag...0o sopra considerato diventasse 7610 per una particolare
scelta della tabella dei periodi «,.,.

A tale scopo cominciamo a dimostrare che non pud essere
identicamente nulla la § generica. Si consideri infatti la parti-
colare tabella dei periodi ridotta ad aver tutti — 1 sulla
diagonale principale e zero nelle altre caselle:

a,,=—1 per r—s, ., =0 per r=s,
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Per questa particolare 6 risulta, evidentemente, 4, =
=0(00...0) una sommatoria di termini del tipo e e cosi
essenzialmente positiva. Non essendo dunque nulla questa 6
particolare non pud neppure esser nulla la 6 generica.

~ Per dimostrare poi c¢he non pud essere nulla (identica-
mente) nessuna altra 6, dobbiamo premettere alecune relazioni
differenziali cui soddisfa una 6.

Riprendendo le formule (4) del paragrafo precedente,

[ @y ) = T, n,n,

!
? Yy, . ny) = 20,
risulta, per r=s, :

edto

o = ¢¢*+v . dn,n

Qut,. g s

Qe+

= ety dn,m,
8

e quindi, sempre per r == ¢,

Fevtd  dewtd
du,du, " da,,’

invece, per r = s, si ha ancora

AR
k—3 "‘4’ . 2
I e®vedn,,
mentre
dev+d
= e tvan, 2,
LI

Di qui, in base alla relazione (5) del paragrafo precedente
che da lo sviluppo della 6:

B((w)) = Xeo+¥
si ottiene:

020 26 %9 20

ou,.0u, 06, ¢ oty oty
Le relazioni differeuziali ora seritte dicono che se una 0
¢ identicamente nulla, altrettanto accade delle sue derivate
rispetto ai parametri (periodi) «,; che sostanzialmente coin-
cidono con le derivate seconde rispetto alle variabili w. Si
conclude che se una particolare 0 & identicamente nulla, lo
sono parimenti le § ad essa infinitamente vicine (che risul-
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tano dando incrementi infinitesimi ai periodi «,;) e quindi
lo & ogni altra 6 cui si perviene per variazione continua
dei periodi a,;.

30. Nota sulle funzioni theta con caratteristica. — Consi-
deriamo ora il caso che gli argomenti w,, ... u, che entrano
nella funzione theta sieno espressi sotto forma di somme
di due termini:

WUy 4+ Cy Uy 1= ¢y Uy -0y

e che ancora la 0 stessa sia moltiplicata per una costante £k,
cioé consideriamo la nuova funzione

(1) 0=1I0(u, 4+ ¢, |u, 4 ¢,

e Up - Cp).

Naturalmente la introduzione di questi nuovi parametri
ky ¢,y ¢, ...c, da qualcosa di notevole quando ad essisi attri-
buiscano valori particolari: ¢id che e¢i porterd alle cosidette
caratteristiche.

Riprendiamo la espressione analitica della theta:

)
(2) ',CP
t ¢

e sostituiamo in questa espressione della 0

n,. con n, 4+ 4@,
’ r g r=1, 2..p
U, con  u, + h,mi
dove ¢, e N, indicano numeri reali; la nuova funzione che

cosl risulta si indica con

P [hﬂn_, e Tty

(o, | 2y | o 2ty,)
0 P v

e chiamasi 0 con caratteristica, in quanto la matrice dei 2p

numert

9,95 - 9p
Iyl ...}y,

dicesi appunto la sua caeratteristica.
Occorre riconoscere che la sostituzione indicata equivale
a moltiplicare la 6((u)) per un esponenziale e ad aggiungere
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agli argomenti wu, certe costanti ¢,; naturalmente la sud-

detta funzione esponenziale e le costanti ¢, dipendono dai

numeri ¢ e I che costituiscono la caratteristica.
Precisamente risulta essere

(3) 6 [i"zz Izﬂ(“‘ Lty [ o vp) =Toe 0 (0, 4 ¢, | u, + 0, ] ... Uy + ¢p)
Juy e

con
s o = ¢20rsgrgs—+22g:hni
(4) Y = 22¢,u,
Cr = D@yl - hymi
b 8

Infatti &

2y (0) 4 g,) (05 4= g) = Bty ity - 22y N, gs + 2045000,
ed & . ‘
25 (1, ++ ¢,) (U + N, H) = ‘

= 23n,4, - 23g,1, + 220, N,wi + 22g,h,wi.

~Pertanto la trasformazione indicata dalla caratteristica
H‘%“’ "'gp] vale a moltiplicare ciascun termine della serie
Jie oy
multipla che d& 'espressione di 6 (ciascun termine riusecendo
definito da una scelta dei numeri interi n,n,...np) per un
moltiplicatore del tipo

o

dove il A varia da termine a termine della serie multipla,
ed & espresso da , |

A = 22 a,sNplfs + Dapsrgs - 22 g, - 22,0, mi + 23 g,h, w0,

Qui si noti che dei 5 addendi che entrano a formare 1, i

3 addendi
‘ 2dysgrldsy, 22ghewi, 2X g, ‘

sono i medesimi per tutti gli elementi della sommatoria
multipla, non contenendo i numeri n,n, ...n,, varviabili da ter-
mine a termine, mentre gli altri due addendi, insieme riuniti, |
danno

2Xnp(dysgs + hyi),

e questo valore, mettendo in evidenza gli indici variabili, |
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puod scriversi
221),‘ g Za,.sgs —+ h,mi % .
r s
Similmente se si passa dalla

O, |u, | ... up)
alla

01, + ¢, | uy + ¢, | ..ty - Cp),

ciascun termine della serie 6 viene moltiplicato per un mol—
tiplicatore del tipo
e

dove p varia da termine a termine, ed & espresso da
w = 23n,.¢,.
Segue dunque che, ponendo

g op =Y ttrss ~+ i

8
4 .
(4) b T == Zrsgrgs+22grhimi

v = 23 ¢,

risulta appunto la relazione (3) che si voleva stabilire.
Ora & importante osservare che, come vedremo fra poco,
la natura funzionale di una 6 con caratteristica non visulta
alterata se si varia di una unitd uno qualunque dei 2p numeri
della sua caratteristica, in quanto ¢id0 non modifica affatto
la 6 o la moltiplica per una costante numerica. Pertanto cia-
seun ¢, e ciascun h, potrd sempre supporsi compreso fra 0
e 1, cio¢ potranno sempre supporsi verificate le 2p disugua-
glianze
0<9. <1, 0<h, <1 r=1, 2,..p.

Verifichiamo la cosa, mostrando precisamente che ove si
aumenti di una unitd un ¢, la 8 resta inalterata, mentre
viene moltiplicata per il fattore numerico €29 ove si aumenti
di una unitd h,. Infatti:

Aumentando di una unitd g¢,:

’esponente di k risulta aumentato di

Apy 4 ‘ZZa,.sgs + 2h, i,
S
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(I’esponente) y risulta aumentato di
.2u,«;
ogni termine addittivo ¢, risulta anmentato del periodo
Ay,
e quindi la B(u, 4+ ¢, |u, + ¢, | ... up + ¢p) rvisulta moltiplicata

per

g—a-rr - 2('“)“‘*‘01‘).
In definitiva la 6 con caratteristica:

0 [Me - Op

I, .. h,,](“* [ty | o 2tp)

- risulta moltiplicata per ¢ dove 1’esponente v & nullo valendo

V= + 22(1,‘393 4- 20, i +- 2u, — @y — 21, — 2¢,
8
ed & appunto
v=0 -in quanto Cr = Dtysgs-+ hyTi.

Similmente aumentando di una unitd h,:
I’esponente di &k risulta aumentato di

29,7t
(I’esponente) y non muta;
ciascun termine addittivo ¢, viene aumentato del periodo

T
e quindi la

B, + ¢, |u, 4 ¢, | oo 2ty - €p)
risulta inalterata.

In definitiva la 0 con caratteristica viene moltiplicata, al
pari del coefficiente numerico k, per

e2g,-n i,.

La caratteristica di una 6 i cui numeri g, e h, soddisfino
le disuguaglianze

0<g¢g. <1, 0<h, <1 [r=1, 2..p]

dicesi normale, e similmente dicesi normale la funzione 6
corrispondente.
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Per semplicitd di serittura la 6 che ha per argomenti
M, ... Uy € per caratteristica

ly‘ g, - yp]

hy, ...y

si serivera brevemente col simbolo

Bl

Dopo di cid passiamo a riconoscere le proprietd di perio-
dicita delle O con caratteristica, tenendo presente la tabella
dei periodi della 6 semplice.

Se si aumenta u, di =i, lasciando inalterate le altre u:

It resta inalterato,

y viene aumentato di 2g,wi,

u,+c, aumenta di ©¢, mentre ogni altro argomento ¢, re-
sta inalterato, sicché resta inalterata la 6(u, ¢, |w,+-¢,|...up+cy);
in definitiva dunque: '

Uy —+ T

(8) 9{%} (| .. e W) = €207 gl‘z] (U I TS B T R
Se invece si aumenta ciascuna variabile w, del corrispon--
dente periodo @,s contenuto nella colonna s della tabella:
It resta inalterato,
v viene aumentato di 2Xg,a,s,
ogni argomento wu, +4- ¢, viene aumentato di a, sicché .Ia
0(u, + ¢, | uy 4+ ¢, | ... upy -+ ¢;) Viene moltiplicata per

e Qss— 2("’34—03) .
2 7

complessivamente la 6 con caratteristica risulta moltiplicata

per
¢’ con v=23g,a — Qg — 2Us — 20s
e poiché
Cs = Dllpsffs + NgTh
segue

v = — @5, —2u; — 2h,Ti.

In definitiva dunque

(6) b [%] (ui + Qg | Uy~ @y ‘ ‘ uP+ aps) = 7 2hmi—2u, 6 \i](ui l U, l oo I u}’)'
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Hanno speciale importanza le caratteristiche per le quali i
numeri g e h sono numeri razionali, in particolare frazioni con
denominatore 2. Tali caratteristiche si chiameranno bipartite;
cosl le 6 corrispondenti si chiameranno a caratteristica bipar-
tite o, pilt semplicemente, esse stesse bipartite.

Per p =1 si hanno 4 caratteristiche normali bipartite:

17 1

0 0 5| 13
) ) b

1 1

0 5 0| |z

In generale per p qualunque si hanno 2°7 caratteristiche
normali bipartite. Ciascuna di esse si puod serivere nella forma

Bk
- 9 92 "2
(7
|aZN o P
2 2 "9

dove A, A, ... Ap |t by o bp SONO NUmeri interi che possono aver
uno dei due valori 0 e 1.
La 06 corrispondente alla caratteristica (7) si suole indicare

brevemente con
T

Per le 0 bipartite valgono aleuni notevoli teoremi.
TrEOREMA 1. — Una funzione theta bipartita é pari o di-
spari; precisamente & pari se

2hpyr =0 mod. 2
& invece dispari se '
Zhpy =1 mod. 2

cio® ha la stessa parita della somma A, p,.

Per dimostrare questa proposizione cominciamo con 1'osser-
vare che la nostra 6 non cambia qualora si cambi segno ai
numeri A: infatti in tal caso se A, =0 il corrispondente ¢, &
esso pure nullo e non risulta alterato, se invece A, =1, il

corrispondente ¢,, che ha il valore g, risulta diminuito di 1,

?2‘7
e cid (come abbiamo visto a pag. 172) non modifica il valore
della 6.
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Cid posto sopra la 6 (con caratteristica) si eseguiscano
le seguenti alterazioni:

si cambi segno agli argomenti wu;

si cambi segno ai A, cioé ai ¢;

si tolga poi da ciascun termine addittivo ¢, la quantita
(variabile con I’indice r) 2h,mi = p,ni passando cosi da

¢ = D@tys@s + N7l

a

¢ = — Zdyss — Nyl = — ¢,.

Con cio, nell’espressione di 0

(8) G{g‘gz - up) =Ter 0w, 4 ¢, | 1, 4 ¢, ... Up + €p),

(2, | 2y e
I, .. hp]\ ol

dove, ricordiamo, _
o = 2arsyrgs+2Zgrhemi

Y = 22¢,uy,
accade che:
I’esponente di & viene diminuito di

45g, hymi = Z X, p, i,
v resta inalterato,
ciascun u, + ¢, cambia segno; e percid la

0w, +c, |u, + ¢,

Ut - ep)

resta inalterata, in quanto la 6 & funzione pari.
In definitiva dunque la nostra 6 con caratteristica viene
moltiplicata per

()/E)q‘}l,.n’i

che risulta + 1 oppure — 1 secondo la parita di 2,.p,.

D’altra parte, delle tre alterazioni eseguite sulla 0 solo il
cambiamento del segno degli argomenti « modifica il valore
della 0; onde segue I’enunciato.

In relazione a questo teorema, una carabtéristica bipartita
si dird pari o dispari secondo la paritd di I, p,.

Come corollario del teorema precedente risulta:

TEOREMA 2. — Una thete bipartita dispari 6,,(u), si an-
nulla per u, =u,=..=u, =0.

Infatti cambiando segno agli argomenti w, =0 la 6,,(u)
non resta alterata, pur cambiando di segno.
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Si ponga ora
1 . .
) or =35 (p,mi + D sty [r=1, 2...p].
Per questi gruppi di numeri ¢,, dipendenti dei valori A e p,

sussiste il '
TrROREMA 3. — Le due funziont

o (e, | w0y | oen 2tp)
B(u, + ¢, | u,+e¢,| .. up+cp)

hanno © medesimi zeri.
La dimostrazione del teorema si ottiene riconoscendo che

wp = ¢p) eEhrtr

(10)  Oy(ee, | u,

v Up) =kO(u, ¢, |u,+ o,

Questa relazione non é altro, infatti, che la formula (8)

0y o @
6[?"”- i/p (g |y | oo | up) =Toe"0 (2, ¢, |20, 4 €y | oo | Up 4 ¢p)
vy e Ty
dove
.1 .
Cp = gaq.sgs ~+ h,mi = 5 (Pt 4+ 2:“ Qyshs)
e

Y = 23¢,u, = ZA,u,.

Lo stesso teorema pud anche enunciarsi’ dicendo che:

Le due funzioni
0w, |y ... up)
€
By (2, - €, |2y ¢y | oo Up + Cp)

hanno gli stessi zeri.
Infatti basta notare che

20y = T8 4~ Zhg s
risulta una somma di periodi delle 6, e quindi
0 (e, | w, | ... up)

0(u, + 2¢, | w, + 2¢, | ... | up + 2¢p)

hanno i medesimi zeri, sicché dal primo enunciato si passa
al secondo sostituendo gli argomenti u, con u, + c,.

1. ENRIQUES - IV, 13
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I numeri ¢,c, ... ¢, espressi dalle (9), e cosi legati agli interi
X e p, costituiscono un gruppo di semiperiodi, che diremo
pari o dispari secondo la paritd della relativa caratteristica.

Il teorema precedente conduce, come immediata conse-
guenza, a una proposizione assai notevole quantunque sem-
plicissima, data dal

TrorEMA 4. La fmz zione theta

O(u, |, |...up),

st annulle dando agli argomenti i valoric,c, ... ¢y ¢ un gruppo
dispari di semiperiodi.
Infatti per ogni 6,, dispari e

0),(0]0]...0) =0
e quindi
be,|ey| .. ep) =0.

31. Gli zeri della funzione theta. — Sia data una curva
algebrica f(xy) =0, di genere p. Consideriamo i p integrali
abeliani di prima specie normali legati alla eurva stessa:

(3)
Jn i [s=1, 2...p].

Fissato un punto 0 = (2,y,) quale origine dei cammini di
integrazione, e vagliata la riemanniana di f lungo le 2p retro-
sezioni A, e B, (r=1, 2...p), il valore di ogni integrale u;
risulta funzione univoca del secondo estremo, X, del cam-
mino di integrazione: seriveremo dunque

@t

(n us(X)_J "2 [s=1, 2..p]

Per rendere piu visibile il cammino di integrazione con-
viene supporre la riemanniana di f data dal solito poligono
a 4p lati: a questo modello ci riferiremo sempre nel seguito.

Degli integrali u, consideriamo la tabella dei periodi

n 0 ...0 @, a,...ap

0 @ ... 0 @, «ap...a

. . . . . . . . . . . .

0 0... 7 ap ... a.
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In base a questa matrice di moduli costruiamo una fun-
zione 6 a p argomenti:

O(w,, u,y ... up).
Attribuiamo agli argomenti w,u, ... 4, i valori
u,(X) u,(X) ... up(X)

che i nominati integrali abeliani hanno in un punto X della
(riemanniana R della) curva f(ay) =0: con ¢ido la 0 risulta
Sunzione del punto X, e la indicheremo appunto con

8(X)
avendosi, per definizione,
(1) " (2) A (p)
Pu-s ) 5 g |
@ BX_GW” iz iz .
: Q=0
Prese poi p costanti arbitrarie
‘ €, Cy .u Cp

possiamo formare la
Bizc‘(X) 4y | u(X) ey | e up(X) + p )
che indichiamo brevemente con
(X + ¢,

avendosi dunque, per definizione

(1) (9)

IJ PP

L

m H
Per la funzione 6(X —+ ¢) vogliamo determinare anzitutto

il numero degli zeri, ciod il numero dei punti X della curva f

per cui risulta

(4) X +0)=0

(&6X+Q—WW

d:&:—i—c2

e successivamente una relazione fra le costanti ¢, ¢, ... ¢, che

entrano a formare le variabili di 6(X +-¢) e i valori che gli

integrali di prima specie hanno nei sunnominati zeri di 6.
Poniamo dunque brevemente

0 = 0(X 4 ¢)
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e calcoliamo I’indieatore logaritmico di CAucHY

(5) J(l log 6

Y

-essendo, al solito, vy il contorno
del poligono R, riemanniana
della curva f.

Per il calcolo dell’integrale
(5) si osservi che nei punti
corrispondenti P e P di a, e
a,~1i valori di u, e cosi quelli _
\ / di us+ ¢, differiscono di a,,
periodo di w, relativo a b,:

(6) ug (P') + ¢, = uy(P) + ag + o5}

similmente i valori di u; + ¢, nei punti corrispondenti @ e ¢’

di b, e b~ differiscono del periodo relativo ad a,~! cioé

©) [ %s(Q) 4+ ¢, = u(Q) + ¢, per s=Fr
/ | u,(Q) + ¢, = uyQ) + ¢; — Wi per s =r.

Tenuto conto delle proprieta di periodicitd delle b segue
immediatamente
. B(P'—I—G)“——G(P‘i“ G)e—arr——2ur(P)—‘.zcr

(7) ,
(@ 4¢)=08(@-+¢)

e quindi
» { log 0(P + ¢) =log 6(P+ ¢) — @pp— 2Py — 20,
,( ) { Tog 6(Q + ¢) =1log 6(Q + ¢).

Pertanto
jd log 8(X +¢) +Jd log 8(X + ¢) =jd{2u,(X)} — 2mi
ar - —1 ' 479

r

Jdlog B(X—{—c)—l—jd log 6(X +¢) =0.
b .

—1
br
Si conclude che, essendo

J-x

b

Pdedd
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risulta
(8) : J‘d log (X 4+ ¢) = p « 2mi.
T

Poiché (X +¢) non ammette alcun punto singolare entro
R, Vindicatore logaritmico (5), diviso per 2wi, da il numero
degli zeri di 0. Si conclude il

TEOREMA. — La funzione 0(u, +c¢, | u,+ ¢, |...|u, -+ ¢p), con-
cepita come funzione del punto X nel quale sono calcolati i
valori u, u, ... u,, ammetie, sulla riemanniane di £, p punti di
zero, quali si siano le costanti ¢, e¢,...c, che figurano negli
~argomenti di 0.

Naturalmente si suppone che 6(2z +¢) non sia identica-
mente nulla al variare di X sulla curva f, e che le retrose-
zioni, ciod i lati @,, b,., a1, b-1, non contengano aleuno zero

ki
di 6. Tratteremo pitt avanti il caso delle 6 identicamente nulle.

Per determinare la relazione, che abbiamo in vista, fra le
‘costanti ¢, ¢,...c, e i valori degli integrali di prima specie
negli zeri, 0,0,... Op, della funzione 6(X + ¢), dobbiamo cal-
colare il valore dell’integrale

9) _ J’us- dlog B(X + ¢) [s=1,2..p}
1
Osserviamo che I’integrando risulta uguale a

0(X + ¢)

Y 5(X + o)
indicandosi con 6,(X + ¢) la derivata di (X + ¢) per rapporto
alla ascissa @ del punto X. Segue che I’integrando & regolare
in tutti i punti della riemanniana R ad esclusione degli zeri
. : C 0 X + ¢) :
-di 6(X+e¢). In ciascuno di essi il rapporto B (Xt0) ha il
residuo 1, sicché I'integrando avrd come residuo in ciascun
punto O, (m=1,2..p) il valore u,(0,,) assunto da i, nel
punto O,,.
Contorniamo dunque ciascun punto 0,, con un cerchio
infinitesimo vy,,. Risultera

(10) [, dlog 8(X+ )= Zjus @ 10g 0(X 4 ¢) = 2mi X} 1,(0yn).
e/ m m
-r YIN .
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D’altra parte calcoleremo, al solito, I’integrale (9) de_
componendo y nella somma di coppie di lati corrispondenti
6,61 b, b1 '

r ¥, r U, " ‘

Riferendoci alle formule (7') risulta anzitutto :

jus d10g 8(X—4-6) + (s @ log 0(X +- o) =

Ay a,._l

(11) =\u;dlog 6(X+ ¢) — (u, + a,)(d log 8 (X + ¢) — 2du,.)
a”'
:j— g d10g O(X 4 ¢) + 2a,, du, + 2u, du,..

by

Ma:
(12) j(l‘lOgB(X—i—(;):O
a,. .
in quanto nei due estremi di a, i due valori di log 8 coinci-
~ dono, come mostra la seconda delle (73

(12)) ‘ du, =i
a,
(12" fus(lu,,: a un certo numero h,,
a,

che dipende dai due indiei s e 7.
Risulta cosi

(13) f u, dlog 8(X +¢) + ’ w, d10g 0 (X +¢) = 2a,,7i 4 2N, ..
it .

a a

r

Calcoliamo poi

J. w,d log 0(X + ¢) +ju_¢t log 6(X +-¢).

b, br—l
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Qui occorre distinguere i due casi r=3 e r3=s.
Anzitutto &, per » =s,
jusd log (X 4-¢) -|-qu3 dlog 6(X+¢)=
bs b—l )
s

(14) '=j‘ u, dlog §(X + ¢) — (u, — wi) dlog (X +-0) =
bs .

= Ti jd log 6(X + ¢).
bs

- Ora ’integrale

f(zloge(x+c>
bs

¢ uguale alla differenza dei valori assunti da log 6(X -+ ¢)
nei due punti, diciamo B, e B/, estremi inferiore e supe-
riore di b,: risulta dunque, per la prima delle (7')

(14) Jd log 0(X - ¢) = — @, — 2u,(By) — 2,
bs

e quindi, indicato con N, il valore numerico u,(B;)
[us dlog6(X+¢)+ j’ll:sll log (X 4-¢)=
(15) ';s bt
— — mi(a,, 4+ 2N, 1-20,).
Inoltre per r==s &

Jus dlog 6(X 4- o)+ \u,dlog (X +4-¢)=
(16) b- vt

)

= fqtsdloge(X—l—c) —u,dlog (X +¢)=0.

by

- In definitiva dunque

(17) f w4, 4108 O(X - 0) = 3 (20,0 - 2h,,) — i@,y 420, +2¢,).
T r
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Osserviamo che il valore

D (20,0 4 2h,,) — mi(ags + 20,)
T .
é un certo numero che dipende solo dall’ indice s (e dalla scelta
primitiva delle retrosezioni) e non dalle costanti ¢, c,...¢c,.
Indichiamo tale valore con 2wik,:

(18) > (2agymi + 2hy,) — milag, + 2h,) = 2nik,.

Tenuto conto della (10) risulta

2mi Y uy(0,) = 2k, — 2mic,

"

da cui, dividendo per 2m¢

(19) N w0 (0,) =k, — e, s=1,2..p

ne

Le p relazioni (19) sono per noi fondamentali: esse val-
gono a legare gli zeri, 0,0, ... Oy, della 6(X - ¢) alle p costanti
¢, Cy . Cp: qui i valori di k%, ..k, & bene ricordarlo, non
dipendono, in alecun modo, dalle costanti ¢, ¢, ... ¢, che entrano
a formare i p argomenti u, —4~¢,, u, + ¢, ...y 4+ ¢p di O(X + ¢).

32. Una prima risoluzione del problema di inversione. —
Come abbiamo notato (pag. 156) un gruppo di p punti risulta
univocamente definito appena siano date le somme degli
integrali abeliani calcolati nei punti stessi, le quali somme
— in base ad un semplice computo di costanti — appaiono
come arbitrarie. Le considerazioni sviluppate mnei paragrafi
precedenti ci permettono ora di risolvere il problema di in-
versione, cioé di determinare un gruppo di p punti quando -
siano date, in modo qualunque, le somme degli integrali
abeliani. Precisamente, siano dati p. valori :

1) iy Ay . Uy

si vuole determinare un gruppo di p punti X, X, ... X,, appar-
tenenti alla curva f, per cui vengano soddisfatte le p relazioni:

(2) 3w (X)) =, (r=1,2..p).
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A tale scopo si calcolino anzitutto le p costanti %k, ...k,
di cui al paragrafo precedente (formula 18) e si assumano i
numeri ¢,¢, ...c, dati da

3) ¢ == kb, — il (r=12..p.
I punti richiesti sono allora le radici dell’ equazione
4) BX -+ e¢)=0.

- Infatti la 6(X +¢) si annulla in certi p punti X, X, ... X,
soddisfacenti le relazioni (19) del paragrafo precedente, cioé
tali che

Z‘H,.(XS) =k, —¢,

-8

e quindi essendo ¢, =k, — 1, risulta
2 w,(X;) = it,..
s

La risoluzione del problema & ottenuta qui sotto due con-

diziont ,
a) anzitutto che i numeri ¢,¢, ... ¢, non rendano la H(X—-¢)

identicamente nulla;

~ b) che il gruppo dei p punti X, .. X, sia non speciale,
ché altrimenti esisterebbero infiniti altri gruppi soddisfacenti
le relazioni (2). '

Ora accade che le due suddefte condizioni coincidano.
Dobbiamo pertanto analizzare queste circostanze.

Per le considerazioni che seguono & opportuno introdurre
una conveniente notazione.

Dati n punti 4,4, ... 4, indichiamo brevemente con

w, (A, + 4, ...+ A,)
la somma
w,(Ay) + u(4,) ... +u,(4,)

ciod per definizione
(5) U S A;) = 2w, (4.

Quindi, indicando con @G il gruppo dei punti 4,,

. G=A,+ 4,..4-4,,
seriveremo
u,(G) anziché wu,(4,+ 4,..+ A,);
dunque

u,.(G) = Z zc?.(As).
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Cosi pure, avendosi due gruppi di punti
G=A4 +4,..+4,, H=B,+ B, ..+ B,
seriveremo
u (G — H)=u, (A, +4,..+4,— B, — B,... — By,) =
® =szznu,.(As) —h:Zmu,( By.
s=1 h=1

In modo conseguente indicheremo con
0(4,+-4,...+ 4, +¢)
il valore della funzione 6 calcolato dando ai parametri i valori

=t (4, + 4, ... + 4,) + ¢, [r=1,2..9]
e con
0(X+ A4, +A4,..+~4,—B,— B,..—B,,+¢)

la 8 calcolata dando ai parametri i valori

(7" a,= uv?.(X—{— A+ A,..+-4, — B, — B'2 w.— B,.) + ¢,
cioé

8) 6(X+ A, 4 4,...+ A4,—B,— B,...— B, ¢) =01+ ¢)

dove i parametri %, ..., sono dati dalla (6); similmente, in-
dicando con G un gruppo di punti, avremo

9) X — G+ c)=0(a+0)
con
(10) ity = u (X — Q).

Cid posto stabiliamo il
LuMMmA. — Fissate, comunque p costanii arbitrarie ¢, ¢, ...cp,

la funzione
00X, - X, ... + Xp+0)

non pud essere identicamente nulla al variare dei p punti
XX, .. X;.

Per dimostrare il lemma consideriamo un gruppo G di p
punti X, ... X}, che sia non speciale, e siano z,«, ..., le rela-
tive ascisse. Avremo, indicando, al solito, con ¢ il polinomio
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aggiunto d’ordine n — 3 relativo all’integrale abeliano w,

o
du,.(Xs)—_-‘o (X) dx,.
Jy(Xs)
Indichiamo con h,; il valore
()
(11) e =2 (Xs)
fy(Xs)

e osserviamo che il determinante dei numeri h,, & diverso
da zero

Infatti, qualora fosse A =0, si potrebbero determinare p
valori A, 2, ...}, tali che

_ r=1,2..p
; Adirs =0 (s =1, 2.. p)'
Sarebbero allora soddisfatte le p relazioni
o, X _ (/r =1, 2.. p)
" Ty(Xs) s=1, 2..p

cioé anche le
2 Lo (X)) =0
p
le quali esprimono 1’esistenza di una curva aggiunta d’or-

dine n — 3
A 4 X,0@ 4 L. - App®) =0

passante contemporaneamente per i p punti X, ... X;, contro
I’ipotesi che essi formino un gruppo non speciale (cfr. pag. 136).

Consideriamo ora i differenziali dei parametri @, i, ... @, che
entrano a formare la 6(X, ... 4+ X, + ¢): risulta

(12) dit, = Z Iy devs

e potremo dare a dx, dz, ... dx, valori tali che i di, acquistino
valori (infinitesimi) prefissati risolvendo il sistema (12) che,
rispetto le incognite dz; & un sistema lineare normale a deter-
minante diverso da zero.
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Cio significa che alla totalitd dei gruppi di punti della
curva f, prossimi al grappo di punti X X, ... X,,, totalitd costi-
tuente .una varietd p-dimensionale, corrisponde una varietd
ugualmente p-dimensionale, di valori 1,1, ...u,; e poiché la
0(u,, u, ... uy) non & identicamente mnulla, consegue 1'esistenza
di un grappo di p punti, XX, ... X,, per cui

(X, 4 Xs ... + Xp + €)== 0.

Possiamo ora pervenire al risultato principale di questa
analisi enunciando e dimostrando il :

TROREMA (di Riemann). — Se in relazione & p costanti
assegnate ¢, ¢, ... ¢y, risulta identicamente

(X 4+¢)=0
ed ¢ i il primo intero per cui
(13) B(X+ A4, + 4, ... +4;— B, —B, ...~ B; + ¢)

non sia identicamente nulla, rispetto ad X, per ogni scelta dei

punti A e B, allora la condizione

(14) Yu, (X)) =k, — ¢, (3 =1 ? p)
r=1,2..p

definisce una serie lineare g completa, di punti X, la quale

¢ speciale di indice i. ‘

La dimostrazione si svolge in due parti che appaiono come
una la inversa dell’altra. Pongasi anzitutto che sia ¢ il mi-
nimo intero per cui la '(13) non sia identicamente nulla, e
dimostriamo che la (14) & soddisfatta dai gruppi di una serie
di dimensione i almeno. "

Consideriamo 1’equazione, non identicamente soddisfatta
in X
(13) (X4 4,4+ 4,..+4;—B, —B,... —B;+¢)=0

avendo assunto i punti A e B in modo generico.

Osserviamo che fra le radici della (13') si hanno i punti -
B,B, ... B;. Verifichiamo la cosa, ad esempio, per B;. B
G(B, —I—A‘ -+ A2 ...—I—Ai —'B’ — 32 e — B,‘ -+ 0) =

= G(A, -+ A.1 -+ A2 e Ai—1 — B4 — B2 vee ™ —Bi—L -+ 0)

(in quanto si eliminano B; e — B;).




CAPITOLO IIT 189

. Ma I"equazione
06X+ A4, +4,...+4;_,—B,—B,... — Bi_, +¢)=0

é, per ipotesi identicamente soddisfatta, quindi, ponendo
X = 4,, risulta appunto ' '

0(A; + A, + Ay ..+ Aj—, — B, — B, .. — Bi_, +¢)=0

- onde segue che B, & radice della (13').
"~ Dunque possiamo indicare le radiei della (13") con

B(BQ cee Bi Xg, i £X1:+2 oo Xp.
Per la (19) del paragrafo precedente risulta

u..,.(Bl + B, ... + B+ X4, + Xt oo + Xp\ =
=% —u, (4, + A, ... +4;) 4+ u.(B, + B, ...+ B)) — ¢,

" e quindi
(15) (A, + Ay 4+ Ai + iy y o+ Xigg o4+ Xp) = Ep — ¢,

e cio per r=1, 2...p.
Le (15) significano che i punti

A A, .. 4: Xy, . X,

‘appartengono tutti ad una medesima serie lineare, ed essendo
A 4, .. A; punti generici arbitrari, questa ha la dimensione ¢
almeno.

Il riconoscimento che la serie completa |g, | cui apparten-
gono gli co? gruppi trovati (4,4,..4;X,,, ... X,), che soddi-
sfano le condizioni (i4) definitrici della |g,| stessa, ha preci-
samente la dimensione i, costituisce la seconda parte della
nostra dimostrazione e si svolge invertendo I’ ordine delle
deduzioni precedenti. )
~ Indichiamo con p la dimensione della serie completa Ig}")
dei gruppi di p punti soddisfacenti le relazioni (14). Osser-
viamo che la

(16) (X-+4,+A,..+ A, — B —B,...— B, +¢)

non pud essere identicamente nulla, altrimenti la serie sud-
detta avrebbe dimensione maggiore di p; e dimostriamo che
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invece & identicamente nulla la
(17 X+ A4, +A4,..4-4,_,—B, —B,—B,_, +¢)

cioé che essa si annulla per X coincidente con un gene-
rico punto 4,.

Presi dunque i generici punti A,4,..4, si consideri il
gruppo della g; da essi definito: sia questo

AAy . AKX, X,

Si prendano ora p punti generici B,B,..B, tali che il
gruppo
B,B,..B,X,,, .. X,
sia non speciale. :
Per ipotesi &

WAy + A, eee + A+, (X + e+ X)) = k_, — ¢y

e quindi anche
(B, +B, ... + B, X,y ... +- X)) =
=k, —u. (4, + 4,...+ A) + u.(B, + B, ... + B,)) — ¢
cio signiﬁcé che 1’ equazione
O(X4 A, +4,..+ A, — B, — B,.. —B,+06)=0
& soddisfatta dai punti
B,B,..B, X, ... X,

e solo da questi (I’equazione non & identicamente soddisfatta
e il gruppo di tali punti & non speciale).
Sard dunque, in particolare

6(B,+ A4, +A4,..+ 4, — B —B,..—B,+¢)=0.
ciod
b(4,+A, +A,..+4,,— B, —B,..—B,_,+¢)=0
e questo, essendo A, un generico punto, significa che la
6(X+ A, +4,..+4,_,—B —B,.. —B,_,+¢)=0

¢ identicamente soddisfatta. :

Dunque la dimensione della nostra |g,| coincide appunto
col minimo numero, 1’abbiamo chiamato ¢, che rende identi-
camente nulla la (13). - '
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In seguito all’ analisi ora condotta a termine possiamo enun-
ciare i teoremi seguenti, che raccolgono il risultato espresso
dalla (19) del paragrafo precedente e lo completano.

TEOREMA 1. — Dato un generico gruppo G di p punti, con-
dizione (necessaria e sufficiente) perché un punto X appartenga

al G é che sia
BX —G+k)=0

indicandosi genericamente con & i numeri &k, ...k, espressi
dalla formula (18) del paragrafo precedente.

TEOREMA 2. — Condizione perché un gruppo G di p punti
sia speciale & che sia identicamente soddisfatta la equazione

H(X — G + k) =0.

TeorEMA 3. — Condizione perché un gruppo G di p punti
sia speciale d’indice i é che presi comunque due gruppi H,_,
e H',_ dii—1 punti I’equazione

WX+ H,,—H,_, —G@+k=0
sia identicamente soddisfatte, e non lo sia la
X+ H;,— H;—G+-k)

dove H, e H'; siano due grupps generici di i punti.
La dimostrazione del teorema 1 segue dalla (19) del pa-
ragrafo 31 osservando che

(@) =k, — (—u (@) + k).

Similmente la dimostrazione del teorema 2 segue osser-
vando che le ¢, relative alla 6(X — @ + k) sono

cr=k, — u,.(G')
e quindi
ky — ¢r = u,(G).

La stessa osservazione vale a giustificare il teorema 3.

I1 problema di inversione risulta ora risolto in tutia la sua
generalita, sia pure in questa forma di ricerca di zeri di una
funzione.

Siano dati dunque p numeri del tutto arbitrari @,a, ... i,
e si cerchino i gruppi & di p punti per cui '

U (G) = .
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Si calcolino, come nel caso generico, i valori

¢ =1, —t,
e si formi la equazione
(X4 ¢,) =0

Ove questa non sia identicamente soddisfatta le sue radiei
danno, come sappiamo, il gruppo G richiesto. Sia invece questa
identicamente soddisfatta, e sia ¢ il primo intero per cui

0 X+4-H, — H,4+¢)=0

non & identicamente soddisfatta; allora le radiei di questa
ultima diverse dallo H’; sommate allo H; danno il gruppo @
richiesto, in cui entrano come elementi arbitrari gli ¢ punti
del gruppo H;. L.a dimostrazione di questo fatto & contenuta
nella formula (15) dove

A +A4,...+A;=H;, ¢ B +DB,..4 B,= H’,.

33. Risoluzione effettiva del problema d’inversione: le fun-
zioni simmetriche dei gruppi di p punti espresse mediante
funzioni abeliane. — Abbiamo visto che dati ad arbitrio p
numeri (in generale complessi) w1, ... 1,, cioé i valori delle’
somme degli integrali normali di prima specie appartenenti
alla. curva fondamentale f, questi definiscono un gruppo G,
o0 una serie g;; di gruppi G, di ponti di f, per cui sono sod-
disfatte le p relazioni

(@) =11, (r=1, 2..9p).

Pertanto possiamo considerare i numeri suddetti come le p
coordinate del gruppo G, con Iavvertenza che tutti i gruppi
di una medesima gli) (speciale) hanno le medesime coordinate.
Il problema di inversione si presenta ora nella forma: costruire
un gruppo G di cui siano date le coordinate.

Per risolvere il problema nella forma geometrica piu si-
gnificativa, assumiamo come curva immagine della curva
piana fondamentale f(z y) = 0, una sua trasformata birazionale
iperspaziale, F, sulla quale gli iperpiani seghino una ggﬁ: la F
sard dunque una curva d’ordine 3p appartenente ad uno
spazio Sap,. Preso un qualsiasi punto X della curva F, defi-
niamo come u,.(X) il valore che I’integrale abeliano u, ha
nel punto di f corrispondente ad X; similmente dicasi per
u,(@), dove @ sia un gruppo della F.
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Pongasi ora, per semplicitd, che la ggg segata sulla F' dagli
‘iperpiani, sia definita dalle p relazioni

(1) Uy (P) 4= Up(Py) . -1, (Pyp) =0 (r=1,2..p)

dove P, P, ... Py, sono i punti di un gruppo generico della
serie, e il segno = rappresenta una uguaglianiﬁ effettiva se
si suppongono scelti convenientemente i cammini di integra-
zione per il calcolo degli integrali abeliani normali u,, o
invece rappresenta una congruenza rispetto ai perviodi degli
integrali stessi, quando si vogliano lasciare del tutto inde-
terminati i suddetti cammini d’integrazione.

Questa ipotesi, comoda ma non necessaria, pud del resto,
esser effettivamente sempre ammessa: basta infatti costruire
la curva F' in relazione ad una ggg definita su f da un suo
punto O contato 3p volte (cfr. L. V, § 4, vol. ILI, pag. 32) e
assumere poi questo punto O come origine per i cammini di
integrazione degli integrali abeliani.

Sulla curva I prendiamo 2p + 1 punti generici V,V, ... V,, e
assumiamo questi come vertici della piramide fondamentale
delle coordinate omogenee ¥,v, ... ¥,p, riuscendo 7, opposto
all’iperpiano 9, = 0, ece.

Indichiamo ora con G un gruppo di p punti X, X,.. X,:

(2) G=X +X,..+X,
e con I' il gruppo tangenziale di &, cioé il gruppo
=T +1T,.+T)

costituito dai punti 7' ulteriori intersezioni di I con !’ iper-
piano t tangente ad F sui punti del G. La relazione geome-

F
/,\Un
' X, T,
X,

trica fra i punti X e 7' & indicata dalla seguente figura sche-
matica relativa al caso p =2, dove tuttavia é rappresentatos

¢

F. ENRIQUES - IV, 13

»
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come un piano dello spazio ordinario I’iperpiano tridimen-
sionale, T, appartenente ad un §,.
Le coordinate dei due gruppi G e I' sono, evidentemente,

legate dalle relazioni

(4) 2u, (@) + u. (I =0 (r=1,2..9)
ciod
4') up(l) = — 2u,(G).

Cid posto dimostriamo il
TrorREMA. — L’ iperpiano <, tangente alla F nei punti di
un gruppo generico G, ha U equazione

(5) (-Po Yo =+ "‘Pi Y, + o+ ('P-zpy?P =0
dove ciascun coefficiente ¢ ¢ espresso da
(6) b, =0T, —G+k) 6(V,—T+%k (s=1,2..p)

dove I indica sinteticamente le p costanti k &, ..k, date
dalla (18) del § 31 e gid spesso incontrate.

Prima di venire alla dimostrazione del teorema si noti che
nella formazione del coefficiente ¢, entrano esclusivamente
come variabili le coordinate, arbitrarie, del gruppo G. Infatti

indichiamo con
V45 Vas wor Ups

i valori che gli integrali u, u, ... 1, hanno nel vertice ¥, e con
@, Wy oo Wy
le coordinate del gruppo @G, sicché quelle di I' sono
— 24, — 2@, ... — 21,

Risulta allora, serivendo per disteso

() O(V,—G@4+L)y=0(v,,— @, +k, |v,,— 1, 4K, |..|vps — iy - Tp)
e

(7) 8(Vy—T 4-k) =0(v,, + 20, 4T, | vy, + 201, 4T, | ... | vps 4 20y + Kp).

Per la dimostrazione del teorema occorre riconoscere an-
zitutto come vari ciascun ¢, quando varia il gruppo @, cioé
quando variano le sue coordinate #,1, ... #,, ritornando il @
*alla posizione iniziale. A tale scopo si consideri, per sempli-

Vi
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cita, variabile un solo punto del & Quando questo punto per-
corre un ciclo riemanniano 4;, I’argomento

Vys == Uy + Ty (r=1,2..p9)
che entra nella formazione della
0(V,— G+ k)

resta inalterato, per h ==, o diminuisee di wi, per h =r; in
ogni caso non muta il valore di (¥, — @ + k). Inoltre quando
il detto punto percorre un ciclo riemanniano B, (h =1, 2...p)
il suddetto argomento diminuisee di a,, sicché (efr. 1’ avver-
tenza del § 29, pag. 166) la

0V, —G+Fk)
viene moltiplicata per,

6—ahh+2(vhs—1_uz+kh).

Similmente in relazione alla

8V, —T k)
il relativo argomento
Vs + 20, + Iy

resta inalterato o aumenta di 2w per i eicli 4,, mentre viene
aumentato di 2a,; per il ciclo By, sicché 1a 6(V, — I' + k) resta
inalterata per i cicli 4, e viene moltiplicata per

6_4:ahh - 4(’Uhs+2‘l—l h—f*k h)
per i cicli B,.
In definitiva
G, =03V, — G@+k) 9TV,—T +k)

resta inalterata per ogni ciclo 4,, mentre viene moltiplicata
per ¢ Su—12w pep § cicli By,.

Poiché in questo moltiplicatore non entra I’indice s di ¢,
consegue, intanto, che il rapporto di due coefficienti ¢ non
varia quando un punto del G deseriva un qualunque cammino
chiuso sulla curva F (cioé sulla sua riemanniana).

Lo stesso risultato vale, evidentemente, anche quando il
gruppo G vari ritornando in se stesso, giacché allora i suoi
punti deserivono, complessivamente, una combinazione lineare
dei cieli A4, e B,. Cosl intanto resta stabilito che il repporto
di due Y da una funsione 2p-volte periodica.
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In secondo luogo ricerchiamo gli zeri di ¢;. A tale scopo
osserviamo che per il teorema 1 del paragrafo precedente,

0(X ~ G-I

si annulla nei punti X che appartengono al gruppo G; e
similmente

_ 0 X—T 4k

si annulla per i punti X che appartengono al gruppo I'. Qid
significa che, al variare di G '

0(V;— G+Fk)
si annulla quando il G venga a contenere ¥V, e similmente
0V —T4F)
si annulla quando ' contenga ¥ ;in altre parole il coefficiente
b=0(V,—G+Fk 6(V,—T+Fk)

si annulla quando e solo quando 1’iperpiano 7, p-tangente
alla F nei punti del G, viene a passare per V,, e si annulla
del prim’ordine se vi passa senza essere tangente (¥, appar-
tenendo a I') mentre si annulla del secondo ordine se vi passa
riuscendo tangente (¥, appartenendo a G).

Si consideri ora che I’iperpiano t ha certo un’equazione
del tipo
(8) UgYo 0, Y, e A=y, Yy, =0

dove a,0,...a,, sono funzioni univoche del gruppo @, che
al pari di ¢,9, ...¢,p si annullano quando I’iperpiano t viene
a passate per un vertice della piramide fondamentale delle
coordinate: precisamente o, si annulla del prim’ordine quando
T passa per ¥V, seunza esservi tangente, e del second’ordine
quando vi passa tocecandovi la F.

Segue di qui che i rapporti

non diventano mai zero né infinito, al variare del &, e quindi

. . . A
sono delle costanti, che conviene serivere nella forma )\—‘:
2

’4
L2V 1Y

s p )‘21: "l’zp.
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(Se si vuole rendere pit determinato questo ragionamento
si pud far variare, del @, un sol punto alla volta, per modo
da considerare solo funzioni di una variabile).

Si ha dunque che per I’iperpiano t I’equazione (8) coin-
cide con la ’ ‘

(9) la ('I)o?/o + >‘1¢1?/1 X2,1(‘1)2;:?/21::0

la quale equazione sarebbe la (5) che vogliamo dimostrare,
ove fosse Ay =X, =..X,, = 1. Ma a cid si arriva facilmente
con una opportuna scelta dell’iperpiano unitd, come segue.
Si fissi un gruppo, G, della F, e si consideri il relativo
iperpiano p-tangente =.
Scegliamo ora 1’iperpiano unitd per modo che questo iper-
piano 7 abbia I’equazione

Yoy b, Y, A+ Eepyep: 0

essendo J, il valore della funzione §, calcolata per il gruppo G.
Con ¢id, evidentemente, nell’equazione (9) i parametri mol-
tiplicatori A devono assumere valori uguali, e cosl riducibili
tutti ad 1. Sieché, per iperpiano 7, resta stabilita la equa-
zione (), che & quanto volevamo dimostrare.

Il teorema precedente da la risoluzione geometrica del pro-
blema di inversione: infatti esso fornisce I’ equazione dell’ iper-
piano Tt p-tangente alla curva F nei punti del gruppo G di cui
siano dati ad arbitrio le coordinate generiche

i, =u, (@), #,=1u,(G) .. 1y =1uy(@;

e dall’equazione dell’iperpiano 7, tenuto conto delle equazioni
della F, si deducono in forma razionale le funzioni simwme-
triche elementari delle coordinate dei singoli punti del G.

Nora. — In quanto precede & stato considerato il caso
che le coordinate wu,,... , date ad arbitrio per definire il &
siano generiche, per modo che le '

0(Vy— G-k e 0(V,—T+%k)

non risultino nulle per una generica scelta dei punti ¥V, quali
vertici della piramide fondamentale di riferimento; e in tal
caso i coefficienti

q)o q‘)l "!)-z,:
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dell’ equazione dell’iperpiano t non sono contemporaneamente
nulli.

Ma pud accadere che i valori di #,, ...%, siano scelti
in modo da annullare contemporaneamente tutte le ¢, e ¢id
per qualunque posizione attribuita (sulla curva F)ai vertici V,:
cido accade quando @, #@,.. %, definiscono non un solo G ma
una intera g;; speciale, nel qual caso risulta

0(V, — &+ T) =0

in quanto la 06(X — G + k) & identicamente nulla al variare
di X (cfr. § 32, pag. 191). Similmente tutte le ¢, si annullano
quando le coordinate — 2it, — 2, ... — 2u, definiscono non un
solo I' ma una intera serie speciale di gruppi analoghi di p
punti: e quando siano nulli tutti i coefficienti ¢; I’equazione
dello iperpiano t svanisce identicamente, per modo che la
risoluzione ottenuta & solo apparente.

Ma & facile accomodare le cose anche per questo caso
eccezionale. :

Anzitutto si osservi che 1’equazione (5) dell’iperpiano =
puo svanire identicamente, solo nei due casi cousiderati;- e
poiché la defta equazione (5) definisce I’iperpiano t come
tangente ad F nei punti di un gruppo G di coordinate %, e
passante ulteriormente per i punti di un gruppo I' di coordi-
nate — 24,, & naturale che, quando il gruppo G o il gruppo T’
non siano determinati dalle loro coordinate, ‘allora 1’iper-
piano 7 risulti esso pure indeterminato.

Qui si noti che mentre il & & definito dalle coordinate
0,1, ... 0, date a priori, il I' dipende invece (oltre che dalle
coordinate di @) dalla g‘gg scelte da moi per ottenere la curva
iperspaziale I. Si puo dunque supporre sempre che il I' non
sia un gruppo speciale.

Pongasi dunque che le p coordinate @, 1, ... 1, non defini-
scano un G ma una intera serie gl"o d’indice 7 di specialita,
mentre le coordinate — 2@, — 2, ... — 24, definiscano un
solo I'. Date ad arbitrio le w,, I'indice di specialita della gfo
risulta, in base al Teorema 3 del § 32 (pag. 191), dall’esame
dell’annullamento identico della equazione

O X 4+-H—H — it + ) =0

variando il numero dei punti che appartengono ai due grup-
pi He H'.
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[Ziperpiano t di equazione

99 Doy + by, Ay % =0 _/'y%

dove si prenda
(10) ¢, =02V, H,— H/ —a-+k) 0(V,—2H,4-2H;+20+k)

risulta p-tangente alla curva F nei punti di un 6", composto di
H;/ e di un G',—;, contenente p — i punti, che insieme con H,
da il @ di coordinate w,uw, ... @, contenente H,:

G = Hi -+ G/p—i .

Cio posto, nel caso eccezionale ora considerato, un G defi-
nito delle coordinate ¥, e contenente un gruppo arbitrario 17,
di ¢ punti si ottiene come segue:

Assunto ad arbitrio un generico H/, si serive I’ equazione
dell’iperpiano (9') dove i coefficienti ¢, sono dati dalla (10).
Dal gruppo &, di contatto di questo iperpiano con la I
si pud staccare razionalmente il gruppo H’; che & noto in
quanto & assunto a priori; pertanto si potranno costruire, in
base ai coefficienti ¢, le funzioni simmetriche elementari delle
coordinate dei punti del G',_;; e cosl anche quelle relative
al G = H, - G',_;, essendo noto, perché assunto a priori, il
gruppo H,;.

34. Bisezione delle serie lineari sopra una curva. — Fra le
applicazioni del teorema d’inversione alla teoria geometrica
delle curve algebriche si deve segnalare la soluzione, data
da OLEBscH, del problema di bisezione o divisione delle serie
lineari. (Cfr. Libro V, § 35, vol. I1I, pag. 392-95).

Per semplicitd ci rviferiremo sempre al caso della bisezione.

Il problema di bisecare una serie lineare g2'-» dove, §'in-
tende, n =y, si risolve subito in base al teorema d’ABEL,
usufruendo della inversione solo per giustificare 1’ esistenza
di una serie g"-», tale che le somme degli integrali abeliani
di prima specie nei punti d’un gruppo assuman&valori arbi-
trariamente assegnati.

Si voglia che la serie ¢g»-? sia la metd di una data
g>»—?: sommando gli integrali abeliani di prima specie u,

della curva, nei punti X,..Xs, d’un grappo della ¢2'—7 si
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avranno le p congruenze rispetto ai periodi:
(X)) + oot Fu(Xp) =k, (r=1,..p);

e allora le somme analoghe pei punti Y,...Y, d’un gruppo
della g»—® saranno tali che

2 (Y ) -+ ooo +2uY,) =\

cioé, designando i periodi degli integrali colla matrice

w, o, e O op
u, | v, Oyy v O, 4p
u], (1),,l (x)p2 wp»ip’
si avra
k, X, O, weo = Agpy o
'u"‘(Yi) =+ ..-F U ( Y, = — 4 - ! P, P’

2

dove i coefficienti A sono interi arbitrari.

Risulta di qui che le serie g,, metd della g2'—?, saranno
tante quanti sono i valori incongrui (s’intende rispetto ai
moduli w) dei p gruppi di semiperiodi

AWy e A0, 0
2

e quindi che esse sono in numero di 2*#, {d’accordo con cid
che si & trovato nel Libro V, cap. I1I, § 35, (vol. 111, pag. 892).

Per esempio sia data una quartica piana di geﬂe're due,
con un punto doppio O; si propone di bisecare la ¢} se,g,at.m
dalle rette, cioé di browne le 16 rette bitangents.

Si puo supporre che per il gruppo di quattro punti alli-
neati X, ... X,, sia

w(X)+ ... u(X,)=0
Luy(X) 4+ .. uy(X,) =

e quindi le coppie di punti di contatto delle bitangenti ver-
ranno date da

Lo, 4+ 2o, + Ao, + Ao,
2

‘ w(Y)+u (Y, =

7

' 102(Y1> -+ 1y ( Yz) = X‘w“ + 7&20.)22 -+ )\3(0?3 + 14 Way

2 ’
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e percio corrisponderanno alle 16 coppie incongrue di semi-
periodi:

0 0) W, W, Wy, Wy Wiy Oy ®,y Wy
N2 2 ) \2 2 \2 2 ) \2 o)

W, + 0, 0, —I—u).ze) (c)“ +o, 0, + o0,
i )
-

¢

W, 0, _l (1),4
2

1S )
(w43+(0|4 mz’i—l ('0 )
b

2

4

2 2

(u)w -0, 0,, -+ wzs\) (mrz 0, 0,40,
’

2 . 2 2

(0)“ o, -0, 0, 40, ‘”24) ((1)‘2 + 0,40, 0, -+ wm + Wy,
,

(1)“—1—(1)‘,2—1—'(1),3 ‘”21"“”22""‘%3) ((1)”4—(1),2—{— W, (0’|+m27+“) )
, 24

2 2 2

0, -0, + 0, + 0, 0y 0y, 4wy, W,
2 2

La tabella delle 16 coppie di valori incongrui dei semipe-
riodi si ottiene in una forma piu visibile, quando ci si rife-
risea ad una tabella normale di periodi

g 0 a,, a,
0 1 a,, a,,

e si indichi una coppia di semiperiodi con

1 . .

= 2 (P’xn" -+ »Axa’n -+ A:’.“’m)
1 )

5, =35 (78— Xy, + Aytyy)

dove i numeri A, n hanno i valori 0 e 1. Con ¢id una coppia
di semiperiodi & data dai 4 valori di A, A, p, 1, e le 16 coppie
_incongrue di semiperiodi verranno ora rappresentate sempli-
cemente dalle 16 possibili tabelle di numeri

e
L e




202

LIBRO SESTO

che sono precisamente le

0 0] [0 11 [t 0] U 1
0 0 [0 of [0 0 Jo o
0 0] [0 17 [t 0] [t 1]
0 1, o 1] o 1] |0 1
0 0] [0 17 [1 0] [1 1]
1 o (1 o |t o [1Lo
0 0] [0 17 [l OJ 1oy
O U R U I I T

Vedremo fra poco il vantaggio di questa notazione diret-
tamente legata alla teoria delle caratteristiche.

La risoluzione del problema offre, non soltanto il numero
delle bitangenti della quartica, ma anche alcune relazioni
notevoli della configurazione formata dai loro punti di con-
tatto.

Se si prendono 3 bitangenti qualsiansi, p. es. quelle i cui
punti di contatto rispondono a

Oy Oy @y ©oy Wiz Dy
2 2 3 2 2 2 )

i sei punti di contatto appartengono ad un gruppo della serie
completa g; doppia della g; segata dalle rette, avendo rispetto
ad essa una coppia residua che &

W A0, 0, O + W, 4 0,
2 2 ’

Ora la ¢ anzidetta (che contiene la ¢ non completa segata
dalle coniche) si lascia segare sulla quartica dalle cubiche
passanti pel punto doppio O e per due punti allineati con O,
quindi avremo:

I 6 punti di contatto di 3 bitangenti della quartica C, col
punto doppio O, stanno sopra una cubica K,, passante per O e
per due punti di C, allineati con O, la quale sega C, nei punti
di contatto &’ una quarta bitangente.

Cosl dunque le 16 coppie di punti di contatto delle bitan-

1615+ 14

genti di O, stanno, a 4 a 4, sopra 3.1 — 140 cubiche K,.
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OsSERVAZIONE. — I'ra queste cubiche ve ne sono di spez-
zate, in rette per O e in coniche contenenti 4 coppie di punti
di contatto di bitangenti.

[’ esistenza di siffatte coniche risulta, per noi, (Lmlla trat-
tazione geometrica del Libro II, §§ 27-27, (vol. I, pag. 302).

Invero le coppie di punti di contatto di due bitangenti
danno su C, una ¢; formata dalle quaterne di contatto di oot
coniche, le quali costituiscono una serie co' d’indice 2 di
cui C, & l'inviluppo. Ed entro la serie di coniche vi sono
6 coniche spezzate, cio& — oltre quella da cui siamo partiti —
altre b coniche spezzate in due bitangenti: le due quaterne
di punti di contatto di due coppie di bitangenti apparte-
nenti alla stessa serie oo' di coniche stanno sopra una co-
nica. In tal guisa si trovano:

16+ 15

D10 9
2.6 =20

serie oo' di coniche di cui C, & I'inviluppo, e quindi

851 1

20 5 "1

coniche contenenti ciascuna le coppie di punti di contatto
di 4 bitangenti di C,.

Ma queste. coniche non si distinguono dalle cubiche K,
(secanti la serie complete) per una proprietd intrinseca relativa
alla geometria sopra C,, bensl per una proprietd estrinseca
di carattere proiettivo.

In modo perfettamente analogo a quello tenuto innanzi si
risolve il problema di bisecare la serie ¢ segata dalle co-
niche sopra una quartica generale di genere p— 3, ¢ quindi
di determinare le serie oo' di coniche di eui la quartica puod
essere considerata come inviluppo. Qui sono date 6 terne di
periodi da bisecare e quindi i semiperiodi assumono 2° = 64
valori incongrui: a cui corrispondono, oltre la serie delle
rette (doppie), altre 63 serie oo' (i coniche quadritangenti
alla quartica, come gia si & trovato geometricamente nel
Libro II, (I. c.).

Ma se, in luogo di cercare le coniche quadritangenti alla
quartica, si cerchino le rette bitangenti, la soluzione del pro-
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blema non procede pilt cosl semplice. Perché invero si tratta
qui di risolvere un sistema di tre equazioni fra due incognite
(somme degli integrali abeliani in due punti della curva):

2u, (X)) + 2u,(X,) = h,
2u,(X)) -+ 2u,(X,) = h, (mod. periodi).
2uy (X)) + 2u,(X,) = h,

Un sistema di equazioni siffatto a priori dovrebbe tenersi
per incompatibile; ma, nel caso nostro, la compatibilitd ri-
sulta da cid che alle costanti h, h, h, risponde non gia una g;
bensi la ¢ canonica. Vedremo fra poco come si traduce
analiticamente tale condizione.

Il problema qui proposto porta in generale (per le eurve
di genere p) a bisecare la serie canonica gg;_l,_,, ciod a cercare
i gruppi canonici costituiti da G,_, contati due volte.

Poiché, come abbiamo accennato, il problema della divi-
sione della serie canonica si presenta alquanto complesso,
comincieremo a considerare il caso p =2, in cui si tratta di
determinare i punti doppi di una ¢; che, sopra una curva del
genere due, sappiamo gid essere in numero di sed.

Ora per risolvere il problema occorre premettere un lemma
relativo al valore che hanno le somme degli integrali abe-
liani nei punti di un gruppo della serie eanonica; e natural-
mente, anche per questo ci riferiremo dapprima al caso p =2.

Sia dunque, sopra una curva f di genere p—2, la g} ca-
nonica, e indichiamo con X, e X, una sua coppia generica
di punti: avremo
) ( w (X)) +u(X,) =1,

) (X)) + uy(X,) = v,

dove v, e v, sono certe costanti che appunto ci interessa
determinare.

Sulla stessa curva f I’appartenenza di un punto X a un
gruppo G (di due punti) & data dalla relazione (§ 32, pag.191)

(2) X —G+Ek)=0
che, per disteso, si scfive

(29 01w (X) —u,(G)+ T, us(X) — u,(G)+F,} =0
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indicandosi con u,(G) e u,(G) le somme che gli integrali 2,
e u, hanno nei due punti del G.

Naturalmente si intende che tanto nelle formule (1) che
nelle formule (2) o (2') gli integrali abeliani u, e u, siano
caleolati a partire da una medesima origine, diciamo O, aven-
dosi dunque

X X
w, = ‘ (Iil(:vy) dz, w, = | D (vy) dv
0 0

dove @, e @, sono i due integrandi normali di prima specie.

Fissato dunque il punto O della curva f(zy) =0 come
origine per il compnto dei valori degli integrali, le costanti
Y, Y.k, k, sono ben definite: precisamente definite a meno di
multipli di periodi se si opera sulla riemanniana della f non
tagliata lungo le retrosezioni, definite invece completamente
se si opera sulla riemanniana tagliata lungo le retrosezioni o
sul poligono a 4p=_8 lati, immagine della riemanniana stessa.

Premesse tutte queste considerazioni necessarie per dare
un senso preciso al nostro problema, dobbiamo riconoscere il

TEOREMA : Le costanti y,y,k, k, che figurano nelle for-
mule (1) e (2') sono legate dalle relazioni

= 2k,
Y, = 2k,,
che seriveremo sinteticamente
Y = 2k.

Infatti, sappiamo che 1’equazione (avente per incognita il
punto X)
' (X —y+Fk) =
¢ identicamente soddisfatta, in quan‘to Y, @ ¥, definiscono la g,
canonica; e I’equazione

X+A—B—y+k=0

dove A e Bsono due punti qualunque, é soddisfatta dal punto B
e dal punto A’ coniugato di 4 nella g; c‘monlc‘m (paragrafo 32,
pag. 188 e seg.). Quindi sara:

(3) 0A +A—B—y+k=
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Ma poiché
u(d+4)=v,, U (A + A') =r,,

la (3) pud scriversi
9(— B+ k) =0,

cioé, essendo 6 funzione pari,

8B—k)y=0
o anche -
(4) 0B —2k+Fk) =0:

la quale equazione (4) & soddisfatta da qualunque posizione

del punto B.
Cio significa che le costanti

— ¢ p—
e, =2k,, ¢, = 2k,

rendono identicamente soddisfatta la equazione
X —c+k=0

ciod definiscono la serie canonica (Teorema 2, § 32, pag. 191);
onde appunto risulta cid che volevamo dimostrare:

uguaglianze che vanno intese a meno di multipli di periodi.
Stabilito cosi il teorema, si consideri un punto D che sia
doppio per la g; canonica; esso deve soddisfare le relazioni

2u (D) =y,
. 2u,(D) = 1,
cioé
u, (D)= f—)‘ -+ o,

u,(D) = Y;- + o,

dove o, e o, designano una coppia di semiperiodi (vedremo
presto non qualunque). Se al punto D aggiungiamo il punto O,
origine dei cammini d’integrazione, per cui

u,(0) = u,(0) =0,
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otteniamo una coppia di punti I' = D + O per cui & ancora

u,(l')y=

T,
2+
Yo

u,I') =2+,

M

sieché i due punti D e O risultano le radici dell’ equazione

5) G(X——g—c—l—k)—_—_o.
Ma poiché
2k = Y,
le differenze
kl - %7 . 7‘72 - %

costituiseono una coppia di semiperiodi; quindi anche:

Y« — s

) —o, +k, 3

— o, + k,

sono una coppia di semiperiodi; indicheremo questa coppia con

8§, © 8,

e, complessivamente, con s. A
Si conelude che il punto doppio D & dato dalla radice,
diversa da X = O, dell’equazione:

(6) (X +8) =0

dove s indica una coppia di semiperiodi soggetti alla condi-
zione — necessaria e sufficiente — che sia

00+s)=0
cioe -
Ora, riferendoci alla matrice normale dei periodi
ot 0 a,, a,,
0 T a,, @y

poniamo
1 .
8 = 9 (78 + A0, + Ayt ,)

1 .
So = 9 (P‘zn" -+ Al“?i -+ lzazz)

dove i numeri interi p e X hanvo solo i valori 0 e 1.
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Qui ricordiamo (§ 30, pag. 177) che risulta
0(8) =0

quando si annulli, per v, =u,=0 la corrispondente 6 con
caratteristica, cioé quando sia

e)_”(O) = 0;

la qual cosa accade precisamente quando i 4 numeri Ap danno
una caratteristica dispari. _

Resta da escludere che si possano prendere numeri A e p
relativi a una ecaratteristica pari, cido che si ottiene facilmente
anche senza analizzare se una 6;, di caratteristica pari possa
annullarsi per uw, =u, =0.

Ricordiamo che

Bp(u) e B(w—-s)

hanno i medesimi zeri, sicché I’equazione (6) pud seriversi
(8) 0,,(X ) = 0.

Ora, poiche la 6 a caratteristica pari & una funzione pari,
qualora la (8) fosse soddisfatta da X =0, questa sarebbe
una radice doppia, e cosi I’unica soluzione, ¢ mancherebbe
quindi il punto D, doppio per la g, canonica, che insieme
ad O da la coppia delle radici della (6) o della (8).

Si conclude: i punti doppi della g canonica sono dati dalle
radici, diverse da O, delle varie equazioni

6}.}L(X) =0

dove 0, e una theta a caratteristica dispari, o, cid che & lo
stesso, sono date delle radici, diverse da O, dell’equazione

O(X-;—s)::O,

dove s indiea una coppia di semiperiodi dispari.
Ricordando che la parita della coppia di semiperiodi (o
della 6,,) & quella della somma

Aty A Asty,

si deduce che esistono 6 punti doppi per la ¢; canonica, cor-
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vispondenti ai seguenti valori per X e p
0 1 0 1 L1
0 1 L1 0 1
10 ) 11
10 11 | O}.

Dal caso p =2 si passa con facilitd al caso generale, ap-
pena si sia estesa a quesfo la relazione :

v = 2k.
Si considerino dunque: la equazione, nel punto incognito X,
(9) (X —G+Ek =0

che d&a come radici i punti di un gruppo G di p punti, e le

. relazioni
(10) u,(l) =vy,, (r=1,2..p)

che definiscono i gruppi I' di 2p — 2 punti variabili nella
serie canonica ggp—_‘g; qui gli integrali si intendono calcolati
tutti a partire da una medesima origine O, collocata in un
punto generico della curva. Si ha, come nel caso p =2, il

TEOREMA. — Fra le costanti k. e v, che entrano nelle for-
mule (9) e (10) intercede in generale la relazione

Yy = 2767,..

Per dimostrare il teorema si fissi un gruppo generico G,_,
di p—2 punti P, P,..Py_,; questo avrda come residuo, ri-
spetto alla ggp—_iz canoniea, una g}‘) speciale. Indichiamo con g,
la somma che I’integrale u, ha nei punti del G,—; con cid
i gruppi G appartenenti alla suddetta gll) soddisfanno le p

relazioni
w (@) =1y, — 3, (r=1,2..p).

Segue che 1’equazione (avente per incognita il punto X)
(X —y-+8+5k=0.

¢ identicamente soddisfatta. Si consideri poi un gruppo
G=A,+ A,..+ A, della suddetta g}l), e un punto B, gruppo

F.ENRIQUES - IV. 14
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e punto- assunti in posizidné genérica. L’equazione in X
X+4, —B—y+3+5k=0
ha per radici, oltre che B, ciascun punto A, del & che sia
diverso da A4,, cioé:
04, + A, —B—y +3-+15k) =0,
ossia, essendo la 8 funzione pari,
0B — A, —A,+y—8—k)=0.

Poiché in questa relazione B & un punto qualunque, ri-
 sulta che la equazione in X

-

00X — A, — A, +y—85—T)=0
& identicamente soddisfatta, ciod le costanti

¢r = U (dg) +u,(4,) — 71, + 8, 4 2k,

definiscono una serie speciale.
Ora la equazione

X+ A, —B—c¢c+k=0
¢ soddisfatta dal punto 4,, in quanto

8(As+A,—B—¢+k)=0A4,+ A4, —B—A,— A, +1—85—2k +k)
=0—B+4+7v—8—k=0B—1+38+4k)

e sappiamo che 6(X — v+ 3 +4- k) = 0 per qualunque X, e cos}
anche per X = B. Segue di qui che le costanti ¢, definiscono
una _(/;} di cui un gruppo contiene 4, e 4, e altri p —— 2 punti
tali che la somma dei loro integrali abeliani u, vale

Cr — u(4,) — u(4dg) = — v, + 8, + 2k,.

In quanto tale somma non dipende dall’indice s, i sud-
detti punti risultano fissi: indichiamoli provvisoriamente con
F\F,...Fyp_,. Cid significa che il gruppo T della serie cano-
nica che contiene

FF, ... Fp_,




CAPITOLO III 211

contiene anche A4, qualunque sia I’indice s, ciod i punti
F\F, ... Fy_,A, ... 4,

costituiscono un gruppo della serie canonica, e pertanto i
punti F coincidono coi punti P considerati innanzi. Si con-

clude che
— Yy A8y 2, = B,
ciod
2k, = v,.

Ottenuto questo risultato, si prosegue come nel caso p = 2.

La bisezione della serie canonica porta alla ricerca dei
grappi di p—1 punti che contati due volte costituiscono un
gruppo della serie stessa. Uno di questi gruppi & dato dalle
radici X, diverse dal punto 0, dell’equazione

e).;L(X) =0

dove 0,, & nna 6 a caratteristica dispari, oppure & dato dalle
radiei (ancora diverse da X = 0) della

dove s indica un gruppo di semiperiodi dispari. Come nel
caso p = 2, si esclude che si debbano considerare 8 con carat-
teristica pari, anche senza analizzare se una 0 pari possa
annullarsi per u, = u, = ... = u, = 0. Infatti in tale ipofesi
la 0 pari avrebbe in O uno zero doppio, sicché O dovrebbe
far parte dei p — 1 punti che costituiscono un gruppo meta
della serie canonica, mentre O & un punto generico.

Dunque, per bisecare la serie canonica, siamo condotti a
determinare in generale le caratteristiche dispari, cioé i gruppi
di 2p numeri

7 R U
o TR A2 TN )
aventi il valore 0 e 1, tali che
2hp,.=1 (mod. 2).

Aggiungiamo la osservazione esplicita che quando sia
1» =0, cio® la serie canonica sia definita dalle p relazioni

Up(l'gp_2) =0
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allora i gruppi @ di p — 1 punti, che contati due volte danno
un Ty, canonico, soddisfano alle p relazioni

’llv,.( G) == O,
dove le

1. g
op =3 (i + zs] Ar@yg)

rappresentano un gruppo dispari di semiperiodi.

Per completare dal punto di vista numerativo questi ri-
sultati, occorre fornire il computo delle caratteristiche dispari
(e conseguentemente delle pari). '

Indichiamo con
P(p) e D(p)

il numero delle caratteristiche, rispettivamente pari e dispari,
relative al genere p; si ha, evidentemente:

P(p)+ D(p)=2% ,
P(p)=P(p—1:3+Dip—1), D(p)=D(p—1):3+ P(p—1)

Queste formule, e in particolare le ultime due, che sono
ricorrenti, valgono a determinare i valori di P(p) e D(p),

dato che ¢&:
P()=3, D(I)=1;

precisamonte si trova
P(p)=2r"422+1);  Dip) =20-422— 1)

risultato che si dimostra subito verificando le suddette rela-
zioni ricorrenti.

‘Riesce utile applicare i risultati conseguiti all’esempio del
genere p =3, riferendosi alla quartica piana génerale, su cui
le rette segano la ¢ canonica. La bisezione di questa porta
evidentemente alle coppie di punti di contatto delle bitan-
genti, di cui ora si ritrovano per altra via il numero e le
proprieta di configurazione.

Secondo le formule precedenti, le caratteristiche dispari
per il caso p=3 sono 4.7=28, onde risultano 28 bitangenti.
Scriviamo ora la tabella delle 28 caratteristiche dispari, divi-
dendola in due, secondoché esse provengono da caratteristiche
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dispari (18) o da caratteristiche pari (10) del genere 2:

010
01 0
010
0 1 1
01 1]
Ho 1 0

— < —c

0
|1

—c oo

—

[
R

0]

Bl )

D

S OO0 o0

1
1

!
0 1
11
0 1
o1
0 1
!

1

—= ==

0
0

0
1

1
0

|

0
0

0
0

0
0

— o o<

01
0.
0]

S - O

=]

(1
\

r v r
_——

—
f P

—

0

—O =

213

O
-
(A

D
[
—_

Ora ciascuna di queste 28 caratteristiche corrisponde ad
una terna di semiperiodi, che danno le somme degli integrali
u, u, %, nei punti di contatto di una bitangente; ¢id quando
si supponga la ¢° canonica definita dalle 3 relazioni

u(l')) = 0.

Notiamo ora che se si sommano due di queste earatteri-
stiche dispari (s’intende termine a termine) si ottiene ancora
una caratteristica bipartita, ma in generale non pitt dispari;
anzi, come & facile a riconoscersi, qualunque caratteristica,
pari o dispari, pud ottenersi in tal modo. Ma c¢id che pill
importa & che ogni caratteristica si ottiene in 6 modi diversi

-come somma di due caratteristiche dispari.

Infatti le caratteristiche bipartite sono in tutto 64, cioé 63

. v 0
quando si escluda la

0 0
00 0

}che é solo impropriamente bi-

partita; esse sono pitt delle coppie estratte dalle 28 dispari:
onde vi sard almeno una somma ottenibile in pitt modi. In- -
dichiamo dunque con C, C, e €', €', due coppie di caratte-

ristiche che hanno la stessa somma

0,4+ C, =0, +
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allora se si considera una qualunque altra coppia di carat-
teristiche (dispari) D, e D, si ha

D; - D2 = (D1 -+ 04 - Cli) -+ (Dz -+ 012 - 02)

cioé ad ogni modo diverso di ottenere la somma C, -+ C,
corrisponde un modo diverso di ottenere la somma D, +- D,,
onde segue che tutte le somme si ottengono in un medesimo
numero & di modi. Questo numero 2 si calecola subito. I di-
versi modi di sommare due caratteristiche dispari sono

28 - 27

S

onde risulta
28 - 27

T o= 5 163 =6.

- Le proprietd che abbiamo indicate del gruppo delle 28
caratteristiche dispari danno le proprietd di configurazione
delle 28 tangenti doppie della quartica. Infatti sommando
insieme i semiperiodi relativi a due bitangenti si ottiene
ancora un semiperiodo, e risulta in tal modo definita una g¢;
che ha lo stesso doppio della serie canonica, cio® una serie
di quaterne di punti di contatto di un sistema di coniche
bitangenti. Si ottengono in tal modo i 63 sistemi di coniche
bitangenti, ciascuno dei quali contiene 6 coppie di tangenti
doppie della quartica. Pitt precisamente ciascuna delle sud-
dette ¢! & segata dalle coniche che passano per i punti di
contatto di una coppia di bitangenti; cio si ha osservando
che se la quaterna di contatto di una tale coppia di bitan-
genti da luogo alle somme degli integrali

(@) = o, (o, = semiperiodo)

le ulteriori intersezioni econ le coniche passanti per essi danno
luogo alle medesime somme (6, = —o0,); in quanto la ¢ se-
‘gata dalle coniche, come doppio della serie canonica, & data da

u,(Gg) =0.

Resta cosl stabilita la proprietd fondamentale della con-
figurazione delle tangenti doppie: « per i quattro punti di
contatto di due bitangenti ad una quartica di genere 3 pas-
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sano b coniche ognuna delle quali sega la quartica nei quattro
punti di contatto di altre due bitangenti ». Si trovano quindi
315 coniche contenenti ciascuna 8 punti di contatto di 4 bi-
tangenti. (Cfr. Libro II, § 27, vol. I, pag. 312).

35. Le funzioni abeliane piu generali. La risoluzione del
problema d’inversione, che abbiamo ottenuta nel paragrafo 33,
conduce a considerare, come coordinate dei gruppi di p punti
di una curva di genere p, dei quozienti di funzioni ¢, e quindi
di 6, che sono funzioni 2p volte periodiche di p argomenti:

Uy Wy ona Uy

Alla costruzione di tali funzioni — che portano in gene-
rale il nome di abeliane — conducono le serie 6 anche indi-
pendentemente dalla considerazione delle curve di genere p
e degli integrali connessi; le espressioni dei quozienti di ¢ o
di 0 incontrate innanzi porgono infatti delle funzioni 2p volte
periodiche rispetto alla tabella di periodi

w0 .. 0 ey, oy .. Gy

(1) 0 m...0 ay ay ... a0

s s s s 8 s s s 4 e e s s e s 0 o o »

0 0 ...7 @y, Gpy ... Gyp

I8 anche in altri modi & facile formare quozienti di 6 che
viescano funzioni 2p wvolte periodiche, ammettendo i 2p sistemi
di periodi simultanei indicati nelle vertieali della nostra ta-
bella, cosicchd restino invariate quando si aumentano simul-
taneamente gli argomenti u dei p valori indicati nella s-me
verticale. Per esempio, per p =2, basta prendere

O(u, + ¢, 1, 4+ ¢,) B(u, + ¢/, u, 4 ¢,’)

2 U, Uy) = ,
(@) T, O, +dy w, 4 dy) O(u, 4 d, w, 4 d))

con

Vep+¢/ —d,—d/ =0 .
) mod, i

¢ —dy —d,) =0

Infatti la f cosi definita ammette, anzitutto, i periodi cor-
rispondenti alle prime 2 verticali, che sono periodi delle 6,
poi anche i sistemi di periodi @,, @,,,e @5 @y; poiché acere-
scendosi, per esempio, u, e u,, di @, «, rispettivamente, i
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fattori esponenziali che vengono fuori dal numeratore e dal
denominatore si eliminano.

Qui, per il rigore, & opportuno notare che la f(u, u,) ora
costruita ha la periodicitd indicata come effettiva, cioé non
accade che essa si riduca ad una costante, e nemmeno ad una
funzione di una sola variabile, ad esempio della sola u,.

Si riconosce infatti che la f, per valori generici delle co-
stanti ¢ e d, non & una costante, osservando che si possono
variare le ¢,, ¢/, ¢, ¢, lasciando tuttavia ferme le d,, d/, d,,
d,, (e, s’intende, restando inalterate le relative relazioni):
in tal modo sispostano gli zeri del numeratore (uno dei quali
anzi pud esser portato in una posizione qualunque) e non
quelli del denominatore, mentre, qualora f si riducesse ad
una costante, numeratore e denominatore dovrebbero avere
¢li stessi zeri.

Similmente, ripetendo lo stesso ragionamento, si prova che
la f non pud neppure ridursi funzidne di una sola variabile,
ad esempio di u,, cioé non pud essere f(it, u,) una costante.

Ora conviene osservare che le funzioni abeliane che si
possono costruire in corrispondenza ad una tabella di periodi
come la (1), sono pit generali di quelle che provengono dal-
I"inversione degli integrali abeliani connessi ad una curva di
genere p, almeno per p > 3.

[nfatti la costruzione delle 8 relative ad una siffatta ta-
bella & sottoposta soltanto alle condizioni:

1) di simmetria:

(ys = (lgy}

2) di convergenza delle serie 0,
che si traduce nell’essere definita negatlva la forma quadra-
tica X «¢',5 x5, che ha come coefficienti le parti reali delle a,s.
Cosicche, entro i limiti della diseguaglianza portati da
questa seconda condizione, si hanno in generale

1 1
»—sr@—D=5p@+1

costanti arbitrarie a,;. Invece i moduli di una curva di ge-
nere p portano che gli integrali connessi dipendano solo
da 3p — 3 costanti arbitrarie (efr. Libro V, § 33, vol. 3°, pag. 359).

Segue (i qui che: i periodi a,s degli integrali normali di
prima specie annessi ad una curve di genere p > 3 soddisfano
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o
et
-

a ;— (p — 2) (p — 3) relazioni, essendo

. o
5 PP 4-1)—(3p —3) = 5P — 2)(p — 3).

Per p =4 vi & una relazione, che & stata effettivamente
seritta da ScHOTTKY (') (1888).

Studieremo ora le funzioni abeliane generali di genere p,
indicandone alcune proprietd fondamentali, e riferendoci per
semplicitd, nelle dimostrazioni, al caso p = 2.

Oonsideriamo lo spazio reale S,,, a 2p dimensioni i cui
punti abbiano come coordinate cartesiane le parti reali e i
coefficienti delle immaginarvie delle variabili wa, .. u,. In
questo spazio ciascuna colonna della tabella dei periodi ri-
sulta rappresentata da un punto P; (i=1, 2...2p). Ad esempio,
nel caso p =2, riferendoci ad una tabella normele di periodi
quale & la (1) si hanno i 4 punti P P,P,P, rispettivamente
di eoordinate :

P=0 0 = 0

P,=0 0 0 =
’ ’ " "
Po=a,, a, «, a,
’ ! " ”
Pi=a, a,, a, a,,

dove si sono distinte le parti reali e le immaginarie delle «,,
SCLIVeN10 @ys = rs - ittys.

Nel suddetto 8,, i periodi, cioé i punti P rappresentativi
delle relative colonne, insieme con 1’origine delle coordinate,
definiseono un parallelotopo o prismatoide dei periodi; questo
é un solido, delimitato da 4p faccie iperpiane, che costitui-
scono 2p coppie di faccie opposte: una di queste faccie con-
tiene 1’origine e altri 2p — I punti P, e la relativa faccia
opposta & la parallela ad essa passante per il residuo punto P.

Questo prismatoide ha il wvolume essenzialmente diverso da
zero. Per esempio, per p =2, il nostro prismatoide & un solido
a 4 dimensioni il cui volume &

0 0 'y, @,

v — 0 0 'y, 'y,
B 0 a’yy ' |

0 T @y sy

(Y) « Crelle’s Yournal », 102,
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Questo volume risulta essenzialmente diverso da zero (e se
si vuole positivo) essendo dato da

’ ’
Mgy Wy,

V—::th

Wy @y

cioé (1 meno del fattore =*) dal discriminante della forma
quadratica definita

@007 200 ,T %, + @yt

Appunto la condizione ¥ ==0 porta che i vertici del pri-
smatoide siano indipendernti.

Cid posto, in rapporto ad una qualsiasi tabella di pe-
riodi (1), e supposte sempre le condizioni di convergenza delle 6,
valgono i seguenti teoremi:

TroreMA 1. — In rapporto alla tabella (1) si possono
costruire p funzioni abeliane di p variabili, funzionalmente
indipendenti, cioé tali che lo jacobiano

o(fits o [)
A(uyty ... Uyp) +0.

Riferiamoci all’ipotesi p = 2. Supponiamo di avere co-
struito, come si & insegnato innanzi, una funzione f(u,u,)
delle due variabili indipendenti u, u,, che ammetta i detti
periodi. )

Osserviamo che, se f(u,, 1,) & una funzione con tali periodi,
anche la

P(ugty) = [y - Eyy g 4= Fy)

ammette i medesimi periodi. Si tratta di mostrare che, per
valori generici delle costanti &, e k,, le due funzioni f e ¢
sono indipendenti. B la dimostrazione si ottiene riducendo
all’assurdo I’ipotesi che lo jacobiano si annulli, cio& che sia
identicamente (per valori qualsiansi delle costanti k,, k,,

I, k.
Y| () (¥
du, Ju, 0y ek, \OUYiey ke

JACH AN
du, ou, m,{‘kﬂ Uy /i, 1key
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Invero, se sussiste una tale identitd, dovrd essere

(B, (= ko )
31L2 koo . 3“1 k‘xka— 9%2 Ty Toy! ' allq Toy key!

ossia identicamente (rispetto ad wu, a,)

of of | .
" o, con & cost.;

ma di qui segue :
Sy = f(U)
con

U=u, + ku,

e pertanto la f si ridurrebbe a funzione di una sola variabile,
anziché essere funzione di due variabili indipendenti!

La conclusione cui siamo giunti appare subito come inve-
rosimile, ma occorre dimostrarne rigorosamente I’ assurdita.
A tale scopo si cominei con 1’osservare che la f pud essere
considerata come funzione di un punto di coordinate wu, u,
variabile in un piano; nel caso che la f si riducesse funzione
di u, + Lu,, essa apparvirebbe costante su ciascuna retta del

fascio
w4k, = U

(U variabile da retta a retta). In particolare su rette di
questo fascio dovrebbero annullarsi le 6 che figurano al nu-
meratore e al denominatore della espressione (2) di f; d’altra
parte I"orientamento di una eventuale retta di zeri per la

B2y 4-cyy 1y + ¢y)

non si altera variando ¢, e ¢,, onde segue che I’orientamento
del fascio suddetto non pud dipendere dalle costanti ¢ e d
che appaiono nella formula (2) che fornisce f.

Cid posto, una trasformazione di coordinate che muti le
rette w, +ku, = U in parallele all’asse u,, ad esempio la
rotazione d’assi

v, = uy 4 ku,

Vy, == — ]gu,‘ —+ U,

trasformerebbe f in una funzione della sola v,, cosa che si
riconosce assurda (per valori generici delle costanti ¢ e d)
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con lo stesso ragionamento con cui innanzi abbiamo escluso
che la f sia funzione della sola w,.

TroreMA II. — Se fi, fo ... fr sono p funszioni indipendenti
cot periodi (1), le p equazioni

N =, filu)=u2a, ... f(v) =2,,

ammettono, per un sistema generico di valori % ;... %,, UN
numero finito di soluzioni entro il prismatoide det periodi, e
questo numero m ¢é lo stesso per tutté ¢ sistemi non singolari
di valori delle x.

Ci riferiamo ancora al caso p =2.

Se le due equazioni

Pu1tus) = filuty) — &, =0, @a(uyaty) = folu,1z) — 2, = 0,

ammettono infiniti punti-soluzioni entro il prismatoide sud-
detto, vi sard — mello stesso solido finito — un qualche
punto limite di questi, O, a cui si avvicineranno infiniti
punti di zero delle ¢, o ¢,:

Ol = ("‘l' 'u?’), 02 = ('u‘/, 1(2”) cery

e si potrd supporre che almeno u, assuma in codesti punti
una infinitd di valori diversi:

w',  w..

Richiamiamo ora un noto teorema (il Vorbereitungsats)
di WEIERSTRASS (*): nell’intorno del punto O, che & regolare
per ciascuna delle due funzioni ¢,(u, u,) e @ (u, uy), le due
equazioni 9, =0 e ¢, =0 (non identicamente nulle per un.
valore costante di u,) sono algebroidi, cioé si possono ridurre
alla forma

Dya(u, |u,)=0 o a(u,|u,)=0
Dy oy | u) =0 0 aylu, |u,) =0,

dove «, e a, sono funzioni algebriche in u, e regolari in u,, D,
e D, funzioni che non si annullano all’intorno di 0. Allora,

(1) Cfr. p. es. BrancHui. Lezioni sulla teoria delle funzioni di variabile
complessa, § T4, pag. 200. Pisa, Spoerri 1901.
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se si elimina wu, fra le due equazioni o, =0 e a, =0, si potr:
scrivere 1’equazione resultante regolare in u,:

R(u,) =0,

la quale non pud essere soddisfatta identicamente se «, e «,
sono indipendenti (come accade per valori generici delle 2, z,).

Pertanto la
Ru)=0

dovrebbe ammettere infinite soluzioni
a/ /..

tendenti al punto limite O, che resulterebbe quindi un punto
singolare di R. Questa contraddizione, dimostra che, per valori
generici di z, e x,, le due eqnazioni

Jlug ) ==z, folu, wp) = 2,,

ammettono certo un numero finito di soluzioni entro il pri-
smatoide dei periodi. i quindi facile vedere che questo numero
m, non puod variare col variare di z, e z,: ché se una nuova
soluzione sorga in dipendenza d’un punto entrante per una
faccia nel detto prismatoide, nel tempo stesso un altro punto-
soluzione uscird per la faccia opposta, e viceversa.

Cosi resta stabilito il Teorema.

36. Varietd abeliane. — Secondo il Teorema II del para-
grafo precedente, assunte p funzioni 2p volte periodiche indi-
pendenti delle p variabili u, con un dato sistema di periodi,

v =f, TB=[f.=/71,

¢’® un numero finito m di punti (U) entro il prismatoide dei
periodi, per cui le f assumono valori assegnati @, %, ... %p.
Segue da cid che una (p -+ 1)-ma funzione x,,, cogli stessi
‘periodi resulta funzione algebrica delle %, %, ... %, ossia:

Fra p+ 1 funsioni 2p volte periodiche delle p variabili u,
con un dato sistema di periodi, intercede una relazione algebrica

V(% % o %p Tpyy) = 0.

Si pud sempre scegliere la w,,, in modo che non riprenda
lo stesso valore in due punti (U) dove le z,%,...x, assumono
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gli stessi valori. Invero pongasi che le f;, per i—1,2 ... p, assu-
mano gli stessi valori nei due punti (00...0) e (a,a; ... ap) :

710 ...0) = fi(a, ... ap) =1, ..9);

allora, se sia anche A
f1;+4(0 v 0) = fpii(ay ... @),
si sostituisea alla f,,,(u) la
Pp+1() = fpa(us -+ )
si avrd, in generale,
Pp+1(0 ... 0) == @p (g ..o ap).

Perché se fosse, per valori qualsiansi delle h;, *

Ppae1(0 .. 0) = @p (@4 ... @),

dovrebbe essere
Tpa(hy)) = fpa(hi + a;),

cioé le @; sarebbero periodi delle f,,,, cosicché se il punto (a;)
cade dentro il prismatoide dei periodi delle f, questi periodi
non sarebbero pilt primitivi. :

In virttt dell’osservazione precedente: ,

Si possono scegliere p + 1 funzioni 2p volte periodiche,
Ty Ty ... Tp o1, delle variabili w,u, ... wy,, per modo che la varietd
algebrica :

Ve, ... %pe) =0,

resulti rappresentate biunivocamente sul prismatoide dei periodi.
Una siffatta varietd ¥V viene designata di solito col nome
di varietd abeliana.
La varieta abeliana V, « p dimensioni, ammette un gruppo
misto oo? di trasformaszioni birasionali in sé stessa, composto
delle due schiere di trasformaszioni:

I

u; 4k,
—u,+k,

(D) W,

@) o mod. periodi.

I

Le trasformazioni di primea specie (1), formano da sole un
gruppo continuo, mentre quelle di seconde specie (2), por-
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gono co? trasformasziont involutorie che, moltiplicate a due
a due, generano le (1). '

Per p =1, la varietd abeliana V si riduce ad una curve
ellittica che, merceé la sua rappresentazione parametrica con
funzioni ellittiche, viene rappresentata biunivocamente nel
piano della variabile complessa, sopra il parallelogramma dei
periodi (cfr. § 9). Le trasformazioni (1) e (2) rvicadono nelle
trasformazioni di prima e seconda specie della curva in s8,
definite nel Libro V, Cap. IIL, § 27 (Vol. III, pag. 256).

Per p =2, la tabella dei periodi

[ al‘l

{ e 0 a

% 0 T 1y, a,,

corrisponde sempre ad una curve O di genere due che appunto
dipende da 3 moduli (efr. pag. 216), e quindi la superficie abe-
liana ¥V = I (che assume il nome di superficie iperellittica
propria) viene ad essere la superficie di JACOBL i cui punti
— funzioni delle somme dei due integrali abeliani nelle coppie
di punti di ¢ — rispondono alle coppie di punti della C stessa.

Analogamente si dica per p=3. .

Ma per p> 3, la wvarieta di Jacobi, rappresentativa dei
gruppi di p punti d’una curva C, di genere p, & soltanto
un caso particolare della varietd abeliana ¥V a p dimensioni
(cfr. pag. 216). .

Nel caso particolare in cui la varietda ¥V rappresenti i
gruppi G, di p punti di una ecurva di genere p, il gruppo
misto delle trasformazioni di ¥, si pud costruire come segue.

Anzitutto le trasformazioni di seconda specie si defini-
scono facendo corrispondere due gruppi di p punti, &, e @'y,
della C,, quando sono residui 1’uno dell’altro rispetto ad una
medesima ¢p . Queste trasformazioni involutorie generano per
moltiplicazione il gruppo continuo delle trasformazioni di
prima specie. Lia teoria geometrica delle trasformazioni della
varietd di JACOBI cosi sviluppata da G. CASTELNUOVO & stata
da moi esposta nel § 27, dove si & fatto vedere come gli in-
tegrali abeliani e il teorema stesso d’inversione possano de-
dursi dalla teoria sintetica di queste trasformazioni.

Nora. Qual’é il significato dei p argomenti delle fun-
zioni 2p volte periodiche in ordine alla varietd abeliana che
da esse viene parametricamente rappresentata?
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Sia
V(% @z oo Bpyy) = 0

la varietd rappresentata parametricamente dalle p + 1 fun-
zioni 2p volte periodiche:

[y = i, .. uy)
By == (U 2y .0 2p)

s e s s s e s s e s 8 v .

Ty 41 = Jp (WA, o).

Ad ogni punto X = (v,%,..%p4,) di V risponde un gruppo
di valori (u,u;..u,) sempre finiti, determinato a meno di
costanti addittive (multiple dei periodi). Quindi le u, sono
ovunque funzioni regolari del punto X, cioé tunzioni rego-
lari delle variabili indipendenti @, @, ... x,, salvo punti critici
(algebrici); percio le derivate

ou,
0w,

le quali dipendono univocamente da x, x, ... x, %, ,, resultano

funzioni dotate soltanto di poli, ossia funzioni algebriche delle

%, ¥, .7y, e funzioni razionali di x,w,...2%,%,,,, sopra V.
Pertanto si avra

U, ::.[( Pdw, 4 ... 4 Ppudzy),

le P designando funzioni razionali del punto X di 7V, soddi-
sfacenti alle condizioni affinché N

P dz, - ... 4 Ppidxy,

sia un differenziale esatto. i gl’integrali u; si mantengono
ovunque finiti sopra V.

Concludiamo cosi che:

Gli argomenti delle funzioni 2p wvolte periodiche rappresen-
tanti parametricamente la varietd abeliana, sono integrali di
differenziali algebrici di prima specie (cio® sempre finiti) appar-
tenenti alle varielad.

Nel caso che la varietd V sia la varietd jacobiana dei
gruppi di p punti di una curva C, del genere p, la varietd ¥
conterrd un sistema o<?~* di curve identiche alla C, che rispon-
dono alle serie di gruppi di p punti di ¢, con p —1 punti
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fissi; allora le u;, che sono integrali di prima specie sopra V,
subordinano degli integrali abeliani di prima specie (indipen-
denti) sn ciascuna di tali curve. Si ritorna cosi alla interpre-
tazione delle wu;, come integrali della curva C, da cui ha
preso le mosse il problema d’inversione; invero le wu;, de-
finite come somme dei valori degli integrali di ¢ in p punti
della curva, si riducono semplicemente agli integrali di
essa, quando si considerino gruppi di p punti con p—1
punti fissi.

OssErRVAZIONE. Ritornando alla varietd abeliana 7 piu
generale, si pud dimostrare che alla varietd stessa non appar-
tengono altri integrali algebrici di differenziali totali di prima
specie, corrispondenti alla medesima tabella di periodi, all’in-
faori di w, u,...u, e delle loro combinazioni lineari.

Infatti, se v & un integrale siffatto, sottraendo da v una
combinazione lineare A1, + A, 4 ... 4- AU, Si otterrd un
integrale privo di periodi e ovunque finito sopra V, che dovr?
ridursi ad una costante.

Anzi si pud dire di pitt che, essendo i periodi anzidetti
primitivi, non & nemmeno possibile trovare un altro integrale
di prima specie pertinente alla varvietd, con periodi qualsiansi;
poiché combinandolo linearmente con u, u, ... u,, si costrui-
rebbe un nuovo integrale di prima specie avente periodi infi-
nitesimi, ¢id che condurrebbe ad un assurdo. (Ofr. per il caso
ellitéico § 9, pagg. 54-55).

37. Riduzione a forma normale dei periodi delle funzioni
abeliane. — In ci0 che precede siamo partiti da una tabella
di periodi normali:

Gy onn Uy

0 =m ... 0 @, @y ...a«,

. . . . . . .

' 0 0 ... 7 @ Gy ... @y

dove a,; = @, ed inoltre & soddisfatta la disegunaglianza fon-
damentale che assicura la convergenza delle serie 0; ma i
teoremi stabiliti sulle funzioni 2p volte periodiche si esten-
dono al caso di una tabella di periodi qualsiansi, purche sieno
soddisfatte soltanto le condizioni per I’ esistenza delle corri-
spondenti funzioni: 1I’ipotesi di una tabella di periodi nor-

F. ENRIQUES - IV. 15
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mali permetteva appunto di costruire le funzioni domandate
mediante quozienti di 0.

Dunque, per una tabella di periodi qualsiansi, se esiste una
funzione 2p volte periodica, si potranno associare ad ess:
altre p funzioni abeliane coi medesimi periodi, per modo che
un’altra qualunque funzione abeliana cogli stessi periodi debba
esprimersi come funzione razionale delle p-+1 suddette. Le
indicate p—4 1 funzioni abeliane rappresenteranuo cosi i punti
di una varietd algebrica a p dimensioni V= V,: varietd abe-
liana che possiede un gruppo misto di trasformazioni birazio-
nali in se, composto di oo? involuzioni (trasformazioni di se-
conda specie) e di oc? trasformazioni di prima specie formanti
un gruppo continuo. ‘

Ora vogliamo accennare brevemente a quale tipo normale
possano, in ogni caso, ricondursi i periodi di un sistema qual-
siasi di funzioni abeliane di p argomenti wu, wu, ... u,.

Ordunque assumiamo una tabella di periodi

fW Wy el Oy sy

( Oy, Opy o or Op oy

con la condizione a priori che essi siano éndipendenti, nel
senso che qui viene precisato. Consideriamo lo §,, rappre-
sentativo delle parti reali e delle parti immaginarie degli
argomenti w, u,...u,: in questo §,, vi sono 2p punti P, P,...P,,
corrispondenti alle colonne della matrice: ponendo

—_ r’ i s 14
wrs - wrs t /l'wrs

il punto P, ha le coordinate

’ ”r ” "
wpn wln (')2n v wpn .

0w,
in 20 """

La nostra condizione di indipendenza consiste in ¢io che i
punti P, P, ... P,, dello S,, non appartengano ad un iperpiano
Sop—1 passante per 1’origine 0= (00...0), per modo che i
2p+ 1 punti O P, P, .. P, definiscano un effettivo prisma-
toide ‘a volume non nullo. ‘

Il signiticato di tale condizione rispetto alla teoria che qui
stiamo disegnando & il seguente: se si assumono periodi non
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indipendenti si cade in funzioni con un numero minore di
periodi ovvero con periodi infinitesimi (cfr. il easo ellittico).

Dunque, assunta una tabella (1) di periodi indipendenti,
supponiamo che ad essa corrisponda un sistema di funzioni
2p volte periodiche di p variabili: I’ipotesi d’esistenza di tali
funzioni si traduce in relazioni di uguaglianza e disugua-
glianza che debbono essere soddisfatte dai periodi proposti,
in forza delle quali si riesce appunto a ridurre i nostri pe-
riodi ad un tipo normale.

Il teorema fondamentale che domina questa teoria & stato
enunciato da R1IEMANN e dimostrato da PICARD ¢ POINCARE (}).

Bsso dice che:

I 2p periodi appartenenti ad un sistema di funzioni 2p
volte periodiche di p argomenti soddisfano, in ogni caso, alle
stesse relazioni (di egquagliansa e disequaglianza) stabilite da
Riemann per i periodi degli integrali abeliani di una curve
di genere p, come viene precisato pil oltre.

Per semplicitd i discorso c¢i viferiremo di solito al caso
p =2, enunciando poi le conclusioni pilt generali per p qua-
lunque.

Jonsideriamo dunque una tabella di periodi indipendenti

w w

i1 13

Wy Wy, Wy M,

14

alla quale supponiamo corrispondere una funzione 4 volte

periodica
FAUIRINE

Come nel § 35 possiamo costruire altre due funzioni

VAU VU

coi medesimi periodi.
Allora ponendo
x, = [, (u, 1)
(2) x, = fo(u, uy)
Ty = fa(ul Uy),

(1) « Comptes rendus », 3 dec. 1883. Cfr.: E. P1cArD: Quelques appli-
cations analytiques de la théorie des courbes et des surfaces algébriques.
Parigi, Gauthier-Villars, 1931 (pag. 46).
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si avrd fra o, x, e v, una relazione algebrica
(3) F(z, v, v,) =0

rappresentante una superficie algebrica abeliana,
Supporremo che a un punto di questa superficie corri-
sponda una sola coppia di valori u, e wu,.
Consideriamo sulla superficie (3) una curva algebrica, per
esempio la sezione col piano

x, == ¢ (cost.),
la quale viene rappresentata da
4 Iz, x,¢)=0,

o parametricamente dalle due prime equazioni (2) quando
fra i parametri passi la relazione

Tolu, u,)=c.

Ad ogni punto (z, x,) della curva (4) corrisponde un valore
di u, (e analogamente di u,) determinato a meno di periodi.
B quindi facile verificare che u, & un integrale abeliano
(ovunque finito e percid di prima specie) sopra la curva sud-
detta, la sua derivata resultando funzione algebrica di z,.
Infatti, differenziando le (2) ove sia posto 2, =¢, viene

of 9
de, = %1% du, _"é% du,
do, = af? du, —|~af2 du,
2
o0 — 5 s
0= 3, du, + aa du,,

dove i coefficienti di du, e du, sono funzioni abeliane cogli
stessi periodi delle f,, f,, f, (ciod delle ,, @,, «,), e percid
funzioni raziomnali di #,, », (z,=c¢). E di qui si ricava ap-
punto

du, = R(z, x,) dv,,

con R simbolo di funzione razionale, ossia

= | B@,w) dz,.
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Enunciamo in generale (per p = 2):

I. Se una curva algebrica C 8 contenuta nella varietd abe-
liana Vy, ¢ p valori dei parametri u, u, ...u,, considerati come
Junzioni del punto di C, danno p integrali abeliani di prima
specie sopra la curva.

In generale (cio® esclusa una scelta particolare della )
questi p integrali risultano linearmente indipendenti, e cosi
il genere di C risulta maggiore o eguale a p.

Ritorniamo all’ipotesi p =12, e sia ¢ =2 il genere della
curva C. Sulla corrispondente superficie di RimMANN tracciamo
i 2¢ cicli fondamentali 4 e B: i due integrali u, e u, avranno
in relazione ad essi i periodi Q,; e Q,;:

u, | Q

{ i1

u, { Q

Q
Q

2 " Q’lq le(]"‘l e 9(72'1

24 22 ° 2q 2, q -y 2,249

fra i quali intercede la relazione & equaglianza di Riemann
(efr. § 21, pag. 129):

(5) QR gt — Do Q) = 0.

Ma, Q’altra parte, quando il punto (z, %, ¢) descrive un
ciclo 4 o B, che & anche un ciclo sopra la varietd abe-
liana (3), i parametri w, e u, si accrescono di combinazioni
lineari a cofficienti interi dei periodi (primitivi) w; sieno:

[ @ = My O = My Oy A= M, 0,

? My Wy -t My Wyp = My Oy —= 115, 0,
queste combinazioni, Avremo dunque

Q= My, O, 4 MO, = Mz 5 = My O,

Ry =My, 0, = M, Oy ~+ Ny Oy —F Ny, Wy

e la relazione (5) dard

(6) 2 Cps Wi W25 = 0, [r,8=1..4]
dove
Cpg == 2 (Mip My giy s — Mgpei,r My, s), [f=1,2..q]

Cpg = — Cgp.

I coefficienti ¢,s apparirebbero a priori dipendere dalla
scelta dei due integrali w, e 1,; ma poiché sono interi (come
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gli m) non possono variare con continuitd insieme ad w, e u,,
e percid restan fissi. :
Contemporaneamente, le parti reali e i coefficienti del-
I’immaginarie, del periodi Q (diciamo Q' e Q") soddisfano alla
diseguagliansa di Riemann (cfr. pag. 124, formula 3)

_1, (-a“g‘) q+i £2l q+192l) > 0’

che si traduce nella
4

(7 Z Crs w;,. wés > 0.
1 .

Enunciamo, in generale, per p qualunque:

II. I periodi wy, (h=1,2..p; k=1,2..2p) & una fun-
zione abeliana di p variabili w, u, ... u,, sono soggetti alle con-
dizioni sequenti:

1) Lsiste una forma bzlmeme alternata

2p

Cpg = — Cgp
3 by 21 9 ( "= )
T .=

(e

che si annulle quando al posto delle x, x, ... %, ¢ delle y, v, ...Yy,,
8t pongono rispettivamente i periodi relativi a due qualsiansi
variabili u;, uy:
;1 W2 ... 0),:’2},; ®j; W2 ... (’)j,gp;
2) La forma stessa riesce definita positiva (non mai nulla)
quando al posto delle x, x,...v, ¢ delle y, y,...y,, si pongono

rispettivamente le parti reali e ¢ coefficienti della immaginaria
dei periodi d’ una qualsiasi combinazione lineare

Aoy - Ay Uyt oo A A Up.

Ad un sistema di periodi primitivi pertinenti a funzioni
abeliane di p variabili «, wu,...1u,:
Wpg o0 Op Oppyy ovr Wy pp

i, ’ Wy Oy ven Oy Oy gy vv Oy

. . . . . . . . . . .

Up VW Wy, ves Wy Wp opyyese Wpoopy

si puo sostitnire un nuovo sistema di periodi primitivi equi-
valenti, eseguendo sulle 2p lettere di ciascuna orizzontale juna
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sostituzione lineare a coefficienti interi unimodulare, per modo
che inversamente i nuovi periodi risultino eombinazioni li-
neari a coefficienti interi dei primi: cid porta a trasformare

linearmente la forma
a 2p

(7) . Z"—rs Ty Ys

1

colla medesima sostituzione unimodulare a coefficienti interi:

’

| =N B Ny, By ARy Ty,
' :
l YVi= N, Y+ N Yy -+ oo =N,

Ora FroBeNI1US ha dimostrato che ogni forma bilineare (7)
(supposto, come & lecito, che i suoi coefficienti non abbiano
fattori interi comuni) pud riecondursi, con una sostituzione
lineare unimodulare a coefficienti interi, ad una forma canonica

P

(8) . ’ Z‘i C; (-/Ui?/p,pi — Zp4i Vil
1

cioé ad un tipo per cui riescono nulli tutti i coefficienti e
salvo p tra essi:

¢, pii che indichiamo brevemente con ¢,
e dove i ¢; sono interi positivi formanti una successione

o € Cy vnn Oy
che ceomincia con

¢ in cui ciascun termine ¢; é divisibile per il precedente (*).
Dopo cid & anche lecito eseguire una sostituzione lineare

(a determinante non nullo) sulle variabili «, w, ... ut,, per mezzo

della quale riusciremo ad annullare tutti i periodi che figu-

rano nel quadrato a sinistra della tabella, salvo quelli che

stanno sulla diagonale, i quali diverranno eguali a: ¢,e¢,...c;.
Infatti, riprendendo 1’ipotesi p =2, pongasi

v, =X u, -+, v, = [, U, L, Uy,

(determinante della sostituzione diverso da zero). Con cio le

(1) Per p =2 la riduzione & spiegata in Prcaxp, op. cit., pagg. 52 e seg.
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due funzioni abeliane
FAUAIN! T, e,),
coi periodi
13 (1)14 .
{ Wy Oy, Oy O,

si cambieranno in due funzioni abeliane

s . . (P‘('Ul '132) (P?,("i ""2)
coi periodi
\ )\1 (1)H -+ Ag (')-21 ll 0.)12 -+ )\2 (022 )\‘ (1)’3 -+ )\2 (023 Al (0“ 4+ )\2 (024

Py 0y, -+ o W, Py O [y 0, Py O, W3 POy =, Wy

i quali verificheranno ancora le condizioni sopra enunciate
relative alla forma. bilineare (8). Ora si possono scegliere
A A, e o, in guisa che riescano:

)‘1 ©,+ lz Wyy = 0, By 0y Py 0y 0,
Alwll+)\2 U)“‘_"-Q‘:i:(), Ity w:g'*"f-"z Wy, = L, F0;

perche, se si trovasse per es. anche @, =0, la forma (8) non
sarebbe pitt una forma definita quando al posto della z e
della y si ponessero le parti reali e i coefficienti delle imma-
ginarie dei periodi di v,, riuscendo, per i=1, 2...p, nulli
tanto x; che y;.
Dunque avremo per ¢, e 9, la tabella di periodi:
vl ‘ 9! 0 “’H ("17

’02?0 92 My gy,

e ’eguaglianza fondamentale ottenuta annullando la (8) dA
pei nuovi periodi
(9) 6, ay —,Q,0,,=0.

Siccome la sostituzione precedentemente usata sulle u, wu,
laseiava ancora arbitrario un fattore (non nullo) di A, 2,, e
an fattore di p, p,, possiamo approfittarne per rendere

T . :
Q=—=mn (¢, =1)
¢, .
e
92 —
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ed allora la nostra tabella di periodi si riduce alla forma

normale
e 0 «a

e la relazione (9) diviene

= @,,.

La diseguaglianza fondamentale di RIBMANN esprime allora
che il determinante delle parti reali della @, & il diserimi-
nante d’una forma quadratica essenzialmente negativa.

In generale

Una qualsiasi funzione abeliana di p argomenti per unc
conveniente scelta dei periodi primitivi e con una conveniente
sostituzione lineare sulle variabili, puo trasformarsi in guisce
da possedere periodi mormali del tipo

w0 .0 a, a, ... ay

i
0 — ... 0 @, @,...ay
(10) “
Tl
0 0 ... o e Opy e Opp,
»

dove ¢, ¢, ...cp sono numeri interi positivi ciascuno divisibile

dai precedenti, dove
Ayg — ”‘sr,

e dove le paréi reali delle a,., costituiscono il discriminante
&’ una forma quadratica negative.

La varietd abeliana relativa all’anzidetta tabella dei pe-
riodi, W,, std in una semplice relazione colla varietd abe-
liana, ¥, relativa ai periodi

!

o0 ... 0 o«

Wy « vt Uy
s 0 m ... 0 «a ... ay

(11)
l' 0 0 ...w @y ap ... App.

Infatti i periodi (11) sono anche periodi, non primitivi, per
le funzioni abeliane relative ai periodi (10); cosicché queste



234 LIBRO SESTO

funzioni riprendono tutte gli stessi valori in un numero finito ;
di punti entro il prismatoide dei periodi corrispondente a ¥,
cioé precisamente nei punti

T
(1,.) (u,. —H- —_) ..
¢

Dunque la varietd abeliana Wy, corrispondente «i periodi (10),
rappresenta un’ involuzione sopra la varieta V, coi periodi (11).

Percio la 17, ammette una rappresentazione parametrica
con funzioni razionali dei punti di ¥,. Cio significa che tutte
le funzioni abeliane 2p wvolte periodiche di p veriabili si pos-
sono esprimere con quozienti di funzioni 0.

38. Integrali con periodi riducibili. — Gid nello studio
degli integrali abeliani appartenenti ad una curva algebrica
di genere p, si presenta il caso in cni i 2p periodi @’ un inte-
grale si esprimono come combinazioni lineari a coefficienti
interi di uwn numero minore di periodi; si parla allora di
integrali con periodi riducibili o, pilt brevemente, d’integrali
riducibili. Ad un caso particolarmente interessante di riduei-
bilitd si & condotti dal considerare le curve f di genere p
contenenti un’ involugione irrazionale vl di genere g (< p), ciod
le curve f(xzy) = 0 che ammettono una trasformata razionale

rispondente alla fizy) in una corrispondenza |n, 1] non ra-
zionalmente invertibile (n > 1):

j X= X(zy)

I
o [ Y=Yy

con X e Y simboli di funzioni razionali.
Ogni funzione razionale

dXY)

dei punti della curva F & pure funzione razionale dei punti
di f, e quindi un integrale abeliano relativo ad F da anche
un integrale abeliano relativo ad f. Precisamente 1'integrale

(2) J X Y)dx




CAPITOLO III 235

si trasforma, per le formule (1), in un integrale
3) | 9t )iz,

dove p(xzy) si lascia calcolare facilmente. -

E anche chiaro che un integrale abeliano di prima specie
si trasforma in un integrale di prima specie.

Ora i ¢ integrali (3) (di prima specie) cosi ottenuti pos-
siederanno dei periodi combinazioni lineari dei periodi pri-
mitivi appartenenti ai p integrali indipendenti della f; ma co-
desti periodi si esprimeranno anche come combinazioni lineari
dei perviodi apparteneuti ai ¢ integrali indipendenti della
curva F, e percio daranno ¢ integrali riducidili « 2q periodi.

Il caso pitt semplice ¢ quello in cui la curva f contenga
un’ involuzione y! di genere 1, ciod ellittica. Si ottiene allora
un integrale abeliano riducibile a due periodi, ossia riducibile
ad ellittico. Viceversa é agevole dimostrare che 'esistenza di
un integrale abeliano di primae specie riducibile ad ellittico ¢
condizione, non solo mnecessaria, ma «altrest sufficiente perché
la curva £ possegga un’ involugione cllittica.

Infatti, se alla curva f appartiene un integrale w con
due periodi v e o, le funzioni ellittiche

52| v, 0) ' o, o)

le" quali hanno soltanto dei poli per u finito, risulteranno
funzioni univocamente determinate dei punti di f, dotate
soltanto di poli, e percid funzioni raziomali; cosi dunque la
curva f, ammetterd come trasformata razionale la cubica
ellittica

P=dw' —gx—y¢g, {v=§w y=§"(uw}l,

‘e percid conterrd un’involuzione ellittica. c. d. d.

Non si ereda perd che questo teorema possi estendersi al
caso di integrali riducibili con pitt di due periodi: gia I’esi-
stenza di due integrali riducibili a quattro periodi costitunisce,
per la curva f, un caso pili generale in confronto al pos-
sesso di un’involuzione di genere due. I estensione del teo-
rema pei sistemi di ¢ integrali riducibili econ 2¢ periodi, per
q > 1, conduee ad una proprietd delle varieta di Jacosl cor-
rispondente alla curva, e in generale delle varietd abeliane.
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Gli integrali abeliani riducibili hanno formato oggetto di
numerose rvicerche, di PICARD, PorNcarB, KOVALEWSE! ecc.
Citiamo alcuni dei resultati pili notevoli conseguiti in questo
campo di studi.

Pi1oarp ha rvilevato che se una curva di genere due pos-
siede un integrale riducibile ad ellittico, ne possiede sempre
un secondo; se vi sono pitt di due integrali riducibili ve n’é
infiniti. Questi teoremi rispondono alle proprietd delle invo-
luzioni ellittiche sopra una curva, che abbiamo incontrato
geometricamente nel libro V, § 41. (Vol. ITI, pag. 476 e segg.).

PoiNcARE ha esteso il primo teorema sopra enunciato i
Picarp, dimostrando ehe se una curva di genere p possiede ¢
(g < p) integrali riducibili a 2¢q periodi, essa possiede di con-
seguenza anche p — q integrali ridueibili a 2(p — ¢) periodi.

Questo teorem: esprime non tanto una proprietd analitica
degli integrali, quanto una proprietd aritmetica dei sistemi
di periodi, e percid vale egualmente per gli integrali perti-
nenti ad una curva e per gl’integrali che appartengono ad
una varietd abeliana pitt generale.

Invero sia dato un sistema di p fanzioni 2p volte perio-
diche di p argomenti u, con 2p periodi: questi formeranno
la matrice
Uy ‘ Wi Wy ... W9

iy W21 W22 ... W22,

Up \ Wp1 W2 ..o Wy op,

soddisfacendo alle solite condizioni ’esistenza.

Ora se nel sistema lineare oco? delle w vi sono oc? inte-
grali ridueibili con 2¢ periodi, dovranno sussistere certe re-
lazioni fondamentali, che possiamo scrivere supponendo, per
semplicita, che proprio i primi ¢ integrali u, u, ... u,, sieno ¢
integrali (linearmente) indipendenti riducibili, ed ammettano
i periodi primitivi:

Uq 911 912 e Ql’gq

. . L R R S R S

Q
Up =2q1 qu PN Qq,gq.

Cid significa che le @ si esprimono per le v come com-
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binazioni lineari a coefficienti interi n,s:

Qi = Iy 4+ hiawiz + oo = Ty 25001, 9p
Qs = N1y - Nyooy 4+ ... +- h1,-zpw2, 2p
(1) '
\ qu = h’ll(')ql -+ 7012(0(12 i P h],gp(!)q‘gp,

( 91,2q = 7!2% w1y + hzq,gwlg ...+ ]02% 2pW01,3p
s 92, °0q = hgq, 1w h-gq 202 ..+ 7!2(1, 2pW2, 2p

( Qq. °0q = 7!-2(1’ 10q1 -+ hgq, aWg2 - ... 4= ]02(1’ 2pWq,2p -

L’ esistenza di questi 2q gruppi di relazioni a coefficienti
interi, che importano certe relazioni aritmetiche fra i periodi v,
caratterizza le matrici di periodi riducibilé, cui risponde un
sistema regolare oo? di integrali riducibili eon 2¢ periodi.

TrROREMA DI PICARD-POINCARE. — Se ad une varietd abe-
liana di p dimensioni V (in rapporto a eui si hanno p inte-
grali linearmente indipendenti di differenziali totali di prima
specie, che sono gli argomenti delle p funzioni 2p volte pe-
riodiche porgenti la rappresentazione parametrica di V) ap-
partengono q < p integrali riducibili con 2q periodi, ad essa
apparterrd anche un secondo sistema di p — q integrali riduci-
bili con 2(p — q) periodi. '

In particolare se fra gl integrali abeliani di prima specie
@ una curve di genere p, ve ne sono q < p riducibili con 2q
periodi, e linearmente indipendenti, alla curva apparterrad anche
un secondo sistema d’ integrali riducibily, definito da p — q inte-
grali con 2(p —q) periodi.

La dimostrazione di questo importante teorema sida ora, nel-
la maniera pilt elementare e pitt precisa secondo G. Sconrza (),

(1) Cfr. le Note di G. Scorza sugli integrali riducibili nei « Rendi-
conti dei Lincei », 1915-16 e poi le Memorie del medesimo autore nei
« Rendiconti del Circolo matematico» di Palermo, 1916-21.

La dimostrazione originale di POINCARRE — come Scorza ha avvertito —
lascia una lacuna; per es., riferendosi al caro p = 2, suppone che accanto
alln relazione di RieMANN i periodi non soddisfino ad una seconda rela-
zione analogn, mentre invece esiste una relazione siffutta quando ¢’é un
integrale riducibile.
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che con idee semplici ed originali ha rinnovato tutta la teoria
aritmetica delle funzioni abeliane,
Riferiamoci, per semplicitad di discorso, al caso p =2
Abbiamo dunque una tabella di periodi:

®, w,. O,

|
)
© =]
l

w Wy |

21

e la relazione di RIEMANN-WRIERSTRASS dice che esiste una
forma bilineare a coefficienti interi

(U E"'"‘Sxi‘?ls =@y, — Y ) (.Y - 227/2) +
-+ "'14(:51?/4 - :54?/1) -+ («'23(.”62?[3 - x3:’/;.>) e, (%Y, — Q"4y3) + (/'34(.’632 4 5134?/3),

la quale si annulla quando al posto delle z ed y si pongono
rispettivamente le o della prima e della seconda riga.

Rappresentiamo la nostra tabella di periodi in uno .sp'tzm
proiettivo S, prendendo in questo due punti

0, = (0;,0;50,30,,) e 0, = (03,W;3;30954)

e i punti immaginari coniugati
0, e 0,.

Congiungendo i due primi punti avremo una retta v im-
magine della matrice w; sia t la retta coningata.

La diseguaglianza di Rimyaxy dice che le due rette sono
sghembe, e percid immaginarie di seconda specie; altrimenti
i quattro punti 0, 0,0, 0, giacerebbero in un piano e quindi
sarebbe nullo il determinante formato colle w,; wy; ©,; w,;, il
quale a meno di un faltore numerico coincide col determi-

.9 0,

z 9 v O,

nante formato dalle parti reali e dai coefficienti delle imma-
ginarie dei periodi, il quale d& il volume del prismatoide dei
periodi (cfr. § 37).

Seriviamo questa diseguaglianza di RisMANN. Ponendo

o = a, ~+ if, (i=V—1)
sard,

(2) 3 epstnfs > 0.
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Ora I’equazione

(l) Z Crs Tp Ys — 0
rappresenta un complesso lineare di rette, che — stante la
(2) — puo asserirsi non degenere, che contiene la retta © e

per counseguenza (dato che i coefticienti ¢,, sono interi e-quindi
reali) anche la coniugata <. Il significato della diseguaglianza
(2), secondo un’osservazione dovuta a Rosarti, & che nessuna
delle rette reali appoggiate a T e t© appartiene al complesso
lineare (1). Infabti, se si prende un punto qualsiasi su t e il co-
niugato sopra t, la retta che li congiunge ha le coordinate pro-
porzionali alle quantitd «f8, —a,B,, o, —aB,, a3, —a,B,,
_ e quindi non appartiene al complesso, perché altrimenti sa-
rebbe

Ye,s0,8,=0.

- Cid premesso, si supponga che alla matrice w appartenga
un integrale riducibile ad ellittico. Si puo supporre addirittura
che la prima linea della matrice corrisponda a questo inte-
grale riduecibile, e percido che sussistano le relazioni a coef-
ficienti interi

o, =", --Nh,Q,

[

0, =Dy A4 Dy, Q,

Wy = h'al 91 -+ hsz S"z
o,=h, 2 -+N,Q,

dove Q, ¢ Q, rappresentano i periodi ridotti.

Si ha quindi una retta razionale congiungente i due punti
(g gy Ty Dyy) e (b, Ty, Ry, Ry,), che contiene il punto
0, = (v, v,, v, 0,,) e percid anche il suo coniugato 0,.

Dunque: Iesistenza di un integrale riducibile a due periodi
per la tabella (w), porta che esiste una retta razionale inei-
dente alle t ¢ 7.

Viceversa: se esiste una retta razionale appoggiata alle ©
e T, questa contiene (risp. sopra di esse) due punti di coor-
dinate intere (h,, N, Ny, h,) e (b, Iy, h, k), e cid porta
che i punti d’appoggio su t e tdanno i periodi d’un integrale
riducibile ad ellittico.

Questa osservazione permette di stabilire subito il teorema
di Proarp.

Infatti: se ¢’® una retta razionale incidente alle T e <
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anche la retta polare di essa rispetto al complesso (1) risulta
razionale ed incidente alle © e 7. I si noti che, per I’osser-
vazione di RosaTr, la retta polare non puo coincidere colla data.

La stessa dimostrazione si estende facilmente al caso p > 2.
Invero per p qualunque, essendo data la matrice

“ Oy, Op, oo Oy

si ricorrerd alla rappresentazione in uno spazio Sgp—q: i p punti
(0,2) (0,2) .. (Wpy) € i_loro coningati daranno in questo, invece
delle due rette T e 7, due spazi sghembi S,_;, che designeremo
ancora con T e T. ‘

La relazione di Riemann

(1) Ye, %y, =0

dard ancora, nello 83,1, un sistema nullo non degenere, a cui
corrisponderd un complesso di oo*?=5 yette unite (dicesi unita
una retta quando & contenuta nell’ iperpiano polare d’ogni suo
punto).

Qui, prendendo per le z e le y le v di due righe qualunque

. . plp —1 . . .
della matrice, la (1) da RQ)—‘)-—) relazioni, tutte cogli stessi

coefficienti ¢: cio significa che tutte le rette degli spazi © e
< appartengono al complesso anzidetto.

Ora un sistema regolare oo? di integrali riducibili corrispon-
derd ad un Sz rvazionale incidente secondo un Sy ai due

S

Sp—1 considerati T e <.

Se ¢’é un tale Sy_y anche lo Sy,_g—1 razionale, polare di
¢ss0, riesce incidente a 1t e <.
B cosl riesce dimostrato, in generale, il teorema di POINOARE.

Nora. —— Quale proprietd algebrico-geometrica risponde per
una varietd abeliana a p dimensioni, V,, all’esistenza di un
sistema di ¢ integrali riducibili (indipendenti) con 2¢ periodi?
[0 facile riconoscere che questa riducibilita significa che il
gruppo continuo o<? delle trasformazioni (permutabili) di prime
specie di V,,, & algebricamente imprimitivo, ¢iod contiene un sot-
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togruppo algebrico oo? di dimensione ¢, rappresentato da un
sistema oco?—¢ di varieta algebriche abeliane 7, le quali ven-
gono scambiate fra loro dalle oo? trasformazioni di V.

Per dimostrare 1’asserto, si supponga che fra i p integrali
corrispondenti alle linee orizzontali della matrice dei periodi w,
i primi ¢, cioé u,u, ..., sieno riducibili, per modo che am-
mettano 2¢ sistemi di periodi Q, combinazioni lineari a coef-
ficienti interi delle o (formule di pag. 237). Allora, ponendo

u, = cost, w, == cost ... u, = cost,

si definisce sopra ¥, una varietd V,, suscettibile di variare
(colle indicate costanti-parametri) in una serie co?—4¢. I la detta
¥V, ammettendo una rappresentazione parametrica con fun-
zione 2¢ volte periodiche relative ai periodi @, sard una va-
rietd abeliana ece. ' c. d. d.

I8 chiaro anche che, viceversa: se il gruppo oo? delle trasfor-
mazioni (permutabili) di prima specie della varietd abeliana v,
ammette un sottogruppo algebrico o=, fra gli integrali della
varietd, ve ne sono ¢ riducibili con 2¢ periodi.

Data questa interpretazione geometrica della riducibilita
degli integrali abeliani (sia particolari appartenenti ad una
curva, sia generali), il teorema di PICARD-POINCARE dice
che :

Se per la varieta abeliana V,, il gruppo oo? delle trasfor-
maszioni di prima specie possiede un sottogruppo wlgebrico oc?
{q < p) di trasformazioni di primae specie, esso possiede di con-
sequenza anche un secondo sottogruppo algebrico ooP—4,

Sotto questo aspetto la dimostrazione del teorema si trova
nella Nora di C. CASTELNUOVO: Sugli integrali semplici appar-
tenenti ad unae superficie irregolare (« Rendic. Lincei », 4 giu-
gno 1905).

Il concetto di tale dimostrazione & assai semplice. Riferen-
doci, per esempio, al caso p = 2, si ha una superficie abeliana I,
contenente un fascio (ellittico) di curve ellittiche C. Pongasi
che queste € vengano realizzate proiettivamente con curve di
un certo ordine n, normali in uno §,_,; allora bastera cercare
il Tuogo dei punti stazionari (contatti n-punti cogli iperpiani
tangenti) di tali curve, per ottenere una curva ellittica I,
la quale verrd mutata in sé& da oo' trasformazioni di prima

. ENRIQUES - IV, 16
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specie di F, formanti entro il gruppo o<® un secondo sotto-
gruppo algebrico ot ('),

39. Superficie iperellittiche. — Studiamo pitt particolar-
mente le varietd abeliane, e le involuzioni sopra di esse, nel
caso del genere p =2: si ha ailora una famiglia di superficie
che ammettono una rappresentazione parametrica per mezzo
di funzioni doppiamente periodiche di due variabili indipen-
denti, le quali prendono il nome di superficie iperellittiche.

Per quanto si & detto nel § 36, tutte queste superficie si
possono costruire partendo dalla superticie abeliana i eui punti
rispondono biunivocamente ai punti (uwwv) del prismatoide dei
periodi normali:

w|lwne 0 a, a,
. v| 0 @ oa, a,
ovvero
L0 =, =,
v l TIH TQ?’

od anche, seguendo la notazione pitt usata per questo caso,

1 0 g h
01 n ¢

colla solita disuguaglianza fondamentale.

Questa superficie che (colle sue involuzioni) da tutte le
superficie iperellettiche, & la superficie di Jacobi F, rappre-
sentativa della varietd delle coppie di una curve del genere
p=2, e riesce cosl definita a meno di una trasformaznone
birazionale.

Si pud eostruire un modello di F partendo dalla eurva

di ordine 6 e di genere 2

JEN) =7 —1,(§) =03

si porra

(1) -.:E1+&z’ y=E§5&, =7+,
e si elimineranno poi le § e le n fra le (1) e le
(2) JEM) =0, fi&m,)=

(1) Cfr. il ragionamento analogo sopra le superficie ellittiche di genere
zero, nella nota di F. ENriQues: Sulle superficie di genere sero. (« Rendie.
Cireolo Mat. » di Palermo, 5 Marzo 1905).



CAPITOLO IIT - 243

Naturalmente si pud far ricorso ad una qualunque altra
terna di funzioni simmetriche delle coppie di punti della f.

[t anche facile costruire geometricamente una F. La costru-
zione pilt semplice si ottiene partendo da una curva del sesto
ordine C; del genere 2 normale in §, e segando con un 8,
la varietd V delle sue corde. (Si noti che la varietd delle corde
di C; & Pente dunale delle varietd degli S, bitangenti alla
stessa C,, sulla cui considerazione — nel caso generale - ab-
biamo foundata la risoluzione del problema @ inversione).

Si vede facilmente che

1) La varvieta V é una ¥V, dell’ottavo ordine e quindi anche
la sua sezione iperpiana F appare una superficie Fg, d’or-
dine 8. .

Infatti ogni retta dello 8, si appoggia ad 8 corde di C,,
che rispondono agli 8 punti doppi della proiezione piana di C
fatta da quella retta.

2) La I, contiene le 15 retfe che congiungono a due a
due i 6 punti traccie di U, sullo S,, ed inoltre la cubica gobba
per i detti 6 punti, che & traccia della rigata R delle corde
congiungenti i punti coniugati nella ¢! canonica appartente
a C,. Che in effetto codesta rigata R sia del 3° ordine risulta
da ¢io che essa deve essere (razionale) normale in S, come &
normale la C,, altrimenti si potrebbe considerare come proie-
zione ’una rigata dello stesso ordine di §, sulla quale si tro-
‘verebbe una curva d’ordine 6 avente come proiezione la
nostra O, di §,. :

Il grado della suddetta rigata si calcola anche direttamente
‘tagliandola con un S_z: questo definisce un fascio di S, che
segano sulla C; una q ; sopra una curva di genere due una (/
e una ¢! hanno tre u)pple di punti a comune (cfr. vol. III
pag. T4) come del resto risulta subito osservando che questi
rispondono agli ulteriori tre punti doppi di una curva piana
d’ordine 8 ¢ genere 2 dotata di un punto doppio e di un
punto sestuplo, centri dei fasci seganti la (/ e la q

3) La F possiede come punti quadxnph i 6 punti traccie
di ¢, sullo 8,. Infatti Ia ¢, & curva quadrupla per la varietd V,
delle corde di C;, perché una retta incidente a ¢, incontra
ulteriormente 8 —4 =4 corde della O, stessa, le quali corde
corrispondono a 4 punti doppi della quintica piana che si ot-
tiene come proiezione della C; da quella refta.

4) La F, possiede molbre una curva doppia de

]r'o

ordine
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Passante semplicemente per i punti quadrupli traccie di Cj.
Questa proprietd significa che la superficie ¢, lnogo dei punti
per cui passano due corde di C,, & d’ordine 7 e contiene la
C; come curva semplice.

Per dimostrarlo si osservi che se per un punto P passano
due corde, « e b, di Oy, il piano « contenente « e b & sostegno
d'un fascio di iperpiani che segano ulteriormente la C, se-
condo la ¢! canonica. Segue che le quaterne di punti d’ap-
poggio di eoppie di corde coplanari, appartengono alla ¢
residua della ¢! canonica. Ogni siffatta quaterna H, H, H, I,
da luogo a tre punti P, P, P,, diagonali del quadrangolo
H, H,H,H,, che deserivono la superficie . Uno di questi
punti ¢ ule in un punto O di €, quando in O coincidono due
punti H di un gruppo della suddetta (/ pertanto vi & una
sola coppia di corde coplanari pa.ssantl per O, quelle che
congiungono O con gli altri due punti della quaterna della gf
contenente O contato due volte. Segue che ciascun piano «
(contenente due corde) sega la superficie ¢ in 7 punti sempliei:
H H,H H, P P,P, onde o risulta d’ordine 7.

Riassumendo:

La superficie di JACOBL intersezione d’un S, colle varield
delle corde della sestica di genere due normale in S, é une super-
ficie d’ordine 8, dotate di una curva doppia d’ordine T che
passa per 6 punti, i quali sono quadrupli per la superficie; e
contiene le 15 rette congiungenti « due a dwe i@ detti 6 punti, e
la cubica gobba da essi determinate.

Uno studio ulteriore della superficie mostrerebbe che la
sua curva doppia appartiene ad unma superficie del 4° ordine
avente come doppi i suoi 6 punti quadrupli, e secante ulte-
riormente la superficie nelle 15 rette e nella cubica gobba
sopra nominate.

La superficie di JAcoBl F possiede nun gruppo misto com-
posto di:
1) oo® trasformazioni birazionali permutabili di prima
specie '

’

(2 1 -+ cost.
v/ = v + cost.

]

i mod. periodi

I

formanti un gruppo continuo che opera in modo assoluta-
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mente transitivo sui punti della superficie, la corrispondenza
di due punti determinando une trasformazione: ()
2) e oo® trasformazioni involutorie di seconda specie

!

U’ = — u -~ cost.

v o= — v ‘cos(‘,.,

che operano del pari sui punti di F in modo transitivo, sicché
esiste unae involuzione della serie in cui sono coniugati due
punti (wv) e (v v').

Qui si noti che tutti i gruppi della ¢! canonica apparte--
nente alla ¢, corrispondono ad una sola eoppia di valori w e v:
pertanto la ricordata cubica gobba appartenente alla g appare
come una curva eccesionale, che ciascuna trasformazione della
_superficie porta in un unico punto.

Abbiamo pur detto che la seconda serie di trasformazioni
viene definita sopra la curva di genere due quando si asso-
ciano le coppie di punti residue rispetto ad una serie lineare _q4

Fra le trasformazioni di prima specie ve ne sono delle
cicliche d’ordine & qualsiasi, e in particolare delle involutorie
(8 =2), che si ridueono al tipo:

w=u

S 1
? 'U/E'l"'l—';:.
4]

La superficie Fs che rappresenta i gruppi d’una siffatta
involuzione I5 ammette una rappresentazione parametrica me-
diante funzioni quattro volte periodiche di due variabili w e v,
coi periodi primitivi

\' L 0 ¢g NI
[0 1wy
[0 3

e vi & corrispondenza biunivoca fra i punti del nuovo prisma-
toide dei periodi e i punti della superficie. Questa si dice una
superficie iperellittica (propria o di rango 1) di divisore o ed

(1) Come viceversa, un tale gruppo oo2 @i trasformazioni permutabili
cavatterizzi le superficie iperellittiche proprie (incluse le degenerazioni)
ha dimostrato E. Prcarp (v. § 42).
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ammefte sempre il gruppo misto oo® delle urasforma/,lonl di
prima e seconda specie.

Ma conviene anche considerare le superficie ipevellittiche
i cui punti rispondono ad un gruppo di » > 1 punti del cor-
rispondente prismatoide dei periodi primitivi: le quali si dicono
superficie iperellittiche di rango r. ‘

LEsse rispondono ad involuzioni I, non trasformate in sé
dalle trasformazioni di ‘prima specie, sopra la superficie Fs o
ad involuzioni I,; sulla superficie di Jacosl. Limitiamoci a
dire qualcosa delle superficie di rango » > 1, per 8 =1. A pre-
scindere dalle superficie iperellittiche degenerescenti (che si
ottengono dalle involuzioni razionali, definite da una qualsiasi
rete di curve) la superficie di JACOBI generale F contiene sol-
tanto involuzioni d’ordine » = 2, sicché si hanno soltanto super-
ficie iperellittiche di rango r =2, corrispondenti alle mvolu-
zioni di seconda specie che appartengono alla F.

Queste superficie sono definite a meno di una trasforma-
zione birazionale, e come modello della classe si pud assumere
una ben nota superficie del 4° ordine, gia incontrata da KuMmMER
nello studio dello spazio rigato, e di cui KLEIN ha scoperto
la rappresentazione parametrica mediante funzioni iperellit-
tiche.

Di questa superficie e della sua rappresentazione iperel-
littica vogliamo dare qualche notizia, aggiungendo poi qualche
indicazione bibliografica sui lavori di KLrIN, CAYLEY ecc.
fino a HumBierT, che hanno costruito la classica teoria. Per
quel che concerne la determinazione delle superficie iperellit-
tiche di rango maggiore di 2, con periodi singolari, basterd
rimandare alle memorie di: ENrRIQUES ¢ SuvERL: Mémoire sur
les surfaces hyperelliptiques Acta mathematica, 32, 1908; Ba-
GNERA e DE F'rRANCHIS : Le superficie algebriche le quali am-
mettono una rappresentasione paramelrica mediante funsiond
iperellittiche Mem. Soc. [t. di Scienze (dei XL), 1909.

40. Superficie di Kummer. — Diciamo superficie di Kum-
MER la superficie del 4° ordine dotata di 16 punti doppi. 1.7 esi-
stenza effettiva di una tale superficie resulta senz’altro dalla
possibilitd di seriverne 1’equazione, che daremo pitt avanti, e
sard sapposta nel seguito. La superficie di KumMmmer si pud
quindi definire come superficie del 4° ordine che possiede
il massimo numero di punti doppi isolati, senza possedere linee




CAPITOLO IIT 247

doppie. Cid resulta dalla proprieta di I di essere superficie
di 4° classe. Infatti la classe di una superficie F' si determina
cercando il numero dei piani tangenti per una retta @, ¢ gquindi
intersecando I colla curva comune alle polari di due punti
di « (cefr. T I1I, § 19, vol. II, pag. 152). Nel nostro caso queste
polari sono superficie enbiche, passanti pei 16 punti di F, e
percid la curva suddetta interseca F, fuori dei punti doppi, in

3:-3.4 —2.16=4

punti, che sono i punti di contatto dei piani tangenti per «.
B ovvio che, se la F potesse possedere pilt che 16, ciod 17
punti doppi, la sua classe scenderebbe a 2, che & assurdo,
perché le superficie di 2" classe sono anche d’ordine 2.

Il eono circoseritto alla I da uno dei suoi punti doppi, O,
€ un cono del 6° ordine (avendosi 6 tangenti per O ad una
quartiea, di genere due, sezione (’un piano per 0), che pos-
siede 15 generatrici doppie, proiettanti i rimanenti 15 punti
doppi, e percid si spezza in sei piani: ciaseuno di questi resulta
tangente ad F secondo una conic¢a, e contiene, oltre 0, altri 5
punti doppi di ' per modo che tali piani sono in numero di

6-16
6

= 16.

Dunque: I 16 punti doppi di ¥ si distribuiscono, « 6 a 6,
sopra 16 piani tangenti Inungo coniche. I 6 piani che passano
per un punto doppio toccano il cono di second’ ordine oscula-
tore in esso alle F. I 16 piani tangenti doppi si tagliano
fra loro in 8-15 rette che sono le congiungenti dei 16 punti
doppi.

Resulta da ¢id che il piano tangente ad F in un punto
semplice, P, sega la I’ secondo una quartica di genere due,
che non pud mai acequistare altri punti doppi, perché possiede
sempre 16 tangenti doppie distinte, sezioni dei 16 piani tan-
genti doppi (efr. vol. I, § 21). Se ora si considerano i tre bi-
rapporti indipendenti formati dalle sei tangenti alla quartica
condofte da P, che costituiscono gli invarianti assoluti della
quartica, si vede che questi debbono restare costanti al variare
del punto P su I'. Infatti se si fa variare P sopra una curva
(p. es. sezione piana di I") che non passi per aleun punto
doppio di F, quei birapporti non possono mai diventare 0




248 LIBRO SESTO

0 oo, ed essendo funzioni algebriche del punto rimangono
costanti, Dunque:

Le sesioni piane tangenti della superficie di KUMMBER sono
quartiche di genere due birasionalmente identiche.

Al sistema oc® di queste quartiche appartengono le coniche
doppie sezioni dei 16 piani tangenti doppi, su ciascuna delle

quali si hanno come punti di diramazione i 6 punti doppi.

Le proprietd pit salienti della superficie di KuMMER, I/, sono
in relazione alla circostanza che la F & superficie singolare del
complesso di rette di 2° grado. Daremo su ¢io brevi spiegazioni.

Dicesi complesso di rette di 2° grado il sistema oc? delle

rette — rappresentate dalle coordinate plueckeriane p;, (cfr.
Libro I, § 19, vol. I, pag. 120) — che soddisfano ad un’equa-

zione di 2° grado:

AN
~Qigrm Pin P = 0.

Le rette del complesso che passano per un punto O gene-
rano un cono quadrico, che & il cono complesso di vertice O
e dualmente le refite del complesso appartenenti ad un piano o
inviluppano la conica complesso di questo piano. Si dice singo-
lare un punto per cui il cono-complesso si spezza in due
piani (fasci) e un piano la cui conica-complesso si spezza
in due punti (fasci). Superficie singolare & il luogo dei punti
singolari; di cui si dimostra poi che & anche inviluppo dei
piani singolari.

Per riconoscere nel modo pitt semplice le proprietd del
complesso di 2° grado e della sna superficie singolare, con-
viene ricordare che lo spazio rigato, tenuto conto della rela-
zione quadratica che lega le coordinate di vette (Libro I, § 19),
si pud considerare come una quadrica @, in uno spazio lineare
S, a 3 dimensioni. Quando si adotti questa rappresentazione
kleineiana, il complesso di 2° grado appare come una varietd '
del 4° ordine (= C, intersezione di ¢ con un’altra qua-
drica ¥V, e quindi con un fascio di quadriche. La quadrica @
contiene due sistemi oo® di piani, o e 3, rappresentanti rispet-
tivamente le stelle di rette e i piani rigati, che soddisfano
alle seguenti proprieta:

@) due piani o dello stesso sistema hanno a comune un
punto; :
b) due piani a,  di sistema diverso non hanno general-
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mente punti comuni; e qualora siano incidenti si segano se-
condo unae rette;

c) per ogni retta di @ passano due piani, uno apparte-
nente alla serie «, ¢ uno alla .

La superficie singolare-luogo del complesso C viene rap-
presentata dalla serie dei piani o« tangenti a ¥ e percido se-
ganti C, in coppie di rette; la superficie singolare-inviluppo
dalla serie dei piani f§, che tocecano similmente V. Preso un
punto qualsiasi O di @, ¢’& un cono sezione dello S, tangente
a @ in O, che contiene co' piani « e co! piani f:in ciascuna
serie di piani, « e B, si trovano 4 piani tangenti a C,; infatti,
segando la figura iperspaziale con un 8,, avremo una super-
ficie del 2° ordine ¢ — sezione del cono tangente a @ in 0 —
e su questa una quartica ellittica (di prima specie) traccia
di C,: i piani 2« ¢ § tangenti a C, corrispondono alle gene-
ratriei di ¢ che toccano la detta curva. Si sa che i punti
di confatto, per ciascuna serie di generatrici (bisecanti la
curva), sono 4 e formano eguali birapporti. Da cid si ricava il
teorema:

Sopra ogni retta dello spazio ordinario vi sono 4 punti
singolari per un complesso di 2° grado; e parimente per ogni
retba passano 4 piani singolari: i quattro punti singolari sopra
unae rette e ¢ quatiro piani singolari per essa formano eguali
birapporti.

Di qui segue che una rvetta tangente alla superficie singo-
lare luogo, riesce anche tangente alla superficie singolare invi-
luppo, e percid che le due superficie singolari sono la medesime
superficie, di 4° ordine e di 4" classe, concepita una volta come
luogo dei swoi punti ¢ una volte come inviluppo dei swoi pieni
tangenti.

Questa superficie singolare possiederd come punti doppi i
punti il cui cono complesso si riduce ad un faseio contato due
volte, e analogamente come piani tangenti doppi quelli per
cui la conica complesso si riduece ad un fascio confato due
volte; & facile riconoscere a priori (e risulterd confermato
dalla rappresentazione seguente) che il numero di tali punti
e piani singolari & finito e quindi eguale a 16.

La superficie singolare I' del complesso di 2° grado & una
superficie di Kummer, d’ordine ¢ di classe 4, con 16 punti
doppi e 16 piani tangenti doppi.
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TrorpMA D1 KuEIN. -- La superficie di Kummer I si puo
considerare come immagine di una involuzione del 2° ordine
appartenente alla superflcie di Jacobi rappresentativa delle
corde (o delle coppie di punti) di una curva del genere due, in-
voluzione generata su queste da wne trasformasione di 2" specie:
16 punti doppi corrispondono alle 16 coppie di corde coniu-
gate coincidenti.

Per ottenere questa rappresentazione di F si noti che ad
ogni punto di I corrispondono due fasci di rette del com-
plesso O, costituenti insieme il cono-complesso del punto, i
quali hanno come immagini sulla quadrica @ due rette di C,
giacenti in uno stesso piano o: bastera dimostrare che ftali
coppie i rette, «, e «,, corrispondono appunto alle coppie di
corde d’una curva di genere due, per modo che le coppie dei
punti d’appoggio sieno residue rispetto ad una qj

Per cid si proietti la varietd del 4° ordine C; da una sua
retta, p, sopra un §,. In tal guisa il complesso ¢, = C viene
appresentato binnivocamente sullo S,, poiché i piani per p
segano in un sol punto variabile tanto lo S;, quanto la va-
rietd O,, intersezione delle due quadriche @ e V, le quali
riescono tagliate dai detti piani secondo due rette che hanno
un sol punto in comune.

In questa rappresentazione le immagini delle sezioni iper-
piane di C, (cioé delle congruenze del 2° ordine sezioni di C
coi complessi lineari) sono superficie cubiche passanti per una
curva quintica K, del genere 2: le coppie di rette «, a,, sono
proiettate in corde a', a', di I, appartenenti a piani che
passano per un punto fisso della I, stessa, cioe per il punto P
traccia sopra lo §; del piano o di @ che contiene p, ed i
piani per P segano appunto sulla I, la _(/i rispetto alla quale
sono residue le coppie di punti di appoggio delle corde «,
e @,. Inoltre per P passano 16 piani bitangenti alla I{, (che
danno le 16 bitangenti della quartica proiezione di K, su di un
piano): ad essi rispondono i 16 punti doppi della superficie I'.

Vogliamo ora presentare la superficie di KuMmer dal punto
di vista analitico.

Per ottenere I’equazione della superficie singolare d’nn
complesso quadratico, cominciamo a scrivere 1’equazione di
questo in una forma canonica in cui spariscono i termini
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rettangolari che non contengono una delle tre Vauablll P
Ps Py aventi il primo indice uguale ad 1:

S Vi 20,0000 20,0505 A 20,9 Dy = 0

(nella serittura usata per i termini rettangolari, in cui & fisso
I’indice 1, si noti la permutazione circolare del residui tre
indici 2, 3, 4).

A tale forma canonica ¢i si riduce come segue. Si assuma
.anzitutto come piramide fondamentale per le 6 coordinate
omogenee 2, z, ... 5;, cui sono riferiti i punti dello S, conte-
nente la quadrica @, un esaedro autoconiugato tanto rispetto
alla quadrieca @, rappresentativa dello spazio S, rigato, quanto
rispetto alla quadrica V7, rappresentativa dell’equazione del
nostro complesso. Scegliendo opportunamente il punto unita,
le equazioni delle quadriche @ e ¥V diventano

allora le tre coppie di iperpiani

z2,=2,=0, 5,=5,=0, z,=2,=0
definiscono nello spazio ordinario S, tre congruenze lineari di
rette, ciascuna dotata di due direttrici rettilinee, per modo
che le tre coppie di direttrici sono fra loro incidenti, costi-
-tuendo gli spigoli opposti @’ un tetraedro.

Precisamente, ricordando che due rette del nostro 8§, sono
incidenti quando i loro punti rappresentativi nello S, sono,
coniugati rispetto alla quadrica @ (cfr. vol. I, pag. 120, libr. 1,
§ 19), le rette della congruenza z —z, =0 sono incidenti
alle due rette rappresentate dai punti comuni alla @ e ai
quattro iperpiani

z, =0, 7,=0, z,=0, z,=0.

Similmente si trovano le altre due coppie di diretérici re-

lative alle altre due congruenze z, =z, =0, ¢ 2,=2,=0, ¢
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poicheé le direttrici di eciascuna congruenza appartengono vi
sibilmente alle altre due, segue la relazione di mubua ineci-
denza, che fa delle 6 rette gli spigoli opposti di un mede-
simo tetraedro. Rispetto a questo tetraedro preso come fonda-
mentale per le coordinate nello S,, I’equazione del complesso
assume la forma canoniea sopra indicata.

Infatti la congruenza delle rette incidenti agli spigoli op-
posti z, =, =0, 2z, = x, = 0, visulta ora data dalle due equa-
zioni lineari

Pio =Py = 0

e poiché essa deve coincidere con la congruenza sopra con-
siderata

5, =2,=0

risultano z

, © %, combinazioni lineari di p,, e p,,, cioé

5, = A Pus i Days By =My Pys + oy,

Similmente risulta

gy = 7‘31)14 4 [y Pag g, = )\42)“ By Dy
gy = )‘57'13 + R Payy By = Acpm = Py

onde !’equazione del complesso
E ]553{2 = 0

trasformata nelle p;, assume appunto la forma canonica in--
dicata. .

E si noti che la eseguita riduzione a forma canonica di-
pende essenzialmente dalla partizione dei 6 iperpiani z;, =10
in tre coppie, ia quale partizione pud evidentemente farsi.
in 15 modi diversi. _

Ora nell’ equazione canonica del nostro complesso, al posto
delle coordinate plueckeriane p;, poniamo le loro espressioni
per le coordinate di punti

Pir = (0, Yr — ZrY,),
si avrd I’equazione
Zan(ZYr — 1Y) +
+ 20,2y, — 2,0,) (8,9, — 2,9,) + ‘_’.b3(ﬂ?‘?/3 — XY )XY, — BY,) -+
- 2b4<x1y4 - 1134?[')(!32?[3 - -’U;,’![.Z) =0.
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Ordiniamo questa equazione mettendo in-evidenza le y,,
e scrivendo sotto I’indicazione sintetica di 7', il complesso
dei termini contenenti la 4, , che non e¢i interessano, in quanto
dovremo poi porre y, =0. Con ¢id I'’equazione suddetta appare

-

2 2 2 2 2 2 2 2
Ti + (amxi 4y, “24“’4)?/2 4= (@@, _I’“ @3, + "’34564)?/3 +
-+ (“Hm; —+- a,“:v; -+ “34m1)f’/1 -
—2 { €53, % ~+ (vb-z - bs)“"x% } Yol — 2 % @, T, (bs - b4)x1x3} Y9,
— 24 0%, (b, — b)rw, { = 0.

Questa equazione — tenute fisse le & — rappresenta il
cono-complesso del punto (z). Facendo in questa y, =0, si ot-
tiene la conica sezione col piano y, =0, la quale sezione &
degenere (in due rette) quando il vertice del cono appar-
‘tenga al piano y, =0, o quando il cono stesso sia degenere
in due piani, cioé quando. il punto (2) appartenga alla super-
ficie singolare I del nostro complesso. [.’equazione di questa I?
si ofterrd dunque annullando il diseriminante della forma qua-
dratica ora scritta, da cui si sia tolto 7',, che appunto sva-
nisece facendo y, = 0. Precisamente, annullando il detto di-
scriminante, ove si ponga, per semplicitd di serittura

b, — b, = b, —b,=¢,, b, —b,=c¢c,

[012 +ep e, = O]

Ciyy
si ottiene I’equazione

' (axza’ + “73 b 0)4'1,4) (— Ay50y Ty — (1“117111)4) (— @y, T, %, — 013'741"”3)
2 2
(— @y, %y — €, B, X)) (€T A=y, %, +- @, T 4) — T, T W,)
\ 2
(— @y 2, %, — cl3$ix3) ( Uy, T, — € 5T ,) (“Hxi - @,,%, " a, 'v )

Occorre sviluppare questo determinante per riconoscere
anzitutto come esso sia divisibile per 'vi, onde si stacca il
piano 2, =0 contato due volte e resta una superficie del
quart’ ordine, la nostra F, di eui dedurremo’ poi I’ equazione
in una forma semplice.

A tale scopo cominciamo col ricordare che un determi-
nante simmetrico del (terz’ordine) del tipo

1 b:; ' bz

b, a, b

3

a

1

b, b, a,
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vale

aa,a, -+ 20, b,b, — b, — ab, —ab,
sicché 1’equazione precedente si serive

((tlgrvf +a23a, -, '2/4) (a”'z, +a,q. {—(¢34'v ) (auxf —+ a“m§+ a, % 3)
— 2(a,, %@, + 5%, ,) (”’24‘”2’”4 + 0,0 8) (A %,T, - ¢, 2,3,) —

— (ammf -+ (cgarc: 4 @, ) (4,22, + ¢,2,2,)° — ‘

— («',.,n;.2 -+ (tg.ia:i + a,, mL) (€, 0,2, + ¢,,0,2,)° —

((L,[b,-!—(m -+ @, m) 1,4, T, 4+ ¢, @,2,)° = 0.

A questo punto lo sviluppo dei calcoli si presenta come
assai complicato, ma se ne viene a capo con relativa facilita.
tenendo conto delle simmetrie formali, per cui se manca un
termine mancano anche i termini analoghi, e ricordando che
la somma dei coefficienti ¢,, ¢, ¢,, & nulla. Precisamente si
comincid col notare che mancano i termini che non conten-
gano fo , onde & possibile la (11\71510116 per@ Eseguita questa
(ciod astramou fatta dal fattore @ per i termini che lo con-
tengono) si vede che le z ﬁgurano solo al quadrato meno
che in un unico termine, che contiene il prodotto =, 2,z,,
di tutte e quattro le =z, sicché 1’ equazione risulta del tipo

A + Ay, + A, + Az, -+
-k Bl,bf'va + B, 'vf’oe + BHQ:2$2 -+
+B,;z;7'v' + B, 2, ,,, -+ B“z 'z, -+
-+ Cx v, v,0, = 0.

Ora importano in particolare i coefficienti delle quattro
quarte potenze che risultano

A4 = (tm(tm(t“ A — (‘12023(!24,

onde viene naturale eseguire la trasformazione

. ' 4
X, =Vao,0,-%, X,=Va,0,0, 2,

4 4
Xz = V“as“’zs“m' 2% X4 = v“n“u“u' Z,
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che rende uguali ad 1 i coefficienti delle quarte potenze. Ac-
cade che con questa trasformazione diventano anche uguali
le coppie di coeflicienti di

2

2.2 2,2 S22 L2 2 2.2 2.2
XX, e XX ; XX, e X, X; XX, e XX,

sicché in definitiva si ha U equaszione della superficie singolare
del complesso quadratico sotto la forma classica:

X, 4 Xy -+ Xy X, - (XX 4+ XX -+
+ 2, (XiX FXXG) A (X X XoXo) + (X X,X,X,) = 0.

dove

p p— Opalty, —+ (y,0, — Gy
2= —

Va,a,,a,.0,,

2
W, + a,,a,5— ¢,

13 = T
Vaa,,a,,0,,
2
b W@y =y, 8y — ¢y,
=
Vea,,a,,a,a,
= — (¢ Ci2C 30y @, 0,,C, 5 0,05 - ¢, “"a 44)

v(t12a13a14(¢’3a24a34

Qui si noti che i quattro parametri %, X, A, v che figurano
nella equazione della superficie F' non possono essere qua-
lunque, ma sono legati da una relazione. Infatti per valori
generici dei detti parametri ’equazione rappresenta una su-
perficie che non ha punti doppi, cosa immediata a verificarsi,
ad esempio dando il valore 0 a tutti i parametri.

La relazione accennata si potrebbe trovare scerivendo che
la F possiede un certo punto doppio di coordinate « v 3, ciod
che queste coordinate annullano le quattro derivate parziali
del polinomio F. Si ottiene cosi un sistema di quattro equa-
zioni cubiche ed omogenee nelle a3, e lineari non omogenee
nelle 2,2, %, p. Kliminando aBy 38 si avrebbe I’accennata rela-
zione fra X, A %, 1. Inoltre le quattro equazioni suddette per-
mettone di esprimere X, A, 1 in funzione di «fv3, onde si
perviene ad un’equazione di I che mette in evidenza le coor-
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dinate det 16 punt@ doppi :
(@B — y?8%)(aty® — B70%)(@®3* — B*v?) - | X} -I-X;+X; + X' —
— (22— 28028 — B2y ) { (@ -+ PPy - 87) (00 + B — v —EF) a*B2—y?3*)
| vwﬂ&-&ﬁf
— (@ B — By e B Y@y - 8 2y B
XX - XE XY

— By — 2" — )}
SESR R R

2

— (2B — 0%y — B8°) | (2 -1 - 8%) (@’ 42

+2apY5(a2_l_ﬁ2+Yz+52)(0‘?+§2_,¥2_____52)(a2_i__.{2_-Bz_ai)(m?__{_ag_pg_‘),g)' .
XL XL X XJ
=0.

Si verifica facilmente, anche se con calcoli lunghi, che effet-
tivamente la F cosl scritta ha come doppio il punto («fy?2),
in quanto ne annulla le derivate parziali. Quindi il gruppo
dei 16 punti deppi & dato dalla tabella seguente:

(o, B, 75 8), (0, — By —7:8), (B &, —28,—7), (6 —rx,B —a
By—=o—=257), B %5871), B—od—7) (,——a, ).
(@, — B, 1,—20), (o B -1, 8, =23 a—208), &1, B, )
(. 8,0, 8), &1, —B—a), G—1,—Ba, @&71,—a —f)

Che questi siano i 16 punti doppi della F risulta dal fatto
che I'equazione di F' rimane invariata quando si cambi il
segno ad una coppia di coordinate o si permutino le coordi-
nate stesse secondo le tre sostituzioni

(z,2,)(v,,) (@@, )(@,%,) (m, 2 )(@,m,).

I’equazione della superficie singolare del complesso quadra-
tico dipende, come abbiamo detto, da tre costanti essenziali,
‘che sono invarianti assoluti della superficie. A priori anche
la superficie del 4° ordine con 16 punti doppi deve possedere

34 —-16—15=3

invarianti assoluti, e del resto & facile riconoscere che la sua
equazione pud sempre ricondursi alla forma canonica data per
la suddetta superficie singolare. Cio significa che la superficie
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\

di KuMMER pilt generale & superficie singolare per un com-
plesso quadratico. ,
Ma i complessi quadratici (ossia le varietd C intersezioni
di due quadriche dello ;) dipendono da 19 costanti arbitrarie
e possiedono quindi
19 — 16 =4

invarianti assoluti. Percid una stessa superficie di KUMMER
deve resultare singolare per oc' complessi quadratici.

Invero ¢ facile riconoscere, con KLEIN, che ad un complesso
di 2° grado & associata una serie oo' di complessi analoghi
(confocali) che posseggono la stessa superficie singolare. Infatti,
assumendo come immagine del complesso C la varietd C, di S,
intersezione di due quadriche @ e V, resta definita in 8, la
schiera delle quadriche-inviluppo determinata da @ e ¥V, ente
duale del fascio, che & la serie delle quadriche possedenti i
medesimi iperpiani tangenti. Ora ad un punto della superficie
singolare di € risponde un piano « di @ che sega V, e quindi C,,
in una coppia di rette incrociantisi in un punto P; e I’ iper-
piano S, tangente a V in P, per il fatto di contenere un piano,
riesce di conseguenza tangente anche a ¢ e quindi iperpiano
tangente comune a tutte le quadriche della nostra schiera:
segue che le varietad del 4° ordine sezioni delle quadriche della
schiera con @, danno altrettanti complessi di 2° grado colla
medesima superficie singolare. Questa serie di complessi di 2°
grado confocali riesce una serie d’indice 4, cioé vi sono 4
complessi della serie che contengono una retta arbitraria.

41, Rappresentazione della superficie di Kummer mediante
funzioni iperellitiche. -— Abbiamo counsiderato la superficie
di KuvMMER sotto 1’aspetto algebrico-geometrico, rilevandone
le pitt elementari proprietd. Si & pure riconosciuto che essa
pud essere rappresentata sulla varieta delle coppie di punti di
una curva di genere due, in tal guisa che i punti della super-
ficie rispondano ciaseuno a due coppie di punti della curva
coniugate (ossia residue 1'una dell’altra) rispetto ad una gj;
e nel seguito giovera assumere come ¢> fondamentale quella
- (composta) che costituisce 4l doppio della g;: gioverd supporre
questa serie definita (seecondo il teorema (’ABEL) da u =
v=0 (u e v somme dei valori degli integrali abeliani di prima
specie). '

¥. ENRIQUES - IV. 17
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La superficie di KuMMER figura come una superficie iperel-
littica di rango r =2, cioé pud essere rappresentata para-
metricamente esprimendo le coordinate dei suoi punti come
funzioni abeliane del genere due, ossia iperellittiche, di due
variabili indipendenti. Pertanto, a partire dalla curva di genere
due e dalle funzioni iperellittiche che le appartengono, dovra
essere possibile di ricostruire la nostra superficie e ritrovarne
le proprietd. Di ¢id vogliamo dare un rapido cenno.

Partiamo da una curva di genere due, C, e sia ¢ la super-
ficie di JacoBI che ne rappresenta la varietd delle coppie di
punti: non importa nemmeno pensare ad un modello proiet-
tivamente determinato, come per esempio, quello incontrato
nel § 89; basta qui considerare la ¢ come definita intrinse-
camente, a meno di una trasformazione birazionale.

Sopra ¢ troviamo un sistema oo' di curve K (identiche a C)
che rappresentano le serie di coppie di punti di ¢ con un punto
fisso: questo sistema mon & lineare ma ’indice 2, poich® vi
sono due K passanti per un punto P di ¢ (P rappresenta una
coppia di punti, P, e P,, di C, che appartiene a due serie
diverse di coppie di punti con un punto fisso). Inoltre le K si
segano a due a due in un punto variabile (su ¢) e segano, cia-
scuna in un punto, la curva eccezionale immagine della ¢!
di 0, la quale gia rilevammo comportarsi come un punto ris-
petto alle trasformazioni della superficie di JacoBt ¢. Per-
tanto, se si trasformano le curve I colle trasformazioni bira-
zionali (di prima o di seconda specie) di ¢, si otterranno oo?
sistemi oo' di curve, ciascuno d’indice 2, segantisi a due a
due in un punto variabile e in un punto base fisso (che nasce
dalla curva eccezionale predetta). Insomma tutte queste curve
comporranno un sistema oo® di curve, del grado due, cioé se-
cantisi a due a due in due punti. Le curve di tale pilt ampio
sistema, saranno ancora designate come curve I{, in un senso
piu esteso.

Ora le curve K, sopra la superficie di JACOBI ¢, le vo-
gliamo rappresentare mediante le funzioni 6.

A tale scopo ricordiamo che sopra una curva C la condi-
zione di appartenenza di un punto P, in cui gli integrali
abeliani abbiano i valori « e v, ad una coppia @, per cui le
somme degli integrali siano u e v, data simbolicamente da

0P — G +k) =0
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(efr. § 32, pag. 191), equazione che si puo serivere piu diste-
samente nella forma

(1) b —u—+%, v—v-+k)=0

dove &, e k, sono due costanti di cui qui non ei interessa il
valore numerico. La (1), in cui si considerino variabili « e v,
rappresenta dunque la serie delle coppie di punti di C aventi
come fisso P, cioé rappresenta la equazione trascendente della
curva K appartenente alla superficie di JACOBI ¢.

Inoltre la curva K’ trasformata della precedente K me-
diante la trasformazione di seconda specie

4 /

u=—u, v=—0v

(cioé anche coniugata di K rispetto alla g' canonica) verrd
data dall’ equazione )

B+ +F,, v +v+k,)
o anche — per la parita della funzione 6 — dalla
(2) 6(—u—uw—5k, —v—v—Fk)=0.

Auche una K pit generale, trasformata della (1) mediante
una trasformazione di prima o di seconda specie

u=x==u +a, v==Fv 4+ b
verrda rappresentata dalla
(3) furu—a—+k, vEv—b+k)=0
e la sua coniugata nella g; verrd data dalla
futu—a+k, vtv—>b+k)=0
o anche — per la paritd della funzione 6 — dalla
(4) 9(—1_¢¢u+av——lci, —v=v-+b—F)=0.

Se consideriamo poi una coppia di curve K coniugate fra
lovo rispetto alla g', esse verranno rappresentate complessi-
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vamente annullando il prodotto di due 6 del tipo (3) e (4),
ciod annullando una funzione ¢ del tipo

(5) dlu, v) =
buxru—a-+k, vv—>b-+Fk,)- b(—ugu+a—=k, 5$v+b—-ke);

si noti che questa ¢, ove si aumentino le variabili v e v di
una delle quattro coppie di periodi normali, resta inalterata
o viene moltiplicata per e—*%u+** o per e—*®=+ in ogni caso
per un fattore che & indipendente dalla particolare scelta
della coppia di curve K considerate.

Prendiamo ora quattro di queste ¢ linearmente indipendenti
e poniamole proporzionali alle coordinate omogenee di un
punto (z,x,%,x,) dello spazio S;, il che significa porre le coor-
dinate non omogenee

eguali ai quozienti delle dette ¢. Poiché tali quozienti risul-
tano funzioni quadrup!amente periodiche delle variabili v e »,
essi costituiscono tre funzioni abeliane fra le quali interce-
derd un’equazione algebrica: la quale da una superficie F, i
cui punti sono funzioni razionali delle coppie di punti di C.
Ora & facile vedere che:

1° alle sezioni piane di F' corrispondono sopra la super-
ficie ¢ le curve L di un sistema lineare, contenente le coppie
di curve K coniugate, di cui si & detto innanzi;

2° ma, mentre ad un punto di ¢ corrisponde un punto
di F, viceversa ad un punfo di F rispondono due punti (coniu-
gati) di ¢, cio® i punti (u, v) e (—u, —v);

3° e percio, il sistema delle curve L essendo di grado 8
(due L secandosi in quattro coppie di punti coniugati), il
sistema delle sezioni piane di L resulta del grado 4, ¢ioé
la superficie F & del 4° ordine.

Si pud anche riconoscere, non solo che la F possiede 16 punti
doppi conici e 16 piani tangenti lungo coniche, si anche che
i 16 punti e i 16 piani singolari formano una configurazione
che possiede le proprieta gia dimostrate per via geometrica
della configurazione di KoMmEeR; le quali verranno in tal
guisa riconosciute sotto il nuovo aspetto.
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All’uopo bastera un rapido cenno del modo come si puo
trovare la proprietd elementare di codesta configurazione :
per ogni punto singolare passano sei piani tangenti singolari
(e quindi anche, dualmente, ogni piano singolare contiene sei
punti singolari, situati sopra la conica di contatto del piano).

Anzitutto, come vesulta da cid che si & notato nel § 34
(pag. 201) i 16 punti doppi di F sono dati dai 16 valori dei
semiperiodi degli integrali abeliani di prima specie appartenenti
a O, i quali definiscono le coppie di punti di C' autoconiugate
rispetto alla gi fondamentale doppia della ¢/ tu=0, v=10. In
secondo luogo si ofterrd un piano tangente ad F lungo una
conica, cioé una sezione piana tangente (del genere due) che si
riduce ad unaconiea doppia (con sei punti diramazione), quando
si consideri su € una serie di ecoppie di punti con uin punto fisso
(ovvero una serie trasformata di una siffatta mediante una cor-
rispondenza di seconda specie fra coppie di punti) la quale
sia autoconiugata rispetto alla g! (o gi) fondamentale. Certo
dunque si avrd un piano singolare di 7, colla relativa conica
di eontatto, quando si assuma sopra la curva C la serie delle
coppie di punti che hanno come punto fisso uno dei sei punti
doppi della g .

Ora i sei punti doppi della ¢! su ¢ vengono dati da sei
semiperiodi ¢, c,..0, da cui si ottengono (sommandone le
coppie) tutti i 16 semiperiodi degli integrali abeliani di prima
specie della C. Ed & lecito supporre che uno qualunque dei
16 punti doppi di F, diciamo O, risponda al semiperiodo
nullo (20, = 20, = ... = 0), mentre gli altri 15 risponderanno
alle 15 somme o, + o, (r3=s). Appare quindi che O appar-
tiene a sei coniche di coutatto di piani singolari di F, i
quali rispondono alle sei serie autoconiugate delle coppie di
punti di C che banno come punto fisso uno dei sei punti
doppi della g*. c. d. d.

42, Nota bibliografica. -— L’assetto classico della teoria
degli integrali e delle funzioni abeliane si vede nelle esposi-
zioni di

B. RieMaANN: Vorlesungen iiber die allgemeine Theorie der
algebraischer Differentialen. Gottinga, 1892-93, nuova ed. 1.

K. WEIRRSTRASS : Vorlesungen iiber die Theorie der Abel’schen
Transzendenten, per cura di HErrNER e KNOBLAUCH, in « Math.
Werke », 4, (1902).
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Le applicazioni geometriche sono svolte, per la prima
volta da A.CLEBSCH, come sivede nelle Vorlesungen di CLEBSCH-
IiNDEMANN. Lipsia, 1876, trad. franc., t. III. ‘

Le prime proprietd degli integrali abeliani, ad esclusione
del teorema d’inversione, si trovano esposte in molti trattati
di Analisi; e in rapporto alla geometria sopra le curve, hanno
ricevuto un’esposizione nell’ ultima parte delle Lezioni di geo-
metria algebrica di F. SEvErl. Padova, 1908, trad. ted. 1921.

La teoria delle fuuzioni abeliane che mnascono dal pro-
blema d’inversione, dopo i classici lavori anzidetti di RiEMANN
e WiiursTrASS, ha avato importanti sviluppi e complementi
nella scuola francese (POINCARE, PICARD, ecc.) a cui si rife-
riscono varie citazioni del testo. Pit precise informazioni
storiche "e indicazioni bibliografiche si troveranno nell’ arti-
colo di

A. Krazer e W. WIRTINGER: Abel’ sche Functionen und
allgemeine Thetafunctionen, in « Iine. d. Math. Wiss. », II,
B, 7. Lipsia, 1921 e in alcuni dei trattati seguenti che offrono
le pitt moderne e migliori esposizioni della teoria:

A. KRrAZER: Lelrbuch der Thetafunctionen. (Lipsia, 1903).

H. F. BARER: An Introduction to the Theory of Multiply
Periodic Functions. Cambridge, 1907 ;

Abel’ s Theorem and the allied Theory including the Theory
of Theta Functions. Cambridge, 1897.

A. R. ForsyrH: Lectures introductory to the Theory of
Functions of two Variabless. Cambridge, 1914.

Oltre a questi trattati vogliamo anche ricordare il corso
delle lezioni, tenute all’ Universita di Roma, nell’anno 1920-21,
dal prof. G. CasrELNUOVO, di cui abbiamo avuto gentile co-
municazione.

I lavori originali sugli integrali abeliani riducibili, a cui
si & accennato nel testo, sono:

E. Prcarp: « Bull. de la Soc. Math. de France », 1883,
H. PoiNcar®: ibidem, 1884, « American Journ. », 1886.

I accanto alle note citate di G. ScorzaA, convien ricordare
la Nota di C. RosAaTI: « Atti Ace. di Torino ». 1915

Le superficie iperellittiche (proprie) sono state studiate nei
classici lavori di E. PrcArp sulla teoria delle superficie (Cfr.
« Journal de Math. », 1885, 86, 88), e vengon da lui caratte-
rizzate in relazione al gruppo oo® delle loro trasformazioni
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in s& stesse. ENRIQUES ne ha dedotto pitt tardi (1905) la ca-
ratterizzazione mediante i numeri invarianti (genere nume-
rico p,==—1, genere geometrico p, =1, quadrigenere P, =1).
Dalla teoria di Procarp muove I’ampio studio delle superficie
iperellittiche i

G. HuMBERT: T'héorie des surfaces hyperellyptiques, « Jour-
nal de Math. », t. IX, 1893. »
che comprende anche le superficie iperellittiche di rango due
e principalmente la superficie di KuMMER.

La superficie di KumMmmur & cosl detta dal nome del suo
scopritore K. KuMMER, che la incontrd come superficie focale
di una congruenza di rette del secondo ordine nel 1964 (« Ber-
liner Monhatsberichfe, pagg. 246, 495: cfr. « Berliner Akad.
Abhandlangen », 1866, pag. 1); essa fu riconosciuta come su-
perficie singolare per il complesso di rette di secondo grado
(anzi per una serie oo' di complessi confocali) da F. Kueix
(« Math. Annalen », IJ).

Diverse forme della sua equazione si trovano in A. CAYLEY:
< Journal de Orelle », LXXIII, 292: (¢fr. « Opere », VII, 126);
in G. DarBoUx: « Comptes rendus », 1881, XCII, 1493; in
RoHN: « Math. Annalen », XXIX, 1986, e in Ii. PASCAL:
« Annali di Mat.», XVIII ¢ XIX.

La rappresentazione delle coordinate dei punti della super-
ficie di KuMyMERr mediante funzioni iperellittiche di due pa-
rametri, fu scoperta da F. KLrIN, e studiata poi da CAYLEY:
« Orelle », LXXXIII; BorcHarDT: (idem); WEBER: (idem),
LXXXIV; Ronx: « Math, Aunnalen », XV, XVIII; Rg1-
CHARDT: « Leopold. Akad. », 1887), ece.; pitt tardi, nel senso
della geometria sopra le superficie, da HuMBERT: 1. ¢., 1893.

Sotto I’aspetto geometrico la configurazione dei 16 punti
e dei 16 piani singolari della superficie & stata studiata in
diversi lavori: da E. CAaporaLi: <« Rendic. Lincei », 1878;
SCHROETER: <« Orelle », 100, e R. D PaAoris, in rapporto
colle trasformazioni quadratiche [1, 2] dello spazio « Lincei »,
1880, ecc.

Una buona esposizione d’insieme delle proprieta della su-
perficie si ha infine nel trattato di

R. W. H.T. HupsoN: « Kummer's quartic Surface ».
Cambridge, 1905.

La superficie di KumMier non € la sola superficie del
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quarto ordine che possa ritenersi come iperellittica di rango
due. Vi sono altre superficie di questa famiglia, che si ot-
tengono come trasformate della superficie di KUMMER e pos-
sono costruirsi direttamente a partire da sistemi lineari ap- -
partenenti ad un’involuzione di seconda specie e dotati di
punti base, sopra la superficie di JacoBi. L’analisi di tutti i
casi possibili si trova in HuMmBERT (I. ¢.).

Fra la superficie di quarto ordine che cosi s’incontrano
conviene menzionare la superficie di WEDDLE, che & il luogo
dei vertict dei cont proiettanti sei punti fondamentali, ciod
la jacobiana del sisistema oc® delle quadriche per codesti
punti. Contiene 6 punti doppi e 25 rette, ossia le 15 congiun-
genti a due a due i sei punti e le 10 intersezioni dei piani
determinati dalle loro terne; inoltre contiene anche la cu-
bica gobba per i sei punti.

Questa superficie ¢ stata scoperta da

WEeDDLE: « Journal of Cambridge », 1850,
ed & stata studiata poi da CAYLEY: « Comptes rendus », 1861;
DARrRBOUX: « Bullettin des sciences math. », I; HIERHOLZER:
« Math. Annalen. », 2, 4; HUNYADY :« Crelle », 92; GASPARY:
« Comptes rendus », 1891; ScHOTTKY: « Crelle », 105.

In particolare la trasformazione quadratica che fa passare
dalla superficie di WEDDLE a quella di KUMMER & segnalata
da DarBoux: (I. ¢.) e viene studiata da REYE: « Crelle », 86
e da DE PaoLis: (I ¢.); cfr. HuDsoN (op. cit.).
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