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INTRODUZIONE

Le 668 lettere (o cartoline postali) scritte da Federigo Enriques a Guido
Castelnuovo fra il 6 novembre 1892 e il 2 dicembre 1906 (oltre a due
lettere isolate, rispettivamente del 25 maggio 1908 e del 24 agosto 1914)
conservate da Emma Castelnuovo nell’archivio del padre, vengono pub-
blicate in questo volume per la prima volta, rendendo cosi disponibile una
documentazione di eccezionale importanza per la storia della scuola ita-
liana di geometria algebrica e piti in generale della matematica italiana del-
I'ultimo secolo che era rimasta finora completamente inaccessibile anche
agli studiosi. La loro esistenza era tuttavia nota, in quanto ne avevano fatto
cenno sia Castelnuovo nelle Note aggiuntive inserite nel volume delle sue
Memorie scelte pubblicato nel 1937, sia Enriques la dove aveva scritto, ricor-
dando la collaborazione scientifica con I'amico, che «i problemi della geo-
metria algebrica formarono per lunghi anni argomento di una corrispon-
denza epistolare quasi quotidiana e di lunghe conversazioni quando gli amici
potevano ritrovarsi. Allora lavoravano, di solito, passeggiando; e non era
la strada che li affaticava di pil‘l».l Restava tuttavia il dubbio che esse fos-
sero andate perdute, come ¢ purtroppo presumibile sia accaduto per le let-
tere di risposta di Castelnuovo a Enriques, delle quali non ¢ stato possibile
ritrovare traccia nonostante il prezioso aiuto fornitoci dai nipoti Lorenzo
e Federico Enriques.

Il giovane appena ventunenne che il 6 novembre 1892 si rivolgeva rispet-
tosamente al professor Castelnuovo (che, comunque, di anni ne aveva appena
ventisette) si era laureato a Pisa I'anno precedente e intendeva ora perfe-
zionarsi a Torino con Corrado Segre, che della scuola italiana di geome-

' Citato in L. Campedelli, Necrologio di Guido Castelnuovo, «Boll. um», (3), 7 (1952),
241-46.
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tria algebrica era I'esponente piu autorevole. Enriques ottenne invece un
posto di perfezionamento a Roma presso Luig Cremona, che di tale scuola
era stato il fondatore. Qui incontro6 in Castelnuovo quello che sarebbe rima-
sto per tutta la vita non soltanto I’amico e il collaboratore piu fidato, ma
anche la guida sicura cui ricorrere per ottenere l'indicazione della via da
seguire per superare le difficolta che continuamente si presentavano nella
creazione della teoria delle superficie algebriche.

Commemorando I’amico di fronte all’Accademia dei Lincei cinquanta-
cinque anni dopo, Castelnuovo ricordera come Enriques si rivelo subito
un «mediocre lettore». Resosi conto che «nella pagina che aveva sotto gli
occhi egli non vedeva cio che era scritto, ma quel che la sua mente vi proiet-
tava», Castelnuovo decise di adottare il metodo della conversazione:
Cominciarono allora quelle interminabili passeggiate per le vie di Roma, durante
le quali la geometria algebrica fu il tema preferito dei nostri discorsi. Assimilate
in breve tempo le conquiste della scuola italiana nel campo delle curve algebriche,
I’Enriques si accinse arditamente a trattare la geometria sopra una superficie alge-
brica. Egli mi teneva quotidianamente al corrente dei progressi delle sue ricerche,
che io sottoponevo a una critica severa. Non ¢ esagerato affermare che in quelle
conversazioni fu costruita la teoria delle superficie algebriche secondo I'indirizzo
italiano 2
Le lettere che i due geometri si scambiarono a partire dal mese di giugno
del 1893, costituiscono la naturale continuazione di quelle conversazioni.

Accingendost allo studio delle superficie algebriche, Enriques e Castel-
nuovo si inoltravano su un terreno irto di insidie e largamente inesplo-
rato. Il lavoro pili importante cui fare riferimento era una memoria di Max
Noether? pubblicata nei « Mathematische Annalen» del 1875. Vi era poi
una grande memoria di Emile Picard* apparsa nel 1889 nel «Journal» di
Liouville e i primi lavori dello stesso Castelnuovo. In quell’articolo Noether
considerava superficie di ordine 7 immerse in P’ e dotate di sole singolarita
ordinarie, definiva il sistema canonico | K| di una superficie S come il sistema
tagliato su S dalle superficie aggiunte di ordine # — 4 ¢ introduceva i prin-
cipali caratteri invariantivi della superficie, il Flachengeschlecht (che poi sara
detto genere geometrico, p,) definito come il massimo numero delle curve
canoniche linearmente indipendenti, e il genere lineare (Curvengeschlecht)
p“) dato dal genere delle curve del sistema canonico. Inoltre, utilizzando
le cosiddette formule di postulazione, Noether otteneva quello che poi si dira

? Castelnuovo, Commemorazione del Socio Federigo Enriques, «Rend. Acc. Lincei», (8),
2 (1948); cfr. Enriques 1956-66, I, 1x. .

* Noether 1875.

* Picard 1889.
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il genere numerico (o aritmetico) p, della superficie e ne dimostrava I'inva-
rianza per trasformazioni birazionali. All'approccio geometrico di Noether
si affiancava quello trascendente di Picard, che in quella sua memoria svi-
luppava la teoria degli integrali semplici associati a una superficie algebrica
e la teora delle superficie con infinite trasformazioni birazionali in se stesse.

Partendo dal lavoro di Noether, nel 1891 Castelnuovo aveva studiato
alcuni particolari tipi di superficie e costruito il primo esempio di superfi-
cie algebrica non rigata per la quale p, # p..” In due fondamentali memo-
rie® pubblicate rispettivamente nel 1893 e nel 1896 Enriques getto invece
le basi per una teoria organica delle superficie attraverso la definizione dei
concetti basilari e la dimostrazione dei teoremi generali, ponendo cosi le
premesse per la classificazione. I principali risultati contenuti nelle due memo-
rie sono 1 seguenti:

1) un’accurata descrizione dei sistemi lineari |C| di curve su una super-
ficie e delle loro principali proprieta;

2) la definizione del sistema aggiunto |C’l a un sistema lineare 1Cl;

3) la definizione del sistema canonico K| = IC’—Cl;

4) la dimostrazione della formula di aggiunzione e la soluzione di nume-
rosi casi del cosiddetto problema di Riemann-Roch, che consiste nel cal-
colo della dimensione dei sistemi lineari di curve su una superficie;

5) la ridefinizione dei caratteri invariantivi di una superficie e la defini-
zione dei plurigeneri P,, che sono rispettivamente uguali al numero delle
curve linearmente indipendenti del sistema #-canonico 1zK|.

Questi temi saranno poi ripresi e completati in una memoria’ scritta
con Castelnuovo e pubblicata nel 1901. Questi, dal canto suo, dimostra
nel 1896 il teorema di Riemann-Roch, che estende quello classico per le
curve e, con la determinazione del criterio di razionalita, porta il suo pit
importante contributo alla teoria delle superﬁcie.s

La caratterizzazione delle superficie razionali era un problema che si
era gia presentato a Noether e Alfred Clebsch. L’analogia con ci6 che accade
per le curve, che sono razionali se e soltanto se hanno genere zero, aveva
fatto congetturare che fossero razionali tutte e sole quelle superficie che
hanno nulli sia il genere aritmetico sia il genere geometrico. Da questa cor-
rispondenza risulta che nel luglio 1894 Castelnuovo era convinto di essere
riuscito a dimostrare la verita di tale congettura. Avuta notizia delle diffi-

* Castelnuovo 1891a.

S Enriques 1893f e 1896d.

! Enriques-Castelnuovo 1901.
# Castelnuovo 1896a.
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colta incontrate dall’amico nella dimostrazione, Enriques gli suggerisce I'esi-
stenza di un controesempio.9 Si tratta della famosa sestica di P? che passa
doppiamente per gli spigoli di un tetraedro. Successivamente Castelnuovo
dimostro che una superficie S ¢ razionale se e solo se p, =P, =0. La
sestica di Enriques ha p, = p, = 0, ma P, =1. Nel 1907 Enriques dimo-
strera'® che ogni superficie avente questi caratteri numerici ¢ birazional-
mente equivalente alla sestica passante doppiamente per gli spigoli di un
tetraedro. Oggi questa classe di superficie porta il nome del suo scopritore.
Le immagini cui Enriques e Castelnuovo ricorrono per descrivere il loro
lavoro sono prese a prestito dalle scienze naturali:
Il lettore [...] puo averne tratto I'impressione che I'autore [...] si sia lasciato gm-
dare dal sentimento di curiosita del naturalista che raccoglie in un museo i piu
diversi tipi di animali o di piante o di minerali.!!

Stabiliti questi risultati fondamentali [...] I'Enriques puo formulare un piano siste-
matico di ricerche che egli svolgera poi fino agli ultimi anni. Il piano consiste nel
caratterizzare le proprieta delle superficie in relazione ai valori dei generi, comin-
ciando con le superficie che hanno i generi piu bassi. L’analogia porterebbe a pen-
sare alla classificazione che fanno i naturalisti degli animali e delle piante, partendo
dagli organismi pit semplici. Ma perché I'analogia tornasse, bisognerebbe imma-
ginare un naturalista che, chiuso nel suo studio, indagasse, dal punto di vista teo-
rico, quali tipi di organismi siano compatibili con le leggi della morfologia e della
fisiologia, e poi ricercasse quali tra questi si incontrano effettivamente in natura.'’

Ed ¢ proprio con questo spirito che, in oltre trenta lavori compresi tra il
1896 e il 1914, Enriques, con il contributo di Castelnuovo, conduce a
termine I'opera di classificazione delle superﬁc1e algebrlche E un’ opera
monumentale, nella quale non si sa se ammirare di piu i tesori di scienza
geometrica che vi sono profusi o i colpi di genio che, con un’unica ardita
generalizzazione, consentono di eliminare in un sol colpo miriadi di casi
particolari. Man mano che procede, il naturalista acquista una conoscenza
sempre pit approfondita delle «specie» che sta studiando, una conoscenza
che gli consente di predirne con sicurezza il comportamento in qualsiasi
situazione e di giungere cosi al risultato cercato.

Fra le «specie» pit restie a svelare il proprio comportamento vi sono
le superficie cosiddette irregolari, cio¢ quelle i cui due generi sono diversi
o, in altri termini, la cui irregolarita g = Pg — Pa € positiva. Gia Noether

’ Cfr. p. 125, c.p. 111 (22.7.1894).

Enrlques 1907a.

Ennques Le superficie algebriche, Zanichelli, Bologna 1949, 427.
12 Castelnuovo, Commemorazione cit., X-xI.
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aveva tentato di esorcizzarne I'esistenza ipotizzando che le uniche superfi-
cie irregolari esistenti fossero le rigate irrazionali. Ma le cose erano ben
piti complicate di quanto supponesse I'illustre geometra tedesco. Come ricor-
dera pit tardi Castelnuovo:

Avevamo costruito, in senso astratto s’intende, un gran numero di modelli di super-
ficie del nostro spazio o di spazi superiori; e questi modelli avevamo distribuito,
per cosi dire, in due vetrine. Una conteneva le superficie regolari per le quali tutto
procedeva come nel migliore dei mondi possibili; I'analogia permetteva di trasportare
ad esse le proprieta piu salienti delle curve piane. Ma quando cercavamo di verifi-
care queste proprieta sulle superficie dell’altra vetrina, le irregolari, cominciavano
i guai, e si presentavano eccezioni d’ogni specie. Alla fine lo studio assiduo dei
nostri modelli ci aveva condotto a divinare alcune proprieta che dovevano sussi-
stere, con modificazioni opportune, per le superficie di ambedue le vetrine; met-
tevamo poi a cimento queste proprieta colla costruzione di nuovi modelli. Se resi-
stevano alla prova ne cercavamo, ultima fase, la giustificazione logica.”

Questo passo, che bene illustra lo spirito da pionieri con cui Enriques
e Castelnuovo si avventurano nel mondo delle superficie, mette altresi in
luce la difficolta, che sarebbe rimasta insuperata anche in seguito, che si
incontra nel trattare le superficie irregolari con i metodi della geometria
algebrica italiana. In realta, I'approccio piu corretto per la trattazione del
concetto di irregolarita sarebbe stato fornito dai metodi topologico-
trascendenti della scuola francese. Fin dal 1896 Castelnuovo aveva colle-
ga.to'4 il concetto di irregolarita a una proprieta della serie caratteristica
dei sistemi lineari di curve sulla superficie, dimostrando che, se g # 0, que-
sta serie ¢ incompleta per i sistemi lineari di curve che sono «abbastanza
grandi» (ad esempio, per quelli che contengono il sistema canonico). Enri-
ques aveva dimostrato 5 nel 1899 che I'esistenza su una superficie di si-
stemi continui non lineari di curve implicava g # 0 e aveva poi comple-
tato un precedente risultato di Georges Humbert'® del 1893 provando
che tali sistemi esistono se e solo se la superficie possiede degli integrali
semplici di prima specie non nulli.'” Rimaneva quindi aperto il problema
di invertire il teorema di Enriques, cio¢ di provare che g # 0 implica Iesi-
stenza di una famiglia di dimensione g (e non maggiore) di sistemi conti-
nui non lineari di curve sulla superficie.

¥ Castelnuovo, La geometria algebrica e la scuola italiana, in Atti del Congresso Interna-
zionale dei Matematici (Bologna 3-10 settembre 1928), vol. 1, Zanichelli, Bologna 1928, 194.

* Castelnuovo 1896a.

19 Enriques 1899b.

' Humbert 1893b.

' Enriques 1901a.



X1t INTRODUZIONE

Una dimostrazione algebrico-geometrica di questo teorema (detto teorema
fondamentale delle superficie irregolari) fu proposta da Enriques'® nel dicem-
bre 1904 servendosi di una ingegnosa tecnica di degenerazione di curve
sulla superficie, chiamata principio di spezzamento. Basandosi su di esso Ca-
stelnuovo "’ e Francesco Severi®® dimostrarono indipendentemente che ¢
coincide con il massimo numero di integrali semplici di prima specie linear-
mente indipendenti della superfcie e con la meta del massimo numero di
quelli di seconda specie (che coincide con il suo primo numero di Betti).
La dimostrazione di Castelnuovo introduceva una varieta abeliana g-
dimensionale, che Castelnuovo stesso chiamo varieta di Picard della super-
ficie, 1 cui punti rappresentano i sistemi continui non lineari di curve esi-
stenti sulla superficie. Una dimostrazione trascendente del teorema fonda-
mentale fu data da Henri Poincaré?! nel 1910. Nel 1921 Severi?? si rese
conto che la dimostrazione data da Enriques era sbagliata e ne propose una di-
versa, risultata pero anch’essa non corretta. E 1 successivi tentativi della scuola
italiana di trovare una dimostrazione algebrico-geometrica del teorema fon-
damentale si nivelarono infruttuosi. La prima trattazione algebrico-geometrica
rigorosa del problema sard fatta molti anni dopo da David Mumford*’ che
dovra fare ricorso a tutta la potenza delle nuove tecniche di coomologia
degli schemi introdotte pochi anni prima da Alexandre Grothendieck.

Con il 1914 il lavoro di classificazione, gia delineato nei suoi aspetti
principali prima della fine del secolo, puo essere considerato come essen-
zialmente portato a termine, ed Enriques potra esporlo in due note lincee
dello stesso anno.?* L’idea che sta alla base della classificazione consiste
nel dividere le superficie in classi di equivalenza birazionale, a seconda dei
valori assunti dai loro invarianti birazionali, in particolare dai plurigeneri
e dal genere aritmetico. Dal punto di vista proiettivo, ci6 equivale a classi-
ficare le superficie a seconda del comportamento dei loro modelli canonici
o pluricanonici. In realta, il solo valore del P,, ¢ sufficiente a dividere tutte
le superficie in quattro classi:

** Enriques 1905a.

' Castelnuovo 1905b.

20 Severi 1905c.

2! H. Poincaré, Sur les courbes tracées sur les surfaces algébriques, « Ann. Ec. Norm. Sup.»,
(3), 27 (1910), 55-108 (= (Euvres, VI, 88-139).

22 ¥ Severi, Sulla teoria degli integrali semplici di prima specie appartenenti ad una super-
ficie algebrica. Nota I, «Rend. Acc. Lincei», (5), 30 (1921), 163-67 (= Opere matematiche,
III, 21-25).

=)} Mumford, Lectures on Curves on an Algebraic Surface, Princeton University Press,
Princeton 1960.

2 Enriques 1914a.
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A) P,, = 0. Queste superficie hanno tutti i plurigeneri nulli e sono
razionali se g = O e riferibili a rigate irrazionali se g # 0.”

B) P,, = 1. Queste superficie hanno tutti i plurigeneri ugualia 0 o a
1. Esse si suddividono in quattro sottoclassi: a) superficie regolari con
p,=0c¢ P, =1 (sono le gia citate superficie di Enriques, classificate com-
pletamente nel 1907);%® b) superficie regolari con tutti i plurigeneri uguali
a 1 (dette oggi superficie K 3), caratterizzate da Enriques nel 1896% come
superficie regolari a curve sezioni canoniche e nel 1908 28 dalle condizioni
p. = P, =1; Enriques ne calcolera anche il numero dei moduli (19) e
proveré” che, per ogni valore intero w = 3, si puo costruire in P™ una
famiglia di tali superficie di grado 27 — 2 dipendente da 19 moduli; c)
superficie irregolari con tutti i plurigeneri uguali a 1, che vengono caratteriz-
zate come superficie abeliane; d) superficie irregolari con pg=0e P, =1,
dette superficie iperellittiche. Queste ultime due classi di superficie furono clas-
sificate da Enriques e Severi®® e da Giuseppe Bagnera e Michele De Fran-
chis®! in due importanti memorie che ottennero entrambe il Prix Bordin
dell’ Accademia delle Scienze di Parigi (rispettivamente per il 1907 e il 1909).

C) P, >1 e genere lineare p = 1. Si tratta delle cosiddette superfi-
cie ellittiche, 1 cui modelli pluricanonici sono punti o curve e che sono carat-
terizzate come superficie che contengono un fascio di curve di genere 1.
La loro classificazione fu completata da Enriques negli anni che vanno dal
1898 al 1914°? e successivamente semplificata e raffinata in numerosi
lavori suoi e dei suoi allievi.*? ' '

D) P,>1 e p“) >1. Sono le superficie per le quali un qualche
modello pluricanonico ¢ una superficie e che sono note oggi come superfi-
cie di tipo generale. 1l loro studio fu iniziato da Castelnuovo nell’articolo del
1891* e fu proseguito da Enriques e dai suoi allievi nel successivo mezzo
secolo.

» Enriques 1896d; Castelnuovo 1896b.
% Enri
nriques 1907a.

*” Enriques 1896e.

2 Enriques 1908b.

* Enriques 1909a.

% Enriques-Severi 1909b.

*' G. Bagnera e M. De Franchis, Le nombre p de M. Picard pour les surfaces byperellip-
tiques et pour les surfaces irreguliéres de genre zero, «Rend. Circ. Mat. Palermo», 30 (1910),
185-238 (= De Franchis, Opere, 458-511).

 Enriques 1898b, 1906a, 1907d, 1912a, 1914a.

} La sua forma finale puo essere letta in Enriques, Le superficie algebriche cit. Questo
volume rappresenta la summa dei risultati ottenuti da Enriques e dalla sua scuola in oltre
cinq}uant'anni di ricerche sulle superficie algebriche.

4

Castelnuovo 1891a.
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Questa stessa classificazione venne resa accessibile all'intera comunita
matematica internazionale con I'ampio articolo dell’Encyklopidie,’”” pub-
blicato nello stesso 1914 e significativamente scritto a quattro mani quasi
a suggellare gli oltre vent’anni di ricerche comuni che avevano consentito
di erigere quell’opera monumentale, che conclude la collaborazione scien-
tifica fra Enriques e Castelnuovo.

Di questa collaborazione, probabilmente senza uguali per ampiezza, inten-
sita e spontaneita nella storia della matematica, il carteggio costituisce una
chiave i 1nterpretat1va di mcomparablle valore e insieme una testimonianza
anch’essa unica nella sua capac1ta di documentarla. E come se fossimo
ammessi a partecipare anche noi alle passeggiate dei due amici nella Roma
umbertina di fine secolo e ad ascoltare la loro fitta conversazione su una
qualche classe di superficie. O come se potessimo finalmente aprire le famose
«vetrine» in cui venivano idealmente allineat 1 modelli di superficie, per
scoprirne dopo un secolo il contenuto e comprendere i rispettivi ruoli avuti
dai costruttori.

Enriques ¢ un genio matematico creativo di straordinaria potenza, capace
di intuire con folgorante rapidita le proprieta piti complesse degli oggetti
geometrici a partire da pochi e oscuri indizi. Procede per trial and error,
spesso cambiando opinione nel corso di una stessa lettera e pervenendo
di solito al risultato per approssimazioni successive. Quasi sempre intuisce
Pesito finale della ricerca molto prima di riuscire a darne una dimostra-
zione completa. Tipico a questo proposito ¢ il caso della sestica che passa
doppiamente per gli spigoli di un tetraedro la cui esistenza viene ipotizzata
nel 1894, la cui proprieta fondamentale viene intuita nel 1898 ma la cui
dimostrazione ¢ completata soltanto nel 1907.

La perdita delle lettere di Castelnuovo non consente di individuare con
altrettanta certezza il ruolo da lui svolto. Le poche rimaste, e soprattutto
il tono delle risposte di Enriques, ne fanno pero risaltare la figura paterna
(anche se aveva soltanto sei anni piu di Enriques): quella di un padre com-
prensivo e giusto ma severo, che non si lascia sfuggire nessuna delle impre-
cisioni in cui (spesso) incorre il figlio e che non manca di farghele rilevare,
soddisfatto solo quando le ritiene eliminate completamente E un ruolo,
quello di Castelnuovo, meno brillante, ma del pari essenziale, poiché le
sue critiche, alle quali quasi sempre Enriques risponde con pronte autocri-
tiche accompagnate invariabilmente da una soluzione alternativa, costitui-
scono gli argini entro i quali viene incanalata la torrenziale creativita del-

3 Enriques-Castelnuovo 1914.
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I’amico e senza 1 quali essa si sarebbe probabilmente dispersa in mille rivoli.
A volte pero 1 ruoli si invertono: ¢ il caso ad esempio delle ricerche, mai
pubblicate, di Castelnuovo sulla razionalita della ipersuperficie cubica non
singolare di P*, la cui esistenza ¢é stata rivelata dal carteggio e nei confronti
delle quali Enriques assume, per una volta, il ruolo di critico, in verita assai
pill comprensivo e meno esigente.

Gli interlocutori scientifici che animano il carteggio sono numerosi, sia
italiani che stranieri. Fra 1 primi, sullo sfondo e con un ruolo essenzial-
mente istituzionale, appare la figura di Cremona, il padre della geometria
algebrica italiana fin dal lontano 1860, quando era stato chiamato a rico-
prire a Bologna la prima cattedra di Geometria superiore istituita in un’u-
niversita italiana. E insieme a lui compaiono le figure di Giuseppe Vero-
nese e di Eugenio Bertini, rispettivi maestri di Castelnuovo ed Enriques.
Con il primo Enriques avra dei dissapori le cui ragioni sono documentate
da questa corrispondenza. Assai piu incisiva ¢ invece la presenza di Segre
al quale Castelnuovo si era legato d’amicizia nei quattro anni trascorsi a
Torino, frail 1887 el 1891, come assistente di Enrico D’Ovidio. Ancora
cinquant’anni dopo, ne ricordera «la figura dolce e pensosa», «i consigli
e gli incoraggiamenti» di cui gl «fu largo» e inviera «un mesto e ricono-
scente saluto alla memoria dell’amico carissimo, del maestro incompara-
bile, che con I'esempio» gli «insegno la devozione alla scienza ed alla
scuola».’® L'incontro di Enriques con Segre fu invece piti problematico.
Segre aveva un carattere austero ed esigeva precisione e rigore in tutti coloro
che gli sottoponevano un manoscritto per la pubblicazione. Queste qua-
lita facevano difetto a Enriques, e le lettere scritte durante 1 mesi trascorsi
a Torino fra la fine del 1893 e gli inizi del 1894, testimoniano degli sforzi
per corrispondere alle richieste del maestro e del senso di vergogna che
lo invadeva quando si rivelavano inadeguati a soddisfarle. I buoni uffici
di Castelnuovo varranno comunque a rendere meno difficili 1 rapporti tra
1 due, anche se permarra in Enriques un senso di imbarazzata deferenza
nei confronti di Segre.

La mancata collaborazione di Segre con Enriques e Castelnuovo nella
costruzione della teoria delle superficie algebriche ¢ stata variamente inter-
pretata. Da parte sua, Castelnuovo, commemorando 'amico,’” osservava
come la sua avversione per i «ragionamenti complicati», per i «procedi-
menti arditi ai quali talora si & costretti a ricorrere nella fase della scoperta»

% Castelnuovo 1937, x.
¥ Castelnuovo, Commemorazione del Socio Corrado Segre, «Rend. Acc. Lincei», (5), 33
(2° sem.), 1924, 353-59.
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lo avessero forse trattenuto «dal troppo inoltrarsi nelle regioni che aveva
incominciato ad esplorare». Questa corrispondenza mostra che I'occasione
per Segre di inserirsi attivamente nelle ricerche dei due si presento alla fine
del 1894 quando Enriques e Castelnuovo gli sottoposero il problema delle
singolarita delle superficie algebriche e gli chiesero di dare una dimostra-
zione del teorema di risoluzione. Segre si impegno nella ricerca, prima per-
sonalmente e poi, non riuscendo a completare la dimostrazione,*® attra-
verso il suo allievo Beppo Levi.*” Le inattese difficolta incontrate da Segre
si protrassero per alcuni anni, ci6 che forse gli impedi di partecipare piu
direttamente ai rapidi sviluppi che la teoria stava conoscendo nelle mani
di Enriques e Castelnuovo.

Distesi e cordiali appaiono i rapporti con Gino Fano, che era stato allievo
di Segre e assistente di Castelnuovo e che, a partire dall’inizio del Nove-
cento, si accreditera come il migliore specialista di varieta algebriche tridi-
mensionali e i cui lavori in questo campo influenzarono alcune ricerche
di Enriques.40 Fano collaboro con Enriques in un importante lavoro*! sui
gruppi di trasformazioni cremoniane di P3. Sfumata ¢ invece la presenza
di Severi. Poco dopo essersi laureato a Torino con Segre nel 1900, Severi
aveva trascorso I’anno accademico 1902-03 a Bologna come assistente di
Enriques, dando cosi inizio a una collaborazione scientifica che culminera
nel 1907 nell'importante memoria sulle superficie iperellittiche coronata
dal Prix Bordin. Dalla corrisponenza non traspare dunque alcun indizio
dei contrasti che separeranno in seguito Enriques e Severi. Quanto a Bagnera
e De Franchis, i riferimenti sono sempre contenuti nell’ambito di un sostan-
ziale riconoscimento del valore dei loro contributi e non affiorano tracce
delle difficolta che insorgeranno nei loro rapporti con Enriques e Severi
in occasione della competizione per il Prix Bordin.

In ogni caso, il carteggio fornisce una messe enorme di informazioni
sulle ricerche di geometria algebrica condotte nel nostro paese, che deli-
neano un panorama spesso originale non soltanto delle ricerche di Castel-
nuovo, Enriques e Severi ma anche, sia pure in maniera indiretta, di quelle
degli altri geometri italiani attivi in quel periodo. E se i giudizi sui contem-
poranei sono quasi sempre equanimi e privi di astio o invidia, emerge comun-

’* Segre 1897a.

¥ B. Levi 1897b.

0 Enriques, Sopra una involuzione non razionale dello spazio, «Rend. Acc. Lincei», (5),
21 (1° sem.), 1912, 14-17 (= Memorie, 111, 149-52) e Intorno alla risoluzione razionale di
una classe di equazioni algebriche fra quattro variabili, « Ann. Mat. pura appl.», 20 (1913),
109-11 (= Memorie, 111, 169-71).

4 Enriques-Fano 1897.
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que chiara I'orgogliosa consapevolezza dell’originalita e del superiore valore
dei risultati conseguiti nelle proprie ricerche.

Altrettanto interessanti sono le informazioni inedite concernenti i rap-
porti con i matematici di altri paesi. In Germania, nonostante fosse stata
la patria dei primi studi sulle superficie algebriche, Enriques e Castelnuovo
non trovano effettivi interlocutort scientifici. Noether, che ha ormai abban-
donato da tempo il terreno della ricerca originale, ¢ trattato con la defe-
renza che si deve a colui che ¢ stato la fonte di ispirazione della scuola
italiana, e insieme la consapevolezza che i suoi lavori appartengono al pas-
sato. Piu significativo ¢ invece il rapporto con Felix Klein, che Enriques
incontra nella primavera del 1899, in occasione di un viaggio del matema-
tico tedesco in Italia. Come Klein, anche Enriques era interessato al pro-
blema dei fondamenti della geometria proiettiva, che si affaccia nei primi
anni di questa corrispondenza sotto la spinta di esigenze didattiche. La cono-
scenza diretta di Klein, da cui egli rimase affascinato, ebbe anche una sicura
influenza sulla scelta di Enriques di rivolgere la propria attenzione alle que-
stioni che riguardano le matematiche elementari.*

Singolare risulta poi il rapporto con David Hilbert, il quale aveva dimo-
strato alcuni importanti teoremi di carattere algebrico (teorema della base,
Nullstellensatz), che oggi rivestono un ruolo fondamentale nella geometria
algebrica. I tentativi di utilizzarli da parte di Enriques e Castelnuovo non
sortirono risultati.*® D’altro lato Hilbert non aveva sicuramente colto I'im-
portanza dei risultati della scuola italiana, tanto ¢ vero che, nella sua cele-
bre conferenza tenuta al secondo Congresso Internazionale dei Matematici
(Parigi 1900), fra i problemi aperti da lui citati come 1 principali da ri-
solvere nel secolo che si stava aprendo, ne compaiono soltanto due che
interessano la geometria algebrica (il quindicesimo, Fondazione rigorosa
del calcolo numerico di Schubert, e il sedicesimo, Problema della topologia delle
curve e delle superficie algebriche, che riguardano questioni molto lontane da
quelle che venivano studiate dai due geometri italiani). Enriques tentera
di fargli cambiare idea in una conversazione diretta avvenuta a Gottinga
nel 1903:

Hilbert ignorava completamente le nostre cose ed ha cominciato col dirmi che
la Geometria algebrica non lo interessava punto; ma si ¢ completamente ricreduto
ed ha preso nota di molte delle questioni piti importanti per noi insolute, ha capito
e apprezzato pienamente lo spirito e la determinatezza delle nostre ricerche.**

42 .

Enriques 1900c.
¥ Cfr. p. 453, let. 485 (30.3.1900) e p. 454, let. 486 (2.4.1900).
# Cfr. p. 537, let. 571 (24.10.1903).
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Come che sia, I'incontro fra I'approccio alla geometria algebrica basato
sull’algebra commutativa e quello algebrico-geometrico della scuola italiana
non avvenne, e bisognera attendere gli anni trenta, con i lavori di Bartel
Leenert Van der Waerden e di Oscar Zariski (che era stato allievo di Castel-
nuovo a Roma prima di trasferirsi negli Stati Uniti), per vedere le prime
applicazioni significative dell’algebra commutativa allo studio delle proprieta
fondamentali delle varieta algebriche. Si inaugurava cosi un filone di ricerca
che avrebbe condotto, nel secondo dopoguerra, ai lavori di Jean-Pierre Serre
sulla coomologia dei fasci coerenti e soprattutto alla teoria degli schemi
di Grothendieck.

Molto piu intensi furono invece i rapporti con la scuola francese, che
deteneva il primato delle ricerche basate sui metodi analitico-trascendenti.
Da questo punto di vista, la corrispondenza fornisce informazioni preziose
che valgono a smentire una tesi storiografica, accreditata soprattutto da
Jean Dieudonné,* secondo la quale vi furono soltanto marginali influenze
reciproche fra le due scuole. In realta, frequenti furono i contatti e la con-
vergenza di interessi con Léon Autonne, Georges Humbert e Paul Pain-
levé, in particolare per quanto riguarda la teoria delle superficie abeliane
e iperellittiche. Ma ¢ soprattutto la figura di Emile Picard che emerge come
il vero interlocutore privilegiato in Francia. Enriques e Castelnuovo, ai quali
si unira all’'inizio del secolo Severi, sono fortemente interessati alla sua teoria
degli integrali semplici di prima e seconda specie sopra una superficie e
tentano di comprenderne i risultati per includerli nel contesto delle loro
ricerche. Questi sforzi saranno coronati dai lavori del 1905 che abbiamo
ricordato in precedenza. Picard, d’altro lato, si rende rapidamente conto
che le tecniche usate dai due geometri italiani, piu delle proprie, sono in
grado di fornire risultati molto piu profondi e completi e non cessa, con
invariabile cortesia e affabilita, di richiedere informazioni sulle loro ricer-
che e di elogiarne i successi conseguiti. Questo atteggiamento culminera
nella proposta di pubblicare, in appendice al secondo volume del proprio
trattato*® sulla teoria delle funzioni algebriche di due variabili indipen-
denti, una nota dei due geometri italiani*’ in cui sono riassunti i loro risul-
tati piu recenti nell’'ambito della teoria delle superficie algebriche e della
loro classificazione. Molto piui sporadici sono invece i rapporti con Poincaré,
apparentemente poco interessato a cio che in questo campo avveniva al

di 1a delle Alpi.**

45 J. Dieudonné, Cours de géométrie algébrique, vol. 1, Presses Universitaires de France,
Paris 1974.

* Picard-Simart 1897-1906.

4 Enriques-Castelnuovo 1906b.

*® Si veda tuttavia I'interessantissima lettera dell’11 marzo 1902 (n. 527, p. 492) in
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Nella corrispondenza non si parla pero soltanto di geometria. Oltre alle
vicende familiari, alle quali sono dedicati sintetici accennt, ¢ la vita accade-
mica che occupa un posto di rilievo nelle lettere che si scambiano 1 due
amici. Le procedure previste dalla Legge Casati, che allora regolava la vita
dell’universita italiana per quanto riguarda incarichi, concorsi, chiamate,
ordinariati, promozioni, erano assai pili complesse e centralizzate di quelle
attuali e danno luogo a frequenti scambi di informazioni e punti di vista
che forniscono un’immagine precisa del panorama istituzionale (cattedre,
concorsi, premi, scuole ecc.) della geometria italiana a cavallo del secolo,
compresi i giudizi e le personali simpatie (o antipatie) di Enriques (e tal-
volta anche di Castelnuovo e di Segre) nei confronti degli altri matematici
del tempo. E evidente che, in maniera pit 0 meno consapevole e intenzio-
nale, si stanno ponendo le basi scientifiche e accademiche di una scuola,
che avrebbe dominato la matematica italiana per oltre mezzo secolo.

La prima testimonianza dell’Enriques filosofo ¢ affidata alle tre lettere
che nel maggio 1896 rivelano all’incredulo interlocutore I'improvviso mani-
festarsi di quella «infezione filosofica»® che Enriques stesso dira poi di
aver contratto nel periodo liceale. Solo a partire dal 1905 Enriques fara qual-
che raro cenno alla fondazione della «Rivista di scienza» e alla pubblica-
zione del volume Problemi della scienza,’® anche se temi di natura filoso-
fica dovevano averlo occupato intensamente gia da diversi anni.

Anche queste ultime considerazioni sul contenuto di questa corrispon-
denza ci consentono di concludere che essa ¢ tutta finalizzata alla crea-
zione della teoria delle superﬁc1e algebriche e si mterrompe nel momento
in cul questo obiettivo & stato sostanzialmente raggiunto. Il rapporto epi-
stolare costituiva certo una componente fondamentale per I'attivita crea-
tiva di entrambi i geometri. Forse 'abbandono da parte di Castelnuovo
dell’attivita di ricerca nel campo della geometria algebrica, sempre apparso
inspiegabile, trova una parziale ragion d’essere proprio nel venir meno di
questo rapporto, quasi che per il matematico veneziano fosse ormai diven-
tato impossibile concepire la ricerca geometrica al di fuori del ruolo di guida
critica che aveva esercitato nei confronti di Enriques per quasi quindici anni.
Al tempo stesso cominciano ad affacciarsi in Castelnuovo nuovi interessi
scientifici che finiranno per distoglierlo dal campo della geometria. Anche
se Enriques continuera ad affinare la classificazione delle superficie algebri-

cui Enrlques riferisce di una conversazione avuta con Poincaré avente come oggetto la pos-
sibilita di dimostrare la non-razionalita dell’ipersuperficie cubica di P* utilizzando degli inva-
rianti topologici.
# L. Lombardo Radice, Ritorno di Enriques, in Enriques, Le matematiche nella storia
e nella cultura, Zanichelli, Bologna 1982 (rist.), m.
Ennques 1906¢.
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che sino all’estremo limite della sua vita, ci pare comunque che si possa
affermare che anche per lui I'interruzione della corrispondenza con Castel-
nuovo segni il termine del periodo di maggior originalita creativa.

Nel pubblicare questo carteggio che riveste cosi numerosi motivi di inte-
resse, il nostro intento ¢ stato anzitutto quello di mettere a disposizione
dei documenti, prima ancora che fornire una nostra interpretazione. L’ap-
parato critico di note, indici e riferimenti bibliografici di cui lo abbiamo
corredato, ha quindi un carattere fattuale e documentario ed ¢ stato costruito
con criteri il piu possibile oggettivi. Invece di presentare le nostre conget-
ture, abbiamo preferito rinviare, ogni volta che era possibile, agli articoli
originali pubblicati da Enriques e Castelnuovo e dagli altri matematici citati.
D’altra parte, talmente ricco ¢ il contenuto matematico delle lettere che
una loro analisi critica da questo punto di vista richiedera sicuramente lun-
ghe e pazienti ricerche, alle quali ci auguriamo molti studiosi vorranno dedi-
carsi in futuro. Abbiamo comunque costruito I'insieme delle note usando
un sistema di riferimenti incrociati che attraversano tutto il carteggio al
fine di mettere in luce la dinamica delle ricerche di Enriques e Castelnuovo
nel corso del tempo e di chiarire al lettore la trama della corrispondenza,
la cui complessita ¢ messa in evidenza dai numerosi temi di ricerca che
vengono spesso enunciati in maniera incidentale per essere poi ripresi a
distanza di tempo (a volte anni), oppure lasciati definitivamente cadere.
E la pratica di entrambi di richiedere all’altro la restituzione di proprie let-
tere per vedere come era stato affrontato un particolare argomento con-
ferma l’importanza che esse rivestivano agli occhi degli stessi autori e il
ruolo di memoria storica delle proprle ricerche che ‘essi vi attribuivano.

A conclusione del volume in cui aveva riassunto i risultati sulle superfi-

cie algebriche ottenuti nel corso di tutta la propria vita, e che fu pubbli-
cato postumo nel 1949, Enriques scriveva:
Cinquan’anni or sono s’iniziava in Italia lo studio di queste teorie, appena abboz-
zate dal genio di un precursore (Max Noether); allora, scherzando sulle difficolta
e le eccezioni che si incontravano da ogni parte, si soleva dire che, mentre le curve
algebriche (gia composte in una teoria armonica) sono create da Dio, le super-
ficie invece sono opera del Demonio. Ora si palesa invece che piacque a Dio di
creare per le superﬁc1e un ordine di armonie pili riposte ove rifulge una meraviglio-
sa bellezza.”!

La via, spesso tortuosa e piena di ostacoli, che ha condotto alla sco-
perta delle armonie di cui parla Enriques ci viene ora rivelata in tutti i suoi
particolari dalla stessa voce di coloro che ’hanno percorsa.

5 Enriques, Le superficie algebriche cit., 464.



1865

1871

1876

1878

1879
1884

1885
1886

1887

1889

1891

CRONOLOGIA

Guido Castelnuovo nasce a Venezia il 14 agosto da Enrico ed Emma
Levi.

Federigo Enriques nasce a Livorno il 5 gennaio da Giacomo e Matilde
Coriat.

Caduta della destra e insediamento della sinistra con il governo di
Agostino De Pretis.

Il 9 gennaio muore il re Vittorio Emanuele II.
Il 7 febbraio muore il papa Pio IX.

E approvata la legge che istituisce I'obbligo dell'istruzione elementare.

Il 2 marzo Giovanni Battista Guccia fonda il Circolo Matematico
di Palermo.

Ha inizio la politica coloniale italiana con I'occupazione di Massaua.

Castelnuovo si laurea in Matematica all’Universita di Padova.
Nell’autunno ottiene un posto di perfezionamento all’Universita di
Roma dove segue le lezioni di Luigi Cremona.

Da novembre Castelnuovo ¢ assistente di Enrico D’Ovidio al-
I'Universita di Torino. Inizia la sua collaborazione scientifica con

Corrado Segre.

Pubblicazione delle Ricerche di geometria sulle curve algebriche di
Castelnuovo.

Pubblicazione delle Osservazioni intorno alla geometria sopra una super-
ficie algebrica di Castelnuovo.

Nell’estate Enriques, allievo della Scuola Normale Superiore di Pisa,
si laurea in Matematica.
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1891-92

1892

1893

1894

1894-95
1895

1896

1897

CRONOLOGIA

Il 1° novembre, in seguito a concorso, Castelnuovo ¢ nominato
professore straordinario di Geometria analitica e proiettiva all'U-
niversita di Roma.

Enriques usufruisce di un posto di perfezionamento presso la
Scuola Normale Superiore di Pisa.

Nell'autunno Enriques ottiene un posto di perfezionamento all"U-
niversita di Roma. Ha inizio la sua collaborazione scientifica con
Castelnuovo.

Pubblicazione della memona di Enriques Ricerche di geometria sulle
superficie algebriche e della memoria di Castelnuovo Sulla razio-
nalitd delle involuzioni piane.

Nel mese di novembre Enriques si stabilisce a Torino per stu-
diare con Segre.

1l 20 gennaio Enriques viene incaricato dell'insegnamento di Geo-
metria proiettiva e descrittiva con disegno all'Universita di
Bologna.

Appaiono le litografie delle Conferenze di geometria di Enriques.

Il 15 ottobre viene fondata la Mathesis, associazione per gli studi
fra gli insegnanti di matematica delle scuole medie.

Viene conferita a Castelnuovo la Medaglia d’Oro della Societa
Italiana delle Scienze (detta der XL).

Dopo la battaglia di Adua (1° marzo), la conseguente crisi del
governo Crispi si conclude con I'insediamento del gabinetto pre-
sieduto da Antonio di Rudini.

Nel luglio Castelnuovo sposa Elbina Enriques, sorella di Federigo.
Pubblicazione degli articoli: Sulle superficie di genere zero e Alcuni
risultati sui sistemi lineari di curve appartenenti ad una superficie alge-
brica di Castelnuovo, Introduzione alla geometria sopra le superficie
algebriche di Enriques e Sur quelques récents résultats dans la théorie
des surfaces algébriques di Enriques e Castelnuovo.

Viene conferita a Enriques la Medaglia d’Oro della Societa Ita-
liana delle Scienze (detta dei XL).

I 1° gennaio, in seguito a concorso, Enriques ¢ nominato pro-
fessore straordinario di Geometria proiettiva e descrittiva all’Uni-
versita di Bologna.

Dal 9 all’11 agosto si tiene a Zurigo il primo Congresso Interna-
zionale dei Matematici.

Il 24 giugno nasce Mario, primogenito di Castelnuovo.
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1899
1900

1901

1902

1903

1904

CRONOLOGIA XXI11

Nell'autunno Enriques sposa Luisa Coen.

Castelnuovo pubblica I'articolo Alcune proprieta fondamentali dei sistemi
lineari di curve tracciate su una superficie algebrica.

Appare il primo volume del trattato Théorie des fonctions algébriques
de deux variables indépendantes di Emile Picard e Georges Simart.
Nel dicembre appare la prima edizione a stampa delle Lezioni di geo-
metria proiettiva di Enriques.

6-7 maggio: rivolta a Milano e repressione da parte del generale Bava
Beccaris.

1l 26 maggio Castelnuovo ¢ promosso professore ordinario di Geo-
metria analitica e proiettiva all’'Universita di Roma.

Il 15 luglio nasce Maria, secondogenita di Castelnuovo.

Il 29 luglio il re Umberto I ¢ assassinato dall’anarchico Gaetano
Bresci.

Dal 6 al 12 agosto si tiene a Parigi il secondo Congresso Internazio-
nale dei Matematici.

Il 9 maggio nasce Alma, primogenita di Enriques.

Il 1° novembre Enriques ¢ promosso professore ordinario di Geo-
metria proiettiva e descrittiva all’Universita di Bologna.

Prima edizione delle Questioni riguardanti la geometria elementare,
a cura di Enriques.

Appare il primo fascicolo del secondo volume del trattato Théorie

des fonctions algébriques de deux variables indépendantes di Picard e Simart.

Il 15 luglio Castelnuovo ¢ nominato socio corrispondente dell’Ac-
cademia dei Lincel.

Pubblicazione della memoria Sopra alcune questioni fondamentali nella
teoria delle superficie algebriche di Enriques e Castelnuovo.

Prima edizione a stampa delle Lezioni di geometria analitica e proiet-
tiva di Castelnuovo.
Il 2 agosto nasce Adriana, secondogenita di Enriques.

Insediamento il 3 novembre del primo di una serie di governi pre-
sieduti da Giovanni Giolitti.

Il 27 settembre nasce Gino, terzogenito di Castelnuovo.

Prima edizione degli Elementi di geometria ad uso delle scuole seconda-
rie superiori di Enriques, scritto in collaborazione con Ugo Amaldi.

Dall’8 al 13 agosto si tiene a Heidelberg il terzo Congresso Interna-
zionale dei Matematici.

Appare il secondo fascicolo del secondo volume del trattato Théorie
des fonctions algébriques de deux variables indépendantes di Picard e Simart.
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1905

1906

1907

1908

1909-10

CRONOLOGIA

Il 24 gennaio nasce Giovanni, terzogenito di Enriques.

A Castelnuovo (ex aequo con Cesare Arzela) ¢ conferito il Pre-
mio Reale dell’Accademia dei Lincei.

Pubblicazione degli articoli: Sulla proprietd caratteristica delle superfi-
cie algebriche irregolari, Sulle superficie algebriche di genere geometri-
co zero e Sulle superficie algebriche che ammettono un gruppo continuo
di trasformazioni birazionali in sé stesse di Enriques e Sugli inte-
grali semplici appartenenti ad una superficie irregolare di Castelnuovo.

Il 15 luglio Enriques ¢ nominato socio corrispondente dell’ Ac-
cademia dei Lincel.

In settembre si tiene a Milano il primo Congresso della Societa
Filosofica Italiana fondata e presieduta da Enriques.

Prima edizione dei Problemi della scienza di Enriques.

In appendice al trattato Théorie des fonctions algébriques de deux
variables indépendantes di Picard e Simart viene pubblicato I'arti-
colo di Enriques e Castelnuovo Sur quelques résultats nouveaux
dans la théorie des surfaces algébriques.

Conferimento a Enriques e a Francesco Severi del Prix Bordin
dell’Académie des Sciences di Parigi per la loro memoria sulla
classificazione delle superficie iperellittiche.

Pubblicazione dell’articolo di Enriques Sopra le superficie algebri-
che di bigenere uno.

Pubblicazione nell’Encyklopidie der mathematischen Wissenschaf-
ten dell’articolo Prinzipien der Geometrie di Enriques.

Enriques fonda la «Rivista di Scienza» (che nel 1910 prendera
il nome «Scientia») di cui ¢ condirettore insieme a Eugenio
Rignano.

A Enriques (ex aequo con Tullio Levi-Civita) € conferito il Pre-
mio Reale dell’Accademia dei Lincei.

Dal 6 all'11 aprile si tiene a Roma il quarto Congresso Interna-
zionale dei Matematici.

Il 21 aprile nasce Gina, quartogenita di Castelnuovo.
Pubblicazione nell’ Encyklopidie der mathematischen Wissenschaf-

ten dell’articolo Grundeigenschaften der algebraischen Flichen di Enri-
ques e Castelnuovo.

Negli «Acta Mathematica» viene pubblicato il Mémaoire sur les
surfaces byperelliptiques di Enriques e Severi, premiato col Prix
Bordin.



1911

1912

1913

1914

1915

1918

1919

1921

1922

CRONOLOGIA XXV

Nell’aprile si tiene a Bologna il quarto Congresso Internazionale di
Filosofia organizzato da Enriques.
Castelnuovo viene eletto presidente della Mathesis.

Pubblicazione di Scienza e razionalismo di Enriques e del primo volume
delle Questioni riguardanti le matematiche elementari, edito da Enriques.

Si tengono le prime elezioni a suffragio universale maschile.
Il 12 dicembre nasce Emma, quintogenita di Castelnuovo.

Pubblicazione nell' Encyklopidie der mathematischen Wissenschaften del-
I'articolo Die algebraischen Flichen vom Gesichtspunkte der birationa-
len Transformationen aus di Enriques e Castelnuovo.
Pubblicazione del secondo volume delle Questioni riguardanti le mate-
matiche elementari, edito da Enriques, e delle due note lincee Sulla
classificazione delle superficie algebriche e particolarmente sulle superficie
di genere lineare p(l) =1 di Enriques.

I 24 maggio I'Italia dichiara guerra all’Austria-Ungheria.
Pubblicazione del primo volume delle Lezioni sulla teoria geometrica
delle equazioni e delle funzioni algebriche di Enriques, scritto in colla-
borazione con Oscar Chisini.

4 novembre: fine della guerra con la vittoria sull’ Austria-Ungheria.
Il 4 aprile Castelnuovo € nominato socio nazionale dell’ Accademia
dei Lincel.

Enriques viene eletto presidente della Mathesis.

Prima edizione del trattato Calcolo delle probabilita di Castelnuovo.
Pubblicazione del secondo volume delle Lezioni sulla teoria geome-
trica delle equazioni e delle funzioni algebriche di Enriques e Chisini.

Costituzione dei Fasci di combattimento da parte di Benito Mussolini.

Enriques assume la direzione della nuova serie del «Periodico di Mate-
matiche».

In ottobre, su invito di Enriques, Albert Einstein tiene a Bologna
una serie di conferenze sulla relativita.

28 ottobre: marcia su Roma e avvento del partito fascista al potere.
Nel dicembre viene costituita a Bologna 'Unione Matematica Ita-
liana di cui Salvatore Pincherle ¢ il primo presidente.

Il 1° gennaio Enriques ¢ comandato all’Universita di Roma per I'in-
segnamento delle Matematiche complementari. Nella stessa data
anche Severi ottiene il trasferimento all’Universita di Roma sulla
cattedra di Analisi algebrica.

Enriques pubblica il volume Per la storia della logica.
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1923

1924

1925

1926
1928

1930

1932

1934

1935

CRONOLOGIA

Riforma dell’istruzione media e universitaria promossa da Gio-
vanni Gentile.

Nel novembre viene istituito il Consiglio Nazionale delle Ricer-
che di cui Vito Volterra ¢ il primo presidente.

Il 16 ottobre Enriques ottiene il definitivo trasferimento all’U-
niversitd di Roma sulla cattedra di Geometria superiore.
Castelnuovo pubblica il volume Spazio ¢ tempo secondo le vedute
di Albert Einstein.

A seguito dell’assassinio di Giacomo Matteotti (10 giugno) I'op-
posizione abbandona la Camera dando vita al cosiddetto
Aventino.

Pubblicazione del terzo volume delle Lezioni sulla teoria geome-
trica delle equazioni e delle funzioni algebriche di Enriques e Chisini.

Il 3 gennaio Mussolini annuncia alla Camera I'instaurazione della
dittatura.

Il 22 agosto Enriques ¢ nominato socio nazionale dell’Accade-
mia dei Lincei.

Seconda edizione, in due volumi, del trattato Calcolo delle proba-
bilita (vol. 1) di Castelnuovo.

Pubblicazione di Gli Elementi di Euclide e la critica antica e moderna
(libri 11v), editi da Enriques.

Nel gennaio viene istituita la Reale Accademia d’ltalia.

Pubblicazione del Calcolo delle probabilitd (vol. 2) di Castelnuovo.
Al Congresso Internazionale dei Matematici di Bologna Castel-
nuovo uene la conferenza La geometria algebrica e la scuola italiana.

Pubblicazione di Gli Elementi di Euclide e la critica antica e moderna
(libri v-1x), editi da Enriques.
Appaiono 1 primi articoli di Enriques nell’ Enciclopedia Italiana.

Edizione litografata delle Lezioni sulla teoria delle superficie alge-
briche di Enriques, raccolte da Luigi Campedelli.
Pubblicazione di Gli Elementi di Euclide e la critica antica e moderna
(libro x) editi da Enriques e della Storia del pensiero scientifico di
Enriques e Giorgio De Santillana.

Pubblicazione del quarto volume delle Lezioni sulla teoria geome-
trica delle equazioni e delle funzioni algebriche di Enriques e Chisini.

Nel febbraio viene approvato il nuovo statuto dell’ Accademia
dei Lincer.

Pubblicazione di Gli Elementi di Euclide e la critica antica e moderna
(libri x1-xm), editi da Enriques.

Castelnuovo si ritira dall’insegnamento per raggiund limiti d’eta.

1935-36 Guerra di Etiopia.



1937

1938

1939

1940
1943

1944

1945

1946

1949

1952
1956-66

CRONOLOGIA XXVII

Pubblicazione del Compendio del pensiero scientifico dall'antichita
fino ai tempi moderni di Enriques e De Santillana.
Pubblicazione del volume Memorie scelte in occasione del giubi-
leo scientifico di Castelnuovo.

Nel luglio viene pubblicato il Manifesto della razza cui fanno
seguito in settembre e novembre le leggi razziali. Vengono ban-
diti dalle scuole e dalle universita i professori ebrei e i testi di
autori ebrei. Enriques viene espulso dall’Universita e Severi si
trasferisce sulla sua cattedra.

Pubblicazione delle lezioni di Enriques Le matematiche nella sto-
7ia ¢ nella cultura a cura di Atulio Frajese.

Nel giugno avviene la fusione dell’Accademia dei Lincei con la
Reale Accademia d’Italia.

Severi fonda I'Istituto Nazionale di Alta Matematica.

Sotto il solo nome di Fabio Conforto appare il volume Le super-
ficie razionali scritto da Enriques in collaborazione con I'allievo.

10 giugno: I'ltalia entra in guerra a fianco della Germania.

25 luglio: crollo del regime fascista, subentra il governo del mare-
sciallo Pietro Badoglio.

13 ottobre: il governo Badoglio dichiara guerra alla Germania.
16 ottobre: retata degli ebrei a Roma.

4 giugno: liberazione di Roma. -
5-7 novembre: riunione della Commissione di Anziani Lincet,
tra i quali Castelnuovo, per la ricostituzione dell’Accademia,
secondo le regole precedenti il 1935.

In dicembre viene soppressa la Reale Accademia d’ltalia.
Castelnuovo ¢ nominato commissario del Consiglio Nazionale
delle Ricerche.

25 aprile: il Comitato di Liberazione Nazionale dell’Alta Italia
dichiara di assumere tutti i poteri civili e militari.
29 aprile: capitolazione delle truppe tedesche in Italia.

Enriques muore a Roma il 14 giugno.

13 dicembre: Castelnuovo ¢ nominato presidente dell’Accade-
mia dei Lincel.

Castelnuovo ¢ nominato senatore a vita per altissimi meriti nel
campo scientifico.

Edizione postuma a cura di Castelnuovo del trattato Le superficie
algebriche di Enriques.

Castelnuovo muore a Roma il 27 aprile.

Pubblicazione in tre volumi delle Memorie scelte di geometria di
Enriques.
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I primi contatti con Emma Castelnuovo sono stati avviati nel 1990 da
Paola Gario nell’ambito di alcune ricerche di carattere storico sulla scuola
di geometria algebrica italiana, tra le cui finalita era il reperimento di fonti
documentarie sconosciute o inadeguatamente valorizzate. A partire da quella
data, Emma Castelnuovo ha messo a disposizione I'intera corrispondenza1
di suo padre dando il consenso a progetti che ne prevedessero la pubbli-
cazione.

Il fondo consiste di oltre 1300 missive, la maggior parte delle quali si
colloca in un arco temporale compreso tra il 1886 e 111906, mentre pilr
rare sono le lettere degli anni successivi. Tutto il materiale ¢ in buono stato
di conservazione ed ¢ ora ordinato per corrispondente e data. Fatta ecce-
zione per un certo numero di missive di carattere strettamente personale,
le lettere sono perlopit di matematici italiani e stranieri’ e concernono
quasi esclusivamente I'attivita scientifica e accademica di Castelnuovo, mentre
non vi sono cenni significativi alla situazione politica e sociale del paese.

In particolare la corrispondenza di Enriques con Castelnuovo consta
di 670 lettere,’ scaglionate tra il 1892 e il 1914, ma per la maggior parte
(655) concentrate nel periodo 1893-1905. 1l carteggio si apre con una missiva
del 6 novembre 1892 in cui Enriques comunica Iesito positivo del concorso

' Una copia fotostatica della corrispondenza ¢ conservata da Paola Gario, Dipartimento
di Matematlca Universita degli Studi, via Saldini 50, 20133 Milano.

Splccano per I'entita e 'importanza della documentazione conservata, i nomi di
Eugenio Bertini (185 lettere), Luigi Cremona (21), Gino Fano (60), Corrado Segre (273),
Giuseppe Veronese (30) e, tra i corrispondenti stranieri, Max Noether (18) e i matematici
franceSI Georges Humbert (2), Emile Picard (11) e Léon Autonne (3).

} In una prima fase della ricerca ne erano state ritrovate circa 400, perlopil antece-
denti il 1900. Una esplorazione successiva nell’archivio Castelnuovo ha portato alla luce
le restanti.
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per un posto di perfezionamento e informa di essere stato destinato a Roma.
Dopo una lettera dello stesso mese, in cui egli annuncia la sua partenza
per Roma, la corrispondenza si interrompe sino al marzo 1893, allorché
il tono appare ormai familiare, per poi riprendere nel giugno. A partire
da questo mese il flusso epistolare diviene costante e, come si puo vedere
dall’Elenco cronologico posto al fondo del volume, ha in vari periodi un
ritmo addirittura giornaliero.

La corrispondenza puo essere considerata pressoché completa. La perdita
di alcune missive e, in un paio di casi, di allegati ¢ talora evidente dal contesto,
ma si tratta di lacune di modesta entita che non interrompono la conti-
nuitd della documentazione. Grave ¢ invece la dispersione delle respon-
sive di Castelnuovo; le uniche otto superstiti, conservate dallo stesso Castel-
nuovo, sono state inserite nel carteggio secondo I'ordine cronologico.

Le lettere di Enriques, conservate senza busta, si presentavano ripiegate
e raccolte in sei buste recanti le seguenti annotazioni di pugno di Guido
Castelnuovo:

Enriques. Sino a ottobre 93

Enriques. Anno nov. 93-94

Enriques giugno 94-giugno 95

Ghigo ottobre 95 -giugno 96

Lettere Ghigo 1896-1898

Lettere Ghigo. Novembre 1904-Febbraio 1905

e in tre buste con le annotazioni di Emma Castelnuovo:

Enriques
Enriques 1905, 6, 12, 19
Enriques 1906

La corrispondenza relativa ai primi anni era abbastanza ordinata, meno
quella degli anni successivi. In particolare, la busta Enriques raccoglieva lettere
di quasi tutti gli anni, oltre alle lettere dello stesso Castelnuovo. A volte
si € reso necessario ricomporre una singola missiva da fogli che si trova-
vano dispersi in buste diverse: cfr. nn. 287, 318, 404, 421, 422, 463, 469,
477,484, 631. Non ¢ stato invece possibile completare le lettere 228, 347,
460, oltre a un frammento di Castelnuovo del 1895.

Le missive di Enriques sono tutte autografe, vergate con inchiostro nero,
su carta comune non intestata, in genere di piccolo formato (talora fogli
rigati o quadrettati e, in alcuni anni, anche fogli listati a lutto). I pochis-
simi casi di lettere scritte su carta intestata (sempre d’albergo) sono stati
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segnalati in nota, riportando I'indirizzo nel testo, insieme alla data, come
se fosse autografo.

La grafia di Enriques, alquanto disordinata e irregolare, con una carat-
teristica tendenza ad alzarsi e abbassarsi sul rigo, presenta spesso correzioni
e cancellature e nulla concede alle esigenze dell’estetica. In compenso non
pone particolari problemi di decifrazione, salvo che per le espressioni mate-
matiche e in alcune cartoline postali, in cui la scrittura si fa pit minuta
dato il loro piccolo formato (cm 9 X 14). In sostanza, le difficoltd mag-
giori sono date dalla scarsa differenziazione tra minuscole e maiuscole,
quando si tratta della lettera iniziale di una parola non posta in apertura
di frase, e dall'incerta evidenziazione dei capoversi. Quanto poi alle scrit-
ture matematiche, le difficolta dipendono soprattutto dalla grafia non sempre
precisa dei numeri (ad esempio non vi ¢ distinzione grafica tra «» e « 1»),
dall’allineamento e dalla spaziatura irregolari delle varie parti di una for-
mula, tali a volte da renderle di non immediata interpretazione, e dalla
punteggiatura molto scarsa.

Tutti questi problemi sono stati risolti mediante ripetute collazioni con
gli originali, e talora in base ai riscontri forniti dal carteggio o dai lavori
a stampa. Lezioni dubbie o non decifrabili, nonché cancellature, correzioni,
lapsus calami e altre peculiarita grafiche, sono state segnalate in nota quando
rilevanti per la comprensione del testo. Curioso, ad esempio, il caso di un ,
lapsus calami ripetuto piu volte nelle lettere del 1905, quando Enriques
e Castelnuovo erano gia da molti anni in rapporto non solo di amicizia
cordiale ma anche di parentela: vale a dire il ritorno alla firma ufficiale
con nome e cognome («F Enriques» o «F E»), poi cancellata e sostituita
con il consueto e familiare « Ghigo».

Le lettere, come s1 & detto, sono state conservate senza la loro busta.
Cio ha reso pitt complesso inquadrare cronologicamente le missive prive
di data, quando questa non ¢ stata aggiunta da Castelnuovo, di solito a
penna con inchiostro blu o a matita, presumibilmente in base al timbro
postale. Quest’ultimo ha consentito di risolvere anche gli occasionali pro-
blemi di datazione relativi alle cartoline postali (i casi dubbi sono stati segna-
lati in nota).

La presente edizione si fonda su una trascrizione degli originali eseguita
sulla base di fotocopie e di nuovo collazionata con gli autografi.

La corrispondenza ¢ pubblicata nella sua interezza con I'unica eccezione
di una lettera di carattere strettamente confidenziale in cui Enriques annun-
ciava il suo fidanzamento. Minime anche le omissioni nel corpo delle sin-
gole lettere: in sostanza, pochi passi di semplici saluti e auguri a familiari.
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Di tali omissioni, segnalate nel testo con I'inserzione di una serie di tre
punti racchiusi tra parentesi quadre, si ¢ indicata in nota I'entita.

A parte la correzione di pochi errori materiali, troppo evidenti per aver
bisogno di essere rilevati, le lettere sono riprodotte conformemente agli
originali, secondo un criterio conservativo coerente ma non rigido - un
criterio, cioé, inteso a conciliare le esigenze del rigore filologico con quelle
di una piana fruibilita del materiale.

Si sono rispettate tutte le caratteristiche grafiche del testo: variazioni
nell’'uso delle maiuscole e delle minuscole o nella grafia di una stessa parola
(principi/ principii/ principi; sopratutto/soprattutto); usi tipici dell’epoca o
dello scrivente in vocaboli e locuzioni particolari (in quantoché, ossenno,
qualchecosa, salvoché); oscillazioni nella grafia di alcuni cognomi (Noe-
ther/No6ther, Rajna/Raina; ma si ¢ fatta eccezione per Levi-Civita e Mittag-
Leffler, che sono stati sempre trascritti in questo modo anche quando nel-
I'originale non compare il trattino). In particolare si noti che per il plurale
di «superficie» si ¢ conservata I'oscillazione tra I'iniziale «superfici» e il suc-
cessivo (e poi non pit modificato) «superficie», adottato da Enriques su
segnalazione di Corrado Segre (cfr. let. 6, 21.6.1893). Rispettata anche
la punteggiatura assai sobria e oscillante, tranne in pochi luoghi in cui si
trattava di senso non dubbio, ma non immediato.

Si ¢ normalizzato invece I'uso degli accenti e si € provveduto a ristabi-
lirli nei rari casi in cui erano stati dimenticati. Per converso, in conformita
all'uso di Enriques nelle opere a stampa, essi sono stati eliminati nei mono-
sillabi «fa», «no», «qua», «qui», «s0», «stan, «ston, «va» ecc., oltre che nel-
I'avverbio «insieme», mentre «mo» € «pO» SONO Stati corretti in «mo’» e
«po’» e «qual’é» in «qual &», sempre sull’esempio delle scelte compiute
da Enriques nei testi piu sorvegliati.

Infine le sottolineature di pugno dello scrivente sono state evidenziate
col corsivo.

Per rendere piti spedita la lettura, si sono sciolte le numerose abbrevia-
zioni che, secondo la consuetudine epistolografica del tempo, costellano
il testo delle lettere. Tali supplementi, come ogni altro intervento dei cura-
torl, sono stati racchiusi tra parentesi quadre. Si ¢ fatta perd eccezione per
alcune scritture abbreviate di uso frequentissimo e di non ambigua inter-
pretazione, sostituite tacitamente con le corrispondenti scritture estese:
«mnscr» svolto in «manoscritto(i)»; « [*», «['», «[[», «lo [» svolti in «inte-
grale(i)», «integrale doppio», «I'integrale»; « cota», «comente», «00simo(i)»,
«all’0o» svolti in «infinitd», «infinitamente», «infinitesimo(i)», «all’infinito».
Il simbolo oo ¢ stato peraltro conservato quando ha valore di aggettivo
numerale e quando compare nell’espressione « o0 vicini»; in quest’ultimo




NOTA AL TESTO XXX111

caso perod se ne ¢ fornito il corrispettivo verbale (<infinitamente vicini»)
tra parentesi quadre. Analogo trattamento ¢ stato riservato al simbolo =,
reso all’occorrenza con «uguale», «stesso» (e anche in questo caso |’equi-
valente ¢ dato tra parentesi quadre).

Le abbreviazioni sono state invece mantenute se sottintendono una inten-
zionalita specifica o compaiono nelle formule di saluto («aff.mo» per «affe-
zionatissimo»), nonché in alcuni altri casi particolari in cui sono comuni
anche nell’uso corrente. Ad esempio sono state conservate le scritture sin-
tetiche: cap., c.d.d., ecc,, pg., prof., P.S,, sen., sig., sig.na, sig.ra, vol. (nel-
I'originale quasi sempre prive del punto). E inoltre la serie: «1°», «1%»,
«1°» ecc., salvo quando il mantenimento dell’abbreviazione avrebbe osta-
colato I'immediatezza della lettura (ad esempio quando «12» viene usato
con valore di avverbio di tempo: «come 12 ti dicevon).

Le date delle lettere sono indicate negli originali in forma assai varia-
bile, perlopili sommaria, spesso totalmente numerica; rara la precisazione
del luogo, che pero, quando ¢ presente, ¢ spesso accompagnata dall’indi-
rizzo. Il modello prevalente € quello sintetico in cifre, con I'abbreviazione
dell’anno: «21/3/99» oppure, caso meno frequente, « 12/IV/99»; non man-
cano pero esempi di date complete di ogni elemento (luogo compreso),
con l'indicazione del mese espressa in lettere (sempre con I'iniziale maiu-
scola), talora in forma estesa, piu spesso abbreviata («Gen.», «Feb.» ecc.,
ma anche, in un caso, «8°»). Quanto alla collocazione, essa & assai oscil-
lante: ora in testa, ora in calce, ora (soprattutto nelle lettere del 1905) tra
la formula di saluto o di congedo e la firma.

Per ragioni di chiarezza grafica, ¢ parso opportuno normalizzare queste
oscillazioni in base a un modello di formulazione e di impaginazione stan-
dard. Si € cosi provveduto a integrare, nelle cartoline postali (in base al
timbro), l'indicazione del luogo di provenienza; a esprimere in lettere e
per esteso le indicazioni numeriche del mese o a sciogliere quelle fornite
in lettere ma in forma abbreviata; a restituire |'indicazione intera dell’anno
nei casi, frequentissimi, di abbreviazione alle ultime due o (pit di rado)
tre cifre; e a collocare la data cosi ottenuta, insieme ad ogni altra eventuale
precisazione (giorno della settimana, ora, indirizzo ecc.), in testa alla mis-
siva, con allineamento a destra, indipendentemente dalla posizione in cui
essa figura nell’originale. Infine si ricordi che nelle indicazioni del mese
I'iniziale maiuscola ¢ sempre e solo dell’originale, mentre la minuscola con-
traddistingue i casi di svolgimento di un’indicazione espressa nell’autografo
in cifre. In questi ultimi casi si & altresi adottata la forma corrente «dicem-
bre», conservando la variante antiquata « Dec(embre)», caratteristica di Enri-
ques, nelle indicazioni espresse in lettere.

L'ordine di successione dei vari componenti della data e la punteggia-
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tura sono di norma conformi agli autografi. Tutte le integrazioni di ele-
menti mancanti o di abbreviazioni sono racchiuse tra parentesi quadre.

Analogo trattamento grafico ¢ stato riservato alle formule di congedo
e ai poscritti: le une, mantenute identiche all’originale, di cui conservano
le abbreviazioni e la punteggiatura (spesso variabile anche in formule di
identico tenore), sono impaginate con i saluti a sinistra e la firma a destra;
gli altri, contrassegnati con la sigla [P.S.] quando questa non compaia nel-
I'originale, risultano collocati sempre al fondo della lettera, dopo la firma.

Sono stati eliminati sistematicamente i salti di riga e i tratti di penna
che negli autografi talvolta separano due capoversi per scandire il passag-
glo da un argomento all’altro (soprattutto dalle questioni matematiche o
accademiche alle vicende familiari). Sono stati invece rispettati, per quanto
possibile, i capoversi originali, la cui indicazione da parte dello scrivente,
come si ¢ accennato, non ¢ sempre inequivocabile.

Le postille marginali che compaiono talvolta nelle lettere sono state inse-
rite nel testo, tra doppie parentesi tonde, quando facilmente integrabili;
sono state invece poste in calce, con asterischi di richiamo, quando per
il loro carattere di digressioni o simili non si sarebbero prestate a essere
sussunte nella continuita del testo base.

Il sistema di scrittura matematica ricalca, come € ovvio, quello adottato
da Enriques e che in parte si riscontra anche negli articoli a stampa. A que-
st1, ad esempio, ci si € uniformati nel mantenere notazioni come f(x y ),
F(x y 2) ecc. in luogo di quelle oggi piu diffuse f(x, y, 2), F(x, y, 2) ecc.
A fini di chiarezza, si ¢ provveduto per6 a normalizzarne I'uso in base alle
convenzioni grafiche e tipografiche correnti stampando in carattere cor-
sivo tutti 1 simboli alfabetici indicanti variabili, costanti, insiemi, spazi ecc.,
anche quando non evidenziati nell’originale mediante sottolineatura. Per
il resto sono state fedelmente rispettate tutte le variazioni di scrittura e
I'uso oscillante delle notazioni, quali ad esempio [m #), [m, 7], [m. n], (m n),
utilizzate da Enriques per denotare le trasformazioni [m, n]. Nell’espres-
sioni matematiche ci si & rigorosamente attenuti alla sobrieta di punteggia-
tura del testo autografo, anche quando la prassi corrente avrebbe richiesto
segni di interpunzione: ad esempio «1 ... 7», « 1, ... #» invece della scrittura
usuale «1, ..., #». Per esigenze di chiarezza si ¢ pero adottata la scrittura
«m-esimon, «7-esimo» ecc. in luogo di «7’», «7’» ecc., e «2-plo», «n-plo»,
«k-plo» ecc. in luogo di «2plo», «mplo», «kplo» ecc. Infine, salvo rare ecce-
zioni, anche le formule matematiche sono state impaginate su riga a sé
o nel testo in conformita al modello originale, di cui riproducono anoma-
lie e incoerenze: cio per dar conto anche graficamente del procedere non
sempre rettilineo di un ragionamento in via di elaborazione.




NOTA AL TESTO XXXV

Per quel che riguarda il corredo critico, si noti quanto segue.

Le lettere di Enriques sono contrassegnate da un numero arabo pro-
gressivo lungo tutta la corrispondenza, posto in alto a sinistra e seguito
dalla sigla [c. p.] quando il documento in questione ¢ una cartolina postale.
Le lettere di Castelnuovo invece non sono state numerate, mentre sono
numerate a parte quelle raccolte in Appendice.

Per non appesantire eccessivamente il testo, si ¢ accompagnata la tra-
scrizione delle lettere con un apparato di note limitato agli aspetti infor-
mativi essenziali: si chiariscono precedenti e circostanze delle lettere o il
significato di singoli passi; si segnalano eventuali perdite di missive; si for-
niscono, quando necessario alla comprensione del testo, cenni biografici
sui personaggi menzionati, precisandone la relazione con Enriques all’e-
poca della lettera; si da conto di questioni testuali di qualche rilievo (pre-
senza nell’originale di lacune, cancellature e correzioni, problemi di deci-
frazione, casi di ricomposizione dubbia di lettere ecc.); si identificano i lavori
(a stampa o manoscritti) cui si allude nel testo in forma sommaria; si trac-
cia una rete di riferimenti incrociati all’interno dell’intera corrispondenza.
In particolare si ricordi che, quando un argomento ¢ trattato in un gruppo
di lettere consecutive, la nota esplicativa ¢ stata posta nella prima lettera
del gruppo e non ¢ stata ripetuta nelle successive.

Una Bibliografia alla fine del volume raccoglie i dati completi delle opere
e degli articoli di Enriques, Castelnuovo e altri autori citati nelle note con
la sola indicazione del cognome e dell’anno di pubblicazione. Nel caso di
scritti comparsi su periodici e poi raccolti in volume, i rinvii di pagina sono
a quest’ultima edizione.

Infine si ¢ posta in Appendice, con funzione documentaria e senza ulte-
riori note esplicative, una serie di lettere indirizzate a Castelnuovo da vari
matematici italiani e stranieri, alle quali si fa allusione nella corrispondenza
(st veda in particolare il carteggio completo di Autonne, Humbert e Picard).

Abbreviazioni e segni convenzionali utilizzati

c.p. cartolina postale

let. lettera

s.d. senza data

[--] omissioni editoriali di un tratto di testo

[ ] inserzioni editoriali e integrazione di una o piu lettere in parole

che compaiono nell’originale in forma abbreviata
-] parola illeggibile nell’originale
[+] lacuna nell’originale presumibilmente di una parola
[+ + +] lacuna indeterminata nell’originale




RIPOSTE ARMONIE

Cinquant’anni or sono (...) si soleva dire che, mentre le
curve algebriche (gia composte in una teoria armonica)
sono create da Dio, le superficie invece sono opera del
Demonio. Ora si palesa invece che piacque a Dio di creare
per le superficie un ordine di armonie piti riposte ove
rifulge una meravigliosa bellezza.

F. Enriques, Le superficie algebriche, Bologna 1949, p. 464

La via delle superficie come quella dei cieli, ¢ seminata
di spine. .
Enriques a Castelnuovo, 20 ottobre 1894




6 Novembre [18]92
Carissimo Professore

Quando ci vedemmo a Firenze (or son pochi giorni) Ella mi espresse
il desiderio gentile di essere informato del resultato del mio concorso pel
posto di perfez[ionamen|to. Sono lieto di poterle dire ora che tale posto
mi ¢& stato conferito.

Come Le avevo detto io chiesi di essere destinato a Torino, ma pare
che il consiglio sup[eriore] abbia disposto invece ch’io vada a Roma.'
Mentre sono dolente di non poter passare I'anno venturo col prof. Segre,
sono sicuro di poter avere in Lel un’ottima guida e confido nella di Lei
gentilezza per ottenere da Lei quegli utili consigli che il prof. Segre era
gentilmente disposto a darmi. Per questa ragione, non potendo andare a
Torino, la destinazione che (secondo almeno ci6 che mi si ¢ detto) mi ¢
stata data, mi riesce gradita piu di ogni altra.

Intanto per non perdere il piacere di far la conoscenza del prof. Segre
mi reco domani a Torino, e passero ivi qualche settimana. Se Le occorre
qualche cosa in quella citta mi scriva pure (fermo in posta), ch’io sard ben
lieto se mi si presentera I'occasione di esserle utile. Cosi non farei che con-
traccambiare, in scarsa misura, tutte le gentilezze da Lei usatemi e di cui

(creda pure) Le sono gratissimo.

Saluti dal Suo Dev.mo F Enriques

! Come ricordava Castelnuovo nella sua commemorazione dell’amico, Enriques, «un
giovane non ancora ventiduenne, che si era laureato a Pisa I'anno precedente», «nel novembre
del 1892 venne a Roma per seguire il corso di Luigi Cremona, come studente di perfezio-
namento» (in Enriques 1956-66, I, 1x).




4 NOVEMBRE 1892

9 Novembre [18]92
Torino - Via Ormea 12

Carissimo Professore

Non so proprio come rispondere alla Sua lettera infinitamente gentile
ed esprimerle tutta la mia gratitudine. o accolgo di cuore le Sue cortesi
offerte, perché venendo a Roma, confido (come Le dissi) specialmente nel
prezioso consiglio e nella guida di Lei, giacché in Lei si trovano appunto
riunite quelle doti che mi muovevano a ricercare I'ottimo prof. Segre, la
gioventu ed il merito; quest’ultima qualita (me lo lasci dire senza offesa
alla Sua modestia) di gran lunga maggiore.

A Torino ho trovato il prof. Segre (cui avevo gia scritto prima per accer-
tarmi che fosse qua), del quale ho fatto quindi la desiderata conoscenza:
non Le dico quanto egli sia stato buono e gentile per me, giacché a Lei
la gentilezza del Suo affezionatissimo amico ¢ ben nota, e per la stessa ragione
non Le dir6 neppure con quanto affetto mi abbia parlato di Lei.

Ho veduto un momento ieri sera il Chini e il Campetti ed ho fatto
loro i Suoi saluti, oggi poi li vedro con piu comodo al Bergia.

Avanti di venire a Roma glie lo scriverd come appunto Ella mi dice.

Le rinnovo vivi ringraziamenti e spero presto di poterla rivedere e godere
la Sua ottima compagnia, che il Segre, ed a ragione, mi invidia.

Disponga di me liberamente se in qualche cosa possa esserle utile.

Mi tratterro qua probabilmente alcune settimane, cio¢ fin verso la fine
del mese. Spero di vedere presto anche il prof. D’Ovidio che fui a cercare
teri, ma inutilmente.

Saluti affettuosi dal Suo Dev.mo

F Enriques

Firenze 25 Novembre [18]92
Carissimo Professore

Come Le avevo promesso, Le faccio noto che arriverd a Roma Dome-
nica mattina alle 7,25 salvo casi imprevisti. Nella mattina mi prendero la
liberta di venire a casa Sua (Via Palermo 8) e da Lei spero anche di avere
alcune indicazioni utili per fissare la mia residenza.

Ella scusera il disturbo.

Intanto La saluto sperando di rivederla presto. :
Suo Dev.mo

Federigo Enriques
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4. [c.p]
Venerdi [31 marzo 1893]
Firenze - P? Cavour 10
Carissimo

Ti mando, come eravamo rimasti d’accordo, gli ultimi fogli del mio
lavoro:! ho tardato un po’ perché mi sono preso qualche giorno di svago
qui a Firenze.

Ho veduto la memoria di Picard, dove il teorema dato per le superfici
con o’ trasformazioni in sé’ non ¢ cosi completo come quello che mi
sembra si possa stabilire. Se le trasformazioni non sono permutabili vi &
una rete di curve raz[ionali] o ellit[tiche] e ci6 deve portare la razionalita
della suplerficie]. Ma se le trasflormazioni] son perm[utabili] Picard stabili-
sce soltanto che le coordinate sono funz[ioni] 4 volte] periodiche ecc., e
quindi potrebbe anche essere il genere = 1. Ora ¢ precisamente in questo
caso che mi pare aver stabilito con maggiore semplicita che negli altri (pei
quali sono ancora incerto) la razionalita delle suplerficie]. Mi riserbo pero
a parlartene a Roma dopo averci pensato meglio.

Oggi allle] otto vado a Pisa e arriveré6 a Roma Domenica. Ci vedremo
a Firenze?

Intanto ricevi gli affettuosi saluti
del tuo

F Enriques

" Enriques 1893a, presentato da Luigi Cremona all'Accademia dei Lincei il 21 mag-
gio 1893.
2 Picard 1889, cap. 3, § 3.

Domenica 18 giugno [18]93
Carissimo Guido

Non ho veramente grandi novita da raccontarti, ma voglio nondimeno
mandarti un saluto.

Non ho trovato qui Bigiavi il quale ¢ in campagna e cosi mi troverd
in una grande solitudine durante il mio soggiorno a Firenze. Non c’era
bisogno di questo perché io rammaricassi la tua compagnia, quella compa-
gnia d’un amico che godevo come un bene che si possiede e di cui non
ci si accorge per I'abitudine.

Hai cominciato gli esami? e quando credi che sarai libero?

Il Bertini non mi ha ancora risposto: nemmeno ho ricevuto gli estratti
della mia nota' dall' Acc[ademia] dei Lincei.



6 GIUGNO 1893

Avevo cominciato a pensare alla superficie di genere O con soli punt
multipli. Mi si ¢ presentata una difficolta imprevista: quando sopra una
superficie F, si ha un sistema segato da F,,, si puo dire che il sistema ag-
glunto a questo sia segato dalle F,, ., _, che hanno come (i +j— 2)-plo
un p[un]jto i-plo per F,, j-plo per F,? Difatti il Noether’ dimostra sol-
tanto che le F,,, ,_,4 che si comportano in quel modo rispetto alle curve
sezioni, segano la g5i; !, completa: ¢ dunque lecito dubitare che colle
F,, +n—4 a cui st impone come (i + j— 2)-plo un p[un]to i-plo, j-plo risp-
[ettivamente] si ottenga soltanto una parte del sistema aggiunto. Un esem-
pio mi sembra giustificare questo dubbio. Si prenda la Fs con 4 p[un]u
3-pli: le quadriche pei p[un]ti 3-pli danno sezioni di genere 8, ed invece
le F; con quei 4 plun]ti come 2-pli sono ©'?~'¢ =co’.

Cosi stando le cose vedi bene che non vi ¢ per ora speranza di poter
compiere la dimostrazione della razionalita delle suplerficie] di gen[ere] O
con soli p[un]ti multipli nel modo che io I'avevo disegnata.

E singolare pero che I'inconveniente sopra osservato non si presenta
piu se il genere ¢ > 0. Per esempio nel caso del genere 1 ho pensato che
forse si potrebbe trar profitto da quelle superficie con soli p[un]ti multipli
per costruire superficie negli spazi superiori irreducibili fra loro (sebbene
particolari).

Addio, affettuosi saluti )
dal tuo amico

Federigo Enriques

PS. Rammentami anche a Luzzatti e Ancona: scrivo a Reina che sup-
pongo tornato a Roma.

I tuoi Zii sono a Castello; vidi qua tuo Zio alla Banca e gli feci I'amba-
sciata di tuo Zio di Roma, non potei fargliela la sera stessa del mio arrivo
sebbene fossi andato a casa sua, perché appunto egli era a Castello.

Di nuovo affettuosi saluti.

Se ti dicessi che mi sono dimenticato il tuo indirizzo? (Via Principe Ame-
deo N° ?)

! Enriques 1893a.
% Noether 1875.

Mercoledi [21 giugno [18]93]'
Carissimo

Mi dispiace del disturbo che hai in famiglia e spero si tratti di cosa pas-
seggera: anche egoisticamente mi rincresce di perdere la tua compagnia che
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mi ripromettevo almeno per una mezza giornata; se pero tu passi di qua
anche per poche ore e me lo avvisi trovero modo di vederti almeno un
momento alla stazione se tu vai direttamente a Castello.

Dopo averti scritto mi accorsi anch’io che il mio esempio era sbagliato:
avevo fatto il conto cosi «la sezione d’una quadrica con una F; (generale)
¢ di genere 20 (%0'” F; aggiunte), vi sono 4 p[un]ti 3-pli che diminuiscono
il gen[ere] di 12: insomma non avevo tenuto conto di quante F; passano
pei plunju sezione colla C».

Cio posto la questione si riduce a questa: il sistema segato da tutte le
superficie di dato ordine con date molteplicita nei p[un]ti multipli isolati
d’una superficie ¢ normale? Mi pare di potere stabilire di si, ma vi € una
difficolta curiosa, cioé la dimostrazione non va pitt quando quelle superfi-
cie mancano, eppure si deve vedere che allora il sistema precfeden]te (di
cui esse segherebbero I'aggiunto) ¢ di curve razionali. Nonostante spero
di vincere queste difficolta e di condurre in porto la cosa; ho fatto parecchi
esempii di F; e si viene al resultato, anzi se si aggiunge un p[unjto multi-
plo di pit sicché il genere sia negativo si trasforma la Fy in una rigata;
anche questo sarebbe interessante se si potesse vedere in generale per le
F, con soli p[un]t multipli (di cui un gruppo darebbero il gen[ere] 0). Lo
studio delle sup[erficie] con soli p[un]ti 3-pli & troppo limitato perché un
plun]to 3-plo (in data posizione) porta 10 condizioni per una superficie,
e quindi se I'ordine ¢ assai grande una suplerficie] di gen[ere] O non puo
aver solo pfun]ti 3-pli.

Cio che mi dici sulla suplerficie] di Enneper’ mi sembra una ricerca
interessante; ti ricordi che se n’¢ parlato un’altra volta. E strano che per
una suplerficie] tanto studiata non si sia fatta una ricerca che sembra la 12
da farsi per essa.

Ho ricevuto una lunga lettera da Segre: pare che il mio lavoro® non
gli sia dispiaciuto, ma mi fa molte vive raccomandazioni riguardo alle cor-
rezioni da fare; pero le poche osservazioni che egli mi ha segnato mi sem-
brano di poca entita ed alcune anzi provenienti da poca chiarezza d’esposi-
zione. Egli non ha trovato nulla del genere di quello che io gli ho comunicato
nei glorni passati. Mi appunta anche che il plurale di superficie ¢ superficie!

Dal Bertini ho ricevuto una gentilissima cartolina: ha cominciato a vedere
il mio lavoro* e per ora lo trova chiaro; mi dice che se avro pronto un
lavoretto prima del 20 Luglio glie lo dia per I'Ist[ituto] Lomb[ardo] (io
gli avevo accennato alle ricerche sulle sup[erficie] di gen[ere] O con p[un]ui
multipli).

Avrai ricevuto la mia 12 nota.’
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Ti vorrei chiedere un favore. Ho lasciato in casa tua (dalla padrona)
un girello d’argento (porta tovagliolo) colle mie cifre (FE): potresti doman-
darne alla padrona e se mai portarmelo se vieni o altrimenti spedirmelo?

Grazie anticipate.

Addio un’affettuosa stretta di mano .
dal tuo amico

Federigo Enriques

' La data & stata riportata sulla lettera da Castelnuovo.
? Cfr. Enneper 1864.

II lavoro in questione ¢ una prima versione di Enriques 1893f.

Ennques 1893g: questo articolo costitui la tesi per I'abilitazione all'insegnamento che
Enriques consegui nel luglio 1893. Cfr. anche la lettera di Eugenio Bertini a Castelnuovo
del 14 luglio 1893, riportata in Appendice (p. 653).

; Enriques 1893a.

[23 giugno [18]93]"
Carissimo Guido
Non mi riesce di vedere che le suplerficie] aggiunte (lin[earmente]
ind[ipendenti]) all'intersezione C,,., di F,,, F, (con soli p[un]ti multipli)
sono T + p,, + p, (dove p,,, p, sono i gen[eri] numerici di F,,, F, risp|etti-
vamente]). A parte che il conto non mi torna (il che attribuisco a mio errore)
c’e la difficolta della valutazione di 7, poiché gli incontri delle F,,, ,_,
colla C,,., sono 2(w — 1) soltanto se non vi & alcuna retta comune alle
F,i,_4callaF, (o F,). Escludere questo caso ¢ mandar via la maggior
parte delle suplerficie] di gen[ere] O con p[un]ti multipli (e forse tutte); cosi
per esempio tutte quelle di 5° e 6° ordine. Pero ho pensato che mi con-
viene di pin trattare collo stesso metodo le suplerficie] di gen[ere] O che
hanno un plun]to 3-plo toglibile, cio¢ si ottengono da una suplerficie] di
gen[ere] 1 coll’aggiunta di un p[un]to 3-plo. Ho cosi a fare con una classe
di superficie molto piu vasta e pervengo al resultato pili semplicemente
ed elegantemente. Infatti considero i successivi sistemi aggiunti di quello
delle sezioni piane prescindendo dal punto 3-plo: da un certo punto in poi
ciascuno dei sistemi aggiunti successivi coincide col precedente; allora se
si tien conto del punto 3-plo si vede che gli aggiunti vanno calando di
dimensione.
Come applicazione potrei trattare la razionalita delle F; con sing[olari-
ta] ord[inarie]; oltre a quelle razionali a sezioni di genlere] O, 1, 2, 3, 4
che si possono considerare note, si trovano quella con 4 plun]d 3-pli, e
quella con 2 p[un]ti 3-pli e retta 2-pla (omesso il caso evidente del p[un]to
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4-plo): anche 1 casi particolari in cui il genere ¢ <0 conducono alla tra-
sformazione della suplerficie] in una rigata.

Non ti pare preferibile la trattazione delle suplerficie] dei gen[ere] O con
un pfunjto 3-plo a quella delle suplerficie] con soli p[un]ti multipli? Lo scopo
di esporre il metodo € ugualmente raggiunto.

Grazie per il girello.

In questo momento ricevo una cartolina dal Bertini. Siccome nonostante
gli sforzi fatti pare ch’io non abbia ancora raggiunto tutta la chiarezza desi-
derabile, cosi egli mi prega di andare a Pisa per fornirgli alcune spiegazioni.
Tu scrivimi ugualmente quando vieni, spero di non perdere I'occasione
di vederti, tanto piu che non so ancora quando andrd a Pisa né quanto
occorrera che mi ci trattenga.

Cordiali saluti dal tuo aff.mo

F Enriques

' La data & stata riportata sulla lettera da Castelnuovo.

Giovedi [6 luglio [18]93]"

Carissimo Guido
Non ti ho pit scritto perché immerso nella revisione della mia memo-
ria sulle superﬁcie,2 ufficio, come sai, cosi penoso per me. Ho terminato
la 12 parte della revisione, cio¢ il trovare gli errori, e non mi manca ora
che ripararvi. Le piccole imperfezioni sono numerose, ma di cose grosse
non sono venute fuori che due lacune, senza influenza pero nel lavoro.
Nel teorfema] di Clifford,’ quando voglio estenderlo togliendo la restrizio-
ne che la serie caratteristica del sist{fema] sia completa trovo r — 1 —n + 7=
=p + w e la dimostrazione che w = 0 ¢ sbagliata; questo segue solo se

1 _ 1
r> —pz—-con un altro ragionamento un po’ pii complicato. In fon-

do la razionalita delle involuz[ioni] di gen[ere] numlerico] O cade, o almeno
cade la dimostrazione per una inesplicabile lacuna: io affermo (senz’altro)
che se pel sistfema] aggiunto a C il passaggio per un plun]to trae il passag-
gio per altri le curve C sono iperellittiche; ci6 non ¢ vero, quindi segue
soltanto che le dette involuz[ioni] sono razionali o rappresentabili sul piano
doppio. Cosa dici ¢ meglio tagliare in quel punto? La stessa difficolta si
presenta nel lavoretto progettato sulle sup[erficie] di gen[ere] O con p[un]to
3-plo, ma forse 13 & piu facile superarla. Le altre imperfezioni trovate nel
mio lavoro sono cose da poco: speriamo non me ne sieno sfuggite!
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Lunedi a Pisa ho fatto alla Sc[uola] Normale la lezione per conseguire
il diploma d’abilitazione, sugli irrazionali. Gli scolari (Bert[ini], Biancfhi],
Volt[erra], Dini) mi sembra abbiano capito assai bene benché un po’ disat-
tenti, ma si trattava di una scolaresca superiore all’ordinaria!

Bert[ini] ha fatto del mio lavoro una relazione assai benevola;* non lo
pubblicherd negli Annfali] della Sc[uola] Nformale] perché dopo avermi
votato la stampa mi han detto che mancano 1 fondi; I’ho mandato a Guc-
cia pel Circolo raccomandato da Bert]ini].

Dopo la lezione sono stato invitato a far colazione alla Scfuola] coi
proffessor]i, e quindi ho avuto una lunga discussione con Volt[erra] e Bianchi
circa I'utilita della Geometria (Bert[ini] non vi era). L’ambiente non era
troppo favorevole specialmente Volt|erra], mentre Bianchi ¢ diventato molto
pit proclive ad ammetterne I'importanza.

Ti mando la mia 22 nota’ di cui ho ricevuto ora gli estratti e ti stringo
affettuosamente la mano.

Tuo

F Enriques

' La data ¢& stata riportata sulla lettera da Castelnuovo.
2 .
Enriques 1893f.
} Cfr. Clifford 1878.
* Cfr. p- 8, nota 4 a let. 6 (21.6.1893); Enriques 1893g.
s Enriques 1893b.

[9 luglio [18]93]"
Carissimo

Come ti ho scritto ho mandato a Guccia il mio lavoro? sulle sup[erfi-
cie] con oo trasflormazioni] prioiettive] in sé pregandolo di effettuare pre-
sto la pubblicazione perché mi occorre il lavoro per riconcorrere al posto
di perfezionamento, clo¢ per il 15 Agosto (o almeno per un’epoca non
molto lontana). Il Gfuccia] mi risponde che vi sono molti lavori che hanno
la precedenza sul mio, sicché del mio comincerebbe la stampa dopo il
15 Agosto ed io non avrei gli estratti che a Settembre (capisco verso la
fine). Per tutto questo mi toccherebbe inoltre sottostare ad una spesa non
indifferente perché il mio lavoro eccederebbe le 16 plajgfine] di stampa
(sono una sessantina di colonne). Ho pensato quindi di rivolgermi a te ¢
di domandarti se sarebbe possibile ottenere in breve tempo la pubblica-
zione della memoria nell'istituto veneto e se ti sarebbe facile occupartenc.
Quanto al giudizio del lavoro lo darebbe Bertini.



LUGLIO 1893 11

Scusa dunque il disturbo che ti do; se tu riesci ad illuminarmi su cio
che ti ho chiesto (io non ho idea degli usi dell’ist[ituto] ven[eto]) mi farai
proprio un vero piacere, e (perdona I'indiscretezza) ti sarei grato se tu potessi
procurarmi I'informazione con sollecitudine, perché in caso contrario riman-
derei al Circolo il lavoro in modo da non perdere il turno. Grazie anticipate.

Sono appunto disposto come tu mi consigli ad abbandonare la questione
delle involuzioni di gen[ere] numlerico] O nella mia memoria:*> ma occorre
che poi 1o superi la difficolta cui ti ho accennato, dimostrando (ci6 che
deve esser possibile) che i piani doppi di genere O son razionali.

Per le superficie con p[un]to 3-plo a partire dal sistema ™ di genere
m e grado 2(mw — 1) st hanno 1 valori dei caratteri dei successivi sistemi
aggiunti; poiché 7 si puo apporre grande a piacere (raddoppiando il 1°
sistema ecc.) si perviene ad un sistema di curve razionali o ellittiche grande
a piacere, ad eslempio] di dimensione =4. Cio senza preoccuparsi se il
passaggio d’una curva per un p[un]to trae il passaggio per un altro. Se il
sistema ultimo ¢ irreduttibile (e percio basta non si spezzi nelle curve d’un
fascio) imponendo un p[un]to 2-plo si ha un fascio di curve razfionali] o
spezzate e si deve condurre a termine la discussione. La difficolta sta nel
possibile spezzamento nelle curve d’un fascio dell’ultimo sistema: se il
precfeden]te sistema ¢ semplice le curve sono razionali, ma il male accade
se nel prec[eden]te sistema il passaggio per 1 p[un]to trae il passaggio per
un altro; le curve del fascio sono allora ellittiche.

Quanto a cio che mi scrivi intorno alle superficie con un sistema almeno
oo? per cui D> 27 — 2 credo anch’io che esse debbano rientrare nel mio
metodo (forse te ne parlai anche in passato), pero mi rimaneva un dubbio
su ci0 che tu me ne scrivi, che vien distrutto da una lettura piu attenta
della tua lettera.

Perché credi che qua non si presenti I'inconveniente che uno dei suc-
cessivi sistemi aggiunti non sia semplice?

Ho scritto nuovamente gran parte del 2° caplitolo] della mia memoria
sulle superficie per renderlo piu chiaro; voglio tender cosi a distruggere
I'impressione di cui parlava il S[egre] che fa dubitare continuamente che
manchino tutte le restrizioni occorrenti.* Cosi faro larghe modificazioni
di esposizione anche nel 3° caplitolo].”

Sai tu qual ¢ I'indirizzo di Ascione? Mi ¢ stato domandato dal Ciani.

Io pure ho corretto le bozze della mia 32 nota.’ Sai che & una strana
coincidenza davvero quella dell’Humbert!’

Ho piacere dell’'ultimatum che hai mandato al S[egre], esso corrisponde
anche ad un desiderio ripetutomi ultimamente dal Bertini, e che ormai
¢ necessario vi decidiate a mandare ad effetto.?
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Se hai occasione di scrivere a tuo cugino pregalo che mi rimandi qua
il biglietto ammalato’ ed intanto salutalo affettuosamente.

E chiudo questa lettera senza capo né coda in cui comincio dal chie-
derti un favore e finisco chiedendotene un altro. Aspetto la tua risposta
per decidere il da farsi sul mio lavoro: se a Venezia non han difficolta ad
accettarlo sono pronto a mandarlo.

Grazie di tutto e cordiali saluti dal
tuo aff.mo

F Enriques

' La data & stata riportata sulla lettera da Castelnuovo.
2 Ennques 1893g.
Ennques 1893f.

* In una lettera del 27 maggio Corrado Segre aveva invitato Castelnuovo a raccoman-
dare «caldamente» a Enriques un maggior rigore. «Gia ho trovato in qualche punto delle
asserzioni gratuite di cui non sono persuaso», continuava Segre. « Pesi bene cio che scrive:
e se incontra qualche intoppo non ci passi sopra. Meglio ritardare la stampa del lavoro
piuttosto che scemare I'importanza di questo con dimostrazioni incomplete o proposizioni
sbagliate». (In P. Gario, Singolaritd ¢ geometria sopra una superficie nella corrispondenza di
C. Segre a G. Castelnuovo, « Arch. Hist. Ex. Sci.», 43 [1991], 145-88, cfr. 155). Nella lettera
del 21 giugno 1893 (n. 6, p. 7) Enriques accenna alle «vive raccomandazioni» di Segre
«riguardo alle correzioni da fare». Ancora il 25 giugno, nella relazione di presentazione
della memoria di Enriques all’Accademia delle Scienze di Torino, Segre (1893) aveva lamen-
tato la necessita di colmare varie lacune, a suo parere presenti nel lavoro e dovute alla
nov1ta e alla originalita dei risultati di Enrlques

* Cfr. Enriques 1893f, cap. 2 «Il sistema canonico» e cap. 3 «II sistema aggiunto».
Ennques 1893c.

" Enriques si riferisce al fatto che il teorema che ¢ I'oggetto principale della memoria
Castelnuovo 1893b, presentata all’Accademia delle Scienze di Torino I'11 giugno, fu enun-
ciato il giorno successivo anche da Humbert (1893a) e dimostrato successivamente in Hum-
bert 1894a. «La curiosa coincidenza apparira meno strana - affermava allora Castelnuovo
(1893b, 116, nota **) - quando si pensi che il citato teorema riempie una lacuna che esi-
steva nella teoria delle involuzioni sopra una curva». A questo proposito si veda anche
Humbert 1894b, 189, nota 1.

8 Come appare da alcune lettere di Corrado Segre ed Eugenio Bertini a Castelnuovo,
questi aveva sollecitato Segre a pubblicare le lezioni del « Corso di geometria sopra una
curva» tenuto a Torino negli anni 1890-91 e 1892-93. Il contenuto di quel corso sta alla
base dell'articolo Segre 1894, in cui sono esposti anche i contributi di Castelnuovo. Nello
stesso anno, su invito di Segre, anche Bertini (1894) pubblico in un articolo i risultati pre-
sentati nel suo corso.

* Cosi nell'originale.

10.
Martedi [11 luglio [18]93)'
Carissimo
Ti ringrazio moltissimo della gentile sollecitudine ed accetto volentieri
l'offerta: ti spedisco dunque la memoria’ insieme ad un sunto (tratto dal-
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I'introduzione), mi sottometto naturalmente alla spesa occorrente, cio che
ero gia disposto a fare col Circolo. Se si potra ottenere la pronta pubblicazio-
ne del lavoro mi avrai fatto un vero piacere, ti saro ad ogni modo gratissimo.

Non ho piti pensato ai piani doppi di genere O (che credo di riuscire
a rappresentare almeno nel caso mio), perché attratto sempre piu dalla mia
memoria’ di Torino cui da vari giorni dedico tutte le mie ore. Mi sem-
bra di avere superato (almeno in parte) una difficolta di cui piu volte t
accennai: potrei prescindere dal teorema di Zeuthen e Noether sulla inva-
riantivita del genere numerico® (che ¢ stabilito solo per trasformazioni che
non producono singolarita straordinarie), e quindi non occorrerebbe piu
di limitarsi ai sistemi | C| che fatt segare dai piani danno singolarita ordi-
narie sulla F (restrizione cosi incomoda!); basterebbe sapere che la sup[erfi-
cie] si puo trasformare in una F, con singolarita ordinarie (che puo sup-
porsi senza curve eccezionali) tale che per essa il genere geometrico p = p,
(genere numerico). Allora segue che le ¥, _ 4., aggiunte ad F, segano un
sistema di tal dimensione (data dalle formule di postulazione) che il sistema
aggiunto ad |7C| da esse segato determina la serie canonica completa sulla
curva di 17Cl.

E questo il punto di partenza: esista sulla suplerficie] un sistema puro
tale che sulla curva dello r-plo ( qualunque) I'aggiunto seghi la serie com-
pleta: se |C’| ¢ il sistema canonico, poiché la F non ha curve eccezionali
(ossia ICl ed |7Cl ¢ puro) I'aggiunto ad |7Cl & [7C+ C'I.

Cio posto sulla F si abbia un sistema puro |C, | (cio¢ senza punti base
su F): per r assai grande |7C| contiene IC,| che ha come residuo rispet-
to ad esso il sistema puro 1C,!, sicché 1+Cl = 1C, + C,l. Sia =, il
genlere] di IC,| =, quello di IC,|, C, C, abbian D punti comuni:
(gen[ere] di I7Cl) ¢ dato da T =7 + 7, + D — 1.

Il sistema |C, + C,+ C’| per ipotesi ha la dimensione p + 7 — 1;
esso sega su C, una serie g di grado D + 2(m, — 1) quindi di dimensione
D + m,— 2 — w,; il sistema aggiunto a IC;| {IC, + C’l} sia di dimen-
sione p + T — 1 — w,: per un gruppo della g passano co?*™~! curve di
IC, + C, + C’l, quindi la dimensione di 1C, + C,+ C’l ¢

P+T_1=D+Wz_2—wz+p+7r1_w|,

poiché 7 =7, + 7, + D — 1 si ha w, = w, = 0: dunque I'aggiunto a |C, |
ha la dimensione p + 7, — 1. c.d.d.

Si estenderebbe poi la cosa ai sistemi impuri.

Pare che non basti che I'aggiunto a ICl di genere 7 sia o
occorre I'analoga proprieta per [7C|; questa dipende dall’esser p = p, se
ICl ¢ segato da piani e la F ha sing[olaritd] ord[inarie].

prm—1
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La cosa mi sembra avere un certo interesse, specialmente perché toglie
una restrizione che non ¢ accertabile quando si considera il residuo d’una
curva rispetto ad un sistema. La dimostrazione cosi facile (spero giusta)
¢ stata oggetto di tante inutili ricerche da parte mia!

Addio; affettuosi saluti dal tuo

F Enriques

' La data & stata riportata sulla lettera da Castelnuovo.
? Enriques 1893g.

> Enriques 1893f.

* Cfr. Zeuthen 1871b; Noether 1875.

11.
[15 luglio [18]93]"
Carissimo

Mille grazie. Se credi di citare tu il lavoro di Veronese sopra alcune
notevoli configurazioni ecc. mi farai piacere (io lo ho lasciato a Firenze,
essendo venuto ora a Livorno - Via dei Prati 4); ma non so in cosa entri
col mio lavoro; (se no aggiungero la citazione sulle bozze).?

Cio che mi scrivi € interessante: tu sei penetrato piu addentro di me
nello spirito del metodo. Pero non sara mica facile dimostrare che per &
assai grande la differenza 6(kC) fra p + m,— 1 e la dim[ensione] effettiva
dell’aggiunto a |k C| diventa costante? Ed & proprio questa parte della tua
lettera a cui attribuirei maggiore importanza, il resultato ¢ vero perché il
carattere 6 della suplerficie] cosi ottenuto ¢ appunto la differenza p — p,
fra il gen[ere] geomletrico] e il num[erico], ma si tratterebbe di vederlo
senza le formule di postulazione.

Quanto al resto che mi scrivi la restrizione di avere un sistema |Cl (di
gen[ere] ) a serie caratteristica completa e di cui I'aggiunto & co?*7"!
include probabilmente troppo, perché la completezza di quella serie porta
in sostanza ad una restrizione ulteriore per la suplerficie]: ma non ho capito
bene tutto.

Fra le applicazioni del mio metodo ne ho fatta un’altra interessante:
«ogni sistema impuro si deduce coll’aggiunta di punti base da uno puro
o da uno con soli punti base semplici che coincide col residuo del cano-
nico». I punti base semplici si staccano necessariamente sulla curva gene-
rica dalla serie residua di quella segata dal sistema canonico.

Tornando alla (12) questione prec[eden]te, la difficolta cui t’accennavo
s riduce a questa «il sistema aggiunto di lrCl (per 7 grande) sega la serie
completa sulla C»; ma bada che I'aggiunto ad rC puo sospettarsi (a priori)
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che non sia tutto segato dalle aggiunte y,,_,,,, pero basterebbe sapere che
queste segano la serie completa sulla C (sezione piana d’ordine 7). Baste-
rebbe percio sapere che per una curva piana la minima serie somma della
canonica* e di quella segata da tutte le curve d’ord[ine] 7 (per 7 grande)
¢ completa.

Tante cose affettuose
dal tuo aff.mo

F Enriques

* Veramente comparirebbe la serie segata dalla C,_, (aggfiunte]) ma
per 7 grande mi pare che le ¥, _,,, comprendano in sé tutte le ¢, _;.

! La data ¢ stata riportata sulla lettera da Castelnuovo.
2 In effett, in Enriques 1893g, 1591, nota 1 ¢ citato I'articolo Veronese 1880-81.

12. [c.p]
15 Luglio [18]93
Livorno - Via dei Prat 28

Carissimo

Acconsento volentieri a cio che mi scrivi; dopo datemi le bozze! spero
mi tirino un paio di estratti cio che non dovrebbe portare alcuna difficolta .
all'Istituto; cosi non aspetterei a Novembre ad avere il lavoro. Ti ringrazio
molto di cio che hai fatto per me, e scusa la seccatura avuta.

A quel che ti ho scritto stamani ho da aggiungere che ripensando alla
22 parte della tua lettera la trovo anche piti interessante di quel che a prima
vista mi parve. Perd come fai a provare che il sistema agg[iunto] di 13 Cl
& come per quello di 12C| (3 C) = 0? non bisognerebbe sapere che anche
[2C| ha la serie caratteristica completa?

Affettuosi saluti dal tuo

F Enriques

' Si tratta delle bozze di Enriques 1893g.

13.
[21 luglio [18]93]"
Carissimo Guido
Grazie della tua lettera cui ho tardato a rispondere per sbrigare final-
mente la mia memoria? di Torino.
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Per conciliare un po’ tutto ho esposto soltanto (fra le questioni di cui
abbiamo parlato) ci6 che ¢ relativo al caso delle superficie di genere
geomletrico] p = p, numerico (cio¢ la condizione 6(2C) =0, e 6(C) =0
colla serie caratteristica di 1C| completa). Cio6 tanto piu che non si rie-
sce proprio a stabilire che il massimo K di 6(rC) ¢ =p — p, ma solo
<p—p:- Le 2 condizioni che permettono di concludere K = 0 si fon-
dano in sostanza sopra uno stesso ragionamento, quello che tu mi hai comu-
nicato traendolo dalle tue postulazioni (dammi il titolo del lavoro per-
ché possa citarlo: se preferisci posso mettere in nota quei lemmi col tuo
nome).} Si deduce poi (per K = 0) il Restsatz ecc. La mia memoria mi
sembra cosi notevolmente migliorata. Il 2° caso (quello in cui 6(C) =0
e |Cl ha la gy 'caratt[eristica] completa) lo ho esposto in uno speciale
punto in fine al caplitolo], facendo notare che esso riesce utile piu tardi

quando occorre la restrizione della completezza della serie gﬁn__]]) carat-
tleristica] del sistjema] canonico. Del resto le formule di postulazione non
figurano piti ormai che come cosa non necessaria.

L’istituto Veneto ¢ proprio a Venezia? all'ultimo momento mi viene
il dubbio che sia a Padova.

Se vuoi spedirmi la memoria di Veronese di cui mi hai parlato,4 mi
farai piacere perché mi riuscirebbe difficile farmela venire da Firenze.

Scusa la lettera un po’ inconcludente (dopo il ritardo); ma sono un po’
stanco e mi sono fatto un capone. Fra qualche giorno ti scrivero pit a lungo
parlandoti delle suplerficie] di gen[ere] O con p[un]to 3-plo di cui I'altro
giorno all'’Ardenza’ credo aver trovato la rappresentazione.

Affettuosissimi saluti
dal tuo

F Enriques

" La data & stata riportata sulla lettera da Castelnuovo.
2 .
Enriques 1893f.
} Sivedain particolare il lemma citato in Enriques 1893f, cap. 3 «Sistema aggiunto»,
§ 2. 1l lavoro di Castelnuovo in questione ¢ Castelnuovo 1893a.
* Cfr. p. 14, let. 11 (15.7.1893) e la memoria di Giuseppe Veronese ivi citata in nota 2.
5 Si tratta della zona balneare di Livorno.

14.
[24 luglio [18]93]'
Carissimo
Ho ricevuto la memoria di Veronese insieme alla tua, e te ne rin-
grazio.
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La sig.ra Sforni Levi sta Lungo Mare 24 bis e parte di qua il 29 del mese.

Capisco che non debbo essermi spiegato chiaro nell’ultima lettera: nella
redazione del lavoro’ di Torino ho tenuto distinta la trattazione del caso
6(C)=6(2C) =0, da quello in cui 6(C) = 0 e la serie caratt[eristica] di
ICl e completa. Il 1° caso (per cui basta sapere soltanto 6(2C) = O giac-
ché 6(C) = 6(2C)) ¢ quello che serve di base alla restrizione imposta alle
superficie; per esso adopero il tuo lemma* che la minima serie somma di
quella segata dalle C,_, ., (r=0) aggiunte a C, e di quella segata dalle
rette € completa. Soltanto in fondo al caplitolo] in apposito § [paragrafo]
intitolato « Osservazioni»®’ torno sopra alla questione trattando il 2° caso;
il quale offre specialmente interesse in vista della restrizione del succes[sivo]
caplitolo]® (la serie caratt[eristica] del sistfema] can[onico] completa che
non mi pare segua dalla precedente).

Passando ad altro ti diro6 come faccio a rappresentare le superficie F
di genere O con plun]to 3-plo.

Sulla F (partendo dal sistema delle sezioni piane e prendendo i succes-
sivi sistemi aggiunti salvo rispetto al p[un]to 3-plo) arrivo ad avere un sistema
o™ di gen[ere] 7 e grado 27 — 2, (ossia una F’ di S, con p[un]to 3-plo):
posso supporre la dimensione 7 del sistema grande ad arbitrio (raddop-
piando ecc. il 1° sistema). Prendiamo le curve del sistema pel p[un]to 3-plo
O che sono "~ il sistfema] aggiunto & dato dalle curve del sistema
stesso, che hanno in O una molteplicita superiore (cio¢ un p[un]to 2-plo)
ecc.: cosi 1 successivi sistfemi] aggiunti vanno decrescendo e la differenza
fra le dimensioni (o 1 generi) di 2 consecutivi cresce sempre. Si giunge infine
ad un sistema di genere 0, 1: nel 1° caso la suplerficie] ¢ razionale. Nel
2° il sistfema] di gen[ere] 1 puo supporsi di dimensione grande ad arbi-
trio: se non ¢ spezzato basta che la dimensione sia = 4 per concludere
la razionalita (considerando le curve con un p[unjto 2-plo, quantunque su
questa dimostrazione ((gia vista insieme)) non tutto mi riesce ancora chia-
rissimo). Sia invece il sistema in questione spezzato nelle curve d’un fascio.
Allora nella serie canonica della curva del penultimo sistema il passaggio
per un plunjto trae quello per un altro, e percio su una curva del fascio
il precfedenite sistema sega una g, : in quel sistema (I") la dimensione 7> 7
(gen[ere]); sia 7" =1 il gen[ere] delle curve del fascio; vi ¢ un sistfema]
00”2 appartenente a (I') da cui si € staccata una curva del fascio, di
genfere] 77, e

™+ 7"+ 1=m, ™ <7T—2

sicché si giunge ad un sistfema] (eo' almeno) di genlere] 0.
Cosi in ogni caso la suplerficie] F resulterebbe razionale.
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Ho letto la 1# parte del tuo lavoro’ (la dimostrazione analitica). A
parte I'interesse della cosa di cui gia abbiamo discorso, ti faccio 1 miei com-
plimenti per la chiarezza dell’esposizione, la quale ¢ riuscita facile a me!

Affettuosi saluti dal tuo
aff. mo

F Enriques

' La data & stata riportata sulla lettera da Castelnuovo.

2 Veronese 1880-81; Castelnuovo 1893b.

;Enriques 1893f.

* Cfr. Enriques 1893f, cap. 3, § 2.

S Cfr. ibid., § 7.

¢ Ctr. Enriques 1893f, cap. 4 «Sistemi puri. Estensione del teorema di Riemann-Roch».
7 Castelnuovo 1893b; cfr. anche p- 12, nota 7 a let. 9 (9.7.1893).

15.
[27 luglio [18]93]"

Carissimo Guido

Ho ricevuto ieri la tua Nota? (di cui ti ringrazio), ed avevo gia notato
la curiosa aggiunta della parola «punti» la quale non poteva essere opera
che di una intelligenza matematica.

Quanto alle questioni di cui mi parli, sebbene trovi giuste alcune delle
tue osservazioni, non credo che le superficie con p[un]to 3-plo mi daranno
molto da sudare. Non vi ho piti pensato da una settimana e la tua lettera
me le richiama oggi alla mente. Anzitutto ¢ vero che quando I'ultimo
aggiunto ¢ spezzato il mio metodo di riduzione non conduce alla conclu-
sione ch’io erroneamente ne traevo. Ma invece se I'ultimo aggiunto non
¢ spezzato mi sembra ancora che esso possa supporsi ampio a piacere con-
trariamente a cio che tu mi dici. Ecco la dimostrazione.

La suplerficie] con p[un]to 3-plo ¢ (come possiamo supporla gia ridotta)
a sezione di genere 7, in S,, di grado 27 — 2 e col p[unjto 3-plo O: il
k-esimo sistema aggiunto ¢ segato dalle curve del sistema oo™ (sezioni iper-
pianali) che in O hanno un p[un]to 3-plo: se fra queste curve del k-esimo
aggiunto si vogliono quelle del (k¢ + 1)-esimo aggiunto, si deve imporre ad
esse in O una maggiore molteplicita, staccando il plun]to O; cio porta
3k + 1 (%) condizioni, in modo che la dimensione del k-esimo aggiunto e
quella del (k + 1)-esimo differiscono di 6, dove 8, cresce con k. Ora si rad-
doppi il 1° sistema ©"; se prima il k-esimo era I'ultimo aggiunto, ora il
k-esimo aggiunto ¢ la somma di quello di prima e del sistema ™; e percio
I'ultimo aggiunto sara lo s-esimo con s > k: cosi seguitando (raddoppiando
il 1° ecc.) si ha che I'ultimo aggiunto ¢ il #-esimo dove ¢ & grande ad arbi-
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trio: se esso ¢ di genere 1 si deve considerare = 0 la dimensione del (¢ + 1)-
esimo e pero quella del z-esimo ¢ grande ad arbitrio (al crescer di 7).

Ed ora ecco altre considerazioni che si riferiscono al problema di cui
si tratta. Ridotta la suplerficie] come prima, il k-esimo aggiunto |G| (di
genlere] ,, grado D,, dim[ensione] 7;) contiene il (¢ + 1)-esimo (ottenuto
staccando O): ora in O le C, hanno la molteplicita 3k, e perd una
Cis1 + O segala G, in

Dy=2m,—2+ 3k

punti. (Pare quindi che per k> 0 non possa mai resultare D, = 0, essendo
m,>0). Ora si ha

Ty = Tp_y— 1,
ed anche

Ty = Ty + 1 +3k'—1=7rk+3k
. gen di G gen di O
sicché

Tk_1=7rk+3k—2;

onde D —(r, — 1) = m;, e poiché D, > 2w, — 2, segue «la serie caratteristi-
ca di |C,| é completa mom speciale» cio¢ appunto quel che tu mi domandavi.’

Supponiamo che in |C, | il passaggio per 1 p[un]to tragga quello per
un altro: allora le C; son iperellittiche e la serie caratteristica ¢ di grado
D, =2m, (tu lo vedrai in modo analogo ad un tuo teorema pel piano)
il che ¢ assurdo se k = 1. Quindi |C,| & semplice, ed allora la deduzione
della razionalita della suplerficie] non deve presentare ulteriori difficolta.

Del resto le proprieta dei sistemi |C,| debbono verificarsi nella rap-
presentazione piana dove s’incontrano i tuoi sistemi 0" di sovrabbon-
danza 1 ed i loro successivi aggiunti.

Dimmi se i cenni qui brevemente esposti ti sembrano giusti; i0 non vi
ho riflettuto ancora abbastanza.

Scusa le frequenti cassature.

Ancona non va piu a Clhlicago?

Cordiali saluti dal tuo aff. mo

F Enriques
Non hai mica furia che ti rimandi la Memoria di Veronese?*
P.S. Non mi sembra facile (e mi parrebbe interessante) estendere le con-

siderazioni relative al sistema aggiunto di cui abbiamo parlato, al caso in
cui il genlere] p della suplerficie] = 0.
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Il caso che tu mi comunichi in cui riesci alla costruzione d’un sistema
oo™ ! pseudoaggiunto ¢ gia notevole, ma io non credo affatto indifferente
la questione se esso sia proprio aggiunto o no: secondo me essa dovrebbe
fornire la chiave del problema della razionalita.

Di nuovo affettuosi saluti.

! La data & stata riportata sulla lettera da Castelnuovo.

2 Enriques allude probabilmente all’articolo Castelnuovo 1893a, che fu presentato al
Circolo Matematico di Palermo nelle adunanze dell'11 e 25 giugno 1893.

} Seguono nell’originale quindici righe cancellate.

* Veronese 1880-81.

16.
[5 agosto [18]93]"
Carissimo Guido

Ho tardato a risponderti per ripensare alla curiosa contraddizione fra
il ragionamento da cui sembrava dedursi che I'ultimo sistema aggiunto
potesse supporsi comunque ampio ed il fatto che se esso ¢ ellittico la sua
dimensione deve essere < 9. La conclusione che I'ultimo sistema aggiunto
potesse sempre supporsi razionale mi sembrava azzardata ed ¢ falsa: vi sono
dei casi cui I'ultimo sistema aggiunto ¢ ellittico oo’ e comunque si rad-
doppi il 1° sistema esso (naturalmente) non muta. La questione pare stia
tutta nel modo di comportarsi delle curve dei successivi aggiunti nel punto
3-plo della superficie, il quale da un certo punto in poi non ¢ piu quello
ch’io credevo.

Ecco ora il modo che mi sembra piu semplice per esaurire il caso in
cui I'ultimo sistema aggiunto ¢ ellittico.

Questo ultimo sistema sia il k-esimo |C,| di genlere] m,, grado D,,
dimensione 7;, e una Cj abbia s; punti infinitamente vicini al punto 3-plo
O: si puo vedere anzitutto che non ¢ 5, = 0, e quindi 5, = 2 (essendo il
plunjto O una curva ellittica).

Vi ¢ una curva aggiunta a |G| che non sega C, e con O di una C,,
quindi

Dk = §:
d’altra parte
7, =Wy — 1.

Ora una C,_, si compone di C, e di O; mi sembra che non vi sia piu
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alcun inconveniente nell’applicare la formula di Noether? che da
Tp—1 = 1+ Dk)

da cui 7, = D,.

Ora 7, = 2: se 7, > 2 la suplerficie] ¢ razionale; cosi se 7, = 2 (per un
tuo teorema non essendo essa riferibile al caso cubico).

Desidero vivamente la conferma dell'importante notizia relativa alle invo-
luzioni piane,’ e mi interesseranno molto i dettagli che vorrai favorirmi
in proposito.

Il Bertini mi ha scritto di essere molto interessato alle tue postulazioni.
Rispondendo ad una lettera in cui gli parlavo delle mie «superficie», egli
mi domanda come si fara a porre il concetto di suplerficie] aggiunta ad
una F con singolarita straordinarie. Io ho ribaltato tutto addosso alle curve
canoniche che permettono di costruire le ¥, _, aggiunte e ne determinano
il modo di comportarsi: ho dovuto perod accorgermi che la mia dimostra-
zione dell'invariantivita del sistema canonico ammette tacitamente il sup-
posto che non vi sieno p[un]ti multipli infinitamente vicini ad un p[un]to
multiplo, sicché mi occorrera porre la restrizione che la superficie possa
trasformarsi in una soddisfacente alla detta condizione; I'invariantivita viene
poi fissata per tutti 1 casi.

Eliminando tale restrizione entrerei in un ginepraio di considerazioni
infinitesimali ((sebbene in sostanza il mio ragionamento andrebbe ancora)).
Del resto il Noether senza porre alcuna limitazione ragiona sempre come
se le singolarita fossero ordinarie (guarda la definizione di aggiunte -
Math[ematische] Ann[alen] 8).*

Affettuosi saluti dal tuo aff.mo

Federigo Enniques

[P.S.] Non ho ricevuto alcune bozze’ dall'istituto veneto. Come fara
a darmi una parte delle 2¢ bozze pel 15?°

" La dara ¢ stata riportata sulla lettera da Castelnuovo con un punto interrogativo per
quanto riguarda il giorno.

2 Si tratta della formula di Noether riguardante il genere di una curva riducibile: cfr.
Noether 1886a.

* Le ricerche di Castelnuovo sulla razionalita delle involuzioni piane furono pubbli-
cate in Castelnuovo 1893c e 1894a.

* Cfr. Noether 1875.

* Si tratta delle bozze di Enriques 1893g.

$ Cfr. p. 10, let. 9 (9.7.1893).
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17.
[19 agosto [18]93]"
Carissimo Castelnuovo

Cosa avrai detto del mio prolungato silenzio?

Scusami perché in questi giorni ho avuto delle distrazioni, e ricevi un
tardo ma vivo mirallegro per la conferma del bel resultato intorno alle invo-
luzioni piane.

In questi giorni non mi sono occupato di studi, a dir il vero le superfi-
cie di genere O con p[un]to 3-plo mi sono venute un po’ a noia. Le lascio
in disparte per ora per occuparmi di un’altra questione; cio¢ la determina-
zione della massima dimensione d’un sistema lineare di dato genere sopra
una superficie; questione di cui abbiamo altre volte discorso e che mi sem-
bra ammettere la seg[uente] risposta:*

Se sopra una superficie vi ¢ un sistema lineare di genere p e dimensione
r= 3p + 5 la suplerficie] & riferibile ad una rigata di genere p o ¢ razionale
r=3p+5), (p>1).

11 concetto della dimostrazione parte dal medesimo principio che ti ha ser-
vito nel piano3 ma intervengono poi altre considerazioni (corollari del tuo
e del mio teorema sulla linearita dei sistemi appartenenti ad una superficie).

Mancano ancora alcuni punti da appurare, ma ritengo il resultato sia vero.

Da Venezia ho ricevuto oggi le bozze della mia memoria:* le mandero
ora a Roma chiedendone altre all'Istituto per correggerle.

Sei andato poi sulle Alpi?

Penso che ad ogni modo ti respingeranno da casa la mia lettera. Scusa

la mia pigrizia e ..
P18 credimi tuo aff.mo

F Enriques

' La data ¢ stata riportata sulla lettera da Castelnuovo.

? Le ricerche su questo argomento furono pubblicate nell'articolo Enriques 1894e, la
cui redazione definitiva avvenne nel gennaio 1894.

} Cfr. Castelnuovo 1890b.

* Enriques 1893g.

18.
Lunedi [28 agosto [18]93]'
Carissimo
Grazie della tua lettera dalla quale ho acquistato un’idea abbastanza chiara
delle tue ricerche.? Esse mi hanno molto interessato e contengono due
resultati essenzialmente notevoli, cioé la costruzione di quella superficie
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F riferita in quel modo alla involuzione (che ¢ un bel concetto), e la costruzio-
ne dei successivi sistemi aggiunti sulla F senza ricorrere alle formule di postu-
lazione (di cui mi avevi gia parlato). Insomma riuscira proprio un bel lavoro
di cui mi congratulo teco sinceramente: convengo con te nell’opinione che
1 tipi delle I, sian complicatissimi per 7 grande, e (come gia sai) mi piace
anche pili che la questione della razionalita sia risoluta indipendentemente.

Le mie ricerche sono state interrotte dalla venuta delle bozze delle mie
2 memorie da Torino e da Venezia.> Ho cominciato a rivedere quelle di
Torino; ho voluto riguardare il lavoro passo passo e veramente son con-
tento di non aver trovato nuove correzioni da farvi tranne piccole inezie;
¢ sperabile che il lavoro esca ora completamente emendato. Sbrigatomi
di questa seccatura riprendero la questione di cui ti parlai e che credo di
aver risolto; siccome vi sono nella dimostrazione dei passaggi un po’ minuti
(e forse si potra semplificare) redigero il lavoretto per accertarmi che tutto
stia bene; si tratterd d'una breve notina.* Essa dovrebbe in sostanza col-
mare una lacuna che si trova nella mia memoria sulle superficie riguardo
ai sistemi completi,‘ sebbene in fatto 13 mi occorresse soltanto il caso delle
superficie di genere > 0.

Ecco ora un breve accenno alla dimostrazione di cui tratto.

Impongo un plunjto 2-plo al sistema |C| di dimensione r=3p + 5
(p = gen[ere di] C) se il nuovo sistema |C’l ¢ irreduttibile il suo genere
p’ <p—1, la dim[ensione] 7 = 7 — 3, sicché si ha un nuovo sistema che
soddisfa alla disug[uaglianza] »" = 3p” + 5. Se IC’| si spezza, ogni C’ ¢
connessa sicché il suo genere ¢ = della somma dei generi delle compo-
nenti: se dunque da C” si stacca solo una parte fissa di gen[ere] > o o inter-
secata in 2 p[un]ti (o pit) dalle rimanenti curve, prescindendo dalla parte
fissa si ha ancora un sistema soddisfacente alla precedente disuguaglianza.
Restano da esaminare 2 casi a cui si perviene successivamente:

1° da IC’l si staccano una o piu curve fisse razionali; allora conside-
rando una C’ ottenuta imponendo un altro p[unjto 2-plo si vede che le
curve razionali (0! o 0?) che si ottengono sulla superficie sono tali che
due s’incontrano in un punto o non s’incontrano; nel 1° caso sono c?;
quindi o la sup[erficie] ¢ razionale o contiene un fascio irrazfionale] di genlere]
7. In questa seconda ipotesi p = , perché altrimenti le C incontrano in
2 plun]ti almeno le curve del fascio; imponendo pfun]ti 2-pli quando il
processo ha fine si trovano curve razionali che debbono appartenere al fascio;
tali curve vengono connesse mediante una componente fissa che le incon-
tra in un sol p[un]to sicché la superficie ¢ riferibile ad una rigata: su di
essa vi sono delle curve C spezzate in una direttrice e in piu generatrici
sicché C ¢ pure una direttrice e p = 7.
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2° caso  Si perviene ad un sistema [C’1 spezzato in s curve variabili
d’un fascio razionali connesse mediante una curva fissa: se questa le incon-
tra ciascuna in piu d’un punto, si ha il genere p della curva composta C
dato da p = s mentre la dimensione di |C’l & 7" =7~ 3, 7' <5, sicché
r=<p + 3 contro il supposto: dunque le curve C incontrano in un sol p[un]to
le curve del fascio e la superficie ¢ riferibile a una rigata di genere p.

Questo ¢ in breve il processo nell’esposizione del quale non so se avro
conciliato la brevita colla chiarezza. Uso continuamente la formula di Noe-
ther pel genere delle curve cornposte6 sotto forma di disuguaglianza.

Del Segre non ho piu avuto notizia. E ritornato a Torino?

Volterra ¢ stato come te nel Tirolo nei giorni passati, precisamente a
Cortina d’Ampezzo (presso Toblac) con Padova; li hai incontrati?

Tanti saluti affettuosi dal
tuo aff.mo

F Enriques

' La data & stata riportata sulla lettera da Castelnuovo.
2 Cfr. p. 21, nota 3 a let. 16 (5.8.1893).
* Si tratta delle bozze degli articoli Enriques 1893f e 1893g, rispettivamente.
4 .
Cfr. Enriques 1894e.
’ Cfr. Enriques 1893f, cap. 1, § 2.
¢ Cfr. Noether 1886a.

19.
[8 settembre [18]93]"
Carissimo Castelnuovo

Mentre da Torino mi pervengono con rara celerita le 2¢ bozze della
mia memoria,? di cui mi preparavo a mandare una copia al concorso pel
posto all'interno, da Roma mi respingono le bozze dell'Istituto Veneto’®
mandate il 19 scorso, e mi scrivono che tutti 1 titoli dovevano essere pre-
sentati colla domanda entro il 15 Agosto. Nota ch’io avevo posto nell’i-
stanza i titoli dei due lavori di cui presentavo un sunto manoscritto (molto
breve) da sostituirsi colle bozze.

Questo fatto mi fa perdere quel poco di speranza che potevo avere nel-
I’esito del concorso, giacché so che concorrono due giovani di Pisa gia lau-
reati da uno o due anni e con qualche lavoro. Ora vorrei sapere da te se
il Cerruti ti disse come cosa certa che avrebbe fatto parte della commis- .
sione e se in tal caso ti parrebbe cosa conveniente informarlo dell’acca-
duto e mandare a lui 1 lavori.
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Fra una quindicina di giorni si chiude il concorso di Torino* e del pro-
getto di prendervi parte ¢ probabile non ne faccia di nulla, non avendo
il coraggio di scrivere al Segre cui potrebbe sembrare troppo presuntuoso.

Sono piuttosto stanco e senza ragione: I'estate mi da un po’ addosso.
Ora sarebbe il momento di agire e di occuparmi per trovare una sistema-
zione per I'anno prossimo. Non sai nulla se il Fano va via?’

Le ricerche di cui ti ho scritto nell’ultima lettera (che spero avrai rice-
vuto al tuo ritorno a Venezia) non hanno avuto svolgimento ulteriore,
ed ho intenzione di riordinarle presto. Ti sembrano giuste?

Un affettuoso saluto
dal tuo

F Enriques

' La data ¢ stata riportata sulla lettera da Castelnuovo.

2 Enriques 1893f.

3 Enriques aveva allegato le bozze dell’articolo Enriques 1893g alla domanda per il
concorso a un posto di perfezionamento: cfr. p. 10, let. 9 (9.7.1893).

* 11 concorso per una carttedra di Geometria proiettiva e descrittiva presso I'Univer-
sita di Torino fu espletato nell'ottobre 1893. La commissione esaminatrice era composta
da Ferdinando Aschieri, Eugenio Bertini, Enrico D’Ovidio, Corrado Segre e Giuseppe Vero-
nese. Vincitore risulto Luigi Berzolari. Alfonso Del Re e Mario Pier risultarono secondi
ex aequo. Enriques partecipo a questo concorso classificandosi terzo insieme a Edgardo Ciani.

Gino Fano si laureo nel 1892 con una tesi assegnatagli da Corrado Segre e trascorse
I'anno accademico 1892-93 a Torino come assistente di D’Ovidio. Nel successivo anno
accademico usufrui di un posto di perfezionamento a Gottinga presso Felix Klein.

20.
22 [settembre [18]93]"
Firenze - Via Nicold Machiavelli
Carissimo Castelnuovo

Sono stato esitante fino all’'ultimo ed aspettavo a scriverti di essermi
deciso: come mi succede spesso, nel dubbio mi sono attenuto al partito
piti audace; ho concorso. Sempre pero mi da noia il pensiero che a qual-
cuno possa sembrare il mio un atto di presunzione, ma se io potessi otte-
nere |’eleggibilita (e mi contenterei di averla anche meschina) mi pare che
una tale accusa cadrebbe.

Non scrivo la cosa a Segre né a Bertini temendo che in questo momento
questo sembrasse loro poco delicato; non vorrei pero che essi credessero
ad una mancanza di riguardo da parte mia per non averli consultati prima,
ed a cose finite mi propongo di esprimer loro i sentimenti che mi hanno
animato. Forse tu avendo occasione di scrivere ad essi potresti parlargliene,
ma della convenienza di questo tu sei miglior giudice‘2
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Senza complimenti, ricordando un’antica gentile offerta, e fidando che
neppur tu farai complimenti (se occupato), ti mando il mio lavoretto’®
«Sulla massima dimensione ecc.» di cui ti parlai. La redazione che mi sono
studiato di rendere precisa mi ha costato assai fatica: non vedo modi di
fare a meno della formula del genere delle curve spezzate che serve di base
a tutto il ragionamento; ma credo di adoperarla con sufficienti cautele,
come spero sembri anche a te.

Ti ripeto di non far complimenti a questo proposito, ed anche di scu-
sarmi se cosi spesso mi rivolgo per una cosa o per I'altra alla tua gentilezza,
ci0 che mi sembrerebbe soverchiamente indiscreto se non fossi sicuro della
tua amicizia.

Da varii giorni mi sono nuovamente rivolto alla questione dei sistemi
lineari di superficie razionali e delle varieta rappresentate. Il resultato dei
miei studi ¢ a questo proposito negativo: cio¢ le superficie d’ordine
7(n — 4) + n che si comportano ecc. ecc. rispetto alle superficie d’ordine
7 non segano in generale tutto il sistema 7-esimo aggiunto di quello caratte-
ristico sopra una suplerficie] raz[ionale] del sistema; basta I’esempio delle
suplerficie] d’ord[ine] 7 con un punto (# — 1)-plo. Forse esistera nondimeno
(come nel prec[eden]te es[empio]) un sistema di supl[erficie] seganti il detto
r-esimo aggiunto, ma non vedo la possibilita di costruirlo.

Mi sono rivolto percio ad uno scopo piti modesto nella speranza pero
di ottenere qui un resultato piti completo, cio¢ la riduzione a tipi dei sistemi
di superficie (semplici) segantisi due a due in curve razionali o iperellitti-
che (di genere p > 1) La 12 questione sebbene facile mi sembra interes-
sante; 1 tipi sarebbero:

1) Sistema di suplerficie] d’ord[ine] 7 con retta (n — 1)-pla (e forse altri
plunjti base).

2) Sistema delle quadriche tangenti in un punto (e forse con altri p[un]ti
base).

3) Sistema delle quadriche per una conica.

Il metodo consiste nel considerare la varieta rappresentata che sarebbe
(salvo errore) una quadrica, o una oo! di piani, 0 un cono proiettante una
suplerficie] di Veronese (e sue proiezioni).

Piu bella ¢ la 22 questione.

Se le suplerficie] del sistema sono raz[ionali] sulla varieta rappresentata
v'e un fascio di quadriche che pud rappresentarsi mediante un fascio di
piani in S;, (da cui il tipo «suplerficie] d’ord[ine] 7 con retta (n-2)-pla
ecc.»). Interessante ¢ decidere che in ogni caso le suplerficie] del sistema
sono raz[ionali], ci6 che mi sembra di avere ottenuto completando il tuo
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teorema, cio¢ mostrando che «Una suplerficie] F a sezioni iperellittiche
(p>1) ¢ razionale o rigata».‘

Ti espongo in breve la dimostrazione (a cui ancora debbo ripensare)
parendomi che essa debba interessarti.

Come sai il punto sta nel mostrare che sulla F i coniugati di un punto
A (sulle sezioni) non descrivono tutta la F ma una linea. Sia B un coniu-
gato di A in un piano. Le coppie di punti coniugati sulle sezioni piane
per AB sono oo? rappresentate dai p[un|ti d’una suplerficie] sulle S gene-
rato dalle coppie di p[un]ti di S;. Su tale suplerficie] vi & un fascio di curve
corrispondenti alle sezioni piane della F per AB. Alla coppia AB corri-
sponde un p[un]to; esso non puo essere comune a due curve del fascio
se non ¢ comune a tutte. Ma se AB ¢ una coppia di p[un]ti coniugati sopra
una sola sezione per AB, tenendo fisso A e variando B sulla F la F ¢
raz[ionale] perché vien riferita alla stella dei piani per A.

Da questo teorema seguirebbe quindi «una varieta a sezioni piane iper-
ellittiche (p>1) € una oo! di piani o contiene un fascio di quadriche ed
¢ raz[ionale]»: analogamente per varieta a piu dimensioni.

Molto piu difficile mi pare la riduzione a tipi dei sistemi di sup[erficie]
segantisi due a due in curve ellittiche® anche prescindendo da quello (even-
tuale) rappresentativo della S; di S,. Solo so questo che ogni variet a
sezioni] ellittiche ¢ proiezione d’'una d’ord[ine] #zin S, , | (# < 9) e quindi
¢ raz[ionale]; ma mi par difficile la riduzione all’ordine minimo dei sistemi
rappresentativi.

Relativamente al perfez[ionamen|to’ nulla ho saputo e nulla potrd
sapere probabilmente fino al 15 Ottobre. Potro fare dei tentativi per sapere
qualcosa se Volterra od altri si rechera prima a Roma. E troppo naturale
che non convenga scrivere al Cerruti avendogli tu parlato prima della cosa.
Sono incerto se trovar modo di parlarne a Cremona quando si adunera
il Consiglio.

Affettuost saluti
dal tuo

Federigo Enriques

! La data ¢é stata nportata sulla lettera da Castelnuovo.

ZA questo prop051to si veda la lettera di Corrado Segre a Castelnuovo del 20 settem-
bre 1893 riportata in Appendlce (p. 670).

Sl tratta del manoscritto di Enriques 1894e; cfr. p. 22, nota 2 a let. 17 (19.8.1893).

* I risultati delle ricerche qui accennate furono pubblicati in Enriques 1893d: si veda
in pamcolare la nota 4 di quell’articolo per i casi p=0ep=1.

In Castelnuovo 1890a questo teorema ¢ dimostrato per le superficie regolari.

§ 1 risultati di queste ricerche furono pubblicati in Enriques 1894b e 1894c.

" Cfr. p- 10, let. 9 (9.7.1893).
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21. [c.p]

Carissimo

[Firenze, 24 settembre 1893]

Grazie di tutto.

Mi sono accorto anch’io che il ragionamento relativo alle suplerficie]
a sez[ioni] iperellittiche (cui ti dissi dovevo ripensare) non ¢ soddisfacente:
ma mi sembra che il resultato persista invero se 1 p[un]ti coniugati d’un
plun]to non descrivessero una conica i p[un]ti della sup[erﬁcne] verrebbero
riferiti ai gruppi d’una involuzione nella stella dei piani per un p[un]to della
sup(erficie] e quindi la suplerficie] sarebbe razionale.

Si tratterebbe di fare forse la 1 applicazione del tuo teorema sulla
razfionalitd] delle involuz[ioni].' A proposito del quale non mi dici quale
impressione ne ebbe il S[egre] che pure a quel resultato teneva molto?

Arrivederci per ora.
P Tuo aff. mo

Federigo Enriques

' Cfr. p. 21, nota 3 a let. 16 (5.8.1893).
A questo proposito si vedano le lettere di Corrado Segre a Castelnuovo del 4 e 17
agosto e 26 settembre 1893 riportate in Appendice (pp. 669-71).

22. [c.p]

Carissimo

[Firenze] 3 Ottobre [18]93 sera

Ho molto piacere che il tuo lavoro' venga pubblicato nei Math[ema-
tische] Ann]alen]. Aspetto con desiderio la tua venuta a Firenze e spero
che i tratterrai un po sicché potremo stare qualche giorno insieme. Avvi-
sami dunque del giorno in cui arriverai.

Come saprai il Volt[erra] ¢ stato invitato (fino dal Giugno) a prendere la
cattedra del Siac[ci] a Torino:* ora pare sia deciso ad accettare: sard un gran-
de acquisto per Torino e una gran perdita per Pisa, non facilmente rimediabile.

Ti ho mandato la mia memoria’ di Torino di cui stamani ho ricevuto
gli estrarti.

Affettuosi saluti dal tuo

F Enriques

[P.S.] Pare che Chini vada a Venezia dove ha ottenuto un posto: che
ne sara del posto all’Acclademial?

" Castelnuovo 1894a.

? Nel 1892 Francesco Siacci, ordinario di Meccanica superiore all'Universita di Torino,
si era trasferito all'Universita di Napoli. L’anno seguente sulla cattedra di Siacci fu chia-
mato Vito Volterra, che rimase a Torino fino al 1900.

3 .

Enriques 1893f.
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23. [c.p]
[Firenze, 13 ottobre 1893]
Carissimo

Ho avuto piacere della tua cartolina.
Ho ripreso a studiare la questione della massima dimensione di un sistema
di genere p su una suplerficie],' con speranza di condurre in porto la cosa
per un’altra via. La formula che da il genere d’una curva spezzata occorre-
rebbe solo in un punto. Ti daré maggiori dettagli quando avro fissato meglio

il disegno del lavoro.

Tuo aff.mo
F E.

[P.S.] Il Volt[erra] ha definitivamente accettato Torino.

' Cfr. p. 22, nota 2 a let. 17 (19.8.1893).

24. [c.p]
[Firenze] Martedi 17 ottobre [18]93
Carissimo

Ho ricevuto stamani la tua cartolina: ti ringrazio della buona notizia.!
Spero non vi saranno difficolta da parte del Consiglio Supleriore] di cui
aspetto con ansieta le decisioni specialmente riguardo alla sede. L’oppor-
tunita di fare un passo diretto in questo momento (rivolgendomi al
Cr[emona])* mi pare discutibile: il Crlemona] potrebbe urtarsi. Mi auguro
di potere venire nuovamente vicino a te: i pochi momenti passati insieme
I'altro giorno mi hanno destato pit vivo il ricordo delle belle giornate tra-
scorse insieme a Roma. Nella speranza di rivederti presto ti saluto con mag-
giore affetto.

Tuo aff.mo
F Enriques

[P.S.] Tinvierd possibilmente domani il manoscritto® di cui parlammo.

* c10 che m’era venuto in mente.

' La notizia potrebbe riguardare I'esito del concorso per un posto di perfezionamento
presso I'Universita di Roma: cfr. p. 10, let. 9 (9.7.1893). Contrariamente a quanto sembra
lasciar credere questo passo, Enriques non ebbe la riconferma del posto per I'anno 1893-94.

? Si tratta del manoscritto di Enriques 1893d.
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25. [c.p]
[Firenze] Mercoledi 18 ottobre [18]93

Carissimo

Grazie delle notizie che mi dai relative al concorso di Torino.'

1l Volt[erra] (il quale contraccambia i tuoi saluti) desidererebbe sapere
per chi altro la commissione propone il perfez[ionamen]to; in specie se si
tratta del Dr Tedone di cui egli ha parlato in passato col Cfremona]. Potresti
tu domandare al C[remona] quando lo vedi?

Se il K[antor] fara quello che promette sara un vantaggio anche per te
che potrai piti liberamente non curartene e metter fuori ci0 che certamente
sarebbe utile tu facessi conoscere.’

Saluti affettuost. .

F Enriques

' Cfr. p. 25, nota 4 a let. 19 (8.9.1893).

> Tra Seligmann Kantor e Castelnuovo vi furono negli anni 1892-95 dei dissapori ori-
ginati dalla questione della priorita sull’'uso dei successivi sistemi aggiunti che Kantor riven-
dicava a sé. Su questa vicenda si vedano le precisazioni di Castelnuovo in Castelnuovo
1894a, 275, nota **.

26.
[23 ottobre [18]93]'

Carissimo

Ti ringrazio molto della premura che hai messo nel rivedere il mio
manoscritto’® e dell’accurato esame che ne hai fatto: sono contento che
non sieno apparsi errori ed inesattezze nella redazione.

Quanto alle osservazioni che mi fai, per le prime non ho che da tenerne
conto senz altro: invece qualche cosa ho da aggiungere riguardo le ultime due.

Se a pg. 8 ho impiegato tre buone colonne per costruire il sistema delle
varieta aggiunte alla data V (le cui sezioni piane sono iperellittiche e le
iperpiane suplerficie] razfionali]) non ¢ stato per dimostrare I'esistenza di
co! quadriche luogo ciascuna dei coniugati d’un punto sulla V, ma per
stabilire che esse formano un fascio: questa circostanza mi sembra indi-
spensabile e non segue senz’altro dalla costruzione della quadrica luogo
dei coniugati d’un punto, e la stessa questione si presenta gia nel caso ana-
logo delle superficie. Ma mi viene ora in mente una piu semplice dimo-
strazione del fatto che quelle quadriche formano un fascio. «Sulla quadrica
corrispondente ad O si prenda il p[un]to O’, basta vedere che la quadrica
corrispondente ad O’ coincide con quella corrispondente ad O: ora OO’
sono coniugati su tutte le sezioni piane per O0’, in particolare sopra le
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suplerficie] sez[ioni] iperpiane d’un fascio; le ' coniche per 00’ su que-
sti iperpiani generano una quadrica che ¢ insieme la corrispondente di O
e di O’». Adottero dunque la tua modificazione con questa aggiunta.’

In fine quando si tratta di rappresentare su S; la V' che contiene un
fascio di quadriche segate ciascuna in un punto della curva K non si puo,
mi pare, servirsi in tutti i casi della proiezione della quadrica sul piano cor-
rispondente: potrebbe avvenire che nello S; d’una quadrica vi fossero
ancora altre quadriche ed allora la rappresentazione della V ottenuta in
tal modo non riuscirebbe pili univoca: ¢ per questo che ho ricorso ad un
ragionamento un po’ pitl complicato, e che cerchero di esprimere piu chia-
ramente.

Corretto il lavoro, cio che non esigera pit molto tempo, te lo riman-
dero, accettando volentieri la tua offerta di presentarlo al Crlemona] pei
Lincei.

Ho in mente alcune ricerche sulle curve con trasformazioni in sé: ti
comunico con riserva il seg[uente] resultato. «Se una varieta algebrica co”
(n = 1) ammette un gruppo finito di trasformaz[ioni] permutabili in sé, il
gruppo ¢ il gruppo delle potenze d’una trasformazfione]»: questo teorema
darebbe lume sulla natura delle equazioni abeliane da cui puo dipendere
la rappresentazione parametrica d’una varieta. Ma a fine di potermi occu-
pare seriamente di tali ricerche ho bisogno di conoscere prima cio che si
¢ fatto sull’'argomento (specie i lavori di Hurwitz) ci6 che ¢ impossibile
in una citta priva di Math[ematische] Ann(alen]. Perci6 aspetterd ormai
ad occuparmi della cosa a quando sar6 sistemato.

Di questa sistemazione aspetto di giorno in giorno notizia: ¢ facile che
tu possa sapere le decisioni del Consiglio Sup[eriore] in proposito.* Alma-
naccando su cio che sara, mi pare probabilissimo che il Consiglio (ove mi
assegni il perfez[ionamento]) mi proponga come sede di studi Roma (ove
¢ il Crfemona)), ed insieme per non costringermi a tornare in una citta
dove ho gia studiato mi dia la scelta di un’altra citta (come era sempre
usato) per esempio di Torino. Tu comprendi come questo caso sarebbe
per me molto spiacevole ponendomi in una condizione difficile verso il
Segre, il quale dopo il desiderio piu volte manifestatogli I'anno scorso di
andare con lui, dopo lo scambio di gentilezze seguite in quell’occasione,
potrebbe essere male impressionato da una mia diversa scelta in questo
anno. Se pero se ne presentera il caso 1o spero di fargli comprendere come
le condizioni sieno mutate; come di fronte alla gratitudine e agli obblighi
che ho verso di lui sono tenuto da non minore gratitudine (nonché dall’af-
fetto) verso di te, ed infine egli non potrebbe aversi a male della mia scelta
giustificata anche dall’avere gia in corso con te lavori avviati (sup(erficie]
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a sez[ioni] iperellit[tiche] e sist[emi] di massima dimensione su una suplerfi-
cie]).” Ma tutto questo ¢ ancora prematuro e mi auguro di non trovarmi
nel caso di questa scelta penosa; mi auguro cio¢ che il Consiglio Sup[eriore]
dica di nuovo Roma senz’altro.

Ad ovviare il pericolo di una destinazione diversa molto sarebbe stata
opportuna una parola detta al Crlemona]: ma da un lato tu per delicati
riguardi mi dici di non potere influire, dall’altro lato questo riuscirebbe
anche a me malagevole; il Cr[emona] potrebbe pensare che sotto pretesto
della scelta della sede 1o volessi fargli una raccomandazione in mio favore
pendente il giudizio (o la conferma di quello della Commissione) al Consi-
glio, e vedi che questo potrebbe dargli ombra.

Ti raccomando di non dimenticare la preghiera che ti ho rivolta a nome
del Volt[erra], di cercare qualche notizia relativa all'altro posto di perfez[iona-
mento]* (specie riguardo al Tedone o al Bonaventura); ed in ogni caso
mi farai grande piacere appena potrai dirmi qualche cosa delle decisioni
del Consiglio forse quest’ora gia maturate o in via di maturare.

Senza ripetere scuse o ringraziamenti che troppo spesso ricorrono nelle
mie lettere, ti saluto affettuosamente.

Aff.mo

F Enriques

[P.S.] Ricordami ai comuni amici.

* Se ti secca domandare al C[remona] scrivimelo che il Volt[erra] glie
ne domandera direttamente.

' La dara & stata nportata sulla lettera da Castelnuovo.
2 §j tratta del manoscritto di Enriques 1893d. Cfr. p. 29, P.S. ac.p. 24 (17.10.1893).
Cfr Enriques 1893d, 27-28.
* Cr. p- 29, nota 1 a c.p. 24 (17.10.1893).

5 Cfr. Enriques 1893d e 1894e, rispettivamente.

27. [c.p]
[Firenze, 26' ottobre 1893]
Carissimo

Due righe in fretta per accompagnarti il mio manoscritto’ riguardo al
quale siamo gia d’accordo, e rispondere alla tua di ieri.

Tu non sei il miglior giudice quando la modestia ti fa velo: ora pero
¢ inutile discutere su questo, visto che sarebbe una discussione platomca
E il caso di aspettare le decisioni del Cons[iglio] che a quest’ora avra forse
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gia deliberato. Ti ringrazio ad ogni modo della sincera amicizia che tra-
spira nelle tue parole. Sono impaziente di sapere il resultato finale.

Addio tuo aff.mo

F Enriques
[P.S.] Come ti trovi nella nuova casa?

Cosn secondo il timbro postale, 30 ¢ la data riportata sulla lettera da Castelnuovo.
2 Probabilmente il manoscritto di Enriques 1893d.

28.
[4 novembre [18]93]"
Carissimo Castelnuovo

Ti ringrazio della tua lettera gentile.

Per quanto conosci del mio carattere ti sarai accorto ch’io non sono
solito rammaricare troppo i fatti compiuti. Cosi mi sono gia rassegnato
a non avere per quest’anno il posto di perfez[ionamen]to su cui credevo
di poter quasi contare.

Quanto a collocazione s'io potessi ottenere quella d’assistente credo
sarebbe un meglio di guisa che mi rimarrebbe soltanto il dispiacere di essere
lontano da te; dispiacere che per riguardo all’affetto e all’amicizia tua diffi-
cilmente puo essere compensato. Ma poiché non ¢ ora piu il caso di pen-
sare a cio che non posso avere, penso invece al nuovo collocamento che
mi si affaccia come possibile e sono molto grato al Segre del pensiero avuto,
qualunque sia l'esito. Ho creduto anche opportuno di scrivere al S[egre]
e d’informarlo di tutto per quanto tu mi dica di averlo gia fatto: non gli
ho parlato naturalmente delle sue intenzioni di cui tu mi avverti in confi-
denza,? ma soltanto gli ho espresso il mio desiderio di provvedermi (ove
fosse possibile) un collocamento a Torino ch’io accetterei con grande piacere.

Quanto all’esser riunito nuovamente con te spero non me ne manchera
I'occasione nel seguito, ed intanto, ovunque io vada, faccio sempre asse-
gnamento sulla tua buona amicizia: la quale tanto pit cara mi sembra ora
per il non desiderato distacco.

Sto redigendo il lavoretto’ «sulla massima dimensione ecc.» la cui trat-
tazione appare ora notevolmente piti semplice. Te ne forniro presto mag-
giori dettagli. Intanto vorrei sapere (e tu forse lo sai) se il Del Pezzo abbia
mai dimostrato che «una superficie di S, (z > 3) segata secondo una curva
da ogni piano tangente ¢ rigata»* cid che mi pare di avere stabilito.

Sul detto lemma e sull’altro che «per una sup[erﬁc1e] non rigata € non
di Veronese in S, (n = 5) la sezione d’un 1perp1ano tangente generico ¢
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irreduttibile» si fonda I'applicazione del processo che tu conosci. Proietto
una suplerficie] in modo semplice o multiplo successivamente dai piani tan-
genti fino a giungere ad una rigata o ad una suplerficie] raz[ionale] (di
Veron|ese]). Risalendo escludo coll’uso della formula del genere d'una curva
spezzata la possibilita di proiezioni multiple (essendo 7 = 3p + 5), e col-
I'uso del tuo teorema sulle involuzioni® dimostro che una rigata irraz-
[ionale] ¢ proiezione d’una rigata.

Affettuosi salut dal tuo

F.E.

' La data & stata riportata sulla lettera da Castelnuovo.

? In una lettera del 27 ottobre 1893 Corrado Segre aveva espresso a Castelnuovo I'in-
tenzione di proporre Enriques per un posto di assistente a Torino. Le ragioni per le quali
non fu possibile attuare questo proposito sono esposte in questa corrispondenza e nelle
lettere di Segre a Castelnuovo del 23 e 27 ottobre e del 2 e 5§ novembre 1893, riportate
in Appendice (pp. 671-73).

’ Ennques 1894e.

*In Enriques 1894e I'enunciato di tale proposizione ¢ attribuito a Pasquale Del Pezzo
senza alcuna indicazione bibliografica.

¥ Cfr. p. 21, nota 3 a let. 16 (5.8.1893).

29. [c.p]
[Firenze] Domenica 5 novembre 1893]

Carissimo Castelnuovo

Ricevo dal S[egre] la notizia che le sue pratiche non hanno approdato
a nulla, sicché pare non vi sia piu speranza ch’io possa avere il colloca-
mento. Prima di rassegnarmi tento ancora di scavare qualche altra cosa:
percio domani vado a Pisa a parlare col Bert[ini] e col Bifanchi].

Il Bonaventura che ha avuto il perfez[ionamen]to si rechera a Roma
per destinazione del Cons|iglio] Supleriore].

Il Montesano andando a Napoli non vi sara cambiamento di aiuti a
Bologna?

Ti saluto affettuosamente.
Tuo

F Enriques

[P.S.] Ti ho inviato il mio lavoro' dell’Istituto Veneto.

' Enriques 1893g.
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30.
[7 novembre [18]93]"
Carissimo Castelnuovo

Ricevo la tua lettera e la tua nota,? di cui ti ringrazio.

leri ti avevo scritto da Pisa una cartolina che per sbaglio non ho impo-
stato nella quale ti esponevo idee che s’incontrano colle tue: ho sentito
che ¢ vacante il posto ad un Ginnasio di Roma e te ne domandavo notizia;
occuperei volentieri (provvisoriamente) un tal posto che mi riavvicinerebbe
a te. L’unico resultato positivo della mia gita a Pisa ¢ stato che il Bert[ini]
ha scritto a Pincherle (come appunto tu oggi mi suggerisci); anche il Volt[erra]
gli ha scritto allo stesso proposito. A Pisa speravo qualche altra cosa, cioé
di poter ottenere un nuovo posto di perfez[ionamen]to Lavagna’ (come
ebbi il 1° anno), ma ho dovuto rinunziarvi sebbene il Bianchi e il Bert[ini]
che (mi si mostrarono ambedue molto benevoli) fossero disposti in mio
favore; invero il Dini vuol preferire per massima i nuovi laureat, e facendo
egli parte della commissione amministratrice di quei posti ed il Bert[ini]
e il Bi[anchi] della commissione esaminatrice, mi sarebbe avvenuto come
pei posti all'interno.

Sono grato al Crlemona] e al Cer]ruti] delle loro buone intenzioni e
tu, vedendoli, potrai ringraziarli e salutarli a mio nome.

Dal S[egre] attendo notizie piui precise sebbene abbia capito non esservi
piu speranza d’un buon esito; anche a lui ho domandato di qualche scuola
secondaria a Torino. Essendogli molto grato di quel che ha tentato e pen-
sato per me, ho creduto dovere d’amicizia e di franchezza esporgli aperta-
mente come nel caso avessi avuto il perfez[ionamen]to e la scelta della sede
sarei andato a Roma. Trattandosi di cosa svanita, ed esprimendogli io sin-
ceramente il rammarico che in ogni caso avrei avuto di perdere la sua vici-
nanza, rammarico che solamente dalla tua compagnia e dal tuo affetto poteva
esser compensato, io penso che non solo egli non dovrebbe aversene a male
(e di questo anzi sono sicuro) ma dovrebbe anche apprezzare i sentimenti
gentili verso di lui che hanno prodotto una cosi franca e spontanea confes-
sione. Non ho dimenticato di dirgli i tuoi amichevoli, modesti, consigli
in senso opposto. Insomma ho la coscienza di aver parlato a lui come ad
un amico che stimo, e se per disgrazia fossi riuscito invece a dispiacergli
non potrei rimproverarmi se non forse di non aver saputo esprimere con-
venientemente i miei sentimenti. Non mi pare il caso che tu ne parli con
lui, almeno ora per lettera e ti terrd informato della sua risposta che ho
fiducia sia benevola. D’altronde se io gli ho fatto una confessione che potevo
risparmiarmi con mio probabile vantaggio, ¢ perché a me pareva male di
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usufruire del bene che 'opera sua poteva procurarmi, ed in certo modo
nascondergli quasi qualche cosa: tu intendi insomma che il motivo fu
delicato.
Ti saluto affettuosamente e ti scrivero appena sapro qualcosa sia o no
favorevole.
Tuo aff.mo
F Enriques

' La data & stata riportata sulla lettera da Castelnuovo.
% Probabilmente Castelnuovo 1893c.
Al nome del matematico pisano Giovanni Battista Lavagna era intitolato il posto di
perfezionamento presso la Scuola Normale Superiore.

31. [c.p]

[Firenze, 8 novembre 1893]
Carissimo Castelnuovo

Il Slegre] mi risponde in termini molto affettuosi: ne sono proprio
contento.

Egli mi segnala la lettura di una nota di Humbert' (28 Agosto [18]93)
(Comptes rendus) che contiene infatti un bellissimo teorema. Ma ci6 che
pit mi ha fatto impressione ¢ il corollario:

Ogni superficie contenente una serie di curve razionali, senza punti doppi
mobili, d’indice > 0 ¢ razionale.

Invero di qua si trae la razionalita delle involuzioni piane: basta per questo
considerare il sistema delle curve che sopra una suplerficie] F riferita ai
gruppi dell'involuz[ione] piana corrispondono alle rette d’un fascio del piano.

Il teorema di Humbert mi sembra anche pit generale. Appura la cosa
e specialmente riguarda la dimostrazione ch’io non ho capito. In ogni caso
la priorita nella questione delle involuzioni ¢ sempre tua’ perché Hum-
bert non ne parla e la deduzione accennata sopra (basata sopra un tuo ragio-
namento) non ¢ evidente.

Cordiali saluti dal tuo aff. mo

F Enriques

" Humbert 1893b.

2 primo articolo di Castelnuovo riguardante la razionalita delle involuzioni pianc
(Castelnuovo 1893¢) fu presentato all' Accademia dei Lincei il 27 agosto 1893, con un giorno
d’anticipo rispetto alla memoria di Humbert in questione.
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32. [c.p]
[Firenze, 9 novembre 1893]
Carissimo

E la 12 volta che ho piacere accorgendomi di avere errato. La lettura
della nota di Humbert' mi aveva fatto tale impressione che nella fretta
ho dimenticato la condizione che le curve razionali del sistema non abbiano
plun]ti doppi mobili cio che non ¢ vero nel caso in questione. Tu te ne
sarai gia accorto, ed io ne sono lietissimo. Quel ragionamento serve solo
a stabilire uno dei tuoi teoremi cio¢ I’esistenza d’un sistema di curve di
dimensione > del genere. Spero mediante il teor[ema] di H[umbert] di
studiare le suplerficie] con oo trasflormazioni| in sé.

nguardq al mio collocamento nulla di nuovo. Tuo aff mo

F Enriques

" Humbert 1893b.

33.
[11 novembre [18]93]"
Carissimo

II prof. Pincherle scrive al Volt[erra] che non vi sono posti di assistente
a Bologna. All'insegnamento della Geom|etria] prloiettiva] e descrlittiva)
non € stato ancora provvisto,Z ed egli mi propone di propormi alla Facolta
come incaricato avvertendo trattarsi di cosa provvisoria (pel corrente anno):
non sa pero se la facolta possa avere un altro candidato in pectore. Il Volt[erra]
mi aggiunge credere che il prof. Razzaboni di la (direttore delle scuole tec-
niche) abbia tenuto altra volta un incarico nell’Universita di Bologna, que-
sti potrebbe essere il candidato in pectore che potrebbe avere I'appoggio
di altri proflessori] della facolta. Io ho risposto subito al Volt[erra] accet-
tando I'eventuale ufficio, non senza trepidanza pero. La condizione che
P'incarico sia soltanto provvisorio lungi dal darmi noia, I'avrei posta 1o se
non fossi stato prevenuto, e tu indovini il perché. Io non mi faccio illu-
sioni sull’esito d’un possibile concorso fra un anno, ma cio che dopo un
anno non costera sacrificio del mio amor proprio lo costerebbe in seguito
perdurando un tale incarico.

Sono molto trepidante come ti dicevo: la responsabilita di dovere (in
caso favorevole) preparare due corsi, mi si affaccia intera, e non mi nascondo
neppure che cio mi danneggera per il lavoro a cui dovro sobbarcarmi, toglien-
domi in gran parte il tempo per le occupazioni scientifiche. Tuttavia non
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ho il coraggio di rifiutare una cosi bella proposta, troppo superiore a cio
che potesm aspirare, ed il Volt[erra] ha finito di vincere ogni mia perples-
sita. E pero tanto il timore che m’incute I'ipotesi favorevole che quasi avrei
piacere se la facolta non ne facesse niente se altre considerazioni non pren-
dessero il sopravvento.

Il Volt[erra] si propone di raccomandarmi anche ad Arzela e ad altn
proflessor]i della facolta per trionfare di ogni ostacolo.

Se la cosa avesse effetto io ricorrerei, come sempre, a te per aiuto; spe-
cialmente per la preparazione del corso di Descrlittiva]. Tu saresti ora in
condizioni migliori per consigliarmi avendo dovuto occuparti ora per quel
Corso.

Caro Castelnuovo, la comunicazione di Volt[erra] mi ha messo pro-
prio la rivoluzione nell’animo: una folla di speranze, di timon, di titubanze:
nel desiderio d’una cosa lontana si vede soltanto il lato bello, ma quando
si € piu vicini a raggiungerla si prova spesso una impressione di sgomento.
Tale é la mia condizione.

Ti terro informato di quel che succedera. Dimmi anche tu la tua opi-
nione sebbene ormai per parte mia abbia gia accettato. Ho fatto male? Tu
seguiteresti ad aiutarmi e consigliarmi anche da lontano, non ¢ vero?

Cordiali saluti. Tuo aff. mo

F Enriques

[P.S.] In questo momento ricevo da Bert[ini] la comunicazione gia avuta
da Volt[erra).

'La data ¢ stata riportata sulla lettera da Castelnuovo.

? La cattedra di Geometria proiettiva e descrittiva presso I'Universita di Bologna
divenne vacante nel 1893 a seguito del trasferimento a Napoli di Domenico Montesano,
che ne era stato titolare dal 1888.

34. [c.p]
[Firenze, 14 novembre 1893]
Carissimo

Ti ringrazio dei tuoi incoraggiamenti e consigli. Passato il 1° momento
quasi di sgomento, avrei ora un gran desiderio che la proposta di Plincherlje
andasse ad effetto. Ma a quanto mi scrive Bert[ini| la fac[ol]ta dovra prima
decidere se chiamare un ordinario. ,

Sto redigendo faticosamente il mio lavoretto' «sulla massima dimen-
sione ecc.». Quante difficolta per essere rigorosi!: ad es[empio] per una
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suplerficie] di S, (r>4) un piano tangente generico puo segare in altri
plun]ti in numero finito la suplerficie]? Io credo che il metodo di proiezfione]
delle suplerficie] sia stato ben di rado applicato con rigore. Nondimeno
spero riuscire.

Addio cordiali saluti dal tuo aff. mo
F Enriques

! Enriques 1894e.

35. [c.p]
[Firenze] Domenica' sera [20 novembre 1893]
Carissimo

Torno ora da Bologna e trovo la tua cartolina cui rispondo subito.

Sono andato a Bologna per consiglio del Volt[erra] onde parlare della
cosa con Arz[ela] e Plincherl]e. Tra 1 diversi pareri ha trionfato quello di
chiamare proffessor]e il Pieri:* se fosse stato deciso di aprire il concorso
tutti erano concordi di darmi I'incarico. Io ho piacere della cosa pel Pieri
quantunque per me sia un danno: ma in fondo per la ragione che gia t
dissi, non mi dispiace troppo di essere esonerato da un ufficio troppo alto
per me. Spero avere il posto del Plier]i a Tor[ino] e percio scrivo a S[egre].
Anzi avrei idea di non aspettare una decisione ufficiale e di recarmi presto
a Torfino]: ci6 potrebbe agevolare I'esito delle pratiche e mi darebbe intanto
occasione di stare col S[egre].

‘Ti avvisero di ogni ulteriore decisione e rispondero alle tue domande
matem|atiche] inviandoti quanto prima il manoscritto.’ In massima ogni
difficolta pare superata.

Addio aff.mo

F Enriques

! Dal timbro postale risulta la data del giorno successivo, lunedi 20 novembre.
? Mario Pieri era risultato secondo classificato al concorso di Torino: cfr. p. 25, nota 4
alet. 19 (8.9.1893).
¥ S tratta del manoscritto di Enriques 1894e.

36.
[20 novembre [18]93]'
Carissimo Castelnuovo
Mi prendo la liberta d’inviarti il manoscritto del mio lavoretto? «sulla
massima dimensione ecc.». Ne sono contento perché sono riuscito ad evi-
tare completamente I'uso della formula che da il genere delle curve spez-
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zate. E stato pero un piccolo «tour de force». Spero non essere caduto
in errori avendo curato il rigore con scrupolo; soltanto in fondo pel caso
particolare dei sistemi non semplici di curve ellittiche, vi ¢ nella mia dimo-
strazione una piccola lacuna che non mi ¢ venuto fatto di colmare (la vedrai
segnata nel manoscritto) ma ¢ ad ogni modo cosa non importante, e forse
il dubbio potra anche eliminarsi facilmente.

A parte questa piccolezza (perché si potrebbe far di meno di quel resul-
tato) ti ripeto mi sembra che tutto vada bene, ma ti sarei molto grato se
anche tu volessi acquistarne la convinzione, trattandosi di questioni assai
delicate. Vedrai che ho dato la dimostrazione del fatto che I'unica suplerfi-
cie] di S; con ? sezioni tangenti spezzate ¢ di Veronese, mentre ho
dovuto tener conto della possibilita che per una non rigata di S il piano
t[an]g[ente] seghi in p[un]ti isolati la suplerficie] (senza di questo avrel sem-
plificato molto facendo a meno del tuo teorema sulle involuzioni irra-
zionali).?

Mi piace il resultato che mi annunzi sulla razionalita delle supl[erficie]
a sezioni ellittiche che non hanno le ©? sezioni tangenti spezzate"r e ti saro
grato se vorrai comunicarmene la dimostrazione.

Alcuni altri dettagli sull’affare di Bologna di cui ti scrissi in fretta ieri sera.

La facolta era divisa. Arzela voleva ad ogni costo il concorso (per mas-
sima), invece Righi che ha avuto il Pieri come scolaro all'Ist[ituto] tecnico,
appoggiava la nomina, secondato (sebbene meno saldamente) dal Pincherle
(in confidenza, pare che il Del Re faccia una gran paural). Arzela aveva
scritto al Volt[erra] istigandomi a domandare I'incarico ufficialmente, onde
Volt[erra] mi consiglio ad andare a Bol[ogna] per parlare con lui. Non ho
poi fatto niente, anche per riguardo al Pieri e perché ad Arzela parve con-
veniente differire, limitandomi a parlare con Arzela, Pinch[erle] e Righi.
Per I'influenza del Righi sui naturalisti ¢ stata approvata la chiamata del
Plier]i nonostante I'opposizione (per massima) di Arz[ela]. Il Plier]i era appog-
giato da una lettera di D’Ovidio.

I lato comico. Dopo la decisione il preside della fac[olta] ha detto che
aveva visto a Roma D’O[vidio] e che questi gli aveva raccomandato non
nominassero mai un 2° del concorso di Tor[ino],’ senza nuovo concorso!

Ho avuto da Arz[ela] e Pinchlerle] un’accoglienza molto gentile: ho cono-
sciuto la famiglia del P[incherle] ed ho avuto con lui lunghe conversazioni
matematiche. Ambedue mi hanno assicurato che aggiungeranno nella pro-
posta al Ministro, I'invito a darmi I'incarico ove eventualmente il Plier]i
non fosse nominato. :

Cosi mi ritengo sicuro d’una collocazione per quest’anno. Sarebbe una
bella cosa se io potessi riunire i due posti che il Plier]i lascera vacanti.’
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Per ottenere qualche cosa all’ Acc[ademia] Milit[are] sono disposto a par-
tire presto, forse domani Ialtro sera, se avro ricevuto risposta dal S[egre].

Per me un tale collocamento a Tor[ino] in luogo di quello troppo alto
di Bol[ogna] non dispiace: mi dispiace invece (per essere sincero) che venga
a coprirsi cosi una nuova cattedra e quindi si affretti il momento della chiu-
sura che potrebbe lasciarmi al di fuori. Arz[el3] voleva ancora ch’io facessi
domanda dell’incarico al Ministro per oppormi alla nomina del P[ier]i, ma
naturalmente io ho rifiutato, ché cio sarebbe stato brutto verso il Plier]i
e verso me stesso, ed anche Arz[eld] se ne é convinto.

Inutile ti raccomandi la segretezza su tante cose confidenziali che ti ho
raccontato.

Affettuosi saluti
dal tuo

F Enrniques

' La data ¢ stata riportata sulla lettera da Castelnuovo.

2 Enriques 1894e.

3 Cfr. Castelnuovo 1893b.

* Cfr. Castelnuovo 1894c.

5 L’allusione ¢ a Mario Pieri.

¢ Pieri era assistente all'Universit di Torino e insegnava Geometria proiettiva al-
I’Accademia Militare.

37.
[22 novembre [18]93]"
Carissimo Castelnuovo

Aspetto ancora per prendere una decisione la risposta di S[egre], che
tarda non so perché: forse egli non avra potuto parlare subito col Berz[olari]
il quale (come ho saputo ieri) ¢ a Torino. Pero credo che il ministro tirera
via riguardo alla nomina del P[ier]i senza consultare il Cons[iglio] Supleriore]
come ¢ intendimento della fac[ol]ta. Ad ogni modo la risposta del mini-
stro si fara aspettare: qualora dovessi andare a Bol[ogna] si tratterebbe ormai
d’una cosa per il Gennaio: nel dubbio circa il mio collocamento avrei dun-
que il vantaggio di stare intanto a Torino, dove d’altra parte cercherei di
ottenere un impegno dall’Accad[emia] Militare (anche per cosa provviso-
ria) pel caso della partenza del Pfier]i. Un collocamento all’Accad[emia]
mi piacerebbe assai vista la difficolta del momento; se infatti Pfier]i andra
a Bol[ogna] e I'altro® a Roma se s’aprir il concorso per la descrittiva, cosa
rimarra? In tale eventualita tu vedi come io dovrei pensare non piu sol-
tanto a studiare ma anche a farmi una posizione un po’ piu durevole, per




42 NOVEMBRE 1893

8 0 10 anni. Certo sarebbe per me un gran dispiacere il rinunziare al collo-
camento che tu gentilmente mi offri a Roma come tuo aiuto, per il pros-
simo anno: tu sai che dicendoti questo non lo faccio per complimento;
¢ insieme il piacere della tua amicizia, e I'utilita scientifica che mi sedu-
cono; ma quando le probabilita d’una cattedra dovessero ridursi alla spe-
ranza per un tempo remoto, un assetto pit stabile mi diverrebbe necessa-
rio, ed a questo I’ Accad[emia] Mil[itare] ottempererebbe nel miglior modo,
glacché riunendo un posto d’assistente all'Ulniversijta guadagnerei quasi
£ 3000, senza precludermi la via dello studio.

Del resto su di ci6 avremo in caso il tempo di riparlare, e tu stesso potrai
parlarmene francamente consigliandomi senza falsi scrupoli, come si parla
ad un amico che ¢ certo esser consigliato per il proprio bene.

Ieri sono stato a Pisa: per un errore del Consiglio di leva ho corso il
rischio di esser sottoposto ad una nuova visita militare, ma tutto ¢ stato
appianato. Ho visto Bert[ini] che ha saputo soltanto da me la notizia rela-
tiva al P[ier]i; a lui (per quanto mi ¢ parso) la cosa sembra naturale. Non
cosi a Volt[erra] e Bianchi, 1 quali in questo caso sono forse un po’ parziali
desiderando per me I'incarico.

Nel manoscritto’ che ti ho inviato ove dimostro che una suplerficie|
(r= 3p + 5) non puo essere proiettata da un pfiaJno t[an]g[ente] in modo
multiplo, sopra una rigata razionale, sono incorso nel solito errore stac-
cando dal sistema delle sez[ioni| successive generatrici (pare impossibile!).
Me ne sono accorto ripensandoci. La cosa si rimedia cosi (da sostituirsi
al passo errato):

«Sulla rigata F ® dico che la curva di diramazione della corrispondenza
[1 m] cor F*~" non sega le generatrici z. Supponiamo il contrario. Vi

.. . . " .. .
¢ in S, un iperpiano contenente [7] generatrici della F® onde intanto

- . N 7] 7
la curva di diramaz[ione] é d’ordine = [ 2/: ] = Tk —1: ma ad una ge-

-1) m

neratrice corrispondono sulla F* 5~ curve in co_rrispondenza 6-voca

(che danno un fascio), sicché sulla generatrice vi s6no 2— (6 —1) plun]-
ti di diramazione e segue 6 > 1: allora I'ord[ine] della curva d1 diramaz[ione] e

> 2%(5 - 1)%: ma questo ord[ine] vale 2(m + p,_, — 2), e 2 gl =

% sicché
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ossia

e perché m =2

7’)(—6
2 Spk_l_z

TkS ZPIZ—I + 2

mar,_;=7+3onder_;<2p_,+5 il che ¢ assurdo».

Analogamente mi pare possa correggersi un altro punto ove ¢ applicato
lo stesso procedimento, collo stesso errore.

La piccola lacuna che come ti dicevo nella passata lettera,* & rimasta
alla fine del lavoro, mi pare possa colmarsi cosi:

«Si tratta di dimostrare che se una rigata ellittica F” ¢ riferita in corri-
spondenza [1 ] con m > 1 ad una suplerficie] F, in modo che alle sezioni
del cono corrispondano curve C ellittiche, alle generatrici del cono corri-
spondono gruppi di 7 curve semplici su F. Facciamo segare sulla sup|erfi-
cie] F le C (di |Cl) dagli iperp[iani] per un punto O e indichiamo con K
le curve (irriduttibili) corrisplondenti] alle rette di F”: esse sono piane. Proiet-
tando la F dal p[un]to O si ha la rappres[entazione] su F’, e nasce su F’
una curva di diramaz[ione] d'ord[ine] > 0 (il che ¢ impossibile) se le K
non sonod curve d’or|[dine] 7z con O (n — 1)-plo. In tal caso le K su F corri-
spondono semplicemente alle generatrici di F’, e la F ¢ riferibile ad una
rigata ellittica; di cui le C sono direttrici».’

Ti scrivero subito appena prendo una decisione. Affettuosi saluti

dal tuo aff.mo
F Enriques

[P.S.] Scuse per I'errore incorso.

' La data é stata riportata sulla lettera da Castelnuovo.

Enrlques si riferisce probabilmente ad Alfonso Del Re; cfr. p. 25, nota 4 a let. 19
(8.9. 1893)

Sl tratta del manoscritto di Enriques 1894e.

* Cfr. p. 40, let. 36 (20.11.1893).

’ Da «Proiettando» a «direttrici» il testo della lettera nell’ originale ¢ tormentato da
molte correzioni.
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38. [c.p]
[Firenze, 23 novembre 1893]
Carissimo

Due righe per avvertirti che parto stasera per Tor[ino]. Il S[egre] mi
scrive che se il Plier]i partira il Berz[olari] mi proporra per suo aiuto. Circa
alla nomina del P[ier]i egli non sa nulla di pit, ma io parto ugualmente
per le ragioni che ti dissi. Ti daro di la il mio indirizzo, intanto puoi scri-
vermi fermo in posta.

Credo di esser pervenuto al seg[uente] teorfema]: «Se una curva puo rappre-
sentarsi parametricamente colle eq[uazioni] x = ¢, (X 1), y = ¢,(X 1),
dove ¢, e ¢, son funz[ioni] raz[ionali] ed X ¢ irraz[ionale] legato a ¢ da
un’eq[uazione] f(X #) =0 di grado 7 in X (irraz[ionale] di grado n), la
curva contiene una g,} (data dai gruppi X) o ¢ riferibile a una curva d’or-
d[ine] 7»." La cosa mi sembrerebbe avere un certo interesse.

Affettuosi saluti

dal tuo

F Enriques

' Cfr. Enriques 1896a, che sara presentato per la pubblicazione nell’agosto 1895.

39. [c.p]
[Torino, 24 novembre 1893]

Carissimo Castelnuovo

Due righe da Torino per darti il mio indirizzo (Corso Duca di Genova
10, 2° plia]no). Sono giunto qui stamani.

Ho visto il S[egre] ed il Berz[olari] che mi ¢ riuscito assai simpatico.
Ho parlato anche col Pfier]i, ma per I'’Acclademia] Mil[itare] pare vi sia
poca speranza. Invece il Berz[olari] mi ha confermato a voce cio che il S[egre]
mi scrisse cioé che mi prenderebbe per aiuto ove il Plier]i andasse via.

Saluti affettuosi

dal tuo
F Enriques

40. [c.p]
[Torino, 26 novembre 1893]

Carissimo

Grazie della tua buona risposta (ricevuta ieri). Pero a quanto mi dice -
il P[ier]i ed il S[egre] ottenere un posto all’Acc[ademia] Mil[itare] non sara
facile; né io lo rammaricherdé molto, contento in fondo (quando non mi
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s'imponga il dovere d’assicurarmi una posizione piu stabile) di rinunziare
ad un maggior lucro per tornare ad accarezzare gli antichi progetti.

Aspetto con interesse ci0 che mi comunicherai intorno al manoscritto !
che ti ho mandato, di cui mi fai cenno nella cartolina.

Il Plier]i ed io vorremmo saper qualcosa intorno alla risoluzione del
ministro per I'affare Bologna,” anzi credo che il Pfier]i abbia intenzione
di scriverti in proposito. Hai tu mezzi di essere informato? Forse Pittarelli
sarebbe al caso.

Il Plier]i u saluta.

Una affettuosa stretta di mano dal tuo F Enriques

! L'allusione ¢ al manoscritto di Enriques 1894e.
? Cfr. p. 39, c.p. 35 (20.11.1893).

41.
30 Nov[embre 18]93
Carissimo Castelnuovo

Ho ricevuto ieri la lettera e il manoscritto.! Ti ringrazio proprio di
cuore della cura con cui hai voluto rivederlo; ¢ una delle tante gentilezze
che tu mi usi continuamente senza che mi si presenti mai I'occasione di
offrirtene il contraccambio.

Cio6 che tu mi scrivi & interessante, ma mi occorre di pesarlo meglio.
Pero spero di introdurre una semplificazione anche maggiore, cio¢ fon-
dere i 2 casi in cui la rigata F® proiezione di F*~" ¢ irrazfionale] o
raz[ionale] e trattare tutto col metodo adottato nel 2° caso, cioe col ragio-
namento che ti scrissi come correzione di quello del manoscritto. I caso
che I'iperpiano di ’-Tzi' generatrici contenga una parte (direttrice) della
curva di diramazione, se non mi inganno, non altera che lievissimamente
il ragionamento in discorso.

Quanto al 2° lemma «Per una suplerficie] di S;, non rigata, la sezfione]
iperpliana] t[an]g[ente] si spezza solo se la suplerficie] € di Veronese» la
semplificazione che mi suggerisci in margine al manoscritto (che ¢ in sostanza
il 1° ragionamento con cui pervenni al teorema), non mi sembra del tutto
rigorosa: invero si sa che un S; generico per un plia]no t[an]g[ente] non
sega la suplerficie] in punti fuori del p[iajno, ma per trarre la conclusione
enunciata occorrerebbe ancora di escludere che il plia]no t[an]g[ente] seghi
altrove la suplerficie].

Della nota di Kronecker mi ha parlato anche il S[egre], ma non vi ¢
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nulla di preciso: I'enunciato che tu ed il S[egre] gli attribuite si rileva appena
dalle parole di ringraziamento di Cr[emona].’

Avendo pensato anche tu a queste questioni ti sarai accorto di quanta
delicatezza esse sieno e perd mi scuserai delle imperfezioni in cui sono caduto.

A proposito di errori (pur troppo!!) ti diro che confrontando il 3°
vol[ume] ora apparso dell'opera di Lie’ ho riconosciuto una omis[sione]
nell’'ultimo § [paragrafo] della mia memoria* dell'Istituto Veneto (sfuggito
anche all’esame minuto che del lavoro fece Bert[ini] insieme con me): fra
le suplerficie] con pili che o trasflormazioni] prioiettive] in sé non & ivi
annoverata la rigata cubica con la diret[trice] oo [infinitamente] vic[ina] alla
retta doppia (che ne ha ©?%). Avevo una gran paura di confessare la cosa
al S[egre], ma egli mi si € mostrato assai indulgente: ora peré mi tocchera
scrivere al Bert[ini], ma aspetto di aver redatto una notizia di rettifica.’

Non so se sar0 a Firenze pel 20 Dec[embre]. I miei movimenti sono
collegati alle risoluzioni del ministro riguardo al Pier]i.° Io sono venuto
qui aspettando la partenza del P[ier]i, mentre la cosa va in lungo: se il P[ier]i
parte non verro via probabilmente per Natale; ma se invece dovessi andare
a Bologna verrei allora a Fir[enze]. Anzi se dovessi stare a Bol[ogna] pro-
babilmente cercherei il modo di passare con te qualcheduna delle vacanze
dell’anno, giacché 1a mi troverei scientificamente isolato. Anche qui sento
molto la tua mancanza e non soltanto come amico. Il Slegre] lo vedo spesso
(anzi egli mi ha indicato molto gentilmente le sue ore di uscita onde possa
trovarlo), ma per poco tempo, giacché egli ¢ molto occupato.

Presto ti parlero un po’ piu diffusamente delle ricerche che sto facendo
sulla rappresentazione parametrica delle curve (di cui ti feci cenno).” Tu
pure tienimi al corrente di ci6 che vai pensando.

Una affettuosa stretta di mano
dal tuo

F Enriques

[P.S.] Ho ricevuto e corretto le bozze della mia nota lincea:® vedrai che
ho semplificato anche quella trasformazione] di varieta secondo tu mi dicesti.

!'Si tratta del manoscritto di Enriques 1894e.

2 Enriques si riferisce all’enunciato di un teorema che Leopold Kronecker comunico
verbalmente all’Accademia dei Lincei nella seduta del 2 maggio 1886. Dal rendiconto della
seduta risulta solo il titolo della nota presentata e un cenno di ringraziamento da parte
di Luigi Cremona: cfr. Kronecker 1886.

Castelnuovo diede una dimostrazione del teorema, oggi noto come teorema di Kronecker-
Castelnuovo, in Castelnuovo 1894b; cfr. I'introduzione all’articolo per le notizie storiche
riportate al riguardo.

Una precisazione ulteriore si trova in Enriques 1895d, 174, nota 8: « La dimostrazione
che il Kronecker diede di questo teorema non fu pubblicata; I'illustre geometra si riserbava
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di ritoccarla quando la morte lo colse. Una dimostrazione del teorema fondata probabil-
mente su concetti diversi fu data dal sig. Castelnuovo |[...|. Questi anzi mi prega di aggiun-
gere alle notizie che egli diede sul teorema di Kronecker quella qui contenuta che egli deve
alla cortesia del prof. G. Loria».

> Lie 1888-93, III.

* Enriques 1893g.

* Cfr. Enriques 1894a.

S Cfr. p. 39, c.p. 35 (20.11.1893).

" Cfr. p. 44, c.p. 38 (23.11.1893).

s Enriques 1893c.

42.

Martedi [§ dicembre [18]93]"
Carissimo Castelnuovo

Sono immerso in nuove difficolta a proposito del solito problema della
. . . L4 ..
massima dimensione ecc.? Il fatto che staccando [7] generatrici dalle se-

zioni iperpianali di una rigata F ® g S,, possa aversi come curva direttrice
una parte della curva di diramazione, porta conseguenze molto pit gravi
di quel che in principio mi parve. Mi pare infatti che esso infirmi irremissibil-
mente il ragionamento che ti scrissi tendente a mostrare che proiettando
una F=Y di S,_, (n_y=11) da un plia]no t[an|glente] generico non
--puo aversi una rigata razfionale] (pr{oiezione] multipla). Non presentandosi
altra via saro forse costretto a ricorrere qui alla formula del genere delle
curve spezzate. In questo caso ci16 sarebbe rigoroso se si dimostra che la
F® non & un cono, giacché allora staccando una C di F *-=D corrispon-
dente ad una generatrice di F® (imponendo 1 p[un]to 2-plo) la curva spez-
zata ha i p[un]ti di connessione variabili ed allora la formula di Noether’
puo certo applicarsi legittimamente. Per mostrare che la F ® hon & un
cono farei cosi. «Suppongasi che lo sia. Una generatrice di F ® 43 una C
di F*~" che presenta 1 condiz[ione] agli iperpiani pel p[ia]no t{an]g[ente]
di proiezione, onde ogni pliajno t[an]g[ente] incontra il 1° in un p[un]to.
Tutti 1 plia]ni tfan]g[enti] si incontrano quindi 2 a 2, e non passando per un
plun]to si perviene a vedere che appart[engono] ad un S; il che ¢ assurdo».

Forse dovendo usare questo procedimento converrebbe applicarlo anche
all’altro caso in cui F® ¢ rigata irraz[ionale], per non distinguere i 2 casi
senza bisogno. Ma cio che ¢ peggio si € che pei sistemi non semplici ove
si ricorre alle rigate multiple ci s'imbatte nella stessa difficolta e qui 'uso
della formula di Noether non ¢ legittimato con = [uguale] sicurezza perché
non puo escludersi che la rigata multipla sia un cono. Mi vedrei dunque
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costretto, nella peggiore ipotesi, ad usare quel ragionamento non del tutto
rigoroso (sebbene soddisfacente) avvertendolo. Cosi non avrebbe effetto
che sulla 22 parte del lavoro.

Cosa ne pensi?

Credo che sia difficile scavare una questione pili intricata per minutezza
della mia.

Ti dissi che ti avrei parlato delle mie ricerche sulla rappresentazione para-
metrica delle curve. La mia attenzione ne ¢ stata momentaneamente distolta.
Pero ho avuto anche li una bella sorpresa (per quanto non fossi alieno dal
prevederlo). Il problema di determinare le curve costruibili colla riga e col
compasso, che si riduce alla determinazione delle equazioni risolubili per
radicali quadratici (ch’io avevo risoluto), si trova gia risoluto (sotto questa
22 forma) nel Petersen,* in modo che il resultato principale cui sono per-
venuto dopo lunghi sforzi non ¢ nuovo! Come vedi in questi ultimi tempi
non sono troppo fortunato.

E tu che stai facendo?

Il Plier]i non ha saputo ancora nulla.

Affettuost saluti dal tuo

F Enriques

! La data & stata riportata sulla lettera da Castelnuovo.
2 Cfr. Enriques 1894e.

' Cfr. p. 21, nota 2 a let. 16 (5.8.1893).

* Petersen 1887.

43.
Sabato [9 dicembre [18]93]"
Carissimo Castelnuovo

La risposta che mi dai non mi pare che elimini la difficolta ch’io tro-
vavo nell’usare il noto ragionamento per stabilire che una rigata razionale
F’ non puo esser proiezione multipla d’una F a sez[ioni] di gen[ere] p (> 1)
inS, (r=3p+5), da un plia]no t[an]glente]. La difficolta per me sta qui
«si puo supporre che la curva di diramazione della corrispondenza tra F’
ed F si riduca tutta ad una curva direttrice della rigata contata piu volte».
Tu ammetti invece che fuori delle intersezioni della parte direttrice vi sieno
sopra ogni generatrice 2(w + m— 1) — 1 coincidenze.

Puo darsi che il dubbio sopra esposto si possa eliminare, ma mi pare
che non possa escludersi in modo evidente: se poi si eliminasse allora anch’io-
posseggo un ragionamento per giungere al resultato, un po’ diverso dal
tuo e che (se non m’inganno) serve anche se F’ ¢é rigata irrazionale.
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I S[egre] mi ha comunicato la tua dimostrazione del teor[ema] di Kr[onec-
ker].2 Quantunque vi sia da farvi qualche obiezione (come te ne sei
accorto tu pure), quel ragionamento mi ¢ piaciuto molto, e (se non erro)
I'ultima parte di esso serve con lievi modificazioni per stabilire il resultato.

Osservo anzitutto ((penso al duale)) che in un p[ia]no t[an]g[ente] alla
F ove sono m (> 1) curve C componenti la sezione, 2 sole C possono e
debbono aver comune il punto di contatto, le altre s'incontrano solo (forse)
nei p[un]ti multipli, onde 2 C'si distinguono dalle altre e generano 2 sistemi
L X’ (o? ciascuno) che forse coincidono (e risulta poi che cio avviene
in fatto). La coincidenza di ¥ X’ & dimostrata se si stabilisce che una curva
di ¥ incontra in un punto una di X’ infatti in tal caso coincidono i sistemi
oo! di curve di ¥ e di L’ ottenuti imponendo un punto base. Ora il tuo
ragionamento dei tangenziali stabilisce appunto che in un plia]no t[an]g[ente]
le 2 C nel p[un]to di contatto si segano soltanto in esso, e quindi dimostra
il teor[ema]: non vi € bisogno infatti per quel ragionamento che le 2 C
generino uno stesso sistema.

11 teor[ema] sulle suplerficie] a sezioni ellittiche’ e la dimostrazione che
ne dai mi ha molto interessato. La questione per le varieta ¢ assai pit facile:
io I'avevo gia risoluta (col metodo che adopravo prima nella mia nota lin-
cea)* nelle ipotesi delle sezioni iperpianali raz[ionali]: il tuo teor{ema] per-
mette di asserire che cosi si ottengono tutte le varieta raz[ionali] a sezioni
ellittiche (escl{usa] forse la var[ieta] cublica]). Pero la difficolta (e la noia)
sta nel trovare 1 sistemi rappresentativi, cid che mi ha arrestato.

Ora sono attratto da altre questioni. Dallo studio della rappresentazione
parametrica delle curve sono passato a quello strettamente affine delle invo-
luzioni irrazionali sopra una curva. Due concetti mi sembrano fecondi in
tale ordine di ricerche; cio¢ gli integrali abeliani (in ispecie il teor[ema] di
Hurwitz’ che non so se sia proprio suo), e la teoria dei gruppi. Il 2° con-
cetto stabilisce proprieta relative ai punti di coincidenza: pler] e[sempio]
st ha subito che se su una curva vi & una involuzione senza coincidenze
la curva (e I'involuzione) ¢ ellittica: se vi ¢ una sola coincidenza (multipla)
la curva possiede una trasflormazione] ciclica in sé ecc.

Degli integrali abeliani (che ho recentemente studiato) mi servo per cercare
il massimo numero di inv[oluzioni| irraz[ionali] che puo stare sopra una
curva (con qualche restrizione perché una invloluzione] ellittica ne porta
o composte). Che sopra una curva vi sia soltanto un numlero] finito di
inv|oluzioni] di gen[ere] > 1 (e mai una infinita di inv[oluzioni] ellittiche)
si trova implicitamente dimostrato da Painlevé (Annales de IEcole
Normale - 1891 -2° cap.).® Guarda questa memoria (che il S[egre] mi ha
indicato) e che ti interessera per il legame di quelle ricerche colle tue’ e
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non solo per cio che ti ho detto. Vi ¢ in quel lavoro un ragionamento
che (se non erro) conduce facilmente al tuo teorema delle inv|oluzioni]
(Lincei [18]91):® solo egli se ne serve male e ne deduce che se sopra una
G, vi ¢ una v di genfere] m & 2m(w — 1) = 2(p — 1)! Ha dimenticato la
formula di Zeuthen.” Sebbene di questa formula spropositata egli si serva
pot, non mi pare che i suoi resultati (almeno i principali) ne sieno scossi.

Sono poi notevoli in quel lavoro (che pure da cosi bei resultati) alcune
ingenuita: per esempio un teor[ema] che tradotto geom|[etricamente] signi-
fica «sopra una C, vi sono o serie linean g

Le mie ricerche non si fonderanno del resto (almeno per ora) sulle cose
del Painlevé sebbene vi abbiano relazione.

Per comprendere il legame fra la teoria abeliana e la teoria geom|[etrica]
ho dovuto faticare molto: quando redigero il lavoro che sto pensando (di
cui ti daro dettagli) cerchero di tradurre vari resultati analitici, e credo con
cio di far cosa utile risparmiando la fatica ad altr.

1l lavoro'® sulla mass[ima] dim[ensione] sarebbe pronto ove mi deci-
dessi a colmare la nota lacuna coll’'uso della formula di Noether'' (del
gen[ere] curvle] spez[zate]). Debbo farlo?

Il Volt[erra] & venuto qui definitivamente:'? & per me un gran piacere
(se dovro trattenermi qui) giacché mi trovavo un po’ isolato: egli viene
a mangiare con me e parliamo spesso di mat[ematica]. Egli vede tutto dal
lato fisico. La sua compagnia ¢ per me molto piacevole ed utile.

Affettuosi saluti
dal tuo

F Enriques

' La data & stata riportata sulla lettera da Castelnuovo.

® Cfr. p. 46, nota 2 a let. 41 (30.11.1893).

} Cfr. Castelnuovo 1894c.

4 Enriques 1893d.

5 Cfr. Hurwitz 1887.

¢ Painlevé 1891.

" Cfr. Castelnuovo 1893b; a questo proposito si veda anche p. 12, nota 7 a let. 9
(9.7.1893).

¥ Cfr. Castelnuovo 1891d, 76.

® Si tratta della formula che lega i caratteri di due curve algebriche in corrispondenza
(m, n): cfr. Zeuthen 1871a.

10 Enriques 1894e.

"' Cfr. p. 21, nota 2 a let. 16 (5.8.1893).

2 Ctr. p- 28, nota 2 a c.p. 22 (3.10.1893).
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44
Martedi sera [12 dicembre [18]93]"
Carissimo Castelnuovo

Ciod che mi scrivi intorno alle coincidenze d’una g, non mi persuade
interamente: un plunjto in cui coincidano i punti d’un gruppo mi pare

nmn—1)

debba contarsi come — coincidenze anziché come #-1; anzi mi

interesserebbe di esser sicuro intorno ad un tal fatto. Io direi che una coinci-

nn —1 . _ .
denza n-pla ne assorbe % perché ivi sono tante le coppie di p[un]ti

coincidenti.

Il S[egre] mi ha mostrato la tua 22 dimostrazione del teor[ema] di
Kr{onecker]® dopo ch’io ti scrissi, ed io pure osservai che ci eravamo
incontrati in vari punti. Solo non capisco perché sostituisci un ragiona-
mento piu complicato a quello antico che ti portava a concludere che le
intersezioni delle C;, C, in un p[ia]no tfan|glente] sono nei tangenziali del
plun]to di contatto O rispetto alle 2 curve e pero non esistono (fuori di O)
altrimenti le C,, C, si toccherebbero in O ed il plia]no sarebbe ivi bit[an]-
glente]. Quel ragionamento non mi pare supponga che C,, C, apparten-
gano ad = [stesso] sistema. Quanto al fatto (di cui ti occorre il duale) che
una suplerficie] irredut[tibile] non puo avere ogni p[un]to come 2-plo, mi
pare possa stabilirsi cosi.

Se il teor[ema] ¢ falso si avra una suplerficie] irred[uttibile] f(x y 2) =0

tale che pei suoi plun]ti & % =0, % =0, % = 0 (non ovunque os-
senno f ¢ una cost[ante]). Fissati y, 2, I'eq[uazione] in x f(x y 2)=0¢
irredut[tibile] (salvo speciali valori di y, 2): questa eq[uazione] di gr[ado]
m (in %) ha le stesse rad[ici] della deriv[ata], cio¢ ha rad[ici] multiple quindi
¢ riduttibile (assurdo).

Come fai a pervenire ai resultati che mi enunci sui sistemi rappres[enta-
tivi] delle varieta a sezioni] ellittiche? Quando ci pensai non vidi che vie
assai lunghe e non facili per risolvere la questione. Perché chiami ultimo
caso quello delle V" d’ordine 6? Il valore massimo dell’ord[ine] non ¢ 9?
Questa questione ¢ per me interessante e ci pensero volentieri se vedro
una via simpatica per trattarla.

Non posso darti esatti particolari sul mio lavoro in gestazione sulle invo-
luzioni irrazionali (ti dissi che dalle questioni parametriche ero passato par-
ticolarmente a queste): te ne diro tuttavia qualchecosa con riserva.

Sopra una C, di genlere] g, vi sieno delle inv(oluzioni] irraz[ionali]
Ym, - Ym di genfere] 7, ... w,, due a due non contenute in una inv{o-
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luzione] irraz[ionale]: si stabilirebbe che 1 7, integrali che secondo Hur-
witz® vengono forniti dalla 12 (gli integrali lin[earmente] ind[ipendenti]
della C,)), quelli della 22 ecc., danno m, + m, + ... + m, integrali lin[ear-
mente] ind[ipendenti] di C,, sicché m, + m, + ... + m, < p. Una inv(olu-
zione] 7y, su G, si consideri come una corrispondenza] [1 ] tra C;, C,
o fra le suplerficie] di Riemann S, S,. Si ha allora da considerare il
gruppo (di monodromia) formato dalle sost[ituzioni] che si producono sugli
m plun]ti d'un grluppo] di v,, quando il p[unjto di S, gira attorno ai
plun]a di diramazfione]. Si stabilirebbe cosi che se v, non ha p[un]t di
coincidenza ¢ p = 7 = 1. Piu in generale se un’inv[oluzione] ha gruppo
intransitivo si compone dei gruppi d'un’inv[oluzione] ellittica su C, e vice-
versa ecc.

Seguirebbe che un’inv[oluzione] ellittica semplice (non composta dei gruppi
d’un’altra) ed un’altra inv[oluzione] qualunque non sono contenute in una
stessa inv[oluzione] a meno che la 22 contenga la 12. In particolare il
num{[ero| delle inv[oluzioni] ellittiche semplici ¢ < p.

Se 2 inv[oluzioni] non sono composte con una stessa la condizione per-
ché sieno contenute in una stessa ¢ che le trasformazfioni] (m — 1, m — 1),
(n—1, n— 1) da esse individuate sulla C[,, sieno permutabili. Di qui (sotto
la prec[edente] restrizione) si avrebbe: «Se sono date 7 inv[oluzioni] e si
possono ordinare in modo che due consecutive sieno contenute in una
inv[oluzione], vi € un’inv[oluzione] che le contiene tutte». Onde le inv]olu-
zioni] irraz[ionali] di gen[ere] > 1 si dividono in gr[uppi] di inv[oluzioni]
contenute in una stessa, e sono in numfero] finito, di cui forse potro asse-
gnare un limite superiore.

Ho enunciato alcune di queste cose al Volt[erra] sotto forma di teo-
remi di riducibilita degli integrali abeliani (argomento assai studiato anali-
ticamente) e mi pare non gli sieno dispiaciuti. Allo studio della rappres[enta-
zione| parametrica propriamente detta (riducibilita dei gruppi delle
inv[oluzioni]) tornero poi.

In questi studi trovo una gran difficolta ed ho paura di sbagliare anche
pit che in altri, a cagione della poca pratica analitica. Ma mi convinco
sempre pill quanto male sia non averne.

Ho mandato I'altro giorno al Bonaventura un biglietto di presentazione
per te, desiderando egli conoscerti. Il ministro ha fatto a lui il tiro che il
Consliglio] Supleriore] ha fatto a me,* e me ne ¢ dispiaciuto per lui che
ormai contava sul perfez[ionamen]to.

Nessuna notizia del Pfier]i:’ al ministero aspettano per decidere la solu-
zione della crisi.® Cio mi secca, desiderando ormai di fissarmi stabilmente
qua o a Bol[ogna].
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Il Bert[ini] mi aveva proposto di andare assistente dell’ Aschieri a Pavia
(in confidenza), ma non ho creduto mi convenisse accettare trattandosi di
un assegno precario di 600 lire!

Affettuost saluti dal tuo

F Enriques
[P.S.] Saluu dal Volt[erra).

' La data & stata riportata sulla lettera da Castelnuovo.

? Cfr. p. 46, nota 2 a let. 41 (30.11.1893).

} Cfr. Hurwitz 1887 sullo studio delle corrispondenze algebriche fra due curve
mediante gli integrali abeliani.

* Cfr. p. 29, nota 1 a c.p. 24 (17.10.1893).

* Cfr. p. 39, nota 2 a c.p. 35 (20.11.1893).

¢ Caduto il governo Giolitti il 28 novembre 1893, la crisi politica si risolse il 15 dicem-
bre con la costituzione del terzo governo Crispi.

45,
Venerdi [15 dicembre [18]93]"
Carissimo Castelnuovo

E chiaro che io erravo supponendo che una coincidenza 7-pla d’una
g» sopra una curva possa assorbire piti di 7 — 1 coincidenze. La possibile
presenza di 2 coincidenze #z-ple infinitamente vicine non dovrebbe alte-
rare il ragionamento che mi occorre, onde dopo aver ripescato tutto con
calma spero condurre a termine la redazione del mio lavoro.’

Quanto alle varieta V" di S, ., capisco anch’io che la questione non
offrira difficolta troppo serie e ci ripensero quando avro tempo. (Il cono
che proietta da O in S, una suplerficie] a sez[ioni] ellittiche di S, da una
V"™ dove n=9).

Eccoti un cenno della dimostrazione relativa al 1° teor[ema] sulle invo-
luzioni irrazionali.

L'involuzione vy,, su C, nasce da una corrispondenza [1 7] tra C, G,
Un integrale di 12 specie di C, ¢ pure un integrale (sottintendi sempre
di 1% specie) su C, (teor[ema] d’Hurwitz).” Nei p[un]ti d’un gruppo della
Ym V'integrale ha 1l valore che ha nel p[un]to corrispondente di C,, onde
quei plun]ti sono plun]ti di livello (p[un]ti di valore congruo) per I'inte-
grale. Viceversa un integrale di C, che ha come p[un]ti di livello quelli
d’ogni gruppo della v,, € un integrale di C,. Invero se x, x, ... x,, sono
gli m plun]ti d’'un gruppo di v,,, I I'integrale si ha

Ix)= .. =1x,,),
ml(xl) = I(xl) + ... + I(x,,,);
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differenziando
mdl(x)) = Z,d1(x):
]

la XdI(x,) ¢ funzfione] simmetrica degli 7 plun]u del gruppo onde ¢
funz[ione] algebr(ica] univoca del corrispondente p[unjto y della C,, sicché
I(x,) ha il differenziale algebrico univoco sulla suplerficie] di Riemann di
C,, ed ¢ finito e continuo ovunque onde ¢ un integrale di 12 specie su C,.

Cio posto si abbiano su C, 2 inv[oluzioni] ’Ym,» Ymi- Se 1 7, integrali
che appartengono alla 12 (alla C,,) non sono tutti linearm[ente] ind[ipen-
denti] dai 7, della 22, vi ¢ un integrale non cost[ante] appartenente ad
ambedue che ha come p[un]ti di livello quelli d'un gruppo di v, e quelli
d’un gruppo di +y,;2. Prendiamo un gruppo di 7,,,' e costruiamo per ogni
suo p[un]to il gruppo da esso individuato di v,;>: per ogni p[unjto d’un
tal gruppo costruiamo il gruppo di v, ecc. Il nostro integrale (non
cost[ante]) ha lo stesso valore in ciascuno dei p[un]ti cosi costruiti; ma esso
non puo avere o plun]ti di livello perché essi avrebbero dei p[un]ti limiti
di singolarita essenziale per I'integrale, onde I'operaz[ione] prec[edente]
non conduce a  plun]ti; ci6 vuol dire che la costruzione riporta sui punti
gia costruiti dopo un numero finito di volte (e si potrebbe precisare): il
gruppo dei p[un]ti ¢ individuato ugualmente partendo da un gruppo di
Ym: in esso contenuto, o da uno di v, al variare di esso descrive un’in-
voluzione contenente le 2 di cui i p[un]ti d’un gruppo sono di livello per
I'integrale ('involuz[ione] ¢ algebrica perché si costruisce algebricamente).
Se i gruppi dell’inv[oluzione] si fan corrispondere ai p[un]ti della curva C
il nostro integrale appartiene alla C. Cosi si stabilisce che:

«Se fra gli integrali della ;' ve n’¢ 7 (> 0) che appartengono alla
Ymi, 1€ Ym!, Y sONO contenute in una ,,. E vero il teor[ema] inverso.

La questione ¢ piu difficile quando si hanno piu di 2 inv|oluzioni], ma
mi pare d’averla risoluta anche in quel caso. Ti dard dettagli se t'interes-
sano. Dimmi intanto se ti va la dimostrazione che ti ho scritto sopra. Quan-
tunque abbia ora imparato i fondamenti della teoria degli integrali abe-
liani, sono sempre sopra un terreno mal fido, su cui spero di fortificarmi
sempre piu. Le cose che si vedono colla teoria dei gruppi (meno utile in
queste questioni), mi offrono meno difficolta.

Cordiali saluti aff mo

F Enriques

"'La data é stata riportata sulla lettera da Castelnuovo.
Ennques 1894e.
} Cfr. Hurwitz 1887.
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46. [c.p.]
[Torino, 16 dicembre 1893]
Carissimo

Gerazie dei nuovi resultati molto interessanti che mi fornisci sulle varieta
a curve sezioni ellittiche. Capisco che escludi solo i coni non compresi nel
tuo metodo. Quei resultati mi invogliano a studiar la questione, ma occorre
prima ch’io rediga gli altri lavori in corso (massfima] dim[ensione]' e invo-
luz[ioni] irrazfionali]). Intanto non mi ¢ impedito di pensarvi di tanto in
tanto; salvo che la questione piaccia a te e, avendo gia cominciato, tu desi-
deri di occupartene.

La V& rappresentata dalle ©’ quadriche mi si era presentata anche a
me, ma penso possa esservi un’altra V*® a suplerficie] sezioni rap-
pres[entate] sul piano dalle cubiche per un p[un]to. Non vedo che una tale
V® sia necessariamente una proiezione della V’, come non vedo che una
V7 lo sia sempre di V*.

Per le varieta a 7 > 3 dim[ensioni] a sez[ioni] ell[ittiche] (esclusi i coni)
pare anche a me che esse si particolarizzino enormemente al crescere dello
spazio ambiente ed intravedo pure un resultato del genere, di quello che
tu fai seguire da un ? [punto interrogativo]. Occorrera studiare prima le
var[ietd] cubfiche] di S, contenenti S, _,.

Cordiali saluti aff. mo

F Enriques
[P.S.] Saluu dal Volt|erra].

! Enriques 1894e.

? Le ricerche di Enriques in questo campo furono pubblicate in Enriques 1894b, 1894c¢
e 1895d. L'articolo del 1895 costituisce una sintesi di risultati precedenti, compresi quelli
esposti in Enriques 1893d e in Castelnuovo 1894c e 1894d, con qualche estensione al
caso delle varietd di dimensione 3 di P*.

47.
18 Dec[embre [18]93]"

Carissimo Castelnuovo

Scusa se torno ancora a parlarti della questione della massima dim[en-
sione],” che ti avra annoiato abbastanza (¢ venuta a noia anche a me).

La suplerficie] a sez[ioni] di genlere] p F di S, (r=3p + 5) venga pro-
iettata nella rigata F’ di S, a sez[ioni] di gen[ere] p’ da un p[ia]no t[an]-
glente].
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generatrici di F":

/
. N . r ’
Vi sono o iperpiani che contengono (T) |< >
sopra una generatrice se la sua immagine C si spezza in v rappresentate

in modo 7-plo di genlere] m, si hanno v2(n + 7 — 1) coincidenze, onde

T’

I'iperpiano sega la curva di diramazione in I 3

v2(m+ w—1) plun]d,
oppure se contiene una parte che puo assorbire al pit v(n — 1) <v(n + w— 1)

coincidenze, onde la curva di diramaz[ione] ha I'ordine = H—‘v(n +7—1).
Percio si ha

2p—2zvn2p’ —-2)+ ';—,lv(n + 7 —1).

Questa disuguaglianza contraddice all'ipotesi 7 = 3p + § (essendo 7 =
=7 +Psevmr+r—1)>1. Masevim+w—1)<1sitha,on=1e¢
la F ¢ rigata, oppure =0 n=2 (v=1). Allora le curve C danno un
fascio di curve razfionali] sulla F; se p” = O cio¢ la F” ¢ raz[ionale] ¢ pure
raz[ionale] la F ed allora la questione si esaurisce. Non cosi se p’ > 0.

Col precfedente] ragionamento sostituisco il ragionamento un po’ piu
lungo che mi suggerivi pel caso delle rigate razfionali] F’. Ma esso non
¢ applicabile (come speravo, ed accadrebbe senza la possibile curva di dira-
maz[ione] multipla) quando p’ > 0.

Percio ho rimesso allo studio il ragionamento che mi proponesti quando
mi rimandasti il manoscritto; ragionamento che mi pareva dovesse esser
ben pesato, entrando in maggioni dettagli. Sorvolo sui primi casi il cui resul-
tato ¢ certo giusto ed assodato (nonostante qualche lieve obiezione al pro-
cedimento), e giungo all’'ultimo caso che ¢ il pit importante.

La suplerficie] F proiettata da ogni p[iaJno t[an]g[ente] in una rigata
irraz[ionale]: sulla F vi & un fascio irrazfionale] di curve piane (e pel ragfiona-
mento] precleden]te si vedrebbe, coniche) corrisp[ondenti] alle generatrici
della rigata. Qui, se non erro, il tuo ragionamento cade in difetto se i piani
delle C passano per una retta: si puo effettivamente pensare un tal caso
ed allora la F appartiene ad uno spazio di dimensioni grandi quanto si vuole
ed ¢ proiettata in un cono 2-plo da ogni p[ia]no t[an]g[ente]. In una lettera
ch’io ti scrissi® io escludevo che una F essendo r= 3 p + 5 potesse esser
proiettata in un cono, ma quel ragionamento deve essere sbagliato ed io
non lo ricordo (ti dispiacerebbe ricercarlo e se va bene comunicarmelo?).
Cio posto se non si elimina un tal dubbio non si pu6 nemmeno applicare
la formula del genere delle curve spezzate. Non ¢ solo questione di dimo-.
straz[ione] io dubito che esistano suplerficie] con un fascio di coniche a
sez[ioni] di genlere] p in S, con 7> 3p + 5.
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Cosa rimarrebbe dunque del mio lavoro?

Rimarrebbe il teor[emal: La mass[ima] dim|ensionc| d’un sistjema] ¢
3p + 5 se non vi € un fascio irrazfionale] di curve, e se é raggiunta (escl[uso]
il detto caso) la suplerficie] ¢ razionale.

Io dovro probabilmente adattarmi a questo. Rispetto alla completezza
dei sistemi la cosa va ancora assai bene. Essa perde tutto nel lato proiettivo.

Ti mando la mia nota lincea.*:

Affettuost saluu dal tuo

F Enriques

[P.S.] Mi dispiace di non poterti vedere a Firenze, ma nell'incertezza
della mia destinazione® non posso andarvi, perché potrei trovarmi poi al
caso di dover tornare qui a prendere la mia roba per portarla a Bol[ogna].
Quanto mi secca questa aspettativa!

' L’indicazione dell’anno & stata riportata sulla lettera da Castelnuovo.

* Cfr. Enriques 1894e.

¥ Cfr. p- 47, let. 42 (5.12.1893) e p. 48, let. 43 (9.12.1893).

* Enriques 1893c.

* Enriques si trovava a Torino, ancora in attesa delle decisioni del ministro riguardo
alla chiamata di Mario Pieri sulla cattedra di Geometria proiettiva e descrittiva presso I'Uni-
versita di Bologna. Cfr. p. 39, c.p. 35 (20.11.1893); p. 39, let. 36 (20.11.1893); p. 44,
c.p. 38 (23.11.1893).

48.
Giovedi [21 dicembre [18]93]"
Carissimo Castelnuovo

Grazie del ragionamento molto semplice che mi suggerisci per superare
una difficolta ch’io non avrei mai superata una volta incamminato per quella
via. Ne sono molto contento perché avendo ripesato tutto mi pare che
non incontrerd oramai piu ostacoli al definitivo compimento del mio
lavoro:? non manca che scriverlo, e lo scriverd di nuovo per curare meglio
la forma della redazione.

Se mi permetti, invece di stabilire il lemma che gli iperpiani t[an|g[enti]
ad una suplerficie] non di Veronese segano un sistema lineare irredutt-
bile, citerei il teorfema] di Kronecker dicendo che tu ne darai la dimo-
strazione® (la quale uscira contemporaneamente al mio lavoro, press’a
poco, e mi dirai dove). Infatti quel lemma diventa inutile dopo il tuo
teorfema], oltreché vi sono nella sua dimostrazione dei punti un po’ delicati.

A proposito del tuo teor[ema] (scusa se non ho cominciato con questo),
la recente tua dimostraz[ione] ¢ piaciuta anche al S[egre]. Soltanto egli vor-
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rebbe che tu facessi rilevare (questione di poche parole) come il ragiona-
mento non cadrebbe in difetto anche supponendo che contemporaneamente
tutti 1 punti M;, M, ... al limite cadano in O, anziché uno solo.

Posto il 1° lemma ed enunciato il 2°, io passerei a considerare la succes-
sione delle suplerficie] F, F' ... F®, dove la F*~" non ¢ rigata per ipote-
si. Distinguo soltanto i due casi che F @ appartenga ad S, con 7,> 6, o
dover,<6 (=6 0 =5). (1° caso). Suppongo in generale F ® proiezione
m-pla di F €= (m=1); applico il ragionamento che ti scrissi (va bene?)
per dimostrare che (perché F %=1 non ¢ rigata) vi & su F*" un sistema
di curve razionali C (7 = 0) riferite in modo semplice 0 2-plo (6 =1, 6 = 2)
alle rette di F® (e se 6 = 2, m = 2); il 2° caso viene escluso dal tuo ragio-
namento. Rimane 8 =1 (onde 7 = 0): la F&~ V¢ raz[ionale] se il fascio
¢ razfionale]; ma allora py_, —1=0 p,_, =1 ed 7,_,>9, assurdo. In-
vece se il fascio ¢ irraz[ionale] esso ¢ fisso al variare del p[ia]no t[an]g[ente]
(che non passa per p[un]ti fissi non essendo F ®=Y un cono), ed ogni curva
essendo proiettata semplicemente in una retta da ogni p[ia]no t[an]g[ente]
¢ una retta; F~" ¢ rigata, assurdo.

Cosi si trattano insieme i due casi in cui F® ¢ rigata raz[ionale] o
irraz[ionale]. Ti persuade? Invece il 2° caso si esaurisce notando che allora
Px =0 e le successive proiez[ioni] sono semplici onde F ¢ raz[ionale] ed
7=3p+ 5 (come nel manoscritto). Anche il caso dei sistemi multipli viene
esaurito completamente.

Il Volt[erra] parte oggi per Firenze e cosi io rimarro pit solo in questi
giorni. Infatti egli ¢ per me una gran compagnia: mentre si mangia e la sera.

Le mie ricerche sulle involuzioni si sono in parte dirette a scopo anali-
tico. Ho trovato alcuni teor[emi] sulla riducibilita degli integrali iperellit-
tici, ma temo sieno noti perché vi ¢ una memoria di Goursat* sull’argo-
mento che debbo ancora studiare.

Pero voglio ora smettere di andare avanti e raccogliere il gia fatto: accu-
mulando troppo materiale si ha poi la noia di ordinarlo come mi successe
per la memoria di Tor[ino]:’ per ora ho invece appena il materiale di un
paio di note. Mi spinge alla nominata decisione anche il timore di esser
costretto ad interrompere lo studio se andassi a Bol[ogna].

Cordiali saluti dal tuo aff. mo

F Enriques

' La data é stata riportata sulla lettera da Castelnuovo.
2 Ctr. Enriques 1894e.

> Cfr. p. 46, nota 2 a let. 41 (30.11.1893).

* Goursat 1885.

; Enriques 1893f.
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49.
Lunedi [25 dicembre [18]93]"
Carissimo Castelnuovo

Da casa mi scrivono che ti hanno veduto con molto piacere, ed io ti
sono grato della gentilezza che hai avuto.

Ho redatto il lavoro? «Sulla massima dimensione». Mi sono scostato
solamente in un punto dai tuoi consigli cio¢ riguardo ai 2 lemmi. Del 1°
ho conservato la mia dimostrazione che ¢ semplice e si estenderebbe con
qualche restrizione anche alle suplerficie] non algfebriche] (anche giacché
per dimostrarlo non basta I'applicazione pura e semplice del teor[ema] di
Kr[onecker]).” Del 2° lemma ho adoperato il teor{ema] di Kr[onecker]
perché pensandoci bene la mia dimostraz[ione] presentava qualcuno dei
punti delicati della tua 12, ed io non volevo allungarla di troppo. Nel resto
mi sembra aver raggiunto una sufficiente unita.

Ora (scusami) ti rimando il lavoro ed ecco il perché. Ho chiesto al S[egre]
di presentarlo qui all’Accad[emia] ed egli lo farebbe volentieri, pero essendo
stanco non puo leggerlo accuratamente come gli occorrerebbe; percio il
S[egre] stesso mi ha suggerito di sottoporti la definitiva redazione del lavoro
e se tu I'approvi egli presentera la mia nota all’Accad[emia].* Scusa la sec-
catura, ma per te che ormai conosci la cosa s trattera solo di dare una scorsa.

Sto ancora studiando i molteplici lavori sulla riducibilita degli integrali
abeliani che si collegano alla questione delle involuz[ioni] irrazfionali]. Percio
non ho ancora ripesato bene cio che avevo fatto. Lo faro appena mi saro
accertato di cio che ¢ noto, cio¢ spero presto. Ti daro allora piu dettagli
sulle mie ricerche ed anche su ingenuita trovate nei lavori che sto leggendo.

Cordiali saluti aff. mo

F Enriques
! La data & stata riportata sulla lettera da Castelnuovo.
Ennques 1894e.
3Cfr p. 46, nota 2 a let. 41 (30.11.1893).
* Larticolo Enriques 1894e fu presentato da Corrado Segre all’Accademia delle

Scienze di Torino nell’adunanza del 28 gennaio 1894. In proposito si veda anche la lettera
di Segre a Castelnuovo del 25 dicembre 1893 riportata in Appendice (pp. 674-75).

50.
29 Dec[embre] 1893
Carissimo Castelnuovo
Grazie delle osservazioni con cui accompagni il mio manoscritto.! Mi
dispiace dell’appunto che fai al mio lavoro non per la cosa in sé che (se
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non m’inganno) non ha alcuna conseguenza, ma perché avendo messo ogni
cura nel redigerlo credevo che il lavoro fosse riuscito immune da ogni difetto.

Quanto al consiglio che mi dai di premettere un 3° lemma onde alleg-
gerire la discussione lo seguird volentieri perché anche a me sembra che
questo conferisca alla semplicita. Dopo fatte queste modificazioni ti riman-
derd il manoscritto a Roma.

In questi giorni ho ripreso ad esaminare e a pesare i resultati delle mie
ricerche sulle involuzioni irrazfionali]. Disgraziatamente mi sono accorto
d’una lacuna nel ragionamento che serve a fissare un punto fondamentale,
e cosi secondo ogni probabilita non riusciro a nulla! Resterebbero in piedi
pochi teor[emi] (ad es[empio] quello di cui ti scrissi la dimostrazione),” ma
di cui non posso piti dare le applicazioni (in ispecie quella secondo cui sotto
certe restrizioni date vy, ... su C,, € m, + m, + ... < p), mancandomi il
massimo del grado d’una involuzione ellittica (che m’occorreva): solo per-
vengo al resultato che se vi sono piu di p inv[oluzioni] ellittiche ve n’¢
oo ed altre cose simili le quali pero sono gia note (secondo un teor[ema]
di Poincaré).’ Sulle briciole che rimangono di tutto il mio studio, mi
riserbo a lavorare in seguito. Intanto passo ad altro.

Ho cominciato a pensare alle varieta V" di S, , |: ho rappresentato 1
coni e ho fatto qualche altra piccolezza. Il metodo per rappresentare i coni
¢ estendibile a tutti i coni razfionali] * (se non erro), e conduce ad un
sistema rappresentativo di monoidi d’ord[ine] 7 col cono t[an|g[ente] fisso
nel plunjto (z — 1)-plo ed altre particolarita.

Per studiare insieme la V7 e la V¥, ho in mente di costruire (il che mi
sembra possibile mediante gli sp[azi] bit[an]g[enti]) un sistema omaloidico
di suplerficie] di Ver[onese] su di esse: ne dovrebbe seguire che tutte le

" e V*® sono date dai sistemi di quadriche.

Quanto alle varfieta] a curve sez[ioni] ellittiche a piu di 3 dim[ensioni]
(se non dico uno sproposito) esse dovrebbero essere (eccetto 1 coni) varfieta]
cub[iche] o intersez[ione] di 2 quadr(iche]. Invero ad es[empio] una varieta
cublica] (proiez[ione] da 2 p[un]ti) di una V’ (a 4 dim[ensioni]) conter-
rebbe 2 S;, e questi in S; necessariamente si segano. Ma ho bisogno di ri-
pensare a questo.*

Le cose del lavoro che hai in esame si applicano probabilmente senza
difficolta allo studio dei sistemi di suplerficie] in S; che hanno la massima
dim[ensione] risp[etto] al genere] delle sezioni variabili: credo di averli deter-
minati.

Non mi dici nulla del fidanzamento di Ancona, colla sig.na Laura Cava-
lieri di Ferrara. E proprlo vero? Posso fargli le mie congratulazioni? A pro-
posito di Ancona, com’¢ andato il concorso di Milano?

Cordiali saluti dal tuo aff mo F Enriques
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Sl tratta del manoscritto di Enriques 1894e.

! Cfr. p.- 51, let. 44 (12.12.1893) e p- 53, let. 45 (15.12.1893).

* Cfr. Poincaré 1884a, 1884b e 1886b, per quanto riguarda gli studi sulla riducibilita
degh integrali abeliani.

* Ctr. p. 55, nota 2 a c.p. 46 (16.12.1893).

51.
1° Gennaio [18]94
Carissimo Castelnuovo

Prima d’inviarti il manoscritto! ti espongo brevemente il modo con cui
esso verra redatto (la redazione ¢ gia avanti) affinché tu possa darne un
1° giudizio approssimato ed ove non ti piaccia io possa tener conto delle
tue osservazioni.

Naturalmente ho voluto raccontare al S[egre] la cosa: gli ho detto che
tu mi avevi rimandato il manoscritto proponendomi una ragionevole modi-
ficazione nell’ordine della redazione, e mi avevi anche fatto notare un lieve
errore di calcolo senza conseguenza sui resultati. L’errore era realmente
lieve? o ne ero sinceramente persuaso dopo un 1° esame della cosa e ad
ogni modo chi non ¢ disposto ad attenuare i propri errori? Certo questo
mi ha fatto un gran dispiacere, non tanto perché io avevo assicurato il S[egre]
e te di aver posto ogni cura nella redazione del lavoro e di esser sicuro
interamente di ogni minuzia, quanto perché mi accorgo disgraziatamente
che nonostante tutti 1 miei sforzi (di cui tu sel stato testimone) il mio sostan-
ziale difetto permane ancora e quando meno ci penso ricasco ancora nel-
I'errore. Io ho tentato fino ad ora di persuadere il S[egre] (e vi sono in
parte riuscito) che la cattiva opinione che egli conservava di me su questo
rapporto non ¢ ora piu giusta, e lo ho fatto non con secondi fini ma per-
ché io stesso ne ero assai persuaso, e perché quell’anatema nel giudizio
d’un uomo rigoroso come il S[egre] mi pesava e mi pesa. Ma ora (anche
dopo I'insuccesso delle mie ricerche sulle involuzioni) cosa dovro pensare
di me stesso?

Se vi € una cosa che mi commuova e mi sproni a correggermi del mio
difetto (oltre al sentimento della necessita) pit che il rigore (pur tanto bene-
volo) del S[egre] ¢ la tua longanimita. Tu piti spesso d’ogni altro testimone
dei miei errori non me ne hai mai rivolto un rimprovero acerbo, non mi
hai mai mostrato impazienza! Ed io te ne sono grato di cuore; tu mi com-
patisci e mi correggi ad un tempos; la tua parola mi rianima sempre perché
altrimenti io mi sentirei preso spesso da un grande scoraggiamento.

Ecco ora il nuovo piano del lavoro.
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Dopo i primi 2 lemmi (a proposito del tuo teor[ema] di Kr[onecker]’
hai guardato se vi sia nulla di simile nei lavori di Halphen o Picard’ sulla
suplerficie] a sezioni razfionali]?) enuncio il 3° lemma cosi: Se sopra una
suplerficie] F vi ¢ un sistjema] oo” di gen[ere] p rappresentativo di una
rigata m-pla F' ed ¢ insieme 7 > p + 8 ed 7> 2p + 3, allora alle rette di
F’ corrisplondono] 7 curve C su F ecc.

I calcolo condotto come prima mi dava nella negativa dell’enunciato
(06>1) r=<2p+702p+ 8 perm>2, mentre per m = 2 (6 = 2) si per-

viene a stabilire N=v+ (r—1— v)%(ﬁ —1)=7r—1, (e se la curva di

diramaz[ione] ¢ irredut(tibile] N > 7), onde 2p — 2 + 2m = r — 1 che per
m=2dar=<2p+ 3. Mail limite 2p + 7 non mi basta per gli scopi suc-
cessivi, giacché io ho bisogno d’un tal limite che per p = 2 sia superato da
3p+ 5. Ho dovuto percio impiantare il calcolo sopra altre basi che del
resto sono pit semplici di quel che sarebbe diventata I'antica dimostraz[ione]
colle occorrenti modificazioni.

Considero gli iperpiani per | ~—. 4 >1= 5 rette di F’; sono alme-
gl 1perpiant p 3 p)

no oo e perd han comune un S, _; al pit: vi sono 2 ipotesi, vi ¢ una parte
d’ordine v < 7 — § della curva di dirfamazione] appartenente a quegli iper-
piani o no. Se no ho

2p—2+2m2N22{r;5 %(6+x—1)}

2p—22m{(r—5)(1—%)—2}

che se m>2 ¢ minimo perm=3,86=3,0m=4,06=2 e da(se non
er<9)

r=p+8.

cioé

Resta il caso m = 2, pel quale bisogna ricorrere al fatto che N=7— 1
(anche se la curva di diramazione] ¢ spez[zata] in una d’ord[ine] v e in
una d’ordine] =7—1—2); allora 2p—2+2m=r—1, per m=2
r<2p+3.

L’ipotesi che vi sia una parte della curva di dirfamazione] appartenente

r —

agli ip[erpiani] per [ 5 4] rette di F’ (d’ord[ine] v <7 — 5) da per il

noto ragionamento

2p—2+2mzv+(r—1—v)—’g—(5+x—1):
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. X 6+x +1
iIn ogni caso (mzﬁzl),——%——z%,v<r—l,si ha

2p—22v+(r—5—v)%

e poiché v <7 — 5 il minimo del 2° membro & per m =2 e di
r=2p+3.

Come vedi la dimostraz[ione] non ¢ elegante, ma girata la cosa in tutti
1 modi questa mi pare la pitt semplice delle dimostrazioni] che mi condu-
cono allo scopo.

Dopo il 3° lemma seguendo il tuo consiglio di abolire gl'indici, passo
ad esporre il processo di riduzione per cui da una suplerficie] non riga-
ta a sez[ioni] di genlere] p in S, dove 7= 3p + 5, si passa ad una F’' di
genfere] < [minore]. Occorre stabilire che questa & non rigata se non &
7’ < 6. Esaurisco prima i casi p=1, p = 2. Poi applicando il 3° lemma
mostro che se p > 2 alle generatrici della supposta rigata F’ corrispondono
m curve C ecc.: ne segue che la F ¢ rigata. Il caso 7" < 6 lo tratto come prima.

Cosi si va in fondo per le suplerficie].

Pei sist{femi] non semplici vorrei sostituire il ragionamento ed il teor[ema]
che davo col segfuente] (estensione del teor[ema] di S[egre]):*

Se sopra una suplerficie] non riferibile a una rigata di genfere] p, un
sistema di gen[ere] p e dim[ensione] 7 > insieme di p + 8 e di 2p + 3 (o
quel che verra) ¢ semplice.

Come vedi rimane per p =1 il dubbio che esista un sistfema] non
semplice] e’ di curve ellittiche sopra una non rigata, non raz[ionale]: ma
cid6 non m'’importa, e d’altronde ho tentato invano di escluderlo.

Cordiali saluti aff. mo

F Enriques

PS. E vero il fidanzamento di Ancona?’
Ho veduto ora il Pfier]i il quale mi dice aver avuto comunicazione che
il Ministro non accetta la proposta della fac[ol]ta di Bol[ogna].’

" Si tratta del manoscritto di Enriques 1894e.

2 Cfr. p. 46, nota 2 a let. 41 (30.11.1893).

* Come si chiarira in una lettera successiva del 6 gennaio 1894 (n. 53, p. 66), i lavori
cui Enriques si riferisce sono di Emile Picard: cfr. Picard 1887, i cui risultati erano gia
stati esposti in parte in Picard 1878.

* Cfr. Segre 1887, 105.

* Cfr. p. 60, let. 50 (29.12.1893).

¢ Cfr. p- 39, nota 2 a c.p. 35 (20.11.1893).
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52.
4 Gennaio [18]94

Carissimo Castelnuovo

Come vedi non ho la stoffa per diventare un ministro di stato, giacché
una distrazione del genere di quella che ho commessa potrebbe in tal caso
portare serie conseguenze. Nel caso mio non ne ha fortunatamente. Tu
avrai ricevuto un po’ piu tardi la mia lettera, che la Zia ti ha respinto da
Firenze, ed hai fatto benissimo a considerare quegli auguri come un rinno-
vamento di quelli che gia ti feci con tutto il cuore.

Ti invio ormai addiritcura il manoscritto del noto lavoro che ho redatto
pensando e ripensando, e che se sta bene potrebbe forse essere presentato
all’Accad[emia] Domenica 15 del mese.'

A nessuno qui ¢ sfuggita 'enormita che tu mi segnali nella compila-
zione della lista del Circolo. 1l S[egre], che ¢ un uomo superiore, ha riso
di questo dispettuccio, mentre, ¢ sperabile, esso si ritorga solo a vergogna
di chi lo ha immaginato e non a danno del Circolo. Solamente per questa
occasione mi ¢ dispiaciuto di non far parte del Circolo. Ho scritto oggi
al Ciani pregandolo di far propaganda (anche per Veronese). Bada di non
cadere in equivoco rispetto al Bianchi il quale ¢ entrato recentemente al
Circolo (votato per acclamazione), e sebbene respinga la candidatura alla
direzione, conviene venga eletto con votazione compatta.

Qui si parla da qualche giorno della cosa, ma tanto il Plier]i che il
Vlolterra] ecc. se ne sono accorti subito ognuno da sé. La cosa salta agli
occhi.?

Ti ho detto come il Plier]i non venga nominato a Bol[ogna]: lo con-
ferma una lettera del prof. Pincherle al Plier]i in cui dice che la fac[olta
chiedera il concorso e provvedera quest’anno con un incarico. Credo che
mi ricercheranno, essendo qhasi impegnati, ed io per ora non ho fatto alcun
passo.

Riguardo alle mie ricerche sulle involuzioni irraz[ionali] ben poco di
nuovo rimane in piedi. Cio¢ (se non erro): il teor[ema] sull'indip[endenza]
degli integrali ecc. che u scrissi,’ senza notevoli applicazioni, ed un teo-
rlema] sulla rappresentazfione] parametrica con una applicazioncella alla
riducibilita degli integrali iperellittici. Ecco di che si tratta (ti accennai a
questo, tempo fa).*

Se x, y (coor|[dinate] dei p[unt]i d’una curva) son funzfioni] di ¢ e d’un
irraz[ionale] di grado 7 (ad es[empio] d’una V) la curva contiene in gene-
rale una g,, talvolta una serie ©' di grado 7 (raz[ionale]) non involuto-
ria: dimostro che una tal serie ¢ contenuta in una gj, r>1.
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Il teor[ema] si estende cosi: Una serie di grado 7 0" raz[ionale] e non
involutoria ¢ contenuta in una g, * s> 0.

Un’estensione si ha anche per le sup[erﬁc1e]

Nel ragionamento mi sono incontrato in un punto con alcune conside-
razioni del S[egre]:’ credo che egli faccia osservare un caso partic[olare]
del teor[ema] (per le curve iperellittiche) come conseguenza di una modifi-
caz[ione| del suo ragionamento.

L’applic[azione] del teor[ema] alla riducibilita degli integrali iperel[lit-
tici] mi darebbe occasione di tradurre geometric[amente] in nota alcuni
resultati sulle inv|oluzioni] irrazfionali].

L’applicaz[ione] nasce dal fatto che un’inv{oluzione] ellittica su una curva
ip[erellittica] ¢ mutata in sé dall'involuz[ione] della g;; quindi la riducibi-
lita ad ellittici degli integrali iperellittici d’una curva y* = f(x) si effettua
con una sostituzfione] della forma x = ¢(X) (¢ funz[ione] raz[ionale]) non
x = o(X, Vf(p(X))). Le sostfituzioni] della detta forma da me studia-
te riguardo alla detta riduz[ione] sono state considerate da Goursat.’

Non credere che la determinazfione] del massimo 3p + 6 per la
dim[ensione] dei sistemi di suplerficie] a sez[ioni] di gen[ere] P sia imme-
diata. Non vedo ancora che il limite possa ridursi esclusi i sistemi di monoidi,
ma mi sara facile decidere la questione. Sulle varfieta] a sez[ioni] ellittiche
la via che ti accennai’ per le V7 V?® credo debba condurre al resultato,
ma non ci ho ancora potuto ripensare con calma.

Se andro a Bol[ogna] potro al piti condurre a termine queste ricerche
iniziate.

Cordiali saluti aff.mo

F Enriques

"1l «noto lavoro» & Enriques 1894e. Per la sua presentazione all’Accademia delle
Scxenze di Torino si veda p. 59, nota 4 a let. 49 (25.12.1893).

? Enriques si riferisce alle elezioni per il rinnovo del consiglio direttivo del Circolo
Matematico di Palermo per il triennio 1894-96. Come si legge in una lettera di Francesco
Gerbaldi a Ernesto Cesaro del 25 gennaio 1894, conservata nel fondo Cesaro presso il
Dipartimento di Matematica dell'Universita di Napoli, Giovanni Battista Guccia si fece
promotore di una lista di candidati allo scopo di escludere dal consiglio Eugenio Bertini,
Enrico D’Ovidio e Corrado Segre, che in effetti non furono rieletti. Luigi Bianchi fu invece
eletto con 126 voti validi su 139 voti ricevuti: cfr. il rendiconto dell’adunanza del Circolo
del 27 gennaio 1894 (in «Rend. Circ. Mat. Palermo», 8 [1894], 166-68). L'iniziativa di
Guccia puo forse essere spiegata col fatto che Segre aveva presentato un giudizio negativo
alla commissione per I'ordinariato di Guccia (ottobre 1893). Tale giudizio fu annullato
su ricorso dei candidati: il ministero nomind una nuova commissione, tra 1 cui membri
vi era Luigi Cremona, che espresse invece un giudizio favorevole.

Cfr p- 51, let. 44 (12.12.1893).

* Cfr. p. 44, c.p. 38 (23.11.1893) e l'articolo Enriques 1896a.

s Sl veda in particolare Segre 1894, 273-74.

Cfr Goursat 1885.

7 Cfr. p. 60, let. 50 (29.12.1893).
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53.
6 Gennaio [1894]"

Carissimo Castelnuovo

Io credo che le tue previsioni sieno troppo pessimiste. Qui a Torino
1 tre avranno quasi tutti 1 voti, cio¢ togliendo S[egre] stesso e forse Peano
(di cui non so) la votazione riuscira (a quanto pare) completa. A Pisa ho
scritto al Ciani affinché ponga sull’avviso tutti, e credo non vi sia da dubi-
tare intorno ai pochi voti dei soci pisani. Unisci a questi i voti dei pado-
vani (avendo tu scritto a Veronese), di qualche romano e napoletano, e
vedi che gia siamo avanti. Bisognerebbe poter fare propaganda a Bol[ogna],
ma la mia andata la avverra in ogni caso troppo tardi e non ho assai confi-
denza con P[incherle] per scrivergliene, ma forse tu potresti far scrivere
dal Montesano.

Al Bigiavi scrivo subito; non mi era venuto in mente perché non lo
credevo del Circ[olo]; il Bonav[entura] non appartiene al Circ[olo], quindi
¢ inutile scrivergli. Io non posso darmi moto presso persone non di confi-
denza, non essendo socio. In ogni caso sarebbe arte buona di battaglia,
fissare i nomi dei candidati da escludersi altrimenti la vittoria sara piu diffi-
cile. Percio sarebbe opportuno far girare una lista litografata dei candidati
d’opposizione. Ma forse ¢ troppo tardi per cio. In ogni caso tu non dovre-
sti metterti troppo in vista, perché cio non potesse esser preso a pretesto
di malevole insinuazioni per parte di chi ¢ interessato (sapendosi la tua ami-
cizia col Slegre]).

Il Lazzeri lo conosco appena ed il Bassani affatto; sarebbe opportuno
avvertirli, e proporro al Plieri] di farlo.

In generale c’¢ una gran tiepidezza, chi vota per noi crede gia d’aver
fatto tutto, ma il fatto che qui ognuno si sia accorto della cosa da s¢, fa
bene sperare.

Hai la lista dei soci del Circolo?

Guarda bene su quella prima di far tentativi inutili, che possono riu-
scire dannosi. La cosa ¢ molto delicata perché in caso di non riuscita occor-
rerebbe che non trapelasse nulla dei tentativi fatti.

Scrivo anche a Firenze al prof. Grandi.

Avevo in mente che ci fosse una nota di Halphen o Picard sulle suplerfi-
cie] a sezioni raz[ionali]: ho verificato che la nota ¢ di Picard,” e non con-
tiene infatti nulla che ti riguardi: io supponevo potesse considerare lo spez-
zamento delle sez[ioni] t[an]g[enti] ecc.

Tornando all’affare del Circolo, hai fatto male di non avvertirmi prima
che non desideravi far saper nulla al S[egre] (cio che & glustissimo). Par-
lando col S[egre] mi & venuto fatto di dirgli che tu mi avevi scritto in pro-
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posito (senza fargli cenno delle pratiche che andiamo facendo), vedendo
che egli mostrava interesse di saper cosa dicevi, gli ho promesso di mostrargli
la tua lettera. Cerchero di non mantenere la promessa, la sua curiosita

essendo diminuita dopo la lettera che hai scritto a lui.

Cordiali saluti aff mo

F Enriques

' L'indicazione dell'anno ¢ stata riportata sulla lettera da Castelnuovo.
? Cfr. p. 63, nota 3 a let. 51 (1.1.1894).

54.

9 Gennaio [1894]"
Carissimo Castelnuovo

Sei molto buono a volerti prendere una parte di colpa nella mia ripe-
tuta sventatezza, della quale io solo sono responsabile, perché a me solo
spettava il dovere di pesare ogni cosa.”> Ma ti confesso che non ho il corag-
gio di dire la cosa al S[egre] almeno per ora. Cercherd prima di rimediare
e ti rimandero il foglio contenente il lemma (a cui gia tutt’oggi mi sono
dedicato).

Il ragionamento che mi suggerisci mi pare conduca semplicemente allo
scopo: se osservi bene esso ¢ la traduzione rigorosa di quanto io facevo
prima col genere d’una curva spezzata, per stabilire che il genere del sistema
descresce staccando immagini di generatrici di F'.

Scusami se faccio proprio senza complimenti con te, e non te ne avere
a male se credo giusto rimborsarti la spesa dei 3 manoscritti raccomandati
che hai avuto occasione di spedirmi in questi ultimi tempi (t'invio £ 2).

Ho parlato giorni sono al Berz[olari] che annuisce a far propaganda presso
1 suoi amici per I'affare del Circolo: P[ieri] mi disse (pure giorni sono) che
avrebbe scritto al Lazzeri e al Rindi. Io ho scritto subito come ti dissi, ma
non ho avuto risposta.

I Pincherle scrive a Bert[ini] che la fac[ol]ta proporra al prof. Razza-
boni di la I'incarico di proiet[tiva] sicura che egli non accettera, e quindi
U'offrira a me. Si tratta a quanto pare d’un riguardo formale verso R[az-
zaboni) .}

Io dovro dunque probabilmente fare un corso in meno di 4 mesi, e
d’altra parte € anche necessario che lavori o almeno svolga (con calma) i
lavori pensati.

Ti parlai I'altro giorno* del teor[ema] secondo cui una serie v, razio-
nale non involutoria su una curva, ¢ sempre immersa in una g, con s>7.
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Un teor[ema] analogo vale per le suplerficie], e conduce ad applicazioni
che mi sembrano avere un certo interesse, specialmente combinate al fatto
che i sistemi ®” (r>1) di indice 2 sono raz[ionali] (pel tuo teor[ema]’
di raz[ionalita] g;). Cosi sono raz[ionali] le suplerficie] contenenti un
sistema semplice (quindi piti che oo') d’indice 2 e grado 2 o 3, o di genere
0, 1, 2 o iperellittiche non riferibili a rigate.

Spero di poter cavar una noticina da questi 2 teor[emi] sulla curva e
suplerficie].

Ho ripensato in questi giorni (nel tempo non dedicato allo studio di
proiet[tiva] e descrfittiva]) alle varietd V* di Sy e V7 di Sg.° Ecco in breve
come tratterei la V& di S,.

Sulla V? vi sono oo coniche (e0' su ogni iperpiano): considero gl'iper-
pliani] t[an]genti] lungo una conica che (si ottiene facilmente) sono co*:
la sezione ¢ spezzata e (mi pare d’aver visto) non vi ¢ parte fissa se la %4
non ¢ un cono. Allora le sez[ioni] spezzate della conica si compongono
delle coppie di suplerficie] di Veronese d’un fascio (applico il teor[ema] sui
sistemi lineari riduttibili sopra una suplerficie] sezione). Per una suplerfi-
cie] di Ver[onese] o’ ip[erpiani] seganti la V* secondo suplerficie] di V[ero-
nese]: 2 si segano secondo una conica, quindi il sistfema] ¢ omaloidico, e rife-
rito al sistema dei pliajni di S; da la rappresentazione di V* colle quadriche.

Per la V7 la cosa & un po’ pill complicata ma mi pare si debba riuscire
con metodo analogo. Vi sono %* coniche. Per una conica ' ip[erpiani]
t{an]glenti] lungo la conica. Le sezioni] sono spezzate o in una S* e una
S’ o in una S’ e una S*. Nella 12 ipotesi per la S’ o' iperpliani], onde
v’é un fascio di S? su V®. Ma vi & un altro sistema di coniche fuori delle
quadriche S?2, che se V7 non & un cono ¢ distinto dal 1°. Si trova allora
un altro fascio di S* a meno che non valga per queste coniche la 22 ipo-
tesi. Mi sembra aver visto che I'esistenza di 2 fasci di quadrfiche] su V’
conduce a dim[ostrare] che essa ¢ un cono. La 2? ipot[esi] condurrebbe
alla rappres[entazione] di V’ colle quadrfiche] per un p[unt]o.

LaV®(dicuila V' e proiez[ione]) ¢ molto elegante; analoga (come si
capisce) alla suplerficie] di V[eronese].

Cordiali saluti e ringraziamenti aff.mo

F Enriques

" L'indicazione dell’anno ¢ stata riportata sulla lettera da Castelnuovo.

2 Si tratta della revisione del manoscritto di Enriques 1894e.

* A seguito del parere negativo del ministero riguardo alla proposta di chiamata di
Mario Pieri sulla cattedra di Geometria proiettiva e descrittiva presso I'Universita di Bolo-
gna (cfr. p. 39, nota 2 a c.p. 35, 20.11.1893), la Facolta decise di affidare questo insegna-
mento, per incarico, a Enriques. Cesare Razzaboni aveva ricoperto questo incarico prima
dell’arrivo a Bologna di Domenico Montesano, che ne era stato titolare dal 1888 al 1893.
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* Cfr. p. 65, let. 52 (4.1.1894) ed Enriques 1896a, 322.
* Cfr. Castelnuovo 1893b.
¢ Cfr. p- 60, let. 50 (29.12.1893) e p. 55, nota 2 a c.p. 46 (16.12.1893).

55. [c.p]
[Torino] 10 Gennaio [18]93"
Carissimo

T’invio il foglio del lemma. Se non ti persuadera come ¢ redatto rimet-
tero la cosa a dopo Carnevale. Intanto sto rifacendo I'introduzione secondo
il tuo concetto e facendo qualche altra modificazione derivante dal cam-
biamento del lemma (che ¢ in senso favorevole). Avrei piacere di potere
metter definitivamente da parte il lavoro.2

Plincherl]e mi scrive da Bol[ogna] che la fac[olta] propone I'incarico per
me al ministro.

Possibilmente comincero subito le lezioni per farne qualcheduna prima
di Carnevale. Ti avvisero in ogni caso (in tempo per le lettere) della mia
partenza di qui.

Cordiali saluti aff mo

F Enriques

[P.S.] Vedrai che nel lemma per m = 2 ho conservato I'antica dimo-
strazfione] per evitare alcune consideraz{ioni] nel caso in cui la proiez[ione]
di F’ da una retta sia multipla.

[Annotazione di Castelnuovo: «proposta d’incarico a Bologna»].

! 1894, dal timbro postale.
2 Cfr. Enriques 1894e.

56. [c.p.]
[Torino, 11 gennaio 1894]
Carissimo Castelnuovo

Ho scritto I'introduz(ione] (secondo il tuo concetto) e ho fatto le pic-
cole modificaz[ioni] occorrenti pel mutamento del lemma. Il teor[ema] se
su una suplerficie] vi € un |C| oo” di genlere] p, ed 7= 3p + 5 la suplerfi-
cie] ¢ riferib(ile] a rigata o raz[ionale], vale ora anche per p = 1. Nel caso
dei sistemi non semplici basta per questo tornare alla dimostraz[ione] che
prima facevo (avendosi il lemma pit favorevole), cio¢ se ha immagfine]
multipla F’ non ¢ rigata (altrimenti la cosa va come per p > 1) e quindi
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a sez[ioni] ellittiche essa non possiede curva di diramaz[ione] (ma al piu
plun]ti isolati): essa ¢ raz[ionale] in Sy 0 S, e perd contiene una rete oma-
loidica di cubiche o 4-tiche [quartiche] K con al pitt 7 p[un]to base sem-
plice: su una K non vi sono plunjt di diramaz[ione] (perché almeno 2
distinti), onde la sua immagine su F ¢ spezzata; assurdo trattandosi d’una
rete. Tu hai gia visto questo breve ragionamento nella precfeden]te edi-
zione del lavoro.!

Ti scriverd quando avro fissata la mia partenza.

Ora mi do tutto alla proiettiva. La descrittiva aspettero a farla dopo
una settimana (quindi dopo Carnevale).

Cordiali salut Aff.mo

F Enriques

' Si tratta di una delle stesure preliminan di Enriques 1894e.

57. [c.p]
[Torino, 12 gennaio 1894]

Carissimo Castelnuovo

Ho fissato la mia partenza per Domenica mattina alle 8+

Se vuoi scrivermi domani puoi dirigermi le tue lettere «fermo in po-
sta - Bol[ogna]». Appena avro fissato il mio domicilio ti comunichero il
mio indirizzo. Vado la per sollecitare non avendo ancora ricevuto ulte-
riore risposta.

Mi ¢ venuta in mente qualche idea sopra un possibile studio dei gruppi
di trasflormazioni] biraz[ionali] in sé¢ della varfieta] cub[ica] di S,;: metto
da parte queste idee per ora, ma chi sa che per tal via non si pervenga
a risolvere la questione della raz[ionalita]?

Cordiali saluti aff. mo

F Enriques

[Annotazione di Castelnuovo: «partenza per Bologna»].

58. [c.p]
Bologna - Mercoledi [17 gennaio 1894]
(ferma in posta)
Carissimo Castelnuovo

Sono a Bol[ogna] sempre in albergo ed in aspettativa. Il Rettore ha tele-
grafato sollecitando risposta telegrafica dal Ministro.
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Temo ci sia poco fondamento di cominciare avanti Carnevale come avrei
voluto.

Ti dard notizie se e come mi sard sistemato.

Intanto ricevi un’affettuosa stretta di mano dal tuo

F Enriques

59. [c.p]
[Bologna] Giovedi sera [18 gennaio 1894]
Carissimo Castelnuovo

Due righe per darti la notizia che il Ministro ha accolto la domanda
della fac|ol]ta.

Fard sabato la 12 lezione.

In fretta una stretta di mano dal tuo aff.mo

F Enriques
Via della Canapa N° 1, p™ 2.

60.
[Bologna 20 gennaio [18]94]"
Carissimo Castelnuovo

II tuo affettuoso augurio ricevuto uscendo dalla lezione mi ha fatto molto
piacere, € te ne sono grato.

Ho fatto stamani la 12 lezione di Pr{oiettiva] e quindi dopo colazione
la 22 (pure di Prloiettiva]): per questi giorni profitto infatti delle ore degli
esercizi per andare innanzi con orario raddoppiato. Comincerd ormai la
Descrlittiva] dopo le vacanze di Carnevale che qui cominceranno assai presto.

Ti confesso che sono rimasto contento del mio debutto. Vi erano sta-
mani circa 70 giovani essendo venuti anche molti del 2° anno, i quali mi
hanno accolto con un applauso. Ristabilita subito la calma ho cominciato
non senza titubanza colle parole gia in precedenza fissate, ché in quel
momento non avrei saputo trovarne. Ma subito dopo mi sono sentito
padrone dell'uditorio quieto ed attento; la parola mi correva facile alle labbra
e guardando gli studenti mi accorgevo di esser capito, ed illustravo le cose
dette con considerazioni ed esempi. Cosi ¢ scorsa I'ora avendo svolto sola-
mente la meta della materia che, secondo una prova fatta ieri, avevo calco-
lato entrasse di spiegare in un’ora: ho svolto I'altra parte nella 22 lezione
e cosi ho introdotto gli elementi impropri e le forme fondamentali, ho
parlato delle operaz[ioni] fond[amentali] di proiettare e segare.



72 GENNAIO 1894

Ora mi sento molto stanco per aver parlato con animazione. Ho inter-
rogato qualcuno degli studenti nella 2# lezione (di ore 14) ed ho avuto
risposte soddisfacenti.

Mi propongo in seguito di parlare subito della legge di dualita nello
spazio e quindi di dimostrare la dualita nel piano (segando una stella duale),
perché non si puo fare come faceva qui il Montesano (che del resto svol-
geva un bel corso) di dedurre la legge di dualita nel p[ia]no in modo ana-
logo che per S;, se almeno non si aggiunge il teor[ema] dei triang[oli]
omologici alle proposizioni fond[amentali] del p[iajno. Come es[empio] di
dualita stabiliro alcuni teor[emi] ed in particolare quello dei triang{oli] omo-
logici, dei quadrangoli ecc. Passero quindi a parlare di forme armoniche.
Poi dovro introdurre il post[ulato] della continuita della retta per venire
al teor[ema] fond[amentale] della proiettivita. Queste considerazioni non
sono facili e non le trovo in alcun luogo svolte in modo da persuadermi
completamente, ed assai diffuso. Ma ho gia pensato la via da seguire; te
ne parlero e ne parlero anche al S[egre]: anzi credo di poter stabilire il
teor[ema] fond[amentale] senza ammettere I'invertibilita della corrispon-
denza, cid che naturalmente non far6 in lezione perché pit complicato.

Addio, cordiali saluti dal
tuo aff.mo

F Enriques

[P.S.] Ti vedro a Firenze per Carnevale?

' La data & stata riportata sulla lettera da Castelnuovo.

61.[c.p]
[Bologna, 25 gennaio 1894]

Carissimo Castelnuovo

Ricevo la tua cartolina prima di lasciare Bologna per Firenze (Via Machia-
velli 7) cominciando oggi le vacanze. Mi dispiace di non vederti: accarezzo
un progetto per Pasqua che ti diro.

11 fiasco nelle elezioni del Circolo' mi sorprende perché io m’illudevo
che accadesse I'opposto per reazione: in fin dei conti cid0 non dovra tor-
nare doloroso ai non eletti, ché, se non sono sorretti dagli altri nell’adem-
pimento del proprio dovere ne ritrarranno pero un conforto maggiore nella-
loro coscienza: se non erro, questo fatto dovra accrescere in molti ben pen-
santi la simpatia ed il rispetto verso i nostri amici.
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Sono arrivato nelle mie lezioni alle forme armoniche esclfuse]. Ti scri-
verd pit a lungo da Firenze mandandoti le mie lezioni litografate.?

Tuo aff. mo
F Enriques

[P.S.] Credo che faresti male a fare ripicchi col Circolo: il Circolo ed
1 suoi soci sono essi soli 1 danneggiati.

' Cfr. p. 65, nota 2 a let. 52 (4.1.1894).

2 Dej corsi di Geometria proiettiva e Geometria descrittiva che Enriques tenne a Bolo-
gna nell’anno accademico 1893-94 furono redatte delle dispense litografate: cfr. Enriques
1893-94a e 1893-94b, rispettivamente.

62.
Firenze - Lunedi [29 gennaio [18]94]"
Carissimo Castelnuovo

Non attribuire a pigrizia le magre e scarse cartoline succedute alle lun-
ghe lettere. Sono immensamente occupato per la preparazione dei due corsi;
dove (specie per la Proiettiva) incontro ad ogni passo delle difficolta.

Ho trattato gli elementi impropri, quindi la legge di dualita in S;,
esempi sulle rette incidenti, la legge di dualita in S,, il teor[ema] dei
triangfoli] e quadrang[oli] omologici.

Per la legge di dualita in S, mi sono incontrato nella difficolta derivante
dal fatto che non tutti i teor[emi] del pia]no (es[empio] quello dei triangfoli]
omologici) seguono dalle prop|rieta] fond[amentali] del p[iajno. Percio ho
dedotto la legge di dualita nel p[iajno coll’osservazione che si puo segare
una stella correlativa in S;. Appena avrd tutte queste lezioni litografate’
(e purtroppo son litografate assai male) te le mandero.

Pei gruppi arm[onici| (che sara I'argomento della prossima lezione) ho
dovuto pensare ad un’esposizione simmetrica per le varie forme di 12 spe-
cie, cio che non si fa di solito. Ma dopo vengono le difficolta piu gravi,
cioé i concetti di gruppi ordinati sulla retta (o forma) e di continuita pel
teor[ema] fond[amentale] della proiet[tiva]. Per varie ragioni non mi piace
fondarmi sulle considerazioni intuitive di movimento; mi pare che in tal
modo resti il dubbio che alla conservaz[ione] dei gr{uppi] arm[onici] ammessa
per la corrispondenza si aggiunga la continuita di questa anziché della retta.
Ecco uno schizzo della mia trattazione. Ammetto dapprima il postfulato]
che un plunjto di una retta individua 2 ordini naturali di p[un]ti (inversi
I'un dell’altro) ciascuno dei quali corrisponde al modo intuitivo di ordi-
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nare la retta generandola col moto. Ne segue I'esistenza dei segmenti ecc.
Quindi enuncio il post[ulato] di Dedekind.

Se un segm[ento] AB ¢ diviso in 2 parti in guisa che ogni p[un]to di
ABsia H o K e gli H sieno a sinistra dei K, la divisione ¢ operata mediante
un p[unjto C (che ¢ H o K).

A c B
Ne deduco il teor[ema] che si pu6 assumere invece come post[ulato]
«Se in una corrisplondenza] al segm[ento] AB corrisponde CD in esso dove
C # A e se la corrisplondenza] ¢ ordinata (conserva 'ordine ecc.) esiste
un 1° p[un]to unito H (che puo anche esser B) tale che in AH non vi son
plun]ti uniti».

A Culr

Di qui segue: vi ¢ almeno una coppia che ne separa arm[onicamente] 2
che non si separano. Segue poi (come in Staudt)’ il teor{ema] fond[amen-
tale]. Cosa ti pare?

S’intende che per ora non ho affatto in tempo di studiare per conto
mio, ma vorrel avvantaggiarmi per poterlo fare tra un paio di mesi.

Sono qui a Firenze da Giovedi sera, dove ho veduto la tua Zia sig.a
Levi, ed ho conosciuto anche I'altra tua Zia sig.a Ivo, ambedue in ottima
salute.

Mi dispiace di non vederti (se tu facessi una scappata fino a Firenze?):
¢ gia un pezzetto che non ci vediamo. Chissa che non possiamo stare insieme
un po’ pil a lungo per Pasqua, ma ¢ troppo presto per far progetti.

11 S[egre] mi ha scritto che avrebbe presentato ieri la mia nota* all’Ac-
cad[emia)]. Egli mi parla delle elezioni del Circolo:’ naturalmente della
cosa per sé stessa egli non se I'¢ presa. Ti raccomando di nuovo di non
far nulla che possa far supporre al Gulccia] di aver recato un vero dispia-
cere: percio credo anche che faresti bene a profittare di una prossima occa-
sione per dare al Circolo qualcosa di tuo, e questo consiglio lo darei al
Slegre] a maggior ragione se avessi abbastanza confidenza con lui. Non
si deve poi esagerare I'importanza di una vendetta che sarebbe comica spe-
cialmente riguardo agli uomini che vuol colpire, se non fosse un brutto
sintomo di demoralizzazione.

Un’affettuosa stretta di mano
dal tuo

F Enriques
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! La data @ stata riportata sulla lettera da Castelnuovo.
? Enriques 1893-94a.
* Cfr. Staudt 1847.
Ennques 1894e.
5 Chr. p. 65, nota 2 a let. 52 (4.1.1894).

63. [c.p]
Bologna, Sabato 17 Feb[braio 18]94
Carissimo Castelnuovo

Non credere che non ti abbia pit scritto per pigrizia. Ho avuto molto
da fare per sviluppare le questioni di G[eometria] proiettiva di cui ti parlai.
Ho poi adottato in parte il tuo consiglio e quindi mentre passo ai giovani
per le litografie la trattazione minuta dei concetti di segmento, senso, ordine
d’una forma ecc., mi sono limitato in lezione ad enunciare tali cose ricor-
rendo ogni volta all'intuizione avvertendo che esse possono dedursi da alcuni
dati dell'intuizione ammessi come post[ulati]. Sviluppero invece la dimo-
strazione del teor[ema] fond[amentale] partendo dal postfulato] di Dede-
kind perché cio non ¢ troppo lungo e mi sembra importante.

Ti mando le dispense delle mie prime lezioni.' Ti scriverd presto pit
a lungo. Sono ancora occupato nella preparazione del corso di Descrittiva
in cui sono gia innanzi, e non ho quindi trovato il tempo di occuparmi
d’altro.

Affettuosi saluti
tuo

F Enriques’
[P.S.] E tu cosa fai?

Ennques 1893-94a e 1893-94b.
% Nell’ originale la firma ¢ sottolineata.

64.
Bologna - 19 Febbraio [18]94
Carissimo Castelnuovo

La tua cartolina (che ho ricevuto stamani insieme alle Note) mi ha fatto
piacere perché mostra come i legami fra noi sieno cosi stretti da doverti
sembrare strano ch'’io sia stato quindici giorni senza scriverti, cio che in
fatto non era forse avvenuto da che ci conosciamo.
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Nella cartolina che t1 ho scritto ieri I'altro (che si ¢ incrociata colla tua)
mi scusavo appunto di questo ritardo causato dalle molte occupazioni in
questi ultimi giorni, specialmente perché nei primi giorni di Carnevale a
Firenze mi sono un po’ divertito.

Per stabilire completamente le teorie che permettono di giungere al
teor[ema] fond[amentale] della proiettivita e nello stesso tempo redigere
anche le lezioni di Descrlittiva], ho lavorato nelle sere passate fino alle 12
e al tocco, e sono contento che questo lavoro non mi stanchi come le ricerche
originali.

Ora sono piuttosto innanzi nella preparazione dei corsi e quando avro
rivisto le bozze della nota' di Tor{ino] (che mi sono capitate sulle spalle)
spero di poter dedicare qualche ora del giorno o della sera allo studio delle
varietd a sezfioni] ellittiche:? ti scriverd quindi cid che androd facendo.
Avevo in corso a Tor[ino] un’altra notina cui ti accennai,’ che riprenderd
dopo.

Spero di poter riunire le ricerche fatte pel teorfema] fond[amentale]
di Proiet[tiva] in un lavoretto* «Sui fondamenti della G[eometria] proiet-
[tiva]» nel quale a differenza delle trattazioni di De Paolis’ e Pasch® potrei
stabilire quel teor[ema] senza introdurre il concetto di segmenti uguali e
con un ordine d’idee un po’ diverso. Ti ho detto gia come mi sono rego-
lato rispetto a quelle cose nelle lezioni.

L’altro giorno ¢’¢ stata una seduta di fac[ol]ta a cui sono stato invitato,
concernente la sessione straordinaria d’esami. Pare che essi saranno fissati
nei giorni vicini alle vacanze pasquali in cui qui per consuetudine man-
cano le lezioni. Cio mi rincrescerebbe perché perdendo il modo di andare
a casa in quei giorni, temo che i miei rinunzierebbero mal volentieri a
vedermi, mentre avrei proprio il desiderio di andare con te qualche giorno
a Venezia. In ogni caso ci vedremmo a Firenze: ma non ho ancora per-
duto la speranza di mandare ad effetto il mio disegno.

Informami di cio che fai: quali sono le questioni secondarie che hai lasciate
da parte?

Scusa anche nel seguito I'irregolarita della mia corrispondenza e ricevi

un’affettuosa stretta di mano
dal tuo

F Enriques

! Enriques 1894e.

? Cfr. p. 55, nota 2 a c.p. 46 (16.12.1893).
* Cfr. p. 67, let. 54 (9.1.1894).

4 Enriques 1894d.

* De Paolis 1881.

¢ Pasch 1882.
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65.
[Bologna?]' 22 Febbraio [18]94
Carissimo Castelnuovo

Ti ringrazio per aver letto le mie litograﬁe2 e per le osservazioni che
mi comunichi.

E vero che il principio di dualita nel piano fatto rigorosamente riesce
un po’ difficile, ma esso mi dispensa dalle doppie dimostrazioni dei teo-
remi correlativi cio che, stante la fretta ¢ utile. D’altronde 1 consigli dell’e-
sperienza altrui non servono finché non si abbia ottenuto esperienza pro-
pria, e se io ho peccato o pecchero di troppa elevatezza del corso, ci6 dipende
da che non ho ancora un’idea adeguata delle difficolta che incontrano i
giovani. Io me ne accorgo soltanto nella lezione, spiegando, quando ormai
¢ fissato 'ordine delle cose da svolgere e sono scritti gli appunti; ma credo
di compensare la difficolta di alcuni punti con una vibrata insistenza, poi-
ché su quelli appunto mi avviene di animarmi di pit nell’esposizione.
Quando ti mandero il caplitolo] IV potrai a maggior ragione farmi I’ap-
punto di troppa elevatezza, ma ti ho gia avvertito che in lezione (fino al
post[ulato] di Dedekind) mi sono limitato a svolgere quelle cose basandomi
solo sull’intuizione, quindi i giovani non hanno avuto da superare rispetto
ad esse alcuna difficolta. Quanto alle cose prese in s¢, frutto di lunghi studi
(ch’io avevo avviati prima della nota del Fano)® spero ti interesseranno.
Se le esaminerai paragonandole colla trattazione accennata da Fano, vedrai
che ivi manca un postulato (indicato nelle litografie con m, 3°) senza il
quale non puo stabilirsi che in una quaderna4 di elementi sono 2 sole le
coppie che si separano.’

Sull’argomento ho letto anche i lavori di Pasch® e De Paolis.” Aspet-
terd a pubblicare il lavoretto® sui fondamenti di Gleometria), fin tanto che
tu ed il S[egre] non mi abbiate dato il vostro giudizio su quelle cose che
ho svolto (forse troppo minutamente) nelle litografie.

Ho gia rimandato le bozze di stampa9 e cominciato ad occuparmi delle
V7 a sezfioni] ellittiche.'® La trattazione riuscird minuta per essere rigo-
rosa. Alle V7, V? che costituiscono i casi difficili applico il mio metodo
degli spazi bit[an]g[enti] di cui ti scrissi:'' mi sembra con cio di pervenire
meglio al resultato anziché adoperando i teor[emi] sulle V* con p[ia]ni
proiezioni di V” e V* come tu mi suggerivi.

Per le V" a piu di 3 dimensioni e sez[ioni] el[littiche] la questione non
dovrebbe esser difficile a trattarsi.

Notando che una V] o V] non puo aver plun]ti doppi (i coni sono
esclusi), segue probabilmente che non esistono V; e V§ che non sieno cosi:
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cid dovrebbe seguire dalla considerazione degli sp[azi] t[an]g[genti] a
V4 ..., ma non ho pensato lungamente alla cosa.

Come vedi sono ora in un periodo attivo.

Affettuosi saluti dal tuo F Enriques

[P.S.] Quanto alla definizione di rette prospettive (anche se sezioni d'un
fascio di p[ia]ni) mi sembra utile (sebbene non usata): ¢ ad es[empio] un
bel teorema quello che due rette proiet[tivamente] sghembe sono sempre
prospettive. Del resto ormai la definizione ¢ stata posta cosi. Soltanto tor-
nando sulla prospettivita avvertiro in nota, che spesso si usa il vocabolo
«prospettiva» in senso piul ristretto.

Chiedero a Pisa la libera docenza in Gleometria] Pr|oiettiva] avendo
scritto in proposito ed ottenuto il parere favorevole di Bert[ini] e B[ianch]i.

' L'indicazione del luogo ¢ stata riportata sulla lettera, con un punto interrogativo,
da Castelnuovo.

? Enriques 1893-94a e 1893-94b.

* Fano 1892.

* Cost nell’originale.

’ Nota a margine di Castelnuovo: «Fano pg. 20 e 21».

S Pasch 1882.

” De Paolis 1881.

® Enriques 1894d.

? Si tratta delle bozze di Enriques 1894e.

' Cfr. p. 55, nota 2 a c.p. 46 (16.12.1893).

"' Cfr. p. 68, let. 54 (9.1.1894).

66. [c.p.]
[Bologna] 27 Feb[braio 18]94
Carissimo Castelnuovo

Ti mando alcune altre dispense delle mie lezioni.'

1 mio lavoro® sulle V a sez[ioni] ellit[tiche] procede molto lentamente
stante le occupazioni da cui sono pressato.

Partendo dal post[ulato] di Dedekind sono riuscito (ieri) a dimostrare
che in un gr{uppo] armonico i 4 elementi sono distinti. Si tratta di costruire
un quadrangolo completo dato il triangfolo] diagfonale] CDQ.
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Prendo A su CD ed E, F su QD separanti QD. Costruisco X X’ come
nella figlura]: dimostro che cadono in uno stesso segmento CD variando
Fin OD. La loro corrispondenza (ordinata) discorde ha un p[un]to unito
B che risolve il problema (v[edi] dispense).

Nelle mie lezioni il fatto ¢ stato ammesso con un post[ulato] prima di
quello di Dedekind. Non ne ho parlato nel caplitolo] III per non confon-
dere 1 giovani: ¢ solo dopo che ne occorre I'applicazione. Soltanto il copi-
sta mi ha spesso soppresso il «4 elementi». Osserverai come ha riparato
apg 53.

Affettuosi saluti Tuo

F Enriques

' Enriques 1893-94a e 1893-94b.
? Cfr. p. 55, nota 2 a c.p. 46 (16.12.1893).

67.
Bologna 8 [marzo [18]94]'
Carissimo Castelnuovo

Mi pare che tu prenda con troppa filosofia la notizia del S[egre] relativa
al dubbio circa la dimostrazione di Noether (Math[ematische] Ann[alen]
Bd III):? che cosa avverrebbe di tanti teoremi se quel teorema non fosse
vero? Occorre dunque che tu i sacrifichi nell’interesse di tutti ad appurare
la cosa, completando la lacuna di quella dimostrazione.

I miei studenti di Descrittiva da oggi si sono presi le vacanze e quelli
di Prloiettiva] le prenderanno sabato. In previsione di cio ho fatto oggi
(e faro forse Sabato) una 22 lezione di Pr{oiettiva]. Cosi giungero ad esau-
rire la teoria delle forme di 12 specie, proprieta metriche incluse.

Nelle osservazioni che mi fai’ circa le cose relative agli ordinament
naturali (A) delle forme, non hai notato che parlando di ordinamento natu-
rale (A) io considero A soltanto come 1° elemento e non come ultimo: non
esiste un ultimo elemento nei miel ordini naturali.

Del resto la trattazione molto difficile di quell’argomento non ¢ riu-
scita cosi chiara come avrei desiderato e come spero di renderla quando
dovro esporla per la pubblicazione. Quanto alle osservazioni didattiche esse
sono giuste ed in parte ti ho gia dato ragione.

Trovo anche opportuno quel che mi dici riguardo alla definizione di
proiettivita, ma di certe cose ci si accorge soltanto dopo averle svolte in
lezione. '
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La sessione di esami straordinari non € ancora fissata. Cio mi contraria
perché vorrei poter partire Sabato per Firenze se gli esami cominciassero
qui una settimana dopo.

Ad ogni modo se il 17 o 18 saro a Firenze ti impegno da ora perché
tu mi dedichi interamente una giornata, perché dopo tanto tempo ho pro-
prio desiderio di vederti.

Quanto alla mia possibile venuta a Venezia, non ne ho parlato in casa
specialmente perché in questi giorni sono stati un po’ disturbati per la disgra-
zia di una Zia di Livorno. Non ti prometto nulla, ma se potessi andare
a Firenze ora e dopo dati qui gli esami tu fossi ancora a Venezia chi sa
che non possa mandare ad effetto il mio desiderio.

Ad ogni modo ci vedremo prima, spero a Firenze, altrimenti qui se tu
passerai di giorno, ed abbiamo tempo di rimanere d’accordo.

Ti avvertiro quando parto di qui.

Affettuosi saluti tuo

F Enriques

' L’indicazione del mese e dell'anno ¢ stata riportata sulla lettera da Castelnuovo.

% Cfr. Noether 1871c. Questo articolo contiene la dimostrazione del teorema che ogni
superficie con un fascio di curve razionali ¢ razionale. Corrado Segre comunico a Castel-
nuovo alcune perplessita sulla dimostrazione di Noether: cfr. le lettere del 3 e 4 marzo
1894 in Gario, Singolaritd ¢ geometria sopra una superficie cit., 155-56.

} Le osservazioni riguardano Enriques 1893-94a.

68. [c.p.]
Firenze - Venerdi [16 marzo 1894]
Carissimo Castelnuovo

Sono proprio contento che finalmente ci vedremo: verro a trovarti Dome-
nica mattina alle 9+ come mi scrivi, ed ormai ti tratterrd6 con me fino
alla mia partenza, cio¢ alle 3 plomeridiane]. Vedi che non sono troppo
esigente e puoi contentarmi.

Se tu partissi Domenica sera potrei forse ritardare la mia partenza per
fare il viaggio insieme: mi occorre pero di essere Lunedi mattina a Bol[ogna]
per gli esami.

Affettuosi saluti nell'impazienza di stringerti presto la mano.

Tuo
F Enriques
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69.
Venerdi [30 marzo [18]94]"
Carissimo Castelnuovo

Grazie del tuo lavoro,” oggi ricevuto, e nuove grazie per tante genti-
lezze usatemi durante il mio soggiorno a Venezia, il cui ricordo mi fa mag-
glormente rammaricare la tua compagnia.

Contro le nostre aspettative si presentano dei nuovi sistemi di suplerfi-
cie] ad intersezioni ellittiche:’ cosi il sistema delle suplerficie] cubiche con
cubica raz[ionale] base ed un punto doppio su di essa, ed il sistema delle
suplerficie] cubiche con quartica base avente p[un]to 2-plo e p[un]to 2-plo
in esso.

La questione di quelle varieta V" a sezioni] ellittiche mi sembra possa
trattarsi con metodo uniforme e semplice, proiettando la V” da una curva
raz[ionale] normale d’ordine 7 — 3 (perché pensare a quelle spezzate in rette
che compariscono solo per gli ordini inferiori?). Allora fa solo eccezione
il caso della V*® rappresentata dalle quadriche e di quella (cono) rappre-
sentata da suplerficie] di 4° ord[ine]: del resto non fanno eccezione i coni.
Quanto alla nominata V* puo proiettarsi da una quartica raz[ionale] sopra
una quadrica, donde segue la sua rappresentazfione] facendo uso di una
trasflormazione] quadratica: ci6 ¢ meno elegante dell’altro metodo degli
spazi t[an]glenti] lungo coniche, ma piti uniforme al resto del lavoro. Spero
del resto di preparare presto il manoscritto e mandartelo.

Ricordati di dirmi fino a che punto arrivano le dispense delle mie
lezioni* che ti ho inviato.

Ho risposto a Noether] salutandolo anche a tuo nome.

Affettuosi saluti
Tuo

F Enriques

' La data ¢ stata riportata sulla lettera da Castelnuovo.
2 G tratta probabilmente di Castelnuovo 1894a.

3 Cfr. p- 55, nota 2 a c.p. 46 (16.12.1893).

* Enriques 1893-94a e 1893-94b.

70.
[1° aprile [18]94]'
Carissimo Castelnuovo
Ho letto con molto interesse 1 particolari del tuo lavoro sulle involu-
zioni:? tutto va molto naturalmente; soltanto la dimostrazione della com-
pletezza della serie caratteristica di ogni sistema su I ¢ un po’ minuta. Ho
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ammirato I'arte con cui hai saputo esporre quelle cose, specialmente nel-
I'introduzione, dove dai una giusta idea del lavoro, per quanto mi sembra,
accessibile a tutti.

Ho redatto, salvo gli ultmi ritocchi, il lavoro sulle varieta a curve sezioni
ellittiche.’

Spero ora di pervenire a dimostrare la irrazionalita delle varieta cubi-
che V* di S, (senza punti doppi). Ecco come.

Si consideri su V* il sistema delle suplerficie] di gen[ere] 1 segato dalle
quadriche, e si facciano segare dagli iperpiani di S,4: ¢ razionale la V**
di §,°

Se si, il sistema rappresentativo d’ord[ine] 7z in S; ¢ di suplerficie] di
gen[ere] 1 a sistema caratteristico puro, onde la suplerficie] d’ord[ine] z — 4
aggiunta al sistema non sega le suplerficie] di esso. Ora sembra che una
parte d’ordine p di tale suplerficie] aggiunta rappresenti un p[unjto multi-
plo sulla V**. Ci penserd meglio.

Affettuosi saluti tuo

F Enriques

[P.S.] Ricevo ora la tua cartolina. Un’applicazione interessante della tua
osservaz[ione] sulle sup[erficie] che contengono una serie di curve razionali]
¢ quella di cui ti parlavo:

Le involuzioni sopra una rigata sono raz[ionali] o riferibili a rigate.

Parto oggi (Domenica) per Bologna.

Bello il resultato che mi enunci sulle suplerficie] con una rete di curve
ellittiche.*

La data ¢ stata riportata sulla lettera da Castelnuovo.

Castelnuovo 1894a.

e p. 55, nota 2 a c.p. 46 (16.12.1893).

Ennques allude a risultati che saranno pubblicati in Castelnuovo 1894d.

71.
Bologna - Lunedi 2 Aprile [18]94
Carissimo Castelnuovo

Ti ho scritto ieri un po’ leggermente non avvertendo una lacuna non facil-
mente superabile nel ragionamento che ti facevo per I'irrazionalita di %48
Il sistema di suplerficie] di genlere] 1 ch’io consideravo ha bensi il sistema
caratteristico puro ma puo essere segato dalla suplerficie] aggiunta d’ord[ine].
n — 4 secondo curve variabili (spezzate in quelle d’un fascio), allora ad essa cor-
risponde una curva base del sistema omaloidico sulla V* (non un punto).
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Il concetto pero di quel raglonamento potrebbe riuscire utile, giacché
se effettivamente la V* non ¢ razionale tranne se ha un punto doppio,
questo punto dOpplO dovrebbe esser ottenuto in tal modo.

Forse puo giovare un maggiore studio delle suplerficie] di gen[ere] 1
sezioni della V* con una quadrica.

A proposito di suplerficie] di gen[ere] 1, mi sono accorto che quelle
(d’ordine 2p — 2 a sez[ioni| can[oniche] in S ») dei primi ordini si otten-
gono segando una quadrica con una varieta a sez[lom] ellittiche. Quando
sl va p1u su (se pur vi sono) accade un pasticcio indescrivibile: tu del resto
potresti prevederlo per analogia a cid che succede per la curva canonica
(e che hai esaminato).

Mi accorgo di aver inteso a rovescio la tua cartolina di ieri (scusami).
Il tuo ragionamento si riferisce soltanto al caso di una serie razionale di
curve razionali' e quindi non si puo trarne la conclusione ch’io volevo.
Quanto alle suplerficie] con una stella di sezioni piane ellittiche, occorrera
che tu aggiunga la condizione di normalita della rete, altrimenti il grado
puo essere > 2, pur essendo raz[ionale] la superficie (ritengo percio che
tu abbia supposto tale condizione).

Affettuosi saluti tuo

F Enriques

! Si veda in particolare la proprieta enunciata in Castelnuovo 1894d, 234.

72.
Bologna - Martedi 3 Aprile [18]94
Carissimo Castelnuovo

Eccoti il manoscritto' il quale, nonostante la concisione, supera le
dimensioni di una nota lincea, per modo che converra spezzarlo (se sara
possibile).

Spero che non sieno per scaturire altri tipi oltre quei sistemi di superfi-
cie ivi annoverati.

Quanto alla concisione essa non mi sembra a danno della chiarezza,
cosa, del resto, che tu giudicherai.

In fine vedrai accennato un teorema sui sistemi lineari di superficie (nor-
malita del sistema caratteristico) che si potrebbe togliere, ma ci6 non baste-
rebbe a ridurre il lavoro alle dimensioni canoniche.

In fretta affettuosi saluti e anticipati ringraziamenti.

Tuo aff.mo
F Enriques

' Si tratta del manoscritto di Enriques 1894b e 1894c.
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73. [c.p]
[Bologna, 4 aprile 1894]
Carissimo

Molto elegante il tuo procedimento per le suplerficie] con una rete di
curve ellittiche.'

Avrai ora gia ricevuto la lettera” nella quale ti segnalavo la lacuna del
mio ragionamento circa la V’ di S,. Posso dirti perd che se si riesce ad
escludere che la suplerficie] d’ord[ine] 7z — 4 aggiunta al noto sistfema] di
suplerficie] di gen[ere] 1 incontri le suplerficie] in curve variabili d’un fascio,
puo vedersi che ad essa (suo pezzo) corrisponde un p[un]to multiplo (2-plo)
non semplice per V’, tenendo conto del fatto che il sistfema] di sup[erfi-
cie] di gen[ere] 1 ¢ doppio d’un altro, altrimenti nascerebbe I'assurdo che
un p[un]to semplice di V* sarebbe 2-plo per V** (vi sarebbe forse qualche
restrizione relativa al caso di p[un]ti semplici infinitamente vic[ini] su V*
base pel sistema omaloidico).

Ho riletto le note di H[umbert].” In quella dell’Agosto [18]93 la serie
di curve considerata deve essere algebrica cio che egli suppone senza dire
e ne vieta varie applicazioni. Ho trovato la stessa difficolta che tu accenni
nella nota di Giugno.

Affettuosi saluti tuo

F Enriques

P.S. Ho mandato il lavoro richiesto (con altri 2) a P.* Della varieta
V7 a sez[ioni] ellfittiche] ti parlero presto.

' Cfr. Castelnuovo 1894d.

2 Cfr. p. 82, let. 71 (2.4.1894).

* I due articoli cui Enriques fa cenno nella lettera sono Humbert 1893a e 1893b, pre-
sentati il 12 giugno e il 28 agosto 1893, rispettivamente. A questo proposito si veda anche
p- 36, c.p. 31 (8.11.1893).

Non ci ¢ stato possibile stabilire con certezza di chi si tratti.

74.
Bologna 5 Aprile [18]94
Carissimo Castelnuovo
Ecco alcuni resultatini relativi alle involuzioni sulle rigate F, di genlere] p.
Anztutto le involuzioni d’ordine # = 2 su F/, sono riferibili a rigate, -
perché la trasflormazione] univoca invlolutoria] muta le generatrici nelle
curve razfionali] d’un fascio, onde se p>0 in generatrici.
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Per n =3 ad una retta generatrice di F, corrisponde (in trasflorma-
zione] [1 .2]) una curva iperellittica, se non ¢ spezzata, sulla F, vi ¢ una
serie razionale di coppie di generatrici: pel mio teor[ema] (rappres[enta-
zione] parametrica)' le nominate coppie formano una g, se p > 0. Si vede
intanto che la F/’ ¢ iperellittica: ma (salvo errore) se la gZ’ di generatrici
¢ fissa si riesce a riferire le sue coppie alle generatrici, onde ¢ assurdo che
siap > 1. Cosi si ha che per p > 1 le inv[oluzioni] di ord[ine] 3 su F, sono
riferibili a rigate. Il resultato si estende, sempre per mezzo di quel mio
teor[ema]: per p > [maggiore] d'una certa funz(ione] di #, le inv{oluzioni]
[di] ord[ine] 7 sono riferibili a rigate, anzi tali che ai p[un]td d’una genera-
trice corrisplondono] nella trasflormazione] [1. » — 1] i p[un]u di 7 — 1
generatrici; tali inv[oluzioni] possono considerarsi come note (v[ed]i P.S.).

Ho provato ad applicare il tuo ingegnoso procedimento relativo alle
suplerficie] con una rete di sezioni ellittiche,” alla V* di S,: si pud giovarsi
dell’estensione del mio teorfema] che sopra una suplerficie] due sistemi lineari
di curve aventi comune un fascio son contenuti in un altro (giacché si esten-
dera facilmente), ma mi pare che non si arrivi a niente (v[ed]i 2° P.S.).

Il Noether (che mi risponde gentilmente impegnandomi il lavoro? sui
sistemi di suplerficie] a sez[ioni] iperellfittiche] per i Math[ematische]
Annlalen] - Estate, e che ti invia saluti) mi dice aver comunicato al S[egre]
la rappresentazione della V* sulle coppie di inv[oluzioni] di S;; occorre
domandare al S[egre] se gli ha comunicato (come pare) anche la dimostra-
zione ed in ogni caso io dovro modificare la nota relativa a questo del mano-
scritto che tu possiedi.* Il Nfoether] aggiunge che dopo non ha piu pen-
sato alle V3, ma forse ci pensera questa Estate.

Passando ad un altro soggetto, ecco il resultato ottenuto con riserva per
le varieta a sez[ioni] ellittiche.

Premetto il lemma: La varieta cubica V; di S, contenente due S, che
hanno comune un solo piano «, possiede su questo una retta 3-pla (almeno).
In « si prenda una retta e per essa 2 plia]ni risp[ettivamente] ciascuno in
un S, di V3: lo S; dei 2 plia]ni sega V7 in un plia]no il quale interseca
la retta in un p[un]to 3-plo; infatti un tal p[un]to ¢ gia doppio ed ha come
cono t[an]g[ente] quello dei 2 S,. Cosi si giunge al lemma.

Cio posto si abbia in Sg una V; normale a sez[ioni] ellittiche. Dico
anzitutto che proiettandola da 2 p[un]ti generici si ottiene una V; con due
S, segati in un plia]no (non in un S;). Occorre percid vedere che 2 S
tlan]gfenti] alla V] (in p[un]ti generici) han comune un piano, non un S;.
Si supponga I'opposto. Allora una suplerficie] sez[ione] della Vi con un
S ¢ tale che i p[ia]ni t[an]g[enti] in 2 p[un]ti di essa s'incontrano in S;.
Che ci6 non avvenga per una suplerficie] raz[ionale] a sezioni ellittiche,
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si vede dal fatto che proiettando la suplerficie] da 2 p[un]ti si ottiene una
suplerficie] cubica con 2 rette che non s'incontrano (v[ed]i rappresentaz[ione]
piana).

Dunque la V] ¢ proiettata da 2 p[un]ti semplici in un cono di 22 spe-
cie Vi. Per conseguenza (cid che non si vede direttamente) una V; &
proiettata da 2 p[un]ti semplici in un cono (di 1% specie) V;. Ora su V}
le immagini delle sez[ioni] iperplanari sono del 5° ord[ine], onde incon-
trano in un plun]to le generatrici: dunque su V; vi € un sistema del 1°
ord[ine] di rette. Le rette di esso passano per un p[un]to, o incontrano una
curva plia]na per 2 p[un]ti arbfitrari]: quest’ultimo caso ¢ assurdo, perché
prendendo 2 di tali p[ia]ni con un p[unjto comune si avrebbe che tutte
le rette starebbero in S,.

Dungque per n > 3 non vi sono varietd a sez[ioni] ellittiche V,, (non coni e
non contenenti un fascio di S, _,) tranne la var[ietd) cublica) e l'intersez[ione]
di 2 quadriche.

Resta da spiegare come mai i sistlemi] di varieta cubiche di S, con
suplerficie] del 4° ord[ine] base rappresentino coni: cio dovrebbe seguire
dal fatto che una tale suplerficie] del 4° ord[ine] ha un p[un]to 2-plo che
dovrebbe riuscire 2-plo per la varfieta], avendosi in esso un = [uguale] cono
t[an]glente]. Ma perché ve ne sono 2 tipi? (suplerficie] di Ver[onese] e rigata).
Cio si potrebbe spiegare per il fatto che sopra un cono Vj vi sono 2
sistfemi] di coniche proiettanti che darebbero 1 2 tipi di rappresentaz[ione].
Ma perché tali spiegazioni non riescono molto chiare occorre appurare il
ragionamento precfeden]te che sarebbe di una grande semplicita.

Ripensando al lavoro che ti ho mandato,” mi accorgo che il ragiona-
mento per escludere i sistemi di sup[erficie] cubiche con p[un]to 2-plo bipla-
nare ed un solo plia]no t[an]g[ente] fisso non € rigoroso; occorrera percio
mostrare (com’¢ accennato in nota ed ¢ facile) che quei sistemi si
trasflormano] in sistemi di quadriche: vi ¢ insomma da colmare una lacuna
che sembra lieve e senza conseguenza.

Come vedi la voglia di lavorare in questo momento non mi manca;
il male ¢ che Lunedi ricominceranno le lezioni (non vi ¢ stato fondamen-
to® questa settimana) ed allora ricomincera a mancarmi il tempo.

Ho chiesto al S[egre] le tue lezioni di Gleometria] Analitico-Proiettiva.’

Cordiali saluti dal tuo aff. mo

F Enriques

P.S. 1l resultato che andavo cercando per le involuzioni d’ord[ine] 7 su

, : n—2)n-3) . .. : .
rigate F, di genere p > (—# si stabilisce semplicemente cosi.
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«Alle generatrici di F), corrispondono (nella trasflormazione] [z — 1. 7 — 1])
le curve razionali d’un sistema d’indice # — 1 (non spezzate in generatrici):
allora queste curve segano sopra una generatrice una serie d’indice 7 — 1
che ha il genere p < _(12_2)2(72_3) . Di qui segue ecc».

In particolare se un pl[ia]no 2-plo ¢ rappresentativo d’una rigata (non
raz[ionale]) questa ¢ iperellittica e la curva di diramaz[ione] si spezza ecc.

I nostri procedimenti per le suplerficie] a sez[ioni| ip[erellittiche] si esten-
dono al caso che le sez[ioni] contengano una 1, irraz[ionale]: la sup[erfi-
cie| risulta rigata, o contenente un fascio irraz[ionale] di coniche, o razio-
nale. L’ultimo caso deve escludersi e sarebbe interessante il farlo anche pei
sistemi di curve piane. Ci ho pensato e mi pare di riuscirci, ma non ho
appurato la cosa e te ne parlero un altro giorno. Il concetto all’ingrosso
sarebbe questo. Si hanno pil che o involuzioni che mutano in sé la
suplerficie]: se vi ¢ un sistema mutato in sé stesso esse appartengono ad
un gruppo almeno oo’: fatte segare le curve da iperpiani si ha una sup[erfi-
cie] mutata in sé da o’ omografie, su cui le asintotiche sono algebriche
raz[ionali] ed esse debbono spezzarsi segando le coppie di una 1y, (assurdo):
se non vi € un sistema mutato in sé¢ trasformando il primitivo e cosi via,
si ottiene un sistema di genere p e dimensione elevata quanto si vuole onde
la suplerficie] ¢ rigata.

Cio varrebbe anche se v, =g, e si avrebbe la dimostrazione senza
usare della razionalita delle involuzioni piane (anche per le suplerficie] a
sez[ioni] ellittiche). Ma ci sono asintotiche sulle sup[erficie] d’un iperspazio?

2° P.S. All'ultimo momento mi accorgo di un guaio molto grave che
infirma anche il tuo resultato sulle sup[erficie] a sezioni ellittiche, e cio per
colpa mia. Nel teorema «Se due sistemi di ugual genere sopra una suplerfi-
cie] hanno comune una curva dello stesso genere essi sono contenuti in
un sistema di ugual genere» (Ricerche® pg. 16) occorre che ove la curva
comune sia spezzata se ne valuti il genere secondo la formula di Noether,’
si aggiunga cioe ad ogni sistema la parte fissa nella valutazione del genere,
altrimenti il teorema non puo applicarsi. Ecco I'esempio che mi fa vedere
la cosa. Sul piano considera il sistema delle cubiche per 6 p[un]ti e il sistema
delle sestiche con quei 6 plun]ti 2-pli e 1 p[un]to 3-plo: vedi subito che
han comune una rete di genere 1, ma il sistema delle cubiche unitavi la
parte fissa ¢ di genere 3 ed il sistema che li contiene entrambi (sestiche
con 7 p[un]ti 2-pli) ha il gen[ere] 3. Io dovevo avvertire questo fatto nelle
mie «Ricerche» ma mi ¢ sfuggito anzi credevo il contrario; perd capisco
che I'errore in cui sono caduto non infirmera i successivi resultati di quel
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lavoro circa I'esistenza del sistema completo ecc. Scusami in vista ch’io ne
sono piu dispiacente di te.

' Cfr. p. 44, c.p. 38 (23.11.1893) e p. 64, let. 52. (4.1.1894).

% Cfr. Castelnuovo 1894d.

Ennques 1895d.

* A questo proposito in Enriques 1894b, 125, nota 2 si legge: « Tale questione imane
tuttora msoluta [la questlone della razionaliti o meno della ipersuperficie cubica non sin-
golare di P*]. E perd notevole il fatto (che il Sig. Noether ha segnalato al Sig. Segre per
n = 3) che 'equazione genetale del 3° grado in 7 + 1 variabili puo risolversi con funzioni
razionali di # parametri non invertibili, cioé che si possono far corrispondere biunivoca-
mente i punti di una varieta cubica V,) di S,,, ai gruppi (od anche alle coppie) di una

mvoluzxone di S,».
1 nfenmento ¢ ai manoscritti di Enriques 1894b e 1894c.

¢ Cosi nell’ originale.

" Dei corsi di Geometria analitica e proiettiva che Castelnuovo tenne all'Universita
di Roma a partire dall'anno accademico 1891-92 furono prodotte delle dispense litogra-
fate, pnma della pubblicazione del volume a stampa Castelnuovo 1902.

Ennques 1893f, 47.

° Ctr. p- 21, nota 2 a let. 16 (5.8.1893).

75. [c.p]
[Bologna] 7 Aprile [18]94
Carissimo Castelnuovo

Ti ringrazio del sollecito e minuto esame che hai voluto fare del mio
manoscritto.' Introdurrd nella redazione le modificazioni che mi suggeri-
sci. Spero rinviartelo presto e, se sara possibile, desidererei spezzarlo in
2 note per i Lincei dove fu gia pubblicato il lavoro® sui sistemi ad in-
tersez[ioni] ip[erellittiche], tanto pit che rispondendo alla cartolina del
Cr{emona] gli ho fatto cenno di questo.

Non mi fai cenno di aver ricevuto la mia lettera del § in cui ti parlavo
di varie cose; in particolare della correzione relativa ai sistemi di suplerfi-
cie] cubiche con p[un]to biplanare ecc.

L'inesattezza contenuta nel 1° caplitolo] delle mie «Ricerche»’ che ti
ho segnalata, mi fa venire il desiderio di preparare un rifacimento di quel
1° caplitolo] in forma migliore, con aggiunte relative al caso di curve spez-
zate. Mi sono dedicato al lavoro prima di ogni altra cosa e vedo che ovun-
que c’¢ da lavorare per togliere a quel capl[itolo] una certa aureola di inde-
terminatezza che non ¢ certo un suo pregio.

Non ho pit ripensato alle varfieta] a sez[ioni] ellit[tiche] dopo quanto
tl scrissi. '

Cordiali saluti aff.mo

F Enriques
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' Sl tratta del manoscritto di Enriques 1894b e 1894c.
Ennques 1893d.
Ennques 1893f, cap. 1 «Generalita sui sistemi lineari di curve appartenenti ad una
superficie algebrica».

76. [c.p.]
[Bologna] 8 Aprile [18]94

Carissimo Castelnuovo

Ho scritto di nuovo interamente il lavoro:' spero mandartelo domani
dopo gli ultimi ritocchi, citazioni ecc.

Ho piacere che tu abbia accomodato la cosa per le sup|erficie] con rete
di curve ellittiche? (in un modo molto elegante). Quanto al modo di ripa-
rare a quel teorema sui sistemi completi (occorre limitare un po’ il con-
cetto di sistema completo) te ne parlerd un altro giorno.

Dov’¢ I'errore nella dimostrazione del fatto che la V7 & un cono di 22

specie.>3 Io non lo vedo, ma del resto non ci ho ripensato molto.

Cordiali saluti
tuo aff. mo

F Enriques

Ennques 1894b e 1894c.
? Cfr. p- 87, let. 74 (5.4.1894), in particolare 2° P.S.
b Cfr. p. 86, let. 74.

77.
Lunedi 9 Aprile [18]94
Carissimo Castelnuovo

Eccoti il manoscrltto del lavoro,’ spezzato in 2 note di mole presso-
ché uguale. E un po’ cresciuto di dimensione perché ho cercato di otte-
nere la maggior chiarezza, e spero ti sembri redatto in modo soddisfacente.

Nel § 2 (Nota I) troverai p1u sv1luppato il raglonamento per provare
che la varieta normale V” di cui la data ¢ pr01e21one € unica; ti persua-
derai allora che quella dimostrazione ¢ necessaria.

Nella Nota II (v[ed]i anche la nota a pg. 6) vedrai come si possa effetti-
vamente escludere che la rappresentazione di V" ottenuta in quel modo sia
data da sistemi di L con p[un]to biplanare ed un plia]no osculatore fisso.
Nella nota a pg. 6 ¢ asserito che tali sistemi (effettivamente rappresentativi
di V") si trasformano quadraticamente in sistemi di quadriche. Basta per
ci6 adoperare la rete omaloidica delle quadriche t[an]g[enti] al p[iano oscu-
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latore fisso delle L nel p[un]to biplanare O, e contenenti la retta base del
sistema di L fuori di O, contenenti quindi anche una retta base per O del
sistema di L.

A pg. 8 (Nota I) manca una citazione: a chi ¢ dovuta la rappresenta-
zione del complesso quadratico? Potresti vederlo nelle memorie di Capo-
rali: credo sia il caso di citare Klein e Caporali.2 Scusa la seccatura che
ti do, perché qui mancano le memorie di Caporali.

In fretta cordiali saluti dal tuo aff mo

: F Enriques

! E il manoscritto di Ennques 1894b e 1894c.
A questo proposito in Ennques 1894b, 128, nota 13 si rinvia all’articolo Caporali
1878 € a Klein 1869, posto in appendice all'articolo Noether 1869a.

78. [c.p.]
[Bologna, 12 aprile 1894]
Carissimo Castelnuovo

Mi convinco che effettivamente il caso del p[un]to 2-plo blplanare non
151 puo mandar via almeno per V. forse si riuscira (anzi, mi pare) per v’
dove importa di piti. Bisognera quindi ch’io torni a correggere il mano-
scritto,' ma la correzione non mi portera via molto tempo, bastera sosti-
tuire soltanto alcuni fogli.

Quanto al progetto che mi sottoponi di riunire in una nota pei Math[ema-
tische] Annlalen] le cose fatte sulle suplerficie] con sistfemi] o di curve
iperellittiche, credo faresti cosa utile, ma ti confesso schiettamente avrei
desiderato di fare io stesso la cosa, cio che sarebbe capitato a suo posto,
nel lavoro promesso al Noether]:” senza di ¢i6 mi pare infatti che quel
lavoro perderebbe molto del suo interesse e forse anche dello scopo per
cui il Noether] me lo ha domandato. Percio unicamente dal punto di vista
personale mio avrei avuto piacere se tu pubblicassi prima qui i tuoi resul-
tati recenti,’ i quali, per quanto riguarda il mio scopo dei sistfemi] lin[eari],
non possono pero sostituire 1 metodi antichi se non per via indiretta, cio
che non val la pena. Tu non devi pero prender di mira il mio interesse
personale, e percio pensa bene prima di rinunziare al tuo progetto.

Scusa la mia franchezza, cordiali saluti
aff. mo

F Enriques

[P.S.] Sto occupandomi di sistfemi] lineari sulle suplerficie] (come ti
scrissi):* ho gia scritto una 20? [ventina] di colonne di generalita senza
arrivare a parlare del genere d’un sistema.
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' Si tratta del manoscritto di Enriques 1894b e 1894c.

! Cfr. Enriques 1895d e p. 85, let. 74 (5.4.1894).

* Cfr. Castelnuovo 1894d; I'articolo fu presentato il 20 maggio 1894.
* Cfr. p. 88, c.p. 75 (7.4.1894).

79.
12 Aprile [18]94 (sera)
Carissimo Castelnuovo

Ho ripensato alla questione di quei sistemi di superficie cubiche. Com-
pariscono effettivamente quelli (con p[un]to biplanare ed un p[ia]no oscfula-
tore] fisso) rappresentativi di V* e Vil 1° da una V’ proiezione a quanto
pare da un p[un]to della V*, perché ha come la V¢ una cubica piana base
con plun]to 2-plo piti una retta base pel p[un]to 2-plo stesso.

Per 7> 6 il mio ragionamento circa la irreduttibilita della conica pei
9 — n plun]t base del sistema rappresentativo ¢ giusto senz’altro, sicché
vengono scartati a priori quei tipi di sistemi lineari con p[un]to biplanare
ecc., ossia essi sono trasformabili nei dati tipi: e (guarda combinazione) io
pensavo precisamente a questi dicendo che con una trasformazione qua-
dratica si riducono a sistemi di quadriche, pensavo cio¢ che (come qui)
dovesse sempre la curva base spezzarsi in una retta esterna e in rette pel
plun]to 2-plo. Le correzioni da farsi si ridurranno dunque a ben poco; anzi,
ti prego, affinché io non sia obbligato a riscrivere troppo ove potrei sol-
tanto aggiungere correzioni in margine, di non farmi dei segni troppo sen-
sibili nel manoscritto.'

E cosi spero finalmente condurro a termine la cosa, chiedendoti scusa
per la noia che reca anche a te questo esser caduto due volte in uno stesso
errore, laddove si dice che gli asini non sogliano cadervi pit d’una.

Ripensando a quel che ti ho scritto stamani, ne ho un po’ di rimorso
temendo che cio possa farti dispiacere: spero pero che tu vorrai contrac-
cambiarmi parlando con ugual franchezza.

In questi giorni lavoro molto. La sera per i corsi (ma mi consumo il
capitale, cioe¢ le lezioni preparate innanzi a quelle che sto facendo), il giorno
in gran parte per rimettere a sesto una teoria generale dei sistemi lineari
sopra una suplerficie] (1° cap. - Ricerche)’ che abbracci tutti i casi di curve
spezzate ecc. E c’¢ da lavorare! Ma piu che invadere campi nuovi io spero
con questo di porre i fondamenti delle mie «Ricerche» sopra basi soddisfa-
centi. Mi & avvenuto di rivedere vari punti e dovunque ci sono delle lacune
riempite coll’intuizione: per fortuna torna tutto, almeno tutto quello che
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ho verificato esclusa la cosa dei sistemi completi dove vi ¢ appunto quella
svista® (supposto 7 <1+ i’); ma li non si puo dar la colpa all’intuizione.
Per rimediare a quell’errore dico che una curva appartiene ad un sistema
lineare quando aggiungendovi delle trasformate di suoi p[un]ti semplici ne
diviene curva totale: allora si puo stabilire che una curva appartiene ad
un sistema completo di = [ugual] genere, e le conseguenze non mutano.

Inoltre (teorema invano cercato e si capisce ora il perché) «Un sistema
normale si deduce da uno completo coll’aggiunta di p[un]ti base semplici».

Affettuosi saluti
tuo

F Enriques

' Si tratta del manoscritto di Enriques 1894b e 1894c.
2 Enriques 1893f.
3 Ctr. p. 87, let. 74 (5.4.1894), in particolare 2° P.S.

80. [c.p.]
[Bologna] 13 Aprile [18]94
Carissimo Castelnuovo

Nello studio dei sistemi lineari di curve sopra una suplerficie] mi si pre-
senta la seguente questione di geometria sopra una curva:

Dimostrare che in una g; sopra una curva ogni gruppo variabile di 7
punti non puo esser costituito di 7 punti ciascuno contato i > 1 volte
(n =mi).

Conosci una dimostrazione semplice di questo fatto?

La soluzione della questione non sembra difficile, ma io non vorrei per-
derci tempo nel caso ove la questione fosse gia risoluta (ci0 che non mi
€ noto).

I miei studi procedono e le pagine si succedono alle pagine: la cosa ha
un lato doloroso pensando che in fin dei conti tutto questo ¢ per arrivare
a cose che gia si sanno, ma d’altra parte mi fa pensare che ove avessi voluto
procedere cosi in tutte le mie « Ricerche»! fin da principio, quel lavoro
sarebbe uscito nella mia tarda vecchiezza, e sarebbe uscito un volume!

Cordiali salut

tuo, aff.mo

F Ennques

! Enriques 1893f.
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81.
(14 aprile [18]94]"
Carissimo Castelnuovo

Ti sono molto grato di voler compiacere il mio desiderio, sebbene abbia
ancora un po’ di rimorso di avertelo espresso.’

Secondo il mio progetto io riunirei in un 1° caplitolo] del lavoro pei
Math[ematische] Ann[alen], una esposizione completa dei resulati conse-
guiti sulle suplerficie] a sezioni iperellittiche, ellittiche e razionali.’

Per le suplerficie] a sezioni iperellittiche di gen[ere] p > 1 seguendo il
mio metodo mostrerei che sempre il luogo dei coniugati d’un p[unjto &
una conica o una retta, onde la classificazione proiettiva delle sup[erficie]
a sez[ioni] ip[erellittiche] che serve di poi.

I casi p=0, p=1 discendono dal tuo teor[ema] di Kronecker.* Pre-
messo I’enunciato di questo teor[ema] segue subito la classificazione delle
suplerficie], a sez[ioni] raz[ionali] (data da Picard e Guccia’ usando della
rappresentazfione] di quelle sup[erficie], possibile secondo Noether): per
p = 1 segue pure (col tuo metodo) la costruzione della suplerficie] normale
F” di cui la data F ¢ proiez[ione]: ricordata I'esistenza su F” di curve nor-
mali C (che si deduce in un modo qualunque) si ha per proiezione la rap-
pres[entazione] di F” sul piano (Del Pezzo,” Guccia).

Qui torna bene (se tu lo permetti) di esporre in un apposito (breve) §°
[paragrafo] (invece che in nota) i recenti resultati che tu hai ulteriormente
conseguiti® per le suplerficie] con rete di curve ip[erellittiche] o ellit[tiche],
tanto piti che il metodo si riattacca ancora (come il mio pel caso delle suplerfi-
cie] a sez[ioni] ip[erpiane] di gen[ere] p > 1) all'applicazione del tuo teor[ema]
sulle involuzioni.”

In un 2° caplitolo] darei la classificaz[ione] dei sistemi lineari di sup[erfi-
cie] a intersez[ioni] iperellittiche. In un 3° la trattazione dei casi partic[olari]
p=0, p=1, limitando molto I'esposizione di quest’ultimo caso (troppo
lungo in confronto al resto del lavoro), cio¢ dando diffusamente il metodo
e rimandando alla seconda nota lincea'” per la discussione minuta dei casi
particolari.

Questo (se avro la tua approvazione) ¢ il progetto del lavoro, nel quale,
senza occupare troppo spazio, verrebbe ad essere contenuta un’esposizione
si puo dire completa di un argomento ben chiuso in sé stesso, in modo
da essere accessibile a qualunque lettore.

Ho ricevuto il manoscritto'' ed ho cominciato a riguardarlo con calma
lasciando da parte ogni altra cosa.

Ecco le modificazioni che ho pensato introdurre:
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1°) togliere 'accenno della dimostrazfione] relativa alla rappresen-
taz[ione] di V* sulle coppie d’una involuz[ione] di S; dicendo solo che il
fatto ¢ stato segnalato dal N[oether] (questo cambiamento dipende dal fatto
che il S[egre], il quale prima mi disse che il N[oether] non gli aveva fatto
cenno di dimostrazione, mi ha poi mandato la lettera del Nfoether] stesso
dove & contenuta in sostanza la 12 delle mie dimostrazioni).'?

2°) specificare la natura della curva base K che determina da sola il sistema
delle L (primi tipi) dicendo che essa puo degenerare conservandosi costante
il genere virtuale, ed escludendo le degenerazioni in cui una componente
si riduce ad un punto per le quali la K non determina pit il sistema delle
L (cosi infatti nascono alcuni degli altri tipi con p[un]to base 2-plo che ¢
meglio tenere distinti; come nel manoscritto che hai visto).

3°) se la quadrica Q residua di ciascun piano rispetto al sistema di L
si spezza, si han < 6 e ad un pliajno componente (perché immagine d'un
plun]to 2-plo di V") appartiene una cubica base (per le L) facente parte
di K. Oltre alle 2 ipotesi considerate siamo condotti alla segfuente]: la K
si compone d’una cubica piana, o di questa e d’'una retta (n = 6, n = J):

n=6) la cubica p[iaJna ha p[un]to 2-plo nel p[un]to base 2-plo O,
e di pitt le L hanno in O un (altro) pliajno osculatore: (la cubica puo
spezzarsi);

n=75) ) la cubica p[ia]na (spezzata o no) ha p[un]to 2-plo nel p[un]to
O: per O vi ¢ una retta nel plianjo osculatore fisso. II) la cubica plia]na
si compone di 3 rette per O nel plia]no osculatore: la K contiene un’altra
retta fuori di O ed il sistema delle L si trasforma in un sistema di quadri-
che; pero credo che questo caso non possa nascere (ma ci pensero bene).

Saluti affettuosissimi € nuovi ringraziamenti .
uo

F Enriques

[P.S.] Ci hai tu la memoria di Noether'’ sulle curve riduttibili? La ho
cercata senza trovarla, occorrendomi confrontarla sicché vorrei sapere di
non averla persa. Ma se I'hai e ti fa comodo tienla pure, perché qui posso
vederla negli «Acta Matematica».

' La data ¢ stata riportata sulla lettera da Castelnuovo.

® Cfr. p. 90, c.p. 78 (12.4.1894).

’ Cfr. Enriques 1895d e p. 55, nota 2 a c.p. 46 (16.12.1893).

* Cfr. p. 46, nota 2 a let. 41 (30.11.1893).

5 Cfr. gli articoli di Picard citati a p. 63, nota 3 a let. 51 (1.1.1894) e Guccia 1886.
¢ Cfr. Noether 1871c.

" Cfr. Del Pezzo 1887.

¥ Cfr. Castelnuovo 1894d.

’ Cfr. Castelnuovo 1893c e 1894a.
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10 Enriques 1894c.

" Si tratta del manoscritto di Enriques 1894b e 1894c.
2 Cr. p- 85, let. 74 (5.4.1894) e nota 4.

¥ Noether 1886a.

82. [c.p]
[Bologna, 16 aprile 1894]
Carissimo Castelnuovo

Cercando I'irreducibilita dei miei sistemi' mi sono accorto che la V’
(non cono) puo sempre rappresentarsi col sistema delle suplerficie] cub[iche]
L determinate da una quartica base di 22 specie (che pu6 degenerare) o
con un sistema di quadriche. Infatti negli altri casi le L hanno un p[un]to
2-plo e per esso una quartica avente almeno una intersez[ione] variablile]
coi piani per O. Ora per un plunjto della quartica si consideri una retta
generica: questa ¢ immagine d’una conica su V’ per la quale non passano
quadriche (tranne una eccez[ione]) e dalla quale proiettando V’siha quin-
di la nominata rappresentanz[ione] senza p[un]ti doppi base per le L.

Ti persuade? Ci ripensero.

Gli altri sistemi sembrano irreducibili.

Quanto alla questione di cui ti domandai’ sulle g/ I'idea di considerare
una g immersa semplicizza molto il procedimento ch’io avevo immagi-
nato: la cosa del resto non mi pareva a priori da ritenersi evidente in un
lavoro dove voglio dimostrare tutte le cose evidenti.

Saluti Aff mo

FE

' Cfr. Enriques 1894c.
? Cfr. p. 92, c.p. 80 (13.4.1894).

83. [c.p]
[Bologna] 20 Aprile [18]94

Carissimo Castelnuovo

Da qualche giorno non mi sono fatto piu vivo; cio dipende dal tempo
che debbo perdere per metter su una «teoria delle coniche». Ma appena
gettate le basi di questa originale ricerca spero poter riprendere le altre cose
lasciate in parte interrotte.

Ho redatto di nuovo tutta la 22 nota,' ma voglio ancora rivederla
prima di mandartela. Le V’ esclusi i coni danno un solo tipo come ti
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scrissi; in ogni sistema rappres[entativo] si trova una conica non contenuta
nell'immagine di una quadrica, da cui proiettando ecc.

Cio agevolera come vedi lo studio delle var[ieta] a pit di 3 dim[ensioni]
a sez[ioni] ellit[tiche] pare che ne esisteranno d’ord[ine] § di 2 tipt € non
piu su.

Anch’io ho avuto la memoria del S[egre]? cui ho dato solo una scorsa:
mi ha fatto per6 molto buona impressione (come del resto c’era da aspettarsi).

In fretta affettuosi saluti e scuse per il silenzio improvviso dei giorni

passatl. Tuo aff mo

F Ennques

! Enriques 1894c.
? Segre 1894.

84.
21 Aprile 1894

Carissimo Castelnuovo

Siamo al 21 Aprile ed il 30 si chiude il concorso del perfezfionamen]to
all’estero. Ove io debba rimanere fuori qui a Bologna io spero di venire
con te a Roma, gratissimo della tua offerta: ma indipendentemente dalla
tua volonta e dalla mia, potrebbero nascere circostanze imprevedute che
impedissero la realizzazione di tale disegno; non credi che mi converrebbe
assicurarmi per ogni caso anche da un’altra parte concorrendo a quel posto?
Ti domando questo consiglio anche perché non so bene quando ti occorra
di provvedere al tuo assistentato, e ti faccio riflettere che possono darsi
vari casi in cui la questione di Bologna rimanga insoluta fino a Novembre,
epoca a cui forse tu non potresti rimandare la tua decisione. Come ti dissi
la fac[ol]ta qua ha chiesto il concorso, ma occorre il parere del Cons|iglio]
Supleriore]. Nonostante questo probabilmente il concorso non si aprira,
(per economia), quando pure non succeda di peggio se va avanti il pro-
getto Baccelli.' Vedi dunque che I'incertezza regna sovrana. Ma poiché
tu disponi di un elemento di piu per la risoluzione del problema, aspetto
il tuo consiglio in proposito.

leri sera mi tornava in mente la questione della razionalita della sup|erficic]
di gen[ere] 0. Mi vennero fatte queste riflessioni cui non posso ora pen-
sare, ma che ti accenno. Sopra una suplerficie] esista un sistema [Cl di
grado 7 e gen[ere] m dove n > 27 — 2: allora 12C| soddisfa all’analoga
disuguaglianza. Se 12"C| ha la serie caratt[eristica] completa lo stesso
accade per [277'Cl.
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Probabilmente basta che 12Cl| e quindi |C| abbia la serie carat[teri-
stica] completa perché lo stesso accada per 12"Cl. Comunque per 7 grande
quanto si vuole (quindi sempre), 127C| abbia la serie carat|teristica] com-
pleta. Se la suplerficie] deve essere raz[ionale] |C| (e 12"Cl) non ha curve
fond[amentali] di gen[ere] > 0, onde lo pseudoaggiunto ¢ I'aggiunto. Sup-
poniamolo. Ogni sistema |K| ¢ residuo di una curva risp[etto] a 12"Cl
(r assai grande): su questa curva [2"Cl sega una serie non speciale, onde
(facendo il calcolo) il residuo |K| ove abbia la serie carat[teristica] non
specliale] ha la serie carat[teristica] completa. In particolare sembra che questa
proprieta competa ai successivi aggiunti di |C| (costruibili col tuo metodo),
e di cui le dimensioni discendono.

Vedi il profitto che se ne trae per la raz[ionalita] delle sup[erficie]: il
fatto della completezza della serie carat[teristica] di un sistema sotto certe
restrizioni ¢ invariantivo al variare del sistema; ¢’¢ d’incomodo il supporre
n> 2w — 2, ché del resto la non specialita della ser[ie] carat[teristica] uni-
ta alla compl[etezza] ¢ la vera definiz[ione] delle suplerficie] regolari di
gen[ere] 0. Cio che tu hai dimostrato suppone la completezza per ogni
sistema, pare basti ammetterla per 2C1. 1 procedimento (analogo a quello
adoprato nelle mie «Ricerche» cap. 1ID)? mi pare possa avere qualche
importanza.

Ma non posso pensarci ora.

In fretta tuo aff.mo ‘

affettuosi saluti F Enriques

" Si tratta del disegno di legge «Stato di previsione della spesa del Ministero della Istru-
zione Pubblica per I'esercizio 1894-95» presentato da Guido Baccelli, che fu titolare del
dicastero dal 15 dicembre 1893 al 9 marzo 1896.

? Enriques 1893f, cap. 3 «Il sistema aggiunton.

85. [c.p.]
[Bologna] 24 Aprile [18]94
Carissimo Castelnuovo
La tua gentile risposta della quale ti sono molto grato (pur rammari-
cando I'incomodo che ti reca la cosa per causa mia) mi dispenserebbe dal
cercare altro, siccome pero «melius est abundare quam deficere» per ogni
lontana imprevedibile evenienza concorro all’estero seguendo il tuo consiglio.
Non capisco la tua obiezione al mio ragionamento; se 12"C| ha grado
n> 27 — 2, onde la serie caratt[eristica] non speciale, parmi che sopra ogni
curva parziale di 127Cl, 12"C| seghera a fortiori una serie non speciale:
cio dovrebbe vedersi esaminando la serie canonica sopra una curva spezzata.
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Non ricordavo bene I'enunciato del tuo teor[ema]' ma dopo averti
scritto mi venne in mente che esso potesse contenere qualcosa d’analogo:
pero non mi hai mai detto come ci pervieni, cio¢ perché la serie carat[teri-
stica] dell’aggfiunto] ¢ completa.

Affettuosi saluti
tuo

F Enriques

[P.S.] Ho gettato le basi d’una teoria delle coniche: da oggi sono tor-
nato a occuparmi dei miei sistemi, rileggendo un manoscritto’ si trova
sempre da ridire; forse lo riscrivero in parte.

! Cfr. Castelnuovo 1891a, nota 1.
? Si tratta del manoscritto di Enriques 1894c.

86.
Bologna 25 Aprile 1894 (Mercoledi)

Carissimo Castelnuovo

Eccoti finalmente il manoscritto. Fra ieri e oggi ho scritto di nuovo quasi
tutta la 22 nota! perché la forma che le avevo dato non mi piaceva: cosi
ho avuto occasione di rivederla minutamente, e spero (sarebbe tempo!) che
sia soddisfacente.

Vedrai introdotte nella 22 nota le modificazioni di cui t1 pzlrlaj,2 spe-
cie la riducibilita dei sistemi rappresentativi di V’. Vi & una sola V’, esclusi
1 coni, essa ¢ rappresentata dalle suplerficie] cubliche] L per una quartica
di 2 specie (questo nome abbrevia tutto); gli altri casi si riconducono a
questo ove per6 la quartica ¢ spezzata, ma le L non han plun]u 2-pli.

Vedi il profitto che si puo trarne per la varieta a piu dim[ensioni] a
sez[ioni] ellittiche. Per le V’ basta esaminare i due sistemi di varietd cubi-
che passanti per una suplerficie] (o varieta) a sezioni raz[ionali] del 4°
ordine: pare vengano due tipi e non coni, nemmeno crescendo la dimen-
sione. Sembra poi facile vedere che la V; sono coni per 7> 3, o per lo
meno lo saranno certo per 7 assai elevato. Con ci0 la questione si presenta
in breve esauribile.

Per oggi addio in fretta. Affettuosissimi saluti .
uo

F Enriques

''Si tratta di una nuova redazione di Enriques 1894c.
2 Cfr. p. 95, c.p. 82 (16.4.1894) e p. 95, c.p. 83 (20.4.1894).
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87. [c.p]
[Bologna] 27 Aprile [18]94
Carissimo Castelnuovo

Se ho capito bene I'ultimo § [paragrafo] della tua « Geometria sulle curve
ecc.»' contiene il teor[ema]:

La C, di ord[ine] 2p — 2 in S,_, € curva base di (P; 2) quadriche
indip[endenti], le quali o la determinano completamente, oppure si segano
secondo una rigata raz[ionale] normale che contiene C,: in questo 2° caso
C, contiene una g; (& proprio certo quest’ultimo fatto? non fo vedo).

Vorrei farne un’applicazfione] alle suplerficie] di genfere] 1 in S, (a
sez[ioni] di genere p). Una tale suplerficie] o ¢ intersez[ione] d’una qua-
drica con una varieta a sez[ioni] ellittiche (e ci6 se tutte le quadriche per
essa la determinano), oppure appartiene ad una varieta contenente oo!
piani (lascio da parte la varlieta] di Ver[onese]).

In questo 2° caso un plia]no della var[ieta] contiene una curva parziale
della sup[erficie], onde proiettando da essa la suplerficie] si abbassa lo spa-
zio che la contiene (e pare essa rimanga pura). Cio darebbe il modo di ridurre
tutte le suplerficie] di gen[ere] 1 a quelle che si hanno segando una qua-
drica con una varieta a sezfioni] ellittiche. Ma occorre ripensarci.

Quella tua cosa sulla g; non la capisco: sulla sup[erficie] di gen[ere] 1
vi sarebbe un fascio di cubiche appena p>10; ma ci6 non ¢; basta
trasflormare] la suplerficie] di 4° ord[ine] portandola, per esempio in S,,.

Affettuosi saluti
tuo

F Ennques
! Castelnuovo 1889b, § 30.

88.
30 Aprile 1894
Carissimo Castelnuovo

Ti mando il foglio che per isbaglio avevo qui trattenuto (almeno credo
che sia lui).

Che su V7 si possa scegliere una C irreduttibile mi pareva d’averlo
detto, dove scelgo la C sopra una sez[ione] iperplanare generica, e ad ogni
modo segue da quella scelta.

Il ragionamento con cui si riducono ad uno solo i sistemi rappresenta-
tivi della V7, ti lascia dei dubbi? Esso comprende il caso del sistema con
cubica piana base e retta base. La trasformazione diretta si eseguirebbe nello
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spazio S; prendendo il sistema omaloidico di suplerficie] cubiche L pas-
santi per una delle coniche di cui ivi si parla: non sembra facile pero lo
eseguirla, mentre I'altro ragionamento ¢ cosi semplice. Piu agevole ¢ con-
trollare come rientrino in quel tipo i sistemi di quadriche.

Non capisco bene quale sia il ragionamento che mi accenni di pg. 11.
Forse si tratta la della riduttbilita della quadrica residua di ciascun piano
rispetto al sistema delle L? ed in questo caso perché non ti persuade? Rileg-
gendo le tue lettere di giorni fa, non vi trovo la soluzione del dubbio.

Per concludere rimetto pienamente in te la scelta sul da farsi: cio¢ se
tl pare che ci6 che hai rilevato di scorretto sia cosa di poco, tale da non
potere suscitare complicazioni; o se invece credi meglio ch’io debba far
la revisione di nuovo sul manoscritto; se infine preferisci di accennarmi
di nuovo quel punto scorretto o rimandarmi quel solo foglio. In ogni caso
torno a ringraziarti e a scusarmi della noia che ti ho procurata con questo
lavoro.

Quanto alle suplerficie] di gen[ere] 1, ripensandoci io mi ero accorto
che il ragionamento con cui volevo provare che una F;,_, di S, determi-
nata dalle quadr[iche] che vi passano sta su una varfieta] a sezfioni] ellit[tiche],
non andava. Eppure io credo che il fatto sia vero ((a meno di qualche restri-
zione)), e condurrebbe ad un piccolo numero di F irriducibili: precisamente
delle F generate in tal modo se ne ha soltanto per p < 6: appena p > 6
la var[ieta] a sezfioni] ellittiche contiene suplerficie] sez[ioni] iperplanari spez-
zate che segano un sistema di minor dimensione su F.

Viste le difficolta che s'incontrano per le supl[erficie] di gen[ere] 1, io
avevo pensato di rivolgermi a quelle (di gen[ere] 1) rappresentabili sul p[iaJno
2-plo. Ve ne sono di varie specie, sezioni di coni (varieta) a sez[ioni] ellitti-
che con quadriche, e vorrei vedere che si ottengono tutti cosi. In questo
caso si puo profittare del sistema aggiunto alla curva di diramazione nel
plia]no 2-plo: si ottiene cosi un sistema appartenente alla I, sulla suplerfi-
cie|: per avere la dimensione del suo aggiunto (sulla suplerficie]) ricorrerei
al tuo teor{ema] di Riemann] R[och] per le inv[oluzioni] irrazfionali]:' ma
non ho condotto in fondo il calcolo e prevedo anche qui delle difficolta.

Vedo che riguardo all’idea di studiare i p[ia]ni 2-pli ci siamo incontra-
;% tu pero in un caso piu generale: hai ottenuto dei resultati? e come fai
la discussione? Mi pare che lo studio che ti proponi ¢ quello di tutti i p[ia]ni
2-pli, studio che mi parrebbe molto importante.

Non ho altro di nuovo da raccontarti. Procedo lentamente nella rico-
struzione dei fondamenti della geom([etria] sopra una suplerficie].

Affettuosi saluti
tuo

F Enriques
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' Cfr. Castelnuovo 1891d.
? Le ricerche di Enriques in questo campo furono pubblicate in Enriques 1896e, che
contiene un’Aggiunta di Castelnuovo.

89.
3 Maggio 1894
Carissimo Castelnuovo

Dai fogli che mi mandi vedo I'appunto’ che mi fai a pg. 11 precisa-
mente dove dico che la curva proiettata C sopra la sup[erﬁcne] F a sezioni]
ellfittiche] viene rappresentata sopra un piano immagine da una conica (pei
9 — n punti base ecc.) irreduttibile per n > 6 (tale essendo C). Forse non
hai badato all’aggiunta di quelle parole «per 7 > 6>» stante le quali la cosa
mi pare che vada senza bisogno di ulteriori spiegazioni.

In fondo al foglio che ti mandai I'altro giorno, vi sono alcune righe
che ti sembrano oscure e mi proponi di sopprimere. Esse hanno per iscopo
di dimostrare che se per la C su V" non passa un S, _, segante V" secondo
una suplerficie], il sistema delle L non ha p[un]ti 2-pli base, quindi servono
ad escludere certe degenerazioni della curva base di quei sistemi. Esse pos-
sono invero essere soppresse, ma forse non sarebbe male invece di ren-
derle piti chiare e notare come si possa escludere quel caso. Il ragionamento
consiste nell’osservare che un p[iano pel p[un]to 2-plo O rappresenta una
suplerficie] d'ordine <7z su V" onde ecc., salvo il caso che O sia 4-plo
per la curva base, ma allora #n = 5, e la curva base si compone di 4 rette
per O mentre cio ¢ impossibile.

Pei plia]ni 2-pli di gen[ere] 1 il calcolo cui ti accennavo nell’ultima let-
tera giustifica le mie previsioni, nell’ipotesi che il sistema aggiunto alla curva
di diramazione (di gen[ere] P> 2) sul piano 2-plo rappresenti un sistema
puro sulla suplerficie], ma appunto qui si presenta la difficolta. Occorrera
percio tentare quei plia]ni 2-pli da un altro punto di vista: ho pensato qual-
cosa e te ne scrivero se ci sara fondamento.

I plia]ni 2-pli riferibili a rigate non raz[ionali] hanno la curva di dira-
maz[ione| spezzata in curve immagini di generatrici: forse te I'ho gia detto
un’altra volta; segue da quel che ti scrissi’ sulle inv[oluzioni] sopra una
rigata.

Il S[egre] (colla sua memoria’ e con una cartolina) ha richiamato la mia
attenzione sulla memoria di Kobb:* essa contiene in sostanza (se ho ben
capito) la trasflormazione] di una suplerficie] in una con singfolarit] ord[ina-
rie] (o senza sing[olaritd] in un iperspazio). Infatti sia F una suplerficie] con
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plun]jto multfiplo] O. Considero le quadriche per O e faccio segare da plia]ni
le sezioni d’un sistema o’: O si muta in una curva multipla e in pfun]d
multipli; a ciascuno di questi applico lo stesso processo. Infine ad O si sosti-
tuiscono tante curve mult[iple] senza p[un]ti mult[ipli] partic[olari] perché
il processo deve finire avendo O un numero finito di intorni (rappresentati
da un numero finito di serie). Lo stesso processo pare si applichi alle curve
multiple; ma ¢ specialmente dei p[un]ti multipli che a me importa. Man-
dar via questi vuol dire avere sulla suplerficie] dei sistemi senza curve
fond[amentali] che danno moia, pei quali I'aggiunto coincide collo pseudoag-
giunto; ed allora non dispero di estendere a tutte le superficie di genere]
geom|[etrico] O il teor[ema] sull'invariantivita del gen[ere] numerico posto
come nel caplitolo] III delle mie «Ricerche».’

Affettuosi saluti tuo

F Enriques

! Le osservazioni di Castelnuovo riguardano il manoscritto di Enriques 1894c.
2 Cfr. p. 84, let. 74 (5.4.1894).

’ Segre 1894.

* Kobb 1892.

d Enriques 1893f, cap. 3, § 2.

90.
5 Maggio 1894

Carissimo Castelnuovo

Se ben ricordo tu mi hai detto un giorno che i piani doppi son determi-
nati dalla curva limite: questo significherebbe che dato un piano 2-plo =
con curva limite C, se esiste una trasformazione [1 2] in 7 avente C come
curva limite (di diramazfione]) il plialno 2-plo ¢ razionale: va bene?

Si puo estendere questa proprieta alle rigate doppie (od anche a tutte
le suplerficie])?

Ecco il profitto che vorrei cavarne.

Sia F una suplerficie] con un fascio di genere p (= 0) di coniche. La
rappresento sopra una rigata 2-pla F* di gen[ere] p con curva limite K secante
in 2 plun]ti le generatrici. Sia C; una direttrice di F’ e C, la direttrice
luogo dei coniugati armonici dei suoi p[un]ti rispetto alle coppie di p[un]ti
di K sopra le generatrici per essi: sia poi C un’altra direttrice di F’. Sopra
ogni generatrice di F’ voglio riferire proiettivamente i p[un]ti della gene-
ratrice € le coppie dell'involuzione che ha per p[un]ti 2-pli quelli di K: posso
farlo facendo corrispondere ai 2 plun]ti di K se stessi contati 2 volte, e

I
|
|
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al punto di C la coppia costituita dai p[unjtu di C; C,: nasce cosi una
trasflormazione] [1 2] di F’ che ha la K come curva limite. Nel caso sussi-
sta la proprieta di cui ti ho domandato in principio si dedurrebbe che F
¢ rappresentabile semplicemente su F’: se la cosa va soltanto per p =10
si avrebbe soltanto una semplice dimostrazione del teor[ema] di Noether.'

Ma cio che mi mette in sospetto ¢ che la dimostrazione si estenderebbe
al caso delle varietd con una rete di coniche in particolare alle V*. To del
resto non riesco a vedere che una suplerficie], e neppure un plia]no 2-plo
sia determinato (nel senso accennato) dalla curva limite.

Ti mandero domani i fogli corretti.

Cordiali saluti tuo aff. mo
F Enriques

! Cfr. Noether 1871c.

91.
[8 maggio [18]94]"

Carissimo Castelnuovo

Quando ti domandai I'altro giorno della rappresentabilita delle supferficie]
2-ple con data curva di diramaz[ione], I'una sull’altra, mi si era presen-
tata I'idea che cio dovesse sempre accadere riguardando la suplerficie]
2-pla f(x y 2) =0 come il campo di razionalita x y 2 V{(x y 2) dove
¥ =0 ¢ la curva di diramaz[ione], ma Iassurdo a cui venivo per le V; (che
avrel rappresentato su S; facendo corrispondere le rette d’una stella alle
‘coniche di una rete il che ¢ impossibile) mi fece dubitare della cosa. Sol-
tanto ieri mi accorsi che il punto della questione sta in cio che ¥ puo con-
tenere come fattori alcune delle curve fondamentali, e ne leggo oggi la con-
ferma nel Slegre]’ secondo le tue indicazioni. Ma io credo che non
debbano trarsi le tue conclusioni pessimiste, anzi ritengo di avere stabilito
tenendo conto di quel fatto che «ogni sup[erficie] con un fascio di gen[ere]
p di curve razfionali] ¢ riferibile ad una involuzione I, su una rigata di
genfere] p, e quindi per p > 1 ad una tale rigata». La 12 parte della cosa
si estende e da per la V; la nota rappresentaz[ione] su una I, di S;.

Il ragionamento ¢ un po’ delicato; spero nondimeno che vada bene.
Eccolo.

Consideriamo in S, la suplerficie] F con un fascio di coniche poste
ognuna sopra un piano di una data ' di piani: sia 7 un piano non inci-
dente a nessuno degli o' piani. Da ogni p[un]to P di 7 proietto la conica
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di F il cui piano incontra in P 7, sopra un S;: cosi ho in questo S; una
rigata 2-pla F’. Vi ¢ una curva di diramazione C su F’ che incontra in
2 plun]ti le generatrici: inoltre su F’ vi possono essere delle rette fonda-
mentali g (2 dei p[un]ti fond[amentali] su 7) ed inoltre anche delle genera-
trici di diramaz[ione] g’ proiezioni di coniche degeneri in rette 2-ple su
F; le generatrici fondamentali si possono togliere supponendo che 7 non
incontri nessuna delle coniche degeneri su F, ma non importa. Aggiun-
gendo al campo di razionalita di F* (f(x y z) = 0) i radicali che portano
sui polinomi che danno le equazfioni] di C e delle g e g’, ossia aggiun-
gendo delle \/?bl(x Y 2), N V¥, ... al campo (x y 2), si esprime razional-
mente il punto di F.

Ora consideriamo la trasformazione 2-pla su F’ che ha la C come curva
di diramaz[ione]: la costruisco nel modo di cui t1 ho gia parlato, curando
pero che ogni retta g o g’ sia una retta (fondamentale) di diramaz[ione].
Posso ottenerlo se prendo una direttrice C; di F’ che passi per 1 p[un]ti
comuni alle g, g’ ed a C, onde per quei p[un]u passera anche la coniu-
gata armonica C, (rispetto] a C), riferendo quindi una direttrice K alla
C, + C,: invero sopra una g vi ¢ allora una omografia degenere tra i
plun]ti e le coppie omologhe, onde ad ogni p[un]to corrisponde una cop-
pia costituita da 2 p[un]ti coincidenti. E da notarsi che con cid si ¢ costruita
una F’ 2-pla che ha come curva di diramaz[ione] (anche fond[amentale])
la = 0, ma puo avere ed avra in generale altre curve fond[amentali] (rette)
di diramaz[ione] x = 0: dunque i p[un]ti della F che si esprimono razional-

mente per X y 2 v Vix y 2), N V¥, ... si esprimono raz[ionalmente] pei
plun]ti della F” semplice (che corrisponde a quella F’ 2-pla) ma forse la
cosa non ¢ invertibile, perché il campo di razfionalita] di F" ¢ x y 2
Vi, Vi, e Vx (ossia V¥x) o Vx; Vx, ... Per cid la F viene in tal
caso riferita alle coppie d’una involuzione su F” invece che punto per punto
alla F’.

Ora una involuz[ione] I, su F’ se p > 0 lascia invariate o accoppia le
generatrici; il 2° caso va solo per p =1 e qui resta il dubbio. Per p>1
con una nuova trasflormazione] [1 2] la I, si rappresenta su F'.

Va bene? Ne avrei molto piacere.

Cordiali saluti

tuo aff.mo

F Eqriques

' La data & stata riportata sulla lettera da Castelnuovo.
2 Segre 1894, § 5.
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92. [c.p]
[Bologna, 11 maggio 1894]
Carissimo Castelnuovo

Ricevuta la tua cartolina sono stato a parlarne con P[incherlje e, d’ac-
cordo con lui, ho deciso di mandar subito la domanda al Ministro perché
mi conferisca la libera docenza qui.

Quanto alla dimostrazione di cui ti parlai, essa ha bisogno di essere ritocca-
ta in un punto, ma credo si vada in fondo. La sup[erficie] x y 2 VY,
¢ riferibile alla x y 2 Vx, la quale contiene un fascio di genlere] p di
curve raz[ionali] ed una involuz[ione] di genlere] p di coppie di curve (per-
ché x = 0 si compone di generatrici di F’) onde p =1, oppure Vx s
esprime raz[ionalmente]. Questo il concetto che ti esporrod pili dettagliata-
mente un altro giorno; occorre infatti precisare il modo di ottenere il poli-
nomio y rappresentante la curva di diramaz(ione] su F’.

In fretta affettuosi saluti tuo

FE.

93. [c.p]
[Bologna] Lunedi [14 maggio 1894]
Carissimo Castelnuovo

Dopo molto almanaccare mi sono finalmente accorto che il lemma sulle
varieta 2-ple ch’io applicavo «Se ¢ raz[ionale] una varfieta] 2-pla con varfieta]
di diramaz[ione] F + F’, la varfieta] 2-pla che ha per varlieta] di dirfama-
zione] F ¢ rappresentabile su quella che ha per var[ieta] di dirfamazione]
F’» non sussiste: cadevo nell’errore per analogia coi teoremi sui campi di
raz[ionalita] delle equaz[ioni] con una variabile. Cade dunque quanto ti scrissi.

Sono tornato a pensare ai plia]ni 2-pli di gen[ere] 1. Sotto riserva credo
che i casi sieno i seguenti:'
1°) sestica Cy limite (senza o con p[un]t 2-pli)
2°) Gy limite, con 2 plun]ti 3-pli (distinti o coincidenti)
3°) Cglimite, con p[un]to 4-plo e due punti 2-pli oo [infinitamente] vicini.

Questo 3° caso che mi si presenterebbe possibile era inaspettato e non
so nemmeno come verificare se esso ¢ in fatto di genfere] 1 e costruirne
una suplerficie] rappresentativa.

Cordiali saluti aff. mo

F Enriques

' Cfr. p. 101, nota 2 a let. 88 (30.4.1894).
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94.
16 Maggio 1894

Carissimo Castelnuovo

1l pliajno 2-plo rappresentativo della suplerficie] di 5° ord[ine] con 3
plun]ti 3-pli ¢ quello che ha per curva limite una Cg con 2 p[un]ti 4-pli;
dunque rientra nel 2° dei tipi che ti ho enumerato. Si pu6 anche rappre-
sentare sulla supl[erficie] intersezione del cono ellittico di 8° ord[ine] e 22
specie (a 3 dim[ensioni]) in Sy con una quadrica.

Le suplerficie] di gen[ere] 1 riferibili a suplerficie] del 6° ord[ine] sono
tutte, se non erro, riferibili a intersezioni di quadriche colle mie varieta
V", onde possono considerarsi note.

I miei studi sui p[ia]ni 2-pli procedono in modo soddisfacente. Mi si
presenta tutto un programma di studio assai attraente.

1°) Enumerare i p[ia|ni 2-pli rappresentativi di suplerficie] di 2° genere
p(” =1 (c10¢ contenenti un fascio di curve ellittiche). La ricerca non sem-
bra difficile e comprende quella dei plia]ni 2-pli di genere 2.

2°) Per p > 2 (escluso il caso p(” = 1) si presenta un nuovo sussidio
nello studio dei plia]ni 2-pli: I'uso del sistema canonico ( puro) rappresen-
tato da un sistema lineare sul p[iajno 2-plo. Che cos’¢ questo sistema?

Nei casi piu semplici ¢ il 2° aggiunto alla curva di diramazione; ma pare
che un p[un]to (2 p + 1)-plo della curva di diramaz[ione] deve qui compu-
tarsi come 2 p-plo, e vi sono poi eccezioni per |'avvicinarsi indefinito di
plun]ti multipli (e per I'esistenza di curve fond[amentali] eccez[ionali]). Il
criterio applicato ai plia]ni 2-pli con Cg limite, darebbe che se la Cg ha 2
plun]ti 3-pli staccati, il genere ¢ 1; se c© [infinitamente] vicini ¢ 0.

3°) Studio delle curve eccezionali del p[iaJno 2-plo. Quando si possono
togliere? Cio¢ quando esiste una rete pura di grado 2 sulla suplerficie]?

4°) Quand’e che 2 plia]ni 2-pli irreducibili per una trasformazione bira-
zionale del p[ialno sono rappresentabili uno sull’altro ecc.

Vedi che la materia non manca.

Ecco ora un cenno del procedimento che seguo per i plia]ni 2-pli di
genere 1!

Si trasformi la suplerficie] di gen[ere] 1 (p[ia]no 2-plo) in una F senza
curve eccezionali né p[un]ti multipli di un S,.

Sulla F vi ¢ una involuzione razionale (di grado 2) I: per brevita chiamo
plun]ti della suplerficie] I le coppie suoi elementi. Ora la I non ha p[un]u
multipli (considerate nello spazio delle coppie di p[un]ti). Dico che ad un
sistema puro, (senza punti base) su F, appartenente ad I, corrisponde un
sistema senza punti base su I, e viceversa. La proposizione diretta ¢ chiara:
per l'inversa occorre eliminare il dubbio che ad un sistema senza p[un]ti
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base su I corrisponda su F un sistema con uno (o pit) p[un]to base di cui
il coniugato descriva una curva; ma la curva cosi descritta sarebbe eccezio-
nale onde ecc.

Cio posto si consideri su I un sistema ICl di genlere] , grado D, imma-
gine di un sistema puro di F: le curve di esso seghino in é p[un]ti la curva
di diramazione. Si ha allora (indicato con p il genere delle immagini su F)

2p—2=-47r—4+6
2p—2=2n

donde

n=21—2+ —6—.
2

L’ipotesi 6 = 0 andra esaminata a parte e potra eliminarsi. Sia 6> 0.
Alloran > 27 — 2. 1 sistema aggiunto a | C| soddisfa ad una disuguaglianza
analoga: dico che esso ¢ immagine di un sistema puro su F. Infatti questo
sistema aggiunto non ha punti base su L.

Considero 1 successivi aggiunti € arrivo in fondo a sistemi di curve razionali
(di dimensione =1) o ellittiche di dimensione =2 (non spezzato).

Se ad I appartiene un sistema di curve ellittiche (una rete almeno) imma-
gini d’un sistema puro su F, il p[ia]no 2-plo ha una curva limite C; oppure
una Cg con 2 plunju 4-pli.

Esaminiamo il caso d’un sistema di curve razfionali] immagini d’un sistema
puro. Se il sistema ¢ quello delle rette o delle coniche la curva limite ¢
una C4. Ogni altro sistema di curve raz[ionali] o da luogo al caso della Cg
limite, oppure contiene un fascio di rette (immagine d’un fascio puro su
F) mentre, tutte le rette del piano danno una rete impura. Percio sul pliaJno
2-plo vi sono curve eccezionali date da rette pel centro O del fascio. Allora
con una discussione un po’ minuta, che forse si potra semplificare (risa-
lendo anche al prec[eden]te sistema aggliunto]) si riesce a vedere che la
curva limite € una Cg che ha in O un p[un]to 4-plo e due tangenti su cia-
scuna delle quali vi sono 2 p[un]ti 2-pli oo [infinitamente] vicini ad O (o
forse un p[un]jto 3-plo). E, se non erro, si prova poi che tale pliaJno 2-plo
¢ di genfere] 1 e irreducibile ai prec[eden]ti.

Avrai notato che non faccio uso del genere numerico del p[iajno 2-plo.

Cordiali saluti
tuo aff.mo

F Enriques

' Cfr. p. 101, nota 2 a let. 88 (30.4.1894).
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95. [c.p]
[Bologna] Giovedi 17 Maggio [18]94
Carissimo Castelnuovo

Il 2° aggiunto alla curva di diramaz[ione] d’un plia]no 2-plo rappresenta
(in generale) non il sistema canonico delle suplerficie] ma il doppio di tale
sistema. Partendo da tale concetto si possono classificare le suplerficie] di
cui le curve canoniche sono iperellittiche ( p(') > 1)."! Esse contengono un
fascio razionale di curve di genere 2 oppure sono riferibili al p[ia]no 2-plo
con Cg limite (suplerficie] del 5° ord[ine] con p[un]to 3-plo) o al p[ia]no
2-plo con C,, limite (suplerficie] di 6° ord[ine] con p[un]to 4-plo).

Inversamente tali sup[erficie] hanno le curve canoniche iperellittiche.
1l resultato si stabilisce molto semplicemente mediante la riduzione dei sistemi
lineari di curve raz[ionali] nel plia]no.

Cordiali saluti tuo aff.mo

F Enriques

"I risultati di queste ricerche furono esposti in Enriques 1896c¢, presentato per la pub-
blicazione il 15 marzo 1896.

96.
19 Maggio [18]94

Carissimo Castelnuovo

Ho piacere che tu trovi interessanti i resultati che ti ho comunicato.

Ecco come procedo per trovare sul p[iajno 2-plo il sistema rappresenta-
tivo del sistema canonico. Suppongo p“) > 1; ma la cosa si dovra esten-
dere agli altri casi. M _q

Sul pliaJno 2-plo vi & un sistema |C| di grado P 5~ immagine del

sistema canonico K|, e pero rappresentativo d’un sistema puro. Suppo-
niamo (per fare il caso semplice) che nessun p[un]to del p[ia]no 2-plo sia
immagine di una curva non eccezionale della suplerficie].

Il sistema 12C| 2-plo di ICI| & immagine di un sistema 12K/ sulla
suplerficie] (non normale) che sega su una K la serie canonica (forse scom-
pleta); ma sopra una C (d’ord[ine] 7) una curva aggiunta d’ord[ine] 7 — 3
insieme alla curva di diramaz[ione] M; (d’ord[ine] 6) sega un gruppo cui
corrisponde un gruppo canonico su K (equivalente al gruppo segato da
una 2K), onde I'immagine di tale aggiunta insieme alla curva di coinci-
denza appartiene (sulla sup[erficie]) a 12 K| (sistema aggiunto di |K1). (Nelle
mie «Ricerche»' ¢ infatti stabilito che |K| non ha curve fond[amentali]
di gen[ere] > 0). Dunque nel pl[ia]no 2-plo la M; aumentata di una C,_;
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(aggliunta] a C) contata 2 vlolte] appartienc al sistema 12Cl di cui cia-

scuna curva d’ord[ine] 27 va contata 2 volte. Segue intanto 6 = 27 + 6;

inoltre ogni p[un]to i-plo per |C| & (2i + 2)-plo per M;. Questo 2° fatto

patisce eccezione ove un p[unjto multiplo di M; rappresenti una curva

non eccezionale sulla suplerficie], cio che avviene se il p[un]to ha moltepli-

cita dispari per M, (6 pari); allora M; ha in un p[un]to i-plo di |Cl un
plunjto di magglore molteplicita (27 + 3).

Il metodo cui ti ho accennato non si applica p1u se p <1:in tal caso
perd se la M; ha un aggiunto immagine d’un sistema puro |K| sulla
suplerficie] F, il teor[ema] si deduce ancora cercando su F le curve che segano
sulla K gruppi residui della serie caratteristica. In particolare se il p[ia]no
2-plo ¢ di genere 1, e la M; ha un aggiunto (che ha un grado), questo ¢
di curve ellittiche e rappresenta un sistema puro su F: si ritrovano cosi i
plia]ni 2-pli di genfere] 1 riducendo il 3° tipo al 1° degli altri 2, cio che
si vede direttamente. Ma non ci si puo servire di questo processo pill sem-
plice perché esso cade se M; non ha un sistema aggiunto.

Per le suplerficie] a curve canoniche iperellittiche il mio ragionamento
¢ semplicissimo.

I teor[ema] che da sul p[iajno 2-plo I'immagine del sistfema] can[onico]
si applica solo per p = 3, p = 6 e conduce al p[iajno 2-plo con Cg o con
Cyo limite (si puo asserire che questi nel caso pili generale sieno riferibili
alla suplerficie] del 5° ord[ine] con plunjto 3-plo e risp[ettivamente] del
6° ord[ine] e p[un]to 4-plo?). Negli altri casi si ha un fascio puro di curve
speciali sulla superficie: vi sono delle curve canoniche spezzate in gruppi
di curve del fascio; adoprando il genere della curva spezzata si ha che il
genere delle curve del fascio non supera 2, quindi ¢ = 2.

Avrei piacere che non s’aprisse quest’anno il concorso purché ci6 non
preludesse ad una piu radicale economia, in cui sopprimendosi le Universita]
minori si venisse a togllere ogm nuovo collocamento.

Sono in fine ai miei corsi. Per le proprieta focali delle coniche seguo
quasi testualmente le tue lezioni:’ perd ho creduto conveniente di non
separare la trattazione della parabola da quella delle coniche a centro, sepa-
razione che a te tornava comoda per la trattazione analitica.

A proposito di cose scolastiche, vi € qui fra i giovani del 2° anno un
tuo scolaro di Roma (Severini), giovane assai valente. Egli mi ha parlato
con entusiasmo delle tue lezioni.

Cordiali saluti tuo aff.mo

F Enriques

: Enriques 1893f.

Enriques allude al concorso per la cattedra di Geometria descrittiva e proiettiva presso

lUmversnta di Bologna. Si veda anche p. 97, nota 1 a let. 84 (21.4.1894).
3 Cfr. p. 88, nota 7 alla let. 74 (5.4.1894).
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97. [c.p]
[Bologna] Mercoledi 23 [maggio 1894]
Carissimo Castelnuovo

Dalla tua cartolina di ieri avevo gia desunto I'impossibilita di rappre-
sentare il p[ia]no 2-plo con Cj limite sulla F* con p[un]to 3-plo, appunto
con un conto di costanti. Questo pero non mi persuadeva interamente come
il secondo metodo, con cui tu vedi la cosa nel quale I'’enumerazione delle
costanti ¢ fatta in modo completo. Non sara difficile assegnare una suplerficie]
tipo corrispondente al plia]no 2-plo ma non ¢ poi essenziale.

Hai veduto la memoria di Kobb?! e ti pare che effettivamente, come
io penso, se ne tragga la trasflormazione] di ogni suplerficie] in una con
sing[olarita] ord[inarie]?

M dispiace di non essere piu a tempo a fare cio che mi domandi riguardo
alle tue litografie’ che ho gia rimandato al S[egre]. Ma in quel che ho
visto non mi ¢ venuto fatto di fare osservazioni tranne forse di parole: pero
la parte che ho visto si riduce all'ultima sulle coniche. Avrei volentieri scorso
il resto se non avessi avuto premura di rimandarle al S[egre].

I miei corsi sono, si puo dire, finiti. Non ti ho piti mandato la mie
litogralﬁe3 aspettando di riunirle tutte insieme cavandole fuori dal grande
disordine dove si trovano. Te le mandero a giorni. Sto redigendo i «Fon-
damenti di G[eometria] Proiettiva]».*

Cordiali saluti aff. mo

F Enriques

' Kobb 1892; cfr. p. 101, let. 89 (3.5.1894).

? Cfr. p. 88, nota 7 a let. 74 (5.4.1894).

> Enriques 1893-94a e 1893-94b.
4 Enriques 1894d.

98. [c.p]
Bologna 2 Giugno [18]94

Carissimo Castelnuovo

Eccoti le ultime mie disp|ense] di Pr|oiettiva] e Descrlittiva].' Finisco le
lezioni domani? e vado giu a Firenze (Via Machiavelli); tornero qua per gli
esami. Ti scriverd da Firenze parlandoti di una ricerca pensata: in questi
glorni non sono andato avanti sui p[ia]ni 2-pli, ma ho quasi redatto i Fon-
d[amenti] di G[eometria] Prloiettiva].’ Intanto ti chiederei un favore: potresti
mandarmi a Firenze la nota del’ Amodeo* sui post[ulati] della Gleometria]?

Ti ringrazio anticipatamente e ti saluto in fretta affettuosamente.

Tuo
F Enriques
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" Enriques 1893-94a e 1893-94b.
211 3 era domenica.

} Enriques 1894d.

* Amodeo 1891.

99. [c.p]
[Firenze] 3 Giugno [18]94
Carissimo Castelnuovo

Grazie delle Note di A[modeo] inviatemi.

Mi farai piacere comunicandomi le tue osservazioni sulle mie lezioni'
di Prfoiettiva).

Non trovo difficolta in ci6 che mi scrivi: che lo pseudoaggiunto d’un
sistema lineare venga segato dalle ¥, _; pseudoaggfiunte] ecc., e che esso
coincida coll’aggiunto] se le curve fond[amentali] (p[un]ti mult[ipli]) son
razfionali] ¢ gid contenuto nelle mie «Ricerche».? Utile pud riuscire la
costruzione dell’aggiunto nel caso che mi accenni; costruzione che imma-
gino analoga a quella che hai gia dato in un caso piu ristretto.

La questione cui ti accennavo nell’ultima cartolina (cui non ho ripen-
sato) ¢ la segluente]: «Se f(x y 2) = O ¢ una suplerficie] raz[ionale]; quali
sono gli irrazionali numerici da cui dipende essenzialmente la sua rappre-
sentaz[ione]»: in altre parole «quale equazione occorre risolvere per otte-
nere le funz[ioni] raz[ionali] che esprimono x y z per 2 par{ametri] %, v».}

Per le curve razfionali] f(x y) = 0 la_questione analoga ¢ subito riso-
luta: gli irraz[ionali] sono al pit una V' [radice quadrata). Invero consi-
dera le aggliunte] d’ord[ine] 7z —2 alla f(x y) = 0 e fanne segare ©? da
rette, ecc. Si arriva a una retta o ad una conica. Il metodo esteso alle sup[erfi-
cie] conduce all’esame dei successivi sistfemi] aggliunti].

Cordiali salut

tuo aff. mo

FE

[P.S.] I Ministro mi manda il decreto di libera docenza a Pisa per la
Descrittiva!

! Enriques 1893-94a.

? Enriques 1893f.

> I risultati di queste ricerche saranno pubblicati nella nota Enriques 1895b, presen-
tata all’ Accademia dei Lincei il 15 dicembre 1895, e precisati in seguito in Enriques 1897a.
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100.
9 Giugno [18]94
Carissimo Castelnuovo

Mi ricordavo che nell’ottobre scorso, prima per lettera, e poi a voce,
avevamo parlato dell’estensione del procedimento da te usato per la costru-
zione del sistema ipoagg[iunto] ad un sistema a serie caratteristica non spe-
ciale, allo scopo di trarne appunto il corollario di cui ti ho scritto I'altro
giorno: ma mi pareva che non si trattasse precisamente della costruzione
che ti ho ultimamente indicata; e che (eliminata la difficolta delle curve
fond[amentali] proprie) tutto andasse liscio cosi. Invece tu mi fai tornare
in mente I'altra obiezione che facevi al procedimento. Mi pare pero che
essa si elimini nel seguente modo.

Rlprendlamo la nostra F (di cui nella lettera prec[eden]te). In un piano
generico vi sono 0?1 curve aggliunte] d’ord[ine] = — 3, C, _ ;, le quali
segano sopra una retta r una serie g,’,’:; {n—3 =p(') —1- (p —1)}; per
ogni gruppo di questa serie passano co?~' curve C,_3, di cui co? 2 spez-
zate nella retta e in una C,_;. Prendiamo un piano particolare per la
retta 7, la cui sezione con F possiamo supporre non spezzata e di genere
p(') oppure dotata di un punto doppio generico per F (e allora di genere
P —=1). In questo plano le C,_; agg[lunte] (salvo nel nuovo p[un]to

2-plo) sono sempre 0"~ non certo di piu (poiché il genere della se21o-
ne non puo aumentare): queste C n—3 SCGANO sulla 7 una serie g,,_3 (la
stessa di prima), non certo una serie plu ristretta: ma se nel piano vi sono
pia di ?~* C,_, aggliunte] alla sezione (salvo nel p[un]to 2-plo), per
ogni gruppo della g7~ passano in quel piano pit di ©?~' C,_; e queste
sono allora piu di 00/’”"’, ci6 che ¢ assurdo: segue ecc.

Ti persuade?

Sono tornato a Bologna dove mi tratterro fino ad esami finiti, ossia
circa 15 giorni.

Cordiali saluti tuo aff.mo

F Enriques

[P.S.] Non mi dici nulla intorno al lemma sulla non singolarita del sistema
aggliunto] sopra una suplerficie] in cui p,=p, Lo hai posto nel 2°
lavoro?

' Le ricerche di Castelnuovo di questo periodo riguardanti la teoria dei sistemi lineari
di curve su una superficie algebrica saranno pubblicate in Castelnuovo 1896a, e per quanto
riguarda i sistemi lineari di curve su una superficie algebrica di genere geometrico e nume-
rico nullo, in particolare razionale, in Castelnuovo 1896b. Queste memorie portano le
date novembre e dicembre 1894, rispettivamente: sebbene i risultati fondamentali fossero
a quest’epoca noti a Castelnuovo, la stesura definitiva delle due memorie richiedera parte
del 1895, come apparira nel seguito di questa corrispondenza.
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101. [c.p]
(Firenze] 14 Giugno [18]94
Carissimo Castelnuovo

Vado a Bol[ogna] Domenica per gli esami e spero di esser tornato qui
quando tu passerai. Appena libero dagli esami cerchero di porre finalmente
in assetto (nel modo che sara possibile) quei resultati del 1° caplitolo] delle
mie «Ricerche»' per non tornare pit sul doloroso argomento.

Ho scritto ora al Fano relativamente alle suplerficie] con trasflorma-
zioni] prloiettive] in sé, cogliendo 'occasione per parlargli anche dei fon-
damenti della G[eometria] Prloiettival.” Ho finito (si pud dire) di redigere
questo lavoro.’

Ho ricevuto la tua nota lincea,* mi dimenticai di ringraziartene I’altro
giorno. Ti manderd la mia insieme alla 22 di cui ho gid rivisto le bozze.’

La questione di cui ti parlai® relativa all’equaz[ione] da cui dipende la
rappres[entazione] d’una suplerficie] raz[ionale] non sara forse tanto diffi-
cile quanto sembra, ridotta la cosa all’'ultimo sistema aggiunto; ma con-
viene per ora tenerla in serbo.

Affettuosi saluti tuo aff.mo

F Enriques

Enrlques 1893f, cap. 1 «Generalita sui sistemi lineari di curve appartenenti ad una
superﬁc1e algebrica».

2In Ennques 1895¢ sono stati pubblicati brani di alcune delle lettere della cornsponden—
za che Enriques intrattenne allora con Gino Fano sui fondamenti della geometria proiettiva.

Enrlques 1894d.

* Castelnuovo 1894d.

Enrlques 1894b e 1894c.

S Cfr. p. 111, c.p. 99 (3.6.1894).

102. [c.p.]
[Firenze] Domenica [giugno [18]94]"

Carissimo Castelnuovo

La tua cartolina mi fa molto piacere, tanto pili che sono un po’ scorag-
giato per essermi accorto che le cose contenute nel 1° caplitolo] delle mie
«Ricerche»? vanno peggio di quel che credevo. E una cosa molto strana
che non mi sia mai venuto in mente di applicare quei resultati ai sistemi
piani. Gia la suplerficie] di 3° ord[ine] puo in 2 modi riguardarsi come
proiezfione] da plun|ti di 2 sup[erficie] complete, la F’ e la F® di 22 spe-
cie. Non ¢ poi vero che il residuo di una curva rispetto ad un sistema
compl[eto] sia completo; basta invero staccare da un sistema lineare con
plun]to 2-plo una curva passante pel p[un]to 2-plo.
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Dunque? Una vera disgrazia come vedi e non so come faro a ricostruire
quella teoria dove bisognera fondarsi di piu sul concetto di sistema normale.
Vorrei poi sapere se il Nfoether]’ trasformi sempre una suplerficie] in
un’altra senza curve eccezfionali], oppure soltanto una curva eccez[ionale]
in un p[unjto il che ¢ diverso. Nella 1* ipotesi i resultati per sist{emi]
compl[eti] varrebbero (un po’ modificati) per le suplerficie] di gen[ere] > 0.

Tuo aff. mo
F Enriques

! Dal timbro postale ¢ stato possibile stabilire soltanto che si tratta di una cartolina
del giugno 1894: per esclusione, ci pare che la data dovrebbe essere domenica 17. La let-
tera presenta varie macchie che in alcuni punti rendono difficoltosa la lettura.

Ennques 1893f.
} Cfr. Noether 1875.

103. [c.p.]
Bologna - Martedi [19 giugno 1894]
Carissimo Castelnuovo

Sono cominciati gli esami di Descrlittiva): per ora ne abbiamo esami-
nati 34 con 5 vitume. Nell'insieme fanno assai bene.

Vado pensicchiando sulle cose fondamentali relative ai sistfemi] lin[eari]
sulle suplerficie]. Mi pare di potere stabilire senza restrizioni che le sup[erfi-
cie] aggfiunte] o pseudoagg(iunte] ad una d’ord|ine] 7 segano su questa un
sistfema] normale: inoltre che «se 1Cl = IC;| + 1C,|, il sistjema] agg[iun-
to] o pseudoaggfiunto] a |C,| aumentato di IC,| ¢ contenuto nell’ag-
gliunto] (o pseudoaggfiunto]) a ICl». Questo teor[ema] dovrebbe permet-
tere di fissare la definizione piu generale del genere numerico, estendendo
i resultati del caplitolo] III delle «Ricerche».! Nel lavoro che debbo fare’
vorrei presentare riuniti i principali resultati ottenuti per tutte le suplerficie].

Affettuosi saluti
tuo

F Enriques

Ennques 1893f, cap. 3 «Il sistema aggiunto».
2 §j tratta di Enriques 1896d.

104. [c.p/]
[Bologna] Sabato 24 [giugno 1894]'
Carissimo Castelnuovo,
Quando saro tornato a Firenze e mi potro un po’ riposare della grande
fatica degli esami ti scrivero relativamente alle questioni che ti accennai
sul sistema aggfiunto).
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Si sono finiti oggi gli esami di Prfoiettiv]a: si sono presentati 27, cui
8 rimandati, 4 approvati con 30, 4 con 27 e uno con 28.

Domani torno dunque a Firenze. Sei ipotecato fin d’ora a mio favore
almeno per un giorno della tua permanenza a Firenze, dove ti vedro con
molto piacere.

Avevo saputo che si facevano le promozioni a ordinario e... tutto il resto.

Ho ricevuto una risposta del F ano? da Gottingen: lo scopo delle sue
ricerche ¢ quello di applicare quelle cose geometriche alla teoria delle
equazlioni] diff[erenziali] lineari.

Cordiali saluti. Aff mo

F Enriques

' La data corretta dovrebbe essere 23 giugno 1894, essendo il 24 domenica.
2 Cfr. p. 113, c.p. 101 (14.6.1894).

105.
25 Giugno [18]94
Carissimo Castelnuovo

Sono a Firenze libero ormai dagli esami, tranne il caso lontano che debba
tornare un giorno a Bologna per una laurea.

Quando verrai?

Eccoti alcuni cenni sulle questioni di Geom|[etria] sopra una suplerficie]
di cui t parlai. Si abbia una suplerficie] F, che per semplicita suppongo
senza p[un]ti multipli isolati.

Anzitutto dico che le suplerficie] aggiunte ¥, (= pseudoagg[iunte])
segano su F, un sistlfema] normale. Basta mostrare che ogni curva C la
quale seghi sulle sez[ioni] piane un gruppo segato da una curva aggfiunta]
K, ¢ la sezione d’una ¥,. Infatti di qui si desume che il sistema |C| & nor-
male non potendo esser contenuto totalmente in altri. Per dimostrare quanto
ti ho detto quando 7 = 7 (per r < 7 vale la dimostrazione che ho dato per
r=mn — 3) si procede cosi:

Sia C la curva in questione e si consideri un piano generico per una
retta generica a. Sulla a fisso quanti punti ¢ possibile (senza staccarla) per
la curva aggliunta] K del dato ord[ine] nel piano e questi punti fuori di
F. Cio non bastando a fissare una K, per uno O dei punti fissi considero
una curva osculatrice alla K (di un certo ord[ine]); essa pu6 determinarsi
come sezione del plia]no con una suplerficie] per O. Con cio (facendo il
conto si vede che) si pud determinare una K in ciascun piano il cui luogo
sega F, nella sola C onde ¢ un’agg[iunta] d’ord[ine] r ecc.
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Sia IKI = [Cl + IC’I un sistema lin[eare] sopra una suplerficie] F. Una
rete di |Cl venga segata su F, dai plia]ni d’una stella per O. Si consideri
una suplerficie] aggliunta] ad F,,. Di una tal suplerficie] ¢ sezione una curva
del sistema somma di 1C’l (p[un]to O) e dell’aggfiunto] x di ICl. Ora
tutte le sezioni di tali suplerficie] su F,, segano il sistema aggiunto] a quello
delle sez[ioni] piane.

Dunque I'aggfiunto] a |Cl + |C’| contiene la somma di IC’| e del-
I'aggfiunto] a ICl.

Da questi teoremi col procedimento del caplitolo] III delle mie «Ricer-
che»' segue I'esistenza dell’aggfiunto] completo ad ogni sistfema] senza
curve fond[amentali] sopra una suplerficie] non dotata di p[un]t mult[ipli]
1solati su cui le ¥, _, aggfiunte] compongono un sistema colla dimensione
voluta.

Ma mi pare possa andarsi pili innanzi e dimostrare che:

Per la conclusione prec[eden]te basta che le ¥,_, (r=<3 o 7> 3) se-
ghino la serie canonica completa sulle sezioni plia]ne e la serie caratt[eri-
stica] sia completa.

Cio ¢ stato stabilito (coi tuoi metodi) quando esiste il sistjema] cano-
nico, ma sembra possa stabilirsi in generale. Ne seguirebbe cio che mi hai
enunciato I'altro giorno pel caso della serie caratt[eristica] non spec[iale].

Di queste cose appena abbozzate riparleremo piti lungamente fra qual-
che giorno a voce.

Intanto prendi un affettuoso saluto
dal tuo

F Enriques
[P.S.] Ti mando le mie 2 note.

! Enriques 1893f.
2 Enriques 1894b e 1894c.

106. [c.p ]
[Firenze] Mercoledi [4 luglio 1894]

Carissimo Castelnuovo

Il teor{ema] che mi comunichi ¢ certo molto importante e sono per-
suaso che la dimostrazione ingegnosa debba condurre e stabilirlo effettiva-
mente. A me pero tutto non riesce chiaro (forse per la concisione).!

Insieme sarebbe bello stabilire il teor[ema] inverso «Supposto che [C|
abbia la serie caratt[eristica] compl[eta] e che le ¥, _;,, seghino su una C
la serie compl[eta], far vedere che lo stesso accade per ¥,_;.,,_; € quindi
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per le y,,_ ;»: poiché la cosa va per k assai alto seguirebbe ecc. Non vedo
la dimostraz[ione] dell’enunciato, ma col metodo che tu adoperi si potrebbe
forse riuscire.

Sabato vado a (Bologna per) Castiglione dei Pepoli.

Affettuost saluti
tuo

FE

! Seguono nell’originale nove righe cancellate.

107.
[Castiglione dei Pepoli] Venerdi mattina 13 luglio [18]94

Carissimo Castelnuovo

Devi sapere che in questo paese le lettere si ricevono alle 4 plomeri-
diane] e partono alle 9 a[ntimeridiane]. Questo ti spieghi perché non ho
potuto risponderti ieri ed ho avuto anche poco tempo per risponderti oggi.
Ho fatto alla meglio il sunto delle «Ricerche»' e te lo mando: se ti con-
tenti ritengo fino a domani la tua dimostrazione per copiarla.

Il sunto € un po’ lungo ma tu penserai ad abbreviarlo. I teor[emi] se-
gnati col + non fanno parte delle «Ricerche» o sono emendamenti dei
teor[emi] di quelle. In questi mi sono tenuto al minimo. Oltre a cio for-
mera parte del mio lavoro? la dimostrazione che «Sopra una suplerficie]
(sia pure di gen[ere] geom|etrico] # dal num([erico]) le sup[erficie] aggfiunte]
segano un sistema normale». Estensione del Restsatz (togliendo varie restri-
zioni). Definizione del genere numerico per tutti 1 casi e sua invariantivita.
Coincidenza colla definizione di Noether-Zeuthen. Se un |C| ha la serie
caratt[eristica] complleta], e le curve canon[iche] segano su C la serie
compl[eta], esiste I'aggiunto.

Cerchero di ridurre la cosa in breve. Se a quell’epoca tu avrai pub-
blicato il tuo ultimo teor[ema],’ lo riprodurrd in fine del lavoro a fine di
riunire tutti 1 resultati di natura affatto generale sulle supl[erficie].

Oltre ai lavori che mi nomini sarebbe forse il caso di citare a Picard
anche Del Pezzo* per le sup[erficie] raz[ionali] a sezioni ellittiche e forse
Guccia.

Il Guccia mi scrive una lettera molto gentile invitandomi a farmi socio
del Circolo: vuoi tu insieme a lui farmi da padrino? Se si invia a me un
bigliettino per lui, ed io gli scrivero. Il Gluccia] mi ha anche mandato tutti
i suoi lavori.

Dal Picard ho ricevuto la memoria grande sulle suplerficie].” E proprio
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una persona molto gentile: ho avuto molto piacere di quel che ti ha
scritto.®
Addio in fretta per impostare.

Ho molte altre cose da dirti Tuo aff.mo

F Enriques
[Fogli allegati alla lettera precedente]

Riassunto delle
«Ricerche di Geometria sulle superficie algebriche»

Si dice sistema lineare oo* di curve sopra una superficie F, un sistema
di curve su F dipendente razionalmente da k parametri, tale che per & punti
di F passi una curva del sistema (Cfr. la questione sulla linearita): un sistema
lineare oo per k>1¢ irreduttibile a meno di componenti fisse, se ogni
curva di esso non si compone di un certo numero p > 1 di curve d’'un fascio.

Pei sistemi irreduttibili 0" (cui ci riferiamo) si dira genere 7 il genere
della curva generica, grado n il numero delle intersezioni variabili di due
curve, dimensione 7 il numero dei parametri da cui dipende: stante la irre-
duttibilita sara >0, se r>1; anzin=7r—1.

Lo studio d’un sistema | C| che ha i nominati caratteri equivale a quello
proiettivo d’una superficie (trasformata della data) d’ordine 7, a sezioni iper-
planari di genere 7 in S, (che puo eventualmente esser multipla).

Cosi come dicesi normale una superficie di S, quando non ¢ proiezione
dello stesso ordine di un’altra appartenente ad uno spazio piu elevato, si
dira mormale un sistema oo |C| (r > 1) irreduttibile, non contenuto in un
altro pii ampio dello stesso grado.

Un sistema lineare irreduttibile di dimensione 7 > 1 sopra una superfi-
cie appartiene sempre ad un determinato sistema normale dello stesso grado.
Altrimenti «Una superficie o ¢ normale o ¢ proiezione di una superficie
normale dello stesso ordine proiettivamente determinatay.

+ Ogni proiezione di una superficie normale da una curva (che puo
anche esser composta di punti) ¢ normale.

+ Se |K| ¢ un sistema normale, |C’l ¢ un sistema contenuto parzial-
mente in esso, tutte le curve di | C’l hanno rispetto a | K| lo stesso sistema
normale residuo |C| (supposto irreduttibile di dimensione > 1).
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Si abbia su F un sistema lineare |Cl 0" (r > 1) irreduttibile di genere
m, e non contenente in sé alcun sistema oo~ ! di genere < 7 (cio¢ non
dotato di curve fondamentali proprie); se una curva K sega sopra una C
generica una serie residua della serie caratteristica (segata sulla C dalle altre
curve di |Cl), essa da sola, o insieme ad altre curve eccezionali gode della
stessa proprieta rispetto ad ogni altro sistema irr[eduttibile] su F. Se |Cl
ha curve fond[amentali] occorre che K goda di tale proprieta anche rispetto
ai sistemi residui di queste rispetto a |Cl.

Le curve K compongono un sistema lineare (ove esistano) e le compo-
nenti variabili di esse (curve canoniche) sono le sezioni dalla F d’ordine
n colle suplerficie] agg[iunte] ¥,,_, all'infuori delle curve singolari ed ecce-
zionali di F.

Poiché (secondo il Noether) F pu6 trasformarsi in guisa che ad una sua
curva eccezionale corrisponda un punto semplice, in generale F (supposta
di gen[ere] > 0) puo trasformarsi in una suplerficie| ¢ senza curve eccezionali
che assumiamo come tipo.

Allora dato su ¢ un sistema lineare di curve |Cl, una curva canonica
sega sopra una curva generica C un gruppo che aumentato del gruppo dei
punti base di [Cl ¢ residuo della serie caratteristica.

[Cl su ¢ dicesi puro se non ha purm base: la suplerficie] ottenuta facendo
segare dagli iperpiani le curve di |Cl ¢ senza curve eccezionali (proiettata
da punti esterni in S;).

+ Un sistema puro normale |1C| su ¢ & completo in quanto esso non
puo appartenere ad un sistema lineare di ugual genere su ¢: la superficie
trasformata facendo segare le curve di |C| dagli iperpiani d’un S, non ¢
proiezione da punti (non portanti lo staccarsi di alcuna curva) di una super-
ficie d’uno spazio piu elevato a sezioni dello stesso genere.

11

Sopra una suplerficie] F si consideri un sistema irr[eduttibile] |Gl oo?
almeno: se |Cl non ha curve fond[amentali] si dira aggiumto a | C| il sistema
di tutte le curve K, seganti sopra una C generica un gruppo canonico: le
K formano un sistema lineare; se 0’ C vengono segate dai piani di S; sulla
F d'ord[ine] 7 (non rigata) le K sono sezioni di suplerficie] aggliunte] v, _;.
Se ICI ha curve fond[amentali] (F ha p[un]ti multipli) imponiamo alle K
ulteriori condizioni rispetto a queste: se F ha il genere > 0 (come suppo-
niamo) le condizioni sono tali che



120 LUGLIO 1894

il sistema aggiunto a | Cl (dotato comunque di p[un|ti base sulla suplerfi-
cie] senza curve eccezionali ¢ trasformata di F) ¢ il sistema normale somma
di ICl, del sistema canonico e dei plun]ti base di C (sistema somma di
IC, | 1C,1... & il piu ristretto sistema contenente tutti i gruppi di curve
C G ..

La questione da decidere «quand’¢ che sopra una suplerficie] di gen[ere]
p >0 ogni sistema irrfeduttibile] 1Cl di genere 7 (e dim[ensione] = 2)
¢ tale che il suo agg[iunto] sega sopra una curva generica C la serie canoni-
ca completa» (ossia tale aggfiunto] ¢ of*™~!) viene risoluta dal seguente
teorema:

Si abbia una suplerficie] F di genfere] p > 0, d’ord[ine] 7 a sezioni di
gen[ere] 7, senza curve eccez[ionali] in S;; se le sue suplerficie] aggfiunte]
Y, sono 0?*27*7=2 (quante verrebbero indicate dalle formule di postu-
lazione di Noether” supposte valide dalle ¥, _, in su), ogni sistema di
gen[ere] p ha I'aggfiunto] di dim[ensione] p + p — 1 e quindi la ¢ ed ogni
sua trasformata d’ord[ine] 7 ¢ tale che le sue suplerficie] aggfiunte] d’ord[ine]
> m — 4, segano sopra un piano tutto il sistema delle curve aggfiunte] alla
sezione piana.

La F ha allora il genere geometrico uguale al numerico e viceversa.

Altre conseguenze:

Sopra una suplerficie] ¢ senza curve eccezionali, di gen[ere] geom|etrico]
= numlerico] ogni sistema dotato di punti base distinti (con molteplicita
arbitrarie) pu6 dedursi coll'imposizione di p[un]ti base da un sistema senza
plun]ti base (puro) o con soli pfun]ti base semplici (questo 2° caso puo
forse aver luogo eccezionalmente).

Restsatz ~ Sopra una suplerficie] ¢ di gen[ere] geoml[etrico] = num[erico]
senza curve eccezionali una curva C appartiene ad uz sistema completo
che vien segato da tutte le suplerficie] aggliunte] di arbitrario ordine pas-
santi per una intersezione residua di ¢ con una suplerficie] aggliunta] (di

quell’ord[ine]) per C.

1A%

Sopra una suplerficie] ¢ di gen[ere] p> 0 (geom[etrico] = num[erico))
la serie caratt[eristica] di un sistema puro normale ¢ completa, se tale ¢
quella del sistema canonico (o se il sistema canonico non ha serie carat-
t[eristica)). '

Sulla ¢ di gen[ere] p si abbia un sistema irr[eduttibile] puro normale
ICl di dim[ensione] 7, gen[ere] , grado n:
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sia |C| non contenuto nel sistema canonico ossia non speciale: per un
gruppo comune a due curve C passano 2p + w (lin[earmente] ind[ipendenti])
(w = 0) curve del sistema aggiunto: se ICIl ¢ speciale ed & oo’ ! il sistema
residuo di | C| rispetto al sistfema] canonico, ne passano invece 2p + w — i
(w=0). Si dira w la sovrabbondanza del sistema |C|. Si ha allora

T—l—-n+r=p+w—i

(=p+wsei=0cio¢ |Cl non speciale).
(Cfr. I'extension du t[h]éor[éme] di R[iemann] R[och] di Noether).?
La sovrabbondanza w ha un altro significato che rende ragione del suo
nome. Si faccia segare |C| sulla ¢ mediante sup[erficie] agg[iunte] (secondo
il Restatz) calcolata la dimensione virtuale p di |C| mediante le formule
di postulazfione] di Noether, si ha

r—p=w-—I.

La relazfione] prec[eden]te s’estende ai sistjemi] impuri.

\'%

Le curve fondamentali dei sistemi lineari hanno una influenza sulla sovrab-
bondanza w. La sovrabbondanza d’un sistema lineare diminuita dell’indice
di specialita i ¢ = del genere di ogni sua curva fond[amentale]. Seguono
alcuni corollari.

Del teor[ema] del prec[eden]te caplitolo] si fa un’applicazione alle for-
mule di postulaz[ione] che danno le varieta passanti per una suplerficie]
in S, (pel caso piu semplice).

Vi ¢ un numero (massimo) di p[un]ti doppi isolati che una suplerficie] di
gen[ere] > 0 puo acquistare in S; (carattere invariativo della sup[erficie]).

VI

Superficie in corrispondenza [1 ]: cosa corrisponde al sistema cano-
nico della 12 (estens[ione] del teor[ema] di Cast[elnuovo]).” Cenno sulle
involuz[ioni] razfionali] sopra una suplerficie].

! Enriques 1893f.

2 Cfr. Enriques 1896d; il «sunto» qui allegato da Enriques ne costituisce un primo
abbozzo.

? Cfr. p. 112, nota 1 a let. 100 (9.6.1894).
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* Cfr. Del Pezzo 1887.

" Picard 1889.

® In una lettera del 7 luglio 1894 Emile Picard chiese a Castelnuovo notizie sui lavori
dei geometri italiani riguardanti la teoria delle superficie algebriche per citarli in un articolo
di rassegna dei risultati recenti in matematica: cfr. Picard 1894 e la lettera di Picard ripor-
tata in Appendice (p. 659).

" Cfr. Noether 1871b.

¥ Cfr. Noether 1886b.

® Cfr. Castelnuovo 1891d, § 2.

108.
14 Luglio [18]94
Carissimo Castelnuovo

.Credo di capire la ragione dell’assurdo a cui arrivi applicando il teor[ema]
di Noether' sulle suplerficie] agg[iunte] alle curve gobbe. 1l sistema segato
su una F dalle aggfiunte] ¥, _ ; puo essere riduttibile, avendo le ¥, _; delle
ipermolteplicita nei p[un]ti mult[ipli] di F; allora la tua dimostraz[ione] va
modificata tenendo conto delle intersezioni ivi assorbite, e non conduce
piu al resultato. Se dunque non si hanno siffatte ipermolt[eplicita] la cosa
mi pare che vada, ed in ci6 mi conferma anche I'esame di ci6 che accade
nel piano.

Sembra dunque che per eliminare I'inconveniente basti ricorrere alle
suplerficie] trasflormate] senza p[un]ti mult[ipli] isolati: si noti che allora
I’aggliunto] non ha neppur esso curve fond[amentali]. Si avrebbe cosi sulle
suplerficie] di gen[ere] geom|etrico] = numlerico] O un sistema e tutti i suoi
aggliunti] a serie caratt[eristica] non speciale, e puo darsi che cio sia utile.

La dimostrazione che mi comunichi del teor[ema]’ sulla completezza
della serie carattferistica] ecc. ¢ molto semplice ed elegante: ne copio un
sunto per memoria e ti rimando il foglio.

Ti ho parlato della ricerca delle irrazionalita occorrenti per rappres|entare]
sul p[iajno una sup[erficie] raz[ionale].’ Queste sono molto semplici ove
ci si contenti di rappresentare la suplerficie] sopra un’involuz[ione] piana:
basta (pare) conoscere un plun]to della suplerficie]. Segue:

Una varieta contenente un fascio di suplerficie] raz[ionali] con una uni-
secante puo rappresentarsi sopra un'invjoluzione] di S; (quindi cid puo
sempre farsi se vi ¢ una rete di suplerficie] raz[ionali]).

In particolare x y 2 Vy(x y 2) dove ¥ ¢ del 4° gr[ado], possono
sempre esprimersi raz[ionalmente] per 3 parametri.

Ho fatto tardi anche oggi per impostare.

In fretta affettuosi saluti dal tuo

F Enriques
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" Cfr. Noether 1875.
 Cfr. p. 112, nota 1 a let. 100 (9.6.1894), in particolare il primo degli articoli ivi citati.
' A questo proposito si vedano p. 111, c.p. 99 (3.6.1894) e p. 113, c.p. 101
(14.6.1894).

109. [c.p.]
[Castiglione dei Pepoli] Domenica' [16 luglio 1894]

Carissimo Castelnuovo

Non ho qui la memoria di N[oether] e quindi non posso fare il calcolo
ma capisco che hai trovato la via giusta per decidere la capitale questione
della raz[ionalita] delle suplerficie]: bravo! Ne sono proprio contento.

Non tardare a pubblicare il tuo resultato’ a fine di non imporre alla
ricerca limiti non necessari parti da una suplerficie] con singfolarita] qua-
lunque senza p[un]t multfipli]. Ti comunichero la dimostrazione generale
della conservazione del genere numerico cosi potrai affermare che tutte le
suplerficie] di gen[ere] geom|[etrico] = numlerico] = O sono razionali. E poi-
ché ormai la mia modesta ricerca sulle irraz[ionalita] necessarie a rap-
pres[entare] tali suplerficie] non ha pili ragion d’esistere, puoi notare che
anche tale questione viene cosi risoluta e che per la rappres[entazione] sopra
una inv[oluzione] piana basta la conoscenza d’un p[un]to della suplerficie].
Sto mandando avanti con pazienza il mio lavoro’ sulle suplerficie] e spero
sottoporlo presto al tuo giudizio.

Ti saluto con pit vivo affetto e sincero entusiasmo.

Tuo aff.mo
F Enriques
' Dal timbro postale risulta la data del giorno successivo, lunedi 16 luglio.

® Cfr. p. 112, nota 1 a let. 100 (9.6.1894).
Ennques 1896d.

110.
17 Luglio [18]94
Carissimo Castelnuovo

Ti mando le form[ule] di post[ulazione] di N[oether]."

Non potrai dimostrare che tutto il 2° aggfiunto] al sistema delle sezioni
piane di F” ¢ segato dal sistema delle suplerficie] @"* + o™ 3),; perché
cio non ¢ vero sempre. Ma trasforma prima la suplerficie] in una con sola
curva doppia e p[un]ti 3-pli (3-pli per essa): allora tutte le suplerficie] di
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arb[itrario] ordine aventi la curva 2-pla come 2-pla segano sulla F” un
sistema normale: segue dal mio Restsatz sotto la nuova forma (piu gene-
rale) che ora gli do, adoperando la considerazione che ti serve a stabilire
la completezza della serie caratt[eristica] d’un sistema di curve piane.

Con cio0 sembra anche a me che la questione sia risoluta* e te ne ripeto
1 pit caldi mirallegri.

Quanto a cio che ti dicevo nella lettera (prec[eden]te all'ultima carto-
lina)? basta fare la seguente osservazione.

Se F ¢ una suplerficie] raz[ionale], I'ultimo aggfiunto] al sistema delle
sez[ioni] piane ¢ un fascio di curve raz[ionali], o un fascio di curve ellitti-
che, o una rete (almeno) di curve ellittiche. Il fascio proviene (si puo sup-
porre) da una rete (almeno) di genere due. Ora per rappresentare sopra
una inv[oluzione] una suplerficie] contenente una rete (almeno) di curve
iperellittiche o ellittiche (secondo il tuo metodo o il mio pei sistemi almeno
0’ di curve iperell[ittiche]) basta appunto conoscere un plunjto della
suplerficie]: infatti dato un p[un]to si ha un fascio di curve ip[erellittiche]
per esso e una curva razionale C che viene razionalmente rappresentata
sul fascio: ogni p[un]to di C da luogo ad una curva raz[ionale] che viene
razionalmente rappresentata sopra il fascio per esso, onde la suplerficie]
viene razfionalmente] rappresentata sulla rete (noto il p[unjto O). E chiaro?
Se poi sopra una varieta si ha una rete di suplerficie] raz[ionali] il fascio
individuato da un p[un]to ha una unisecante onde ecc.

Ho ricevuto dall’Istituto lombardo le bozze della mia nota® «Sui fon-
damenti della G[eometria] Proiettiva]».

Mi dispiace di non averci pensato prima: potevo forse aiutarti nella rela-
zione per Picard.*

Affettuosi saluti
tuo

F Enriques

[P.S.] Ti pregherei di indicarmi i n[umer]i delle p[a]g[ine] dello Staudt
italiano’ dove sono le note di Pieri relative al teor[ema] fond[amentale].

* Si trova infattt 7”7 — 7' < 7' — 7 — 1 (salvo errore)

' Cfr. Noether 1871b.
2 Cfr. p. 122, let. 108 (14.7.1894).
Ennques 1894d.
* Cfr. p- 122, nota 6 a let. 107 (13.7.1894).
S Chr. la traduuone italiana a cura di Mario Pieri di Staudt 1847.
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111 [c.p]

Carissimo Castelnuovo

[Castiglione dei Pepoli] 22 Luglio [18]94

Mi dispiace delle nuove difficolta che vai trovando nella questione delle
suplerficie] raz[ionali]. Sarebbe proprio strana I'esistenza di suplerficie] di
gen(ere] O aventi delle suplerficie] ¥,,_5 e non delle ¥, _,; tuttavia non
mi meraviglierebbe. Guarda un po’ se fosse tale una suplerficie] del 6°
ord[ine] avente come doppi i 6 spigoli d’un tetraedo (se esiste)?"

Io seguito lentamente a scrivere il lavoro® sulle suplerficie], incontrando
sempre numerose difficolta di dettaglio. Ho furia di finirlo per redigere
il lavoro promesso a Noether:’ te lo mandero allora e lo riprenderd prima
di pubblicarlo.

Quanto alle osservaz[ioni| sulle suplerficie] razfionali] potro farne una
notina* pei Math[ematische] Annlalen], ma ¢ meglio che aspetti prima i
resultati delle tue ricerche piu generali.’

Affettuosi saluti tuo

F Enriques

! L’esempio qui suggerito (la «superficie di Enriques») ¢ discusso in Castelnuovo
1896b, 328 e in Enriques 1896d, 294.

? Enriques 1896d.

3 Enriques 1895d; cfr. p. 85, let. 74 (5.4.1894) e p. 90, let. 78 (12.4.1894).

4 Enriques 1897a; cfr. anche p. 111, nota 3 a c.p. 99 (3.6.1894).
5 Cfr. Castelnuovo 1896b e p. 112, nota 1 a let. 100 (9.6.1894).

112. [c.p]
[Castiglione dei Pepoli] 28 Luglio [18]94

Carissimo Castelnuovo

Ho piacere che quell’esempio vada bene ma ¢ singolare che si trovi tanta
difficolta a costruire altri esempi, coi quali si dovrebbe provare che esi-
stono superficie di gen[ere] O dotate d’'un numero grande quanto si vuole
di ¥,,_3. Ci ho pensato un po’ ma s’incontra la difficolta di provare esi-
stenza di tali ¥,,_;. La proprieta invariantiva delle sezioni di queste si
prova come nelle mie « Ricerche»' quella delle curve canoniche.

Quelle mie considerazioni sull’irraz[ionalita] da cui dipende la rappre-
slentazione] d’una suplerficie] non sono giuste, perché i nostri metodi pei si-
stemi iperellittici (i quali darebbero la rappresentazione accennata) non valgo-
no cio¢ forniscono soltanto delle dimostrazioni per assurdo, come notammo.

Affettuosi saluti tuo

F Enriques
! Enriques 1893f.
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113.
1 Agosto [18]94
Carissimo Castelnuovo

Anch’io sono stato leggermente indisposto in questi giorni e sebbene si
tratti d’un disturbo da nulla, ci6 ¢ stato sufficiente per impedirmi di studiare.

Un pliaJno 2-plo con curva limite C,, dotata di 7 p[un]t 2i-pli ¢ di
genere O se non vi sono curve C,_; aventi quei p[un]ti come (i, — 1)-pli:
basterebbe (ma non ¢ necessario) che esistesse per qualche p[iajno 2-plo
di tal natura una C,,_¢ con quei p[un]ti 2(i,— 1)-pli. Ma puo darsi che
anche senza di cio la suplerficie] immagine di genere O abbia delle curve
invariantive (chiamiamo cosi per intenderci quelle appartenenti al sistfema]
che dovrebbe esser 2-plo del canonico), giacché non ¢ detto che esse deb-
bano appartenere all'involuzione I, sulla suplerficie].

Se la curva limite del plia]no 2-plo ha singolarita piu elevate la cosa
si complica, ma pare che 2 p[un]ti 3-pli % [infinitamente] vic[ini] impon-
gano il passaggio alle C,_; e il contatto colla t[an]g[ente] alle C,,_ s imma-
gini di curve invariantive appartenenti alla I,.

Ho almanaccato un po’ coi plia]ni 2-pli e credo d’averne trovato uno
che serve d’esempio pel nostro scopo, ma poco interessante perché vi e
una C,, 4. La questione interessante ¢ di trovare suplerficie] di gen[ere]
0 con un numero grande di curve invariantive.

Pare che un tacnodo d’una suplerficie] F, imponga il passaggio alle
V¥, 4 (aggliunte]) e il contatto col plia]no t[an]g[ente] alle ¥,, 4. Si potreb-
bero allora ottenere degli esempi dalle suplerficie] dotate di tacnodi. Cosi
pare che esista una Fy con 10 tacnodi non appartenenti ad una F,, per
la quale vi sarebbero oo curve invariantive, e cosi via.

Merita anche di fissare I'attenzione sul fatto molto probabile, che esistono
delle suplerficie] di genlere] 1 dotate di infinite curve invariantive: io dubito
che su tali suplerficie] (se esistono) le curve eccezionali sieno razionali (cio
che contraddirebbe al Noether), o almeno la curva canonica sarebbe spezzata
in una curva composta (di curve razfionali]) avente il genere > 0. La supler-
ficie] non dovrebbe quindi potersi trasformare in una senza curve ecceziona-
li; altriment la suplerficie] di gen[ere] O suo caso particolare sarebbe razionale.

Tutto quanto ti ho scritto ¢ allo stato di ipotesi; bisogna esaminar bene
quelle suplerficie] con tacnodi, giacché sarebbe un bel modo di procurarsi
esempi di suplerficie] di gen[ere] O con quante si vogliono curve invarian-
tive. D’altronde noi non possiamo ragionare di suplerficie] con curve 2-ple
perché queste vanno complicandosi troppo rapidamente; invece le suplerficie]
con soli p[un]ti multipli riescono di trattazione piu facile.
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Le curve invariantive possono forse costituire un elemento molto importan-
te nella teoria delle suplerficie], avendosi anche in suplerficie] di gen[ere] < 0.

Affettuosi saluti
tuo aff.mo

F Enriques

114. [c.p]
[Castiglione dei Pepoli] 2 Agosto [18]94
Carissimo Castelnuovo
Ripensandoci mi pare che tutte le sup[erficie] con soli p[un]ti multipli
isolati di gen[ere] 0, posseggono curve invariantive appena che le moltepli-
cita di essi soddisfano ad una disuguaglianza. Cosi tenendosi alle suplerfi-
cie] di gen[ere] O con p[un]ti di molteplicita assai bassa si avrebbero esempi
di suplerficie] di gen[ere] O con quante si vogliano curve invariantive. Pero
la questione di teoria dei numeri a cui conduce la relativa discussione &
assai difficile. Guarda di fare anche tu il conto delle costanti; se non si
potra decidere quali sieno le suplerficie] di gen[ere] O dotate di curve inva-
riantive (in dato numero) si pu6 probabilmente vedere che ce ne sono al
di la di certi limidi.
Affettuosi saluti tuo
F Enriques

115. [c.p]
Castiglione dei Pepoli 13 Agosto [1894]
Carissimo Castelnuovo

Sono stato qualche giorno fuori di qua, alle Filigare, per trovare il prof.
Pincherle; tornato qua trovo la tua lettera. Il nuovo esempio di suplerfi-
cie] di genlere] O con curve bicanoniche' ¢ interessante: rimane per6 sem-
pre la questione se (come si prevede) esisteranno suplerficie] di gen[ere]
0 con un numero grande quanto si vuole di curve bicanoniche.

Spero rimetter presto il tempo perduto nei giorni passati, e vorrei pel
Settembre quando ti occorre, aver dato I'ultima mano al mio lavoro sulle
suplerficie]* (nonché a quello per Nfoether]® che ¢ quasi finito di redigere).

Scrivimi I'indirizzo del tuo soggiorno alpino e divertiti.

Affettuosi saluti dal tuo

F Enriques

! Cfr. Castelnuovo 1896b, 330-32.

2 Enriques 1896d.
} Enriques 1895d.
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116. [c.p]
[Castiglione dei Pepoli] 18 Agosto [18]94

Carissimo Castelnuovo

Cio che mi scrivi ¢ interessante e potra servire a andare piu innanzi in
molte questioni relative alle sup[erficie]. Prevedevo che il sistema bicano-
nico non fosse tutto segato (in generale) dalle y,,_4: c16 avra riscontro
nel fatto che il 2° aggfiunto] al sistema delle sezioni piane di F, non sara
sempre segato tutto dalle v,,_,; ma la cosa vale (come ti accennavo) se
F, ha soltanto curva doppia e quindi per la tua dimostrazione' relativa
alle suplerficie] di genlere] O ti converra preventivamente trasformare la
suplerficie] in una con curva 2-pla soltanto.

Qui 1 divertimenti si succedono: gite, cavalcate, balli..., ed io rimango
stanco in guisa che il mio lavoro? pei Math[ematische] Annfalen] non ¢
ancora finito; lo sara pero tra breve. Per fortuna la stagione ¢ qui vicina
al suo termine, sicché potro presto rimettermi con maggior lena al lavoro?
sulle suplerficie] di cui anche il S[egre] mi domanda.

Affettuosi saluti tuo

F Enriques

' Cfr. p. 112, nota 1 a let. 100 (9.6.1894).
2 Enriques 1895d.
3 Enriques 1896d.

117. [c.p]
[Castiglione dei Pepoli] 23 Agosto [18]94

Carissimo Castelnuovo

Finalmente ho ultimato il manoscritto del lavoro' pei Math[ematische]
Annlalen]! Te lo mando se vuoi darvi una scorsa. La parte riguardante i
tuol ultimi resultati, I’ho redatta a memoria avendo dimenticato la tua
nota’ a Firenze. Mi dirai se vuoi farvi delle modificazioni.

Scrivimi a lungo di cio che vai facendo sulle suplerficie] che molto m’in-
teressa e compatisci la mia pigrizia epistolare degli ultimi tempi: sono sem-
pre in gite; anche ieri tutto il giorno fuori; sono gli ultimi resti della sta-
gione che ci godiamo, giacché in questi giorni molti sono andati via ed
altri partono alla fine della settimana.

Io pero mi trattengo fino a meta di Settembre almeno: il tempo ¢ bel-
lisstmo e non troppo fresco.

Giacché non t sei trattenuto a S. Martino dovresti venir qua una setti-
mana: non troverai le bellezze alpine, ma un buon soggiorno estivo e...
staremo un po’ insieme. Se ti persuade il progetto vieni via subito, o avvi-
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sami se invece che colla corriera vuoi venire con un legno® dal Sasso (sta-
zione dopo Bologna). Che bella cosa se potessimo essere riuniti per qual-
che giorno!
Affettuosi saluti tuo
' F Enriques
! Ennques 1895d.

2 S tratta probabilmente di Castelnuovo 1894d.
3 Intendi: una carrozza.

118.
24 Agosto 1894
Carissimo Castelnuovo

Che «due forme di 1* specie in una di 22 abbiano un elemento comune»
¢ una conseguenza dei 4 post[ulati] della pg. 4 della mia nota.! Dimostro
pler] e[sempio] che due rette in un piano hanno un p[unjto comune. Per
cio basta far passare per ciascuna retta un pliano distinto dal 1°; i due
pliani si segano secondo una retta che incontra il 1° p[ialno in un punto
comune alle 2 rette.

Le cose che mi scrivi sono molto interessanti: come dimostri il teorema
pr01ett1vo che presi A + 1 piani per una retta a (A differenza tra i 2 generi)
e su clascuno una aggiunta d’ordine z — 3 alla sezione di F,,, le A+1
aggiunte appartengono ad una @,_; , 5 aggiunta ad F, di cui ¢ ¢ A-pla?

Redigendo prima questo lavoro? sulle suplerficie] con 2 diversi generi
potrai metterci come corollario il teorema sulla completezza della serie carat-
teristica d'un sistema lineare che possiede il sistema aggiunto: questo, se
non erro, ti occorre anche per le sup[erficie] di gen[ere] O: intanto io avrd
piacere di questo ritardo non avendo ancora finito la redazione della mia
memoria,’ del cul resultato fondamentale (conservazione in tutti i casi del
genfere] numerico) ¢ probabile ti convenga servirti.

Oramai spero non trovare altre difficolta in questo lavoro di cui ho rico-
minciato ad occuparmi, e se smettono un po’ le distrazioni conto di finirlo
presto. Ma in ogni caso non ho perso il tempo in tante passeggiate e gior-
nate all’aria aperta, facendo provvista di salute.

Aspetto domani la risposta alla mia ultima cartolina; risposta che mi
auguro affermativa e che potrebbe anche consistere nella tua venuta. Che
bella cosa sarebbe!

Se anche non ti sei deciso, deciditi. Sono giornate calde ed anche a Vene-
zia la temperatura deve essere molto elevata come mi dicono sia a Bologna.

Affettuosi saluti

dal tuo

F Enriques
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' Enriques 1894d, 143.
? Castelnuovo 1896a; cfr. anche p. 112, nota 1 a let. 100 (9.6.1894).
3 .

Enriques 1896d.

119. [c.p]
[Castiglione dei Pepoli] Mercoledi 29 Agosto [18]94

Carissimo

Grazie della rapidita con cui hai riveduto il manoscritto' che ti riman-
dero al piu presto.

Mi rincresce che tu non possa venire ora qui, ma non rinunzio al pia-
cere di averti e ti propongo un altro progetto. Invece di andare a Torino
in Ottobre potresti andarvi a Settembre passando da Bologna: ti c’entre-
rebbe allora una scappatina qua dove io mi tratterrd probabilmente tutto
il mese venturo.

Il Fano mi scrive a proposito della mia nota’ dell'Ist[ituto] lomb[ardo]
che a lui sembra che la mia dimostrazione del teor[ema] «esiste un gruppo
armonico di 4 elementi distinti» valga appena si ammetta che esistono piu
di 3 elementi in una forma di 1* specie; ma a me ci6 non pare.

Lo stesso Fano mi dice che al Noether interesso il fatto che esistono
suplerficie] di gen[ere] O non raz[ionali], come disse a lui stesso ad Erlangen.

Affettuost saluti
tuo

F Enriques

' Si tratta del manoscritto di Enriques 1895d.
? Enriques 1894d; cfr. anche p. 113, nota 2 a c.p. 101 (14.6.1894).

120. [c.p]
[Castiglione dei Pepoli] 31 Agosto [18]94
Carissimo Castelnuovo

L’osservazione da te fatta nell’ultima cartolina che cio¢ «le sup[erficie]
hanno il gen[ere] num[erico] = geomletrico] se le aggfiunte] ¥, _; segano
la serie completa sopra una sezione piana» mi colpi fin da principio come
uno dei punti salienti del tuo resultato, ma forse non te ne parlai perché
mi parve cosa evidente. Era naturale del resto che cosi dovesse sembrare
a me avendo pensato appunto a quella questione.

Il Bert[ini] mi scrive da Chiavari ponendo in dubbio che i resultati di
Kobb' diano la trasformabiliti di una sup[erficie] in una con sola curva
2-pla e p[un]ti 3-pli per quanto riguarda il mandar via le curve multiple;
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ammette la cosa pei p[un]ti multipli relativamente ai quali gli ho comunica-
to il ragionamento diffuso. Io pero non vedo differenza essenziale tra i due
casi. Inoltre egli insiste per la trasflormazione] con trasflormazioni] Cremo-
niane. Forse anche questa potra darsi con trasflormazioni] di De Paolis.”

Aff mo
F Enriques

' Kobb 1892; cfr. anche p- 101, let. 89 (3.5.1894).
2 G tratta di trasformazioni cremoniane monoidali: cfr. De Paolis 1875.

121. [c.p/]
Castiglione [dei Pepoli] 8 Settembre [18]94
Carissimo Castelnuovo

Scusa il mio silenzio motivato da una gita che ho fatto a Livorno dove
mi sono trattenuto qualche giorno.

Non capisco bene il nuovo ragionamento con cui si dimostrerebbe (parmi)
che sempre le suplerficie] aggiunte ¥, _, segano sopra un piano il sistema
completo. Ho introdotto nel manoscritto! tutte le modificazioni che mi
hai suggerito, tranne la citazione relativa alle suplerficie] di Veronese (si
deve dire di Cayley-Veronese?) di cui anche il Fano mi ha scritto: aspetto
a maturarla di sentire in proposito anche il S[egre], e I'introdurro sulle
bozze.” Intanto mi pare inutile rimandarti il manoscritto che ho gia tar-
dato a mandare al Noether: se vuoi potro mandarti un giorno le bozze.

Affettuosi saluti
tuo

F Enriques

"I riferimento ¢ al manoscritto di Enriques 1895d.
2 Cfr. Enriques 1895d, 183, nota 27.

122.
12 Settembre 1894
Carissimo Castelnuovo

Anch’io ho trovato un intoppo nella questione di stabilire per suplerfi-
cie] con singfolaritd] qualunque (indipendentemente dalle formule di postu-
laz[ione]) che le aggfiunte] d’ord[ine] assai alto segano sopra un piano il
sistema lineare completo, perché tale dimostrazione importa assai pel mio
scopo. Credo di esser riuscito alla soluzione del problema nel seguente modo
che ti sottopongo.
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Consideriamo in un piano generico o una qualunque C,_, aggfiunta]
alla sezione di F,: si prenda in « una retta generica @ e su questa si fis-
sino gli #z—2 punti sezioni di C,_,, si fissino inoltre 7 rette generiche
nello spazio incontranti C,_,. In ogni altro piano per a resta fissata una
C,-, che incontra le 7 rette e passa per gli # — 2 p[un]ti su a; questa
genera al variare del piano per @ una ¥,,_,,, (b= 0) aggliunta] a F,. Cosi
si vede che (essendo b un certo numero pur grande ma determinato) le
V245 aggliunte] ad F, segano su « un sistema lineare contenente tutte
le curve composte di una C,_, e di una retta contata b volte. Dico che
questo sistema ¢ quello completo delle C,_,.. , aggliunte] alla sezione di
F,. Comincio dal notare che il residuo di C,_, rispetto al sistema conte-
nendo tutte le rette b-ple contiene (?) tutte le curve d’ordine b. Allora il
residuo d’una retta (b — 1)-pla risp[etto] al sistema contiene tutte le curve
composte d'una C,_, e d’una retta e pero tutte le C,_, (Ricerche' lemma
pg. 33-34) e cosi via.

Ti par giusto questo ragionamento? e, se sta bene, non dovrebbe vedersi
la cosa piti semplicemente?

Il ragionamento non considera il caso di p[un]t multipli isolati per F,,
ma questi non danno noia perché impongono un numero di condizioni
cost[anti] (risp[etto] ad b) alle ¥,,_, , aggliunte] ad F,.

Ho spedito al Noether il lavoro® pei Math[ematische] Annlalen].

Il Fano mi ha comunicato il titolo del lavoro di Cayley’ dove si trova
un cenno della suplerficie] di Ver[onese].

Lo stesso Fano mi comunica alcune sue osservazioni sui principi della
Gleometria] Pr{oiettiva).* Trovo interessante quella che il mio post[ulato]
VI relativo al carattere proiettivo degli ordini naturali’ esclude (ove non
sia gia detto prima) che la retta contenga un numero finito di p[un]t.

Affettuosi saluti
tuo

F Ennques

' Cfr. Enriques 1893f, 68.

? Enriques 1895d.

} Cayley 1868a.

4 Cfr. p- 113, nota 2 a c.p. 101 (14.6.1894).
’ Cfr. Enriques 1894d, 149.

123. [c.p]
[Castiglione dei Pepoli] Sabato [15 settembre 1894]
Carissimo Castelnuovo
Anch’io sono un po’. sorpreso della tua risposta perché proprio ora ti
assalgono gli scrupoli per un ragionamento (relativo alla generazione delle
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suplerficie] agg[iunte]) che abbiamo usato io continuamente nelle «Ricer-
che»' e tu per le sup[erficie] a sezioni ellittiche” ecc. Ma anche a me (ten-
tando di spiegare tutto) si era presentata la stessa difficolta che avevo supe-
rato in un altro modo piti complicato: percid anche prima nel mio lavoro’
(dove occorre sempre) se tu lo permetti, adottero il ragionamento piti sem-
plice che mi suggerisci (citandoti).

Ci metteremo completamente d’accordo e appena potrd ti mandero qual-
che foglio (sono giusto quelli che ti occorrono, che occorrono ora anche
a me). Soltanto compatisci il ritardo perché quelle questioni delicate esi-
£ONo un esame maturo: invero vorrei ora estendere 1 miei resultati ai sistemi
con curve fond[amentali] qualsiasi (anche infinitamente vicine) e definire
per essi il sist{ema] agg[iunto] mediante il mio teor[ema] funzionale. Credo
di potervi riuscire. Da quel teor[ema] funzionale segue anche I'invarianti-
vita delle curve can[oniche] e bican[oniche] (che direttamente non viene).
Anche di questo resteremo d’accordo.

Affettuosi saluti Tuo

F Enriques

! Enriques 1893f.

? Cfr. Castelnuovo 1894c.
* Enriques 1896d.

124.
21 Settembre [18]94
Carissimo Castelnuovo

In questi giorni ho faticato molto per estendere la definizione di sistema
aggiunto pei sistemi dotati di curve fondamentali infinitamente vicine, ma
con poco costrutto; allo scopo si riesce pero indirettamente come ora ti diro.

Ti ho accennato pili volte al mio teor[ema] cosi detto funzionale. Esso
consiste in cid. Se 1C, 1, |C,| sono due sistemi (o almeno) su F, 1K, |,
IK,| i risplettivi] aggiunti, |C, + K,| o IC, + K, | all'infuori di curve
fond[amentali] improprie risp[ettivamente] di |C, |, 1C,| sono I'aggiunto
a IC, + G, |. (Le curve fond[amentali] di |Cl, le dico proprie se staccate
dalle C producono un abbassamento nel genere: corrispondono allora a
plun]ti multipli isolati).

Dal nominato teor[ema] segue (all'infuori di componenti fisse)

IC, +K,1 = IC, + C,| = |IK, — C,| = IK, - C,|

(invariantivita del sistema canonico): moltiplicando per 2 si ha quelle del
sistema bicanonico.
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Pero al teor[ema] funzfionale] prec[eden]te io pervengo soltanto colla

restrizione che 1C;l, 1C,| non abbiano curve fond[amentali] proprie,
onde i sistemi ipoaggiunti si confondono cogli aggliunti] (adottiamo la parola
ipoaggliunto}?).

Per estenderlo agli altri casi, pud farsi cosi. Sia |C;| un sistema dotato
comunque di curve fond[amentali] fra le sue ipoagg[iunte] ve ne sono alcune
che insieme alle C, costituiscono curve ipoaggliunte] o aggfiunte] del
sistfema] |C, + C,| (il quale come [C,| non ha curve fond[amentali] pro-
prie): se |C;| ¢ un altro sistema come |G, | si provera che le dette curve
K, hanno la stessa proprieta rispetto] a |C;| (e quindi meritano il nome
di aggiunte a |C, 1), nel modo seguente. Le K, + C, sono ipoaggliunte]
o aggliunte] a 1C, + C,|; K, + C, + C; sono aggliunte] a I1C, + C, + C;1;
togliamo C,, resta K, + C; aggfiunta] a IC, + C;l. c.d.d.

La conservazione del genere numerico segue poi dal teor{ema] funz[ionale]
come nelle Ricerche,' proprio collo stesso ragionamento, perché ivi il fatto
che sopra una suplerficie] di gen[ere] > 0 il sist{ema] aggfiunto] a |Cl si
ottenga sommando |C| al sistfema] can[onico] (e a p[un]ti base), viene appun-
to utilizzato nel senso di trarne (implicitamente) quel teor{ema] funz[ionale].

Addio in fretta; saluti affettuosi
dal tuo

F Enriques

! Enriques 1893f, 64.

125 [c.p]
[Castiglione dei Pepoli] 25 Settembre [18]94
Carissimo Castelnuovo

Per le suplerficie] ipoaggiunte con assegnate molteplicita nei p[un]ti mul-
tipli d’una suplerficie] F io non introduco alcun nome speciale (almeno
per ora) giacché non mi occorre che una sola volta di considerarle. Intro-
duco invece altri nomi (per brevita) ipoaggiunte di rango 7 rispletto] a |1C|
chiamo le curve segate su F, dalle ¥, _; ., (essendo o’ C sezioni piane di
F,): iperz'rreduttibile chiamo un sistema " che non possiede o’ ™' curve
spezzate né ha curve fond[amentah] proprie (il tuo teor[ema] fissa la condi-
zione occorrente pe1 sistemi semplici). Ti persuadono questi nomi? Del resto
spero inviarti a giorni una parte del manoscritto' che devo pero esami-
nare ancora minutamente.

Il trattato tedesco di G[eomema] Descr[lttlva] di cui parlai con te (e
con altri) non ¢ il Peschka® ma il nome mi sfugge.

Affettuosi saluti tuo aff.mo
F Enriques

|
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[P.S.] Presto tornero a Firenze: te lo avviserd con precisione.

' Si tratta del manoscritto di Enriques 1896d.
? Peschka 1883-85.

126. [c.p.]
[Firenze] 3 Ottobre [1894]
Carissimo Castelnuovo

Ho piacere della tua prossima venuta: ci vedremo dunque fra pochi giorni.
Ed allora spero anch’io di poterti lasciare il manoscritto del mio lavoro'
che come «la novella dello stento che dura tanto tempo» non viene mai
a termine. Vengono sempre fuori delle questioncelle minute che mi obbli-
gano a ritornare sul gia fatto. Del resto mi immagino che anche tu trovi
delle difficolta analoghe per il tuo lavoro.? Dove hai intenzione di pub-
blicarlo? Se tu volessi darlo agli Annali di Mat[ematica] si potrebbe farlo
uscire insieme al mio nello stesso fascicolo.

Il trattato di Descrlittiva] di cui ti domandavo ¢ precisamente il
Wiener.}

Addio, affettuosi saluti tuo

F Enriques

[P.S.] Indicami a suo tempo il giorno preciso del tuo arrivo e nel rego-
lare i tuoi impegni qui guarda di fare in modo da lasciare per me il mag-
gior tempo possibile.

"' Si tratta del manoscritto di Enriques 1896d.
2 Cfr. gli articoli di Castelnuovo citati a p. 112, nota 1 a lec. 100 (9.6.1894).
* Wiener 1884-87.

127. [c.p.]
[Firenze] 7 Ottobre [18]94
Carissimo Castelnuovo

Ho ricevuto lettera e manoscritto ed oggi la cartolina: a quel ragiona-
memto ho rimediato in altro modo.

Ho cominciato a rivedere il tuo manoscritto,' un primo esame gene-
rale che mi ha fatto acquistare un’idea assai esatta del lavoro; mi riserbo
ora a compiere I’esame critico tenendo conto di tutte le minuzie. Il resul-
tato a cui giungi ¢ molto bello ed anche il concetto generale ¢ assai sem-
plice, ma nello sviluppo s'incontrano vari punti, forse irrimediabilmente,
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faticosi pel lettore, e capisco quanta fatica debba averti costato la redazione
di essi.

La trasformabilita delle sup[erficie] in una con sing[olarita] ord|[inarie]
(senza sin[olarita] in un iperspazio) occorre anche per la conservazione dei
due generi. Cosa contiene la nota di Nother? dei Gottinger Nachrichten
sulle suplerficie] agg[iunte]? La definizione di esse ¢ ancora un punto che
mi tiene in dubbio.

Affettuosi saluti tuo

F Enriques

[P.S.] L'ipoaggiunto di rango r > [assai] alto ad una rete C sega su
C la serie completa.

' Cfr. p. 112, nota 1 a let. 100 (9.6.1894).
? Noether 1871a.

128.
8 Ottobre [18]94

Carissimo Castelnuovo

Ti dicevo ieri che il sistema ipoaggiunto di rango  assai alto ad un sistema
non semplice (per esempio una rete) ICI sega su C la serie completa. Ecco
come si dimostra.

Sieno &, 6, 6, ...1 difetti di completezza della serie segata su C dalle
curve ipoagg[iunte] di rango 0, 1, 2, ... Allora s ha 6, + 6, + 6, + ... <
< p, — pn (diffferenza] dei genleri] della suplerficie]), perché le ipoaggiunte
di rango s a |Cl lo sono di rango 0 per IsCl. In conseguenza i sistemi
lineari successivi ipoagg[iunti] di |C| da un certo punto in poi segano su
C la serie completa (senza che possa dirsi esser cio per 7 + 1 se € per 7).
Ed allora (notato che tali ipoagg[iunti] sono semplici) si puo effettivamente
applicare il processo di pg. 44 delle « Ricerche»' e trarne la deduzione che
volevi estendente 1 tuol resultati.

Non ti consiglio pero a occuparti come il sistema ipoagg[iunto] di rango
r alla rete |C| su F venga segato da (particolari) sup|erficie] ipoagg[iunte]
ad F ove le C sieno sezioni piane di una stella su F: cio ti porterebbe a
delle restrizioni inutili.

Una osservazioncella permette di dedurre dai tuoi resultati un fatto che
da lungo tempo avevamo intuito ma non dimostrato; cio¢ «Sopra una
suplerficie] F di gen[ere] geom|[etrico] = numl[erico] ogni fascio € razio-
nale».? Anzitutto si osservi che (come su F) anche sopra ogni F’ in cor-
rispondenza [1, m] con F (involuz[ione] su F) un sistema normale ha la
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serie caratt[eristica] completa: tanto segue (se non erro) colla tua dimostra-
zione del lavoro’ dei Math[ematische] Annlalen]. In conseguenza F’ ha
il gen[ere] geoml[etrico] = numl[erico]. Ma se F contenesse un fascio
irraz[ionale] sarebbe riferibile ad una rigata irrazionale multipla, onde ecc.

Ho pensato, per perdere meno tempo, di mandarti la 12 parte del mio
lavoro,* che pero non ti interessa: nondimeno se potrai gettarci un’oc-
chiata in questi giorni sara tanto di guadagnato. Troverai rifatta con metodi
piu semplici la teoria dei sistemi normali, e confrontando colle «Ricerche»
vedrai che vengono stabiliti dei teoremi pit generali (cfr. pler] e[sempio]
il Restsatz): di curve aggiunte nel manoscritto non si parla ancora. Vedi
di qui che il lavoro avra una mole discreta.

Affettuosi saluti
tuo

F Enriques

! Enriques 1893f, 81.

2 Cfr. Castelnuovo 1896a, 360.
3 Castelnuovo 1894a.

4 Enriques 1896d.

129.

16 Ottobre [18]94
Carissimo Castelnuovo

Sono stato stamani in biblioteca ed ho letto le note dei Comptes ren-
dus di Picard e Poincaré (1884-86) sugli integrali di diff{erenziali] totali.!
Nulla di nuovo: pero bisogna vedere la memoria di Picard nel Journal de
Liouville (84-86)” e quella di Noether nei Math[ematische] Ann][alen];’
nessuno dei due giornali si trova qui.

Quanto alle cose che ti accennavo ieri sera eccole in breve.

Sieno I} I, ... 1, p integrali di Picard (di 1* specie) sopra una super-
ficie F: essi sono integrali ab[eliani] sopra ogni curva C di F. Se su una
particolare C non sono linearmente indipendenti, un integrale I = \, I, +
+ ... + N\, 1, non identicamente cost[ante], sara cost[ante] su C. D’altronde
dico che le curve I = cost formano un fascio (ma in generale non di curve
algebriche): le curve del fascio si ottengono integrando I’equazione

P+9/0=0 derivata di [=[Pdx+ Qdy= cost, y = y(x).

Se le I = cost non formassero un fascio, partendo da un p[un]to di F
con un valore di I si arriverebbe ad ogni altro p[un]to collo stesso valore,
mentre I non ¢ cost[ante] su F. Ora le curve C (I = cost) supposte algebri-
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che formano un fascio irraz[ionale]; infatti I viene allora ad essere un inte-
grale abeliano sopra I'ente o' che ha per elementi le curve C del detto
fascio.

Si deduce: Sopra una suplerficie] con p integrali di Picard, ogni fascio
lineare di curve ha il genere = p. Pili in generale ogni fascio di genere 7
ha il genfere] =p — .

Inversamente si abbia sopra una suplerficie] un fascio irrazfionale] di
genlere] . Sia I un integrale ab[eliano] dell’ente o' delle curve del fascio;
considerando I come funzione dei plun]ti della suplerficie] F (che ha le
curve del fascio come curve di val[ore] I = cost), si ha su F un integrale
di Picard. Invero sopra le curve y = cost, I ¢ un integrale appartenente
all'involuzione segata dal fascio sulla curva, onde (pel teor[ema] di Abel-

Hurwitz)* ¢ un integrale ab[eliano] della curva; si ha quindi % =P
dove P ¢ algebrico; parimenti % =Q, onde I = [Pdx + Qdy; inoltre

I ¢ ovunque finito e continuo.

Dunque: Sopra una suplerficie] senza integrali di Picard ogni fascio ¢
lineare.

Si ha anche il seguente resultato: Se sopra una suplerficie] F a sezioni
di genere m, vi sono 7 integrali di Picard, la F ¢ rigata (occorre forse che
le sez[ioni] di F non ammettano trasformazioni in sé).

I 7 integrali della sezfione] di F sono gli integrali di Picard: dunque
hanno sempre gli stessi periodi e pero tutte le sezioni di F sono riferibili
punto per punto I'una all’altra. Partendo da un p[un]to di una sezione con-
siderata variabile in un fascio, si ottiene quindi una curva sulla quale i 7
integrali sono cost[anti]; questa incontra in un p[un]to non solo le sezioni
del fascio nominato ma anche quelle di ogni altro fascio, ossia ogni p[ia]no;
dunque ¢ una retta.

Ti persuadono questi ragionamenti?

Rammaricando il tuo troppo breve soggiorno qui, ti saluto affettuo-
samente. Tuo

F Enriques
[P.S.] Ti pregherei ricordarti del Wiener.’

' Cfr. Picard 1884a, 1884b, 1885b, 1885c e 1886a; Poincaré 1884c.
? Picard 1885a, 1886c.

} Noether 1887.

* Cfr. Abel 1826; Hurwitz 1887.

’ Wiener 1884-87; cfr. p- 135, c.p. 126 (3.10.1894).

|
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130. [c.p]
[Firenze] 17 Ottobre [18]94
Carissimo Castelnuovo

Credo di giungere (mediante il teor[ema] funz[ionale])' a stabilire il
concetto di Curvengeschlecht virtuale e la sua invariantivita; la cosa € un
po’ noiosa per causa delle curve eccezionali. Pei sistemi puri (salvo errore
di calcolo) avrei che indicando con il genere, con # il grado, con p il
genere del sistema aggiunto, # — 27 + p ha un valore cost[ante] (che ¢
strettamente legato al p").

Lo sviluppo della dimostrazione dell’ultimo resultato che ti ho accen-
nato ieri € un po’ delicato richiedendo I'inversione degli integrali ableliani]:
pero si potrebbe sostituire quel ragionamento coll’osservazione, che sopra
una suplerficie] non rigata a sezfioni] di gen[ere] 7 > 0, le sezioni t[an]g[enti]
hanno il genere ™ — 1; se vi sono 7 integrali di Picard sulla sup[erficie],
ogni sez[ione] t[an|glente] apparterrebbe ad un fascio irraz[ionale] il che
¢ assurdo.

Affettuosi saluti
tuo

F Enriques

' Cfr. p. 133, let. 124 (21.9.1894).

131. [c.p]
[Firenze] 18 Ottobre [18]94
Carissimo Castelnuovo

Vorrei sapere se sussiste il seguente teorema cui (mi sembra) tu mi
accennassi:

Se sopra una curva C di gen[ere] 7 si considera una serie g contenuta
nella canonica (ed @' o o almeno) ed una g’ (pure ' 0 o? almeno)
scompleta, la g + g’ per 7 grande ¢ completa.

Se il teor[ema] sussiste ti prego comunicamelo con tutte le restrizioni
occorrenti ¢ darmene pure la dimostrazione che metterei in una nota del
mio lavoro.'

Dimmi anche se (supposto il teor[ema] prec[edente]) dall’esser completa
g+ rg’ segue che ¢ completa g + (r + 1) g’, e se cio vale gia per =0
0 occorre v = 1.

Cordiali saluti
tuo aff. mo

F Enriques
! Enriques 1896d.
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132.
20 Ortobre [18]94

Carissimo Castelnuovo

Ho ricevuto le tue due cartoline e il Wiener' di cui ti ringrazio mol-
tissimo.

Da due giorni sto faticando sulla dimostrazione della conservazione del
genere numerico e sulla trasformazione di una suplerficie] in una senza curve
eccezionali (per p > 0).

La dimostrazione della conservazione del genere numerico che avevo
ideata (ed a cui forse dovro adattarmi) da la parte essenziale del resultato
(quella ad es[empio] che tu adoperi), cio¢ permette di assegnare un mas-
simo A al difetto di completezza delle serie segata dal sistema aggfiunto]
a |Cl su C, e fa anche vedere che questo massimo viene raggiunto relati-
vamente a |7C| per 7 assai alto purché |C| sia un sistema non singolare:
mi premerebbe assai di togliere questa restrizione, specie riguardo alla forma
proiettiva dell'enunciato della invariantivita di p,, ma trovo serie difficolta.
La ragione di queste sta in cio: se ICI| & non singolare, il residuo di un
sistema |C, | rispetto ad |7C| per 7 grande ¢ irreduttibile senza punti base
sulla sup[erficie] F che ha per sezioni le curve C; invece non accade lo stesso
se la F ha dei p[un]t multipli.

Ho tentato qualche altra via, ed avevo ideato di ricorrere a quel teo-
rema del quale ti ho domandato, ma (come prevedevi) la restrizione che
ivi compare non lo rende servibile nel mio caso. Una via di scampo ci
sarebbe, ma molto delicata: consisterebbe nell’estendere alle curve ridutti-
bili residue di |C,| rispetto ad |7Cl le considerazioni che si fanno nel
caso della irreduttibilita; si dovrebbe riuscire, ma I'esecuzione ¢ molto penosa;
nondimeno la sto tentando sebbene per ora non ne venga a capo.

La trasformazione di una suplerficie] di genere p,>0 o con P>0
curve bicanoniche, in una senza curve eccezionali (trasformate di p[un]ti),
mi riesce soltanto nel caso p, = p,. E una vera disgrazia sotto molti rap-
porti; anche a te quel teorema sarebbe occorso nell’ultimo § [paragrafo]
del tuo lavoro,? anzi non so come farai. Alludo alla dimostrazione che esi-
stono sopra una suplerficie] dei sistemi lineari per cui il difetto di comple-
tezza della serie caratteristica € p, — p,: la dimostrazione che tu ed io ave-
vamo pensato suppone tacitamente di partire da un sistema puro. Suppone
anche un’altra cosa (come tu stesso osservavi) cioé che sia

P(Z) =P(l) -1

Ma a questo credo si possa rimediare adoperando il p* virtuale e il
@ virtuale. Ho modo di stabilirne il concetto, e di stabilire la relazione
che li lega (sebbene non abbia ancora eseguito la cosa), ma soltanto par-

(¢))
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tendo da sistemi puri sulla sup(erficie]: se sulla sup[erficie] non esistono si-
stemi puri non si vede nulla! Pertanto a quanto io vedo I'ultimo teor{ema]
del tuo lavoro lo potresti dare soltanto per le suplerficie] trasformabili in guisa
da non aver curve eccezionali; ma perché questo accada non si ha un crite-
rio tranne pel caso p, = p,, ed in questo caso quel teorfema] ¢ illusorio.
La via delle suplerficie] come quella dei cieli, ¢ seminata di spine.
Sono curioso che tu mi dica come fai relativamente alla difficolta che
ti si presenta e che a quest’ora (se come suppongo, ci hai messo mano)
avrai gia osservata.
Cordiali saluti dal tuo aff.mo
F Enriques

' Wiener 1884-87; cfr. p. 138, P.S. a let. 129 (16.10.1894).
? Castelnuovo 1896a, § 8.

133. [c.p]
[Firenze] 22 Ottobre [1894]
Carissimo Castelnuovo

Domani vado a Bol[ogna] per gli esami (fermo in posta).

A quelle difficolta di cui ti accennavo circa p, credo di rimediare, ma
occorre ritoccare 1 teor[emi] prec[eden]ti per dar loro una maggior genera-
lita togliendo restrizioni inutili. L'estensione alle curve ridutubili di teor[emi]
dati per curve irr[iduttibili] ¢ la base della generalita da conseguirsi nella
geom|etria] sulle sup[erficie]: ¢ in sostanza questo che occorrerebbe anche
ate nella questione dei piani singfolari], dove il concetto della dimostraz[ione]
progettata mi par giusto e preferibile alla continuita. Cerca di adoperarlo
rifacendo da te per le curve spezzate o con ipermolteplicita il teor[ema]
di R[iemann] Rloch]. Esso deve venire.

Quanto al ragionamento che mi comunichi per la dimostrazfione] del
tuo ultimo §° [paragrafo],' ci ripenserd con calma: la restrizione che dici
tacitamente supposta (nella nota) non vuol dir nulla; una curva eccezio-
nale (trasformata di un punto) avra certo per trasformata una curva
eccez[ionale] o un p[un]to.

Hai ragione, non bisogna preoccuparsi del tempo in cui verranno pub-
blicati i nostri lavori: per parte mia non ho fretta se non & per causa tua:
preferisco limar tutto con pazienza.

Ti ringrazio dell’offerta del trattatello di Descrlittiva] ma non ho idea
di far studi profondi della materia a meno che non si trovi qui una tratta-
zione minuta della prfoiezione] centrale colle eccezioni.

Affettuosi] saluti FE

! Castelnuovo 18964, § 8.
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134. [c.p]
Bologna 24 Ottobre [18]94

Carissimo Castelnuovo

Due righe in fretta per darti il mio indirizzo qui (Albergo dei Tre Re).

Ho cominciato gli esami di Prfoiettiv]a: pochi presentati, ma esito
discreto. Fra questi e gli esami di Descrlittiv]a ne avro per la settimana.
E mi rimarra poco tempo e modo di lavorare.

Affettuosi saluti tuo
F Enriques

135. [c.p]
[Bologna] 27 Ottobre [1894]

Carissimo Castelnuovo

Ho ricevuto le tue 2 cartoline la 12 (per errore) in ritardo. Il teor[ema]
funz[ionale]' si enuncia:

«Sieno ICl, IC,| due sistemi lineari irreduttibili (co? almeno) il 2° con-
tenuto nel 1°, e residuo di una curva C, (nella quale si devon includere
anche i p[un]ti base per |C,| e non per ICl o base per |Cl con molt[epli-
citd] < [minore]): allora ogni curva aggliunta) a IC,| insieme alle com-
ponenti non eccezionali di C, e alle componenti eccez[ionali] i-ple di C,
contate i — 1 volte, ed insieme ad eventuali curve eccez[ionali] fondamen-
tali per 1C,| (p[un]di base di |Cl sulla sup[erficie] che ha per sez[ioni] le
C)) costituisce un’aggiunta a |Cl: viceversa tale proprieta ¢ caratteristica
per le curve aggfiunte] a |C,|». (Comp[onente] eccez[ionale] i-pla di C, ¢
un p[un]to base i-plo per |C,| sulla suplerficie] che ha per sezioni] le C).

Ti ringrazio di quanto hai fatto col Brfioschi] relativamente alla pubbli-
cazione dei nostri lavori.?

Se dare i tuoi teor[emi] pei sist{emi] non sing[olari] e poi estenderli fosse
molto pit semplice lo troverei preferibile, perché tanto anche I'altra via
non ¢ in fondo indipendente dalle singolarita.

Ho finito gli esami e torno a Fir[enze] passando per Ravenna: sar6 a
Fir[enze] Lunedi.

Affettuosi saluti tuo

F Enriques

[P.S.] Congratulazioni pei successi ciclistici.

" Cfr. p. 133, let. 124 (21.9.1894).
2 Cfr. p. 135, c.p. 126 (3.10.1894); Francesco Brioschi era il direttore degli « Annali
di Matematica pura ed applicatan.
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136. [c.p]
[Firenze] 30 Ottobre [18]94
Carissimo Castelnuovo

Sono tornato ieri sera a Firenze e posso ormai rimettermi al lavoro.

Ho ricevuto delle memorie da Pic[ard]. Potrei profittare dell’occasione
per ringraziarlo e domandargli qualche schiarimento sui suoi integrali:
insieme parlargli dei miei resultati. Che ne dici? Se invece preferisci scri-
vergli tu relativamente a quelli integrali, dimmelo francamente.

Affettuost saluti
tuo

F Enriques

[P.S.] A che punto ¢ la redazione dei tuoi lavori?'
Ti spedisco delle note di Am[odeo] che mi avevi prestato® e mi erano
rimaste.

! Castelnuovo 1896a e 1896b.
2 Ctr. p- 110, c.p. 98 (2.6.1894) e p. 111, c.p. 99 (3.6.1894).

137. [c.p]
[Firenze] 1 Nov[embre] 1894
Carissimo Castelnuovo

Il ragionamento che fai relativo ad una retta sopra una suplerficie] non
singlolare] F (p, = p, = 0) fond[amentale] per il sist{fema] aggfiunto] ¢ giu-
sto, ma probabilmente deve esser considerato come un ragionamento per
assurdo, giacché la retta sara eccezionale: in tal caso I'agg[iunto] al residuo
di essa rispetto al sistema delle sezfioni] di F coinciderebbe col 1°.

Date le restrizioni di cui verrebbero inquinati i resultati fai bene ad ado-
perare la continuita anziché considerare dapprima i sistemi non sin{golari]
per la questione che si presenta nel tuo 1° lavoro.! Ma io non son per-
suaso ancora che non si debba riuscire estendendo quei teorfemi] sulle curve
spezzate il che sarebbe molto importante, perché prima o poi ne avremo
bisogno.

Affettuosi salutt
tuo

F Enriques

! Castelnuovo 1896a.
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138. [c.p]
Firenze - 3 Novembre [18]94
Carissimo Castelnuovo

Ho scritto oggi stesso al Pic[ard] trovando modo di dirgli che gli hai
mandato la relazione e salutandolo a tuo nome. Gli sottopongo nettamente
il problema dell'interpretazione geometrica dei suoi integrali di 1* spe-

cie: significato della curva 3—5 = % =0 e (ci6 che ¢ piu essenziale)
che cosa si puo dire relativamente alla diminuzione del numero delle ¥,,_;
aggiunte ad F, (rispetto a p + ) quando la F, possiede degli integrali di
diff[erenziali] totali.

Nel mio teor[ema] funzionale] non vi ¢ alcuna esclusione per le reti
o pei sistemi non semplici: credo che 'enunciato che te ne detti' contenga
tutte le restrizioni occorrenti. Mi piace la trattazione simultanea dei sistemi
semplici 0 no (nel tuo 2° lavoro)? con metodo pienamente invariantivo.

Nel mio lavoro?® (pel caso pg = P») ho idea di dare la definizione del
p“) virtuale: nel tuo caso verrebbe p(l> =0.

Addio, affettuosi saluti tuo
F Enriques

[P.S.] Hai ricevuto le note di Am[odeo] che ti ho inviato?*

' Cfr. p. 142, c.p. 135 (27.10.1894).
? Castelnuovo 1896b.

> Enriques 1896d.

* Cfr. p. 143, c.p. 136 (30.10.1894).

139. [c.p]
[Firenze] 4 Novembre [18]94
Carissimo Castelnuovo

Per me suplerficie] non singfolare] ¢ una suplerficie] che non ha affatto
plun]ti multfipli]. Che una proiezione dello stesso ordine d’una tale sup|erfi-
cie] abbia solo p[un]ti pluriplanari (¢ questo, suppongo, cui tu alludi), oltreché
come conseguenza immediata delle considerazioni sulle curve spezzate (che,
se vuol, posso enunciare), segue direttamente dall’osservare che un sistema
contenuto totalmente in uno' |C| ha come curve fond[amentali] soltanto
dei complessi di curve fond[amentali] di |Cl: ora se |C| ¢ non sing[olare]
le sue curve fond[amentali] sono i plun]ti semplici della suplerficie] che
ha per sezlioni] le C, quindi un sist{ema] contenuto tot[almente] in |Cl, ha
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come curve fond[amentali] (oltre ai p[un]ti semplici) dei gruppi neutri di
plun]t da cui segue ecc.

Ti prego di salutare il Fano da parte mia e di dirgli che ho mandato
al Guccia le bozze della nostra corrispondenza.’

Io seguito a lavorare senza incontrare veri ostacoli ma noiose minuzie.

Affettuosi salut
tuo

F Enriques

' Cosi nell’originale.
2 Cfr. p. 113, nota 2 a c.p. 101 (14.6.1894) e I'articolo ivi citato.

140. [c.p]
[Firenze, 6 novembre 1894]
Carissimo Castelnuovo

Per me la considerazione dei sist{femi] non sing[olari] nel mio senso ¢
essenziale: dopo soltanto riesco ad estendere il teorfema] che I'ipoaggfiunto]
coincide coll’agg[iunto] ai sistjemi] che hanno soltanto curve fondamentali
improprie (singolari nel tuo senso). Ma anche qui c’¢ forse qualche restri-
zione e il mio terrore deriva dall’eventualita di curve fond[amentali]
imprfoprie] infinitamente vicine.

Del resto non vedo dove ti occorra applicare questa proprieta se parti
da un sistfema] non sing[olare] nel mio senso segato su F dagli iperpiani:
I'aggfiunto] non avra p[un]ti base su F e le sue curve fond[amentali] saranno
solo riunioni di plun]t su F (gruppi neutri); lo stesso accadra pel 2°
aggliunto] ecc. Dal teor{ema] funz[ionale]' avrai la nota relazione che dira
come i generi dei successivi aggliunti] vadano decrescendo: anzi poiché in
quel teor[ema] la restrizione di non sing[olarita] non compare in alcun senso
si potrebbe addirittura partire da un sistema qualunque? Per che cosa t
occorre che I'ipoagg[iunto] coincida coll’aggfiunto]?

Non vedo bene neppure quella difficolta di cui mi hai parlato, che (mi
pare) cesserebbe se si abbandonasse la non sing[olarita] dei sistemi: I'essen-
ziale mi pare che resti, cio¢ che un sistfema] agg[iunto] IC’l a ICl non
ha curve eccezfionali] fond[amentali] per |C| come non fond{amentali].

Affettuosi saluti
tuo

FE

' Cfr. p. 142, c.p. 135 (27.10.1894).
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141.
8 Novembre [18]94
Carissimo Castelnuovo

I sistemi non singfolari] nel tuo senso si possono chiamare (come faccio
anch’io nel mio lavoro)' «senza curve fond[amentali] proprie». Un p[un]to
multiplo O improprio (immagine d’una curva fond[amentale] impropria),
cio¢ un p[un]to che non abbassa il genere delle sezioni piane (o iperpla-
nari) per esso, ¢ certo pluriplanare. Se invero il cono t[an]g[ente] in O con-
tenesse una parte d'ordine > 2,1 2 p[un]ti comuni all'intorno di O e alla
sezione per O essendo variabili sarebbero di connessione ed il genere della
sezione per O sarebbe < di quello 7 d’una sezione generica. Quanto alla
possibilita che vi sieno dei p[un]t multipli infinitamente vicini ad O (non
sulla curva multipla) e quindi vi sia per O un fascio di sezioni piane di genere
<, non so cosa pensarne; credo pero che questo caso dovrebbe potersi
eliminare: in ogni modo la considerazione precedente non ne verrebbe infir-
mata; quindi se ti basta appunto che O sia pluriplanare (come mi dici) non
mi pare ti occorra di esaminare altro.

Mi dici che il caso in cui un sistema dotato di curve fond[amentali]
impr[oprie] ammetta un aggiunto che piti non soddisfi a tale restrizione
ti conduce ad un numero piccolo di tipi, alcuni dei quali di suplerficie]
di genlere] geom[etrico] = num(erico] = O non razionali: su queste vi sono
curve bicanoniche? Se no, il resultato sarebbe molto strano.

Nel caso che a te occorre poiché il sistema aggfiunto] a ICl non ha
plun]ti base non base per ICl, il teor[ema] funz[ionale]’ si applica senza
pasticci di curve eccezionali: fortunato te! Giacché sono proprio quei pasticci
e quelle minuzie che mi hanno impedito fin ora di condurre a termine
il § [paragrafo] del mio lavoro relativo al sistema aggiunto. Anche la nomen-
clatura € imbrogliata.

Ad evitare molti equivoci quando considero una suplerficie] in senso
invariantivo la dird ente algebrico (sottinteso 7). Plun]ti dell’ente alge-
brico chiamero le curve eccezionali. Ragionero il piu delle volte, prescin-
dendo prima da punti, e tenendone conto all’'ultimo del ragionamento come
di un termine correttivo. Cio contribuira alla chiarezza e alla speditezza:
altrimenti il lettore perderebbe il concetto dei teor[emi] e delle dimostra-
zioni attraveyso le minuzie.

Non ho ancora ricevuto la risposta aspettata da Pic[ard],’ che (in caso)
ti comunichero subito.

Sono stato I'altro giorno a Pisa e ho veduto Bert[ini], Bi[anchi], Volt[erra].

Non ho ancora ricevuto alcuna conferma da Bol[ogna].*

Affettuosi saluti dal tuo
F Enriques
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! Enriques 1896d.
? Cfr. p. 142, c.p. 135 (27.10.1894).
inr. p. 144, c.p. 138 (3.11.1894).
Si tratta della conferma dell’incarico del corso di Geometria proiettiva e descrittiva
per I'anno accademico 1894-95.

142. [c.p]
[Firenze] Domenica [11 novembre 1894]
Carissimo Castelnuovo

Domani o domani ’altro vado a Bol[ogna] (fermo in Posta) sebbene
non abbia ancora avuto la conferma ufficiale.

La Facfol]ta ha mandato la proposta al Ministro fino dal 31 Ottobre,
ed io spero di sollecitare I'adesione, o di ottenere dal Preside il permesso
di cominciare intanto le lezioni.

Speravo di poterti mandare a giorni la 22 parte del mio lavoro ma dovro
tardare causa I'interruzione dovuta al ricominciare dei corst. Per la trasfjorma-
zione] d’una suplerficie] con p, = p, (> 0) in una senza curve eccezionali
dovro approfittare dei tuoi teoremi relativi alle sing[olarita] che puo avere
il sistema aggfiunto] a |Cl: lascio per ora vuoto quel § [paragrafo].!

Di al Fano che mandandogli le bozze® scrissi al Gulccia] cid che egli
desiderava (100 estratti) ed il Gujccia] ha ricevuto tutto.

Salutalo e prendi per te una stretta di mano

dal tuo aff.mo
F Enriques

[P.S.] Nessuna risposta dal Pic[ard].

! Enriques 1896d, § 42.
2 Enriques 1895c.

143. [c.p.]
[Bologna] Mercoledi 14 Nov[embre 18]94
Carissimo Castelnuovo

Sono a Bol[ogna] ed ho preso alloggio in via Guido Reni 7.

Non posso ancora cominciare le lezioni mancando la conferma mini-
steriale dell'incarico ma appena il Mlinistro] o Fer[rando]' sieno a Roma
il Pres[ide] di Fac[ol]ta (attualmente Vice-rettore) sollecitera una risposta
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telegrafica. Frattanto appena sistemato riprendero la redazione del mio
lavoro, e rispondero alla tua cartolina d’oggi relativamente a c16 che mi
occorre per le curve eccez[ionali] delle sup[erficie].

E qui, a perfezionarsi per conto proprio, il Dr Levi-Civita. Mi dici un
po’ come ¢ andato I'affare del mio perfez[ionamen]to all’estero?” Io non
ne ho saputo nulla ma mi han detto che il Cons[iglio] Sup[eriore] me lo
ha negato per esuberanza di titoli (?). Se hai occasione di poter sapere qual-
cosa in proposito mi farai piacere.

Cordiali saluti tuo aff.mo

F Enriques

YA quest’epoca il ministro dell'Istruzione Pubblica era Guido Baccelli e Giovanni
Ferrando era direttore della divisione per I'Istruzione Superiore.
2 Cfr. p. 96, let. 84 (21.4.1894) e p. 97, c.p. 85 (24.4.1894).

144. [c.p.]
[Bologna] Giovedi [15 novembre 1894]
Carissimo Castelnuovo

Ho letto stamani la nota di H[umbert].! Altro che abilitd per non
citarci! I teor[ema)] fondamentale che egli da circa la rappresentazione sul
piano delle sezioni d'una suplerficie] raz[ionale] colle ¥,_; ., ¢ dato da me
tale e quale (salvo la forma) a pg. 40 delle « Ricerche»? pel caso g = 0 (da
cui poi si passerebbe senz’altro al caso g > 0).

Non sarebbe il caso di scrivergli e domandargli una restituzione di prio-
rita? Giacché egli pud non aver osservato quel §° [paragrafo] delle «Ricer-
che» o avendolo fatto non aver capito che era la stessa cosa che egli ha
fatto, ma certo ha avuto I'espressa intenzione di non curarsi dei nostri lavori
e non puo non aver sospettato che quelle cose fossero state date da noi
((almeno la considerazione del sistema [aggiunto] sulle sup[erficie] razfionali]
in tante memorie tue)).

Affettuosi saluti
tuo

F Enriques

[P.S.] (Ho scritto anche al S[egre] in proposito).

" Humbert 1894d, che porta la data 28 luglio 1894.
? Enriques 1893f, 76.
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145. [c.p]
[Bologna] Venerdi [16 novembre 1894]
Carissimo Castelnuovo

Ho idea di premettere al corso di G[eometria] Pr[oiettiva] una specie
d’introduzione storica.! Per questo ho consultato vari lavori storici, ma
trovo una lacuna che qui non posso colmare perché manca il «Barycentri-
sche Calcul» di Mobius.? Se non ti costa fatica potresti farmi il piacere
di vedere in Bibl[ioteca] come il Mobius definisca la collineazione? cioe,
se la definisca analiticamente come trasflormazione] data da funz[ioni] lineari
di coor[dinate] cartesiane o baricentriche?

Scusa la seccatura e se non trovi subito la cosa senza fatica non te ne
occupare perché la cosa ha in fondo per me un interesse limitato.

Affettuosi saluti tuo

F Enriques

! Cfr. I'introduzione di Enriques 1894-95a.
? Mébius 1827.

146. [c.p.]
[Bologna] Sabato 17 Nov[embre 18]94
Carissimo Castelnuovo '

Mi dispiace della difficolta che vai trovando, che per6 non dovrebbe
essere essenziale. Forse converrebbe di non finire I'operazione di aggiun-
zione arrestandosi al 1° sistema non semplice, e cosi si dovrebbe elimi-
nare I'inconveniente. Se sulla tua F, il sistema aggliunto] vien dato dai
coni pel p[un]to (z — 2)-plo O, il 2° aggfiunto] sara semplice se le sezioni
per O non sono iperellittiche ed invece in questo 2° caso verra segato da
coni d’ord[ine] 7 — 6 ecc. Il 3° aggliunto] poi potra essere semplice o no,
ma in ogni caso proseguendo si dovrebbe riuscire ai tipi noti.

1l bollettino dell'Istr{uzione] contiene la mia conferma' uffficiale].
Comincero subito le lezioni a settimana nuova. Non dispero di potere prima
di allora correggere la parte piu essenziale della teoria del sistjema] aggiunto]
del mio lavoro,? e mandartela (mancando solo le ultime cose sul p“) VirI-
tuale ecc.).

Affettuosi saluti tuo

F Enriques
! Si tratta della conferma dell'incarico del corso di Geometria descrittiva e proiettiva

presso I'Universita di Bologna.
2 Enriques 1896d.
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147. [c.p.]
[Bologna] 19 Nov|embre 18]94
Carissimo Castelnuovo

Dalla prefazione dell’Hankel' (che gia mi sono procurato per consiglio
di S[egre]) traggo infatti la maggior parte delle notizie storiche che mi occor-
rono. Quanto a frazionarle cio era ed ¢ pure nelle mie intenzioni: faro
litografare separatamente I'introduzlione] storica,” ma la svolgero per parti
man mano che si presentano nel testo i concetti relativi.

Domani essendo festa, comincio le lezioni domani altro. Correggendo cio
che ho scritto sulle suplerficie] trovo ancora qualche minuzia, che per6 non
mi da pensiero. Cio mi obbliga di tardare, ancora di qualche giorno, I'invio
progettato.3 Nell'insieme pero sono assai contento della forma che son riu-
scito a dare a quei teoremi, che ¢ piu semplice di quanto mi immaginavo.

Il Pic[ard] non mi ha mai risposto:* non so che pensarne.

Affettuosi saluti tuo

F Enriques

' Hankel 1875.
? Cfr. I'introduzione di Enriques 1894-95a.
Sl tratta dell'invio del manoscritto di Enriques 1896d.
* Cfr. p. 144, c.p. 138 (3.11.1894).

148. [c.p]
[Bologna] 20 Nov[embre] 1894

Carissimo Castelnuovo

Ti ringrazio molto delle notizie che mi fornisci riguardo a Mobius:
le quali sono interessanti. Nella dimostrazione cui accenni si suppone (mi
pare) la continuitd della corrispondenza, altrimenti occorrerebbe il teor[ema]
di Staudt (ossia si sarebbe condotti alla questione funzionale di Darboux).
In sostanza a Mobius pit che a St[audt] mi pare risalga il merito di avere
considerato la piui generale relazione proiettiva, quindi nell’opera di St[audt]
vi sarebbe assai meno di originale di quel che pensavo: a lui invece rimane
il merito del metodo puro ma questo ha per me importanza secondaria.
Mi dispiace di non avere il tempo di mostrarti I'introduzione storica
alle mie lezioni:? essa contiene poche notizie di fatto, ma uno sguardo
generale sullo svolgimento dei concetti della Gleometria] Prfoiettiv]a che
spero non ti dispiaccia. Te la mandero appena litografata; ti ho gia detto
che in lezione ne frazionero lo sviluppo.
Affettuosi saluti tuo
F Enriques
'Cfr p- 149, c.p. 145 (16.11.1894).
Ennques 1894-95a.
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149, [c.p]
[Bologna, 23 novembre 1894]
Carissimo Castelnuovo

Ti ringrazio della ulteriore comunicazione, ma essa non chiarisce il mio
dubbio se cio¢ il Mébius ammetta la continuita (non solo del piano ma)
della corrispondenza: se cio¢ ammette che ad un p[un]to irraz[ionale] limite
di un gruppo di p[un]ti corrisponda il p[un]to irraz[ionale] limite dei corri-
spondenti, o se lo dimostra: questo infatti se non si puo dire che abbia fatto
St[audt], si ottiene almeno secondo la via di St[audt] come nella mia Nota
(0 in quella di Darbfoux] Kl[ein]," ecc. che perd si discostano dalla via di
St[audt] e introducono un concetto metrico).

Auguro di cuore pieno successo alle tue pratiche.’

Ho piacere che tu abbia superato quella difficolta.

Grazie delle litografie.

Ho perso tutta la settimana colle lezioni facendone due il giorno di
Prloiettiv]a: spero poter presto riprendere e completare il poco che mi resta
da fare nel lavoro? sulle suplerficie]: non mi lagno del ritardo; tornandoci
su, vedro le cose piu chiare.

Alcuni giovani mi chiedono che faccia un corso di Gleometria]
Supleriore]: non sono alieno dall'idea di contentarli in parte con un seguito
di conferenze* settimanali che perd comincerei solo pi tardi (dopo Gen-
naio). Ti dir6 in caso il piano di queste: s'informerebbero ad un principio
generale che completa quello di Klein (Programm)’ per far rientrare in
quell’ordine d’idee vari altri tipi di ricerche (p[er] e[sempio] la geom|[etria]
sull'ente) che ad esso sfuggono, almeno direttamente.

Cordiali saluti tuo aff.mo

F Enriques

[P.S.] Saluta il Guc]cia] ch’io pure conoscerei volentieri.

"A questo proposito in Enriques 1894d, 142, nota 3 sono citate in particolare le
memorie: Darboux 1880 e Klein 1873, 1874.
? Enriques si riferisce alle pratiche per I'ordinariato di Castelnuovo.
’ Enriques 1896d.
Queste conferenze furono poi litografate: cfr. Enriques 1894-95c.
’ Klein 1872.

150. [c.p.]
[Bologna, 27 novembre 1894]
Carissimo Castelnuovo

Ti ringrazio molto dell’ ulteriore notizia su Mébius, che risponde appunto
al mio dubbio: scusa la ripetuta seccatura che ti ho procurato.
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Con oggi termino le doppie lezioni giornaliere di Pr{oiettiv]a fatte per
avantaggiare il corso: inoltre ho preparato parecchie lezioni avanti, e cosi
spero di tornare domani alle suplerficie] e finire al pit presto quel lavoro.'
Avevo gia scritto quel corollario del teor[ema] funz[ionalle’ che anche a
me serve per le suplerficie] senza curve eccez[ionali].

Il Levi-Civita mi ha prestato la Hohere Geometrie del Klein® che leg-
gero o almeno scorrero con molto interesse. Il L{evi]-C[ivita] € un giovane
d’ingegno e molto studioso; anche simpatico personalmente: ¢ per me un
piacere di poter fare conversazione matematica con lui sebbene raramente
di argomenti geometrici.

Cordiali saluti tuo aff.mo

F Enriques

Enrlques 1896d.

Z Cfr. p. 142, c.p. 135 (27.10.1894).

? Le lezioni di geometria superiore che Felix Klein tenne nel 1892 e 1893 furono rac-
colte da Friedrich Schilling: cfr. Klein 1893.

151.
Bologna 29 Nov[embre] 1894

Carissimo Castelnuovo

Se IC,l, 1C,| sono due sistemi lineari (irredut[tibili] e’ almeno)*
sopra un ente algebrico (supl[erficie]): vi saranno in generale dei punti del-
I'ente base per 1C,] (A} ... A}) e non per |C,l, e dei punti dell’ente
BY' ... BY) base per |C,| e non per |C,l: i primi sono i p[un]ti base di
|C,! sulla suplerficie] immagine dell’ente (semplice o mult[ipla]) che ha
per sez[ioni] le C; ecc.

Sieno |K)l, |K,| gli aggfiunti] a IC,l, |C,l e IK},| I'aggfiunto] a
IC, + G,l: si ha

K +C+A+ .. +A,=K,+C,+B, + ..+ B=K,,

Questo ¢ I'enunciato generale del teor[emal funz[ionale].'
Il caso piu semplice si ha se [C,| |C,| hanno gli stessi p[un]ti base sul-
I'ente algfebrico]: allora

K, +C,=C, + K,=K,,.

Nel tuo caso, (essendo |C,] = |K,|) mancano i pun]i A, ... A; ma
non forse i plun]ti B, ... B, che hanno per immagini delle rette sulla

* Applicando il teor[ema] solo in un senso basta questa limitazione

per 1C,1
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suplerficie] che ha per sezfioni] le C,: allora ¢
K +C=K,,=K,+C, +B,+ ... +B).

Credo che questo risponda alla tua 1* domanda.

(Sotto altra forma si puo dire che per avere |K,| dopo sommati |K|
e |C,! bisogna guardare ai p[un]ti base i-pli dell'ente che per |K;,| deb-
bono risultare (& — 1)-pli).

Quanto alla 22, vedrai nel mio lavoro? che le curve bicanoniche sono
segate da ¥,,_, biaggiunte se la F ha solo curva 2-pla, anche se ve n’¢
una sola. Cio non segue dal Restsatz ma si ha direttamente.

A proposito, avro forse posto nel mio lavoro qualcosa che sara dato
anche nel tuo;® me lo dirai e potro toglierlo.

Per la 32 questione che mi sottoponi, mi pare che debba anche esclu-
dersi che la F,_, con O (n— 2)-plo e ret[ta] mult[ipla] per O abbia dei
plun]ti doppi tacnodali infinitamente vicini ad O; a ci0 riuscirai forse facil-
mente nel tuo caso.

Ieri ho perso la giornata con una questione che puo interessare anche
a te e mi pare d’aver risoluto affermativamente. Si riteneva sempre che
I'ipoaggliunto] a |Cl coincidesse coll’aggfiunto] se |C! ha solo curve
fond[amentali] improprie; ma nella dimostrazione si escludevano le curve
fond[amentali] oo [infinitamente] vic[ine]: credo d’aver stabilito che la cosa
vale sempre.

Oggi ho avuto la giornata impiegata con 2 lezioni: domani (giornata
libera) andro avanti, e forse Dom|enica] finiro la parte del sistjema] aggfiunto]
e te la mandero.

Parlerd anche della relazione del teor{ema] di Néther* sulle suplerfi-
cie] agg[iunte] alle curve gobbe col mio teor[ema] funzfionale]. Per le curve
eccez[ionali] ho idea di dare anche una dimostrazione intuitiva che si man-
dano via sulle suplerficie] di gen[ere] > 0 o con curve bic[anoniche]: quella
rigorosa pel caso p, = p, la desumero dal tuo 2° lavoro.

Il Le{vi]-Ci[vita] trovasi a Bol[ogna] per proprio conto venuto a perfe-
zionarsi in analisi presso il Pfincherl]e.

1l principio generale di cui ti parlavo, atto a caratterizzare vari tipi di
ricerche geom|etriche] che non rientrano immediatamente nell’ordine d’idee
di Klein ¢ questo:

Un gruppo di trasflormazioni] in un S, fissa un ordine di proprieta
invariantive in quel gruppo: il gruppo risulta poi determinato (inversamente)
dalla nozione di tali proprieta: ma se queste proprieta si pongono soltanto
in relazione ad enti particolari esse possono essere mantenute comunque
le due figure] non sieno uguali in quella Geom|etria] (cio¢ trasformabili
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in una trasflormazione] del gruppo). Astraendo dallo spazio e fissando la
nozione delle proprieta del gruppo relativamente ad un ente particolare,
st ottiene una Geoml[etria] di quell’ente.

Un es[empio] ovvio ¢ la Geom|[etria] sopra I'ente algebrico. Un altro
¢ dato dalla teoria della applicabilita che ¢ I'uguaglianza metrica di due
suplerficie] prescindendo dallo spazio (loro forma in quello). Un 3° esem-
pio si ha dalla teoria dell’equivalenza: applicato il gruppo dei movimenti
alla varietd (0%) dei solidi, I'equivalenza nasce ponendo in relazione la
Geomletria] cosi posta in quella varieta, al complesso dei solidi infinitesimi.

Vedo che dovrebbe essere possibile una teoria sintetica dei gruppi. Dato
un gruppo di trasflormazioni] in uno S,, si puo cambiare elemento assu-
mendo come «punto» l'ente di un corpo (con riguardo ai sottogruppi
eccez[ionali]). Con cio si ottengono o Geoml|etrie] trasformate in varieta
a diverso numero di dimensioni. Ognuna di queste Geom|etrie] ¢ una imma-
gine della teoria gruppale (come una C, di S,, ossia una g;, da una imma-
gine d’'un ente algebrico). Vi ¢ una Geom|[etria] legata invariantivamente
alla teoria del gruppo (si direbbe la rappresentazione «canonica» di esso).
Si ottiene prendendo come «p[un]ti» di una varieta V' le trasformazioni
del detto gruppo G. «La Geomletria] d’una varieta che ha come gruppo
principale G ¢ la Geomletria] di V posta in relazione ad un particolare ente
in V.

Facciamone un’applicazione alla questione di Kl[ein] dei gruppi finiti
di omografie binarie, che si riducono a quelli dei poliedri regolari. La rap-
presentazione canonica delle omogr[afie] binarie si ha in §;, dove nasce
un gruppo che muta in sé un fascio di quadriche t[an]g[enti] lungo una
conica. Con una trasformazione proiettiva (immaginaria) portando la conica
nel cerchio all'infinito delle sfere, si ha il gruppo delle omogr[afie] rappre-
sentato da quello delle rotazioni attorno ad un p[unjto onde ecc.

(Un modo semplice con cui si giunge allo stesso resultato ¢ anche il
segluente]. Si assuma come immagine della retta una conica; 1 gruppi in
questione sono quelli di omogr{afie] che mutano in sé la conica, ossia sono
gruppi di movimenti della Geom|etria] non euclidea, cioé gruppi di rota-
zioni della stella).

Queste idee che avevo in germe, mi si son venute concrete parlandone
col Le[vi]-Ci[vita]. Ti aggiunger6 che da quella rappres[entazione] cano-
nica dei gr{uppi] si desumono alcuni teor[emi] di Lie sugli invarianti ed
un caso particolare del teor[ema] di Hilbert.’

Affettuosi saluti dal tuo

F Enriques

[P.S.] Come vanno le tue pratiche per I'ordinariato?
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Pensando a come potrei arrotondare il mio corso di Descrlittiva] mi
¢ venuto in mente di dare la rappresentaz[ione] ortoglonale] delle sup(erfi-
cie] canali (tubi a circolo generatore di raggio variabile). E facile risolvere
su di esse alcuni problemi, e ci6 potrebbe darmi materia a suo tempo per
un importante lavoro ad usum’ ecc.

’Cfr anche p. 142, c.p. 135 (27.10.1894).
Enrlques 1896d.
Cfr p. 112, nota 1 a let. 100 (9.6.1894).
* Cfr. Noether 1875.
* Cfr. Hilbert 1890, 474.
?Cfr. p. 151, c.p. 149 (23.11.1894).
" Enriques allude probabilmente all'opportunita di preparare dei titoli di geometria
descrittiva a fini concorsuali.

152.
1 Decembre [18]94
Carissimo Castelnuovo

Ti ringrazio moltissimo delle notizie che mi fornisci e dell’interesse che
prendi alla mia carriera.

Anche passando sopra alla questione di massima dell’accettare una nomina
non giustificata da un concorso (e d’altronde a questo sarei disposto seb-
bene a malincuore, se & necessario), le cose non andrebbero liscie come
credi. Prima di tutto non sta a me il domandare alla Fac[ol]ta di Bol[ogna]
una tal cosa, specialmente ricordando il modo come fui chiamato qui: mi
fu detto allora che io dovevo considerare I'incarico come precario, non
come un impegno a tenermi. Quindi io non potrei fare in questo senso
nemmeno un passo indiretto.

In 2° luogo ¢ molto dubbia la decisione che prenderebbe la Facfol]ta
ove si trattasse di nominare un prof(essorje: bisogna pensare che essa si
¢ compromessa |'altro anno chiamando il Pfier]i:' né mi sorprenderebbe
che venisse in campo il progetto di chiamare I’ Aschlieri] da Pavia (il quale
pare desiderasse il trasloco).

Certo il momento ¢ grave per me: ma qui a Bol[ogna] non vi ¢ nessuno
che possa rendersi conto esatto delle situazioni dei possibili aspiranti ad
una cattedra di Gfeometria] e quindi riterrei giustizia che la Faclol]ta si
astenesse sempre dall’iniziativa d’una proposta. E d’altronde ti ripeto né
i0 la chiederei né la riterrei possibile se non intervenisse almeno il fatto
della opinione espressa confidenzialmente da qualche persona competente.
Ma vedi pure che anche questa ¢ cosa delicata né mi converrebbe solleci-
tare una tal cosa dal S[egre] o dal Bert[ini] o dal Cr[emona], se pure anche
per questa via vi fosse speranza d’'un successo.
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Conclusione. o non posso far nulla: né per ora parler6 al Pincherl]e
della cosa almeno fino al momento che gli possa dire della cosa di Reina
(al quale auguro pieno successo). Posso soltanto desiderare che quando ne
capita I'occasione gli amici miei parlino col Pfincherl]e o con altri: debbo
dunque aspettare con filosofica rassegnazione che giunga (se giungera) il
mio momento.

Il mio lavoro? ¢, nella sua parte essenziale, compiuto: spero mandar-
tene domani il nocciolo (teoria del sistfema] aggfiunto]) se non perdero
troppo tempo nel redigere una lezione sulle cubiche gobbe.

Saluu affettuosi e vivi ringraziamenti
dal tuo
F Enriques

' Cfr. p. 39, c.p. 35 (20.11.1893).
2 Enriques 1896d.

153.
3 Decembre [18]94

Carissimo Castelnuovo

La giornata di ieri ¢ stata tutta occupata colla teoria delle cubiche gobbe
che comincio a spiegare nel corso di Descrlittiva].

Oggi soltanto ho potuto dare gli ultimi tocchi al manoscritto' che ti
mando nonostante alcune lacune che vi rimangono ancora: cio¢ un’avver-
tenza dopo il teor[ema] funzfionalle’ che ti manderd; e la fine del § [para-
grafo] relativo alle formule di postulazione delle supl[erficie] per le quali
debbo consultare il tuo manoscritto:* ma cid non nuoce all'intelligenza
del testo. Piuttosto debbo dirti che nella 12 parte che non ho ancora ritoc-
cata, parlerd di curve e di punti dell’ente algebrico (e0?): un punto ¢ un
punto semplice di una trasformata senza singolarita, e (si ammette) ogni
plun]to semplice d'una superficie (immagine) ¢ un plunjto dell’ente.

Vedrai quanta chiarezza deriva dall’uso di queste denominazioni. Il con-
tenuto del manoscritto che t'invio ¢ quasi tutto quello che a te occorre:
dico «quasi» perché nei pochi fogli che vi aggiunger6 ulteriormente par-
lerd del p virtuale, in modo da dire che per le sup[erficie] razfionali] si
deve considerare p(') = 0, e da porre la questione inversa annunciando la
tua risposta affermativa (se vuoi).

La 1 parte subira qualche ritocco ed aggiunta, e per ora non ho biso-
gno per questo della 22: in caso ti domanderei schiarimenti in proposito.
Cosi pure per gli ultimi fogli del lavoro.




DICEMBRE 1894 157

Vedi dunque che il lavoro pu6 ormai considerarsi compiuto: la sua mole
¢ passabilmente grossa; mi consolo pensando che molti saranno i fortunati
lettori... che non lo leggeranno. Aggiungerd una prefazione e un indice.
E faremo anche (se persisti nell'idea) la prefazione comune.

Ricevo ora la tua cartolina e ti ringrazio nuovamente dell’interesse che
prendi alla mia carriera.

Qual ¢ 'indirizzo di Brill?

Affettuosissimi saluti dal tuo

F Enriques

[P.S.] Nella revisione del mio lavoro sii spietato.

' Si tratta del manoscritto di Enriques 1896d.
2 Cfr. p. 152, let. 151 (29.11.1894).
} Ctr. p. 112, nota 1 a let. 100 (9.6.1894) e i lavori di Castelnuovo ivi citati.

154.

[s.d]"
Carissimo Castelnuovo

Ho ricevuto da Pic[ard] una gentilissima risposta in cui si scusa del
ritardo.? Egli mi dice che attribuisce interesse al trovare un’interpretazione
geom|[etrica] dell’esistenza dei suoi integrali di 1 sp[ecie]. Crede pit facile
cercare prima il significato delle espressioni differenziali di 1* splecie] (pg. 154
della sua memoria 1889):? queste corrispondono all’esistenza di polinomi

di dat gradi A, B, C pei quali

af+Bg§+Caf

¢ divisibile] per f: forse la diminuzione del numero delle ¥,_; (p,—pn)
¢ intimamente legato a queste. Dopo cio soggiunge:

«J’avais envoyé 4 M. Castelnuovo une carte pour le remercier de I’ana-
lyse si interessante qui’il m’avait envoyé; je crains d’apres un mot de votre
lettre qui’il ne I'ait pas recue. Ses travaux et les votres m’ont interessé au
plus haut point, et j’ai été trés heureux d’en avoir un résumé qui m’a été
utile pour un article de revue ou j'ai eu le plaisir de vous citer».*

Mi parla poi dello studio d’'un numero p da lui considerato’ «Comp-
tes rendus 13 febbr[aio] 1893» che interessa specialmente per la rappre-
sentazione parametrica delle suplerficie] con p, =0 e p, = 1.

Dopo un’altra frase gentile mi dice (in P.S.) «Veulillez, si vous en avez
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'occasion adresser toutes mes amitiés et mes remerciments 3 M. Castel-
nuovo. Les énoncés que vous me communiquez sur les intégrales de pre-
miére espece valent la peine d’étre pubbliés; quelques uns ne m’etaient pas
inconnus, mais j'avais abbandonné mes recherches dans cette voie. Il y a
bien de distinguer d’ailleurs les cas ot les intégrales sont distinctes de ceux
ou il y en a deux ou plusieurs qui sont fonctions les unes des autres».

Appena ricevuta la lettera ti scrivo, non ho quindi avuto il tempo di con-
frontare la memoria di Pic[ard] e la nota det Comptes rendus sul numero p.

La risposta del Pic[ard] mi fa pero I'impressione di essere tale da non
far fare un passo avanti alla questione che c’interessava. Nel rispondergli
per ringraziarlo gli parlero delle nuove ricerche sulle sup[erficie] che stiamo
facendo: forse anche a te converrebbe di scrivergli direttamente della que-
stione delle suplerficie] razfionali], per evitare la possibilita di qualche incontro
(che perd mi sembra improbabile) colle sue ricerche sul numero p.

In ogni modo abbiam tempo per restar d’accordo, e si puo aspettare
anche a quando ci vedremo a Firenze.

Affettuosi saluti

dal tuo

F Enriques

[P.S.] E venuta qui la Mamma a farmi una visita; percio debbo tardare
di qualche giorno la lettura del tuo lavoro.® Scusami.

! Nota di Castelnuovo: «? del 95».

2 Cfr. p. 144, c.p. 138 (3.11.94).

} Picard 1889.

* Cfr. p. 122, nota 6 a let. 107 (13.7.1894) e Picard 1894.

* Picard 1893.

¢ Cfr. i lavori di Castelnuovo citati a p- 112, nota 1 a let. 100 (9.6.1894).

155. [c.p]
[Bologna] 11 Dec[embre 18|94
Carissimo Castelnuovo

Ho letto il tuo manoscritto' e come vuoi posso rimandartelo o dar-
telo a Firenze. Non ho che poche osservazioni da fare pit che altro di forma.
In un punto solo, cio¢ per le suplerficie] F con p[un]to O (z — 2)-plo non
vedo bene come si rimuova |'obiezione relativa a tacnodi infinitamente
vicini ad O, di cui gia ti parlai. :

Ti ringrazio dell’esame che hai fatto del mio manoscritto,” e quante
piti saranno le critiche tanto meglio riuscira in fine I'esposizione del lavoro.
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Io andro a Firenze probabilmente Giovedi sera o Ven[erdi] mattina per
cui se vuoi scrivermi dopo domani scrivi a Firenze. Qui non ¢’¢ modo di
prolungare piu oltre le lezioni.

Ho risposto al Pic[ard] facendogli cenno del mio nuovo lavoro e inci-
dentalmente del tuo sulle supferficie] raz[ionali] aggiungendo «Ma credo
che egli si proponga di scrivergliene da sé. Intanto mi prega dei piu vivi
ringraziamenti ecc.». Gli ho parlato anche del lav|oro] di H{umbert]’ dei
Math[ematische] Annlalen].

Tuo aff mo
F Enriques

' Si tratta del manoscritto dei lavori di Castelnuovo citati a p- 112, nota 1 a let. 100
(9.6.1894).
2 Enrlques si riferisce al manoscritto di Enriques 1896d.
} Humbert 1894d; cfr. p. 148, c.p. 144 (15.11.1894).

156. [c.p]
[Firenze] Sabato'
Carissimo Castelnuovo

Sono tornato a Firenze ieri sera ed ho trovato qui la tua cartolina. Ti
ringrazio nuovamente della revisione del mio lavoro® che puoi portarmii
quando vieni. Cerchero poi di uniformarmi ai tuoi consigli riguardo alla
forma di esso; ma I'argomento stesso ¢ per sua natura di difficile esposi-
zione: quella che tu hai letto ¢ I'ultima edizione d’una serie lunghissima.
In questi giorni vorrei finire prima di tutto la redazione di quel lavoro:
preparare le lezioni di Descrlittiva] sulla cubica gobba e le quadriche e di
Proiettiva sulle coniche; infine preparare le prime conferenze’ di Gleome-
tria] Supleriore| che inizier6 al mio ritorno a Bol[ogna]. Primi argomenti:
Iperspazi e loro varie interpretazioni fissando la natura dell’elemento. Appli-
cazioni alla suplerficie] di Ver[onese], spazio rigato, questione della linea-
rita dei sistfemi] di curve su sup|erficie] alg[ebriche], connessi ed equazioni
difflerenziali] del 1° ord[ine], sistema nullo ed eq[uazione] di Pfaff. Metodo
delle proiez[ioni] e sue applicazioni che ti diro.

Cordiali saluti Aff.mo

E Enriques

"1l timbro di questa cartolina postale non é completamente leggibile: la data dovrebbe
essere 15 dicembre 1894.
Ennques 1896d.
* Enriques 1894-95c.
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157. [c.p]
Firenze 24 dicembre [18]94
Carissimo Castelnuovo

Alla questione delle curve biaggiunte C,,_, ho ripensato anch’io e mi
pare che vada bene il ragionamento che ti facevo qui: vedro poi quale via
sia piu semplice da seguire. Ti ringrazio di ci6 che mi comunichi intorno
alle formule di postulazione, e sono d’accordo con te nel ritenere che non
sia un danno una tale ripetizione nei nostri lavori.!

Ora sto rivedendo e completando il mio lavoro fin da principio.

L’indirizzo di Pic[ard] ch’io conservo ¢ appunto «Rue de la Sorbonne 2»
come ti dicevo: se poi abbia cambiato non so. Se egli (da cui invero non
aspetto risposta) o il Noet[her] mi scriveranno ti scrivero subito in propo-
sito. Anche tu tienimi informato della risposta del S[egre].

Ti contraccambio i pili affettuosi auguri per te e per la tua famiglia anche
a nome dei miei. Ricordami in particolare al tuo Babbo e ricevi una stretta

di mano dal tuo aff.mo

F Enriques
! Castelnuovo 1896a; Enriques 1896d.

158. [c.p.]
Firenze 26 dicembre {18]94
Carissimo Castelnuovo

Ho piacere che il S[egre] abbia ripreso lo studio della questione che ci
interessa' e si disponga cosi a contentarci.

Sto lavorando attivamente al lavoro® delle suplerficie] lasciando per ora
indietro tutto il resto. Ho cominciato fin da principio; ovunque trovo que-
stioni di nomenclatura da rivedere cio che mi costringe a perdere assai tempo.
In fondo spero che il lavoro ne uscira assai piu chiaro.

Affettuosi saluti dal tuo

F Enriques

' Si tratta del problema della risoluzione delle singolaritd delle superficie algebriche.
In una lettera del 24 dicembre 1894 Corrado Segre scriveva a Castelnuovo: «Ebbi ieri la
tua e di Enriques. Vi ho riflettuto; e, come gia ne avevo I'intenzione, ho ripreso a pensare
all'argomento - che del resto avevo lasciato sospeso da piti di un mese! Ecco qua: io spero
di potere in questi otto dieci giorni di vacanza che ancora mi rimangono riflettere tanto
sui punti pitt minuti della dimostrazione (che la superficie si puo ridurre ad una di S; con
sola linea doppia ecc.) da acquistare la piena certezza della verita della cosa. Ed allora pren-
dero, a seconda dei casi, una delle varie risoluzioni che tu saggiamente mi sottoponi: o
di darvi da pubblicare un sommario del mio ragionamento, o di pubblicarlo io stesso ecc.
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ecc. Insomma in qualche modo spero di soddisfarvi. E se poi (il che spero non accada) in-

contrassi difficolta dove non credo di trovarne, t'informerd ugualmente di tutto, affinché voi

possziate regolarvi». In Gario, Singolariti e geometria sopra una superficie cit., 166.
Enriques 1896d.

159. [c.p]
[Firenze] 27 dicembre [18]94
Carissimo Castelnuovo

Ho ricevuto una cartolina di Nfoether]. Dice che, data la lunghezza
dei nostri lavori, anche a lui fa piti piacere che essi vengano pubblicati negli
Annfali] di Mat[ematica]." Ma gli riuscird molto gradito il nostro «Be-
richt»? dove desidera che (secondo cio che gli abbiamo detto) il lettore
trovi in breve la parte essenziale del contenuto e dell’andamento dei nostri
lavori.

Posso rispondergli che restiamo dunque intesi cosi e che scriveremo il
nostro rapporto in francese e glie lo manderemo fra un paio di mesi (dopo
iniziata la pubblicazione dei lavori)?

Affettuosi saluti tuo

F Enriques

! Castelnuovo 1896a, 1896b; Enriques 1896d. Nel 1895 la Societa Italiana delle
Scienze assegno una delle due medaglie d’oro a Castelnuovo. Tra i lavori premiati figurano
anche le due memorie sopra indicate. L’articolo di Enriques fu premiato nel 1896 quale
migliore memoria dell'anno 1895. Questi articoli, contrariamente a quanto si potrebbe
dedurre da questa lettera, furono quindi pubblicati nelle « Memorie della Societa Italiana
delle Scienze (detta dei XL)».

2 Enriques-Castelnuovo 1896.

160. [c.p.]
Firenze 29 dicembre [18]94
Carissimo Castelnuovo

Sto lavorando attivamente al lavoro' sulle suplerficie] e spero che fra
20 0 30 giorni possa esser compiuto del tutto: conterei anzi di compierlo
prima se non intervengono ritardi imposti da altre occupazioni. Ho gia
ritoccata e rifatta in molti punti la 12 parte. Desidererei anzi, se non t'in-
comoda che tu rivedessi tutto il manoscritto completo quando sara pronto.

Il teor[ema] sulle inv[oluzioni]® ¢ interessante; come lo dimostri?

Ho scritto al Njoether] una cartolina nel senso come siamo rimasti d’ac-
cordo. Pare anche a me che pubblicando il Bericht’® negli Annalen que-
sto potrebbe sostituire la prefazione comune:* su questo del resto mi
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rimetto in te. In ogni caso ¢ bene che tu vada preparando una tale prefa-
zione che sara poi il nocciolo del Bericht.
Ti mando le dispense’ di Gleometria] Prfoiettiva] del mio corso fino

apg. 72.
Cordiali saluti tuo aff. mo

F Enriques

! Enriques 1896d.

% Cfr. Castelnuovo 1896a, 359.

} Enriques-Castelnuovo 1896.

* Cfr. p. 157, let. 153 (3.12.1894).
5 Enriques 1894-95a.

161. [c.p.]
[Firenze] 3 gennaio [18]94'
Carissimo Castelnuovo

Ho piacere della proroga accordata dagli Annfalen]® che per parte mia
ritengo sufficiente.

La 12 parte del mio lavoro’ ¢ trasformata e quasi non rimane piu
niente dell’antica. Portata in principio e rifatta una parte delle considera-
zioni sulle curve riduttibili: introdotto un §° [paragrafo] sui sist{femi] con-
tenuti parzialmente] o tot[almente] in altri in guisa da fissare esplicitamente
tutte le convenzioni occorrenti: dopo dato il teor[ema] che un sistjema]
ridutt[ibile] ¢ contenuto in un sistfema] norm|ale], estendo il concetto e
il teor[ema] ai sist{femi] ridut[tibili]. Allora si ha un algoritmo simbolico
di somma e di sottraz[ione] da cui segue il Restsatz ecc. Spero che cio giovi
anche alla 22 parte del lavoro perché si elimineranno tutte le incomode
restrizioni di riduttibilita.

Ti consiglierei a non mettere il teor[ema] delle inv[oluzioni] nel tuo
lavoro:* serbalo a piu tardi. Mi pare che con esso possa risolversi la que-
stione di p[ia]ni multipli raz[ionali], vedendo che se uno dei p[ia]ni multfipli]
con data curva di diramazfione] ¢ raz[ionale], tutti lo sono.

Cordiali saluti aff. mo

F Enriques

' 1895, dal timbro postale.
2 . .
Il lavoro per il quale Enriques e Castelnuovo avevano ottenuto una proroga dalla
redazione dei « Mathematische Annalen», ¢ Enriques-Castelnuovo 1896.
3 Enriques 1896d.
* Cfr. Castelnuovo 1896a, 359.
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162. [c.p.]
[Firenze] 4 gennaio [18]95

Carissimo Castelnuovo

Ti ringrazio di quanto hai scritto a Autonne' al quale manderd vari
dei miei lavori.

La redazione del lavoro sulle suplerficie]” mi assorbe ancora tutto il
giorno ma dopo domani dovro sospendere per la preparazione delle lezioni.

Quelle convenzioni preliminari comunque girate costituiranno sempre
una cosa insuperabile per il lettore. Eppure non vedo il modo di semplifi-
care! Tanto piu perché nella redazione antica introducevo ad ogni passo
una diversa convenzione secondo mi occorreva, e bisogna unificare.

Affettuost saluti
tuo

F Enriques

" In una lettera del 30 dicembre 1894 Léon Autonne chiese a Castelnuovo di inviar-
gli i suoi scritti sulla teoria delle curve e delle superficie algebriche. Castelnuovo nel rispon-
dergli menziono anche quelli di Enriques: cfr. le lettere di Autonne riportate in Appendice
(pp- 651-52).

2 Enriques 1896d.

163. [c.p]
[Firenze] 7 gennaio [18]94'

Carissimo Castelnuovo

Ho dovuto sospendere la correzione del lavoro,? dove pero credo di
aver fatto il pili, per occuparmi delle lezioni che dovro fare a Bol[ogna]
dove torno domani. Sono proprio affollato d’occupazioni perché per quel
lavoro ho trascurato tutto.

Riguardo a quella questione mi sono accorto di aver preso un abbaglio:
tuttavia, credo che la questione stessa dovrebbe risolversi usufruendo del
tuo teor[ema] sulle suplerficie] raz[ionali].’

Affettuosi saluti in fretta
tuo aff.mo

F Enriques

[P.S.] Mi son dimenticato I'indirizzo del Fano: mando al tuo indirizzo
una cartolina per lui.

' 1895, dal timbro postale.
2 Enriques 1896d.
} Cfr. I'affermazione fatta da Enriques in chiusura della c.p. 161 (3.1.1895), p. 162.
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164. [c.p.]
[Bologna] 11 gennaio [18]94'
Carissimo Castelnuovo

La tua cartolina mi ¢ stata respinta a Firenze essendo giunta prima di
me, sicché la ho ricevuta soltanto oggi. Ho molto piacere di ci6 che ti ha
scritto il Nfoether].?

Sto lavorando ed ho lavorato nei giorni passati molto attivamente: ho
preparato le prime conferenze di Gleometria] Sup[eriore].’ Vedo che la
realizzazione del programma ¢ una utopia per la scarsezza del tempo: se
mai (se sard ancora qui) seguiter0d un altr’anno.

Spero fra pochi giorni di tornare al lavoro delle suplerficie]* e di com-
pierlo in breve tempo. Ma bisogna che non mi affretti tanto perché mi
sento gid stanco.

Cordiali saluti Tuo aff.mo

F Enriques

' 1895, dal timbro postale.

2113 gennaio Max Noether aveva scritto a Castelnuovo di essere stupito dalla messe
di risultati ottenuti e dalle loro possibili connessioni coi teoremi di Georges Humbert ed
esprimeva la speranza che I'annunciato articolo negli « Annali di Matematica» avrebbe for-
nito nuovi esempi particolari sui quali verificare i teoremi di Castelnuovo e di Humbert.
Noether concludeva la sua breve lettera manifestando la convinzione che il futuro avrebbe
rivelato la portata di tali ricerche che ora solo pochi matematici sembravano comprendere.
La lettera di Noether a Castelnuovo ¢ riportata in Appendice (p. 656).

3 Enriques 1894-95c.

4 Enriques 1896d.

165. [c.p.]
[Bologna, 13 gennaio 1895]
Carissimo Castelnuovo

Ti ringrazio dell'indirizzo dato ad Autonne (io 'avevo scritto sulla
fascia).!

Per le conferenze di Gleometria] Supleriore]” ho preparato materia per
una 20na [ventina] di giorni sicché ormai non ho pili da occuparmi di cio
per ora; ma soltanto delle lezioni del 1° biennio e del lavoro? che ripren-
do oggi stesso.

Con tutto ci6 che ho preparato di Gleometria] Sup|eriore] arrivo sol-
tanto all’analisi dei post[ulati] degli iperspazi, donde traggo la persuasione
di non arrivare a svolgere che una minima parte di ci6 che mi ero propo-
sto. Ho voluto cominciare con riflessioni filosofico-matematiche e collo
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sviluppare il concetto della Glcometria] astratta. Faro un’applicazione di
questo all'introduzione delle coor|dinate] proiettive di un S,. Dati i
post[ulati] si verifica che i gruppi (omoglenei]) x; #, ... %, possono con-
siderarsi come 1 «punti» di un S,: basta allora porre I'omografia tra i punti
di un dato S, e quelli dello S, analitico per avere nel 1° le coordinate.
Il metodo ¢ applicabile anche allo S;. Ti persuade?

Cordiali salut aff.mo

F Enriques

' Cfr. p. 163, c.p. 162 (4.1.1895).
2 Enriques 1894-95c.
} La redazione dell’articolo Enriques 1896d.

166. [c.p]
[Bologna] 16 Gennaio [18]94'
Carissimo Castelnuovo

In seguito ai disordini avvenuti in questi ultimi giorni, di cui avrai letto
sui giornali, I'Universita ¢ stata chiusa oggi.”

E sperabile che gli studi possano ricominciare presto.

Intanto io sono libero di dedicarmi al lavoro’ delle suplerficie]. Sto
modificando la 2# parte; anche qui vado rifacendo molto e mutando anche
in parte l'ordine.

Vedro di introdurre a proposito delle suplerficie] biaggiunte] quelle con-
siderazioni.

Il S[egre] mi scrisse qualche giorno fa che ti avrebbe mandato una notina
contenente la risposta desiderata.*

Affettuosi saluti tuo

F Enriques

' 1895, dal timbro postale.

? All'origine di questi disordini vi era la richiesta degli studenti di una sessione straor-
dinaria di esami.

’ Enriques 1896d.

* Cfr. p. 160, c.p. 158 (26.12.1894).

167. [c.p.]
[Bologna] 18 Gennaio [18]95
Carissimo Castelnuovo
Ho molto piacere di cio che mi scrivi e ti auguro un pronto successo.'
Mandami pure i fogli di cui mi parli. La revisione (0 meglio in gran
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parte il rifacimento) della 22 parte del mio lavoro? procede un po’ lenta,
perché spero con una modificazione assai larga di dare a quella teoria un
assetto piu semplice.

Ho saputo che I'articolo di Pic[ard] ¢ comparso nella Revue générale
des Sciences® (Décembre), ma non lo ho potuto vedere ed anzi credo che
qui non Vi sia: NON posso assicyrarmene perché la biblioteca ¢ chiusa. In
ogni modo me lo procurero. E strano che non ce I'abbia mandato.

Cordiali saluti Aff mo

F Ennques

Non ci ¢ stato possibile determinare con precisione a cosa si riferisca Ennques
Ennques 1896d.
} Cfr. Picard 1894 € p- 122, nota 6 a let. 107 (13.7.1894).

168. [c.p.]
{Bologna] 20 Gennaio [18]95
Carissimo Castelnuovo

Ho ricevuto i tuoi fogli: se ti contenti li tengo qualche giorno.

Otterro delle semplificazioni riducendo la teoria delle curve ipoaggiunte
a quel che occorre per le aggiunte.

Domani si riapre I'U[niversita].'

Ho potuto vedere I'articolo di Pic[ard]. Dedica a noi I'ultima parte dello
scritto che ¢ assai breve. Noi possiamo esserne contenti, ma mi fa I'impres-
sione che egli abbia poco approfondito i lavori italiani, e si sia servito poco
della tua relazione. Ad es|empio] dove parla di suplerficie] con due generi,
e dove cita 'H[umbert] per aver osservato un es[empio] di suplerficie] di
genferi] 0, — 1, che ha 0™ ! sup[erﬁcie] V,—; (7 genlere] [delle] sez[ioni]
plia]ne).?

Ho placere che il Fano si occupi delle sup[erﬁc1e] con trasf[ormazwm]
p[roiettive] in sé:* gli sard grato se vorra comunicarmi i resultati che verra
ottenendo.

Cordiali salut tuo aff.mo

F Ennques

" Cfr. p. 165, c.p. 166 (16.1.1895).
2 Cfr. Picard 1894, 948.
> Gino Fano dopo il perfezionamento a Gottinga insegno dal 1894 al 1899 all'Uni-

versita di Roma come assistente di Castelnuovo e poi come libero docente. Le sue ricerche
sulle equazioni differenziali lineari (cfr. p. 113, c.p. 101, 14.6.1894 e p. 115, c.p. 104,
24.6.1894) lo condussero a studiare i gruppi continui finiti di trasformazioni cremoniane
e le superficie e varieta algebriche con gruppi continui di trasformazioni proiettive in s¢,
incontrandosi dunque con alcune ricerche di Enriques. Cfr. in particolare Fano 1895a-f
e le due note 1896a e 1896b presentate nelle adunanze del Circolo di Palermo dell’11
e 25 agosto 1895, rispettivamente.
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169. [c.p.]
[Bologna] 23 Gennaio [18]95
Carissimo Castelnuovo

Non vedo come le semplificazioni che introduco nella teoria delle curve
ipoag[giunte] possano interessare il tuo lavoro: se non sbaglio, a te occorre
soltanto la parte proiettiva sulle sup[erficie] ipoag[giunte] ed agg[iunte] che
resta immutata, e il teor[ema] funz[ionale].'

Mi accorgo che il tempo passa, e nonostante che mi dedichi tutto al
mio lavoro’ temo di essere in ritardo di qualche giorno. Me ne dispiace
specialmente per te, giacché per gli Annali’ penso che I'epoca di pubbli-
cazione dei fascicoli non ¢ perfettamente determinata, e ad ogni modo se
ne esce uno ogni due mesi, la nostra proroga dovrebbe essere piu lunga
di un mese. Quando rivedrai il mio manoscritto scritto di nuovo di sana
pianta, capirai che il mio ritardo (che spero sara minimo) non dipende da
mala voglia.

Cordiali saluti aff. mo

F Enriques

! Cfr. le lettere dell’ottobre e novembre 1894, in particolare quelle del 27 ottobre
(n. 135, p. 142) e del 29 novembre (n. 151, p. 152) per 'enunciato del teorema.

? Enriques 1896d. i

} Come si & detto (cfr. p. 161, nota 1 a c.p. 159, 27.12.1894) i lavori di Enriques
1896d e Castelnuovo 1896a e 1896b dovevano inizialmente apparire negli « Annali di Mate-
matica pura ed applicata».

170.
Mercoledi [s.d.]’

Carissimo Castelnuovo

Chiamo ipoaggiunte ad un sistema lineare |C| (c0? almeno) semplice
o no, tutte le curve K che segano una C generica in un gruppo canonico.
Che le K formino un sistema lineare si dimostra soltanto sotto certe restri-
zioni per C (che IC| o non contenga "~ curve spezzate in compo-
nenti variabili). In ogni caso fra le K vi sono sempre le aggiunte che for-
mano un sistema lineare, e questo sega su C una serie il cui difetto di
completezza <p, — p, (p, € p, essendo 1 2 generi di F). Ipoaggiunte di
rango r a | C| saranno le curve seganti su C un gruppo della serie somma
della 7-pla di quella carattferistica] e di quella canonica (tale ¢ K + rC):
esse, sono aggiunte (di rango 0) ad |7Cl, onde come ti accennavo per 7
alto segano su C la serie completa.
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Supponi che o’ curve C sieno segate su F dai piani di una rete; allora
le curve K aggiunte a | C| son segate su F da suplerficie] agg[lunte] aventi
in O (i-plo) una moltep11c1ta i — 1. Per una ipoaggliunta] si potra dire la
cosa analoga (cio¢ sara sezione di una ¥ ipoaggfiunta] ad F tranne secondo
le rette per O avente O i-plo) purché in un fascio generico di IC! non
vi sieno curve spezzate.

Ma partendo dalla considerazione del sistema segato su F dalle ¢,,_;,,
st vede (collo stesso metodo adoperato pei sistemi semplici) che per 7 alto
le ¥,_;,, segano sopra un piano per O un sistema contentente tutte le
curve composte di una C,_; e di una retta r-pla per O, ma come dedurne
che questo ¢ il sistema completo delle C,_;,, di quel piano agg[iunto] alla
sezione di F?

Ed ¢ a questa difficolta, se pur si potra rimediare direttamente, trovo
preferibile rispondere coll’altro metodo.

Ho preso e sto prendendo degh appunti sul tuo manoscritto: te ne par-
lero a voce: le critiche pero si riducono a minuzie.

M i ricordo che tempo fa trovai la costruzione del sistema aggiunto a
[Cl (semplice) segante su C la serie can[onica] completa, nell'ipotesi che
C avesse la serie caratt[eristica] compl[eta] e su C il sistema canonico segasse
la serie completa; ora pero non so pit ritrovarla. Guarda se ti vien fatto
di assegnare siffatta costruzione (che come ti notai in passato) darebbe come
corollario del tuo teor[ema] «La condiz[ione] nec[essaria] e suffficiente] perché
una suplerficie] (a sistfema] can[onico] semplice) sia regolare ¢ che il sist{ema]
canonico abbia la serie carattferistica] compl[eta]».

Fissami I'appuntamento per Sabato mattina.

Intanto affettuosi saluti tuo

F Enriques

P.S. Oltre alle curve canoniche e bicanoniche possono esistere sopra
una suplerficie] di gen[ere] geom[etrico] O (e probabilmente di gen[ere]
num|[erico] < 0) altre curve invariantive il cui studio potrebbe presentare
interesse. Ecco come si presentano.

Tutti i sistemi |K| aggiunti ai sistemi |C| sopra una suplerficie] di
genfere] Pg> 0 hanno comune un sistema (il canonico):* ma anche se
P, =0, e cio¢ ICl non ¢ contenuto in |K|, puo darsi che tutti i sistemi
IK| contengano uno stesso sistema comune: questo si compone in tal caso
delle curve d’un fascio, ed esse hanno carattere invariativo per la suplerfi-
cie]. Il caso si presenta sulle rigate, e mi sembra gia interessante che I'ope-
razione di aggiunzione conduca anche per queste alle curve invariative: si
presentera in altri casi?> Meriterebbe studiare la cosa.

* che ¢ il residuo di ICl rispetto a IKI
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' La datazione di questa lettera ¢ incerta. Lo stesso Castelnuovo vi ha apposto un
punto interrogativo. In essa Enriques da una definizione intrinseca delle curve ipoaggiunte
a un sistema lineare di curve su una superficie. La questione ¢ oggetto di alcune lettere
del giugno-ottobre 1894: cfr. p. 112, let. 100 (9.6.1894); p. 133, let. 124 (21.9.1894);
p- 134, c.p. 125 (25.9.1894); p. 135, c.p. 127 (7.10.1894); p. 136, let. 128 (8.10.1894).
Nelle cartoline postali del 20 e 23 gennaio 1895 (n. 168, p. 166, e n. 169, p. 167, rispetti-
vamente) Enriques accenna a «semplificazioni» che avrebbe introdotto nella teoria delle
curve ipoaggiunte (che poi si diranno subaggiunte: cfr. p. 198, c.p. 213, 16.6.1895).

171. [c.p]
[Bologna] 26 Gennaio [18]95
Carissimo Castelnuovo

Io seguito sempre ad occuparmi delle curve aggiunte: spero domani di
condurre a termine questa parte: dopo cio rivedro tutto il gia scritto e te
lo mandero (fra qualche giorno) riserbandomi poi a finire il lavoro! che
ritengo vada liscio fino in fondo.

Non sarebbe male che tu cominciassi intanto a pensare al nostro
«Bericht».” Se, come spero, potrd venire un po’ con te a Carnevale, lo po-
tremo concretare insieme; ma occorre per cio una precedente preparazione.

Come vedrai nel mio lavoro ho introdotto I'uso continuo del simbolismo.

Affettuosi saluti
tuo

F Enriques

! Enriques 1896d.
2 Enriques-Castelnuovo 1896.

172. [c.p]
Bologna 28 gennaio [18]95
Carissimo Castelnuovo

I S[egre] mi scrive che sta redigendo la nota sulle sing[olarita] e che
fra 8 o 10 giorni la avra compiuta. Egli dara a questa nota la forma di
lettera da pubblicarsi separatamente nel fascicolo degli Annali perché essa
¢ venuta piu lunga di quel che credeva.

Io gli ho scritto che cosi stando le cose la pubblicazione della sua nota
potra opportunamente precedere nel fasc[icolo] i nostri lavori, tanto piu
dato il ritardo nella redazione del mio (nuovo incaglio per la preparazione
delle lezioni di Descr[ittiva]). Ti persuade?’

Affettuosi saluti tuo

F Enriques
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" I lavori Enriques 1896d e Castelnuovo 1896a e 1896b dovevano inizialmente essere
accompagnati da un articolo di Corrado Segre contenente la dimostrazione della risoluzio-
ne delle singolarita per le superficie. Per le difficolta incontrate nel trattare la questione,
Particolo di Segre apparira negli « Annali di Matematica pura ed applicata» solo all'inizio del
1897 e conterra un’analisi delle singolarita delle superficie algebriche ma non la dimostrazio-
ne del teorema di risoluzione delle singolarita: cfr. Segre 1897a. A questo proposito si vedano
le lettere di Segre a Castelnuovo in Gario, Singolaritd e geometria sopra una superficie cit.

173 [c.p]
[Bologna] 30 Gennaio [18]95
Carissimo Castelnuovo

Ho ricevuto ieri la tua cartolina ed oggi una lettera di Fano. Al Flano]
rispondero presto: tu intanto scusami con lui e digli che ho parlato del
Cayley e della suplerficie] di Ver[onese] nella nota dei Math[ematische]
Ann(alen].' Digli anche che ho molto piacere dei resultati da lui ottenuti.’

Per quanto mi dici riguardo alle trasflormazioni| bir[azionali] d’una
suplerficie] in sé, forse ti rammenterai che indipendentemente dal sist{ema]
canfonico] (che per quelle suplerficie] non esiste in generale) si costruisce
un sistfema] lin[eare] mutato in sé ove il gruppo che muta in sé la suplerfi-
cie] sia algebrico e la suplerficie] non possieda integrali di Pic[ard]. Cio per
il teorema di Humbert,? col procedimento della mia nota* sui gruppi di
trasflormazioni] cremoniane del piano.

Non mi rispondi a quel che ti dicevo sul cominciare la redazione del
«Bericht».* Quando ti cominceranno le vacanze[?]

Affettuosi saluti tuo
F Enriques

' Cfr. Enriques 1895d, 183, nota 27. Cfr. anche p. 131, c.p. 121 (8.9.1894) e p. 132,
let. 122 (12.9.1894).

® Cfr. p. 166, nota 3 a c.p. 168 (20.1.1895).

* Cfr. Humbert 1893b e 1894c, 195.

4 Enriques 1893a.

5 Enriques-Castelnuovo 1896; cfr. p. 169, c.p. 171 (26.1.1895).

174. [c.p]

[Bologna, 31 gennaio 1895]

Carissimo Castelnuovo '
1l ragionamento che mi comunichi ¢ elegante ma mi pare che presenti

qualche lacuna.
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In 1° luogo io non vedo perché un gruppo di trasflormazioni] bira-
z[ionali] in sé d’una suplerficie] alg[ebrica] debba essere algebrico o conte-
nuto in un gruppo algebrico,l quindi questa sarebbe una restrizione.

In 2° luogo puo darsi che il gruppo di proiettivita binarie sulle tangenti
alla sup(erficie] in un p[unto fisso (gruppo aggiunto secondo una denomi-
nazione di Lie estesa dagli S,, alle altre varietd) non sia in isomorfismo
[1 7] col dato, cioé che per esempio il gruppo dato sia * ed il gruppo
aggiunto oo! soltanto (non vedo a priori che si possa escludere questa pos-
sibilit): similmente il gruppo potrebbe essere oo’ e le trasflormazioni] che
lascian fermo un p[un]to e una t[an]g[ente] lascian ferma in conseguenza
un’altra t[an]g[ente]. Pero questo 2° dubbio pensandoci bene si dovrebbe
eliminare e resterebbe ad ogni modo il resultato pei gruppi algebrici. Il
tuo ragionamento varrebbe poi nel caso d’un gruppo algfebrico] ? ove
vi sia una curva algebrica] unita.

Nelle mie conferenze di G[eometria] S[uperiore]” espressamente limi-
tate per ora, e per me, e perché i giovani sono meno preparati di quel
che credevo, non sono ancora giunto a parlare di iperspazi.

Cordiali saluti aff mo

F Enniques

' Per gli argomenti qui discussi si veda la breve nota Enriques-Castelnuovo 1895.
? Enriques 1894-95
nriques c.

175.
31 gennaio [18]95
Carissimo Castelnuovo

Dopo che ti ho scritto la cartolina rispondente a questioni scientifiche
¢ intervenuto un fatto riguardante una questione personale di cui bisogna
che t scriva subito.

Si tratta di questo.' Il Del Re pare che cerchi di essere traslocato qui.
Chi me lo ha detto non desidera di essere nominato, potrai pero immagi-
narlo. La fac[oltd], come sai, per due volte ha chiesto il concorso e tanto
pit ora ch’io tengo I'incarico pel 2° anno non accoglierebbe la proposta
di chiamarlo: sono convinto che essa non recederebbe dalla domanda del
concorso. Ora si tratta di scongiurare il pericolo di una nomina improv-
visa, e di adoprarsi quindi in senso opposto per ottenere 'apertura del con-
corso. Per questo ho pensato di rivolgermi al Cremona da cui ho avuto
varie volte prove di stima: ma invece di farlo direttamente ti pregherei di
volertene incaricare tu e di parlargli a nome mio. Potresti dirgli ch’io dubito
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che qualcuno cerchi di essere nominato a Bologna: che ci6 mi lederebbe
immensamente, mentre d’altra parte avrei il piti vivo desiderio che si aprisse
un concorso e di non dovere seguitare in questa situazione precaria; aggiung
quel che credi pit adatto a volgerlo in mio favore: digli anche che ti ho
espressamente pregato dell’ambasciata anziché scrivergli direttamente per-
ché con te gia si era parlato altre volte della cosa, e di una cosa di questo
genere ci si spiega meglio a voce.
Insomma mi raccomando in te, e ti prego del massimo riserbo: non
dire nulla a nessuno di quanto ti ho scritto.
Addio in fretta e grazie anticipate tuo aff. mo
F Enriques

! Enriques si riferisce alla sua posizione accademica a Bologna. Cfr. anche p. 155, let.
152 (1.12.1894). A quest’epoca Enriques ricopriva per incarico la cattedra di Geometria
proiettiva e descrittiva lasciata vacante da Domenico Montesano. Dopo alterne vicende,
che si chiariranno nel corso della corrispondenza con Castelnuovo del 1895 e 1896, tale
cattedra fu messa a concorso ed Enriques nell’ottobre 1896 ne riusci vincitore.

176. [c.p.]
[Bologna] 1 febbraio [18]95
Carissimo Castelnuovo

Vedo nella tua cartolina d’oggi che la dimostrazione del fatto che ogni
gruppo trascendente di trasflormazioni] d’ura suplerficie] in sé ¢ conte-
nuto in un gruppo alg[ebrico]. Mi persuade. E se ne trae che una suplerfi-
cie] senza integrali di Pic[ard] e con un gruppo continuo " (r=1) di
trasflormazioni] biraz[azionali] in sé & certo razionale. Perché si riconduce
ad una suplerficie] con oo trasformazioni proiettive in sé, e questa ¢
raz[ionale] o riferibile a una rigata (o fasc[io] coniclhe]) ma in questo 2°
caso vi sono integrali di Pic[ard]. La dimostrazione di questo teorema proiet-
tivo ¢ data da me per S;, ma la dimostrazione si estende subito ad S,: il
caso da me eccepito dei p[unt]i uniti multipli delle omogr(afie] del gruppo
viene eliminato dalla semplice osservazione] di Fano. Dopo che il F[ano]
avra pubblicato la sua nota,' si potrebbe fare una breve notina? collettiva
(se vuoi) sull’argomento. Credo che la cosa debba interessare il Pic[ard].

Cordiali saluu Aff mo

F Enniques

[P.S.] Non posso ancora fissarti I'epoca della mia venuta collegata a
quando si prenderanno le vacanze. '

' Cfr. p. 166, nota 3 a c.p. 168 (20.1.1895).
2 Cfr. Enriques-Castelnuovo 1895.
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177. [c.p]
[Bologna] 2 Febbraio [18]95
Carissimo Castelnuovo

Ti ringrazio prima di tutto di quanto stai facendo per me: ¢ un vero
atto di amicizia.'

Per quel che riguarda le suplferficie] con trasflormazioni] bir[azionali]
in sé, mi pare che il dubbio ch’io ti esponevo possa eliminarsi cosi. Sup-
pongasi che vi sieno ©° trasflormazioni| biraz[azionali] in sé e che quelle
(e0") che lasciano fermo un p[un]to lascino ferme (sempre) le t[an]g[enti]
intorno al p[un]to. Allora se x y ¢ il p[un]to, muovendolo sulla sup[erfi-
cie] in guisa da assumere la posizione (x + dx, y + dy) il detto gruppo oo!
che lascia fermo x y ¢ identico con quello che lascia fermo (v + dx y + dy);
quindi lascia fermo (x + 2dx y + 2dy) ecc.: segue che ogni p[un]to della
suplerficie] sta fermo (assurdo). Forse questo ragionamento cui tu pure pen-
savi permette anche di eliminare a priori I'isomorfismo meriedrico tra il
gruppo aggiunto e quello che lascia fermo un p[un]to?

Cordiali saluti
tuo aff.mo

F Enriques

! Enriques allude all'interessamento di Castelnuovo per la sua posizione accademica:
cfr. p. 172, nota 1 a let. 175 (31.1.1895).

178.

3 Febbraio [18]95
Carissimo Castelnuovo

Ti ringrazio nuovamente moltissimo di ci6 che hai fatto per me. Il caso
¢ piu serio di quel che credi perché la Fac[ol]ta non si piegherebbe mai
a propormi per lo straordinariato: ho tratto questa convinzione da conver-
sazioni (velate) avute con qualcuno. In questo modo di pensare della Fac[ol]ta
mi pare che entri in gran parte un puntiglio di fronte al Ministr]o, ed anche
il giusto desiderio di non accettare una massima e non creare un prece-
dente dannoso. Intanto /'altro potrebbe lavorare per vie parlamentari ed
ottenere la nomina senz’altro.’

In queste condizioni, almeno ora, il presentare una domanda di nomina
alla Fac[ol]ta mi esporrebbe ad uno scacco sicuro. Invece la Fac|ol]ta sarebbe
probabilmente ben disposta ad appoggiare una mia domanda pel concorso.
Ove il Cr{emona] volesse appoggiarmi presso il Mlinistr]o potrei cosi ottenere
almeno lo statu quo finché non intervenga un cambiamento alla Minerva.’
Almeno il Mlinistr]o potrebbe decidersi a rimettere nella fac[ol]ta la nomina
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d’uno straordinario e la fac[ol]ta potrebbe provvedere a questa nomina con
un concorso fatto per conto proprio. Questa soluzione non urtando con-
tro la famosa interpretazione della legge Casati (che scrupoli dopo 20 anni!)
potrebbe essere accolta dal MlinistrJo e darebbe adito ad una soluzione
onorevole, togliendo il Mlinistr]o stesso da un imbarazzo.

Io vorrei che tu persuadessi il Cremona] che (quantunque a malincuore)
seguirei il suo consiglio se credessi che cio potesse approdare a qualche-
cosa: avendo la convinzione opposta (almeno per ora) come posso farlo?
Guarda dunque se senza dispiacere al Crlemona] si pu6 persuaderlo che
(anche se inutile) mi conviene in questo momento fare io stesso la domanda
del concorso; il Crlemona] potrebbe almeno pregare il M[inistr]Jo che in
ogni caso non si dimenticasse di me nominando altri; e potrebbe forse anche
indurlo a rimettere nella fac[ol]ta la nomina come ho detto prima. Nello
stato attuale delle cose bisogna che almeno cerchi di mantenere lo statu quo.

Del resto venendo a Roma parlero io stesso col Crlemona]. Intanto t
pregherei di rispondergli quanto ti ho detto, ringraziandolo vivamente per
parte mia, e facendo in modo che egli non si urtasse della mia domanda
pel concorso contro il suo consiglio. Esponigli francamente la situazione.

Scusa se ricorro nuovamente alla tua amicizia.

Per ora non vedo altro da fare. Avrei voluto indurre qualcuno della
Fac|ol]ta a consigliarsi con Bert[ini] o con S[egre], ma non ci sono riuscito.

Affettuosissimi saluti
tuo

F Enriques

[P.S.] Per far comprendere meglio al Crlemona] I'avversione che la
fac[ol]ta troverebbe ad una proposta sarebbe forse il caso di ricordargli la
proposta fatta inizialmente del Pfier]i,’ non accolta dal Ministr]o?

Sono giunto col mio lavoro* alle formule di postulaz[ione]; trovo che
non mi hai mandato il relativo foglio tra gli altri come credevo. Gli altri
tuoi fogli li ho visti ma se non hai fretta li tengo ancora per qualche giorno.
Tutto va bene: vi € soltanto I'uso dei simboli su cui dobbiamo metterci
d’accordo: pel sistjema] aggfiunto] a |Cl io avevo adottato il |C,| che
¢ una notazione spiccata. Il |C’l mi capita molte volte a designare un
altro sistfema) e mi genererebbe confusione. Non uso mai la notazione
ICl+1Cl=12Cl ma IC+ Cl = 12CI. Infine nella definizione delle curve
bicanoniche definite come curve di 1C,, — Cl o di 12C, — 2C| occorre
aggiungere «spogliate di punti componenti fisse».

Il mio lavoro procede ormai pili liscio verso la fine.
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" Enriques allude all’eventualiti che Alfonso Del Re potesse richiedere al ministro la
nomina sulla cattedra di Bologna. In effetti, secondo I'articolo 69 della Legge Casati, a
cui si accenna nei passi successivi della lettera, «il Ministro potra proporre al Re per la
nomina, prescindendo da ogni concorso, le persone che per opere, per iscoperte, o per
insegnamenti dati, saranno venute in meritata fama di singolare perizia nelle materie cui
dovrebbero professare». Questo articolo verra ripreso come articolo 20 della Legge 1861
e articolo 24 del Testo Unico approvato con Regio Decreto il 9 agosto 1910. Per il testo
della Legge Casati e successive modifiche, cfr. B. Amante, I! regolamento universitario, Roma
1912, 169-208.

2 Cosi era familiarmente chiamato il Ministero dell’Istruzione Pubblica, dal nome del
palazzo dove aveva sede.

> Cfr. p. 39, nota 2 a c.p. 35 (20.11.1893).

* Enriques 1896d.

179.
4 Febbraio [18]95
Carissimo Castelnuovo

Ho parlato coi matematici della Fac[ol]ta: tutti mi consigliano a chie-
dere il concorso. Con piacere pero ho constatato che le disposizioni verso
di me sono migliori di quel che credevo; tantoché dopo espletata ogni altra
via, se la scelta fosse rimessa dal M[inistr]o alla Fac|ol]ta, o se 1o stesso
mi decidessi allora a chiedere la nomina, troverei, almeno presso qualcuno,
accoglienza non ostile.

Una volta persuaso il Crfemona] della necessita ch’io chieda il concorso,
e ottenuto da lui che si conservi almeno lo statu quo, si potra pensare dopo
la risposta del M[inistr]o a risolvere diversamente la questione: preferibil-
mente ottenendo che almeno il M[inistr]o lasci fare il concorso alla Fac[ol]ta,
o promuovendo da questa un esame di titoli per parte di una commissione.

Intanto I'impressione ricavata dagli ultimi colloqui ¢ buona. Il Pincherlje
mi ha detto (te lo ripeto confidenzialmente): «lo sono per il concorso e
Lei faccia ora la domanda in questo senso: se al dunque non potra ottener-
si, sono per lo statu quo per ora, e dopo 3 anni d’incarico Lei potrebbe
esser fatto straordinario: in ogni caso una domanda sua in questo senso
ora potrebbe sembrar prematura, ma una tale domanda dopo espletate le
altre vie (e alla fin dell’anno) potrebbe avere I'appoggio mio e credo anche
degli altri matematici». Ed Arz[ela] mi ha detto «lo sono sempre stato e
sono per il concorso: ¢ anche nel suo interesse perché anche se non riu-
scira Lei se ne caverd con onore: se non si potra ottenerlo io sono per
lo statu quo indefinito: se pero fossi costretto a scegliere preferirei Lei che
ormai ha fatto buona provan.

Questo ¢ il succo dei discorsi tenuti.
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Ti terrd informato di quanto accadra. Io mi propongo intanto di pre-
sentare la domanda pel concorso.

Affettuosi saluti tuo

F Enriques

180. [c.p]
[Bologna] 5 Febbraio [18]95
Carissimo Castelnuovo

E proprio vero: I'esempio del gruppo delle omotetie nel piano distrugge
il nostro ragionamento: ¢ strano perd! Scrivimi come hai pensato di pun-
tellare nonostante cio la tua dimostrazione.'

Quanto alle notazioni del sistfema)] aggfiunto] nei nostri lavori,” se
saranno diverse pazienza: adotterei la tua se gia non avessi usato troppe
volte 1 simboli |Cl [C’l ecc. a denotare sistemi diversi e se evitando cio
non dovessi introdurre troppe lettere a denotare 1 sistjemi] lin[eari]. Ma
penso che I'inconveniente pel lettore sara piccolo.

Avrai ricevuto la mia lettera di ieri che risponde in parte anche alla tua
d’oggi. Null’altro di nuovo. Se hai occasione di scrivere al S[egre] e vuoi
informarlo della cosa (in confidenza) fai pure.3

Affettuosissimi saluti tuo

F Enriques

[P.S.] Scusa tutte le noie che tu ho dato.

' Cfr. p. 172, c.p. 176 (1.2.1895).

2 Cfr. p. 174, P.S. a let. 178 (3.2.1895).

* Con ogni evidenza Enriques allude alle vicende legate alla propria posizione accade-
mica: cfr. p. 172, nota 1 a let. 175 (31.1.1895) e p. 175, nota 1 a let. 178 (3.2.1895).

181. [c.p]
[Bologna] 6 Febbraio [18]95

Carissimo Castelnuovo

Ho letto nella tua lettera la dimostrazione di quel fatto, e mi persuade.

Quanto al noto affare, io sono passato qui da tutti: non temo il peri-

colo di cui mi parli per varie ragioni; prima di tutto perché mancano i
posti di O[rdinario]. :

Affettuosi saluti. tuo

F Enriques
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[P.S.] Anche il mio ragionamento sulle suplerficie] con oo trasflorma-
zioni] in sé pare si estenda a varieta alg[ebriche] piu volte infinite, esten-
dendo il teor[ema] di H[umbert].'

! Cfr. p- 170, c.p. 173 (30.1.1895). Per I'estensione del teorema di Humbert si veda
Enriques-Castelnuovo 1906a, 234.

182. [c.p]
[Bologna] 7 Febbraio [18]95
Carissimo Castelnuovo

Fard dunque la nota domanda.' Ti ringrazio nuovamente di cio che hai
fatto per me.
Macc.? sta in via Arienti 28: I'ho ringraziato a nome tuo.
Se leggi quella notina sulle coniche dimmi che te ne pare.
In questi giorni sono stato affollato per le lezioni sicché il mio lavoro?
non ¢ andato avanti. Per fortuna Sab[ato] siamo lesti o quasi.
Affettuosi saluti tuo
F Enrniques

[P.S.] Ti terro informato di quando andro a Fir[enze] e a suo tempo
di quando verr6 a Roma.

Come mai il F[ano] si occupa ora della mem(oria] di Pic[ard]?* non mi
dicesti che si occupava di quelle cose sulle equazfioni] diff[erenziali]?’

' Si tratta della richiesta al ministro di mettere a concorso la cattedra di Geometria
proiettiva e descrittiva che Enriques ricopriva per incarico: cfr. in particolare p. 175, let.
179 (4 2.1895).

2 S tratta probabilmente di Eugenio Maccaferri, assistente di Enriques.
Ennques 1896d.
* Picard 1889.

* Cfr. p. 166, nota 3 a c.p. 168 (20.1.1895).

183. [c.p/]
Firenze 13 febbraio [18]95
Carissimo Castelnuovo

Ho saputo della chiusura della Universita di Roma.' Anche tu hai
dovuto sospendere le lezioni? E in questo caso cosa farai? Temo che tu
mi abbia scritto ieri a Bologna e che la tua cartolina si sia incrociata colla
mia venuta qui.

Ho ricevuto dal S[egre] (cui ho raccontato la nota cosa)’ un’affettuosa
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cartolina: egli mi offre di scrivere al Plincherl]e per esporgli il suo pen-
siero. Accetto molto volentieri, anzi cio previene il mio desiderio. Giac-
ché, nonostante le buone parole, non so quanto potrei contare sull’appog-
gio della Fac[ol]ta al momento decisivo.

Cordiali saluti Aff.mo
F Enriques

' Cfr. p. 165, c.p. 166 (16.1.1895). A seguito dei disordini studenteschi, alcune uni-
versita furono chiuse e a Napoli il rettore decise di annullare I'anno accademico. La chiu-
sura dell'Universita di Roma, cui si riferisce Enriques, fu causata dalle manifestazioni di
protesta degli studenti romani in solidarieta con gli studenti napoletani.

Enriques allude alle proprie vicende accademiche: cfr. in particolare p. 176, c.p. 180
(5.2.1895).

184. [c.p]
[Firenze] Venerdi [15 febbraio 1895]
Carissimo Castelnuovo

In seguito alle tue cartoline ricevute ieri e oggi mi sono deciso ad anticipa-
re la mia venuta e, salvo casi imprevisti, arriverd a Roma Domenica sera
alle 11,50. Conto di andare al Massimo d’Azeglio. Cosi non fare il com-
plimento di star levato Domenica sera; potremo vederci li il Lunedi mattina.

Sto scrivendo I'ultimo §° [paragrafo] del mio lavoro:' poi mi occor-
rera ancora una revisione generale. Portero con me il manoscritto insieme
al tuoi fogli.

Credo di aver visto che il sistema bicanonico sega sulla curva canfonica]
gen[erica] una serie il cui difetto ¢ Pe— Pa (non <); vale a dire che il bige-
nere vale P=p, + p.

Vorrei far seguire il lavoro da una tabella di esempi, specialmente strani.
Alcuni ne ho anche dei tuoi: ma intanto tu fammi una raccolta di quelli
che possiedi. Suplerficie] su cui non vale il teor[ema] di Noether p® =
=p D —1, ecc. Esistono suplerficie] prive di curve bicanoniche ma con
curve r-canoniche? Credo che in ogni caso tutti i caratteri a cui esse con-
ducono si esprimeranno per py, p,, p('); dove il p(” ¢ quello virtuale ch’io
definisco per tutti i casi in cui vi sono curve bi-canoniche (o #-can[oniche]).
Prendendo come immagfine] d’una rigata una rigata non speciale il teor[ema]
fond[amentale] da subito per essa p, = — 7 (7 gen[ere] rig[ata]).

Affettuosi saluti tuo

F Enriques

[P.S.] Ho mandato al Burkhardt.?

! Enriques 1896d.
2 \ .
Nella lettera non ¢ precisato che cosa.
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185.
Giovedi 28 [febbraio' 18]95
Carissimo Castelnuovo

Ho piacere di essere tornato qui essendo quasi tutti i miei influenzati
o sulla via di influenzarsi, sebbene si tratti d’'un male di nessuna importanza.

Ho fatto i calcoli relativi al p” e al p®; mi & costato un po’ di fatica
impiantarli, ma finalmente sono venuti e tornan bene come era da aspet-
tarsi. Invece non trovo piti il modo di stabilire che le curve bicanoniche
sono p, + p“) e dubito di avere sbagliato. Poco male!

Pensando durante il viaggio alle equazioni differenziali lineari mi ¢ venuta
in mente la questione di trovare tutte quelle d’ordine 7 integrabili con sole
quadrature, o con sole quadrature riducibili ad una equazione di Riccati?
ecc. Queste questioni che a priori non sembrano aver legame con quelle
del Fano’® possono forse essere legate ad esse a posteriori almeno in molti
casi, perché in molti casi si trovano relazioni algebriche fra gli integrali.

La risoluzione delle dette questioni non sembra difficile. Guarda pler]
e[sempio] come si procede nella 12 questione per 7 = 4.

Cerco i gruppi integrabili di omografie in S;: questa ricerca equivale
all’altra. Ora i gruppi integrabili sono (secondo Lie?) 1 gruppi " aventi
un sottogruppo eccezionale ©”~ 'nel quale ¢ contenuto un sottogruppo
eccezionale 0"~ 2 ecc. ... o' _

Diciamo completo un gruppo definito da un certo numero di luoghi uniti
(mutati in sé ma non di p[un]ti uniti). Pare che sussista il lemma «Un gruppo
integrabile incompleto ¢ sempre contenuto in un gruppo completo pure
integrabile».

Partiamo da un gruppo oo' che debba esser I'ultimo sottogruppo d’una
catena di sottogruppi eccezionali d’un gruppo integrabile: il gruppo inte-
grabile completo dovra essere il gruppo completo in cui & contenuto quello
o', Vi ¢ perd una difficoltd relativa ai p[un]ti uniti multipli.

Nel caso generale un gruppo ' di omografie con p[un]ti uniti distinti
¢ contenuto in un gruppo completo (0% d’omografie permutabili (abe-
liano e quindi integrabile). Se vi ¢ un p[un]to unito doppio si va ad un
gruppo oot (completo) che ¢ integrabile ecc.

In generale (per gli S,) vi sono nella memoria di Predella* gli elementi
per esaurire la questione.

Nel mio lavoro dell'Ist[ituto] Venleto]’ sono determinati i gruppi (inte-
grabili) che lasciano invariato un sottogruppo co? ma vi sono delle restri-
zioni per questi.

Quanto alla 22 questione dell’equazione di Riccati, si ¢ direttamente
condotti a superficie (razionali) mutate in sé e ci si riattacca quindi alle
ricerche di Fano.
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Quando queste saranno pubbhcate spero di esser piu libero e di potermi
quindi occupare delle questioni dette innanzi, le quali mi sembrano avere
un certo interesse.

Il concetto di gruppo completo non ¢ nuovo per me e credo che ci si
possa limitare per le equazioni differenziali a questi gruppi, ché (sotto qualche
restrizione forse) ci si riduce sempre al caso di tali gruppi mediante qua-
drature.

Anch’io rammarico immensamente le deliziose giornate passate insieme
a Napoli.

Ho scritto al S[egre] pregandolo di mandare a te il suo lavoro.®

Salutami Fano e Reina, Ancona, Luzzatti e prendi una stretta di mano

affettuosa
dal tuo

F Enriques

[P.S.] Ho piacere che tu entri in corrispondenza con H[umbert].
Andro a Bologna Domenica sera.

L’indicazione del mese ¢ congetturale. Castelnuovo ha apposto sulla lettera in suo
luo%o un punto interrogativo.
I risultati di queste ricerche furono pubblicati in Enriques 1896b.
! ) Cfr. p. 166, nota 3 a c.p. 168 (20.1.1895).
Predella 1892.
Enrlques 1893g e 1894a.
6 Enriques si riferisce alla nota sulle singolarita, alla quale Segre stava lavorando. Cfr.
p. 169, c.p. 172 (28.1.1895).

186. [c.p.]
[Firenze] 3 Marzo [18]95
Carissimo Castelnuovo

Ho ricevuto la tua cartolina e ti ringrazio della tua premura per la salute
dei Miei, 1 quali uno dopo laltro si sono presi tutti I'influenza ad ecce-
zione del Babbo e di me; stamani ¢ venuta alla mia sorellina piccina. Per
fortuna si tratta soltanto di un paio di giorni di febbre per ciascuno, ma
¢ sempre una gran noia.

Stasera vado a Bologna dove gia prevedo di essere affollato di occupa-
zioni, essendo rimasto indietro colle lezioni, e dovendo svolgere la nuova
e difficile teoria della rappresentazione dei poliedri.

Cordiali saluti
tuo aff.mo

F Enriques
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187. [c.p.]
[Bologna] Domenica 9 marzo' [18]95
Carissimo Castelnuovo

Ti mando il manoscritto? salvo I'ultimo §° [paragrafo| per cui ho biso-
gno del tuo teor[ema] sulla non singolarita del sistema aggfiunto]’ e salvo
I'introduzione che sto facendo. Intanto metto da parte i pochi esempi noti
di suplerficie] con p, > p,.

Mancano qua e la delle citazioni a pi¢ di p[a]g[ina] alcune delle quali
rappresentano dei dubbi, tantoché dove senza fatica ti venga in mente chi
vada citato ti sar0 grato se vorrai appuntarlo.

Del resto penso che ormai non conviene affrettarsi troppo e che forse
in seguito alle tue osservazioni mi converra modificare nuovamente qual-
che punto del manoscritto. Tanto il Br{ioschi] non si ¢ ancora fatto vivo
e c’¢ sempre la risorsa di mandare intanto il lavoro di Slegre].*

Vedo che anche i francesi si occupano di quella questione sugli inte-
grali che pare dunque non facile anche per loro.” Mando a H{umbert] gli
ultimi miei lavori (i primi glieli ho mandati gia).

Cordiali saluti aff. mo

F Enriques

[P.S.] Appena scritta l’introduzione te la mandero.

' 10 marzo, dal timbro postale. Il 9 era sabato.
2 G tratta del manoscritto di Enriques 1896d.
3 Cfr. Castelnuovo 1896b, 317-18. Cfr. inoltre P: 146, let. 141 (8.11.1894) per la
deﬁmzlone di «sistema non singolare», ossia sistema «privo di curve fondamentali proprie».
* Francesco Brioschi era direttore degli « Annali di Matematica pura ed applicata», dove
dovevano apparire i lavori di Enriques, Castelnuovo e Segre; cfr. p. 169, c.p. 172 (28.1.1895).
Segre era allora convinto di aver completato la dimostrazione del teorema di risoluzione
delle singolarita delle superficie algebriche, come aveva scritto a Castelnuovo in una lettera
del 9 febbraio 1895. Cfr. Gario, Singolaritd e geometria sopra una superficie cit., 167.
TA questo propostto si veda la lettera di Georges Humbert a Castelnuovo del 6 marzo
1895 riportata in Appendice (pp. 654-55).

188. [c.p.]
[Bologna] Mercoledi 13 marzo [18]95
Carissimo Castelnuovo
Ho fatto uno schizzo dell'introduzfione] al mio lavoro' sulle suplerfi-
cie] che riesce assai lunga stante la difficolta di far capire al lettore lo spi-
rito delle questioni di cui si tratta..
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Quanto alla questione della trasformabilita d’una suplerficie] in una senza
curve eccez[ionali] (da basarsi su cid che mi comunichi circa la non singfola-
rita] di 1C,| per p, = p, > 0) penso che anziché dedicargli un ultimo §°
[paragrafo], essa possa trovar posto in una nota nel caplitolo] dei sistemi
completi.” Cid mi risparmierebbe anche i dettagli della dimostrazione.

Affettuosissimi saluti
tuo

F Enriques

! Enriques 1896d.
2 Cfr. Enriques 1896d, 305-10: I'appendice di questa memoria contiene i due para-
grafi «Superficie senza curve eccezionali» e «Sistemi lineari completi rispetto al genere».

189. [c.p]
[Bologna] 14 marzo [18]95
Carissimo Castelnuovo

Ho molto piacere di cio che mi scrivi e me ne congratulo con te.!
Quanto al dare i tuoi manoscritti’ alla Soc[iet3] credo anch’io non ti con-
venga, ma in caso non ti tenere legato per cagion mia.

Quando hai occasione di parlare della cosa col Cr{emona] ringrazialo
anche da parte mia per cio che mi riguarda; e se quest’altro anno non vi
sia altri che aspiri a quel premio, ben volentieri potro concorrere (ad
eslempio] coll’attuale lavoro).’

I corsi mi assorbono tanto che ancora non ho potuto terminare I'intro-
duzione al mio lavoro.

Credo di averti detto che ho spedito ad H[umbert] i miei ultimi lavori,
ma per ora non ho avuto risposta.

Cordiali saluti tuo aff. mo

F Enriques

! Enriques allude alla possibilita che a Castelnuovo venisse conferita una medaglia della
Societa Italiana delle Scienze (cfr. a questo proposito p. 161, nota 1 ac.p. 159, 27.12.1894).
Il contenuto della lettera si chiarisce leggendo quanto Luigi Cremona aveva scritto a Castel-
nuovo il giorno precedente:

[Roma] 13 marzo 1895

Caro Prof. Castelnuovo

Ci sono due premi (medaglie d’oro del valore di £ 400 I'una) disponibili pert parte di
questa Societa Italiana, a favore delle migliori memorie (o gruppi di memorie) matema-
tiche pubblicate dopo il 1889 o inedite (e in quest’ultimo caso da presentarsi mano-
scritte e da stamparsi poi nei volumi sociali).
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Ella potrebbe aspirarc a una di tali medaglie. Ci pensi ¢ si decida presto. Potrebbe pler]
e[sempio| darc alla Societa i lavori che mi disse avantieri d’avere pronti e che la Societa
stamperebbe in breve tempo.

Voglia parlare di cio anche all’Enriques il quale potrebbe aspirare a medaglie analoghe

prossime future - giacché ce n’¢ una disponibile ogni anno. Suo aff
uo aff.

L. Cremona
La seconda medaglia, a cui si accenna nella lettera, fu assegnata a Carlo Somigliana.

2 Enriques allude ai manoscritti di Castelnuovo 1896a, 1896b.
3 Enriques 1896d.

190. [c.p.]
[Bologna] 16 marzo [18]95
Carissimo Castelnuovo

Date le insistenze del Cr{emona] e la gentile offerta che egli ti fa, credo
tu non possa rifiutargli i tuoi lavori per gli Att della Societa dei XL. In
conseguenza per non staccare i nostri lavori' daro anch’io il mio mano-
scritto ai medesimi atti (se il Cr[emona] ¢ disposto ad accettarlo): bisogne-
rebbe anche avvertirne S[egre] se egli pure vuol seguire la nostra sorte.?

Le memorie della Societa dei XL vengono pubblicate in edizioni molto
belle, sicché io non rammarico affatto il cambiamento. Guarda pero di
parlarne col Brfioschi]® affinché non se ne abbia a male. '

Cordiali saluti
tuo aff. mo

F Enriques

! Castelnuovo 1896a, 1896b ed Enriques 1896d; cfr. p. 161, nota 1 a c.p. 159
(27.12.1894).

? Cfr. p. 170, nota 1 a c.p. 172 (28.1.1895).

* Cfr. p. 181, nota 4 a c.p. 187 (9.3.1895).

191. [c.p]
[Bologna, 19 marzo 1895]
Carissimo Castelnuovo

Scusa se tardo a risponderti. Ho ricevuto il manoscritto.! Sono a letto
con una leggera influenza.

Cordiali saluti Aff mo

F Enriques

1 . . . . N o qe
Si tratta del manoscritto dell’articolo Enriques 1896d con le osservazioni di Castel-
nuovo, come si chiarira nel seguito.
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192. [c.p]
P [Bologna] 22 marzo [18]95

Carissimo Castelnuovo

Due righe per darti mie notizie. Sono sempre a letto sebbene la febbre
sia andata sempre decrescendo nei giorni scorsi. Ma oggi soltanto (fin ora
almeno) ne sono del tutto libero. Spero che questa seccatura sia presto
finita. Intanto mi sento molto debole e credo dovro aspettare qualche giorno
per rimettermi a lavorare.

M dispiace di cio che ti scrive il Slegre], ma spero che tutto si acco-
modi.!

Affettuosi saluti tuo

F Enriques

! Enriques si riferisce a una lettera del 18 marzo 1895 in cui Corrado Segre aveva
scritto a Castelnuovo: «Riguardo alla mia nota, mi ¢ accaduto, presso al termine della reda-
zione definitiva, di accorgermi di una svista di una certa gravita che avevo commessa! Spero
di ripararla: ma con le occupazioni del corso, non potré farlo tanto presto. Sicché non
aspettatemi pit voi due!» In Gario, Singolaritd e geometria sopra una superficie cit., 168.

193. [c.p]
[Bologna] 27 marzo [18]95

Carissimo Castelnuovo

Ho cominciato a levarmi dopo una settimana di letto, ma sono sempre
molto debole. Stante un po’ di catarro bronchiale eredita dell’influenza
il medico mi proibisce di ricominciare le lezioni e, viste le prossime vacanze,
mi consiglia di affrettare la mia andata a Firenze. Rassegnandomi agli ordini
del mio tiranno, partiro probabilmente domani.

Cordiali saluti tuo aff.mo

F Ennques

194. [c.p]
[Firenze] 28 marzo [18]95
Carissimo Castelnuovo

Due righe per farti sapere che sono venuto a Firenze. Non sono ancora

rimesso del tutto dell'influenza che mi ha lasciato una gran debolezza.

Mi rincresce di non poterti vedere qui se vai direttamente a Padova
potresti invece fermarti qualche giorno al ritorno?

Affettuosi saluti dal tuo

F Enriques
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195. [c.p]
[Firenze] 1 Aprile [1895]
Carissimo Castelnuovo
Non ti meravigliare della mia indolenza: sebbene possa dirmi ormai
rimesso dell’influenza, mi ¢ rimasta addosso una gran debolezza, e come
conseguenza una noiosissima inerzia. Cosi non ho ancora ricominciato a
far niente. Eppure il lavoro non mi manca.
Ti fermerai a Firenze al tuo ritorno da Venezia?
Cordiali salut aff.mo
F Enriques

196. [c.p.]
(Firenze] 5 aprile [18]95
Carissimo Castelnuovo
Per quanto mi hai detto questa cartolina ti trovera sempre a Roma.
La mia indolenza continua; il residuo dell'influenza si riduce ormai a questo.
Ho ripreso la 1* parte del mio manoscritto ed ho esaminato le critiche
assai minute che mi hai fatto: te ne ringrazio moltissimo, e sto pensando
al modo migliore di uniformarmi ai tuoi consigli, cio che non ¢ sempre
facile. Mandero6 in fondo il §° [paragrafo] dei sist[emi] completi e la parte
del Restsatz che vi si collega.'
Se ti facesse comodo di avere la mia prefazione (di cui ho preparato
uno schizzo) potrei condurre a temine intanto quella.
Affettuosi saluti tuo
F Enriques

[P.S.] Ricevo in questo momento una tua cartolina. Mi trattengo qui
fino al 22.

' Cfr. Enriques 1896d, cap. 2.

197.
9 aprile [18]95
Carissimo Castelnuovo
Come puoi immaginarti anch’io provai fin da principio una certa repu-
gnanza ad adottare una convenzione per la quale non sono equivalenti le
due relazioni

IC’+C"l=ICl, IC=C'I=IC"l.
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Ma se mi sono deciso ad adottarla ¢ perché tutto valutato mi pare che*
questa convenzione presenti minori inconvenienti di quella opposta. Tu
vedi ora gli inconvenienti di quella differenza di valore dei due simboli,
ma io credo che fattaci I'abitudine cio non presenti piu inconvenienti: d’al-
tronde ¢’¢ un modo semplice per evitare ogni confusione ed ¢ di fare uso
del simbolo + soltanto e mai del —: ma il simbolo — (lo staccamento di
una curva di |C’l da un sistema) occorre in altri punti ed occorre ivi anche
di prescindere dai p[un]ti base di I1C’l perché si vuole I'irreduttibilita del
sistema residuo; bisognerebbe allora inventare un altro simbolo.

Quando riavrd la 22 parte del manoscritto' guarderd meglio in quali
punti la convenzione fatta ¢ dannosa e dove il toglierla produrrebbe una
complicazione. Nota anche ch’io considero sistemi di curve aventi come
componenti fisse dei punti base; la presenza di questi punti fissi diminuisce
la molteplicita dei punti base; ma la presenza di p[un]ti fissi non base
dovrebbe considerarsi come Iesistenza di punti base di molteplicita negativa.

Ho piacere che tu ti fermi a Firenze al ritorno per Roma.

Quali progetti hai sui nostri teoremi relativi alle sup[erficie] con trasfor-
mazioni in sé.> Le comunicazioni di Pic[ard]® di cui mi hai fatto cenno
li rende impubblicabili?

Cordiali salut aff.mo

F Ennques

' Si tratta del manoscritto di Enriques 1896d.

? Cfr. Castelnuovo-Enriques 1895 e p. 170, c.p. 173 (30.1.1895) e seguenti.

‘A questo proposito si veda la lettera di Emile Picard a Castelnuovo del 22 marzo
1895 riportata in Appendice (p. 660).

198. [c.p]
[Firenze] Sabato 13 aprile [18]95
Carissimo Castelnuovo

Mi dispiace della ragione che mette in dubbio la tua fermata qui: spero,
ad ogni modo, si tratti di cosa lieve. Aspetto notizia delle tue decisioni
definitive.

Quando avrd il manoscritto' (22 parte) esaminerd meglio la questione
della nota convenzione, e vedro di contentarti. Non vi ¢ fretta che tu mi
spedisca il manoscritto: puoi tenerlo finché non sei arrivato fino in fondo.

Affettuosi saluti
tuo

F Enriques

" Si tratta del manoscritto di Enriques 1896d.
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199.
[s.d]"'
Carissimo Castelnuovo

Mi dispiace della causa che ti trattiene a Venezia.

Sono a Firenze, come ti ho scritto ieri. Quando dovro andare a Bolo-
gna non lo so ancora; certo pero dopo il 15. Intanto mandami il mano-
scritto’ e procurerd di leggerlo prima della tua venuta.

Per semplificare il mio lavoro, ed evitare le critiche minuziose dei cul-
tori di singolarita superiori, ho idea di prendere da Kobb? la trasformabi-
lita d’una suplerficie] in una senza singolaritd in un iperspazio: tanto mi
occorreva di mandar via i p[un]ti multipli isolati. Siccome poi tu mi dici
che il S[egre] solleva dubbi sui risultati di Kobb, cosi ho scritto a lui per
domandargli se (forse anche in base agli studi di lui medesimo)* si & auto-
rizzati a servirsi di quel resultato. In caso contrario occorrera che lo assuma
come ipotesi restrittiva? Che cosa te ne pare? cio¢ daresti molta impor-
tanza ad evitare la 22 restrizione (occorre certo la 1? per p[un]ti mult[ipli]
1solati)?

Ed ora guarda un po’ se va bene cio che ti dico.

Sia F una suplerficie] senza p[un]ti mult[ipli] in S,, e sia |C| il sistema
normale determinato dalle sue sezioni. Sia |C’| un sistema (irreduttibile
o0’ almeno) su F. Considero |C + C’l; in esso un sistema oo® (generico)
contenente una rete di curve spezzate in una C’ fissa ed in una C e lo
faccio segare dai piani di S; su F’. La F’ ha un p[un]to multfiplo] O corn-
spondente a C”: per O passano i rette corrispondenti agli 7 punti base del
sistema 00’ su C’ (posso supporle tutte semplici, 0 almeno che si raggrup-

pino a kakin % rette k-ple distinte di F'?).

Inoltre per O si possono avere (forse) delle altre rette multiple: una a
di tali rette rappresenta una curva fondamentale per |C|, quindi un p[un]to
o gruppo di p[un]ti su F base per |C + C’l e ugualmente per |C’l. Ora
consideriamo su F un punto base A per |C’l nel quale sono riuniti piu
plun]ti base infinitamente vicini: io dico che ad un tal p[un]to corrisponde
su F’ una retta a multipla (per O) con sopra (forse) dei p[un]ti multipli
per F’, e che la molteplicita di a ¢ p se nel plunjto Ale C" (o le C+ C’)
hanno p t[an]g[enti] variabili: dico insomma che se A ¢ piti che p-plo per
le C’ ad es[empio] (N + p)-plo e vi & un p[un]to A-plo o [infinitamente]
vicino ad A per le C’, a questo corrisponde un p[un]to multiplo su a: in
definitiva quindi la F” viene a possedere soltanto rette (semplici o mult[iple])
distinte per O. E giusto?

Credo di poter stabilire per ogni suplerficie] di gen[ere] geom|etrico]
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> 0 la trasformabilita in una senza curve eccezionali (trasformate di p[un]t):

come ¢ chiaro il fatto che ognuna delle curve di un gruppo possa trasfor-

marsi in un p[un]to non porta che tutte simultaneamente possan trasfor-
marsi in plun]t.

Affettuosi saluti dal tuo

F Enriques

' Dal contenuto e dal contesto della corrispondenza la data di questa lettera potrebbe

essere 14 aprile 1895.
2 Enriques si riferisce alla seconda parte del manoscritto di Enriques 1896d.

* Cfr. Kobb 1892.
* Cfr. in particolare p. 170, nota 1 a c.p. 172 (28.1.1895).

200.
16 aprile [18]95
Carissimo Castelnuovo

Ho piacere che tua Nonna stia meglio, e faccio assegnamento di vederti
qui nelle vacanze elettorali.'

Ho ricevuto il manoscritto” e ti ringrazio dell’esame minuto che ne hai
fatto. Debbo ora orizzontarmi di nuovo in tutto quel labirinto per proce-
dere alle opportune correzioni.

Secondo la mia definizione I'ente algebrico relativo ad una rigata non
¢ una curva, come tu mi scrivi: i punti dell’ente algebrico sono non solo
le rette della rigata ma anche tutti i punti di essa. Cosi nel caso del «piano»
sono «punti dell’ente algebrico» tutti i punti del piano e tutte le curve razio-
nali trasformabili in p[un]ti. Il concetto di un tale ente algebrico appare
repugnante se si vuol pensare I’ente stesso come «una superficie» ma esso
deve essere pensato invece come una classe di superficie. Il parlare dell’ente
come di una superficie ¢ una finzione, ma finzione legittima quando di
ogni punto dell’ente si parli in modo isolato. Questo ¢ il fondamento delle
considerazioni su cui si basa il teor[ema] fond[amentale]’ che (come noti
tu stesso) vale anche nei casi che vorresti farmi escludere.

L’altro giorno4 mi ¢ venuto fatto di accorgermi occasionalmente di una
proprieta delle omografie con p[un]ti uniti multipli: non so se sia nuova.
La proprieta ¢ questa. Se in S, si ha un omografia con un punto p-plo O
(per cui non passa una retta di p[un]ti uniti) e si considera lo S,_, fonda-
mentale ad esso appartenente (determinato dai p p[un]ti uniti infinitamente
vicini), vi sono in S, ©”~! curve razionali normali (passanti pei detti p
plun]ti) ciascuna mutata in sé¢ dall’'omografia. :

Da questa circostanza si desume il modo con cui puo essere successiva-
mente ampliato un gruppo ' d’omografie in S, costruendo un gruppo
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0’ che lo contenga eccezionalmente, uno ©°* che contenga eccezional-
mente quello oo? ecc. Si ottengono cosi tutti i gruppi o” integrabili. Cia-
scuno di questi & un sottogruppo di un gruppo integrabile che ha:

1) r=1 (e =n+ 1) punt uniti fissi A, ... A,

2) per ciascuno A; di questi un certo S, unito (i = 0) dove sono 7
curve unite passanti per A; (rette, coniche, ... curve razionali normali).

();Iri=n+1—r).

Per conseguenza si possono determinare in 1° luogo 7 integrali molu-
plicativi. Noti questi si possono ottenere (in © modi) altri z — 7 + 1 inte-
grali costituenti coi primi un sistema fondamentale, ciascuno mediante due
quadrature. Invero i punti d’una curva razionale unita per A; si possono
far dipendere razionalmente da un parametro z (funzfione] di x) che per
un giro nel piano complesso di x subisca una sostituzione della forma oz + (.

Allora z’(x) ¢ una funz[ione] moltiplicativa e pero % = @) (¢ fun-
z[ione] razfionale]) z = [e/***dx.

Cordiali saluti aff.mo

F. Enriques

"16 maggio 1895 si svolsero le elezioni politiche: dopo le elezioni, primo ministro
del nuovo governo fu ancora Antonio Starabba di Rudini.

2 Si tratta del manoscritto di Enriques 1896d.

} Ctr. Enriques 1896d, § 27, 271.

YA proposito di quanto segue si veda p. 179, let. 185 (28.2.1895).

201. [c.p]
[Firenze] 20 aprile [18]95
Carissimo Castelnuovo

Due righe per avvertirti che domani torno a Bologna.

Procedo nella revisione del lavoro.! Ho adottato in via di prova il tuo
suggerimento circa la nota convenzione:* cid mi costringe a modificare
vari punti: in seguito potrd giudicare meglio della convenienza dell’una
o dell’altra redazione.

L’esistenza delle co?~' curve razionali mutate in sé da un’omografia
con un plun]to unito p-plo in S,, non ¢ evidente, ma si puo stabilire con
metodo ricorrente.

Tant saluti al Fano.

Una stretta di mano dal tuo aff.mo

F Enriques

: Enriques 1896d.
2 Cfr. p. 185, let. 197 (9.4.1895).
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202. [c.p]
[Bologna] 3 Maggio 1895

Carissimo Castelnuovo

M rallegro di cuore con te per la meritata onorificenza che ti € confe-
rita: a quel che mi dici si tratta ancora di cosa che va tenuta segreta, quando
sara resa pubblica?1

Trovo giusta anch’io I'osservazione del Crlemona): quando hai occa-
sione di vederlo digli pure che ne terrd conto quanto potro in questo
lavoro,? e pit ancora nel seguito.

Sono occupatissimo per le lezioni che mi tocca condensare per causa
delle probabili elezioni.’

Cordiali saluti Aff.mo
F Enriques

' L'allusione ¢& al conferimento della medaglia della Societa Italiana delle Scienze. Cfr.
p. 182, c.p. 189 (14.3.1895). La commissione istituita a tal fine era composta da Fran-
cesco Brioschi, Luigi Cremona ed Eugenio Beltrami. La delibera ufficiale porta la data
del 16 giugno 1895: cfr. «Mem. Soc. Ital. Sci. XL», 10 (1896), xxn-xxv.
Enrlques 1896d.
} Cfr. p. 189, nota 1 a let. 200 (16.4.1895).

203. [c.p]
[Bologna] 7 maggio [18]95
Carissimo Castelnuovo

Non mi pare il caso di fare due note intorno al teorema delle singola-
ritd: per parte mia potrei riferirmi alla nota che porrai nel tuo lavoro, ma
se invece preferisci che essa comparisca nel mio ¢ lo stesso.! Potremmo
anche tornare al concetto di domandare al S[egre] se egli vuole che essa
figuri sotto forma di una breve lettera a noi rivolta.

Ho potuto oggi riprendere il lavoro,? interrotto nei giorni passati €
spero non sopravvengano altri incagli. Ho dovuto svolgere nel corso di
Dlescrittiv]a gli elementi della Geom|etria] diff[erenziale] intuitiva (asinto-
tiche, linee di curvatura, geodetiche).

Ti rimandero a giorni il trattato di Dfescrittiv]a. Aff mo

F Enriques

' Si tratta della nota sul teorema di risoluzione delle singolarita delle superficie alge-
bnche in Enriques 1896d, 222, nota 10 si rinvia a Castelnuovo 1896a, 339 nota *
Ennques 1896d.
} Potrebbe trattarsi di Wiener 1884-87, che Castelnuovo aveva inviato a Enriques
diversi mesi prima. Cfr. p. 140, let. 132 (20.10.1894).
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204. [c.p]
[Bologna, 14 maggio 1895]
Carissimo Castelnuovo

Ti spedisco, con ringraziamenti e scuse, il trattato di Gleometria] Descrit-
tiva. Spero mandarti a giorni il lavoro' completo (compresa I'introduzione
cui ho un po’ pensato) salvo la nota degli esempi di cui potremo parlare
a Firenze: e se va, potrai passarlo al Cr{emona].

E partito il Levi-Civita. Prima che partisse gli ho spiegato minutamente
il piano delle mie ricerche sulle equazioni differenziali® ed egli mi ha fatto
notare come un suo teorema agevoli I'intento. La cosa sembra ormai con-
cretata, anche dopo la relazione che egli mi ha dato del lavoro di Ves-
siot.” Ti scriverd presto dettagliatamente.

Affettuosi saluti tuo

F Enriques

' Enriques 1896d.
2 Cfr. p. 180, let. 185 (28.2.1895).
* Vessiot 1892.

205.
Mercoledi [s.d]'
Carissimo Castelnuovo .

Nel tuo lavoro che stai scrivendo” dimostrerai in ogni caso che sopra
una suplerficie] di generi p,, p,, il difetto di completezza della serie
caratt[eristica] d’un sistema normale ¢ <p, — p,?

Se questo ¢ si potra anche assumere come definizione della differenza
Py — Pn |l massimo difetto di completezza della serie caratt[eristica] dei
sistemi normali su F.

Effettivamente che questo massimo sia raggiunto si pud provare cosi.

Consideriamo le suplerficie] agg[iunte] ad F di ordine tanto alto da segare
la serie completa sopra una sezione piana di F: se m, », 7 sono i caratteri
del sistema [K| da esse segato su F si ha allora

T—1l—-n+r =p,.

D’altra parte sia 6 il difetto di completezza della serie caratt[eristica] di
IK|, w il difetto di complet[ezza] della serie segata su una K dal sistema
cononico; si avra (teorfema] di R[iemann] Rfoch])

T—l—n+r+6=p,+ o,

da cui

S=p—patw,  SZp—pa
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Io credo che debba aversi qui w = 0 ma non mi riesce di stabilirlo (segui-
rebbe dal tuo teorema).

Un corollario ¢ il seguente (inverso di un caso particolare del tuo
teor[ema]):

Se sopra una suplerficie] F ogni sistema lineare normale ha la serie
caratt[eristica] completa, F ha p, =p,.

Credo anche un’altra cosa (ma disgraziatamente il ragionamento che
la dimostrerebbe presenta una lacuna), cio¢ che: «Se su F un sistema |Cl
¢ contenuto in un altro | K1, il difetto di completezza \ della serie caratt[eri-
stica] di 1Cl ¢ < di quello analogo 6 per |Kl».

Sia |K| = IC+ C’l segato dagli iperpiani di S,. Una sez[ione] K ha
un difetto di normalita 6: supponiamo che questo si mantenga per la curva
spezzata C + C’, allora se k e k” sono i diffetti] di norm([alita] di C, C’,
e § ¢ la differenza tra la dimensione dello spazio comune a C, C’ e quella

dello spazio individuato dal gruppo di p[un]ti CC’, si ha
b=k+k'+0

e proiettando da C’
A=k+0=<56 c.dd.

Cosa ne dici? e ti pare che quella supposizione sia giusta?

Sabato, se non sopravviene nulla di nuovo torno a Firenze: ci saro pel
tuo passaggio che spero vorrai anticipare a fine di stare insieme qualche
giorno di piu.

Affettuosi saluti
tuo aff.mo

F Enriques

! Castelnuovo segna in luogo della data un punto interrogativo. Dal contenuto della
lettera e dal contesto della corrispondenza la data potrebbe essere: mercoledi 15 maggio 1895.

? Enriques si riferisce alla stesura dell’articolo Castelnuovo 1896a, in cui il teorema
in questione sara solo enunciato.

206. [c.p.]
[Bologna] Domenica [19 maggio 1895]
Carissimo Castelnuovo

Sono nuovamente occupato colle lezioni fino a Martedi. Mercoledi andro
a Firenze e credo non dovro tornare che per gli esami. E tu quando ver-
rai a Firenze?

Non ho ancora potuto completare il manoscritto' appunto per le occu-
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pazioni di cui ti ho parlato. Quanto ai gruppi integrabili d’omografie pare
che il Lie” li abbia determinati tutti. Se e quanto rimanga di nuovo nelle

mie ricerche ti sapro dire quando avro avuto tempo di esaminare la cosa.

Cordiali saluti
tuo aff. mo

F Enriques

[P.S.] Ti prego di ringraziare il Fano a mio nome per I'invio delle sue
note.’

' Si tratta del manoscritto di Enriques 1896d.
2 Cfr. Lie 1895b.
* Cfr. p. 166, nota 3 a c.p. 168 (20.1.1895).

207. [c.p.]
[Firenze] 23 maggio [18]95
Carissimo Castelnuovo
Sono venuto a Firenze ieri sera ed ho ricevuto stamani la tua cartolina.
Mi dispiacerebbe molto perdere la tua visita di cui gia mi facevo un
piacere: ma non ci rinunzio ancora. Mi immagino che le vostre vacanze,
per quanto brevi, comprenderanno da una Domenica all’altra: in quante
alle litografie che devi preparare,1 non puoi farlo anche qui?
Guarda dunque se puoi non rimettere la tua venuta e scrivimi in pro-
posito le tue risoluzioni definitive. '
Cordiali saluti Aff.mo
F Enriques

" Cfr. p. 88, nota 7 a let. 74 (5.4.1894).

208. [c.p.]
[Firenze] 28 maggio [18]95
Carissimo Castelnuovo

Ho rinunziato con dispiacere a vederti ora, rimettendo la cosa alla fine
di Giugno, epoca in cui sard quasi certo a Firenze.

Sono stato ieri ed ieri I'altro a Pisa a compiere il mio dovere di
elettore’ deponendo nell’urna... una scheda bianca. Ho visto Bert]ini],
Bifanchi] e Volt[erra].

Il Bert[ini] si ¢ dimostrato dispiacente che la dimostrazione del S[egre]
relativa alle sing[olarita] non riesca completa: dubita possa esservi un caso
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d’eccezione al teorema.” Ho cercato di convincerlo dell’opposto; ma egli
¢ molto piu scettico di me.

Cordiali saluti aff.mo

F Enriques

' Cfr. p. 189, nota 1 a let. 200 (16.4.1895).
? Cfr. p. 184, c.p. 192 (22.3.1895).

209.
Venerdi 30 maggio [18]95'

Carissimo Castelnuovo

Dopo aver finito la revisione del lavoro® ho scritto I'introduzione che
¢ venuta terribilmente lunga: sebbene in qualche punto si potrebbe forse
scorciare non mi pare che essa potrebbe ridursi fondamentalmente piti breve
senza perdere lo scopo di far capire al lettore qualche cosa. Te la mando
e ne giudicherai.

Ma non t1 mando ancora il lavoro (a meno che tu non voglia intanto
la 12 parte) perché mi ¢ venuto in mente di aggiungere un §° [paragrafo]
sulle rigate dove si mostrerebbe come il procedimento di costruzione delle
superficie aggiunte (ad una d’ord[ine] #) riesca da z — 2 in su. Si verrebbe
cosi a completare assai bene la teoria delle curve aggiunte: in particolare
apparirebbe che mancano sulle rigate curve aggiunte alle sezioni piane, e
quindi che il genere numerico di una rigata di genere p ¢ —p. Tutto que-
sto esige pero che ci si pensi un pochino. Io parto dal fatto che se sopra
una rigata vi € un sistema di curve p secanti le generatrici (p > 1), le curve
aggiunte sono (o — 2) secanti.}

Quando riceverai le bozze del tuo 1° lavoro* mandamene una copia,
e cosi faccilamo anche in seguito per lo scambio delle citazioni.

L’altro giorno a Pisa il Bianchi mi ha parlato di una questione che a
lui interessa e di cui discorremmo pure insieme in passato: si tratta della
determinazione dei gruppi finiti di omografie nello spazio (nel piano pare
la questione sia risoluta da Jordan). Ripensandoci mi ¢ venuto in mente
un modo di abbordare la cosa.

Le omografie di S; si possono riguardare come trasformazioni proiet-
tive in sé stessa della quadrica di S;, rappresentativa dello spazio rigato:
1 gruppi di omografie sono dunque gruppi di movimenti nella Geometria
non-euclidea di S;, od anche gruppi di movimenti nella stella dello S
euclideo: segando questa stella con una sfera, si dovrebbero dunque otte-
nere in corrispondenza ai gruppi finiti di omografie in S; i poliedri rego-
lari di Sg; e questi non par difficile costruirli.
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Io tornero a Bologna verso I'8 o il 10 di Giugno: anche i miei esami
finiranno in una diecina di giorni, dopo il 15. Ci vedremo dunque il 27 qui.

Cordiali saluti aff. mo

F Enriques

PS Tengo sempre gli appunti delle lezioni di S[egre]’ prestatimi dal
Fano; ti prego di scusarmi con lui e domandargli se posso ancora tenerli
finché non abbia ultimato di redigere le ultime litografie delle mie
conferenze® di cui il litografo ha sospeso la pubblicazione per ragione
d’esami. Salutalo pure a mio nome.

Y1130 maggio 1895 era in realta giovedi.

2 Enriques 1896d.

} Cfr. Enriques 1896d, § 32.

* Castelnuovo 1896a.

1 quaderni di appunti delle lezioni di Geometria superiore di Segre sono conservati
nella biblioteca « G. Peano» dell’Universita di Torino. Un loro elenco e una breve descri-
zione si trova in A. Terracini, I quaderni di Corrado Segre, in Atti del IV Congresso dell’'Unio-
ne Matematica Italiana, Roma 1951, 252-62.

$ Enriques 1894-95c.

210. :
4 Giugno [18]95
Carissimo Castelnuovo

Ho tardato a rimandarti le bozze' per completare il mio manoscritto,’
perché i §' [paragrafi] aggiunti hanno spostato la numerazione. Ora ti
mando tutto: mancano del mio manoscritto le ultime p[algfine] (4 o 5)
costituenti I’ Appendice» ove si parla di «superficie senza curve eccezio-
nali» e di «sistemi completi».” Ma per dare a queste la forma definitiva
ho bisogno del tuo 2° lavoro dove tu mi hai detto di porre in una nota
il lemma* che «sopra una superficie in cui Py = Pa 1l sistema aggiunto ad
un sistema privo di curve fond[amentali] proprie ¢ pure privo di curve
fond[amentali] proprie». Infatti a me preme nell’ Appendice di delimitare
il caso di trasformabilita d’una suplerficie] in una senza curve eccezionali,
ed accennare le semplificazioni che si hanno in questo caso facendo sol-
tanto un cenno dei sistemi completi.

Del resto per quello che a te puo occorrere il contenuto dell’ Appendice
¢ indifferente. All'infuori di cio il manoscritto ha forma definitiva: vi ¢
solo qualche piccolezza da modificare qua e la che mi serbo per le bozze.
Se anche a te sembra che tutto vada bene puoi dare il manoscritto al
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Cr[emona].’ Vedrai che ho introdotto in vari punti larghe modificazioni
secondo 1 tuoi consigli.

Ho letto le tue bozze apponendovi le citazioni richieste.

La nota sulle singolarita della superficie sta bene ma mi pare fuor di
posto.’

Quando riassumi dapprincipio quelle cose sulle sup[erficie] ipoaggiunte
e le aggiunte potresti cominciare dal dire (nel testo) che si suppone quella
ipotesi (invariantiva) sulle singolarita, ma non limitazioni proiettive.7 Qui
sarebbe il caso di fare spiccare la distinzione tra suplerficie] ipoagg[iunte]
ed aggfiunte] notando come si possono definire queste ultime in tutti i casi.
A questo proposito deve esistere anche una notina di Noether che si occupa
di definire le suplerficie] aggiunte] nel caso di sing[olarita] superiori: sai
dove si trovi?®

In fretta, affettuosi saluti tuo

F Ennques

[P.S.] Guarda di farti dare doppia copia delle 2 bozze del tuo lavoro:
probabilmente mi mancano in qualche punto delle citazioni ad esso relative.

Avendo fatto tardi per impostare riceverai il manoscritto e bozze doman
Ialtro.

' Si tratta delle bozze di Castelnuovo 1896a.
% Sj tratta del manoscritto di Enriques 1896d.
} Cfr. p. 182, nota 2 a c.p. 188 (13.3.1895).
* Cfr. Castelnuovo 1896b, § 5, 317-18.
’ Cfr. la lettera di Luigi Cremona riportata a p. 182, nota 1 a c.p. 189 (14.3.1895).
¢ Cfr. Castelnuovo 1896a, 339, nota **.
7 Cfr. Castelnuovo 1896b, 309, nota **.
® 1 contributi di Max Noether allo studio dei punti singolari delle superficie algebri-
che si trovano negli articoli: Noether 1871a, 1887, 1888 e 1889; cfr. in particolare Noe-
ther 1871a. In questi lavori, tuttavia, Noether considera solo singolarita ordinarie.

211.
6 Giugno [18]95
Carissimo Castelnuovo
La serie caratteristica del sistema canonico non ¢ sempre completa. Anzi
son riuscito a colmare la lacuna nella dimostrazione del fatto che «Se la
serie caratteristica g;’(;f, del sistema canonico (irreduttibile, semplice) d'una
suplerficie] ¢ completa, la superficie & regolare ( pe= p,,)» Prendiamo
come immagine della superficie una - proiezione in S; (da p[un]u
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esterni) della superficie canonica. Dico che la F*"~" non ha punti multi-
pli isolati che influiscano nella determinazione delle curve aggiunte alle sezioni
piane.

Invero le curve aggiunte di rango * 1C,,| su F*"~' formano il sistema
(normale) determinato dalle sezioni delle sup|erficie] d’ ordme 7 + 11l quale
pronettlvamente considerato non ha punti base su F/’ . Consideriamo
invece il sistema 1poagg1unto di rango 7 su Fr'~' se questo fosse piu
ampio, se ne dedurrebbe il primo imponendo alle curve di esso di passare
un certo numero di volte per punti multipli isolati di F' 1 e quindi
IC,,| possederebbe dei punti base su FP-t

Segue appunto che IC,| ¢ insieme il sistema ipoag{giunto] ed ag-
gliunto] su P

Cio premesso costru1amo in S; una proneznone da punti sernphc1 del-
la superficie canonica FP=P*3. g tratta di costruire il sistema 1poagg1un-
to = [uguale all’Jaggiunto su di essa, e dimostrare che esso sega la serie com-
pleta su una sezione piana della superficie.

La sezione piana della superficie ammette ”~? curve aggiunte d’or-
dine n—4 = p” —p—1 (n = ord|ine] sup[erficie]), e vi & un sistema oo?~!
di ¢,_4 aggliunte] che sega tale sistema di curve sul piano

Le curve aggliunte] d'ord[ine] » — 3 = p!” — p alla sezione piana di F,
sono oo? "1, sopra una retta del piano esse segano una serie (per ogni
gruppo della quale passano o~ ! curve siffatte, quindi) avente la dimen-
sione p’ —1—(p —1) = p — p: esse segano dunque sopra una retta la
serie completa g/f:") h

Cio posto si prenda una retta generica 7 € in Un piano per essa una curva
d'ord[ine] 7 — 3 = p'” — p aggliunta] alla sezione di F: in ogni piano per
7 si scelga una curva aggiunta] d’'ordfine] 7 — 3 passante per gli stessi punti
fissati su 7, e toccante inoltre p — 1 piani scelti per p — 1 di quei punti
PV —p punti (p” —p>p—1). Con cio si genera una @,0_, = @,_;
aggliunta] ad F, giacché mai in un piano per r la curva d’ord[ine] n — 3
considerata puo spezzarsi in 7 ed in una curva d’ord[ine] 7 — 4, se si
sono scelti i p— 1 punti su 7 in guisa da non appartenere ad una delle
w?™! @, 4, il che & possibile.

Segue ecc. Come vedi il procedimento qui usato ¢ simile a quello con
cui tu costruisci il sistema aggfiunto] ad un sistema a serie carattferistica]

complleta] e non specfializzata]: anzi é una estensione di quello.

Cordiali saluti
tuo aff. mo

F Enriques
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212. [c.p]
[Bologna, 14 giugno 1895]
Carissimo Castelnuovo

Ho capito I'errore che facevo supponendo che la g7~ non potesse

decrescere di dimensione.
al | ' che il si 1 d ICl
Quanto al lemma’ che il sistema aggliunto] ad uno senza curve
fond[amentali] proprie & pure tale, posso enunciarlo nel mio lavoro? come
mi proponi.
Guarda se la superficie F 7 con 3 tacnodi non debba per avventura con-
tenere sempre le rette congiungenti i tacnodi due a due.

Cordiali saluti Aff.mo

F Enriques

' Cfr. p. 195, let. 210 (4.6.1895) e nota 4.
2 Enriques 1896d.

213. [c.p]
[Bologna, 16 giugno 1895]
Carissimo Castelnuovo

Io non trovo che il Crlemona] abbia torto di preoccuparsi un po’ del
nostro ibridismo linguistico: ¢ un fatto che il Cr{femona], il Betti e gli altri
classici se ne preoccupano di piu.

Quanto all’cirreduttibile» e «irreducibile» sono indifferente: vada per
la 22 locuzione.

Non mi piace I'agglettivo] «iperpiano» anziché «iperplanare».

Accetto il «subaggiunto» anziché «ipoaggiunto» sebbene con gran noia
nella correzione delle bozze.

La completezza ¢ ormai un vocabolo necessario: mi piace la locuzione
«deficienza» in un luogo di «difetto di completezza» o «scompletezza» che
anche il S[egre] aveva criticato.

Sto compiendo '« Appendice»' che ti manderd presto insieme ad una
nota «Sulle suplerficie] a curve canoniche iperellittiche» contenente il resul-
tato che gia sai.

Il Cr[emona] ha letto il mio manoscritto e lo approva per la stampa?

Affettuosi saluti
tuo

F Enriques

' Si tratta dell’Appendice a Enriques 1896d; cfr. p. 182, nota 2 a c.p. 188 (13.3.1895).
2 Enriques 1896c; cfr. p. 108, c.p. 95 (17.5.1894).
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214. [c.p]
(Bologna, 18 giugno 1895]
Carissimo Castelnuovo
Mi dispiace della difficolta sorta che ti costringe a limitare la parte essen-
ziale del tuo lavoro al caso p, = p,. Questo ¢ in ogni modo il caso piu
1mportante Se non sbagho la dnsuguaghanza massimo deficlienza] < p, — Pn
st desume dall’ esemplo del sistema aggiunto di rango 7 a [Cl per 7 assai
elevato: questo ti conviene forse di conservarlo.' E piu tardi, con comodo,
potrai occuparti della determinazione di quel massimo; tanto piu che con-
verra esaminare anche il caso di spezzamento del sistema canonico, caso
in cui manca il significato di .
Appunto per la difficolta proveniente da tale spezzamento io mi tro-
vo arenato nella ricostruzione del teorema che una suplerficie] per cui
= p, =1 contiene un sistema " ecc., aMMESsO p“) = 0. Volevo porlo
nella mia Appendice,” ma finird per lasciar da parte la questione per ora.

Cordiali saluti
aff. mo

F Enriques

YA questo proposito in Castelnuovo 1896a, 338, nota * si legge: «Si pub dire di piﬁ
P, Pn € precisamente il valore massimo raggiunto dalla deficienza della serie caratteristica
lﬁ un sistema lineare sulla superficie. Esporro prossimamente la dimostrazione di questo
teorema, alla quale pervenni troppo tardi per inserirla qui. (Ottobre 1895)». Per la dimo-
strazione del teorema cfr. Castelnuovo 1897a.

2 §j tratta dell’Appendice di Enriques 1896d.

215. [c.p]
[Bologna, 20 giugno 1895]

Carissimo Castelnuovo

Limitando il tuo teor[ema]' che da p, = p, al caso d’un sistema |ClI
senza curve fond[amentali] proprie eviterai il pit grande scoglio del tuo
lavoro. Ma la restrizione si pud poi togliere almeno nel caso di curve
fond[amentali] distinte nel seg[uente] modo. Supponi che |C| abbia una
curva fond[amentale] 6. Staccandola da |C| una volta si ha una diminu-
zione nel genere di |C| valutabile dati genere e valenza di 6: ma dati questi
caratteri si puo anche valutare quante intersezioni variabili ha 6 colle C,,
e vedere quindi che lo stacco di  da |C,| che da IC,— 81 = I(C - 0),]
assorbe tante condizioni (al pit) che 1(C — 6),] sega sulla curva generica
di IC— 01 la serie completa, onde ecc.

Questa via, qui abbozzata, mi sembra debba condurre ad una dimostrazio-
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ne generale del tuo teor[emal: forse occorrera pero una dimensione assai alta
del sistema di partenza in confronto al numero delle curve fond[amentali].
Sono assorbito dagli esami. Conto di esser lesto il 26 e di poter venire

a Firenze pel 27.
Cordiali saluu aff.mo
F Enrniques

! Cfr. Castelnuovo 1896a, § 6, 351-52.

216. [c.p.]
[Bologna] 22 Giugno [18]95

Carissimo Castelnuovo

Fatto un primo tentativo inutile mi proponevo di rivolgermi ad un’al-
tra persona per procurarti le informazioni richieste in quell’affare: dopo
la tua cartolina d’oggi, cesso le ricerche.!

Sono stanco e annoiato dagli esami. Ho finito quelli di G[eometria]
Prloiettiva). Lunedi comincero quelli di Gfeometria] Descrlittiva).

Cordiali saluti aff. mo

F Ennques

1 . o o e . ep . .
Non ci ¢ stato possibile stabilire a cosa si riferisca Enriques.

217. [c.p]
[Bologna] 26 giugno [18]95
Carissimo Castelnuovo
Torno a Firenze domani col lampo.1 Secondo ci6 che mi scrivesti tu
arriveresti Venerdi 28. Scrivimi a Firenze fissandomi un appuntamento al
tuo arrivo.

Cordiali saluti Aff.mo
F Enriques

! Intendi: treno rapido.

Lettera di Castelnuovo a Enriques
Venezia 14 luglio [18]95
Carissimo Enriques '
Ho ricevuto anch’io la Nota di Picard' ed ho interpretato le ultime
parole come un gentile invito diretto a noi perché entriamo nell’argo-
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mento.” E quindi opportuno che c¢i mettiamo subito a redigere il nostro
lavoro, il quale oramai potrebbe venire inserito nei Rendicfonti] di
Palermo.? Comunque sia, accetto la tua offerta di scriverlo sia pure a lun-
ghi tratti; io ne curero la forma definitiva; farei anche di pit se quelle altre
superficie non mi portassero via tutto il santo giorno. Bada che il Picard
stesso tratta in parte la questione dell’al,c:{ebricita‘l,4 arrivando (pare) al resul-
tato che ¢ algebrico il pili vasto gruppo di trasformazioni permutabili con-
tenente una data trasformazione.

Il ragionamento che tu mi fai pel gruppo °” non mi riesce ben chiaro.
Tu in sostanza fissi nel gruppo una trasformazione e consideri tutte quelle
o' in cui la primitiva pud venir trasformata. Queste ®' trasform[azioni]
formano una serie (non gruppo in generale) razionale; e di tali serie variando
la trasformazione primitiva ne esistono '; fin qua siamo d’accordo. Ora
tu applichi ad un punto della data superficie F le oo! trasformazioni di cia-
scuna delle oo! serie ed ottieni su F o' curve razionali, ed anche questo
¢ chiaro. Ma perché ciascuna di tali curve ¢ mutata in sé da oo! trasfor-
mazioni del gruppo? ci6 non mi par punto chiaro.

Ma forse pel seguito questa osservazione non ¢ necessaria. Infatti si
potrebbe ragionare cosi: fissata I'attenzione sopra una delle serie razionali
oo! di trasformazioni, ricordiamo che essa serie muta un punto di Fin una
curva razionale; ora se quel punto si fa scorrere sopra una curva razionale
di F (ce ne possiamo procurare infinite) la curva corrispondente descrive
una serie razionale di curve razionali: e tanto basta per stabilire la raziona-
lita di F. Ti pare?

Come ti dicevo son sempre assorbito dai sistemi lineari sulle superficie;
ma non trovo nulla di interessante. Forse questa osservazione potra gio-
vare: per fissare un massimo alla deficienza della serie caratteristica di un
sistema lineare | C| di grado 7, serie caratteristica che supporremo conte-
nuta in una g, completa, si fissino # — s punti q, ... a,_, tra le intersezioni
a, ... a, di due C: quegli # — s punti non appartengono in generale ad una
g sulla C generica del fascio determinato dalle due primitive; ma pos-
sono dar luogo ad una g, _, sopra 6 < Pe — P curve del fascio. Tra que-
ste 0 perod possono trovarsi 6; < 6 curve C per le quali non solo [g, ... a,_]
appartiene ad una g, , ma anzi [q,...a,_,,,] appartiene ad una Lo
cio avviene per eslempio] se su quelle 8, C la serie completa contenente

la serie caratteristica ¢ una gi*' anziché g;. Allora si ba

def (icienza della] serie caratteristica <6 — &, <p, — p, — .

Ne viene ad es[empio] che fra i sistemi regolari per cui deflicienza] =
=P, — P, st ha 6, = 0. In un fascio generico contenuto entro un sistema rego-
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lare, la serie caratteristica di ogni curva del fascio ha la stessa deficienza
costante; le sezioni piane della superficie sono tutte normali per uno stesso
spazio; come ti avevo affermato a Firenze senza esser allora ben sicuro.

La questione se la serie caratteristica del sistema canonico sia completa
o no ¢ tutt’altro che risoluta; per esser sicuri che in taluni casi, almeno,
vale la negativa bisognerebbe determinare un sistema regolare | Cl tale che
81Cl <p, — p; od anche piti in generale un sistema qualsiasi |C| tale che
81C| < deflicienza della] serie caratteristica [di] | C|. Ora noi non abbiamo
finora esempi di cio. L'esempio di Napoli’ 31Cl < p, — p, non basta poi-
ché | C| non era regolare, anzi se ben ricordo: defficienza della] serie carat-
teristica [di] [Cl = 0.

Ho tentato di estendere alle superficie con p, > p, alcuni tuoi risultati
delle Ricerche;® ma le cose si complicano ancor pit. Per affermare che un
sistema | C| ¢ regolare (r — n + v — 1 = p,) non basta piu sapere che la
serie segata dal sistema canonico su C ¢ completa (condizione necess|aria]
non sufficiente]), in altre parole non basta sapere che la serie caratteristica
ha il minimo indice di specialita possibile (= pg); ma bisogna ancora che
la defficienza della] serie caratteristica sia massima.

Insomma nulla di semplice, nessuna luce che possa illuminare la strada
da seguire. Un piccolo resultato, per quel che vale: Se un sistema regolare
sega sopra uma curva una serie completa, questa serie ¢ non speciale, e quindi
il sistema residuo ¢ esso pure regolare.

Cordiali saluti dal tuo aff.mo

G. Castelnuovo

' La nota Picard 1895, datata § giugno, fu presentata all’adunanza del Circolo Mate-
matlco di Palermo il 23 giugno 1895.
? In conclusione della sua nota Picard osservava infatti che il solo caso in cui lo stu-
dio da lui compiuto non era «interamente completo» era quello in cui la superficie ha il
genere geometrico al piti uguale a uno e al tempo stesso ammette un gruppo di trasforma-
zioni che non permette di passare da un punto qualunque della superficie a un altro. « Quand
ces deux conditions se trouvent remplies — concludeva Picard (1895, 255) — j’énonce seu-
lement que I'on peut trouver sur la surface un faisceau de courbes de genre zéro ou un,
mais j'ai tout lieu de penser que les travaux récents de M. Castelnuovo et de M. Enriques
sur la théorie des surfaces permettront de donner des indications plus précises sur la nature
de la surface».
} Chr. Enriques-Castelnuovo 1895. Contrariamente a quanto scrive Castelnuovo, l'ar-
tlcolo fu pubblicato nei « Comptes Rendus» dell’ Académie di Parigi in data 29 luglio 1895.
* Cfr. p. 170, c.p. 174 (31.1.1895) e p. 172, c.p. 176 (1.2.1895).
5 Castelnuovo si riferisce probabilmente a un esempio di cui aveva discusso con Enri-
ques durante il soggiorno a Napoli: cfr. p. 179, let. 185 (28.2.1895).
Enrlques 1893f.
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Lettera di Castelnuovo a Enriques

Venezia 5 agosto [18]95
Carissimo Enriques

Tante grazie della revisione delle bozze,' e delle correzioni introdotte.
Ritenevo anch’io che la mia espressione 7 4+ 7" — 37 + 2 dovesse coin-
cidere col p“) — 1 virtuale del tuo lavoro,? almeno nei casi che il sistema
[C| abbia un numero finito di punti base; per ordinare un po’ quei pochi
risultati fin qui ottenuti, aspetto percio a vedere il tuo lavoro, o almeno
le bozze. Pel piano si ha infatti p(” =0 e non 1 come ti avevo scritto.
Per le rigate di genere p il massimo dell’espressione 7 + 7" — 37 + 2
(dove si considerano anche i sistemi per cui 7 > 2w — 2) ¢ (a quanto pare)

—8(p—1)

Non ricordavo esattamente cio che si fosse detto questo Natale a Firenze;
ora mi viene in mente che si doveva aver parlato di qualche cosa di simile.
Forse perd non sono molte le superficie per cui |C’l & contenuto in |C|
od 1iC’l in 1iCl. Credo intanto vadano escluse le rigate.

1l sistema [ C — C’lse esiste ¢ di genere 1; se adunque esso ha la dimen-
sione > 1, la superficie ¢ razionale o (se ¢ possibile) riferita ad una rigata
ellittica.

Se la espressione 7z + 7’ — 37 + 2 ¢ negativa per ogni sistema giacente
sulla superficie allora tra i generi di tre sistemi successivi aggiunti si ha la
relazione

T—n' <7t —x"

dove si puo supporre > 7’ e quindi 7’ > 7”. I generi successivi vanno
decrescendo, mentre la differenza fra due generi consecutivi va crescendo.
Partendo da un sistema abbastanza elevato si potra dunque far si che la
differenza fra i generi di due sistemi successivi aggiunti sia tanto grande
quanto si vuole; e sara tanto grande quanto si vuole la differenza tra la
dimensione di un sistema ed il suo genere, dove il genere puo essere scelto
in modo (< — p,) che manchi I'aggiunto successivo. Allora pel tuo teo-
rema’ sull’ 7> 3 p + 5 si concludera che la superficie ¢ riferibile ad una
rigata. Sembra dunque risultare che la condizione necessaria e sufficiente
finché una superficie sia rigata ¢

massimo #n+ 7 —371+2<0

(solo per le rigate ellittiche quel massimo ¢ zero).
Se questo ragionamento potesse mettersi in piedi, resterebbero poi solo
a studiare le superficie per cui il massimo ¢ zero (che saranno le piu diffi-
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cili) e quelle per cui il massimo ¢ positivo le quali (secondo che il massimo
viene raggiunto per sistemi aventi m' > T o T > 7’) posseggono sistemi
pluricanonici o plurianticanonici.

Ho ricevuto stamane una Nota di Pieri* sulle trasformazioni Cremo-
niane che individuano certi complessi; tra gli altri risultati vi ¢ questo dedotto
in modo molto elegante dal teorema sulle involuzioni piane:5 ¢ razionale
ogni congruenza di secondo ordine di curve razionali che sia priva di linea focale.
Invece tra le congruenze dotate di linee focali ve n’¢ una non razionale
(riferibile alla rigata ellittica) donde segue subito I'esistenza di una involu-
zione piana d’indice 2 non razionale (contro il teorema di Kantor);% sara
il solo caso? Quel teorema sulle congruenze varra indipendentemente dal
genere della curva elemento?

Appena sian terminate e litografate le tue lezioni di Geomletria]
Supleriore]’ ti raccomando di inviarmele che desidero molto di leggerle.

Poi sara tempo di pensare al Bericht.® Su vari punti mi son formato
gia idee piu chiare di quelle che avevo in passato; sicché sui vari punti potro
precisare e spiegar meglio qualche passo dei miei ultimi lavori.

Partird probabilmente venerdi sera o sabato per Faido (Gottardo) dove
attualmente c¢’¢ mia sorella. Ti scrivero gia prima.

Cordiali saluti dal tuo aff.mo

G. Castelnuovo

51 tratta delle bozze di Castelnuovo 1896a.
2 Cfr. Enriques 1896d, § 41.
Cfr Enriques 1894e.
* Pieri 1894.
’ Cfr. Castelnuovo 1894a.
¢ Cfr. la memoria pubblicata in due parti, Kantor 1888 e 1892, che ricevette il pre-
mio dell’Accademia delle Scienze di Napoli: la seconda corregge anche alcuni errori conte-

nutl nella prima.
Ennques 1894-95c.
Ennques-Castelnuovo 1896.

Lettera di Castelnuovo a Enriques’

[+++] dello spazio S, _,_,_; sulla dimensione dello spazio cui appartiene
Gyr—2- € in altre parole la deficienza della serie caratteristica di K.
Concludiamo: Se w é la deficienza della serie caratteristica del sistema cano-
nico | K| allora p, — p, — w ¢ la deficienza della serie che sopra una C segano
le curve aggiunte C’ passanti per un gruppo CK. Si suppone che |Cl sia
regolare e che la serie segata da IC’l su C abbia la deficienza p, — p,,.
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Si puo anche dire che mentre la serie caratteristica di |Cl ¢ unag,™'la
serie segata su C dalle |C’l pel gruppo CK ¢ una g, ~'*“ contenente quella.

Ancora: w ¢ la differenza tra i1 numeri delle condizioni che il gruppo
CK presenta alla serie completa g7, ', ed alla serie deficiente g7, ',
segata da I1C’l su C.

Pit in generale si dimostra che qualunque sia ICl, se |C’l sega su K
una serie completa non speciale, w ¢ la differenza tra il nfumer]o di condi-
zioni presentate da CK a g7, e alla serie |C’|C, differenza aumentata
della deficienza della serie segata da |K| su C.

La deficienza della serie caratteristica di un qualsiasi sistema lineare |C| &
<w+8ICl dove 61CI ha il tuo significato.

Ancora (salvo errore): Se |Cl ¢ un sistema regolare qualsiasi, si ba

prg—p,,—(S'Cl;

sicché per dimostrare che w > 0 basterebbe considerare un sistema rego-
lare |Cl tale che 81Cl <p, —p,.
Il minimo di 6|C| per i sistemi regolari & p, — p, — w; sara raggiunto?
Come vedi gli argomenti non mancano ma i pasticci crescono.
Cordiali saluti dal tuo aff.mo
G. Castelnuovo

' Non ci ¢ stato possibile datare con precisione questo frammento, mutilo di otto
pagine (il foglio originale superstite reca infatti, nel recto e nel verso, rispettivamente i numeri
9 e 10).

218. [c.p.]
[Firenze] 23 Ott[obre 18]95
Carissimo Castelnuovo

Il Levi-Civita mi scrive di aver esaminato attentamente la nota di
Plincherle] ' senza potersi convincere del resultato. Egli completa il ragio-
namento della 32 p[a]g[ina] arrivando all’ultima equazione, ma non vede
come ne segua il resultato.

Il Lfevi]-Clivita] mi dice di salutarti; egli era stato giorni sono a farti
visita a Venezia mentre tu eri qua.

Io sto lavorando al Bericht,> e non so ancora quando dovro partire.

Gradisci 1 miei piu affettuosi saluti e ringraziamenti per la bella visita

fattami nei giorni scorsi e credimi
tuo aff. mo

F Enriques

' Si tratta forse di Pincherle 1895.

! Enriques-Castelnuovo 1896.
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219. [c.p.]
[Bologna] Venerdi 25 Ott[obre 18]95
Carissimo Castelnuovo

Due righe per avvertirti che sono venuto a Bol[ogna] per gli esami
(Albergo dei Tre Re).

Ho ricevuto stamani la tua cartolina ed anche a nome del miei ti rin-
grazio delle cortesi espressioni.

Il Bericht' & quasi finito: senza I