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Matematica. — Sopra wun gruppo continuo di trasformazion:
di Jonquieres nel piano. Nota di Feprrico ENRIQUES, presentata
dal Socio CREMONA.

« 1. In una precedente Nota ho stabilito che ogni gruppo continuo di
trasformazioni cremoniane del piano (dipendente da un numero finito di para-
metri), pud esser birazionalmente trasformato in un altro appartenente ad
uno dei seguenti gruppi:

1°) gruppo oo® delle omografie ;

2°) gruppo o° delle trasformazioni quadratiche che mutano in sé due
fasei di raggi (o gruppo delle inversioni rispetto ai eircoli) ;

3°) gruppo «"*3 (con # intero arbitrario) delle trasformazioni di Jon-
quiéres (d'ordine #) che mutano in sé¢ il sistema lineare co”+! delle curve
d’ordine # con un punto base (n — 1)plo e le » — 1 tangenti fisse.

« I1 1° ed il 2° gruppo sono stati piu volte studiati. Il sig. Lie (') ha
dimostrato che il gruppo delle omografie in S, (in particolare il nostro gruppo 1°)

() Theorie der Transformationsgruppen. Bd. 1, S. 560 (Math. Ann. 25).
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& semplice (V). Il 2 gruppo, che pud studiarsi come quello delle trasfor-
mazioni proiettive della quadrica in sé, opera sulle generatrici di ciascun si-
stema (sitema d'Zmprimitivita) permutandole come il gruppo totale delle
proiettivitd binarie: quindi esso contiene due (e due soli) sottogruppi ecce-
zionali (o0®) di omografie biassiali.

« Invece il nostro 3° gruppo, per quanto io so, non & ancora stato stu-
diato in generale, ed io mi propongo di assegnarne qui la composizione. Cid
dard luogo ad alcune osservazioni sulla geometria del piano che ha il detto
gruppo principale di trasformazioni.

« 2, Ho gia notato (nella prec. Nota) che il gruppo 3° coirisponde al
gruppo K delle trasformazioni proiettive in sé del cono razionale normale
(d’ordine #) di S,., (quando il detto cono sia rappresentato sul piano), ed &
sotto questo aspetto che prenderd a considerarlo.

« Una trasformazione generica del gruppo K si ottiene assumendo ad
arbitrio 1’ iperpiano unito opposto al vertice del cono, in esso una fra le oo®
proiettivitd che mutano in sé la curva sezione (ossia prendendo ad arbitrio
una proiettivitd binaria che scambi fra loro le generatrici, come elementi
d'un sistema d imprimitivita), ed infine fissando pure arbitrariamente il rima-
nente invariante assoluto dell’ omografia: cosi appunto ho dedotto che il
gruppo K & oo™+5,

« Poiché esso opera sulle generatrici come il gruppo totale delle proiet-
tivitd binarie, e questo & semplice, un sottogruppo eccezionale oo” di K opera
sulle dette generatrici come il detto gruppo totale o come 1'identitd; nel
1° caso contiene oo'=* omologie, nel 2° & tutto costituito di omologie.

« 3. Ora le o0+ omologiz col centro nel vertice O del cono formano
effettivamente un sottogruppo eccezionale in K ; questo per la considerazione
prec. non pud esser contenuto in alcun sottogruppo eccezionale di K, diverso
da K, il quale avrebbe una dimensione minore di #—+ 5 (=n—+ 2 3).

« 4, In questo gruppo oo™+ delle omologie di centro O & contenuto come
sottogruppo eccezionale il sistema oo™*! delle omologie (specials) il cui iper-
piano di punti uniti passa per O: questo & anche un sottogruppo eccezionale
in K, giacché appunto (secondo la definizione) ogni omografia di K trasforma
un’omologia speciale di centro O in un’altra analoga. Il gruppo oo™+' delle
omologie speciali & costituito di omologie due a due permutabili (2), poiche
sopra ogni retta per O (che & retta unita per tali omologie) sono permuta-
bili le proiettivitd paraboliche subordinate di quelle omologie (avendo gli
stessi punti uniti).

() Dicesi composto un gruppo che contiene qualche sottogruppo (diverso da sé stesso
e dall'identitd) trasformato in s¢ dalle trasformazioni del gruppo (o, come si dice, un sotto-
gruppo eccezionale), semplice nel caso opposto. Determinare la composizione d'un gruppo
significa determinarne i sottogruppi eccezionali.

(2) Cio# il cui prodotto gode la proprietd commutativa.
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« Si consideri un suo sottogruppo oo (i < n—+ 1) che pud ritenersi ge-
nerato da » sue omologie indipendenti (e del resto arbitrarie) =, m ... 7w,
nel senso che una trasformazione del gruppo oo pud rappresentarsi col sim-
bolo 7" m,™ ... " (*). Gli iperpiani delle 7 omologie generatrici hanmo co-
mune un S,.,— per O, il quale appartiene agli co™=' iperpiani (luogo di punti
uniti) delle oo” omologie speciali del gruppo. Ora nessuno spazio lineare
per O (di dimensione <7 —+ 1) gode della proprietd invariantiva rispetto a
tutte le trasformazioni di K (sebbene goda di questa proprietd rispetto alle
omologie contenute in K), giacché ne seguirebbe l'esistenza di generatrici di
contatto del cono con iperpiani osculatori appartenenti al detto spazio, le quali
sarebbero unite per tutte le omografie di I, mentre abbiam notato che il
gruppo K opera sulle generatrici del cono come il gruppo totale delle proiet-
tivitd binarie. Si deduce che nessun sottogruppo di quello «™*! delle omo-
logie speciali di centro O & contenuto eccezionalmente in K.

« 5. Il sig. Lie (*) ha dimostrato che se entro un gruppo continuo vi
sono due sottogruppi eccezionali, essi hanno comune un sottogruppo eccezio-
nale oo! almeno, o sono costituiti di trasformazioni tali che ciascuna di quelle
d'un sottogruppo & permutabile con ciascuna di quelle dell’altro. Di qua si
trae anzitutto che un sottogruppo eccezionale di K diverso da quello co™*! delle
sue omologie speciali deve contenere quest’ ultimo, giacché non vi sono in esso
sottogruppi eccezionali di K (§ 4), e d'altra parte non vi ¢ nessuna omografia
di 8,4, diversa da una di quelle omologie, e permutabile con ciascuna di
esse. Inoltre se il sottogruppo di cui si suppone 1'esistenza non & quello oo™+
delle omologie considerato al § 3, per una osservazione del § 2, il sottogruppo
stesso deve essere co™** (e non contenere altre omologie di K tranne quelle
gpeciali). In K non possono esistere due siffatti sottogruppi eccezionali poi-
ché avrebbero comune un sottogruppo eccezionale oo”*3 (3).

« 6. Dobbiamo ora riconoscere 1'effettiva esistenza d'un sottogruppo ecce-
zionale co™** in K formato dalle omografie (speciali) aventi un punto unito
infinitamente vicino al vertice O del conu. Questo sistema co™** di omografie
speciali rimane evidentemente invariato trasformandolo colle omografie di K;
inoltre nel sistema comparisce insieme ad una omografia anche I'inversa;
basta dunque mostrare che due omografie del sistema, cioé due omografie

() Secondo Lie (op. ¢. Bd. I, S.45) in un gruppo continuo oo* di trasformazioni vi
sono 7 trasformazioni infinitesimali linearmente indipendenti, generatrici di » gruppi oo!
(che possono considerarsi come gruppi di potenze di una trasformazione in essi contenuta)
i quali generano per moltiplicazione I'intiero gruppo. Essendo poi 7, 7. ... 7, due a due
permutabili, esse appartengono sempre ad un gruppo oo” (o pil ristretto), poiché

s s s t t t s+t Sg+1, 8+,
Ty Mg 8 e p P Y T 2 T =T, P 2 2 T,

(%) Op. c. Bd. I, S. 264.
(3) Lie, op. c. Bd. I, 8. 264.
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speciali di K, danno per prodotto nn'omografia del sistema (cioé speciale).
Dimostreremo questo fatto per induzione completa da »—1 ad =: la pro-
prietd enunciata sussiste per il cono quadrico (i = 2) giacché le omografie
con un punto unito infinitamente vicino al vertice entro il gruppo oo™ di
tutte le trasformazioni proiettive del cono in sé, corrispondono per dualitd ai
movimenti entro il gruppo totale delle omografie che mutano in sé il cer-
chio all'infinito delle sfere (similitudini).

« Cid posto supponiamo dimostrata la proprieta per i coni di S,. Proiet-

tando da un suo punto il cono di S,., si ottiene quello di S,, ed al gruppo
delle omografie mutanti in s¢ il 1° cono che lasciano fermo il centro di
proiezione, corrisponde il gruppo delle omografie che mutano in sé il 2° cono
lasciando ferma una sua generatrice: fra queste ultime per ipotesi formano
gruppo le omografie speciali, quindi sul cono di S,.. due omografie speciali
che hanno comunc un punto unito sul cono (ed appartenenti al gruppe K
del cono) danno pe. prodotto un’ omografia speciale (di K).
_ « Denotiamo col simbolo 7 (con accenti o apici) un' omografia speciale
di K, con T una sua omologia speciale. Vi & una retta unita per = conte-
nente O su cui la 77 subordina un’omografia parabolica, ed un’ omografia pa-
rabolica (collo stesso punto unito O) subordina su di essa la T, quindi il
prodotto =T (o Tw v #T-') & ancora una omografia speciale di K.

« Le omografie speciali 7z, 7z, (di X) abbiano come unita una stessa genera-
trice del cono unito, a su di essa risp. i punti uniti A, A, (oltre ad O): si puod fis-
sare una omologia T (di eui 1'iperpiano sia un qualunque iperpiano per O),
tale che il prodotio 7, T abbia il punto unito A, ; allora abbiamo

) wy (M T) =m
ossia
(o) T =m
e moltiplicando per T-!
‘ w7, = AT =7,

« Si vede cosi, intanto, che due omografie speciali di K con una stessa
generatrice unita del cono, danno per prodotto un’omografia speciale di K.
« Sieno ora m,, 7w, due arbitrarie omografie speciali di K; sia », una
generatrice del cono unita per la 1%, 7, una generatrice unita della 22; sia 7,
una gencratrice unita dell' omografia =, 7z,. Le omografie speciali di K ope-
rano sulle generatrici del cono come le oo® proiettivita binarie; possiamo
dunque costruire una omografia speciale (ausiliaria) n’ coi raggi uniti »,, 7,
la quale muti in 7, 1'ulteriore raggio unito della 7r;. Allora (temendo pre-
sente la legge di molsiplicazione dimostrata per le omografie speciali di K
con una generatrice unita comune) si ha
7w w =" (raggio unito comune )
7wy (m, ') =" (raggio unito comune 7)
(mom, Ay = ow (raggio unito comune 7)

.
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quindi
Ty 7T, = 7T e.d.d. '

« Cosi & dimostrato per induzione completa che le omografie speciali
di K formano un gruppo, e precisamente un sottogruppo eccezionale oo+ di K.

« 7. Riassumendo i resultati dei precedenti S§§ possiamo dire che il
gruppo o”** delle omografie mutanti in sé un cono d'ordine » di S,., con-
tiene tre, e tre soli, sottogruppi eccezionali; ciod quello oo™+* delle omografie
speciali (con un punto unito infinitamente vicino al vertice O), quello oo+?
“delle omologie di centro O, e quello w"*! delle omologie speciali di cen-
tro O (e iperpiano per O) due a due permutabili.

« Interpretiamo qguesti risultati nel piano relativamente al gruppo (8°)
delle trasformazioni di Jonquitres che mutano in s¢ il sistema di curve rap-
presentativo del cono.

« Un’' omografia generale trasformante in sé il cono di S,., (cioé appar-
tenente a K) ha » <+ 1 iperpiani uniti di cui uno (non passante per O) sega
il cono secondo una curva non spezrata, ¢ gli altri segano il cono secondo
le due generatrici unite (dove lo toccano pilt volte): per un’omografia spe-
ciale di K 1" iperpiano unito opposto ad O viene a passare per O, e quindi
anche la sua sezione si compone delle due generatrici unite. Questa proprietd
si pud interpretare nel piano come caratberistica pel sottogruppo eccezio-
nale co™+* del gruppo 3. Diamo senz'altro I'enunciato, includendovi 1" inter-
pretazione degli altri sotbogruppi eccezionali di K (che ¢ immediata).

« IL gruppo (3°) 003 delle trasformazions di Jonquiéres d’ordine n
(nel piano), che mutano in sé il sistema ™' delle curve d’ordine n con
un punto base (n— 1)plo e le n — 1 tangenti fisse, contiene lre e tre soli
sottogruppi eccezionali «, B, y risp. o™=, ™2 ed oo™+,

« Mentre per una trasformazione generale del gruppo tolale vi é mnel
sistema w una curva unita che non si compone delle due retle unite per
il punto (n — 1)plo, in una trasformazione generica del soltogruppo oo"*e,
non vi ¢ alcuna curva unita del sistema w che non si componga delle due
rette unite nominalte.

« Il so'logruppo ™2 3 si compone delle trasformaszioni di Jonquieres
prospetiive coi raggi uniti pel punio base (n — 1)plo del sistema p.

« Il sottogruppo oo"+'y (comune ad « e 8) si compone delle trasfor-
masioni di Jonquiéres prospetiive che subordinano omografie paraboliche sui
raggi uniti pel punto base (n— 1)plo del sistema w, e sono due a due
permutabili. .

« 8. Possiamo illuminare i risultati ottenuti ponendo in relazione il nostro
gruppo (3°) con un altro gruppo ben noto; ne seguird una notevole interpre-
tazione della geometria del piano che ha il detto gruppo come gruppo prin-
cipale di trasformazioni.

« L'inviluppo del cono d’ordine » di S,., pud trasformarsi per dualitd
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in una linea razionale normale d'ordine s, C, dell’ iperpiano all'infinito di Sy, :
il gruppo K si muta in quello delle omografie trasformanti in sé la detta
linea e quindi 1’ iperpiano a cui appartiene ; ciascuna di queste omografie al-
tera i volumi in un rapporto costante (& un’afinitd) (*); il sottogruppo ecce-
zionale e« & dato dalle afinila equivalenti (conservanti i volumi) che trasfor-
mano in sé& la data linea all infinito; i gruppi @ e y risp. dal gruppo delle
omotelie e delle fraslazioni in S,.,. Cosi l'es’stenza di 3 sottogruppi ecce-
zionali in K poteva dedursi a priori: occorreva mostrare che non vi erano
in K altri sottogruppi eccezionali, e vedere come questi vengano rappresen-
tati ; effettivaments al gruppo generale delle affinit equivalenti non compete
la p-oprietd peculiare di avere un iperpiano unito infinitamente vicino a
quello all’infinito, proprietd che spetta al sottogruppo ottenuto aggiungendo
come corpo la linea C. Ma nel caso in cui # & pari questa proprietd poteva
riconoscersi notando che la quadrica (dell iperpiano all'infinito) definita dalla
polaritd in cui un punto della C corrisponde allo S,—, osculatore (%), & mu-
tata in sé dalle omografie del gruppo, il quale pud quindi considerarsi come
sottogruppo del gruppo delle similitudini. Una considerazione analoga potrebbe
istitnirsi quando » & dispari sostituendo, come assoluto, un sistema nullo ad
una quadrica; i due casi potrebbero considerarsi analiticamente sotto un aspetto
comune (*).

« Daltra parte la geometria del piano che ha come gruppo principale
quello delle trasformazioni del gruppo 38°, & suscettibile della seguente in-
terpretazione.

« Si fissi nell iperpiano all'infinito di S,., un assoluto costituito dalla
linea C. Per una retta » di S,,, (non all’ infinito) si hanno cosl # iperpiani
L, L;... L, seganti lo S,., all'infinito negli S,—, osculatori alla C per il
punto all’ infinito della . Due arbitrari iperpiani per la r, considerati come
corrispondenti. determinano una proiettivitd (e 1" inversa) nella forma @,_,
degli iperpiani per ». dove L, ... L, sono elementi uniti; possiamo conside-
rare gli # — 1 invarianti assoluti di questa proiettivita (o i loro logaritmi)
come gli angoli dei due iperpiani nella forma @,_,, nel senso che essi ser-
vono a fissare la reciproca posizione dei due iperpiani nell: forna, come 1'an-
golo di due piani nel fascio (di S;); due iperpiani non determinano i loro angoli

(1) Per il gruppo delle affinitd negli iperspazi cfr. Lie, op. ¢, Bd. I, 8. 574.

(?) Sccondo un teorcma di Clifford, On the classification of Loci (Philosophical
Transactions, 1878).

(3) I gruppo delle similitudini di 85 (come duale del gruppo del cono quadrico) &
considerato in Clebsch-Lindemann Bd. II, S. 873; per la letteratura relativa ad esso e al
sottogruppo dei movimenti oltre alla op. c. ¢fr. Lindemann, Math. Ann. VII S. 56: per il
gruppo delle similitudini negli iperspazi cfr. Lie, op. ¢. . Il gruppo delle trasformazioni
lineari del sistema nullo in st ¢ considerato in Clebsch-Lindemann, op. c. S.373 e 389.
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(per » >>2) finché non & fissata la », ma invece = iperpiani indipendenti
definiscono il gruppo degli angoli formati due a due.

« In questo senso la geometria del piano che ha come gruppo prin-
cipale il nostro gruppo 3°, Ppud interpreiarsi come un@ nuove estensione
della ordinaria geometria metrica euclidea (di Ss) in Sper .




