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S U Gr L ISPAZI PLUR1TANGENTI DELLE VARIETÀ CUBICHE GENERALI
APPARTENENTI ALLO SPAZIO DI 4 DIMENSIONI

NOTA

в i

FEDERIGO ENRIQUES.

In questa nota sono risolute alcune questioni di geometria numeratila che 
si riferiscono alle varietà cubiche generali di F4, quelle cioè relative ai loro 
spazi plùritangenti. Ho adoperato la polarità analogamente al metodo di Salmon 
per determinare le relazioni fra le singolarità d’una superfìcie. Alcuni procedimenti 
possono anche prender posto fra quelli del Kalkul der Abz. Geom. di Schubert 
(Cfr. anche Math. Ann. t. 26)

I. Sia Г una varietà cubica generale appartenente ad uno spazio (lineare) a 
4 dimensioni F4. Gli spazi (F3) polari dei punti di una retta r inviluppano un cono 
quadrici) di specie 2 avente per asse una retta r' : la retta r' è il luogo dei poli 
delle quadriche appartenenti al sistema polare oo1 definito dalla varietà Г e con­
tenenti la r, le quali quadriche formano un fascio.

Vi sono però delle rette r a cui daremo il nome di rette speciali, tali che 
gli spazi polari dei loro punti formano un fascio ; queste rette r sono incontrate 
dalla quadrica polare di un qualunque punto in due punti aventi lo stesso spazio 
polare , ossia esse sono luogo di coppie di poli degli spazi d’un fascio rispetto 
alla varietà cubica Г, queste coppie formano una involuzione sopra ogni retta 
speciale; inoltre le rette speciali contengono oo2 quadriche, componenti una rete 
appartenenti al sistema polare della Г. Un punto di F4 dà uno spazio polare che 
ha altri 15 poli; vi sono perciò 15 rette speciali per un punto dello spazio.

Se un punto P è polo d’uno spazio n che ha un altro polo sulla retta p per 
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P infinitamente vicino a P , la retta p è speciale e P è un punto doppio della 
involuzione considerata sulla retta speciale p. Vi è un sistema lineare <x>3 di qua- 
driche appartenenti al sistema polare di Г e tangenti in P alla retta p , quindi 
vi è una quadrica del detto sistema che ha altre 3 rette tangenti arbitrariamente 
assegnate in P, ossia che ha un punto doppio in P : il luogo d'un tal punto P è 
dunque la varietà hessiana di Г, del 5° ordine.

Concludiamo :
Vi sono <x3 rette speciali formanti un sistema d'ordine 15 definite dalla pro­

prietà di appartenere ad una rete di quadriche polari rispetto ad una varietà 
cubica di F4, esse sono luogo di coppie di poli degli spazi d'un fascio, e sono 
bitangenli alla hessiana della varietà cubica nei punti doppi della involuzione 
formata da tali coppie.

2. Vi sono oo2 rette appartenenti alla Г, 6 di esse passano per un suo punto 
arbitrario ().  Fra queste ve n’è speciali luogo delle coppie di punti di con­
tatto degli spazi bitangenti d'un fascio ; ciascuna di esse è caratterizzata dall'esi­
stenza d’un piano tangente in tutti i suoi punti alla varietà e intersecante la Г 
secondo un’altra retta che diremo sua coniugala. Le rette speciali di Г generano 
una superficie gobba rigata 8 luogo delle coppie di punti di contatto degli spazi 
bitangenti.

*

(*) Segre « Sulle varietà cubiche degli spazi a 4 dimensioni ecc. » (Acc. To­
rino 1888).

Data una retta r non speciale appartenente alla Г, per un punto di essa pas­
sano 5 rette di Г fuori di r ; ciascuna di queste rette insieme ad r dà luogo ad 
un trilatero appartenente alla Г con un altro vertice sulla retta r, e questi 5 punti 
contengono ciascuno altre 4 rette di Г che danno luogo a 20 trilateri con altri 
20 vertici sulla r, in tal modo si ottiene sulla r una corrispondenza di Cbasics 
[20 , 20]. Un punto di coincidenza 0 nasce quando una delle 5 rette per 0 fuori 
di r dà luogo ad un trilatero avente per 3° lato una retta speciale di Г, giacché 
in questo caso (e non in altri casi) per uno dei 5 vortici dei detti trilateri fuori 
di 0 su r , duo delle 5 rette di Г (fuori di r) coincidono in una .retta speciale: 
ne segue che vi sono 40 rette speciali di Г che si appoggiano alla r.

Perciò considerando un qualunque trilatero appartenente alla Г si deduce :
La superfìcie gobba s luogo delle coppie di punti di contatto degli spazi 

bitangenti alla varietà cubica Г, è una superficie rigata che ha per generatrici 
le rette speciali di Г, ed è dell’ordine 120.

3. La corrispondenza di Oh a si es [20 , 20] costruita sopra una retta r di Г 
viene a mancare se questa retta è speciale, e quindi non si può con questo me­
todo determinare quante rette speciali di Г si appoggiano ad una sua retta ^spe­
ciale. A. tal fine faremo uso delle considerazioni seguenti.
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Se r è una retta non speciale di Г, gii spazi tangenti nei suoi punti formano 
un sistema del 2° ordine, e poiché la linea c, d’ordine h, luogo dei poli di questi 
spazi (fuori di r) è segata dalla quad ri ca polare d’ un punto qualunque di Ft in 

2li punti, si ha = 2 ossia h =15.

È poi facile vedere che la r e la c appartenenti alla quartina base del fascio 
di quadriche polari contenenti la r, hanno 5 punti comuni (usando della rappre­
sentazione piana della quartina) ; le rimanenti intersezioni della c colla Г sono i 
punti di contatto dei 40 spazi ulteriormente tangenti in un punto della r (").

I 5 punti comuni alla r e alla c sono i punti di r il cui spazio tangente ha 
un altro polo infinitamente vicino al punto di contatto c perciò appartengono alla 
hessiana di Г (cfr. § 1). Dunque :

Iti varietà di ordine 43 luogo dei poli degli spazi tangenti alla varietà cu­
bica Г (fuori ai Г), sega la Г secondo la superficie S d’ordine 120 luogo dei punti 
di coniano degli spazi Intelligenti, e la superficie parabolica d'ordine 15 luogo 
dei punti biplanari per le sezioni spaziali tangenti.

Sia ora la r una retta speciale: allora il luogo dei poli degli spazi bitangenti 
nei punti di r (fuori di r) è una linea c del 7° ordine che insieme alla r è base 
per la rete di quadriche polari dei punti del piano - tangente secondo r alla Г.

Le coniche polari dei punti del piano it rispetto alla cubica sezione di esso 
hanno un punto doppio nel punto comune alla retta r e alla sua coniugata (§ 2), 
e non hanno altri punti comuni, quindi solo il detto punto della r è comune alla 
retta r e alla linea c (* **).  In questo punto la c tocca la Г (vi è il piano tangente 
comune n), ed il contatto non può essere tripunto, almeno in generale, poiché 
si dedurrebbe facilmente che il punto stesso sarebbe triplo per la sezione spa­
ziale tangente; quindi la c incontra la Г in 19 punti fuori di r, i quali sono i 
punti di contatto di 19 spazi ulteriormente tangenti in 2 punti di r, e si conclude:

(®) Si potrebbe facilmente escludere il contatto della c colla Г nei 5 punti di r, 
in guisa da verificare nuovamente questo numero.

(**) Il punto stesso appartiene alla hessiana di Г poiché la sua quadrica polare 
contiene il piano к e quindi ha un punto doppio.

Segre « Studio delie quadriche eco. » (Acc. Torino M. 1888-84).
vou. XXXI. 5

Vi sono 38 rette speciali della Г che si appoggiano ad una sua retta spe­
ciale r: queste rette compongono insieme alla r 19 trilateri i cui vertici sono 
i punii di contado di 19 spazi trilangenli alla Г.

4. I punti di contatto degli spazi tritangenti alla Г costituiscono la linea 
doppia w della superficie 8 luogo delle rette speciali. Avanti di determinare l'or­
dine della detta linea occorre premettere alcune considerazioni sull'intersezione 
della superficie parabolica di Г colla 8.
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Le generatrici della S (rette speciali) sono bitangent!'alla superficie parabo­
lica (cfr. § 1) ; i punti di contatto sono i punti di Г le cui sezioni spaziali tan­
genti hanno 2 punti doppi infinitamente vicini ; il luògo di questi punti è una linea, 
d’ordine 120: infatti la linea sezione di S con uno spazio F3 ha 120 punti comuni 
colla linea d’ordine 120 luogo degli ulteriori punti di contatto degli spazi tangenti 
nói suoi punti (fuori di essa).

La stessa linea in F3 ha altre 4.120 intersezioni colla hessiana di Г, e perciò 
si conclude (cfr. § 3 nota) :

L'intersezione della superficie parabolica di Г colla superficie S è una linea 
composta di 2 oltre. Vana d'ordine 120 e l'altra d'ordine 4.120 : la la linea a 
è il lungo dei punii di coniano delle ralle speciali di Г (bilangenli alla super 
fide parabolica') colla superficie parabolica , cioè il luogo dei punii le cui se­
zioni spaziali tangenti a Г hanno 2 punii doppi infinitamente vicini ; la 2*  linea 
(3 è il luogo d dle intersezioni delle rette speciali di Г colle rene coniugale, cioè 
il luogo dei punii, biplanari per le sezioni spaziali tangenti che hanno un altro 
punlo doppio.

(*) Per la determinazione di quest’ordine cfr. il § 3.
(*•) Del Pezzo « Sugli spazi tangenti ad una superficie о ad una varietà im­

mersa in uno spazio a più dimensioni » (Асе. Napoli 1886),

Ciò posto osserviamo che la linea a non appartiene alla superficie luogo M dei 
poli degli spazi bitangenti nei punti di S fuori di S, mentre la linea b le appar­
tiene. Ora il detto luogo M è d’ordine 1.123 (•) e la sua intersezione totale colla 
8 (con Г) è una linea d’ordine 21.120. Un punto delia linea g è l'intersezione di 
una retta speciale r di Г colla coniugata, quindi il piano tangente in esso alla 8 
passa per la r (**)  c perciò non può essere in generale tangente anche alla su­
perficie Л1 , poiché la r sarebbe pure tangente alla M ed il detto punto apparter­
rebbe contemporaneamente alle linee £ ed a : così si vede che la linea g si stacca 
una sola volta dall’intersezione della superficie LI colla varietà Г.

Di qui si deduce :
La linea doppia § della superficie S, luogo dei punii di contano degli spazi 

trilangenli alla Г, e dei vernici dei trilateri di relle speciali ad essa apparte­
nenti, è d'ordine 17.120.

5. La superficie 8 possiede dei punti tripli appartenenti a 3 rette speciali e 
punti di contatto di spazi quadritangenti a Г, quindi tripli anche per la sua linea 
doppia ы. Avanti di determinare il numero di questi punti premettiamo le osser­
vazioni seguenti.

Si abbia un piano - qualunque in F4 ; uno spazio per esso sega la linea w 
in 17.120 punti a ciascuno dei quali corrispondono i due punti della linea w vertici 
con esso d’un trilatero di rette speciali, sicché nel fascio di spazi considerato si 
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ha una corrispondenza di Chaslcs [34.120 , 34 120]. Ora al |piano к si appog­
giano 120 rette speciali di Г , c gli spazi per esse sono coincidenze della corri­
spondenza suddetta : poiché ad una retta speciale se ne appoggiano 38, in un tale 
spazio coincidono 38 spazi corrispondenti, e quindi rimangono fuori di queste altre 
120.30 coincidenze della corrispondenza di Chaslcs considerata, le quali corri­
spondono ad altrettanti spazi tritangenti a Г con 2 punii di contatto infinita mente 
vicini. Questi 30.120 punti sono comuni alla linea w ed alla a (§ 4) ed in ossi 
evidentemente le 2 linee si toccano, quindi la ы ha colla superficie parabolica altre 
25.120 intersezioni sulla linea B, che corrispondono ad altrettanti spazi tri tangenti 
le cui sezioni hanno un punto doppio biplanare.

Ora la linea luogo dei poli degli spazi tritangenti nei punti di io (fuori di co) 
è d’ordine 13.17.40 ed incontra la w nei 25.120 punti comuni alla linea p .(§ 4) 
nei quali evidentemente non tocca Г se la varietà Г è generale (*);  quindi la detta 
linea ha colla w (con Г) altre 13.17.40 — 25.120 = 40.146 intersezioni che sono i 
punti tripli della 8 e della co.

(*) Altrimenti si avrebbe uno spazio quadritangente con due punti di contatto 
infinitamente vicini.

Si conclude :
La superficie 8 ha 4.1460 punii tripli che sono tripli anche per la sua linea 

doppia @ : essi sono i vertici di 1460 tetraedri i cui spigoli appartengono alla 
Г , cioè i punti di contatto di 1460 spazi quadrilangenli.

Vi sono 30,120 spazi irltangenli aliar con 2 punti di contatto infinitamente 
vicini, e 25.120 spazi irltangenli le cui sezioni hanno un punto biplanare in 
uno dei punti di contatto.


