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Matematica. —  Ancora sui sistemi lineari eli superficie alge­
briche le cui intersezioni variabili sono curve ellìttiche (’)• Nota 
di F e d e r i g o  E n r i q u e s ,  presentata dal Socio C r e m o n a .

« § 1. Procediamo alla determinazione di tutti i sistemi lineari di super­
ficie cubiche L ad intersezioni variabili ellittiche, che nascono dalla rappre­
sentazione delle varietà normali Yn d’ordine n^> 4, e di l a specie, ove la Yn 
sia rappresentata proiettandola da una sua curva irreduttibile razionale nor­
male C d’ordine n — 3: tali sistemi sono completamente definiti dal gruppo 
base perchè rappresentativi di varietà normali.

« È opportuno avvertire che i nominati sistemi non saranno tutti i sistemi 
di superficie cubiche rappresentativi d’una Vn, ma ogni altro sistema di su­
perficie cubiche (o d’ordine diverso) rappresentativo di una Yn dovrà ricon­
dursi ad uno di essi con una trasformazione birazionale dello spazio.

« Inoltre se vorremo ottenere veramente sistemi tipici irreducibili fra 
loro per una trasformazione birazionale dello spazio, dovremo vedere se le dif­
ferenze nei sistemi ottenuti dalla proiezione indicata di varietà Vn, proven­
gano da differenti proprietà proiettive delle Yn stesse, o dalla differente scelta 
della curva proiettante C su di esse. Nel 2° caso si dovrà considerare uno 
solo degli ottenuti sistemi di superficie L come il tipo di una classe di si­
stemi di superficie ad intersezioni ellittiche (di dimensione n~f - 1 e grado n).

« § 2. Premettiamo alcuni lemmi.
« 1° lemma. Sopra la varietà di l a specie Vn, per una sua curva ge­

nerica irreduttibile C razionale normale d’ordine n — 3,

o non passa alcun Sn_2 segante Yn secondo una superficie, 
o passa un Sn_2 segante Yn secondo una superficie d’ordine n — 3.

« Nel 2° caso gli iperpiani per lo Sn_2 segano V” (fuori di esso) secondo 
rigate cubiche normali (ciascuna in un S4).

« Invero poiché lo S«_3 della C non sega ulteriormente Vn, ove esista 
una superficie su Vn giacente in un S,*_2 per C, essa sega lo Sn_3 di C secondo 
la C e però ha l’ordine uguale ad n — 3 ; altrimenti quest’ordine «  n) sa­
rebbe multiplo di n — 3 (dove n >> 4), onde sarebbe n — 5 e gli iperpiani 
per lo Sn_2 segherebbero su Yn infiniti piani (ciò che è assurdo). Analoga­
mente si vede che per C non possono passare due Sn_2 seganti Yn ciascuno 
secondo una superficie d’ordine n — 3, perchè lo Sw_i da essi determinato 
segherebbe Vw secondo una superficie (composta) d’ordine ( O  uguale a) 
2(n — 3) (dove n >  4) onde n =  5, e su Vn si avrebbe un fascio di piani.

(!) Cfr. la Nota precedente pag. 481,
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« Infine se su Yn vi "è una superficie d’ordine n — 3 in un Sn_2 per C, 
gli iperpiani per essa segano Yn (fuori dello S„_2) secondo superficie cubiche 
ciascuna normale in un S4 (quindi rigata) : in caso opposto sopra una super­
ficie sezione di Yn (superficie razionale normale a sezioni ellittiche in Sn) si 
avrebbero infinite cubiche piane, ciò che è assurdo (1).

« § 3. 2° lemma. Proiettando una varietà Yn di l a specie da una sua 
curva C (irreduttibile, razionale normale d’ordine n — 3) sopra un S3, il 
sistema delle superficie cubiche L ottenute come immagini delle sezioni iper- 
pianali di Yn

« 1°) è determinato dalla curva base K (d’ordine 9 — n) e non ha punti 
base doppi, se per C non passa un Sn_2 segante Yn secondo una superficie;

« 2°) nel caso opposto ha,' oltre la curva base K, un punto doppio 
0  (7 —  n-\- £>)plo per la K dove q — 0 , 1, 2 : in ogni piano per 0 vi sono 
allora q punti base per le L infinitamente vicini ad 0.

« Suppongasi che il sistema delle L non sia determinato dalla curva 
base K: (allora poiché esso è determinato dal gruppo base rappresentando 
una varietà normale), vi è almeno un punto base per le L che impone ad 
esse nuove condizioni non espresse dal passaggio per K : un tal punto può essere

« 1) un punto base (multiplo cioè) doppio per le L la cui moltepli­
cità non risulti dal passaggio per esso della K ;

« 2) un punto base per le L fuori di K ;
« 3) un punto base semplice per le L e per K nel quale sia assegnata 

una tangente diversa dalla tangente in K e quindi sia fissato il piano tan­
gente alle L ;

« 4) un punto base 0 doppio per le L la cui molteplicità risulti dal 
passaggio- per esso di K, ma in cui sia assegnata una ulteriore tangente per 
le L (allora K avrà in 0 un punto triplo o quadruplo e neH’ultimo caso, pos­
sibile soltanto per n •— 5, l’ulteriore tangente fisserà il cono quadrico tan­
gente in 0 alle L).

« Allora i piani per 0  sono immagini di superficie sezioni parziali di Vn 
d’ordine e quindi per C passa un Sn_2 ecc.

« Alla stessa conclusione si perviene supponendo l’esistenza d’un punto 0 
base doppio per le L che sia conseguenza della curva base K, osservando che 
un tal punto 0 deve esser triplo o quadruplo per la K e che l’ultimo caso 
(possibile solo per n =  5) deve escludersi giacché 4 rette per un punto non 
possono costituire la curva base K determinante da sola un sistema oc/6 di L 
(passando per essaoo7 superficie cubiche).

« Così è stabilita la l a parte dell’enunciato.
« Per stabilire la 2a si noti che lo S„~2 per C segante Yn secondo una 

superficie (supposto esistente) determina sullo S3 rappresentativo un punto 0
(9 Invero si proietti la superficie in una del 4° ordine in S4 ; se. su questa vi è una 

cubica pianarvi sono anche infinite rette sezioni degli S3 per essa.
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siffatto che ogni piano per 0  è immagine d’una rigata cubica normale su Yn: 
sopra un tal piano le L segano dunque un sistema di cubiche avente un 
punto base doppio e due semplici; il punto base doppio (è fìsso al variare 
del piano per 0 ossia) cade in 0, infatti dall’ipotesi opposta si trarrebbe che 
esso descrive una retta base doppia per le L e ne seguirebbe che le inter­
sezioni variabili di due L (immagini di curve sezioni di Yn) sarebbero razio­
nali, non ellittiche come si suppone.

« Segue che il punto 0 è doppio per le L e (7 — n +  e)plo per la curva 
base K dove ecc., come è stato enunciato.

« Osservazione. — Giova inoltre notare che se q — 1, il punto 0 è 
biplanare per le L e si ha in esso un piano osculatore fisso ; questo si stacca 
dalla quadrica Q residua di ciascun piano’rispetto al sistema delle L, quindi 
(Nota I, § 4) uno dei piani componenti Q contiene una cubica piana facente 
parte di K, e si ha n <. 6.

« § 4. I precedenti lemmi fissano i limiti della discussione che dobbiamo 
compiere : vi sono 4 casi da esaminare per ogni valore di n, cioè il caso in 
cui il sistema delle L è determinato dalla curva base K, e quello in cui vi 
è inoltre un punto base doppio per le L e (7 — ^)plo, o (8 — w)plo, o 
(9 — ?z)plo per la K (d’ordine 9 — n).

a Cominciamo dall’ultimo caso che dà luogo a soluzioni del problema 
per ogni valore di n (<. 9).

« b) La curva base K si compone di 9 — n rette per un punto base 
doppio 0 nel quale è assegnato il cono quadrico tangente alle superficie cu­
biche L.

« Da questa condizione nasce effettivamente (per n =• 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9) 
un sistema oon+1 di superficie cubiche L rappresentativo d’una Vn, e per 
n >  3 nasce dalla effettuata proiezione della Vn da una sua curva C : per 
n =  4 il sistema rientra come caso particolare in quello a) del § 3 Nota I. 
La varietà Yn così rappresentata è un cono cioè ha oo2 rette per un punto, 
aventi per immagini le rette per 0 dello S3 rappresentativo: lo si verifi­
cherà osservando che la sezione con V?i di un iperpiano per una tal retta è 
un cono giacché una L contenente una retta generica per 0 (nello S3 rap­
presentativo) è un cono cubico. Parimenti è facile vedere che proiettando un 
cono Yn da una qualunque sua curva 'C  (d’ordine n — 3 ecc.) si ottiene 
sempre come sistema rappresentativo di Yn il sistema b) (!).

« Infine si osservi che il cono quadrico tangente in 0 alle L è la qua- 
drica Q residua di ciascun piano rispetto al sistema, quindi può supporsi 
irreduttibile (tale essendo la C) per n ^> 6 (Nota I, § 4).

a § 5. Escludendo le Yn che sono coni, restano ancora 3 casi da esa­
minare partitamente per ogni valore di n.

f1) Donde segue subito la sua irreducibilità agli altri che verremo trovando.
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« c) Sia n =  5. La curva base K si supponga una quartica di 2a specie 
(genere 0).

« Si ha così effettivamente l ’unico sistema ooG di L rappresentativo 
d’una Y5, che sia determinato dalla quartica base^ giacché questa deve ap­
partenere ad una quadrica residua di ciacun piano rispetto al sistema: un tal 
sistema nasce effettivamente rappresentando Yn mediante una proiezione come 
è stato indicato.

« Sotto la condizione di essere di 2a specie la quartica K può degene­
rare, ma debbono escludersi (cioè non nascono dalla indicata proiezione di 
una tale V5) i casi in cui la K porti resistenza d’un punto base doppio per 
le L (2° lemma § 3) (1).

« Le varietà Y5 rappresentate dal sistema c) non sono coni : dico che 
inversamente ogni V5 che non è un cono può rappresentarsi con un sistema c).

« Si consideri la rappresentazione di una Y5 che non è un cono me­
diante la proiezione indicata da una C.

« Se il sistema rappresentativo di L non è quello c\ le L avranno un 
punto base doppio 0 (7 — 5 -f- e)plo per la curva base K, dove q =  0, 1 
(per q =  2Y 11 è un cono). Allora si consideri un piano generico per 0, ed 
in esso una conica generica (irreduttibile) passante per 0 e per gli altri due 
punti base del sistema di L nel piano (uno dei quali è forse infinitamente 
vicino ad 0).

« Questa conica y rappresenta una conica su Yw per la quale non passa una 
quadrica a due dimensioni (contenuta in Y"), giacché la y non appartiene ad 
una quadrica per K nò ad un particolare piano per 0, cui corrisponda su Y5 
una quadrica. Proiettando V5 da una tale sua conica su S3, si rappresenta 
dunque Y5 mediante un (particolare) sistema c) (2° Lemma § 3).

« § 6 . Sia n — 6 . Escludendo i coni VG (già esaminati), sul sistema 
rappresentativo della YG (proiettata da una sua curva C su S3) si possono 
fare le tre ipotesi (§ 3) :

« d) La cubica base K determina da sola il sistema delle L, e però 
anche una quadrica Q residua di ciascun piano rispetto al sistema, quindi 
si compone di 3 rette sghembe.

« Nasce così effettivamente un sistema œ7 di L rappresentativo d’una V6, 
ove la YG sia stata proiettata ecc.

« di) Il sistema delle L ha (oltre la curva base K) un punto base 
doppio 0, che è semplice per la cubica base K. Allora questa K è una 
cubica gobba appartenente alle co2 quadriche residue dei piani per 0  rispetto 
al sistema delle L (non ad oo3 quadriche).

« Nasce così effettivamente un sistema oo7 rappresentativo d’una Y6 proiet­
tata da una sua cubica C.

0) Basta per ciò che la K si componga di 3 rette per un punto ed un’altra retta inci­
dente ad una delle prime tre fuori del punto.
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« drì) Il sistema delle L ha (oltre la curva base K) un punto base 
doppio 0, che è pure doppio per la cubica base K; ed inoltre le L hanno 
in 0 (punto biplanare) un piano osculatore fìsso. Allora (§ 3 Osservazione) 
la K è una cubica piana (certo non appartenente al piano osculatore). Un 
siffatto gruppo base determina effettivamente un sistema oo7 di L rappre­
sentativo d’una V6, e nascente dalla proiezione di V6 da una sua cubica C.

« I sistemi d) d!) d") sono irreducibili fra loro, perchè le V6 rappre­
sentate sono proiettivamente distinte. Per convincersene basta notare che nel 
1° caso non si hanno mai reti (!) di rigate cubiche su VG; nel 2° se ne ha due 
reti, e una superfìcie rigata d’una rete compone una sezione iperplanare di VG 
insieme ad una superfìcie rigata dell’altra non mai insieme ad una super­
ficie della stessa rete ; nel 3° caso la VG possiede una sola rete di rigate cu­
biche, dove due rigate compongono una sezione iperplanare di V6.

* § 7. Sia n^> 6. Notando che una curva base d’ordine < 3  non può 
mai individuare una quadrica che la contiene, nè quindi un sistema oon+1 
di L, e ricordando l’osseiTazione posta in fine al § 3, si ha che, escludendo 
i sistemi rappresentativi di coni, è da esaminare soltanto il caso dei sistemi 
di L con punto base doppio (7 — w)plo per la curva base K.

« È quindi ossia n — 7.
« e) Il sistema oo8 di superficie cubiche L con conica base e punto 

base doppio fuori di esso (unico sistema che nasce dall’ ipotesi precedente), 
rappresenta effettivamente una V7 che non è un cono, ove questa sia proiet­
tata ecc. In esso la conica base è irreduttibile tale essendo la curva proiet­
tante C, perchè (per n >  6) è irreduttibile la quadrica Q residua di ciascun 
piano rispetto al sistema, cioè il cono quadrico proiettante da 0 la conica.

« Il nominato sistema di L si riconduce con una trasformazione quadra­
tica al sistema delle quadriche passanti per un punto.

« Per n^> 7 le varietà VH di l a specie sono coni.
« Così è esaurito l’esame delle varietà normali Yn di l a specie.
« § 8. Rimane ora la considerazione delle varietà V8 di 2a specie, pre­

cedentemente escluse (2).
« Ad una superficie sezione iperplanare generica di V8 appartengono oo3 

quartiche razionali normali da ciascuna delle quali la superficie può proiet­

t i  Col nome di rete di superfìcie designamo (come di solito) un sistema lineare oca 
di superficie sulla varietà (per due punti generici di questa passa una superficie della rete).

(*) Nel citato lavoro del sig. Del Pezzo (v. Nota I) si trova considerata la V8 di 2a 
specie rappresentata su S3 dal sistema delle quadriche (e qualche altra Vn di l a specie 
costruita partendo da particolari sistemi di superficie cubiche compresi tra quelli da noi 
enumerati): ivi è pure enunciato (senza dimostrazione) che la V8 di 2a specie è sempre 
rappresentabile col sistema delle quadriche di S3; questo fatto si troverà dimostrato in 
questo §, escluso che la V8 sia un conot restrizione che evidentemente il detto autore ha 
tacitamente supposta.
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tarsi univocamente sopra una quadrica. Scegliamo sopra una sezione iperpla- 
nare generica della Vs (di 2a specie) una siffatta quartica irreduttibile C ed 
un punto P fuori di essa : lo S5 determinato da P e da C non sega la V8 
fuori di C e di P, e da questo S5 la V8 può proiettarsi univocamente sopra 
un S3. Con ciò si ottiene una rappresentazione della Y8 su S3 nella quale le 
immagini delle sezioni iperplanari di V8 sono superficie del 4° ordine L (cia­
scuna proiezione della corrispondente sezione generica dai 4 punti comuni ad 
essa sezione e a C) seganti sopra un piano generico un sistema di quartiche 
con due punti base doppi (rappresentativo di una superficie sezione di V8 
coh un iperpiano per lo S5 proiettante); il sistema delle L ha dunque una 
conica base doppia K (irreduttibile o nò) : le curve sezioni di V8 vengono 
proiettate in curve dello stesso ordine 8, intersezioni variabili di due L, onde 
il sistema delle L non ha altre curve base. È poi facile vedere che il piano 
della conica K ,. è il piano immagine del centro di proiezione P : invece alla 
quartica proiettante C corrisponde un cono quadrico irreduttibile Q, quello 
corrispondente alla C nella rappresentazione (mediante proiezione da C) della V7 
proiezione di Y8 da P su un S8 (§ 7).

Se si stacca il piano della conica doppia dalle superficie quartiche L, 
si ha un sistema di superficie cubiche rappresentativo appunto della nomi­
nata V7 (proiezione di Y8 da P su un S8) ; questo sistema è costituito dalle 
superficie cubiche con un punto base doppio 0, e la conica base K, la quale 
o non passa per 0 ed è irreduttibile, o si spezza in due rette per 0 ;  in 
questo 2° caso il cono quadrico Q è il cono tangente nel punto doppio a tutte 
le superficie cubiche.

« l a ipotesi. Il punto 0 non appartiene alla conica K e quindi nem­
meno al piano a di essa.

« Allora esso è doppio per le L come pel sistema residuo rispetto al 
sistema di esse del piano a.

« Si ha il tipo :
« é) Per n =  8, il sistema delle superficie quartiche con conica base 

doppia e punto base doppio fuori di essa: questo sistema si riconduce con 
una trasformazione quadratica al sistema di tutte le quadriche, ed è effetti­
vamente rappresentativo di una V8 di 2a specie (non cono).

« 2a ipotesi. Il punto 0 appartiene alla conica K che è in tal caso spez­
zata in due rette per 0. Il punto 0 è base triplo pel sistema delle super- 
fiere quartiche L, giacché staccando il piano a per esso, risulta doppio per 
le superficie cubiche residue: in 0 tutte le L hanno (oltre al piano a) lo 
stesso cono quadrico tangente Q (irreduttibile). Si ha così il tipo:

« e,f) Per n =  8, il sistema delle superficie quartiche L con punto 
base triplo, per esso due rette base doppie (distinte o nò) ed in esso anche 
lo stesso cono quadrico tangente irreduttibile (oltre al piano delle due rette). 
Si determina così un effettivo sistema oo9 rappresentativo di una Y8 di
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2a specie contenente oo2 rette, che (colle considerazioni del § 4) si vede essere 
un cono (1).

« § 4. Esaurito così l’esame delle varietà normali Yn 3) in ordine 
alla loro rappresentazione su S3, riferendoci alle cose dette nei §§ 1, 2 della 
Nota I, possiamo enunciare il teorema :

a I s i s t e m i  l i n e a r i  s e m p l i c i  di s u p e r f i c i e  a l g e b r i c h e  le 
cui  i n t e r s e z i o n i  v a r i a b i l i  sono curve  e l l i t t i c h e ,  e dove t r e  
s u p e r f i c i e  g e n e r i c h e  s ’i n c o n t r a n o  in più di  3 p u n t i  v a r i a b i l i  
(cioè s i s t e mi  di g r ado  > 3 ) ,  si possono r i c o n d u r r e  con una  
t r a s f o r m a z i o n e  b i r a z i o n a l e  de l l o  spaz i o  ad uno dei  s e g u e n t i  
s i s t e m i  l i n e a r i  t i p i c i ,  di grado c e d i m e l i  sione n- f - 1, o ad un 
s i s t e ma  c o n t e n u t o  in uno di q u e s t i :

pe r  n =  4,
« 1°) i l  s i s t e m a  oo5 di s u p e r f i c i e  cub i c he  d e t e r m i n a t o  

da u n a  q u i n t i c a  base  di  g e n e r e  due (che può d e ge ne r a r e )  i n ­
t e r s e z i o n e p a r z i a l e  d ’una  q u a d r i c a  e d’una s u p e r f i c i e  c u b i c a ;

pe r  n =  5, 6, 7, 8, 9,
« 2°) i l  s i s t e m a  oon+l di  s u p e r f i c i e  c u b i c h e  d e t e r m i n a t o  

da un p u n t o  doppi o  ba s e ,  in esso il  cono q u a d r i c o  t a n g e n t e  
f i s so  (che può s u ppo r s i  i r r e d u t t i b i l e  pe r  n^>6) e su q u e s t o  
9 — n r e t t e  base  (ques to s i s t ema,  r a p p r e s e n t a t i v o  d ’un  cono, 
p e r  n — 4 r i e n t r a  nel  1° tipo);

oppure  : per  n =  5, 
n 3°) il s i s t e m a  ooG di s u p e r f i c i e  c u b i c h e  s e n z a  p u n t i  

ba s e  doppi  d e t e r m i n a t o  da una  q u a r t i c a  di  2 a s pe c i e  (che 
può s pe zz a r s i )  ;

per  n =  6,
« 4 ° )  i l  s i s t e m a  oo7 di s u p e r f i c i e  c u b i c h e  d e t e r m i n a t o  

da 3 r e t t e  base  s g h e mb e ;
« 5°) i l  s i s t e m a  oo7 di s u p e r f i c i e  c u b i c h e  d e t e r m i n a t o  

da un p u n t o  base  doppio  e da una  c u b i c a  gobba  base p a s ­
s a n t e  s e m p l i c e m e n t e  per  esso (cubica che può degenerare);

« 6°) i l  s i s t ema  oo7 di s upe r f i c i e  c ub i c he  de t e r mi na t o  da 
un p un t o  base b i p l a n a r e ,  in esso un p i ano o s c u l a t o r e  f isso,  e 
u n a  c u b i c a  p i a n a  base  aven te  in esso un p u n t o  doppi o  (cubica 
che può degenerare) ;

p e r n =  7, 8,

(l) Che ogni V8 di 2a specie, la quale non sia un cono, possa rappresentarsi col 
sistema delle quadriche e'), può anche vedersi considerando gli iperpiani per una sua quar­
tica C tangenti ad essa in. due punti di C: le sezioni si spezzano in superficie di Vero­
nese ed (è facile provarlo) si ottiene un sistema omoloidico di tali superfìcie su V8, onde ecc.
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« 7°) i l  s i s t e m a  (o o 8 o oo9) d e l l e  q u a d r i c h e  con un p u n t o  
base  s e m p l i c e  o s e n z a  p u n t i  b a s e ;

pe r  n~— 8 a nc he  
« 8°) i l  s i s t e m a  oo9 d e l l e  s upe r f i c i e  q u a r t i c h e  con p u n t o  

t r i p l o  ba s e ,  due r e t t e  base doppi e  pe r  esso,  ed in esso (o l t re  
al  p i ano  del le due re t t e )  lo s t e s s o  cono qua d r i c o  t a n g e n t e  
i r r e d u t t i b i l e  ( s i s t e ma  r a p p r e s e n t a t i v o  d’un cono di  2a specie).

« Questi sistemi tipici irreducibili fra loro sono nel caso generale i rap­
presentanti d’ordine minimo di ciascuna classe: racchiudono come casi par­
ticolari tutti i sistemi di quadriche con punti base semplici ». i
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