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1. Il Dott. UMBERTO CONCINA che ebbi gia allievo,
ed oggi ho valido collaboratore mnell’ insegnamento della
Geometria descrittiva, ha atteso alla pubblicazione di
queste Leziont, le quali riproducono ordinati e completati
gli appunti da e composti ad uso della scuola (1).

Ma poiché il libro, nella stampa, pué andar oltre
la cerchia degli studenti per cui [u pensato e scritto,
cost stimo opportuno di dichiarare gli intendimenti e
gli scopi che alle suddette Lezioni fuirono proposti.

Non sono interamente concordi i giudizi dei Col-
leghi intorno al posto che deve essere attribuito alla
Geometria descrittiva, nell’ ordine dei nostri studii uni-
versitarii. Fra le due estreimne tendenze di coloro che
vorrebbero deterininalo questo insegninento dalle putie
esigenze tecniche delle applicasioni, e di coloro che al-
I’ opposto vagheggerebbero di surrogarlo con un corso

(1) Debbo segnalare particolarmente i capitoli attinenti alla
teoria delle ombre e all’ assonometria, di cui non trovavasi cenno
negli appunti sopra citati, e che furono redatti personalmente dal

Dott. CONCINA su poche mie indicazions.
F, E.
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compleinentare dellu Geometria analitica e proiettive,
pairreint st potesse tenlwre wtilente una conciliazione.
‘ « Stiringere seipre pii saldainente i legaini fra le
Matematiche pure e le applicale, e inosticare coiie 1 due
mdirizsi, il teorico ed il pralico, si distacchino da un
tironco comune », tale ¢ lo scopo che ho inteso picoporre
a queste Lesiona.

Il quale scopo i é anche pairso conforme alla tra-
dizione della scuola di MoNGE, ¢ adallo alle esigense
delle nostire scuole, firequeidale da due diversi ordind di
studenti.

Giacché sembia oppoituno, per una parte che i fu-
turi ingegneri educhino seinpice piiy le natuirall attituding
dell’ intelligenza colla collura geoinetiica, e ineglio ™ ap-
prendano a valutaie U importanza delle teorie, attin-
gendo ad esse la coinpirensione dei principii che reggono
le applicazioni; per I’ altra parte che gli studiosi delle
natematiche pure, lungi dal ritrarsi troppo presto nel
caimpo della ricerca astratta, meditino lungainente i pro-
bleini pratici da cui I’ intiero sviluppo delle inateinatiche
trae la sua origine.

2. Dichiarato il fine, dovirei dire pile lungainente
del modo come queste Lezioni fuirono disposte ad otte-
nerlo. '

Senonché U indice assai particolareggiato del libro
me mne dispensa. Apparica da esso come sieno state,
per quanto é possibile, riavvicinate le questioni intro-
duttorie alla Geomnetria differenziale, alla teoria degli
enti algebirici, e alle applicazioni propirriainente tecniche
det metodi desciltivi.
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8. Una stffatla iisyosizione della materia o
consente wnild o puresza q; uelodo, pregi questi che
¢ paiso dOTessero essere sqe ificati agli scopi detti i
sopra. I (cosa ben piiy lispiacerole perr un matemalico!)
ai_medesint SCOPT ST & puy- doruto sacrificare bene spesso
il rigore, facendo lrgo wusg dqei procedimenti della Geo-
melria nfindlesimale Singorica, che non possono reri-
mente riguardarst come pgeediment? di prova, me -

lesano tutto 1l loro valore el preparare la scoperta.

w4 Oltre ai tratlali pgy noti viguardanti la (Geo-
metria descriltive (FIBDLR, WIRNER, ASCHIERL.) 0 /l¢
sue Applicaziont 0 gli Ise¢izi che ad essa si riferi-
scono (1), aveiimo solt’ occhio, nelle litografe, le belle
Leziont tenute nel 1896-97 « Tyi-ino dal pirof. BERZOLARI,
nel 189899 a Roma dal prof. PITTARELLL

Infine ci furono di aiuto i consigli che dobbiwiwy
alla bontd del prrof. VERONESE, cui i & grato di por-
geie qui, terminando, i pid cordiali ringraziamenti.

30 ottobre 1901.

FEDERICO ENRIQUES

(1) Fra gli esercizi proposti in queste Lezioni, molti, ed in
tspecie ¢ pil eleganti, furono tolti dall’a raccolta < Exercices e
Géométrie descriptive par F. J. » edita. Mame (Tour) e Pous-
sz‘elgue\(Paris)." . -
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* METODI DI RAPPRESENTAZIONE




METODO DELLE PROIEZIONI CENTRALI

CAPITOLO 1.

‘Rappresentazione degli enti fondamentali
Problemi grafici

§ 1. Rappresentazione della retta. — Si fissi un
piano ® come piano iconico v quadro; fuori del detto
piano e da una determinata banda di esso si fissi un
puuto proprio O come centro di proiezione. La perpen-
'dicolare abbassata da O sul piano = incontra quest’ ul-
timo in un punto P, detto punto principale; il cerchio
di centro P e di raggio OPF sul piano = dicesi circolo
di distanza, esso serve a fissare bene la posizione del
centro di proiezione O essendo noto in quale regione
dello spazio giace O rispetto al quadro (fig. 1). Ogni
punto A dello spazio diverso da O viene proiettato
da O in un punto 4' di =, che dicesi sua immagine
-0 proiezione. Il punto 4' é I’immagine di tutti i punti
del- raggio proiettante O4 e non ne determina quindi
alcuno in modo speciale. Tuttavia due punti di 04
risultano individuati dato il punto 4'; sono o il punto 4’
stesso, che dicesi traccia cia del raggio ( OA ed il punto al-
r 1nﬁmco della retta OA.

osservazione precedente permette di rappresen-
tare.sul quadro senza ambiguitd una retta propria dello
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spazioc non passante per il centro di proiezione e non
parallela al quadro. Infatti una tal retta @ viene indi-
viduata completamente, quando sono dati il punto 7,
traccia di_a, sezione di essa col quadro, ed il punto Q,
punto di fuga, immagine del suo punto all’infinito.
Sotto le restrizioni poste, questi due punti sono propri
e distinti; per essi passa I’immagine a' della retta @. In
tal caso si pud dunque dire che la retta a & rappre-
sentata sul quadro mediante la sua traccia ed il suo
punto di fuga.

Se la retta «, pur non essendo parallela al quadro,
passa per il centro di proiezione, la sua immagine
si riduce ad un punto proprio del quadro che e
insieme la traccia ed il punto di fuga della retta;
questo punto serve ancora ad individuare la retta a
nello spazio, j)oiché essa & 1n tal caso il raggio proiet-
tante la sua traccia da O.

Viceversa due punti propri 7|, Q del quadro, affatto
arbitrari, ed anche, se si vuole, coincidenti fra loro, sono
sempre rispettivamente la traccia ed il punto di fuga
di una retta dello spazio non parallela al quadro; questa
retta @ & la parallela al raggio OQ condotta per 7. Se
T e () sono coincidenti, la @ passa per il centro O.

Se la retta « & parallela al quadro, la sua traccia
coincide ancora col suo punto di fuga, ma in un punto
improprio del quadro che non serve piu ad individuare
la @, perché rappresenta nello stesso modo tutte le
paraliele ad ¢ e per individuare la ¢ non basta nem-
meno dare la sua immagine a' (salvo che «' si riduca ad
un punto, ove @ passi per O), giacche ogni retta parallela
ad a nel piano Oa' & rappresentata ugualmente.

Parimente non riesce determinata la rappresenta-
~zione sul quadro di una retta impropria mediante la
sua traccia e la sua immagine, potendo qui ogni punto
della detta immagine considerarsi come punto di fuga
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della retta data. Per completare la rappresentazione
di una retta nei casi di eccezione considerati, basta
fissarne un punto: vedremo nel § 3 come cid possa
farsi. e

Intanto riassumendo abbiamo il

TrorEMA. — Ogni retta propria dello spazio non
parallela al quadro viene rappresentata senza ambiguitd
da due punti propri T, Q del quadro appartenenti alla
sua immagine, che sono la traccia ed il punto di fuga
della retta.

Viceversa una coppia di punti propri T, Q, del quadro
rappresenta una retta propria dello spazio non parallela
al quadro. Questa vetta si designerd con (T'Q).

§ 2. — Rappresentazione del piano. — La rap-
presentazione di un piano proprio non parallelo al
quadro si ottiene in modo analogo a quello usato
per rappresentare la retta. Un piano « non parallelo
al quadro, lo sega secondo una retta propria ¢ che
dicesi la sua traccie; il piano parallelo ad a« pel
centro di proiezione O, sega il quadro secondo una retta
propria ¢, parallela a ¢, che dicesi la retta di fuga del
piano «. Date le rette (proprie) parallele {, ¢ vi & un
piano determinato passante per ¢ e parallelo al piano Og,
il quale riesce cosi rappresentato senza ambiguitd dalla
sua traccia e dalla sua retta di fuga. Se la traccia e
la retta di fuga di un piano coincidono (in una retta
propria), il piano rappresentato passa per il centro di
proiezione O e viceversa. Per un piano parallelo al
quadro la traccia e la retta di fuga coincidono colla
retta impropria del guadro, la quale rappresenta ugual-
mente tutti i piani ad esso paralleli e quindi un piano
parallelo al quadro non risulta pitt determinato mediante
la sua traccia e la sua retta di fuga.

Riassumendo si ha il seguente



TroREMA. — Ogni piano proprio dello spazio non
parallelo al quadro si rappresenta mediante una coppia
di rette proprie parallele del quadro, che sono la sua
traccia e la sua retta di fuga; viceversa una tale coppia
assunta ad arbitrio mnel quadro, mp]nesenm un piano
non parallelo al quadro.

Un piano che abbia per traccia e retta di fuga rispet-
tivamente le rette proprie ¢, g si designera con (q).

Se un piano « sega il piano = del quadro secondo
una retta ¢ (sua traccia) ogni retta ¢ di « sega win un
punto T di ¢; parimente una retta parallela alla a pel
centro di proiezione O sega w secondo un punto Q ap-
partenente alla retta di fuga ¢ di «.

Dunque: La traccia ed il punto di fuga di una
retta appartenente ad un piano, appartengono vispettiva-
mente alla traccia ed alla rvetta di fuga del piano.

§ 3. — Rappresentazione del punto. — Un punto 4
dello spazio, come abbiamo gia osservato, non risulta
determinato data la sua immagine A' sul quadro, ma
quest’ immagine & sufficiente ad individuarlo ove sia
data una retta o un piano passanti per esso e non
passanti per O: infatti cosi 1 punti di una retta come
quelli di un piano non passanti per O, vengono riferiti
in modo biunivoco alle loro proiezioni sul quadro.

Risulta quindi il

TeorEMA. — Ogni punto proprio od impioprio dello
spazio-e diverso dal centro di proiezione, si puo rappre-
sentare sul quadro senza ambiguita, dando la sua imma-
gine, e rappresentando una retta od un piano che passi
per esso e non pel centro di proiezione.

Se 4'é I'immagine di un punto del piano (fq) (fig. 2),
si pud individuare il punto stesso considerandolo come
appartenente ad una retta la cul immagine sul quadro
passi per 4' e seghi rispettivamente le ¢, ¢ secondo la
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traccia 7'e il punto di fuga Q della retta stessa. Viceversa
se un punto 4 & dato mediante la sua immagine 4'
ed una retta (7'Q) per esso, si pud avere un piano (tq)
per 4, assumendo come traccia t e vetta di fuga ¢ di
esso due parallele risp. per T, Q.

Un punto rappresentato mediante la sua 1mmag1ne
A' ed una retta (TQ) od un piano (tq) per esso, si
denoterad. con | '
‘ A4 =(4-TQ = (4'- t.

Una retta parallela al quadro si pud fissare rap-
presentandone un punto e assegnandone la traccia (punto
improprio) o I’immagine; un piano parallelo al quadro
rimane completumente determinato dalla rappresenta-
zione di un suo punto proprio. Cid completa quanto -
sulla rappresentazione della retta e del piano, si é detto
nei §§ 1 e 2.

§ 4. — Problemi gratici fondamentali. — Pas-
siamo ora a risolvere nel piano iconico, usando dei
metodi.di rappretazione stabiliti, i principali problemi
grafici cui danno luogo il punto, la retta ed il piano
nello spazio. _

Nella trattazione di questi problemi escludlamo di
regola che le rette ed i piani dati o da determinarsi
siano paralleli al quadro o passino per il centro di
proiezione : per tali posizioni particolari degli elementi
che si considerano, nascono talvolta dei casi di eccezione
nelle costruzioni indicate, alle quali debbono allora so-
stituirsi altre costruzioni lievemente modificate; accenne-
remo a queste pil tardi.

ProBLEMA 1°. — Determinare U intersezione di due
piani (la quale non risulti parallela al quad?o né pas-
sante pel centro di proiezione).

Sieno ¢, q,; t, g, le coppie rappresentative formate
dalle rispettive traccie e rette di fuga dei due piani (fig.3):
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I’ intersezione dei due piani deve avere la traccia 77
appartenente a t;, ¢,, e il punto di fuga Q appartenente
a @y qg* cosl risultano fissati 7' e Q (coppia rappresen-
tativa della retta da determinarsi) perché sotto le ipo-
tesi dell’enunciato, le t,, t,. (e quindi le ¢,, ¢,) non risul-
tano parallele (poiché la retta comune ai due piani non
& parallela al quadro). Sotto le indicate ipotesi i punti
T, Q risultano distinti, ma se anche coincidessero (pas-
sando i due piani pel centro di proiezione) la retta
intersezione dei due piani resterebbe fissata e sarebbe
il raggio proiettante OQ, purché essa non sia parallela.
al quadro. »

‘ ProBLEMA 2°. — Determinare il piano ed il punto
appartenenti a due rette incidenti (non parallele al quadro
e non giacenti in un piano pel centro di proiezione).

‘Sieno T, Q,, T, Q, le coppie rappresentative delle
due rette, le quali sotto le restrizioni poste sono distinte
e non appartenenti ad una stessa retta (fig. 4). Poiché le
due rette sono incidenti, cioé giacciono in un piano, le
tracce 1,, T, debbono appartenere alla traccia ¢ del
piano, e i punti di fuga Q,, Q, alla retta di fuga ¢ del
piano stesso; le rette t = 77, e ¢ = Q,Q, debbono
dunque essere parallele e costituire la coppia rappre-
sentativa del piano da determinarsi. L’immagine del
punto comune alle due rette incidenti & il punto A' in-
tersezione delle immagini 7'Q,, 7,0, delle due rette; 4"
rappresenta completamente il punto cercato, in quanto
& dato il piano (fg) per esso.

Come caso particolare le due rette date possono
aver comune la traccia 7| = 7}, o il punto di' fuga
Q, = Q, (fig. 5): nel 1.° caso la traccia del piano delle
due rette & la retta ¢ parallela alla ¢ = Q; Q, e pas-
sante per Q, = Q,.

ProBLrMA 3°. — Determinare la intersezione di tre
piani (non passanti per una stessa retta e di cui nessuno
sia parallelo al quadro o passi pel centro di proiezione).
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Sieno (¢, q,), ({5 qs)y (83 q3) 1 tre piani (fig. 6). Due
almeno delle loro intersezioni [ad' es. quelle sezioni di
(t,q,) con (t,q,) e (t3 q3)] non sono parallele al quadro
stante le restrizioni poste, a meno che non risultino
tutte e tre parallele tra loro e al quadro, e in questo
caso |’ intersezione dei tre piani sarebbe data dalla di-
rezione comune delle loro tracce. Prescindendo da questo
caso, le nominate due intersezioni (7,Q,), (73Q,), che
si determinano come nel 1.° problema, sono incidenti e
si segano in un punto A4' che si determina come nel
2.° problema. Per I'immagine A' di questo punto passa
la 3." retta 7,Q, immagine dell’ intersezione di (¢,q,)
e (t3¢5) che si determina come nel 1.° problema, salvo
il caso in cui essa risulti parallela al quadro.

ProBLEMA 4°. — Determinare il punto individuato
da una retta e da un piane che non si appartengono e
non sono paralleli al quadro, né fra loro.

Sia (7T'Q) la retta e (tq} il piano (fig. 7). Si conduca un
piano arbitrario per la retta (7'Q), rappresentato da una
coppia di rette parallele ¢, ¢, risp. per T, Q: questo
piano (¢, q,) sega (fq) secondo la retta (7'Q'") dove
T = (tt), Q"= (gq,) (Probl. 1.°): le rette 7Q, T'Q'
nel quadro si segano in un punto 4'che & I’immagine
del punto cercato (Probl. 2.°), ed & rappresentato com-
pletamente appartenendo a (tg).

ProsLEMA B°. — Determinare la vetta individuata
da due punti.

I punti 4, B abbiano per immagini sul quadro i
punti 4', B' ed appartengano risp. alls rette (7,Q,),
(T3Q,) (fig. 8). L’'immagine della retta cercata & la retta
A'B'. Per determinarne la traccia ed il punto di fuga si
proceda cosi. Si consideri la retta A7, che ha per imma-
gine A'T, e per traccia T,; essa glace in un piano
i colla (T,Q,) e perd il suo punto di fuga & 1’interse-
i zione Q' di A'T, colla parallela per Q, alla traccia T,T, !
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di questo piano. Allora la retta ¢ = Q' Q, la paral-
lela ¢t per T, sono risp. retta di fuga e traccia del piano
che contiene le rette (71,Q,) e (1,Q') e perd i punti
‘A, B e la retta AB: segue che la traccia T' della AB
& 1intersezione di ¢ e di A'B'; e I'intersezione di ¢ con
A'B' & il punto di fuga Q.

Questa costruzione non da pit due punti propri 7', Q
di AB quando le ¢, ¢ risultino parallele alla A'B', allora
la retta AB & parallela al quadro ed & fissata mediante
la sua immagine ed uno dei suoi punti. La costruzione
cade in difetto, se A', B' coincidono, ma allora la AB
4 il raggio proiettante A' da O (che ha in A' la traccia
e il punto di fuga.

ProBrEMA 6°. — Determinare il piano individuato
da un punto A e da una retta a (non parallela al
‘quadro) che non si appartengano.

Sia 4= (4'- T,Q,) il punto dato e sia a = (7TQ) la
retta data (fig. 9).

Si conduca la A'T e si seghi in Q' colla paral-
lela per Q a TT, cosi si determina il punto di fuga
Q' della retta A7. Ora la retta ¢ — QQ' e la paral-
lela ad essa ¢, condotta per T, sono rispettivamente la
retta di fuga e la traccia del piano Aa che contiene
le due rette (7Q) e (7'Q"). Questa costruzione & in
sostanza quella che compare nel problema precedente
per determinare la traccia e il punto di fuga della
retta che congiunge un punto 4 della retta (7, Q) ed
un punto B della (7'Q). A

-ProBLEMA T°. — Determinare il piano individuato

da tre punti A, B, C, non appartenenti ad una retta.

I punti 4, B, C siano dati mediante le loro imma-
gini 4", B, (', e le rette (1,Q), (T,Q,), (73Q,) che ad
essi rispettivamente appartengono (fig. 10). Si determi-
nino la traccia e il punto di fuga di due lati del trian-
golo ABC (Problema 5°); unendo fra loro le tracce e
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risp. i punti di fuga delle due rette, si hanno la traccia
e la retta di fuga del piano ABC.

In conseguenza le costruzioni da eseguirsi sono p. es.
le seguenti: Si conduca B'T), e si seghi la congiungente
colla parallela per Q, alla T, T,; il punto di intersezione
congiunto con Q,, da una retta che determina su 4'B
il punto di fuga Q della AB; la traccia 1" della mede-
sima si ha segando A'B' colla parallela a QQ per 7.
Similmente si conduca la B'Ty, e si seghi colla paral-
lela alla T,T, per Q,; il punto d’intersezione con-
‘giunto con Qg da una retta che determina su B, C) il
punto di fuga Q' della B(C, la sua traccia T vien
segata su B'C' dalla parallela Q,Q" per T,. Le rette
TT', QQ risultano parallele e sono la traccia e la retta
di fuga del piano ABC.

Alcune di queste costruzioni possono cadere in
difetto per speciali posizioni degli elementi considerati-
Cosi se il piano 4 B € da determinarsi risulta parallelo
al quadro, i punti 7,7" e Q,Q' cadono all’infinito; se il
piano ABC passa per il centro di proiezione O, le im-
magini delle rette 4 B, BC, 4 C coincidono, e quindi
coincidono T,7' e QQ'. Essendo esclusi 1 detti casi, fra
le rette AB, BC, AC ve ne sono almeno due non paral-
lele al quadro, della cui rappresentazione ordinaria pos-
siamo servirci per eseguire la costruzione indicata, perché
le loro immagini sono distinte, i tre punti 4, B, ¢ non
appartenendo alla stessa retta.

Prosrrya 8.° — Condurre per un punto (proprio) la
retta parallela ad vna retta data (non parallela al quadro).

- Questo problema rientra come caso particolare nel
5°, ove uno dei punti ivi considerati sia improprio, ma
la soluzione riesce in questo caso pitt semplice (!). Sia

*. (1) Una semplificazione analoga ha luogo nel Problema 5°
ove uno dei puuti ivi considerati stia sul quadro e qnindi sia la
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= (A'- TQ) il punto dato: sia Q' il punto di fuga
della retta data che basta qui considerare perché si
tien conto solo della direzione di essa (ﬁg 11). Q' & pure il
punto di fuga della retta cercata la cui immagine & la
retta A'Q'; la traccia della retta da determinarsi &
I’ intersezione 7" della A'Q' colla parallela per 1 alla
QQ'. La costruzione cade in difetto se @' coincide con
- A", nel qual caso la retta cercata & il raggio 04'; pa-
Timente la costruzione cade in difetto, se Q coincide
con Q', ma allora la retta cercata é la (7'Q) stessa.

ProBrEMA 9.° — Condurre per un punto (proprio)
il piano parallelo ad un dato piano (non parallelo al
quadro).

Questo problema non rientra come caso particolare
nel 6°, perché nell’usare la rappresentazione di una
retta supponiamo che questa sia propria, potendosi
considerare una retta impropria come parallela al
quadro.

Sia A=(4'-TQ) il punto dato, sia ¢ la retta
di fuga (propria) del piano dato che basta qui conside-
rare per individuarne la giacitura (fig. 12). Sulla ¢ si
prendano due punti (;,Q, e si congiungano con 4'; le
rette A'Q,;, 4'Q, sono le immagini di due rette per 4 pa-
rallele al dato piano ; le loro rispettive traccie 17,7, si
determinano (Probl. 8°) segando risp. queste immagini
colle parallele per T'a QQ, ed a AQ,; la retta T\T,
che risulta parallela alla (2,0, & la traccia del piano
cercato. Se 4' appartiene alla ¢, il piano cercato & il
piano Oq pel centro di proiezione, la cui traccia
coincide con gq. '

traccia della retta da determinarsi. Semplificazioni analoghe
possono aversi per gli altri problemi. Un esempio & dato nel
Problema 10°.

’
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Nella costruzione, pel caso generale, basta deter-
minare la traccia 7 di una retta per 4 avente il punto
di fuga Q, su ¢ e condurre per T, la parallela ag; la
considerazione di due rette per 4 serve come riprova.

ProBrEMa 10.°0 — Condurre per una retta (non
parallela al quadro) il piano parallelo ad wun’ altra
retta non parallela alla prima.

Questo problema & caso particolare del 6° ove il
- punto ivi considerato sia improprio, ma la sua solu-
zione riesce piu semplice. Sia (7'Q) la retta per cui si
vuole condurre il piano, e Q' (distinto da Q) il punto
di fuga dell’ altra rette che basta qui considerare. Il
piano cercato ha per retta di fuga la Q Q' e per traccia
la parallela ad essa per T' (fig. 13).

§ . — Casi eceezionali di rappresentazione. —
Nei problemi grafici che abbiamo trattato, sono stati
esclusi quel casi di eccezione nei quali le rette ed
1 piani considerati non si rappresentano sul quadro
nel modo ordinario (elementi paralleli al quadro o pas-
santi pel centro di proiezione). Abbiamo detto che in
questi casi quando si tratti di rette o di piani paralleli
al quadro, s’individua la retta od il piano aggiungendo
alla sua traccia (che & un punto improprio o la retta
impropria) la rappresentazione di un punto (elemento
ausiliario) della retta o del piano.

Allora i problemi da trattare per questi casi si
risolvono con facili modificazioni alle costruzioni gene-
rali indicate, come dimostrano i seguenti esempi.

ProBLEMA 1.° — Determinare la retta & intersezione
di un piano (tq) con un piano a parallelo al quadro.

Il piano « sia individuato mediante un suo punto
A= (4"-TQ) (fig. 14). La retta o', immagine della a
parallela a #, risultera parallela a ¢, ¢: basterd quindi
determinare un punto B' di essa e condurre per B' la
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parallela a ¢. A tal nwopo si conduca per la (7Q) un piano
arbitrario (¢,9,) il quale incontrera il piano (tg) secondo
una retta b che sappiamo determinare (cfr. § 4 Probl. 1°),
e il piano « secondo una retta ¢ passante per 4, la
cui immagine ¢' sara la parallela alle ¢;,q, condotta per
A' (poiché ¢ & parallela a #).

Il punto B = bc appartenendo a ({q) e ad a & un
punto della @ che si vuol determinare; quindi la retta
per B'=10'¢' condotta parallelamente alle t,g & la a
cercata.

OssErvazioNE. — La traccia e il punto di fuga
di a coincidono 'mel punto improprio di «' poiché « &
parallela al quadro; pero !’immagine «' insieme colla
rappresentazione del suo punto B, o con quella del piano
(tg) cui appartiene, la determinano completamente.

ProBLEMs 2.0 — Determinare i punto P interse-
zione di una retta a parallela al quadro, con un piano
grnerico (tq) (che non la contenga).

La retta ¢ & individuata dalla sua immagine o' e
da un suo punto 4 = (4'- TQ) (fig. 15). Il piano di a e di
(TQ) ha per retta di fuga ¢, la parallela condotta per Q
ad @', e per traccia ¢ la parallela per T. Questo piano
(t,9,) sega (tq) secondo una retta b che contiene il
punto P: I’immagine di P é dunque P' = ¢')' (deno-—
tando &' I’immagine di 0).

OsservazioNE. — Il punto P resta cosi perfetta-
mente determinato mediante la sua immagine P' e la
coppia rappresentativa (7'Q') della retta b cui appar-
tieune.

- ProBLEMA 3. — Determinare il punto P intersezione
di una retta generica (TQ) con un piano o parallelo al
quadro.

[

Il piano « sia individuato da un suo punto A4
=(4" T-Q,) (fig. 16.). v
Si treva dapprima la coppia rappresentativa (¢q)
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del piano individuato dalla retta (7Q) e dal punto 4
(cfr. § 4. Probl. 6°). Poi si considera !’ intersezione m
del piano (¢q) col piano « che ha per immagine m' la
la parallela alle ¢, ¢ condotta per A'. Questa rotta m
contiene il punto P cercato, il quale risulta in tal
modo comune ad m o a (TQ) e perd deve essere
P'=m' (TQ.

ProBrEMA 4. — Determinarve il piano individuato
da un punto A e da una retta a parvallela al quadro.

La retta a sia individuata dalla sua immagine a' e
da un suo punto B = (B'-11Q,) (fig.17) Si determina
la retta AB (cfr. § 4 Probl. ), la cui coppia rappresen-
tativa indichiamo con (7,Q,). Allora siccome « risulta
parallela alla traccia, £, (e quindi alla retta di fuga gq.)
del piano cercato, queste due rette sono le parallele ad
&' condotte per 7, e Q,.

ProBLEMA D.0 — Determinare il punto A' interse-
zione di due wvette a = (T,Q,), b = (T,Q,) le cui imma-
gini coincidono con un’ unica retta a' =Db' e che percio
sono date in un piano passante pel centro di proiezione.

Si conducano risp per le due rette date due piani
arbitrari (tq), (t,¢;) e se mne determini |’ intersezione
(T5Qy) (fig. 18). Il punto cercato appartiene evidentemente
a questa intersezione, e la sua immagine sard il punto
A' = (a'- T,Qy).

OsservazioNe. — Nei casi trattati innanzi qualcuno
degli elementi dati era in posizione speciale rispetto
al sistema di rappresentazione. Nell’ esempio seguente
gli elementi dati sono rappresentati nel modo ordinario
ma riesce invece in posizione eccezionale I’ elemento da
costruire. .

ProBLEMA 6.0 — Determinare la retta a intersezione
di due piani (t,q,) (tyq,) aventi per tracce e per rette
di fuga quattro vette parallele.
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Evidentemente essendo le tracce ¢),¢, parallele fra
loro, la intersezione dei due piani deve essere una retta
parallela al quadro. Per individuare tale retta biso-
gnera determinarne l’immagine @' e un punto 4 =
= (4'— T,Q,) (fig. 19). Basta considerare un piano
(t495), la cui traccia (e quindi anche la retta di fuga)
non sia parallela alle ¢,q,, t,9,. Allora il punto 4 di
questo piano intersezione della « & il punto comune
alle intersezioni (1,Q;) e (T,Q;) di (f,9;) coi piani
{hqy) e (fgy): quindi 4' = T1Q,. T,Q, & I'imma-
gine di A punto della a, e la a' condotta parallelamente
alle #,q,, t,9, € I'immagine di @, giacché a & parallela
alle ¢, t,.




CAPITOLO II

Problemi metrici.

§ 6. — Omotetia individuata da un punto dello
spazio sul quadro. — Sia P un punto proprio dello
spazio fuori del quadro e diverso dal centro di proie-
zione 0. Le due stelle di centro O, P vengono riferite
fra loro prospettivamente (proiettando il medesimo piano
all’ infinito), ove si fissi che si corrispondano in esse due
rette e due piani paralleli. Segando queste stelle col piano
del quadro, si ha un’omologia avente come asse la retta
all’ infinito, cioé un’ omotetia, nella quale si corrispon-
dono la traccia ed il punto o la retta di fuga di ogni
retta e risp. di ogni piano per I’ ; due punti omologhi
(traccia e punto di fuga d’una retta per P), sono alli-
neati con P' immagine di P, che & il centro di omo-
tetia ; due rette omologhe, traccia e retta di fuga di
un piano per P s’ incontrano in un punto dell’ asse di
omologia, cioé sono parallele. L’ omotetia & individuata
da una coppia di elementi corrispondenti e dal centro
P'; il che segue anche dal fatto che con questi ele-
menti risulta completamente determinata la rappresen-
tazione di P.

2
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§ 7. — Quota @’ un punto. — Se 7', Q sono due
punti omologhi dell’ omotetia considerata e perd sono

mp!

allineati con P', il rapporto k£ = —TQ— é una costante

che puo dirsi il rapporto di omotetia (generalmeute si
considera come rapporto di omotetia re __k
PP P T =1

ma & qui pitt comodo considerare k).

Secondo le regole dei segni dei segmenti, che si
fissano nella Geometria Analitica, si deve considerare &
come positivo se 7' cade fuori del segmento finito QP"
e come negativo se 7' cade interno al detto segmento.
Se P giace sul quadro, P' coincide con P; ogni retta
per P ha allora la sua traccia in P' ed & k = 0. Se
P' & all’infinito, ossia P sul piano parallelo al quadro
e passante per 0, detto piano parallelo anteriore, si ha
k = co. Se invece P non giace sul quadro, né sul piano
parallelo anteriore, P' sard a distanza finita; ogni retta
per P, eccetto la OP, avra la traccia 7' diversa da P/,
e sard k > 1 se P' cade sulla retta 7} nel lato op-
posto a quello che contiene T rispetto a (, ed invece si
avrd k << 1 se P' cade nel segmento finito 7°Q.

In altre.parole, se 4, éil punto all’infinito della
retta 7Q sul quadro (fig. 20) e si considerano i tre seg-
menti susseguentisi dqy Q, QT, T4, , quando P' cade nel
1.° segmento & k > 1; quando cade nel 2.°sihaO <<k < 1;
quando cade nel 3.° & £ < 0. Tenuto conto della conven-
zione relativa ai segni dei segmenti che conduce alle
precedenti disuguaglianze, il punto P' sulla retta 7'Q &
determinato dati k& e 7, Q. Parimente (come & mnoto)
I’ omotetia & determinata dato il suo centro, supposto
proprio, P', e il rapporto k, poiché allora di ogni
punto 7' si costruisce I’ omologo Q; rimane quindi fissato
il punto P. ,

Percio si pud rappresentare sul quadro in modo
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determinato ogni punto P non appartenente al piano
parallelo anteriore assegnando la sua immagine P' ed
il numero %k che pud dirsi quota del punto P; ove il
punto P (supposto proprio) appartenga al detto piano
parallelo anteriore in guisa che la sua immagine sia al-
I’ infinito e la sua quota k == co, occorre aggiungere la
rappresentazione di una retta non parallela al quadro
passante per il punto.

Da un noto teorema di Geometria elementare, I
dividendo nel rapporto % il segmento OF', segue che:

I punti di egual quota stanno in un piano parallelo
al quadro. '

Al tre segmenti considerati sull’immagine 7'Q della
retta (7'Q) corrispondono sulla retta obiettiva tre seg-
menti susseguentisi. Per vedere quali essi siano, con-
sideriamo il piano parallelo anteriore, e consideriamo
le tre regioni in cui esso ed il quadro dividono lo
spazio. Per fissare le idee supponiamo costantemente
orizzontale il quadro, e poniamo il centro di proiezione
nella banda superiore di esso; allora le nominate regioni
sono quella superiore al piano parallelo anteriore, quella
inferiore al quadro, e quella compresa fra il quadro ed
il piano parallelo anteriore. Il raggio proiettante OPP'
(il cui punto all’infinito si designera con B,,) penetra
nelle tre regioni nominate, ed incontra risp. in O, P'il
piano parallelo anteriore e il quadro. Allora fissando
I’ attenzione sui triangoli OP'Q, PP'T, giacenti in un
piano, ed aventi due lati comuni ed i terzi lati paral-
leli, si ha che P cade nel segmento (finito) O P, se P"
cade nel segmento T'Ay cousiderato; invece P cade
nel segmento OBy, nella regione superiore al quadro
se P' cade nel segmento considerato QA della retta
TQ (fig. 21). Inoltre si avra (in grandezza e segno):

= = =k
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Possiamo dunque enunciare il

TEeOREMA. — La quota k di un punto P di imma-
gine P', & il rapporto secondo cui il punto P divide il
segmento (positivo) P'O. Il punto P cade nella regione
superiore al piano parallelo anteriore se ¢ k> 1; nella
regione compresa fra il quadro e il piano parallelo an-
teriore se é k<o, e nella regione inferiore al quadro
se ¢ o< k<1l Se P ¢ sul piano parallelo anteriore si
ha k=o0; se P ¢é sul quadro si ha k=o. I tre
segmenti sussequentisi Ay Q, QT, TAy dell’ immagine
della retta (TQ) contengono le proiezioni dei punti della
retta obiettiva che cadono 1isp. nella regione superiore
al piano parallelo anteriore, nella regione inferiore al
quadro, e mnella regione compresa [ra il quadro e il
piano parallelo anteriore.

§ 8. — Segmento intercetto sopra una retta dal
quadro e dal piano parallelo anteriore. Inclinazione della
retta sul quadro. — Abbiamo veduto come vengono rap-
presentati sulla sna immagine tre segmenti di una retta
(T'Q) non parallela al quadro e non passante per il centro
di proiezione, che sono il segmento infinito superiore al
piano parallelo anteriore, quello finito intercetto fra il
piano parallelo ed il quadro, ed il segmento infinito infe-
riore al quadro. Si pud ora domandare la determinazione
deila lunghezza [ dei segmento della retta (7'Q) inter-
cetto fra il piano parallelo anteriore ed il quadro (entro
cui la quota di un punto P & negativa). Tale lunghezza
e anche la lunghezza del segmento OQ parallelo alla
retta (che dicesi lunghezza del raggio proiettante OQ).

Per determinare siffatta lunghezza ! si consideri il
triangolo rettangolo OPQ (fig. 22) dove P & il punto
principale, piede della perpendicolare condotta da O al
quadro. Allora se d = OP & la distanza principale,
raggio del circolo di distanza, si ha:
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z—\/d2+PQ2

Cosi viene determinata la lunghezza I essendo nota
la distanza PQ fra il punto di fuga della retta e il punto
principale. La detta lunghezza I serve a far conoscere
immediatamente 1’ inclinazione @ della retta sul quadro,
che & data dall’ angolo OQP. Infatti nel triangolo ret-
tangolo OPQ si ha:

d d
l PQ

sen a == ; tgg —

Da queste formule si deduce il

TeoreMA. — Tutte le rette su cui il quadro ed il
piano parallelo anteriore intercettano segmenti wuyuali,
hanno la stessa inclinazione ¢ sul quadro e viceversa ;
i loro punti di fuga stanno sopra un circolo che ha per
centro il punto principale, il quale vien detto circolo di
inclinazione 2.

Il circolo di distanza & il circolo d’inclinazione
a = 45°; se la retta & perpendicolare al quadro (@ = 90°),
il circolo d’inclinazione si riduce al punto principale;
le rette parallele al quadro (¢« = 0) non hanno un
circolo d’inclinazione proprio, ma come tale si puo con-
siderare la retta impropria del quadro.

Per ¢ = 46° si ha Il == d \/2, per a=90° si ha
!l = d, per a = 0° la I non risulta pit determinata,
perché sopra una retta parallela al quadro non viene
intercetto alcun segmento dal quadro e dal piano pa-
rallelo anteriore.

§ 9. — Regioni a cui appartengono i punti d’un
piano. — Sia dato un piano (f9) non parallelo al quadro
e non passante per il centro di proiezione (fig. 23). Ogni
retta (7'Q) di esso ha la traccia 7' su ¢ ed il punto di
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fuga Q su g¢; percid dato un punto A4 di (fq) avente una
immagine 4', e condotta per esso una retta (7°Q) nel detto
piano, si puod dire a quale regione dello spazio appar-
tiene 4 guardando a quale segmento della retta (7Q)
appartiene la sua immagine 4"

Si deduce quindi (in base al teorema del § 7) che:

I punti del piano obiettivo (tq), superiori al piano
parallelo anteriore, hanno le immagini nella banda del
quadro opposta a quella che contiene t rispetto a q;
i punti di (tq) compresi fra il piavo parallelo anteriore
ed il quadro hanno le immagini nella banda del quadro
opposta a quella che contiene q rispetto a t, ed i punti
di (tq) inferiori al quadro hanno le immagini nella striscia
del quadro compresa tra le parallele t, q.

§ 10. — Striscia intercetta sopra un piano dal
quadro e dal piano parallelo anteriore. Inclinazione
del piano sul quadro. — Qual’é la larghezza della

striscia intercetta sopra il piano (¢q) dal piano parallelo
anteriore e dal quadro?

La nominata striscia &€ uguale a quella intercetta dai
medesimi piani (anteriore e quadro) sul piano Ogq (detta
larghezza del piano Ogq proiettante ¢), perché Oq & pa-
rallelo al piano dato. La detta larghezza [ & quindi la
distanza OS del centro di proiezione O dalla ¢ (fig. 24).
Allora se si considera il triangolo OPS, dove P & il punto

principale e d = OP ¢ la distanza principale, si ha:
] = \/ @ + P,

ed il segmento PS risulta essere la distanza del punto
P dalla retta ¢, perché il piano OPS é perpendicolare
alla gq.

Si pud avere ancora I’inclinazione a del piano dato,
o cio che & lo stesso, del piano Oq sul quadro. Essa
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¢ data dall’ angolo OSP nel trlangolo rettangolo con-’
siderato; percio si ha:

Nl&

. d
sen o« = ; tag. & = —5. .
ST & PS
Segue che:
Tutti i piani su cui il quadro ed il piano parallelo
anteriore intercettano striscie uguali, hanno la stessa
inclinazione o sul quadro e viceversa; le loro vette di

" fuga somo tangenti al circolo d’inclinazione .
v

§ 11. — Ribaltamento di un piano proiettante sul
quadro. — Si consideri un piano Oq pel centro di pro-
tezione, proiettante la retta (propria) ¢ del quadro (sua
traccia e retta di fuga). Abbiamo veduto (§ prec.)
come si determini la larghezza del piano Og, cioé la di-
stanza del centro O da ¢. Essa & !’ipotenusa di un
triangolo rettangolo che ha per cateti la distanza prin-
cipale e la distanza PS del punto principale P dalla g,
quindi si costruisce graficamente (fig. 25) conducendo da
P la perpendicolare PS su ¢, poi in P la perpendicolare
P (0) alla PS fino ad incontrare in (0) o in {0") il circolo
di distanza, e finalmente conducendo il segmento (0)S che
esprime appunto la larghezza I del piano Oq.

- I1 triangolo (O)PS che abbiamo cosi costruito sul
quadro, si puo dire il 2ibaltamento attorno a PS di
quello OPS che abbiamo considerato nello spazio (§ 10),
poiché esso & la posizione assunta dal triangolo OPS
fatto ruotare in uno dei due sensi attorno al lato PS
fino a sovrapporre il suo piano al quadro. Facendo
ruotare OPS attorno a PS in senso opposto, si ha un
altro ribaltamento (O")PS del medesimo triangolo OPS"
intorno a PS; i punti (0), (O') sono i due ribaltamenti
del centro di proiezione O intorno a PS.
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Immaginiamo ora di voler ribaltare sul quadro il
piano Ogq, facendolo ruotare in uno dei due sensi attorno
a ¢ fino a sovrapporsi al quadro. In questo movimento
il centro O assume una posizione ben determinata sulla
perpendicolare PS a ¢ e distante da O della larghezza {
sul piano Ogq; esso si trovera quindi in uno dei due
punti indicati nella fig. 26 con (0), (O') a seconda del
senso in cui & avvenuta la rotazione. Ognuno di questi
punti (0), (0') potra dirsi ribaltamento di O attorno
a ¢ nel senso considerato. Per fissare le idee suppo-
niamo di ribaltare il piano Og facendolo ruotare attorno
a ¢ in modo che il ribaltamento del centro O cada nel
punto (O) da parte opposta di P rispetto a ¢, essendo (0)
sulla retta PS ed essendo (0)S=1. Questa operazione
& pienamente determinata se ¢ non passa per P cioe
se il piano Og non & perpendicolare al quadro. In modo
del tutto simile si pud considerare il ribaltamento del
piano Oq in senso opposto. Nel primo caso il piano Og,
supposto non perpendicolare e non parallelo al quadro,
descrive nella rotazione 1’ angolo diedro ottuso formato
col quadro, nel secondo quello acuto (*).

Il ribaltamento di un piano proiettante sul quadro,
permette di risolvere alcuni problemi metrici. Nella
trattazione di essi escludiamo ancora il caso in cui le
rette ed i piani propri che entrano in considerazione,
sieno rappresentati sul quadro in modo eccezionale,
avendo la traccia e I’ elemento di fuga all’infinito o
coincidenti; ed escludiamo parlando di un punto che
esso sia il centro di proiezione (o un punto improprio).
In questi casi d’eccezigne i detti problemi si risolvono

(¥) Della indeterminazione che rimane nell’ operazione di ri-
baltamento, si profitta convenientemente nell’ esecuzione grafica
delle figure.
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con alcune modificazioni come sara accennato nel
seguito.

.§ 12, — Distanza -di due punti. — Escludiamo
che la congiungente i due punti passi pel centro di
proiezione o sia parallela al quadro. Sia a = (¢' — TQ)
la nominata congiungente che pud determinarsi come nel
problema 5° del Cap. I (fig. 27). Ribaltiamo in uno dei due
sensi il piano Od' sul quadro (§ 11) e sia (0) il ribal-
tamento del centro di proiezione O. In questo. ribalta-
mento ia retta @ che contiene 1 due punti 4, B (di im-
magini A4', B') viene ad assumere la posizione di una
retta (@) del quadro, che dicesi il ribaltamento della
retta @, e su (@) si hanno i ribaltamenti (4), (B) rispet-
tivamente di 4, B che sono le posizioni da essi assunte.
Nel ribaltare la. a vi & un punto di essa che rimane
fermo, cioé la traccia T di a, onde (a) passa per T
inoltre il raggio (O)Q ribaltamento di OQ rimane pa-
rallelo alla (@) ribaltamento di «, poicheé nella rotazione
del piano Oa' attorno ad &' non muta la relazione di
parallelismo di due rette del piano; dunque la (a) & la
parallela per 7" alla retta (0)Q.

Determinata cosi la retta (a), ribaltamento di a,
é facile costruire i ribaltamenti (A4), (B) dei punti
A, B di essa. Basta osservare che nella rotazione del
piano Oc¢' i punti 4, B non cessano di essere allineati
rispettivamente coi punti fissi 4, B' e col punto O,
nelle loro successive posizioni, per modo che, eseguito
il ribaltamento, (4) si deve trovare su (0) 4' e (B) su
(0) B'. Ora poiché (d4), (B) appartengono ad (@) essi:
vengono determinati risp. come intersezioni di (0) 4', !
(0)B' con (a) Allora il segmento (MB) & il ribaltamento
di quello AB dello spazio ed ha la stessa lunghezza.

di esso, perchs la dettfu lunghezza AB non muta nella
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rotazione del piano Oa'. Dunque il segmento (A) (B)
esprime la distanza cercata dei punti 4, B.

Se la a (cio che si era escluso) é parallela al quadro
(ma non giace nel piano parallelo anteriore) il suo ribal-
tamento (a) risulta parallelo ad @' e viene determinato
costruendo il ribaltamento (4) di un suo punto 4 col-
I’uso di una retta ausiliaria diversa da a nel piano Oa;
-quindi il problema si risolve nello stesso modo. Ma il
problema pud risolversi anche conducendo per 4, B ar-
bitrariamente due rette parallele (aventi cioé in comune

un certo punto di fuga Q); il segmento AB & uguale a
quello 7', T, determinato dalle traccie delle due rette (fig. 28).
Ci6 comprende anche il caso che la «, parallela al quadro,
giaceia nel piano parallelo anteriore.

Se la @ & un raggio_O(} passante pel centro di pro-
iezione O e non parallelo al quadro, si pud considerare
per essa un piano perpendicolare al quadro, e ribaltarlo
sul quadro in uno dei due sensi attorno alla sua traccia,
costruendo come nella figura 29 la retta (¢) = (0) Q. Al-
lora la distanza di due punti 4, B della retta puod de-
terminarsi fissando i ribaltamenti (4), (B) dei due punti
coll’ uso degli elementi che individuano i detti punti;
p. es. non essendo a parallela al quadro, se si hanno
le rispettive quote ki, k, di 4, B, basta dividere risp. nei
rapporti ki, k, il segmento finito (O) Q.

OssErvAzIONE. — Determinato il ribaltamento (4) (B)

sul quadro di un segmento 4 B dello spazio, si possono
‘risulvere (nel quadro) sulla retta (4) (B)tutti i problemi
di grandezza cui da lu'ogo il segmento 4 B sulla retta
che lo contiene. Determinato il ribaltamento (C) di un
punto cercato (' della retta AB, se ne ha l’immagine
proiettando (C) da (0) in (C") sull’ immagine a' della retta
A B. In tal guisa si*puo ad esempio risolvere il pro-
blema di dividere in un dato rapporto X il segmento



27
(4) (B). B perd notevole che questo problema si risolve
anche senza far uso del ribaltamento del segmento 4B.
Infatti indicato con D, il punto all’ infinito della retta
AB (fig. 80), il problema posto eqnivale a quello di
determinare un punto C della retta AB tale che
sia il birapporto: (ABCD,) — A. Ora la punteggiata
a = (ABC....) & riferita prospettivamente alla sua imma-
gine ¢' = (4'B'C"....) e al punto D, di ¢ corrisponde Q
sulla &' Il problema proposto si risolve dunque deter-
“ minando il punto C’ della retta @' in modo che sia il
birapporto: (4'B'C'Q) =A; questo punto €’ & I’ imma-
gine del punto C cercato.
In particolare se si vuole determinare I’immagine
C’ del punto medio C del segmento 4B (A = — 1), basta
costruire su a' il coniugato armonico del punto di fuga Q
rispetto alle immagini A',B' di 4,B (fig. 31).

§ 13. — Angoli di due rette.

ProBrEMA. — Determinare gli angoli supplementari
di due rette date. v

Escludiamo che esse siano parallele fra ioro (nel qual
caso uno degli angoli cercati & nullo), o parallele al
quadro. Gli angoli (supplementari) cercati dipendono dalle
direzioni delle due rette e quindi dai loro punti di fuga
(propri e distinti) Q,,Q, (fig. 32). Essi sono misurati dagli
angoli dei raggi proiettanti 0Q,;,0Q, paralleli alle rette
date. Ribaltiamo il piano 0Q,Q, (attorno alla g = Q,Q,)
e sia (O) il ribaltamento del centro di proiezione O. Il
triangolo (0)Q,@, & il ribaltamento del triangolo 0Q,Q,
dello spazio: uno degli angoli cercati ¢ Q,0Q, = Q,(0)Q,
e I’altro & I’ angolo supplementare formato dalle stesse
rette (0)Q,,(0)@Q,. La soluzione del problema pel caso
in cui una delle rette sia parallela al quadro, e quindi
abbia il punto di fuga all’ infinito, si ottiene nello stesso
modo, come indica la fig.- 833, Quando poi le due rette
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date sieno parallele al quadro, basta la contiderazione
degli angoli di due rette parallele ad esse sul quadro,
i quali vengono dati dalle direzioni indicate dai due
punti di fuga impropri delle due rette (fig. 34).

_ § 14. — Ribaltamento di un piano obliquo arbitrario
sul quadro. — Nel § 11 si & considerato il ribaltamento
sul quadro di un piano Oq pel centro di proiezione. Pos-
siamo analogamente considerare il ribaltamento sul quadro
di un piano arbitrario non parallelo al quadro e non pas-
sante per O, attorno alla sua traccia. Dato un tal piano
a = (tq), si immngini di farlo ruotare in uno dei due
“sensi attorno alla sua traccia ¢, fino a sovrapporlo al
quadro. Per fissare le idee possiamo p. e. supporre che
questo avvenga facendo descrivere al piano 1'angolo
diedro non acuto che esso fa col quadro, ed allora la
operazione del ribaltamento & pienamente determinata
se il piano ({¢) non & perpendicolare al quadro (cioé ¢
non passa pel punto principale P). E del resto indiffe-
rente considerare il ribaltamento del piano in senso in-
verso, facendo descrivere al piano il diedro supplemen-
tare. Sorge ora la questione di determinare il ribalta-
mento (4) di un punto A del piano «, cioé la posizione
da esso assunta sul quadro dopo la rotazione.
Cominciamo dall’ osservare che il piano « ed il
quadro sono prospettivi, essendo omologhi un punto 4
di a e la sua immagine A4', allineati col centro di pro-
spettivitd O. La retta ¢ & costituita di punti uniti nella
prospettivita. Dopo il ribaltamento il piano ribaltato (¢)
ed il quadro = sono ancora omografici, e poiché ancora
la ¢t & luogo di punti uniti, i due piani sono omologici
essendo ¢ 1’asse di omologia: in questa omologia tra i
piani sovrapposti (@),m si corrispondono i punti (4),4".
Si tratta di determinare questa omologia. In primo
luogo osserviamo che la retta all’infinito del piano «,
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la quale coirisponde alla g del quadro = (nella prospet. -
tivita di centro O) dopo il ribaltamento viene a sovrap-

porsi alla retta all’infinito di =, e quindi nell’omologia

considerata sul quadro, la retta all’ infinito corrisponde '
alla retta ¢, ossia la g & la retta limite.

Per determinare il centro di omologia, s’immagini
di ribaltare insieme ad « anche il piano parallelo Og.
Possiamo concepire che mentre il piano « ruota attorno
a t,il piano Og ruoti attorno a ¢ (nello stesso senso fissato)
mantenendosi sempre parallelo al primo, in guisa che i
due plani vengano a sovrapporsi contemporaneamente
su m. Si vede cosi che il ribaltamento («) di una retta
a= (T'Q) del piano « = (tg) viene ad essere parallelo al ri-
baltamento del raggio parallelo OQ del piano Og (fig. 35).
Ora la retta (@) ribaltamento di « e I’immagine a"'= 1'Q
di @ sono rette corrispondenti nella omologia, e percio
i punti omologhi di esse sono allineati col centro
di omologia. Una coppia di tali punti omologhi & co-
stituita dal punto @ di «' e dal punto improprio (Qg)
di (a), quindi il raggio (0)Q parallelo ad (a) per Q (il
quale congiunge i detti punti) contiene il centro del-
I’ omologia da costruirsi. Nello stesso modo si dimostra
che il centro della omologia appartiene al ribalta-
mento (0)Q, di un’altro raggio OQ, del piano Ogq, quindi
questo centro & il ribaltamento (O) di O attorno a q.

Cosi possiamo enunciare il: )

TreorEMA. — Se un piano o = (tq) non parallelo al
quadro e mon passante per il centro di proiezione si
ribalta sul quadro facendolo ruotare in uno dei due
senst attorno alla traccia t, tra il quadro = ed il piano
ribaltato () intercede un’ omologia, in cui-ad ogni punto
A' immagine di wn punto A di «, corrisponde il vibal-
tamento (A) di A ; questa omologia ha per asse la traccia t
del piano x, per centro il ridaltamento (0) del centro
di proiezione O attorno alla rvetta di fuga q (fatto nello
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stesso senso) e per wvetta limite (a cui eorrisponde la
retta all’infinito) la nominata retta q.

Per costruire il ribaltamento (4) di un punto 4 di «,
data I'immagine A', basta dunque determinare 'omologo
di A' nella indicata omologia (fig. 36); quindi si consi-
dera una retta (0)Q il cul punto all’infinito (Qy) €
omologo di Q, poi si congiunge 4' con Q e per il punto
T = (t,4'Q) (traccia della retta AQ, dello spazio) si
conduce la parallela ad (0)Q e si sega in(4) con (0)4. Il
punto (4), ribaltamento di 4, cosi determinato, & 1I’omo-
logo di 4' perché esso deve trovarsi sulla retta (0) 4'e
sulla retta T(Q., ) omologa di TQ.

§ 15. — Grandezza e forma di una figura piana. --
Come applicazione del teorema stabilito sul ribaltamento
di un piano (ncn passante pel centro di proiezione e
non parallelo al quadro) si possono risolvere tutti i pro-
blemi di grandezza relativi alle figure piane.

Escludiamo che le figure piane considerate appar-
tengano ad un piano parallelo al quadro o passante pel
centro di proiezione; a questi casi eccezionali si accenna
in seguito e si potranno svolgere per esercizio.

La soluzione dei detti problemi si ha determinando
il ribaltamento del piano (fg) della figura, e costruendo
quindi per ogni punto A di ({¢) avente una data im-
magine A', il ribaltamento (4) che & I’ omologo di 4’
nella omologia considerata. Basta costruire i ribaltamenti
di tanti punti della figura obiettiva, -quanti sono
necessari alla determinazione della figura; ma ad ogni
modo, ove questa sia p. e. una linea, si ha una costru-
zione per punti del sno ribaltamento data 1’ immagine,
e cos] pud rappresentarsi nella sua vera grandezza e
forma la figura obiettiva. Suila figura ribaltata nel
quadro possono risolversi tutti i problemi di grandezza
cui da luogo la figura ohiettiva; per ottenere le imma-
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gini degli elementi cosi costruiti (che sono i ribaltamenti
di quelli da costruirsi) basta determinare gli omologhi
nell’ inversa della omologia considerata. La costruzione
della figura immagine dato il suo ribaltamento dicesi
raddrizzamento della figura. '

A spiegare le cose dette valgano iseguenti esempi
di problemi metrici risoluti col metodo generale indicato:

ProBrEMA 1.° — Determinare le bisettrici degli
angoli di due vette incidenti.

Escludiamo che il piano « = (tq) delle due rette
a, b sia parallelo al quadro o passante pel centro di
proiezione, e che le rette siano parallele al quadro.
Allora le immagini «', ', delle rette a« = (1,Q)),
b= (T, Q,) sono distinte, ed il piano « delle @, b risulta
rappresentato dalla traccia ¢ = T7), e dalla retta di
fuga ¢ = (;Q, non coincidenti (e la ¢ almeno fra
queste due rette risulta congiungente di due punti
Q,Q, distinti) (fig. 37).

Ribaltiamo il piano a = (tq) sul quadro ruotandolo
attorno a ¢ e determiniamo | omologia che intercede
fra il quadro = e il ribaltamento («) del piano z. Percio
si determini, come nella figura, la larghezza del piano
proiettante Og, e quindi il ribaltamento (O) di O attorno
a ¢: la nominata omologia ha per centro (0), asse ¢, e
retba limite ¢. Allora il ribaltamento (4) di a retta
omologa di «' & la parallela per 7' ad (0)Q,, o cosi il
ribaltamento () di » & la parallela per 7, ad (0)Q,.
Siano (x) (y) le bisettrici degli angoli angoli delle due:
rette (), (b); esse sono i ribaltamenti delle rette x, y,
bisettrici degli angoli supplementari @b, le cui imma~—
gini &', y', debbono essere costruite. Allora la a ha per
traccia 7, = t.(x) ed il suo punto di fuga Q, si trova
sulla ¢ e sulla parallela per (0) ad (&) e risulta cosi
determinato. Analogamente si costruisce la coppia rap-
presentativa (T, Q,) dell’ altra retta y, e si hanno cosi
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le immagini a'= 7, Q, ed y'= T, Q, delle rette x, y
che debbono risultare passanti per il punto «'d'. Data
p. es. la &' si puo anche costrnire la y' come raggio
coniugato armonico di a rispetto ad a',d'.

ProBLEMA 2.° — Determinare la veia grandezza e
forma di una conica.

La conica (' & rappresentata sul quadro da un’altra
conica sua immagine C' ed & dato il piano a = (tq)
(supposto in posizione non eccezionale) che la contiene.
Si ribalta il piano « sul quadro, e si determina 1’ omo-
logia che intercede tra m= ed il ribaltamento (&) di a;
allora data la C' si ha una costruzione per punti della
conica (C) ribaltamento di (. Si possono anche deter-
minare cinque punti di (C) e quindi costruire (C) per
punti coi noti metodi della Geometria proiettiva.

Si osservera che la () (uguale alla () risulta risp.
una iperbole, una parabola od un’ellisse secondoché la
C' sega la ¢ in due punti, oppure la tocca in un punto,
oppure non ha punti comuni con essa. Si sviluppe-
rano questi casi per esercizio.

§ 16. — Trasiazione di una figura piana nello spa-
zio. — Il problema di determinare la vera grandezza e
forma di una figura piana é stato risoluto nel § prece-
dente, per il caso generale in cui il piano della figura
non sia parallelo al quadro, e non passi pel centro di
proiezione. Per risolvere il detto problema mnei casi
d’ eccezione prima esclusi, bastera immaginare di avere
compiuto nello spazio una traslazione della data figura
in guisa che si venga a sostituire ad essa un’altra
figura eguale, di cui la considerazione riesca piu co-
moda. Cosi se la data figura piana & parallela al quadro,
basta operare su di essa una traslazione, in guisa da
sovrapporre il suo piano al quadro.
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Se invece la figura giace in un piano non parallelo
al quadro, ma passante pel centro di proiezione, basta
farle compiere una traslazione qualunque per essere
ricondotti al caso del § 1B, ma si pud invece profittare
del ribaltamento di un piano proiettante come nel § 11.
In ogni caso la figura dev’essere determinata mediante
qualche altro elemento, ché in questo caso la sola im-
magine non basta piu

Per determinare la figura che si ottiene da una
data mediante una traslazione, basta fissare il piano
parallelo al primo, cui la nuova figura deve apparte-
nere, e determinare le intersezioni di esso colle rette
aventi una certa direzione uscenti dai punti della data
figura. Le costruzioni che occorrono a tale scopo sono
state indicate nel Cap. I. Si svolgeranno per esercizio le
soluzioni dei problemi 8° e 4° del § precedente, quando
intervenga un caso d’ eccezione.

§ 17. — Antipolarith rispetto al circolo di di-
stanza. — Qual’ & la condizione perché una retta ed un
piano siano perpendicolari? Questa condizione dipende
soltanto dalla direzione della retta, e dalla giacitura del
piano, quindi in essa comparisce solo la considerazione
dei loro elementi di fuga Q e q.

Dire che Q,¢ sono gli elementi di fuga di una
retta e di un piano perpendicolari significa che sono
perpendicolari il raggio proiettante OQ ed il piano Og In
tale ipotesi vi & per O un piano perpendicolare al piano
del quadro che contiene ( ed il punto principale P, e
riesce perpendicolare alla g, intersecandola in un certo
punto S (fig 88); quindi la retta PQ riesce perpendico-
lare alla ¢. Se Q coincide con P, in guisa che la retta
PQ non & determinata, la g & la retta all’ infinito del
quadro, ed il piano Og & il piano parallelo anteriore.
Ora il triangolo SOQ deve essere rettangole in O se il -

3
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piano Og e la retta OQ sono perpendicolari; il trian-
golo & quindi perfettamente determinato nota la suna
altezza OP (che & la distanza principale d) ed uno dei
segmenti PQ, PS in cul il piede P di OP divide 1'ipo-
tenusa. Possiamo quindi immaginare il triangolo SOQ
ribaltato sul piano attorno ad SQ (in uno dei due sensi)
in S(0)Q; allora la costruzione di esso permette di co-
struire ¢ dato Q e viceversa. Percid si procederd nel
modo seguente:
~ Dato Q, supposto distinto da P, si congiunga con
P e si elevi in P la perpendicolare alla PQ determi-
nando uno dei punti (0) in cul essa incontra il circolo
di distanza. La perpendicolare in (0) alla (0)Q incontra
la retta PQ in un certo punto S; la perpendicolare in
S alla PQ & la retta q, retta di fuga dei piani perpen-
dicolari al raggio proiettante OQ, ed a tutte le rette
che hanno Q come punto di fuga. Si osservi che se:
Q= P, la q cercata & la retta impropria e viceversa.
Data ¢, supposta propria, si conduca per P la
perpendicolare « ad essa che 1’incontrera in un punto
S; si conduca quindi la parallela per I> a ¢, e si deter-
mini uno dei punti (O) in cui essa incontra il circolo di
distanza; quindi si conduca la retta (0)S, e ad essa la
perpendicolare in (0); quest’ultima retta incontrera la «
nel punto Q cercato, cioé nel punto di fuga delle rette per-
pendicolari ai piani che hanno ¢ come retta ‘di fuga.
Le costruzioni indicate, 1’ una inversa dell’ altra,
nelle quali entra essenzialinente la considerazione del
circolo di distanza, definiscono quella particolare corri-
spondenza fra punti e rette del piano che dicesi antipola-
ritd rispetto al circolo di distanza. In questa antipolarita,
per la costruzione indicata, ai punti di una retta corri-
spondono i raggi di un fascio e viceversa; se ¢ & la
retta corrispondente ad nn punto Q, le rette corrispon-
denti ai punti di ¢ passano per Q e reciprocamente. L’ an-
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tipolaritd & dunque una particolare polarita del piano, se-
condo la definizione che si da di questa nella Geometria
proiettiva. Del resto cio & chiaro anche dal fatto che
questa aatipolarita si ottiene segando quella polarita
della stella di centro O, in cui si corrispondono un
raggio ed un piano perpendicolare, cioé si ottiene
come proiezione sul quadro della cosi detta polarita
assoluta del piano all’ infinito. Risulta cosi, o dalla
costruzione indicata, che 1" antipolarita. del piano & -
uniforme, cioé non ha alcun punto appartenente alla
retta omologa.

Riassumendo abbiamo il

TeorEMA. — T punti e le vrette di fuga di wvette e
piani  perpendicolari si corrispondono (sul quadro) nel-
U antipolaritt rispetto al civcolo di distanza ; questa é
la polarita uniforme proiezione (dal centro sul quadro)
della polarita assoluta (del piano all’ infinito).

OssErvazioNE. — Dato il eircolo di distanza, esso
definisce sul quadro una polaritd 1" e un’ antipolarita Q.
Ora, indicando con m quella omografia particolare del
quadro che & la simmetria rispetto al centro P del circolo
di distanza, si vede che & Q= = 7. Invero ogni punto
preso sul circolo di distanza ha come polare la tangente
al circolo nel punto stesso, e come antipolare la tan-
gente nel punto simmetrico rispetto al centro ; quindi per
eseguire la Q sopra uno di questi punti, basta eseguire
il prodotto = I. D’ altra parte esiste una sola correla-
zione (cioé la polarita w I') che a 4 punti scelti sul
circolo di distanza faccia corrispondere rispettivamente
le 4 tangenti al circolo medesimo nei punti simmetrici
al primi rispetto al centro P. Percio la Q non puo dif-
ferire dal prodotto = 7.

Sussiste anche la relazione T'=wQ, poiché = &
uguale alla propria inversa.

N
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§ 18. — Problemi metrici in cui entra la consi-
derazione di rette e piani perpendicolari. — Possiamo
ora risolvere sul quadro col metodo della proiezione
centrale tutti i problemi metrici dello spazio in cui
entra la considerazione di elementi (rette e piani) per-
pendicolari, facendo uso delia costruzione data per 1’an-
tipolarita @ rispetto al circolo di distanza. Escludiamo
al solito quei casi di eccezione in cui gli elementi
(dati o da costruire) che entrano in considerazione non
sono rappresentati sul quadro nel modo ordinario. In
questi casi d’ eccezione si applicheranno quelle modifi-
cazioni alle costruzioni generali indicate che occorrono
nella risoluzione dei problemi grafici (Cap. I) entranti
in considerazione.

ProBrLEMA 1.0 — Determinare la perpendicolare ad
un piano per un punto (proprio) dato, (fig. 39).

Sia ¢ la retta di fuga del piano che basta qui
considerare. Determiniamo 1’ antipolo Q@ di ¢ in Q;
questo & il punto di fuga della retta cercata. KEssa
viene determinata appena & dato un suo punto proprio
e se ne costruisce la traccia come & stato indicato nel
Cap. I (§ 4. Probl. 8°). La figura mostra le costruzioni
eseguite nel caso generale. ’

ProBLEMA 2.° — Determinare la distanza di un
punto (proprio) da un piano.

Si conduca pel dato punto 4 la perpendicolare al
piano (Probl. precedente) e si seghi col piano in B
(§ 4 Probl. 4°). La distanza cercata & la lunghezza del
segmento AB e si determina come nel § 12.

ProBLEMA 3.° — Determinare il piano perpendicolare
ad una retta e passante per un punto (proprio) dato.

Sia Q il punto di fuga della retta che basta qui
considerare, e sia dato il punto (proprio) A mediante
la sua immagine A' ed una retta (7,Q,) che lo contenga.
L’ antipolare ¢ di Q in Q & la retta di fuga del piano
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cercato, il quale risulta determinato dato un suo punto
(proprio) 4. La figura 40 indica le costruzioni eseguite
pel caso generale.

ProBrEMA 4.° — Determinare la distanza di un
punto (proprio) da una retta.

La soluzione del problema si deduce da quella del
probl. precedente come la soluzione del 2° da quella
del 1°. Trattandosi di un problema di grandezza nel
piano si puo qui adoperare il metodo del § 14.

ProBLEMA .0 — Determinare il piano perpendico-
lare ad wn dato piano, e passante per una retta (non
perpendicolare ad esso).

Si costruiscano 1'antipolo Q in @ della retta di fuga
¢, del dato piano. Se T;Q; é la data retta, il plano
cercato ha per retta di fuga ¢=—= QQ; e per traccia la
parallela ¢ condotta a q per T, (vedi fig. 41).

ProBrEMA 6.0 — Determinare gli angoli di due piani
(non parallelq).

Si costruiscano i punti di fuga delle perpendicolari
ai due piani. Allora gli angoli delle due direzioni da
essi individuate st determinano come uvel § 13 e sono
gli angoli dei due piani.

ProBLEMA 7. — Determinare 1’ inclinazione di una
retta sopra un piano.

Per la retta (supposta non perpendicolare al dato
piano) si conduca il piano perpendicolare ad esso (Pro-
blema 5°) e se ua determini la sezione con esso; I’ an-
golo acuto di questa intersezione colla retta data, &
I’ angolo cercato. . )

ProBLEMA 8.° — Determinare la larghezza dello
strato compreso fra due piani paralleli.

Si determini una perpendicolare ai due piani,
quindi le sue intersezioni con essi (§ 4 Probl. 4°) ¢ la
lunghezza del segmento terminato da queste interse-
zioni (§ 12). A
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ProBLEMA 9. — Determinare la larghezza della
striscia piana compresa fra due vette parallele.

Basta condurre un piano perpendicolare alle due
rette e determinare la lunghezza del segmento che ha per
estremi le intersezioni di questo piano con le due rette.

Un’ altra soluzione & data dal ribaltamento sul
quadro del piano delle due rette (supposto obliquo al
quadro e non passante pel centro di proiezione). Se le
due rette sono in un piano parallelo al quadro basta
eseguire la traslazione della striscia sul quadro.

ProBreEMa 10. — Determinare la (minima) distanza
di due rette sghembe (fig. 42).

1.2 Soluzione :

Sieno a = (17Q,), b = (T,Q,) le due rette sghembe
(in posizione generale).

La ¢g=Q,Q, ¢ la retta di fuga di ogni piano
parallelo ad g, b. Si conduca per @, e similmente per b,
un piano perpendicolare alla giacitura delle rette @, b
indicata da ¢. Questi due piani (nello spazio) si se-
gano secondo la perpendicolare comune alle due rette
a, b. Per determinare questa perpendicolare comune
occorre dunque costruire 1’ antipolo Q di ¢ in Q (che
ne & il punto di fuga), condurre le ¢, = Q,Q, ¢, = Q,Q
e le parallele ad esse ¢, ¢, risp. per T, T, ; determinare
il punto T = t,¢,, e finalmente congiungere 7' con Q.
La retta (7'Q) perpendicolare comune ad @, b incoutra
le a@,b in due punti 4, B aventi rispettivamente le im-
magini 4' = (7,Q,, 7Q); B' = (T,Qy TQ). La lunghezza
del segmento AB, che & la minima distanza di a e b, si
determina come nel § 12.

2.* Soluzione :

Ove non occorra avere rappresentato nella sua vera
posizione il segmento perpendicolare ad a,b incidente
ad esse, ma basti averne la lunghezza, si pud procedere
anche nel seguente modo: Si conduca per @ un piano
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parallelo a b, e per b un piano parallelo ad a (§ 4°.
Probl. 10.°), e si determini la larghezza dello ‘strato
compreso fra questi due piani (Prob‘ 8).

Nelle costruzioni indicate abbiamo escluso i casi
di eccezione piu volte accennati. Fra questi & impor-
tante considerare il seguente : ’

ProsBrEmMA 11.° —-  Determinare U ordinata di un
punto (distanza dal quadro) mon appartenente al raggio
OP proiettante il punto principale.

Questo problema & un caso (eccezionale) del pro-
blema 1° Sia 4= (4'—7TQ) il dato punto (fig. 43). Il
punto principale P & il punto di fuga della perrendi-
colare al quadro per 4, e quindi P4' ¢ l'immagine di
essa; la sua traccia T' & 1 intersezione di PA' colla
parallela per T alla PQ. Si tratta di determinare la lun-
ghezza del segmento AT", cio che sappiamo fare (§ 11).

Nella figura & stata eseguita la costruzione, e 1’ or-
dinata cercata & la lunghezza del segmento (4) 7"

§ 19. — Involuzione subordinata dall’antipolarita
sopra una retta del quadro. Applicazioni. — Sebbene
i problemi metrici che si riferiscono a figure piane si
possano risolvere coi procedimenti indicati nei §§ 11,
14 e 16, & opportuno notare come si possa ottenere per
altra via, la risoluzione dei problemi in cui entra la
considerazione di rette perpeudicolari nel piano, senza
far uso del ribaltamento (o della traslazione) di esso.

Nell’ antipolarita @ sul quadro, come in generale in
ogni polarita, si dicono reciproci o coniugati due punti di
cui ciascuno appartiene all’antipolare dell’altro. Allora
sopra ogni retta g del quadro, si ha una involuzione 7 di
puuti reciproci rispetto all’antipolarita Q; ogni punto Q'
di ¢ ha per coniugato in questa involuzione il punto Q,
intersezione dell’antipolare ¢' di Q' colla retta q (fig. 44).
La condizione di ortogonality di due rette giacenti in
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un piano che abbia la ¢ come retta di fuga, & che i punti
di fuga delle due rette (appartenenti a ¢) sieno coniugati
nell’ involuzione I di ¢, cioé reciproci in Q.

Cosi pud risolversi nel piano il problema di con-
durre una retta perpendicolare ad un’altra per un dato
punto (proprio) in modo. analogo a quello tenuto per
risolvere il problema 1.° del prec. §.

Facciamo una applicazione di questo metodo alla
risoluzione di alcuni problemi che si riferiscono alle
coniche e in particolare al cerchio.

Supponiamo sempre che il piano della conica sia
obliquo al quadro, e non passi per il centro di pro-
iezione.

ProBrEMA 1.° — Determinare gli assi di una co-
nica a centro.

Sia €' I’immagine della data conica C, sul quadro, e
q !a retta di fuga del piano cui €' appartiene; sia poi @
il polo di ¢ rispetto a C' (fig. 46). Allora & noto dalla
Geometria proiettiva che Q & il centro di ura involu-
zione di raggi reciproci rispetto a C', ¢ che due raggi
reciproci per Q segano la ¢ in due punti Q,Q', reciproci
rispetto a C'. Ora essendo (' la conica obiettiva di C' nel
piano assegnato « avente come retta di fuga ¢, Q deve
essere |’immagine del polo della retta all’infinito di «
rispetto a (. Quindi due raggi reciproci per Q, come
QQ',, QQ, debbono essere le immagini di due diametri
coniugati della C. Se tali diametri della (' debbono essere
ortogonali, i punti @Q;, @', debbono essere coniugati nella
involuzione / individuata su ¢ dall’antipolarita Q.

Ora in generale se la (' viene assunta ad arbitrio
sul quadro, la conica obiettiva ' non sard un cerchio,
ed avra una coppia di diametri coniugati ortogonali:
gli assi. La costruzione di questi si ottiene dunque
determinando col noto procedimento della Geometria
proiettiva, la coppia comune all’ involuzione I e a quella
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dei punti reciproci rispetto a C'. Percid, costruite su-gq
due coppie di punti coniugati in I (e si potrad assumere
come una coppia, quella costituita dal punto all’infi-
nito e dal piede della’ perpendicolare abbassata da P),
si proietteranno da un punto S di C'su C', e si avranno
cosi due coppie di punti coniugati 4, 4' e B, B' nell’ in-
voluzione I' proiezione su (' della I. La I' ha come centro
di collineazione il punto 44" BB'; mentre la proiezione
su C"' dell’ involuzione di punti coniugati rispetto ad essa
su ¢, & quella che ha come centro di collineazione Q
(teorema di Staudt). Unendo il punto 44'. BB' con-Q, e
segando la retta con (', si hanno due punti M ed N che
proiettati da S su ¢ danno la coppia XY dei punti
coniugati in I e coniugati rispetto a C'. Essi sono i
punti di fuga degli assi di C.

In particolare emerge di qui che la condizione
perché la conica C' sia 1 immagine di un cerchio é che
U involuzione dei punti di q, coniugati rispetto a C, coin-
cida coll’ involuzione I subordinata su q dall’ antipolarita
relativa al cerchio di distansza. ‘

Si & condotti a questo caso se, nella costruzione
precedente, le AA4', BB' passano per Q.

La condizione enunciata si pud riguardare anche
sotto un altro aspetto, perfettamente equivalente, di- .
cendo che:

Le coniche immagini dei cerchi del piano (tq) passano
per due punti fissi, immaginarii contugati, di q, cioé per
¢ punti doppi dell’ involuzione (ellittica) I. .

Questi punti debbono considerarsi come le proie-
zioni dei punti ciclici del piano (tq), cioé dei punti
immaginarii coniugati, comuni a tutti i cerchi del piano,
che sono doppi per !’ involuzione assoluta di esso.

Dopo cio vediamo come i problemi di costruzione
concernenti i cerchi del piano (fg) si lascino ricondurre, '
sul quadro, alle costruzioni delle coniche definite da
elementi, alcuni dei quali sono'immaginarii.
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ProBrEMA 2.° — Costruire I’ immagine di un cerchio
appartenente ad un dato piano (tq), dato il centro ed
un punto di esso.

Sia M' I’immagine del centro ed 4' I’ immagine di
un punto del cerchio (fig. 46). ‘

La conica C' proiezione del cerchio suddetto, si pud
riguardare definita da un punto reale (4), da due punti
immaginarii coniugati, cioé dai punti doppi della in-
voluzione I subordinata su ¢ dalla antipolarita relativa
al cerchio di distanza, e dalle relative tangenti, che
sono le rette congiungenti 1 punti suddetti col polo
M' della gq.

Un secondo punto reale della conica C' si trova
subito; & il punto B', coniugato armonico di A' rispetto
ad M' e all’ intersezione delle due rette ¢, A'M".

Ora proiettando da 4') B' 1 punti coniugati (in I)
della retta ¢, si otterranno, pel teorema di Staudt, rette
intersecantisi nei punti della conica ('

Questa generazione della C' nasce, del resto, per
proiezione, dalla generazione del cerchio obiettivo C
come luogo dei punti da cui si vede un diametro (4B5)
secondo un angolo retto.

ProBrEMA 3.° — Determinare il centro del cerchio
che passa per tre punti dati (non in linea vetta).

Supponiamo dato anche qui (§ 4. Probl. 7°) il
piano (¢q) dei tre punti 4, B, C, che verranno assegnati
mediante le loro immagini 4', B, (''. La conica K' im-
magine del cerchio K passante per 4, B, C, viene ora
definita da tre punti reali (4, B, C') e da due punti
immaginarii coniugati, cioé dai punti doppi della invo-
luzione I gid considerata su q. Si tratta di costruire
rispetto a questa comnica il polo M' della ¢, che & Ja
immagine del centro del cerchio obiettivo X (dopodiche
la costruzione di K' s1 otterrebbe come nell’ antece-
dente problema).
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Per la effettiva costruzione del punto M' si pud
procedere come segue :

Il punto M' appartiene alle polari dei punti di ¢
rispetto alla conica K'. Si consideri su ¢ il punto Q,
sezione della retta A'B' (fig. 47) e se ne determini il
coniugato Q') in I (sezione dell’antipolare di Q, in Q);
poi si determini il coniugato armonico Q"; di Q, rispetto
ad 4', B, e si conduca la Q'Q";; questa retta risulta
essere la polavre di @, rispetto alla conica K'.

Analogamente si costruisca la polare Q,Q", del
punto Q, sezione di ¢ con A'C' rispetto alla medesima
conica K'.

Allora il polo M' di q rispetto alla K' é I’ interse-
zione delle rette Q',Q",, Q',Q",; questo punto M'é, come
si & detto, 'immagine del centro M del cerchio K
per 4,B,C.

ProBrEMA 4.° — Determinare il centro della sfera
data da quattro punti A,B,C,D (non giacenti in uno
stesso piano).

Si determini il centro A/ del cerchio 4, B, C e si
elevi in M la perpendicolare a al piano AB(C (fig. 48);
analogamente si costruisca la perpendicclare y al piano
del cerchio ABD pel centro N di questo cerchio. Le wx, y
8’ incontrano nel centro della sfera individuata da quei
quattro punti. Per fissare la posizione dei quattro punti
4, B, C, D basta conoscere le immagini A', B, C", D' e due
piani, I'vno passante ad es. per A, B,(, !'altro per
A, B, D. E utile osservare che le perpendicolari x, y
determinano un piano perpendicolare ad AB; peroio &
chiaro che i punti di fuga Q., Q, appartengono all’an-
tipolare del punto di fuga @, della retta AB.



dAPITOLO III.

Cambiamento del sistema di proiezione
centrale.

§. 20. — Preliminari. — Con c¢io che precede sono
dati gli elementi per risolvere sul quadro col metodo
della proiezione centrale tutti i problemi relativi a figure
dello spazio. Abbiamo pero fatto rilevare piut volte come
nella soluzione di questi problemi si presentino dei casi
di eccezione pei quali bisogna ricorrere a costruzioni pilt
laboriose. Oltre cid anche tutte le volte che la proiezione
dell’ oggetto rispetto al quadro o al centro di proiezione
sia tale che debbasi operare sopra elementi vicini ad una
posizione eccezionale, ed anche tutte le volte che gli

~elementi rappresentati sul quadro conducano ad ese-
guire costruzioni fuori dei limiti del disegno, quelle
costruzioni diverranno spesso inattuabili in pratica.
Allora si ricorre ad un cambiamento del sistema di
protezione (centro e quadro).

' Questo pud anche giovare, come vedremo, ove si
voglia porre ad es. il centro di proiezione od il quadro
in una posizione legata all’ oggetto, in modo -che le pro-
prietd geometriche di questo vengano a tradursi in pro-
prietd piu semplici delle figure rappresentative.
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OsSERVAZIONE. -— Il problema del cambiamento del
sistema di rappresentazione che qui trattiamo, & da ri-
guardarsi come analogo a quello della trasformazione di
coordinate studiato nella (GGeometria analitica.

Il problema del cambiamento del sistema di proie-
zione relativo al metodo della proiezione centrale, puo
scomporsi nei seguenti problemi semplici :

@) Spostamento del centro di proiezione paralle-

lamente al quadro.
b) Spostamento del centro di proiezione normal-

mente al quadro.

¢) Rotazione del quadro attorno ad una sua retta
(propria).

d) Traslazione parallela del quadro.

K chiaro che componendo i movimenti @), b) si puo
fare assumere al centro di proiezione una qualunque
posizione nello spazio,e con uno dei movimenti ¢), d)si
puo sovrapporre il quadro ad un qualunque piano fissato.

§ 21. Spostamento del centro nel piano parallelo
anteriore. — Lo spostamento del centro parallelamente
al quadro di una data lunghezza 1, equivale alla trasla-
zione degli elementi di fuga della figura obiettiva sul
quadro, nella direzione dello spostamento ¢ della mede-
sima lunghezza. Le tracce restano invariate. Le immagini
dei punti della figura si muovono nella direzione dello
spostamento.

Infatti nel nominato spostamento i raggi e piani
proiettanti paralleli alle rette e ai piani della figura ob-
iettiva vengono spostati parallelamente a sé stessi della
lunghezza ! misurata nella direzione dello spostamento.

Lo spostamento indicato dal centro di proiezione si
potra dunque indicare sul quadro dando un segmento I’
(fig 49) di lunghezza ! avente un estremo nel punto
principale .e avente la direzione dello spostamento.
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Data una retta (7'Q), la sna rappresentazione nel
nuovo sistema si ottiene conducendo per Q una parallela a.

PP, efissando su di essanel senso PP, il punto Q, distante
di 7 da @Q; allora la nuova coppia rappresentativa di-
viene (7Q,). L’immagine 4' di un punto delia retta
nella trasformazione si muove parallelamente (alla QQ,
e quindi) alla PP, e resta cosi definita nella sua nuova
posizione A"} sulla T'Q; come intersezione colla parai-
lela a PP, per A"

Dato un piano (?¢), si condurra per un punto di ¢
il segmento parallelo a PP, di ugual lunghezza e senso,
e per |’ estremo di esso la parallela ¢, a ¢; la nuova
coppia rappresentativa del piano sara quindi (?g,).

Con lo spostamento del centro di proiezione nel
piano parallelo anteriore si possono eliminare le diffi-
colta dipendenti dal fatto che alcuni elementi dell’ og-
getto appartengano al centro di proiezione (o sieno troppo
vicini ad esso).

§ 22. Spostamento del eentro normalmente al qua-
dro. — Lo spostamento del centro di proiezione normal~
mente al quadro, equivale ad un’ omotetia operata sugli
elementi di fuga delle rette e dei piani della figura ob-
iettiva, avente come centro il punto principale P. Le tracce
restano invariate. Le immagini dei punti della figura si.
muorono sulle congiungenti il punto P. :

Infatti per il nominato spostamento i raggi e piani
proiettanti paralleli alle rette e ai piani della figura si
spostano parallelamente a sé stessi, mentre il raggio OP,
normale al quadro, rimane fisso. I stato gia notato che le
sezioni di un piano con due stelle riferite in modo che si
corrispondano in esse gli elementi paralleli sono omo-
tetiche avendo per centro d’omotetia il punto d’inter-
sezione del raggio comune alle due stelle (§ 6).

Dato il- punto di fuga Q di una retta nel primo
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sistema, il nuovo punto di fnga Q, della retta dopo
lo spostamento normale del centro si trova sulla retta
PQ, ed il rapporto ?{)gl é uguale a quello fra le distan?e
principali d, d, nei due sistemi di proiezione (fig. 50). La
traccia T della retta rimane fissa, onde la nuova imma-
gine della retta & la 7'Q,. L’ immagine 4'di un punto 4
della retta (7'Q) si sposta sulla retta PA', poiché il
raggio O4 si muove nel piano O4P normale al quadro,
quindi la nuova immagice 4'; del punto 4 resta definita
come intersezione di PA;, TQ,.

Dato un piano (tq) (fig. 51), per averne la nuova
rappresentazione basta determinare la sua retta di fuga
q;, parallela a ¢ e quindi a ¢, la cui distanza PS, da P
sta a quella PS di P da ¢ nel rapporto delle distanze
principali d,, d.

Nell’ eseguire tali costruzioni si possono usare i pro-
cedimenti grafici che servono alla costruzione dell’omo-
tetia, appena fissata una coppia di elementi Q, Q, 0 ¢,q,
che si corrispondano in essa.

§ 23. Spostamento arbitrario del centro. — Ese-
guendo successivamente uno spostamento del centro pa-
rallelamente al quadro ed uwo normalmente, si puod ese-
guire un qualunque spostamento del centro in una certa
direzione & di una data lunghezza. Risulta dalle cose
dette nei precederti paragrafi che:

In uno spostamento qualunque del centro di proiezione
le tracce degli elementi della figura obiettica restano in-
variate. Sopra gli elementi di fuga si opera (nel quadro)
un’ omotetia, che ha per centro il punto principale ed é
determinata dal rapporto delle distanze principali, com-
binata ad una traslazione la cui dirvezione e lunghe:za
viene data dalla proiezione ortogonale sul quadro dello
spostamento del centro.
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Si propone come esercizio la risoluzione dei seguenti
problemi.

1. In un sistema di proiezione centrale, sia dato
un triangolo non giacente nel piano parallelo anteriore,
di cui un lato passi. pel centro di proiezione; si sposti
il centro in modo che la nuova immagine del dato trian-
golo sia un triangolo coi vertici propri e distinti.

2. In un sistema di proiezione centrale sia dato
nn triangolo nel piano parallelo anteriore di cui nessun
lato passi pel centro; si sposti il centro in modo da avere
per immagine del dato triangolo sul quadro un nuovo
triangolo avente i tre vertici propri e distinti.

3. Rappresentati tre punti di un circolo giacente
in un piano parallelo al quadro, ma diverso dal piano pa-
rallelo anteriore del fissato sistema di proiezione centrale,
spostare il centro per modo che la nuova immagine del
circolo sul quadro risulti un circolo uguale al dato.

' Qui basta determinare la perpendicolare mel centro
del circolo al quadro, e il punto di essa equidistante dal
quadro e dal piano del circolo: il centro di proiezione
deve portarsi con uno spostamento nel punto cosi deter-
minato. (Per semplicita si assumano dati i tre punti me-
diante le loro immagini 4', B', C', e la traccia T della
perpendicolare condotta per 4 la quale ha per punto

- di fuga il punto principale P).

ProBrEMA. — Costruirve la iminagine della interse-
ziome s di due piani (t,q,), (tyqy), le cui rette di fuga q,, qq
non si tagliano entro il foglio.

Siccome la traccia TI'=tt, di s ci & data, ba-
stera determinare 1’immagine 4' di un punto 4 dells s
(fig. 62). A tal uopo si consideri un punto Q' di ¢,, ed
essendo H = (f,q,) e K la intersezione di ¢, con la pa-
rallela a ¢, condotta per Q' & chiaro che 7'Q' = s" sara
I'immagine di s in un secondo sistema di proiezione ot-

tenuto mediante lo spostamento di O di un segmento
4
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equipollente (cioé parallelo ed uguale) ad HK. Sia ora A"
un punto di s"; esso & I’immagine di 4 nel secondo si-
stema di proiezione. Per avere I'immagine primitiva 4,
consideriamo una retta m passante per 4 e appartenente
a (t,q,), la cui seconda immagine sia 77Q,' = «n". Allora
la prima immagine m'sara T)Q,; essendo Q, I'estremo del
segmento Q,'Q, equipollente ad HK. Ora A'sara la inter-
sezione di 71,Q, con la parallela a ¢, condotta per 4",
e quindi 7'4' = s' che si voleva costruire.

§ 24. — Spostamento del quadro. — Il cambiamento
del piano di proiezione si riduce come abbiamo detto,
ad una rotazione del quadro attorno ad una sua retta
propria, o ad una traslazione di esso. Il problema che
si tratta di risolvere, cousiste dunque nel muovere la
figura piana rappresentativa dell’ oggetto sopra un pia-
no a in modo che essa venga a giacere sul piano = e
viceversa. Questo problema consiste dunque nel ribalta-
mento o nel raddrizzamento e nella traslazione di una
figura piana, di cui abbiamo gia trattato (Cap. II). Invero
sia dato un piano (#¢) e lo si assuma come nuovo qua-
dro. Cid vuol dire: determinare sul piano (¢¢) la imma-
gine F" dell’oggetto F dato per mezzo della immagine
primitiva F' e ribaltare il nuovo quadro (intorno alla sua
traccia ) sopra il quadro primitivo =. Kvidentemente
F' & anche immagine di F", giacché ogni punto dello
spazio proprio o improprio viene proiettato su w e (¢¢)
dal medesimo raggio proiettante. Allora fra F' e (F"),
ribaltamento di F", intercede I’ omologia di cui si & trat-
tato al § 14.

OssErRVAZIONE. — Per determinare il nuovo punto
principalé e la nuova distanza principale si procede cosi.
Immaginiamo di condurre da O la perpendicolare OP,
a (tg) (fig. 83). Il piano POP, risulta perpendicolare ai
piani 7 e (#g), e quindi alla traccia £. Percid PL per-
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pendicolare a ¢ sara la sua traccia su wed (0)S il
ribaltamento della sua intersezione col piano Og, quindi
la L(P)) parallela ad (O)S per L sara il ribaltamento
della sua intersezione con (fg), e infine il segmento (O)(P,)
perpendicolare ad L(P,) la nuova distanza principale.
Ora il nuovo punto principale ci sara dato da (P))' es-
sendo L(P,) = L(P)

Come applicazione risolviamo il seguente:

ProBLEMA. — Costruire un piano che passi per una
retta data m = (TQ) e sia inclinato di un angolo o So-
pra un piano (tq).

Intanto osserviamo che se si trattasse di condurre
per (T'Q) un piano inclinato di un angolo a sopra il
quadro, basterebbe costruire un triangolo (0)'PM, dove
(O)'P & la distanza principale ed (0)'MP = a (fig. 54),
quindi descrivere un cerchio con centro in P e raggio
PM; le tangenti a questo cerchio condotte da Q sareb-
bero le rette di fuga ¢y e ¢,, e le parallele a queste
per T' sarebbero le tracce fy e t, del due piani soddisfa-
centi alle condizioni poste.

Per ricondurre il nostro problema al pitt semplice caso
sopra indicato, si procede cosi. Assunto come nuovo qua-
dro il piano (?g), si determina il nuovo punto princi-
pale (P)' e il nuovo circolo di distanza (fig. 55). Il
nuovo punto di fuga (@) della retta m; & I’omologo
di Q nella omologia che ha per centro (0), ribaltamento
di O intorno a ¢, e per asse la traccia ¢ del nuovo qua-
dro; quindi (Q,) é l'intersezione di Q(0O) con (m") retta
omologa di m'. Dopo cio si determinano le rette di
fuga (¢'y) (¢'y) nel modo indicato precedentemente.

Allora le rette ¢'x, ¢', rispettivamente omologhe di (¢'y)
e (¢') nella omologia inversa che corrisponde al rad-
drizzamento del piano (?g), sono le rette di fuga dei
piani cercati rispetto al quadro =, e le parallele %, t, con-
dotte per T ne sono le tracce.
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OSSERVAZIONE. — Questo problema & di secondo grado
e percid ammette due soluzioni, che possono essere reali
e distinte, reali e coincidenti, o immaginarie. Riferen-
doci alla costruzione possiamo dire che si avra l’una o
" altra di queste tre soluzioni, secondoché (Q,) & esterno
al cerchio di centro (P))" e raggio (P,)'M, giace sul cerchio
0 é interno ad esso; in altre parole, indicando con p I’an-
I'angolo che la retta = forma con (#g), secondoché

a>p, a=p, a<|.

§ 25. — Spostamento di una fignra rappresentata
nel metodo delle proiezioni centrali. — Talvolta pud

riuscire utile'di muovere 1’ oggetto per porlo rispetto
al quadro ed al centro in una posizione migliore per dati
_scopi. Siccome qui si tratta di posizione relativa di un
oggetto rispetto ad un piano o ad un punto {centro) il
problema equivale a quello di muovere il centro di pro-
iezione o la figura piana rappresentativa.

Invero supponiamo di spostare insieme all’ oggetto
dato anche il sistema di proiezione X (considerato ri-
gidamente connesso all’ oggetto) portandolo nella posi-
zione X'; allora col medesimo spostamento si muove an-
che, invariata, la figura rappresentativa. Ora con uno
spostamento inverso si riconduce il sistema di proiezione
2" alla sua posizione primitiva (lasciando fermo 1’ og-
getto) e quest’ ultirno spostamento equivale al movimento
dell’ oggetto considerato. Dunque, anziché muovere I'og-
getto, basta cambiare il sistema di proiezione passando
dal sistema X' al sistema X. Il movimento di una figura
piana nello spazio si riconduce sempre ad un ribaltamento
o raddrizzamento di essa sopra il quadro, congiunto ad
un movimento nel quadro; quest’ ultimo movimento si
effettua con unarotazione attorno ad un punto proprio o con
uno strisciamento (traslazione) del piano su se stesso. (1)

(1) Cfr. ENRIQUES « Lezioni di Geometria proiettiva » § 50. —
Zanichelli — Bologna 1898.



METODO DELLE PROIEZIONI ORTOGONALI

CAPITOLO IV.

Rappresentazione degli enti fonda,mentali.v
Problemi grafici. ‘

§ 26. — Generalita. Rappresentazione del punto. —
Nel metodo della proiezione centrale, la proiezione della
figura obiettiva sul quadro veniva fatta da un punto
(centro di proiezione) proprio. Se si suppone di allon-
tanare indefinitamente il centro di proiezione in una
data direzione, rimangono inalterate le tracce degli ele-
menti della figura; si ottiene ancora una determinata
immagine della figura sul quadro (proiezione parallela,
obliqua od ortogonale della figura sul quadro), ma
~ vanno all’infinito gli elementi di fuga, e perd non resta
" pil una rappresentazione determinata.

Si puo allora considerare insieme alla proiezione
parallela della figura sul quadro, anche un’altra proie-
zione parallela di essa, sopra un altro piano. Con cid si
ottiene in generale una rappresentazione determinata
della figura sopra due piani di riferimento; si potra
quindi ribaltare uno dei due piani sull’ altro in guisa
da avere sopra un unico piano (di rappresentazione)
due immagini rappresentative della figura.
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Il caso pit importante che qui dobbiamo considerare
& quelloin cui le proiezioni parallele dell’oggetto si fanno
ortogonalmente a due piani perpendicolari fra loro. In
questo modo si da luogo al metodo di rappresentazione
che dicesi delle proiezioni ortogonali (o di Monge).

Per brevita si designera soltanto col nome di pro-
iezione di una figura sopra un piano la sua proiezione
ortogonale, salvo esplicito avviso. Parlando di punti,
rette e piani dello spazio intenderemo gcneralmente di
indicare elementi propri.

Si assumano due piani 7, 7, perpendicolari fra loro,
detti piani principali o di rviferimento, i quali si seghino
secondo una retta ! detta linea di terra (fig. 56). I piani
T, Ty si dicono risp. primo e secondo piano di proie-
zione, o per semplicita si assume %, orizzontale, quindi w,
verticale.

Ogni punto P dello spazio ha due proiezioni or-
togonali P}, P,; la.prima sul piano =x;, la seconda sul
piano m,. Il piano PP, P, riesce perpendicolare alla li-
nea ! in un punto P', cosl che le perpendicolari con-
dotte ad [ risp. in =, =, da P, P, si incontrano nel
punto P' di I. La posizione del punto P nello spazio
fissa le sue proiezioni che si dicono risp. la sua prima
e seconda proiezione; viceversa due punti P, P, presi
risp. sui due piani principali %, ® e in modo tale
che le perpendicolari da essi condotte alla linea di ter-
ra [ 8’ incontrino su [, sono le proiezioni di un punto /°
dello spazio che risulta cosl perfettamente determinato.

Delle due regioni in cui n; & diviso dalla linea di
terra, una si considera come positiva 1’ altra negativa.
Parimente si considera come positiva la regione del
piano m, superiore a m,, negativa 1’ inferiore.

Cid posto si conviéne di ribaltare il piano di pro-
iezione m, su w, facendolo ruotare attorno ad ! di un
angolo retto in modo che la regione positiva di ©, venga
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a sovrapporsi alla regione negativa di w,. Allora la se-
conda proiezione P, di P si trasporta in un punto ben
determinato di #; che seguiteremo a designare con P, e
col nome di seconda proiezione o proiezione verticale di P,
mentre P, si dira ancora la prima proiezione o proie-
zione orizzontale di P. _

I uso della stessa desighazione per i punti di =,
ed i loro ribaltamenti dipende dal fatto che mentre fac-
ciamo le costruzioni sul primo piano di proiezione usando
dei ribaltamenti delle seconde proiezioni, pensiamo sem-
pre rialzato il piano =, nella sua posizioue verticale;
operiamo in sostanza su due piani diversi , 7, che solo
per comodita si immaginano sovrapposti ad uno di essi,
detto piano di rappresentazione. '

Dalle cose dette risulta che:

Eseguito il ribaltamento di w, su =, le due proiezioni
P, P, di un punto P sul piano di rappresentazione, ri-
sultano poste sopra wuna perpendicolare alla linea di
terra 1, e viceversa se mel detto piano si prendono due
punti Py, P, sopra una perpendicolare alla 1, essi sono
le due proiezioni di un determinato punto P dello spazio
che s’ indichera con P = (P,P,).

Il luogo dei punti che hanno la stessa pr01ez10ne
verticale & una retta ortogonale al 2.° piano principale:
il luogo dei panti che hanno la medesima proiezione
orizzontale & una retta ortogonale al primo piano prin-
cipale.

Indicato con P'il punto di intersezione della li-
nea di terra ! colla congiungente PP, ad essa perpen-
dicolare, i segmenti P'P,, P'P, misurano in grandezza e
e segno le distanze del punto P rislpettrivamente’ dai
piani =, 7w, e diconsi quote del punto rispetto ai piani
principali (fig. 57). ,

' Il punto P puo rappresentarsi medlante la sua pr1-

ma proiezione Py, e la relativa (prima) quota (a = P'P,);
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si costruisce allora immediatamente la seconda proie-
zione P, Quando si considera la rappresentazione del
punto P mediante la sua proiezione ortogonale e la re-
lativa quota si ha |’ ordinaria proiezione quotata. (Ctr.
Cap. IX).

Fissato che il segno delle quote di P venga dato dal
segno dei segmeuti P'P,, P'P, e ricordando le conven-
zioni fatte riguardo al segni delle bande in cui ogni
piano principale & diviso dalla linea di terra e al modo
di eseguire il ribaltamento del 2.° piano di proiezione,
avremo: '

1. I punti le cui quote sono ambedue positive
cadono nell’ angolo diedro limitato dalle bande positive
dei piani principali (1.* regione dello spazio).

2. I punti che hanno la prima quota positiva e
e la seconda negativa cadono nel diedro limitato dalla
banda positiva del secondo piano principale e dalla banda
negativa del primo (2° regione)

3. 1 punti che hanno ambedue le quote negative
cadono nel diedro limitato dalle bande negative dei piani
principali (3.* regione).

4. I punti che hanno la prima quota negativa e
la seconda positiva cadono nel diedro limitato dalla
banda positiva del primo piano principale, e da quella
negativa del secondo (4.* regione).

Si vede inoltre che i punti della 1.*> e 3.5 regione
hanno le proiezioni sul piano di rappresentazione da
parte opposta della linea di terra; invece i punti
della 2.» e della 4.2 regione hanno le loro proiezioni
dalla medesima parte della detta linea.

Le quattro regioni considerate vengono limitate dai
due piani principali (fig. 58). Ciascun punto di un tal
piano ha la sua proiezione sopra 1’altro piano apparte-
nente alla linew di terra.

Vi sono due piani bisettori dei diedri formati dai
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piani principali; quello che biseca la 1,* e la 3." regione
dello spazio si dice il primo piano bisettore, e I altro il se-
condo. I punti del primo piano bisettore hanno le due
proiezioni sul piano di rappresentazione simmetriche ri-
spetto alla linea di terra I; i punti del secondo piano
bisettore hanno le due proiezioni coincidenti (fig. 59).

. § 27. — Rappresentazione della retta. — Una retta
(propria) a dello spazio viene in generale definita dalle
sue proiezioni ortogonali a;, a, sui due piani principali
7, Ty, una delle quali (a,) s’ immagina portata con un
ribaltamento di w, sul piano di rappresentazione w,. La
prima proiezione della retta contiene tutte le prime proie-
zioni dei suoi punti, e analogamente si dica della seconda.

La retta le cui proiezioni sono a, @, s’ indichera
con a = (a,a,). :

Le rette che hanno una medesima 1.* (o 2.2) proie-
zione a, (o risp. a,;) appartengono ad un piano perpen-
dicolare in @, (0a,) al 1.° (o risp. al 2°.) piano principale.

Le rette a,, a, possono assumersi ad arbitrio nel
piano di rappresentazione. Invero rialzata la a, su =,, la «
si ottiene come intersezione dei piani perpendicolari aw,,m,
risp. in a,, a,; e resta cosi in generale perfettamente de-
terminata (quando cioé le a;,a, non giaciono in uno
stesso piano perpendicolare alla linea di terra).

Fra i punti della retta @ = (a,a;) sono notevoli le
sue intersezioni coi piani principali, in generale punti
propri. Questi punti diconsi ¢racce di a, e restano de-
terminati data la @, purché essa non giaccia in un piano
principale. Date le tracce, supposte distinte, di a, la a.
viene definita come la congiungente di esse.

Supponiamo che (come avviene nel caso generale)
la retta @ = (@,a;) determinata mediante le sue pro-
iezioni a,,a,, abbia le due tracce T}, 1, proprie. Allora
si ha che la 1.2 proiezione di T & il punto 7 stesso
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(1% traccia di a) e la 2" proiezione di esso & il piede
della perpendicolare condotta da 7} sulla linea di terra.
Analogamente 7, ha come 2.* proiezione T, (che viene.
nel punto omonimo sul piano di rappresentazione, detto
2* traccia di a), e come prima proiezione il piede della
perpendicolare condotta da T, alla linea di terra (lig. 60).
Questa semplice osservazione Dbasta a determinare le
tracce 1, T, della retta a = (a,a,). Infatt: T, deve essere
I'intersezione di a, colla perpendicolare alla linea di terra !
nel punto comune ad «; e ad ! (1" proiezione di T).
Analogamente si determina 7).

Viceversa, date le tracce (distinte e proprie)
Ty, T, di una retta a, si possono costruire le sue proie-
zioni ay, a,. Basta per questo congiungere 7}, col piede
della perpendicolare condotta da T, su I (e si ha a,), e
congiungere 7T} col piede della perpendicolare condotta
da T, su l (ci6 che da a,). '

I casi d’ eccezione alle cose dette vengono qui enu-
merati: _ _

1. La retta a pud essere perpendicolare ad uno
dei piani principali. Allora una delle sue proiezioni si
riduce ad un punto, traccia di @, sul corrispondente
piano; !’ altra sua proiezione & la perpendicolare alla
linea di terra condotta per il punto 1.* proiezione. La
a = (a,a,) resta sempre definita dalle sue due proie-
zioni, una delle quali & un punto. Una delle tracce
della retta risulta impropria. Se p. es. a & perpendi-
colare al primo piano principale w;, si ha «, =T,
traccia di @ su %, mentre la seconda traccia T, & al-
I"infinito, su a, (fig. 61).

2. La retta a puo essere in un piano « perpen-
dicolare alla linea di terra I. Allora le sue due proie-
zioni a,, a, sul piano di rappresentazione coincidono in
una retta @, =a, ortogonale ad I, che non basta a
rappresentare la a, perché tutte le rette del piano « hanno
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le loro proiezioni coincidenti con la a, = a, Ma se
la @ non incontra la linea di terra, le sue tracce 17,,7,
sono distinte e bastano a rappresentarla. Se invece la a
é incidente ad [, si ha 7| = T, e per rappresentare a
occorre dare la rappresentazione di un altro suo punto
(fig. 62). .

3. La retta a pud essere incidente alla linea di
terra. Allora se non & perpendicolare alla [, essa
viene ancora determinata mediante le sue due proie-
zioni, ma non pit mediante le sue tracce, perché que-
ste coincidono in un punto della linea di terra . Le
proiezioni a,, a, della a s’incontrano in questo punto.
(fig. 63).

Notevole il caso in cui la @ appartenga ad uno dei
piani bisettori. Allora secondo che la « & nel 1° o nel
2.0 piano bisettore, le sue proiezioni sono simmetriche
rispetto ad I o coincidenti (fig. 64).

4. La retta a puod essere parallela ad uno dei
due piani w7, Se p. e. la a & parallela al piano w;, ma
non a m, la sua 12 traccia 7', va all’infinito e la sua
2% proiezione a, risulta parallela alla linea di terra [
(fig. 65). Analogamente dicasi se la a & invece paral-
lela a =,

Se poi @ giace in un piano principale, essa coincide
colla sua proiezione in quello, mentre |’ altra proiezione
coincide colla linea di terra, e la a risulta cosi determi-
nata. Resta perd indeterminata una sua traccia, mentre
Paltra é sulla linea di terra ed & 'intersezione di ! con a.

5. La retta a pud essere parallela ad entrambi
i piani principali, ciod alla linea di terra I Allora le
sue proiezioni riescono parallele alla ! mentre le due
tracce coincidono col punto all’infinito di ! (fig. 66).

§ 28. — Rappresentazione del piano. — Ogni piano
proprio mon passante per la linea di terra puo essere rap-
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presentato mediante le due intersezioni di esso coi piani
préncipali, che dopo il ribaltamento del 2° piano prin-
cipale, vengono poste sopra il piano di rappresentazione
e diconsi prima e seconda traccia del piano. Queste tracce
s’ incontrano sulla linea di terra.

Le tracce di un piano sono il luogo delle tracce omo-
nime delle sue rette.

. Un piano « rappresentato dalle sue tracce ¢, t,
s'indichera con « = (#,t,). Una delle due tracce ¢, ¢,
pud essere impropria; cid accade se il piano « & paral-
lelo ad un piano principale.

Un piauc passante per la linea di terra ! ha due
tracce coincidenti con I e non & cosi definito; per rap-
presentarlo occorre darne un punto.

Due rette arbitrarie ¢,, f, ma distinte da [, ed
aventi comune !’ intersezione con /, possono sempre con-
siderarsi come le due tracce di un piano a= (#7,).
Questo o il piano condotto per ¢, e per la retta ¢, rial-
zata nel piano w,. )

Vari casi particolari sono degni di nota.

1. Il piano « sia paralleio alla linea di terra. Al-
lora entrambe le sue tracce sono parallele a questa.

2. Il piano z sia parallelo ad uno dei piani prin-
cipali. In tal cago, secondoché questo & m o wm,, la 1?
o la 2" sua traccia va all’infinito e I’ altra risulta pa-
rallela alla linea di terra.

3. Il piano « sia perpendicolare ad uno dei piani
principali. Se & perpendicolare a w;, la sua 2& traccia e
perpendicolare alla linea di terra e I’ altra obliqua-
Analogamente dicasi se @ & perpendicolare a m,.

4. Il piano « sia perpendicolare ad ambedue i
piani principali e quindi alla linea di terra. Allora le
sue tracce coincidono in un’ unica retta perpendicolare
alla linea di terra. Il piano si dice un piano di profilo.

5. Il piano « passi per la linea di terra I. Al-
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lora, come & gia stato notato, le sue tracce coincidono
con la [/, e non bastano pit a rappresentarlo. Occorre
quindi dare la rappresentazione di un suo punto.

§ 29. — Rappresentazione degli elementi di un
piano. — Con ¢io che precede abbiamo il modo di rap-
presentare sul piano del disegno, col metodo delle pro-
iezioni ortogonali, ogni elemenfo proprio dello spazio. I
punti e le rette impropri potranno esser definiti asse-
gnando una retta od un piano che li contenga. Parlando
di una retta o di un piano generico intenderemo di
escludere quei casi, precedentemente notati, che si
presentano mnella loro rappresentazione, nei quali non
basta pit la rappresentazione ordinaria, oppure i casi
di perpendicolari ad un piano principale ecc.

A quanto é stato detto importa aggiungere che un
punto o una retta vengono rappresentati completamente
da una proiezione appena sia data una retta o un
piano che li contenga, non perpendicolare ad un piano
principale. Occorre aver familiare la costruzione del-
I’ altro elemento della coppia rappresentativa di un
punto o di una retta cosl individuata. Vediamo alcunl
casl a cul tale questlone conduce:

1°) Data una retta generica a = («,, a,), non
perpendicolare ad un piano principale, se 4; & la pri-
ma proiezione di un suo punto 4, la seconda proiezione
A, di 4 & 1 intersezione di «, colla perpendicolare con-
dotta da A, alla linea di terra . (fig. 67).
2°) Dato un piano gemerico « = ({;f;) (non per-
pendicolare ad un piano principale) ed in esso una
retta generica « p. es. -mediante la 12 proiezione a,,
si ha subito la sua 2% traccia 7T, come intersezione di
ayzty 5 la sua 12 traccia T, & 1’ intersezione di ¢, con la
perpendicolare alla linea di terra ! condotta pel punto
la,. Basta quindi congiungere 7, col piede della per-
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pendicolare condotta da 77 su I, per avere la 2* proie-
zione della retta «. (fig. 68).

3% Dato un piano generico @ = (t,t,) (non per-
pendicolare ad un piano principale) ed in esso un punto
P di cui & nota p. es. la 1* proiezione P,, per avere
la 2% proiezione si pud condurre una retta gene-
rica a, per P, e considerarla come prima proiezione di
una retta @ di «; determinata la 2% proiezione a, di
@, si ha su essa la 2" proiezione P, di P come & stato
indicato. Come retta @, conviene in generale prendere
la parallela per P, alla ¢ ; allora la @, riesce parallela
alla 1. (fig. 6Y).

Dato nello spazio un piano generico a, le prime e
le seconde proiezioni dei suoi elementi risp. sui due
piani principali 7, =, si corrispondono in una omo-
grafia. Ci0 segue dal fatto che i punti di una retta su
7, (o w,) sono le prime (o le seconde) proiezioni dei
punti di una retta di @, di cui le seconde (o risp. le
prime) proiezioni appartengono ad una retta.

Nell’ omografia che cosi nasce sul piano di rappre-
sentazione, la congiungente due punti omologhi P, P,
(proiezioni di un punto P) & ortogonale alla linea di
terra /, quindi il fascio improprio di raggi ortogonali
ad ! & costituito di raggi uniti; si deduce che I’ omo-
grafia considerata & una omologia affine cioé un’ omo-
logia col centro all’infinito. L’ asse dell’ omologia rap-
presenta il luogo dei punti di « le cui prime e seconde
proiezioni coincidono, quindi 1’ intersezione del piano =
col secondo piano bisettore.

Si pud enunciare dunque il

TEOREMA — Le prime e le seconde proiezioni degli
elementi di un piano &, non perpendicolare ad wuno dei
piani principali, si corrispondono sul piano di rappre-
sentazione in una omologia affine che ha per centro il
punto all’ infinito della perpendicolare alla linea di terra
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1 e per asse la vetta che & insieme prima e seconda pro—
tezione dell’ intersezione del piano a col 2° piano bisettore.
Alla 1 corrisponde in questa omologia la 2% traccia del
piano a. .

) Con cid le note costruzioni dell’ omologia affine
considerata permettono di costruire la 2 proiezione di
una figura del piano a, data la prima, e viceversa.

Le precedenti considerazioni mon valgono se il
piano « & perpendicolare ad uno dei piani principali.
Se p. es. esso & perpendicolare a w, ma non a w, le
seconde proiezioni dei suoi punti appartengono tutte
alla 2% traccia ¢,. Una figura del piano si rappresentera
in questo caso mediante la sua prima proiezione.

Questa rappresentazione cade in difetto, ove a sia
un piano di profilo (§ 28).

§ 30. — Problemi grafici fondamentali. — Pos-
siamo ora risolvere col metodo delle proiezioni orto-
gonali 1 principali problemi grafici cui da luogo la
considerazione di punti, rette e piani nello spazio. Nella.
trattazione di essi supponiamo che gli elementi dati o
da costruire siano generici. Verranno accennati i casi
d’ eccezione che si svolgeranno per esercizio, ricorrendo
alla considerazione di elementi ausiliari.

Propumya 1°. — Dati due punti A = (A A,), B=(B,B,),
determinare la loro congiungente a. : ,

La prima proiezione a, di @ & la retta ¢, = 4,B;; la
2% & la retta a,=4,B,. Se due proiezioni omonime di
A,B coincidono, la retta AB & perpendicolare al rela-
tivo piano principale, e la corrispondente proiezione si -
riduce ad un punto (proiezione comune di 4, B).

Se le congiungenti 4,4,, B,B, (perpendicolari ad 1)
coincidono, la rappresentazione della retta a (perpendi-
colare ad I) non é piu definita mediante le sue proie-

’
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zioni comcldentl, ma resta fissata agglungendo la rap-
presentazione di un suo punto.
4 ProBLEMA 2°. — Determinare U’ intersezione di due
dati piani generici o = (t;t,), B = (t',t',) non paralleli.
) Se i due piani hanno comune una traccia, questa
¢ la intersezione cercata. In caso diverso i punti 7' =¢,t',
e T, =14ty sono le tracce della intersezione di «,f e
bastano a determinarla, nel modo noto, ove essa non
risulti incidente alla linea di terra, ciod le #,,4, t',t', non
passino per un punto (proprio od improprio) di essa.
(fig. 70).
' ProBLrma 3% — Determinare il pmno ed il punto
appartenente « due rette (generiche) incidenti (mon gia-
centi in un piano perpendicolave ad wuno di quelli di
riferimento).

Siano « = (aya,), b = (b;D,) le due rette. Per
le restrizioni poste non & a;=b; o a, =b,. e quindi
riescono determinati i punti A, = b, 4, =a,b,, i
quali, se le @, b sono incidenti debbono risultare posti
sopra una perpendicolare alla linea di terra ! e rappre-
sentare rispettivamente la prima e la seconda proiezione
del punto 4 comune alle due rette (fig, 71). Si deter-
minino quindi (come nel § 27) le tracce T}, T, di q,
e le tracce T, T", di b; allora le tracce del piano a,b
sono le congiungenti ¢, = 7", T",,t, = 7,7, che deb-
bono incontrarsi su /.

Se A = T, (e analogamente se 4 = T,), la traccia t,
del piano « b, non & piu determinata come congiungente
T,T'| perché questi due punti coincidono; basta allora
congiungere 1", col punto i,

Se le rette a, b sono parallele fra loro, tali risultano
anche le a,,b;, e risp. le ayb,; la determmazlone delle
tracce t,,f, del piano ab si fa nello stesso modo.

La verificazione che le due rette a,b sono inci-
denti, si puo fare sia verificando che i punti A; = (¢,0,),
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A, = (a,b,) stanno sopra una perpendicolare alla [, sia
verificando che le rette T)7)', T, T', s’ incontrano su l.
Ognuno di questi fatti & conseguenza dell’ altro come
risulta anche facilmente dall’ esame della figura rap-
presentativa.

ProBLEMA 4°. — Determinare il piano individuato
da un punto e da una vetta generica che mon si appar-
tengono. o ’

Sia 4 = (4,4,) il pnnto dato, ed a = (a,a,) la retta.
Escludiamo il caso in cui il piano (Ae) da determinare
sia perpendicolare ad uno dei piani principali; allora
4,,4, non appartengono risp. ad a;,a, (fig. 72).

Per A, (nel piano di rappresentazione) si conduca
una retta arbitraria b, che incontri la @; in un punto
P, = (a,b,), per P, la perpendicolare alla linea di terra I,
prolungandola fino ad incontrare in un punto P, la
retta a,, quindi si congiunga 4, P, e la congiungente
s'indichi con b, Le b;,b, cosi costruite sono le due
proiezioni di una retta b per A incidente alla a, la
quale con 4 determina il piano Aa. Cosi il problema
& ricondotto al precedente.

ProBrLEMA 5.° — Determinare 1’ intersezione di una
retta e di un piano generici che non si appartengono.

Sia @ = (aya,) = (11T,) la retta, ed a= () il
piano (fig. 73). Si conduca per la ¢ un piano arbitrario
B assegnandone le tracce t';,t', rispettivamente per 7,7,
(concorrenti sulla linea di terra). Si determini !’ interse-
zione ¢' di questo piano arbitrario B con «, e poi il
punto comune delle a,a' (che giacciono ambedue nel
piano B). Nella figura & stata eseguita la costruzione
e PP, sono le due proiezioni del punto cercato.

Anziché condurre per ¢ un piano arbitrario, non
essendo @ perpendicolare ad un piano principale, né
giacente in uno di essi, si pud considerare per essa il
piano B = aa, perpendicolare al primo piano principale

' 5
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che ha per prima traccia @, e di cui la 2 traccia t',
passa per la 2° traccia T, di « (ed & perpendicolare
alla linea di terra [ (fig. 74). Allora i punti ", = a,f,,
T,=t\t, sono le tracce della intersezione del. piano
oc"; (flfz) col piano § condotto per @ perpendicolarmente
‘al primo piano principale; le proiezioni di questa retta
{aB) sono le «, e la retta a', congiungente 7},' col piede
della perpendicolare condotta da 7)' su I. Il punto
P, = (a,a';) & la seconda proiezione del punto P cercato;
la prima proiezione P;, dovendo giacere su «;, & I'in-
tersezione di «, colla perpendicolare per P, alla I. La
costruzione si eseguisce cosi pilt brevemente.

 ProBLEMA 6°. — Determinare il piano individuato
da tre punti non appartenenti ad una retta.

La risoluzione di questo problema si riconduce a
quella del 4° dopo aver determinato la congiungenie
di due dei tre punti. (Probl. 1°).

Rimane escluso per quella soluzione il caso in cui
il piano da costruirsi riesce perpendicolare ad un piano
principale o passante per la linea di terra. Questa 2.* re-
strizione comparisce nel problema 4.°, perché la retta «
ivi data si suppone generica. ’

ProBLEMA 7.° — Determinare il punto comune a tre
piani generici mon paralleli ad una stessa retta.

Si determinino le intersezioni di uno dei piani cogli
altri due (Prob. 2.°) e quindi il loro punto comune
(Probl. 3.°).

ProBrEMA 8° — Condurve per un punto la parallela
" ad una data retta (generica).

Sia a = (¢,a,) la retta data, P = (P,P,) il punto
dato. La parallela ad @ per P ha come proiezioni le
parallele ad a,,a, rispett. per P,,P, (fig. 75).

ProBrEMA 9°. — Condurre per una retta (genervica)
a il piano parallelo ad un’ altra retta (generica) b non
parallela alla prima.
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Siano «a = (a,a,), b = (b,0,) le rette date, non paral-
lele fra loro (fig" 76). Per un punto di @ si conduca la
parallela o' = (0'\0',) alla b e si determini il piano delle

due rette a,b'. Le costruzioni sono eseguite nella figura ;

il piano cercato ha le tracce t,,,.

ProBrEMA 10°. — Condurre per un punto il piano
parallelo ad un dato piano generico.

Basta determinare il piano «' di due rette passanti
pel punto dato P = (P,P,) e parallele a due rette del
datc piano a = (t,t;). Ma la costruzione pud sémpliﬁ-
carsi tenendo conto del fatto che il piano o' da co-
struire ha le tracce parallele risp. a t¢;, ¢, Percido &
sufficiente determinare una traccia di una retta del
piano o'. La fig. 77 mostra la costruzione eseguita
determinando ambedue le tracce di una retta (a',a'y)
parallela ad una retta («,a,) del piano « e quindi al
piano «; cio serve di riprova perché le tracce t',t', del
piano «' che si costruiscono in tal modo, debbono in-
contrarsi sulla linea di terra.

In pratica perd non si ricorre neppure alla costru-
zione generale sopra indicata. Si suppone aver preso come
retta (@,a,) una retta parallela ad una delle due tracce,
per esempio at ; allora @, & parallela a ¢, ed a, ad I.
Per tanto la costruzione da eseguire si effettua nel modo
seguente (fig. 78):

Si conduce per P, una parallela a ¢, e dal punto
dove essa incontra [ si conduce la perpendicolare ad I
fino ad incontrare in 7' la parallela per P, alla [ stessa;
poi si conduce per 7' la parallela a ¢, e si ha cosi la
2' traccia ¢y del piano da determinare; la 12 traccia ¢,
& la parallela a ¢, pel puuto Iz,



CAPITOLO V.

Problemi metrici.

§ 31. — Distanza di due punti. Inclinazione di
una retta sopra un piano principale. — Risolviamo
col metodo delle proiezioni ortogonali i principali pro-
blemi metrici che si presentano. Anche qui ci limitiamo
a considerare il caso generale in cui interviene la con-
siderazione di elementi generici, lasciando da parte i
casi particolari.

ProBrEMA 1°. — Determinare la distanza di due
punti dati.

Siano 4 = (4,4,), B = (B,B,) i punti dati, non posti
sopra una perpendicolare ad un piano priucipale (fig. 79).
Siano 4,,B, 1 punti d’incontro della linea di terra I risp.
colle 4,d,, BB, ad essa perpendicolari.

Nello spazio si immagini condotta la perpendico-
lare per A alla retta BB;. Il segmento a di questa per-
pendicolare intercetto fra A4 e BB, (il quale misura
la distanza del punto A dalla retta BB;) & uguale al
segmento parallelo 4,B,. La distanza d, tra i punti
A,B é data quindi dall’ ipotenusa del triangolo rettan-
golo di cui un cateto & a, e 1’ altro cateto & la diffe-
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renza algebrica delle distanze di A e B dal primo piano
principale 7, cioé la differenza o la somma di queste
distanze secondo che i punti 4, B si trovano o no dalla
stessa parte di z,. Ora le distanze di 4, B dal piano
principale 7z, sono date sul piano di rappresentazione
risp. dai segmenti 4,4, B,B,, dove 4,, B, cadono o no
dalla stessa banda di ! secondo che 4, B cadono o no
dalla stessa banda di z,. Si costruira quindi la differenza
algebrica di tali distanze conducendo per 4, la parallela
ad [ fino ad incontrare in C, la B, B, oppure il suo prolun-
gamento; infatti tale differenza & data dal segmento
B,(C,. Dopo cio la distanza cercata d, &1 ipotenusa del
triangolo rettangolo avente A4,B;, e B,C, come cateti.
I1 segmento B,(B) & uguale al segmento By(', e d, = A,(B)
distanza domandata.

Si.noti che se la retta AB & parallela a 7,d, &
uguale al segmento A4,B;. Se 4 e B sono posti p. es.
sopra una perpendicolare a z, in guisa che 4, = B, lad, &
data dal segmento A4,B, (fig. 80).

‘ProBrEMA 20. — Determinare 1" angolo di una retta
generica a = (a;a,) con un piano principale.

Si voglia ad esempio I’angolo della a col pnmo
piano principale 7. Questo angolo e dato dall’ angolo
acuto della retta a e della sua prima proiezione a;. Per
determinarlo s’ immagini ribaltato il piano proiettante
aa, attorno ad ¢, in uno qualunque dei due sensi.
I1 ribaltamento (@) di @ passa per la 1% traccia T} di «:
inoltre se 7, & la 2 traccia di a e 71, = (¢l), la per-
pendicolare in 7),' ad @, incontra () in un punto 7
tale che i due segmenti I'T,' e T,T,' risultano uguali.
Per determinare («) e quindi I’ angolo cercato, basta co-
struire sopra il cateto 7,'7) il triangolo rettangolo che
ha come altro cateto un segmento di lunghezza T,7,'; in
esso 1’angolo dell’ ipotennsa (a) con a, é quello &, cercato.

Si osservi che la costruzione indicata & quella che
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secondo il problema precedente occorre per determinare
la distanza delle tracce 79,7, di a. In luogo di questi
si potrebbero considerare altri due punti qualunque della
retta a.

§ 32. — Rette e piani perpendicolari.

TrorEMA. — Se una retta ed un piano Sono perpen-
dicolari, la 1" e la 2 proiezione della retta sono risp. per-
pendicolari alla 1* e 2* traccia del piano e viceversa.

La retta a = (a;a,) ed il piano a = ({;¢,) siano
perpendicolari. Ogni piano per la « e in particolare
il piano (aa,), & perpendicolare ad a; ma il pianc (aa,)
¢ anche porpendicolare al 1° piano principale 7, quindi
alla retta ¢;; ne segue che la a; & perpendicolare a #,.
Invertendo il ragionamento si vede che se a; e a, sono
rispettivamente perpendicolari a ¢, e ¢, il piano a e la
retta @ sono perpendicolari,

Il teorema precedente sta a fondamento della riso-
luzione del successivi problemi:

ProBrLEMA 10 -— Coudurre per un punto la perpen-
dicolare ad un dato piano.

Il punto dato 4 = (4,4,) e il piano a = (¢¢,) si sup-
pongano generici.

La retta cercata a = (a;a,) & determinata condu-
cendo risp. per 4,4, le perpendicolari a {,i,; queste
sono le due prolezionl ay,a, della retta.

PronreEma 2°. — Condurre per un punto A = (A A,)
il piano perpendicolare ad una retta generica a = (aa,)
(fig. 82).

Si conduca il piano per 4 parallelo ad un qual-
siasi piano perpendicolare ad a. Per ci0 basta operare
come segue (§ 30 Probl. 10): Si conduca per A4, la
perpendicolare b, ad a, e per 4, la parallela ad I, e
quindi si determini il punto 7' in cui questa parallela
incontra la perpendicolare ad I nel punto Ib,; la 22
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traccia t, del piano cercato & la perpendicolare ad a,
per T'; la 1* traccia ¢; & la perpendicolare ad @, nel
punto Z¢,.

ProBrLEMA 3°. — Condurre per un punto la retta
perpendicolare ad una vetta generica che non gli appar-
- tenga.

Per il punto A si conduca il piano perpendicolare
alla retta a (Prcbl. prec.) e si seghi col piano Aa; !’ in-
tersezione & la perpendicolare richiesta.

ProsrLEvA 4°. — Condurre per una retta generica
il piano perpendicolare ad un piano generico mon orto-
gonale ad essa.

Per un puato della retta si conduca la perpendi-
colare al piano (Probl. 1°, e quindi si determini il
piano individuato da questa perpendicolare e dalla
retta data (§ 30 Probl. 3°).

ProBrLEMA B°. — Determinare la distanza di un pun-
to da una retta o da un piano (generici).

Si conduca pel punto la perpendicolare alla retta
o al piano e se ne determini il piede; la distanza di
questo dal punto dato, che & quella cercata, si trova
come & stato indicato nel problema 1°

ProsrEMa 6°. — Determinare 1 inclinazione di un
piano « (obliquo) sopra un piano principale (fig. 83).

Si conduca un piano perpendicolare alla traccia
che il dato piano @ ha sul piano principale e si seghi
col piano a; !’inclinazione della retta sezione sul piano
principale (che si misura come & indicato nel Probl. 2°
del prec. §) & I’ inclinazione cercata. Percio la costruzione
si eseguisce semplicemente cosi:

Sia a = (;¢t,) e vogliasi p. es. I’ inclinazione del
pianc a sul primo piano principale. Da un punto H di
! si conduca la perpendicolare m;, a ¢, e la perpendi-
colare n ad I. Il piano che ha per tracce m; ed n &

\

perpendicolare alla ¢,. L.’ intersezione di esso con a &
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la retta m che ha per tracce T, =t¢m; e T, = tm,
e quindi come 1° proiezione m,. L’ inclinazione di m su
7, si ha quindi staccando sulla perpendicolare in H ad
m, un segmento HK = HT, e congiungendo K con T.

L’ angolo KT,H & ! inclinazione cercata.

OsservazioNE. — Se sia proposta la questione di
condurre per una retta di uno dei due piani di pro-
iezione p. es. del primo piano 7, un piano che faccia
col piano 7, un dato angolo a, bastera fare le costru-
zioni inverse a quelle eseguite innanzi. Data dunque
(fig. 84) la retta ¢, di @, per cui si deve far passare il
,piano domandato, si conduca per un punto H arbitrario
della linea di terra la perpendicolare m, = HT) a t;
quindi costruito il triangolo HT,K rettangolo in H ed
avente 1’ angolo HT\K = a, si faccia centro in H e con
raggio MK si descriva una circonferenza; questa inter-
sechera la n perpendicolare per H alla /, in due punti
che chiameremo T}, e T}'. Le rette t,, t', passanti risp. per
questi ultimi e concorrenti in (/f,) sono le seconde tracce
di due piani facenti con =; 1’angolo & dato, mentre le
loro prime tracce coincidono mnell’ unica retta ¢, data.

Questo problema ammette quindi due soluzioni,
cioé due sono i piani che passando per ¢, formano con
7, un angolo «, come del resto & noto (Cfr. § 24).

ProBLEMA T’. — Determinare la minimu distanza
di due rette sghembe (geneviche) (fig. 85).

Siano « = (a,a,), b = (b;b,) le due rette. Per averne
la minima distanza occorre determinare la perpendico-
lare comune alle due rette, ad esse incidente, e quindi
determinare il segmento intercetto su di essa dalle due
rette (Probl. 19 § prec.). :

Per determinare la perpendicolare comune alle due
rette a,b si conduca anzitutto un piano parallelo ad
entrambe.

A tale scopo, giova scegliere un punto su a e per
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esso condurre la retta ¢ = (c,c,) parallela alla 0, deter-
minare quindi il piano (#¢,) individuato da @, ¢. Dopo
¢i0 si deve condurre per ciascuna delle due rette a,d
il piano perpendicolare a (#¢,). Quindi per un punto
di @ (e si pud usufruire di quello gia sceltn) si conduca
la retta e = (e;e,) perpendicolare al nominato piano e
si congiungano le sue tracce risp. con quelle omonime
di a@; si avranno cosi le due tracce t',,¢", del piano
perpendicolare condotto per a al piano (4f,). Per de-
terminare il piano perpendicolare condotto per b al
piano (ff,) si scelga un punto su b, e si conduca per
-esso la perpendicolare d = (d,d,) al detto piano, quindi
si determini il piano #,t", di b.d.

Ora dobbiamo intersecare i piani #.¢", e #,t", de-~
terminando le tracce e quindi le proiezioni della retta
k = (kk;) ad essi comune,

La k & la perpendicolare incidente ad entrambe le
rette @,b, e su di essa si hanno subito i punti A = (4,4,),
B = (B,B,) dove essa & incontrata risp. da «,b. Con cio
la questione proposta & ricondotta al problema 1° e si
risolve quindi costruendo su A,B, come cateto il trian-
golo rettangolo che ha per altro cateto la differenza
algebrica delle distanze di 4,, B, da [ ; I’ ipotenusa d, del
nominato triangolo, misura la minima distanza fra «.b.

Un secondo metodo per risolvere il problema pro-
posto (ove non occorra proprio determinare la posizione
del segmento che misura la minima distanza fra «,),
ma basti la sua lunghezza) consiste nella costruzione
seguente :

Si conduca per ciascuna delle due rette a,b il piano
parallelo all’ altra; la minima distanza fra ab & la lar-
ghezza della striscia compresa fra i due piani. Per
determinarla si conduca una perpendicolare ad uno dei
due piani, e poi si trovi la distanza dei due punti
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di intersezione di detta perpendicolare coi due piani
(vedi § 30 Probl. 5° e § 81 Probl. 1°).
- ProBrEMa 8°. — Determinare la larghezza della
striscia compresa [ra due vette parallele generiche.
Si conduca un plano perpendicolare alle due rette
o si determini la lunghezza del segmento intercetto.

§ 33. — Ribaltamento di un piano generico. —
Sia dato nello spazio un piano generico a obliquo
ad un piano principale z,. Immaginiamo di ribaltarlo
facendolo ruotare attorno alia sua traccia ¢, fino a so-
vrapporlo a . '

Si vogliono determinare i 1ibaltamenti dei punti e
delle rette del piano «, cioé le posizioni assunte da
questi elementi quando si sia eseguito il ribaltamento
su 7. '

Indicheremo con (a) il piano ribaltato, con (4) il
ribaltamento di un suo punto A4 ecec.

Il piano « (nello spazio) e x, sono riferiti fra loro
prospettivamente, in modo che ad ogni punto 4 e ad
ogni retta a di o corrispondono le rispettive proiezioni
A4,, a,. Nella rotazione di « attorno a ¢, i piani a e =,
non cessano di essere omografici (anzi per di pilt pros-
spettivi perché tutti 1 punti di ¢ sono uniti), e cosi doro
il ribaltamento i piani (a) e 7, sono ancora omografici.
Quivi si corrispondono le prime proiezioni degli ele-
menti di @ ed i loro ribaltamenti. Ma in questa omo-
grafia sono uniti tutti i punti della traccia ¢, rimasti
fissi durante la rotazione di a, quindi la nominata omo-
grafia & un’ omologia che ha per asse ¢,. Inoltre nella
rotazione di «, ogni punto si muove nel piano perpen-
dicolare a ¢; che passa per esso e percid le rette in-
tersezioni di @ coi piani perpendicolari a ¢;,, dopo il
ribaltamento risultano sovrapposte alle loro (prime) pro-
iezioni; onde tutte le rette perpendicolari all’asse ¢,
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sono unite per I' omologia che intercede fra i piani
sovrapposti () e wm. La nominata omologia & dunque
un’ omologia affine ortogonale avente come asse la ¢,.
Per determinarla completamente basta assegnare una
coppia di elementi corrispondenti dell’ omologia; basta
dunque trovare il ribaltamento di un punto o di una
retta di @. A tal fine giova considerare un punto 4 che ha
la 12 proiezione 4, sulla linea di terra e quindi la 2* pro-
iezione 4, sulla 2% traccia £, del piano a (cioé un
punto A della 2* traccia di a) (fig. 86).

Per 4, si conduca la perpendicolare @, a t; che 'in-
contri in 7). Su ¢, deve trovarsi il ribaltamento () di 4,
eseguito sul primo piano principale, e precisamente (4)
deve distare da T quanto (nello spazio) A da T\, ossia
dalla ¢,.

Percid occorre determinare la lunghezza di AT, la
quale & data dall'ipotenusa di un triangolo rettangolo
i cui cateti sono 4,7, e 4,4,; basta dunque tagliare
su ¢, il segmento I\H uguale al segmento 4,4, e si
avra cosl il segmento 4,H che & la distanza cercata.
Allora se con raggio A4,H e centro T si descrive un
cerchio, questo incontra @, in due punti, ciascuno dei
quali & da considerarsi come il ribaltamento (4) di 4 per
due rotazioni opposte di @ attorno a ¢,. Fissato il senso
della rotazione, risulta fissata la scelta fra 1 due nominati
punti (4) e viceversa.

Con cid visulta fissata la omologia affine ortogonulc
che intercede fra il piano principale =, ed il ribalta-
mento (@), in un dato senso del piano (obliquo) « = (t,t,),
attorno a t,, giacché sono dati U’ asse t; e una coppia A, (A)
di punti corrispondenti.

Si osservi che la retta congiungente il punto (4) col
punto ¢! & la corrispondente !' di 7 nell’omologia affine,
cioé il ribaltamento (¢,) della 2% traccia f,.

Si noti, riferendoci alla figura, che il rapporto (co-
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4,1,
stante dell’omologia affine) (A)T misura il coseno del-
I'angolo w = HA,T,, cioé il coseno della inclinazione
su 7, della retta di @ che ha per prima proiezione a;

in altre parole il rapporto él)zf;l’ & il coseno della incli-

nazione del piano a col primo piano principale. (Cfr.
Probl. 8°%).

§ 34. — Grandezza ¢ forma di una fignura piana. —
Al ribaltamento di un piano obliquo sopra un piano
priccipale (di cui immaginiamo di aver fissato il senso)
si riattacca la soluzione di un nuovo gruppo di problemi
metriei.

Si puo dire infatti che il ribaltamento ci permette
di determinare la vera forma e grandezza di una figura
piana obliqua ad un piano principale; invero questa
forma e grandezza si conservano nel ribaltamento. La
soluzione della questione & ricondotta, per il teorema del
prec. §, alle note costruzioni della omologia piana
(affine).

Risolviamo cosi alcuni dei problemi pitt importanti :

ProBrLEMA 1.0 — Determinare l'angolo di due rette
generiche incidenti (non parallele). (fig. 87).

Si supponga che il piano a = (¢,t,) delle due rette
date a = (a,a,), b = (b;b,) sia obliquo al piano princi-
pale m,. Il piano o non passera per la linea di terra,
essendo a,b rette generiche.

Come & stato indicato si determini il ribaltamento
(ty) =1' della 2* traccia di a:; giova per questo servirsi
del punto T, (2* traccia di a) su ¢, giacché allora con-
giungendo 11 punto (7%) con T si ha subito il ribalta-
mento (@) di a. Ora la nominata omologia affine orto-
gonale & perfettamente stabilita, avendo come asse ¢,,
ed I, I' 0 ay, (a) come coppia di rette corrispondenti.
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Per costruire la retta omologa di &, cioé il ribalta-
mento (b)) di b, basta condurre per il punto 5,0 la per-
pendicolare a ¢, quindi congiungere il punto (7}, se-
zione di questa perpendicolare con I, colla 1% traccia 7'
di b. L’angolo a, delle due rette (@), (b) sul piano di rap-
presentazione ¢ uguale all’angolo ab, cercato.

OsservazioNE: Se fosse domandato di costruire le
bisettrici degli angoli di due rette incidenti, basterebbe,
dopo aver ribaltato il piano delle due rette (come sopra),
costruire le bisettrici dell’angolo a, e del suo supplemen-
tare; 1’ omologia inversa di quella usata innanzi ci fara
conoscere le prime proiezioni delle suddette bisettrici,
e si otterranno quindi anche le seconde.

ProBLEMA 2°. — Determinare U'angolo di due piani
generici non paralleli.

Segati i due piani con un piano perpendicolare alla
loro retta comune, (§ 32 Probl. 20 e § 30 Probl. 2°) si
determini (Probl. prec.) I'inclinazione delle due inter-
sezioni.

Il caso particolare in cui uno dei due piani sia un
piano principale, & stato considerato di sopra. (Cfr. § 32,
Probl. 6°).

OsservazioNe. Servendoci dell’osservazione fatta, re-
lativamente al problema precedente, possiamo costruire
anche i piani bisettori dei diedri formati da due piani
qualunque. Invero, dopo avere determinato i rettilinei
dei due diedri, costruiamo di quelli le bisettrici, poi i
piani individuati da queste ultime e dallo spigolo co-
mune dei due diedri supplementari.

Il ribaltamento di un piano fornisce un altro metodo
per risolvere nel caso generale i seguenti problemi:

Determinare la perpendicolare per un punto ad una
retta. (Si puo trattare anche il caso in cul il punto sia
sulla retta e sia assegnato un piano per la refta che debba
contenere la perpendicolare cercata).
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Determinare la distanza di un punto da una retta.

Determinare la larghezza di una striscia compresa.
tra due parallele.

In tutti questi problemi che si riferiscono a figure di
un piano, ove questo sia un piano generico a, si ribal-
terd sopra uno dei due piani principali. La costruzione
dell’omologia affine, inversa di quella considerata, in-
tercedente tra il piano ribaltato (a), e w, permette, ove
occorra, di ottenere il raddrizzamento del piano («), cioé-
la proiezione su 7 della figura (di a) di cui & stato co-
struito il ribaltamento. Un esempio di questo metodo si
¢ gia visto nella determinazione delle bisettrici deglt
angoli di due rette incidenti (Probl. 1°).

Quando si abbia una linea piana in un piano ge-
nerico, eseguendo il ribaltamento del piano della linea.
sopra un piano principale, si pud costruire per punti il
ribaltamento della linea che & una nuova linea omologica
affine alla proiezione della data.

Tale metodo viene qui applicato nel seguente esempio =

ProBLEMA 3°. — Determinare la vera forma e gran-
dezza di una conica posta in un piano generico. (fig. 88).

Si ribalti il piano (¢¢,) ad esempio sul primo piano
principale, determinando il ribaltamento (4)di un punto
A = (4,4,) della 2* traccia. Nella omologia affine ortogo-
nale che ha per asse ¢, ed 4,, (4) come coppia di punti
omologhi, si costruiscano 1 corrispondenti di 5 punti
della prima proiezione (' della data conica C; essi
determinano la conica ribaltata.

Nella costruzione giova costruire insieme i corrispon-
denti di due punti di C' allineati con 4, cosi si possono-
avere molto semplicemente quanti punti si vogliono-
della conica ribaltata (C), e se la C' sia tracciata gio-
vera costruire la (C) per punti in tal modo piuttosto che
ricorrere alle note costruzioni della Geometria proiettiva,.
appena della conica (C) sieno determinati 5 punti.
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A proposito della rappresentazione delle coniche
giova osservare che:

La 1% (0 la 2%) proiezione del centro di una conica
¢ il centro della conica 1* (o risp. 2%) proiezione della
data.

Cid si pud vedere sia osservando la cosa nello spazio,
sia sul piano di rappresentazione dopo eseguito il ribal-
tamento della conica, perché in due coniche omologiche
affini i centri si corrispondono.

Parimenti:

La conica data nello spazio é un’ellisse, un’iperbole
o una parabola, secondoché la sua proiezione (ortogonale)
& risp. un’ellisse, un’iperbole o una parabola.

Non accade, in generale, che gli assi di una co-
nica C vengano proiettati (sopra uno dei piani principali
non paralleli al piano di C) negli assi della conica pro-
iezione ('; tuttavia questo fatto ha luogo se un asse
della C é parallelo e l'altro quindi perpendicolare alia
traccia del piano di C. Infatti, in tale ipotesi, le proie-
zioni degli assi di € sono ortogonali, e tanto basta per
affermare che essi sono gli assi di C', perché la pro-
prieta che due diametri coniugati di C abbiano come
proiezioni due diametri coniugati di C' sussiste per qua-
lungue proiezione ortogonale (venendo il centro di (
proiettato nel centro di ("); del resto l'osservazione puo
ripetersi invece considerando le due coniche omologiche
affini C' e (O).

L’osservazione precedente permette di assegnare
le condizioni perché un’ellisse ', ad es. nel primo piano
di proiezione, sia I'immagine di un cerchio giacente in
un dato piano obliquo (¢,).

Anzitutto occorre che gli assi della ellisse C' sianc
l'uno parallelo, I'altro ortogonale & ¢, poiché- queste
due rette per il.centro di (' sono le proiezioni di due
diametri ortogonali (quindi coniugati) del cerchio C. In
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secondo luogo le lunghezze dei due assi a',b' di C'deb-
bono essere tali che i ribaltamenti (a), (b) dei segmenti
obiettivi siano uguali. :

Ora se @' & la proiezione dell’asse (segmento) paral-
lelo a ¢, si ha evidentemente (a) = a'; invece all’altro
asse 0' di (', ortogonale a t;, corrisponde nell’omologia
affine che nasce dal ribaltamento del piano (t,f,) il dia-
metro (b) del cerchio ((), ribaltamento di C, ed il seg-
mento b' sta a (b) nel rapporto (costante) dell’omologia
affine (che & <C1).

Tenendo presente il significato di questo rapporto,
si ha il

TrorEMA. — La condizione necessaria e sufficiente
perché un’ ellisse del 1.° (o 2.°) piano di proiezione, sia
la 1.2 (0 visp. la 2.%) proiezione di un cerchio giacente
nel piano obliquo (t,t,), é che Uasse maggiore dell’ellisse
sta parallelo a t, (o risp. a t;) ed il rapporto delle lun—
ghezze dei due assi sia uguale al coseno dell’ inclinazione
del piano (t,t,) sul piano di proiezione considerato.

Questo teorema permette di determinare il cerchio
giacente in un dato piano obbliquo di cui & assegnato
il centro O (mediante la sua prima proiezione O) ed il
raggio r (fig. 89). Basta infatti assumere come prima
proiezione del cerchio 1’ ellisse che ha per centro O, per
asse maggiore un segmento a = 27 parallelo a ¢, per asse
minore un segmento b che stia ad « nel rapporto dato
dal coseno dell’inclinazione del piano (¢,) sul prlmor
piano principale.

Del resto, in questo caso, come in generale quando
st tratti di costruire in uwn dato piano obliquo a wna
figura che soddisfi a date condizioni, st pud wusare del
raddrizzamento del piano cui abbiamo accennato, ciod
della costruvione dell’ omologia affine (inversa di quella
considerata) intercedente tra il piano ribaltato (a) ed il

10 (o il 20) piano principale =
6
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§ 35.0 — Figure giacenti in piani paralleli ad un
piano principale. — Il ribaltamento di un piano non
serve piu a risolvere le questioni relative alle figure in
esso, quando si tratti di un piano a perpendicolare ad
un piano principale. '

Tuttavia, escluso il caso in cui il piano @ che si
considera sia un piano di profilo (nel qual caso una
figura del piano non & pit determinata da alcuna delle
sue proiezioni), il piano « sara obliquo o parallelo a uno
dei due piani principali. Se & obliquo p.e. a =, si pud
operare su =, il ribaltamento di @ nel modo indicato.

Non cosi se il piano a & parallelo a 7, e quindi per-
pendicolare a m,. Ma allora si osservera che ogni figura
del piano a é uguale alla sua proiezione (ad essa paral-
lela) su m;. Tutti i problemi relativi alle figure del
piano a si possono quindi in tal caso risolvere senz’altro

operando sulle figure proiezioni (uguali alle obiettive).
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di A', rispetto ad I o da banda opposta, secondoché
4,, B, cadono o no dalla stessa banda di I

20 Sia ¢ = (4,a,) una retta rappresentata nel si-
stema I e sieno 7,7, le sue tracce; si vuol trovare
le sue tracce nel sistema X' (fig. 91).

Anzitutto si noti che la prima traccia 7} intersezione
di @ con 7, e cosl pure la 1 proiezione @, di ¢ restano
invariate. Col metodo indicato innanzi si determini la
nuova 2% proiezione 7' del punto 7}, in 2" e si ha cosi
un punto appartenente alla nuova 2% proiezione a', della
retta a; onde la retta a'y, & determinata come congiun-
gente di T,' col piede della perpendicolare abbassata
da T, sopra I' (escluso che T, cada su 7). Allora 1’ in-
tersezione della retta «', colla perpendicolare ad I' nel
punto @, 7' & la nuova 2* traccia T,* della retta a rap-
presentata nel sistema X'

3° Sia a = ({;f,) un piano rappresentato mediante
le sue tracce nel sistema 2X'; si cerchino le nuove tracce
¢, t'y del piano a« nel sistema 2" (fig. 92).

Anzitutto si ha ¢, =¢. La nuova 2% traccia ¢, di
a deve passare per il punto ¢, I'; occorre quindi determi-
nare un altro punto di essa. A tal fine si noti che il punto
P, =1l'é in entrambi i sistemi &' Z'la prima proiezione di
un punto P del piano @ che si trova in entrambi i piani
di riferimento 7, @, (cioé del punto di intersezione del
piano « colla perpendicolare in P, a =,, supposta non
appartenente ad a); la seconda proiezione P, di P in &
si determina come intersezione di ¢, colla perpendicolare
ad 7 in P;. Allora la nuova 2% proiezione P, di P (in
Z) si ottiene subito come & stato indicato (essa si trova
sulla perpendicolare in P, ad I' distante dal I' quanto P,
da 7). Dopo ci6 la congiungente P,' col punto I't', &
la nuova 2% traccia ¢, di @, che volevasi determinare.

Nei casi accennati nel discorso, in cui tali costru-
zioni cadono in diffetto, si cercheranno le nuove rap-
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presentazioni in X di elementi ausiliari (punti o rette)
determinanti la retta o il piano che si vuol rappresen-
tare in X'

E poi chiaro che nei ragionamenti precedenti, si
puod scambiare I’ ufficio dei piani =, 7,; supporre cioé
di aver cambiato m; e lasciato fermo 7, Si riguardera
allora m, come piano del disegno.

Cid poste, si possono operare ora successivi cam-
biamenti dei piani principali, lasciando ogni volta fermo
uno dei due piani, ¢id che condurri a risolver la que-
stione generale relativa al cambiamento del sistema di
riferimento nel metodo delle proiezioni ortogonali.

Partendo p. e. dal sistema X, in cui =, %, sono i
piani principali, e dove & rappresentata una figura 7,
gli si sostituisca un sistema X' i cui piani prmclpall
sieno 7', == e 7.

Dato il sistema X' ossia ©', mediante la nuova li-
nea di terra I', di un punto 4 = (4,4,) di ¢ rappre-
sentato in I, si costruird la 2.% proiezione 4', in X' nel
modo indicato (fig. 93). Cih posto, al sistema X' se ne
sostituira un altro " cambiando il 1.° piano =, in un
piano 7", e lasciando fermo 7', = =",. Si dovrd quindi
considerare il piano del disegno come 2° piano di pro-
iezione in X'(cid che equivale a supporre che la figura 7
abbia ruotato di 90° attorno ad l'), ed allora si indivi-
duera il sistema X" dandone su w," (==',) la linea di
terra I"; quindi si costruira nel modo indicato la 1.
proiezione A," di 4 in X". E cosi si continueri finché si
giunga a sostltuxre al sistema X 1’ ultimo sistema proposto.

I yuccessivi passaggi vengono rappresentati sul piaro
del disegno dalle successive linee di terra I',1",I"...; e le
costruzioni da eseguirsi conducono alla determinazione
di una poligonale che ha i successivi lati risp. perpen-
dicolari alle linee di terra I',1",:"; la genesi di questu

poligonale & perfettamente nota, onde permette il tra-
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passo dalla rappresentazione di un puhto nel 1.° sistema
alla rappresentazione nell’ ultimo sistema e viceversa.

Si puod ora risolvere il problema generale proposto,
ossia si pud nella rappresentazione di una data figura ¢
sostituire ad un sistema di rappresentazione 3 avente
7, m, come piani principali, un altro sistema X'arbitra-
rio, avente due piani dati principali #,'\w, qualunque.

A tale scopo si costruisca un piano ausiliario Q per-
pendicolare a #,,7', e si passi dal sistema 2 a quello 2' che
ha come piani principali w,,Q, determinando la rappre-
sentazione della ¢ e dei piani 7', 7', in questo sistema X
Si passi poi analogamente dal sistema X, ad un altro
sistema X, avente come piani principali Q7', determi-
nando nuovamente in questo la rappresentazione della
figura 9 e del piano =,

Infine dal sistema 2, si passi al sistema X' proposto.

§ 87. — Applicazioni. — Come esempi della sem-
plificazione che puod portare il cambiamento del sistema
di riferimento nella soluzione graflca di alcuni problemi,
sceglieremo i seguenti problemi:

ProsLEMA 1.0 — Condurre per un punto dato la per
pendicolare ad una retta data (fig. 94).

Sia a = (a,a,) la retta data e 4 = (4,4,) il punto
dato fuori di essa, e supponiamo non posti in un piano
(Aa) perpendicolare a w,. Si cambi il 2.° piano princi-
pale m, sostituendogli il piano =, che proietta ortogo-
nalmente la @ su =, il quale piano ha per linea di ter-
ra @, e si determinino le coppie rappresentative (a';a'y),
(4'14%)) della retta e del punto nel nuovo sistema di
rappresentazione X'. Ora si noti che la perpendicolare 4B
condotta (nello spazio) da A su a si proietta ortogonal-.
mente sul piano =', nella perpendicolare 4',B', condotta
da A', su a'y; la AB riesce cosi determinata potendo-
sene. costruire anche la 1* proiezione 4,'B,' in Z'. Questa
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@ anche la 1* proiezione 4,B, della retta AB nel dato
sistema di rappresentazione X, e si otterra subito la 2.
proiezione 4,B, della retta 4B in X. Cosi il problema S
risoluto.

ProBLEMA 2.° —  Determinare la minima distanza
[ra due rette sghembe (fig. 95).

Nel sistema primitivo X = (w;7,) sieno date le due
rette mediante le loro immagini 4,B,, 4,B,; C,D,, C,D,.
Cambiamo il quadro z; in un altro quadre 7', per modo
che la nuova linea di terra ' sia la C,D, e determi-
niamo (§ 36) le nuove prime immagini 4"\ B, ', D', in
questo secondo sistema X' = (= #' x,). Osserviamo che CD
& contenuta in #',. Quindi cambiamo il piano z, in un
piano 7'y di guisa che la linea di terra 1" risulti per-
pendicolare a C'D,', e in questo terzo sistema X" (==, i ,)
costruiamo le nuove seconde immagini 4,,B,', C,,D,". E
chiaro che i punti C,,D,' sono coincidenti sulla hnea di
terra 1", poichd CD & contenuta in 7', e di pill & per-
pendicolare ad I" (e quindi a 7'y). l'atte quindi queste
trasformazioni, la minima distanza & subito trovata. In-
fatti la CD (essendo perpendicolare a 7'y) & parallela al
piano proiettante AB su #',; allora il segmento C,'S
perpendicolare ad A4',B', ¢ in vera grandezza la distanza
che si voleva determinare.

OsSERVAZIONE. — Questo problema & gia stato ri-
solto nel § 32 dove si sono seguiti due metodi. Nel pri-
mo abbiamo determinato anche le immagini del segmento
AB che ci da la minima distanza ; nel secondo invece si &
abbandonata la determinazione della suddetta immagine.
Ora si vede come volendo determinare la minima di-
stanza semplicemente in vera grandezza, il metodo della
trasformazione del sistema di proiezione sia il pift spe-
dito. Di questo problema daremo anche una quarta ri-
soluzione (Cfr. § 39).

Come esercizio si applichera il cambiamento d1 si-
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stema di rappresentazione alla risoluzione del seguente
problema : :

Determinare la distanza di due piani paralloli fra
loro.

Ad uno dei piani principali si sostituisca un piano
perpendicolare ai due dati.

ProBLEMA 3.° — Costruire i piani inclinati d’ un
certo angolo @ sopra un piano dato e passanti- per una
retta r di questo piano. '

Sia == (t,¢,) il piano dato. Prendasi un piano o
perpendicolare a 7, e 7 e quindi a #,, e dal sistema di rap-

presentazione primitiva X = (x 7,) si passi al sistema

2= mw) la cui linea di terra ' risulta perpendicolare
a t;; poi da questo sistema si passi al sistema X' = (7 w)

la cui linea di terra & la traccia ¢, di = su o (in ¥').

Si & cosi condotti al problema di determinare i piani
che passano per una retta di uno dei due piani di rap-
presentazione e che formano con questo un certo an-
golo a. Questa questione ¢ gid stata da noi risoluta
(8 32. Oss. al Probl. 6.°).

OssErvAzIONE., — Il problema precedente si pud an-
che risolvere senza ricorrere al cambiamento del siste-
ma di rappresentazione, servendoci invece del metodo
del ribaltamento del piano. Lie costruzioni da farsi nello
spazio sarebbero le seguenti:

° Condurre un piano qualunque w perpendico-
lare alla retta # data (sul piano #} in un punto M.
2.° Determinare 1’ intersezione % dei due piani
e m e condurre per M sul piano w le (due) rette m,n .che
formano con % l'angolo date a.
3.2 Costruire i piani individuati dalla retta » e da
ciascuna delle due rette m,n.

Nel piano di rappresentazione, dopo aver determi-
nato il piano @ perpendicolare ad a in M, si ribalti. »
sul piano del quadro e si determinino i ribaltamenti (2),(M).
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Per (M) si conducano le rette (m), (n) facenti con (k) un
angolo uguale ad @, e quindi, raddrizzando il piano, si
determinino le prime (e poi anche le seconde) proiezioni
di m, n; si costruiscano infine le tracce dei due piani che
passano per ¢ e contengono risp. le rette m,n. Con cid
la questione & pienamente risoluta.

§ 38. — Costruzione dell’ orologio solare. — Ab-
biamo iusistito sul Problema 3° del § prec. anche pel
fatto che esso & di pratica utilitd. Anzi ne faremo di-
rettamente una applicazione alla gnomonica, cioe a quella
parte della tecnica che insegna a costruire gli orologi
solari a tempo vero.

Tali orologi constano di un’asta (prismatica o ci-
lindrica) detta anche stilo, la quale si fissa in un dato
punto M parallelamente all’ asse terrestre PP' (fig. 96).
La terra si riguarda (senza incorrere in errori sensibili)
come sferica e percio la verticale & in ogni luogo dato
concorre sempre nel punto C, centro della terra, e I’an-
golo A che forma lo stilo col piano 7 dell’ orizzonte
(piano tangente alla sfera in M) é la latitudine del
luogo. L’ ombra di questo stilo proiettata dal scle su di
un piano, ad esempio sul piano orizzontale del luogo,
determina, colla sua variazione, 1’ ora. Pero per renderci
ragione di questo dobbiamo ancora fare le seguenti ipo-
tesi, dalle quali non segue alcun errore sensibile:

@) 1l moto apparente del sole intorno alla terra
¢ tale da potersi ritenere che un punto di esso alla
stessa ora si trovi sempre in un medesimo piano meri-

diano (pur essendo a differenti altezze sull’ orizzonte) in
" modo cioé che 1’ombra data dallo stilo ad una certa
ora sia sempre la stessa;

b) i raggi solari che cadono sulla terra si possono
riguardare come paralleli;
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c¢) il moto del sole & uniforme, cosicché si pud
supporre che esso giri attorno allo stilo descrivendo un
arco di 15° all’ora. Segue che il piano determinato da’
un raggio solare e dallo stilo si moverd colla stessa
legge descrivendo attorno a questo stilo angoli di 15°
I’ ora ed avra sempre per traccia 1’ ombra portata dallo
stilo sul piano orizzontale.

Cosicché in ultima analisi la costruzione degli oro-
logi solari a tempo vero si riduce alla determina-
zione delle tracce sul piano dell’ orizzonte che sceglie-
remo come primo piano () di proiezione e su un piano
verticale (7,) qualunque, dei piani passanti per lo stilo
o formanti angoli di 156°, 30°, 45° col piano meri-
diano del luogo (piano che passa per 1'asse terrestre e
che contiene lo stilo). Siamo con cio ricondotti al pro-
blema 3° del § prec.

Perd la costruzione viene semplificata qualora. come
abbiamo fatto nella fig. 97, si scelga come piano verti-
cale (my) il piano meridiano del luogo; allora la seconda
traccia di tutti questi punti & la retta « (stilo); le prime
tracce si costruiscono col metodo gia indicato (§ 82°
Oss. al Probl. 6°).

§ 39. — Spostamento della figura obicttiva, — Ab-
biamo veduto nel § 36 come si possa ottenere, mediante
il cambiamento del sistema di proiezioni, di rappresen-
tare la figura obiettiva in modo che la sua posizione
rispetto al nuovo sistema riesca piu vantaggiesa per la
risoluzione di un dato problema. Ora faremo vedere -
come si possa raggiungere lo stesso scopo movendo
la figura obiettiva.

Ricordiamo anzitutto come il movimento che porta
una figura da una posizione primitiva in un’altra. as-
segnata ad arbitrio, si possa sempre ridurre ad una
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traslazione e ad una rotazione il cui asse & parallelo alla
direzione del moto traslatorio (1).

Ci limiteremo tuttavia per quanto rlguarda le ro-
tazioni della figura data, al caso pil interessante. per
gli scopi pratici in cui I’ asse sia perpendicolare ad uno
dei piani principali.

Cominciamo a studiare come si effettui la trasla-
zione di punti, rette e piani. Sia OD = (0,D,, 0,D,) il
segmento che individua, in direzione e grandezza, il
moto traslatorio.

Dato il punto 4 = (4,4,) la sua nuova posizione

= (4", 4),) si ottiene osservando che 4,4, & un se-
gmento equipollente ad O,D, e che 4,4, & un segmento
equipollente ad 0,D, (fig. 93).

Data una retta a = (a,a,) per eseguirne la trasla-
zione basta notare che, ottenuta la nuova posizione A'di
un suo punto 4, occorre condurre per 4' la parallela ad a
(fig. 98).

Infine, dato un piano « = (t;t,), si determini prima
la nuova proiezione &' di una sua retta, p. e. di una
retta a = (a,a,) parallela a ¢, (fig. 99); allora la rettu a'
sara parallela alla ¢}, 1* traccia di o nella nuova posi-
zione, e saranno anche risp. parallele le tracce ¢, e ¢,
t, e t',. Quindi costruita la 7",, 2 traccia di '}, si con-
duca per 7", la ¢, parallela a , e per I intersezione
di ¢\, cun I la t'| parallela a ¢,

Con cid si hanno tutte le costruzioni necessarie ad
eseguire la traslazione di una figura qualunque.

Passiamo ora a considerare la rotazione di punti,
rette e piani attorno ad un asse s che sia perpendico-
lare ad es. a 7. Sia a 1’ angolo di rotazione.

Dato il punto 4 = (4,4,), la sua nuova posizione
A' = (4'\4',) si ottiene come nella fig. 100 osservando che

(1) Cit. « Lezioni di Geometria proiettiva » § 91.
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di riferimento nel metodo della proiezione ortogonale
(§ 36).

Sorge quindi anzitutto il seguente problema :

Rappresentata una figura nel metodo delle proie-
zioni ortogonali rispetto a due piani principali 7 ,x,, si
vuol costruirne la rappresentazione nel metodo della.
proiezione centrale, sul quadro =, rispetto ad un dato
centro P. Cio dicesi costruire la prospettiva della figura.

Anzitutto si noti che il centro P ha come 1* proie-
zione (su m) il punto principale P;: e che la sua 2* pro-
iezione P, posta sulla perpendicolare per P, alla linea
di terra I, dista da ! della lunghezza del raggio del
circolo di distanza. Individuato cosi il centro di pro-
spettiva P = (P,P,) e quindi il nuovo sistema ' di rap-
presentazione centrale rispetto all’ antico &' di proiezione-
ortogonale, si vuole:

1o Data una retta @ = (4,a,), costruire la traccia.
T ed il punto di fuga @ in 2' (fig. 103).

Anzitutto 7' & la prima traccia T} della retta a
(intersezione con =), la quale si determina mnel modo
noto. Il punto di fuga Q & la prima traccia della pa-
rallela condotta per P ad «. Questa parallela ha per
proiezioni le parallele condotte risp. per P,P, ad a;,a,;
e la_sua traccia 7)'= @ si determina nel modo noto.

La retta 7Q = «' & la proiezione di a su =, fatta
da P (immagine di ¢ in 2'").

20 Dato un piano (t,), costruirne la traccia ¢ e
la retta di fuga ¢ in X' (fig. 104).

Anzitutto si ha t=¢. La ¢ & la 1* traccia del
piano condotto per P parallelamente a ({,f,). Per otte-
nerla §’immagini condotta per P la parallela & alla
2" traccia f, (§ 30 Probl. 10°). La 2* proiezione b, di
b & la parallela per P, a f,; la 1* proiezione b, di &
¢ la parallela per P, alla linea di terra. Determinata la
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1? traccia Q di b, si ha la retta ¢ conducendo per Q la
parallela a ¢,. ‘

3° Dato un punto 4 = (4,4,), si vuol costruire
I’immagine A4' di esso in X' (sua proiezione da P su ).
{fig.- 105). Occorre percid determinare la 1 traccia della
retta P4, questo punto & la cercata immagine 4'.

Ove si voglia la completa rappresentazione di 4 in 2",
occorrera aggiungere la rappresentazione di una retta
per A.

Con uguale facilita si risolve il problema inverso,
cioé il passaggio dal sistema X' a X

Anzitutto il sistema 2 (di cui un piano piano prin-
cipale, ad es. 7, coincide col quadro) si individuera fis-
sando la linea di terra /, immagine di sé stessa sul
quadro; e si assegneranno le proiezioni ortogonali PP,
in 2 del centro di prospettiva, notando ancora che P,
€ il punto principale, e P, dista da I della distanza prin-
cipale d (fig. 106). Cio posto, indichiamo le costruzioni
fondamentali seguenti:

1 Data una retta @ = (7Q) rappresentata in X' per
averne, la rappresentazione (a,a,) in I si notera che 7'= T
¢ la prima traccia di a; la a; & la parallela per 7" alla
retta P,Q; la a, & la parallela condotta per il piede R
della perpendicolare abbassata da T sul, alla retta P,S
che congiunge P, e il piede § della perpendicolare per
Q ad L

2° Dato un piano « = (t¢) rappresentato in '
(fig. 107), per averne le tracce t,f, in X si notera che
t=t, & la 1* traccia di ¢, e che condotta per I’ la pa-
rallela alla I a segare ¢ in Q e abbassata da Q la per-
pendicolare QS su I, la seconda traccia ¢, & la parallela
alle retta P,S condotta pel punto tl.

30 Dato un punto A di immagine A4' (in '§) in-
dividuato mediante una retta (7°Q) (fig. 108), per otte-
nere le due proiezioni 4,,4, di 4 che lo rappresentino
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in I, si costruiranno le due proiezioni a;,a, della retta
(TQ); V'intersezione di P A" con a, sara la 1* proiezione 4,
di 4, la 2® proiezione 4, si trovera su a, all’incontro
colla perpendicolare condotta per A, alla linea di terra l.

Con cid & risoluto il problema del passaggio da un
metodo all’ altro di rappresentazione.

§ 41. — Prospettiva parallela. — Nel § prec. ab-
biamo risoluto il problema di costruire la prospettiva di
una figura (rappresentata in un sistema di proiezioni
ortogonali) assumendo a distanza finita il centro di pro-
spettiva P. In questo § ci proponiamo di risolvere lo
stesso problema supponendo P improprio. Sebbene in
questo caso (§ 26) non si abbia pitt un sistema determi-
nato di rappresentazione, questa particolare prospettiva
detta prospettiva parallela, assume importanza per le
sue applicazioni ad un caso semplice della teoria delle
ombre, cui pin tardi accenneremo (§ 51).

E percid di essa, brevemente, vogliamo occuparci.

Assumiamo un sistema di piani ortogonali 7,7, e
la direzione del puunto improprio P, centro di prospet-
tiva, mediante un raggio » = (1y7,).

Risolviamo quindi i seguenti problemi:

ProBLEMA 1.° — Dato un punto A = (A,A,), costruire
le prospettive parallele di A sopra i due piani di proie-
zione T,T,."

Bastera condurre per A la parallela a al raggio »
(§ 30 Probl. 8°) e determinare le due tracce T, T," di a.

ProBrEMA 2.° — Data una retta a = (a,a,), costruire
le prospettive parallele di a sopra i due piani di proie-
zione T, ,. :

Si conduca per a un piano a parallelo al raggio r
(§ 30 Probl. 9°); le due tracce t,,¢," di @ risolvono il
problema. N

ProsBrLEMA 3.° — Dato in un piano (t,ty) un pogigono,
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~costruire le prospettive parallele del poligono sopra i due
plani di proiezione m,, T,.

Basterd eseguire per ciascuno dei vertici del poli-
gono la costruzione del problema 1°. Ma si pud anche
seguire un’ altra via, osservando che ad es. la prospet-
tiva parallela sopra m, e la 1# proiezione del poligono
sono figure affini, essendo asse di affinitd la traccia ¢, e
centro il punto improprio nella direzione di »,. Percio,
costruita la prospettiva parallela di uno dei vertici se-
condo il problema 1° le prospettive dei rimanenti ver-
tici del poligono si otterranno mediante la costruzione
che si da nella Geometria proiettiva. Analogamente di-
casi per la prospettiva parallela del poligono sopra il
piano =,

ProBrEMa 4.° — Costruire la prospettica parallela
di un punto A = (A A,) sopra un piano generico (tt,).

L’ intersezione della parallela per A al raggio » col
piano generico dato (,t,) risolve il problema (§ 30 Probl. 5°).

ProBrEMA 5.0 — Costruire la prospettiva parallela
di una retta generica a = (a,2,) sopra un piano generico (t,t,).

Si determini il piano passante per a e parallelo al
raggio » (§ 30 Probl. 9°), e si costruisca 1’ intersezione
di questo piano col piano generico dato (¢,t,) (§ 30 Probl. 2°).

ProsrEMa 6.0 — Costruire la prospettiva parallela
di un poligono giacente in un piano generico a = (tt,),
sopra un piano generico w = (t,'t,).

Basterebbe applicare ai singoli vertici del poligono
dato la costruzione del problema 4°. Ma si puod osser-
vare che ad es. la 12 proiezione del poligono dato e la
1= proiezione della sua prospettiva parallela sopra il
~ piano w, sono figure affini, essendo asse di affinita la
1# proiezione della intersezione dei due piani a ed v e
centro il punto improprio di »,. Analogamente dicasi
per le 2° proiezioni del poligono e della sua prospettiva.
parallela, le quali, del resto, si ottengono per un’altra.
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via (§ 29 Probl. 3°) quando si conoscano le 1°¢ proie-
zioni.

Nella fig. 109 diamo la costruzione della prospet-
tiva parallela di un pentagono ABCDE rappresentato
mediante la sua 1* proiezione 4, B ,C.D,E; ed il piano
a = (t,t,) che lo contiene.

OssErvazioNE. — Notiamo che le affinitd che si
presentano nei problemi 3° e 6° divengono traslazioni
nella direzione di », (o di 7,), quando il piano del po-
ligono sia parallelo al piano iconico su cui devesi co-
struire la prospettiva parallela.

Riferendoci al problema 6° notiamo ancora che se
si richiede di avere la prospettiva parallela della figura
nella sua vera forma e grandezza, occorre eseguire, dopo
la costruzione indicata, anche il ribaltamento del piano
generico © su cui si ha la prospettiva parallela (§ 33).

J



CAPITOLO VIL

Rappresentazione dei poliedri.

\
\

§ 42. — Linea di contorno di un poliedro rispetto
ad un punto esterno. — Sia dato un poliedro convesso
cioé un poliedro che & situato tutto da una stessa banda
rispetto a ciascuna delle sue facce.

Le rette che non appartengono a nessuna faccia
del poliedro si possono dividere in tre categorie:

1) rette (secanti) che incontrano il poliedro in due
punti distinti;

2) rette (esterne) che non lo incontrano;

3) rette (tangenti) che passano per un punto ap-
partenente ad uno spigolo del poliedro (in particolare
per un vertice di esso), ma non hanno ulteriori inter-
sezioni col poliedro.

Fissiamo ora un punto O esterno al poliedro e non
appartenente al piano di una faccia. Vediamo di deter-
minare le rette per O, tangenti al poliedro.

Congiungendo O con un punto interno al poliedro
- si ottiene una retta secante a. Ogni piano condotto per
@ sega il poliedro secondo un poligono convesso, cui il
" punto O risulta esterno. Da cid si vede intanto che per O
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passano infinite rette tangenti al poliedro, situate due
a due in un piano per a, ciod le tangenti al poligoni,
sezioni del poliedro coi nominati piani. Viceversa, se ¢ &
una tangente al poliedro, passante per O, la ¢ é una
delle due tangenti al poligono sezione del poliedro col
piano at.

I punti di contatto delle tangenti per O costitui-
scono una linea che si chiama linea di contorno del po-
liedro rispetto al punto O. Vediamo come sia formata
questa linea. ' .

Se ¢ & una retta tangente al poliedro e 7' ne & il
punto di contatto, il punto 7', per I’ ipotesi che abbiamo
fatto su O, é un vertice del poligono sezione del poliedro
col piano at; percido 1 appartiene ad uno spigolo s, (e
pud anche essere un vertice) del poliedro. Se 7' non &
un vertice del poliedro, il piano ¢s; non puo avere oltre s,
un’ ulteriore intersezione con esso, altrimenti ¢ sarebbe
una secante; dunque ogni retta che congiunge O con

un punto di s; risulta tangente. Il piano @ =ts;, — ri-
spetto al quale il poliedro é situato tutto da una stessa
banda — dicesi piano tangente al poliedro.

Indichiamo con A,B gli estremi dello spigolo s,.
Per B passano, oltre s, almeno altri due spigoli del po-
liedro, e questi rispetto al piano a = ts; saranno situati
tutti nella regione che contiene il poliedro stesso. Al-
lora se si ruota a intorno ad OB nel senso in cui la
falda (OB)4 dovrebbe muoversi per descrivere la regione
che non contiene il poliedro, il piano a in questo suo
movimento verra a passare successivamente pei nominati
spigoli concorrenti in B. Se s, = B( & il primo spigolo
che il piano a incontra, si vede che anche il piano
§ = Os, risulta tangente al poliedro, e che per la OB
non passano piani tangenti diversi da a,8.

Da queste osservazioni si deduce senz’ altro che la
linea di contorno di un poliedro convesso rispetto ad un
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punto O é una spezzata chiusa, semplicemente connessa,
ctoé un poligono, in generale gobbo, i cui lati sono spigoli
del poliedro.

La linea di contorno & di grande importanza nella
rappresentazione dei poliedri e nella teoria delle ombre
(cfr. § 51). Riguardo alla rappresentazione dei poliedri
importa qui rilevare che la linea di contorno separa la
superficie poliedrica in due regioni, una delle quaii &
interamente visibile, I'altra invece & invisibile dal punto O.
La linea di contorno stessa &, tutta visibile. Una faccia
del poliedro (tolta al pitt una parte del suo contorno)
appartiene tutta ad una delle due regioni; percio per
giudicare se una data faccia sia visibile od invisibile,
bastera verificarlo per uno dei suoi punti interni.

Dalle precedenti considerazioni risulta pure che le
tangenti ad un poliedro covesso condotte per O sono
situate sulla superficie di un.angolo solido convesso, il
quale ha il vertice in O e le facce sui piani per O tan-
genti al poliedro; questo dicesi angolo solido circoscritto
al poliedro dal punto O. Se si proietta il poliedro dal
punto O sopra un piano 7, le proiezioni delle facce ri-
sultano poligoni convessi, aventi a due a due in comune
un lato. La linea di contorno rispetto al punto O viene
proiettata su 7 in un poligono convesso (contorno del-
I’ immagine), rispetto al quale risultano interne -le pro-
iezioni di tutti 1 punti del solido. Ogni spigolo visibile
da O si proietta in un segmento visibile su 7, e ogni
spigolo invisibile si proietta in un segmento invisibile.

~ OsservazioNE 1.2 — Si noti che le stesse conside-
razioni valgoro quando il punto O sia improprio. Percid
esse possono applicarsi al caso delle proiezioni ortogo-
gonali ove si supporrd costantemente il centro di vista
all’ infinito nella direzione dei raggi proiettanti.

OsservazioNE 2.2 — I risultati ottenuti in questo §
sussistono anche se il punto O appartiene al piano di
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una faccia del poliedro. Basti qui osservare che in questo
caso la faccia in questione va considerata come invisibile
dal punto O, e che la parte del suo perimetro compresa
tra le due tangenti condotte da O alla faccia stessa e
rivolta verso O, appartiene alla linea di contorno.

§ 43. — Proiezioni ortogonali di un solido. — Per
applicare le regole generali date innanzi, ad un caso sem-
plicissimo, riesce utile rappresentare un tetraedro nel
sistema delle proiezioni ortogonali. Supponiamo che esso
cada tutto nella 1% regione. Siano 4,,B,,C,D,; 4,,B,,C,,D,.
le proiezioni dei suoi vertici (fig. 110).

Anzitutto si osservi-che nel nostro caso 4,B,C,D,
6 il contorno della prima immagine, e percid i segmenti
4,By, B,Cy, C\.D,, D, 4, sono visibili (dal punto all’infinito
della verticale). Ora per decidere se A,C, B,D, siano
visibili o no, facciamo le seguenti considerazioni:

Il punto P, = A4,C,.B,D, é la prima immagine di
due punti P e P', il primo appartenente ad AC, il se-
condo a BD. Di essi P (essendo il pit distante da ;)
& visibile, mentre P' non lo é. Quindi 4,C; & visibile,
B.D, & invisibile.

Analoghe considerazioni possono ripetersi riguardo
alla 2.2 proiezione del tetraedro.

Da questo esempio si pud risalire alla seguente re-
gola generale:

Se le proiezioni di due spigoli di un poliedro si tra-
versano, uno dei due spigoli é visibile, I’ altro no.

Nei successivi §§ daremo la rappresentazione nel
sistema delle proiezioni ortogonali dei cinque poliedri
regolari, gia noti dalla Geometria elementare.

§ 44. — Tetraedro regolare. — Per semplicibé, po-
niamo la faccia ABC del tetraedro regolare sul quadro =,
(fig. 111). Evidentemente il 4° vertice D avra per prima
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immagine D, il centro del cerchio circoseritto ad 4BC,
e la sua seconda immagine D, disterd dalla linea di
terra di una lunghezza eguale al cateto .D,D, del trian-
golo rettangolo AD, D, che ha per cateto D,C' = r raggio
del circolo circoscritto, e per 1potenusa CD = AB, lato
del triangolo equilatero dato. B poi facile decidere quali
sono gli spigoli visibili e quali gli invisibili.

§ 45. — Esaedro regolare o cubo. — Anche in
questo caso supponiamo di porre per semplicitd una
faccia ABCD del solido sopra il quadro =, (fig. 112).
Allora questa faccia ABCD si proietta su 7, in sé stessa,
e su 7, nella linea di terra, mentre la faccia superiore
EFGH si proietta su @, nella stessa faccia ABCD, e su
m, nella retta parallela alla linea di terra e distante
da questa della lunghezza del lato del quadrato ABCD;
i lati AE, BF, CG, DH si proiettano su m, nei segmenti
4,E,, B,F,, C,G,, D,H, perpendicolari ad 1.

Si riconosce poi agevolmente quali spigoli sieno
visibili, e quali no. '

§ 46. — Ottaedro regolare. — In un piano o si
consideri un quadrato ABCD e la perpendicolare ad
esso pel centro del quadrato. Quindi si- congiungano
i vertici 4,B,C,D, ed i punti E,F di questa perpendi-
colare distanti da ® del segmento uguale alla semidia-
gonale di ABCD. Il solido cosl ottenuto formato da otto
triangoli equilateri & un ottaedro regolare.

Per rappresentarlo, possiamo supporre che il piano w
sia stato scelto parallelo al 1.° piano di proiezione
(fig. 113). Allora la 1. immagine 4,B,C,D, del quadrato
ABCD risulta uguale ad ABCD stesso; E; ed F; (1° pro-
. lezion' di E,F) coincidono nel centro O;di 4,B,C\D;;

- 1a 2" immagine 4,B,C,D, di ABCD cade sulla 2.2 traccla ty
di w; E,F, (2° proiezioni di E,F) sono simmetrici I‘l-
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spetto a ¢, e distanti da f, di un segmento uguale ad
0,4,. Quindi la seconda proiezione del solido & quella
segnata nella figura, avendo distinti con le solite con-
siderazioni gli spigoli vlsibili da quelli invisibili:

§ 47. — Dodecaedro regolare. — Il dodecaedro re-
golare si pud costruire nel modo seguente:

Assunto in un piano un pentagono regolare ABCDE,
sui cinque lati si costruiscano cinque pentagoni regolari
uguali ad ABCDE; quindi tenendo fisse le rispettive basi
AB,BC,... si rialzino questi cinque pentagoni in modo da
ottenere cinque triedri regolari coi vertici in 4,B,C,D,E,
(fig. 114). Si da luogo cosi ad una calotta poliedrica
avente in un piano p parallelo alla base cinque vertici,
e in un piano p' pure parallelo alla base e superiore
a p altri cinque vertici.

Si costruisca un’ eguale calotta partendo da un pen-
tagono regolare A'B'C'D'E' uguale al pentagono ABCDE.
Questa seconda calotta, capovolta, puo essere unita alla
prima in guisa che le due calotte riunite vengano a
formare un solido, ciod un dodecaedro regolare. I vertici
-del dodecaedro si trovano distribuiti in quattro penta-
goni regolari posti in quattro piani paralleli w,pp'\w'; il
pentagono inferiore e il superiore sono uguali tra loro,
e parimente sono uguali tra loro gli intermedi. Inoltre
& chiaro che 1 centri dei cerchi circoscritti ai quattro
pentagoni considerati stanno sopra una perpendicolare
ai piani wpp.'v'.

Ora per dare una semplice rappresentazione del do-
-decaedro nel sistema delle proiezioni ortogonali, poniamo
la faccia ABCDE su 7,. Si vede subito che i vertici del
pentagono interiore e quelli del pentagono superiore si
proiettano su 7, nei vertici di un decagono regolare
iscritto nel cerchio circoscritto ad ABCDE.

Similmente i vertici dei due pentagoni intermedi si
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proiettano su m, nei vertici di un decagono regolare in-
scritto in un cerchio concentrico al precedente. Il raggio
di questo cerchio si determina nel modo seguente:

Sia BAFM@ il pentagono, faccia del dodecaedro, co-
struito precedentemente sul lato AB del pentagono base,
e sia BAF MG, il suo ribaltamento su =, fatto intorno
ad AB (fig. 115). Indicando con O, il centro del cerchio
circoscritto al pentagono base ABCDE. & chiaro intanto
che le 1° proiezioni del vertici del dodecaedro giacenti
nel piano p sono situate risp. sui raggi OA,0B,.. In-
vero, se si considera ad es. lo spigolo AF, esso giace
nel piano perpendicolare a 7, e avente come 1.2 traccia
la retta O,;4, onde la 1.* proiezione /|, di F & situata
sul raggio 0;4. Ma essendo F| il ribaltamento di ¥, sap-
piamo (§ 83) che F F, & perpendicolare ad AB; percid
calata da I’ la perpendicolare F 1V ad AB, si ottiene
F, = F,W.0,4.

Ora da ci0 risulta immediatamente che gli angoli
acuti F\F A ed F,AF, sono uguali alla meta dell’ angolo
al centro di un decagono regolare (cioé sono angoli
di 18°), e pero AF, = F I, & il lato decagono regolare
iscritto mnel cerchio di raggio O,4. Ne viene che il raggio
del cerchio cercato, cioé O,F, é uguale al raggio del
cerchio circoscritto al pentagono base, aumentato di
un segmento uguale alla sezione aurea di questo raggio.

Tanto basta per determinare la prima proiezione
del dodecaedro regolare.

Ma giova ancora osservare che il centro M' del cerchio
circoscritto ai pentagono BAKF MG, ribaltamento di
BAFMG, coincide con -M; 1.» proiezione di M, e perd
giace sul cerchio di raggio O,F,. Infatti il detto centro
si trova nell’ intersezione della perpendicolare F,M' ca-
lata da F, ad AF, e della perpendicolare O, M' condotta
da O, ad AB; ora nel triangolo O, F;M' si hanno gli
angoli F,0,M' =860, 0,F,M' =172°, e perd O,M'F, =72,
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ond’ & O F, = O,M' Cid dimostra che 1A' coincide con
M, c d. d.

Per determinare la 2" proiezione & necessario co-
noscere le distanze dei quattro piani w,p,p'w'. Osser-
vando che un triangolo rettangolo avente per ipotenusa
il lato del pentagono regolare iscritto in un cerchio e
per un cateto il lato dell’ esagono regolare iscritto, ha
per altro cateto il lato del decagono regolare iscritto
nel medesimo cerchio, segue immediatamente che w,p
ed w'p' distano fra loro di un segmento uguale al lato
dell’ esagono regolare iscritto nel cerchio circosecritto al
pentagono base, mentre la distanza fra p e p' & uguale
al lato del decagono regolare iscritto nello stesso cerchio,

Invero (fig. 11B8) AF & proiettato in AF), lato del
decagono regolare iscritto nel cerchio di raggio 0,4, ed
ed MF si proietta in MM F) che, per quello che si & no-
tato poc’anzi, & uguale al lato dell’ esagono regolare
iscritto nello stesso cerchio.

Stabilite queste relazioni di grandezza, riesce facile
la rappresentazione del dedecaedro regolare nel modo
sopra accennato (fig. 116).

§ 48. — lcosaedro regolare. — Questo solido si
costruisce nel modo seguente: ,

Sopra 1 Jati di un pentagono regolare ABCDE si
costruiscano tanti triangoli equilateri e si rialzino in
modo che i loro vertici opposti ai lati del pentagono
vengano a coincidere in un punto F, che in tal guisa
diventa il vertice di una piramide pentagonale avente
per base ABCDE (fig. 117).

Sia O il centro del cerchio y circoscritto ad ABCDE.
Nello spazio si ha il triangolo rettangolo AOF di cui
nella figura si vede il ribaltamento AOF,, effettuato
attorno alla retta AO. Pel teorema citato nel prec. §,
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I'altezza OI" della nominata piramide & uguale al lato
del decagono regolare iscritto in .

Si costruisca ora una seconda piramide E(GHILK)
uguale alla precedente, e sia ' il cerchio circoscritto alla
sua base GHILK. S’ immagini questa piramide capovolta,
come nella fig. 118, e si costruisca G\ lato del decagono
iscritto in y'. Nel piano di GHIKL si costruisca sopra
GN il triangolo GNA, rettangolo in N ed avente il
cateto 4,N uguale al raggio di y'. Allora 4,G & il lato
del pentagono regolare GIILK. Rialzando il triangolo
GN4, intorno a GN in modo che A N risulti perpendi-
colare al piano del pentagono, il punto 4, assume una
certa posizione 4; ed A é vertice di un triangolo equi-
latero AGH.

Triangoli analoghi a questo si possono costruire
sopra tutti 1 lati del pentagono GHILK essi avranno
per vertici (analogli ad A) certi punti (dello spazio)
B,C,D,E. Questi vertici 4,B,C,D,FE formano un penta-
gono ABCDE eguale a GHILK. Per formare il solido non
ci resta dunque altro che porre sopra il pentagono
ABCDE la piramide F(ABCDE) che si era costruita fin
da principio.

Fatte queste osservazioni si vede che il modo piu
semplice di rappresentare 1'icosaedro regolare, & quello
di porre il pentagono ABCDE (e quindi anche GHILK)
in un piano parallelo p. es. al 1.° piano di proiezione
(fig. 119). ’

La rappresentazione riesce cosi assai agevole.

- § 49. — Intersezione di un poliedro con un piano. — -
Quaudo un piano penetra nella regione interna di un
poliedro, lo sega secondo un poligono che ha per vertici
1 punti di sezione del piano secante cogli spigoli del
poliedro e per lati le intersezioni delle facce.

Se il poliedro & convesso, il poligono sezione &
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anch’ esso convesso. Per determinare questo poligono
sezione, o si costruiscono le intersezioni degli spigoli
del poliedro col piano secante e si uniscono questi punti
fra loro in modo che ogni congiungente sia in una faccia
del solido, ovvero si determinano le rette intersezioni
dei piani delle facce del poliedro col piano secante e
si considerano i segmenti di queste rette compresi nelle
facce suddette. :

Applichiamo queste regole al caso in cui il poliedro
sia una piramide od un prisma (convessi).

Si noti dapprima che quando un piano penetra
nell’ interno di una piramide, possono darsi due casi
principali: o il piano dato risulta esterno al poligono
base, o penetra nell'interno di questo poligono. Nel primo
caso, il piano secante di per sezione con la piramide
un poligono i cui vertici sono tutti sugli spigoli della
piramide uscenti dal vertice di essa; il poligono base e la
sezione che si ottiene sono figure omologiche, essendo
il vertice della piramide il centro d’ omologia. Nel se-
condo caso, due dei vertici del poligono sezione sono
le intersezioni del piano secante col poligono base; i
rimanenti si trovano sugli spigoli della piramide uscenti
dal vertice, e precisamente su quelli che vanno ai
punti del poligon» base situati da parte opposta del
piano secante rispetto al vertice della piramide (tutti
dalla medesima parte della retta comune al piano se-
cante e alla base della suddetta piramide).

Per il prisma possono presentarsi tre casi: o il piano
secante risulta esterno a ciascun poligono base del so-
lido, ed allora i vertici del poligono sezione si trovano
tutti sugli spigoli laterali del prisma, e la sezione risulta
omologica-affine rispetto a ciascuna base del solido, es-
sendo il centro di omologia il punto all’ inflnito degli
spigoli laterali; o il piano secante penetra mnell’ interno
di una faccia base B, e gli altri vertici sono sugli spi-
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goli laterali paralleli del prisma che vanno ai vertici
della 3, situati nell’ una o nell’altra delle parti in cui
la @ & divisa dal piano secante; o infine il piano secante-
penetra nell’ interno di ciascuna faccia base del prisma
ed in questo caso pud o no intersecare gli spigoli late--
rali del solido.

Sia nel caso del prisma che nel caso della piramide
i punti sezione del piano secante con le rette illimitate-
che contengono gli spigoli laterali del prisma o gli spi-
goli uscenti dal vertice della piramide, costituiscono una
figura omologica alla base del solido.

ProBLEMA. — Data una piramide mediante le sue
proiezioni ¥, (A,B,C,DE)),F,(A,B,C,D,E,) e un piano
« = (tq), determinare la intersezione del piano con la pi--
ramide, (ig. 120).

Supponiamo per semplicita che la base ABCDE sia
situata sul quadro 7. Siccome il piano a e il quadro ;.
sono riferiti fra loro prospettivamente, essendo #'il centro
dl prospettivita, ne segue che ABCDE e il poligono:
sezione che vogliamo determinare sono figure omologiche;.
percid saranno omologiche anche le loro proiezioni or-
togonali su z,. Dunque ABCDE (1.* immagine di sé
stessa) e la 1. immagine della sezione del piano a« con

. la piramide sono figure omologiche nella omologia che.
ha per asse #, e per centro la 1.» immagine F, di F.

Naturalmente dapprima bisogna determinare una.
coppia di elementi omologhi. Percid si costruisca per
esempio la 1.* immagine B,' della intersezione B'della.
FB con « e cid mediante il piano ausiliario (%,',).

Trovata la 1.* immagine 4,'B,'C,'D,'E,', é facilmente

- determinata la 2.* immagine A4,'B,'C,'D,'E,, giacchd
A'B'\C'\D'\E', sono punti degli splgoh laterali della pi--
ramlde
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§ 50. — Intersezione di due poliedri. — La linea
intersezione di due poliedri, & costituita da uno o da pit
poligoni (in generale gobbi); & vertice di un tale poli-
gono ogni punto sezione di uno spigolo dell’ un poliedro
con una faccia dell’ altro, compreso nell’ interno di tale
spigolo e di tale faccia; e ne & lato ogni segmento della
retta comune ai piani di due facce appartenenti ri-
spett. ai due solidi e compreso nei limiti delle facce
suddette.

Se 1 poligoni sono ‘convessi, il numero dei poligoni
chiusi che costituiscono la linea di intersezione puo es-
sere uno o due.

Nel primo caso si dice che 1'intersezione avviene
per sfaldamento, nel secondo per penetrazione.

Per costruire graficamente la linea di intersezione
di due poliedri dati che si intersecano, si pud partire o
dagli spigoli, o dalle facce di uno qualsiasi dei solidi dati.

Partendo degli spigoli di uno dei poliedri, si deter-
minano 1 punti d’incontro di tali spigoli (limitati ai
vertici) coi singoli piani delle facce dell’ altro, si consi-
derano fra questi punti solo quelli compresi uell’in-
terno delle facce del secondo poliedro e si uniscono
fra loro in tutti i modi possibili due di tali punti
che giacciano tanto in una faccia dell’ un solido quanto
in una faccia dell’ altro. Si ha con cio la linea di in.
tersezione.

Partendo invece dalle facce del primo poliedro, si
determinano le intersezioni dei piani di esse coi piani
delle facce del secondo solido, e si considerano i segmenti
di tali rette compresi nei limiti delle facce, ottenendo con
cio i lati della linea d’intersezione dei due poliedri.

Se i due solidi di cui si vuole !’ intersezione sono
due piramidi (che per semplicitd supporremo convesse)
si procede cosi: Per ciascun spigolo s di ognuna delle
piramidi date e per la congiungente i vertici dei due
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solidi si conduce un piano. Se questo penetra nell’in-
terno della piramide a cui non appartiene s, e sega il
solido secondo un triangolo nel cui interno penetra la s,
allora quello dei due punti di sezione della retta s col
triangolo che & interno allo spigolo limitato s (se esiste)
4 un vertice della linea sezione cercata.

In ogni altro caso sullo spigolo s non si hanno
vertici della linea sezione. Considerando tutti gli spi-
goli laterali s dei due solidi, si hanno i vertici della
sezione situati su di essi, e infine considerando la in-
tersezione del piano della base di ciascuno dei solidi
con I’ altro solido, si hanno 1 vertici della linea di se-
zione situati sulle basi dei due solidi.

E la intersezione dei due solidi, resta cosideterminata.

Le stesse considerazioni si ripetono (salvo lievi mo-
dificazioni di per sé stesse evidenti) nel caso che i due
solidi di cui si cerca la sezione sieno una piramide e
un prisma, o due prismi.

Nel risolvere graficamente il problema della inter-
sezione di due solidi, bisogna considerare che un lato
della linea d’intersezione & visibile se & comune a due
facce visibili, altrimenti & invisibile.

Come applicazione si risolvera il seguente

PRrROBLEMA., — Determinare 1 intersezione di una pi-
ramide O (ABCD) con un prisma EFGHL (fig. 121).

Poniamo per semplicitad nel 1.° piano di proiezione
7, le basi del prisma e della piramide.

Determiniamo dapprima le intersezioni degli spigoli
della piramide con le facce del prisma. A tal uopo si
costruisce prima la intersezione MNPQR di una faccia,
p. es. OAD, della piramide, col prisma, quindi si cercano
le intersezioni degli spigoli 04, OD con MNPQR. Percid
si determinano anzitutto le tracce di OAD, si costruisce
quindi I’ immagine di M,N,P,Q;R, in modo analogo a
quello tenuto nel paragrafo precedente, notando soltanto

8
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che in questo caso la omologia che ivi compariva &
affine. ‘

Fatto cio si hanno immediatamente le intersezioni
delle 04, OD col prisma. (Nel nostro caso su OA sono
6 e 12, su OD sono 2 e 8).

-Analogamente si banno le intersezioni di OB, O(,
trovando prima STUV I intersezione di OB (C col prisma.
(Nel nostro caso per OB sono b e 11, per OC sono 3 e 9).
Si vede che i punti M,N,P,Q.R ed S,T.U,V,W sono le
intersezioni degli spigoli del prisma con le facce OAD,
OBC della piramide; quindi non ci resta altro che tro-
vare le intersezioni degli stessi spigoli con Je altre due
facce OBD, OAC della piramide, e ci0 si fa come si fece
per le altre sue facce, oppure si prendono detti spigoli
e facce uno ad uno o se ne determinano le intersezioni.
Nel nostro caso abbiamo ottenuto un’intersezione per
penetrazione; tutti gli spigoli della piramide attraver-
sano il prisma, e 1" intersezione si compone dei due po-
ligoni gobbi 1-6 e 7-12.

Nel procedimento tenuto non occorrera sempre ese-
guire tutte le costruzioni, come é facile a comprendersi.

Trattandosi di poliedri convessi, al pit due sole in-
tersezioni dello spigolo d’ un poliedro coi piani dell’altro
cadranno entro le rispettive facce, e sono queste inter-
sezioni soltanto che occorre determinare. HEsse possono
mancare ambedue (in corrispondenza a rette esterne al
poliedro), ma se ve n’é una, ve n’é generalmente
un’ altra, sempre che la retta con cul seghiamo la su-
perficie del secondo poliedro non si appoggi ad uno spi-
golo di essa.

OssErvazioNE, — Nella nostra figura, per rendere
il disegno piu chiaro, si sono omesse le costruzioni le
quali del resto non sono che un’applicazione del pro-
blema del § precedente e del problema 5° del § 30.

Nella determinazione grafica del poligono gobbo,
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intersezione dei due poliedri, & utile partire da un suo
vertice (intersezione di uno spigolo con una faccia del-
1" altro poliedro) e costruire successivamenta un lato del
poligono per quel vertice, ’ulteriore vertice su questo
lato ecec.

Si fissera specialmente 1’ attenzione al passaggio da
una faccia all’ altra del poliedro.

§ b1. — Ombre dei poliedri. — La rappresenta-
zione dei poliedri nel metodo delle proiezioni ortogonali
ci offre, mediante le due immagini sui piani di proie-
zione, un aiuto efficace per ricostruire una rappre-
sentazione visiva adeguata dei solidi stessi. Tuttavia le
esigenze della pratica sono in quest’ ultimo riguardo
assal maggiori; la rappresentazione dei soli elementi dei
corpi geometrici spesso non soddisfa e si richiede anche
la rappresentazione di alcune linee della superficie che
facciano risaltare in modo chiaro gli effeiti di luce. Lo
studio di tali linee costituisce la Teoria delle Ombre.
Noi ci limiteremo a pochi cenni e ad alcune applica-
zioni pitt comuni, considerando esclusivamente poliedri
convessi,

Nel nostro studio ammetteremo sempre che la luce
parta da un solo punto, centro luminoso, e che si pro-
paghi in un mezzo omogeneo e quindi in linea retta.
Allora se consideriamo un poliedro, possiamo osservare
che gli infiniti raggi uscenti dal centro lummoso si di-
vidono in tre categorie:

1) raggi esterni al poliedro;

2) raggi secanti il poliedro in due punti;

3) raggi tangenti al poliedro, cioé aventi colla
superficie di esso un punto comune.

Questi ultimi raggi costituiscono 1" angolo solido cir-
coscritto al poliedro, dal centro luminoso (§ 42). I raggi
della 1.* categoria sono esterni, e quelli della 2.2 interni
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a questo angolo solido. I raggi della 2. categoria co-
stituiscono un fascio di luce che investe il poliedro e
ne illumina quella parte della superficie che & rivolta
verso il centro luminoso ed é limitata dalla linea di con-
torno del poliedro rispetto al centro luminoso (cfr. § 42).
Ora, chiamando L il centro luminosv ed 4 un punto
della regione illuminata anzidetta, non appartenente
alla linea di contorno, la retta LA incontra il poliedro
in un secondo punto B; questo punto, se il poliedro &
opaco, cioé tale da non lasciar passare i raggi luminosi,
rimane in ombra. Abbiamo dunque sulla superficie del
poliedro due regioni, I’ una costituita dai punti in luce
(punti visibili da L) I’ altra costituita dai punti in ombra
(punti invisibili da L); una faccia arbitraria del poliedro
appartiene tutta all’una o all’altra delle due regioni,
eccettuata al pitt una parte del suo contorno (cfr. § 42).
Percid, nella Teoria delle Ombre, la linea di contorno
rispetto al centro luminoso dicesi anche linea separatrice
dell’ ombra propria del corpo; la superficie dell’ angolo
solido circoscritto al poliedro dal centro luminoso prende
qui il nome di involvente.

Se si considera un piano a, tutto esterno al poliedro,
e tale che ogni raggio interno all’ involvente lo incontri
in un punto giacente da banda opposta di L rispetto
alle due intersezioni col poliedro, la traccia dell’invol-
vente determina su « un poligono (convesso), i cui punti
interni (tracce delle rette per L interne all’involvente)
rimangono in ombra, mentre tutti gli altri punti di «
sono illuminati. Questo poligono chiamasi ombra portata
del poliedro sopra il piano «, in opposizione alla regione
di superficie ombreggiata del poliedro, la quale dicesi
ombra propria del poliedro.

OssErvAzIONE. — Si puo anche considerare 'ombra
portata di un poliedro sopra una superficie qualunque;
se tale superficie & poliedrica, 1’ ombra portata su di
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essa & costituita da tante porzioni delle ombre portate
sopra ciascun piano della superficie. —

Nei problemi relativi alle ombre entra in conside-
razione principalmente la linea separatrice dell’ ombra.
Infatti, determinata questa linea, si avranno distinte le
due regioni, illuminata ed ombreggiata, del corpo, e il
problema di segnare I’ ombra portata sopra una super-
ficie piana (o poliedrica) si ridurra a quello di costruire
sopra questa superficie la prospettiva, rispetto al centro Z,
della linea separatrice (§ 40).

Riferiamoci al caso, pitt comunemente considerato,
in cui L sia improprio, e quindi si abbiano raggi lumi-
nosi paralleli. L’involvente del poliedro sara una super-
ficie prismatica (convessa) e tutte le considerazioni fatte
precedentemente per L proprio sussisteranno ancora
(cfr, § 42 Oss. 1*). Possiamo anche fissare che il poliedro
sia tutto compreso nella 1.* delle quattro regioni in cui
dividono lo spazio i piani w; e m, (1) e che abbia una
faccia (base) sul 1.° piano di proiezione 7. ‘

Cio posto, consideriamo una faccia arbitraria f del
poliedro, non parallela a =, e sia ¢, la sna 1.2 traccia.
La base del poliedro cadra tutta da una banda di essa.
Si prenda ora sulla f un punto qualunque, ad es. un
vertice V, e si determini per V la parallela m al rag-
gio ». La 17 traccia T},' di m potra essere o dalla banda
di ¢ ove trovasi la base del poliedro, o dalla banda op-
posta, o infine sulla ¢ medesima.

Considerando 1 due diedri supplementari in cul ri-

(1) Fatta questa ipétesi, dovreino pure ammettere (se i piani
T,y non sono trasparenti) che anche il centro luminoso si trovi
nella 1.2 regione. Allora se 7" = (;73) & il raggio (b 41) che fissa
la direzione dei raggi luminosi, le tracce 71)-', T'." di cadranno
sempre dalla medesnna. banda della linea di terra.
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mane diviso lo spazio dal piano w; e dalla banda di piano
limitata dalla ¢, che contiene la faccia f, vediamo che:

nel 1.° caso il centro luminoso trovasi nel diedro
supplementare di quello che contiene il poliedro; percid
la faccia f & in luce;

nel 2.° caso il centro luminoso trovasi nel diedro
che contiene il poliedro medesimo; percid la faccia f &
in ombra;

nel 3.° caso il centro luminoso trovasi sul piano
della faccia f; in questo caso si pud ammettere che la
faccia stessa sia in ombra riguardandola come coperta
da una parte del proprio contorno (Cfr. § 42 Oss. 2.2).

Se poi si considera una faccia del poliedro parallela
a 7, i due diedri anzidetti vengono sostituiti rispetti-
vamente dalle due regioni dello spazio, di cui I’ una &
compresa tra il piano m; e il piano della faccia e con-
tiene il poliedro, 1’ altra & la regione superiore al piano
della faccia considerata. Allora si vede che questa faccia
é sempre in luce, supposto che il raggio non sia paral-
lelo a ;. E tenendo conto della posizione che occupa
anche qui rispetto alla base la traccia condotta per un
punto della faccia parallelamente al raggio, si desume
la seguente regola generale:

Dato un poliedro convesso (avente una faccia sul 1.°
piano di proiezione), una faccia qualunque di esso sari
in luce o in ombra secondoché la parallela condotta per
un punto della faccia al raggio luminoso, ha la sua 1.
traccia dalla stessa banda della base del poliedyro rispetto
alla traccia del piano contenente la faccia, oppure giace
da banda opposta di essa o sulla traccia medesima.

Con questa regola, dato un poliedro, potremo sta-
bilire quali delle sue facce sieno in luce e quali in
ombra, e segnure quindi la linea separatrice dell’ombra
propria del poliedro. Perd conviene tenere un procedi-
mento rapido e semplice, e a tal uopo si potranno con-
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siderare insieme tutte le facce che concorrono in uno
stesso vertice e considerare la retta parallela al raggio
luminoso che passa per questo vertice. Inoltre se le facce
che si considerano non sono adiacenti alla base del po-
liedro e se la costruzione delle 1° tracce dei loro piani
presentasse qualche difficoltd (ad es. cadessero fuori del
foglio), sara vantaggioso spostare parallelamente a sé
stesso il piano m; portandolo in una posizione ' tale
da tagliare tutte le facce considerate. Allora bastera ri-
ferirci a quella porzione del poliedro che rimane supe-
riormente al piano 7,' ed applicare la regola precedente.

Costruita la linea separatrice dell’ ombra propria
del poliedro si potra determinarne I’ ombra portata sopra
una superficie poliedrica, in particolare sopra i piani di
proiezione, costruendo, secondo il § 41, la prospettiva
.parallela della linea separatrice.

Possiamo quindi risolvere i seguenti problemi:

ProBrEMA 1.° — Determinare (se esiste) I’ ombra por-
tata di un punto sopra un poliedro.

Sia dato il poliedro ABCDEFG e il punto P (fig. 122).
Il problema di determinare 1’ ombra portata di P sopra
il poliedro si riduce a quello di costruire le intersezioni
della retta m = {m;m,) passante per P e parallela al
raggio 1 = (11,), col poliedro dato. A tal fine si con-
duca per m un piano ® e si determini la sezione di
col poliedro; i punti comuni ad m e alla detta sezione
saranno le intersezioni di m col poliedro. Per avere una
costruzione semplice si sceglie w perpendicolare ad es.
al piano m;; allora la sezione di w col poliedro si ottiene
immediatamente. Nella nostra figura la sezione & il po-
ligono MNKHL, la cui 1.* proiezione & il segmento ML,
di m e la cui 2. proiezione & il poligono M,N,K,H,L,,
avente in comune con m, i punti X, Y,; questi punti
X, Y, sono dunque le 2.° proiezioni delle intersezioni
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X,Y che s vogliono determinare, e basta quindi segnare
ancora su m, le 1.° proiezioni X,Y,.

I punti X,¥ vengono a 1nancare se la retta m &
esterna all’ involvente del poliedro, e il punto P non
ha un’ ombra portata sul poliedro. Quando invece X,Y
esistono e sono distinti, la m & interna all’involvente
del poliedro; allora anche senza aver tracciato la linea
separatrice d’ ombra propria del poliedro dato, si potra
riconoscere che uno dei due punti, ad es. .X, cade nella
fegione illuminata, 1'altro, Y, nella regione d’ ombra.
propria del poliedro; e in questo caso .\’ sara I’ombra
portata di P, purché P cada su m da banda opposta
di Y rispetto ad .X. Infine X,Y coincideranno se la m
¢ una generatrice dell’ involvente, e allora il punto P
non avra un’ ombra portata sopra il poliedro.

OsseErvazIONE. — Se il poliedro dato & una piramide
{0 un prisma) avente la base ad es. sul piano =, si
sceglie come piano o il piano passante per m e pel ver-
tice della piramide (o risp. parvallelo alle generatrici del
prisma) (§ 30 Probl. 4.° ¢ 9.%). La sezione di w col po-
liedro (ove esista) sara allora data da due rette passanti
pel vertice della piramide (o risp. da due generatrici del
prisma) e aventi le loro 1.° tracce nelle intersezioni deila
base della piramide (o risp. del prisma) colla 1.» traccia
di o. Con cid si ottiene una costruzione piu spedita di
quella generale.

ProBrEMA 2.° — Costruire la linea separatvice d’ om-
bra propria e U ombra portata sui piani di proiezione
di un poliedro (concesso).

Sia dato il poliedro FABCDEG (fig. 123), tutto con-
tenuto nella 1.2 regione e non avente alcuna faccia
sopra un piano di proiezione. Per applicare il metodo
generale suesposto dovremo considerare un piano ausi-
liario =;' parallelo a w; che seghi il poliedro e riferirci
dopo cio soltanto a quella parte del poliedro che rimane
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al di sopra di =", e che avra quindi come base su «,'la
nominata sezione. Ora, per fare questo nel modo pil
vantaggioso, converra in primo luogo che nessuna faccia,
del poliedro rimanga tutte al di sotto di ', e in secondo
luogo sara opportuno di scegliere w,' in tale posizione
da incontrare il poliedro in un numero di facce possi-
bilmente grande. Nel caso della nostra figura & vantag-
gioso fissare come 2.% traccia di 7;' una retta I' (paral-
lela ad 7) che seghi lo spigolo CyD, in un punto interno
ad esso. Quindi per determinare la linea separatrice del-
I ombra propria del poliedro, occorre costruire su =z,' la
traccia del piano di ogni singola faccia del poliedro e
le tracce delle rette aventi la direzione del centro lu-
minoso e passanti per alcuni vertici del poliedro scelti
opportunamente. Percid possiamo procedere come segue.
Costruito il poligono H, K, L, 3N, P R, 1.2 proiezione
della sezione di #;' col poliedro, si considerino i vertici '
ed E. La scelta di quest1 & motivata dalle ragioni seguenti:
1 detti punti sono al disopra di w,', e giudicando dalla
figura appariscono presumibilmente come vertici della
linea separatrice, inoltre essendo i vertici di due angoloidi
che non hanno facce in comune, potranno servire per
un numero notevole di facce. Scelti dunque C ed E, si
conducano per essi le rette ¢, e aventi la direzione del
centro luminoso. Dopo cid si desume dalla figura che
le tracce su w,' delle facce GAB,GBC,GCD,FCD,FDE,
GDE,GE4, hanno come 1.° proiezioni rispettivamente
le rette F N, KL, LM, M\N,, N\P,, PR, R H,. La-
sciando da parte GAB che non contiene né C né E, si
osservino i punti (1) e (7%) 1.6 proiezioni delle tracce
sum' di ¢c edie e si veda ove giacciono tali punti ri-
spetto al poligono H,K,L,M,N,P,R,, e precisamente da
quale banda delle K L,, L,3[;, M|N, si trovi (T¢:) e da
quale banda delle .N,P,,P,R,R H, si trovi (T,). Allora,
ricorrendo alla regola generale stabilita nella discussione
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di questo §, si verra a concludere che delle G facce con-
template, le GBC e GEA sono in luce, e le altre 4 in
ombra; quindi appartengono alla linea separatrice gli
spigoli CG,GE. ‘

Ora osservando sempre la nostra figura, si vede che
¢’ interessano a questo punto le facce FBC,FAE, di
cui & necessario percio di conoscere le tracce su '
Ma la 1.* proiezione della traccia di FBC passa per
(Ty)= F,C,. M|N, e pel punto (T,), traccia di FB; si-
milmente la 1.* proiezione della traccia di FAE passa
per (Ty) = F£,. N,P, e pel puato (1)), traccia di FA.
Osservando (1) e la (1, (7)), e similmente (7,) e la
(1Y) (T') si conclude che le due facce FRC, FAE sono
in luce, quindi fanno parte della linea separatrice anche
gli spigoli EINFC. E siccome i quattro spigoli CG, GE,
EF, FC danno una spezzata chiusd, si conclude che il
poligono (gobbo) CGEIC da tutta la linea separatrice
dell’ ombra propria del poliedro (cfr. § 42), e che sono
quindi in luce anche le rimanenti due facce del poliedro,
FAB e GAB.

La seconda parte del nostro problema si riduce
quindi alla costruzione delle prospettive parallele della
linea poligonale separatrice CGEFC, sopra i due piani
di proiezione =,,7,; costruzione che si effettua facilmente
(§ 41 Probl. 2.°).

Con ¢i6 il problema proposto resta completamente
risoluto.

ProprLEMA 8.0. — Costruire I ombra portata di un
poliedro sopra un piano generico.

Nel caso generale di un poliedro convesso qua-
lunque si costruisce anzitutto la linea separatrice d’ombra
propria del poliedro secondo il problema precedente,
quindi si costruiscono le prospettive parallele dei sin-
goli vertici della linea separatrice sopra il piano dato
(§ 41 Probl. 4.°).
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Considerando il caso piu semplice di un prisma
(obliquo) avente la base sul piano principale =, (fig. 124)
e di un piano generico (¢,t,) esterno al prisma, si pud
procedere come segue.

Dopo aver verificato che la linea separatrice del-
I’ ombra propria & il poligono gobbo CLMNPQGABC,
volendoci limitare a quella parte d’ombra portata su
(t,t;) che rimane visibile, si cerchino i punti U,V in cui
le ombre portate su z, degli spigoli GQ, CL incontrano
rispettivamente la traccia ¢,.

Questi, ove esistano, saranno intanio due punti del-
I’ ombra portata sul piano (t,¢,). Dopo ¢io si costruisce
la prospettiva parallela sopra (¢,t,) della spezzata piana
LMNPQ trovandone le due immagini L,'M;'N,'P,'Q,' ed
L, M,'N,'P,'Q,' (§ 41 Probl. 6.°) e si segnano i segmenti
UQ)\VL,'; UQ5, VoL,

OsSERVAZIONE. -— Se le ombre portate su =, degli
spigoli GQ,CL non segano la t,, converra costruire com-
pletamente I’ ombra portata su %, del prisma e conside-
rarne le due intersezioni con #;. Se perd non esistessero
tali intersezioni, il prisma non avrebbe un’ ombra por-
tata sulla parte di (f,f,) compresa nella 1. regione.

ProBrEMa 4.° — Costruire U ombra portata di un
poliedro sopra un altro poliedro. '

Supponiamo che i due poliedri non s’ intersechino;
allora uno solo di essi potra avere un’ombra portata
sull’ altro. Ora, perché cio avvenga & necessario che il
primo poliedro sia interposto tra il centro luminoso e
il secondo poliedro. Questa condizione si verifica ogni
volta che le involventi dei due poliedri si attraversano.

Ma in tale ipotesi anche le tracce delle due-invol-
venti sopra un piano qualunque, ossia le ombre portate
dei due poliedri, si attraversano necessariamente. Se al-
lora sono date le ombre portate dei due poliedri ad es.
sopra il piano w,, si potra subito stabilire quale dei due
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poliedri abbia un’ ombra portata sull’ altro. E si potra
inoltre distinguere immediatamente gli spigoli della
linea separatrice d’ ombra propria del primo poliedro
che hanno un’ ombra portata sul secondo poliedro; in-
fatti essi sono tutti quelli, le cui ombre portate cadono
interamente o in parte entro 1’ ombra portata del se-
condo poliedro.

Riconosciuti questi spigoli, si condurra per ciascuno
di essi il piano parallelo al raggio luminoso e si deter-
minera la sezione di ognuno di questi piani con la
parte illuminata del secondo poliedro.

Con questo procedimento abbiamo costruito I’ ombra
portata di una piramide P' sopra un poliedro P", rap-
presentati nella fig. 125. Indicheremo qui brevemente
la costruzione eseguita.

Anzitutto abbiamo determinato come nel problema 2.°
le linee separatrici SDABS di P' e KPUTRMHK di P",
e costruite le ombre portate dei due poliedri su z,. Cid
fatto, poiché SD,SB sono i soli spigoli della linea se-
paratrice di P' le cui ombre portate DT, e BT, attra-
versano 1’ ombra portata di I’“, abbiamo costruito le
sezioni con la parte illuminata di P" dei due piani
a, b passanii risp. per SD ed SB e paralleli al raggio
luminoso ». La sezione di « & quella data dalla spezzata
IIIIIIIV, e la sezione di B & la spezzata V VI VIL.

Come si vede dalla figura, I’ ombra portata di P'
sopra P" & costituita da tre poligoni concorrenti nel
vertice NV di P".

Le costruzioni indicate si riducono in sostanza al-
I’ applicazione del Prcblema 5.° del § 41; notiamo sol-
tanto che per trovare le intersezioni dei piani che ven-
‘gono in considerazione, conviene talvolta introdurre
degli elementi ausiliari (rette aventi la direzione del
centro luminoso).

OssErvAZIONE., — Determinata la linea separatrice
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d’ ombra propria e costruito il coutorno dell’ ombra por-
tata di un poliedro, per ricavare gli effetti di luce che
si riscontrano sul poliedro, dovremmo studiare ancora
alcuni elementi della cosl detta Teovia del chiaro-scuro.
I principi di questa teoria si riferiscono alla determi-
nazione delle diverse intensita con cui i corpi appari-
scono illuminati ed ombreggiati nelle singole parti della
loro superficie, e conducono a stabilire le regole secondo
cui si debbono dare le tinte nel disegno allo scopo di
ottenere una immagine dell’ oggetto, la quale rispecchi
in modo efficace i fenomeni luminosi che si presentano
all’ osservatore.

Noi non esporremo qui neppure i primi elementi
di questa teoria che interessa piuttosto I’ arte della pit-
tara.

Basti notare che la diversa intensitd con cui appa-
riscono illuminate ed ombreggiate le varie parti d’un
oggetto, dipende da un doppio ordine di cause: in primo
luogo dalla inclinazione dei raggi Juminosi sulla super-
ficie dell’ oggetto; in secondo luogo dalla materia di
cui I’ oggetto & costituito, dalla politezza della sua su-
perficie ecc.

Nel caso di un poliedro, si pud valutare la quan-
tita di luce ricevuta da una faccia piana, i raggi lumi-
nosi essendo paralleli; infatti tale quantite di luce & pro-
porzionale al seno dell’ angolo che la faccia stessa fa coi
raggi luminosi.

Questa regola ci permette di determinare approssi-
mativamente 1’ intensitd di luce che presentano le facce
illuminate d’un poliedro convesso, e stabilire quindi le
tinte che conviene dare mnel disegno, alle loro immagini.



CAPITOLO VIII.

Proiezioni assonometriche.

§ 52. — Assonometria ortogonale. Triangolo fon-
damentale. Data una figura mediante le sue proie-
zioni ortogonali, il problema di costruirne la prospettiva
parallela si pud risolvere come abbiamo indicato mnel
§ 41. Il medesimo problema si pud anche risolvere con
altro metodo, che conduce alla cosi detta rappresenta-
zione assonometrica (o assonometria), impiegata con van-
taggio mnella Cristallografia e nel disegno delle mac-
chine.

Dei due casi che 1 assonometria pud presentare,
secondoché la prospettiva parallela & ortogonale od
obliqua al quadro w, tratteremo qui il primo relativo
all’ assonometria ortogonale. Dell’ assonometria obliqua
daremo poi un rapido cenno.

La figura data F sia riferita a ¢re piani due a due
ortogonali (m; =X0Y, my=X0Z, ny= YO0 Z) costituenti
dunque un triedro trirettangolo di vertice (origine) O.
Questi piani possono essere riguardati come i piani
principali di un sistema di Monge (con tre piani prin-
cipali); e danno anche luogo ad un sistema Cartesiano,
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avente come assi gli spigoli OX, OY, OZ del triedro.
Il quadro = si assume sempre in modo che tagli gli
assi OX, 0Y, OZ risp. in tre punti Sy, S,, S. giacenti
ciascuno nella banda delle coordinate positive. I punti
Sz, Sy 'S; si chiamano le tracce assonometriche degli
assi. Essi sono i vertici di un triangolo del quadro, che
noi chiameremo triangolo fondamentale e che dicesi anche
triangolo delle tracce del quadro (fig. 126). .

La proiezione (ortogonale) F' della data figura F
sul quadro si dira la sua proiezione assonometrica. Ac-
canto ad essa si dovranno considerare le proiezioni
ortogonali di ¥ sopra i principali %}, %,, 7,. le quali si
denotano con F;, Iy, F,; rispettivamente. Tali proiezioni
ortogonali non possono essere assunte tutte ad arbitrio.
Per individuare I bastano infatti due di esse, la terza
restando quindi determinata. Riferendoci p. e. al caso
di un punto P (fig. 127), le P, P,, I’; debbono soddi-
sfare alla condizione di giacere a due a due in un
piano ortogonale ai due piani principali cui esse ap-
partengono.

Passiamo ora a studiare le proprieta di cui gode
il triangolo fondamentale e le relazioni che sussistono .
fra esso e il triedro dei piani principali.

Anzitutto si ha il

TrorEMA 1.° — II triangolo fondamentale & sempie
acutangolo ; le sue altezze sono le proiezioni assonome-
triche degli assi, e il punto delle altezze (interno al
triangolo fondamentale) ¢ la proiezione assonometrica del-
U origine.

La prima proprieta risulta dal fatto che ciascuno
degli angoli del triangolo S, Sy, S:, sezione di un diedro
retto, ha i suoi lati da una medesima parte del piano
condotto pel vertice di esso nmormalmente allo spigolo
del diedro.

Si vede poi facilmente che le proiezioni assono-
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pendicolari ai lati S, S, S, S:, S» Sy del triangolo fonda-
mentale; onde risulta stabilito il teorema.

OsSERVAZIONE. — K importante notare che vice-
versa : Ogni triangolo acutangolo S;S, S, dato sul qua-
dro, st pud riguardare come sezionme di un deéterminato
triedro trivettangolo il cui vertice O cade da una banda
del quadro, e percio come triangolo fondamentale di un
Sistema assonometrico.

Infatti il punto O da cui debbono vedersi i segmenti
Sz Sy, Sz Sz, Sy Sz, sotto angolo retto, & comune alle tre
sfere aventi come diametri i citati segmenti, e resta
cosi determinato, data la banda in cui esso cade rispetto’
al quadro.

E poi notevole che se al triangolo dato Sy S, S; se
ne sostituisce un altro omotetico, prendendo come centro
d’ omotetia il punto delle altezze, gli assi subiscono
una traslazione normale al quadro, la quale lascia quindi
invariate le proiezioni assonometriche dei punti dello
spazio e non muta gli elementi metrici del sistema, ciodé
le inclinazioni degli assi sul quadro, e gli angoli che
formano a due a due le loro proiezioni assonometriche.

TrorEMA 2.° — Le inclinazioni degli assi. sul quadro
sono angoli acuti, e la somma di due qualunque di essi
€ ancora un angolo acuto.

Indicando risp. con «, B, v le inclinazioni degli -
assi 0X, OY, OZ sul quadro = (ossia gli angoli che gli
assi formano con le rispettive proiezioni assonometriche),
e considerando p. e. il triedro O (0'S,S,), si ha, per
un teorema di Geometria elementare :

(95° — @) + (90° — B) > 90,
onde a -+ B << 90°.

Analogamente si ottengono le relazioni:

a—\|—7<90°, B+ v <90
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TeorEMA 3.° — Le proiezioni assonometriche . delle
parti positive degli assi formano a due a due tre.angoli
convessi ottusi (la cui somma é di quatiro retti).

Indichiamo, d’ora innanzi, con P, Q, R i piedi
delle altezze del triangolo fondamentale relative ai
lati S, 8:, Sz8:; Sz8y, e con § 7, { rispettivamente
gli angoli convessi S,0'S;, 8,0'S:, 8z0'S,, cui si rife-
risce il mnostro teorema. Allora considerando p. e. il
quadrangolo S;R0'Q rettangolo in R e in Q, si deduce
che 1’angolo £ & maggiore di un retto, poiché 1'an--
golo QS.R del triangolo fondamentale & acuto (Teo-
rema 1.°).

Analogamente si dimostra che sono ottusi gli
angoli 7 e C. :

Si hanno da ci6 anche le relazioni:

1800 << & + 7 < 270°
1800 < & 4 §.<C 270°
1800 << 7 + § < 270e.

TrorEMA 4.0 — I1 triangolo - fondamentale & auto-
coniugato mell’” antipolaritt relativa al cerchio del quadro,
avente come centro il punto delle altezze e raggio uguale
alla distanza dell’ origine dal quadro.

Per dimostrare questo teorema si osservi (fig. 126)
che i triangoli POS;, QOS,, ROS; sono rettangoli in O
e che O0' & la perpendicolare comune calata da O sui
lati opposti; allora descrivendo sul quadro il nominato
cerchio e ribaltando sul quadro i detti triangoli risp.
intorno alle loro tracce, si vede senz’altro (fig. 128)
che ogni vertice del triangolo fondamentale & 1’ antipolo
del lato opposto (§ 17).

Notiamo che la costruzione eseguita nella figura.
serve anche a trovare graficamente gli angoli a, 8, 7,
quando- sia dato il triungolo fondamentale.
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OsservazioNE. — Due casi potranno qui presentarsi ;
cioé il cerchio fondamentale per 1’ antipolaritd potra
segare tutti e tre i lati, oppure due soli di essi.

Un esempio del 1° caso (che non ha riscontro per
un triangolo autoconiugato nella polaritd rispetto ad
una conica) ci & fornito dal triangolo equilatero che &
autoconiugato nell’ antipolaritd definita dal cerchio del
suo piano avente il centro nel punto delle altezze e
raggio uguale alla media geometrica dei due segmenti
in cui 1l detto punto divide I’ altezza del triangolo.

I1 2° caso si presenta tutte le volte che un vertice
del triangolo autoconiugato & interno al cerchio fon-
damentale.

§ 53. — Rapporti @’ accorciamento. Scale assono-
metriche. — Si chiamano rapporti d’accorciamento o
di riduzione, 1 coseni degli angoli «, #, v che gli assi’
formano con le loro proiezioni assonometriche; questi
rapporti si indicano rispettivamente con A, p, v. Hssi
sono sempre positivi (§ prec. Teorema 1°) e soddisfano
alla relazione '

1) R
che si deduce subito dalla
(2) sen® @ - sen? B | sen? v = 1.

Da ci6 si vede intanto che i rapporti d’accorcia-
mento non sono fra loro indipendenti; e ricordando il
Teorema 2° del § prec. si hanno anche le relazioni.

@) W< <N <N

Se p, q, r sono tre numeri proporzionali a A, p, v,
essi dovranno soddisfare a relazioni analoghe alle (3),
e si avra

AMip=pig=v:n
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onde per la (1) si ricava

V2

@) A= N A
p\/p tetr \rdern
Ve
V=7 "
Vot + g+

dove tutti i radicali vanno presi col segno positivo.

Indichiamo .ora con I, m, n risp. le proiezioni asso-
nometriche di tre segmenti portati risp. sopra gli assi
OX, 0Y, OZ e tutti uguali all’unita di misura %, Avremo
allora

da cui per le (3) si deduce
B) B<m?+n% m? << P40 n? << m?
ed inoltre per la (1)
(6) 12 4 m? - n® = 2u%

I segmenti I, m, n si potranno sempre costruire
graficamente quando sia dato il triangolo fondamentale
Sz Sy S: e assegnata 1’ unitd di misura u. Bastera infatti
costruire le inclinazioni a, 8, v degli assi sopra il quadro,
come nella fig. 128 (Cfr. la dimostrazione del Teorema 4°
del prec. §), quindi portare w sopra un lato di ciascuno
di questi tre angoli e farne la proiezione ortogonale
sopra 1’ altro lato. Dopo cio, si potranno costruire sopra
le proiezioni assonometriche O'X', 0'Y', O'Z' degli assi
i punti che sono le proiezioni assonometriche di quelli
che si ottengono sugli assi OX, OY, OZ portandovi
successivamente 1'unitd  a partire dall’origine O. Si
avranno cosi le tre scale assonometriche delle coordi-
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nate, scale che debbono sempre accompagnare il di-
segno (fig. 130).

Le scale assonometriche delle coordinate servono a
costruire la proiezione assonometrica di ogni punto P
di cui si conoscano le coordinate x, y, z. Per -vedere
come si possa eseguire questa costruzione, osserviamo
che la spezzata OP, P,P che si ottiene calando da P
la perpendicolare PP, a m, e da P, la perpendicolare
PP, ad OX (fig. 129), ha i tre lati OP, PP, PP
risp. paralleli agli assi OX, OY, OZ e perd le proie-
zioni assonometriche di questi segmenti saranno risp.
parallele alle proiezioni assonometriche degli assi;
inoltre siccome segmenti uguali e paralleli hanno pro-
iezioni (ortogonali od oblique) wuguali, ne viene che
se si conoscono le lunghezze dei singoli lati della
spezzata OF, P, P (cioé le coordinate di P), si potranno
determinare anche le lunghezze delle loro proiezioni
assonometriche ricorrendo alle scale assonometriche
delle coordinate. Se dunque le coordinate di un punto
P sono ad es. x=—2, y=238, 2= — 2,5, per avere la
proiezione assonometrica P' di P si procederd nel modo
seguente (fig. 130). Si consideri su OX il segmento

O'P'y = — 21, proiezione assonometrica del lato OP,
della nominata spezzata, quindi a partire da P', si tiri
il segmento P 'P,' equipollente al segmento 0'4 = 3m
di 0'Y', e a partire da P', si segni il segmento P,'P'
equipollente al segmento O'B = — 2,52 di 0'Z'; P/P
e P,'P' sono risp. le proiezioni assonometriche dei ri-
manenti due lati P,P, e P P della spezzata, e perd P’
la cercata proiezione assonometrica del punto P.

In tal guisa se si conoscono, mediante le loro coor-
dinate cartesiane, tanti punti di una figura quanti .
bastano ad individuarla, si potranno costruire le proie-
zioni assonometriche di quei punti e dopo cid costruire
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sul quadro la proiezione assonometrica della figura
stessa.

OsservazioNE. — Se le. scale assonometriche delle
coordinate non fossero:segnate nel disegno, ma si co-
noscessero i rapporti d’accorciamento A, p, v, si potrebbe
ottenere la proiezione assonometrica della spezzata
OP, P, P notando che si ha

a, = a) by = bp ¢ =cv

\

ove a, b, ¢ sono le coordinate di P, ed a;b,c; le lun-

: : : 1 D1
ghezze (in valore e segno) dei segmenti O'P, P/'P/,
P,'P' che si vogliono costruire.

§ 54. — I problemi fondamentali dell’ assonome-
tria. — Abbiamo veduto quali sieno gli elementi di un
sistema di proiezioni assonometriche ed abbiamo esposte
alcune relazioni importanti cui essi debbono soddisfare.
Ora ci possiamo domandare quali e quanti di questi ele-
menti occorrono e bastano per avere un sistema ben
determinato di proiezioni assonometriche. A tale quesito
risponde la risoluzione dei problemi fondamentali del-
I’ assonometria che esponiamo nel presente §.

Abbiamo gia osservato che, dato un triangolo acu-
tangolo 8.5,S., si pud assumere indifferentemente come
triangolo fondamentale questo triangolo o un’ altro omo-
tetico ad esso (con centro d’omotetia nel pnnto delle
altezze) e con cid resteranno individuati in modo unico
e determinato tutti gli elementi del sistema di proie-
zioni assonometriche (§ 52). Per dimostrare dunque che
alcuni elementi dati bastano a determinare il sistema,
occorrera provare soltanto che con essi il triangolo fon-
damentale resta completamente definito all’infuori della
nominata omotetia. .

Cid premesso, passiamo ad esaminare i singoli pro-
blemi: '
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ProsrEMA 1.° = Dati due degli angoli 1,5, costruire
gli angoli aB,y.

Osserviamo anzitutto che i due angoli datl, p- e &
ed v, debbono essere ottusi e dare una somma  minore
di tre retti; inoltre 1’angolo § resta da essi determinato
{§ 58 Teorema 3.°). Allora si fissi sul quadro (foglio
del disegno) il punte O' e intorno ad O'si costruiscano
i tre angoli £ = Y'0'Z',n = X'0'Z", { = X'0'Y'
{fig. 131); quindi, scelto sul raggio O'X' (che & la banda
positiva di O'X') un punto S, (proprio e diverso da 0'),
si abbassino da esso le perpendicolari S,S, ed S8.8. risp.
alle rette O'Y' ed O'Z'; il triangolo S,8,S, avra il
punto delle altezze in O' e soddisferd evidentemente
alle condizioni volute dal Teorema 1.0 del § 52. Percig
8.8,S. si pud assumere come triangolo fondamentale, e

~cosi anche ogni altro triangolo costruito in modo ana-
logo, giacché due siffatti triangoli si corrispondono sempre
"in una omotetia di centro O', punto delle loro altezze.

Resta cosi provato che, dati due degli angoli &%,§
(ossia assegnate sul quadro = le proiezioni assonome-
triche degli assi secondo le condizioni volute dal Teo-
rema 3.° del § 52), tutti gli altri elementi saranno ben
determinati. Per la effettiva costruzione grafica degli
angoli « @,y si ricorre, dopo aver tracciato un triangolo
fondamentale, alla solita costruzione della fig. 128. ‘

ProBrEMA 2.° — Dati due degli angoli 2.8y, costruire
gli angoli Em,C.

Siano dati p. e. gli angoli a.3; essi debbono essere
tali che sia a--3-<90° (§ 52 Teorema 2.9). Allora !’ an-
golo v risulta determinato stante la relazione (1) del
prec. §. ‘

Ora per costruire un triangolo fondamentale si fissi
anzitutto sul quadre m il punto O'e la O'X, proiezione
assonometrica dell’ asse OX; inoltre si segni arbitraria-
mente sulla parte positiva di O'X' il punto §,, proprio
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e diverso da O' (fig. 132). Dopo cid la distanza 0O del-
I’ origine dal quadro riesce determinata, essendo essa.
uguale al cateto O'(O) opposto all’ angolo @ nel trian-
golo rettangolo che ha 1’ altro cateto uguale ad. 0'S, e
I’ angolo acuto adiacente a questo cateto uguale ad a.
Costruito dunque O '(0), si descriva con centro in O'e
raggio O'(0) un cerchio; il trinngolo fondamentale che
si vuole costruire sarid autoconiugato nell’ antipolarita
relativa a questo cerchio (§ 52 Teorema 4.°). Essendo S,
uno dei vertici del triangolo, !’ antipolare s, di S, sara
la retta del lato opposto ad S,.

Per determinare ora il vertice S, si costruisca an-
zitutto il triangolo 40'B rettangolo in O'e avente il
cateto 40' uguale ad OO' e 1’ angolo in 4 uguale al
complementare di 3; allora tutte le rette per O inclinate
sul quadro dell’ angolo B avranno le loro tracce asso-
nometriche sul cerchio di centro O' e diraggio O'B (§ 8);
quindi anche il vertice S,, traccia assonometrica del-
I’asse OY, sard su questo cerchio. Ora si osservi che
essendo a}-8<¢90.°, sara B << 90.° — a = S,P(0), e quindi
O'B>0'P. Ne viene che il cerchio d’inclinazione f in-
contra la s, in due punti reali diversi da P. Ciascuno
di questi due punti S,,S, pud essere assunto arbitraria-
mente come traccia assonometrica dell’ asse OY, ma tale
indeterminazione viene tolta se si fissa la posizione di
S, rispetto alla O'X'.

Fissiamo il punto S, e costruiamone I’ antipolare s,
che & la perpendicolare ad O'S, condotta da S,; si ha
allora S, = s,s,. Notiamo che se si fissa invece S, si ot-
tiene in luogo di S, il punto S, simmetrico di S, rispetto
alla O'X' e i due triangoli S,8,8, ed 8.S,'S. sono in-
versamente congruenti (cioé corrispondenti nella sim-
metria ortogonale che ha per asse la O'X').

- 1l triangolo S.S,S, pud essere assunto come fonda-
mentale, ed & facile vedere che variando la posizione
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- di &, si otterrebbero sempre, col procedimento suesposto,
triangoli omotetici ad S,S,S., essendo O' centro di omo-
tetia. ‘

Dunque al variare di S, rimangono fisse le proie-
zioni assonometriche degli assi, 0'X',0'Y!,0'Z' e le loro
inclinazioni §,5 che risultano cosi determma,te in modo
unico.

ProBLEMA 3.° — Dati tre segmenti |' m',n' propor-
zionali ai segmenti lmn, costruire gli angoli aB,y (ed 4
segmenti 1,m,n).

Notiamo anzitutto che i tre segmenti I'ym’'n' non
potranno essere assunti in modo del tutto arbitrario
stante le relazioni (5) del prec. §, per le quali ciascuno
dei tre segmenti I’ m'n' dev’ essere minore dell’ ipote-
nusa del triangolo rettangolo che ha per cateti gli altri due.

Ricordando ora la relazione (6) del prec. §

2 m?4n? =242

si avra la relazione

a) 1'*4+m'2}n'?=2u'"
essendo

wu' ' om!' '

b) w 0 om o

Questa ci permette di risolvere graficamente il pro-
blema proposto, nel modo seguente:

Si costruisca il triangolo ABC rettangolo' in B
(ﬁg 133) ed avente per cateti ! = AB, m'= B(C; quindi
s'innalzi in C la perpendicolare ad AC e sia CD__n ;o
infine si costruisca la semicirconferenza di diametro
AD ed il suo punto medio E. Dico essere DE=u'.

Infatti abbiamo

' A5 + BC? - CD2 = AD® = 2DE2
ossia
’?—{—m'2~{—n'?: 2 DE?,;
dunque per la relazione a) si ha DE=u'.
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Cid posto si osservi che DFE = u', per la restrizione
posta dianzi riguardo ai segmenti I'ym',n', & certa-
mente maggiore di ciascuno di questi segmenti; quindi
se si descrive la semicirconferenza di diametro DE, si
potranno costruire tre corde di questa semicirconferenza,
EL') EM', EN' risp. uguali ad I',m',n". Gli angoli acuti
che queste corde formano con la DE sono risp. gli an-
goli a B,v, poiche per le precedenti relazioni b) abbiamo:

EL'" 1 EM'  m E; ' om '
—ﬁ:—_CO\a,DE _7[ — €08 ’I)E :?LZCOSY.

Infine per ottenere i segmenti l,m,n, si porti sulla
DE a partire da £ I’ unita di misura w = EH e si segni
la semicirconferenza di diametro EH; questa incontra
le rette EL', EM' YEN' in tre punti L,M,N, e sara
EL=1 EM—=—m, EN=n.

OSSERVAZIOI\E 1.2, — La risoluzione che abbiamo
dato dell’ ultimo problema dimostra da sé che gli an-
goli a.fy (e per conseguenza anche &y,) vengono in-
dividuati in modo unico e determinatvo da tre segmenti
1'ym'm', proporzionali ad Im,n, (proiezioni assonome-
triche dell’unita « portata risp. sui tre assi), o cio che
® lo stesso da tre numeri p,q,» proporzionali ai rap-
porti di accorciamento A,u,v (cfr. prec. §).

Ma ci0 si pud vedere anche dalle formule che danno
gli angoli a B,y espresse in funzione di /;m,n, formule
che risolvono il problema numericamente. Riferendoci
alle relazioni dedotte nel prec. §, notiamo che dalla (6)
81 deducono immediatamente:

. Tl  cos B \/ 2m*
€08 @ = Bl m?| nd i’ = B mdi b

2n2
cos ¥ = 12+m2+n
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Tenendo conto di queste formule si deducono dalla (2)
le seguenti:

. T \/l"—-—m2—|—n2
sen @ = l2—|—m2—|— 53 Sen :B l°—}—m2+n2’

12+ m? — n?
seny__\/ m2+n2

E dividendo quest’ ultime per le prime:

—-—lz—l—m'—l—n2 m
tga= "\ "4 " o tgﬁ:\/. am?
- m2— n?
tg vy = \/“?tg‘?—“,

dove tutti i radicali vanno presi col segno positivo.

Tornera utile osservare che anche gli angoli &0
si sogliono dare in funzione di I,m,n. Le relative for-
mule sono le seguenti:

cosé-—————\/(i"—nﬂ—{—n (2 4+ m?* —n?)

2 mn

cos 1 — — 7laz\/< +m-¥n2 (—Z2+m~+n~‘

cos { == —-—‘3—57} \/(— 1B+ m? 4 0% (12— m®+n?),

Esse si deducono tenendo conto delle precedenbl ed
in base alle relazioni:

cos § = — tg_ﬂ, tg v
cos = — tg y. tg @ ; (A)
cos L =—1tg atg B

N
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Se in queste dividiamo il prodotto di due per la
rimanente, nei tre modi possibili, si hanno ancora le
seguenti:

tg @ = '\/ cos(:))scos C

tgﬂ_'\/_cosfcoq ¢ (B)

cos 7)

\/_cos § cos 7
cos §

Questi ultimi due gruppi di formule (A) e (B) sono
importanti, perché servono a risolvere numericamente i
due primi problemi che abbiamo risoluto in questo §
con metodo grafico. Una facile discussione di tali for-
mule confermerebbe quello che abbiamo gia veduto nella
risoluzione grafica dei due problemi, cioé che soddisfatte
per i dati le condizioni volute dai teoremi stabiliti nel
§ 52, 1 due problemi ammettono ciascuno una soluzione
determinata.

OsservazioNE 2.". — Semplici considerazioni geome-
triche, nonché le formule dianzi esposte, provano che
se in una qualunque delle quattro terne

ARy, I m n, angv ng

si hanno due (o tre) elementi uguali, anche i corrispon-
denti elementi delle altre terne sono uguali.

Se gli elementi di ciascuna terna sono uguali, la
proiezione assonometrica dicesi ésometrica. In questo caso
il triangolo fondamentale & equilatero, poiché si hs
E=n=1§ = 120°.

Se sono uguali soltanto due elementi in ciascuna
terna, la proiezione assonometrica si chiama monodi-
metrica. In questo caso il triangolo fondamentale &

isoscele.
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Infine se tutti gli elementi sono disuguali, la pro-
iezione assonometrica si dice ¢rimetrica, o anche ani-
sometrica. In quest’ ultimo caso il ¢triangolo fondamentale
@ scaleno. '

Notiamo che talvolta pud esser utile adottare la
proiezione isometrica o quella monodimetrica in luogo
della trimetrica, specialmente quando i problemi si
risolvano numericamente; ma in moiti altri casi puod
essere piu conveniente adottare la trimetrica, quando
specialmente si richieda di avere un’ immagine chiara
della figura.

» § B5. — Rappresentazione delle figure mediante le
loro immagini. Rappresentazione del punto. — In prin-
cipio di questo capitolo abbiamo notato che i tre piani
di riferimento

=, = XOY, 7, = X0Z, iy = YOZ

possono riguardarsi indifferentemente come costituenti
un sistema Cartesiano, in cui i punti dello spazio sono
dati mediante le loro coordinate, o come un sistema di
Monge, ove i punti dello spazio sono dati dalle loro
proiezioni ortogonali sui piani =, =, 7,. Nel § 53 ab-
biamo gid veduto come si costruisce la proiezione as-
sonometrica di una figura data dalle coordinate dei punti
che la individuano. Ora ci proponiamo di vedere come
sl possa ottenere con procedimenti puramente grafici
un metodo di rappresentazione nel senso della Geometria
descrittiva, cioé un metodo di determinazione delle fi-
gure in- posizione, forma e grandezza mediante un di-
segno eseguito sul piano del quadro. Esporremo breve-
mente soltanto i principi essenziali di questo metodo e
risolveremo in relazione ad esso alcuni problemi impor-
tanti. .
Il foglio del disegno rappresenta il quadro = delle
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proiezioni assonometriche, cosicché tali proiezioni si ot-
terranno sul foglio del disegno nella loro vera forma e
grandezza. Supporremo sempre di avere tracciato sul
quadro il triangolo fondamentale che, come sappiamo,
definisce completamente il sistema dei piani w;,7,,m, (0ve
si fissi inoltre la posizione dell’ origine O di tale sistema
rispetto al quadro z), e che pud essere costruito. pre-
fissando alcuni dati, come si & visto nel § prec.

Un punto generico P da, sul quadro, una proiezione
assonometrica P', che & la proiezione ortogonale del
punto stesso su 7; inoltre le proiezioni assonometriche
P/',\P,\P;' delle sue proiezioni ortogonali PP, P, sui tre
piani m,,7, 7. Le proiezioni PP, P, si chiamano risp.
prima, seconda e terza proiezione di P.

Per vedere quale relazione passi tra le quattro pro-
iezioni P'\P,,P, \Py' di P, si consideri (fig. 134) il pa-
rallelepipedo OP, che dicesi parallelepipedo proiettante
relativo al punto P, e se ne costruisca la proiezione as-
sonometrica (fig. 135). Per fissare le idee supponiamo di
conoscere come date le proiezioni P'e P,'. Allora P'P/,
proiezione assonometrica dello spigolo PP, sara paral-
lela ad O'Z'. Il punto P, proiezione assonometrica di
P,, si avra conducendo per P,'la parallela ad O'Y"' fino
ad incontrare O'X'; dopo cid si ottiene P,' come in-
tersezione delle rette parallele risp. ad 0'Z' ed 0'Y"
condotte per P,' e P'. In modo analogo si cerchera P,
trovando prima P e P., proiezioni assonometriche di I,
e P,. Questo procedimento dimostra che data la proiezione
P' e una delle P,',P,, P}, si costruiscono le altre due; ed &
facile vedere che date due delle P,',P,', P, si costruiscono
la rimanente e la P'. Soltanto bisogna notare che nel
1.° caso le proiezioni date stanno sopra una retta pa-
rallela ad 0'X",0'Y' oppure ad O'X' (secondo che &
data la P),P,’ o la P;'); nel 2.° caso, p. e. date le P/, P,
la parallela ad O'Y"' per P/, e la parallela aa O'Z' per
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P,' debbono incontrarsi in un punto P,' di O'X"; e si-
milmente dicasi se sono date invece le P,',P' o le P, ,Py'.
In counclusione, date in modo conveniente due delle
quattro proiezioni P',P,P,,P;' di P, le altre due sono
determinate e si possono trovare costruendo la proie—
zione assonometrica del parallelepipedo proiettante re-
lativo a P. Notiamo che ordinariamente si danno P'e P/,
sopra una retta parallela ad O'Z".
- Se il punto P cade sit qualcuno dei piani 77, m,,
o-sopra uu asse, il parallelepipedo proiettante relativo
a P vien sostituito da un rettangolo o risp. da un se-
gmento di cui si costruisce facilmente la proiezione as-
sonometrica. '

OsservazIONE. — Che il punto P resti individuato
in modo unico dalle sue proiezioni Ple P/, si pud ve-
dere anche in altro medo. Si consideri infatti il piano w-
che passa per P'P), ed & perpendicolare al quadro =;
tale piano contiene la perpendicolare p al quadro mnel
punto P!, e la perpendicolare ¢ al quadro nel punto P,"
Ora si osservi che w essendo parallelo ad OZ (poiché
PP & parallela ad O'Z'), & perpendicolare a =, e
quindi contiene anche la retta a perpendicolare a &, nel
punto P, in cui la ¢ incontra w;,. Allora il punto P=p.a
& il punto che ha le proiezioni P',P/.

§ 56. — Rappresentazione del piano. -— Chiame-
remo brevemente ¢racce (1.2, 2.* e 3.%) di un piano ge-
nerico a e indicheremo risp. con §;,5,,8; le proiezioni
assonometriche delle tracce che il piano a ha sui piani
coordinati; e diremo traccia assonometrica del piano a e
denoteremo con s la sua intersezione col quadro. .

Se il piano a sega i tre assi OX, 0Y, 0OZ, le sue
tracce s,,8,,8, si tagliano due a due in tre punti 4.,4,",4."
situati risp. su OX',0Y',0Z"' (fig. 136). Se il piano a &
parallelo p. e. all’asse OZ, e quindi perpendicolare a 7,
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le tracce s,,s, risultano parallele ad O'Z' (fig. 137); se
esso passa p. e. per 'asse OZ, si avra s, =8, =0'Z'
{fig. 138); infine sa & parallelo p. e. a =, e quindi or-
togonale ad OZ, le s, s, saranno risp. parallele ad O'X"
e ad O'Y' e s’ incontreranno in un punto 4., di 0'Z,
mentre s, manchera (sara la retta impropria del quadro =)
(fig. 139).

Consideriamo ora un piano generico a esia 4,4, 4.
il triangolo che ha per lati le tracce s;,s,,5, di a (fig. 140)
Sussiste il seguente

TrorEMA. — II triangolo che ha per lati le tracce
di un piano generico e il triangolo fondamentale del si-
stema delle proiezioni assonometriche somo omologici; il
centro di tale omologia & la proiezione assonometrica del-
U origine degli assi, e I’ asse dell’omologia ¢ la traccia
assonometrica del piano dato.

Infatti, le congiungenti i vertici omologhi dei due
iriangoli 4, 4,,4.", S,S,S. passano per O, i due 'rian-
goli sono omologici ed il centro di tale omologia & ('
L’ asse dell’ omologia & la retta che contiene i tre punti
L=A4'4.88, M = A4 . S5, N = 4/4..585.; oc-
corre provare che questa retta & la traccia assonometrica ~
del piano dato. Ora cio si vede subito, poiché I,1/,N sonc
punti comuni al piano dato e al quadro =; invero, per
provare ad es. che L & tale, si osservi che S.S, appar-
tiene a =, e che la traccia su =; del piano dato ha cou
8.8, un’ intersezione che ha per proiezione assonometrica
L e quindi non puo differire da 7. Cosi il teorema vi-
mane stabilito.

OsSERVAZIONE. — Se il piano dato & in una posi-
zione particolare, e quindi il triangolo 4,',4,,4. non
esiste pitt (o possiede elementi impropri) i punti L, N
saranno situati ancora sulla s, traccia assonometrica
del piano dato. Cio risulta senz’altro dalla precedente
dimostrazione. Nel caso particolare che 4,4, 4. ri-
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sulti omotetico ad S,S,S,, i punti L,M,N e la s riescono
impropri, e il piano dato & parallelo al quadro  (Cfr. § 52).

Il prec. Teorema permette di dedurre il seguente

Cororrarro. — Date due delle quattro tracce s,,,8,,8,
di un piano (colle condizioni date dal prec. Teorema), le
altre due restano perfettamente determinate.

Infatti, date due delle s;,s,,s,, il triangolo 4,4 "4, ri-
sulta determinato e per avere la s basta costruire 1"asse
dell’ omologia che intercede tra A4,'4,’4,, S,8,S,; date in-
vece s ed una delle &,,s,¢,, si ha sul quadro una omo-
logia ben determinata avente come centro O' e asse s,
e in cui si corrispondono un lato di 8.8,8S, e il lato dato
di 4,4,/ 4. ; le rette omologhe degli altri due lati di S.5,S,
danno le tracce che si cercano.

§ 57. -—— Rappresentazione della retta. — Una retta
generica @, come ogni figura dello spazio, avra sul quadro
7 le sue tre proiezioni «;',a,,a; e la proiezione as-
sonometrica «'. Date arbitrariamente sul quadro m due
rette come proiezioni di una retta @, questa rimane
perfettamente individuata, e se ne potranno costruirele
rimanenti due proiezioni.

Oltre alle nominate proiezioni si hanno da consi-
derare della retta a le intersezioni coi piani coordinati,
le quali proiettate sul quadro danno tre punti §,5,,5;
detti brevemente 1% 2° ¢ 32 t{paccia, e 1’ intersezione S
col quadro =z, la quale dicesi traccia assonometrica della
retta. B ovvio che una retta & perfettamente individuata
da due delle tracce assunte ad arbitrio.

Tra le proiezioni a'ia,\a,,a,, e le tracce §,S,,5,.5;
esiste evidentemente questo legame:

Tutte le tracce della retta sono situate sulla proiezione
assonometrica della retta e ogni proiezione della retta passa
per la traccia omonima. Si osservi inoltre che ciascuna

delle proiezioni «,',a,,a’y ha due intersezioni con le pro-
‘ 10
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iezioni assonometriche degli assi che individuano il piano
principale contenente la rispettiva retta obiettiva (proie-
zione ortogonale di @), e queste intersezioni sono tali
che le parallele condotte per esse .alla proiezione assono-
metrica del terzo asse, incontrano a' secondo due dei
punti S..8;,8;. Cosi p. e. la @' incontra O'X' ed O'Y"
risp. in 4',B"; e la parallela ad O'Z' condotta per 4' in-
contra a'in S,, la parallela per B'incontra ¢’ in S, (fig. 142)
Tutto cid si vede dalla semplice ispezione della fig. 141,
dove abbiamo indicato con T,T,,T), le tracce di @ e con
a,,@,,a, le sue proiezioui ortogonali sui piani coordinati.

Consideriamo ancora la rappresentazione della retta,
quando sia in posizione eccezionale rispetto al quadro
o al triedro dei piani coordinati, limitandoci ad enun-
ciare 1 fatti e lasciando le facili dimostrazioni al lettore.

Se la retta a giace sul quadro, la S & indeterminata;
8,,8,,8; sono risp. le intersezioni di a coi lati del trian-
golo fondamentale.

Se la retta @ & perpendicolare al quadro si ha
a'=8=85=85,=38; e le a,a,,a;' passano tutte pel
punto S.

Se la retta a giace nel piano 7, si ha ¢,'=a/,
ay, = 0'X', a)' = 0'Y', ed S giace sul lato S,S, del
triangolo fondamentale.

Se la retta a & perpendicolare a =w;, sard ' = S§,;
a'\a,’ e ay risulteranno parallele ad O'Z', quindi S, ed
S; coincideranno nel punto improprio di a'; S sara
un punto proprio.

~ Se la retta a & parallela a 7, la a,' risulta parallela
alla a', quindi 8, coincide col punto improprio di a'.

Infine se la retta @ passa per I’ origine O degli
assi, si ha 0'=8,=8,=8; e le a'a/,a,,0,' passano
tutte per O'.

In cio che si & detto sono espresse le condizioni
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necessaric e sufficienti perché la retta @ sia nella posi-
zione particolare considerata,

Per completare quanto abbiamo esposto intorno alla
rappresentazione della retta, dobbiamo risolvere ancora
1 due problemi seguenti: '

ProBrLEMA 1.° — Data una retta generica a mediante
la sua 1* proiezione a;' e la sua proiezione assonometrica a',
costruire le tracce e le 1imanenti due paozezzom della
retta (fig, 143). :

Ricordando il legame che esiste tra le proiezioni e
le tracce della retta «, cominciamo col determinare le
tracce S},5,,8;; esse si ottengono immediatamente. In-
fatti si ha S, = a;a,', mentre S, ed S; sono risp. le in-
tersezioni della @' con le parallele ad O'Z' condotte
risp. per 4'= 0'X".a;' e B'= 0'Y". a,'. Per costruire
ora la @, si osservi che essa deve passare per S, e pel
punto C' intersezione di O'Z' con la parallela ad 0'Y"'
condotta per S; (vedi anche fig. 141); e simi'mente la a4’
¢ Ia retta che passa per S; e pel punto D'intersezione
di 0'Y" con la parallela ad O'X' condotta per ;.

Per determinare infine la traccia assonometrica S
della retta «, si consideri il piano a che proietta @
sul piano principale 7 ; le tracce assonometriche Ss della
vetta ¢« e del pilano a si appartengono, quindi sara
S=s. a'. Ora, per trovare la s, si osservi che il piano «
ha come tracce le rette «;'=s;, 4'S,=3s,, B'S;=s;.
percio s sara la retta che congiunge i punti M =s,.S5;S5:
ed N=s,.8,8; (cfr. § prec.).

Cosi il problema é completamente risolto.

OssERVAZIONE. — Potrebbe darsi che la s risultasse
parallela o coincidente con la a'; nel 1.° caso la a sa-
rebbe parallela al quadro, nel 2.° giacerebbe nel quadro.

ProBLEMA 2.0 — Date due tracce della retta generica a,
costruire le rimanenti due tracce e le proiezioni della retta.

Distinguiamo due casi:
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1.° caso: Sieno date due delle tre tracce S,S,,Ss,
p-e 8, ed S5 — Allorasi ha a'=8,S;, ed o' = 4'B|,
dove A' & Iintersezione di O'X' colla parallela ad
0'Z' condotta per S,, e B' ’intersezione di O'Y" colla
parallela ad O'Z' condotta per S, (fig. 148). Siamo cosi
ricondotti al pree. problema.

2.9 caso: Sieno date S ed §,. — Intanto si ha
a'= S8, (fig. 143). Per costruire g@,' si determini il
punto A'intersezione di O'X' con la parallela ad O'Z'
condotta per S,; sard A' un punto di @, Per avere un
secondo punto di g, si congiunga il punto M == 4 'S, . S=S.
con S e si determini il punto L = MS. S.S,; la a;' passera
per L (cfr. probl. prec.). Cosi siamo ricondotti al caso
del prec. problema.

§ 58. — Problemi grafici. —— I problemi grafici
relativi agli elementi fondamentali si risolvono nella
assonometria senza alcuna difficolta, quando si tengano
presenti le risoluzioni date per essi nel metodo delle
proiezioni ortogonali. Ci limiteremo in proposito ad uno
solo come esempio. .

ProBLEMA. — Determinare U intersezione di un piano
generico a con una vetta generica a.

Il piano sia dato mediante le sue tracce 5,5, (ed s,),
la retta mediante la sua proiezione assonometrica.a’,
e la sua 1.2 prolezione ¢, (fig. 144). Si consideri il piano .
proiettante « sul piano m;; questo piano p ha per 1.»
traccia la t,=a,' e per 2. traccia la retta ¢, parallela
ad O'Z' condotta pel punto C'= O'X'.¢«,. Essendo
ora A'=t .s,B'=t,.s,, sara A'B' la proiezione
assonometrica dell’ intersezione di a con p, e quindi
M'=A'B'.a' la proiezione assonometrica dell’ interse-
zione M di @ con a Per avere ora la 1.2 proiezione
M, di M, basta proiettare M' sopra a, parallelameute ad
O'Z'. Ccsi M & completamente determinato.
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& 69- — Problemi metrici. Ribaltamento. — [ pro-
blemi in cul entran.n considerazioni metriche, e in cui
si tratta specialmente di determinare la vera forma e
grandezza di figure piane si risolvono anche nell’ asso-
nometria mediante il 1ibaltamento del piano sopra il
quadro =z (cfr. §§ 11, 14 e 83). Vediamo dunque come
si ottenga qui il ribaltamento sul quadro di un piano
principale e di un piano generico dato. .

Volendo p. e. ribaltare sul quadro il piano z, in-
torno alla sua traccia assonometrica S,S,, si osservi che
il ribaltamento (0O) dell’ origine sara situato sulla retta
O’'Z’ e sulla semicirconferenza di diametro §.S,, onde
(0) rimane cosi perfettamente determinato quando sia
fissato il senso della rotazione (fig. 145). Per costruire
ora il ribaltamento (M) di un qualsiasi punto M di =,
dato mediante la sua proiezione assonometrica M’ (coin~
cidente con la 1.* proiezione M), basta notare che le
proiezioni assonometriche dei punti di =, e i ribalta-
menti di questi punti si corrispondono nell’ affinita omo-
logica ortogonale del quadro, avente come asse S,S,. Tale
afflnitd resta completamente individuata dalla coppia
0',(0).

Vediamo ora come si ottenga il ribaltamento sul
quadro di un piano generico, dato mediante le sue tracce
81,8,,8g, intorno alla sua traccia assonometrica s che sap-
piamo costruire (§ 56). Facciamo anzitutto il ribalta-
mento di uno dei vertici del triangolo A4,4,4,; secondo
cui il piano dato sega il triedro dei piani principali,
p- e. di A, (ig. 146). Si osservi percid che il ribalta-
mento A, di A4, sarad situato sulla perpendicolare p con-
dotta da A, alla s; quindi si noti che il segmento L4,
dove L = s.s;, avrd per ribaltamento LA,, giacché L
rimane fermo. Ora, per avere la vera grandezza di LA,
si ribalti il piano =, come nel caso precedente, e co-
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struito (4,) omologo di 4, in questo ribaltamento, si
congiunga L con (4,). Siccome L rimane fermo anche
in questo secondo ribaltamento, sara L(4,) la vera gran-
dezza di LA,. Cid fatto, con centro in L e raggio L(4,)
si descriva un cerchio; questo incontrera certamente,
oome si vede subito, la retta p in due punti 4., 4,; tali
punti saranno i ribaltamenti di 4, nei due sensi pos-
sibili. La corrvispondenza che intercede in questo caso
tra le proiezioni assonometriche dei punti del piano dato
ed 1 loro ribaltamenti & I’ affinita omologica ortogonale
avente come asse la s. Tale affinita & perfettanente de-

terminata dalla coppia AI(,',Z:

§ 60. — Condizioni di perpendicolarita. — Tro-
viamo infine la condizione cui debbono soddisfare due
rette giacenti in un piano principale, perché sieno per-
pendicolari tra loro.

Tale condizione si riduce evidentemente a quella
che le direzioni delle loro proiezioni assonometriche si
corrispondano nell’ involuzione che si ottiene sulla retta
impropria del quadro 7z, proiettando su = 1’ involuzione
assoluta del piano principale cui appartengono le due
rette.

Per fissare le idee, si consideri il piano x;; I’ invo-
lnzione assoluta di questo piano si pud individuare
mediante la coppia di assi ortogonali OX,0Y e un’altra
coppia di rette ortogonali per O, che qui sceglieremo in
modo conveniente. A tal nopo si consideri il piano
passante per OZ e perpendicolare al quadro =: tale
piano © sega m, secondo una retta z ed ha come traccin
assonometrica la O'Z’ =z, Sia z’ la retta per O per-
~pendicolare a z mnel piano =, e 2, la proiezione assono-
metrica di z’. Allora 1’involuzione assoluta di m, indi-
viduata dalle coppie OX,0Y e 2,2z’ viene proiettata sul
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quadro nella involuzione individuata dalle coppie
0'X',0'Y e z= 07z (fig. 147). Dico che 0'Z" e z/
sono ancora ortogonali; invero essendo z” perpendicolare
ad OZ e a z, sara anche perpendicolare ad v = OZ.z.
Ma allora z,” proiezione assonometrica diz' ez = 0'Z’
traccia assonometrica di ®, sono perpendicolari tra loro.

Possiamo_dunque- enunciare il

TroreMa. — Date due rette a,b di un piano prin-
cipale mediante le loro proiezioni assonometriche a',b’, la
condizione necessaria e sufficiente perché a,b sieno orto-
gonali, & che le direzioni delle a',b’ sieno coniugate nel-
U involuzione I' individuata sulla retta. impropria del
quadro dalle proiezioni assonometriche dei due assi gia-
centi nmel nominato piano principale e dalla coppia costi-
tuita dalla proiezione assonometrica del terzo asse e dalla
perpendicolare a questa preiezione.

Come applicazione possiamo risolvere il seguente

PrsLEMA. — Date le proiezioni assomometriche A’
ed a’ di un punto A e di una retta a del piano m,, con-
durre per A la perpendicolare ad a. '

Secondo il prec. Teorema, condotta la O'Z" per-
pendicolare ad O'Z’, e per O’ la a" parallela ad a’,
bisognerebbe costruire il raggio a” coniugato di a" nel-
I"involuzione I’ in cui si corrispondono O'X’,0'Y’ ed
0'Z',0'Z", quindi condurre per A’ la parallela al
raggio a"

Ma una costruzione piu elegante si pud avere nel
modo seguente:

Se nel piano m, si considerano le rette OX,a e la 2,
traccia del piano w che proietta OZ sul quadro =, si
ha un triangolo di vertici OMN ; sia H il punto delle al-
tezze di OMN (fig. 148). Ora O,M,N hanno come pro-
iezioni assonometriche risp. ’

O,M =0Z.a', N=0X".a’;
e la proiezione assonometrica H’ di H sara, pel prec.
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Teorema, il punto d’incontro della parallela ad O Y’
condotta per M’ e della perpendicolare ad O’Z’ con-
dotta per N'. Ma allora O’H’ & la proiezione assonome-
trica della OH perpendicolare ad @, cioé si ha a"= O'H’.
Trovato cosi " si conduca, come s’ & detto, per 4’ la
"p’ parallela ad a™.

OsservazioNE. — Se a passa per O la prec. co-
struzione cade in difetto; allora basta considerare una
retta b parallela ad @ e costruire la perpendicolare a b.
Se poi a fosse parallela ad OX, OY oppure alla z, traccia
di w, la direzione coniugata di quella di @’ sarebbe risp.-
quella di O'Y’, 0'X" o di O'Z".

Non tratteremo altri problemi metriei, che potranno
svolgersi per esercizio (1). Dedurremo soltanto come co-
rollario del prec. teorema, la condizione di perpendi-
colaritdy tra piano e retta. Questa condizione si ottiene
ricordando che un piano a ed una retta # sono perpen-
dicolari tra loro se le tracce di a e le proiezioni di #»
sopra due piani non paralleli e non aventi I’ intersezione
parallela ad @, sono reciprocamente ortogonali. Pertanto
concludiamo il

TeorEMA. — Dato nello spazio un piano a ed una
retta r ortogonali fra loro, la traccia assonometrica di o
e la proiezione assonometrica di r saramno ortogonali, e
la direzione di ciascuna delle tracce di a sara coniugata
alla dirvezione della proiezione omonima di v mnella corri-
spondente involuzione 1', individuata come nel prec. Teo-
rema. Viceversa, se tali condizioni sono soddisfatte (e ba-
sterd in generale verificarlo per due sole tracce di a e

(1) Si possono consultare i due lavori del PeLz pubblicati
nei vol. 81 (1880) e 83 (1881) dei Sitzungsberichte dell’ Accad. di
Vienna nei quali I’autore espone risoluzioni assai eleganti di
questa classe di problemi.



153

per le due proiezioni omonime di 7), il piano a e la
retta r saranno perpendicolari.

OsservazioNne. — La condizione di perpendicolarita
tra piano e retta si pud esprimere anche sotto altra
forma. Descritto il cerchio di centro O’ e raggio 00"
(fig. 128) si conducano per O una retta ed un piano
risp. paralleli alla retta -data e al piano dato. La con-
dizione necessaria e sufficiente perché gli elementi dati
sieno perpendicolari é che le tracce agsonometriche degli
elementi paralleli si corrispondano nell’ antipolarita re-
lativa al nominato cerchio (cfr. § 17).

§ 61. — Assonometria obliqua. — Nei precedenti §§
abbiamo trattato dell’ assonometria ortogonale; diamo
ora un brevissimo cenno delle modificazioni inerenti al
caso dell’ assonometria obliqua.

Anzitutto osserviamo che dato il triangolo fondamen-
tale S8, S: (acutangolo), si puo fissare in modo arbitrario
il punto O’, proiezione assonometrica obliqua dell’ ori-
gine O degli assi, giacché con cio si viene ad assegnare
la direzione OO’ dei raggi proiettanti. Quando O’ coin-
cida col punto delle altezze del triangolo fondamentale
ricadiamo nell’ assonometria ortogonale.

Dato nello spazio un segmento AB, la sua proie-
zione assonometrica obliqua A'B’ pud essere minore.
uguale o maggiore di 4B. Se CD & un secondo segmento
appartenente alla retta AB o ad una retta parallela ad
AB, sussisterd la relazione

AB:A'B" = CD:(C'D’,
< <

onde sard CD — (D’ secondo che é 4B = A’B’,
> >

Da queste osservazioni segue che, data 1’ unita di
q eg )
misura u, sulle proiezioni assornometriche oblique 0'X’,
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0'Y', O'Z' degli assi OX, OY, OZ restano definite an-
cora tre scale assonometriche delle coordinate, e che
costruite queste scale, si potrd determinare la proiezione
assonometrica obliqua di un punto P individuato dalle
sue coordinate, con procedimento del tutto identico a quello
tenuto nel § H3.

La costruzione delle scale assonometriche delle coor-
dinate si pud eseguire nel modo seguente: Riferendoci
p. e. all’asse OX, si consideri nello spazio il triangolo
00’S; e se ne faccia il ribaltamento sul quadro intorno
al lato O'S,, traccia assonometrica del piano del trian-
golo (fig. 149). A tal uwopo si costruisca il triangolo
0"S0," rettangolo in 0", dove O" & il punto delle al-
tezze di S.5,S;, O"S & il segmento perpendicolare ad
0’8, condotto da O" ed 0"0,/ = 0"0, & la distanza
di O dal quadro (§ 53); il ribaltamento (0)0’S, del
triangolo OO’S, si ottiene quindi immediatamente, es-
sendo (0) sulla O"S e distante da .S del segmento SO,
Cio fatto, si porti sulla (0)S., il segmento (O)U uguale
all’ unitd «, e si proietti U sopra O’S, parallelamente
ad (0)0" in U’; sara allora O'U’ 1’ unitd «, della scala
assonometrica sulla O’X’. Cosl la questione & risoluta.
Analogamente si proceda per graduare le O'Y’, 0'Z’,
determinando- le rispettive unita w,.u,.

Dalle osservazioni fatte innanzi possiamo ancora
dedurre che i rapporti d’ accorciamento

~

b Uy —
, B —=,v ==,
¢ u u

DA

f
1
I

~

non sono piu soggetti alla condizione di essere minori
di 1, poiché, come si & notato, la proiezione obliqua di
un segmento pud essere uguale al segmento stesso, mi-
nore o anche maggiore di esso.

Nel § 54 abbiamo veduto che dati gli angoli &7,
che le proiezioni assonometriche degli assi formano a
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due a due, il sistema di proiezioni assonometriche orto-
gonali resta perfettamente determinato. Nell’assonometria
obliquainvece le proiezioni assonometriche O'X,0'Y',0'Z’
degli assi non sono piu sufficienti a determinare il si-
stema, e si possono fissare ancora in modo arbitrario
le scale assonometriche delle coordinate. Cid risulta su-
bito dal seguente

TeorEMA DI PoHLKE. — Tre segmenti di un piano
uscenti da uno stesso punto O' ed aventi direzioni e lun-
ghezze arbitrarie uj,u,n, — purché non pik di uno dei tre
segmenti ¢ non pit di uno dei tre angoli da essi formati
st riduca a zero — possono considerarsi come proiezione
parallela di tre segmenti uguali, presi sopra tre assi fra
loro a due a due ortogonali, la cui lunghezza u risulta
pienamente determinata.

Di questo importante teorema, dimostrato dal PoHLEE
nel 1853, si sono date piu tardi varie dimostrazioni.
Quella dello SceEwarz (1) é la prima di “carattere ele-
mentare. Ma noi non ¢’ indugeremo qui a riportarla ri-
mandando lo studioso al Lehrbuch der darstellenden Geo-
metrie di Cu. WIENER (pag. 448) (2).

Termineremo questo cenno notando che quanto ab-
biamo detto nei §§ 55-58 riguardo alla rappresentazione
degli enti fondamentali ed ai problemi grafici che ad
essi si riferiscono, puo ripetersi pel caso dell’ assono-
metria obliqua con qualche ovvia modificazione. Quanto
ail problemi metrici, si ricorre pur qui egualmente al
ribaltamento del piano ecc. .

- Come esercizio si possono risolvere nell’assonometria
obliqua i problemi che abbiamo svolto nei §§ 57 e bS.

(1) Journal von Crelle Bd. 63, Anno 1863,
(2) TEUBNER, Leipzig. 1884.

N



CAPITOLO IX.

Proiezioni quotate.

§ 62. — Rappresentazione del punto. — Riferia-
moci ad un sistema di proiezioni ortogonali ove il 1.°
' piano principale 7 si suppone, generalmente, orizzontale.
La distanza di un punto P da =, ciod I’ altezza del punto
(presa positivamente 0 negativamente secondochsé il punto
4 nella regione dello spazio superiore o inferiore al piano)
dicesi la quota del punto (cfr. § 26).

Un punto proprio pud venire rappresentato me-
diante la sua (12 proiezione cioé la) proiezione ortogo-
nale sul quadro (detto anche piano di paragone) e la
relativa quota. Si ha allora il metodo di rappresenta-
zione detto delle proiezioni quotate. Secondo 1’ uso si
denota il punto P scrivendone la quota accanto al nome
della sua proiezione; ad es.: P = (P.3) designa il punto
che ha come proiezione P' e come quota 3.

I punti di egual quota stanno in un piano parallelo
al piano di paragone.

Affinché un sistema di proiezione quotata resti per-
fettamente determinato, occorre assegnare la unitd di
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misura, in grandezza vera, oppure ridotta secondo un
‘dato rapporto; cid significa dare la scala del disegno.

§ 63. — Rappresentazione della retta. — Una retta
propria resta individuata quando sono date le proiezioni
e le quote dei suoi punti; se le due proiezioni coinci-
dono, la retta & verticale (perpendicolare al quadro); se
coincidono le due quote la retta é orizzontale (parallela
al quadro). Dicesi pendenza p d’una retta la tangente
trigonometrica dell’ angolo a che essa fa col quadro;
dicesi intervallo i di essa, la distanza tra le proiezioni
di due punti della retta le cui quote differiscono di una
unita. Si ha allora facilmente p.s =1 (fig. 150).
le quote di due dei suoi punti 4 = (4',a), B=(B',b),
si consideri un altro punto M = (M, m) di essa (fig. 151);
avremo facilmente

MA_ m—a

4B b—a

Questa relazione ci permette di calcolare la quota
del punto J data la sua proiezione, o di assegnare la
proiezione del punto data la quota. Lia pendenza p della
retta viene data in valore assoluto dalla relazione
__b—a
P—'E',
Sopra una data retta si considerino in particolare i
puntiche hanno come quote i numeriinteri...-2,-1,0,1,2,3..,
le proiezioni succedentisi ad ugual distanza fra loro
formano la cosi detta scala di pendenza della retta. Co-
struire la scala di pendenza di una retta dicesi graduare

la retta. '
Data una retta mediante due punti quotati, essa
pud essere graduata nel modo seguente. Poniamo p. e.
che la retta a sia individuata dai punti 4 = (4.'—45)

come si desume pure facilmente dalla figura.
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= (B.'—6,7). Conduciamo per 4 la parallela A'BT
(la quale incontra la BB') e attorno a questa refia
facciamo ruotare (in un certo senso) il piano verticale,
portando cosi il punto B in un nuovo punto B, avente
la stessa quota di 4. Possiamo determinare la proiezione
B/ di B, osservando che essa si trova sulla perpendi-
colare ¢ ad A'B'in B! e dista da B'di 6,7 —4,5;
giacché valendoci della scala del disegno (fig. 152) si
puo costruire la lunghezza (6,7 —4,5) del segmento B'B/,.

Ora rviportiamo su ¢ a partire da B, verso B' un
.segmento 0,7 —= 6,7 — 6, costruendo un nuovo punto
C,; mandiamo per C; la parallela ad 4'B' ad incon-
trare 4'B;', e dal punto () d’intersezione caliamo la
perpendicolare su 4 'B', il cui piede sia C'. Il punto C'
6 I'immagine di un punto della retta obiettiva a quo-
tato 6. Successivamente si pud costruire su 4'B' il
punto D' immagine del punto della retta quotato 5;
percid si prende su B’B,'il punto D, (dalla parte di B')
alla distanza I da (%, si mandi per D, la parallela ad
A'B' fino a segare in D; la A'B]', e quindi per D, la
perpendicolare ad A4'B' avente come piede D'

Procedendo nello stesso modo ei ottengono su 4'B"'
- le immagini di tutti i punti della retta che hanno quote
intere. Ei cosl la retta viene graduata.

OsservazioNE. — Mediante le scale di pendenza,
possiamo riconoscere il parallelismo di due rette, giacché
appunto si ha come condizione necessaria e sufficiente
per il parallelismo di due rette, che le loro proiezioni
siano parallele e le scale di pendenza uguali e dirette
nello stesso senso.

Cosi p. e. sono parallele le rette a,b rappresentate
nella fig. 153 mediante le loro proiezioni graduate. L’in-
cidenza di due rette in un punto proprio, si riconosce
sul quadro osservando che le proiezioni delle due rette
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debbono incontrarsi in un punto avente la stessa quota
tanto considerato su I’ una retta, come su !’ altra.

§ 64. — Rappresentazione del piano. -- Sia dato
un piano a non parallelo al piano di paragomne. Si con-
siderano in a due fasci impropri di rette; quello delle
rette orizzontali, dette di livello, e quello delle rette
perpendicolari alla traccia di @ che sono le rette di
massima pendenza del piano stesso.

Un piano =z, obliguo al quadro viene rappresen-
tato data una sua retta di massima pendenza, giacché
la sua traccia deve essere perpendicolare a questa retta.
La retta di massima pendenza si determina mediante
la sua proiezione graduata, che per evitare confusioni,
si suole segnare nel disegno con un doppio tratto ret-
tilineo.

Un piano obliquo si pud dungue rappresentare me-
diante infinite scale di pendenza, o rette graduate tutte
uguali e parallele fra loro; ciascuna di queste si dice
una scala di pendenza del piano. Le rette di livelio del
piano hanno come proiezioni le rette perpendicolari alle
scale di pendenza; in particolare la traccia ¢ del piano
¢ la perpendicolare alla scala di pendenza contenente
il punto di quota O (fig. 154).

Un piano verticale, cioé perpendicolare al quadro
si puo rappresentare dandone la traccia; un piano oriz-
zontale mediante la quota. Noi lasceremo generalmente
da parte questi due casi di rappresentazione eccezionale.

OsservazioNE 1.* — La condizione di parallelismo
di due piani obliqui & che le scale di pendenza di essi
sieno parallele, ugunali e dirette nel medesimo verso
(fig. 155).

OsservazionE 2.2 — Dato un piano obliquo me-
diante una sua scala di pendenza s, si pud determinare
la quota di un punto rappresentato dalla sua proiezione 4"
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Basta infatti mandare per 4' la perpendicolare ad s e
misurare la quota del piede di essa (fig. 156).

§ 66. — Problemi grafici. Senza svolgere diffusa-
mente la risoluzione di tutti i principali problemi che
si presentano nel metodo delle proiezioni quotate, ci
limiteremo a dare qualche esempio. '

Cominciamon da alcuni problemi grafici ed esclu-
diamo sempre posizioni eccezionali degli elementi, che
entrano in considerazione.

ProBLEMA 1.° — Determinare la congiungente di due
punti propri.

La proiezione della retta é la congiungente le pro-
iezioni dei due punti (supposte distinte) e pud essere
graduata come nel § 63 (fig. 1567).

ProprEMA 2.0 — Condurre per un punto la par al—
lela ad una retta data.

La retta sia data mediante la sua scala di pendenza b',
e si abbia il punto 4 = (4.'2,5). Mandiamo per A4' la
parallela a' alla b', questa & la proiezione della retta
da costruirsi; per graduarla costruiamo su 4'il punto B'
di quota 2,5 e mandiamo pei punti 0,1,2,3,.. le paral-
lele ad 4'B".

ProBLEMA 3.° — Determinare 1 intersezione di due
piani.

Si abbiano due piani (non paralleli fra loro ed
obliqui al quadrc) dati mediante due scale di pendenza
non parallele. Immaginiamo di segare successivamente
1 due piani «,3 coi piani orizzontali (paralleli al quadro)
di quota 0,1,2,3,4... (fig. 1568). Otteniamo le rette di li-
vello di @ 8 aventi come proiezioni tante perpendicolari
alle scale di pendenza dei piani stessi. Lie intersezioni
di queste perpendicolari, corrispondenti a rette orizzon-
tali di ugual quota, danno i punti comuni ai due piani.

11
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Si costruisce cosi non solo la proiezione della retta co-
mune ad a8 ma anche la sua graduazione.

Si considereranno per esercizio i casi particolari
eccepiti. '

ProBLEMA 4.0 — Costruire il piano determinato da
un punto e da una rettc.

Il punto dato sia 4= (4", 3,5) e la retta sia b,
data mediante la sua scala di pendenza b' (fig. 159).

Costruiamo su & il punto B = (B'. 3,5), otterremo
la retta orizzontale 4B di guota 3,6 data mediante la
sua proiezione 4'B'. Allora possiamo assegnare la scala
di pendenza del piano 4b, conducendo per A'la per-
pendicolare ad A'B', e graduandola mediante le pa-
rallele ad 4B condotte pei punti 7,2,3... della retta 0.

§ 66. — Condizione di perpendicolarith. — Cer-
chiamo le condizioni di perpendicolarita di una retta e
di un piano (obliquo al quadro). Anzitutto la traccia
del piano deve essere perpeundicolare alla proiezione
della retta (cfr. § 32), quindi la scala di pendenza del
piano e quella della retta devono essere parallele. De-
notiamo con 4 il punto di intersezione della retta e del
piano, con (' la traccia della retta data, con B la traccia
della retta di massima pendenza del piano dato, passante
per 4 (fig. 160).

Conduciamo per 4 la verticale (perpendicolare al
quadro), e su di essa prendiamo il segmento AD—1,
quindi mandiamo pel punto D, I’ orizzontale nel piano
ABC, ad.incontrare AB, AC risp. nei punti B, e (). I
segmenti DB, e D(, rappresentano in grandezza e di-
rezione gli intervalli delle scale di pendenza delle due
rette 4B, AC (presi ambedue nel verso delle quote de-
crescenti); si vede dunque che gli intervalli di queste
due scale hanno valori reciproci, ossia tra essi é media
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proporzionale i’ unitd (4.D); inoltre le graduazioni delle
due scale crescono in verso opposto.

Si ottengono cosi le seguenti condizioni di perpen-
dicolaritd fra una retta e un piano obliquo :

1) le scale di pendenza della retta e del piano
sono parallele;

2) gli intervalli di queste scale hanno valori re-
ciproci;

3) le graduazioni crescono in verso opposto.

Viceversa & facile vedere che queste condizioni ne-
cessarie sono anche sufficienti per la perpendicolarita
di una retta e di un piano. ‘

Applicando il teorema stabilito si possono risolvere
- facilmente col metodo delle proiezioni quotate i vari
problemi che si presentano relativi a rette e piani per-
pendicolari.

Tratteremo come esempio il seguente :

ProeLEMA — Per un punto dato condurre la per-
pendicolare ad un piano dato (obliquo).

Per il punto dato [sia p. e. 4= (4". 2,5)] si mandi
la parallela alla scala di pendenza del piano; si avra
cosl la proiezione della retta cercata (fig. 161). Per gra-
duarla si costruisca un triangolo rettangolo avente per
altezza 1’ unita della scala del disegno, e tale che uno
dei segmenti intercetti dall’ altezza sull’ipotenusa sia
I’intervallo della scala di pendenza del piano; 1 altro
segmento dell’ ipotenusa ci dara 1’ intervallo della scala
di pendenza della retta. La graduazione si effeftuera
quindi agevolmente tenendo conto della quota del punto
dato.

§ 67. — Ribaltamento di un piano obliquo. — Se
un piano dato, obliquo al quadro, viene ribaltato in-
torno alla sua traccia ¢ perpendicolare alla scala di
pendenza nel punto di quota O, si ha fra il quadro e
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il piano ribaltato un’'omologia affine ortogonale (cfr. § 33)
che ha come asse . Per determinare questa omologia
basta costruire il ribaltamento di un punto 4, dato me-
diante la sua proiezione A4 ' (fig. 162). A tal fine si de-
termini anzitutto la quota di 4 (che nella figura é 2), e
quindi si costruisca un triangolo rettangolo avente un
cateto uguale a tale quota ed un altro cateto uguale
alla distanza (4'd,) di A' da ¢; riportando sulla per-
pendicolare A'4, a t, la lunghezza 4,4, (nell’ uno o
nell’ altro verso secondo il verso del ribaltamento ese-
guito), si otterra il ribaltamento (4) del punto A.

Mediante il ribaltamento dei piani e le relazioni di
perpendicolarita fra rette e piani, si possono risolvere col
metodo delle proiezioni quotate tutti i problemi metrici
giad risoluti cogli altri metodi di rappresentazione.




PARTE SECONDA

ELEMENTI DI UNA TEORIA
DELLE LINEE E DELLE SUPERFICIE




CAPITOLO I
Linee piane e coni.

§ 1. — Introduzione. — Le nozioni di linea curva
e di superficie costituiscono parte integrante del mnostro
concetto intuitivo dello spazio. Le curve e le superficie
possono essere studiate sia valendosi immediatamente
e continuamente dell’ intuizione, sia traendo dall’ intui-
zione alcuni dati e ragionando quindi esclusivamente
su questi per via di deduzioni logiche. La seconda via
appare preferibile dal punto di vista matematico (teo-
rico), ma la prima ha il vantaggio di aprire piu spedi-
tamente 1’ adito alle applicazioni, e per’» a quest’ultima
via ci atterremo generalmente.

Ad essa nulla vi & da obiettare finché ci si riferisce
ad enti dati dall’ intuizione o ad enti fisici che vengono
mentalmente sostituiti (mediante 1’ appercezione) da enti
intuitivi. Ma quando ci si riferisca ad enti definiti ma-
tematicamente, con generazione germetrica od analitica,
occorre preventivamente esaminare se 1’ intuizione che
ce ne formiamo corrisponda perfettamente alla loro de-
finizione matematica. B noto infatti che I’ omissione di
una tale cautela & stata spesso causa di errori.
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§ 2. — Linee piane. — Il concetto intuitivo di linea
scaturisce dal movimento di un punto. In particolare
un punto che si muove nel piano, descrive una linea
o currva piana; in ogui posizione del punto sulla linea
in un determinato istante, il suo movimento ha una
direzione; la retta uscente dal punto che ha questa di-
rezione dicesi tangente alla linea nel punto (suo punto
di contatto). In un punto generico della linea per cul
il punto mobile generatore non sia passato due volte,
vi & una tangente.

La tangente ad una linea (non retta) in un punto,
apparisce coms il limite di una secante per esso, all’av-
vicinarsi indefinitamente dell’ulteriore punto di interse-
zione al punto di contatto; percid si dice che la tan-
gente congiunge due punti infinitamente vicini della curva.

Correlativamente, nel piano il movimento di ana
retta genera un inviluppo (piano). Sopra ogni retta ge-
nerica di esso vi & un punto che pud riguardarsi come
intersezione di due rette infinitamente vicine dell’invi-
luppo e dicesi punto di contatto di essa.

Nel piano:

Mentre un punto mobile Mentre una retta mobile
descrive una linea (non ret- descrive un inviluppo (non
ta) la sua tangente descrive un fascio) il suo punto di
un inviluppo. La linea &il contatto descrive una linea.
luogo dei punti di contatto L’ inviluppo ¢é 1’ insieme
delle rette dell’inviluppo.  delle tangenti alla linea.

Si vede cosi che le due generazioni correlative delle
curve (piane) e degli inviluppi corrispondono a consi-
derare una curva piana come luogo dei suoi punti o
come inviluppo.delle sue tangenti.

La generazione indicata delle curve piane (come
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luogo o inviluppo) pud dar luogo a delle singolarita.
Enumeriamo qui le pit semplici:

Se il punto mobile gene-
ratore della curva luogo C
passa due (o piu) volte per
uno stesso punto del piano
questo dicesi punto doppio
(o multiplo) della curva. In
generale nel. passare per un
tal punto, il punto mobile
avra ogni volta direzioni
differenti e quindi nel punto
doppio vi saranno in ge-
nerale due tangenti distinte,
ognuna delle quali unisce
il punto doppio O col punto

" infinitamente vicino ad uno
dei rami della curva per O.
Un punto doppio sifatto di-
cesi nodo (fig. 163).

Si dira doppio per la
curva C anche un punto O
nel quale il punto mobile
cambi la direzione del mo-
vimento generatore di C
(fig. 165); ivi in generale
vi sono pure due tangenti
distinte, tranne se la dire-
zione del movimento viene
invertita in 0, in quest’ ul-
timo caso si ha per O una
cuspide o punto di regresso
(fig. 165).

Se la tangente mobile
generatrice della curva in-
viluppo ( assume due (o
pit volte) una medesima
posizione, essa dicesi tan-
gente doppia (o multipla )
della curva. In generale
una tangente doppia avra
colla curva due diversi punts
di contatto, intersezioni del-
la retta colle due tangenti
della curva infinitamente
vicine ad essa (fig. 164).

Si dira doppia per la
curva (' anche una tan-
gente @ nella- quale posi-
zione la retta mobile ge-
neratrice di C cambi il
modo del movimento in
guisa che @ abbia in ge-
nerale due punti di con-
tatto distinti, limiti delle
tangenti precedenti e delle
successive (fig. 167); ma se
il cambiamento & avvenuto
in guisa che nella posizione
« la tangente mobile abbia.
invertito soltanto il semso
della sua rotazione (e quin-
di abbia un. sol punto di
contatto) ivi si. ha una tan-
gente stazionaria o d’infles—
sione (fig. 168).
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Il punto di contatto di una tangente di inflessione
alla C dicesi flesso. Questo si concepisce come un punto
nel quale tre posizioni successive del punto mobile ge-
neratore di (' sono in linea retta; correlativamente deve
concepirsi la cuspide dell’ inviluppo.

Quando & nota una generazione geometrica o ana-
litica di una curva, siffatta (come avviene generalmente)
che esiste una tangente ad essa in ogni punto (fatta
eccezione al pin per qualche punto singolare) si potra
porre il problema di costruire questa tangente in un
dato punto dipendentemente dalla definizione della curva.
In modo correlativo si potra domandare la costruzione
del punto di contatto con una tangente.

Siffatti problemi sono p. e. risoluti nella Geometria
proiettiva relativamente alle coniche.

Ma nelle applicazioni spesso avviene di dover de.
terminare la tangente ad una curva in un punto o il
punto di contatto di una tangente reiativamente a curve
aate graficamente, delle quali non si possieda una legge
di generazione che comporti una soluzione facile e breve
pel nominati problemi. Allora si ricorre a delle costru-
zioni grafiche approssimate che per la loro importanza
debbono essere qui accennate.

ProbLEMA 1.0 — Determinare la tangente in un punto
semplice T ad una data curva C (fig. 169).

Si descriva un cerchio K di centro 7, e per T si
conducano delle rette, alcune delle quali seghino la €
in vicinanza di 7' nei punti 4,B... da una parte di 7/
le altre seghino la (' pure in vicinanza di 7' nei punti
A',B\.... dall’ altra parte. Siano A,,B; e 4,,B, le interse-
zioni di T4,TB e TA'\TB' con K da una parte; 4,,B/,
e 4,,B,' le intersezioni di K con T'4A",TB' e TA,TB dal-
I’ altra parte. Sulle rette 7'4,,7'B,.. a partire da A4,,D,
si riportino verso T'le lunghezze T'A,TB ecc; sulle rette
TA,TB,.. a partire da A, B, si riportino le lunghezze
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TA',TB' da parte opposta di 7, e gli estremi dei segmenti
per tal modo determinati si uniscano graficamente con
un tratto continuo. La linea cosi costruita (detta curve
degli errori) sega il cerchio K in un punto X della tan-
gente in 7' a ('; |’ altra intersezione della nominata tan-
gente con K si costruirebbe analogamente dall’altra parte.

ProBLEMA 2.° — Determinare il punto di contatto
di una tangente semplice t di una data curva C (fig. 170),

Si tirino delle secanti della C parallele e assai vi-
cine alla ¢; per gli estremi A,B di ciascuna, s1 tirino
dei segmenti paralleli in senso opposto uguali (o pro-
porzionali) alla lunghezza della corda AB; la linea (degli
errori) che passa per gli estremi di tali segmenti sega
la C nel cercato punto di contatto 7' della ¢.

Data una linea piana (, possiamo considerare un
circolo che la tocchi in un suo punto generico Pe de-
terminato dall’ ulteriore passaggio per un altro punto P’
della linea (fig. 171). Se si fa avvicinare indefinitamente
P' a P su C, il detto circolo assume una posizione limite
ben determinata che costituisce il cerchio osculatore in P
a C, cerchio che ha in P tre punti infinitamente vicini colla
curva (contatto tripunto). Il centro di questo cerchio
si dice centro di curvatura della linea; esso si trova
sulla normale in P alla tangente a O, ossia alla linea C.
Se P & un flesso di €, il cerchio osculatore si riduce
alla tangente d’ inflessione.

Se C non & un cerchio, il luogo dei centri di cur-
vatura di C costituisce una linea C' che dicesi I’ evoluta
di C; mentre C dicesi I’ evolvente di C'. Si puo dimostrare
che mentre un filo avvolto su C'il cui estremo sia su C,
si avvolge o si svolge su C', il suo estremo descrive la
evolvente C; da cido i nomi di evolvente e di evoluta.

L’ intuizione ci fornisce ancora molte altre proprieta
delle linee su cui non ci tratteremo. Cosi p. es. in ogni
punto O di una linea piana C, vi & una parabola oscu-



172

latrice di vertice O, limite delle parabole di vertice O
tangenti in O a (' e passanti per un altro puuto P di C
che si avvicini infinitamente ad O (fig. 172); questa
parabola osculatrice ha in O un contatto tripunto colla
C, ed ha lo stesso cerchio osculatore. Similmente si po-
trebbero considerare altre curve aventi in un punto della
C un contatto 4 - punto, b - punto ecc.

§ 3. — Linee piane analitiche. -— Considerazioni
che qui non possiamo sviluppare portano ad ammettere
che un tratto convenientemente limitato di una linea
piana intuitiva nell’intorno di ogni punto generico
(semplice) si possa rappresentare analiticamente (p. e. in
coordinate cartesiane) con una equazione

y =17
dove /' & una funzione di « (in un determinato inter-
vallo), sviluppabile in serie di Taylor a partire da un
qualunque punto a, della linea.

Viceversa si pud anche verificare che 1’ equazione
y = [ (x) dove [ (i) & una funzione sviluppabile in serie
di Taylor in un deferminato intervallo (funzione ana-
litica) rappresenta sempre una linea che gode di tutt
gli ordinari attributi intuitivi. Cosl per esempio suppo-
nendo che il punto «, cada nell’ origine (&, = o0), la
curva rappresentata da uno sviluppo (di Mac ILaurin):

()
y=/[f(x)=a x+ a,2* -} ag»*-}-.... [dove a, = n—l'f (ol

ha nel punto origine O una tangente determinata
y — a,x, e parimente ha in O una parabola osculatrice:

Yy = a,x + a,a?
e quindi un cerchio osculatore ecc.

L’ osservazione precedente si pud enunciare cosi:
Ogni tratto convenientemente limitato di una linea in-
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tuttiva si puo rviguardare come una (porvzione di) linea
analitica e vicerersa.

Allorche una linea venga definita analiticamente
mediante una funzione analitica y — f(x), si possono
considerare anche punti immaginarii e rami immaginarii
della curva (punti di cui le coordinate complesse sod-
disfano all’ equazione della curva e rami di punti im-
maginarii). Infatti la funzione f(x) data da una serie di
Taylor si pud considerare come definita, entro un cerchio
di convergenza, anche per valori complessi di .

La teoria delle funzioni analitiche permette anche
— e noi ci limitiamo ad accennare la cosa — di estendere
con legge determinata (continuazione analitica) la funzione
[ (x), mediante serie atte a rappresentarla. Cosi si ot-
tiene in casi molto generali di definire la funzione /()
per tutti 1 valori reali o complessi della a.

Conseguentemente ogni linea analitica pud essere
resa completa considerando come facenti parte di essa
tutti i punti reali e complessi di cui le coordinate sod-
disfano alla relativa equazione.

Le cose dette innanzi per le linee intuitive in or-
dine alle loro singolaritd debbono ora essere completate
relativamente alle linee analitiche (complete).

Invero si potranno avere dei punti multipli di una
linea pei quali la linea passi con rami (tutti o alcuni)
immaginarii. Ma se per definire la linea siamo partiti da
un’ equazione a coeffivienti reali, la linea si comporra
in generale di rami reali e di rami immaginarii a coppie
coniugati (ciod costituiti di punti immaginarii coniugati),
e i rami immaginarii della linea passanti per un punto
reale dovranno essere a coppie coniugati.

Cosi una linea reale pud presentare tre specie di
punti doppi reali: il nodo e la cuspide che abbiamo
considerato, ed il punto isolato, cioé un punto reale
della linea pel quale passano due rami immaginarii co-
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niugati di essa (in cui vi sono due tangenti immaginarie
coningate) (fig. 173).

Il punto isolato di una linea si pud riguardare come
una curva chiusa infinitesima (per esempio come un
cerchio infinitesimo) facente parte dell’ intera linea.

Sotto questo aspetto 1 punti isolati si possono pre-
sentare geometricamente nelle linee considerate come
sezioni piane di una superficie. Si consideri ad es. la
superficie di rotazione di cui s (lig. 174) rappresenta una
sezione fatta con un piano passante per 1’ asse o; vi
sono del piani (@), perpendicolari ad o, che la segano
secondo una curva formata di due cerchi I’ uno interno
all’ altro, e come limite si hanno dei piani tangenti («")
che segano la superficie secondo una linea composta di
un cerchio e di un punto isolato (punto di contatto).

B ovvio che tutte le cose ora dette per le linee,
considerate come luogo di punti, si ripetono dualmente
per gli inviluppi delle tangenti.

Le linee analitiche sono anche inviluppi analitici
di tangenti.

Oltre le tangenti doppie con due contatli reali e le
tangenti di flesso, le linee reali possono presentare delle
tangenti isolate aventi due contatti immaginarii coniu-
gati ecc. '

§ 4. — Curve piane algebriche. — Fra le curve
(piane) analitiche compariscono come pit semplici le
curve algebriche (piane) date da un’ equazione algebrica
[ (xy) = o relativa ad uun sistema di coordinate carte-
siane, la .quale equazione si pud trasformare in un’altra
omogenea relativa a coordinate trilineari f (ax;x525) = 0;
col simbolo f abbiamo designato qui, nei due casi, un
polimonio di un certo grado n (omogeneo nel 2° caso).

Il numero n dicesi I’ ordine della curca.
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Parleremo di curce date da un’equazione a coefficienti
reali.

Ricordiamo dalla Geometria analitica alcune no-
zioni relative a tali curve.

Una curva algebrica d’ ordine n dicesi drriducibile
se non vi & alcuna curva d’ ordine <_nm facente parte
di essa.

Una curva algebrica irriducibile d’ ordine n ha n
punti comuni con ogni retta del suo piano; questi punti
possono essere tuttavia reali o mo, e in quest’ ultimo
caso a coppie immaginarii coniugati; essi possono anche
coincidere a gruppi. Se due delle intersezioni di una retta
colla curva coincidono in un punto, la retta é tangente:
alla curva. :

Due curve degli ordini rispettivi m,n hanno in co-
mune mn punti, contando debitamente le soluzioni mul-
tiple (Teorema di Bezour). Nel conto figura in generale
per » s intersezioni un punto comune alle due curve che
sia multiplo secondo » per 1'una, e secondo s per I’ altra.

In ogni punto (x;x,x;) della curva f(ax,ay) = o vi.
é una tangente

Sf Sf 8f
191“ _}19~‘ l‘.& J3:0
tranne se

19_]" f
19.1’1 &,r, 19.1'

In questo caso il punto & doppio (o multiplo se-
condo m > 2) per la curva, giacché ogni retta per esso-
& da considerarsi come una tangente avente in esso riu--
nite due (o m > 2) intersezioni colla curva.

In un punto doppio vi sono due rette, osculatrici
aventi un contatto tripunto colla curva; sono le -tan-
genti ai due rami della curva pel punto doppio. Queste
tangenti sono reali e distinte pel nodo, coincidenti per-
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la cuspide, immaginarie coniugate per il punto isolato.
Poniamo che la curva
[(x@exs) = o

abbia come punto doppio il punto (001). L’ equazione
della curva sviluppata psr le potenze crescenti di X120,
si presenta sotto la forma

f= 4a"+ (B, + By a3+
+ (Cay + 20, @@, + Cah) ay " A
Ora deve essere:

_Of_9f__If

]‘_0;;_0% z(}g%_operacl Ty =0, L3—=1,
ossia f (00l) = 4 = o,
0D

&ml p—td ,1?2 = O)(X'3 pram

<>5‘[.> , ; =B,=0
29.%2 Xy = &Iy = 0,y = 1
Le condizioni perché la curva abbia il punto (00 1)
come doppio, sono dunque espresse da
A =B,=B,=o.

Dico che le rette osculatrici sono rappresentate
complessivamente dall’ equazione

0% + 2 Cyyz, + Coal = o.

ossia, indicando con — B e le radici dell’equazione

. x,

0«ﬁ>+2@ +C—m-

Lo
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dall’ equazione: :
My + ag) (g - p29) = 0.
Infatti segando la curva f=o colla retta
My - Ey = 0
[o analogamente colla 2,x; —}- pa, = o] si ha da risol-

vere rispetto ad @;,%,%s il sistema delle due equazioni
omogenee

f= e, + mxs) Oz + pory) wg—2 + ... = o
Mry = Py, = 0

che ammette le soluzioni triple x;, =, =0 x;=—=1,
come si vede notando che 1’ equazione resultante, ctte-
nuta p. e. coll’eliminazione di ax,, contiene soltanto ter-

mini di grado i 3 in x;. Si conclude quindi che quelle

rette hanno in quel punto riunite tre intersezioni colla
curva. '

- Si vede dunque che il punto (0o01) sard per la
curva f = o \

— 00, >0
- 01672 - 0
3) un punto isolato, se C§ — (10, <o.

w

1) un nodo, se C

w

2) una cuspide, se C

In particolare se si ha contemporaneamente
C, = C, = Cy = o.

allora quel punto & triplo, poiché qualunque retta pas-
saute per esso ha un contatto tripunto colla curva;
pel punto triplo P (fig. 175) passano tre rami della
curva dei quali uno almeno deve essere reale. In tal
caso vi saranno da considerare le rette passanti per
quel punto ed. aventi colla curva un contatto quadri-

punto; ma noi non insisteremo su questo.
12
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Le tangenti ad una curva algebrica formano un én-
viluppo algebrico rappresentato dall’ equazione tangen-
ziale; da tale inviluppo s’intendono perd tolti i fasci di
rette (tangenti) aventi il centro nei punti multipli della
curva; il grado dell’equazione tangenziale di una curva
dicesi la classe della curva.

Per ogni punto del piano passano m tangenti (reali
0o no) ad una curva di classe m, irriducibile.

§ 6. — Le prime due formule di Prtcker. — Ci
proponiamo ora di valutare la classe di una curva di
dato ordine n.

Scriviamo- I’ equazione della curva in coordinate
omogenee, e sia: ‘

[ (eyrxg) = o.

L’ equazione della tangente alla curva in un suo

punto (x,x,rs) & ]
3f 3f 3

‘0;1?/1 + ‘19;23/2 + 0;.83/3—— 0
dove le y sono le coordinate correnti. Consideriamo una
tangente alla curva passante per un punto (y,'y,y, ) fis-
sato nel piano; le coordinate del suo punto di contatto
ax,ry, verificano le equazioni:

(1) . [ (xyepeq) = o

2) §£y11+§£y2/+§£y3,:0
Le (1), (2) rappresentano due curve degli ordini
n,n— 1 (la curva data, e la curva (prima) polare del
punto {y,'Y,y; |) le quali (come si & detto precedente-
mente hanno n (n — 1) punti comuni, contando debita-
mente le soluzioni multiple.
Dunque per il punto (y,%,y;) passano in generale
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n (n — 1) tangenti alla curva f==o0, ossia una curva ge-
nerale dell’ ordine n & di classe n (n — 1).

Tuttavia questo numero dev’ essere diminuito nei
casi cui andiamo ad accennare. Le soluzioni comuni
multiple delle due equazioni (1), (2) possono dipendere
dalla particolare posizione del punto (y;'y,'ys'), 0 possono
invece essere fisse; in quest’ ultimo caso, che andiamo
a dilucidare, & da diminuire la classe della curva. Le
soluzioni fisse comuni alle equazioni (1), (2) (fisse al va-
riare delle ) si presentano allorché le 4 equazioni

, 8f ﬂ/ ., 9f (1)
(=0 e T 0 90, =% g, O

ammettono soluzioni comuni, e sono date appunto da
queste soluzioni, alle quali corrispondono, come sappiamo,
punti doppi (o multipli) della curva. Esse non danno
dunque propriamente delle tangenti all’inviluppo che
consideriamo, ma delle rette dei fasci aventi il centro in
un punto multiplo della curva, fasci che (come & stato
detto) si staccano dall’ inviluppo nominato. '

Dunque i punti doppi (o multipli) d’ una curva di
ordine 7, ne diminuiscono la classe. Precisamente se
consideriamo il caso del punto doppio a tangenti di-
stinte (reali o no), vediamo che la curva

& 3, ) ,
19‘[‘/1 -+ ﬁéyz +0£1’/3 = 0,

polare di un qualsiasi punto (y,'y,y;") del piano, passa

(1) Osserviamo che le soluzioni comuni alle tre equazioni
S8 é 3f
- =0, = 0, g~ = 0,
‘ dx, dx, dr,
sono necessariamente anche soluzioni della equazione f = 0 della

‘curva data, Cid risulta dal noto teorema di EULERO sulle 1P\mzmm
omogenee,
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per il punto doppio della f = o ed ha ivi riunite due

“intersezioni colla medesima, sicché ogni punto doppio

della f/ = o porta in generale una diminuzione di due
nella classe. - :
Se pero il punto doppio é una cuspide, verificheremo

che la curva

3f 3f
191[ n - (9[) ¥, + 29&!/3 =0

oltre a passare per esso, tocca ivi la f— o (ossia tocca
la tangente cuspidale), e perd la diminuzione portata
nella classe da una cuspide & {¢re anziché due, salvo
casi di ulteriore specializzazione corrispondenti a cuspidi
straordinarie che escludiamo dalle nostre considerazioni.

Per compiere la verifica, pongasi che la f= o abbia
una cuspide nel punto (0o01), onde si avra (ordinando
per le potenze decrescenti di uay):

[ = Aoy 4 p :r.z)g J_’:; - -

e ¢ = y 2% Qo + (11'2)m§_2+....} ¥+
+ {2p Oy 4 rf)w"_“r 1y +
+ =2 QayFpa 2 Ty =o.
Si vede allora che la curva ¢ — o passa per il
punto (001) ed ha ivi come tangente la retta
haey, + pay, = o,
giac;,ché il sistema di equazioni
fo=o
Pda, + pwy = o

ammette le soluzioni doppie &, = x, = 0, 3 = 1.
Dunque se abbiamo una curva dell’ordine n dotata
di & punti doppi a tangenti distinte e di K cuspidi or-
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dinarie (e non di punti multip'li piu elevati) la classe della
curva é:

a m= n(@n—1 — 20 — 8K.

A -questo risultato possiamo associare il resultato
correlativo.

Indicando con t il numero delle tangenti doppie
(a contatti distinti) e con i il numero delle tangenti di
flesso della data curva (supposta priva di smgolarlta
tangenziali pit elevate) si avrd la formula:

B n= m (m — 1) — 2t — 3Bi.

Le formule @) e ) costituiscono le prime due for-
mule di PLtckER che legano i caratteri elementari (ordine,
classe, numero dei punti doppi e delle cuspidi, numero
delle tangentl doppie e delle tangenti di flesso) d’una
curva piana non possedente singolaritad piu elevate.

Esse mostrano che la curva generale dell’ ordine n,
non dotata di punti doppi ha invece un certo numero di
tangenti doppie o di flesso. Spiegano cosi il paradosso
che. si presenta appena stabilito che la curva generale

d’ ordine n & di classe m — n (n — 1), giacche appli-
cando alla stessa curva la formula correlativa si potrebbe
pretendere di trovare n — m (m — 1). La ragione del

paradosso sta in cio che la curva generale d’ ordine » non
costituisce un -inviluppo generale di classe n (n — 1); e
che tale inviluppo non sia generale ce lo prova appunto
(oltre un conto di costanti) la presenza di tangenti
doppie o-di flesso della curva. :

Come esempio applichiamo le formule di PLUCKER
a), ) alle curve C; del 3.° ordine, dette anche cubiche,
le quali (come & facile vedere) non possono mai possedere
singolarita pit elevate dei punti doppi e delle tangenti
doppie. Tenendo conto del fatto che in questo caso non
possono esistere tangenti doppie a contatti distinti, poiché
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tali rette avrebbero 4 intersezioni (riunite in due coppie)
colla curva, avremo i casi rappresentati dalla seguente
tabella.

La possibilita effettiva di questi casi potrebbe es-
sere ulteriormente stabilita.

Cy generali:

n =3 S=o0 K=o
m = 6 T=o0 i =29,
Cs con un punto doppio (a tangenti distinte):
n =3 & = K == o0
m = 4 T=—o0 i = 3,
Cs con una cuspide:
n =3 8=o K =1
m = 3 T=—o0 i = 1.

Altri casi non sono possibili (esclusa la riducibilita
della curva) perché una (, dotata di due punti doppi
si spezzerebbe dovendo contenere la retta che congiunge
i due punti. '

§ 6. — Condizioni che determinano una eurva al-
gebrica. — Cerchiamo ora le condizioni ehe individuano
una curva algebrica piana d’ ordine n.

Se 1’ equazione

f (@) = o
deve essere soddisfatta dalle coordinate (x;'w,x,') di wn
punto dato, si ha un’equazione di condizione:

v/'(;z'l’wg'.rs'):al.z -} a,a - 03 }—
+ 2 apr'yry" T =,

che & lineare omogenea nei coefficienti di f; cid si puo
esprimere -dicendo che il passaggio di una curva d’or-
dine n» per un punto da,to, impone alla curva una con-

dzzzone lineare.
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I coefficienti di f essendo riguardati come incognite,
oy n (n 4 3)
ed il loro numero essendo ~(—+ —+ 1, si avra che:
Vi & sempre una curva di or dzne n ed in generale

. 0L 3 . .
una sola, passante per n—(% punti arbitrariamente

scelti nel piano.
Un corollario del teorema é il seguente:
Una curva irriducibile d’ ordine n non puod avere pit
(n—1)(n — 2
di — )
Suppongasi invero che una curva algebrica C, d’ or-

punti doppi.

dine n, abbia (n — 1)2(71 — 2 - 1 punti doppi. Per
essi e per n — 3 punti semplici di C vi & una curva
d’ ordine n — 2, la quale ha con ('

m—1Dn—2)+2 f+n—3=nmn—2)+1
intersezioni e perci0 ha comune con C tutta una parte
(@ ordine = n-2), onde la (' & riducibile.

Ritornando al Teorema generale osserviamo che se
1 punti dati sono in posizione particolare per modo che

le M) equazioni lineari tra i coefficienti di / non
riescano tutte 1nd1pendent1, per i detti punti passeranno
infinite curve d’ordine n anziché una sola. :
Possiamo citare in proposito qualche esempio no-
~ tevole:
1). Si cousiderino due curve generali C, d’or-
dine n > 92: ‘

f=o ¢ = o

Esse hanno (pel Teorema di Bizout) n? punti co-
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muni; e questi punti (le cui coordinate annullano fe ¢)
appartengono alle infinite curve

A+ po=o
Ora fra i nominati n® punti se ne prendano —

sieno A4,,4,..... 4

n (n + 3))

?
n (0t 3) e si cerchino le curve d or-
il

dine n che passano per essi. )i queste curve ve n’¢ un
numero infinito, anziché una sola. Cid vuol dire che le
equazioni (lineari) di condizione esprimenti il passaggio
di wna curva d’'ordine » per i punti AI,A ..... , non sono
tutte indipendenti; una di esse si pud sopprimeve es-
sendo una conseguenza delle rimanenti. In altre parole

.1 (n - 3)
— o 1

tutte le curve d’ ordine n che passano per gli

punti 4,4,.... 4

w4 3 _ Passano di conseguenza anche
il

er 4 . . - n (n -}-
P n(n+ 3 e cosianche per gli altri n? — n )—* —
9

punti del gruppo comune ad f = 0 e a » = o.

2) Consideriamo 1’ esempio precedente nel caso di
n=3n =9, n._%'ti) — 9). Presi nel piano arbi-
trariamente 8 punti: 4;.4,,.... 45, si possono determi-
nare due (,; che passino per essi, dando di ciascuna un
nono punto (in posizione generale rispetto al primi 8).
Ora queste C, avranno comune un nono punto 4y, e
(per quanto si & detto sopra) tutte le Cg che passano
per gli 8 punti A,,A,,....4q, passano di conseguenza anche
per il punto A, il quale percid non dipende dalla scelta
delle due €y considerate, ma dalla posmlone degli 8
punti A4;,4,....44.

3) Riferiamoci ad un caso. particolare del prece-

dente.
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Sia data nel piano una cubica (; e consideriamo
due flessi 4,B di essa; sieno «,b, le tangenti di flesso
(fig. 176). Determiniamo 1’ulteriore intersezione C della
retta AB colla cubica, e sia ¢ la tangente alla cubica
stessa in C.

La data C; e la retta AB contata 3 volte (AB%) co-
stituiscono due cubiche che hanno comuni i punti 4,B,C
contati ciascuno tre volte. Le tre rette a,b,c costitui-
scono insieme una cubica che passa 3 volte per il flesso
A, 3 volte per il flesso B, e almeno due volte pel punto C.
Si pud dunque riguardare la cubica abc come passante
per 8 punti comuni a C; e ad AB%; il nono punto co-
mune ad a,b,c e a (g, ossia I’ ulteriore punto d’ incontro
di C; con ¢, dovra dunque appartenere alla retta AB
e quindi dovra cadere ancora in ('; cid significa che
¢ un flesso (come A4,B).

Cosi si ottiene !’ importante

TrorEMA. — La retta che unisce due flessi di una
cubica piana incontra la cubica in un altro flesso.
OsservazioNE. — Questo Teorema stabilisce la pro-

prietd fondamentale della configurazione dei 9 flessi di
una cubica generale. Devesi notare perd che fra questi
flessi non ve n'é mai pit di tre reali.

- Il Teorema precedente conduce poi al

CororrarI0. — Una cubica dotata di un punto doppio-
ha @ 3 flessi in linea retta.

Infatti la congiungente due flessi deve incontrare
la cubica nel 3° flesso.

Ritornando ora alle condizioni che determinano una.
curva piana d’ordine m, cerchiamo quante condizioni
vengano imposte da un punto doppio assegnato.

Facendo una trasformazione di coordinate, si- pud
far si che il punto dato venga ad avere come coordi~
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nate @ = x, = 0, xy; = 1, allora le condizioni perché la

-curva
1

[ = Ax, -+ (B, - By, ~ "
+ (G 4 20w, + Cyry) @) " e = 0.

abbia come punto doppio il punto {0 0 1) sono espresse
dall’annullarsi dei coefficienti dei termini di grado o,1
in a,x, (A = B, = B, == 0). Dunque assegnare un
punto doppio di una curva di ordine n equivale ad im-
porre 3 condizioni lineari a cui i coefficienti del!’ equa-
zione della curva debbono soddisfare. Se si vuole che il
punto doppio assegnato sia una cuspide, fatta la tra-
sformazione precedente, si trova, oltre le tre relazioni
lineari 4 — B, = B, = o, anche la relazione quadra-

. 2 .
tica ¢, — (\C, = o; dunque una cuspide assegnata

equirale a quattro condizioni non tutte lineari.

§ 7. — La terza formula di Prtcker. — La que-
stione delle condizioni che una singolarita data impone
ad una curva, si presenta sotto un aspetto diverso se
s’impone ad una curva di possedere un punto doppic
o una cuspide, di cui la posizione non sia assegnata a
priori. Allora disponendosi delle coordinate di questo
punto, con cui si pud soddisfare a due equazioni, si
hanno due condizioni di meno. Cid si vede anche di-
rettamente; infatti la condizione perché una curva f=o
d’ ordine n, abbia un punto doppio, di cui la posi-
zione non & assegnata, si esprime annullando il discri-
minante di f, cioé annullando la resultante delle equa-

. LB df Sf
zioni (- = 0. ;— =0, o~ =
Fry o, "y
tiene cosi una condizione non lineare. Occorre aggiun-
gere una condizione ulteriore perché il punto doppio di
cui f risulta dotata, sia una cuspide.

0. Si osservi che si ot-
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Le cose dette innanzi si possono tradurre per dualita.

Se si considerano nel piano tutte le curve inviluppo di
data classe m, ogni tangente assegnata impone alla curva

una condizione lineare, sicché m {‘m‘2+ 3) tangenti in
posizione generale determinano una curva di classe m;
una tangente doppia assegnata impone tre condizioni
lineari e la presenza di una tangente doppia, di cui non
é fissata la posizione, impone una condizione (non li-
neare); una tangente di flesso impone quattro -condi-
zioni o due (in ogni caso non lineari) secondoché & fis-
sata 0 no la sua posizione nel piano. ’
Ora contiumo il numero delle costanti arbitrarie che
entrano nella determinazione di una.curva C, d’ ordine n
dotata di & punti doppi e di K cuspidi (di cui non &
assegnata la posizione). Si trova che il numero &:

n(n-F3) N oK
'——_—“2 v — 4 .

Similmente il numero delle curve C, di classe n.z,
dotata di © tangenti doppie e di ¢ flessi &

m (m —{l_?)_) .

T — 2
2

Se dunque supponiamo che le curve (), d’ordine n
dotate di & punti doppl e K cuspidi abbiamo classe m, T
tangenti doppie ed ¢ flessi, dovremo trovare che il nu-
mero delle costanti arbitrarie da cui dipende la deter-
minazione di una C, & uguale al numero delle costanti
arbitrarie da cui dipende la determinazione di una Cp.
Otterremo cosi la terza formula di PLuckER:

S SO, S T ~—-

che lega. ! oraine, la classe, i numeri dei punti doppi,
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delle cuspidi ordinarie, delle tangenti doppie e dei flessi
(ordinari) di una curva piana, dotata soltanto di queste
singolarita pit semplici.

Dalle formule a),3) del § 5 combinate colla t) si
possono ricavare p. e. i valori di K ed ¢ per mezzo degli
altri caratteri della curva. Si ottengono cosi le formule
correlative :

i =3n (n — 2) — 68 — 8K
K=3m@m— 2)— 67— 8.

"Le formule di PLUcker permettono anche di cal-
colare m, T, e ¢ dati n, 5 e K.
Combinando le a), 8, 7) si ottiene pure la relazione
- — 2
D=2 _ 5 _k

Z

_(m—1) (m—2)

T—1.
2

Il valore comune dei due membri dell’ eguaglianza
dicesi genere della curva e si designa con p.

Risulta da cio che abbiamo osservato nel § prec., che
il genere di una curva irriducibile vale

pzo.

L’ importanza del genere sta in cid che, questo
carattere & invariabile per ogni trasformazione birazionale
della curva; vale a dire se due curve si corrispondono
punto per punto in una corrispondenza biunivoca, per
modo che si passi dalle coordinate di un punto dell’una
a quelle del punto omologo sull’ altra, con una sostitu-
zione razionale, le due curve hanno lo stesso genere.

La dimostrazione di questo teorema fondamentale
esce per altro dai limiti imposti a queste Lezioni.

Rivolgiamoci ora ad applicare le formule di Pricker,
prendendo come esempio la curva del 4° ordine (quartica).

E raccogliamo nella seguente tabella 1 caratteri
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calcolati colle formule ), 3), v), di una qua.rtiéa dotata
soltanto di singolaritd elementari:

=3 n =4 . 0=o0 K::O
p= m = 12 T = 928 i = 24
n—4 di=1 K = o
m = 10 T == 16" i = 18
p =2 | oppure: B -
n =4 =0 K =1
m = 9 T = 10 i = 16
n—4 = 2 K=o
m =8 T =8 =12
r=1 m =7 T=4 i = 10
' oppure:
n =4 0 —o0 K =2
m = 6 t=1 i — 8
n =4 0 =3 K=o
m— 6 T =4 21— 6
oppure:
n—4 0=2 K=1
m =5 T = 2 i =4
p=o0 oppure:
: n = 4 0=1 K=2
m =4 t=1 i =2
‘oppure: .
n =4 .d—o K=38"
"m = 3 r =1 i = 0.
OssErvAziONE. — Le formule di PLtUcKER, che ab-

biamo stabilite, legano fra loro le singolarita elementari
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di una curva non possedente singolaritd piu elevate.
Considerazioni, che qui non possiamo sviluppare, per-
mettono di riguardare ogni punto multiplo come la riu-
nione di un certo numero di punti doppi (a tangenti
distinte) e di cuspidi, e cosi ogni tangente multipla come
la riunione di piu tangenti doppie e di flessi; allora le
formule di PLtckerR vengono estese alle curve dotate
di singolarita comunque elevate.

Ci limiteremo a questo proposito a citare I’ esempio
semplice relativo ad un punto r-plo a tangenti distinte.
Un tale punto r-plo deve riguardarsi equicalente ad e ('r‘;—— L

punti doppi, giacché per esso passano » rami della curva

(r—1

che danno luogo ad ! 5

mostra appunto il caso di un punto triplo A che nasce
in una curva variabile dotata di 8 punti doppi, daila
riunione di essi.

coppie; la figura 177

§ 8. — Cuarve notevoli algebrichie e trascendenti. —
Terminiamo questo capitolo annoverando come esempi
alcune notevoli curve algebriche e non algebriche (cioé
trascendenti):
(Esempi di curve algebriche)
1) Le parabole cubiche di NEwWTON, tutte comprese
nell’ equazione

¥ =aa® + ba? -} cx + d,
relativa ad assi cartesiani obliqui o ortogonali.
L’ equazione in coordinate omogenee di una di
queste curve si ottiene ponendo
!
r

Ly
xr = y y:;,
8

ed & quindi

aa,? = an® + batay + cayag® + dag’
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Essa mostra che la curva ha come tangente di flesso-
la retta impropria

xy = o.

Relativamente alla loro forma, le parabole cubiche:
danno luogo a varii casi, che si possono discutere, se-
guendo il metodo consueto della Geometria analitica, in
ordine ai valori delle 3 radici A, p, v dell’ equazione

ax® -t ba? 4 cax + d = o.

Ci limiteremo in proposito ad un rapido cenno, e
riferendoci nelle figure al caso in cui I’ equazione si in~
terpreti rispetto ad assi ortogonali.

a) Si ha la parabola campaniforme con ovale o
curva digrammatica (fig. 178) quando A, |, v sono tutte
e tre reali e diseguali.

'b) Si ha invece la parabola campaniforme senza
ovale, se due delle predette radici sono immaginarie co-
niugate (fig. 179).

¢) Se le tre radici A, p, v sono reali e due di
esse eguali tra loro (A = p), si ha la parabola campa-
niforme puntata (dotata di punto isolato) o la parabola
nodata (fig. 180) secondochd A <T v o A > w.

d) Infine se le tre radici A, g, v sono reali e
tutte e tre eguali si ha la parabola cuspidata (fig. 181).

OssErvazioNE. — Dalle parabole cubiche si dedu-
cono per proiezione o con trasformazione omografica
tutte le possibili cubiche piane, e si acquista cosi una
nozione della loro forma. Ad un ramo della parabola.
corrispondono (metricamente parlando) due rami della
cubica proiezione (ricollegati all’infinito), quando il sud--
detto ramo & segato in due punti dalla retta limite.

2) La cissoide di Diocle & una particolare curva
del 3° ordine la quale si pud generare nel seguente-
modo (fig. 182):
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Si abbia un cerchio ed un punto 4 di esso (origine);
sia B il punto del cerchio opposto ad 4, e b 1a tangente
in esso. Condotta per 4 una trasversale qualunque, la
quale seghi la & in un punto P, ed il cerchio in un
punto Q, si prenda a partire da 4 nel verso AP un
segmento AX = PQ. Il luogo del punto X & una cis-
soide.

La fig. 182 mostra che la curva ha una cuspide in 4
(tangente cuspidale AB) ed ha come asintoto la retta b.

L’ equazione della cissoide si pud porre sotto la

forma
! e a——
Y D )

essendo # il raggio del cerchio tondamentale. Risulta
dall’ equazione, che la cissoide passa per i punti ciclici
del piano, e che il suo asintoto b & tangente di flesso.

La cissoide serve utilmente nella risoluzione del
problema della trisezione dell’ angolo (1).

3) La lemniscata di BERNOUILLI & una quartica,
luogo dei punti tali che il prodotto delle loro distanze
da due punti fissi (fuochi) eguaglia il quadrato della meta
della distanza di essi.

La forma della curva & ad 8, come mostra la fig. 183.
Essa ha due assi di simmetria ortogonali, uno dei quali
€ 1" asse focale, incontrantisi nel nodo, che & centro di
simmetria.

La sua equazione riferita agli assi &

(2 4 ) — 24 (@ — y?) = o.

La lemniscata di BrrNoUILLI si pud costruire per
punti nel seguente modo:

(1) Per una esposizione di tale costruzione si pud confrontare
I articolo di A. ConTI inserito nei collectanea di F. ENRIQUES. —
Bologna, Zanichelli 1900. -
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Sia O il nodo e ¢t' due rette per esso, inclinate di
45° sugli assi. Preso uno dei fuochi, , come centro, si
descriva un cerchio tangente a ¢. Si mandi quindi
per O una retta arbitraria, secante il cerchio suddetto
in A4,B; riportando il segmento AB sulla secante stessa
a partire da O, nell’ uno e nell’ altro senso, si ottengono
due punti X, Y della lemniscata.

Volendo la tangente alla curva nel punto X basta
condurre in 4 e B le tangenti al cerchio sopra nomi-
nato, determinare il loro punto d’incontro C, prendere
BD = BC( e congiungere D con X (fig. 183).

4) La lemniscata di Gerono, & una quartica con
due assi di simmetria, la cui equazione riferita ai detti
assi ¢

xt -+ a®(y> — a?) = o.

Ha pure la forma di un 8 ma le parti esterne di
questo sono meno incurvate che per la lemniscata di
BeryouILLI.

La curva ammette una semplice costruzione per
punti che indichiamo:

Si prenda un cerchio di diametro @ tangente nel
centro O all’ asse y (fig. 184). Da un punto qualunque 4
di questo cerchio si conduca la perpendicolare AB sul-
I’ agse stesso, indi si prendano, sulla AB, da una parte
e dall’altra di B, 1 segmenti BX = BY = 0A4.1
punti X, Y appartengono alla lemniscata.

OsservazioNE. — La famiglia generale delle lemni-
scate & costituita dalle quartiche, a forma di 8, dotate,
oltreché di un nodo reale, di due punti doppi mei punti
ciclici del piano (punti doppi dell’ involuzione assoluta).
Esse si riattaccano al ‘tipo della lemniscata di Ber-
NouiLLi, da cui la famiglia ha preso il nome.

5) Gli ovuli di CarTEsio formati di due ovali, co-
stituiscono il luogo geometrico dei punti le cui distanze

13
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da due cerchi dati C,C", non concentrici, sono in un
rapporto costante (fig. 1Sb). ‘

Essi compongono una quartica algebricamente ir-
riducibile.

6) La conchiglia di Pascan, & una quartica ge—
nerata dalla costruzione seguente:

Si abbia un cerchio di raggio » e si scelga un
punto O su di esso; quindi sopra una qualsiasi retta
per O secante in 4 il cerchio dato si prendano i due
segmenti AB-= 4( = a, essendo a un segmento as-
segnato di lunghezza costante. Il luogo dei punti B,C &
la conchiglia di Pascan (fig. 186).

La curva ha in O un punto doppio, e questo & un
nodo se @ < 27, una cuspide se a — 2r, un punto
isolato se.@ > 2r. Le due rette osculatrici in O (a << 2 1)
si ottengono conginngendo O coi punti in cui il cerchio
generatore & segato da un cerchio di centro O e di
raggio «.

L’ equazione della curva si puod porre sotto la forma :

(2 + ¥ — 2rx)? = a® (2 + y?);

dalla quale appare che la curva stessa ha anche due
cuspidi (immaginarie) aei punti ciclici del piano. Le re-
lative tangenti cuspidali s’ incontrano mnel centro del
cerchio generatore.

7) La cardioide 6 caso particolare della conchiglia
di Pascar, corrispondente all’ ipotesi @ — 2r.

Ha una cuspide nel punto O (fig. 187).

8) La concoide di NicoMEDE & la curva generata
nel seguénte modo:

Si fissi una retta p e un punto P (polo) fuori di essa;
quindi si mandi per P un raggio qualsiasi ad incon-
trare p in un punto A, e su questo raggio a partire
da A si prendano, dall’ una e dall’ altra parte, i segmenti
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AB = AC = h, essendo %k un segmento -di lunghezza
costante assegnato.

Il luogo dei punti BB,C costituisce la concoide. E una
quartica, algebricamente irriducibile, composta di due
rami (fig. 188); ha una cuspide all’ infinito e come tan-
gente cuspidale la p. ‘ ‘

Questa curva (come la cissoide) serve utilmente per

- la risoluzione del problema della trisezione dell’angolo (1).
{Esempi di curve rrascendenti)
6) La spirale logaritmica & la curva che in coor-
dinate polari ha I’ equazione

Si costruisce per punti facendo variare in progres-
sione aritmetica gli angoli che un raggio variabile per.
il centro (origine) fa con un raggio fisso, e staccando
sul raggio mobile, a partire dal centro, segmenti suc-
cedentisi in progressione geometrica. '

La curva si avvolge per un verso sempre pil stret-
tamente intorno all’origine, mentre per 1’ altro verso le
sue spire si allargano all’infinito (fig. 189).

La spirale logaritmica si pud anche definire come
la curva che taglia i raggi di un fascio sotto angolo
costante (non retto); & quindi facile costruire la tangepnte
alla curva ir un punto, quando sia data la tangente ad
essa in un altro punto qualsiasi.

Si pud-dimostrare la proprieté sopra accennata nel
modo seguente:

Indicato con 6 I'angolo sotto cui la spirale taglia
un raggio del fascio col centro nell’ origine, e con ¢ il
corrispondente raggio vettore del punto, diamo a 6 un
incremento infinitesimo d¢ e quindi a p un conseguente
incremento dp Il triangolo infinitesimo con un vertice

(1) Cfr. P’ articolo cit. di A. ConrI.
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nell’ origine e due vertici nei punti successivi, segnati,
della spirale (fig. 189), ci da

e ebde  etde
sen b 7 sen (x — 0 — d¥p) sen (8 - do)
Dalla quale eguaglianza, tenendo conto che (a meno

d’ infinitesimi d’ ordine superiore)

sen (0 -}- dp) = sen 0 - cos 0. dp
e che
do = kp ds.
31 deduce
cotg H = k.

Questa formula mostra appunto che 6 & costante
{indipendente da p) e ne assegna il valore espresso pel
parametro &k della curva.

11 rapporto delle distanze dall’ origine di due inter-
sezioni successive della spirale con un raggio per ori-
gine suddetta & costante, e viene espresso da

k(o 42 2T
o & )

— €

1

¢ eh?

Si ha quindi come espressione dell’ angolo 6 anche
la seguente:

P
¢

10) La spirale d’ ARcEIMEDE o la curva data, in
coordinate polari, dall’ equazione

1
cotg H = P log

p=ky (o <_w_<_ + o, k> o).

Essa & definita,dalla proporzionalita dei raggi vet-
tori p agli angoli ¢. In base a tale proporzionalita si
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pud costruire per punti, facendo variare in progressione
aritmetica gli angoli e i raggi.

La curva (fig. 190) passa per !’ origine ed ha ivi
come tangente il raggio ¢ — 0. Al crescere di ¢ si ot-
tengono spire sempre pit larghe della curva.

Le distanze dall’ origine di due intersezioni succes-
sive della spirale con un raggio per I’origine suddetta,
hanno una differenza costante

P — p = 2k,

detta il passo della spirale.
11) La spirale iperbolica data, in coordinate po-
lari, dall’ equazione
pp = k.

Ammette come asintoto la retta ¢ — o (fig. 191).
12) La sinusoide, & la curva

y = ksenx

rappresentata dalla fig. 192.
13) La cicloide & la curva generata da un punto
di un cerchio che ruzzola sopra una retta (fig.. 193).
La velocitd di progressione traslatoria del centro
del cerchio si suppone costante. Il caso piu semplice &
quello in cui dopo un giro, la progressione del cerchio
sia 27 (essendo r il raggio del cerchio stesso). Ma, se il
ruzzolamento & combinato con una spinta di traslazione
(nell’ uno o nell’altro verso), la progressione del cerchio
sara per ogni giro, maggiore o minore di 2mr. La
cicloide si dird allungata nel 1° caso, e accorciata nel
secondo. o _
14) La trattrice & la curva per cul il segmento
di tangente compreso fra il punto di contatto ed una
retta fissa ha lunghezza costante.
Ha come asintoto la retta suddetta (fig. 194), e pre-
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senta una cuspide nel punto per cui passa la tangente
perpendicolare all’ asintoto. La tangente cuspidale & asse
di simmetria della curva.

15) La catenaria & la curva secondo cui si di-
spone un filo omogeneo flessibile ed inestendibile sog-
getto alla.gravita (fig. 195). Scegliendo come asse delle «
la retta orizzontale detta diretirice, e come asse delle y
I’ asse di simmetria della curva, 1’ equazione della cate-
naria si pone sotto la forma

@
y = k cos h i

§ 9. — Coni. — La figura correlativa nello spazio
di una linea piana dicesi cono.

I1 cono si pud anche definire come la figura proie-
zione di una linea piana da un punto, detto :l vertice,
esterno al piano di essa.

Un cono si pud riguardare in due modi correlativi
fra loro nella stella: come luogo di rette (generatrici) e
come inviluppo di piani tangenti, (piani determinati da
due generatrici infinitamente vicine). Nelle spazio il cono
appare come una superficie luogo dei punti delle sue
generatrici. Il cono proiettante una linea piana analitica
i puo rappresentare mediante un’equazione analitica
in coordinate di rette ecc.

Un cono pud avere delle singolarita, sia come luogo,
sia come inviluppo; le pit semplici di tali singolarita
80N0:

la generatrice doppia, in
particolare la generatrice
cuspidale.

Le linee sezioni piane di
un cono hanno un punto
doppio, o una cuspide, nel
punto intersezione colla ge-

il piano tangente doppio,
in particolare il piano tan-
gente di flesso.

Le linee sezioni piane di
un cono hanno come tan-
gente doppia o di flesso, la
intersezione col piano tan-
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neratrice doppia o rispetti- gente doppio o rispettiva-
vamente cuspidale. . mente di flesso.

Due qualunque sezioni piane di un cono (non pas-
santi pel vertice) sono prospettive e quindi godono delle
stesse proprieta proiettive.

Un cono & segato da un piano pel vertice secondo
un gruppo di generatrici ecc.

Un cono proiezione d’una curva piana algebrica
d’ ordine n e di classe m dicesi un cono algebrico d’or-
dine n e di classe m; se la curva & irriducibile, il cono
& del pari irriducibile.

L’ ordine di un cono al- La classe di un cono al-
gebrico irriducibile & il nu- gebrico irriducibile é il nu-
mero delle generatrici in- mero dei piani tangenti al
tersezioni del cono con un cono passanti per una retta
piano pel vertice. contenente il vertice.

Il cono (superficie) d’ ordine n & segato da una retta
non passante pel vertice in » punti.

Valgono pei coni algebrici formule analoghe alle
formule di Prtoker «), #), y) date per le linee piane.

§ 10. — Rappresentazione dei coni nel metodo delle
proiezioni centrali. — Un cono si pud rappresentare
in uno qualunque dei sistemi di rappresentazione, indi-
viduando il vertice ed una sua sezione piana.

Riferiamoci p. es. al metodo delle proiezioni cen-
trali. Supponiamo che il vertice V del cono sia fuori
del quadro e non coincida col centro di proiezivne O.
Per rappresentare il cono daremo accanto al suo vertice
V = (V' — IQ) la linea t, traccia del cono, sezione di
esso col quadro. Il cono viene cosi perfettamente rap-
presentato. Le proiezioni dei punti del cono possono
coprire !’ intero piano, oppure alcune regioni angolari
racchiuse da tangenti condotte da V' alla 7, che insieme
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costituiscono 1’ immagine del contorno apparente del cono
veduto dal punto O.

Se si immagina che il punto O sia luminoso, le re-
gioni del quadro entro cui cadono le proieziouni dei punti
del cono saranno le regioni d’ ombra; con questo nome
appunto si suole spesso distinguerle. Un punto 4 della
regione d’ ombra portata dal cono, é immagine di uno
o piu punti del cono che si possono individuare facil-
mente.

Si unisca V' con A' e si considerino i punti d’in-
tersezione di questa congiungente colla linea 7; sieno
(riferendoci al caso della fig. 196) T,T5.

Conduciamo per Q le parallele alle 7'7),7'T, ad in-
contrare la retta V'd4' risp. in Q,;,Q,. Il punto 4' & in
questo caso la proiezione di due punti del cono che si
trovano sulle generatriei (7,Q,) e (7,Q,) di esso; cosi i
punti obiettivi di A' restano individuati,

ProurMa 1.° — Determinare le intersezioni di un
cono con una vretta che lo seghi, mon passante per il
vertice.

Si determini il piano a individuato dalla retta
a = (a'.1'Q") e dal vertice 7 del cono e se ne assegni
la traccia ¢; questa (nelle nostre ipotesi) incontra in
qualche punto la traccia = del cono (nella fig. 197 in 7',7});
ciascuno di questi punti & la traccia di una generatrice
del cono giacente nel piano «, della quale generatrice
si puo determinare I’ intersezione colla retta data «; 1
punti cosi determinati su a sono le cercate intersezioni
di essa col cono.

La fig. 197 mostra eseguite le costruzioni.

ProBLEMA 2.° — Determinare la sezione di un cono
con un piano non passante per il vertice.

Sia il cono rappresentato come innanzi mediante
gli elementi ¥V = (V' — TQ) (vertice) e t (traccia). Sia
(tq) il piano secante (piano proprio ordinario). La traccia ©
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del cono e la sezione C col piano (f{¢9) sono linee pro-
spettive (centro di prospettivita 17). La proiezione C'di C
fatta da O riesce dungue omologica alla 7, essendo V!
il centro dell’ omologia e ¢ I’ asse. Cid posto per indivi-
duare I’ omologia in cui la C' corrisponde alla 7, basta
assegnare il punto della C' corrispondente ad un dato
punto T} di = (fuori di ¢). A tal uopo si costruira il punto
di fuga Q; della generatrice V1) del cono, e si seghera
tale retta col piano (#q) (fig. 198); si otterra cosi il punto
T' (di C") corrispondente a T} nell’ omologia nominata.
Cosi la C' potra costruirsi per punti.

OsservazioNE 1.2 — Se invece dell'immagine C'
della C si volesse il ribaltamento (C) eseguito attorno
a ¢, non occorrerebbe costruire prima C'; basta notare
che la (C) & pure omologica alla 7 (asse d’ omologia ¢).

OsservazioNE 2. — Vogliasi I’immagine della se-
zione del cono col piano all’infinito, ossia la linea di
fuga X del cono. Si deve allora cercare la curva corri--
spondente alla 7 nella omotetia intercedente sul quadro
fra le tracce e gli elementi di fuga delle rette e dei
piani per V.

Nella rappresentazione del cono si pud impiegare
altrettanto bene la linea di fuga X in luogo della traccia
purcheé il vertice ¥ non sia all’ infinito, ciod non si trattl
di un cilindro.

ProBLEMA 8.° — Determinare 1 intersezione di due
coni.

Due coni hanno generalmente comune una linea
gobba (non piana) loro intersezione. I’ immagine di essa
pud costruirsi per punti facendo uso del metodo dei piani
secanti ausiliari che nella sua espressione pit. generale
consiste in questo:

Si consideri una serie di piani secanti, ed in cia-
scuno si determinino i punti comuni alle intersezioni dei.
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due conij; si costruisce cosi, per punti, la linea gobba
cercata.

Quanto alla scelta dei piani secanti ausiliarii, con-
viene generalmente scegliere i piani passanti per i vertici
dei due coni.

Riferiamoci ad un caso concreto che serva di esempio.

Si abbiano, dunque, due coni rappresentati mediante
gli elementi ¥V, = (V;'—1Q); 17, = (V,)—TQ) e 7,7,
(vedi fig. 199); conviene prendere come retta ausiliaria
per completare la rappresentazione di 17,717, la congiun-
gente i due punti. Conduciamo un piano ausiliario per
V.V, e seghiamo con esso i due coni, si avranno in ge-
nerale (scelto il piano convenientemente) alcune genera-
trici del 1.° cono ed alcune del 2.° che s’intersecheranno le
une colle altre in tutti 1 modi possibili, dundo luogo ad
un gruppo di punti della linea intersezione dei due coni.
E cosl essa si pud generare tutta per punti assai vicini.
Nella fig. 199 & stato condotto un piano ausiliario (¢g) e
si sono costruiti 1 punti 44,4, 4, immagini delle 4
intersezioni di esso colla linea comune ai due coni.

§ 11. — Coni e cilindri nel metodo delle proiezioni
ortogonali. — £ agevole risolvere i problemi precedenti
riferendosi al metodo delle proiezioni ortogonali. Non
entreremo in particolari, ma daremo alcune avvertenze
generali e qualche esempio.

Dato un cono il cui vertice ¥ non sia su nessuno
dei due piani principali, le sue tracce t,7, su questi
piani sono curve prospettive, essendo ¥ centro di pro-
spettivita. Allorché il piano =, si ribalta su 7, attorno
alla linea di terra I,1 cui punti restano fissi nella rota-
zione, si ottengono come 1.* traccia 7, e 2.* traccia 7,
(ribaltata) del cono, due linee omologiche, essendo asse
-di omologia Ja linea di terra.
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Dato il vertice ¥V = (1,}1}) ed una delle tracce r|,
si pud costruire 1’ altra colle note costruzioni dell’ omo-
logia. Una delle due tracce si riduce ad un gruppo di
- generatrici se si tratta di un cono col vertice all’in-
finito, cioé di un cilindro parallelo (ossia colle genera-
trici parallele) ad uno dei piani principali.

"~ Trattiamo come esempio il seguente:

ProBLEMA. — Determinare 1 intersezione di un cono
con un cilindro. ‘

Con un conveniente cambiamento portiamo uno (il 1°)
dei piani principali ad essere parallelo al cilindro, e
I’ altro (il 2°) ortogonale. La 12 traccia t; constera di un
certo numero di generatrici (nella fig. 200 sono due) per-
pendicolari alla linea di terra . La 2.* traccia T, passera
per i punti comuni alla r; e alla .

Rappresentiamo ora il cono mediante la 2* traccia z,
e il vertice V7 = (1,V,) (fuori del 2° piano di proie-
zione). I piani ausﬂxaru che dobbiamo considerare sono
i piani per } paralleli al cilindro; le seconde tracce di
questi piani passano per V), Si consideri uno di questi
piani e sia f, la sua 2% traccia che incontri r, in un
punto 4, Riferendoci al caso concreto rappresentato
nella fig. 200, si vede che in 4, cadono le seconde pro-
iezioni dei due punti appartenenti al piano conside-
rato, comuni al cono ed al cilindro, cioé dei punti
intersezioni della generatrice del cilindro che passa per
A, colle due generatrici del cono che hanno come 2* pro-
iezione la i, B facile costruire le prime proiezioni dei
due punti nominati tenendo conto del fatto che la prima
proiezione della 2* traccia & la l; la fig. 200 mostra ese-
guita la costruzione.

Esercrzi:

1) Determinare 1' intersezione di un cono di ro-
" tazione e di un cilindro la cui sezione normale sia una
spirale logaritiica. '

1
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2) Determinare l'intersezione di un cono circolare
retto (le cui generatrici sono inclinate di 45° sull’ asse)
con un cilindro circolare contenente come generatrice
1’ asse del cono.

Si scelgano come piani principali un piano parallelo
agli assi del cono e del cilindro e un piano perpendico-
lare al primo e parallelo agli assi. :

Si ricorre qui utilmente per la costruzione a una
serie di piani ausiliarii di profilo, i quali segano il cono
e il cilindro secondo due circoli.

Si osservi che la proiezione della curva sopra il
piano degli assi (che pud assumersi come orizzontale)
¢ una parabola.

La proiezione verticale & una lemniscata di Gerono.

§ 12. — Ombre dei coni e dei cilindri.

ProBLEMA. — Determinare I’ ombra portata di un
cono sopra un piano principale, supposto il centro lumi-
noso a distanza infinita.

Supponiamo, per semplicita, che la base del cono
sia la sua traccia v sul piano 7, sul quale vogliamo
determinare 1’ ombra portata del cono e che il cono
stesso sia tutto contenuto nella 1.* regione (fig. 201).

Supponiamo ancora, per fissare le idee, che si tratti
di un cono quadrico prendendo come traccia T un cir-
colo.

Notiamo anzitutto che le cose generali dette nel
§ bl della Parte Prima relativamente alle ombre dei
poliedri convessi, valgono anche pei coni e cilindri,
soltanto la linea separatrice d’ ombra propria si dovra
qui determinare per altra via.

Riferendoci al caso della fig. 201 si costruisca la
1.* traccia 7' della retta » passante pel vertice V del
oono ed avente la 'direzione del centro luminoso. Il
punto 7\ & I’ ombra portata di V. Ora, essendo T.'4,T.'B
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le due tangenti a © condotte da 7' (supposto esterno a z),
dico che le due generatrici del cono passanti risp. pei
punti di contatto A,B danno, unitamente all’ arco ACB
di t (situato da banda opposta di 7' rispetto alla retta
AB), la linea separatrice d’ombra propria del cono, ed
& quindi T.'ACBT,' I’ ombra portata che si vuol deter-
minare. Infatti, basta percio osservare che (nello spazio)
ciascuno dei due piani VAZ.'e TBT! & tangente al
cono e passa pel centro luminoso (contenendo la retta 7);
onde 1’ involvente del cono risulta essere la superficie
cilindrica che ha per 1.? traccia lasuddettalinea 7' ACBT,'
e le cui generatrici hanno la direzione del centro lu-
minoso.

Nel caso, precedentemente escluso, in cui 7,' non
sia esterno a r, la superficie conica & tutta in luce se T,
& interno a v; ed ha invece una sola generatrice in
ombra, cloé la VT, se 7, cade su r.

Se il vertice V' & improprio cioé se il cono é un
cilindro, per costruire i due piani tangenti ad esso e
passanti pel centro luminoso, si costruird anzitutto la
1. traccia ¢ del piano ® che passa per una generatrice
arbitraria del cilindro ed é parallelo alla retta r che
serve ad individuare la direzione del centro luminoso
(§ 30 Probl. 9). I piani tangenti al cilindro che si vo-
gliono costruire, saranno paralleli ad v e pero le loro
1. tracce t, e ¢, parallele a ¢. Queste tracce ,,f, saranno
dunque le due tangenti a = parallele a ¢. )

OssErvazioNeE. — Nel § 51 della Parte Prima ab-
biamo osservato che la regione in luce di un corpo &
illuminata con una intensitd che varia in proporzione
diretta al coseno dell’angolo che il raggio luminoso forma
colla normale alla superficie nel punto considerato. Se
teniamo conto di questa legge, prescindendo da altre
cause fisiche modificatrici, si vede che tutti i punti di
una stessa generatrice del cono (o del cilindro) sono il-
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luminati con la medesima intensitd. Le linee di una
superficie che riflettono la Ince da ogni loro punto con
uguale intensitd si chiamano ésofofe; tali sono dunque
le generatrici del cono (e del cilindro).

Esiste, come si vede facilmente, una generatrice
che ha la massima chiarezza; essa occupa sulla regione
illuminata una posizione intermedia rispetto alle due
generatrici che danno la linea separatrice, e a partire
da essa si ha, nei due versi, una graduale diminuzione
d’intensita di luce.

§ 13. — Coni di 2.° grado — Assi — Sezioni cir-
colari. — Le cose che abbiamo detto innanzi per tutti
i coni, si applicano naturalmente come caso particolare
ai coni algebrici, e in particolare ai coni di 2.° grado
(coni quadrici). Qui perd si possono dare facilmente
quelle maggiori determinazioni che per la generalita
della questione non possono esser date in modo da ab-
bracciare tutti i casi possibili. Cosi p. es. se si consi-
dera la rappresentazione di un cono quadrico nel me-
todo delle proiezioni centrali, la traccia = di esso sard
una conica. La proiezione V' del vertice sara esterna
a 7, sopra 7, o interna a v secondoché il centro di pro-
iezione O (supposto distinto dal vertice) & esterno al
cono, sul cono o interno ad esso.

Nel primo caso la regione d’ombra & la regicne
angolare delle tangenti (a,0) per 1! alla r, abbraccianti
la conica (fig. 202). Le immagini delle sezioni piane del
cono sono coniche (omologiche a r, centro ¥, quindi)
bitangenti alle rette a,b.

Se il centro di proiezione O é sul cono o interno
ad esso, le proiezioni dei punti del cono ricoprono l'in-
tero quadro. Il primo caso & sopratutto interessante.
Esaminiamolo piu da vicino. I’ immagine V' del vertice
V= (V'— TQ) appartiene alla conica traccia r (fig. 203.)
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Ogni punto 4" del quadro che non stia sulla ¢ tangente
atin V'éimmagine di un punto del cono diverso da O;
si pud subito assegnare questo punto A4 obiettivo di 4"
determinando la generatrice VA che ha per immagine
V'4', la traccia T nella ulteriore intersezione con 7, ed
6 incidente alla T'Q (La costruzione del punto di fuga Q,.
di questa retta & eseguita nella fig. 203).

Viceversa ogni punto del cono quadrico che mnon
stia sulla generatrice VO ha una immagine sul quadro
che non sta su v. Tutti i punti della generatrice VO
del cono quadrico, diversi da O, hanno per immagine
il punto (fondamentale) V' Tuttii punti della retta (fon-
damentale) v del quadro si possono riguardare come im-
magini del centro di proiezione O.

Esaminiamo quali sono le immagini delle sezioni
piane del cono.

Le sezioni piane del cono non passanti pel wvertice
hanno come immagini sul quadro le coniehe passanti per
il punto fondamentale V' che toccano in esso la retta fon-
damentale v, e viceversa.

Invero la proiezione di una conica C, sezione piana
del cono, & una conica C' per V' e poiché la C tocca
una retta sezione del suo piano col piano tangente se-
condo VO, la C' tocchera la traccia » di questo piaxno.

Viceversa una conica C' passante per V'e tangente
a v & sempre la immagine di una conica C, sezione
piana del cono; lo si pud vedere considerando 3 punti
di C' ed i punti obiettivi sul cono; il piano di questi
3 punti obiettivi sega il cono secondo una conica la.
cui immagine & appunto C'. '

Un caso particolarissimo di rappresentazione dei
coni & quello in cui il vertice sia il centro di proiezione.
Tutte .le proiezioni dei punti del cono cadono allora
sulla traccia. Questo modo di rappresentazione degenere:
& utile per risolvere relativamente ai coni, il problema.
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della determinazione degli assi e delle sezioni circolari,
problema che andiamo a trattare.

Sia 7 la conica traccia. Se 4 é un punto del quadro,
il raggio OA ha come piano polare rispetto al cono il
piano Oa proiettante la polare a di A rispetto a 7. Se
OA ¢ un asse, cid vuol dire che O4 & perpendicolare
al piano Oa, ossia che a & I’ antipolare di A rispetto al
circolo di distanza C. Dunque per determinare gli assi
del cono quadrico si dovra procedere cosi:

Preso un punto qualsiasi 4 (fig. 204), se ne costruisca
la polare a rispetto alla conica r, e di @ si costruisca
I’ antipolo A' rispetto a C; fra i punti A,4" viene ad
intercedere una omografia (prodotto delle due polarita
eseguite).

I punti uniti dell’ omografia danno gli assi del cono
quadrico. Il cono stesso & di rotazione se 1’ indicata
omografia & una omologia.

Si vogliono ora le sezioni piane ciroolari di un cono.

Escludasi il caso ovvio del cono di rotazione. Si
hanno allora tre assi del cono. Sieno A4;,4,,4, le loro
tracce.

Nelle lezioni di Geometria proiettiva (1) si fa ve-
dere come si ottengano le tracce dei piani di sezione
circolare col piano all’ infinito. Ricordiamo che, indi-
cando con 7' la polarita rispetto alla conica sezione del
cono col piano all’ infinito e con 7 la polarita assoluta
sul piano all’infinito, si definisce luogo corrispondente
di una retta @ il luogo dei punti coniugati dei punti
di @ simultaneamente in 7' e in 7; si sa che tale luogo
é una conica non degenere se @ non passa per 4,4,
o 4,. Cid posto, si deduce che le tracce dei piani di
sezione ‘circolare debbono passare per uno dei punti

(1) Cit. ¢« Lezioni di Geometria proietfiva » § 82,
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A,,4,,44 poiché su esse la involuzione di punti coniu-
gati in 7' coincide con la involuzione dei punti coniu-
gati in & (involuzione che ha come punti doppi, im-.
maginarii, 1 punti ciclici), vale a dire tali rette fanno
parte del proprio luogo corrispondente, il quale per cio
& una conica degenere. Per determinare queste rette
si considerano le involuzioni di rette coniugate (di cui
I’ una appartiene al luogo corrispondente dell’ altra) nei
fasci di centro d;,4,.4,, e si trova che una sola di queste
involuzioni & iperbolica, onde si conclude che due sono
le rette su cui coincidono le involuzioni di punti coniu-
gatiin 7' e in &, cioé i raggi doppi di questa involuzione.

Rigunardiamo ora il quadro ccme proiezione (da O)
del piano all’ infinito e ripetiamo quindi sul quadro le
costruzioni eseguite nel piano all’infinito. La polarita 7'
si proietta sul quadro nella polarita rispetto alla traccia 7,
e la polaritd assoluta = si proietta nella antipolarita ri-
spetto al circolo di distanza. Il problema si riduce cosi
a determinare le rette di fuga dei cercati piani di se-
zione circolare del cono.

Queste rette passeranno per uno dei3 punti d’;,4'y,4',

Consideriamone uno p. es. 4, (fig. 205) e condu-
ciamo una qualsiasi retta a per 4,. Un punto qual-
siasi P di ¢ ha una polare p rispetto a 7 -ed una an-
-tipolare p' rispetto al circolo di distanza, che s’incon-
trano in un punto P’

La retta ¢ = A,'P’ & coniugata di a nella involu-
zione del fascio di centro 4,. E d’altra parte un’altra
coppia dell’ involuzione stessa & data da A;'4,,4,'4,"

Ora siccome i punti P,P' appartengono a due di-
verse regioni triangolari 4,'4,'d,’, essi verranno proiet-
tati da wno dei tre vertici del triangolo secondo due
raggi che non separano i lati concorrenti in quel vertice,
e cosi 'involuzione per esso sara iperbolica (fig. 206).

14
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Le vrette doppie della suddetta involuzione iperbolica
sono le rvette di fuga dei piani di sezione circolare del
cono.

Quando si tratti di un cono quadrico col vertice
improprio, cioé di un cilindro, il problema di determi-
nare il suo asse e le sue sezioni circolari si tratta op-
portunamente e con grande semplicitd riferendo il ci-
lindro stesso ad un sistema di proiezioni ortogonali.

Risolviamo appunto, almeno in un caso particolare,
il problema di costruire le sezioni circolari di un cilindro
ellittico.

Ricordiamo che ogni cilindro ellittico, non di ro-
tazione, viene segato secondo circoli dai piani di due
giaciture ben determinate. Queste giaciture contengono
la direzione dell’ asse maggiore della sezione normale
del cilindro; quindi un piano di sezione circolare & per-
pendicolare al piano di simmetria che passa per 1" asse
minore della nominata sezione normale.

Si ha poi che I’inclinazione dell’ asse del cilindro
sopra un piano di sezione circolare é 1’angolo il cui seno
¢ uguale al rapporto del semi-asse minore al semi-asse
maggiore della sezione normale.

Cid premesso, per trovare le giaciture dei piani di
sezione circolare di un cilindro ellittico rappresentato in
un sistema di piani ortogomnali, si pud procedere nel
modo seguente:

Supponiamo il piano 7, normale al cilindro ellittico
dato, il che si pud sempre ottenere con un cambiamento
dei piani di riferimento. La traccia = del cilindro su 7,
abbia il centro in O {traccia dell’ asse del cilindro) e
siano 4 B l'asse maggiore, CD 1’asse minore di 7 (fig. 207).
Costruito allora 1’ angolo a, tale che sia cos @ = CO : BO,
il nostro problema si riduce a quello di costruire per
ABidue pianiinclinati su z; di un angolo a (Parte Prima
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§ 32 Probl. 6 Oss.). Nella fig. 207 sono eseguite le co-
struzioni; i piani cercati sono (£,'t") e (4,'t,").

Notiamo che se il cilindro & obliquo ai piani 7, 7,,
il problema si risolve coi medesimi principii e senza ri-
correre ad un cambiamento del sistema di proiezioni,
eseguendo invece il ribaltamento (sul piano ;) di una se-
zione normale del cilindro e quindi il raddrizzamento
di essa. Questa costruzione si svolga per esercizio.

§ 14. Sviluppo del cono e del cilindro. — Sia dato
un cono K, adagiato sopra un piano tangente lungo
una generatrice @, e sia V il vertice del cono. Imma-
giniamo di far ruzzolare il cono K sul piano tenendo
fisso V, fino ad adagiarlo secondo un’altra generatrice
di contatto b. La superficie del cono verra distesa, o
come si dice sviluppata sopra la regione angolare ab.
Ogni porzione della superficie conica limitata da due
geueratrici a,b, pud svilupparsi in tal guisa sopra una
regione angolare piana la quale pud anche coprire piu
volte 1’ intero piano. Solo & da avvertire che ogniqual-
volta si incontra una generatrice di flesso si deve in-
vertire il senso di ruzzolamento del cono K che passa

“allora da una banda all’ altra del piano. Trattandosi di
un cono materiale, per cui il piano sarebbe impenetra-
bile, occorrerebbe tagliare il cono lungo le generatrici
di flesso e sviluppare 1’ una di seguito all’ altra le por-
zioni di superficie conica ottenute. Ma limitiamoci pure
ad una porzione di cono convenientemente piccola.

Nello sviluppo di essa ogni linea, od arco di linea
appartenente alla superficie del cono si distendera sopra
un arco di linea piana 4B, di uguale lunghezza. Infine
ogni figura posta sopra la superficie del cono si disten-
derd sopra una superficie piana che, considerata sulla
superficie, astraendo dai rapporti col rimanente spazio,
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godra delle stesse proprieta della primitiva (uguaglianza
di angoli e di linee).

Considerando in questo senso la Geometria sopra la
superficie, si potra dire che la Geometria sopra la super-
ficie conica & equivalente alla Geometria sopra la regione
piana che ne rappresenta lo sviluppo.

A questo proposito occorre perd un’avvertenza.

L’ identitd della Gesmetria sulla superficie conica e
sul piano, si ha soltanto limitandoci espressamente, come
§’ & avvertito, a regioni assai piccole della superficie; la
limitazione dev’ esser tale che fra la superficie conica
ed il suo sviluppo interceda una corrispondenza biunivoca
senza eccezione.

Una eccezione nasce, p. es., quando si tratti di un
cono chiuso e si prosegua il ruzzolamento del cono
fino alla generatrice di partenza « in guisa da svilup-
pare tutta la superficie conica sopra una regione ango-
lare piana; allora le figure poste sulla superficie del
cono che attraversano la generatrice a, vengono tagliate
nello sviluppo, e ad ogni punto di « corrispondono sul
piano due punti.

Pud anche darsi che lo sviluppo di un cono venga
a ricoprire piu volte una stessa regione piana, e manchi
in questo senso la univocita della corrispondenza.

Lo sviluppo di un cono, fatta attenzione alle ec-
cezioni menzionate, permette di risolvere sul piano tutti
i problemi della Geometria sulla superficie conica.

Vogliansi p. es. sul cono le linee, denominate geo-
detiche, che segnano la minima distanza fra due punti
assal vicini sopra la superficie; dovremo cercare, sul
piano dello sviluppo, le linee che godono della analoga
proprieta, e queste sono le rette. Riavvolgendo il piano
sul cono, le rette forniranno dunque le geodetiche sul cono.

Applichiamo le cose dette al cono di rotazione. Il
suo sviluppo completo sopra un piano & dato da un an-
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golo avente un certo vertice O (fig. 208); la porzione di
superficie conica compresa tra il vertice ed una sezione
(circolare) normale all’ asse, viene sviluppata sopra un
settore circolare; in altre parole, gli archi di circolo di
centro O, limitati ai lati dell’ angolo, danno lo sviluppo
delle sezioni del cono normali all’ asse.

Si voglia calcolare 1’ ampiezza o dell’ angolo che da
lo sviluppo del cono. HEssa vien data dalla lunghezza
dell’ arco di cerchio di raggio I col centro in O, inter-
cetto dai lati dell’ angolo. Per valutarla occorre dunque
valutare la lunghezza del! circolo C sezione del cono
con un piano normale all’ asse che incontri le genera-
trici alla distanza I dal vertice (distanza che poniamo
uguale ad 1).

Sia a 1’ angolo generatore del cono, e indichiamo
con 7 il raggio del nominato circolo C, si ha:

7 — sen a,;
quindi la lunghezza di C é 2z sena; onde

R w — 27sen a.

Si vede cosi che lo sviluppo del cono di rotazione
6 un angolo sempre minore di quattro angoli retti, ec-
cetto il caso in cui il cono si riduca ad un piano, es-
sendo retto I’ angolo generatore.

Si abbia un cono di rotazione rappresentato in un
metodo di rappresentazione, si pud avere allora facil-
mente 1’ ampiezza a dell’ angolo generatore del cono
(semi-apertura del cono); basta valutare 1’ angolo di una -
generatrice coll’ asse.

Ricorrendo allo sviluppo del cono si considera un
piano tangente al cono lungo una generatrice ¢ e su
di esso prendendo la detta generatrice come un lato,
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ed il vertice nel vertice O del cono, si costruira 1’ angolo
di ampiezza
w = 2rsen a,

che rappresenta lo sviluppo del cono. Volendo la posi-
zione B' assunta da un punto B del cono dopo lo svi-
lappo (o viceversa) si osserva che questo punto B' si
trova, nel piano dello sviluppo, sul circolo di centro O,
avente per raggio la distanza r del punto B dal vertice
del cono, iuoltre la retta OB' fa colla generatrice di
contatto @ un angolo B che pud valutarsi facilmente

(fig. 209).
9
Infatti —"—m— é 1"angolo di cui ha ruotato la ge-

neratrice « del cono, nel movimento generatore di questo,
per assumere la posizione OB.

Le costruzioni inverse permettono di determinare
per punti le linee del cuno che vengono sviluppate se-
condo date linee nel piano di sviluppo; in particolare
le geodetiche, che vengono sviluppate secondo segmenti
rettilinei. .

Consideriamo ora il caso del cilindro.

In modo analogo al caso del cono (interviehe qui
soltanto il fatto che il vertice del cono é all’ infinito),
lo sviluppe si ottiene col ruzzolamento sopra umn piano
tangente, ed & dato (ove si tratti di un cilindro chiuso,
di cui una sezione piana abbia una lunghezza finita) da
una striscia compresa tra due rette parallele. Se il ci-
lindro & di rotazione ed » il suo raggio (raggio del cir-
colo, sua seziune normale) la larghezza della striscia che
ne da lo sviluppo & 2mr (fig. 210). La porzione della
superficie cilindrica compresa tra due sezioni, circolari,
normali si sviluppa sopra un rettangolo.

§ 15. — L’eliea. — La geodetica del cilindro di-
cesi elica.
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Sieno 4,B due punti mediante i quali 1’ elica & de-
terminata, e A',B' le "posizioni assunte dai due punti
dopo lo sviluppo del cilindro (fig. 211). L’elica deter-
minata dai punti 4,B sul cilindro viene rappresentata
nello sviluppo dal segmento rettilineo A'B'. Questo
segmento rappresenta sempre. un arco d’elica tranne
in due casi particolari che escluderemo nel seguito, cioé
quando & parallelo o perpendicolare alla generatrice di
' partenza @, nei quali casi rappresenta risp. una retta o
un circolo. Nello sviluppo del cilindro, dato dalla striscia
compresa fra i lati ¢,a', le generatrici vengono a disporsi -
secondo rette parallele ad a,a'; percio ogni segmento
rettilineo che traversi la striscia le incontra sotto un
angolo costante.

Questa proprieta continua a sussistere se si torna
ad avvolgere la striscia sul cilindro, quindi:

L’ elica ha una inclinazione costante colle generatrici
del cilindro.

Per acquistare un’idea precisa della forma dell’elica,
81 consideri il rettangolo limitato da a,¢' di cui A'B' (pro-
lungato) é una diagonale; riavvolgendo questo rettangolo
sul cilindro si ha la porzione di superficie cilindrica
compresa fra due sezioni normali; la diagonale conside-
rata da un’elica sul cilindro, e i due punti estremi di
essa vengono a porsi sopra una stessa generatrice
del cilindro. Se si immagina di compiere il riavvolgi-
mento del rettangolo sul cilindro con un moto uniforme,
abbiamo dell’ elica la seguente generazione meccanica:

L'elica é la linea descritta da wun punto soggetto a
due moti uniformi, uno di traslazione parallelo ad un
asse, 1" altro di rotazione attorno a quest’ asse.

Con questa generazione !’ elica si pud proseguire
anche al di 1a del punto in cui torna ad incontrare una
stessa generatrice; ogni arco dell’elica i cui estremi
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sono due intersezioni consecutivi di una stessa genera-
trice coll’ elica, dicesi giro dell’ elica.

Tutti 1 giri dell’ elica sono uguali fra loro, poiché&
si sovrappongono con un movimento (elicoidale) gene-
ratore dell’ elica. Dicesi passo dell’ elica il éegmen(qo di
generatrice compreso fra gli estremi di un giro; raggio
7 dell’ elica il raggio del cilindro cui appartiene, infine
dicesi inclinazione « dell’ elica I’ angolo costante che essa.
(cioé la sua tangente in un punto) fa col piano normale
alle generatrici del cilindro. Tra queste tre quantita
sussiste la relazione la quale lega i cateti ed un angolo
acuto del triangolo rettangolo che rappresenta la meta
dello sviluppo della superficie cilindrica compresa tra due
sezioni normali racchiudenti un giro dell’ elica (fig. 212).

ProBLEMA — Costruire per punti un’elica che abbia
un dato raggio v e un dato passo h.

Ci riferiamo alla determinazione di essa mediante
la sua rappresentazione in un sistema di proiezione or-
togonale (fig. 213). Prendiamo il primo piano di proie-
zione normale all’ asse dell’ elica, onde la prima proiezione
dell’elica & un cerchio C di raggio 7, traccia del cilindro
che la contiene. I due piani di profilo tangenti al detto ci-
lindro, hanno risp. come traccia (1* e 22)1i lati a,b, di una
‘striscia (perpendicolare ad ) che racchiude le seconde pro-
iezioni dei punti del cilindro e quindi dell’elica. Si sup-
ponga per semplicita di avere assunta la linea di terra [ pa-
rallela al raggio OT del circolo C che unisce la traccia T
dell’ elica nel 1° piano di proiezione con 0. Sia 4B il
segmento intercetto dalle rette «,b, sulla 1. Sopra uno
dei lati a della striscia che contiene le seconde proie-

zioni del cilindro si riporti un segmento AF - —g (avente

la lunghezza uguale alla metd del passo dell’ elica).
Si divida quindi il segmento AF in 2n parti uguali
e si conducano per i punti di divisione le parallele ad 7;
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si divida pure nel medesimo numero di parti uguali una.
delle semicirconferenze di C aventi 1’ estremo 7' e pei
punti di divisione si conducano le perpendicolari ad I:
queste incontrano ordinatamente le nominate parallele
ad ! in punti della 22 proiezione di un’elica di raggio
e passo h, avente in 7' la sua traccia sul piano dirap-
presentazione; una tale elica pud cosi essere costruita
per punti assai vicini, se si prende n assai grande.

La costruzione indicata si fonda sulla generazione:
meccanica dell’ elica che abbiamo assegnata e sull’ os- .
servazione che un segmento di una generatrice del ci-
lindro viene proiettato in vera grandezza sul 2° piano
di proiezione, poiché questo & stato preso parallelo al
cilindro. .

OsSERVAZIONE. — La proiezione ortogonale dell’ elica
sopra un piano parallelo all’ asse, che abbiamo costruito
innanzi, & una sinusoide.

Esercrzi. — 1) Costruire la prospettiva parallela
obliqua dell’ elica sopra un piano normale all’ asse.

Questa curva & una cicloide.

2) Costruire la prospettiva dell’elica sopra un piano
normale all’ asse, da un centro proprio preso sull’ asse.

3

Questa curva & una spirale iperbolica.



CAPITOLO II.
Linee gobbe e sviluppabili.

§ 16. — Linee gobbe. — Nel precedente capitolo
siamo gia stati condotti alla considerazione di linee gobbe,
ciof di linee generate dal moto di un punto che non
rimane costantemente in un piano. Ci si sono presentate
linee gobbe come intersezioni di due coni, e come geo-
detiche sopra superficie coniche, p. es. ]’ elica geodetica
del cilindro.

Una linea gobba viene proiettata sopra un piano
da un punto che non le appartiene, secondo un cono.
Tenendo presente cidé che ¢ stato detto in- ordine alla
rappresentazione analitica delle linee piane (intuitive)
convenientemente limitate, la precedente osservazione
serve di punto di partenza ad una definizione analitica
delle linee gobbe intuitive.

Volendo rappresentare analiticamente una linea
gobba C, o un suo tratto convenientemente limitato (e
che pud quindi supporsi senza punti all’ infinito), si as-
suma un sistema di coordinate cartesiane «,y,z coll’ ori-
gine in un punto generico O di C, e si considerino i
due cilindri proiettanti la linea C dai punti all’ infinito
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degli assi « ed y. Le equazioni di tali cilindri vengono
date dalle equazioni delle proiezioni C;,C, di C risp. sui
piani y = 0 ed & = o, onde essendc C convenieute-
mente limitata, possono assumersi sotto la forma:

1) x=a,zt a2t +...; y=0 -} b2+

Viceversa due equazioni della forma (1), dove i se-
condi membri sono serie di Mac-Laurin convergenti in
un certo intervallo, rappresentano una linea dello spazio,
in generale gobba, passante per 1’ origine; si puo pro-
vare che tale linea viene proiettata da un punto qua-
lunque fuori di essa secondo un cono rappresentabile
analiticamente, secondo & stato detto nel § 5.

Se poi si proiettano i punti della linea, anziché da
un punto esterno, da un punto di essa, p. e. da O, le
rette proiettanti appartengono ancora ad un cono, pur-
ché della linea non facciano parte dei segmenti ret-
tilinei per O (ci6 che puod escludersi).

Le generatrici del cono proiettante da O 1 punti
di C contengono oltre O un altro punto (almeno uno)
di C e perd diconsi corde di C; ma vi & in generale
nel cono una generatrice che & limite di una corda va-
riabile di cui 1’ ulteriore punto di incontro con C si av-
vicini indefinitamente ad O; questa si dice la tangente
a C in O; la tangente a C pud riguardarsi come una
corda che unisce due punti infinitamente vicini di C.

Allorché C viene proiettata da un punto esterno
sopra un piano in una curva C', la tangente a C in un
punto O ha per immagine la tangente a C' nel punto ¢/
proiezione di O. '

Dunque se la (' .é rappresentata analiticamente me-
diante le equazioni (1) la sua tangente in O ha come
proiezione sul piano y = o la tangente alla sua 1." pro-
iezione (] in O, cioé la retta  — a,z; e come proiezione
sul piano @ = o la tangente alla sua 2. proiezione
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G, in O, ossia la retta y = b,z; percid le equazioni
della tangente a € in O sono
(2) &=z, Y = bz

Tutti i piani passanti per la tangente a C in O
debbono riguardarsi come aventi comuni con (' due
punti infinitamente vieini, riuniti in O, che si trovano
sulla detta tangente.

Un piano per I’ origine ha un’ equazione della forma:
ar -t By -+ vz = o;
se esso deve contenere la retta (2) tangente a C in O,
la sua equazione deve essere soddisfatta ponendo
aro=ayy Y = by z = 1,
e perd si deve avere '
T = — (ge + ),
ossia |’ equazione di un piano per la retta (2) &:
av + By = (aya + b, 2

Se in questa si sostituiscono per a,y le loro espres-
sioni date dalle formole (1) si ottiene I’equazione in z:

a(az + az® + o) + B (0 4 622+ ...) = (a0 + b,8) 2,
ossia:
a (a,2% -+ agz® . .n) - B (022 4 b2 - L) = o,

equazione da cui dipende la determinazione dei punti
di incoutro del piano considerato colla linea C; questa
equazione ha come radice doppia (ed in generale non
tripla) 2z = o.

Fra i nominati piani

axr -+ By = (@@ -} bf) 2

ve n' & in generale uno che deve riguardarsi come avente
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tre intersezioni Ccon riunite in O, e dicesi il piano
osculatore a C in O; 1’ equazione di questo piano si ot-

. ‘ a . .
“tiene disponendo del rapporto 8 in guisa che !’ espres-

sione
a (a2’ + a2 4+ ...) 4 B (022 + 02% - L)

cominci colla potenza z® anziché con 22, dunque ponendo:
aay + Bb, = o.
Tale condizione si soddisfa ove si prenda:
a=2b, B = — a,

e quindi I’ equazione del piano osculatore in O alla
curva C é:

b — ay = (b, — aby) =.
I1 piano'osculatore in O risulta determinato se non é
ay = b, = o;

se a, == b, = o0, la tangente in O a (' & una tangente
di flesso avente tre punti infinitamente vicini comuni
a C; questo fatto costituisce una particolarita del punto O,
se la (' non contiene segmenti rettilinei.

OssErvazioNE 1.* — In un punto generico di una
linea non contenente tratti rettilinel vi & wna tangente
ed un piano osculatore. Il piano osculatore & fisso per
tutti i" punti di una linea piana, coincidendo col piano
della iinea.

Una linea gobba pud avere dei punti singolari pre-
sentanti eccezione ai fatti generali sopra enunciati. Cosi
una linea gobba puo avere dei punti doppi o multipli
per cui passino due o pilt rami, ciascuno dotato di una
tangente in quel punto. Quando si proietti una linea
gobba da un punto esterno, risultano multiple pel cono
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proiettante le generatrici che proiettano i punti multipli
della linea. Oltre a queste il detto cono ha come rette
multiple quelle che incontrano la linea in pitt di un -
punto.

OssErvazioNE 2.2 -— Anche delle linee gobbe si
possono considerare punti o rami immaginarii, come delle-
linee piane.

§ 17. — Syiluppabili. — Un piano che si muova.
nello spazio genera una sviluppabile, figura correlativa
della linea.

Una sviluppabile pud rappresentarsi analiticamente
con due equazioni, analoghe alle (1) del prec. §, in coor-
dinate di piani.

Data una linea gobba C, mentre un punto si muove
e la descrive, il piano osculatore a C genera una svi-
luppabile, la cosi detta sciluppabile circoscritta a C; &
stato gia notato (§ prec.) che il piano osculatore in un
punto ad unalinea piana resta fisso al variare del punto,
coincidendo col piano della linea.

Considerando una sviluppabile come ente correlativo
di una linea, possiamo definire le generatrici della svi-
luppabile e 1 punti di contatto dei swoi piani in opposi--
zione alle tangenti della linea e ai piani osculatori nei
punti di esso.

Riguarderemo appunto, una generatrice di una svi-
luppabile come la intersezione di due piani infinitamente
vicini di essa (ossia come limite ecc.), ed il punto di
contatto di un piano della sviluppabile come il punto
d’incontro di quel piano con gli altri due della svilup-
pabile ad esso infinitamente vicini. _

Mentre un piano si muove descrivendo una svilup-
pabile, il suo punto di contatto in generale si muove
descrivendo una linea, detta spigolo di regresso della. svi--
Inppabile.
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La definizione di spigolo di regresso di una svilup-
pabile va contrapposta per dualita a quella di svilup-
pabile circoscritta ad una linea.

Il fatto enunciato dianzi subisce eccezione soltanto
nel caso che tutti i piani della sviluppabile passino per
uno stesso punto, nel qual caso la sviluppabile & un
cono inviluppo; invero in questo caso lo spigolo di re-
gresso si riduce al solo vertice del cono.

Questa eccezione compare appunto come correlativa
di quella che si presenta nella definizione della svilup-
pabile circoscritta ad una linea, poiché in questa defini-
zione si escludono le linee piane (enti correlativi del
coni inviluppo).

Si abbia una linea gobba C; abbiamo detto che
mentre un punto M si muove descrivendola, il piano p
osculatore a Cin M descrive la sviluppabile S circoscritta
a (. Ora notiamo che come p & piano osculatore a C in I,
cosi I & punto di contatto di g nella sviluppabile S. Ce
ne possiamo convincere colla seguente considerazione
(sostituibile con un ragionamento in forma rigorosa):

Sieno 1,2,3,4,5 punti consecutivi, infinitamente
vicini di C; il piano osculatore nel punto 1 & 123, il
piano osculatore in 2, & 234, quello osculatore in 3 &
345; il punto 3 & dunque il punto di intersezione di
quei 3 piani infinitamente vicini della sviluppabile S, e
ci0 prova appunto 1’ asserto.

Per rendere rigoroso il precedente ragionamento,
basta considerare 12345... come un poligono gobbo
variabile inscritto nella linea C, poligono di cui cresce
il numero dei lati, e decresce la grandezza di questi
(in modo comparabile) in guisa d’ avere per limite la
linea C.

Da cid che abbiamo detto segue che, se S é la svi-
luppabile circoscritta alla linea gobba C, la linea C & lo
spigolo di regresso della sviluppabile S.
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Segue ancora che le tangenti a C sono pure le ge-
neratrici della sviluppabile S, giacché una di queste rette,
p. e. la 23 congiungente due punti infinitamente vicini
di C, é anche la sezione dei suoi due piani osculatori
infinitamente vicini 123, 234,

Concludiamo, riassumendo, che una linea gobba da
luogo alla considerazione di 3 enti: A

1) la linea stessa riguardata come luogo dei suoi
punti;

2y la sviluppabile civcoscritta dei swoi piani oscu-
latori, sviluppabile di cui la linea & spigolo. di regresso;

3) la rigata delle tangenti alla linea, o cid che
é lo stesso, la wrigata costituita dalle gemeratrici della
stiluppabile circoscritta (rigata sviluppabile).

Gli enti 1) e 2) sono l’uno correlativo dell’ altro
I’ ente 3) & correlativo di sé stesso.

OssERvAZIONE. — Una retta che si muova nello
spazio genera sempre una rigata, ma questa rigata non
pud sempre riguardarsi come la rigata delle tangenti
ad una linea o delle generatrici di una sviluppabile,
ossia, per usare di una consueta locuzione, come una
rigata sviluppabile.

La condizione perché cio avvenga puo essere espressa
dicendo che:

Una rigata é sviluppabile se in essa due qualsiansi
generatrici infinitamente vicine sono incidenti.

Infatti se 1,2, 3 sono tre punti (consecutivi) infini-
tamente vicini di una linea, le tangenti (consecutive)
12, 23 di essa hanno comuune il punto 2, e giacciono
nel piano osculatore 123 (fig. 214).

Viceversa se in una rigata due qualunque genera-
trici infinitamente vicine sono incidenti e non passano
tutte per un punto, cioé la rigata mnon & un cono, il
Iuogo dei punti di incontro di una generatrice variabile
colla generatrice infinitamente vicina, & una linea di cui

15
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Mediante queste due linee C' e K, la €& rappre-
sentata completamente; un punto di C, p. es. P, ha la
proiezivne P' su C' e la retta TP passante per esso
viene rappresentata dalla traccia 7' e dal punto di fuga
Q intersezione di 7'P' con K ; soltanto occorrerebbe
spezzare in pilt parti corrispondenti le linee C' e K, ove
fossero incontrate in pitt punti dai raggi 7' sul quadro.

Si noti ancora che la (' basta da sola a rappre-
sentare completamente la C, quando sia data una su-
perficie contenente la (' e segata in un sol punto dai
raggi pel centro di proiezione (ad es. una sfera passante
pel detto centro).

OsservazioNeE. — In sostanza si vede che una linea
gobba, quando non sia gia data un’altra superficie per
essa, viene generalmente rappresentata come interse-
zione di due coni, i quali nel caso della proiezione or-
togonale vengono sostituiti da due cilindri.

§ 18. — Elicoide sviluppabile. — Riprendiamo la
rappresentazione dell’ elica (§ 15) per applicare su questo
esempio le cose dette innanzi.

La sviluppabile circoscritta all’ elica prende il nome
di elicoide sviluppabile. I’ asse dell’ elica si dira anche
asse dell’ elicoide.

Ci proponiamo ora di risolvere il seguente

Propreyva. — Determinare la traccia di un elicoide
sviluppabile sopra un piano normale all” asse.

Sia £ 1'elicoide, e I’ elica suo spigolo di regresso,
C il cerchio proiezione ortogonale di e sul piano che si
considera, 7' la traccia di e sul piano stesso. Conside-
riamo un punto 4 del 1° giro dell’ elica al disopra o
al disotto del piano di rappresentazione. e sia 4, la sua
proiezione su questo (fig. 218). Immaginiamo di svilup-
pare il cilindro che contiene ¢ sul piano tangente lungo la
generatrice 44, il quale piano ha per traccia #;, tangente
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a C in A,. Nello sviluppo la e si distende sopra la tan-
gente ad ¢ in A, ed il punto T (traccia di e) viene a
porsi sulla ¢, ad una distanza da 4; ugunale alla lun-
ghezza dell’arco T'4, di C, sviluppato sulla #; se dunque
si riporta su ¢, un segmento 4,7 uguale a quella lun-
ghezza (ed in un senso conveniente), T} & la traccia
della tangcnte ad e in A. Il senso in cui deve essere ri-
portata su ¢, la lunghezza dell’ arco T'4;, di C dipende
dal considerare la porzione di elica e superiore o infe-
riore al piano di rappresentazione e dal senso dell’ elica ¢
(senso di moto rotatorio che insieme alla traslazione
parallela dell’ asse genera e). '

La costruzione indicata, che puod essere proseguita
al di 1a del primo giro dell’ elica e tanto per la porzione
di essa superiore al pianc come per !’ inferiore, mostra
che:

La traccia dell’ elicoide sviluppabile in un piano nov-
male all” asse ¢ U evolvente del cerchio, proiezione, sul
piano, dell’ elica, spigolo di regresso.

Volendo rappresentare completamente un elicoide
sviluppabile E col metodo delle proiezioni ortogonali,
si assumera come 1° piano di proiezione un piano nor-
male all’ asse, e si traccera su questo il cerchio (12 pro-
iczione dell’ elica e spigolo di regresso di E); quindi si
costruira l'evolvente di (, a partire dalla traccia T di e,
nell’ uno e nell’ altro senso.

Occorre poi dare il passo dell elica ¢ ed il suo senso
e costruirne quindi la seconda proiezione. Allora vo-
lendo costruire la generatrice dell’ elicoide per un punto
A = (4,4,) dell’ elica e si procedera nel seguente modo:
Si assumera come prima proiezione di questa generatrice
la tangente in A4, al cerchio C, come prima traccia T
I'incontro di questa coll’n® giro dell’ evolvente di C, se A
appartiene all’n® giro dell’ elica a partire da T, e preci-
samente con quel ramo dell’evolvente che corrisponde
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alla porzione dell’ elica (ascendente o discendente) che
contiene A; infine si unird 4, col piede della perpen-
dicolare condotta da I} sulla linea di terva, e si avra
cosi la 2" proiezione della generatrice cercata di E (tan-
gente in 4 ad e).

Si svolgera la costruzione per esercizio.

§ 19. — Sviluppo di una superficie sviluppabile. —
Una rigata sviluppabile, generata dalle tangenti ad una
curva gobba puo considerarsi come luogo dei punti di
queste rette ed appare allora come una superficie svi-
luppabile.

Abbiamo detto che ad una tale rigata compete la
proprietd peculiare che due rette infinitamente vicine
sono incidenti, Da cio segue che la superficie si puo
Intuitivamente considerare come generata dal movimento
di una piccolissima striscia piana angolare racchiusa da
due tangenti consecutive dello spigolo di regresso, ossia
come limite di una particolare superficie poliedrica
avente come spigoli le generatrici della sviluppabile.

Immaginando di disporrele nominate striscie angolari
successivamente sul piano in modo che due consecutive
abbiano un lato in comune, si verra a considerare la
data superficie come deformata senza estensione in guisa
da poter essere adagiata sul pilano; si otterra per tal
modo il cosi detto sviluppo della superficie sviluppabile
sopra un piano (fig. 219). ,

Abbiamo gia notato (§ 14) la possibilita di un tale svi-
luppo pei coni (particolari superficie sviluppabili); in
quel caso lo sviluppo si otteneva col ruzzolamento su
un piano-tangente. Ed & anche qui un ruzzolamento,
inteso in un senso piu generale, 1’ operazione che per-
mette di ottenere lo sviluppo di una superficie svilup-
pabile. Del resto tutte le considerazioni ivi ‘svolte tro-
vano qui la loro estensione.
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Si acquista un’idea chiara dello sviluppo di una
superficie sviluppabile, pensando che la superficie stessa
sia costituita come da un foglio flessibile e inestendibile,
che pud per semplice flessione essere adagiato sopra un
piano, o, per essere pilt esatti, pensando la superficie
come costituita da pit fogli (regioni superficiali) sepa-
ratamente adagiabili sul piano, giacché le considerazioni
sullo sviluppo si viferiscono sempre a regioni superficiali
limitate.

Mediante lo sviluppo la Geometria sopra le super-
ficie sviluppabili si riduce alla Geometria sul piano; in
particolare si possono trovare le geodetiche di tali su-
perficie partendo dalle rette del piano. '

Ci proponiamo appunto di riconoscere per tal modo
una proprieta caratteristica delle geodetiche sopra una
superficie sviluppabile, che verri poi estesa alle geode-
tiche di una superficie qualunque.

Premettiamo il seguente lemma:

Data sopra una superficie sviluppabile % una linea
qualunque 1, la condizione necessaria e sufficiente affinché
ad un punto A di 1 corrisponda, nello sviluppo di & sul
piano, un flesso della curva trasformatal, é che il piano
osculatore in A ad 1 sia normale alla superficie nel
punto A.

Per dimostrare questa proprieta indichiamo con
A,B,C tre punti consecutivi di 7; con ¢,%,t, le tre ge-
neratrici di 2 rispettivamente per 4,B,C. Se il punto 4
da luogo ad un flesso di /', vuol dire che gli elementi
infinitesimi consecutivi 4B, BC di I dopo la trasforma-
zione si dispongono in linea retta; ma perché cid av-
venga & necessario e sufficiente che le tangenti 4B, BC
della ! formino colla #,, da parti opposte, angoli opposti
uguali, poiché tali angoli debbono rimanere inalterati
nello sviluppo di 3. Ora, se le nominate tangenti AB, BC
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di 7, sono ugualmente inclinate sulla f,, esse potranno
essere riguardate come due generatrici infinitamente
vicine di un cono di rotazione che ha per asse ¢,; di
qui segue che il piano ABC, tangente al nominato cono
lungo la generatrice AB, risulta normale al piano
AB. t, = tt, tangente a I in 4.

Il ragionamento & facilmente invertibile, sicché la
condizione espressa nell’ enunciato appare, appunto come
abbiam detto, non solo necessaria ma anche sufficiente.

Dal lemma or ora stabilito si deduce quindi il teo-
rema che avevamo in vista:

Condizione necessaria e sufficiente perché una linea
tracciata sopra una superficie sviluppabile sia geodetica,
& che in ogni punto di essa il piano osculatore sia nor-
male alla superficie.

Imperocché una tal linea viene sviluppata secondo
una linea di cui tutti i punti sono flessi, cioé secondo
una retta, e viceversa,.

Vista 1’ utilita dello sviluppo sopra un piano di una
superficie si puo6 domandare quali siano le superficie
per cui un tale sviluppo & possibile. La risposta & che
la superficie (cuil spettano, per ipotesi, tutti gli ordinari
attributi intuitivi) deve potersi pensare come costituita da
una successione di striscie piane infinitamente piccole, e
quindi deve essere una rigata generata dal movimento
di un piano, cio® una rigata sviluppabile circoscritta
ad una linea gobba o un cono. Per un’altra superficie,
per una sfera ad es., lo sviluppo sopra un piano non é
possibile. _

Le cose dette sui coni illustrano gia con esempi la
considerazione dello sviluppo di una superficie. Aggiun-
geremo a questi 1’ esempio relativo all’ elicoide svilup-
pabile.
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§ 20. — Sviluppo dell’ elicoide sviluppabile. — Le
pitt belle proprieta dell’ elicoide sviluppabile, che esso
ha in comune cogli altri elicoidi, dipendono dal fatto
che pud scorrere su sé stesso con un movimento elicoi-
dale dello spazio. Tale movimento si pud comporre di
due moti uniformi, uno di rotazione attorno all’asse,
I’ altro di traslazione parallela al medesimo; il rapporto

3

delle velocita dei due moti &

T . .
7 essendo » il raggio

ed % il passo dell’elica e spigolo di regresso.

In un tale movimento tutti i punti dell’ elicoide E
descrivono delle eliche giacenti su F, e parallele ad e,
in ognuna delle quali il passo & costante. I raggi di
queste eliche sono tanto pit grandi quanto piu lontano
¢ il punto mobile generatcre dal punto di contatto con e
della generatrice di E che passa per esso. Il movimento
elicoidale che sovrappone E a sé stesso, si pud consi-
derare come derivante dalla ripetizione di un moto eli-
coidale infinitesimo che trasforma ogni figura tracciata
sulla superficie % in una figura eguale (su E) infinita-
mente vicina alla prima, s’ intende con questo che il
nominato moto elicoidale viene perfettamente definito
nella sua continuazione, appena sia fissato in un istante
piccolo quanto si vuole.

La proprieta dell’ elicoide £ di sovrapporsi a sé
stessu per un movimento elicoidale, infinitesimo dello
spazio, e quindi per un movimento continuo che nasce
ripetendo quel movimento elementare, non & una pro-
prietd inerente alla Gieometria sopra la superficie E, nel
senso ristretto, ossia non permane in generale ove la E
venga deformata considerandola come una superficie
flessibile, inestendibile. In tal caso il movimento ele-
mentare che sovrappone E a sé stessa corrisponde perd
ad una trasformazione infinitesima della superﬁme la
quale trasformazione della superficie deformata in sé
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stessa ha la proprietd peculiare di conservare le distanze
geodetiche sulla superficie; essa viene generata ancora
da uno strisciamento nel quale ogni porzione di super-
ficle muta in generale di forma. '

Si supponga di avere sviluppato 1'elicoide E sul
piano. Allora al moto (elicoidale) elementare che so-
sovrappone LK a sé stessa, corrispondera uno striscia-
mento del piano su sé stesso che sovrappone a sé stesso
lo sviluppo di E, e la linea sviluppata di e. Questo &
un effettivo moto che trasforma ogni figura del piano
in una figura uguale, e che, appunto perché infinitesimo,
puod considerarsi come definito dallo stato iniziale e fi-
nale del piano.

La sviluppata di e e le linee sviluppate delle eliche
parallele ad e su E, sono le linee del piano che segnano
le traiettorie dei punti di esso nel movimento, sono
dunque linee che vengono sovrapposte a sé stesse da
un movimento elementare del piano.

Ora questo movimento elementare (come ogni mo-
vimento del piano nel quale si faccia attenzione soltanto
allo stato iniziale e finale) & in generale una rotazione
del piano attorno ad un punto. La sviluppata di e &
dunque un cerchio C generato in quel moto rotatorio
da un punto della linea. Parimente sono cerchi, con-
centrici a quello, le linee sviluppate delle eliche paral-
lele ad e descritte dai punti di £ nel moto elicoidale
considerato.

Le generatrici dell’ elica vengono a dare, dopo ‘lo
sviluppo le rette tangenti al cerchio C, e quindi lo svi-
luppo dell’ elicoide ricopre (infinite volte) la regione di
piano esterno a C.

Si potrebbe dubitare che in particolare il moto ele-
mentare considerato nel piano. si riducesse ad una tra-
slazione, e quindi 1’ elica e venisse a svilupparsi sopra
una retta invece che sopra un cerchio.
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Questo dubbio si esclude facilmente osservando che
il movimento elicoidale non sovrappone le generatrici
dell’ elicoide a sé stesse.

Concludiamo dunque il

TrorEMA. — Sviluppando sopra un piano un elicoide
sviluppabile, lo sviluppo ricopre infinite volte la regione
del piano esterna ad un circolo (sviluppo dell’ elica spigolo
di regresso).




CAPITOLO III

Curve algebriche gobbe.
Cubica e Quartica di 1." specie.

§ 21. Curve algebriche gobbe. — Una curva dello
spazio si dice algebrica quando viene proiettata da ogni
punto dello spazio, che non le appartiene, secondo un
cono algebrico. I facile vedere che le generatrici di
questo cono proiettante incontrano generalmente in un
sol punto la C, evitando posizioni particolari del vertice ;
cid si esprime dicendo che la curva viene proiettata
semplicemente da un punto generico.

Una curva algebrica si dice irriducibile se & irridu-
cibile il cono che la proietta semplicemente da ogni
punto generico. Se una curva algebrica C dello spazio
viene proiettata da un punto A4, fuori di essa, secondo
un cono riducibile

K = K, + K,

costituito di due parti distinte, possiamo distinguere le due
. parti di C (C, e C,) appartenenti risp. ai due coni K;,K,, e
sipud provare che ciascuna di queste parti vien proiettata
da ogni altro punto secondo un cono algebrico, e quindi
costituisce una curva algebrica. Segue di qui che una
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~curva algebrica dello spazio & irriducibile se vien pro-
iettata -semplicemente secondo un cono irriducibile da
un qualsiasi punto particolare fuori di essa.

Il cono che la proietta da un altro punto esterno
& allora irriducibile, o consta di un cono contato piu
volte (cono multiplo).

Una curva algebrica dello spazio che non sia piana,
si dice gobba. Considerando curve gobbe escluderemo
che di esse faccia parte qualche componente piana.

Sia C una curva algebrica gobba ed 4 un punto
fuori di essa. Si proietti C' da A e si consideri il cono
algebrico proiettante K. Esso avra un certo ordine n.

Una retta a del cono K che si appoggi in due punti
4,B alla curva C' é una generatrice doppia di X, giac-
ché vi sono per « due falde del cono e due piani che
le toccano, proiettanti le tangenti a C risp. in 4,B.

Piu generalmente & »-pla pel cono K una retta che
si appoggi in » punti a C. Nel caso particolare in cui
sopra ogné generatrice di K vi sieno » punti di () il
cono K si dovra dunque riguardare come un cono d’or-

.on -
dine - contato » volte, cioe come un cono »-plo.

S1 prenda ora un altro punto B fuori di ('e da esso
pure si proietti la curva ('; si avra un altro cono X,
Snpponiamo che la retta AB non incontri C; allora
essa non e una generatrice di nessuno dei due coni K,.X.
Un piano per la AB incontra la curva (' in tanti punti
quante sono le rette che li proiettano risp. da 4 e B, ossia
quante sono le generatrici di ciascuno dei due coni KX
in quel piano (computate, come si & avvertito, le gene-
ratrici proiettanti » >1 punti di C come #-ple); il
detto numero & dunque 1’ ordine di ciascuno dei due coni,

Dunque il cono X ha lo stesso ordine = di K. Vale
2 dire 1’ ordine del cono proiettante la curva (' da un
punto fuori di essa, non varia al variare del punto.
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Veramente avevamo escluso che i punti 4,B si tro-
vassero sopra una retta incontrante (, ma questa re-
strizione pud ora esser tolta, introducendo la -conside-
razione di un punto ausiliario P (fuori dei coni K,X),
giacché si ha allora che i coni K,X hanno lo stesso or-
dine del cono proiettante da P la C.

L’ ordine del cono proiettante ' da un punto qual-
siasi fuori di essa si dira 1’ ordine della curva gobba C.
Osservando che un piano per A4 incontra C in tanti punti
quante sono le generatrici di K in esso, ne deduciamo:

Una curva gobba algebrica d’ ordine n & incontrata
da un piano qualsiasi in n punti di cui alcuni possono
coincidere.

Si vede di qui, in particolare, che 1’ ordine d’ una

curca algebrica gobba irriducibile & 2 3; poiché una cur-

va d’ordine 2 é tutta contenuta nel piano che ne con-.
giunge tre punti arbitrari.

Se due (o piu) intersezioni della curva con un piano
a sono riunite in un punto A, si dice che il piano &
tangente in A alla curca.

Proiettando la curva da un punto P (fuori di essa)
appartenente al piano a (tangente in A) si ottiene un
cono che ha due rette sezioni col piano @ riunite in
P4, e perd ¢ tangente al cono.

Sia data una curva gobba algebrica irriducibile C,
di ordine n. Il cono K che la proietta da un punto 4
fuori di essa, & un cono irriducibile di ordine =, o &

Co . .n . ..
costituito di un cono di ordine - (le cui generatrici in-

contrano in > 1 punti la C), contato r volte.

E chiaro che in un piano vi pud essere al pilt un
numero finito di punti allineati con tante coppie di in-
tersezioni-di (, e quindi in un piano vi pud essere al
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pit un numero finito di punti (fuori di C) dai quali C
venga proiettata secondo un cono multiplo.

Consideriamo ora un punto 4 in C. Proiettando da
A tutti 1 punti di C, si ottiene, come & facile vedere,
un cono algebrico irriducibile o costituito da una parte
multipla. Le generatrici del cono sono rette congiun-
genti due punti di C, ossia corde di C; sono anzi tutte
le corde di C che passano per A.

Valutiamo 1’ ordine del cono che proietta da un
punto 4 di C la curva C. Si supponga per questo che
A sia un punto semplice di C, vale a dire che un piano
a per A incontri in generale C in altri n —1 punti fuori
di 4. :

Nel piano « vi sono allora n—1 corde di C per 4,
ossia 7 — 1 generatrici del suddetto cono (computate
debitamente le multiple). Dunque il cono stesso ha 1’ or-
dine n— I.

Il cono proiettante C da un punto P & invece d’ or-
dine n—1 (#>1) se P é& un punto 7-plo per C, vale a
dire se ogni piano per P ha ivi riunite » intersezioni
colla curva,

Si potrebbe dimostrare che se ogni punto della C
e r-plo (» > 1), la curva C é riducibile e composta di

..on e
una parte (d’ ordine 7) contata r volte; se C & irridu-

cibile, ci0 non pud avvenire, anzi la curva (come una
sua proiezione piana) ha al pitt un numero finito di
punti multipli.

Infine & da osservare che anche i punti semplici
della curva irriducibile C' dai quali essa puo venir pro-
iettata secondo un cono multiplo sono (se esistono) in
numero finito, ed omettiamo anche qui la dimostrazione.

Sieno 4,B due punti semplici della curva algebrica
gobba C, supposta irriducibile d’ ordine n; supponiamo
ancora che il cono d’ ordine n — 1 proiettante la C da B
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sia irriducibile. Ogni generatrice di questo secondo cono
di vertice B sega C in un punto P il quale vien proiet-
tato da A secondo una generatrice AP del primo cono.
Si faccia scorrere P sulla curva C e avvicinare ad A4;
allora nella corrispondenza ottenuta fra le generatrici
dei due coni, alla generatrice BA del cono di vertice B
viene a corrispondere una generatrice a del cono di ver-
tice 4, che & la tangente in A alla curva C; questa appare
cosi definita come una corda di C congiungente due
punti coincidenti in A.

1) superfluo avvertire che il procedimento di pas-
saggio al limite che qui in sostanza compare si pud
applicare senza scrupoli portando a derivare funzioni
algebriche.

Ogni piano per la retta ¢ ha due intersezioni (al-
meno) con C, riunite in A.

La tangente nel punto semplice 4 & sempre unica
e determinata. In un punto doppio o multiplo non &
pit determinata; ma lasciamo da parte questo caso.

Fra 1 piani che passano per la tangente ¢ in un
punto semplice 4 della curva C, ve n’ & in generale uno
tangente al cono proiettante C da 4, il quale ha tre
intersezioni con C riunite in A ; (uesto piano & il piano
osculatore in A a (C, e si pud riguardare come un piano
congiungente A con altri due punti infinitamente vicini;
esso pud essere indeterminato se la « ha tre interse-
zioni riunite in 4 con C, ossia se 4 & un flesso; cido pud
solo avvenire per punti particolari di C.

I piani osculatori alla curva algebrica gobba C for-
mano una sviluppabile algebrica (circoscritta a C); di-
remo classe di questa sviluppabile e della curva C, il
numero dei piani di essa che passano per un punto ge-
nerico dello spazio, numero che & indipendente dalla
posizione del punto ed ha significato correlativo a quello
dell’ordine. :

16
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Diremo rango della curva C il grado della svilup-
pabile circoscritta e C, cioé il numero delle tangenti a C'
(generatrici di essa), che si appoggiano ad una retta.
generica; questo numero (come si vede facilmente) riesce
pure indipendente dalla posizione della retta ed esprime:
da un lato la classe del cono circoscritto a C da un
punto esterno, cioé il numero dei piani tangenti a C
che passano per una retta generica dello spazio; dal-
I’ altro lato (correlativamente) 1’ ordine della curva se-
zione della rigata sviluppabile circoscritta a C' con un.
piano non appartenente ad essa, cioé il numero delle
intersezioni della rigata con una retta generica.

Infine un altro carattere importante di C entra pure
in considerazione, il numero delle corde di C che pas-
sano per un punto generico dello spazio, cioé il numero
dei punti doppi apparenti di C, e correlativamente, il nu-
mero delle rette intersezioni di due piani osculatori a C
che giacciono in un piano generico.

Il numero dei punti doppi apparenti di C' & anche
il numero delle generatrici doppie del cono circoseritto-
a C da un punto P generico, ed anche questo numero
non varia colla posizione di P. Qui si pud osservare
che essendo evitate particolari posizioni di P, cioé ap-
punto essendo P generico, i1l detto cono ha solo delle
generatrici doppie e non generatrici di singolarita pil
elevata.

I caratteri menzionati della curva C ed altri che
si potrebbero similmente considerare si rispecchiano nei
caratteri della sua proiezione (' fatta da un punto ge-
nerico P sopra un piano =; cosil’ordine di C' é I’ ordine
di C’, mentre il rango di C é la classe di C'; la classe
di C é il numero dei flessi di C’, giacché un piano oscu-
latore a C per P da appunto una tangente di tesso
per C', il numero dei punti doppl apparenti di C' & ap-
punto il numero dei punti doppi di C' ecc. Cosi si tro-
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vano fra questi caratteri le relazioni espresse dalle for-
mule di PLUCKER, e si pud studiare la curva ' mediante
la sua proiezione C'.

B cid che faremo appunto nei successivi paragrafi
riferendoci a qualche caso particolare.

Intanto ci varremo della considerazione della curva
piana, ottenuta proiettando una curva algebrica gobba,
da un punto esterno, per dimostrare che:

Il rango d’una curva algebrica gobba, irriducibile,

d’ ordine n, & i 2 (n — 1.

Si designi ancora con C la curva gobba, _
Per dimostrare la cosa occorre far vedere che la
classe della proiezione C''di C, fatta da un punto gene-

rico O dello spazio, & appunto i 2 (n — 1). Ora, il punto O

non appartenendo alla sviluppabile circoscritta a C, la C'
sara priva di cuspidi ed avra soltanto un certo numero
¢ di punti doppi. La classe di C’ sara quindi

Ma poiché C’ & irriducibile, come C, sara
s < (n—1) (n—9)
— ) J
e percid

m =2 (n—1)

OsSERVAZIONE. — Si trova precisamente
m = 2n—1) 4+ 2p
essendo p <> o) il genere di (', che si chiama anche
genere della curca gobba C. ' ‘

La dxseguaghanza stabilita, essendo n > 3, mostra
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in particolare che il minimo rango d’una curva algebrica
gobba & 4, e che questo valore siraggiunge per la cu-
bica gobba.

Dunque il grado d’una rigata sciluppabile algebrica
é z 4, ed il minimo grado appartiene alla sviluppabile

circoscritta ad una cubica.

§ 22. — Cubica gobba. Generalith. — Andiamo a
studiare particolarmente le curve gobbe algebriche del
3.9 ordine, dette anche cubiche gobbe. Indichersmo queste
curve con (.

Considereremo cubiche gobbe irriducibili reali.

Il cono K dei raggi proiettanti da un punto A della
cubica gli altri punti di essa, é un cono quadrico.

Questo cono quadrico & irriducibile come la C,, e
perd non ha rette doppie. D’ altronde cio risulta subito
dall’ osservare che nessuna retta pud avere tre punti
comuni colla (), altrimenti un piano congiungente la
retta con un altro punto di C,, segherebbe la C; in 4
punti.

Fra le rette del detto cono K (corde della cubica)
le quali incontrano in due punti la cubica (', ve n’é
una che ha le due intersezioni colla C; riunite in A4;
questa & la tangente alla cubica in 4, che si puod ri-
guardare come il raggio proiettante da 4 il punto di
essa infinitamente vicino ad A.

Consideriamo sulla cubica C; due punti qualsiansi
4,B. I coni quadrici proiettanti la C; da 4,B hanno
comune la curva C, e la generatrice AB; 1’ insieme della
C; e della retta AB costituisce una curva del 4° ordine,
che é la intersezione completa dei due coni quadrici.

Dei due nominati coni quadrici di vertici 4,B il
primo ha come piano tangente secondo AB quello che
proietta da A la tangente in Bj; il secondo cono ha
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come piano tangente secondo BA quello che proietta
da B la tangente in 4; questi due piani tangenti sono
certo diversi, se no si avrebbero in un piano due tan-
genti e quindi quattro punti (a coppie coincidenti) di Cj.

Viceversa se si considerano due coni quadrici di
vertici A,B aventi comune la generatrice AB e non
aventi in essa lo stesso piano tangente (ciod non toc-
cantisi in quella generatrice), la loro intersezione com-
pleta si compone della retta AB contata una volta, e
di una ulteriore curva del 3° ordine passante per 4,B,
la quale riesce necessariamente gobba e irriducibile se,
come si suppone, i detti coni sono irriducibili. Invero
I’ intersezione completa di due coni quadrici & una curva
del 4° ordine, avendo comuni con un piano generico i4
punti in cul si segano le due coniche, sezioni dei due
coni.

Abbiamo dunque della cubica gobba la seguente
definizione: '

La cubica gobba ¢ 1 ulteriore intersezione di due coni
quadrici aventi una generatrice comune non di contatto;
essa puo considerarsi in infiniti modi come la intersezione
di due coni siffatti aventi i vertici in due suoi punti qual-
stansi.

CoroLLARIO. — Vi & una cubica gobba (irriducibile)
determinata passante per sei punti dello spazio, di cui
quattro qualunque non sono in un piano.

Sieno 4d,,d,,d,,4,,4,,4, 1 sei punti dati. Proiettando
da 4, i cinque punti d,4,4,,4,,4, e da 4, i cinque
punti A4;,45,4,,4,,4, si ottengono per ciascuno dei due
punti 4,4, cinque rette determinanti un cono quadrico.
I due coni quadrici cosi costruiti hanno comune la ge-
neratrice A;4, e si segano ulteriormente secondo una
carva del-3° ordine che passa per 4,,4,,4;,4,,45,4;, la
quale si pud vedere essere ‘irriducibile se 4 qualunque
dei 6 punti dati non giacciono in un piano. D’ altra
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parte una cubica gobba passante per 4,,4,,4,,4,,4;,4; &
comune al due coni quadrici sopra considerati, percid
la cubica gobba passante per i 6 punti & unica.

Un piano (reale) ha sempre (almeno) un punto reale
con una cubica gecbba (reale) C,.

Per distinguere i vari casi che possono presentarsi
relativamente alle intersezioni di un piano colla cubica
C,, potremo dunque supporre il piano gia condotto per
un punto (reale) 4 della - ;. Ora un piano a per 4
puo dar luogo al seguenti casi:

1) @ & esterno al cono quadrico proiettante da 4
la Cy; allora a ha colla C; un punto comune reale, cioé
il punto 4 (ed altri due punti immaginarii coniugati):

2) @ & tangente al nominato cono quadrico:

@) secondo una generatrice diversa dalla tan-
gente in 4 a C;;
b) o secondo la tangente in 4 a (;

nel caso 2) a) il piano a contiene su quella gene-
ratrice (oltre 4) un altro punto B della cubica Cj, e
contiene la tangente in B a Cj, tanto che si pud dire
che esso sega (5 in 3 punti di cui due riuniti in B,
ossia che incontra 7, in 4 e le & tangente in B;

nel caso 2) ) il piano @ si deve considerare come
avente tre intersezioni con C; riunite in A, ossia & il
piano osculatore a (, in 4;

3) a & secante rispetto al cono quadrico proiet-
tante Cy da 4;

@) secondo due generatrici diverse dalla tan-
gente in 4; ’

b) o secondo due generatrici una delle quali &
la tangente a alia Cy in 4; ,

nel caso 8) a) il piano a contiens su ciascuna di
quelle due generatrici un altro punto di C; (oltre 4) e
quindi sega C; in 3 punti (reali e distinti);
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nel caso 3) ) il piano a incontra C; in B ele &
tangente in A.
Dunque rispetto ad una cubica gobba (reale) esistono
4 specie di piani:
1) piani che la segano in un solo punto reale e
in due punti immmaginarii coniugati;
2) piani tangenti ad essa in un punto e che la
incontrano in un altro punto;
3) piani osculatori che hanno con essa un con-
taito tripunto; ,
4) piani che la segano in tre punti reali e di-
stinti. .
Abbiamo inoltre veduto come si distinguono i piani
delle varie specie condotti per un punto della cubica.
Le varie forme che una cubica gobba pud presen-
tare sotto I’ aspetto metrico, dipendono dalla partico-
larita del piano all’infinito di appartenere all’ una o
all’ altra delle specie di piani nominate.
Abbiamo dunque, a secomda della loro forma 4
specie di cubiche gobbe Cj:
1) L’ellisse gobba, quando la C, ha un sol punto
reale all’ infinito; la tangente in esso dicesi asintoto, e
il piano osculatore in esso piano asintotico della Cj.
2) L’iperbole parabolica, quando la C, é tangente
al piano all’ infinito;
3) La parabola gobba, quando il piano all’ infinito
& osculatore rispetto alla Cy;
4) L’ iperbole gobba, quando la C; sega il piano
all’ infinito in 3 punti distinti; si hanno in questo caso
3 asintoti e 3 piani asintotici della Cj.

§ 23. — Proiezione piana di una cubica gobba, —
Corde della cubica. Rappresentiamo la cubica gobba
sopra un piano nel metodo della proiezione centrale, e
mostriamo come si risolvano sul quadro i principali
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problemi grafici che si presentano, relativamente ad essa.

Anzitutto ci conviene di acquistare un’idea della
forma della cubica gobba, e ci0 si ottiene costruendo
per punti, assal vicini, la sua immagine sul quadro.

Qui sarad indicato come tale costruzione per punti
possa ottenersi; dopo faremo alcune osservazioni che
potranno essere confermate dall’ esecuzione del relativo
disegno.

Sia data una cubica gobba (; non passante pel
centro di proiezione, e su di essa due punti 4,B fuori
del quadro; li daremo sul quadro assegnando le loro
immagini 4',B e la retta (T'Q) che li congiunge (fig. 220).

Si considerino i coni quadrici Ny, proiettanti la C
risp. da A,B; sieno 7,7, le loro tracce; queste sono
due coniche, non tangenti fra loro. passanti per 7, le
quali possono essere assunte ad arbitrio per individuare
la Cy (fig. 220). La C; & 1’ intersezione ulteriore (oltre
la retta AB) dei coni Ny,Kp. La sua proiezione C, sul
quadro si costruira per punti nel modo seguente:

Prendiamo risp. su 7,7, due punti 7,7, allineati
con T'; essi sono le tracce di due generatrici dei coni
quadrici K4,Kp che s’incontrano in un punto X della
cubica gobba.

Per avere I'immagine X' di X basta intersecare lo
immagini A'T,,B'T, delle generatrici AT,,BT,. Il punto
X riesce determinato perché si pud subito costruire
il punto di fuga di una retta per esso, precisamente
di una generatrice di uno dei due coni. Nella fig. 220
il punto di fuga Q, & quello della generatrice AX.

Variando T, su 7,, e corrispondentemente 7T}, su 7,
X’ varia descrivendo !’immagine della cubica gobba.

Questa determina completamente la cubica perché
per ogni punto & data una retta (anzi sono date per
esso le due generatrici dei due coni), :
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Si possono ora risolvere le questioni di costruire:

1) La tangente in A alla cubica (o similmente in B).

Invero la tangente ¢ in 4 ha per immagine la

a = A'T, e per traccia T,; essendo 71, 1 intersezione

ulteriore della conica 7, colla tangente in T"a 7,. Avendosi

su ¢ un punto noto A' (della [T'Q]) si ottlene subito il
punto di fuga Q, di a (fig. 221).

2) Il piano a osculatore alla cubica gobba in A.

Invero questo piano passa per ¢ = (7,Q,) ed & tan-

gente al cono quadrico K, quindi ha per traccia t“ la

tangente in 7, alla conica t,; la retta di fuga qa del

piano a & la parallela a ¢ per Q, (fig. 221).

Ricerchiamo ora se la proiezione piana della cubica
gobba C,; ha punti doppi.

Premettiamo la seguente osservazione:

Sia, X’ un punto della C,'. Proiettiamo X' da 4" e
indichiamo con A4,,4, i due punti (in generale distinti)
intersezioni della X'A' colla conica 7, (fig. 222). Pro-
iettiamo quindi 4, 4, da T sulla conica 7, rispetti- -
vamente in B,,B,.

Fra le generatrici A4,, A4, del cono K4, ve n’é
una, p. es. la 44;, che contiene il punto X di (; avents
per immagine X'; e cosi fra le generatrici BB,,BB, ve
n’é una, p. es. la BB, contenente X; il punto P, si
trova allora sulla retta B'X'. Se X' deve essere I’im-
magine (oltre che di X) di un 2° punto della C; (ossia
se X' deve essere un punto doppio P deila Cj), questo
punto sara proiettato da A,B rispettivamente in 4,,B, e
percid anche il punto B, si trovera sulla retta B'X’, vale
a dire coincidera col punto B, intersezione di B'X' con
7, fuori di B,.

Facciamo variare X' su C;. Le copp1e analoghe
ad A4, variano sulla conica 7, descrivendo I’involu-
zione che ha come centro di collineazione 4'. Le coppie
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analoghe a BB, descrivono contemporaneamente una
involuzione sulla conica 7,, la quale si ottiene proiet-
tando da 7" su 7, la nominata involuzione che avra un
certo centro di collineazione S, (diverso da B;). Allorché
X' venga a prendere la posizione di un punto doppio
P di C), il raggio B'P seghera la conica 7, in una coppia
di punti, corrispondenti nella detta involuzioue, ossia
allineati con S,

Troviamo dunque che esiste un punto doppio P di
Cy, e ne diamo la costruzione effettiva.

Si consideri su 7, 1’ involuzione che ha come centro
di collineazione A’ e da T la si proietti su z,; di questa
involuzione su 7, si costruisca il centro di collineazione
S, e si unisca S, con B'; procedendo in modo inverso
si proietti da 7' su 7, l'involuzione di 7, che ha come
centro B' e si determini il suo centro S, quindi si
unisca S, con 4' (fig. 222). Le rette S,4' ed SyB' s in-
contrano in un punto P che & doppio per C,. Infatti il
punto P & proiezione di due punti P,P, di C; che cor-
rispondono alle due intersezioni di 7, con S,4" (ugual-
mente alle intersezioni di 7, con S, B’). Questi due punti
potranno essere reali e distinti ed allora P sara un nodo,
o coincidenti e P sara una cuspide, o immaginarii e I
sard un punto isolato.

Resta cosi stabilito il

TrorEMA. — La proiezione piana della cubica gobla
da un punto esterno O ha sempre un punto doppio che
corrisponde ad una corda della cubica passante per O;
questa corda pud tuttavia incontrare la curva in due
punti reali; nel qual caso dicesi corda propria, oppure
pud essere una tangente, o pud segaie la curva in punti
immaginarii coniugati, nel qual caso dicesi corda tmpro-
pria o ideale. ’

In altre parole, la cubica gobba ha un punto doppio
apparenie. ‘
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OSSERVAZIONE 1.2, — Se come nella fig. 222 la S, B’
:sega 7, in due punti reali (ossia pel centro di proiezione
passa una corda propria della cubica), la costruzione del
punto doppio di Cj' si pud abbreviare notando che i due
punti comuai a 7, ed S, B' vengono proiettati da 7' su
7, in due punti allineati con 4' e con S, onde non
importa costruire S.

Per disporre la figura in modo che P risulti certo
un nodo di C,” basta prendere B’ interno a 7, o A4' in-
terno a 7, sebbene non sia necessario che una di queste
due condizioni si verifichi (fig. 223).

OsservazioNe 2.2, — lLa forma della proiezione
piana Cy' ci aiuta a concepire quella della cubica gobba C,.

Supponiamo p. e. di riferirci al caso in cui pel
-centro di proiezione O passi una corda propria di Cj, e
quindi C}' abbia un nodo. '

Il piano parallelo anteriore seghera (yin un punto
reale e in due punti immaginarii coniugati, oppure
in tre punti reali e distinti, o sara tangente alla curva
in un punto e la seghera in un altro, o finalmente le
sara osculatore.

Corrispondentemente ai primi tre casi si ottengono
per C,' le forme rappresentate risp. dalle fig. 224, 225,
226 nel 1.° caso e nel 3. C,' ha un asintoto, nel 2.9 ne
ha tre.

La (Cy presenta, come si vede, un flesso reale; pren-
-dendo la tangente di flesso come retta di fuga di un
piano (tq), la C,' appare come la immagine di una pa-
rabola nodata di questo piano (§ 8).

Nel caso in cui il piano parallelo anteriore osculi
la Cg, la C,' & essa siessa una parabola nodata.

In un modo analogo a quello tenuto innanzi, si
possono discutere le forme di Cy, quando la corda -di
Cy per O sia impropria o sia una tangente.



Queste forme si deducono per proiezione, dalle pa-
rabole campaniformi puntate e dalle parabole cuspidate.

Ma queste considerazioni non ci dicono ancora nulla
relativamente alla natura metrica della cubica (..

Conviene percio considerare le coniche di fuga %,X,.
dei due coni secantisi secondo (. Esse hanno comunc
anzitutto il punto di fuga Q della generatrice apparte-
nente al due coni. E poiché in Q non si toccano, pos-
sono presentare 4 casl che corrispondono ordinatamente
all’ ellisse gobba, all’iperbole gobba, all’iperbole para-
bolica, e alla parabola gobba; questi casi sono rappre-
sentati dalle fig. 227, 228, 229, 230.

" Se si considera una proiezione piana ortogonale
della cubica C; fatta p. e. dal punto all’infinito d’ una
corda propria, si ottengono risp. le tre forme di () in-
nanzi considerate nelle fig. 224, 225, 226, e la parabola
nodata.

Si vede cosi che la ellisse gobba si compone d’un
solo ramo; 1’ iperbole gobba ‘di tre; 1'iperbole parabo-
lica di due; la parabola gobba di uno solo. Ma in ogni
caso 1 rami, metricamente distinti, si riattaccano all'in-
finito, sicché la cubica gubba considerata sotto 1’ aspetto
grafico & sempre composta di un solo ramo, come gia
risulta chiaro dal fatto che la proiezione piana futta da
un punto di essa & una conica.

§ 24. — Sviluppabile circoseritta ad una cubica
gobba., — Dallo studio della proiezione piana C,' di una
cubica gobba (Y, possiamo trarre alcune importanti pro-
prietd di C;. Abbiamo visto che (' ha un punto doppio,
il quale sard una cuspide soltanto nel caso che il centro
di proiezione O si trovi sopra una tangente a C,, ossia
appartenga alla rigata sviluppabile circoscr.tta a Cj;
dunque se O & generico, avremo per le formule di
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Prucker (cfr. § b) che Cy' ha la classe 4 e 3 flessi, da
«cul si ricava (ctr. § 22):

La sviluppabile circoscritta ad uua cubica gobba ha
la classe 3 e il grado 4, ossia la cubica gobba é di rango
4 e di classe 3. Il genere della cubica vale p = o.

La cubica gobba ha tre piani osculatori per un
punto generico O dello spazio, e quindi & correlativa
della sua sviluppabile circoscritta.

Si puod anche vedere (osservando (') che i suddetti
piani osculatori sono tutti e tre reali se il punto O si
trova sopra una corda impropria; uno reale e due im-
maginarii coniugati se O & su una corda propria.

Ora possiamo dimostrare I’ importante

TeorEMA, — Il punto P comune a tre piani oscu-
latori a.3,y di una cubica gobba, appartiene al piano de-
terminato dai punti di contatto di .3y, e vicerersa (cor-
relativamente).

Si proietti la cubica (, da P sopra un piano = in
¢, I tre piani 2,3,y hanno come tracce in = le tre tan-
genti di flesso di C,' ed i loro punti di contatto 4,B,C
hauno come proiezioni i tre flessi 4',B',C" di C,'.

Ora i tre flessi 4',B',C' di C," sono in linea retta
(§ 6), quindi il piano dei tre punti 4,B,C (che non pos-
sono mai essere in linea retta) passa per P.

OsservazioNe. — Ad ogni punto P si.pud far cor-
rispondere il piano m, piano polare, determinato .dai .
punti di contatto di 'y coi piani a @,y passanti per Pe
viceversa. Questa corrispondenza biunivoca & tale che
al punti del piano = corrispondono piani passanti per P,
ossia & una correlazione involutoria dello spazio che si
chiama sistema nullo.

Riferiamoci alla rappresentazione di una cubica
gobba C, in proiezione centrale (§ 23), e sia C,' I’im- -
magine di C,. La rigata sviluppabile circoseritta a Cj :
riesce rappresentata dall’ inviluppo delle tangenti a C,';
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la curva o traccia di questa rigata & i1 luogo delle
tracce di queste rette che sono subito costruibili essendo
data per ciascuna retta la rappresentazione completa.
. del punto di contatto con Cj.

Le tangenti ad ® sono le tracce dei piani osculatori.
a (5. Come il cono circoscritto a C; da un punto ge-
nerico ha tre piani d’inflessione (i tre piani della svi-
luppabile circoscritta), cosi una sezione piana della ri-
gata sviluppabile circoscritta a Cy (ed in particolare la ).
avra tre cuspidi nei punti di intersezione com (. Lo
cuspidi della w cadono dunque mnei punti, tracce di (,
che sono le ulteriori intersezioni di €, fuori di 1. La
loro costruziene costituisce un problema di 3° grado.

Come esercizio dopo aver costruita C,, si puod co-
struire per punti la curva w, e si possono risolvere sva--
riati problemi di costruzione usando delle semplificazioni
consentite dai teoremi sopra stabiliti.

§ 25. — Quartiche di 1* specie. — Abbiamo con-
siderato 1’ intersezione di due coni quadrici nel caso in
cui essa & costituita da una retta e da una cubica, an-
diamo ora a considerare il caso in cui la detta inter-
sezione & irriducibile. Consideriamo duuque la curva
(gobba) del 4° ordine, irriducibile, intersezione completa.
di due coni quadrici K,K,; questa curva C, dicesi quar-
tica di prima specie.

Si pud rappresentare C, sul piano, nel sistema delle
proiezioni centrali, e costruire per punti la sua immagine
seguendo il modo indicato, nel § 10 Probl. 3°; suppo-
nendo il centro di proiezione O esterno a C,, I’imma-
gine di C, sara una curva del 4° ordine C,'. La costru-
zione per punti di C,’ si ottiene, come & stato detto,
segando i due coni KK, di vertici 'PI,P2 con piani
ausiliarii passanti per la retta P,P,, e determinando in
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ogni piano i punti comuni alle generatrici (reali) dei
due coni che gli appartengozo.

Relativamente alla forma della quartica C, si pos-
sono fare le seguenti osservazioni:

Consideriamo le tracce t;,7, dei due coni sul quadro
(non contenente P,F,) e la traccia T della retta P P,
Supponiamo che il vertice di uno dei due coni non
appartenga all’altro; allora 7' non appartiene né a T,
né a T, Supponiamo inoltre che i due coni non si
tocchino, cioé non abbiano un punto comune collo
stesso piano tangente (punto doppio per C,). Si possono
distinguere i seguenti casi:

1.° 11 punto T & interno ad ambedue le coniche
T,T, (fig. 221). Allora un piano qualunque per la retta
PP, ha come traccia una retta ¢{ per T secante 1,1,
(risp. in T},7Y, e T,,T,") e quindi incontra i coni K K,
ciascuno secondo due generatrici reali; perci