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A questa seconda edizione delle mie « Lezioni di
~Geometria proiettiva » ho portato alcuni mutamenti e
talune aggiunte, che I’ esperienza didattica dei sei anni
trascorsi ha mostrato utili.

Tali variazioni furono gid introdotte nella tradu-
zione tedesca del libro, recentemente uscita pei tipi
dell’ editore Teubner. Esse non alterano d’altronde il
disegno generale dell’ opera, ma tendono a semplificare
qualche dimostrazione, ad estendere il campo delle ap-
plicazioni tecniche, a rendere piu compiuti i cenni di
teorie superiori contenuti nell’ Appendice.

I'ra le dimostrazioni semplificate citero quella del
§ 12, modificata nel senso proposto dal prof. PIERI

Allo scopo di allargare lo studio dei problemi, che
pit da vicino toccano alla Geometria proiettiva appli-
cata, ho fatto posto, in vari capitoli del libro, a qual-
che cenno sugli elementi immaginarii, senza arrestarmi
tuttavia agli sviluppi astratti che vi si collegano. Questi

cennli mi hanno permesso in particolare di approfon-



dire le questioni concernenti la risoluzione dei probhlemi
determinati colla riga e col compasso, e di metteire in
maggior luce 1 rapporti fra i problemi proiettivi della
teoria delle coniche e quelli metrici che occorrono nello
studio elementare del cerchio. o

L’ Appendice ¢ stata quasi intieramente rifatta pre-
messe le prime nozioni concernenti 1 gruppi di proiet—
tivitee; dato piu ampio svolgimento al concetto della
Geometria astratta, coll’ indicarne un’applicazione ele-
gante alle trasformasioni che mutano sfere in sfere;
resi quindi pit compiuti gli sviluppi relativi all’intro-
duzione delle coordinate proiettive.

Infine avrei voluto corredare il libro di una serie
varia ed ordinata di esercizi, traendone occasione per
mettere in luce lo spirito dei metodi pit antichi di Pon-
CELET che (come osserva giustamente il prof. SEGRE)
restano un poco adombrati dalle moderne vedute della
Geometria proiettiva staudtiana. Ma da tale lavoro mi
esime il Dott. FrRaNCEScO SEVERI che vi ha atteso coﬁi
particolar cura durante il decorso anno scolastico, es=
sendo assistente alla cattedra da cui queste lezioni ven-
gono professate. Gli esercizi svariati ed eleganti che
egli ha scelto con opportuno criterio pedagogico, sa-
ranno assai presto raccolti ed ordinati da lui medesimo
in un interessante volumetto.

Non ¢ questo d’altronde il solo titolo che il Dott.
Severi abbia alla mia gratitudine; io debbo anzi rin-""
graziarlo specialmente della diligente revisione ch’egli
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ha fatto del mio lavoro correggendone le bozze di
‘déi  buoni consigli‘di cui in tale occasioite’

Bologna, Settembre 1903.

FEDERIGO ENRIQUES.




PREFAZIQNE ALLA I" EDIZIONE ;

S~~~

Fin da quando quattro anni or sono, fui chiamato
ad insegnare Geometria proiettiva all’ Universita di Bo-
logna, -io mi proposi di svolgere gli elementi di tale
scienza, secondo !’ indirizzo dello Sraupt, sulla base di
un sistema di postulati puramente grafici, esplicitamente
“enunciati; intendendo, non gi di bandire, ma di tenere
distinte le applicazioni metriche.

A renderc interamente possibile I attuazione del
detto fine, occorsero alcune ricerche dirctte ad elimi-
narc !’ uso di nozioni metriche, che pur compariva in
qualche punto fondamentale delle trattazioni di KLEIN,
PascH, DE PaoLis ecc.; ricerche onde cbbe origine la
mia nota « Sui fondamenti della Geometria proiettiva »
pubblicata nei Rendiconti dell’Istituto lombardo del 1894.

Ma, risoluto il problema sotto I’ aspetto scientifico,
occorreva ancora elaborare la forma della trattazione e
svolgerla piu compiutamente nei suoi dettagli, in guisa
da renderla accettabile nella scuola.

A questo scopo didattico mi sembra si sieno ve-
nute. avxficinando, durante i tre anni scorsi, le lezioni
che ora pubblico per le stampe.

Nelle quali ho cercato di contemperare le esigenze
dello spirito logico coi vantaggi e colle attrattive che
I’ intuizione conferisce agli studi geometrici. La traccia
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dello svolgimento, rigorosamente matematico, corre in-
dipendente dalle osservazioni di carattere intuitivo, le
quali, dopo I’ enunciazione dei postulati, non sono piu
necessarie; ma esse compariscono {uttavia a lumeg-
giare alcuni concetti o ragionamenti pit astrusi, ed in
taluni punti possono anzi sostituire con vantaggio di-
dattico il procedimento rigoroso della dimostrazione.

Debbo ora esporre, in breve, il contenuto di queste
lezioni.

I primi 5 capitoli, come quelli che conducono dal-
I’ analisi delle pit elementari proposizioni grafiche alla
dimostrazione del teorema fondamentale della proietti-
vita, racchiudono la parte piu originale del libro. Io
non stard qui ad indicare i punti salienti di questa
trattazione, rimandando per cio alla mia nota citata
dell’ Istituto lombardo. Ma, mi permettero tuttavia di
richiamare I’ attenzione del lettore sulle considerazioni
relative alla legge di dualith nel piano (§ 9), per le
quall essa risulta stabilita « prriori, con una estensione
maggiore dell’ ordinario.

Le principali relazioni cui da luogo lo studio della
proiettivita e dell’ involuzione in forme di 1.* specie,
occupano 1 capitoli VI e VII; dove, in particolare, i
casi metrici piu notevoli vengono trattati sistematica-
mente, ricorrrendo al principio generale del movimento,
secondo lo stesso spirito che ha informato sviluppi di
simil genere concernenti i gruppi armonici (§ 17).

Il cap. VIII ¢ dedicato all’omografia e alla corre-
lazione tra piani (o stelle) studiate dapprima sotto un
aspetto comune, e quindi nelle relazioni differenti cui
esse danno luogo ove si considerino in forme sovrap-
poste. T ecasi particolari metrici dell’ omografia si tro-
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vano svolti assai ampiamente in modo da trarnc la de-
duzione che « tutti i rapporti metrici delle figure, nel
piano o nella stella, si possono riguardare come rap-
porti grafici coll’ assoluto »; e a questo fatto ben noto
si riattaccano alcune considerazioni, che stimo non prive
di qualche interesse, in ordine alla estensione a priori
della legge di dualita.

Le coniche definite mediante le polarita, vengono
studiate nei 4 capitoli successivi; ed anche qui il con-
tenuto delle proposizioni grafiche viene lumeggiato da
abbondanti applicazioni metriche, atte a farne risaltarc
I’ importanza. Mi permetto in particolare di indicare al-
D attenzione del lettore il cap. XI, che tratta I’argo-
mento delicato dei problemi determinati. Occorre in
tali sviluppi la traduzione geometrica dei concetti re-
lativi al campo di razionalith, introdotti dal KRONEKER
nell’ Algebra; i quali concetti conducono a fissarc bene,
per ogni problema, quali elementi s’ intendano dati e
quali si vogliano costruire, apparcndo cosi la necessit,
di porre I’ assoluto del piano fra gli clementi dati, ogni-
qualvolta si tratti di problemi metrici.

Fra 1 problemi che trovano posto nel detto cap. XI,
non sono soltanto i pitn usuali problemi di 2.” grado,
bensi anche alcuni di 3. grado, che ricevono, per la
prima volta in un trattato, uno svolgimento geometrico
rigoroso (cfr. la nota di MACCAFERRI citata a pag. 303).
E cosi si otticne la determinazione degli elementi uniti
d’ un’ omografia nel piano o nella stella; e se ne trag-
gono quindi le proprieta relative agli assi e alle sezioni
circolari dei coni quadrici (cap. XIII).

Infine, nell’ ultimo capitolo, vienc fatto lo studio
delle proiettivita dello spazio, secondo lo stesso spirito
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che informa la traitazione dell’argomento analogo ri-
ferentesi al piano (cap. VIII), ma pia rapidamente.

Di seguito al libro ho posto un’appendice conie-
nente alcuni brevissimi cenni di sviluppi complementari.

In questa, spicgato il concetto della Geometria
astratta, ne deduco la determinazione delle coordinate
proiettive nello spazio, ponendo una proilettivitd tra
Pordinario spazio di punti, e lo spazio (analitico) avente
come elementi i gruppi omogenei di quattro numeri..

E dalla rappresentazione analitica dei punti dello
spazio traggo occasione per accennare agli elementi im-
maginari, ed alla loro interpretazione geometrica.

Termino con alcune notizie storico-critiche che rac-
comando specialmente ai giovani desiderosi di cono-
scere la genesi dei concetti fondamentaii della geome-
tria proiettiva.

Ora affido il libro al giudizio del pubblico, coll’ au-
gurio che esso contribuisca a tener sempre vivo nel
nostro paese I’amore agli studi gecometrici.

Ma prima di chiudere cueste linee di prefazione
debbo ringraziare 1 professori C. SEGRE e G. CASTEL-
NUovo per I consigli amichevoli di cul mi furono larghi
fino dai principii del mio insegnamento.

Ringraziamenti cordiali sicno purc resi al miei al-
lievi signori Uco AMmaLbI ¢ ROBERTO BonoLaA per I’aiuto
intelligente prestatomi durante la revisione delle bozze,
¢ Iincisione delle figure.

Infine sia espressa la mia gratitudine al signor
ZANICHELLI per le cure dedicate alla Dbuona riuscita di
questa edizione.

Bologna, decembre 1897.
: FEDERIGO ENRIQUES.



.- INTRODUZIONE

1. Dall’ ordine delle cose esterne, nella rappresentazione
data alla mente dai sensi, scaturisce il concetto di spazio.
La Geometria studia questo concetto gia formato nella mente
del geometra, senza porsi il problema (psicologico ma non
niatematicd) della sua genesi. Sono dunque Oggetto di studio.
nella Geometria, i rapporti intercedenti fra gli elementi (punti,
linee, superficie, rette, piani ecc.) c¢he costituiscono il con-
“cetto complesso di spazio :a tali rapporti si d4 il nome di
-proprieta spasiali o geometriche. :

In virtt dei rapporti intercedenti fra i vari clementi del
concetto di spazio, aleuni di questi p'ossono esserc definite
(logicamente) mediante altri: cosl p. e. il piano pud essere
definito mediante la retta e il punto ece. Tuttavia alcuni
clementi debbono essere introdotti come elementi prini o
Jfondamentali della Geometria, senza definizione, giacche
non si potrebbe dare una definizione (logica) di tutti senza
cadere in un circolo vizioso., '

La scelta degli elementi fondamentali della Ceometria
non ¢ 'a priori déterminata; si scelgono come tali gli ele-
moanti pitt semplici rispetto alla intuisione psicologica, cio
quelli di cui la nozione si trova formata nella nostra mente
come contenuto del concetto di spazio: tali sono p. e. il
punto, la retta e il piano. _

Si considera generalmente come criterio teorico di per-
fezione (logica) lo scegliere il minimo numero possibile ‘di
elementi geometrici come fondamentali; ma cuesto criterio



—_ 9

non ha valore imperativo, ¢ non soddisfa sempre il senso
psicologico dell” intuizione, allorche porta a sostituire con
una definizione la nozione intuitiva di un elemento di cui
la-mente ha una chiarissimma- immagine; cosi p. o la no-
zione intuitiva del piano ¢ ( psicologicamente) pitt semplice
di quella ricavata dalla sua definizione l\ogica mediante il -
punto e la retta. Comuncque perd si sicno scelti gli elementi
geometrici fondamentali in modo arbitrario ed in numero
sovrabbhondante, ogni altro ente geometrico suceessicamente
introdotto dovrda essere definito logicamente mediante gyli
clementi fondamentali; salvo che si dichiari esplicitamente
di introdurlo come un nuovo clemento fondamentale dato
intuitivamente (psicologicamente ).

Abbiamo detto che fra gli clementi (¢ gli enti "C()lll(‘tllLI
definiti a mezzo di essi) intercedono dei rapporti che costi-
tuiscono appunto le propricta gceometriche. Lo studio di
(queste proprieta si fa dal matematico in due modi: ‘

1.° esercitando ' intuizione (psicologica) sopra i con-
cetti spaziali; .

2.2 deducendo col ragionamento logico nuo\'@ propricta
da cuelle”date dall’ intuizione, (le nuove propricta ottenute
diconsi dimaostrate).

Si chiamano postulati lq proprieta geometriche date (imn-
mediatamente ) dall’ intuizione; feoremdé le proprictd che sc
ne deducono logicamente (¢ quindi si appoggiano mediata-
mente sull’ intuizione ).

Un postula,to introdotto nella Geometria div outa superfluo
allorche si pud dimostrare mediante gli altri; allora si puo
toglierlo dal numero dei postulati ¢ darlo come teorcina.

Tuttavia non ¢ possibile dimostrare tutte le propricta
che si assumono ¢ome postuluti senza cadere in un circolo
vizioso. It dunque necessario porre in principio della Geo-
metria aleuni postulati; questi ‘si scelgono fra le propricta
che hanno maggiore ccidenza intuitica, ma la loro scelta
non, ¢ « priordi determinata.
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Si potra considerarc come un criterio di perfezione (lo-
gica) il ridurre il numero dei postulati per quanto ¢ possi-
‘hile (assumendo postulati tutti indipendenti); ma questo
criterio non ha valore imperativo e non soddisfa sempre il
senso’ psicologico della intuizione ™ allorche porta a dare la
dimostrazione di propricta (intuitivamente) evidenti. In ogni
caso il rigore matematico esige che ogni qualcolte s as-
swine wn proprieta geometrica come data dall’ intuizione
8¢ enunci esplicitamente come un postulato: ogni altra pro-
prietd geometrica deve essere damostrato matematicamente,
cio¢ dedotta con ragionamento logico dai postulati gia in-
trodotti.

2. Le propricta geometriche sono tutte trasformazioni lo-
giche di quelle contenute nei postulati, le quali alla lov
volta $i aggruppano, in varie categorie, attorno ad un certo
numero di nozioni (pitt o meno complesse ) non suscettibili
di paragone, ma intuitivainente comprensibili di per s¢ stesse.
Cosl p. e. possiamo distinguere le 1)1'01)1‘10’0& geometriche in
“due grandi categoric:

1.* le proprieta grefiche relative alle nozioni di retta
¢ di piano cee; (pin rette passano per un punto o giac-:
ciono in un piano, pitt piani passano per una retta o per an
punto ece.),; .

2.2 lo proprieta metriche relative alle nozioni di di-
stanza (o lunghezzoa di un segmento), di (grandessa d) an-
golo di due rette o di due piani cce.

Possiamo dire che queste due categorie di propricta:
geoietriche nascono da due forme dell” intuizione spaziale:
Uintuizione grafica e U intuisione metrica, le quali forme
sono hensl mescolate in un’ unica intuizione completa dello
spazio, ma possono cssere distinte da una analisi soggettiva.
Noi pensiamo (per ragioni dedotte dalla psicologia fisiolo-
gica) che queste due forme dell” intuizione spaziale si viat-
tacchino nella psicogenesi o due gruppi diversi di sensazioni:
le sensazioni cisice da un lato, le sensazioni tattili e i
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movimento dell’ altro lato; le dette forme si sarchbero poi
fuse per associazione. Ci limiteremo qui a constatare (e cid
fara capir meglio la distinzione fra proprietad grafiche e me-
triche, che pill tardi sara precisata) che allorquando si tratta
di verificare proprieth grafiche di una figura. fisica, ricor-
riamo (preferibilmente) alla vista; cosi ad es. per verificare
sc-una linea ¢ retta, guardiamo se tutti i suoi punti danno
una sola immagine allorch¢ si pone I’occhio in un punto
di essa, ece.: invece per verificare le proprieth metriche,
ricorriamo (preferibilmente) alla misura e quindi al tatto;
cosi p. e. se si tratta di verificare che due segmenti sono
uguali proviamo a trasportarc un segmento 'l'igido (capace
di misurarli) adagiandolo sull’ uno e sull® altro, ccc.

La Geometria proiettica ha come oggetto lo studio delle
proprieta grafiche.

Essa introduce soltanto postulati grafici (riférentisi a pro-
prieta della categoria menzionata) ed esclude sistematica-
mente I'impicgo di considerazioni metriche nella dimostra-
zione dei teoremi. ,

La Geometria proiettiva ha pero delle relazioni interessanti
colla Geometria metrica, queste formano 1 oggetto di ap-
plicazioni della Geometria proiettiva e trovano posto accanto
alle proposizioni della Geometria proiettiva propriamente
detta; nella dimostrazione di esse non hastano piu i postu-
lati (grafici) della Geometria proiettiva, ma si richiedono
ancora quelli relativi alle nozioni metriche; anzi in queste
considerazioni metrico-proiettive (ed in esse soltanto) noi
supporremo noti anche i pitt sempliei teoremi della Geo-
metria elementare. ‘



"CAPITOLO 1

Proposizioni fondamentali.

§ 1. Forme geometriche fondamentali. — La Geome-
tria proiettiva muove dai concetti sempliciadi punto, retta
e piano. 11 punto, la retta ed il piano vengono denominati
elementi fondamentali. Indicheremo i punti colle lettere
maiuscole dell alfabeto latino A BB C. ..., le rette colle lettere
minuscole dell’ alfabeto latino « 0 c...., ed i piani colle let-
" tere dell’ alfabeto greco a B y...

Un insieme di elementi fondamentali, cio¢ un insieme
di punti, rette ¢ piani, dicesi Figura. Vi sono alcuni modi
semplici di aggruppare fra loro gli elementi fondamentali,
e questi ageruppamenti danno luogo a certe figure elemen-
tari che vengono denominate Forme geometriche jfonda-
'/nentgl[ , esse rispondono ai vari modi con cui ¢iascuno
degli elementi pud concepirsi come geunerato dall’ insieme
di infiniti altri di nome diverso.

-Una retta puo considerarsi come generata dall’ insieme
di tutti i suoi punti o come Iinsieme di tutti i piani che
passano per essa: da queéta considerazione nascono due
formeé fondamentali, cioé:

1.° la refta punteggiata, figura costituita da tutti gli
infiniti punti d’ una retta, che dicesi sostegno della punteg-
giata.
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200l fascio di piani, figura costituita da tutti gli
infiniti piani passanti per una retta, che dicesi asse del
fascio. _

Un piano pud considerarsi come I'insicme di tutti i suoi
punti o come I’'insieme di tutte le sue rette; nascono (uindi
le due forme fondamentali seguenti:

3.0 7l piano punteggiato, figura costituita da tutti gli
infiniti punti d’ un piano, che dicesi sostegno della forma.

4.° il piano rigato, figura costituita da tutte le infinite
rette di un piano, che dicesi sostegno della forma.

Quando si considera il piano come il complesso di tutti i
suoi clementi fondamentali (punti e rette), senza distinguernc
in s¢ il piano punteggiato cod il piano rigato.

In un sistema piano la retta puo considerarsi soltanto
come I'insieme dei suoi punti, cio¢ soltanto come sostegno
di una punteggiata (non come asse di un fascio di piani);
il punto puo considerarsi come I'insieme di tutte le rette
(del piano) che passano per esso o si ha cosi la forma:

5.° fuscio_di raygi, che ¢ la figura costituita da tutte
le infinite rette ehie passano per un punto ( centro del fascio)
¢ giacciono in un piane (detto piano del fascio).

Un punto, considerato come appartenente allo spazio,
puo essere generato dall”insieme di tutte le rette o di tutti
i piani che passano per esso; quindi da luogo alle due forme
fondamentali seguenti:

6. L stella di rayyi, figura costituita da tutte le in-
finite rette (dello spazio) passanti per un punto, che dicesi
centro della stella. :

e a stella di piand, figura costituita da tutti gli in-
finiti piani passanti per un- punto, che ¢ detto centro della
stella. -

Quando si considera i1 punto come 1 insieme di tutti gli
elementi fondamentali ( rette e piani) a cui appartiene, senza
distinguernc il nome, si ha la forma detta stella, che com-
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prende in s¢ la stella: di raggi e di piani e di cui il punto ¢
ancora il centro.

In una stella la retta pud considerarsi soltanto come
I'insieme di tutti i piani passanti per cssa, cio¢ come assc
di un fascio di piani (non come sostegno di una punteg-
giata); il piano puo considerarsi soltanto come I insieme
di tutte le suc rette che passano pel centro della stella,
ossia come un fascio di raggi. Tl fascio di raggi ¢ dunque
una forma appartenente tanto ad un sistema piano, anzi
precisamente ad un piano rigato, quanto ad una stella ¢
precisamente ad una stella di ragei; esso ¢ la forma costi-
tuita dagli elementi comuni ad un piano ¢ ad una stella di
cul il centro appartiene al piano.

Infine lo spazio puo considerarsi come I insicime di tutti
1 suoi punti o di tutte le sue rette o di tutti i suoi piani. Si
hanno cosi le tre forme fondamentali: spasio punteggiato,
spazio riguato, spazio di piand; ma soltanto la prima ¢ 1 ul-
tima saranno considerate nel seguito, saranno cio® conside-
rate le duc forme seguenti:

8L o spasio punteggiato, che ¢ la figura costituita da
tutti gli infiniti punti dello spazio;

O.° lo spazio di piané, che ¢ la figura costituita da
tutti ¢li infiniti piani dello spazio. _

Diremo che due elementi fondamentali si apprréengono
quando uno di essi ¢ contenuto nell’ altro; cosi una retta
od un suo punto si appartengono, similmente si apparten-
2ono un punto ed un piano che passa Per esso, CCee. Se
due clementi si appartengono diremo indifferentemente che
I'uno appartiene all’ altro. Allora possiamo dire che le¢
nove forme gecometriche fondamentali che abbiamo definito
individualimente, sono le figure costituite: da tutti gli cle-
menti fondamentali di dato nome che appartengono ad uno
stesso clemento fondammentale ('sostegno) o a due clementi
fondamentali. (punto e piano) appartenentisi fra loro. Gli
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elementi fondamentali il cui insieme costituisce una forma
si diranno el%nn generator: della forma.

Le forme: punteg giata, fasao di- plam ¢ fascio di raggi,
si dicono di 1.* specie; esse vonnono oencrate dal semplice
movimento di un loro elemento. Si dicono invece forme di
2.2 specie: il piano punteggiato o rigato e la stella di raggi
o di piani. Ogni forma di seconda specie contiene in s¢
infinite forme di prima specie i cui clementi gencratori
sono pure elementi generatori della forma di 2* specie: tali
forme vengono generate dal movimento doppio di un loro
clemento, ossia dal movimento semplice di una forma di
prima specie in esse contenuta. Finalmente si dicono forme
di 3. spcme lo spazio punteggiato e lo spazio di piani, cia-
scuno dei quali conticue in s¢ infinite forme di 2. specic
(rispettivamente piani punteggiati ¢ stelle di piani): le forme
di 3.* gpecie vengono generate dal movimento Zriplo di un
loro elemento, ossia dal movimento semplice di una forna
di 2.2 specie in ecsse contenuta.

OsSERVAZIONE — Per individuare analiticamnente un cle-
mento d’una forma fondamentale, per modo che si abbia
una corrispondenza hiunivoca continua fra gli elementi della
forma c¢ i numeri che li determinano, occorrono rispettiva-
mente una, due, tre coordinate, sccondoch¢ la forma ¢ di
prima, seconda o terza specic.

§ 2. Elementi impropri. — Dobbiamo ora ricordare
alcune proposizioni fondamentali della Geowmetria, che si
desumono immediatamente dall’ intuizione ¢ possono uindi
essere introdotte come postulati (sebbene forse non sicno
tutte indipendenti, cio¢ alcune di esse possano dedursi logi-
camente dalle altre). Esaminando tali proposizioni potreino
con definizioni opportunc enunciarle sotto una forma pin
breve ed unifornie, cid che sard utile in seguito.

Per raggiungerc piu presto lo scopo che ci proponiaimo,
giovera usare due locuzioni che pure trovano posto nel



linguaggio comune della Geometria elementare. Invece di
dire « due rette sono parallele » diremo che « hanno la
stessa direzione » o che « hanno comune la diresione »;
e cosl invece di dire che « due piani sono paralleli » di-
remo che « hanno la stessa giacitura ». E ci converrad anche
di dire che una retta appartiene alla sua direzione e vice-
versa, ed analogamente che un piano appartiene alla sua
giacitura e viceversa. Fatta questa avvertenza, possiamo
enunciare le seguenti proposizioni: (1)

1.> Due punti determinano wune retta che ad essi ap-
partiene (e cui essi appartengono ).

2.2 Due piani determinano unea retta che ad essi ap-
partienc (la loro intersezione), oppurc wne giacitura che ad
essi appartiene (sono paralleli).

3.2 Un punto e una direzione determinano wuna retta
cui appartienc (la retta passante per il punto che ha la
data dirczione).

4.* Duc direzioni determinano wnae giacibura cui ap-
partengono (cio¢ « vi.sono infiniti piani paralleli a due rette
che non hanno la stessa direzione ¢ uesti piani sono tutti
paralleli fra loro »).

5.2 Tre punti non appartenenti ad una retta determi-
nano ¢/ piano a cui appartengono.

6. Tre piani non passanti per una retta ¢ (non pa-
alleli fra loro cio¢) non aventi comunc la giacitura, deter-
minano «n punto o wuna direzione che ad essi apparticne
(cio¢ hanno un punto comune o sono paralleli ad infinite
rette tutte parallele fra loro).

7.2 Due punti e una direzione, che non sia quella della
congiungente i due punti, determinano un piano a cui ap-
partengono (cioé¢ « per due punti passa un piano pafallelo
ad una retta data »).

8.2 Un punto ¢ due direzioni determinano wz piano a

() Dove coll’ articolo un intendiamo « uno ed uno solo ».
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cui appartengono (cio¢ « per un punto passa un piano pa-
rallelo a duce rette che hanno direzione diversa »).

Dall’ esame di queste proposizioni si vede che in esse
la parola « dirczione » sostituisce in molti casi la parola
« punto » ¢ la parola « giacitura » sostituisce la parola
« retta ». Sorge perd 1idea di definire come « punto » ¢
« retta » rispettivamente la direzione di una retta ¢ la gia-
citura d’ un piano. Per distinguere poi, ove occorra, il nuovo
ente (direzione) che viene designato col nome di punto,
dall’ente che ordinariamente si designa col tal nome, si
divd punto proprio un punto nel significato ordinario ¢
punto improprio (o punto «ll” infinito) la direzione di una
retta: parimenti si fard, ove occorra, la distinzione fra retto
1;/;0])/*1’((, (retta nel significato ordinavio) o retta impropria
o all’ infinito ( giacitura " un piano) ().

Conforme alle locuzioni introdotte dovremo dive che:

(M B utile notare come il pensicro matematico sia giunto a con-
siderare come un punto all’infinito la direzione (@ una retta (e ana-
logamente come retta all’ infinito la giacitura O’ un piano).

Sia @ una retta ed O un punto fuori di essa: considerianmo una
b 7 retta O P passante per O ¢
segnante la @ in un punto P.
Se facceiamo ruotare la retta
O P attorno ad O in uno
dei due sensi, in guisa da
tendere alla posizione limite
@ ‘della retta 5 parallela alla a,

A r pP P il punto @ incontro P della
nominata retta mobile con a assume suceessive posizioni P, P,
che si vanno allontanando indefinitamente da un punto fisso A
su @. Questo punto d’intersezione della trasversale mobile per O
con @, scompare quando la trasversale acquista la posizione della
b parallela ad @, ¢ ricompare poi dall’altra parte avvicinandosi
sempre ad A se si continua la rotazione della retta per O nel me-
desimo senso, oltre la posizione di parallelismo. Pereio il punto P
comune ad 4 ¢ ad una trasversale per 0O nel piano Og, tende ad
esser sostituito dalla direzione comune alle rette b quando P osi
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Ad una retta appartienc zz punto improprio (la sua di-

rezione ). o
Ad un piano appartiene una 1'ctta nnpropr a (la sua 01a-
citura ). )

Con c¢i0d le proposizioni date si possono enunciare pit
compendiosamente. '

Lc proposizioni 7, 3, 4 si riuniscono nel solo enunciato:

1.° Due punti (propri o impropri) determinano wune«
retta (propl'ia o) in‘lpmpria)

La 2 si pud enunciare:

2. Due piani determinano una retta (1)1’01)1’ a o im-
propria).

Le proposizioni 5, 7, & danno luogo all’ enunciato com-
prensivo

3.2 Tre punti non appartenenti ad una retta, di cui
uno almeno proprio ¢ gli altri due propri o impropri, de-
terminano u«z piano.

Infine la ¢ si enuncia:

4.2 Tre piani mon aventi- in comune una retta (pro-
pria o i]llpl'()pl‘i:l) determinano un punto (proprio o im-
proprio ).

Nell” enunciato della 1)1()1)()31/1()110 3.2 compare perdo una
restrizione per la quale non si puo dire che gli. elementi
propri ¢ impropri cntrino ugualmente nei quattro enun-
ciati: invero tre punti impropri (non appartenenti ad una
retta) non individuano aleun piano, poich¢ non vi ¢ in ge-
nerale un piano parallelo a tre rette date. Per toglicre
questo caso ' eccezione, definiremo come plano (mproprio

(o all’ 7nfinito) 1 insicie di tutti i punti impropri e di tutte,
le_rette improprie dello spazio, _cio¢ D insicme di_tutte le
<lu'<./,1<,)11\1 ¢ giaciture. Perd aftinehe si possano - considerare

[ —

allontana indefinitamente su @ nell’uno o nell’ altro senso. Appare
cost naturale di riguardare due rette parallele come aventi un
(unico) punto comune (improprio) all’ infinito.
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&

indifferentemente piani ordinari (propri) e il piano impro-
prio nelle proposizioni 1.%, 2% 3.2, 4* (¢ quindi anche in
quelle dedotte da esse), occorrerd verificare che le proposi-
zioni 2.8 e 4.7 va lgono ancora se uno dei piani ivi menzio-
nati ¢ il piano improprio: ora cosi accade infatti, giacche in
tal caso queste due proposizioni si riducono a dire rispetti-
vamente che « ad un piano proprio appartiene una retta
impropria (e non punti impropri fuori di essa) » ¢ che « al-
I’ intersezione (retta) propria di due piani propri appartiene
un punto improprio ».

Ci0 posto, si pud dire che valgono le proposizioni se-
guenti, riassumenti quelle enunciate innanzi, dove non vi ¢
distinzione di elementi propri ed impropri.

«) Due punti deteri- o) Duc piani determi-
nano wunae retta cui appar- nano wuna retta che ad essi
tengono. appartiene.

¢) Tre punti non ap- d) Tre piani, non ap-

partenenti ad una retta, de- partenenti ad una retta, de-
terminano w2 piano cui ap- terminano wse punto che ad
partengono. essi appartienc.

Accanto a (ueste proposizioni cnunciamo le seguenti che,
come si verifica subito, valgono pure senza cccezione dando
ai punti, alle rette ¢ ai piani il significato piu largo.

e¢) Un punto cd una /) Un piano cd una retta
retta chic non si appartengono che non si appartengono de-
determinano wn piano a cui  terminano we punto che ad
appartengono. essi apparticne.

Le proposizioni «, 0, ¢, d, e, f, (data la convenzionc
riguardante gli clementi impropri) si desumono immedia-
tamente dall’ intuizione e perd possono riguardarsi come
costituenti un primo gruppo di postulati della Geometria
proiettiva, che c¢i converra tra poco di porre sotto altra
forma (§ 3). _ '

Il jfutto che in quesﬁ postulati non si distinguono gli
elementi propri dagli impropri, porte come conseguense



che 7 teoremi fondati su di essi valgono indifferentemente
ove gli elementi in essi menzionati si considerino come
propri od impropri.

Aggiungendo altri postulati in cui si contemplino pure
indifferentemente clementi propri ed impropri, la cosa con-
tinuera a sussistere; e poiché a questo requisito soddisfa-
ranno i nuovi postulati che introdurremo per fondare la
Geometria proiettiva, si potra affermare che:

Nella Geometria proiettiva (fondate su tali postulati)
gli elementi propri ed impropri possono e debbono consi-
derarsi indifferentemente. '

Cosi si giustifica 1’introduzione e 1I’uso degli elementi
impropri.

Diamo subito un esempio relativo alle cose dette, dimo-
strando la proposizione:

In un piano (proprio o improprio) due rette (proprie
o0 improprie) hanno sempre comune un punto (proprio o
improprio ).

Nel piano « si abbiano due rette r», s. Per r, s condu-
ciamo rispettivamente due piani p, o diversi da «; questi
hanno comune wuna retta /i diversa da », s: la i non giace
nel piano a ¢ perd ha .comune con esso un punto O che €
anche comune ad », s.: queste hanno dunque comunc un
punto c. d. d.; (4 altronde se avessero comuni due punti
coinciderebhbero pel postulato «).

Nella dimostrazione data ci fondiamo sui postulati «, 0,
¢, d, e, f, senza distinguere il caso di clementi propri od
impropri; dunque la proposizione stessa resta stabilita senza
cecezione: ove volesse farsi la menzionata distinzione, la
proposizione stessa darebbe luogo a piu altre della Geometria
elementare, Ie quali (potrebbero anche desumersi dall in-
tuizione, ma) sarebbero conseguenze delle varie proposizioni,
1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 sopra enunciate.

11 modo piu rapido con cui si perviene alla conclusione
comprensiva enunciata ¢ un vantaggio che si ripete in
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casi pitt elevati, dovuto all’ introduzione degli clementi
impropri.

- § 3. Primo gruppo di proposizioni fondamentali
della Geometria Proiettiva. — Per 1’ introduzione degli
clementi impropri dobbiamo cstendere le definizioni date
di forme fondamentali ¢ considerare le seguenti forme -
proprie: '

1.0 la rette impropric punteggicate (retta impropria,
“ luogo dei suoi infiniti punti, ossia insicme delle direzioni
contenute in una giacitura);

20 ¢l fascio (niproprio di piend (insieme  di tutti 2li
infiniti piani che hanno una giacitura);

3.0 il piano improprio punrteggicto e rigato (insicme
di tutte le infinite direzioni ¢ vispettivamente giaciture);

4.0 0l fuscio improprio di raggd (insieme delle infi-
nite rette che hanno una-data direzione ¢ giacciono in un
piano proprio, oppure insicme delle giaciture che hanno co-
munc una direzione );

5.2 la stella impropric di raggi e di piani (insicme
delle infinite rette ¢ rispettivamente degli infiniti piani paralleli
ad una retta fissa, cioe contenenti una medesima direzione).

Dopo c¢id le proposizioni «, b, ¢, d, ¢, f, del prece-
dente § si possono compendiare nei soli enunciati seguenti,
dove (come sempre nel seguito salvo esplicito avviso) ven-
cono designati indifferentemente col nome di elementi (punti,
rette ¢ piani) ¢ col nome di forme, gli elementi ¢ le forme
propri ¢ impropri.

1. In una formae di 32 specie due elementi fonda-
mentalé determinano wie forme i 1> specie (contenuta
nelle data di 3.2 specie) « cui appartengono ;. (comprende
le proposizioni «, 0).

1. In une jormae di 32 specie " tre elementi fonda-
mentali non appru‘t(’/w/lt/ﬁ ad una forme di 1.* specie de-
terminano una formae di 2.2 specie (contenute nelle date
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di 3.2 specie) « cul appartengono (comprende le proposi-
zioni ¢, d). '

IIl. In unc formae di 3.2 specie un elemento fonda
mentale ed una jormae di 1.2 specie che non st apparten-
yono, determinano une jormna di 22 specie « cui appar-
tengono (comprende le proposizioni e, f).

Consideriamo le proposizioni I, II, III come un primo
gruppo. di proposizioni fondamentali (postulati) della Geo-
metria proiettiva; esso cquivale all’ insieme delle proposi-
zioni «, b, ¢, d, e, f. .
~ Da queste proposizioni si deduce quella (gid considerata
per 1 piani) secondo la quale « In una forma di 2.* specie
due forme di 1+ specie hanno un elemento comune ».
Questa del resto, tanto per il piano che per la stella, esprime
verita intuitive. .

Norazion: — Indicheremo con (A4 B) o, pit semplice-
mente con AR la retta determinata da due punti 4, B
con (¢f) o af la retta determinata da due piani «, £ con
(«b) o ab il punto comunc a due rette ¢, O di un piano, o
il piano delle due rette: analogamente con (ABC), (afy)
oppure ABC, afy, indicheremo 1 elemento (piano o punto)
determinato rispettivameiite da tre punti A, B, C o da tre
piani =, &, v non appartenenti ad una forma di prima specie;
cost pure 8 indichera con («¢d) o 4e i1 piano determinato
dalla retta @ ¢ dal punto A (fuori di essa); con («a) o oz
il punto comune alla retta « ed al piano « che non la con-
tiene; cec... Scriveremo anche O = (o3y) per designare il
punto (efy) cce. Queste notazioni servono ad- indicare indif-
ferentemente clementi propri ed impropri. '

§ 4. Proiezioni e sezioni. — Le proposizioni «. 74, ¢,
d, e, f, ole I, 11, 111, del § precedente (ove non si distin-
guono gli elementi impropri dai propri) permettono di diare
un senso hen determinato a certe operazioni che diconsi
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operazioni fondamentali della Geometria proiettiva. Queste

sono le seguenti:

Proiettareuna figura (BC...
be..),

1.° da un punto 4 (cen-

tro di proiesione) fuori della
figura, cioé condurre le rette
(AB), (AC).... ed i piani
(AD), (A¢).... determinati da A
¢ rispettivamente dai punti
B, C.... e delle rette 0, c...
della figura (la figura proie-
sione cosi ottenuta si indica
con A (BC.... bc....));

2.0 da una retta « (as-
se di proiesione) fuori della
figura, cio¢ condurre i piani
(aB), (aC)... determinati da
« e dai punti B, C... della
figura (la figura proieszione
cosl ottenuta si indica con
« (BC...)).

Proiettare una figura da

Segare una figura (bec....
Eres),

1.2 con piano «
(piano di sezione) non appar-
tenente ad un elemento della
figura, cio¢ segnare i punti
(ab), (ac)... e le rette (af),
(ar).... determinati da « ¢
rispettivamente dalle rette 0,
... ¢ dai piani B, v.... della fi-
gura (la figura sesione cosi
ottenuta si indica con « (oc...
Br...))s

2.2 con una retta
non appartenente ad un cle-
mento della figura, cio¢ se-
enare i punti («9), («y).... de-

un

terminati da « ¢ dai piani gr....
della figura (la figura sezione
cosi ottenuta si
« (By....)).

un punto A (fuori di essa)

indica con

sopra un piano « (che non passa per A4) ¢ una locuzione
abbreviata per denotarc che si ¢ proicettata la figura da A
e si ¢ segata la proiczione con a.

Mediante proiezioni ¢ sezioni, si puo passarc dall’ una al-
I'altra di due forme di 1.2 specie o dall’ una all’ altra di due

forme di 2.* specic.
Proiettando una punteg-
giata:
1.° da un centro (fuori
della sua retta di sostegno)
si ottiene un fascio di raggi:

Segando un fascio di piani:

1.° con un piano (non
appartenente all’ asse del fa-
scio si-ottiene un fascio di
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i raggi proicttanti sono coor-
dinati ai punti proiettati e si
dice che la punteggiata ed il
fascio di raggi sono riferiti
prospettivamente o che sono
prospettivi;

2. da un asse (che non
incontri la retta sostegno del-
la punteggiata) si ottiene un
fascio di piani riferito pro-
spetiicamente o prospettivo
alla punteggiata. ’

Proiettando un piano pun-
teggiato (o rigato) da un
centro (fuori del piano) si
ottiene una stella di raggi (o
rispettivamente di piani) rife-
rita prospettivamente o pro-
spettiva al piano.

{

raggi: i rag gei di questo ven-
gono coordinati ai piani se-
gati (del 1.° fascio) ¢ si dice
che il fascio di raggi ed il
fascio di piani sono riferiti
prospettivamente o che sono
prospetiivi.
2.° con una retta (che
non incontri I’ asse del fascio)
si ottiene una punteggiata ri-
Jerita prospettivamente
prospettiva al fascio di piani.

0

Seganco una stella di pia-
ni (o di raggi) con un piano
(non appartenente alla stella)
si ottiene un' piano rigato (o
rispettivamente punteggiato)
riferito  prospettivamente o
prospettivo alla stella.

Se si ha una figura (di rette) nel piano, I’ operazione di

se

o

garla con un piano (non coincidente con quello della fi-

gura) si pud enunciare dicendo che sé sega la figura con

unea recte del suo piano (intersezione “del piano segante).
Analogamente, se si ha una figura (di rette) nella stella,
" operazione di proicttarla da un punto (che non sia il cen-
tro della stella) si pud enunciare dicendo che sé profettea la
Jigura da una retie delle sua stella congiungente il centro
di proiezione col centro della stella.

Nel piano, segando un fa-
scio di raggi con una retta
non appartenente al fascio, si
ottiene una punteggiata rife-
rita prospettivamente o pro-
spettive al fascio di raggi.

Nella stella, proiettando un
fascio di raggi da una retta
non appartenentc al fascio,
si ottiene un fascio di piani
riferito prospettivamente o
prospettivo al fascio di rage ai
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Gli enunciati posti 'uno di fronte all’ altro presentano
una notevole analogia; in essi le operazioni del proicttare ¢
‘del segare compariscono come inverse 1’ una dell” altra.

§ 5. La disposizione circolare naturale degli ele-
menti d’una forma di 1. specie. — Se voglimmo adat-
tare la nostra concezione intuitiva della retta (propria) alla
definizione del punto improprio (considerato come unico),
dovremo concepire la retta come wna linea chiusa che si
possa desecrivere tutta partendo da un punto A4 e ritor-
nando in A dall’ altra parte, col movimento di un punto
passante pel punto all’infinito. Si puo acquistarc un’ idea
di questo modo di vedere intuitivo, considerando una retta
«a come limite di un cerchio variabile di raggio crescente,
tangente ad essa in un punto fisso, il cui centro si allon-
tani indefinitamentc da « sulla perpendicolare ad « nel
punto di contatto (il quale cerchio, o centro, giaccia indif-
ferentemente nell’ una o nell’ altra banda del piano rispetto
ad @). Secondo questo modo di vedere, la retta si pud con-
siderare generata col movimento di un suo punto mobile
in due SGHSI opposti, come il fascio di raggi (o di piani)
da un suo raggio (o rispettivamente piano) mobile che
descriva il fascio ruotando attorno al suo centro (o rispet-
tivamente asse). lLa borrispondenm tra i movimenti genera-
tori delle forme punteggiata e fascio di raggi (od analo-
gamente pel fascio di piani) riesce perfetta, ove si con-
siderino come moventisi insieme (in un dato senso) un
punto della retta « ed il raggio del cerchio di centro O che
incontra « nel nominato punto; la posizione della retta per O
parallela ad « corrisponde alla posizione del punto all’ infi-
nito della retta.

Si esprime il nuovo modo intuitivo di concepire la retta
(analogo a quello delle altre forme di 1.* specie) dicendo
che si pensano i suoi punti in una disposizione circolure
(naturale) che ha due sensi.



Dalla nuova concezione intuitiva della retta deriva natu-
almente una estensione del concetto di segmento.

Dati su una retta-duc punti 4, B si possono conside-
rare due segmenti (complementard) terminati da 4, B come
estremi, ciascuno dei quali contiene infiniti punti: il se-
gmento finito ed il segmento infinito; quest’ ultimo ¢ 1'in-
sieme dei punti della retta che si otticne togliendo da essa
tutti i punti énferni al primo segmento. Per distinguere
I uno_dall’ altro i due segmenti AB, occoriera denotare un

4 C B D
| | I |
i due segmenti si possono denotare senza ambiguitd con

ACB, ADB. Se due punti (come C, D) sono interni a due
segmenti complementari A3, si dice che essi separano
A, B: allora anche A, B separano C, D (cio¢ le due coppie
AB, CD si separano). Nella generazione di una retta col
moto di un punto, uno qualunque dei due segmenti viene
ad essere il luogo delle posizioni intermedic ad A, B (gl
estremi inclusi) occupate dal punto mobile: partendo da 4
nell’ uno o nell’ altro senso si deserive I'uno o I’ altro dei
due segmenti 4B, e ciascuno di questi viene pure de-
seritto da un punto mobile che partendo da B vada nel
sens0 opposto. In quanto si considerano come succedentisi
1 punti d’ una retta che segnano posizioni occupate succes-
sivamente da un punto mobile descrivente la retta in un
dato senso a partire da un punto A, si ha un ordine natu-
rale (4) dei punti della retta; ordine che i 71 detto senso
e si considera come contenuto nella disposizione circolare
naturale della retta. ‘

Dati due punti C, D, I'uno dei due, p. e. C, precede D
nell’ ordine (A4); accade 1 opposto (purch¢ uno dei due
punti non coincida con 4) nell’ ordine inverso di (4) (or-
dine naturale che ha come primo clemento A e senso op-
posto al primo). -

Un segmento AB concepito in un ordine (4) ¢ I iusieme

punto interno; cosi nel caso della figura
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dei punti che nel detto ordine non secguono B, ¢ risulta
cosi ordinato, A ¢ il suo primo eclemento, e B ¢ 1’ ultimo:
quando si consideri il segmento 473 come ordinato s’ indi-
chera con AB. Lo stesso segmento AB pud concepirsi come
ordinato /n modo inverso nell’ ordine (B) che ha senso op-
posto ad (A): allora s indichera con BA.

Pitt punti P, P, P, P, P,.... P, si dicono susseguentisi

sc esiste un ordine naturale, ‘_/[1 PI P’ 1’3 I; I|3 ]A
. 1 2 3 4 5

ad esempio (A), in cui essi si succedano nel modo scritto:
in un altro ordine (B) che ha il senso di (A), i detti punti
si succederanno nello stesso modo o in un modo dedotto
da quello con tna permutezione circolare, divenendo primo
elemento del gruppo quello che occupa il primo posto
dopo B nell’ ordine (4). In un ordinc che ha senso inverso
ad (A) si succederanno i punti P, P,_, .... P, P, P, nel
modo scritto o in un modo che ne derivi con una permu-
tazione circolare.

Questa proprieta caratteristica, valida per ogni gruppo
di punti della retta, stabilisce, tra i vari ordini naturali
dei punti della retta, un legame per il quale, dati due or-
dini (4) (B) che hanno lo stesso senso e diversi primi ele-
menti A, B, avviene il fatto seguente: due elementi C, D
distinti da B si susseguiranno in (B) nello stesso ordine che
in (A) o nell’ opposto, secondoché ambedue precedono o se-
guono 3, oppure I’ uno precede B e 1’ altro lo segue in (A4).
Cio si esprime dicendo che un ordine (B) nasce da uno (A)
che ha lo stesso senso mediante la permutasione circolare
che porta A in B (questa operazione equivale a far scorrere
la retta su sé stessa portando A in B).

Le considerazioni svolte permettono di dedurre facilmente
le seguenti proposizioni intuitive:

1.° Se pia punti P, P, P,... P,, sopra una retta, si
susseguono nell’ ordine scritto, si susseguono anche negli
ordini:
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P Py. PP, ... ....,DP P... P
P, Pu..PysP,P,.....,P P, P._..DPD,

2.° Tre punti P, P, P, di una retta, presi in una di-
sposizione qualsiasi, si susseguono sempre (poichc¢ in uno
dei due ordini naturali (P;), I’uno inverso dell’ altro, cioé
in (P, P, P,), P, precede P,). '

La terna P, P, P, definisce un senso della forma (che si
dird anche il senso delle terna). _

3.2 Se 4 punti di una retta P, P, P, P, sono susscguen-
tisi, le coppie P, I, P, P, si separano e viceversa.

.4.° Una quaterna di punti ABCD sopra una retta,
puo distribuirsi in «#nz modo in coppie che si separano;
poiché se p. e. ABCD si susscguono nell’ ordine scritto,
sono AC, BD (e non altre) le coppic che si separano. Sopra
una retta un segnmento AB pud considerarsi come I’ insicme
dei punti intermedi ad A, B, in un ordine naturale (C) il
cui primo punto C sia esterno al seginento che si consi-
dera. 11 detto segmento AB viene dunque generato ugual-
mente dal moto di un punto C sulla retta, partendo da una
(ualsiasi posizione iniziale, purch¢ non interna al segmento
stesso. Siffatta gencrazione ¢ stata notata pel caso in cui €
cada in uno degli estremi A o B. Dalla considerazione pre-
cedente si possono dedurre le proposizioni intuitive:

5.° In un dato segmento AB di una retta, due punti C, D,

| ! T ¢ . .
1'1 C D L’? determinano un segmento CD .contenuto

nel primo: il complementare di CD contienc il complemen-
tare di AB.

6.° Se AB, CD sono due segmenti di una retta, senza
estremi comuni:

@) o .le coppie AB, CD si separano, e allora i

N

jli (Ij ]‘:} |D due seg

menti interni; .

b) o le coppie AB, CD non si separano, ed allora .

menti hanno comuni infiniti ele-




A B C D
I | | |
punto, oppure 1’uno contiene 1’ altro: nel 1.° caso un segmento -

¢ contenuto nel complementare dell’ altro.

"7.° Se AB, AC sono duc segmenti di una retta con
un estremo comune A, essi non hanno punti interni comuni, .
oppure I’uno dei due scgmenti ¢ contenuto nell’ altro.

Le cose dette si estendono analogamente ai fasci propri
di raggi e di piani. Bastera un hreve cenno di spiegazione
pel caso dei fasci di raggi.

In un fascio di raggi duc rette «, 0, formano due an-
goli complementari (segmenti della forma); questi :ingoli'
vengono- descritti da un raggio mobile che genera il fascio

con una rotazione attorno al suo centro
nel suo piano (in uno dei duc sensi)
passando da « a 0. Alla parola « an-
golo » va data qui una interpretazione
diversa e, in un certo senso, piu larga
“che nella geometria elementare; I'an-
golo (completo), come lo consideriamo
(ui, ¢ concepito come un insieme di
_ rette ¢ non di punti, ma se¢ le rette di
esso si pensano come punteggiate si ottiene da csso una
regione piana che nella Geometria elementare costitui-
rebbe « la riunionce di duc angoli opposti al vertice ».
Inoltre si designeranno qui col nome di angoli complemen-
tart (non due angoli la cui somma ¢ un angolo retto, ma)
due angoli (completi) chic complessivamente riempiono I’in-
tero fascio.

Del resto tutte le considerazioni svolte pel caso della
punteggiata relative dd ordini naturali, scgmenti, coppic
che si separano, si ripetono qui nello stesso modo: come
lél'vengono fondate sul concetto intuitivo del movimento
di un punto che descriva la retta, cosi esse derivano qui
dal concetto intuitivo del movimento di un raggio che ruo-

i due segmenti non hanno comune nessun
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tando nel piano del fascio descrive il fascio: vi ¢ solo da
sostituire la parola « angolo » alla parola « segmento »
per parlare col linguaggio or-
dinario, ma ¢id non ¢ affatto
essenziale, e dicendo « segmento
di una forma di 1.* specie » si .
intendera complessivamente il
<segmento d’ una punteggiata o
I'angolo di un fascio.

11 nostro concetto intuitivo
della retta impropria (esclusa
nelle considerazioni precedenti) si identifica col concetto
della successione delle direzioni dei raggi di un fascio;
dunque anclie per la retta impropria (come pel fascio di
raggi) le proposizioni sopra enunciate debhono riguardarsi
come veritd intuitive. II similmente le stessc proposizioni
valgono pel caso di fasei impropri di raggi o di piani come
si verifica subito, data 1 intuizione di queste forme.

Non deve sorprendere il fatto che per tutte le forme
di 1. specie si venga in quest’ ordine di idee ad una seric
i risultati identici: tutto dipende ‘da che ci si basa sul
concetto del mocimento di un elemento che descrive la
forma, od abbiamo osservato che vi ¢ perfetta corrispon-
denza in questo moto gencratore tra le varie forme, ove
esse vengano riferite prospettivamente, cioé si considerino
come moventisi insieme un elemento dell’ una e dell’ altra
che si appartengono.

OSSERVAZIONE. — Il movimento di un clemento in una
forma di 1.* specie, di cui qui si parla, non ¢ il movimento
della forma su sé stessa che si considera nella Geometria
metrica (clementare).

Dal concetto complesso del mbvimento, ad esempio per
una 1’etz\ta, noi caviamo qui le nozioni relative agli ordini
{naturali) di successione dei suoi punti, e il concetto di
segmento come insieme di puhti, ma non come lun-
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ghesza (Y); rimane quindi al di fuori della Geometria proiet-
tiva il coneetto di uguaglianze di segmenti.

L’ intuizione grafica che cosi si forma della retta (e ana-
logamente dei fasci) ¢ diversa dalla intuizione metrica, ciod
contiene meno di questa. L’ esempio fisico corrispondente alla.
prima ci é offerto da un filo di variabile elasticita, mentre
I’ esempio fisico corrispondente alla seconda ci ¢ offerto da
un filo rigido: 8 intende dire che il movimento di questi
due fili su sé stessi (dove nel primo caso pud variare la lun-
ghezza delle varie parti del filo, ncl secondo no) sta rispet-
tivamente a rappresentarc il movimento considerato dalla
Geometria proiettiva e quello considerato dalla metrica; il
secondo ¢ un caso particolarc del primo che neclla Geomnetria
proiettiva non va distinto in modo speciale.

Le proprieta relative ad ordini naturali cce. (in parti-
colare, le proposizioni 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7) enunciate per la
retta, si possono enunciare per il fascio di raggi o di piani,
e quindi racecoglicre in un enunciato complessivo per tutte
le forme di 1.2 specie (parlando di clementi anzich¢ di punti):
cid s’ intende subito, ¢ perd sarchbe inutile ripetere (quegli
enunciati. )

Nello stabilire le proprietd menzionate per le forme di
1.2 speeic, si e fatto largo uso della intuizione: si puo do-
mandarc di introdurre esplicitamente cid che si desume
dall’ intuizione, separandolo nettamente da cid che se ne
deduce colla logica, cio¢ si pud domandarc cuali postulati
vengano introdotti nella Geomecetria proiettiva coll’ uso di
quelle considerazioni intuitive. Ora, poich¢ bhase di esse ¢l

(") Tale concetto non trova pit un perfetto riscontro nel con-
cetto metrico di angolo d’ un fascio (sua grandezza). Per convin-
cersene hasta pensare che si possono fissare successivamente quanti
si vogliano segmenti uguali sulla retta senza esaurirla, mentre dato
un angolo in un fascio con un numero finito di angoli uguali si
esaurisce il fascio.
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concetto di movimento (nel senso grafico), siamo condotti
ad introdurre il seguente postulato che precisa questo con-
cetto e basta a dedurre logicamente tutte le proposizioni
intuitive menzionate.

IV. Gli elementi di una forma di 1.* specie si possono
pensare in una disposizione circolare naturale che ha due
sensi, I’ uno inverso dell’ altro, in modo che:

1.° Dato un qualunque elemento A della forma, esiste
un ordine naturale della forma che ha il detto senso, ed 4
come primo elemento, nel quale

«) di due elementi B, C, scmpre 1’ uno, per cs. B,
precede I’ altro (ed allora C segue B3).

b) se B precede C e C .precede D, sempre I3 pre-
cede D,

¢) tra duc elementi B, € csistono infiniti clementi
intermedi,

«) non ecsiste un ultimo elemento.

2° I due ordini naturali della forma che hanno lo
stesso primo elemento e senso inverso, sono 1’ uno inverso
dell’ altro.

3. Due ordini naturali della forma che hanno lo stesso
senso ¢ diversi primi elementi, rispettivamente A, B3, si de-
ducono I’uno dall’ altro colla permutazione circolare che
porta 4 in B.

Da questo postulato che contiene (analizzati) i vari cle-
menti del concetto (grafico) di movimento, si desumono
colla sola logica le altre conclusioni sopra mcnzionate:
il concetto di segmento vien posto allora come quello di
successione ordinata degli elementi che non seguono uno
degli estremi in un ordine,. che ha come primo clemento
I’ altro cce. (!). Per facilitare 1’intuizione potremo ancora

() Lo sviluppo di tali deduzioni alquanto minute, ove si voglia
porre in evidenza che effettivamente non si desume null’ altro dal-
I"intuizione, si farebbe seguendo presso a poco. !’ ordine di idec
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dire che un elemento si muore sulla forma descrivendo un
segmento ordinato; cid equivale a considerare gli clementi
del segmento ordinato (succedentisi in queHo) come le di-
verse posisioni di un solo elemento variadbile.

OSSERVAZIONE. — Molte altre nozioni intuitive si riat-
taccano a quelle introdotte col postulato precedente. Cosi
per es. dalla nozione di angolo di due rette ¢ & in un
fascio (come insieme di rette) si pud dedurre la nozione di
regione piana angolare o angolo piano « b, considerando
"T"insieme dei punti del piano che vengono proicttati dal
centro del fascio secondo rette dell’ angolo @ & conside-
rato. Pertanto due rette di un piano vengono a separarc il
piano in duc regioni angolari di punti (gli
angoli opposti al vertice pensandosi riuniti
in un solo). Questa proposizione vale anche
pel caso che una delle due rette @ ¢ O sia
la retta impropria, allora essa eci dice che
ogni retta propria « (coneepita insieme alla
retta impropria) divide il piano in due regioni
o bhande, nel senso metrico ben noto.

Alla proposizione generale precedente si
puod contrapporre la seguente, in un certo senso analoga
pei segmenti rettilinei: un segmento rettilineo AB separa
le rette del piano rigato in due classi: rette che incontrano
la retta (AB) secondo un punto del segmento considerato,
¢ rette che la incontrano in un punto esterno al segmento.
Ma non é qui il caso di cercarc un corollario metrico ana-
logo a quello che .derivava dalla considerazione speciale
della retta impropria.

svolto innanzi. Si potrad vedere per questo la mia Nota dell’ Istituto
Lombardo (Luglio 1894) Sui fondamenti della Geometria proiet-
tiva. Ivi anzi si introduce un postulato che ricava meno dati dal-
! intuizione.
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§ 6. Carattere proiettivo della disposizione circo-
lare naturale di una forma di 1.* specie. — Sopra
una retta (propria) u si consideri un segmento ACB, e
sia per es. il segmento finito A B. Proiettando la retta da
un punto U (fuori di u) si
ha un fascio prospettivo' nel B\
quale al segmento A C B cor-
risponde un angolo a ¢ b. Se- _
gando il fascio U -con una v
retta (propria) v (non passante A
per U) si ha su questa corri- : c
spondentemente un segmento
A" C' B, il quale potra cssere uA’
il segmento finito A' B’ o il
segmento infinito (come nella figura). Un’ osservazione ana-
loga 1)1{() farsi per le altre forme di 1.* specie, nel pas-
saggio dall’una all’ altra mediante proiezioni ¢ sezioni; cio¢
si pud osservare (limitandoci per ora a forme proprie) che:
In ogni proiczione o sezione eseguita sopra una forma di 1.*
speeie, ad un segmento dell’ una forma corrisponde un se-
emento (luogon delle proiczioni o sezioni dei suoi elementi)
nell” altra forma.

L’origine di tale proposizione ¢ 1'intuizione; I' intuizione
del fatto che (per parlarc ad es. di punteggiate e fasci di
ragei) un raggio d’un fascio appartenente ad un punto
mobile sopra una retta (prospettiva al fascio), descrive
il fascio ¢-la sua disposizione cireolare naturale, mentre
il punto descrive la retta e la sua relativa disposizione.
I 1"intuizione c¢i da ancora lo stesso risultato, se si consi-
derano anche lc for'm_e impropric nei vari casi che si pos-
sSono pensare. Se, p. €s., pensiamo ad una punteggiata im-
propria data mediante un piano proprio «, ¢ ad un fascio
proprio ad essa prospettivo in quel piano, . 1’ enunciato pre-
cedente ci dice in sostanza che: si ottiene sempre la stessa
disposizione circolarc naturale delle direzioni delle rette in o,

>

C B\
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()
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comunque si pensino (ueste direzioni attrihuite ai raggi di
due fasci, riferiti per parallelismo, nel piano.

I1 fatto osservato non compare nel postulato IV, dove
si considera soltanto una forma di 1.2 specie in s¢ stessa,
e non in relazione ad altre prospettive (schbene a cuel
fatto si accenni gih nelle considerazioni intuitive che pre-
cedono il postulato stesso); bisognera dundue cnunciarlo
come un nuovo postulato. Pereid, senza distinguere il caso
di forme proprie o improprie, introduciamo il postulato:

V. Se due forme di 1 specie sono prospettice, ed un
elemento si muove sull’ unu ¢ descrice un segmento, anche
il corrispondente elemento si muoce sull’ altra, descricendo
un segmento.

Cid equivale a dire che la disposizione cireolare naturale
di una forma di 1.* specic ha caratiere prodiettico, cio¢ si con-
serva (ossia si muta nell’ analoga dell’ altra forma ) per proie-
zioni e sezioni.

OSSERVAZIONE. — I concetti ed i postulati posti ncl
§ 3 e quelli-posti nel § 5 caratterizzano due diversi or-
dini di nozioni grefiche, appartenenti alla Geometria proict-
tiva; ed il postulato V di questo § stabilisce il collegaimento
fra i due ordini di nozioni; sicche si possono riguardare
i postulati’ IV e 'V come formanti un 2.° gruppo di pro-
posizioni fondamentali della Geometria proicttiva. Le pro-
prietd che derivano combinando insieme tali nozioni si di-
cono grefiche, per contrapposto si chiamano metriche le
proprieta che si riferiscono ad altri concetti, come quello
d uguaglianze o di misura (grandezza di segmento o di
angolo ecc.), o alla considerazione speciale degli elementi
impropri, che nelle nozioni grafiche non si distinguono
dagli elementi propri. It importante notare che le pro-
prieta grafiche hanno caratiere proiettivo, cio¢ si con-
servano (ossia si trasportano in altre analoghe delle figure,
immagini, mutato solo il nome dell’ clemento) ove si
passi da una forma dove sia contenuta la figura cui si
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riferiscono, ad un’ altra forma della stesse specie, me-
diante proiczioni ¢ sezioni. Cid dipende dal fatto che esse
sono soltanto combinazioni puramente logiche delle pro-
pricth contenute nei postulati posti, relative alle due no-
zioni clementari: « dell’ «ppartenersi di due elementi fon-
damentali » ¢ « del susseguirsi di pitt elementi d’ una forma
di 1.» specic », alle quali propricta compete appunto il ca-
rattere proicttivo.

Non si pud dire lo stesso delle proprieta mctrlche, le
quali in gencrale non si conservano per proiezioni e sezioni,
schhene vi sicno particolari proprieta metriche cui compete
il carattere proiettivo, che saranno menzionate in seguito.
Cosi p. es., il fatto che un segmento sia infinito anziché
finito, ¢ una particolarith metrica, ed abbiamo visto che
questa proprieta non si conserva pbi’ proiezioni e sezioni,
giacch¢ si puo proiettare un segmento infinito di una rectta
in un segmento finito e viceversa.

AVVERTENZA. — Nel seguito ¢i fondiamo esclusivamente
sopra le prop. I, II, III, IV, V, che sotto forma compren-
siva riassumono i postulati introdotti nclla Geometria pro-
iettiva (*), e non ricorriamo pit all’ intuizione sc non per
dare csepi, raffronti, cce. ed a suo luogo (come sara espli-
citanente avvertito ) per desumere un nuovo postulato ri-
ferentesi ai medesimi concetti grafici; consideriamo duncque
ecspressamente  soltanto propricta grafiche, ¢ nella loro ri-
cerca supponiamo che non sia noto nulla all’ infuori delle
proposizioni fondamentali esplicitamente enunciate. Ma da-
remo ancora applicazioni di natura metrica nelle quali na-
turalinente dovremo invocare altre nozioni ed i postulati
ordinari della Geometria clementare, od anche alcuni sem-

(1) Questi potrebhero enunciarsi separatamente distinguendo le
varie forme ed eclementi ¢ si avrebbero cosl 12 proposizioni. Le
prime 6 sono le «, b, ¢, d, e, ./, equivalenti alle I II IIl. La ragione
di tale aggruppamento sard vista tra hreve.
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plici teoremi di essa; in questi casi faremo precedere il
discorso o il paragrafo da un asterisco *. Allora ed allora
soltanto, gli enti designati (salvo esplicito avviso) si sup-
porranno propri. e parlando di fasci impropri di raggi si sot-
tintendera « giacenti in piani propri ».



CAPITOLO II

[

Legge di dualith — Teoremi preliminari.

§ 7. Legge di dualita nello spazio. — Volendo svol-
gere col solo sussidio della logica la Geometria (proiettiva)
fondata sulle proposizioni fondamentali I, II, III, IV, V, po-
tremo farlo senza distinguere gli elementi generatori delle
due forme di 3.2 specie cui questi postulati si riferiscono
ugualmente; quindi senza mai parlare di punti o di piani,
ma solo di clementi di una forma di 3.* specie; tenendo
conto che ad ogni formae di 3.* specie ne viene associulc
un’ altra, per modo che agli elementi dellae prima corri-
spondono in essa forme di 22 specie.

La forma associata allo spazio punteggiato ¢ lo spazio di
piani e viceversa; ¢ le proposizioni fondamentali relative a
queste due forme sono state appositamente riunite a duc a
due negli enunciati comprensivi del cap. I.

Nello svolgimento della Geometria, 1’ adottare costanto'—
mente il detto linguaggio offrirebbe I'inconvenicnte di ren-
dere pit difficile 1’intuizione delle proprietd dimostrate, ¢
(uindi meno perspicua I’ intelligenza di csse; ma cid non
infirma la:possibility logica di dare una tal forma a tutte
le successive deduzioni. Da tale possibilith si desume un
principio generale e fecondo della Geometria proiettiva.
Ogni teorema della Geometria proiettiva (fondato sulle



prop. I, II, IIL,- IV, V) potendosi cnunciare parlando di forme
di 3.* specic e di elementi, scnza distinguerne il nome,
esprime una propricta sussistente insicme per ambedue le
forme di 3.* specie (spazio punteggiato e spazio di piani);
sicché si ottengono da esso duc teoremi, ove si fissi che
I’ elemento indicato nel tecorema debba essere il punto (cle-
mento generatorc dello spazio punteggiato), oppure il piano
{elemento generatore dello spazio di piani). Duncue i teo-
remi della Geometria proiettiva verranno associati a coppie
secondo una certa legge, che dicesi legge di dualita. Se
nel teorcma comprensivo riferito a forme di 3* specie (che
comprende una coppia di tecoremi duali o correclativi) si
fissa 1’ elemento generatore, risulteranno conscguentemente
fissate le forme di 1.2 e 2.* specie di cui si parla nell’ enun-
ciato, e risulteranno fissati, come sostegni di tali forme, gli
altri elementi fondamentali ( punti, rette e piani) diversi da
quello (punto o piano), che si assume come elemento ge-
neratore della forma di 3.* specic.

Fissando per elemento il punto (cio¢ enunciando il teo-
rema per lo spazio punteggiato), come forma di prima
specie appartenente alla data di 3.* specie, si dovra inten-
dete la punteggiata. Iissando invece per clemento il piano,
come forma di 1.* speciec contenuta nella data forma di
3.* specie, si dovrd intendere il fascio di piani. II sostegno:
della forma di 1.* specic (che nel 2.° caso prende il nome
di asse) ¢ in ambeduc i casi la retta, la quale figura in
questi cnunciati, non come clemento, ma appunto come so-
stegno di una forma, cio¢ come insiecme degli clementi che
le appartengono.

Il piano comparisce nel 1.° caso (in cui per clemento
della forma di 3.* specic si fissa il punto) come sostegno
della forma « piano punteggiato », ¢ si deve pzirlare di piano
punteggiato, ove nell’enunciato comprensivo si parla di forma
di 2.2 specie appartenente a (uella di 3.* specie.

In luogo del piano comparisce nel secondo cnunciato il
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punto (come in luogo dell’ elemento punto, I’ elemento piano)
il quale viene qui considerato, non come elemento, ma come
sostegno della forma di 2.2 specie « stella di piani », e si
deve parlare di stella di piani, ove nell’ enunciato com-
prensivo si parlava di forma di 2.* specie appartenente alla
data forma di 3.* specie (che ¢ in questo caso lo spazio di
piani).

Le altre forme di 1.* e 2.* specie (oltre quelle nominate)
non compariscono come forme appartenenti a quella di 3.
specie, in nessuno dei due casi. I1 fascio di raggi compa-
risce nel primo caso come 1 insieme delle rette (le qual'i,
come ho detto, vengono qui concepite come sostegni di pun-
teggiate) appartenenti ad un elemento (punto), e tali che
i loro punti appartengono ad una forma di 2.2 specie (piano
punteggiato ), contenente il centro del fascio. In luogo del
fascio di raggi comparisce nel 2.° caso ancora il fascio di
raggi, ma come insieme delle rette (concepite ciascuna come
asse di un fascio di piani) appartenenti ad un elemento
(piano), e tali che i loro piani (cioé¢ i piani che ad esse ap-
partenoono) sicno elementi di una forma di 2. specie (stella
di piani), contenente il piano del fascio.

In modo simile, la stella di raggi comparisce nel 1.° enun-
ciato (ottenuto fissando per elemento il punto) come 1’ in-
sieme delle rette (punteggiate) aventi comune elemento
« punto »; nel 2.° enunciato essa viene sostituita dalla forina
« piano rigato », concepita come insieme delle rette (fasci
di piani) aventi comune un elemento « piano ». Inversa-
mente il piano rigato (che figura nel 1.° caso come 1’insieme
delle rette [punteggiate] contenute nel piano punteggiato),
vien sostituito nel 2.° enunciato dalla stella di raggi (la quale
figura qui come insmme delle rette [fasci di piani] conte-
nute nella stella di piani); le due forme (piano rigato e
stella di raggi) venendo designate complessivamente (nel-
Penunciato comprensivo) come 1'insieme delle forme di prima

3



specie appartenenti ad una forma di 2.* specie (nella data
forma di 3.2 specie).

Dalle cose dette risulta la legge di dualité seguente:
Ad ogni teorema dedotto dalle proposizioni fondamen-
tali I, II, III, IV, V, corrisponde un teorema correlativo
(detto anche duale o reciproco), che st enuncia sostituendo
alle parola « punto » del primo enunciato la parola
« piano », e reciprocamente alla parola « piano » la pa-
rola « punto », e lasciando invariata le parola « retta »,
coll’ avvertenza che si debbono fare contemporaneamente
quegli scambi di parole che ne conseguono: derivanti dal
diverso modo di esprimere nei due casi la relazione di ap-
partenersi di due elementi; dai diversi nomi che si danno
alle forme; dal diverso modo con cui si designano le ope-
razioni fondamentali (proiettare e segare), le quah vengono
ad essere scambiate fra loro, ecc.

Nel § 4.° sono enunciate 1’ una, di fronte all’ altra, alcune
proposizioni riflettenti le opcrazioni fondamentali, che sono
appunto proposizioni correlative I' una dell’ altra; ¢ questa la
ragione dell’ analogia che ivi ¢ stata notata.

Nel seguito, secondo 1" avvertenza del § 6.°, i teoremi che
verremo svolgendo (tranne cuelli contrassegnati col segno *)
saranno dedotti logicamente dalle proposizioni I, 11, III, IV, V,
che abbiamo assunte come postulati della Geometria proiet-
tiva; sara po1 aggiunto un nuovo postulato (della continuita),
ma cnunciato senza distinzione dell’ elemento generatore per
le forme di prima specie; segue dal ragionamento svolto
che la legge di dualith sussistera ancora pei teoremi dedotti
usando pure di siffatto postulato.

Iissa non varrd invece in generale pei teoremi contras-
segnati d’asterisco, nei quali si fa uso di ulteriori concetti
¢ postulati metrici che si presentano diversamente per le
varie forme.

OSSERVAZIONE 1.2 — Dato un tecorema si pud a priore
enunciare il correlativo, purché la dimostrazione del primo



sia fondata esclusivamente sulle proposizioni I, II, III, IV, V.
Volendone la dimostrazione diretta, basta operare gli scambi
di parole indicati dalla legge di dualita nel ragionamento
chie ha stabilito il primo teorema: cio ¢ possibile perché gli
elementi « punto » e « piano » compariscono  simmetrica-
mente nelle proposizioni fondamentali da cui muove la detta
dimostrazione. '

In sostanza su questa simmetrica si fonda la legge di
dualita; nello stabilirla abbiamo fatto rilevare come due teo-
remi correlativi siano da riguardarsi i due lati di un unico
teorema.

I’ necessario osservare, che, sia nell’ enunciare, sia nel
dimostrare un teorcma, affinch¢ csista il suo corrclativo,
non deve farsi distinzione fra elementi propri ed elementi
impropri, come ¢ stato fissato nel capitolo precedente. Un
teorema in cui entrasse in modo speciale la considerazione
di un elemento improprio, non sarebbe piu fondato esclu-
sivamente sulle proposizioni I, II, III, IV, V, nelle quali gli
elementi indicati sono indifferentemente propri ed impropri;
sc in quelle proposizioni fondamentali si volesse far tale
distinzione, cesserebbe di valere per esse la legge di dualita,
la quale percio appunto non vale pel complesso di quelle
proposizioni enunciate con tale distinzione (nel senso me-
trico), come nella Geometria clementare.

Questa osservazione mostra nuovamente 1’ utilith dell’ in-
troduzione degli clementi impropri.

Nel seguito si potra stabilire la legge di dualitd per un
gran numero di teorcmi indipendentemente dal modo con
cui essi sono stati dimostrati (e quindi anche se fossero
stabiliti per via metrica); ma ¢ bene avvertire fin d’ ora che,
nentre la legge di dualita vale per le proprietd grafiche
(§ 6), la detta legge non sussiste in generale per le pro-
prieta metriche (§ 6). '

OSSERVAVIONE 2.2 — Dal punto‘ di vista logico due teo-
remi correlativi offrono uguali difficolth di. dimostrazione;
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ma interviene sempre nello stabilire i teoremi, come guida
al ragionamento logico (che ne ¢ pero indipendente), I’ in-
tuizione; e poiche sotto il punto di vista intuitivo (anche
‘grafico) lo spazio punteggiato e lo spazio di piani appari-
scono diversi, la potenza della nostra intuizione nella sco-
perta delle proprietd geometriche (che verranno poi logica-
mente stabilite) risulta raddoppiata mediante la legge di
dualitd nello spazio. Da tale considerazione si potra desu-
mere tutta la fecondita del principio posto.

§ 8. Bsempi di dualita nello spazio. — I seguenti tco-
remi, posti I’ uno di fronte all’ altro, porgono esempi di pro-
. posizioni correlative.

Tre punti non appartenenti
ad una retta determinano un
triangolo: figura composta
dei tre punti (vertici), delle
tre rette determinate da essi
due a due (lati), e del piano
determinato dai tre punti.

Tre piani non apparte-
nenti ad una retta, determi-
nano un angolo triedro: figu-
ra composta dei tre piani
(faccie), delle tre rette deter-
minate da essi due a due
(spigoli), e del punto deter-
minato dai tre piani.

Si dicono incidenti due rette che passano per un punto
e giacciono in un piano. Due rette non incidenti si dicono

sghembe.
Due rette aventi un punto
comune souo incidenti.
Date due rettc sghembe,
per un punto fuori di csse

passa una retta incidente alle-

due date.

Infatti, questa retta si de-
' termina come intersazione
dei piani proiettanti le due
rette dal punto.

Duc rette giacenti in un
piano sono incident:.

Date due rette sghembe,
in un piano non passante per
alcuna di esse, vi ¢ una retta
incidente alle due rette date.

Infatti, questa retta si de-
termina come congiungente
i due punti sezioni delle due
rette col piano.
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Date due rette sghembe,
un punto di una di esse é il
centro di un fascio di raggi
incidenti alle due rette date.

Infatti, tutte le rette pas-
santi per un punto di una
retta. sono ad essa incidenti;
tra cqueste, quelle che dch-
bono essere incidenti all’ al-
tra retta dchhono giacerc nel
piano che essa determina col
punto della prima.

Date due rette incidenti,
per un punto, non giacente
nel piano cui esse appartengo-
no, passa unae retta incidente
ad ambedue.

Essa ¢ la retta che pro-
ietta dal punto dato I’ in-
tersezione delle due rette
date. .

Date due rette incidenti;
un punto del piano in cui
esse giacciono, non comune
ad esse, ¢ centro di wn fascio
di raggi incidenti alle due
rette; ed il punto comune
ad esse ¢ il centro di wuna
stella di raggi incidenti alle
rette date.

Date due rette sghembe,
in un piano per una di esse
vi & un fascio di raggi inci- .
denti alle due rette date.

Infatti, tutte le rette gia-
centi in un piano per una
retta, sono ad essa incidenti;
tra queste, quelle che debbo-
no essere incidenti all’ altra
retta debbono passare pel
punto che essa determina
come intersezione del piano
considerato per la prima.-

Date duc rette incidenti,
in un piano, non contenente
il punto cui esse appartengo-
no, vi & una retta incidente
ad ambedue.

Iissa ¢ la retta sczione del
piano dato col piano in cui
giacciono le due rette date.

Date due rette incidenti;
in un piano pel punto ad
esse comunc, che non sia
quello che le contiene en-
trambe, vi & un fascio di rag-
gi incidenti alle due rette; e
il piano delle duc rette ¢ il
sostegno di #n piano rigato
le cui rette sono incidenti alle
due date. )

Si omette per brevith la semplicissima dimostrazione dei

due ultimi tcoremi.
Se piu rette sono-a due a

Se piu rette sono a due a
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due incidenti e non passano
tutte per uno stesso punto,
. esse giacciono in uno stesso
piano.

Sieno «, 0,c.... le rette
date a due a due incidenti e
non passanti tutte per uno
stesso punto. Una almeno di
esse, p. e. la ¢, non passa
per il punto O = («b), quindi
incontra le «, O rispettiva-
mente in due punti diversi
1‘1‘& loro e da O: A = («c)

= (0c). Per conscguenza
la ¢ giace nel piano Q = («))
delle due rette «, 0. Ora
ogni altra retta d incidente
alle «, b, ¢ non passa con-
temporaneamente pei punti
0, A, B, se, per escmpio,
essa non passa per A = («e),
deve giacere nel piano («e)
ossia nel piano Q. Dunque
tutte le rette
piano Q.

giacciono nel

due incidenti e non giacciono
in uno stesso piano, esse pas-
sano per uno stesso punto.

Sieno «, 0, c.... le rette
date, a due a due incidenti, e
non giacenti tutte in uno stes-
so piano. Una almeno di esse,

p. cs. la ¢, non giace nel
piano Q = («b) determinato

da «, 0; quindi giace con

«, O rispettivamente in due

piani diversi fra loro ¢ da Q:
a = («c), 8 = (be). Per con-
seguenza la ¢ passa per il
punto O = (ab), comune alle
due rette «, 0. Ora ogni al-
tra retta d, incidente alle
«, b, ¢ non giace contem-
poraneamente nei piani Q, «,
B; sc, per essa non gia-
ce in e = («e) deve appar-
tenere al punto («c) ossia
al punto 0. Duncquc tutte le
rette  date passano  per il
punto O.

CS.

Se piu rette sono a duc a due incidenti, all’ infuori dei casi
nhominati, vi ¢ solo il caso in cui esse appartengono insieme
ad un punto e ad un piano (appartencntisi fra loro); pos-

siamo dunque enunciare il

TEOREMA. — Se pilt rette sono a due a due incidenti, esse
appartengono sempre ad wuna stessa forma di 2.2 specie
(stella di raggi o piano rigato) ed appartengono a due forme
di 2.2 specie (stella di raggi ¢ piano rig ato) solamente se
appartonoono ad uno stesso fascio di raggi
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§ 9. Legge di dualita nelle forme di 2* specie.
Esempi. — La legge di dualitd nello spazio, stabilita nel
§ 7, permette di dedurre (colle avvertenze ivi fatte) la geo-
metria dello spazio di piani da quella dello spazio punteg-
giato e viceversa. In particolare essa permette di dedurre
da-un teorema di geometria nel piano punteggiato (o ri-
gato), un teorema di geometria nella stella di piani (o risp.
di raggi).

Vi ¢ un’ altra legge di dualita, che si applica solamente
ai teoremi della geometria ncl piano o nella stella, la
((uale permette di associare tra loro un teorema della geo-
metria nel piano punteggiato a un teorema (correlativo
nel piano) della geometria ncl piano rigato; e similmente
un teorema della geometria nella stella di piani, ad uno
(correlativo nella stella) della geometria della stella i
raggi; intendendo sempre (per ora) che (uesti teoremi deb-
bano essere dedotti dai postulati I, II, III, IV, V, come ¢ stato
fissato nel § 6.

Si pervicne a stabilire questa legge rviferendoci alla os-
servazione posta nel § 6. Per essa, le proprieta della geo-
metria piana fondata sulle proposizioni I, II, III, 1V, V, cio¢
le proprietd grafiche, hanno carattere proicttivo. Quindi le
proprietd di una figura piana di punti, si trasportano per
proiezione in propricta di una figura di raggi (proiezione
della data) appartenenti ad una stella prospettiva al piano;
¢ viceversa dalla seconda si passa alla prima con una se-
zione. Cosi pure le proprieta di una figura piana di rette, si
traducono per proiezione in proprietda di una figura di piani
nella stella e viceversa.

Ma, da una proprietd di una figura di raggi nella stella,
si deduce, per dualith nello spazio, una propricta di una
figura pianfi di rette; dunque si pud passare da una pro-
prietd di una figura piana di punti ad una proprieta di una
figura piana di rettc (correlativa nel piano), ed analoga-
mente dalla seconda alla prima. Ora, poiché¢ ogni figura
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piana si potra considerare come insieme di punti o come
insieme di rette, da ogni proprieta di essa, si dedurra un’altra
proprieta che si riferisce ad una figura correlativa.

Un modo analogo, di associare due a due le proposi-
zioni, si ha nella stella. Due teoremi correlativi nella stella
hanno i loro correlativi secondo la legge di dualith nello
spazio in due teoremi nel piano (correlativi fra loro nel piano),
e questi (scambiato il loro ordine) si deducono pure da
quelli della stella con una sezlone.

Si vede cosi che, la geometria nelle forme di 2.2 specie,
in quanto é dedotta dalle proposizioni fondamentali fissate,
¢ indipendente dalla determinazione dell’ elemento (punto o
retta, retta o piano) e del sostegno (piano o punto) della
forma. In altre parole:

Nella nostra Geometria ogni teorema che enuncic unda
proprieta di unce figure appartenente ad unae jforma di
2.2 specie, puod enunciursi senze determinare di quale
Jorma di seconda specie si tratti, purlaundo solo della
Jorma di 2.* speciec e dei suoi elementi ¢ sue forme (di
1.* specie).

Cosi enunciato il teorema esprime quattro proprietd di
figure rispettivamentc appartenenti alle quattro diverse forme
di 2.2 specie; e le quattro proposizioni cui da luogo appari-
scono come i lati di un’ unica proposizione.

Dalle considerazioni svolte apparisce la regola che dovra
seguirsi per enunciare gli altri tre teoremi cui da luogo un
teorema di geometria in una forma di 2.* specie; le enun-
.ciamo ponendo in evidenza come si passi da un teorcma
nel piano punteggiato ad un teorema nel piano rigato (e vi-
ceversa), e come si passi da un teorema di gcometria nella
stella di piani ad uno nella stella di raggi (e viceversa). Le
due coppie di teoremi (rispettivamente correlativi nel piano
e nella stella) vengono legate fra loro in doppio modo dalla
legge di dualitd nello spazio e dalla possibilita di riferire
prospettivamente il piano e la stella; ¢id ¢ stato appunto
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il fondamento delle .considerazioni precedenti. Kcco i due
enunciati:

‘Sussiste la seguente legge di dualita nel piano:

Ad ogni teorema enunciante una proprietd di una figura
appartenente al piano considerato come punteggiato, il
quale sia dedotto dalle proposizioni fondamentali I, II, III,
IV, V, viene associato un teorema (detto il suo correle-
tivo nel piano) che enuncia una proprieth di una figura
appartenente al piano considerato come rigato, ¢ recipro-
camente. Si passa dall’ enunciato di un teorema a quello del
suo correlativo (nel piano) scambiando fra loro le parole
« punto » e « retta », ed operando i mutamenti di parole
che nec derivano di conseguenza (cfr. la legge di dualita
nello spazio del § 7).

Similmente si ha la seguente legge di ducalita nella
stella : A '

Ad ogni teorema enunciante una proprieta di una figura
appartenente alla stella (ad esempio di piani), il quale sia
dedotto dalle proposizioni fondamentali I, II, III, IV, V, viene
associato un tecorema (detto il suo correlativo nella stella),
che enuncia una proprieta di una figura nella stella (di
raggi) e reciprocamente. Si passa dall’ enunciato di un teo-
rema al suo correlativo nella stella scambiando fra loro le
parole « pizino » e « retta », ed operando i mutamenti di
parole che ne derivano di conscgucnza.

La legge di dualitd nel piano e nella-stella sono due teo-
remi correlativi nello spazio.

OSSERVAZIONE 1.2 — Riferendosi per fissarce le idee alla
legge di dualitd nel piano, si potra domandare perche essa
non sia stata dedotta in modo analogo alla legge di dualita
nello spazio, osservando che lo scambio degli elementi
« punto » e « retta » @ possibile nelle proposizioni fonda-
mentali del piano. Invero queste proposizioni possono rac-
cogliersi nel solo enunciato: « in un sistema piano due
forme di 1.* specie hanno un elemento comunc », ¢ nelle



— 49 —

proposizioni IV, V, enunciate per la punteggiata ed il fascio
di raggi. Ecco la 1‘a,,g'ione'pe1’ cui non si é seguita questa
via. Le ricordate proposizioni fondamentali del piano si de-
ducono logicamente da cuelle I, II, III, IV, V, dello spazio
(come & stato notato), ma viceversa le proposizioni nomi-
nate dello spazio non seguono da quelle del piano. Se si
fosse dunque tenuta la via accennata, la legge di dualita
nel piano non sarebbe risultata stabilita per tutti i teoremi
che vengono dedotti partendo dalle proposizioni I, 1I, 11,
IV, V, (cioé¢ anche facendo uso di costruzioni nello spazio),
ma solo per quelli dedotti dalle proposizioni del piano (senza
uscire dal piano).

Ora giova avvertire, che ¢ proprio nccessario di adope-
rare costruzioni dello spazio per dimostrare un teorema
fondamentale della geometria del piano, (cio¢ il teorema
dei triangoli omologici che sara dato nel successivo §). Una
volta stahilito questo teorcma, cd il suo correlativo nel
piano che insieme ad esso sussiste, possono aggiungersi
(uesti due teoremi alle proposizioni fondamentali della geo-
metria piana, e (coll’ aggiunta ulteriore del postulato cui
gid ho accennato, riferentesi alla continuita delle forme di
prima specie) fondare tutta la geometria (proiettiva) del
piano senza usare delle proposizioni fondamentali dello
spazio, cio¢ senza uscire dal piano. Quando si \'bglin astrin-
gersi a questa condizione (di non usare costruzioni dello
spazio pei teoremi di geometria piana) si ha cosi una nuova
dimostrazione della legge di dualith nel piano, per il fatto
che nelle proposizioni della geometria piana da cui si de-
ducono tutte le altre, ¢ possibile lo scambio degli clementi
«punto » e « retta ». Ma non giova tenersi astretti a quella
limitazione, ed, almeno in certi casi, ¢ utile e fecondo
desumere da costruzioni spaziali teoremi di gecometria
piana, ‘anche uando non ¢ pill necessario; in cio sta il
maggior valore della legge di dualith stabilita in modo piu
generale.
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Simili considerazioni possono istituirsi per la stella.

OSSERVAZIONE 2.* — Dato un teorema dclla geometria
piana (e quello che si dice per il piano si ripcterebhe per
la stella), si pud enunciare a priori il suo correlativo nel
piano, purché la dimostrazione di esso sia esclusivamente
fondata sulle proposizioni ammesse come postulati I, 11, III,
IV, V. Per ottenere la dimostrazione di questo teorema cor-
relativo hasta tradurre la serie di costruzioni e ragionamenti
occorrenti colla legge di dualith nello spazio, ¢ quindi se-
gare, col piano, la figura ottenuta nella stella.

Quando perd si faccia uso delle sole proposizioni del
piano e di altre gia dimostrate nel piano insicme alle loro
correlative, quando cio¢ si faccia una dimostrazione nel
piano, hasta operare lo scambio di parole « punto » ¢
« retta », cogli secambi di parole che ne derivano di conse-
guenza, nel ragionamento che fornisce la dimostrazione nel
dato teorema.

Anche pel piano si potra stabilire pitt tardi la legge di
dualith pei teoremi grafici, indipendentemente dal modo con
cui essi sono stati dimostrati; ma questa legge non sard in
generale applicabile ai teoremi mefrici. Valgono cioc le av-
vertenze date per la legge di dualita nello spazio. In parti-
colare (giova ripeterlo) gli elementi impropri non debhono
esserce considerati in modo speciale.

Ieeo aleuni esempi della legge di dualith nelle forme
di 2.* specie:

Nel piano

tre punti non appartenenti ad tre rette non passanti per un
una 1‘etta\ determinano un punto determinano un #rél«-
triangolo:  figura costituita tfero. figura costituita dalle
dai tre punti (vertici) e dalle tre rette (lafi) e dai tre_ punti
tre rette che 1li congiungono in cui si segano a duc a due
a due a due (lati). (vertici).



determinato ordine di successione (ABCD), tali che tre con-
secutivi non stieno sopra una retta, determinano un quo-
drangolo piano semplice, figura costituita dai 4 punti (ver-
tici) ¢ dalle 4 rettc (l«ti) che congiungono due vertici
consecutivi (AB, BC, CD, DA). Vi sono due coppie di ver-
tici (opposti) non appartenenti ad uno stesso lato (A4, €
e B, D), le quali determinano due rette, dette diagonali del
quadrangolo semplice. I quattro lati e le due diagonali di un
quadrangolo semplice sono i 6 lati del quadrangolo com-
pleto che viene determinato dai quattro vertici, quando tre
qualunque di essi non sono in linea retta.

I quattro punti possono ordinarsi in 24 modi, ma 8 ordini
(come ABCD, BCDA, CDAB, DABC e i loro inversi) danno

luogo allo stesso quadrangolo semplice, quindi-vi sono
>)

24 . L. - . ..
N = 3 quadrangoli semplici aventi i medesimi vertici.
C

Le precedenti considerazioni si estendono colla conside-
razione dell’ n-gono piuno completo ¢ dell’ n-gono picno semi--
plice (*):1a prima figura ¢ determinata da 72 punti di un piano,
n(n —1)

9

che li congiungono a due a due; la seconda figura ¢ deter-
minata da 72 punti di un piano, presi in un determinato ordine
di successione, tali che tre consecutivi non appartengono ad
una stessa retta (la quale figura ha n lati, cio¢ ¢ in pari
tempo un 7n-latero scmplice). Correlativamente si hanno:
I’ n-latero completo o semplice nel piano, ' angolo n-edro
¢ I n-spigolo completo o semplice nella stella (di cui il
centro della stella dicesi vertice). Le espressioni « piano »
ed « angolo -» aggiunte rispettivamente a quelle n2-gono ed
n-edro nelle definizioni precedenti, sono poste per distinguere

.

dei quali tre qualungue non allincati, e dalle rette

(1) Per n = 3, ed n = 4 un n-gono ¢ rispettivamente un 3gono
e 4gono, figure che abbiamo denominate, come pilt comunemente
si usa, col nomi di « triangolo » e « quadrangolo ».
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(uelle figure rispettivamente dall’ n-gono (gobbo o sghenbo)
ed n-edro, che vengono determinati (in modo correlativo
fra loro nello spazio) da »n punti, o rispettivamente da n
piani, di cui 4 non appartengono ad una forma di 2.* specic
(rispettivamente piano o stella).

OSSERVAZIONI. — L’ angolo ‘poliedro e polispigolo, (7-dro
0 n-spigolo), completo o semplice che sia, viene qui con-
cepito in modo diverso che nella Geometria elementare, sotto
I' aspetto seguente:

Mentre nella Geometria elementare le facce e gli spigoli
s’ immaginano troncati dal vertice, qui si considerano in-
vece come indefinitamente prolungati da ambe le parti. La
considerazione di angoli poliedri (simmetrici) opposti al
vertice, non ha duncque piu luogo di esistere; poiché¢ un
angolo poliedro si concepisce come la riunione di due an-
goloidi opposti al vertice (nel senso della Geometria ele-
mentare ).

sSecondo I’ attuale concezione degli angoli poliedri, avremo
in particolare che:* Due angoli poliedri sono uguali se hanno
le facce uguali, ed uguali i diedri da esse compresi.

Nella Geometria elementare questa uguaglianza non po-
teva sempre affermarsi, potendo avvenire che due angoli po-
liedri siffatti non fossero uguali, ma ciascuno di essi fosse
uguale al simmetrico dell’ altro.

§ 10. Teorema dei triangoli omologici e ‘correla-
tivi. — Due n-goni piani si dicono riferiti fra loro, se si
pensano i vertici dell’uno come coordinati ai vertici del-
I’ altro in una corrispondenza bhiunivoca: due vertici che si
pensano come coordinati fra loro si dicono corrispondents
od omologht, e si designano generalmente colle stesse let-
tere, munendo di apici o di accenti le letterc che indicano
1 vertici di uno dei due n-goni.

Quando due n-goni piani sono riferiti fra loro, risultano
coordinati fra loro (corrispondenti, omologhi) anche i lati
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di essi che vengono determinati dalle coppie di vertici cor-

rispondenti. -
Analogamente si dica per
n-edri e per gli »

gli n-lateri,
-goni ed n-edri sghembi.

n-spigoli, angoli

In particolare si possono considerare due triangoli (tri-

lateri ecc....) riferiti tra loro.

Due triangoli si possono riferire fra loro in 6 modi; in
enerale due n-goni si possono riferire fra loro inn!l(1 2

... ) modi, ecc....

Sussistono i seguenti teoremi correlativi nello spazio:

Se due trilateri senza ele-
menti comuni (lati o vertici)
non appartenenti allo stesso
piano, sono riferiti fra loro,
in modo che i lati omologhi
sieno incidenti (e s’ incontri-
no quindi in tre punti della
retta comune ai piani dei due
trilateri), le rette congiun-
genti i vertici omologhi pas-
sano per uno stesso punto.

Infatti, le tre coppie di
lati omologhi (incidenti) de-
terminano i tre piani di un
triedro di cui i due trilateri
sono sezioni; le congiungenti
i vertici omologhi sono gli
spigoli del triedro.

La dimostrazione cade in
difetto se un lato di un trila-
tero é la retta d’ intersezione
dei due piani, ma anche in
questo caso I’ enunciato ¢ ve-
ro, anzi evidente.

Se due trispigoli senza ele-
menti comuni (spigoli- o fac-
cie) non appartenenti alla
medesima stella sono riferiti
fra loro in modo che gli spi-
goli omologhi sieno incidenti
(e determinano quindi tre
piani passanti la retta
congiungente i vertici dei due
trispigoli), le rette intersezioni
delle faccie omologhe
ciono in uno stesso piano.

Infatti, le trc coppie di
spigoli omologhi (incidenti)
determinano i tre vertici di
un triangolo di cui i duc
trispigoli sono proiezioni; l¢
intersezioni delle faccie omo-
loghe sono i lati del triangolo.

La dimostrazione cade in
difetto se uno spigolo di un
trispigolo ¢ la congiungente
i due vertici, ma anche in
questo caso ! enunciato ¢
vero, anzi evidente.

per

giac-



Viceversa

sSe due triangoli senza cle-
menti comuni, giacenti in
piani diversi, sono riferiti fra
loro in modo che le congiun-
genti i vertici omologhi pas-
sino per uno stesso punto, i
lati omologhi sono incidenti
¢ ¢ incontrano in tre punti
della retta comune ai piani
dei due triangoli.

Infatti, in tal caso i duc
triangoli sono  sczioni  del
trigpigolo determinato dalle
congiungenti i vertici omo-
loghi.

La dimostrazione cade in
difetto, ma 1" enunciato  vale
ancora, nel caso che il punto
comunc alle congiungenti i
vertici omologhi dei due trian-
goli sia uno dei vertici.

Due triangoli (o trilateri)
nella relazione considerata,
cio¢ sezioni di uno stesso tri-
spigolo (o triedro), diconsi
prospettior.

I teoremi precedentemente

Se due triedri senza cle-
menti comuni e apparté‘nenti
a stelle diverse, sono riferiti
fra loro in modo che le in-
tersezioni delle facce ~omo-
loghe ginceiano in uno stesso
piano, gli spigoli omologhi
sono incidenti e determinano

tre piani passanti per la retta

che congiunge 1 vertici dei
due triedri.

Infatti, in tal caso i due
triedri  sono del
trilatero  determinato  dalle
intersezioni dalle facce omo-
loghe.

La dimostrazione cade in
difetto, ma I enunciato vale
ancora, nel caso che il piano
determinato dalle intersezioni
delle facee omologhe dei due
triedri sia una delle facce.

Due triedri (o trispigoli)
nella relazione considerata,
cioe proiezioni di uno stesso
trilatero (o triangolo), diconsi

proiczioni

prospettiod.

stabiliti servono a dimostrare

i seguenti, clie possono considerarsi come estensione di essi,
¢ sono correlativi fra loro nello spazio:

se due trilateri senza cle-

menti  comuni, giacenti  in

Se due trispigoli senza ele-
menti comuni, appartenenti
4
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uno stesso piano, sono - rife-
riti in modo che le tre coppie
di lati omologhi determinino
tre punti appartenenti ad una
stessa retta, le tre congiun-
genti i vertici omologhi pas-
sano per uno stesso punto.

ad una stessa stella, sono ri-
feriti in modo che le tre coppie
di spigoli omologhi determi-
nino tre piani passanti peruna
stessa retta, le tre intersezioni
delle facce omologhe giac-
ciono in uno stesso piano.

Bastera dimostrare il tcorema a sinistra:

Siano ¢ b ¢, &’ O’ ¢’ i due trilateri del piano =, aventi per
vertici rispettivamente opposti ad «, 0, ¢, ed &', b’ ¢ i punti
4, B, C; A, B, C'. 1 tre punti di intersezione dei lati omo-

loghi L = (aa’), M = (b0'), N = (cc’) appartengono alla

stessa retta u che, per le condizioni poste, non ¢ un lato,
né appartiene ad un vertice di due trilateri.

Per la retta u si conduca un piano t, diverso dal piano =
dei due trilateri, ¢ da un punto P, fuori dei duc piani = e =,
si proietti il trilatero «' ¢’ ¢' sul piano t, in guisa da otte-
nere un trilatero «,0,¢,, (di vertici A,, B3,, C,, rispettivamente
opposti ad «a,, b,, ¢,,) prospettivo ad «' 0" ¢'. Le coppic a,a,
0,0, c,e, si segheranno rispettivamente nei punti L, A, N
della retta u. Allora i due trilateri ¢ 0 ¢, «,, 0,, ¢, senza
elementi ecomuni e non giacenti nello stesso piano, risultano



riferiti fra loro in modo che le coppie di lati omologhi a«,,
bb,, cc,, si segano rispettivamente nei tre punti L, M, N
della retta u: pel teorema gia stahilito si deduce che le rette
AA,, BB, CC,, (congiungenti i vertici omologhi di «, b, ¢,
abc) passano per uno stesso punto O'. Ora si proiettino
da P sul piano = i triangoli ABC, A,B,C,; si otterranno ri-
spettivamente i triangoli ABC, A'B'C’ e le rette AA', BB,
CC', rispettivamente proiezioni di A4,, BB,, e CC,, passe-
ranno per uno stesso punto O, proiezione di O da P sul
piano . "

Cosi risulta dimostrato che le rette congiungenti i ver-
tici omologhi dei due trilateri abe, a’0’'¢’ passano per uno
stesso punto 0. In modo correlativo si fard per esercizio la
dimostrazione del teorema di destra.

1l teorema a sinistra che abbiamo stabilito, essendo un
teorema di gcometria piana fondato sulle proposizioni «, 0,
¢ d, e f (oI II, IIT) del capitolo 1°, ammette il suo cor-
relativo nel piano, il quale si enuncia cosi:

Se due triangoli senza elementi comuni, giacenti in uno
stesso piano, sono riferiti fra loro in modo che le tre con-
giungenti i vertici omologhi passino per uno stesso punto,
le tre coppie di lati omologhi determinano tre punti appar-
tenenti ad una stessa retta.

Le dimostrazione di (uesto teorema puo farsi seguendo
il procedimento che ha servito a dimostrare la legge di dua-
lith nel piano.

A tal fine (poiche il teorema non ¢ fondato soltanto sulle
proposizioni fondamentali del piano) immaginiamo i due
triangoli come le sezioni del piano che li contienc coi due
trispigoli, proiezioni di essi da un punto esterno. Questi due
trispigoli (senza elementi comuni) appartenenti ad una me-
desima stella, risultano riferiti in modo che i tre piani de-
terminati dalle tre coppie di spigoli omologhi passano per
una stessa retta; (uindi, pel teorema enunciato a destra, le
tre intersezioni delle facce omologhe giacciono in un piano;



ne seguc che le tre coppie dei lati omologhi dei due trian-
goli (sezioni delle coppie di facce omologhe dei duce trispi-
goli) si segano due a due in tre punti, che appartengono
ad una retta, sezione del piano in cui giacciono le interse-
zioni delle facce omologhe dei trispigoli e. d. d. Cid posto,
i tcoremi stabiliti pei triangoli (o trilateri) si possono rac-
cogliere '1'1,_@13' seguente enunciato :
Due triangoli (o trilateri) senza elementi comundi, gic-
centi o no in un medesimo piano, sieno riferdti fra loro:
Se le coppie di lati omoloyghi & inconirano rispettiva-
mente in tre punti appartenenti «d une stessa relta, le
tre congiangenti [ ccriict omologhi passano per wno stesso
punto. Se le tre congiungenti i vertici omologht passano
per uno stesso punto, ¢ lati omologhi s’ incontrano in tre
punti di una stessa retta.
COROLLARIO. * — Due triangoli di un piano scenza cle-
menti comuni sicno riferiti tra loro;
se le coppie di lati omologhi sono parallele, le congiun-
genti i vertici omologhi passano per un punto proprio o
sono parallele;
sc le tre congiungenti i vertici omologhi sono parallele,
le tre coppie di lati omologhi s incontrano in tre punti
propri sopra una retta, o due di queste coppic § incontrano
in due punti propri la cui congiungente ¢ parallela ai lati
della 3% coppia, o Ie tre dette coppie sono coppie di rette
parallele.
1l teorcma generale precedente (dove non si fa distin-
zione fra elementi propri ¢ impropri) in quanto si suppone
" che 1 duc triangoli giacciano in uno stesso piano, racchiude
due proposizioni corrclative nel piano, e si dice il feoreme
dei triangoli (o trilateri) omologics. Si dicono omnologici duc
triangoli o trilateri A’ un piano, nella relazione (reciproca di
s® stessa) considerata nell’ enunciato.
Dal teorema dei triangoli omologici, in cui ¢ ammesso
lo scambio degli clementi punto ¢ retta, come nclle pro-
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posizioni fondamentali del piano, seguirchbero tutti i teoremi
della geometria proicttiva piana senza far pit uso di co-
struzioni nello spazio (aggiunto pitt tardi il postulatovdella
continuitét, valido ugualmente per tutte le forme di 1* specie).
Ii gid ¢ stato osservato (§ 9, osservazione 1*) che di qui si
trac una nuova dimostrazionec della legge di dualith nel
piano. Per dedurre dalla dimostrazione di un teorema nel
piano, uella diretta dal suo corrclativo nel piano, bastera
A’ ora inmanzi (generalmente) operare lo scambio delle pa-
role « punto » ¢ « retta », ¢ gli scambi di parole che ne
conseguono, nella dimostrazione del dato  teorema. Ma
(come ¢ stato avvertito) in taluni casi giovera (sebbenc
non pitt necessario) ricorrere a costruzioni spaziali anche
per tecoremi della geometria piana, ed allora nel cercare la
dimostrazione di un teorema corrclativo colla legge di dua-
lith piana hisognera ancora ricorrere al procedimento ge-
nerale indicato.

Si possono ripetere queste.considerazioni per la stella,
dove il teorema prima cnunciato pei triangoli, si traduce
colla legge di dualith nello spazio nel seguente:

Due triedri (o trispigoli) senzae elementi comuni, aventt
0 no (o stesso vertice, sicno riferiti tra loro:

Se le coppie di spigoli omologhi giacciono rispettiva
mente (n tre piani passanti per unc medesima retta, le
tre intersesioni delle jacce omologhe giacciono in uno
stesso piano,

Se le intersesioni delle jfacce omologhe gz’accz’ono- in
1no stesso piuno, le coppie di spigoli onologhi apparten-
yono rispettivamente « tre piani passanti per una mede-
sima retie.

Questo tecorema, in quanto enuncia una proprictd della
stella, si dimostra anche considerando i triangoli omologici
sezioni dei due triedri con un piano non passante pel loro
vertice.
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§ 11. Teorema dei quadrangoli prospettivi e omolo-
gici, e correlativi. — Sussistono i seguenti teoremi corre-

lativi nello spazio:

Due quadrangoli piant
completi ABCD, A'B'C'D
senza elementi comuni (gic-
centi 0 no in un piano) sieno
riferiti fra loro in modo che
5 coppie di lati omologhi
AB, A'B’; AC, A'C’; AD, A'D’;
BC, B'C’; BD, B'D’; determi-
nino 5 punti appartenenti ad
una retta o, non contenente
uno degli 8 vertici,

anche la 6* coppig di
lati omologhi CD, C'D" de-
terminera un punto della
retta o, e le congiungenti i
punti omologhi passeranno
per uno stesso punto O.

Due angoli tetraedri com-
pleti afys, o'’y senza ele-
menti comuni (appartenentc
0 no ad una stessa stella)
riferiti fra loro in
modo che 5 coppie di spigoli
omologhi o3, «f'; ay, o'y'; a3,
o's"; By, B'Y'; PO, B'd determi-
nino 5 piani appartenent:
ad unea retia o, non giacente
in una delle 8 facce;

anche la 6* coppia
spigoli omologhi &, y'&' de-
terminerda un piano passante

sieno

di

. per la retta o, e le interse-

dei
qiaceranno

sioni piani omologht

in  wuno 8tesso

pLano o.

Basta dimostrare il tcorema a sinistra:
A tal fine si considerino le coppie di triangoli ABC,

A'B'C' ed ABD, A’B'D' che contengono insieme 5

lati dei

due quadrangoli (ecsclusi CD, C'D').
I due triangoli di una delle duc coppic nominate sono

riferiti in modo che le coppie di lati omologhi s’ incontrano
nei punti della retta o, onde (§10) le congiungenti dei punti
omologhi passano per uno stesso punto: questo punto ¢ il
medesimo per le duc coppic di triangoli, cssendo definito,
rispettivamente nei due casi, come intersezione delle rette
AA', BB, CC' ed AA’, BB, DD, cio¢ essendo O = (AA’, BI).

Dunque intanto le congiungenti A4, BB, CC’, DD', pas-
sano per un punto 0.

Cousiderando poi i due triangoli ACD, A'C'D’ in cui le
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congiungenti i -vertici: omologhi passano per un punto,
segue (§ 10) che le rette CD, C'D' s’incontrano sopra la

B

retta o, determinata dai punti intersezioni delle AC, A'C’
ed AD, A'D'; c. d. d.

In quanto I’ enunciato precedente a sinistra si consideri
conie un teorema di geometria piana (quando i due qua-
drangoli giacciono i uno stesso piano), esso da luogo al
seguente teorema suo correlativo nel piano :

Due quadrilatere completi di un piano, sensa elementi
comuni, sceno riferid in modo che 5 coppie di vertici omo-
loghi determinino 5 rette passanti per uno stesso punto che
non appartenge ad wno degle 8 lati;

anche la 6 coppic di vertici omologhi determinerd
wuna rette passante pel medesimo punto, e le 4 coppie di
lati omologhi 8¢ segheranno in 4 punti di una retia.

similmente il teorema a destra, in quanto ¢ teorema di
geometria nella stella, da luogo al seguente suo correlativo
nella stella:

Due quadrispigoli completi (in unce stella), sense ele-



menti comuni, sieno riferiti in. modo che § coppie difaccc
omologhe determinino 5 rette di un piano, non contenente
uno degli 8 sngolz
anche la 6* coppia di facce omolog/ze determinera

una retta del piano, e le 4 coppie di spigoli omologhi de-
termineranno 4 piani passanti per una retia.

Si dimostrgranno questi teoremi per esercizio, osservando
le varie relazioni che si hanno fra i quattro enunciati se-
condo le considerazioni del § 9.



CAPITOLO III

P

Gruppi armonici.

§ 12. Gruppi armonici di 4 punti e di 4 piani. —
Dati tre punti 4, 53, C di una retta u, si conducano per essi
tre rette (diverse da u) giacenti in un piano = per la retta
e determinanti un trilatero di vertici L, M, N, (vedi figura)
dove i lati opposti ad L, M, N passano ordinatamente per
A, B, C; si determini quindi i1 punto & = (AL . BM) in-
tersezione delle rette (AL), (BM).
Risulta cosli costruito un quadran-
golo completo KLMN di cui due
lati passano per A, due lati per B,
uno per C ¢ I’ultimo KN per un
certo punto D della retta u, che
viene definito appunto come inter- %
sezione delle rg:te w ¢ KN. Se A b B ¢
nello stesso piano del quadrangolo KLMN o in un altro
piano per la retta u, si considera un altro quadrangolo
(che pud costruirsi in infiniti modi col procedimento indi-
cato) di cui duc lati passino per 4, due per B cd uno per C,
si ha che il nuovo quadrangolo risulta riferito a KLMN in
guisa che cinque coppie di lati omologhi g incontrano in
punti (A4, B, ¢) della vetta «, quindi (§ 11) i sesti lati dei

‘
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due quadrangoli s’ incontrano nello stesso -punto D della
rettd u. '

Un gruppo di punti ABCD di una retta u, nell’ ordine
scritto, si dice armonico quando esiste un quadrangolo
completo (avente i vertici fuori della retta) di cui 2 lati
passano per A, due per B, uno per C ed uno per Dj allora
per le precedenti osservazioni esistono infiniti quadrangoli
cosiffatti (detti quadrangoli costruttori o generatori del
gruppo armonico). Segue pure dalle considerazioni prece-
denti che: dati tre punti 4, B, C di una retta u«, nell’ ordine
scritto, vi & un gruppo armonico ABCD a cui essi appar-
tengono; il punto D si dira il quarto armonico dopo A, B, C.

Ma. per giustificare tale denominazione occorrera stabi-
lire che il punto D ¢é proprio un quarto punto della retta
distinto da A4, B, C. Risulterd questo fatto dalla dimostra-
zione seguente, la quale ci dird anzi di piu, cioé che D in-
sieme a C separa A, B su u.

Sia LMNK un quadrangolo costruttore del gruppo ar-
monico ABCD, di cui i lati LM, NK passino per A; MN,
LK per B; MK per C; LN per D. Sopra AL si prenda un
punto S che insieme ad M separi A4, L, in guisa che la
retta CS non passi per L, M, N, K; e si determini quindi
il punto O intersezione delle rettec LN, SK. Sieno X, D, Y le
rispettive proiezioni di M, L, S sulla retta AB, fattc da O;
¢ sia P la proiezione di M sulla NK, fatta pure da O:

Poiché le coppic AL, MS che si separano vengono pro-
iettate da X, nelle coppie AB, CY, si conclude che ueste
ultime debhono purc separarsi.

Si ha poi che debbono ancora scpararsi le coppic AR,
XC, poiche esse si ottengono dalle AL, MS con due suc-
cessive proiezioni: una prima proiezione da O, per cui i
punti A, L, M, S vanno in 4, N, P, K; ed una seconda
proiezione da M, per cui i suddetti punti 4, N, P, K vanno
giusto in A4, B, X, C.

Ora si ha dunque che i due punti X, ¥ appartengono a



quel segmento AB, che non contiene C. Facciaino vedere
che il punto D é pure contenuto in quel segmento e preci-

S

]

samente fra X, Y. Percio basta osservare che le coppie AL,
MS si proiettano da O nelle AD, XY, e quindi A e D sepa-
rano X, Y.

Si conclude pertanto che D ¢ interno al segmento AB
che non contiene C, nel che é inclusa 1’ affermazione che
esso ¢ distinto da A4, B, C.

Si pud dunque enunciare il teorema :

Se in una punteggiata sono dati tre punti A, B, C, esiste
un quarto punto D, distinto de essi, tale che risulti ar-
monico il gruppo ABCD: questo punto D insieme « C se-
para A, B.

In modo corrclativo nello spazio si definisce come «rmo-
nico un gruppo di 4 piani afys d’ un fascio, quando esiste
uno ¢ quindi infiniti angoli tetraedri completi (costruttori)
di cui duc spigoli- giaceiano su «, due su $, uno su y ed
uno su &; si dimostra quindi che: Dati tre piani =, B, vy



d’un fascio, esiste in esso un qnarto armonico &, che con y
separa o, B.

§ 13. Scambi tra gli elementi d’un gruppo armo-
nico. — Nella definizione di un gruppo armonico (ABCD)
o (ayfd), non si distingue D ordine degli elementi della
coppia AB o CD, tanto che possiamo senz’ altro affermare
che: se é armonico il gruppo (ABCD), saranno armonici
anche i gruppi (BACD), (ABDC), (BADC). Invece le coppie
'AB, CD compariscono disugualinente nella definizione di
gruppo armonico, sicché non si potrebbe dire @ priori che
se & armonico (ABCD), sia tale anche (CDAB).

Ma cid puo stabilirsi costruendo un cffettivo quadran-
golo di cui due lati passino per C, duc per D, uno per A,
uno per B.

Sia LMNK un quadrangolo costruttore del gruppo armo-
nico di cui i lati LM, NK passino per A, MN e LK per B,
MK per C e LN per D.

A ¢ B D

Si determini il punto S intersezione delle rettec DA, CL,
e s’ indichi con 7 il punto comune alle LN, MK,

I due triangoli LSAM ¢ KTN sono riferiti in modo che le
coppie di lati LM, KN, SM, TN; SL,TK, & incontrano ri-
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spettivamente nei tre punti 4, D, C della retta AB; quindi
le congiungenti i vertici opposti S7, KL, MN passeranno
per un medesimo punto, cio¢ la S7' passerd per il punto B
comune alle altre due rectte. I (uadrangolo SLMT ha
dunqgue due lati SL, I'M per C, due lati LT, SM per D, un
lato LM per A, ed un lato ST per B. Iisso prova che CDAB
é un gruppo armonico c. d. d.

Si pud dunque enunciare il teorcima:

Se sopra una retia (o correlativamente) inun fascio di
plani ¢ armondico il gruppo di 4 elementi ABCD, sono ar-
monici anche ¢ gruppi BACD, ABDC,” BADC, CDAB, CDBA,
DCAB, DCBA. Gli altri 16 gruppi che si ottengono dal dalo,
permutando (n tuttl [ modi possibili ¢ suol elementi, non

‘

SONO Armonice.

Ad esempio, non ¢ armonico il gruppo ACDB, perché in
esso le coppie AC, DB non si separano.

I dunque giusto di considerare I’ armonicita del gruppo
ABCD come una relazione tra le coppic AB, CD (BA,
CD ecc.), la quz}lo si esprimera dicendo che tali coppie sé
separano armonicamente, o che AB (o BA) sono coniugati
armoniel rispetto a €, D ¢ viceversa.

§ 14. Gruppi armonici di 4 raggi d’un fascio. —
Sussistono i seguenti teoremi correlativi nello spazio :

Proiettando da un asse Segando con unae retta
(non incidente «l sostegno (non incidente all’ asse del
della punteggiate) un gruppo  Jjascio di piani) un gruppo
armonico di £ punti (ABCD) armonico di 4 piani (afyd)
A&’ una retla s, s¢ otticne un d'un fuscio, si otticne un
gruppo armonico di piciel  grappo  armonico dio puidi
(afy®). ' (ABCD).

Basta dimostrare il tecorcima a sinistra.

A tal fine si seghi con un piano, non passante per 1’ asse,
il gruppo di piani («£¢?), in guisa da ottencre un gruppo di
4 raggl («bed), appartenente ad un fascio di centro S (vedi
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figura) prospettivo ad (ABCD). Sulla retta ¢ si fissi un
punto R (fuori di S e di s) e si determinino le rette AR,
‘ ' " BR seganti rispettivamente
in Pe Q le rette a, 0; al-
lora la retta r = (PQ) pas-
sera per D, essendo PQRS
un quadrangolo completo
costruttore del gruppo ar-
monico (ABCD). Si consi-
deri ora il quadrilatero
completo pgrs individuato
dalle rette p = AQ, ¢ = BP, r = PQ ed s, sostegno della
15unteggiata ABCD; esso ha i vertici 4, P su a, i due ver-
tici B, Q su b, il vertice R su ¢, ed il vertice D su d, quindi
viene proiettato da un punto dell’ asse del fascio afyd se-
condo un zingolo tetraedro costruttore di un gruppo armo-
nico di piani; ¢. d. d.

Dai due teoremi stabiliti consegue il seguente:

Se un gruppo di 4 raggi (abed) d’ un fascio vien seyuto
da una retta del suo piano non passante pel suo centro, o
proietiato da una retia pel ceniro del fascio fuori del swo
piano, secondo un gruppo armonico di elementi (punti o
piant),; ogni retia pel centro del fascio non appartenente
al fascio, proiettera il gruppo (abed) secondo un gruppo
armonico di piani; ed ogni retia del suo piano non pas-
sante pel centro segherd il gruppo (abed) secondo un gruppo
armonico di punti.

Un tal gruppo di raggi (abed) di un fascio che soddisfi
alla condizione enunciata, reciproca di sé stessa, dicesi ar-
monico. Risulta allora:

Dati 3 raggi @, 0, ¢ A un fascio, nell’ ordine secritto, vi é
un quarto raggio ¢ del fascio (quarto armonico) che da
con cssi un gruppo armonico (adbed), e con ¢ separa «, O.

Se il gruppo di raggi (abed) &’ un fascio ¢ armonico,
sono armonici anche i gruppi (bacd), (adbdc), (bade), (cdad),
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(deabd), (cdba), (deba), (onde a, b si dicono coniugati armo-

nici rispetto a e, d, ecc...).

Dal fatto che un gruppo armonico di raggi puo conside-
rarsi come sezione d’un gruppo armonico di piani o come
proiezione d’un gruppo armonico di punti, seguono i due
teoremi seguenti (correlativi nello spazio):

Se un gruppo di 4. ragg:
(abed) di un fascio é armo-
nico, esistono infiniti qua-
drilateri  ( costruttori del
gruppo arinonico ) aventi due
vertici su a, due su b, un
vertice su ¢ ed uno su d;
viceversa, se esiste un Sif-
Jatto quadrilatero, il gruppo
(abed) é armonico ed ogni
altro quadrilatero avente due

Se un gruppo di 4 raggi
(abed) di un fascio é armo-
nrco, esistono infiniti qua-
drispigoli ( costruttori del
[/l"Lt])])O armonico) aventi due
Juacce che passano per a, due
per b, una faccia passante
per ¢ e una per d; vice-
versa, se esiste un siffatto
quadrispigolo, il gruppo
(abed) é armonico, ed ogni

vertict su a, due su b, uno
su ¢, ha
su d.

altro quadrispigolo avente
due facce _passanti per a,
due per ' ed

U ultimo vertice

una per c,
ha U ultima faccia passante
per d.

Osserviamo, riferendoci per csempio al tcorema di si-
nistra, che la prima parte di esso si deduce dalla definizione
di un gruppo armonico di raggi come figura proiezione (da
un centro) di un gruppo armonico di punti, col ragiona-
mento fatto nella dimostrazione del primo tecorema a  sini-
stra di questo §, mentre si deduce subito dalla definizione
di gruppo armonico di raggi come figura sczione di un
gruppo armonico di piani, segando un angolo tetracdro co-
struttore del gruppo armonico di piani. Quanto alla scconda
parte del nominato teorema cssa scgue, o proicttando un
quadrilatero costruttore del gruppo armonico di raggi, o col
ragionamento correlativo nel piano di quello ¢he permette
di costruire un tal quadrilatero, dato un quadrangolo co-
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struttore di un gruppo armonico sezione del gruppo di raggi.
Dall’ esistenza di un siffatto quadrilatero costruttore del
gruppo, segue 1 esistenza di infiniti altri, basandosi sul teo-
rema relativo ai quadrilateri- del § 11, precisamente con
considerazioni correlative nel piano di quelle occorse nel § 12. -

Si vede dunque che le proprieta di un gruppo armonico
di raggi d’ un fascio, sono correlative nel piano di quelle di
un gruppo armonico di punti e correlative nella stella di
quelle di un gruppo armonico di piani. Sccondo la legge
di dualithd nel piano o nella stella si poteva porre 1 esi-
stenza di un quadrilatero, o rigpettivamente quadrispigolo
costruttore, come gruppo armonico di
raggi, ma non si sarchbe visto subito che le due definizioni
sono equivalenti.

I seguenti teoremi sono correlativi nel piano:

definizione di un

In un quadrangolo com-
pleto, due lati opposti 8010
coniugali armonici rispetto
alle due rette diagonali che
passano pel loro punto  co-
mune.

In un quadrilatero com-

pleto, due vertice  opposti
Sono coniugali armonict ri--
spetto ai due puntd diago-
nali che appartengono alla

loro congiungente.

b

Per la dimostrazione riferiamoci, per esempio, all’ enun-
ciato di sinistra. Allora, adottate le designazioni dell’ unita
figura, si ha che le 4 rvette AB, CD, AC, BD determinano
un quadrilatero completo avente due vertici (4, C) su AC,
due vertici (B, D) su 3D, un vertice (1) su PM ed un ver-
tice (V) su PV; cio dimostra che le 4 rette P4 (= AC),
PB (= BD), PM, PN formano un gruppo armonico, c. d. d
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§ 15. Conservazione dei gruppi armonici nel riferi-
mento di due forme di 1.* specie mediante proiezioni
e sezioni. — Le cose principali dette sui gruppi armonici
si posseno enunciare complessivamente per le varie forme
i 1.* specie dicendo:

Dati 3 elementi di unc forma di 1.2 specie in un ordine,
assegnato risulta determinato un quarto armonico.

Le coppie di coniugati armonici Si separono.

se (ABCD) é un gruppo armonico di elementi di
una forma di 1 specie, sono armonici anche i gruppi
(BACD), (ABDC), (BADC), (CDAB), (DCAB), (CDBA), (DCBA).

Qualunque proiesione o sesione di un gruppo armonico
di elementi ¢ un gruppo armonico.

Abbiamo denominato prospeftive due forme di prima
specic, allorché una di esse si deduce dall’ altra con una
proiezione (e la seconda dalla prima con una sezione) (§ 4):
due tali forme si riguardano come riferite 1’una all’altra,
nel senso che a ciascun clemento dell’ una viene associato
quell’ elemento dell’ altra che ¢ sua proiezione o sezione;
si pud dire che quei due elementi delle due forme (di cui
uno ¢ proiezione dell’ altro) si corrispondono nella prospet-
ticita stabilita. '

si dicono anclie prospettive due forme di prima specie
-omonime, allorch¢ csse si riguardano come proiesioni o
sesioni di una medesimea, cosi due punteggiate u «’ riguar-
date come sezioni di uno stesso fascio di raggi U o di uno
stesso fascio di piani: due fasci di raggi U, U’ riguardati
come proiezioni di una stessa punteggiata v o come sczioni
di uno stesso fascio di piani: duc fasci di piani riguardati
come proiczioni di una stessa punteggiata o di uno stesso
fascio di raggi.

Parliamo per semplicith del primo caso rappresentato
dalla figura 1.2 Le u, «' risultano riferite nella prospettivita
posta, corrispondendosi due punti come A4, 4' o B B, ecg,

sezioni di uno stesso raggio di U. Si puo dire che il riferi-
5
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mento prospettivo tra w«, «' si ottiene riferendo prima pro-
spettivamente la u ad U (cioé eseguendo una proiezione),

ﬁ\U
/
/,l‘l\\
’
VAR
s VN
. 71\
// ;v\
VA B A
// 1 \ \\
/ /‘ ! \
/ ] ! \
w | g
Lo 73 \
|
,/A IIB \ \\
/ ! | \
'U/,’/ /I ‘l \
’ . v
/4' B’ TAd \D'
Fig.'1 Fig. 2

poi U ad u' (cioé eseguendo una sezione); con cid si ven-
gono a fare corrispondere ai punti 4, B, .. di «, rispetti-
vamente i punti A, B, C'..,, di t/, e viceversa.
Consideriamo ora tre punteggiate u, u’, ", ¢ supponiaimner
che la u sia prospettiva alla «' e questa (anche) alla .
Allora ad ogni punto -4
diu corrisponde w2 pun-
to A" di v (la sua pro-
iezione da U) e ad ogni
punto A" di «' u» punto
A" di «” (la sua pro-
iczione da U’); tanto
che si pud dire che ad

ogni punto di u viene a

corrispondere, colle ope-
razioni eseguite, un punto di «”, mentre le operazioni stesse
eseguite in senso @wverso fanno corrispondere a ciascun
punto di »” un punto di u (quello da cui esso nasce colle
proiezioni successive eseguite da U, U’ rispettivamente su
u, v'). Le w, v’ vengono dunque ad esscre riferdte fra lovo,
nel senso detto innanzi, e si pud dire che il riferimento ¢
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ottenuto riferendo la u (prospettivamente) alla u’, e la
(prospettivamente) alla «".

Ma questo riferimento non é in generale una prospetti-
vitd, e anzi si pud vedere che lo & soltanto in due casi,
cio¢ se le u, u', u' passano per uno stesso punto, oppure
se U, U” sono allineati coll’ intersezione di u, u”.

- Non vi é alcuna difficolth a estendere le cose dette al
caso in cui si abbiano pitt punteggiate, ed in generale pil
forme di prima specie w, «’, v”.... u ), disposte in un certo
ordine, e siffatte che ciascuna di esse sia prospettiva alla
precedente e alla consecutiva, Allora si ottiene fra la prima
e I'ultima forma (u, «™) un riferimento del quale ad ogni
elemento di « corrisponde un elemento di w( e viceversa:
la corrispondenza (o riferimento) viene stabilita colle costiu-
zioni (proiezioni e sezioni) successivamente eseguite. Si puo
dive che si¢ passa dall’ une all’ altra forma mediante
un numero finito di proiesioni o sesioni, cio¢ le u, uv,
sono riferite mediante proiesioni e sesioni, cio¢ con quelle
proiezioni e sezioni che fanno passare da ogni forma a
quella prospettiva che le succede nel dato ordine, e che
permettono di dedurre da ogni elemento della ©« wun corri-
spondente in ¢, Queste proiezioni e sezioni sono le stesse
(cioe fatte da ugual centro o asse e sulla stessa retta o
piano) per tutti gli elementi della prina forma.

liseguendo in ordine inverso le nominate proiezioni e se-
zioni, si passa dall’ ultima forma alla prima, cio¢ si costrui-
sce la corvispondenza (necerse della prima, e (uesto vale
anche se (come puod accadere) le due forme sono sovrapposte.

Abbiamo veduto che ogni proiczione o ‘sezione di un
gruppo armonico di clementi di- una forma di prima specie
¢ ancora un gruppo armonico, (uindi si ha il teorema:

Se due forme di prima specie sono riferdie fra loro me-
diunte proiesioni e sezioni, ad ogni gruppo armonico di
qualtro elementd dell una corrisponde wn gruppo arimnonico
di quattro elementi (omologht) dell’ altra.
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§. 16 Questione fondamentale. — Il concetto di riferi-
mento di due forme, ossia di corrispondenza tra di esse,
scaturito dalle nostre considerazioni precedenti, ¢ suscetti-
bhile d’una pit ampia estensione.

In sostanza cuel concetto consiste in cio, che, quando
mediante proiezioni e sezioni si passa da una forma ad un’ al-
tra, noi pensiamo di associare idealmentc 1’ elemento di par-
tenza nella prima forma all’ elemento costruito nella seconda.

0Ogni altro sistema di operazioni, eseguite sull’ una forma
e conducenti da un elemento di essa ad un elemento del-
I’ altra, permette una siffatta associazione ideale e quindi
stabilisce una corrispondenze univoca tra la prima c la
seconda forma, e questa corrispondenza sard bi’u;zivoca (ed
allora le forme risulteranno riferite tra loro), sc le opera-
zioni eseguite sono invertibili, facendo passare da ogni ele-
mento della seconda forma ad wuno della prima.

Ad illuminare il concetto consideriamo i seguenti esempi:

1.° Se la retta « (concepita come un filo di elasticita
variabile) si muove nello spazio assumendo una nuova po-

' sizione «’, le u, ' risultano fra
' b b o loro riferite, ad ogni punto di u
Yoy | | venendo a corrispondere la posi-

4 B ¢ zione assunta in ', ¢ viceversa.

In particolare cio accade se il movimento considerato ¢ quello
della retta rigida (movimento della Geometria elementare).

2.2 Si abbiano due rette u, u' e su ciascuna venga
fissato un punto e un senso positivo, in guisa che venga
stabilito un sistema di ascisse® (supposta data I’ unith di
misura ). Se poiliamo y = ar + b dove {Zs ’# 0, le u, u'

ce + d
risultano riferite fra loro, corrispondendo ad ogni punto @
il punto y, e viceversa ad ogni punto y il punto » =
O — dy
cy — «
corrispondenza univoca, ma non hiunivoea, perché in generale

. Se invece poniamo y = %, si ha tra v cd «" una



ad ogni punto y ne corrispondono due diversi: z == -

se y ¢ positivo, e nessuno se y ' o y A
¢ negativo. Se poniamo y = 2° (') ' |
si ha tra v ed ' una corri- | z A
3 .
spondenza bhiunivoca, perché x = v y ha sempre un va-

lore reale.

3.° Se immaginiamo che sulle rette u, ' si muovano
in un senso costante contemporaneamente due punti, pos-
siamo associare i punti di esse clhic segnano posizioni dei
rispettivi mobili occupate nel medesimo istante. Si avra
cosl una corrispondenza biunivoca fra le due rette, se si
suppone che i due punti mobili deserivano intieramente cia-
scuno la relativa retta, in un medesimo intervallo di tempo.

Noi possiamo pensare una cbrz’z’spomlensa biunivoca
posta fra due forme (sicno csse di 1.* specie o anche di
2.2 o 3. specic) prescindende dall’ operazione (di natura
geometrica, analitica, fisica ecc.) che fa passare da ogni
punto dell’una ad wn punto (suo corrispondente od omo-
logo) dell altra e viceversa. Una cosiffatta  corrispondenza
pud anche pensarsi in due modi: come corrispondenza
univoea tra u, «' ¢ come corrispondenza univoea tra o' ed u
{{neerse della prima); se nel primo caso si designa con =,
nel secondo caso si designera con w—1,

Sc sono date tre forme u, «’, w’, e tra la prima e la se-
conda, e cosi tra la seconda e la terza, ¢ data una corri-
spondenza hiunivoca si ottiene sempre una corrispondenza
bionivoca tra u, ", in cui si corrispondono gli elementi
omologhi ad uno stesso di «’ (le opcrazioni che fan pas-
sarc da © ad w’' si otterrchbero eseguendo successivamente
quclle che fan passare da u ad «’ e da u' ad «”). La corri-
spondenza ottenuta fra u, w”, si dice prodotto delle due tra
u, ue uw, u', e sequeste vengono designate rispettivamente
con m, t essa si designa con w = v «; lasua inversa (tra

" u)e w—t=g—1r—1
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1.° EsEmMplo. * — Se le m, t sono due corrispondenze
generate rispettivamente da due movimenti sovrapponenti
v adu eu ad u”, la t = ¢ la corrispondenza generata dal
movimento, composto dei due primi, che sovrappone u ad u".

2. EsemMpP10. — Se le u, u', " sono rette, e le «, T sono
due prospettivita, la t = ¢ il riferimento tra u, u"” ottenuto
eseguendo anzitutto la prima proiezione di # su u’, e poi
quella di «’ su u"” (confronta § precedente).

In tutte le cose dette non ¢ affatto escluso che u, u' od
u, v’ ecc. sieno forme Sovrapposte, cio¢ costituiscano una
stessa forma (per es., si pensi al movimento d’ una retta
su sé stessa, ecc....).

Ma finche alla definizione generale di corrispondenza biu-
nivoca tra due forme non si aggiunge altra condizione, non
¢ possibile trovare alcuna proprieta delle corrispondenze.

La teoria generale delle corrispondenze, che ¢ tanta
parte della moderna Geometria, da luogo a due ordini di
ricerche:

« ) Definita una corrispondenza mediante un partico-

lare sistema di opcrazioni, desunierne le proprieta.
- Ad esempio, definita la corrispondenza biunivoca tra duc
rette mediante il movimento * (della retta rigida) si ha la
proprietd che i segmenti corrispondenti sono uguali. Definito
il riferimento di due rette mediante proiezioni e sczioni, si
ha la proprieta che ad ogni gruppo armonico dell’ una cor-
risponde un gruppo armonico nell’ altra.

b) Ammesse alcune proprieta di una corrispondenza
biunivoca fra due forme, desumere uali proprieta dovra
avere di conseguenza la corrispondenza posta, ¢ stabilire
un sistema di operazioni che permettano di costruirla.

In uno studio approfondito delle corrispondenze non c¢i
si puo limitare al primo ordine di ricerche, ma occorre
completarlo col proporsi il problérna inverso 0), che per-
mette di distinguere cquali propricta della corrispondenza
sono caratteristiche.
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Se ci riferiamo agli esempi innanzi citati, diamo luogo
cosi alle seguenti questioni.:

Se fra due rette intercede una corrispondenza biunivoca,
tale che ad ogni segmento dell’ una corrisponda un segmento
uguale *, si puo sovrapporre I’ una retta all’ altra col movi-
mento (della retta rigida) in guisa che i punti corrispondenti
vengano a coincidere ? .

I facile persuadersi che la risposta alla precedente que-
stione ¢ affermativa. Cid mostra che la proprietd di conser-
vare la lunghezza dei segmeriti é la proprietd caratteristica
della corrispondenza tra due rette, generata dal movimento.

In modo analogo (rispetto al 2.° csempio citato) sorge
la questione:

Se fra due rette (o pitt in generalc fra due forme di
prima specie) intercede una corrispondenza biunivoca in cui
ad ogni gruppo armonico dell’ una corrisponda un gruppo
armonico dell’altra, si potra considerare la corrispohdenza
come un riferimento mediante proiezioni ¢ sezioni?

Tale questione, che si presenta naturalmente nell’ ordine
di idee accennnato innanzi, ¢ fondamentale per la Geometria
proiettiva.

Ma, o quanto pare, la sua risoluzionc affermativa non
pud dedursi dai postulati I, II, III, IV, V, innanzi introdotti.

Occorrera dunque rivolgerci nuovamente all’ intuizione,
e, senza uscire dalla considerazione di proprieth grafiche,
perverremo piu tardi alla risposta desiderata.

Ma, prima di far questo, noteremo un semplice caso di
corrispondenze biunivoche tra forme di 1.2 specie, per le
quali i gruppi armonici sono conservati. Tali corrispondenze
verranno definite indipendentemente dal riferimento me-
diante proiezioni e sezioni, e daranno luogo a cqualche ap-
plicazione.

§ 17. * Proprieta metriche dei gruppi armonici. —
Anche indipendentemente dal riferimento. di due forme di
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1.* specie mediante proiezioni e sezioni, possiamo acquistare:
la nozione di corrispondenze biunivoche tra forme di 1.2 spe-
cie, che conservano i gruppi armonici. Ne da esempio la
corrispondenza hiunivoca tra due forme di 1.* specie omo--
nime, che nasce sovrapponendo con un movimento I’una
forma all’ altra, nel senso della geometria elementare.
Invero si muova, p. es. la retta u su cui é il gruppo:
armonico ABBD. portando la © in una nuova posizione u',

C . 4D B - A4 D B
ed ABCD in A'B'C'D'. Tale moto nasce da un movimento
dello spazio nel quale un quadrangolo LMNK costruttore
del gruppo armonico ABCD viene portato in un (uadran-
golo L'M'N'K’ (nello stesso piano o in un altro), di cui due
lati passeranno per A’, due per B3, uno per C’, uno per D’;
onde'il gruppo A'B'C'D’ (uguale ad A B C D) risuitera pure
armonico.

(Pitt in generale anche che se si muovono due forme di
1.* specie prospettive (omonime o no), la corrispondenza
biunivoca, che nasce tra le duc forme della nuova posizione,.
conserva sempre i gruppi armonici).

Cid posto, & facile dimostrare le seguenti proprieta metriche.

1. TEOREMA. — Sopra una retta (proprie) il coniungato
armonico del punto «ll’ infinito rispetto « due punti (propri)
A, B, é il punto medio O del loro seqymento finito.

Si muova la retta sovrapponendola a s¢ stessa col por-

l , ] tare A in B ¢ B in A. Il punto al-
A 0 B I’ infinito non muta, quindi neppure
il suo congiugato armonico: ma cuesto (che appartiene al
segmento AB) deve essere scambiato col simmetrico ri-
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spetto al punto medio O di AB, percid esso coincide con O;
c. d. d.

‘2.2 TEOREMA. — In un fascio proprio di raggi (o di
piant) le bisettrici (o rispetfivamente i piani bisettor:i)
degli angoli di due rette a, b (o di due piani o, B) sepa-
rano armonicamente-le due rette ( o rispettivamente i due
piant),

Sia ¢ una di queste bisettrici (fra loro ortogonali). Si
muova il piano sovrapponcndolo a s¢ stesso con una rota-
zione attorno a ¢; allora 1 raggi
«a, b vengono scambiati mentre ¢
non muta, quindi non muta il
suo coniugato armonico d rispetto
ad @, 0; ma d deve cssere scam-
biato colla retta del fascio sim-
metrica rispetto ad «, 6, quindi .
d ¢ ortogonale a ¢, ¢ percid essa hiseca I' altro angolo delle
due rette cui ¢ ¢ esterno, c. d. '

3.2 TEOREMA. — Se ABCD ¢ un gruppo armonico di
punti propri ' une retie \, ¢ punti C, D dividono mtel’—
namente ed esternamente il segmento finito AB nello stesso
rapporio, ¢ ricecersa. (Lo stesso dicasidi C, D rispetto ad A, B).

Si proiettino 4, B, C, D da un punto U (del cerchio di
diametro ¢D), da cui si veda il segmento € D sotto angolo
retto; allora la condizione di ar-

monicita del gruppo U (ABCD) U

¢ che le rette UC, UD hisechino

gli angoli delle UA, UB (pel

2.° teorema). Ma per una nota < -

ronreth i eenm et , C A D B
proprieta di geometria elemen- .
tare, questa condizione cquivale all’ altra che sia f;g =
AU _ AC (denotand . 4 doi o t finiti
BU = po (denotando cosi 1 rapporti dei segmenti finiti

come in geometria clementare ).



Cio prova il teorema.

OSSERVAZIONE. — Come caso limite (portando un punto
all’ infinito ) si ha da questo il 1.° teorema. '

4.° TEOREMA. — Se abed (o afy8) é un gruppo armo-
nico di 4 raggi (o piani) d’ un jascio ( proprio) si ha:
sena c__ sena d sen &y __ sen a?d
senbe senbd’ sen By sen B o

Cid segue dal fatto che i rapporti dei segmenti finiti inter-
cetti sopra una secante dalle coppie di raggi o piani del
fascio, sono proporzionali ai rapporti dei seni dei loro angoli
(cfr. § 34), e che la sezione d’una retta con un gruppo
armonico di raggi o di piani ¢ un gruppo armonico di punti.

EsERcizio. — Qual' ¢ il coniugato armonico del raggio
all’ infinito d’ un piano rispetto a due rette (proprie) parallele
di questo piano?

e viceversda.

0 7ISp.

1t S~~~




CAPITOLO IV

~—~—————

Il postulato della continuita e le sue a.pplida.zioni.,.-'

§ 18. Postulato della continuitd. — Nel § 16 ci siamo
imbattuti in una questione, che, a‘qtianto sembra, non puo
essere risoluta fondandosi soltanto sui postulati introdotti.
I quindi naturale di ricorrere nuovamente all’ intuizione e
desumerne nuovi dati per risolvere tale questione, ossia ¢
naturale di introdurre qualche nuovo postulato. Cid é giu-
stificato non soltanto dal punto di vista logico nel modo di
concepire la Geometria, che abbiamo sviluppato nell’ intro-
duzione. ,

Ma la questione posta nel § 16 appare cosi lontana da
quelle chie possono formare oggetto d una soluzione intui-
tiva, che essa non ci darcbbe nessuna guida nella ricerca
del nuovo postulato. ‘

Conviene percid tornare all' esame dei postulati introdotti,
¢ vedere come sotto altri punti di vista appare che in essi
manca qualehe elemento essenziale della nostra intuizione
spaziale.

Enunciamo qui alcune osservazioni intuitive:

1.° Se in un segmento di retta due punti si muovono
descerivendo il segmento in senso opposto, essi si incontrano
in un punto. (Sc due punti mobili descrivono una retta in
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senso opposto, essi & incontrano in due punti che separano
le posizioni assunte in ogni istante dei nominati punti mobili).
2.° Se in un segmento di retta due punti A, B si muo-
vono nello stesso senso, ed il punto 4 in un dato istante
precede B e in un altro istante lo segue (in-un ordine del
segmento), vi ¢ un istante intermedio in cui i due punti
s’ incontrano. .
Analogamente si dica per le altre forme di 1.* specie.
3.° Nel piano si possono concepire curve chiuse C che
lo dividano in due regioni di punti interni cd esterni, in
c modo che se A4, B sono due punti
del piano, 1'uno interno e I"altro
esterno, ciascuno dei duc  se-
ementi 4B della retta congiun-
B gente i due punti abbia sempre
un punto (alimeno) comune colla
curva C.

(Quest’ ultima  osservazione
contiene la nozione non bene determinata di linea chiusa,
ma, p. es., applicata al cerchio ¢ di uso frequente nella:
Geometria elementare ).

Queste ed altre propricta intuitive analoghe. si riattaccano
al nostro concetto grossoiano della continuite dello spazio.

Certo pero che sarchhe difficile di precisare tutto c¢io che
includiamo in questa nozionc complessa; potremo pero do-
mandare di desumere ¢ualche enunciato preciso (suscetti-
bile di essere introdotto come postulato), dal quale si de-
ducano le fondamentali propricta intuitive che si riattaccano
nella nostra mente a cuella nozione. I ¢id potremo ottenere
definendo ed ammettendo la continuita della retta, ¢ simul-
tancamente di tutte le forme di 1.* specie.

Ma prima giova osservare che nulla di relativo alla
nozione della continuith ¢ contcuuto nei postulati prece-
denti, tantoch¢ se dello spazio consideriamo solamente i
punti propri le cui coordinate (in un sistema cartesiano)
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sono razionali e vi uniamo i punti impropri delle rette che
hanno coseni di direzionc razionali, facendo astrazione dai
rimanenti, possiamo dire che essi danno luogo ad una forma
per la quale valgono tutti i postulati gid introdotti, ma non
sussistono pitt le proposizioni corrispondenti alle proprieta
intuitive sopra menzionate.

In un segmento ordinato AB d’una forma di prima specie,
un elemento C determina. duc scginonti ordinati AC, CB;
se si pensa di considerare I’ elemento C come appartenente
ad un solo dei due segmenti AC, CB, si ha una divisione
in parti del scgmento AB, la quale gode delle seguenti
propricta:

1.2 Ogni elemento del segmento AB appartiene ad una
delle due parti.

2.° L’eclemento A appartiene ad una delle parti (che
diremo la prima) ¢ 1 clemento B all’altra; 1’ elemento C
puo appartenerc. indifferenteimente all’ una o all’ altra. parte
secondo il fissato.

3. Ogni clemento della prima parte precede ogni cle-
mento della scconda. :

Per gencralith si potra considerare anche il caso che il
punto C cada in 4 o in B: attribuendolo rispettivamente
nei due easi alla prima o alla seconda parte, si ha ancora
una divisione in parti che soddisfa alle proprietd enunciate,
dove una delle parti ¢ costituita dall’ estremo A4 o B del
segmento, ¢ 1 altra da tutti gli elementi rimanenti di esso.

Ammetteremo ora il seguente postulato:

VI. Se un segmento ordinato AB di una forma di
1M specie ¢ diciso in due parti in guisa che:

1° ogni eclemento del segmento AB appartenga ad
una delle due parti,

2L Uestremo A appartenga alla prima parte e B
alla seconda,

3.2 un elemento qualunque della prima parte preceda
un elemento della seconda :
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esiste un elemento C del segmento AB (che puod appar-
tenere all’ una o all’ altra parte) tale che ogni elemento
di AB che precede C appartiene alla prima parte, ed ogni
elemento di AB che consegue a C appartiene alla seconda
parte nella divisione stabilita.

Se una delle due parti & costituita dal solo elemento
A o B, I'elemento C ¢ il detto estremo A o risp. B del se-
gmento. .

OSSERVAZIONE 1.2 — Il postulato introdotto si pud dire
rispondente al primo dei fatti intuitivi sopra menzionati.
Invero si possono considerarc le due parti in cui il segmento
AB ¢ diviso, come ordinate in senso opposto, e stabilire
che esse vengano descritte dal movimento di due punti che
si vengono incontro: il punto d incontro verrchbe qui ad
essere contato come appartenente ad ambedue le parti, ma
pud immaginarsi attribuito ad una sola (e tolto dall’altra)
e cio deve farsi per conservare I’ ipotesi posta sulla data
divisione in parti.

OSSERVAZIONE 2. — Basta ammettere il postulato VI ad es.
per la retta, e si deduce quindi per le altre forme di prima
specie con una proiezione. Basta pure ammettere 1’ esistenza
di un elemento C che gode la proprietah enunciata, e si de-
duce che esso é uno solo.

Il postulato introdotto dicesi postulato della continuita
(di Dedekind) e comparisce in Gecometria elementare per
la misura delle grandeczze incommensurabili.

Nel seguito (salvo nell’ csame delle proprieta metriche
contrassegnate con asterisco) fonderemo tutti i teoremi
della Geometria proicttiva sui postulati I, 1I, III, IV, V, VI,
in cui non si distingue il nome dell’clemento generatore
delle forme di 1* specie considerate; per questi teorcmi
varranno dunque le leggi di dualith nello spazio e nelle
forme di 2.* specie (Cfr. Cap. 2.°).

§ 19. Corrisdondenze ordinate. - Dovremo ora csa-
minare come dal postulato VI seguano logicamente i fatti
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intuitivi sopra enunciati; ma per quanto concerne il terzo
fatto, non potremo farlo se non limitatamente a date linee
chiuse perfettamente definite (*); rimanderemo cio al seguito
dopo aver parlato delle coniche.

Intanto osserviamo che il contemporaneo muoversi di
due punti sopra una retta, rispettivamente in due segmenti,
si pud concepire come una corrispondenza biunivoca_fra i
punti dei due segmenti, corrispondenza che ha il carattere
di far corrispondere ai punti di un ordine naturale di un
segmento, i punti d’ un ordine naturale nell’ altro.

La stessa cosa vale per le altre forme di 1.2 specie, ¢
vale anche se si fan muovere gli elementi in modo che
ciascuno desecriva tutta la forma a cui appartiene, anziche
un segmento.

Diremo che tra due forme di 1.* specie (o tra due se-
gmenti di esse) esiste una corrispondensa biunivoca ordi-
narie quando ad clementi conseguentisi dell’ una corri-
spondono elementi susseguentisi nell’ altra, e quindi ad un
ordine naturale, un ordine naturale. Allora ad un senso di
una forma corrispondente un senso nell’ altra, poiché ad un
ordine naturale della prima forma dedotto dal primo con
una permutazione cireolare, corrisponde nell’ altra un ordine
naturale dedotto con una permutazione circolare dal pri-
mitivo.

Si aggiunga che (come ¢ facile vedere): Se tra due
forme di 1.* specie intercede una corrispondenza biunivoca
ordinata, sempre a due coppiec che si separano corrispon-
dono due coppie che si separano, e viceversa.

Una corrispondenza biunivoca ordinata tra duc forme
di prima specie sovrapposte, si dird concorde o discorde,

(1) Si potrebbe anche porre rigorosamente il concetto di linea
chiusa e quindi dare la dimostrazione di quel fatto per tutte le
lince chiuse, ma cid esigerebbe uno sviluppo assai lungo ¢ minuto,
n¢ avrebbe qui un interesse in ordine ai nostri scopi.
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sceondoché essa fa corrisponderc un senso della forma a
se stesso o all’ altro senso.

In una corrispondenza tra forme di 1.* specie sovrapposte
dicesi unito un elemento che coincide col corrispondente.

Un elemento unito per una corrispondenza, ¢ unito anche
per I’inversa (e viceversa).

Dopo cio i fatti intuitivi 1.° ¢ 2.° menzionati nel § prece-
dente vengono espressi dal

TEOREMA. — Se in una jorma di 1.* specie ¢ data una
corrispondensza biunivoca ordinate, in cui ad un segmento
AB della forma corrisponda un segmento A’'B’ contenuto
nel 1.2 (o anche la corrispondenza ¢ data soltanto tra il
segmento AB ed A'B') esiste un elemento unito M appar-
tenente al semgento A'B' (e quindi ad AB) tale che nel
segmento ordinato AB non esiste alcun elemento unito della
corrispondensa precedente ad M.

Trattandosi qui di segmenti contenuti nel dato AB 1i de-
signeremo denotandonc soltanto gli estremi. Iiscluderemo
che I’elemento A coincida con A’ (cioé¢ sia unito) perche
in tal caso il teorema ¢ senz’ altro verificato.

Distinguiamo duc casi:

1.° La corrispondenza data sia. concorde, cioc¢ il se-
gmento A'B' abbia lo stesso senso di AB, ossia A' preceda
B’ nel segmento ordinato AB.

Consideriamo la sceguente partizione del segmento ordi-
nato AB:

a) Un elemento (indicato con H) si dird appartencnte
alla prima parte se csso ed ogni clemento che lo precede
(in AB) precede il corrispondente. Almeno I’ elemento A4
appartiene alla 1.* parte. :

B) Un elemento (indicato con K) si dird appartenente
alla seconda parte sc csiste nel segmento AKX un elemento
(che pud anche essere K stesso), il quale non precede il
corrispondente ( cio¢ consegue ad esso o ¢ unito). Almeno
B ¢ tale.
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Allora ogni elemento di AB, o ¢ un clemento A della
prima parte, o ¢ un elemento K della seconda; A appar-
tiene alla 1> parte, B alla 2*; ogni elemento H precede
in AB ogni elemento K. Si deduce (pel postulato VI) che
esiste un elemento A di AB tale che ogni elemento prece-
dente ad A7 ¢ un clemento H, ed ogni elemento conseguente
ad M & un elemento A’

Sia M’ I’ omologo di M (il quale M’ cade in A’B’) ¢ sup-
poniamo c¢lic esso preceda M. Allora preso un elemento H
interno al segmento MM, poich¢ H precede M, e la corri-
spondenza ¢ concorde, 1'omologo H’ di H precede 1’ omo-
logo M’ di M e quindi precede H, c¢io che ¢ assurdo per il
modo con cui M ¢ stato determinato. Similmente si giunge
all’ assurdo supponendo che 377 consegua ad M, infatti al-
lora ogni clemento del segmento M (1 clemento M’ forse
eseluso) precede 1 omo- l - 1 | ] i 1
logo, e poiche cio av-4 A M H M I B

viene per ogni clemento di A, si dedurrebbe che ogni
clemento interno ad 737 ¢ un eclemento H, cid che ¢
assurdo. Si conclude che 177 coincide con A, Dunque M
¢ unito, e, per il modo con cui esso ¢ stato determi-
nato, ogni clemento precedente ad 0SS0 precede il cor-
rispondente; e perd non ¢ unito. Risulta anche dal fatto
che A ¢ unito, che esso appartiene ad  A’B oltreche
ad AB.

Cosi in questo caso ¢ dimostrato il teorema.

Siopuo anche osservare che sc A, B' sono interni al
segmento AB essi non sono uniti, ¢ quindi M risulta in-
terno ad A'B'. ‘

2. La corrispondenza sia discorde, cioé il scgimento
' abbia senso opposto ad A, ossia 3 preceda 4’ nel -
scgmento ordinato AB.

Traduciamo in linguaggio rigoroso, invertendola, la con-
siderazione intuitiva contenuta nell” osservazione 1.2 del pre-
cedente paragrafo. '
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Si osservi la seguente partizione del segmento ordinato AB.

a) Un elemento (indicato con H) si dira appartenente

alla prima parte se precede I’omologo H’' (in A’B'). Al-

meno A ¢ un elemento AH. " v

b) Un elemento (indicato con A7) si dird un elemento

della 2.2 parte se non precede I' omologo (e quindi consegue
ad esso o é unito).

Almeno B é un elemento A.

Allora, poiché la corrispondenza ¢ discorde, ogni ele-
mento H precede ogni clemento A7 infatti se A, ¢ un ele-
mento qualsiasi precedente ad A, il suo omologo H’, con-
segue ad H' e a fortiori (ad H ¢) ad H,; onde H, non pud
mai essere un elemento K.

Ogni elemento di AB ¢ un elemento & o un elemento K;
A ¢ un elemento H ¢ B un elemento AL

Si deduce pel postulato VI che: esiste wn elemento i/
di AB tale che ogni elemento precedente ad M ¢ un ele-
mento A della prima parte, ed ogni elemento conseguente
ad M e un elemento A della seconda. Ad M non precedono
elementi uniti.

Dico che M é unito, onde segue il teorewma.

Anzitutto si osservi che ogni elemento A (di AB) prece-
dente ad M ha I’ omologo H' nel segmento 3/B. Infatti se H,
¢ un clemento intermedio ad H, M (in AB), ed H', ¢ 1’ omo-
logo di H,, deve H’ seguire H', e quindi H,, onde A' con-
segue a tutti gli elementi che precedono 47, Analogamente
si prova che ogni elemento A che consegue ad M (in 4AB)
ha I' omologo K’ nel segmento AM.

Ora sia M’ I’omologo di A e suppongasi precedente
ad M. Allora M ¢ distinto da A ¢ quindi A’ da M'; il seg-
, R — mento A’M’ avendo I estremo A/’
A B M M A B jnterno ad AM ha con esso infiniti
elementi interni comuni; uno di questi A’ (precedente
ad M) & I'omologo di un elemento H di AM; cid che ¢
assurdo.
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Parimente si prova I’ assurdita che M’ segua M. Risulta
cosl dimostrato il teorema. Si noti che M sara interno al
segmento A'B'.

Introdotto il linguaggio del movimento (§ 16), potremo
ancora enunciare il precedente teorema, dicendo che « Se
si ha una corrispondenza bhiunivoca sopra una forma di
1.0 specie, tale che mentre un elemento si muove e descrive
un segmento, 1’altro si muove descrivendo un segmento
interno, ¢’ é un primo elemento unito ece. ».

OSSERVAZIONE. — Nel secondo caso considerato nella di-
mostrazione precedente, cio¢ quando si tratti di una corri-
spondenza discorde, si ha che 1’ elemento unito M interno
al segmento AB ¢ unico, giacché ogni elemento # che pre-
cede M in AB precede I’ omologo (il quale cade in MA'), e
similmente ogni elemento K che segua M in AB, segue il
suo omologo (che cade in MB').

Nella corrispondenza discorde considerata il segmento
- A’BARB' (complementare di quello A’ nel dato AB) ha come
corrispondente il segmento A5 complementare di quello
dato ed interno ad esso; in questo segmento AB (per il
teorema stabilito) vi ¢ un elemento unito N della corri-
spondenza (interno ad esso).

La corrispondenza discorde considerata ha dunque due
clementi uniti A/, NV che separano A, B ed 4’, B, e sepa-
rano anche 4, 4" e B, B

Ora sia data un’ arbitraria corrispondenza discorde in
cui A sia un clemento non unito, avente come omologo un
elemento A', (esiste sempre un tale clemento non unito
perch¢ la corrispondenza (detta identica) in cui ogni ele-
mento corrisponde a s¢ stesso ¢ concorde). Ad A' corri-
sponde un clemento A” che ca- I [
dra in uno dei due segmenti A A" A
complementari, A4, o forse in amhedue se A” coincide
con A. Al segmento ordinato 44”4" (o a ad uno dei due
segmenti 4.4’ sc A" coincide con A ) corrisponde nella data
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corrispondenza uno dei due segmenti ordinati A" 4" e pre-
cisamente (poiché la corrispondenza ¢ discorde) quel se-
gmento A7A” contenuto nel dato AL, il quale ha il senso
opposto ad esso; siamo dunque nel caso di applicare il teo-
rema’ stabilito e (tenendo conto delle considerazioni svolte
gid innanzi) si conclude il

COROLLARIO. — Data in una forme di 1.* specie unc
corrispondensa ordinata discorde, si hanno due elementi
uniti che separano ogni coppia di elementi omologhi.

Cid si puo enunciare dicendo:

« Se in una forma di 1.* specie vi ¢ una corrispondenza
hiunivoca, tale che, mentre un elemento si muove e de-
scrive la forma, il corrispondente si muove e la descrive in
senso opposto, vi sono due clementi uniti cee. », (vale a
dire ¢id racchiude la conseguenza del 1.° fatto intuitivo (§ 18)
che abbiamo notato fra parentesi).

In tal caso se A, N sono i due clementi uniti, ad uno
dei due segmenti ordinati JZV corrisponde 1" altro segmento
ordinato AZV che ha senso opposto. Se invece in una cor-
rispondenza ordinata vi sono due clementi uniti MN c¢ ad
un segmento ordinato JZV corrisponde il medesimo se-
emento N (che ha lo stesso senso) la corrispondenza ¢
concorde; allora duc clementi omologhi non separano gli
clementi uniti.

Si ha quindi:

In una forma di 1> specie unda corrispondenza ordi-
nata avente due elementi uniti ¢ concorde o discorde se-
condoché ad un segmento avente per estremi gl elementi
unitl, corrisponde sé stesso o il complementare, cio¢ Se-
condoché due elementi omologht distinti separano o no gli
elementi uniti.

§ 20. Coppia che ne separa armonicamente altre
due. — Sopra una retta ¢ siano dati due punti -t ¢ B, Si
conducano per A ¢ per /3 le rette AL, BL, aventi i1 punto
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comune L, e sl conduca la retta Md determinata da un
punto M della LB (diverso da L, B) e da 4. Cid posto, il
coniugato armonico C' di un '
punto C della retta u rispetto
ad ADB, si determina proiettando
€ da M su AL nel punto K,
proiettando quindi A da B su
AM in N c finalmente proiet- - —L
tando N da L suwin €. La cor- ¢ D “oADC B
rispondenza hiunivoca tra C, C'" sulla « si costruisce duncque
con un numero finito di proiczioni ¢ sezioni ¢ perd ¢ ordi-

I

nata (pel postulato V). Le nominate costruzioni fanno cor-
rispondere ad A, I3 sé stessi; essi sono pereio clementi uniti
nella corrispondenza. se €, C" sono due punti omologhi non
uniti, mentre un punto si muove su « descrivendo il se-
gmento ordinato CAC', il corrispondente deserive il segmento
ordinato C'AC che € lo stesso ordinato in senso opposto;
pereio ogni punto D interno al detto segmento ha il suo
corrispondente D' interno ad esso; analogamente si diea
se D ¢ invece interno al segmento €130 _:_in ogni caso dun-
que CC’, DD non si separano.

Pitt in generale per ogni forma di L.* specie sussiste
I' cnunciato: « Se due coppie di elementi di .una forma di
1.2 specie si separano, non esiste una coppia che le separi
armonicamente entrambe ».

Riferendocei ancora ad una retta o, si considerino su di
essa due coppie di punti A3, CD che non si separino.  Iisi-
stera una coppia i punti che le separi arinonicamente
entrambe ?

Sioconsideri sulla 0 la corrispondenza  ehe nascee tra i

punti X, X' che sono coniugati "

armonici di uno stesso 17 ri- “|l’(|:—\| |\ II) ]|) )I
. - X B

spetto  alle coppic A3, CD.

lissa ¢ il prodotto di due riferimenti di « a s¢ stessa me-

diauite proiezioni ¢ sezioni, quindi si passa da X a X' nella «
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con un numero finito di proiezioni e sezioni, vale a dire
eseguendo prima le proiczioni e sezioni necessaric per co-
struire ¥ dato X, ¢ poi quelle necessarie per costruire X'
dato Y; la corrispondenza tra X e X' & 'dunque ordinata.

Ora si consideri il segménto ACDB (o ADCB) della
retta u. Un punto X di esso ha rispetto ad AB un coniu-
gato armonico Y nel scgmento AB complementare, ed il
coniugato armonico X' di ¥ rispetto a CD cade nel sc-
gmento CD interno ad ACDB.

Mentre un punto X si muove descrivendo il segmento
ACDB, il corrispondente si muove entro questo segmento;
dunque (pel § 19) esistc alimeno un punto X del se-
gmento ACDB che coincide col corrispondente X', Questo
punto ha il medesimo coniugato armonico, rispetto alle
coppie AB, CD e fornisce (uindi una coppia che le separa
armonicamente cntrambe.

Cio dimostra I’ esistenza di una coppia siffatta.

11 ragionamento si ripete ugualmente per le altre forme *

di 1.» specie.

Risulterd dimostrato pit tardi che la coppia che separa
armonicamente AB, CD ¢ unica. Intanto, enunciando i ri-
sultati ottenuti si ha il:

TEOREMA. — In una forma di 1.* 8Specie non esiste al-
cuna coppia di elementi che separi armonicamente due
coppie che st separano fra loro; esiste invece una coppic
(almeno) che separa arimonicamente due coppie le quald
non 8t separano.

COROLLARIO. — La corrispondenze che intercede fra
due forme di prima specie, riferite in nodo che ad ogni
gruppo armonico dell’ una corrisponda un gruppo armo-
nico dell” altra, ¢ ordinata.

Consideriamo il caso di due punteggiate « ed u'. Basta
stabilire elie a due coppie di clementi A3, CD della ©w che
si separano, corrispondono due coppic di elementi 4'3, C'D
della «' che si separano.

W
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Ora la dimostrazione si fa per assurdo. Se le A'B', C'D’
non si separano, esiste almeno una coppia di elementi M'N'
della u’, separante armonicamente ambedue le nominate
coppie A’'B, C'D'. A questa corrisponde in z’ una coppia di
clementi MN che (per la definizione della corrispondenza)
deve separare armonicamente le coppie AB, CD perché ai
gruppi armonici (A'B'M'N'), (C'D'M'N") di «’, debbono cor-
rispondere su u rispettivamente i gruppi armoniei (ABMN),
(CDMN); ma questa conclusione é assurda perché le coppie
AB, CD separandosi, non csiste una coppia che le separi
armonicamente entrambe. , ' @

e
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CAPITOLO V. - *

Tl teorema fondamentale della proiettivita.

§ 21. Riprendiamo, riassumendoli, i concetti posti nel
§ 16. — Abbhiamo ivi dato il concetto di corrispondenza biu-
nivoca tra due forme «, u' (della stessa specice) e il concetto
di prodotto; abbiamo pur detto che una corrispondenza
bhiunivoca tra u, v’ si duo considerare in due modi: come
un’ operazione che fa passarc da « ad ', o come 1 opera-
zione inversa della priina, che fa passare da «" ad «; questa
considerazione ¢ specialmente essenziale se le w, «' sono

sovrapposte.

Date 7 forme (della stessa specie) oy, iy, gty cd 1 — 1
corrispondenze biunivoche m, ©,, ... T, —; Vispettivamente
a1y, Ugs Uy, Uy s e Uy —y, Uy, 11 Prodotto o = =, — ... 7w ¢

la corrispondenza hiunivoca composta che rvisulta tra o,
ed u,.
Per definizione ¢ dunque:

Ty Ty T = Ty (T )
T, W My o= oy (T (T, W) ece.

I prodotti di corrispondenze biunivoche non soddisfano
in generale alla legge commudéatice dei prodotti ordinavi,
cioé non si ha in generale =, =, = m, ®,. Basta considerave



come esempio " le corrispondenze generate in un piano da
una traslazione e da una rotazione attorno ad un punto

(v.figura). Due corrispondenze
" biunivoche =, m, si diranno
permutabili se per esse ¢
mym = m, m, (cid che non ac-
cade in gencrale). Invece vale
sempre pei prodotti di corvi-
spondenze  bhiunivoche =, ...
m, 7, la legge associativa dei
prodotti ordinari, cio¢ si ha @

Ty e Ty Ty Ty = Ty o (T T, ) T, CCC €O ¢ insito alla natura
del concetto di prodotto.

La corrispondenza tra due forme sovrapposte, in cui ad
ogni clemento corrisponde s¢ - stesso, dicesi identica o si
designa con 1.

se tra due forme u, @' ¢ posta una corrispondenza bhiu-
nivoca m, denotando con = —! I'inversa tra «' ed «, si ha (per

—1

definizione) che = — ' w ¢ la corrispondenza identica in w, cio¢:

Nel § 15 abbiamo anche  considerato particolari corri-
spondenze hiunivoche tra forme della stessa speeie ; abbiaimo
definito come prospettice due forme (della stessa specice)
che sono ' una proiezione dell” altra o ambedue proiczioni
0 sezioni di una medesima (se sono omonime ) ; od abbiamo
detto riferite mediante proiesiond ¢ seziond duc forme
(della stess:n specie) riferite tra loro con una corrispondenza
hiunivoca, che sia un prodotto (d'un nmunero finito) di
prospettivita.

Mentre due forme prospettive ad una terza non sono in
generale prospettive fra loro, due forme riferite mediante
proiezioni ¢ sezioni ad una terza risultano ancora  riferite
fra loro mediante proiezioni o sezioni, (pevehe il prodotto di
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due prospettivith non ¢ in generale una prospettivith, ma il
prodotto di due prodotti di prospettivith ¢ un prodotto di
- prospettivitd ). .

Rispetto alle forme di 1.* specie, riferite mediante pro-
iezioni e sezioni, avevamo il teorema: )

Se due forme di 1.* speecie sono riferite mediante proie-
zioni ¢ sezioni, ad ogni gruppo armonico dell’una corri-
sponde un gruppo armonico dell’ altra.

Questo esprime una proprieta delle corrispondenze biu-
nivoche, ottenute mediante un numero finito di proiczioni
¢ sezioni. Ci siamo domandati se tale propricta sia caratte-
ristica per siffatte corrispondenrze, se cio¢ viceversa « date
due forme di 1.2 specie riferite in modo che ad ogni gruppo
armonico dell’una corrisponda un gruppo armonico del-
I’ altra, si possa passarc da un clemento dell’ una al corri-
spondente dell’ altra (cio¢ costruire la corrispondenza) me-
diante proiezioni ¢ sczioni ».

A questo problema si potra ora dare una risposta affer-
mativa -in conscgucnza dello studio delle corrispondenze
biunivoche tra forme di 1.2 specie, conservanti i gruppi ar-
monici, dopo che avremo imparato a caratterizzave tali cor-
1'i'spondonzq e a darne le relative costruzioni.

Diremo:

proiettive duc forme di 1.* specie riferite fra loro in
modo che ad ogni gruppo armonico dell’ una corrisponda
un gruppo armonico dell” altra;

proiettivita la corrispondenza fra esse (corrispondenza
biunivoca che conserva i gruppi armonici).

Due forme riferite mediante proiczioni ¢ sezioni saranno
certo proicttive; ma non possiamo per ora asscrire la ve-
rith inversa, cio¢ che ogni proiettivith possg costruirsi me-
diante proiczioni ¢ sezioni.

Duc forme di 1.* specie proiettive ad una terza sono pro-
iettive fra loro; cio¢ il prodotto di due proiettivith ¢ una
proicttivita.



Vogliamo caratterizzare la proiettivith partendo dalla
proprietd che la definisce. Allora la questione essenziale che
occorre risolvere & quella di vedere « cuali condizioni de-
terminano una proiettivitd tra due forme di prima specie e
come essa possa costruirsi ».

Iissa viene risoluta dal seguente:

TEOREMA FONDAMENTALE. — FSsiste una proiettivita tre
due forme di 1.* specie in cui a tre elementi dell’ una cor-
rispondono tre elementi dell’ altra.

Questa proiettivita ¢ unica e 8¢ puo porre mediante un
numero finito di proiezioni e sesioni.

La dimostrazione del teorcma enunciato, che ¢ fonda-
mentale nella teoria della proiettivitd, si fa seguendo 1 or-
dine di concetti che viene qui indicato, ¢ che sara svolto
partitamente nei successivi §§ di questo capitolo.

1). Date due forme di 1. specie u, u' e fissate in esse due
terne di elementi ABC, A’B'C’, si possono riferire le u, u’
mediante proiczioni e sezioni in guisa che ad 4, B, C cor-
rispondano ordinatamente A', B, C'.

isiste dunque (almeno) una proiettivita tra », ' in cui
s corrispondono le terne fissate.

2). Se tra u, «' csistessero due proiettivita in cui ad
A, B, € corrispondano rispettivamente A, 73, €7, si axrehbe
su ¢ una proiettivith non identica, avente tre elementi
uniti 4, 3, C.

3). Se in una forma di 1.* specie si ha una proiettivita
nella quale tre elementi sono uniti, anche tutti gli elementi
sono uniti (eio¢ la proiettivitd ¢ identica). Questo terzo .
enunciato ¢ la parte sostanziale del tcorema sopra cnun-
ciato: pereid ad esso soltanto si attribuisce pin specialmente
il nome di teorema fondamentale (di STAUDT).

§ 22. — Per dimostrare la proprietd 1) possiamo sosti-
tuire alle date forme «, «’ delle forme ad esse prospettive,
perelic forme di 1.2 specie riferite mediante proiezioni ¢ se-
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zioni ad una terza. risultano riferite tra loro mediante pro-
lezioni e sezioni. Se dunque una di esse (o ambedue) ¢ un
fascio di raggi o di piani, sostituiremo al fascio una pun-
teggiata sezione (prospettiva ad esso); se poi si avessero
due punteggiate ¢, v’ incidenti o sovrapposte, potremo pro-
icttare una di esse, per es. ¢, da un asse (sghembo a v)
sopra una retta sghemba a o', Pertanto la dimostrazione
dell’ enunciato 1, si riduce sempre a quella del scguente:
Sieno date duc rette sghembe « @' ¢ su di esse rispetti-
vamente due ternc di punti ABC, A'B('; si pud passare
da a ad o' mediante proiczioni e sezioni in guisa che ad
A, B, C corrispondano A, 13, C'.
7) : | I Vediamo effettivamente che
basta per cid eseguire una

sola proiezione di « sopra «
da un asse counveniente 0:
invero ¢ sufficiente a tal fine
scegliere come asse O una
delle infinite rette diverse da
4 B Ic «, ¢, clic sono incidenti alle
tre rette sghembe A, BB, CC' (di queste rette ve n'¢
une per ogni punto di AA". Cfr. § 8).

§ 23. La proposizione 2) ¢ subito stabilita, —  Sieno in-
vero w, T due proiettivith intercedenti tra «, « nelle quali
al punti 4, B, C di « corrispondano rispettivamente i punti
A, B, C" di «': allora possiamo considerare su u la proiet-
' tivitd T—' = nella quale si

corrispondono  clementi
(come X X)) che hanmo
su ' lo stesso  omologo
(X)inm, <

Questa proicttivita ha come clementi uniti A, 72, C ¢ non

| l | |
‘41 B/ (11 ‘\'I
142

| | | [
A B C X XY

¢ identica se non ¢ < o= T
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§ 24. Pertanto siamo ridotti alla dimostrazione della pro-
Posizione fondamentale 3). — Tale dimostrazione si compic
stabilendo successivamente i seguenti punti salienti:

«) Se in una forma di 1.* specie si ha una proiettivita
dotata di tre elementi uniti, ma non identica, esiste un- se-
gmento della forma avente gli estremi A7, .V uniti, entro cui
non cadono altri clementi uniti. ‘

0) Nell’ipotesi «) uno almeno dei tre elementi uniti
dati deve essere csterno al detto segiento MN, ¢ percio il
suo coniugato armonico rispetto ad /7, N deve essere in-
terno al detto segmento; questo clemento risulta cosi unito
contro I'ipotesi: I'ipotesi «) ¢ dunque assurda, cio che di-
mostra il teorema. »

Svolgiamo successivamente nei suoi dettagli il ragiona-
mento indicato.

§ 25. Nella forma di 1.* specie « sia stabilita una proiet-
tivith avente tre clementi uniti A, 73, ("

sSupponiamo che essa non sia identica, ossia che esista
in « un elemento P non unito, avente quindi un corrispon-
dente P diverso da P. Dico che:

Vi ¢ osu e un segmento IV avente gli estremi uniti,
entro cui non cadono elementi uniti della corrispondenza.

Se, per fissare le idee, supponiamo che P cada nel sc-
amento AB non contenente €, P dovra cadere nello stesso
segmento perche la coppia PC separando la AB, deve pur
avvenire che si-separino le coppie omologhe P'C, AB (ossia
deve avvenire che il segmento APB corrisponda a s¢ stesso).
Ancora per fissare le idee (indifferente ¢ ammettere 'ipo-
tesi opposta) si supponga che I consegua a P nell’ ordine
(AABC), cioe nel nostro segmento ovdinato APB.

Riferiamoci ai segmenti contenuti in ~12°/3, ehe possiamo
quindi indicare denotandone soltanto gli estremi. Abbiamo
che agli elementi del segmento 273 corvispondono, nella
data proicttivith, quelli del segmentn 773 interno ad  esso
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4

. (essendo il segmento APB corrispondente a s¢ stesso); cio¢
A N P ¢ P M B ¢ mMmentre P si muove descri-

L P 11 11 vyendo il segmento PB, il
punto corrispondente si muove descrivendo, nello stesso
senso, P’B. Dunque (§ 19) esiste in I3 un primo elemento
unito M (che pud anche coincidere con B) tale che in PM
non cadono altri elementi uniti.

In modo analogo, ragionando sulla proiettivitd inversa
della data (che ha i medesimi elementi uniti), si deduce
I’ esistenza di un elemento unito vV in 24 (che puo anche
essere lo stesso A ), tale che nel segmento PN non cadano
altri elementi uniti della proiettivita.

Si perviene cosl a stabilire 1’ esistenza d’'un segmento
MN (contenente PP’ e contenuto nel dato AB cui non ap-
particne C), il quale ha per estremi due elementi uniti ed ¢
tale che entro ad esso non vi sono elementi uniti.

La conclusione ottenuta ¢ assurda, come afferma I’ enun-
ciato b).

Infatti si consideri il coniugato armonico C' di €' rispetto
ad M, N. Poiché C, ¢’ separano M, N (§ 12-15), C' ¢ interno
al segmento MN considerato, e percio non dovrebbe essere
unito; invece al gruppo armonico (MNCC’) deve corrispon-
dere nella nostra proiettivitd (in cui M, N, C sono uniti) un
gruppo armonico (MNCC"), quindi- C"” quarto armonico
dopo MNC coincide con C' (§ 12-15) ossia (7 (clemento in-
terno ad MN) é unito.

Questo assurdo prova che non pud sussistere 1’ipotesi
da cul siamo partiti, cio¢ non esiste nel dato segmento AB
un clemento P distinto dal corrispondente. Analogamente
si prova che sono uniti tutti gli elementi del segmento BC
non contenente A ¢ quelli del segmento CA non conte-
nente B. Cosi resta stabilito che sono uniti tutti gli elementi
della forma uw. Resta dunque stabilito il teorema fondamen-
tale enunciato nel § 21.

OSSERVAZIONE. — La dimostrazione ¢ essenzialmente fon-




data sul tcorcma del § 19, ed ¢ mediante questo che com-
parc ' applicazione del postulato della continuita. I oppor-
tuno notare che interviene qui 1’applicazione di quel teo-
rema soltanto per il caso delle corrispondenze concordi
(1.2 caso), poicheé, nella ipotesi della precedente dimostra-
zione, al segmento AB (non contenente () corrisponde il
medesimo segmento ordinato AB (che ha lo stesso senso
di s¢ stesso) e perd la proiettivita concorde.

(11 fatto che una corrispondenza ordinata avente due ele-
menti uniti, estremi di un segmento corrispondente a sé
stesso, € necessariamente concorde, ¢ gid stato notato nel
corollario del citato teorema, § 19).



CAPITOLO VI.

~———

Proiettivita tra forme di 1.° specie.

§ 26. Rette proiettive sghembe. — Abbiamo dimo-
strato che: « Esiste una proicttivitd tra duce forme di 1.2
specie, in ecui si corrispondono due terne di clementi fissati
in esse », ed abbiamo visto pure la possibilith di costruire
la corrispondenza proiettiva mediante proiczioni e sezioni
(cid che giustifica i1 nome di profettivita).

Nasce ora il problema di assegnare nel modo pitt sem-
plice le effettive costruzioni della proiettivith determinata
tra due forme di 1.2 specie o, «' da due terne fissate ABC,
A’B'C', di elementi omologhi: proicttivith che potra indi--

ABC )
A'BC')

In questo esame ci limitimmo a considerare la proietti-
vita tra forme di 1.* specie omonime; date due forme di 1.*
specie di nome diverso, si sostituira all’una di esse una sua

arsi con (

proiezione o sezione, omonima all’ altra. Cominciamo dal-
I’ esaminare la proiettivita tra due rette punteggiate sghembe
o tra due fasei di piani cogli assi sghembi: quindi parle-
remo della proiettivita tra le forme di 1.* specie contenute
in una di 2.2 gspecie, limitandoci a considerare quelle conte-
nute nel piano; ¢ i enunceranno per esercizio i teoremi
correlativi (nello spazio) della geometria della stella, Nelle
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-costruzioni, di cui andiamo a trattare, parlando di due
forme, intendiamo chc esse sieno distinte salvo esplicito
avviso. Enunciamo e dimostriamo accanto ad ogni teoreria
anche il correlativo, rispettivamente, nello spazio o nel
piano, perché importa che si acquisti familiaritd colle co-
struzioni indicate.

Sussistono i seguenti teoremi correlativi nello spazio:

Due punteggiate sghembe
proiettice, sono prospettive
(sezioni di una stesso fascio
di piani).

Sieno u, v’ le due punteg-
giate; ed ABC, A'B'C’' due
terne di punti omologhi ri-
spettivamente su u, «'.

Costruiamo le tre rette
a = AA', b= BB, ¢ = CC,
congiungenti le tre coppie di
punti omologhi, che risul-
tano sghembe. Esistono infi-
nite rette ©” incidenti ad
«, b, ¢, giacch¢ per un punto
di una di esse passa una ret-
ta incidente alle altre due (e
alla prima). Considerando un
fascio di piani avente per as-
se una tale retta u”, le due
punteggiate u, v’ risultano ri-
ferite prospettivamente come
sezioni di questo fascio, in
modo che le coppie AA',
BB, CC', si corrispondono;
percid questa prospettivita é
la proiettivitd determinata tra

Due fasci di piani pro-
Zettivi cogli assi sghembi, so-
no prospeltivi (proiesioni di
una stessa punteggiata).

Sieno u, ' i due fasei di
piani ed afy, o’Fy" due terne
di piani omologhi rispettiva-
mente di w, w’'.

Costruiamo le tre rette
a= au, b = B3, ¢ = vy,
intersezioni delle tre coppie
di piani omologhi, che risul-
tano sghembe. Esistono infi-
nite rette incidenti ad a, b, ¢,
giacch¢ in un piano per una
di esse vi ¢ una retta inci-
dente alle altre due (e alla
prima ). Considerando
punteggiata avente per so-
stegno una tale retta wu”, i
due faseci u, v’ risultano rife-
riti prospettivamente come
proiezione di questa punteg-
giata, in modo che le coppie
aa’, BB, vy’ si corrispondono;
percio questa prospettivita e
la proiettivita determinata tra

una

7
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; v’ dalla corrispondenza del- u,« dalla corrispondenza del-
le due terne ABC, A'B'C'. le due terne ofy. «/3'y"

" Cosi si ha la costruzio- Cosi si ha la costruzione
ne. pitt semplice della pro- piu semplice della proiettivita
iettivith tra due punteggiate tra due fascidi piani sghembi.
sghembe.

(Questa é la costruzione gid indicata nel § 22).

OSSERVAZIONE 1. — Se le due rette sghembe punteg-
giate u, u' sono riferite proiettivamente (¢ quindi prospetti-
vamente), risultano riferiti .proiettivamente (¢ quindi pro-
spettivamente ) anche i fasci di piani aventi per assi «, /,
ove si considerino come omologhi i piani per u, ©' che se-
gano punti omologhi rispettivamente su «’, u. Sussiste cor-
relativamente -la proprieta inversa.

Si hanno allora infinite rette ¢ incidenti ad wu, ©’/, cia-
scuna delle quali congiunge due punti omologhi D, D', di
u, u’, ed ¢ sezione di due piani omologhi dei due fasci
8=u D, % =u' D. Queste infinite rette due a due sghembe
generano una superficie rigate correlativa di s¢ stessa.

OSSERVAZIONE 2. — La costruzione della proiettivita tra
due punteggiate sghembe non ¢ pit applicabile se le due
punteggiate sono incidenti e non puo dirsi allora che le
due punteggiate risultino sezioni di uno stesso fascio di
piani, poiché, secondo le definizioni del capitolo 1.°, dob-
biamo considerare come sesioni di un fascio di piani solo
le punteggiate prospettive al fascio, non incidenti all’ asse
del fascio; una retta incidente all’ asse d’un fascio di piani
incontra in uno stesso punto tutti i piani del fascio e non
risulta riferita prospettivamente al fascio secondo la defi-
nizione del § 15.

Si vede anzi che se due punteggiate u, ©' incidenti sono
prospettive come sezioni di uno stesso fascio di piani (il cui
asse s non deve essere incidente ad u, #’) esse saranno pure
sezioni di uro stesso fascio di raggi, cio¢ del fascio (di
centro « §) sezione del pianoa =u v'.



Viceversa due punteggiate (incidenti) proépettive e sezioni’
di uno stesso fascio di raggi, sono sezioni di uno stesso
fascio di piani, proiezione del fascio di raggi.

Valgono le avvertenze correlative pei fasci di piani.

§ 27. Forme prospettive nel piano. — Secondo I’ os-
servazione 2.* del procedente §, la questione di decidere se
due punteggiate incidenti (distinte) sieno prospettive, si ri-
conduce sempre alla questione di geometria piana, di esa-
minare se esse sono sezioni di uno stesso fascio di raggi

(nel piano delle due rette).

Sussistono i1 seguenti teoremi corrclativi nel piano:

Nel piano

la condisione necessaria e
sufficiente perché due pun-
teggiate proieltive (distinte)
sieno prospettive é che il pun-
to comune alle due punteg-
giate sia un punto unito.

In primo luogo, se le pun-
teggiate u, ' sono prospet-
tive (nel piano), e pero se-
zioni di un fascio di raggidi
centro U (fuori di u, u'), ogni

la condizione necessaria e
sufficiente perché due fasci
di raggi proiettivi (distinti)
sieno prospettivi é che il rag-
gio comune ai due fasci sia
un raggio unito.

In primo luogo, se i due’
tasei di raggi U, U’ sono pro-'
spettivi, e perd proiezioni di’

‘una stessa punteggiata di as-.

se u (non appartenente ad’
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punto A di « si proietta da
U su ' nel suo omologo A4',

e quindi I omologo € del-

punto C = u u’, comune alle
due punteggiate, coincide con
C (C = C"). Cosi é stabhilita la
prima parte del teorema.

Per stabilire I’inversa, si
osservi che, se le punteggia-
te u. ' sono proicttive ed il
loro punto comune C (con-
siderato su u) coincide col-
I’omologo €' (su u'), cioé
C = (', la proiettivita tra
u, ' $i pud riguardare come
determinata dalla corrispon-
denza delle due terne di punti
omologhi ABC ed A'B'C".

Ora le rette AA', BB de-
terminano un punto U, e le
u, © vengono riferite pro-
spettivamente come sezioni
del fascio di ragei di centro
U, in modo che ai punti A4,
B, ¢ di u corrispondono ri-
spettivamente su «' i punti
A, B, C C; questa pro-
spettivith non differisce dun-
que dalla data proiettivita
(ABC)

ABcC)

U U ) ogni raggio a di U
vien segato con u in un punto
la cui proiezione dal centro
U’ del fascio U’ é I’ omologo
a’, e quindi I’ omologo ¢’ del
raggio ¢ = UU’, comune ai
due fasci coincide con ¢
(¢ = ¢'). Cosi ¢ stabilita la pri-
ma parte del tcorema.

Per stabilire I’ inversa, si
osservi che, seifasci di rag-
gi UU" sono proiettivi ed il
loro raggio comune ¢ (con-
siderato in U) coincide col-
I’ omologo ¢’ (in U’), cioc
¢ = ¢’, la proiettivita tra U, T”
si puo riguardare come deter-
minata dalla corrispondenza
delle due terme di raggi omo-
loghi abc ed &'b'c’.

Ora i punti aa’, 00" deter-
minano una retta u, ed U, U’
vengono riferiti prospettiva-
mente come proiezioni della
punteggiata di sostegno u,
in modo che ai raggi «, 0, ¢
di U corrispondono rispet-
tivamente in U’ i raggi «,
0’, ¢ = ¢; questa prospettivita
non differisce dunque dalla
ad c)

data prpmthwta (a’ ve

OSSERVAZIONE. — I teoremi precedenti forniscono la piu
semplice costruzione della proicttivitd tra duc rette o due
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fasci di raggi di un piano, aventi I’ elemento comune
unito. ' .

Risulta da precedente teorema a sinistra, che due pun-
teggiate incidenti proiettive u, W' non sono in generale
prospettive, perché si pu¢ fissare che al punto C = u, u'
considerato come appartenente ad u, debba corrispondere
su u' un punto C’ diverso da C, e resta ancora la scelta
arbitraria di due coppie di elementi omologhi per determi-
nare la proiettivita tra u«, u’'.

Similmente non sono in generale prospettivi due faseci
di raggi proiettivi di un piano. Si pud anche vedere ana-
logamente che anche due fasci di raggi proiettivi appar-
tenenti a piani diversi non sono in gencrale prospettivi: la
condizione perch¢ cido avvenga, ove il centro di un fascio
non appartenga al piano dell’ altro, ¢ che i due fasci
siano insieme proiezioni della stessa retta comune ai loro
piani e sezioni del fascio di piani avente per asse la con-
giungente i loro centri; uno di questi fatti porta di conse-
guenza I’ altro.

§ 28. Forme proiettive nel piano. — Sussistono i se-
guenti teoremi correlativi nella geometria piana:

Nel piano

proiettando due punteggiate
proiettive distinte u, W, ri-
spettivamente da due punti
Juori di esse, appartenenti
alla retta che ne congiunge
due punti omologhi (ambe-
due diversi dal punto u W),
st ottengono due fasci di
raggi prospettivi; esiste qzim-
di una retta (sesione comune

segando due fasci di ragygi
procettivi distinti U, U' ri-
spettivamente con due rcitte
Juori di essi, passanti per
il punto d' intersesione di
due raggi omologhi (ambe-
due dicersi dal raggio co-
mune UU’), si ottengono due
punteggiate prospettive, esi-
ste quindi un fascio di ragyi
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dei due fasci) prospettiva
alle u, v

Sieno AA’, BB, CC' tre
coppie di punti omologhi nel-
le punteggiate u, ©’; una al-
meno di queste coppie, ad
esempio AA', non contiene
il punto wu’, e quindi sulla
retta AA’ (distinta da u, u')
possono scegliersi due punti
S, 8" rispettivamente fuori di

u, 1. Proiettando da S, S’ ri-
spettivamente w, «’, si hanno
due fasci di raggi proiettivi
aventi come unito il raggio
SS’ e perd prospettivi (§ 27):

la sezione comunc dei due’

fasci é la retta u” = B”C" de-
terminata dai punti SB. S B’
e SC . S'C'. La u" risulta pro-
spettiva alle u, u', e quindi
si costruisce 1" omologo di
un punto D su u (nella data

(proiesione comune delle due
punteggiate) prospettivo ad
U, U.

Sieno aa’, bO', c¢’ tre cop-
pie di raggi omologhi nei
fasei di raggi U, U': una al-
meno di queste coppie, ad
esempio aa’, non contiene il
raggio UU’, e quindi pel pun-
to ad' (distinto da U, U')
possono scegliersi due rette
8, 8, rispettivamente non ap-

U, VA

partenenti ad U, U7. Segando
con s, 8 rispettivamente U,
U’, si hanno due punteggiate
proicttive aventi come unito
il punto ss’ e perd prospet-
tive (§ 27): la proiezionc co-
munc delle due punteggiate
¢ il fascio di raggi di cen-
tro U" = V"' ¢”, determinato
dm raggicon 01111100111:1 i punti
8b. s e sc.s'c. 1l fascio U”
risulta prospettivo ad U, U’
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proiettivith tra u, w’) proiet-
tandolo da S su z" in D" e
quindi proiettando D" da S
su u’, nel punto D'.

- La condizione perche¢ le
u, ' sieno prospettive (data
nel § 27) si riduce al fatto
che la u" passi pel punto
uw', €i0 che- in generale non
avviene,. -

e quindi si costruisce I’omo-
logo di un raggio d di U
(nella data proiettivith tra
U, U') segando d con 8, pro-
iettando i1 punto -ds me-
diante il raggio @” da U su
8, e quindi proiett“and\()»nda
U’ il punto d” & secondo. il
raggio ’. AR

La‘condizione perch¢ U,
U’ sieno prospettivi (§ 27) si
riduce al fatto che il centro
U” del fascio U", appartenga
al raggio UU’, ¢id che in ge-
nerale non avviene,

(SSERVAZIONE 1. — Le cose dette permettono la costrus

zione piut generale
nel piano.

Conviene nel caso a sini-
stra di prendere come punto
S il punto A" ¢ come punto
S’ il punto A4: la retta «” co-
struita in tale ipotesi si dice
asse di collineazione della
proiettivitd tra « ed u'.

L’ asse di collineazione ¢
ludipendente dalle coppia
di elementi corrispondenti
A, A’ che si scelgono per co-
struirlo.

della proiettivitd tra forme di 1.* specie

Conviene nel caso a de-
stra di prendere s = «' ed
§' = «: il punto U” costruito
in tale ipotesi si dice. centro
di collineasione della proiet-
tivita tra i due fasci UU'.

Il centro di collineazione
¢ indipendente dalle coppic
di elementi corrispondenti
a, a' che st scelgono per co-
struirlo.

. Infatti, riferendoci al caso a sinistra ed escludendo dap-
prima la prospettivita, la proposizione segue dall’ osservare
che i punti in cui I’ asse di collineazione sega u ed u' sono
i corrispondenti del punto comune alle due punteggiate, ¢
riescono quindi indipendenti dalla coppia AA’ scelta.
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Se poi le due rette u ed u' sono prospettive, (sicché
I’ asse di collineazione sega u, u’ nello stesso punto ad esse
comune ), si vede subito dalla figura, che I’ asse di collinea-
zione ¢é il quarto armonico, ri-
spetto ad u ed u’' del raggio pro-
iettante C = ww’ dal centro di
prospettivita; e percid esso anche
in questo caso riesce 111d1pendente
dalla coppia AA".

OSSERVAZIONE 2.* — Abbiamo-
nel caso a sinistra, infinite rette come AA', BB, CC', ecc.,
congiungenti due punti omologhi di u, #’, I’insieme delle
quali costituisee un inoviluppo. Se u, v’ non sono prospettive,
non avviene mai che piu di due rette siffatte passino per un
punto, altrimenti questo risulterebbe il centro di un fascio
proiezione comune di u, u'.

In modo correlativo se U, U’ non sono prospettivi il luogo:
dei punti comuni ai raggi corrispondenti, I’ insieme dei uali
costituisce una linea, non puod avere pitt di due punti co-
muni con una qualunque retta del piano.

§ 29." Punteggiate simili e fasci di raggi uguali. —
Si abhiano in un piano due punteggiate proiettive proprie
u, u'. Movendo una di csse, le due punteggiate rimangono
proiettive (poiche, cfr. § 17, ogni gruppo armonico si conserva
sempre tale nel movimento); ma se u, ' sono prospettive,,
esse non si conservano prospettive dopo il movimento.

Supposto ora che si abbiano due punteggiate propric
proiettive, non prospettive, «, «’, tali che ad un punto 4 di
u corrisponda in #’ un punto A4', moviamo «’ in guisa che
assuma una posizione distinta da u, sovrapponendo A’ ad A,
dopo cio (§ 27) le u, v’ divengono prospettive.

Analogamente si dica per due fasci propri U, U.
Dunque:

In un piano, due Jorme di 1. specie proprie prozettwe
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possono, col movimento di una di esse, porsi in posizione
prospettiva,

Notando che nel movimento non vengono alterate le
relazioni metriche fra i segmenti e gli angoli corrispon-
denti di due forme di 1.* specie proiettive, applichiamo
I’ enunciato principio al easo di due punteggiate proiettive
(proprie) u, «’, in cui si corrispondono i punti all’infinito.
Moviamo dunque ' portandola ad essere parallela ad u;
allora le u, u' divengono prospettive, sezioni parallele d’ uno
stesso fascio di raggi; percio si vede che in esse il rap-
porto di due segmenti finili corrispondenti é costante
(nella figura, dove O = AA’. BB ¢ un punto proprio,
si ha:

AB _ BO _ BC _ CO _ CD,
A= BO T BC = CT0 . CD’

se O fosse improprio risul-

0
terebhe AB = A'B, ecc....). S
. . 2l
Per la nominata proprieta le P \\
B . . . .y . s 7 \
w, u' si dicono simili. o Al
Viceversa, se due punteg- ,,;4! B ‘\p’
. . “p . 1
giate (proprie) sono riferite w // AN
in modo, f}he ad ogni seg- A B C DY,
mento finito dell’ una corri- % / i \

spondenza un segmento fi-

nito nell’ altra, che stia col primo in un dato rapporto, cioé
se due punteggiate sono simili, i punti all’infinito di esse
si corrispondono e, portando I’ una parallela all’ altra, le due
punteggiate divengono prospettive.

si ha dunque il teorema:

Due punteggiate proiettive proprie, in cul 8¢ COrrispon-
dono i punti all’ infinito, sono simili; e viceversw se due
punteggiate sono simili, esse sono proiettive coi punti all’ in-
finito corrispondenti. .

Segue di qui che: la similitudine fra due punteggiate
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{ proprie ) riesce determinata da due coppie di punti omo-
loghi, date ad arbitrio. .

" Due fasci impropri proiettivi di raggi (in piani propri)
si dicono simili, se sono simili le punteggiate proiettive
loro sezioni. .

Due fasci impropri proiettivi d’ un piano proprio Sono.
simili, se hanno il raggio all’ infinito unito, cioé se sono
prospettivi, e viceversa. ,

Un caso particolare della similitudine fra duc punteg-
giate (o due fasci impropri) ¢ I’ uguagliansa o congruensa,
che si ha quando i segmenti finiti (o le distanze fra lc coppie
di rette parallele) corrispondenti sono uguali.

Riferendoci a due punteggiate congruenti, si pud sempre
muovere una dellec due punteggiate, sovrapponendola al- .

I’ altra, in guisa che coincidano

tutti i punti corrispondenti: se

infatti si muove I'una di essc

u', portando due suoi punti pro-

pri A’, B’ sui corrispondenti A,
B di u, restera determinata su

© la- proiettivitd identica, perchd
A, B e il punto:all’infinito risulteranno uniti. Il risultato
analogo vale per i fasci impropri uguali.

_."'Due fasei propri di raggi diconsi uguali o congruenti sc
sono riferiti in modo che ad un angolo dell’uno corri-
sponda un angolo uguale dell’ altro. -Allora i raggi corri-
spondenti possono sovrapporsi col movimento ( generatore
della congrucnza) che sovrappone due angoli uguali corri-

spondenti dei due fasei; percio la congruenza fra i due fasci
¢ una proiettivita.

Sicha il teorema:

Dati due fasei (propri) di raggi, e fissati in essi rispet-
tivamente i ragei «, «’, si possono porre tra i fasci stessi
due congruenze in cuil a, a’ 8¢ corrispondono,; infatti vi
gono duc modi di "sovrapporre col movimento il primo
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fascio al secondo, in guisa che a venga a coincidere con
«’, un modo differendo dall’ altro per un ribaltamento in-
torno ad a'. Resta poi determinata wunae congruenza tra i
due faseci, se ad un altro raggio 0 del primo, che non sia
ortogonale ad e, si fa corrispondere nel secondo un raggio
b, tale che @'’ = ab. '

Due fasci di raggi proiettivi propri sono congruentt,
se a due coppie di raggi ortogonali ab, cd dell’uno, cor-
7°z’spondono due coppie di raggi ortogonali a'w, c'd' del-
I’ altro.

Per dimostrarlo si pongano col movimento i due fasci
in posizionc prospettiva col raggio unito.« = &' e sicno
U, U' i due centri (distinti) di
essi, e si supponga dapprima che N
I’asse di prospettivith u sia pro-
prio. Questo asse sara parallclo I; ¥
ai raggi b, 0 ossia ortogonale
ad «. Se un suo secgmento viene
proiettato ugualmente secondo U m o
un angolo retto da U, U, la u ¢
cquidistante da 0, 0/, poich¢ il
diametro MN del cerchio AMN M
Ur’, essendo perpendicolare alla corda UU', la divide per
meta. Segue da c¢io che (nel detto caso) ad ogni angolo com-
preso fra due raggi di U7 corrisponde un angolo uguale for-
mato dai raggi corrispondenti del fascio U. v

Se poi I'asse di prospettiviti . ¢ la retta impropria, due
angoli corrispondenti in U, U” hanno i lati paralleli, e perd
sono uguali, e. d. d. '

Duce punteggiate impropric che si pensino riferite come
sezioni di due fasei propri di raggi, congruenti, si diranno
pure congruenti o uguali., 'ssc vengono proiettate da due
punti propri qualunque, sccondo fasci congruenti.

Due punteggiate improprie congrienti possono sovrap-

porsi facendo coincidere i punti omologht, sovrapponendo
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col movimento un piano proprio contenente I’ una ad un
piano proprio contenente U altra.

OSSERVAZIONE. Anche pei fasci propri di piani e pei
fasei di raggi del piano improprio si pud stabilire la no-
zione di congruenza che da luogo a teoremi analoghi a quelli
posti innanzi.

§ 30. Forme proiettive sovrapposte. — In cio che pre-
cede & stata esclusa la considerazione di forme ( puntég—
giate o fasci di raggi) sovrapposte. Per tali forme la co-
struzione della proicttivita si riconduce ai casi precedenti
(§ 28) osservando che:

Nel piano

proiettando due punteggiate
proiettive sovrapposte u, u’
rispettivamente da due punti
(distinti) S, S', posti fuori
del loro comune sostegno, si
ottengono due fasei di raggi
proiettivi (distinti).

In particolare se sulla u
(= u') esiste un punto unito
A = A’ si possono prendere
S, S’ sopra una retta per A
(fuori di u); allora i duc fasci
proiettanti risultano prospet-
tivi, cio¢ le u, u’ sono pro-
spettive alla u” seczione co-
mune dei due fasci.

Un ulteriore punto unito
su u, oltre A, deve apparte-

segando due fasci di raggi
proiettivi sovrapposti (cioé
concentrici) rispettivamente
con due rette (distinte) s, s,
non appartenenti al loro co-
mune centro, si ottengono
due punteggiate proiettive (di-
stinte).

In particolare se in U
(= U") esiste una retta unita
« = a' si possono prendere
s, 8" per un punto di @ (fuori
del centro U): allora le due
punteggiate risultano prospet-
tive, cioe i fasci U, U’ sono
prospettivi al fascio U"” pro-
iezione comune delle due pun-
teggiate.

Un ulteriore raggio unito
di U, oltre «, deve apparte-
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nere ad u”’ ed essere quindi
il punto D = D' sezione di
u, u'"; viceversa questo punto

D = uu” risulta unito per la

proiettivita tra u, «’, on-
gid un

data
de questa avendo
punto unito A, ammette ge-
neralmente un secondo punio
unito D, che perd eventual-
mente pud coincidere con A.

Se sulla © u' sono dati
i due punti uniti A = 4,
D = D' e la coppia di punti
omologhi BB, la proiettivita
si pud costruire presi S, &
come nel caso gencrale, so-
pra una retta per A. Basta
infatti determinare la retta
u©” col congiungere il punto
D ed il punto d’intersezione
dei raggi SB, S'B’, giacché

nere ad U’ ed essere quindi

il raggio d = d’ comune ad
U, U”; viceversa questo rag-

U=y’

gio d UU” risulta unito
per la data proiettivith tra
U, U’, onde questa, avendo
gid un raggio unito @, am-
mette gencralmente un se-
condo raggio unito d, che
perd eventualmente potra co-
incidere con a.

Sein U, U’ sono datiidue
ragel uniti ¢ = «', d ‘=de
la coppia di raggi omologhi
00', 1a proiettivitd si pud co-
struire prese le s, s, come
nel caso generale, passanti
per un punto di «. Basta in-
vero determinare il punto U
col segare la retta ¢ colla con-
giungente i punti s, s'0’, per-
ché risulti fissata la prospet-
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cosi risulta fissata la pro-
spettivith tra i fasci di cen-
tro S, 8’ e quindi la proietti-
vita su u. _

La costruzione indicata va-
le anche se si vuole che il
2° punto unito D coincida
con A, giaccheé la condizione
perché¢ questo accada ¢ che
I’ asse di prospettivita " pas-
si per A= D, ed allora es-
so risulta determinato come
cqngiungente- di A col punto
SB.S'B. ‘ :

Si ottiene.cosi sulla © una
proiettivita avente i duc pun-
ti uniti coincidenti in A ed
una data coppia di punti omo-
loghi BB, e questa proietti-
vita risulta cosi determinata,
perché é determinata la pro-
spettivita tra i fasci proiezioni
di © dai centri .S, S'.

tivita tra le .due punteggiate

s, 8 e quindi la proiettivita
in U. o

La costruzione indicata
vale anche se si vuole che il
2.° raggio unito;d coincida
con d, giacché la condizione
perché¢ questo avvenga ¢ che
il centro di prospettivith U”
giaccia su ¢« = d, ed allora
esso risulta determinato co-
me sezione di « col raggio
806 .80,

Si ottiene cosi
proiettivita avente i due rag-
21 uniti coincidenti con « ed
una data coppia di raggi omo-
loghi 00', e questa proictti-
vita risulta cosi determinata
perché ¢ determinata la pro-
spettivitd tra le punteggiate
sezioni di U con s, s

in U una

Gli ultimi risultati ottenuti (che si estendono per dualith
anche al fascio di piani) permettono di affermare che:
In una forme di 1." specie vi ¢ una proiettivita deter-

. ADB
minata ( ADE’

), avente due dati elementi uniti A, D, di-

stinti o coincidenti, ¢ doce si corrisponduno due aliri ele-

menti assegnati B, B,

Questo enunciato racchiude in parte un corollario del

teorema fondamentale (del § 21), ma da qualche cosa di
nuovo, pel caso in cui i due elementi, che vengono asse-.
gnati come elementi uniti della proiettivitd, coincidono in
uno solo. '
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§ 31. Elementi uniti di una, proiettivita tra forme
di 1" specie sovrapposte. — Abbiamo veduto come in
una forma di 1." specie # si possa costruire una proietti-
vitd, dati due elementi uniti, distinti o coincidenti, ed una
coppia di clementi omoloo‘hi; se anche questa coppia di ele-
menti omologhi & costituita da elementi coincidenti, la pro-
iettivitd ¢ identica.

Si hanno pure esempi di proiettivitd, in una forma di
1." specie u, prive di elementi uniti. Basta per esempio pen-
sare alla proiettivith che nasce sulla u tra i coniugati armo-
nici di uno stesso elemento rispetto a due coppie AB, CD
che si separano. Invero (uesta proiettivitd (che é stata con-
siderata nel § 20 nella opposta ipotesi che le AB, CD non
si separassero) ¢ certo priva di elementi uniti, perché un
elemento unito di essa, insieme al suo coniugato armonico
comune rispetto ad AB, CD, fornirebbe una coppia sepa-
rante armonicamente le date AB, CD, il che é assurdo sc
(ueste si separano (L c.). ,

Riassumiamo le cose dette nel seguente enunciato:

Data in una forma di 1. specie una proiettivita non
identica, sono possibili tre casi:

1.° esistono due elementi uniti (distinti); allora la
proiettivitd dicesi iperbolica

2.° esiste un elemento unito (ovvero due comczde/m)
allora la proiettivitd dicesi parabolica,

3.° non esiste alcun elemento unito, allora la proiet-‘
tivitd dicesi ellittica.

Abbiamo visto (§ 20) che la proiettivitd fra due forme
di 1." specie ¢ una corrispondenza ordinata, vale a dire che,
mentre un elemento si muove descrivendo una forma, il
corrispondente si muove descrivendo 1’ altra.

Trattandosi di forme di 1.* specie sovrapposte, il movi-
mento di due elementi corrispondenti potra avvenire necllo
stesso senso o in senso opposto; la proiettivith & concorde
nel 1.° caso, discorde nel 2.° (§ 19). '
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Se in una forma di 1.* specie si ha una proiettivita di-
scorde, un elemento che si muove descrivendo la forma
incontra due volte il corrispondente. Questo fatto di natura
intuitiva si pud dedurre dal poSt‘ulato della continuita,
come nel § 19. Ora data in una forma di 1.* specie una
proiettivitd parabolica o ellittica, si potra dire che essa deve
essere concorde, ché dall’ipotesi opposta seguirebbe I'-esi-
stenza di due elementi uniti (distinti), ossia seguirebbe che
la proiettivith é iperbolica. Non si pud dire perod, viceversa,

~che una proiettivita iperbolica debba esscre discorde. Per
convincersene basta fare la seguente osservazione: Si prenda

M A N A una retta u e su di essa
' ' ! ! quattro punti M, N, A, A’
M A A N Esiste una proiettivith su «

dove M, N sono uniti e ad
A. corrisponde A'.

Ora, mentre un punto descrive il seguente ordinato
MAN il corrispondente in questa proiettivita descrive il se-
guente MA'N; questo ha senso opposto a MAN sc A4, A’ se-
parano M, N, e per0d in tal caso la proiettivith posta su u
¢ discorde; al contrario se A, A' non separano M, N, i sc-
gmenti MAN ed MA'N hanno lo stesso senso, e la proiet-
tivitd ¢ concorde. Si vede anche che nel 1.° caso sempre
una coppia di elementi omologhi separa M, N, ncl 2.°
mai (§ 19).

Si possono riassumere le cose dette enunciando il teo- .
rema:

In una forma di 1." specie:

1.° ogni proiettivita discorde ¢ iperbolica;

2.° ogni proiettivita parabolica od ellittica ¢é corn -
corde,

3.° una proiettivita iperbolica ¢ discorde o concorde,

secondoché due elementi omologht in esse separano o no
gli elementi uniti (il che avviene ugualmente per tutte le
coppie di elementi omologhi).
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OSSERVAZIONE. — Si noti che il prodotto di due proietti-
vitd in una forma di 1.* specie ¢ concorde o discorde, se-
condoché queste sono ambedue conecordi o discordi, oppure
I una concorde e I’ altra discorde.

§ 32." Congruenza diretta e inversa tra punteggiate
sovrapposte e fasci propri di un piano. — Una simili-
tudine (§ 29) sopra una retta propria si dice diretta o in-
versa, secondoche ¢ concorde o discorde. Una similitudine
sulla retta ha sempre il punto all’ infinito come punto unito
e perd ¢ iperbolica o parabolica; in questo ultimo caso ¢
certo diretta; dico che cssa ¢ allora una uguagliansa o
congruensa dirette. Per dimostrarlo basta notare che uno
strisciamento della retta su s¢ stessa, che porti un punto
A in un dato punto A’, genera ’ A A’
cffettivamente una congruenza ' '
diretta, cio¢ una proiettivith parabolica che non ha altro
punto unito che il punto all’infinito (perché nessun altro
punto resta fermo); d’altra parte vi ¢ sulla retta una sola
proiettivith parabolica, che ha il punto all’infinito come
punto unito e che fa corrispondere ad A, 4'; dunque la si-
militudine parabolica supposta data sulla nostra retta equi-
vale proprio alla congruenza dirctta gonerat& dallo striscia-
mento nominato.

Si pud quindi affermare:

Una congruense diretta, sopra unae retta propria, St
puo definire come una proietiivitd parabolice col punto
unito «ll’ infinito.

OSSERVAZIONE. — In consecguenza il postulato metrico
del movimento della retta su s¢ stessa appare come un
corollario del teorema fondamentale della proiettivita.

In una congruenza inversa, sopra una retta, vi sono due
punti uniti, uno dei quali ¢ il punto improprio e 1’ altro un
punto proprio O. Ora due punti omologhi dovranno distare

ugualmente da O, e (stante il senso discorde della cor-
8
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rispondenza ) cadere da parte opposta di O. Per conse-
guenza: ‘ '

Una congruensa inversa, sopra una retta propria, equi-
vale ad una simmetria rispetto al punto unito proprio.

OsSERVAZIONE. — La congruenza diretta su una punteg-
giata si genera col movimento della retta.su sé stessa, ca-
pace di sovrapporre due punti corrispondenti. La congru-
enza inversa si genera invece con un ribaltamento della
retta attorno al punto unito proprio.

Anche per le punteggiate improprie, sovrapposte, vi ¢
luogo a distinguere una congruenza direfta (concorde) ed
wa congruensa inverse (discorde). Tenendo presente .il
significato intuitivo della disposizione circolare naturale
di una retta impropria (§ 6), possiamo dire che un movi-
mento di un piano su sé stesso (strisciamento) non altera
il senso di una terna di direzioni, e percio genera sulla
retta all’infinito una congrucnza diretta; un ribaltamento
del piano attorno ad una retta (propria) genera sulla retta
impropria una congruenza inversa.

La considerazione della congruenza, determinata sulla
retta all’ infinito da due fasci propri congruenti di un piano,
permette di distingere la congruenza diretie ed inversa di
due fasci propri giccenti in un piano.

Sieno dati in un piano due fasci (propri) congruenti U, U’
¢ sieno ab, a'b’ due angoli corrispondenti (uguali) non or-
togonali, merce i quali la congruenza stessa risulta deter-
minata (§ 29). Moviamo nel piano il fascio U' sovrapponen-
dolo ad U, in guisa che « coincida con «; questo movi-
mento ricsce cosi definito (a meno di rotazioni di due angoli
retti, da cui si pud prescindere). Esso porta 0' a coincidere
con O, oppure ad assumere la posizionc 0" simmetrica di
O rispelto ad a.

Nel primo. caso, considerando, p. e., il raggio ¢ di U or-
togonale ad «, si vede che la terna di direzioni abc ha lo
stesso senso della terna di divezioni «'d'c’ costituita dai raggi
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omologhi del fascio U’ vale a dire la congruenza tra U, U’

¢ diretta; invece nel secondo caso le dette terne hanno

senso  opposto, ossia la " a

congruenza tra U, U ¢ b b

inversa. Ora si vede ancora

che nel primo caso la no- 7 C -C’

minata congruenza viene

generata dal movimento iy o

effettuato nel piano che

sovrappone U’ ad U por- C'-

tando «' su «; nel secondo

caso occorre eseguire, dopo

questo movimento, anche

un ribaltamento del piano attorno ad «.
Tanto che si pud concludere:

Due fasci (propri) congruenti di un piano 8010 con-
gruenti direttamente o inversamente, secondoché i ragyi
omologht di essi possono jfarsi coincidere solo con un mo-
vimento del piano su sé stesso, o con un tale movimento
congiunto ad un ribaltamento del piano.

Abbiamo veduto (§ 29) che, dati due fasci propri di raggi
¢ fissata una coppia di raggi corrispondenti restano deter-

a/

bl

.minate tra i fasci stessi due congruenze; ora si pud anche

aggiungere che, se i fasci stanno in un piano, una delle
nominate congruenze ¢ dirette e ' altra inversa. _

OSSERVAZIONE. — Se due fasci di raggi congruenti, di un
piano, sono prospettivi, cssi risultano riferiti per parallelismo
di elementi, allorché la congruenza ¢ diretta; oppure sono
proiezioni della retta che biseca ortogonalmente il segmento
congiungente i centri dei fasci, allorché¢ la congruenza ¢
inversa. '

Come caso particolare della congruenza tra due fasci di

-un piano, si ha la congruenza tra due fasci di raggi sovrap-

posti, ossia in un fascio. Qui non occorre piu la considera-
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zione della retta impropria, per stabilire la distinzione fra
congruenza diretta ed inversa.

Una congruenszae dirette in un fascio (proprio) di ragg
equivale ad una rotazione, di un certo angolo, del fascio
su sé stesso: infatti essa pud venir generata dalla rotazione
che sovrappone un raggio al corrispondente. Segue di qui
che una tale congruenze ¢ sempre ellittica.

In una congruenza inversa, certo iperbolica, gli angoli
formati dai raggi omologhi con un raggio unito debbono
essere uguali, e da parte opposta di esso (appunto percheé
il senso della corrispondenza ¢ discorde). Si deduce che:

Una congruenza inversa, in un fascio proprio di ragge,
pud essere generata col ribaltamento del piano del fascio
attorno a ciascuno det raggi uniti, ossia equivale ad una
simmetria rispetto « ciascun unito.

Segue che:

La congruenza incersa ammette due raggi uniti orto-

onali, bhisettori degli angoli dclle rette corrispondenti.

Le proposizioni precedenti possono ora riportarsi, per
sezione, alla retta impropria del piano del fascio considerato.
Si avrd dunque:

Sopra una rette impropria, ogni congruenze diretia é
ellittica,; ogni congruenza inversa possiede due punti uniti
corrispondenti a direzioni ortogonali,

Due punti di una rette improprie (presi in un certo
ordine) sé corrispondono in due congruenze su questa retia
U una diretta e U’ altra inversa.

OSSERVAZIONE. — Anche per due fasci di piani sovrap-
posti, cioé¢ in un fascio di piani, si puo distinguere la con-
gruenza diretta (concorde) dalla congruenza inversa (di-
scorde). La prima viene generata da una rotazione del
fascio (attorno al suo asse) di un certo driedro. La seconda .
equivale ad una simmectria rispetto a due piani, uniti, orto-
gonali.. _

Per fasci di piani distinti, sieno pure ambedue in una
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stella, non vi é luogo a distinguerec due specie di con-
gruenza: diretta e inversa.

§ 33. Gruppo di quattro elementi proiettivi. — Per
indicare che due forme di 1.* specie u, ' sono proiettive,
useremo del simbolo =, scrivendo *

uwu.
Se é
‘ unu eu mu’
(dove u, v, u” sono forme di 1.* specie), si deduce (§ 21)
uwu'

Se A BC D I.. ¢ un gruppo di elementi di uha forma
di 1.* specie u, ed A’ B’ ¢' D' E'... ¢ un gruppo di elementi
di un’ altra forma di 1. specie u, si dird che i due grupp?
sono proiettivi, e si sceriverd:

ABCDE..t ABCDE...,
quando esiste una proiettivitd tra u, »' in cui le coppie di
elementi :
AA, BB, CC,DD, EK...,
si corrispondono. Allora si ha di conseguenza:
"ABCDm A'BCD
ABCLE n A’ B'C' L
BCDE® BCDUL.

-od -anche
_ ‘DCBA = DC B A" ecc. ,
“Per il § 21 due gruppi di tre clementi ABC, A’ B C' in
forme di 1.* specie u«, «', sono scmpre proiettivi, cioé si ha
“sempre S o '
ABC = A BC. ‘
Invece la relazione ABCD = A B'C'D' (dove D, D
sono altri due elementi rispettivamente di », ') non ¢ in
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generale soddisfatta, se i“gruppi di elementi A BC D,
A" B C' D, sono stati presi ad arbitrio; anzi quella relazione
determina D’ dato D, se sono fissate-le due terne ABC,
A'B'C' (§ 21). . p
Segue pure che se Z, £ sono altri elementi rispettiva-
mente in #, u’, dalle relazioni
ABCD = AABC'D
ABCE m AABCE'
si trae
. ABCDE n A'B'C'D FE,
e quindi
. BCDE = B C'D L ecc.

I precedenti enunciati sono espressioni simboliche dei
teoremi stabiliti.

TEOREMA. — Tutti ¢ gruppi armonici di elementi ap-
partenenti a forme di 1.* specie sono proiettivi.

Infatti.se (ABCD), (A" B' C'D) sono due gruppi armo-
nici di elementi, appartenenti rispettivamente a due forme
di 1.» specie u, u’ (distinte o sovrapposte), la proiettivita
definita dalle terne A4 B C, A’ B’ C', fa corrispondere i quarti
armonici D, D' (per definizione ).

COROLLARIO. — Se (ABCD) ¢ un gruppo armonico di
elementi d’ una forma di 1.* specie, st ha:

ABCDU BADCIN CDABII DCBA
NBACDI ABDCIICDBAII DCAB.

Infatti (§ 13) tutti i gruppi di quattro elementi sopra in-
dicati sono armonici, se ¢ armonico (A B C D).

La relazione precedente si pud enunciare in parole, di-
cendo che un gruppo armonico di quattro elementi di una
forma di 2.* specie, disposti in un certo ordine, ¢ proiettivo
ai gruppi ottenuti:

«) scambiando tra loro due elementi del gruppo ed
insieme gli altri due.
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b) scambiando tra loro due elementi \co»niugati e non
gli altri due.

Mediante uno scamblo @) si passa dall’uno all’ altro dei
cuattro gruppi secritti nella prima linea o dall’ uno all’ altro
dei gruppi scritti nella seconda linea: invece mediante uno
scambio &) si passa da un gruppo della 1.* linea a un gruppo
della 2.* linea, e viceversa.

Siamo ora indotti a ricercare se sia possibile effettuare gli
scambi @) o ) sopra i quattro elementi ¢i un gruppo non
armonico in una forma di 1.2 specie, in modo che esso ri-
manga proiettivo al gruppo stesso preso secondo il primi-
tivo ordine.

Vedremo che ¢ sempre possibile effettuare in un gruppo
di quattro elementi di una forma di 1.* specie un tale scam-
bio @), ma che dalla possibilita di effettuare uno scambio
0) in modo, che il gruppo di quattro elementi nel nuovo
ordine sia proiettivo al primo, segue che il gruppo stesso
€ armonico.

Cominciamo dal dimostrare che se 4, B, C, D sono quattro
elementi (arbitrari) d’ una forma di 1.* specie, si ha sempre

ABCD « BADC.

Basta stabilire il tcorema per il gruppo A B C D di quat-
tro punti di una retta; si fard poi uso della legge di dualita:
nello spazio o nel piano.

A tal fine si proietti il r)I‘uppo ABCDin E F G D, sopra
un’ altra retta per D, da un punto esterno M, si determini
(uindi il punto N intersczione di A F, M C; si ha allora

ABCDw EFGD
(essendo un gruppo proiezione dell’ altro da M). Si ha pure
LEFGDm MNGC |
(essendo un gruppo proiezione dell’ altro da A), ed

MNGC = BADC
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essendo un gruppo proiezione dell’ altro da F); (uindi
ABCD w BADC, c.d.d.

Applicando questo risul-
tato al gruppo ACBD, si
avra:

ACBD n CADB
cio¢: esiste una proiettivita
nella quale le coppie AC, CA,
BD, DB, si corrispondono.
Questa proiettivith fa corri-
spondere al gruppo ABCD il gruppo CDAB, sicche

ABCD = CDAB.

1~

/A 'B g\

MA per quanto precede
CDAB = DCBA;

si avran duncque le relazioni
ABCD m# BADC = CDAB = DCBA.

Supponiamo ora che sia
ABCD = BAC D,

e, come innanzi, si consideri il gruppo £F£GD, proiczione
di. A BC D sopra un'altra retta per D, da un punto estremo
M. Si ha ora:

BACD = EFGD,

e la proiettivith tra le rispettive punteggiate chie fa passare
dall’ uno all’ altro gruppo, ammette il punto unito D ¢ pero
¢ una prospettivita (§ 27); in conseguenza le rette BE,
AF, CG concorrono in un punto K. I esistenza del qua-
drangolo KEMFK di cui i lati M, KF passano per A, i lati
'K, MI' per B, MK per C ed I/'I" per D, prova quindi che
ABCD ¢ un gruppo armonico. -

Possiamo ora enunciare: complessivamente per le forme
di 1.2 specie il
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TEOREMA. — Un qualunque gruppo di quatiro element;
ABCD di una forma di 1.* specie, ordinati in un dato modo
¢ proiettivo ai gruppi ot- , M
tenuti scambiando fra loro
due elementi di esso ed
insieme gli altri due, cioé:

ABCD = BADC =
CDAB = DCBA

Se il gruppo é proiettivo
ad uno di quelli ottenuti
scambiando tra loro sol- ¢ B
tanto due elementi e non gli aliri due (per esempio ABCD
w BACD), esso ¢ «urmonico, ed i due elementi scambiabil
sono in’ esso coniugati, Viceversa, abbiam visto che pei
gruppi armonici un tale scambio ¢ sempre possibile.

Sopra una retta « si abbiamo due gruppi proiettivi di-
quattro punti, MNAB, MNA'B', aventi due punti uniti; dico
che sono proiettivi i
gruppiMNAA', MNBB'.
Per vederlo si proiet-
tino 1 .gruppi (omolo-
ghi) MMAB MNAB
delle rette proiettive
sovrapposte «, .u’, Vi-
spettivamente da due
esterni  S,S’,  allinecati
con M. I fasei S u, S' o/ /,/jz -
aventi il raggio unito SE=T
SS” risultano prospettivi (§ 27, 30).- ¢ percid le rette- SA,
S'4" ¢d SB, B determinano due punti A”B” di cui la
congiungente u”’ (sczione comune dei due fasci prospettivi)
passa per N. Sia Q=«". SS’ il punto comune alla retta u"”
¢ alla §S'. Allora si ha

MNAA = MQSS’

7 -
-
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(essendo un gruppo proiezione del? altro da A’),
MNBB ©m MQSS'

(essendo un grnppo proiezione dell’ altro da B"),
quindi
MNAA «n MNBB, c. d. d.

Il precedente risultato si puo enunciare dicendo che: se
si ha sulla retta © una proiettivith avente due punti uniti
distinti M, N, di cui le A A" BB sieno due coppie di punti
omologhi, la prbiettivitém (%:Xj) definita dalle due terne
MNA, MN A, fa passare da B a B'.

Sotto questa forma il risultato puod estendersi al caso in
cui M, N coincidono, ossia V=M. In tale ipotesi abbiamo
visto che la prospettivita
tra i fasci di centri SS
risulta fissata, data una
coppia di punti omologhi
A, A’ (oltre il punto unito
M=N), per il fatto che
P asse di prospettivith u”
deve passare per M (onde
esso congiunge M ed A”
=S54.54") Ancora, se B,B’
sono punti omologhi della

S/

MMA
MMA'

data proiettivita ( ) si pud costruire su « una pro-

iettivith avente due punti uniti coincidenti in 2, ed A,B
come punti omologhi: questa si pud ottencre (analoga-
mente al caso generale in cui 37, .V sono distinti ) proiettando
wda A" su S8, e quindi S,S" su ¢ (=u) da B'=SB.S'D;
percid in essa si corrispondono A' 3. :

L’ affermazione che tale proiettivita ha i due punti uniti
coincidenti in M, risulta provata dal fatto che la condizione
necessaria e sufficiente affinché 1'indicata costruzione con-
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o

duca da un punto di u a s¢ stesso, é che la sua proiezione
da A” su S & sia allineata con A4”, B” (cioé stia su u”).

Estendendo il significato del simbolo =, diremo che ¢&
MMAB © MMA B, quando la proiettivith di u avente
due punti uniti coincidenti in M e nella quale. ad A corri-
sponde A', fa corrispondere a B, B allora il risultato sta-
bilito pel caso M=N puod enunciarsi dicendo che se

MMAB=T MMA B,
si deduce
o MMAA = MMBREB.

L’ estensione del significato del simbolo = si fard analo-
gamente per le altre forme di 1.> specie.

Cid posto (riunendo insieme i due casi in cui M & di-
stinto da N ed M=N) possiamo enunciare complessiva-
mente per le forme di 1.> specie il

TEOREMA. — Se in una forma di 1.* specie si hanno due
gruppl di (4 0 &) elementi MNA B, MNA'B, aventi due
elementi comuni M, N, distinti o coincidenti, e tali che sic

] MNAB =« MNA'B,
st deduce
MNAA' = MNBB.

§ 34." Birapporto di quattro elementi in una forma
di 1.* specie. l.a relazione simbolica

ABCD I A'B'C' D,

tra due quaderne di elementi appartenenti a forme di 1.*
specie, si pud sostituire con una relazione di uguaglianza
tra due numeri. Per ottenerc questo resultato hisogna mo-
strarc come ad ogni gruppo di quattro elementi 'di una
forma di 1.* specie appartenga un (invariante assoluto
¢io¢ un) numero che si conserva, allorche sul gruppo stesso
(e sulla forma che lo contiene) si operi una proiettivita;
si vedrd quindi come I’ uguaglianza dei numeri relativi a
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due quadernce di eclementi dia la condizione, non solo ne-
cessaria, ma anche sufficiente perché¢ esse sieno proiettive.

II numero che vogliamo definire per ogni gruppo di
quattro elementi di una forma di 1.* specie, ¢ il birapporto
(0 rapporto anarmonico) di essi. Per dimostrare il suo ca-
rattere di invarianza reclativo alle proiettivita, basterd pro-
vare che esso si conserva per ogni proiezione o sezione,
giacche sappiamo ormai che la proiettivita tra due forme
di 1. specie pud sempre esser posta mediante un numero
finito di proiezioni ¢ sezioni.

Cominciamo & definire il birapporto di quattro punti
propri A4, B, C, D, dati sopra una retta. Prendercmo come
espressione di esso )
AC _ AD

dove con AC, BC, AD, 13D, denotiamo in valore ed in segno
lye lunghezze dei segmenti (finiti) aventi gli estremi indicati;
il segno, naturalmente, ¢ relativo ad un senso della retta
fissato come positivo, ma 1'.cspressione del birapporto (ABCD)
¢ tale, che esso non muta se si scambia il senso positivo
della rette col negativo.

Definiremo invece come birapporto di  quattro rette
a, b, ¢, d di un fascio proprio, 1'espressione

sen e . sen ad
sen oc¢ Cosen od

(wbed) =

formata coi seni degli angoli delle nowminate rette, inten-
dendo che i detti angoli vengano presi in gmudeizut ed in
segno. relativamente -ad un senso del fascio, fissato come
positivo (senso chie pud essere indifferentemente invertito);
veramente la grandezza di ognuno di questi angoli non ¢
determinata, poiche, anche limitandosi ad angoli minori di
duce retti, due rette danno luogo a due angoli supplemen-
tari; ma questa indeterminazione ¢ qui senza conseguenza
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poiché due angoli supplementari hanno lo stesso seno; il
hirapporto (« 0 ¢ d) ¢ dunque ben definito.
Analogamente si definisce il bhirapporto

sen ay , sen ad
sen Py " sen B

(x By o) =

‘

di 4 piani «,8,v,% di un fascio proprio, considerando gli an-
goli diedri ay, By, «2, 3. Si pud dire che il hirapporto («py%)
¢ per definizioue il hirapporto della quaderna di raggi ot-
tenuta segando il fascio di piani con un piano normale
all’ asse.

OSSERVAZIONE. — Il hirapporto (ABCD) di 4 elementi in
una forma di 1.» specie dipende dalla disposizione in cui
essi vengono considerati. Lsso & positivo se le coppie AB,
CD non si separano, negativo nel caso opposto.

Consideriamo ora una quaderna di raggi d’un fascio
(proprio) «, b, ¢, d, ¢ una quaderna di punti (propri) 4, B, C, D,
ottenuta segando il fascio
con una retta. Denotando U
con U il centro del fascio, —
avremo che le aree dei trian-

goli UAC, UBC, UAD, UBD ___4 B \' ]7\
stanno fra loro come le hasi; / / \ » d
& altra parte queste aree * b ¢

sono date dal prodotto delle lunghezze di due lati pel seno
dell’ angolo compreso; avremo duncque (denotando con 72
un fattore di proporzionalith ) '

UA . UC.senac=nh . AC
UB . UC . sen be h . BC
UA . UD . sen ad h . AD
UB.UD.sen bd =/ . BD,

I

relazioni che intendiamo di prendere soltanto in valore as-
soluto. Da esse si ricava
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AC _ UA sen ac
BC — UB sen bc¢
AD UA sen _ad
BD ~ UB sen bd’

€ quindi si deduce I’ uguaglianza in valore assoluto
(ABCD) = (abcd).

Osservando poi il senso dei segmenti e degli angoli che
entrano in considerazione, si vede subito che tale ugua-
glianza vale anche rispetto al segno dei birapporti che in
essa compariscono ; altronde cio risulta anche chiaro dal
fatto che il detto segno dipende dal separarsi:o no delle
coppie AB, CD e «b, cd.

Concludiamo intanto che ogni proiezione da un punto
{proprio) di una cuaderna di punti (propri) di una retta ha
1o stesso hirapporto di cuesta quaderna di punti, e viceversa
ogni sezione (propria) di una quaderna di raggi d’un fascio
(proprio) ha lo stesso hirapporto della quaderna di raggi.

Si considerino ora quattro piani di un fascio proprio
a, B, v, &, e due gruppi di punti (propri) ABCD, A'B'C'D’
ottenuti segando il fascio di piani con due rette sghembe.
Supposto p. e. che la retta A D' non sia parallela ad alcuno
dei piani B e ¥, indichiamo con B”, C” i punti propri in cui
essa li sega; allora i gruppi ABCD, AB'C"D, e cosi
AB'C"D', A'B'C'D" sono prospettivi, come sezioni di uno
stesso fascio di raggi col centro sull’ asse del fascio di piani,
e pero si ha

(ABCD) = (AB" C"D') = (A'B'C'D’).
11 hirapporto di punti (propri) sezioni di e, B, ¥, &, con una
retta ¢ dunque costante; e costante ed uguale al primo ¢&
quindi anche il birapporto di 4 raggi sezioni del fascio di
piani con un piano non parallelo all’asse, onde (segando
~con un piano normale all’ asse) risulta

(ABCD) = (af®)



Pertanto resta stabilito che: “due cruppi di 4 elementi
appartenenti a forme di 1.* specie, i quali sieno ottenuti
I’uno dall’ altro con una proiezione o sezione, hanno lo
stesso ‘bhirapporto. Ma questa conclusione é, per ora, subor-
dinata-all’ ipotesi che gli- _elérhenti e la forma di cui si di-
scorre sieno tutti propri, giacché in questa ipotesi soltanto

& stato definito il hirapporto.

Procediamo a togliere questa restrizione, definendo con-
venientemente il hirapporto nei casi fino ad ora eccepiti.

Cominciamo dal considerare sopra una retta propria tre
punti propri 4, B, C, ed il punto improprio Dg,; per defini-
zione porremo il hirapporto

(ABCDo) = 4.
come si é tratti a farlo, notando che per una considerazione
di limite
ADg,

BD, — &

Si proietti ora il gruppo (ABCD,,) da un punto proprio U,
secondo il gruppo di raggi «, 0, ¢, d; dico che

(ABCDy) = (abcd).
Invero si ha ( come abbiamo veduto innanzi)

AC UA sen ac, U
BC ~ UB sen be’ \/© . 4

ma nel triangolo UAB i lati
UA, UB sono proporzionali
ai seni degli angoli opposti,

e questi angoli sono rispetti- /A /B Y —_
; D

a [} \¢

vamenti uguali (o supplp-
mentari) a bd, ad, dunque

AC _ sen ac | sen ad
BC ~ sen bc ° sen bd’
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ossia

AC sen «c sen ad .
(ABCDy ) = BC = sen de - sen bd = (abed), c.d.d.

Ora definiremo analogamente il birapporto di 4 punti
A,B,C,D, di una retta propria, allorché uno dei punti C,B,A
sia improprio, valendoci delle formule:

BD

AC
(4B CD) = 5,
, ) = BD
(Ao BED) = “p»

e collo stesso ragionamento usato:innanzi si proverad che
ogni proiezione abed del gruppo ABCD, fatta da un punto
proprio, ha il hirapporto

(abcd) = (ABCD).

Passiamo quindi a considerare 4 punti A,3,C,D sopra
una retta impropria; i 4 raggi «,b,c,d che proiettano i
detti punti da un qualsiasi punto proprio U formano fra
loro angoli indipendenti dalla particolare posizione di U,
sicché il hirapporto («bed) ha un valore costante, che puo
definirsi come hirapporto (4BCD).

Dato un fascio di raggi improprio, ma giacente in un
piano proprio, la sua quaderna di raggi «bed viene segata
cen una retta qualsiasi, non appartenente al fascio, secondo
un gruppo di punti ABCD, di cui il hirapporto & costante;
si assumera per definizione il hirapporto

(abed) = (ABCD).

Similmente 4 piani «,8,y,%, di un fascio improprio, ven-
gono segati da una retta non parallela ad essi secondo
4 punti A,B,C,D, -di cui il birapporto costante si assumera
come definizione del birapporto («8y?9).
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Finalmente, se sono date 4 rette improprie «, b, ¢, d, di
un fascio, assumeremo, per definizione, come hirapporto
(e b c d) il hirapporto costante dei 4 piani proiettanti le no-
minate rette da un qualsiasi punto (proprio).

Abbiamo cosl esteso a tutti i casi la definizione del bi-
rapporto di un gruppo di 4 elementi ABCD di una forma
di 1.* specie, in guisa che risulti sempre vera la proposi-
zione « Il birapporto di 4 elementi di una forma di 1.* specie
rimane assolutamente invariato per ogni proiesione o Se-
sione ». Da questa proposizione si deduce, come abbiamo
notato :

Se due quaderne di elementi A BC D, A’ B'C' D', appar-
tenenti a forme di 1.* specie, sono proiettive, sussiste I’ ugua-
glianza dei birapporti

(ABCD) = (A'BC'D).

Ora bisogna mostrare che questa uguaglianza ¢ condi-
zione non soltanto nccessaria, ma altresi sufficiente, perche
si abbia

ABCDn A BCD.

Cominciamo a tal fine dall’ osservare che, dati tre cle-
menti 4, B, C, di una forma di 1.* specie, vi é un unico cle-
mento D, pel quale il birapporto (4 13 C D) assume un dato
valore prestabilito. ‘
~ Cid posto si abbia (ABC D) = (A' B C’' I’); la proicetti-
vith (i, g, 2) posta tra le forme di 1. specie che conten-
zono i nostri elementi, deve far corrispondere a D un cle-
mento Dy, pel quale il birapporto

(A'B''D,) = (ABCD);
I’ elemento D, non differird dunque da 1)', ossia
ABCD = A'B'C'D’ e.d.d.

Riassumendo: L« condizione necessarica e sufficiente

perché due gruppt di 4 elementi, auppartenenti a jforime
9
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di 1* specie, sieno proiettivi, ¢ U uguaglianza dei loro
birapporti. .

Molti resultati precedentemente dati sotto altra forma
trovano ora una semplice espressibne coll’ introduzione dei
birapporti. v

Cosl p. e. la proprieta di un gruppo (A BCD) di essere
armonico ¢ espressa dalla relazione

(ABCD) = — 1,

come segue subito dalla proprieta metrica dei gruppi ar-
monici data nel § 17.

Ancora la proprieta stabilita in fine del § 33 si pud enun-
ciare dicendo:

In una proiettivita iperbolica il birapporto della qua-
derna costituita dai due elementi uniti e da due elementi
corrispondenti qualsiasi é costunte (indipendente cio¢ dalla
scelta di questi due elementi corrispondenti). Questo birap-
porto, che ¢ ben definito appena fissata la disposizione della
quaderna, dicesi fnvariante assoluto della proiettivitd; esso
insieme ai punti uniti determina la proiettivita, ecc.

OSSERVAZIONE 1.0 — Abbiamo gid osservato che il birap-
porto (4 BC D) di 4 elementi appartenenti.ad una forma
di 1." specie non ¢ indipendente dalla disposizionc in cuil
questi elementi vengono presi. Permutando gli elementi
A, B, C, D si ottengono 6 valori del birapporto che é facile
calcolare; 4 permutazioni soltanto corrispondono in gene-
rale ad un medesimo valore, cioé si ha

(ABCD) = (BADC) = (CDAB) = (DCBA):

queste uguaglianze csprimono le relazioni di proiettivita
date nel § 33.
In generale

1

(ABCD) = BACD

di guisa che I’ uguaglianza ‘

(ABCD) = (BACD)



— 131 —
(esprimente la relazione ABCD II BACD) sussiste soltanto
se A e B coincidono | (ABCD) = + 1} o, dato che i 4
elementi sieno distinti, se

(ABCD) = — 1. :

Questa uguaglianza per la proposizione del § 17 esprime
che il gruppo ABCD ¢& armonico, e cosi si arriva a confer-
mare le conclusioni del § 33. ‘

OSSERVAZIONE 2.2 — Si pud ora dire che la proiettivita
tra due forme di 1.* specie ¢ una corrispondenza biunivoca,
che conserva il valore del bhirapporto di ogni gruppo di 4
elementi qualsiasi. La definizione data della proiettivita (§ 21)
sl pud inveece esprimere, dicendo che essa ¢ una corrispon-
denza biunivoca tra due forme di 1.* specie, che conserva
il valore del birapporto di ogni gruppo armonico, cioé¢ che
conserva il hirapporto di 4 elementi ogniqualvolta esso
valga — 1. .

licco dunque sotto un nuovo aspetto il contenuto essen-
ziale del teorema fondamentale della proiettivita:

- Se due forme di 1.* specie sono riferite fra loro in modo
che ad ogni quaderna di elementi dell’una, formanti un
birapporto — 1, corrisponda nell’ altra una quaderna di ele-
menti formanti lo stesso birapporto, ad ogni quaderna di
elementi di una forma avente un birapporto qualsiasi (di-.
verso da — 1) corrisponderd nell’ altra una quaderna di
elementi avente lo stesso hirapporto.

E cid porta a rappresont&ue analiticamente la pr01ett1v1t<1
tra due forme di 1. specie con un’ equazione bilineare fra
le coordinate (ascisse sulla retta, ecc.)

CoroLLARIO. — Dalla conservazione del birapporto di 4
elementi nella proiettivitd tra due forme di 1.* specie si puo
trarre come corollario un’ elegante definizione metrica della
proiettivita tra due rette.

Sieno u, u’ due rette (proprie) proiettive, e si indichino
con 7, I’, i punti di esse che corrispondono rispettivamente
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ai punti impropri I’o, di ', ¢ Ion di u. Tali punti sono am-
hedue propri, escluso il caso che le due rette sieno simili
(§ 29); essi prendono il nome di punii limiti. Sieno A, A/,
¢ B, B due coppie di punti corrispondenti in u, w'.

Si avra I'uguaglianza

(ABIIy)=(ADBIl,1Tl)
ossia
AT BT

I A1

da cui
Al A T'=DBI.B1TI.

Dunque: In due punteggiate proprie proiettice, non si-
mili, il prodotio delle distanze di due puniti corrispondenti
dat rispettivi punti limiti ¢ costante.

§ 35. Trasformate proiettive di una proiettivita -
Invariante assoluto. — Si abhia in una forma di 1.* specic
« una proiettivith w, ed essendo «' un’altra forma di 1.*
specie, si ponga tra u ed ' una proicttivith Q. in «' si
avra una proiettivita

=0 O

i

T

che si dird la Zrasformate della = mediante la Q. giacehe
la @ fa corrispondere a duc clementi di « omologhi in =,
due elementi di «' omologhi in =

La @ & alla sua volta la trasformata della «' mediante
la Q—1, giacché si ha

Si dice anche che le =, = sono proicttivita proceteive.

se due proiettiviti (risp. in w, «') sono proicttive (ciod
trasformate 1’ una dell’ altra mediante una proiettivith tra
w, u'), esse sono entrambe ellittiche, o entrambe iperbor-
liche, o entrambhe paraboliche. Questa ossql"vnxiow prova



gid che due proiettivith in forme di 1.* specie non sono
sempre proiettive. A

Lasciando da parte il caso delle proiettivita ellittiche,
rivolgiamoci ora ad esaminare quando avverrd che duc
proiettivitdh ambedue iperboliche o paraboliche sieno pro-
iettive.

Consideriamo dapprima due proiettivith ambedue iper-
boliche =, =', risp. nelle forme u, ©': sieno M, N i due ele-
menti uniti di = (su «); 4, 4, duc elementi corrispondenti
nella stessa . '

Se la =" ¢ trasformata proiettivamente nella = dalla
proiettivita Q, la Q fard corrispondere ad M, N due ele-
menti 47, N’ di «', che saranno uniti per =«’, e farh cor-
rispondere ad A, A, due elementi A, A’, omologhi in =':
sioavrd dungue

MNAA = M N A A

I per conscguenza (§ 33) se B, I3, sono due altri elementi
qualsiansi omologhi in #, si avra

MNAA = M N' BB,

Questa relazione non ¢ in generale soddisfatta date ad
arbitrio le =, =&/, ma essa cesprime la condizione non solo
necessaria, bensi anche sufficiente perché le proiettivita
m, ©' sieno proicttive. Intatti, se essa ¢ soddisfatta, la pro-
iettivita

o (M NA)
M N' B

trasforma cevidentemente la
_ (]l[ N A )
MN A,
nella

. (]l[’ N B)
=\ N B)
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La relazione
MNAA = M N B B
equivale, come sappiamo, all’ uguaglianza dei birapporti-

(MN A A) = (M N BB,),

quindi il resultato ottenuto si pud enunciare nel modo se-
guente * (v'. §33): _

La condizione necessaria e sufficiente perché due pro-
cettivita iperboliche, appartencnti « forme di 1.* specie,
steno proilettice, ¢ U uguaglianza dei loro incarianti as-
soluti,

OsSERVAZIONE. — Quando tale condizione ¢ soddisfatta,
si possono sempre trasformare le due 151'(:»iottivit£1 I' una nel-
I’ altra in infiniti modi, facendo corrispondere ai duc elementi
uniti dell’ una gli elementi uniti dell’ altra, ¢ fissando ad
arbitrio altri due elementi omologhi.

Consideriamo ora due proiettivita paraboliche, si pud
dimostrare che esse esse sono sempre proiettice. Sieno in-
vero M ed M’ 1 punti uniti delle proiettivita paraboliche
m, «/, risp. date nelle forme «, «', ¢ sieno A, A, due clementi
di » corrispondenti in =, ¢ A', A’, due elementi di ¢’ corri-
spondenti in «'. Poniamo fra «, ' la proiettivita

L (M A4 A 1),
=\ A

essa trasforma la proiettivita paraholica
. (M M A.)
T\ A,

nella

N

. (M' M 4)
R V0 VA A

dunque le =, n’ sono proiettive, e. d. d.
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OSSERVAZIONE. * — L’ invariante assoluto d’ una pro-
iettivith parabolica (M M A A,) deve considerarsi come
uguale all’ unita, ed ¢ quindi uguale per tutte le proietti-
vita paraboliche. ,




CAPITOLO VII

e~

Involuzione nelle forme di 1.: specie.

§ 36. Involuzione. — Data in una forma di 1.* specie u
una proiettivith o, non avviene in generale che essa equi-
valga alla sua inversa, cio¢ che sia o = o~1 Invero se 4, A’
sono elementi corrispondenti in o, la © pud considerarsi
come definita dalle terne corrvispondenti A A" B, A" A" B,
dove A”, B, B sono certi altri elementi della forma, ed
AAB

allora si vede che la w = ( A A B

1 (A' A" B
w =

) non equivale certo alla

A 4 B

Se, invece di parlare di una sola forma, si considerano
due forme di 1.2 specie u, «' sovrapposte, riferite mediante
una proiettivith o, si pud dire che un elemento -4 della
forma, considerato come appartenente alla @ da un corri-

) se A" ¢ diverso da A",

spohdente A" in #’ (suo omologo in w); considerato inveee
come appartenente ad ', da in generale wn dicerso corvi-
spondente A4, (suo omologo in =),

DEFINIZIONE. — In una forma di 1. specic una proietti-
vita non identica, che coincida colla sua inversa, dicesi pro-
iettivita incolutoria o (neolusione.

Se, invece di parlare di una sola forma, si parla di duce
forme di 1.* specie sovrapposte «, «', in involuzione, non Vvi
£ luogo a distinguere ' una forma  dall’ altra, giacche ogni
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elemento considerato come appartenente ad v o ad u' da, in
questo caso, lo stesso corrispondente.
OSSERVAZIONE. — Non 8i pud parlare di involuzione tra
forme di 1.* specie distinte. )
Invece di esprimere la condizione perché una proiettivita
w sia involutoria, colla relazione

w = wl,
essa si puo esprinlere colla relazione equivalente
w

la quale afferma che la ripetizione della proiettivith e« pro-
duce I'identita, vale a dire che: se in una proiettith involu-
toria o (posta in una forma di 1.* specie) ad un elemento A
corrisponde A, anche ad 4" corvisponde A; cioé i due ele-
menti A, A" s8¢ corrispondono in doppio modo. Per effetto
di questa corrispondenza in doppio modo non vi é luogo a
distinguere nella coppia A A’ il primo clemento dal secondo
(c¢id che avviene invece se la o non ¢ involutoria); cosi
I"involuzione pud riguardarsi come una serie di infinite
coppie (analoghe ad A A') twle che ogni elemento dellu
Jorma appartiene ad una coppia.

Si hanno cosi due sensi diversi della parola « involu-
zione » 1 I'involuzione intesa come operazione (proiettivita
involutoria) ¢ I’ involuzione intesa cone una serie di coppie
di punti (corrispondenti in una proiettivith involutoria).

Una coppia di clementi, c¢he si corrispondono (in doppio
modo ) in una involuzione, si dice una coppia di elementi
coniugaell nell’ involuzione.

In una qualunque proiettivita non ellittica, data in una
forma di 1.2 speeie, esistono coppie di clementi omologhi
(coincidenti), clie si corrispondono in doppio modo, e sono
quelle costituite dagli elementi uniti.

sussiste ora 1" importante

TroREMA. — Se in una forma di 1> specie ¢ dute una
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proiettivita v, nella quale due clementi distinti si corri-
spondono in doppio modo, altrettanto avviene per ogni alire
coppia di elementi omologhi, cioé la proieliivita é una in-
volusione. '

Sieno A, A’ gli elementi distinti, che si corrispondono in
doppio modo in w, e sia BB un’altra coppia qualunque di
clementi omologhi; allora la w pud ritenersi individuata
dalla corrispondenza delle terne AA'B, A’ AR, ossia (usando

4 A B)
A" A B)

della solita notazione) w = (
Ora si ha (§ 33):

AL BB = 4'AB B;

questa relazione significa appunto che a I3’ corrisponde BB
A A B

nella proiettivitdh o = <‘ AR

) ; dunque B, B' si corrispon-

dono in doppio modo.

Essendo BB una qualunque coppia di elementi omologhi

in w, la w ¢ un’involuzione, c. d. d.
" COROLLARIO. — I una Jorma di prima specie u esiste
una involusione alla quale appartengono due date coppre
di elementi coniugati (senza elementi comuni), di cui una
almeno costituita da elementi distinti.

Se invero AA4', BB' sono le coppie date ¢ non ¢ A4 = A",
I'involuzione in cui 4, 4’ e B, B sono coniugati ¢ la pro-
4 4 B
A AR
neecessariamente a 13" corrisponde B. La proposizione enun-
ciata verrd estesa fra poco al caso in cui ambedue le coppie
sicno costituite ciascuna da clementi coincidenti (distinti
fra loro).

Pitv coppie di elementi, di una forma di 1.* specie, si di-

icttivith perfettamente determinata ( ), nella quale

ranno i incoluszione, quando appartengono ad un’involu-
zione della forma. Risulta da quanto precede che due coppie,
ma non tre coppic, sono sempre in involuzione.
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§ 37. Senso d’una involuzione. — In una forma di
1.* specie © sia data una involuzione w, nella cuale le coppie
di elementi (distinti) A4’, BB’ sono coppie di elementi co-
niugati. Essa fa corrispondere al segmento ordinato A B A’
della forma, il segmento ordinato A” B’ A.

@) Supponiamo dapprima che B, B’ separino A, A’}
allora i due segmenti A BA, A’ B A sono complementari
e perd hanno lo stesso senso; quindi la proiettivitd involu-
toria o ¢ concorde. :

Ogni altro eclemento € del segmento A B A’ ha il suo
coniugato C' nel eomplementare, quindi ¢, ¢’ non possono

R T - coincidere e debbono sepa-
u A C B A " B rare A4, A'. Accade percid che
al segmento C A C' di » corrisponde in w il segmento com-
plementare ¢” A" C, e perd anche C €', ed ogni altra coppia
di elementi coniugati in w, si separano.

Dunque, se due coppie di clementi coniugati in o si
separano, altrettanto accade per due altre coppie qualunque
di elementi coniugati in essa, e la w ¢ una involuzione
concorde.

Viceversa, se la w ¢ concorde, i due segmenti ordinati
corrispondenti 4 B A, A7 B4 hanno lo stesso senso e pero
sono complementari, onde B, B' separano A, A'. Allora la o
non pud avere clementi uniti. '

») Supponiamo invece che le coppic 4 A', B B' non si
- separino. Allora al segmento ordinato A B A’ corrisponde
A" A4, che ¢ il medesimo segmento ordinato in senso in-
verso, quindi la o ¢ discorde.

Percio vi sono in o due elementi uniti (distinti), che di-
consi gli elementi doppi della involuzione,

Segue che: se, in o, due coppie di clementi coniugati non
si separano, due qualunque altre coppie di clementi coniu-
gati non si separano e la o ¢ discorde ¢ iperbolica; altrimenti
si sarebbe nel caso «) ¢ la o risulterehhe concorde.

Deduciamo il
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TEOREMA. — In una forma di 1.> specie una involusione
¢ concorde ed ellittica o discorde ed iperbolica, secon-
doché due coppie di elementi coniugati di essa si separano
oppur no. ‘

Prendendo due coppie che si separano, o viceversa, si
determina un’ involuzionc rispettivamente cllittica o iperho-
lica, cio che dimostra 1’ effettiva possibilith dei due casi.

Non csistono proiettivith involutorie paraboliche, poiché
csse sarebbero concordi e un’involuzione concorde ¢ el-
littica.

OSSERVAZIONE. — TFacendo il confronto tra i risultati ot-
tenuti in questo § e quelli del § 31, vediaimo che mentre il
senso (cioc 1" essere concorde o discorde) non basta in ge-
nerale a decidere della esistenza di punti uniti in una proict-
tivitd, tranne in un caso (cio¢ quando la proicttivith ¢ di-
scorde), esso hasta sempre per 1 involuzione.

Dimostriamo ora il

TEOREMA. — In. una forma di 1.* specie due inooluziond,
di cui una alineno sia cllittica, hanno sempre unda coppic
comune.

Riferiamoci ad una punteggiata.

Si considerino, sopra una retta u, due involuzioni w, 7'
Un punto qualunque ¥ della retta avra come coniugati ri-
spetto ad o, 7%, duc punti X, X', ¢ questi due punti (al va-
riare di Y7) si corrisponderanno nella proiettivita (77 w—! =)
1T w. Ora sc tale proicttivith ha un punto unito U, uesto
ha lo stesso coniugato U’ rispetto alle due involuzioni, ¢
preso insicme ad T costituisee appunto una coppia coniune
alle due involuzioni w, 7°; la proicttivitd nominata ha allora
come punto unito anche U

Ci0o posto supponiamo clic una delle due involuzioni, p. ¢.
la o, sia ellittica (concorde), e distinguiamo i due casi in
cui la 7" sia iperbolica (discorde ), oppure ellittica ( concorde).

a) La 1" sia iperbolica. ‘
Le involuzioni w, 7" avendo senso opposto, la proicttivita
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prodotto Tw & discorde, essa ha dunque certo due punti
uniti (§ 31), i quali costituiscono la coppia comune alle in-
voluzioni w, 7.

b) La T sia ellittica. _ ,

La proiettivith prodotto 7w ¢ in questo caso concorde,
ma pure essa ammette ancora due punti uniti che formano
1a cbppia comune a w, 7.

Per dimostrare 1’ effettiva esistenza dei nominati punti
uniti, bastera costruire un segmento della retta u, cui cor-
risponda, nella detta proiettivith, un segmento interno (§ 19).

Consideriamo pereid il punto Z coniugato di X’ in v, ed
il punto 7' coniugato di X in 7T, allora potremo scrivere:

b (Y XXx Z)

‘ T XYz X

Y Z X X Z . Y X X7
r'= (\ 7 )

Ora le coppic X 17, X'Z, coniugate nell’ involuzione ellit-
tica w, si separano, ¢ similmente si separano le coppie X" 1,
X 77 coniugate in 7. Si deduce che nell’ ordine naturale
(¥ X" X)) della retta «, i punti ¥, 7, X", X, Z si susseguono
nella disposizione scritta, e perd il segmento 2 X' che non
contiene ¥ ¢ interno al segmento 17X che non conticne Z.
Ma al secondo segmento corrisponde appunto il primo nella

ZY X o
A X')'
lieco dungue costruito un segmento di w cui corrisponde
nella detta proiettivith un segmento interno, come cra ri-
chiesto. Cio dimostra il teorema cnunciato. "

S

proicttivith 17" o = (

§ 38. Involuzioni iperboliche. — Si ha il ’

TEOREMA. — In una forma di 1* specie gli elementi
doppt di una involuzione iperbolica w separano- armonica-
mente le coppie di elementi coniugati.



— 142 —

sSieno M, N gli elementi doppi di w, ed A, A" due elementi
coniugati distinti di essa. In o al gruppo di quattro elementi
MNAA" corrisponde il gruppo MNA'A; quindi

MNAA = MNA A,

¢ perd (§ 33) il gruppo (M .V A A’) ¢ armonico. c. d. d.

Cid si esprime anche dicendo: * L invariante assoluto
d’'una involuzione iperbolica ¢ —1.

COROLLARIO. — Dati, in u, gli elementi doppi M, N (di-
Stinti) di una involuzione w, questa ¢ definita e si co-
struisce determinando di ogni elemento il coniugato armo-
nico rispetto ad M, N.

Combinando questo corollario con quello del § 36 si ha:

In una forma di 1.* specie u esiste una involuzione «
cul appartengono due coppie di elementi coniugati distiniti
0 coincidenti, senza elementi comunt.

(SSERVAZIONE 1.2 — Dire che una coppia di elementi di-
stinti A4" ¢ in involuzione con due eoppie, ciascuna costi-
tuita di elementi coincidenti MM, NN, ¢ lo stesso che affer-
mare che M, N separano armonicamente 4, A’

Quindi dal teorema decl § precedente si deduce:

In un’ involuzione ellittica di una forma di 1.2 specie esiste
una coppia, hen determinata, che separa armonicaimente
un’ altra coppia assegnata.

(OSSERVAZIONE 2.* — Ricordando il risultato del § 20,
possiamo ora completare c¢id che ¢ stato detto nel § prece-
dente intorno alla coppia comune a due involuzioni enun-
ciando che:

In una forma di 1.* specie, due involuzioni iperboliche,
dotate di elementi doppi tutli distinti, hanno o non hanno
una coppia comune, secondo che i loro elementi doppi non
ST separano o Si separano. :

Se le due involuzioni hanno un elemento doppio comune,
questo costituisce la coppia ad esse comune.
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Dimostriamo ora il tcorema:

St abbia in una forma di 1* specie una proieftivita
(iperbolica) dotate di due elementi uniti M, N. Se AA’, BB’
sono due coppie di elementi omologhi in essa, le tre coppie
MN, AB’, A'B sono in involusione.

Infatti si ha, per ipotesi,

MNABm MNA B .
¢ quindi (§ 33) ‘

MNAB~T NMB A

Questa relazione simbolica significa appunto che nella

¥ [23 Ji) definita dalle tre coppie MN, AB', BA',

gli elementi M, N si corrispondono in doppio modo; ossia
che tale proiettivith ¢ un’involuzione, il che appunto dove-
vasi stahilire.

Dal teorema ora dimostrato si deduce il corollario:

' Si abbia in una Jorma di 1* specie una proiettivita
(iperbolica) non involutoria, dotatea di due elementi uniti
M, N; e sieno A' ed A" gli elementi omnologhi di un qual-
siasi elemento non unito A, rispetto alla proiettivita datco
e alle sua inversa. Il coniugato armonico di A rispetto
ad A’, A” ¢ coniugato armonieo dell’ elemento stesso ri-
spetto ad MN.

Se invero si pone nell’ enunciato precedente B = A",
B = A, si trova

proicttivita (

MNAA" =" NMAA,

la quale relazione significa che le coppie MN, A'A”" ap-
partengono ad un'involuzione, avente A come elemento
doppio.

OSSERVAZIONE. — Si ha cosi il modo di costruire, nella
forma di 1.* specie, 1'involuzione definita dai duc elementi
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uniti della data proiettivita presi come doppi, senza hisogno
di conoscere gli elementi suddetti. ‘

Questa involuzione gode della proprietd caratteristica di
essere permutabile colla nominata proiettivid, cioé desi-
gnando linvoluzione ¢ la proiettivith di cui si parla ri--
spetto con Q e IT, si ha

. T Q= Qm.

Tale relazione si verifica subito osservando che la proict-
tivita trasforma 1 involuzione @, in un’ altra involuzione
dotata degli stessi clementi doppi, cioé in s¢ stessa

(mQr—1 = Q)

Noteremo infine che il tcorema dimostrato innanzi ¢ su-
scettibile di essere esteso al easo in cui la proiettivith IT
sia ellittica, cio¢ « anche in questo caso il coniugato armo-
nico di A rispetto ad 4" A" descrive un’involuzione Q, per-
mutabile con II'; soltanto la Q ¢ qui un’ involuzione cllittica ».

La dimostrazione (mancando gli clementi uniti M, N)
riesce un po’ pitt laboriosa, ¢ pereio la lasceremo da parte.

Ci limiteremo ad avvertire che il resultato pud esscre
espresso in una forma che ne mette in luce I'analogia col
caso precedenteinente trattato, introducendo il linguaggio
degli immuaginari,

Dicesi, per cnin,(_*c/z.:w/z,e, che wn involuszione ellitiica di
una formea di 1> specie ha una coppia di elementi doppi
rmmeginarii (coniugati).

Questa frase deve prendersi nel senso che « assegnare
una coppia di elementi immaginarii (omonimi) significa as-
segnarc una forma di 1.* speeie ed in essa un’ involuzione
cllittica, (di cul i suddetti elementi si rignardano come
doppi) ». '

Allora si potra dive che « wna proicttivita ellittica di
nnee forma di 1.0 specie ha una coppic di elementi uniti
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immaginarii, cioé gli elementi doppi dell’ involusione el-
littica con essa permutabile, di cui abbiamo veduto la co-
struzione ».

Queste osservazioni valgano a dare un cenno della teoria
geometrica degli imaginarii, svolta in tutta la sua estensione
da Staudt nei « Beitrige zur Geometrie der Lage » ed in
modo elementare‘(trattando solo le coppie di elementi co-
niugati) dal Segre « Le coppie di elementi immaginari
nella Geometria proiettiva sintetica » (Memorie dell’ Acca-
demia di Torino, 1888 ).

Nel seguito gli clementi di cui si parla saranno sempre
supposti non immaginarii, cio¢ re«li, salvo esplicito avviso.

§ 39. — Teorema del quadrangolo. — Sussistono i se-
guenti teoremi correlativi nella geometria piana:

Nel piano

le tre coppie di lati opposti
di un quadrangolo completo
segano una retita, non ap-
partenente ad alecun vertice
del quadrangolo, secondo tre
coppie di punti in involu-
sione.

le tre coppie di vertici op-
postt di un quadrilatero com-
pleto sono proiettate da un
punto, non appartenente ad
alcun lato del quadrilatero,
secondo tre coppie di raggi
in involusione.

Bastera dimostrare il teorcma a sinistra.

Sia H G E F il qua-
drangolo, «© la retta se-
gante, ¢ AA’, BB, CC’
le tre coppie di punti
sezioni di u rispettiva-
mente colle coppie di
lati opposti HIL, GF;
HG, EF; EG, HIF. Una
di tali coppie (senza ele-
menti comuni) p. e. A4,
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sara costituita di punti distinti. Cid posto consideriamo il
punto Q = F G . £ H, che é un punto diagonale del qua-
drangolo.
Si ha

- AABCTAQGPF ,

(eséendo un gruppo proiezione dell’ altro da H);
AQGF = AACB.

( essendo un gruppo proiezione dell’ altro da E).
Inoltre (pel § 33)

AACBII A ABC,
quindi
AA B CII AABC.

AA B
A AB
dono le coppie AA4’, A’A, BB’, CC’ ¢ un’involuzione pel teo-
rema del § 36.

Cid dimostra il teorema.

Si enunceranno per esercizio i teoremi correlativi dei
precedenti, nello spazio, e si noteranno i casi particolari in
cui la © passi per un punto diagonale o per due punti dia-
gonali del quadran-
golo.

CosTRUZIONL. — 11
precedente teorema
fornisce una nuova
costruzione dell’ invo-
luzione nelle forme di
1.2 specie.

Riferendoci, per e-
sempio, alla punteg-
giata u, su cui sia de-
finita un’ involuzione

Ora la proiettivita ( ) nella quale si corrispon-




— 147 —

mediante due coppie di punti coniugati AA’, BB, si pud
costruire in essa il coniugato ¢’ di un punto di C u nel se-
guente modo: :

Si conducano per A, B, C tre rette fuori di ©, in un
piano, che formino un trilatero avente per vertici, rispetti-
vamente opposti ad essi, i punti L, M, N, si unisca A’ con
L e B' con M, I'intersezione K delle due rette vien proiet-
~ tata da N su u nel coniugato C’ di C.

I unicitd del punto C’ costruito in tal modo, quando si
vari il quadrangolo costruttore, segue anche dal teorema
sui quadrangoli prospettivi ed omologhi del § 11.

§ 40. * Proprieta metriche dell’ involuzione nella
punteggiata. — Data, in una punteggiata propria u, una
proiettivita «, si avranno in generale su « due punti (limiti)
corrispondenti al punto all’infinito in = ed in =1, i quali
punti saranno propri, se = non ¢ una similitudine (§ 29). In
tal caso essi potranno tuttavia coincidere in uno stesso
punto (proprio) O, ed anzi cid accadra allora ed allora sol-
tanto quando la proiettivith = sia involutoria; il punto O,
coniugato del punto all’ infinito nell’ involuzione =, prende il
nome di centro di essa.

Consideriamo su # un’involuzione dotata di centro pro-
prio O (escludendo dunque, per ora, il caso che essa abbia
il punto all’ infinito come doppio ). Sieno 4A4’, BB’ due coppie
di punti coniugati, e si designi con Oy il punto all’ infinito
di u, coniugato ad 0. Si ha allora

ABOOy m A B Oy O,

¢ quindi, uguagliando i bhirapporti dei due gruppi di 4
punti, si ricava:
(ABOOy) = (A" B Oy 0),
ossia
A0 _ BO
BO — A0



— 148 —

quindi
AO.A O = BO.B O.

Dunqué: Il prodotto delle distansze di due punti‘ coniu~
gati dal centro (proprio) dell’ involusione é una costante,
che dicesi costante dell’ involuszione.

Questa relazione rientra del resto in quella piu generale
dimostrata (nello stesso modo) in fine al § 34.

I chiaro poi che, viceversa, essa esprime una proprieta.
metrica caratteristica per 1’ involuzione.

Indicata con % la costante di una involuzione, il suo
segno ci da il senso di esso: se & ¢ positiva, I’involuzione
stessa ¢ discorde ¢ si hanno duc punti uniti M, NV di cui O
¢ punto medio; in tal caso

k= O0M = ON?*,

OSSERVAZIONE. — Scegliendo sulla punteggiata u un si-
stema di coordinate ascisse avente per origine il centro O,
I' equaszione dell’ incoluzione si presenta sotto la forma

axy =k,

ove @, ¥ son le ascisse di due punti omologhi.
I punti doppi son determinati dall’ cquazione

axt =k,

la quale ha due radici reali o immaginarie secondoché % é&
positiva o' negativa, ossia sccondoché 1’involuzione ¢ iper-
lica o ellittica. Si vede dunque come alla coppia di punti
immaginari introdotta sinteticamente al § 38, faccia riscontro
una coppia di radici immaginarie di un’ equazione di 2.° grado.

1. involuzione su u appare completamente diversa, sotto
I’ aspetto metrico, quando il punto all’infinito ¢ un punto
doppio, vale a dire quando essa ¢ una similitudine (§ 29).
Invero, su u, una similitudine involutoria, ¢ sempre una
simmetrica rispetto ad un centro, generata dal ribaltamento
di u attorno ad esso.



— 149 —

Infatti, se O ¢ 1’ ulteriore punto doppio della involuzione
l | | nominata, esso, insieme al punto

A 0 A, all’ infinito, separa armonica-
mente ogni coppia di punti omologhi AA’, onde
OA = — 04,

E stato avvertito d’ altra parte (§ 32) che la simmetria
rispetto ad un centro ¢ I’ unica specie di congruenza inversa
che si possa avere in una punteggiata propria.

OSSERVAZIONE. — Nel § 32 avevamo caratterizzato dal
punto di vista grafico le congruenze dirette sopra una pun-
teggiata come « proiettivith paraboliche col punto unito
improprio »; qui risultano caratterizsate le congruense
inverse (simmetrie) come « involusioni con un punto doppio
all’ infinito ».

Dalle cose dette risulta una notevole generazione metrica
dell’ involuzione nelle punteggiate, mediante fasci di cerchi.

Ricordiamo dalla gcometria elementare che due cerchi
d’un piano individuano sempre un asse radicale, luogo dei
punti di ugual potense rispetto ad essi (cioé, riferendoci alla
1.* delle figure seguenti, luogo dei punti O, per cui

04A.04' = 0DB.0BRB)

Questo asse radicale ¢ la retta congiungente i due punti-
A’ incontro dei duc cerchi, se questi s incontrano; ¢ la tan-
gente comune se si toccano; ¢ pud essere determinato in
tutti i casi come la retta perpendicolare alla congiungente
i centri C, €’ dei due cerchi di raggi r», 7/, nel punto D, le¢
cui distanze da C, €’ sono tali che

D — D =1 — 1™,

Si avverta che 1" assc radicale di due cerchi concentrici
¢ la retta all’infinito del loro piano, ¢ viceversa.

Ricordiamo inoltre che, dati due circoli, ve ne sono in-
finiti altri, che insieme ad uno di essi danno come asse ra-
dicale I'asse a dei primi duc; essi formano un Jjascio di
wireoli ¢he ha come asse radicale la retta c.



— 150 —

Questo. fascio ¢ determinato indifferentemente da due
qualunque dei suoi circoli. Per ogni punto del piano che non

0
A

N

sia comune a tutti i circoli di un fascio (cioé che non sia
un punto base) passa un circolo di esso.

Se due circoli hanno comuni due punti, questi sono punti
base del fascio determinato dai due circoli, ed il fascio ¢
costituito da futtr i circoli passanti per i due punti.

I centri dei circoli d’un fascio stanno sopra una retta
perpendicolare all’ asse radicale, ecc.

Cid posto si consideri nel piano un fascio di circoli di
asse radicale r, e si
consideri una retta «
non passante per un
punto hase del fasecio.
Sia O = ar, e sup-
pongasi dapprima che
O sia proprio; sieno
AA', BB" due coppie
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di punti segate su a da due cerchi del dato fascio. Essendo »
I’ asse radicale dei due cerchi, si ha

OA.O0A = OB . OB,

Dunque su « le coppie AA’ e BB’ appartengono ad una
involuzione avente come centro O, a tale involuzione ap-
partengono similmente tutte le coppie segate dai circoli del
fascio sulla retta a.

Suppongasi ora che O sia improprio, cioé che le rette
«, r sieno parallele, oppure che la » sia impropria; allora
si consideri la retta 7’ perpendicolare ad « che contiene i

- centri dei circoli del fascio, e sia O’ la sua intersezione con a.-

Il punto O’ é punto medio di tutte le corde intercette

su a dai cerchi del fascio

( che incontrano «); quindi %\
le coppie segnate da tali r
circoli appartengono ad B /iA 0 2)\p

una simmetria di centro O. _ a
Possiamo quindi enun- \ /
ciare il teorema:
Segando ¢ circoli d’ un r
fascz‘ob con unc retta a del
suo piano, non passante per un punto base, si ottengono
le coppie d’ una involusione, che ha come centro U interse-
stone della retta stessa coll’ asse radicale del fascio, e, nel
caso particolare che queste due rette sieno parallele, é una
simmeltria rispetto al A
punto sesione di a
colla perpendicolare
contenente i centri
det circoli del fascio.
I chiaro che ogni’
involuzione sopra una
retta ¢ pud conside-
rarsi come ottenuta in
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tal modo. Invero se AA’, BB’ sono duc .coppie di un’invo-
luzione » su a (coppie che individuano ), si possono con-
durre ad arbitrio per AA’ e rispettivamente per BB' due cir-
coli; segando con « il fascio K di circoli determinato dai due
nominati, si ottiene appunto I’ involuzione w. Si osservi che
pud anche farsi sempre in modo che il fascio K abbia due
punti base. ,

COSTRUZIONI. — L’ osservazione precedente permette'una
nuova costruzione dell’ involuzione o su «. Invero il coniu-
gato di un punto C si pud ottenere, costruendo il circolo
del fascio A, che passa per C, e determinandone I’ ulteriore
intersczione C' con «a.

I punti doppi dell’ involuzione nominata O, supposta iper-
holica, sono i punti dl contatto dei cerchi del fascio A tan-
gente ad «.

OSSERVAZIONE. — Notiamo come il tcorema sopra enun-
ciato permetta di costruire I’ asse radicale di duc cerehi,
indipendentemente dall’ esistenza delle loro intersezioni, nel
modo seguente.

Si determinino le due coppie di punti comuni ai due
cerchi dati e ad una retta secante arbitraria, ¢ si costruisca
su questa il centro dell’ involuzione definita dalle due coppie
nominate; si ha cosi un punto dell’ asse radicale dei duc
cerchi. Si pud egualmente determinare un scceondo punto
dell’ asse stesso che congiunto al primo, fornisce 1 asse
domandato.

§ 41. * Congruenze involutorie nel fascio. — Cer-
chiamo nel fascio (proprio) U di raggi (e analogamente si
direbbe pel fascio di piani) la condizione perch¢ una con-
gruenza sia involutoria.

Una congruenza diretta equivale ad una rotazione in un
dato senso, di un certo angolo =z, del fascio U su s¢ stesso
(cfr. § 32). Se tale congruenza deve essere involutoria, oc-
corre che la rotazione dell’ angolo 2« sovrapponga in U
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‘ogni raggio a sé stesso, cioe I’angolo 2 a deve essere “un
multiplo di due angoli retti |2 « =0 (mod. =)]. Se la data
congruenza non ¢ identica, essa equivale dunque ad una
rotazione di un angolo retto del fascio U su se stesso.

La congruenza involutoria cosl generata si puo definire
come la corrispondenza in cui ad ogni raggio corrisponde
il raggio perpendicolare in U.

Questa si chiama I’ involusione degli angoli retti in U.

Tali cose possono ripetersi analogamente pel fascio di
piani. Si ha dunque:

In un jfascio (proprio), una congruensa dirette involu-
toria ¢ U involusione degli angoli retti.

Invece si ha:

In un fascio (proprio) ogni
congruensza inversa ¢ involuto-
ria, poiché¢ tale congrucnza é
una simmetria rispetto ai due
elementi doppi ortogonali (§ 32).

Stante il resultato del § 37,
una involuzione data in un fascio,
diversa dall’ involuzione (ellit-
tica) degli angoli retti, avra con questa unae coppia comune.
Sioottiene cosi la seguente proprietia:

In un’ incoluzione di un fuscio proprio esiste sempre

une coppic di elementi (raggi o piani) coniugati ortogo-
nali: questa coppia ¢ unica, se la data involusione non ¢
quelle degli angoli retti.

Nel piano, scgando colla retta all’ infinito le involuzioni
degli angoli retti di tutti i fasci di raggi, si ottiene una de-
terminata involuzione che dieesi la involusione assoluta del
piano (congrucnza involutoria diretta sopra la retta im-
propria). Questa ¢ la corrispondenza hiunivoca tra le dire-
zioni ortogonali del piano.

Tenendo presente un resultato del § 29 si avra:

Una pl’oz'ettc'vizfcl tra duc punteggiate improprie ¢ una
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congruenzea, allorché fa corrispondere «ll’ involuzione as-
soluta sull’ una, I’ involuzione assoluta sull’ altra,; perché
ci0 accada basta anzi si sappia che a due coppie di punti
coniugati nella prima involuzione corrispondono, per effetto
della pl;oiettivita nominata, due coppie di punti coniugati nella
seconda. Invero tali condizioni portano che due qualunque
fasci propri di raggi proiettanti le punteggiate risultino con-
gruenti.

OSSERVAZIONE 1. — Segando I’involuzione degli angoli retti
d’un fascio con una retta propria si ha un’involuzione ellittica.

Viceversa.

Ogni involuzione ellittica di una retta propria, pud pro-
tettarsi da due punti di un piano passante pef la rettc
secondo un’ involuzione di angoli retti.

Infatti, designando con AA’, BB’ due coppie dell’ invo-
luzione (separantisi
fra loro), i centri di
proiezione di cui si
parla nell’ enuncia-
to, si ottengono se-
gando i due cerchi
che hanno per dia-
metro rispetto A4’ e BB, e giacciono nel piano assegnato
per la retta.

Si pud esprimere la proprietd enunciata dicendo :

Ogni involuzione ellittica di una retta propria puo es-
sere proieltata nell’ involuzione assoluta della retta im-
propria, di un piano che contiene la prima.

OSSERVAZIONE 2.2 — Secondo il linguaggio della teoria
degli immaginarii (§ 38 Osservazione), si deve dire che
I’ involuzione assoluta sopra la retta impropria di un piano,
ha una coppia di punti doppi immaginarii, cui si da il nome
di punti ciclici del piano.

L’ involuzione degli angoli retti in un fascio ha una coppia
di raggi doppi immaginarii, che debhono riguardarsi come
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proiettanti dal centro del fascio i punti ciclici del piano; a
questi si da il nome di refte isotrope pel punto.

§ 42. Cenno sulle proiettivitd cicliche. — Se si ha in
una forma di 1.* specie una proiettivita , Si possono consi-
"derare le proiettivith #? == ., n® = n?. w..., che nascono
dalla ripetizione della .

In generale si ottiene cosi da un punto A (non unito) una
successione infinita di punti corrispondenti in =, =2 =*....;
punti che designeremo con A’, A", A"..... A".....

Ma puo avvenire che sempre il punto A® coincida con
A, vale a dire che =" sia 1’identita, cid che s’indica scri-
vendo w* = 1.

Se cid avviene per un certo valore di n, si dice che =
¢ una proiettivita ciclica d’ ordine n e che i gruppi ana-
loghi ad 4 A" A".... A*-1 sono i cicli di essa. Le proiettivita
cicliche di 2.° ordine sono le involuzioni.

Si puo dimostrare che una proietticita = di una forma
di 1.* specie ¢ ciclica d’ ordine n > 2 se m® ha un ele-
mento unito, che non sia unito per m, cioé se A® coin-
cide con A. ) _

Si puo anche vedere che le proiettivitd cicliche d’ ordine
n > 2 sono ellittiche. _

* Non vi sono sulla retta congruenze dirette cicliche.

. . ' 2w
Nel fascio, una rotazione dell’angolo o = S genera

una congruenza diretta ciclica, d’ ordine 7.




CAPITOLO VIII

(R

Proiettivita tra forme di 2.° specie.

§ 43. Definizioni. — Due piani si dicono omografici, al-
lorché sono riferiti in modo che ad ogni elemento, punto o
retta, dell’ uno, corrisponda un elemento,_ rispettivamente
punto o retta, dell’ altro, in guisa che ad un punto ¢ ad una
retta d’ un piano che si appartengono corrispondano sempre
nell’ altro un punto ¢ una retta che si appartengono.

Sidice omografic la corrispondenza che intercede fra
duc piani omografici. Si pud avere un sewmplice esempio
d’ omografia fra due piani, considerando la corrispondenza
( prospettivita ), clic nasce proiettando un piano sull’ altro da
un punto esterno.

Un altro escmpio * di omografia tra due piani si ha ope-
rando sopra uno dei due piani un movinento (nel senso della
geometria elementare), in guisa da sovrapporlo all altro
piano, e considerando come corrispondente ad ogni punto
del primo piano la nuova posizione da esso assunta.

Un’ omografia {fra duce piani si pud considerare cone una
corrispondenza biunivoca soltanto fra i punti di duc piani
(o soltanto come una corrispondenza biunivoca ra i duc
piani rigati). Sussiste allora la proprieta fondamentale che:
mentre un punto si muoce in un pieno descricendo una
retta, il corrispondente si muove nell’ altro piano descri-
vendo esso pure una retia (la vetta corrispondente alla no-
minata ).



Allorch¢ sono dati due piani «, o si pud in infiniti modi
pensare una corrispondenza hiunivoca fra i punti dell’ uno
¢ i punti dell’ altro; ma una tale corrispondenza non ¢ in
generale un’ omografia. Se invero si fa muovere un punto
P nel piano = descrivendo la retta p, il punto corrispon-
dente P’ in & non descrivera in generale una retta, ma
(ammessa la continuita ) una curca qualsiasi. 1l fatto che P’
descriva una retta quando P descrive una retta in « ¢ ap-
punto c¢id che caratterizza la speciale corrispondenza fra
due piani detta « omografica ». Invero, se tale condizione si
suppone realizzata, si pud riguardare come corrispondente
di ogni retta p del piano a la retta p, luogo dei punti omo-
loghi di p in «’; e si ha allora che ad ogni elemento, punto
o retta, di «, corrisponde un eclemento dello stesso nome
in ¢, e ad un punto e una retta di « che si appartengono
corrispondono in « un punto e una retta che si appar-
tengono.

s ovvio fare 1’ osservazione correlativa alla precedente,
osservazione che per brevith omettiamo.

Duc piani si dicono reciproci o correlative allorché
sono riferiti in modo, che ad ogni clemento, punto o retta,
dell’ uno, corrisponda un clemento di nome diverso, rispet-
tivamente retta o punto, nell’ altro, in guisa che ad un punto
¢ una retta d’un piano, che si appartengonb, corrispondano
nell”altro piano una retta ed un punto che del pari si ap-
partengono.

Si pud considerare la reciprocite (cioé la nominata cor-
rispondenza) fra duc piani, come una corrispondenza fra
oli elementi (punti) di un piano punteggiato ¢ gli elementi
(rette) di un piano rigato; questa corrispondenza gode al-
lora della proprieta fondamentale ¢ caratteristica seguente:
«mentre un punto st muove nel primo piano, descrivendo
una retta, la retta omologa nell’ aliro s muove passando
sempre per un punto fisso. » In forza di questa propricta
(che per una corrispondenza cqualsiasi pud non essere sod-
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disfatta) anche ad ogni retta del 1.° piano viene a corri-
spondere un punto del 2.°, ecc.

OSSERVAZIONE. — Ci0 che si deve contrapporre per dua-
lita all’ omografia fra due piani ¢ ancora I’ omografia: se si
considera la prima omografia come esistente fra i due piani
punteggiati, le si contrapporrd la considerazione dell’ omo-
grafia stessa come esistente fra i due piani rigati.

Cio che si deve contrapporre per dualith alla reciprocita
o corrclazione fra due piani, ¢ ancora la reciprocitd: se una
volta essa si riguarda, come posta fra un piano punteggiato
¢ un piano rigato, si riguardera 1 altra volta come posta
fra un piano rigato e un piano punteggiato.

Le definizioni date di omografia e reciprocitd si traspor-
tano subito alle stelle.

Due stelle si dicono omogrea.fiche, se ad ogni retta e ad
ogni piano dell’ una corrispondono rispettivamente una retta
¢ un piano dell’ altra, con la condizione che se i due ele-
menti nominati della prima stella si appartengono, lo stesso
avvenga dei corrispondenti nell’ altra.

Due stelle si dicono reciproche o correlative, se ad ogni
retta e ad ogni piano dell’una corrispondono reciproca-
mente nell’ altra un piano ed una retta, con la condizione
che ad elementi (retta e piano) dell’ una, che si apparten-
gono, corrispondano nell’ altra elementi ( piano e retta) che
si appartengono.

Infine si pud considerare anche I’ omografic fre un piano
ed una stella, cio¢ la corrispondenza fra gli elementi, punti
e rette del piano, ¢ gli elementi, rette e piani della stella,
dove ad elementi (punto e retta) del piano, che si appar-
tengono, corrispondono elementi nella stella che pure si ap-
partengono. Similmente si ha la reciprociia fra un piano
ed una stella, quando ad ogni elemento, punto o retta del
piano, corrisponde un elemento, rispettivamente piano o
i'etta, nella stella, e ad elementi nel piano che si apparten
gono corrispondono nella stella elementi che si appartengono.
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L’ omografia o la reciprocitd, secondo cid che ¢& stato
notato diffusamente per 1’ omografia fra due piani, puod ri-
guardarsi come una corrispondenza biunivoeca fra gli ele-
menti di due forme di 2. specie, dove agli elementi di una
forma di 1. specie nell’una corrispondono nell’ altra. ele-
menti di una forma di 1.* specie. In tal modo I'omo-
grafia e la reciprocitd si presentano sotto un aspetto unico;
la differenza sta solo nel nome diverso degli elementi cor-
rispondentisi nelle due forme che s immaginano riferite.
Appunto percio si abbracciano 1’ omografia e la reciprocita
sotto il nome comprensivo di proiettivita (fra piani e stelle
o fra forme di 2.* specie).

Si puo dire:

Due forme di 2. specie sono proiettive, allorché s0n0
riferite in modo, che a ciascun elemento dell’ una corri-
sponda un elemento dell’ altra, con la condizione che ad
elementi di una forma di 1* specie nell’ una corrispon-
dano elemenii di una forma di 1. specie (omologa)
nell’ altra.

Dalle definizioni date segue subito che: Due Jorme di
2.2 specie proiettive ad una terse sono proiettive fra loro.

Due forme di 2.* specie omografiche ad una 3. sono
omografiche fra loro.

Due forme di 2.2 specie reciproche ad una 3.2 sono
omografiche fra loro.

Due forme di 2.* specie, una delle quali é omogmﬁca
e U altra é reciproca ad una medesima, sono reciproche
fra loro. :

Queste proposizioni si possono anche raccogliere nel-
I’ enunciato :

Il prodotto di due proiettivite tra forme di 2.2 specie ¢
una proiettivita, e precisamente un’ omografic o una cor-
relazione, secondocheé le pl°oz'éttim'td componenti sono della
stessa natura o di natura diversa.

Se due forme di 2.* specie sono riferite fra loro in modo

<
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che si passi dall’una all’altra con un numero finifo di
proiezioni e sezioni, esse sono omografiche. La proposizione '
inversa & pure vera come si potrebbe dedurre dai risultati
che seguono.

§ 44. Teorema fondamentale. — Ncllo studio della
proiettivita tra due forme di 2.2 specie possiamo . sostituire
eventualmente alle stelle dei piani prospettivi (loro sezioni)
e quindi limitarci a considerare la proiettivita (omografia o
reciprocitd ) tra due piani. Cosi faremo appunto nel seguito,
almeno generalmente.

Consideriamo duc piani omografi « e o', ed in essi due
rette omologhe p, p'.
Mentre un punto P si

A muove su p, il corri-
spondente I si muo-

3 ve su p'. nasce cosi

I AN P! fra le due ‘I‘ctte Y

una corrispondenza

P B Py P p biunivoca. It facile ve-

dere che questa corrispondenza ¢ una proiettivita. Basta per
questo (riferendoci alla definizione) mostrare che a 4 punti
P, P, P, P, di p, formanti un gruppo armonico, corrispondono
su p’ 4 punti P, P, P', P, formanti del pari un gruppo ar-
monico. Ora si consideri un (uadrangolo ABCD costruttore
del gruppo armonico P, P, P, P, (vedi figura): ad csso cor-
risponde nel piano «' un quadrangolo A’ 3’ C’ D', di cui duc
lati passano per 7”’,, due per I’’,, uno per P’,, uno per P’,;
esso prova che il gruppo P, P, I/, I”’, ¢ armonico, c. d. d.

Abbiamo dunque il teorema fondamentale nella teoria
dell’ omografia di due piani:

In due piani omografici due punteggiate omologhe 010
procetiive.

Ii nello stesso modo (fatte le convenienti sostituzioni di
parole nel ragionamento precedente) si dimostra che:
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In due piani reciproci una punteggiata ¢ proiettive al
Jascio di raggi omologo.

O piu generalmente:

In due forme di 2* specie proiettive, forme di I* specie
omologhe sono proiettive.

La proiettivitd che risulta cosi definita tra le nominate
forme di 1* specie omologhe, dicesi subordinata di quella
data tra le forme di 2® specie. '

§ 45. Determinazione della proiettivita tra forme di
2* specie. — Il problema capitale della teoria della proiet-
tivitd tra forme di 1* specie era quello di assegnare come
possa csser posta e determinata la proiettivith fra due
forme; lo stesso problema compare qui per le forme di 2@
specie.

Ci riferiamo al caso di due piani e cominciamo a parlare
dell’ omografia. .

Sieno «, «' due piani omografici, A4’, BB’ due coppie di
punti di essi che si corrispondono nell’ omografia. I fasei di
raggi A, A’ e cosi i fasci B, B’ sono proiettivi; al raggio AB
considerato nel fascio A o in B corrisponde ugualmente il
raggio A’ B..

Un punto qualunque P del piano «, fuori della retta A B,
puo essere determinato come intersezione delle rette PA,
PB, cd allora il suo corrispondente P’ viene determinato
come intersezione A
delle rette omologhe
alle nominate nelle
proiettivita tra i faseci B
A, A e B, B. Una
retta qualsiasi p descritta da 2 in «, non passante per 4 o
B, puo riguardarsi come luogo dei punti d’ intersezione dei
raggi omologhi di due fasci prospettivi A, B; stante la pro-
iettivita tra A, A’ ¢ B, B, dove al raggio AB corrisponde

ugualmente 4 B, i fasci A',B' risultano (proiettivi col rag-
1
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gio A’ B’ unito quindi) prospettivi, ed il luogo delle inter-.
sezioni dei raggi omologhi ¢ la retta p’, corrispondente
alla p, descritta dal punto I'. ‘ '

Queste osservazioni dimostrano che 1’omografia (sup-
posta data) tra «, o' ¢ completameute determinata dalla
proiettivita tra le coppie di fasci 4, 4" ¢ B, B -

Ora prendiamo ad arbhitrio, in un piano «, due fasci di
raggi 4, B; in un piano o« due fasci 4', B, rispettivamente
proiettivi ai primi, in modo che al raggio .4 B corrisponda
ugualmente (nelle due proiettivitd) il raggio A’ B'. Si do-
manda se si potra porre tra «, ' un’omografia, in cui si
corrispondano le coppie di fasci nominati secondo le pro-
iettivita fissate.

La risposta ¢ affermativa.

L’ omografia in questione si ottiene infatti facendo cor-
rispondere :

1) ad ogni punto P di «, fuori di A B, il punto " di &'
intersezione dei raggi corrispondenti a P A, P B, rispettiva-
mente per A’ e B';

2) ad ogni retta p descritta da P in « (non passante
per A o B), la retta p’ descritta da ' in o', luogo delle in-
tersezioni. dei raggi per A’. B', corrispondenti ai raggi pro-
iettanti da A4, B i punti di p (i fasei A’, B’ cosi riferiti pro-
iettivamente ai fasci prospettivi 4, B risultano pure prospet-
tivi tra loro, perche al raggio A B corrisponde sempre A’ B');

3) ad ogni punto P> della retta A B (fuori di A, 73') il
punto I?' intersezione di 4’ B’ colla retta p’ corrispondente
ad una qualsiasi retta p (divérsa da A B) per .

Questo punto infatti non varia mutando la p per P,
giacché a .due rette del piano «' c¢he s incontrano in un
punto fuori della retta -A' B’ corrispondono sempre due rette
di « che s’ incontrano in un punto (il quale si ottiene
colla costruzione 2) fuori della retta A B, e per conseguenza
due qualsiasi rette di & che s’ incontrino su A4 B (in ) cor-
rispondono a due rette di o’ che gincontrano su 4' B,
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ossia a due rectte che incontrano 4’ B, nel medesimo
punto (£). ’ ‘ o s

Mediante le costruzioni 1), 2), 3), viene posta tra i punti
e le rette del piani «, o/ una corrispondenza bhiunivoca nella '
quale ad un punto ¢ ad una retta di un piano che si ap-
partengono, corrispondono nell’ altro piano un punto e una
retta che parimente si appartengono. Le costruzioni asse-
gnate pongono dunque tra i piani «, «' un’omografia ben
determinata, nella quale i fasei A, A" ¢ B, B si corrispon-
dono secondo le proiettivita fissate, facenti corrispondere
ugualmente al raggio B il raggeio A" B.

It perd siamo condotti al teorema:

Tra due piani csiste uwin’ omografica determinata nella
quale si corrispondono due coppic di fasci di -raggi Sec-
condo proiettivita fissate ad arbitrio, colla condizsione che
al raggio comune «i due jasc: di un piano eorrispordca
ugualmente il raggio comune «f due jasc dell” altro piano.

Ora si possono tradurre per dualitiv i ragionamenti pre-
cedenti, sia relativamente a tutti e duc i piani, sia relativa-
mente ad uno solo. ’

I resultati che si ottengono, permettono di determinare
I" omografia tra duc piani mediante due coppic di punteg-
giate proicttive, o la correlazione mecdiante la proiettivita
fra due punteggiate e duc fasei. Lcco @' enunciato compren-
sivo che tutti 1i riassume:

Tra due forme di 2 specic esiste une proiettivita de-
terminata, in cui si corrispondono due coppie di jorme
di 1* specie proiettive, dove sicno omologht gli elementi ri-
spettivamente comuni «lle due coppie.

Fiova porre questo teorema sotto un’altra forma.

Riferiainoci, per scinplicith di linguaggio, al caso d’ un
omografia fra due piani punteggiati ed enunciamo poi il ri-
sultato generale.

Si abbiano nei due piani «, 2’ due quaderne di punti ABCD,
A'BC'D, di euitre qualunque non appartenenti ad una retta.
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Si potranno riferire omograficamente i due piani in guisa
che le coppie A A, BB, CC’, DD’ si corrispondano ? Questa
omografia rimarrad cosi determinata, ? .

Il precedente teorema mostra appunto che a queste do-
mande deve darsi risposta affermativa.

Invero si considerino, per esempio, le rette A B, CDele
A’ B, C"D' e si chiamino O, O rispettivamente i punti d’ in-
tersezione di queste due
coppie

(0 = AB . CD,
0O =AB.CD)

Fissiamo fra le rette A B, A’ B’ la proiettivita (j:BB(()) )
che si ottiene facendo corrispondere ad A4, B, O rispettiva-
mente A', B, O, ¢ similmente fra le rette C D, C’' D' la pro-
g"ll))’ 8,); allora risulta posta tra i piani «, &
un’ omografia, in cui le due quaderne di punti si corrispon-
dono. Ma questa omografia in cui le due quaderne di punti
si corrispondono ¢ unica, e quindi risulta cosi determinata:
infatti da quella corrispondenza segue il corrispondersi di 0,
‘0’ e quindi segue che fra le rette A B, A’B' ele CD, C'D
debbono intercedere le proiettivita (; g 3) ( g g ID)) in-
nanzi nominate, da cui I'omografia fra «, «’ riesce definita.

Concludiamo, pitt in generale, che sussiste il seguente:

TEOREMA. — Tra due forme di 2* specie esiste una pro-
fettivita determinata dalla corrispondenza di 4 coppie di
elementi omologhi, purché tra i 4 elementi fissati in ciu-
scuna delle due forme non ve ne sieno tre appartenenti
ad unea forma di It specie.

OSSERVAZIONE. — Si pud dimostrare che ¢ sempre possi-
bile passare con un numero finito di proiezioni e sezioni da
un piano ad un altro in modo che si corrispondano due

iettivita (
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quadrangoli; correlativamente si dica per due stelle. Si puod
vedere pure che é possibile passare con un numero finito
di proiezioni e sezioni da un piano punteggiato ad una
stella di raggi, in modo che ad un quadrangolo del piano
corrisponda un quadrispigolo della stella. Da c¢id si dedur-
rebbe: .

Se due jorme di 2 specie sono omografiche, si pud pas-
sare dall’ una all’ altra con un numero finito di proiesiont
e sesiond. .

CosTRUZIONI. — La costruzione dell’ omografia fra due
piani ¢ stato il punto di partenza delle nostre considera-
zioni. Noi abbiamo esaminato particolarmente il caso in cui
I’omografia ¢ definita mediante 2 fasei proiettivi corrispon-
denti, dove si corrispondono i raggi comuni. Non vi ¢ nes-
suna difficoltd a sviluppare la costruzione correlativa del-
I’ omografia tra due piani, partendo da due coppie di pun-
teggiate proiettive omologhe, e cosi facilmente si possono
sviluppare le analoghe costruzioni della reciprocita, ecc.
I se I’ omografia o la reciprocitd vengono definite anziche
mediante coppie di forme di 1* specic proiettive, mediante
due quaderne di elementi omologhi (di cui tre non appar-
tengano ad una forma di 1* specic), ¢ subito indicato dalle
considerazioni precedenti, come si dovra procedere nelle
costruzioni relative. Siccome pero le costruzioni che noi ac-
cenniamo sono della massima importanza, anche nella pra-
tica, le spieghiamo qui diffusamente (ritornando anche sul
caso di cui si ¢ discorso in principio del §), ma limitandoci
alla proiettivitd fra piani.

Si vogliano riferire omograficamente due piani, date
uattro coppie di ' .
punto omologhi, rispettiva- rette omologhe, rispettiva-
mente vertici di due qua- mente lati di due quadrilateri
dl’ang'oli ABCD, ABCD. abed, a'b'c'd.

Tra i lati dei due qua- Fra i fasei determinati da
drangoli congiungenti vertici due coppie di lati omologhi
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omologhi, ad esempio tra AB
ed A'B, risulta posta una
proiettivita dove si corrispon-
dono 4,A' e B, B ed i punti
diagonali dei due quadran-
goli AB.CD, AB .CD.

Cosi pure tra i fasci di
ragei A, A" e tra B, B' ecc.
risulta posta una proicttivita
in cui ai raggi AB, AC, AD
corrispondono i raggi A'B,
A'C’y, A'D' e cost ai raggi BA
BC, BD i raggi B'A', B'C,
B'D', ece.

Ora data in « una retta
gualsiasi, non passante per
uno dei punti A, B, C, D,
essa incontrera le 4B, CD
in due punti di cui si deter-
mineranno gli omologhi 1i-
spettivamente su A’ B, C' D",
la retta p’ di «’ congiungente
questi punti sara la corri-
spondente di p nell’ omo-
grafia posta tra «, «'.

Dato invece in « un punto
P, non appartenente ad uno
dei lati del quadrangolo
ABCD, si proicttera p. e.
da A, B, ¢ sidetermineranno
i raggi omologhi a queste
due rette proiettanti, rispetti-
vamente nei fasci A, I3 'in-
tersezione di tali raggl sara

dei quadrilateri, ad esempio .
fra ab ed &' 0’, risulta posta
una -proiettivith dove si cor-
rispondono a, a’ e b, 0 e
le rette diagonali ab . ed,
ad . cd.

Cosi pure tra le rette a, o’
e tra le 0, 0, ecc. risulta po-
sta una proiettivita in cui ai
punti «b, ac, ad corrispon-
dono i punti «'0’, &'¢, «’d’, ¢
coslt ai punti be, 0d i
punti o'a’, &'c’, O'd’, ecc.

b,

Ora dato in o« un punto
qualsiasi P, non appartenente
ad una delle rette «, 0, ¢, d, 1o
proietteremo dai punti «d, cd
e determineremo le rette omo-
loghe di queste proiettanti,
nei fasci «'t’, ¢'d’; il punto I’
intersczione di queste rette
sara il corrispondente di 1?
nell’ omografia posta tra i
piani ¢, «'.

Data invece in « una retta
p, on passantc per un ver-
tice del quadrilatero abed,
la scgheremo p. e. colle rette
«, O, ¢ determineremo i cor-
rispondenti dei punti d’ inter-
sezione rispettivamente
« 0 la retta pf che con-
giunge questi punti sara la

Su



— 167 —

il punto P’ corrispondente a corrispondente della p nel-
P nell’ omografia in que- I omografia.

stione. N
Si voglia ora costruire tra due piani a, o', la recipro-
cita (jfgg) in cui a 4 punti A, B, C, D, vertici. d’un

quadrangolo in o, corrispondono 4 rette «, b, ¢, d, lati di un
quadrilatero in .o’

Il anzitutto chiaro come i fasci A, B, C, D, risultino pro-
iettivi rispettivamente alle punteggiate «a, b, ¢, d, e cosi le
punteggiate AB, CD, ecc. ai fasei ab, ed, ecc. '

Ora dato in « un punto P non appartenente ad un lato
del quadrangolo A B C D, si proiettera p. e. da A, B, e si
determineranno i punti clie corrispondono a ¢ueste due rette
proiettanti rispettivamente su «, &; la retta p congiungente
questi due punti sara 1'omologa di P nella correlazione
posta tra i due piani. Data invece in « una retta p, non
passante per A, B, C, D, la si segherd con AB, CD, poi si
determineranno le rette corrispondenti ai detti punti nei
fasci «o, cd; 1 intersezione di tali rette sarda il punto P,
omologo di p nella correlazione.

§ 46. Forme di 2" specie prospettive. — Se due piani
(distinti) sono prospettivi (ossia riferiti mediante una proie-
zione da un punto esterno — § 43), la retta ad essi comune
¢ (unita c¢) tutta costituita di punti uniti (corrispondenti a
s¢ stessi). Correlativamente se due stelle distinte sono pro-
spettive (proicttanti uno stesgo piano), i piani passanti per
la congiungente i centri delle due stelle sono uniti.

Viceversa si ha il tcorema:

Se due piani distinti sono Se due stelle distinte sono
omografici e la retia ad ess omoyrafiche ed il fascio ad
comune ¢ tutta costituite di esse comune é tutto costituito
punti uniti, [ due piani sono di piani uniti, le due stelle
prospetiive. _ .. 8sono prospettive.
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Riferiamoci all’ enunciato di sinistra. 4

Se a, ¢’ sono i due piani, ed ¢« = aa’ la loro intersezione,
ogni retta p di « incontra la corrispondente p’ di «’ nel
punto @ p, a cui corrisponde sé stesso.

Osservato cio, sieno 4, B due punti di «, e A', B gli
omologhi in &’. Le rette A B, A’ B' sono omologhe e perd
s’incontrano su «: segue che le A A’, BB’ giacciono in un
piano e perd sono incidenti. Dunque le rette congiungenti
le coppie di punti omologhi di «, o sono due a due inci-
denti, e poiché evidentemente esse non giacciono tutte in
un piano, passano tutte per un punto (§ 8); segue che «,a"
sono piani prospettivi. ¢. d. d.

§ 47. Omologia. — Si consideri I’ omografia tra due
piani sovrapposti, cioé in un piano «; un elemento che coin-
cide col corrispondente dicesi unito.

Se si fissano come uniti quattro punti del piano «, di cui
tre non appartengano ad una retta, per il § 45 risulta fis-
sata una omografia in «, che é quella detta identica, in cui
ogni elemento corrisponde a sé stesso.

Dunque in una omografia, non identica, del piano « non
possono aversi quattro punti uniti, di cui tre non apparte-
nenti ad una retta, o correlativamente cuattro rette unite
di cui tre non appartenenti ad un fascio.

Una retta in « congiungentc due punti uniti é unita per
I’ omografia, e risulta riferita proiettivamente a sé stessa;
quindi se vi é sulla retta un terzo punto unito, tutti i punti
di essa sono uniti (§ 21); correlativamente sono uniti tutti
i raggi di un fascio cui appartengano tre rette unite.

Ne segue che: Se in un’ omografia piana (non identice)
vl sono quattro elementi uniti dello stesso nome ( punti o
rette ), vi é una forma di I* specie tutta costituita di ele-
menti uniti.

Se nell’ omografia vi ¢ una punteggiata » di punti uniti,
ogni retta incontra v in un punto che, essendo unito, deve
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appartenere alla corrispondente, ossia due qualunque rette
omologhe s’incontrano su . Viceversa: se, in una omo-
grafia piana, tutte le coppie di rette corrispondenti s’incon-
trano sopra una retta, questa retta é costituita di punti
uniti; giacche ogni punto di essa & centro di un fascio
unito di raggi.

Correlativamente : La condizione necessaria e sufflcente
per I’esistenza di un fascio di raggi uniti, in una omografia
piana non identica, é che tutte le coppie di punti omologhi
sieno allineate con un centro fisso.

Due piani omografici socrapposti, i quali abbiano:

(tre puniti uniti di una retia, (tre rette unite per un punto,
e quindi) una punteggicte e quindi) un jfascio di raggi
di punti uniti (u), hanno an- uniti (U), hanno anche una
che un jascio di raggi uniti. punteggiata di punti uniti.

Basta stabilire il teorema a sinistra, e si fard per eser-
cizio la dimostrazione del teorema a destra, secondo il prin-
cipio di dualita (cfr. § 9).

Sieno o, o due piani omografici sovrapposti aventi la «
come retta di punti uniti. Notiamo anzitutto che su v s’ in-
contrano tutte le coppie di rette omologhe e, «’; invero il
punto «u essendo unito deve coincidere col punto «'u.
~ Mandiamo per « un piano «, diverso da (= «’) e pro-
iettiamo o’ su «, da un punto esterno A. Nasce tra o, o
un’ omografia, per cui la w é retta di U
punti uniti, dunque (§ 46) una pro-
spettivita; vale a dire le coppie di
punti omologhi M M;,, NN,,....sS0ono
tutte allineate con un punto fisso U,.
Torniamo a proiettare «, da A4 sul
piano o'; le congiungenti le coppie di
punti omologhi (MM, N N, ...) nella data omografia tra a,
a’, passeranno tutte pel punto U proiezione di U,; questo
punto sara dunque il centro di un fascio di raggi uniti per
I’ omografia, di cui dovevasi mostrare 1’ esistenza.
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La particolare omografia piana (fra due piani sovrap-
posti) in cui vi ¢ una retta » di punti uniti ed un fascio U
di rette unite, dicesi omologia di asse u e centro U.

La doppia proprietda fondamentale dell’ omologia piana

consiste in cio che:
le rette omologhe s’ incon-
trano sull’ asse d’ omologia.

i punti omologhi sono alli-
neati col centro d’omologia.

"La proprietad di un’omografia piana di essere un’omo-

logia

¢ correlativa di s¢ stessa.

OSSERVAZIONE. — Non ¢ escluso il caso particolare in cui
il centro U dell’omologia appartenga all’ asse. L’ effettiva
possibilita di un’ omologia siffatta, che si dird un’ omologic
speciale, resta provata dal teorema che segue.

TEOREMA. — Iisiste un’ omologiu piana avente un dato
asse u e un dato centro U, in cul s¢ corrispondono:

due punti omologhi A, A’ al-
lineuti col centro U (diversi
da esso e non appartenenti
all” asse ).

Infatti tale omologia é

I'omografia che (secondo il
§ 45) risulta dcterminata fis-
sando che la retta « corri-
sponda a s¢ stessa ¢ si abbia
su « la proiettivith identiea,
AA

e che alla retta corri-

/T

sponda s¢ stessa e si abbia

u 7

su di essa (come subordinata,
dell’ omografia) la- proietti--

due rette omologhe a, a' che
8" incontrino sull’ asse u (di-
verse dall’ asse ¢ non appar-
tenenti al centro U).

Infatti tale omologia ¢
I’ omografia che (secondo il
§ 45) risulta determinata
fissando che i punti T ed we”

sieno uniti e si abbia- (come

subordinata dell’ omografia),
nel fascio U la proiettivita
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vitd in cui sono dati i punti
uniti e C = AA" . u e la
coppia di punti corrispon-
denti 4 A", .
.Dato un punto B del
piano, fuori della retta A4 A/,
per costruire il suo corri-
spondente B’ sipud procedere
cosl: si determini il punto
0= AB.u e quindi si se-
ghino le rettc OA e B U,

il punto d intersczione ap-

punto perché esso ¢ comune
alla retta A" O corrispon-
dentc ad A B, ed alla retta
U B, ¢ il punto B’ cercato.

identica, e nel fascio aa’ la
proiettivitd che ha per raggi
uniti zw e ¢c = aa’ . U e dove si
corrispondono i raggi aa'.

Data una retta & del
piano, non passante pel punto
aa’, per costiuirne la cor-
rispondente -0’ si pud pro-
cedere cosl: si determini la
retta 0 = «b . U e quindi si
congiungano i punti oa’ e du:
la congiungente, appunto
perche comune al fascio «’o,
corrispondente ad ad, ed al
fascio unito ud, é il raggio o
cercato.

Dati il centro ¢ l'assc di un'omologia piana ed una
coppia di punti omologhi, si costruisce subito una coppia
di rette omologhe congiungendo i due punti con un punto
dell’ asse, ¢ viceversa; cosi si puo costruire la retta corri-
spondente ad una data quando 1' omologia sia definita nel
modo considerato a sinistra. Correlntivamenté si pud co-
struire il punto corrispondente ad uno dato, nell’ omologia
individuata nel modo considerato a destra. -~ v ‘

TEOREMA. — Sieno A A', BB’ due coppie di punti omo-
loght, ed aa’, b)Y due coppie di retic omologhe, in un’ omo-
logia piana di centro U (= AA’ .BB) ed asse u (= aa’.bbh’)
nou appartenentesi fra loro; se C = AA’ . u, D =BB'.u,
sono le intersesioni delle retie AA’, BB con [ asse, e
c=aa .U, d=Dbl.Usonole congiungenti i punti aa'
b col centro, st ha: )

AAUC~ BB UD,
aduecwbbud,;
AAfUC maa cu.
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Infatti, se le rette A A’, BB, coincidono, la relazione:
AAUC=~T BBUD

é quella stébilita nel § 33; se le rette A A’, BB sono di-
stinte, i due gruppi A A’ UC, B B U D risultano prospettj'\'i

AI

perché le rette omologhe A B, A’B s’incontrano in un
punto dell’asse di omologia u. Correlativamente si_stabilisce
la relazione: :

adue ™ ddud.

Ora se si considerano come rette ‘omologhe 0, §" due

U rette 40, 40 congiun-
genti 4, A" con un punto
O diu, si ha:

bbo'du = AA'UC,
da cui segue:
AAUC = ad'cu.

0

OSSERVAZIONE. = — Il teorema stabilito si puo anche
esnrimere dicendo che: in un’ omologia 1’invariante asso-
luto di ogni proiettivitd (iperbolica) subordinata sopra una
retta unita (passante pel centro, cioé diversa dall’asse) &
costante per ciascuna di queste rette; e (fissato convenien-
temente I’ ordine dei quattro elementi di cui esso é il bi-
rapporto) ¢ eguale all’ invariante assoluto di ogni proietti-
vita (iperbolica) subordinata in un fascio unito di raggi
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avente il centro sull’ asse. Tale invariante, dato dal birap-
porto (4 A" U C), dicesi invariante assoluto _dell’ omologia.
Ove il centro dell’ omologia appartenga all’ 'asse, 1’ inva-
riante assoluto diviene uguale ad 1.
- Come casi particolari metrici dell’ omologia notiamo :

1) L’ omologia affine, in cui il centro ¢ allinfinito e
1’ asse ¢ una retta propria.
 L’invariante assoluto dell’ omologia & in questo caso

il rapporto costante delle di- / ,
stanze di due punti omologhi A/
A, A’ dall’ asse (dalla figura [

si vede che queste distanze
sono proporzionali ad O A, O A,
il cui rapporto ¢ appunto 1’ in-
variante dell’ omologia).

Tra le omologie affini si di- 0
stinguono quelle ortogonali, in cui il centro si trova (al-
" infinito) sulla perpendicolare all’ asse.

2) La omotetia, in cui I’ asse ¢ la retta all’infinito e il
centro ¢ un punto proprio.

In questo caso le distanze di duc punti omologhi qua—
lunque (allineati col centro) dal centro, stanno in un rap-
porto costante che ¢ 1 invariante assoluto dell’omologia
(detto qui rapporto d omotetia). Due rette corrispondenti
sono parallele e, in quanto sono riferite nell’omotetia, ri-
sultano simili. 11 rapporto di similitudine & ancora il rap-
porto costante d'omotetia.

Invero sc A, B sono due punti,
A’, I3' 1 loro corrispondenti, ed U il
centro, si ha:

A

AB _ U4
A T A

Si vede di qui comne due figure piane corrispondenti in
una omotetia (figure omoteticle) sieno simili nel senso della
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Geometria elementare; ma esse sono di pilt in una parti-
colare relazione di posizione.

3) La traslazione del piano su sé stesso in una data di-
rezione, cio¢ I’ omologia che ha I’ asse e il centro all’ infinito.
~ Questi casi particolari dell’ omologia forniranno ottima
materia di-esercitazioni.

§ 48. Involuzione. — In un’ omografia piana (non iden-
tica) due efelncxlti omologhi non si corrispondono in gene-
rale in doppio modo, cio¢ : se ad A corrisponde A’, ad A’
corrisponde un elemento in generale diverso da .4. Quando
in un’ omografia piana o tutte le coppie di clementi omologhi
si corrispondono in doppio modo, in guisa che w = w—1,
I’ omografia (non identica) dicesi involuzione.

Se nell’ omologia considerata pel paragrafo precedente
si suppone che il gruppo (4 A" UC) (e quindi ogni altro
analogo) sia armonico, 1" omologia (detta armonica) ¢ un
involuzione.

Viceversa, si consideri un’involuzione nel piano «. lLe
rette che uniscono due punti omologhi come 4, A’ hanno
per corrispondenti s¢ stesse (congiungenti A', A) e perod vi
sono infinite rettc unite; cosi pure vi sono infiniti punti
uniti; intersezioni delle coppie di rette omologhe.

Ma se in un’ omografia non identica vi sono pitt di tre
elementi uniti, tre di essi appartengono ad una forma di
1" specie tutta composta di elementi uniti (§ 47); dunque
I’ involuzionc nel piano « ¢ un’omologia; ma sopra ogni
retta unita, diversa dall’ asse, le coppie di punti corrispon-
denti formano un’involuzione iperholica, onde (pel teorema
del § 38) I’ omologia ¢ armonica.

La condizione nccessaria e sufficiente c«ffinche unc
omografic planc Sic un’ incolusione, é che essa sia unca
omologia armonica.

OSSERVAZIONE. © — Nell’omologia armonica 1’invariante
assoluto ¢ — 1.

*
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Come casi particolari metrici dell’ omoldgia armonica
notiamo:

1) La simmelria (obligua o ortogonale) rispetto ad un
asse (omologia affine involutoria). :

?) La simmetria rispetfo ad un centro ( omotetia invo-
lutoria ). .

§ 49. Elementi uniti di un’ omografia piana. — Si
abbia un’ omografia piana m, non omologica; e sia U un
punto unito per tale omografia. Ad ogni retta ¢ per U (che
pud supporsi non unita, giacch¢ = non ¢ un’ omologia) cor--
risponderd una retta ¢’ pure per U; e le due rette «, o,
risulteranno riferite proiettivamente dalla: = in modo che U
corrisponde a sé stesso, quindi esse risulteranno prospettive.
Designeremo con A il centro della prospettivita intercedente
fra di esse. . ' v

Consideriamo ancora due rette omologhe  distinte 0, 0’
per U; esse risultano pure riferite prospettivamente dalla =
designeremo con B il relativo centro di prospettivita.

Ora B sard certo distinto da A; altrimenti ogni retta
per A risulterebbe unita, poiché ai punti intersezioni di essa
con «, 0, corrisponderebbero le intersezioni rispettive di
essa con ', b'; la = sarebbe in tal caso una omologia di
centro A, contro I’ ipotesi fatta.

Due casi possono presentarsi:

1) I: possibile scegliere convenientemente le nominate
coppie di rette e «’, 60, in modo che la retta u = B 4 non
passi per U.

Allora la u é& retta unita
per I’ omografia = giacché ai A4 _ B

:

due punti (distinti) in cui essa / />§<
. . | \ -~ ad 7

sega «, 0, corrispondono ri- 5 7 b
a b '

. .
spettivamente i punti in cui

essa scga o/, D',
Due altre rette ¢, ¢ per U, omologhe in w, vengono
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dunque segate da » in due punti omologhi, e percid la «
contiene sempre il centro C della prospettivita, subordinata
dalla =, tra ¢ e ¢'. ‘

2) Comunque vengano scelte le coppie aa’, 0¥, la
retta u = A B passa per U.

Allora si puo dire che la congiungente v = U A, contiene
il centro B della prospettivita, intercedente fra due rette
-qualsiasi b, &', del fascio unito U, omologhe in .

La retta ¢ risulta unita anche in questo caso, perché ai
punti di essa che sono centri di prospettivita tra coppie di
rette omologhe per U, corrispondono in = centri di prospet-
tivith analoghe, che si trovano sulla retta stessa.

Concludiamo cosi:

In un’ omografia piana non omologica ad ogni punto
unito U viene associata wuna retta unita u, che contiene
tutti ¢ centri delle prospettivita intercedenti tra le rette
omologhe distinte dal fascio unito U.

Correlativamente : Ad ogni retta unita u viene associato
un punto unito U, pel quale passano gli assi delle prospet-
tivita intercedenti fra i fasci omologhi distinti che hanno
i centri sulla retia unita .

Si noti che il ragionamento svolto innanzi pel caso 1)
ci prova che:

Se un' omografia pianae, non omologica, possiede un
punto ed una retta uniti che non si appartengono, la retic
é associata al punto, ed il punto alla retia.

Dopo cid ¢ anche facile riconoscere che, in ogni caso:

La relazione di due elementi uniti associati per una omo-
grafia piana, non omologica, ¢ reciproca; vale a dire: se u
e la retta unita associata al punto unito U, U ¢ alle sua
volta il punto unito associato ad u.

La cosa é gia stabilita pel caso in cui « ed U non si ap-
partengono; poniamo dunque che la u, retta associata ad U,
appartenga ad U; poniamoci cio¢ nel caso 2) considerato
innanzi. Basterd mostrare che gli assi delle prospettivita
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intercedenti fra due coppie di fasci omologhi, coi centri su
4, passano per U.

A tal fine si consideri una retta « (non unita) del fascio
U; sia a’ la retta corrispondente, e sia a” la corrispondente
di o'. Le o/, & passano per U'; la o« risulta prospettiva
alla «, la a” alla «’; i centri 4, A, delle due prospettivita
saranno punti omologhi della retta ». Ora ad ogni retta p
per A corrisponde in m una retta p’ per A’, la quale in-
contra «’ nel punto omologo di pa, ossia nel punto stesso
in cui la ¢’ ¢ segata dalla p.

Dunque «' ¢ I’asse della prospettivita intercedente in =«
tra i fasci omologhi A,4’, coi centri su u.

Scegliendo invece di « un’altra retta & del fascio U, e
considerando la sua rectta corrispondente &, si ottiene un’ al-
tra coppia di fasci omologhi prospettivi coi centri su u,
tali che 1’asse di prospettivitda 0’ passi per U. Resta cosi
provato che U ¢ il punto unito associato ad u. e.d.d.

OSSERVAZIONE. — Se U ed u sono punto e retta uniti
associati di un’omografia piana =, non omologica, una
qualsiasi omologia 7' di centro U ed asse u trasforma in
sé stessa la m, 1;;1 guisa che

T'w T 1 =m.

Questa proprietd che puo essere dimostrata péer esercizio,
serve anche a definire in modo caratteristico la relazione tra
U ed u. :

§ 50", Omografie piane particolari sotto ¥ ;a,spetto
metrico. — Le omografie tra piani presentano ndtevoli
casi particolari metrici, fra i quali (quando si-trattd di piani
sovrapposti), si trovano lc particblari omologie gid men-
zionate (§ 47). - ‘

Enunciamo i segmenti casi di particolari omografie fra
due piani: ’ )

1) Le rette all’infinito si corrisponddnb. Si ha allora

' omografie affine .o affinite. L’ affinith fra due piani é
12
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determinata da tre coppie di elementi (propri) corri-
spondenti.

Nel caso generale, dell’omografia non affine, si ha in
ciascun piano una retta (limite) propria, che ha come cor-
rispondente nell’ altro piano la retta all’ infinito: allora ad
un segmento rettilineo corrisponde un segmento infinito o
finito secondoché il primo contiene o no un punto della
retta limite.jfﬁl\?gl"caso dell’ affinita, la retta limite, in ciascun
piano, essendo impropria, ad ogni segmento finito corri-
sponde sempre un segmento finito.

Nell’ affinitd tra due piani, due punteggiate omologhef
risultano simili (§ 29).

Nell’ affinitd, a due rette parallele di un piano corrlspon-
dono sempre (nell’altro) due rette parallelc e quindi ad
un parallelogrammo un parallelogrammo. Si pud dimo-
strare che:

« Il rapporto delle aree di due parallelogrammi corri-
spondenti & costante ».

Sieno LMNK, RUST due parallelogrammi, ed L'M'N'K’,
R'US'T i parallelogrammi corispondenti in un’ affinith fra.

due piani. Poniamo (come nella ﬁg'ufa):

X=LM.RU Y= KN.RU
V=LM.ST, Z= KN .ST

¢ consideriamo il parallelogramma XYZV. Nell’ altro piano
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gli corrisponde un parallelogramma X'Y'Z'V’ ottenuto in
modo analogo. ' .
. Ora le aree dei due parallelogrammi LMNK, XYZV
stanno fra loro nel rapporto deilati LM, X Vecost RUS 7T,
XY Z V stanno fra loro come S T, V Z, cioé si ha:
. LMNK :XYZV=LM:XV
XYZV.RUST=VZ:ST.

Similmente: v
I MNK XYZV=LM:XYV
XYZV RUST=V2Z:8T

D’ altronde le rette proiettive L M, L' M in cui si corri-
spondono i punti all’ infinito sono simili, e perd: ’

LM:XV=LM:XV; -

ed analogamente :

v -

VZ:ST=V2Z72Z:.8T.
Si deduce che: ’
LMNK::RUST = L'JV["N'IL" : R',U’S;T',
ossia il rapporto : |
‘L MNK . L'Jlf[’N} If'.\

delle aree di due parallelogrammi corrispohde‘nti € costante.
e, d, d. '

Tenuto conto che due triangoli (finiti) corrispondenti in
un’ affinitd tra due piani possono sempre riguardarsi come
metd di due parallelogrammi corrispondenti, si deduce che
anche il rapporto delle aree di due qualunque triangoli
corrispondenti ¢ costante. Ora dati (rispettivamente nei due
piani affini) due poligoni (finiti) corrispondenti, essi si po-
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tranno decomporre in un ugual numero di triangoli corri-
spondenti, e pero. il rapporto delle loro aree sard sempre
uguale al rapporto delle aree di due triangoli (o parallelo-
~__grammi) corrispondenti. . -
‘>’"'Piu generalmente, si abbia in un piano una lin_eg %S/a,\
la quale possa considerarsi come limite di due serie con-
vergenti di poligoni iscritti e circoseritti, in modo che ri-
sulti definita I’ area da essa contenuta, come limite dell’ area
dei suoi poligoni iscritti (o circoseritti), all’impiccolire in-
definito dei lati. Alla nominata linea chiusa corrispondera
nell’ altro piano un’ altra linea chiusa di cui I’ area risultera
definita analogamente, ed il rapporto di queste aree corri-
spondenti sard sempre uguale a quello di duc qualunque
poligoni o di duc triangoli corrispondenti.

Cosl possiamo enunciare il teorema:

Nell’ affinita fra due piani il rapporto delle aree con-
tenute da due linee chiuse corrispondenti é costante.

Quando questo rapporto ¢ uguale a1, si ha I’ equivalensa
affine, in cui duc arec omologhe sono sempre equivalenti.

=7 1) affinita pud- considerarsi in particolare fra piani so-
vrapposti. Un caso particolare di essa ¢ 1’ omologia affine,
gid considerata. ‘

2) Le rette all’ infinito si corrispondono ed inoltre la data
omografia trasforma 1 involuzione assoluta dell’ una nel-
I'involuzione assoluta dell’ altra, cio¢ fa corrispondere a
coppie di punti coniugati nell’una, coppie di punti coniu-
gati nell’ altra. Cio significa ¢he 1le nominate rette all’ infinito
dei .due piani risultano congruenti (§ 41), e percido ad ogni
angolo di un piano corrisponde sempre nell’ altro piano un
angolo uguale. Si deduce che ad ogni triangolo ( proprio)
corrispondera un triangolo simile; pitt in generale saranno
simili due qualunque figure corrispondenti in tale omografia
la similitudine essendo intesa nel senso della geometria
elementarce. A cagione di cio, questa particolare omografia
dicesi similitudine.
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Si ha che:

Il rapporto di due segmenti (finiti) cormsponde/ztz in
una similitudine fra due piani é costante, giacché due
coppie di punti e le loro corrispondenti danno luooo a due
quadrangoli simili.

La proprieta anzidetta ¢ caratteristica per la similitudine.

La similitudine puo considerarsi fra due piani sovrap-
posti, ossia in un piano; allora si distingue la similitudine
diretta e la inversa, secondo che ¢ diretta o inversa la con-
_gruenza tra due fasci di raggi che in essa si corrispondono,
cioé secondoché ¢ dirctta o inversa la congruenza subordi-
nata dalla similitudine sulla retta unita impropria.

Esistono in un piano due similitudini, I’ una diretia e
I altra inversa, che fanno corrispondere a due punti pro-
pri, due altri punti propri dati.

Infatti; sieno 4 4, BB le due coppie di punti corrispon-
denti, fissate. Tra le punteggiate A B, 4" B vi ¢ una simi
litudine determinara in cui le duc
coppie si corrispondono nel modo
assegnato (§ 29). Sopra la retta im- B
propria. vi sono due congrucnze, }/ A
una diretta cd una inversa, in cui
al punto all’infinito della retta A B, corrisponde quello
della A" B (§ 32). Ora ponendo sulla retta impropria una
delle nominate congruenze, e poncndo tra le rette A B, A’ B’
la similitudine menzionata, si stabilisce nel piano (§ 45)
una similitudine ben determinata, che fa corrispondere A4, A’
e B, B'; questa ¢ diretta o inversa sccondo il senso della
congruenza posta sulla retta impropria.

Una similitudine nel plano pud, in particolare, essere
~omologica. Enumcriamo i vari casi che una similitudine
omologica pud presentare.

) L asse d’omologia ¢ la retta impropria, ossia la
similitudine ¢ un’ omotetia (§ 48).
b) >asse d’ omologia ¢ una retta propria. Allora si



— 182 —

ha una particolare omologia affine (§ 48). 'In primo luogo
sulla retta impropria si ha una congruenza inversa, i cui
punti uniti corrispondono a due direzioni ortogonali (§ 32);
quindi I’omologia affine di cui si tratta é ortogonale. D’ altra
parte due rette corrispondenti, intersecantisi sull’ asse, deb-
bono fare con questo angoli (corrispondenti) uguali. -

Ora si considerino due punti corrispondenti A4, A4’, posti
su una perpendicolare all’ asse a.

~J4 Scelto su « un punto
qualsiasi P, si ha che le
rette PA, PA’ fanno angoli
P @ uguali colla «; segue di qui
— che A, A’ distano ugual-
XA. mente da «; dunque I’ omo-
logia in questione (che si suppone non identica) sard una
simmetria ortogonale rispetto ad «. Viceversa una tale sim-
metria ¢ una particolare similitudine inversa.

Riassumendo avremo:

Una similitudine omologica del piano (non identica)
& un’ omotetia oppure una Stimmetria ortogonale rispetto
ad un asse.

OSSERVAZIONE. — Il prodotto di due similitudini di un
piano ¢ una similitudine, diretta o inversa, secondoché le
due similitudini date sono della stessa natura, o di natura
diversa (ambedue dirette o ambedue inverse, oppure I’ una
diretta e 1’ altra inversa).

Infatti, eseguendo successivamente nel piano due simi-
litudini, si ottiene un’ omografia, che ha come retta unita
la retta impropria, e.subordina su di essa la congruenza pro-
dotto dalle congruenze subordinate dalle due similitudini date.

Di qui si puo ricavare facilmente :

Ogni similitudine inversa di un piano, si pud ottenere
come prodotto di una similitudine diretta, ¢ di simmetria
ortogonale rispetto ad un asse.

3) La similitudine puo in particolare essere una congru-
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ensa, cioé due figure simili corrispondenti nei due piani
possono essere (sempre) congrue od uguali. Cid avviene sc
il rapporto di similitudine & I’ unita.

~ La congruenza fra due piani pud essere generata col
movimento che sovrappone I’un piano all’altro, portando
a coincidere due triangoli (uguali) corrispondenti; infatti la
corrispondenza dei due triangoli determina la congruenza
fra i due piani (che ¢ una particolare affinita ).

Trattandosi di una congruenza fra piani sovrapposti,
ossia in un piano, si distingue ancora la congruensa di-
retia dall’ inversa.

Il prodotto di due congruenze di un piano &€ una con-
gruenza, diretta o inversa, secondoché le due congruenze
date sono della stessa natura, o di natura diversa.

Cerchiamo di approfondire lo studio delle congruenze in
un piano.

II'numeriamo dapprima le congruenze omologiche.

I'ra i casi menzionati innanzi di similitudini omologiche,
la simmetria ortogonale rispetto ad un asse (la quale puo
essere generata col ribaltamento del piano attorno all’ asse )
¢ sempre una congruenza. ‘

L’ omotetia pud esscre una cong‘ruenza in due casi; cioé
quando il rapporto d’ omotetia vale 4~ 1 o — 1. Nel 1.° caso
I’ omotetia ha il centro sull’ asse (§ 47), ossia sulla retta
impropria; allora I’omotetia equivale ad una traslazione
del piano su se stesso. Nel 2.° caso I omotetia & armonica
(§ 48), ossia ¢ una simmetria rispetto ad un centro

Concludiamo, riassumendo, che:

Una congruenza omologica del piano é una traslasione
0 una simmetrie rispetto ad un centro, o una simmetria
ortogonale rispetto ad wn asse.

Nei primi due casi si ha una congruenza diretta, nel 3.c
€aso una congruenza inversa.

- Consideriamo ora, nel piano, una congruenza diretta non
omologica.
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Sopra la retta impropria resta subordinata una congru-
enza diretta la quale non ha punti uniti (§ 32), quindi il
punto unito associato alla retta impropria (§49) ¢ un punto
proprio. Indichiamo con O questo punto.

Nel fascio O resta subordinata una congruenza diretta
che pud generarsi rotando il piano del fascio di un certo
angolo «. Ora, poiché due punti corrispondenti debbono di-
stare ugualmente dal punto unito O, eseguendo attorno ad
O I’indicata rotazione, non solo ogni retta per O verra so-
vrapposta alla corrispondente, ma anche un punta qua-
lunque del piano (¢ quindi anche una retta qualunque)
verra a coincidere coll’ clemento omologo. Tenendo ancora
presenti i due casi di congruenze omologiche dirette, si vede
dunque che:

Nel piano, ogni congruenza diretia puo essere generata .
da una rotasione «ttorno ad un centro fisso, oppure da
una traslaszione del piano su 8¢ Stesso.

Se, trattandosi di una rotazione, I’ angolo di cui ruota il
piano uguaglia due angoli retti, la congruenza in questione
¢ una simmetria rispetto al centro nominato.

Prendiamo ora ad esaminare, nel piano, una congruenza
inversa non omologica.

sSopra la retta unita impropria si hanno ora due punti
uniti A, B, corrispondenti a direzioni ortogonali (§ 32). Dico
anzitutto che uno di questi ¢ associato alla retta impropria.

La cosa si stabilisce per assurdo, nel modo seguente:

Se nessuno dei detti punti ¢ associato alla retta immpro-
pria, si deve avere un punto unito proprio O, associato ad
essa. Ora, nel fascio col centro in questo punto O, si avra
una congruenza inversa dotata di due rette unite ortogo-
nali; «, 0. Su ciascuna di queste due rette si avra una con-
gruenza dotata del punto unito O, quindi una congruenza
inversa, equivalente ad una simmetria rispetto ad 0. Si de-
duce da cio che, ad ogni retta u corrisponderd la retta '
che sega a,b nei punti A’B’, simmetrici di A =u« ¢ di B= ub,
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rispetto ‘ad O; vale a dire: ad ogni retta u corrispondera la
simmetrica rispetto ad O. Ma, cid significa che la congruenza
in questione deve essere una simmetria rispetto ad O, contro
il supposto che essa sia una @ '
congruenza inversa non o- ~ ' ‘<.
mologica.
Stabilito cosi che il punto S 3
unito associato alla retta = B\ 0 B\;
impropria ¢ uno dei due -
punti uniti 4, B, che appar- AT )
tengono ad essa, poniamo
per esempio che sia A questo punto. »
Allora al punto unito improprio B’ verrd associata una
retta unita propria «, la quale dovra passare per A ‘altri-
menti sarebbe associata ad A. Su « non vi sard alcun
punto unito proprio, e (juindi la congruenia subordinata su
di essa sard diretta; essa equivarrd dunque ad uno striscia-
mento, di una certa lunghezza [, della « -su sé stessa (§ 32),
in un certo senso di «. Iicco ora come si pud generare la
data congruenza: ‘

/
Cominciamo dall’ eseguire una traslazione del piano, della
lunghezza {, nella direzione di a e 1101 Senso, dello striscia-
mento considerato su di cssa. . .
Mediante siffatto movimento, un punto qualsiasi P non
viene sovrapposto al punto I che gli corrisponde nella
data congruenza ( poiché¢ P P,
(uesta congruenza non ¢
una traslazione ), ma va ad

occupare una nuova posi- l , @
zione P, che si trova con P’ l

!
sopra una perpendicolare P

ad «; infatti la perpendicolarc ahhassata da P su « (retta
del fascio unito improprio B) si muove parallelamentc a
s¢ stessa, ed il piede di essa su « descrive (nel debito senso )
un segmento I, sicch¢ viene a sovrapporsi al piede della
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perpendicolare condotta su a da P’. Ora i punti P, e P’ si
corrispondono in una nuova congruenza (non identica) che
¢ il prodotto della congruenza data e della effettuata tra-
slazione: in questa nuova congruehza tutti i punti di @ sono
uniti, sieché la congruenza stessa risulta (omologica ossia
¢) una simmetria ortogonale rispetto ad . Basta dunque,
dopo la traslazionc nominata, eseguire ancora un ribalta-
mento rispetto ad a per sovrapporre ogni punto al corri-
spondente, nella data congruenza inversa. '

Perveniamo cosi alla conclusione :

Ogni congrucnsa inversa del piano si pud generare
eseguendo successivamente una -traslazione del piano su
s¢ stesso nella direszione di un certo asse, ed un ribalta-
mento del piano attorno a quest'asse.

Basta soltanto un ribaltamento nel caso delle congruenze
inverse omologiche (simmetrie ).

OSSERVAZIONE 1.> — Due figure uguali di un piano (per
esempio due triangoli uguali A BC, A' B C'), possono So-

, vrapporsi 1'una all’ altra -

B B con un movimento del pia-

no: ma puo darsi clic que-

. ; ¢ sto movimento possa ef-
A c 4 fettuarsi facendo striscia-
re il piano su sé stesso,
¢ pud darsi invece che

B
occorra di muovere la figura nello spazio, fuori del piano,
I due casi (che gia si presentano nella Geometria clemen-
tare) vengono ora distinti a seconda della natura (diretta
o inversa) della congrucnza del piano, in cui le due figure
possono considerarsi come corrispondenti: ed in relazione a cio
le figure stesse diconsi direttamente o inversamente uguali.

Si ricava ora da ¢uanto precede che: _

Due figure di un piano, direttamente uguali, si possono
sovrapporre con una traslazione del piano, oppure con una
rotazione di esso attorno ad un punto, invece due figure
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inversamente uguali possono sovrapporsi, eseguendo prima
una traslazione del piano in una certa direzione, e poi un
ribaltamento di esso attorno ad un asse, avente.la direzione
" nominata.

OSSERVAZIONE 2.* — Mediante le eonsiderazioni di questo
§'si pud concludere omai che:

Tutte le proprieta metriche delle figure di un piano si
possono riguardare come relazioni grafiche di esse colla
retta impropria e coll’ involusione assolute, i quali enti
prendono complessivamente il nome di «ssoluto del piano.

Per stabilire questo teorema, osscrviamo anzitutto che
le propriecta metriche della Geometria piana si basano (ol-
treché sulle nozioni grafiche), sulle nozioni fondamentali di
uguagliansa di angoli e di segmenti. Basta dunque espri-
mere, come una- relazione grafica colla retta impropria e
coll’ involuzione assoluta, I’ uguaglianza di due angoli e di
due segmenti di un piano. Ora, I’ uguaglianza di due angoli
in un piano é definita dalla corrispondenza di due coppie di
punti impropri in una congruenza sulla retta impropria,
ossia in una proiettivita su di essa che trasforma in s¢
stessa I’ involuzione assoluta; per tal modo I’ uguaglianza
di due angoli si definisce subito nel modo voluto.

Vediamo di esprimere analogamente la relazione di ugua-
glianza tra due segmenti A B, A'B di un piano. Cid puod
farsi in due modi, tenendo conto del fatto che i segmenti
A B, A' B’ (fissata la corrispondenza degli estremi) si cor-
rispondono in una congrueuza diretta ed in una congruenza
inversa. Tra i due modi scegliamo il piu semplice. Il fatto
che i segmenti A B ed A'B si corrispondono in una con-
gruenza inversa del piand, si puo esprimere dicendo che
essi si corrispondono in un’ omografia ottenuta come pro-
dotto di una traslazione e di una simmetria ortogonale.
Ora una traslazione ¢ un’ omologia coll’ asse e il centro al-
I’infinito: ed una simmetria ortogonale ¢ un’omologia ar-
monica coll’ asse proprio, avente come centro il punto -im-
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proprio coniugato al punto all’infinito dell’ asse, nell’ invo-
luzione assoluta. Cosi la relazione di uguaglianza tra i-se-
O'menti A B, A’ B, viene espressa come una relazione 'gra-
fica di essi colla retta 1mpropr1a e coll’ involuzione assoluta
del loro piano.

OSSERVAZIONE 3.* — Le cose dette intorno alle particola-
rith metriche delle omografie tra piani (propri), si possono
ripetere analogamente per le stelle improprie.

Date due stelle improprie si avra tra di esse una «ffi-
nita, una similitudine, o una congruenza, secondoche
I’ omografia determinata dalle stelle sopra due qualunque
piani seganti (fuori di esse) ¢ appunto un’ affinith, o una
similitudine, o una congruenza. In tutti e tre i casi i piani
impropri delle due stelle si corrispondono; nel caso della
similitudine i diedri corrispondenti sono uguali, e le lar-
bhezze delle striscie comprese fra coppic di raggi corri-
spondenti sono in un rapporto costante; questo rapporto ¢
uguale ad 1 nel caso della congruenza.

In particolare si pud considerare una congruenza in una
stella . impropria: e tale congruenza potra essere dirctta o
inversa.

Nel 1.° caso essa equivale: o ad una traslazione di tutti
i raggi della stella, parallelamente ad un piano; oppure ad
una rotazione della stella attorno ad una retta fissa (propria ).

Nel 2. caso si ha nella stella un piano proprio unito (ma
non rette unite proprie); e la congruenza si puo ottenere
eseguendo, prima una traslazione delle rettc della stella
parallelamente a (uel piano, poi una simmetria ortogonale
rispetto al piano stesso.

Esercizi. — Data, nel piano, una similitudine diretta (che
non sia una congrucnza), si scomponga nel prodotto di una
rotazione attorno ad un centro (centro di similitudine) e
di una omotetia.

Data, nel piano, una similitudine inversa (che non sia
una congruenza), si scomponga ncl prodotto di una omo-
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‘tetia e di una simmetria ortogonale rispetto ad un asse, il
quale passi pel centro della nommata omotetia (centro di.
similitudine ).

§ 51. Polaritd nel piano. — In generale, in una re-
ciprocitd tra due piani soprapposti, due elementi.omologhi
non si corrispondono in doppio modo; cio¢ un punto A4 ha
una retta omologa ¢ ed.a questa corrisponde nella data
reciprocitd un punto A’, che ¢ diverso da A. Per convincer-
sene hasta osservare che si pud assegnare una retta ¢, come
corrispondente -di un punto A e fissare che a due punti di
essa corrispondaino due rette per un punto A’ diverso da 4;
dopo cid resta ancora da fissare la retta omologa di un
altro punto del piano per determinare la reciprocity (§ 45).

Una reciprocita in un piano, dove due qualunqgue elementi
omologhi si corrispondono in doppio modo . (involutoria-
mente), ossia una reciprocitd equivalente alla sua inversa,
dicesi un sistemea polare o una polaritd,; un punto ed una
retta che si corrispondono in una polarith piana si dicono
polo e polare I’ uno dell altra.

La polaritd in un piano pud anche definirsi come una
corrispondenza biunivoca fra i punti e le rette, tale che:
se la retta corﬁ'sponc‘lente (polare) di un punto A passa
per un punto B, la corrispondente (polare) di B passa per A,

OsSERVAZIONE, — Correlativamente (nello spazio) si puo
definive la polarite in una stella. '

1’ effettiva esistenza di sistemi polari scaturisce dal Se-
guente _

TEOREMA. — Una reciprocité in un piano, é una polarita,
se esiste un triangolo di cui ciascun vertice ha come retia
corrispondente il lato opposto.

Anzitutto si noti che se in una reciprocita del piano ai
tre vertici A,B,C, corrispondono i lati rispettivamente op-
posti a,b,¢, alla retta « = BC deve corrispondere il punto
A = be, ecc.; cioe i vertici del triangolo ed i lati opposti si
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corrispondono in doppio modo. Ora, nella proiettivita con-
siderata, la punteggiata « ¢ proiettiva al fascio A di raggi
4 omologhi, in modo che segando tale
fascio con la retta « si ottiene su
questa una’ proiettivith : poiché in
tale proiettivitd i punti B,C  si cor-
rispondono in doppio modo, essa ¢
B /‘f & ¢ una involuzione, quindi i punti della
retta @ ed i raggi omologhi del fascio A si corrispondono
in doppio modo. Altrettanto puod dirsi pei punti delle rette
b, ¢ e le rette omologhe rispettivamente per B e C. In con-
seguenza anche ad ogni punto P, intersezione di due rette
a', b, passﬁnti rispettivamente per A, B, corrisponderda in
doppio modo la retta omologa p, la quale vien definita
come la congiungente i punti A’ B’ (posti rispettivamente
sopra le rette «, ) che corrispondono alle rette «' 0'. Permo
la reciprocitd considerata é un sistema polare.

In un sistema polare piano i triangoli A BC, i cui ver-
tici sono poli dei lati opposti (i quali costituiscono alla lor
volta le polari dei nominati vertici), sono detti triangoli
coniugati o0 polari (autoconiugati, autoreciproci, ecc.).

I? esistenza di infiniti triangoli coniugati in una polarita
piana, sard prossimamente dimostrata; risultera quindi che
il modo pin generale di ottenere una polarith piana consiste
nell’ assegnare ad arbitrio un triangolo, che debba essere
coniugato in essa, ¢ fissare una retta non appartenente ad
-un vertice del triangolo come polare di un punto non ap-
partenente ad alcun lato di esso. '

§ 52. Involuzione di elementi coniugati subordinata
da una polaritd in una forma di 1.* specie. — Dalla
definizione di polaritd scaturiscono immediatamente le pro-
prietd correlative seguenti:



In una polarita piana

le- polari dei punti di una
retta . passano pel polo di
essa. Il fascio delle polari

‘dei punti di una retta a, ri-
- sulta proiettivo alla pun--

teggiata.
(§ 44). ‘

Due punti 4, B, di cui uno
giace sulla polare dell’ altro
diconsi coniugati o reciproci
nel sistema polare; per gene-
ralitd si dice coniugato di sé
stesso un punto appartenente
alla sua polare.

(a) dei loro poli

i poli delle rette passantc
per un punto giacciono sulla
polare del punto. La pun-
teggiata dei poli delle relte
d’ un fascio A, risulia pro-
tettiva al fascio (A) delle
loro polari (§ 44).

Due tali rette «, 0, di cui
ciascuna contiene il polo del-
I’ altra, diconsi corniugate o
reciproche nel sistema po-
lare; per generalith si diece
conitugata di se stessa una
retta appartenente al suo polo.

Se un elemento & coniugato d’ un altro, anche il secondo
elemento ¢ coniugato del primo (§ 51).

In un triangolo coniugato i tre vertici, e rispettivamente
i tre lati, sono due a due coniugati; viceversa un triangolo
in cui i tre vertici o i tre lati sieno due a due comugatl,
un triangolo coniugato nella polarita.

Se un punto A ed una retta @ corrispondenti in una
polarita del piano si appartengono: ‘

nessun punto della retta « di-
verso da A, appartiene alla
sua polare (cioé sulla a vi é
solo il punto A coniugato di
sé stesso).

nessuna retta pel punto A,
diversa ha « appartiéne al
suo polo (cioé per A vi &
solo la retta « coniugata di
sé stessa).

Infatti, riferendoci alla proposizione di sinistra, nella pro-

iettivith subordinata dalla polarita tra il fascio A € la pun-
teggiata «, i raggi omologhi ai punti di ¢ passano per A4,
e sono diversi da « i raggi corrispondenti ai punti di « di-
versi da A; correlativamente si dica per I’ enunciato a destra.
TEOREMA. In una polaritd del piano non esiste
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Suna 1etm tutta costituita di un fascio tutto costituito di
punti comugatz di sé stessi. raggi coniugati di sé stessz’.
Basta dimostrare 1’enunciato a sinistra.
Se sopra una.retta p esistono due punm A, B (eonluoatl
di sé stessi cxoe) appmtenontl alle rispettive polari « ,b 11'
polo P di p (comune ad
O,x) & fuori di p. Ora si
- eonsideri un punto.G-della
a = A P, diverso da A4, P;
~la sua polare (diversa da
«) passa per il polo A di
- D «csega b in un punto H
“diverso da P e da B (polo di b); la polare di H ¢ la retta
B G, che ne congiunge due punti coniugati, quindi il punto
Q = AH.BG ¢ coniugato di G e H, e perd la retta G H é
1a retta polare di Q. ' , R
Ora si considerino i punti D = p.GH e C=p.PQ;
' (uesti punti sono coniugati nella polarita, giaccheé la pQ-'
lare di D é appunto la retta PQ che unisce i poli di p, G H.
Ma i -nominati punti C,D sono anche coniugati armonici
rispetto ad A4, B, come risulta provato dall esistenza del
quadrangolo PGQH, e percid essi sono certo distinti. Ecco
dunque dimostrato che esistono su p due punti distinti,
coniugati I’ uno dell’ altro nella polamta cioé non coniugati
di s¢ stessi. - : .
Si: cmsxden ora una qualsiasi retta p, che non con-
tenga il proprio polo-P. Ai punti di p corrlspondono come .
"polari le rette per P, e la cbrrispondenza ¢ proiettiva. Se-
~ gando con p il fascio P, si.ottiene su p una proiettiﬁté}, in-
“cui_ si corrispondono -le cop'pie di.punti (di p) cohiugati"
nell;i polaritd; segue da, quanto ¢ stato detto innanzi che
tale proiettivitd non ¢é identica. Ma in essa due punti corr
.rlspondentl si corrispondono in dOppIO modo dunque essa
¢ una involuzione.
Si conclude cosi il
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TEOREMA. — In una polarita del piano

sopra una retta, non conte-
nente il suo polo, le coppie
di punti coniugati. formano
un’ involuzione, che diremo
subordinata dalla polarita.

Percid:

sopra una retta, non conte-
nente il suo polo, vi sono
due punti coniugati di sé
stessi, separanti armonica-
mente le coppie di punti co-
niugali, o nessuno.

Invece (é stato gia notato)
sopra una retta contenente
il suo polo, vi é soltanto que-
sto punto che sia coniugato
di sé stesso.

per un punto, non contenuto
nella sua polare, le coppie
di raggi coniugati formano
un’ involuzione, che diremo
subordinata dalla polarith

per un punto, non contenuto
nella sua polare, vi sono due
rette coniugate di sé stesse,
separanti armonicamente le
coppie di rette coniugate, o
nessuna.

Invece per un punito che
stia sulla sua polare vi é sol-
tanto questa retta che sia co-
niugate di sé stessa.

Dopo cid pud vedersi quanto é stato precedentemente

affermato, cio¢ che:

In una polaritc del piano esistono infiniti triangoli

coniugalt.

Invero per costruirne uno, si assuma ad arbitrio come

suo vertice un punto A, non appartenente alla propria po-
lare @, e sopra « due punti coniugati distinti B, C; il trian-
golo A BC ¢é un triangolo coniugato nella data polarita. Si
pud sempre usare la costruzione correlativa.

Sia data una polaritd piana. Se si pensa una retta pun-
teggiata u, non contenente il suo polo U, come riferita pro-
spettivamente al fascio di raggi che ha il centro nel detto
polo U, I’involuzione di punti coniugati sulla retta u, viene
proiettata nell’ involuzione di raggi coniugati del fascio U,
e ad ogni punto della retta » corrisponde come polare il

13
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raggio coniugato a quello che lo proietta da U. La relazione
tra u ed U (retta e punto che non si appartengono) ¢ una
particolare proiettivita che si pud definire come proddétto di
una prospettivith tra «, U, e di una involuzione su u (o in
U); una tale relazione si pud chiamare involuzione tra. la
punteggiata ed il fascio. Ora si ha il
TEOREMA. — Data un’ involuzione tra una punteggiata u
ed un jfascio di raggi U, esistono infinite polarita del
plano in cui ai punti di u corrispondono le rette coniu-
gate per U.
Infatti per individuare una siffatta polaritd hasta fissare
- c¢he ad un punto V (diverso da U e fuori di u) corrisponda
una retta ‘v passante per il
punto P di u coniugato al
raggio UV (retta diversa da u
e non contenente U).
. Invero si considerino duc
N punti B, C di » (diversi da
N Peda P =u . UV), coniu-
. / 4 / P 0\ Pu gati nell’ involuzione su u,
e sieno U C, U B le rette ri-
spettlvamente coniugate ad essi nel fascio U. Vi ¢ una po-
laritd ben definita (§ 51) che ha come triangolo coniugato
"UBC ed in cui v ¢ la polare di V. Tale polarita fa corri-
spondere ai punti B, P, ... di u, rispettivamente le rette
uc, Uuv, ... loro (,omu‘)ate nell’involuzione mmalmente
data tra la punteggiata u ed il fascio U.

1
pos

§ 53. Classificazione delle polaritd piane. — Una po-
larita piana T Si pué) considerare individuata mediante un
suo triangolo coniugato A BC e la polare p (non passante
per A, B, C) di un punto P (fuori dei lati del triangolo);
viceversa questi elementi che definiscono la T POSSONO es-
sere assunti ad arbitrio (§ 51).

Vediamo di riconoscere se nella polarith = esistono o no
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elementi coniugati di s¢ stessi, cio¢ punti ¢ rette poiari che
si appartengono. . :

Giova a tal fine premettere alcune considerazioni rela-
tive ai triangoli. Un triangolo A4 BC separa il piano in 4
regiond (distinte nella fi- ————
gura coi numeri 1, '2, 3, 4)
costituite dai punti che
sono fuori dei lati @, 0, ce
separati da questi lati; un
segmento rettilineo con-
giungente due punti di di-
versa regionc incontra un
lato almeno del triangolo. =
Questo fatto di natura intuitiva (rispetto all’ intuizione " gra-
fica) si desumerebhe ldgicamente dal postulato V; si pos
sono infatti distinguere le 4 regioni triangoli nominate par-
tendo dalle due coppie di angoli formati dai lati che con-
corrono in due dati vertici del triangolo, p. e. in A, B, con-
siderando i punti del piano che sono interni ad uno degli
angoli A e ad uno degli angoli B; si dimosira che questi
punti risultano interni ad uno determinato degli angoli for-
mati dai lati del triangolo che concorrono nel terzo ver-
tice C. In conseguenza si pud anche dire, che due punti del
piano (fuori dei lati del triangolo) appartengono alla stessa
regione triangolare, se le loro proiezioni su ciascun lato
appartengono allo stesso segmento terminato dai vertici.

Ma seguitiamo a ragionare, basandoci sull’ intuizione
grafica delle 4 regioni triangolari date da un triangolo nel
piano, bastando aver rilevato esser cid che diciamo una
conseguenza logica dei postulati g-ia introdotti, € non costi-
tuire affatto un nuovo dato dell’ intuizione.

Anche le rette del piano non passanti per alcun vertice
del triangolo A B C, vengono separate dal triangolo in quat-
tro regioni, potendo venire distinte le une dalle altre a se-
conda dei segmenti terminati dai vertici, in cui cadono le
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loro intersezioni coi lati. Ad ogni regione triangolare di
punti viene associata una regione triangolare di rette non
aventi alcun punto interno a
quella regione, ossia esterne
ad essa. Le rette esterne ad
una regione triangolare del
piano penetraro nelle altre tre,
cioé hanno un qualche punto
interno ad esse.
Una retta p che penetri nella
regione triangolare P. ABC del
‘¢ Piano contenente il punto P, in-
contra due dei segmenti AB,
F AC, BC cui appartengono le
proiezioni di P sui tre lati opposti fatte rispettivamente da
C, B, A, e non incontra il terzo; questo terzo lato separa la
regione triangolare P . A BC da quella a cui é esterna la
retta p.

Cid posto, sia dato nel piano un triangolo ABC, e sia P
un punto interno ad una delle quattro regioni in cui esso
divide il piano; si pu0 fissare una polarith = che abbia
come triangolo coniugato A B C, facendo corrispondere al
punto P una qualunque retta
non passante per A, B,C. Ora
questa retta:

1° pud essere esterna alla
regione triangolare P . ABC
in cui cade P;

2¢°pud al contrario penetra-
re nella detta regione P . ABC.

Si designino rispettivamente
con P, P, P, le proiezioni
di P, fatte da A, B, C, sui lati opposti «, b, ¢ del triangolo
ABC, e con A, B, C, le intersezioni dei detti lati «, b, c,
colla retta p.
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Sulla retta ¢ si ha una involuzione di punti coniugati
subordinata dalla polaritd =, che viene individuata dalle
coppie BC, P, A,; due involuzioni analoghe si hanno rispet-
tivamente su b, c.

Nel 1° caso le tre involuzioni di punti coniugati su e,
b, ¢ sono ellittiche (concordi), perché si separano le due
coppie BC, P, A, ecc.; si separano in conseguenza due
qualunque coppie di punti coniugati su ciascuna delle rette
a, b, ¢, ed in particolare una qualunque di queste coppie
separa la coppia di vertici del triangolo A B C appartenente
al rispettivo lato. Percio, in primo luogo, non vi sono su «,
b, ¢, dei punti coniugati di sé étessi; inoltre, considerato un
punto qualunque I’ (diverso da B, C) e la sua po‘laré P, si
ha che le proiezioni di P’ fatte da A, B, C, rispettivamente
su a, b, ¢, prese insieme alle intersezioni rispettive di que-
ste tre rette con p’ separano le coppie di vertici del trian-
golo A B C, sicche la polare p’ di P’ ¢ sempre esterna alla
regione triangolare P' . A B C che contiene P'. }

Dunque, nel 1° caso la polaritd non possiede alcun punto
(appartenente alla propria polare, cio¢) coniugato di sé stesso.

Nel 2°¢ caso la retta p incontrerd due dei tre segmenti
AB, AC, BC, cui apparten-
gono rispettivamente P,,
P, P,, e non il terzo; sup-
poniamo per esempio che
non incontri BP,C. Ab-
biamo allora su « le coppie
di punti coniugati (in =)
BC, P, A, che si sepa-
rano: su b, ¢ rispettiva-
mente le coppie AC, P,B,
e A B, P,C, che non si separano; quindi delle tre involu-
zioni di punti coniugati che la = determina su «a, b, ¢, una
¢ ellittica e due sono iperboliche. Queste ultime ammettono
ciascuna due punti doppi, coniugati di sé stessi.
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‘Possiamo dunque enunciare il risultato:

Le polarita del piano si dividono in due categorie:

i I* Le polarita uniformi, prive di elementi coniugati
di.sé stessi. Esse sono caratterizzate dal fatto che ogni
punto del piano, il quale sia interno ad una regione trian-
golare determinata da un triangolo coniugato, he .la sua
polare esterna alla detia regione. ‘

2* Le polarita non uniformi, dotate di elementi co-
niugati di sé stessi. Esse sono caratterizzate dal fatto che
ogni punto del piano, il quale sia interno ad unc regione
triangolare determinata da un triangolo coniugato, ha la
sua polare penetrante nella stessa regione triangolare.

Le polaritd uniformi traggono il loro nome dal fatto che
ogni involuzione di clementi coniugati in esse sopra una
retta. od in un fascio di raggi, ¢ concorde (ellittica).

Il contrario accade per le polarita non uniformi, anzi
in questo caso, delle tre involusioni di punti eoniugati,
che si hanno sopra i tre lati &’ un triangolo coniugato, due
sono discordi (iperboliche) ed una concorde (ellwtzca) e
correlatwameizte : ;

§ 54. * La polarita ortogonale nella stella. — Le pro-
posizioni grafiche stabilite per le omografie e le correla-
zioni piane, in particolare quelle relative alle polarita del
piano, si riportino subito alla stella mediante il principio di
"dualita, o eseguendo una proiezione.

Fra le polarith di una stella propria si diétingue, dal
punto di vista metrico, la polarith uniforme in cui ad.ogni
retta della stella corrisponde il piano ortogoﬁale.

Che tale corrispondenza sia effettivamente una polarita,
si verifica subito, perché, se u, v, sono due raggi (ortogo-
nali) della stella, tali che il piano ortogonale ad ukpassi
per v, anche il piano ortogonale a v passa per u (§ 51).

Ora la polarith menzionata, prende il nome di polarita
ortogonale della stella.
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La considerazione della polarita ortogonale di una stella
trae la sua importanza dalle proprietd che andiamo a stabilire.
Si abbiano due stelle (proprie) omografiche O, O, e sup-
pongasi che alla polarith ortogonale dell’una corrisponda,
nell’ omografia, la polaritd ortogonale dell’altra; vale a dire,
ad una retta e ad un piano per O che sieno ortogonali,
corrispondano per O’ una retta ed un piano del pari orto-
gonali. Due qualunque fasci di raggi (o di piani) corrispon-
denti nelle due ’stelle, risultano riferiti proiettivamente in
modo che alle coppie di elementi ortogonali dell’uno cor-
rispondano le coppie di elementi ortogonali dell’ altro; i
detti fasci sono dunque congruenti (§ 29). Percio I’ omografia
tra O, O’ fa corrispondere all’angolo-di due raggi o di due
piani di una stella, un angolo uguale nell’ altra stella. In
conseguenza ad ogni angolo poliedro col vertice O, corri-
- sponde (per I’ omografia) un angolo poliedro col vertice O
avente gli angoli (diedri) e le faccie (angoli) ordinatamente
uguali ai corrispondenti angoli e taccie del primo; due an-
goli poliedri corrispondenti nelle due stelle sono dunque
congruenti od uguali. Percid I’ omografia fra le due stelle
prende il nome di congruenza. ' :
Ora si eseguisca un movimento della stella O, i1 quale
sovrapponga un angolo tetraedro di vertice 0, al corrispon-
dente angolo tetraedro di vertice O'. Questo movimento pro-
duce fra le due stelle un’ omografia, che non puo differire
da quella definita mediante la corrispondenza dei due an-
goli tetraedri. Si conclude cosi che il detto movimento so-
vrappone ogni retta o piano della stella O, all’elemento
della stella O' che gli corrisponde nella data congruenza.
Possiamo dunque, riassumendo, enunciare il teorema:
Ur’ omografia fra due -stelle proprie, la quale jfaccic
corrispondere le polarita ortogonali di esse, é una con-
gruenza; essa puo generarsi con un movimento che So-
vrapponga U una stella oll’ altra, portando a coinciderc
gli elementi corrispondenti.
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Consideriamo due stelle (proprie) O, O'; e per O si ab-
biano due rette «, b, non ortogonali, per O’ due rette «', ',
formanti un angolo a' 0’ = a .

-Si puod sovrapporre, con un movimento, la stella O alla O,
facendo coincidere le rette a, @', e le 0, 0', in due modi; si
ottengono cosi due congruenze facenti corrispondere le dette
coppie di elementi, e quindi le rette dei fasci ¢ b, &’ ', inun
modo determinato (§ 32); I’una congruenza si deduce dal-
I’ altra con una simmetria rispetto al piano «’ &', ossia con una
rotazione di due angoli retti attorno alla perpendicolare, in
0', al detto piano. Un analogo resultato sussiste allorquando
invece di parlare di rette, si parli di due piani«, di O e di
altri due piani «,” ' di O’ tali che il diedro «2% = «’F". Dunque:

Tra due stelle proprie si possono porre due congruensze,
in modo che a due rette (o due piani), non ortogonali
dell’ una, corrispondano due rette (o rispettivamente due
piani) formanti un azigolo uguale nell’ alira.

In particolare i resultati precedenti, che concernono due
stelle, si possono applicare al caso in cui queste sieno so-
vrapposte; si potra allora parlare di congruenza in una
stella (omografia che trasforma in sé stessa la polaritd or-
togonale). E due coppie di raggi a b, a’ 0, di una stella, for-
manti angoli uguali non retti, determineranno nella stella
due congruenze in cui a, a’ e b, b si corrispondono.

Una congruenza in una stella pud essere omologica. In
tal caso si avranno infinite rette unite componenti un fascio
di raggi, e infiniti piani uniti, passanti per la perpendicolare
a al piano a del detto fascio. Ad ogni retta corrispondera
la simmetrica rispetto ad e, o, cid0 che ¢ lo stesso, la sim-
metrica rispetto al piano a.

Si conclude dunque:

Una congruenza omologica, in una stella proprie, é
una simmetria rispetto ad un asse (e rispetto al piano or-
togonale), e puo essere generata colla rotazione di due an-
goli retti della stella attorno all’ asse.
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OSSERVAZIONE 1* — L’ uguaglianza di due angoli o diedri
in una stella risulta definita come una relazione grafica di
essi colla polarith ortogonale. Cosi tutte le proprieth me-
triche della Geometria della stella. si ottengono da relazioni
grafiche delle figure colla polaritd ortogonale, che percid si
chiama « assoluto » della stella, come pel piano 1 insieme
della retta impropria e dell’ involuzione assoluta di questa
retta.

OSSERVAZIONE 2* — Si potrd definire come polarita asso-
luta del piano improprio e dello spazio, la polarith che si
ottiene sul piano improprio segando la polaritd ortogonale
di una qualsiasi stella propria, vale a dire la COrrispon-
denza per ortogonalitd fra direzioni e giaciture. Si potra
chiamare congruenza ogni omografia del piano improprio,
la quale trasformi in sé stessa la polaritd assoluta.

" In una congruenza del piano improprio a due punti col-
legati a direzioni formanti un certo angolo, corrisponderanno
due punti (formanti una coppia congruente, cioé¢) collegati
a direzioni formanti un angolo uguale, ecc.

Nel piano improprio vi saranno due congruenze in cui
si corrispondono ordinatamente due coppie congruenti di
punti, ecc.

OsSERVAZIONE 3" — Consideriamo la polarith ottenuta in
un piano proprio qualsiasi «, segando la
polarith ortogonale di una stella il cui
centro O non appartenga al piano.

Indicando con A la proiezione orto-

- gonale del punto O sul piano «, si co- P
struisca in « il cerchio di centro 4 e A
raggio AO. Ad ogni punto P di questo \
cerchio corrisponde, nella polarityh de- P
finita in «, la tangente p al cerchio
stesso nel punto opposto. '

Viceversa si ha che:

Esiste in un dato piano una determinata polarito (uni-




— 202 —

Jorme) per la quale ad ogni punto di un cerchio corri-
sponde la tangente nel punto opposto. Questa polarita si
ottiene come sesione della polarita ortogonale di una stella -
il cui centro si trovi sopra la perpendicolare al piano nel
centro del cerchio, ad una distanza dal piano eguale al
raggio del cerchio.

La suddetta polarita dicesi antipolarita rispetto al cer-
chio e pud riguardarsi come la proiezione, sul piano proprio
che la contiene, della polarita assoluta dello spazio.
 ILissa resta definita come la correlazione, in cui a 4 punti
qualunque del cerchio corrispondono le 4 tangenti nei punti
opposti (§ 45). o '

1. antipolare del centro del cerchio ¢ la retta-all’ infinito
del piano.

§ 55. Estensione della legge di dualita nelle forme
di 2 specie. — Ii stato dimostrato nel § 9 che tutti i teo-
remi della geometria del piano o della stella, dedotti dai -
postulati fondamentali (I II III IV V VI) della Geometria
proiettiva, vengono associati a coppie secondo la legge di
dualitd del piano, o rispettivamente, della stella. I teoremi
cosl dedotti, come si ¢ osservato nel § 6, concernono
sempre proprieta grafiche delle figure. Mediante la corre-
lazione nel piano o nella stella possiamo estendere la legge
di dualita stabilita, dandone una nuova dimostrazione «
posteriori.

Riferiamoci nel ragionamento al caso del piano. Si abbia
duncue nel piano una figura M, dotata di certe proprieta
grafiche. Queste si potranno enunciare dicendo che:

1) certi punti di M appartengono a certe rette di M (o
viceversa );

2) certi punti sopra una retta (o certe rette per un punto)
di M si susseguono.

Operiamo nel piano una'correlazione, nella quale alla fi-
gura M corrisponda una figura M’ ; allora: '
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1) ai punti ed alle rette di M che si appartengono, cor-
rispondono rispettivamente rette e punti di M che si ab-
partengono; '

2) a punti susseguentisi sopra una retta di M, corrispon-
dono rette (formanti un gruppo proiettivo a quello dei detti
punti e quindi) susseguentisi per un punto. di M’; simil-
mente a rette susseguentisi per un punto di M, corrispon-
dono punti susseguentisi sopra una retta di M.

Dunque per ogni figura piana M, possedente certe pro-
prieta grafiche, esiste una figura piana (correlativa) M, che
gode delle proprieta correlative nel piano. Si pud enunciare
il risultato ottenuto, includendo anche il caso della stella,
che si tratta analogamente:

In una forma di 2* specie, ad ogni figura si pud asso-
ciare una figura correlatica, di cui le proprieta grafiche
vengono dedotte da quelle della prima mediante uno scam-
bio di elementi (punto e retta, o retta ¢ piano).

Questo enunciato costituisce una vera estensione della
legge di dualita per le forme di 22 specie, poiché tale legge
risulta ora stabilita per tutte le proprieta grafiche, indipen-
dentemente dal modo con cui esse sono stabilite, e quindi
anche se nella loro dimostrazione si fossero impiegate no-
zioni metriche.

La legge di dualita nelle forme di 2* specie pud anche
essere estesa ulteriormente a tutte le proprieta proieftive
delle figure, chiamando proiettive cuelle proprietd che non
vengono alterate per un’ omografia (cio¢ che si traducono
in.analoghe proprieta delle figure trasformate). Fra cueste
proprietd proiettive sono tutte le proprieta grafiche, ma
anche talune metriche, come il valore del hirapporto di 4
elementi in una forma di 12 specie.

Riferendoci per esempio al piano, notiamo che una qua--
siasi omografia = viene trasformata in un’ omografia 7’n7" — 1
da una correlazione 7, (mentre viceversa questa 2® omo-
grafia vien trasformata nella 1* dall’omografia inversa 7" 1);
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quindi se M é una figura del piano e M’ la corrispondente
in T, ad ogni proprieta di M che non si alteri per una qua-
lunque omografia eseguita su M, corrisponderd una pro-
prieta di M che non sard alterata da nna qualsiasi omo-
grafia del piano; e tale proprieta di M’ verrd dedotta dalla
supposta proprietd di M collo scambio degli elementi: punto
e retta. Cosi concludiamo in generale che: .

La legge di dualila nelle forme di 2* specie sussiste
per tutte le proprieta proiettive delle figure in esse con-
tenute. .

Ma questa seconda estensione della legge di dualitd non
da sostansialmente nulla di piu della precedente. Infatti,
tutte le proprieta proiettive delle figure appartenenti a
forme di 2* specie §i possono enunciare come proprieta
grafiche di esse. Se, invero, sitratti di una proprietd proiet-
tiva di una certa figura M, la quale includa qualche no-
zione metrica, questa proprietd potrad tuttavia enunciarsi
come una relazione grafica di M coll’ assoluto 7 della forma
di 22 specie, ossia come una proprieta grafica della figura
composta M 4 I; ma poiché tale proprieth deve conser-
varsi per una qualunque proiettivitd. che pure non con-
servi 7, essa riesce in definitiva indipendente da [, ossia
riesce una proprieta grafica della figura M in sé stessa,
equivalente alla proprieta metrico-proiettiva proposta.

Le considerazioni che precedono conducono anche a
chiarire cid che puo dirsi intorno all’ applicabilitd della legge
di dualitd nella Geometria metrica delle forme di 2* specie.

Quando una proprietd metrica P di M viene enunciata
come una proprietd grafica di M -4 I, si ottiene una pro-
prietd correlativa P' della figura M' 4 I’ ottenuta aggiun-
gendo alla M, correlativa di M, un ente I’ correlativo del-
I’ assoluto. Ora, se la data forma di 2* specie ¢ un piano,
I’ente I’ € una involuzione di un certo fascio di raggi, e,
comunque sia determinato, non ha alcuna significazione
metrica; per conseguenza la M’ ammetterd la proprieta
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correlativa di quella P attribuita ad M, soltanto nel caso
che la proprieta P' di M’ 4+ I’ riesca indipendente da 7,
vale a dire se la P di M <+ I ¢ indipendente da 7, ossia se
essa ¢ una proprietd (equivalente ad una proprietd grafica,
e quindi) proiettiva di M; in caso opposto la propricta P
di M' 4+ I' non si potrda in alcun modo riguardare comce
una proprietd della figura M’ considerata in sé stessa.

Se invece la forma in questione é una stella, I’ente I’
sard una polarith di essa, e potrd determinarsi in guisa che
sia ancora (come ) la polaritd ortogonale; percio la pro-
prieta P di M' 4 I' sard in ogni caso una proprieta di A7’
in relazione all’ assoluto, ossia potra riguardarsi come una
proprietd metrica della M’ in sé stessa, proprieta correlativa
di quella (P) attribuita ad M.

Concludiamo dunque che:

Nel piano, la legge di dualita non vale in generale per
le proprieta metriche, ma soltanto per quelle che sono pro-
tettive.

Nella stella, la legge di dualita vale anche per tutte le
proprieta metriche.

OSSERVAZIONE. — L’ estensione della legge di dualitd re-
lativa alle forme di 2* specie é stata innanzi stabilita « po-
steriori, facendo uso di una reciprocita. E cosi ci siamo di-
spensati dall’ esaminare la natura del ragionamento che ci
conduce ad un teorema di cui si vuole il correlativo; sia
pure che questo ragionamento sia fondato sopra nozioni
metriche e sui postulati relativi a tali nozioni. -,

Ma si potrebbe stabilire tale estensione andhé a priori,
osservando che i postulati della Geometria metrica del

. piano o della stella, interpretati graficamente in relazione
all’ assoluto, fornirebbero teoremi della Geometria proiettiva,
dimostrabili in base ai soli postulati di essa.



CAPITOLO IX.

A~~~ : . ]

Le coniche.

§ 56. Definizioni. — Data nel piano una polarita non

uniforme, vi sono sempre
tre categorie di rette :

1) rette (appartenenti al
proprio polo) contenenti un
punto coniugato di sé stesso;

2) rette (non appartenenti
al proprio polo), su cui !’ in-
voluzione di punti coniugati
¢ iperbolica, cio¢ rette che
contengono due punti coniu-
gati di se stessi;

3) rette (non appartenenti
al proprio polo) su cui I'in-
voluzione di punti coniugati
¢ ellittica, cio¢ rette che non
contengono alcun punto co-
niugato di sé stesso.

tre categorie di punti:

1) punti (abpartenenti alla
propria polare) per cui passa
una retta coniugata di
stessa; A

2) punti (non appartenenti
alla propria polarc), per cui
I’involuzione delle rette co-
niugate ¢ iperbolica, cioé
punti per cui.passano due
rette coniugate di SC stesse;

3) punti(.hon appartenenti
alla propria polare) per cui
I’involuzione delle rette co-
niugate é ellittica, cioé punti
per cui non passano rette co-
niugate di sé stesse. ‘

Se in una polaritc piana esiste un punto appartenente
alla propria polare, cioé un elemento’ (d1 ciascuna delle due

specie) coniugato di sé stesso:

se
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esistono infiniti punti co-
- niugali di sé stessi.

Invero sia A un punto co-
niugato di $é stesso ed a la

esistono in, ﬁni‘te rette coniu-
gate di sé stesse.

Infatti sia @ una retta co- .
niugata di sé stes_,sa_‘eid A il

N

sua polare. Ogni retta p per
A, diversa da «, ha il suo
polo su @, quindi non €& co-
niugata di s¢ stessa; percio
essa appartiene alla catego-
~ria "3) e contiene un alfro
" 'punto P coniugato di sé
stesso. Variando la retta per
A, varia il punto P, sicché
I’ insieme dei punti coniugati
di sé stessi, cosi
appare come una (inea (luogo
di un punto mobile) nel senso
intuitivo della parola.

generato,

suo polo. Ogni punto P su a,
diverso da A4, ha la sua po-

‘lare per A, quindi non é co-

niugato di sé¢ stesso; percio
esso appartiene alla catego-
ria 3) e per esso passa un
altra retta p coniugata di sé
stessa. Variando il punto P
su «, varia la retta p, sicché
I’insieme delle rette coniu-
gate di sé stesse, cosi gene-
rato, appare come ‘un (noi-
luppo (successione delle po-
sizioni di una retta mobile)
nel senso intuitivo della pa-
rola. o

L’ insieme- dez punti e delle rette coniugati di se stessi
dtcesz conica fondamentale della polarita.

"La conica, considerata
semplicemente come insieme
dei suoi punti, si chiama co-
nica'luogo.

La conica,. .considerata
semplicemente come insieme
delle sue rette, si chiama co-
nica inviluppo.
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Le rette del piano che
appartengono- alla 1* o alla
2* categoria in relazione alla

. polaritg, hanno comuni ri-
. spettivamente uno o due

punti colla conica luogo, e
sono dette rispettivamente
langenti o secanti di essa.
Le rette della 3* categoria
non hanno alcun punto co-
mune con la conica e sono
dette esterne ad essa.

La denominazione di « tan-
gente » alla conica, si giu-
stifica facendo vedere che
‘essa corrisponde alla nozione
intuitiva di tangente ad una
linea piana, e ci0 nel se-
guente modo:

Se A é un punto della
conica, ogni retta per A in-
contra ia conica in un altro
punto (ed é una secante), ad
eccezione della polare di A4
che é la tangente in A4;
questa appare dunque come
limite di una secante varia-
bile, di cui I’ ulteriore punto
d’ incontro colla - conica si
avvicini indefinitamente ad
A, o, come si suol dire
(usando una locuzione im-

precisa ma espressiva), quale

Per un punto del piano
secondoché appartiene alla
1* 0 alla 2* categoria in re-
lazione alla polarita, passano
rispettivamente una o due
rette della conica inviluppo;
nel 1° caso il punto si dice
punto di contatto di quella
retta, nel 2° caso il punto
si dice esterno alla conica.
Per un punto della 3 cate-
goria non passano rette della
conica; un tal punto si dice
interno. |
La denominazione di « pun-
to di contatto » di una retta
colla conica, si giustifica riat-
taccandola ad una nozione
intuitiva generale, che si ri-
ferisce agli inviluppi:

Se a é una retta della co-

nica, per ogni punto di essa

passa un’altra retta della
conica, tranne che per il polo
di @ che ¢é il punto di cor-
latto; questo appare dunque
come il punto d’ inconiro di
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“retta che unisce due punti due rette infinitamente vi-
infinitamente ' vicini  della cine. dell’ inviluppo, cioé
- linea. ' ' come limite dell’ intersezione
. - . die con un’altra retta del-.
I inviluppo che si* avvicini

‘ indefinitamente ad essa.

Le reme di unia conica appariscono come tangenti della
conica, -considerata come luogo dei suoi punti, e cosi i punti
della conica. appariscono come punti di contatto delle cor-
rispondenti rette dell’ inviluppo (tangenti). '

Dunque: La conica appare come U’ insieme dei punti e
delle tangenti di una linea piana. )

OSSERVAZIONE. — Questa linea separa il piano in due
regioni, una delle quali, quella dei punti che abbiamo de-
nominato esterni, ¢ descritta dalle tangenti. A duesta sepa-
‘razione fa riscontro per dualith la separazione delle rette
non tangenti in « secanti » ed « esterne ».

Volendo acquistare una prima idea approssimativa della
forma di una conica, immaginiamo di séguire coll’ occhio
la sua gencsi, partendo da un punto A di essa.-

I punti della linea vengono a corrispondere alle rette
pér A; al muoversi di una retta per A, che descriva il
fascio A, cominciando dalla posizione della tangente, cor-
risponde il muoversi di un punto, che—parunulo da A de-
scrive tutta la lineca tornando in A. Duncue-la conica appare
come una linea chiusa, ed ¢ anche facile..persuadersi che le
due regioni di punti esterni ed interni rispetto ad cssa,
hanno 1’ ordinario significato intuitivo, poiché una tangente
variabile lascia sempre da una handa la conica e non in-
vade mai la regione dei punti interni. Questa deduzione
perd non ¢ da riguardarsi come rigorosamente dimostrata; -
ne abbhiamo dato cenno solo per aiutare fin d’ora 1 intui-
zione delle coniche, ma ci riserviamo di dimostrare piu
tardi, con tutto rigore logico, i teoremi cui essa darebbe

luogo.
14
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OSSERVAZIONE 2*. — Se si vuole usare il linguaggio degli
immaginarii, si potra dire che una conica ha comune con
una retia esterna une coppic di punti immaginarii, cio¢
la coppia dei punti doppii dell’involuzione definita dalla.po-
laritd, sopra la retta. o ~
I’ uso di questo linguaggio ci conduce anche alla consi--
derazione della conica immaginarie fondamentale per una
polarith uniforme, la quale vale a determinare sopra ogni
-retta del suo piano una coppia di punti immaginarii (inter-
seziont della retta colla conica), e per ogni punto una
coppia di tangenti immaginarie. Cosi p. e. la polarita "asso-
luta del piano improprio viene riguardata come dotata di
una conica fondamentale detto cerchio assoluto, la (quale ¢
segata da ogni piano (e pitt precisamente dalla sua retta
impropria) secondo i punti ciclici di esso. Per ogni retta
propria vi sono due piani immaginari (le cui rette improprie
sono) tangenti al cerchio assoluto; cioé i piani doppi del-
I’ involuzione degli angoli retti nel fascio di piani che ha la
retta stessa come asse.
* Abbiamo detto che la conica appare come una linea
chiusa; avvertiamo subito che ¢id deve intendersi relativa-
mente all' intuizione grafica. ) ,
Dal punto di vista metrico la cosa appare diversa, giacché
-pud darsi che il punto mobile descrivente-la linea assuma
(una o due volte) la posizione di un punto improprio. Se si
vuole formarsi una intuizione metrica della forma di una
conica si devono dunque distinguere anzitutto tre specie di
coniche: '

1) La ellisse, per cui la retta all’ infinito & esterna, ha la
forma di un ovale chiuso. ‘

Un caso particolare dell’ ellisse -é il cerchio.

Si dimostra infatti che il cerchio ¢ linea fondamentale
di una polarita piana (polarita rispetto al cerchio) per
cui ad ogni punto del cerchio corrispohde la tangente in
"@SS0.
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Infatti questa polarith si ottiene come prodotto dell’ an-
tipolarita rispetto al cerchio (§ 54) e della simmetria rispetto
al centro di esso. '

2) L’ iperbole, per la quale la retta al-

I’infinito & secante, & composta di due
rami aperti che si riattaccano in due
punti all’ infinito, cioé si vanno indefinita-
mente accostando (da parti opposte) a due
rette fisse « gli asintoti », tangenti nei
punti all’infinito.

3) La parabola, per la quale la retta all’ infinito é tan-
gente, ¢ formata da un solo ramo aperto, che non si av-
vicina indefinitamente a nes-
suna retta propria, e, si pud
dire, si chiude nel punto al-
D infinito.

Con una conveniente pro-
iezione le coniche delle tre
specie (metriche ) enumerate, si possono scambiare I’ una
nell’ altra.

Questo fatto aiuta a concepire graficamente come unica
la. forma delle tre linee. L’ iperbole appare come un ‘ovale
spezzato dalla retta infinita; la para- ’
bola come un ovale allungato indefi-
nitamente da una parte.

Il principio di dualitd nello spazio ci
conduce a considerare certe figure della
stella, correlative delle coniche, che si
ottengono anche come proiezioni di esse,
vale a dire « ¢ coni quadrici ». Un cono
quadrico si pud definire come I'insieme delle rette e dei
piani corrispondenti, in una polarita non uniforme . della
stella, che si appartengono; oppure come proiezione di una
conica (da un centro « vertice » fuori del suo piano). Vice-
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versa la sezione di un cono quadrico. con un piano non
passante pel vertice ¢ una conica.

Le rette di un cono diconsi sue generatrici; i piani di
‘esso diconsi « piani tangenti » secondo le generatrici
polari. .

11 cono concepito come luogo dei punti' delle sue gene-
ratrici appare intuitivamente come una superficie; la figura
ad esso correlativa ¢ I’insieme dei piani passanti per le
tangenti ad una conica (piani che diconsi tangenti di essa).

Un caso particolare * del cono quadrico ¢ il cono circo-
lare retto o di rofazione, che si ottiene proiettando un
cerchio da un punto della perpendicolare al piano di esso
nel suo centro. ’ )

Come cstensione del cono circolare retto si puod consi-
derare il cono circolare obliquo; proiezione di un cerchio
da un punto esterno al suo piano posto fuori della perpen-
dicolare clevata al piano stesso, nel centro del cerchio. Pill
tardi si vedra come ogni cono quadrico (col vertice proprio)
ammetta delle sezioni piane circolari e possa quindi consi-
derarsi come un cono cireolare, retto od obliquo. Qui ci li-
mitiamo a notare che da un ualsiasi cono circolare si pos-
SOno ottenere, come sezioni piane, le tre specie di coniche:
iperbole, parabola, ellisse, segandolo con un piano (non pas-
sante pel vertice) i1 quale ‘sia parallelo a due generatrici
del cono, o rigpettivamente ad una, o a nessuna.

§ 57. Proprieta dei poli e polari rispetto ad una
conica. — Come una polarith - piana non uniforme deter-
mina una conica fondamentale, cosi a sua volta la conica,
delermina la polarita.

Si prendano infatti sulla conica 4 punti (di cui certo 3
non sono mai in linea retta) e si facciano ad essi corri-
spondere le relative tangenti della conica (di cui 3 non
passano per un punto); resta cosi detcrminata nel piano
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una correlazione che non ' puo diﬁ‘erfiré dalla polarith non
uniforme che definisce la conica.

" Potremo dunque considerare indifferentemente nel se-
guito, come relazioni rispetto alla conica, le relazioni di
polo e polare, di elementi coniugati, ecc. definite rispetto
alla polarit. )

~Cosi p. e. una conica definisce o subordina sopra una
retta un’involuzione di punti coniugati. .

-1 poli e le polari rispetto ad una conica danno luogo ad
importanti proprieta, ciascuna delle quali si pud considerare
comc una nuova definizione della polarita e come un mezzo
per risolvere facilmente i relativi problemi di costruzione.

Duata una conica C,

la polare p di un punto P
vhe non le appartenge:

1) Contiene tutti i coniu-
ac P ri-
spetto alle coppie di punti
comunt alle conica C e ad
una qualsiast secante per P

niugati armonict

Infatti, se si considera
una secante per P, la quale
incontri C nei punti A4, B,
su questa retta.si ha una
involuzione (iperbolica) * co-
stituita dalle coppie di punti

i polo P d’ una retta p non
tangente ad essa:

1) Appartiene a tutle le
rette coniugate armoniche

di p rispetto alle coppie di
tangenti condotte « C per
qualsiasi punto, esterno ad
essa, di p;

Infatti,

hasta stabjlire il

ragionamento correlativo di
quello a sinistra.
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coniugati, avente 4, B come
punti doppi; quindi il coniu-
gato di P su di essa (che
€ un punto di p) & il coniu-
gato armonico P di P ri-
spetto ad A, B. )

2) Contiene i punti di
contatto delle eventuali tan-
genti alla conica passantt
per P

Infatti se per P passa
una tangente a C, il suo
punto di contatto 4 & coniu-

2) Appartiene alle tan-
genti negli eventuali punti
d’ incontro della conica colla
retta p.

Correlativamente (e in-
versamente) all’ enunciato di
sinistra.

gato di P giacché la tan-
gente in A (polare di A)
passa per P.

3) E Uasse di una omo-
logic armonica di centro P,
che trasforma in sé stessa
la conica.

Questa proprieta non ha
della prima.

4) Contiene tutti gli ulte-
riory punti diagonali dei
quadrangoli iscritti nella co-

3) E il centro di unc
omologia armonica di asse p,
che trasforma in sé stessa
la conica. -
che una diversa -espressione

4) App.m’tiene‘ a tutte le
ulteriori refte diagonali dei
quadrilateri circoscritii alla
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nica, aventi un punto diago- conica, aventi p come relta
nale in P. diagonale.

‘Riferiamoci p. e. all’ enunciato di sinistra.
Sia. DEGF un quadrangolo iscritto nella conica C,
. avente un punto diagonale in P, e siano A4, B gli altri due
punti diagonali-di esso; infine sieno GF, ED i lati del qua-

drangolo per P. Pel § 14 la retta AB sega le GF, ED in
punti coniugati armonici di P rispetto alle coppie GF, ED;
quindi (per la proprieta 1) la AB é la polare p di P; cid
dimostra il teorema.

OSSERVAZIONE. — Queste varie definizioni della polare
d’un punto e del polo d’una retta, rispetto ad una conica,
danno luogo alle relative semplici costruzioni; -¢ in gene-
rale da preferirsi quella data dalla proprietd 4). Se ne.ca-
- vano anche notevoli proprieta. Per esempio:

Il triangolo diagonale di Il trilatero diagonale d'un
un quadrangolo iscritto nella quadrilatero circoscritto alle
conica, é coniugato rispetto conicw, & coniugato rispetto
alla conica. ud essa.

Giacche, (riferendoci, per esempio, all’ enunciato di sinistra)
le coppie di vertici del triangolo sono coppie di punti co-
niugati (per la proprieta 4).
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Una conseguenza immediata della proprieta 2) é la
seguente:

La polare di un punto rispetto ad una conica é esterna
o0 secante, secondoché il punto é, rispettivaniente, interno
od esterno alla conica.

Si ha ancora:

In un triangolo coniugato rispetto ad una conica due
lati sono secanti ed uno esterno, due vertici esternt ed uno
interno.

Infatti (§ 53), su due delle tre rette costituenti il trian-
golo coniugato, le involuzioni di punti coniugati sono iper- .
boliche, mentre sulla terza si ha un’involuzione ellittica.

§ 58. * Diametri delle coniche. — Poniamo in rela-
zione una data conica colla retta all’infinito del suo piano
e consideriamo le relazioni metriche, che cosi scaturiscono
dalla polaritd. Ne ricaveremo ancora nuovi elementi per
acquistare una pit esatta nozione della forma delle coniche.

Abbiamo gid detto che una conica dicesi ellisse, iper-
bole, o parabola, secondoché la retta all’ infinito ¢ ad essa
esterna, secante o tangente. Lo studio di queste tre linee,
sebbene dotate di proprietd metriche differenti, si pud con-
durre, considerandole tutte e tre insieme; le distinzioni, ove
¢ il caso, si presentano da sé.

Rispetto ad una qualsiasi conica, le rette coniugate della
retta all’ infinito diconsi diametri, e, premsamente diametri
coniugati alla direzione. delle rette passa,ntl per il polo
(all’ infinito) di esse.

Per il polo d’ un diametro, supposto non appartenente
alla conica, passano infinite rette parallele seganti la conica
ciascuna in due punti propri; i segmenti finiti compresi fra
tali punti costituiscono un sistema di corde parallele della
conica. '

Dal § 57 segue:

Una diametro di una conica, che non sia tangente alla
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conica (nel suo punto allinfinito), é ¢l luogo dei punti medi
delle corde della conica, parallele alla diresione coniugata.

Tutti i diametri d’una conica passano per un punto,
detto centro, polo della retta all’ infinito. Nell’iperbole e nel-
I’ ellisse questo punto & proprio, e perd tali curve diconsi
coniche a centro: I’ opposto avviene nella parabole, cioe
utli ¢ diametri sono paralleli (il centro & all’ infinito).

Il centro ¢ interno nell’ ellisse ed esterno nell’iperbole,
poich¢ la sua polare ¢ csterna nel 1° caso, secante nel 2°.
Le due tangenti all’ iperhole, condotto pel centro, la toccano
nei punti all’infinito; come gix abbiamo avvertito, essc di-
consi asintoti.

Si ¢ visto in generale (§ 52), che le rette coniugate ri-
spetto ad una conica, passanti per un punto che non le ap-
partenga, si corrispondono in un’involuzione; cosi, data una
conica a centro, le coppie di diametri coniugati di essa for-
meranno un’involuzione pel centro (involuzione dei dia-
metri coniugati), la quale sara ellittica o iperbolica secondo
la natura della conica, ¢ nel secondo caso avra come raggi
doppi gli asintoti.

I diametri della parabola, tutti paralleli tra loro, sono
coniugati ciascuno ad una direzione del piano, essendo le
polari dei punti all’ infinito.

OsSERVAZIONE. — Date due coppic di diametri coniugati
di una conica a centro, si riconoscera immediatamente la
natura iperbolica o ellittica della conica, guardando se le
nominate coppie si separano o no (§ 37).

Un punto non appartenente ad una conica e la sua po-
lare sono centro ed asse di un’omologia involutoria che
trasforma in sé¢ stessa la conieca (§ 57, 3); dunque:

Il centro (proprio) di una conica ¢ centro di una Sim-
metria che. trasforma in sé¢ la conica, o0ssia é il punto
mecdio delle corde della conice che passano per esso.

Se due corde della conica si bisecano, i1 comune punto
medio di esse ¢ il centro della conica.
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§ 59. * Assi delle coniche. — Nel cerchio tutte le coppie
di diametri coniugati sono ortogonali, ossia I’ involuzione
dei diametri coniugati ¢ I’involuzione degli angoli retti. In-
fatti, dato un diametro del cerchio, il diametro ad esso per-
pendicolare é il suo coniugato, perché hiseca le corde ad
esso parallele.

Viceversa: si abbia una conica C (a centro) in cui 1’in-
voluzione dei diametri- coniugati sia quella degli angoli
A g retti; dico che la ¢ ¢ un cerchio. Infatti,

sieno A, B due punti arbitrari della co-

nica. I diametro (per il centro O) per-
0 pendicolare al segmento AB é coniugato

alla direzione della corda AB e quindi la

biseca; segue che i segmenti OA, OB sono
uguali fra loro. Dunque la conica e il luogo dei punti di-
stanti da O del segmento OA, ossia ¢ il cerchio di centro O
e raggio OA. c. d. d.

Le proprieta stabilite si possono riassumere nel

TEOREMA. — L« condizione necessaria e sufficiente per-
ché una conica sia un cerchio, ¢ che U’ involuzione di punti
coniugati subordinata da essa, sulla retia all’ infinito, sic
I’ tnvolusione assoluta.

OSSERVAZIONE. — I'acendo uso del linguaggio degli im-
maginarii questo teorema si pud enunciare nel modo se-
guente (cfr. § 41):

La condizione perché una conica sia un cerchio é che

essa passi pel punti ciclice del suo piano.

11 precedente teorema da come corollario:

Ogni conica st puo proiettare in un cerchio.

Basta infatti eseguire una proiczione della conica per
modo che una retta propria esterna ad essa abbia per im-
magine una retta impropria, od in guisa che 1’ involuzione
dei punti coniugati sulla retta propria rispetto ‘alla data
conica si proietti nell’ involuzione assoluta (cfr. § 41).

Iiecepito il caso del cerchio, 1’involuzione dei diametri
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coniugati di una conica a centro, non é quella degli angoli
retti; percio in essa esiste una coppia di diametri coningati
ortogonali, coppia comune alla detta involuzione dei dia-
metri coniugati e a quella (ellittica) degli angoli retti (§ 41).

In una conica, i diametri brtogonali alla direzione coniu-
gata diconsi assi. -

In una conica a centro esistono due assi, ortogonali fra
loro, oppure la conica é un cerchio e tutti i suoi diametri
8010 assi.

Nell’ iperbole gli assi sono le bisettrict
degli asintoti. '

La direzione ortogonale ai diametri di una parabola sara
coniugata ad un diametro ben determinato: asse della pa-
rahola. Percio la parabola ha un asse.

L’ omologia armonica, avente per asse un asse della co-
nica e per centro il polo di essa, cio¢ il punto all’infinito
nella direzione ortogonale, trasforina la conica in sé stessa;
dunque: ' ‘

Un asse di una conica é asse di una simmetria orto-
gonale che trasforma in s¢ stessa le conica.

degli angoli

§ 60. Teorema, di Staudt. — Se nel piano di una co-
nica si considerano:

due rette qualuncdue «, 0, non
coniugate, e a ciascun punto
dell’ una si fa corrispondere
quel punto dell’ altra che &
coniugato al primo, le due
rette risultano proiettive tra
loro.

Infatti ciascuna retta- ¢
prospettiva (sezione) al fascio
delle polari dei punti del-
I’ altra.

due punti qualunque A, B,
non coniugati, centri di due
fasei, e a ciascuna retta del-
I uno si fa corrispondere
quella retta dell’ altro fascio
che ¢ coniugata alla prima,
i duc fasei risultano proiet-
tivi fra loro.

Infatti ciascun fascio ¢
prospettivo -( proiezione ) alla
punteggiata dei poli delle

. rette dell’ altro.
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In particolare:

Se il punto comune alle
‘nominate rette @, 0, é coniu-
gato di sé stesso (cioé ap-
partiene alla conica), le rette
a, b risultano prospettive,
ossia le congiungenti i punti
‘coniugati rispettivamente su
a, b passano per un punto. .

-Se la retta AB congiun-

gente i due punti & coniu-
gata di sé¢ stessa (ossia €

una tangente alla cpnica), i
fasci- A, B, risultano pro-
spettivi, cioé i punti d’ inter-
sezione di due rette coniugate
rispettivamente per A, B
stanno sopra una retta.

Di qui si deducono i teoremi (di SrAuDT):

Data una conica ed un
triangolo ABC iscritto in
essa (cio¢ tale che i suoi
vertici sieno sulla conica),
ogni retta coniugate ad un
tato BC del itriangolo, sega
gli altri due lati in punti
coniugatt.

Viceversa, se una retia
sega due lati AB, AC del
triangolo in due punti co-
niugali, essa ¢ coniugate al
terzo lato, cio¢ passa per il
polo di esso.

Data una conica ed un
trilatero ab c circoscritto,
(cioé tale suoi lati
sieno tangenti ad essa), ogni
punto coniugato ad un ver-
tice be del trilatero, proietia
gli altri due vertici secondo
due rette coniugate.

Viceversa, se un punto.
proietta due vertici ab, ac
del trilatero secondo
raggi coniugati, esso ¢ co-

che i

due

niugato «l terzo vertiee,
08sia appartiene alle Sua
polare. .

Delle due proposizioni correlative, dimostriamo quella a

sinistra.

Le punteggiate AB, AC, il cui punto comune .A & . co-

niugato di sé stesso, ove si considerino come corrispondenti
i punti dell’una ai punti coniugati dell altra, risultano pro-
spettive; per trovare il centro O di prospettivith basta con-
giungere due coppie di punti omologhi  (coniugati). A tale
scopo si considerino le polari 4, ¢ di B, C, (tangenti alla
conica rispettivamente in B, C) seganti rispettivamente
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in B, (' le rette AC, AB; i punti B, B ed i punti C,
sono coniugati, onde il centro di prospettmta O cercato,
il punto bec. -

Quesio punto O, cosi costrulto ¢ il polo della retta. BC
Cio s1g1}!;tﬁea -che la congiungente due punti coniugati, post:

Y

rispettivamente su AC, BC (passa per O, ossia) é coniugata
di BC. Viceversa, ogni retta per O, cioé ogni retta coniu-
gata di BC, sega AC, BC in due punti omologhi, ossia co-
niugati, c¢. d. d.

Le proposizioni precedenti s’ invertono anche, evidente-
mente, nel seguente modo. )

Se un triangolo ABC ha Se un trilatero a¢bc ha due
due vertici 4, B sopra una lati «, 0, tangenti ad una co-
conica e i due lati AC, BC nica e i due punti ac, bc di
di esso segano una retta co- esso sono proiettati da un
niugata al lato AB in punti punto coniugato al punto ad,
coniugati, anche il terzo ver- . secondo due rette coniugate,
tice C del triangolo appar- anche la terza retta é tan-
tiene alla conica. gente alla conica.

§ 61. Teorema di Steiner: generazione proiettiva

delle coniche.
Stabiliamo ora i teoremi:
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Proiettando i punti di una Segando le tangenti di
conica da due punti A, B di una conica con due tangenti
essa, si ottengono due fasci a,h di essa, si ottengono due
di raggi proiettivi. punteggiate proiettive.

Riferendoci p. e. all’ enunciato di sinistra, vediamo che
esso risulta subito dall’ osservazione seguente: S6 i due
fasci A, B sono riferiti fra loro
in modo che si corrispondano
due raggi come AC, BC pro-
iettanti uno stesso punto C
della conica, le sezioni dei due’
fasei con una retta coniugata
ad AB (non passante per A, B3)
sono due puhteggiate sovrap-
poste proiettive (in involu-
zione); infatti due raggi come
AC, BC segano la retta in due
punti coniugati (§ 60), e le coppie di punti coniugati sopra
una retta non tangente alla conica formano una involuzione.

Si noti che nella proiettivita intercedente fra i due fasci
proiettivi di centri A4, B, al raggio comune AB corrispon-
dono le tangenti alla conica, rispettivamente in A ed in B.

Reciprocamente si ha:

Nel piano

Il luogo delle intersesiont L’ inviluppo delle rette
dei raggi omologht di due congiungenti ¢ punti omolo-
Jasci proiettivi, non pro- ghi di due punteggiate pro-
spettivi neé concentrici, ¢ una iettive, non prospettive né
conica. coincidenti, ¢ una conica.

Riferiamoci p. c. all’ enunciato di sinistra.

Sieno A, B i duc fasci, @, b i raggi (diversi da A, B)
che corrispondono al raggio comune ADB rispettivemente
per A, B, ed O il loro punto d’incontro. Consideriaino una
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retta d per O (diversa da «, 0) la quale seghi AB in un
dato punto O'. I raggi omologhi dei fasei proiettivi A4, B,
segati colla d, danno luogo a due punteggiate proiettive
sovrapposte dove O, (0 si corrispondono in doppio modo;
essi segano dunque sulla d tante coppie di un’involuzione.
Sieno C, C’' due punti
(diversi da O, O') coniu-
gati in questa involu-
zione, ottenuti segando
i raggi (corrispondenti)
AP, BP. 0

Possiamo porre nel
piano una polarith ben
determinata prendendo
come polari dei punti
O, A, B rispettivamente
le rette AB, «, 0, ed esigendo inoltre che C, ¢’ sieno punti
cuniugati. Infatti, stante le prime condizioni, resta fissato
che ai punti della retta AB corrispondano nella polarita le
rette per O che sono coniugate a quei punti nella involuzione
definita dalle coppie A« e Bb; mentre la condizione che
C, C’' sieno coniugati nella polarita, porta ad assegnare
come polare dal punto C la retta ¢ che unisce C’ al coniu-
gato armonico di O rispetto ad A, 3. La polarita resta cosi -
hen determinata secondo il § 51. Iissa ammette una conica
fondamentale, che passa per A, B, toccando «, 0.

Ord due rette per A, B, corrispondenti nella prmettmta
data fra i due fasci, segano ¢ in due punti che sono co-
niugati rispetto alla involuzione definita dalle coppie OO,
CC’, ossia in due punti coniugati rispetto alla conica. Si de-
duce che tali rette s’ incontrano in un punto della conica
(§ 60); cid dimostra il teorema.

OSSERVAZIONE 1* — Se nel piano si considerano due fasci
di raggi prospettivi (non concentrici), il luogo delle interse-
ziori dei raggi omologhi ¢ una coppia di rette (conica luogo
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degenere) costituita dall’ asse di prospettivita e dal raggio
comune (unito) dei due fasci. Correlativamente due punteg-
giate prospettive (non sovrapposte) generano una coppia di
punti (conica inviluppo degenere), costituita dal centro di
prospettivita e dal punto comune (unito) di esse.

OSSERVAZIONE 2* — La generazione proiettiva delle co-
niche (con fasci o punteggiate) data innanzi, permette di
riportare alle coniche (concepite sia come luogo, sia come
inviluppo) le nozioni di ordini naturali, clementi susseguen-
tisi, coppie che si separano, ecc. stahilite per le forme di
1* specie.

Invero se pitt punti di una conica vengono proiettati da
un punto di essa conica secondo raggi (d’ un fascio) susse-
guentisi, lo stesso avverrad quando i nominati punti vengono
proiettati da un altro punto, comuncue scelto sulla conica
stessa; si dira allora che quei punti si susseguono sulla
conice. Cosi pure si dird che 8¢ susseguono pit tangenti di
una conica, le quali vengano segate (da una e quindi) da
ogni altra tangente secondo punti susseguentisi. Potremo
quindi parlare di duc segmenti o archi complementari de-
terminati da due punti di una conica ecc., ed applicare alle
coniche le considerazioni ed i teoremi relativi alle corri-
spondenze ordinate.

Se pitt punti di una conica S Susseguono, St SusSequono
anche le tungenti in essi «ll« conica.

Cio si desume dal fatto che la polarita rispetto alla co-
nica fa corrispondere ad un fascio i raggi proiettanti i
punti B, C.... della conica da un punto 4 di essa, la pun-
teggiata luogo dei punti intersezioni della tangente ¢ in A
colle tangenti 0, c.... rispettivamente in B, C....; basta os-
servare che, per effetto della polarita, il fascio 4 e la pun-
teggiata « 1isultano proiettivi, e quindi in corrispondenza
ordinata.

Allorch¢ abbiamo parlato in principio della forma dclle
coniche, guardate sotto 1’ aspetto grafico, abhiamo detto che
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esse appaiono come linee chiuse generate dal moto di un
punto o di una tangente) che ritorna  alla posizione ini-
ziale. Non-altrimenti appare, rispetto all’intuizione grafica,
la retta, dopo !’introduzione del punto improprio; ed ana-
looa ¢ pure la generazione col movimento di un fascio di
raggi o di piani.

Questa generazione col movimento d1 un elemento che
ritorna alla posizione iniziale, ¢ il fondamento intuitivo co-
mune delle nozioni di ordini naturali, cosi per le forme di
1.2 specie, come per le coniche. Dimodoché le relazioni ine-
renti al susseguirsi, ecc. di punti (o tangenti) di una conica,
appariscono immediatamente alla vista, quando -¢i si riporti
alla rappresentazione di una conica col disegno.

§ 62. * Casi particolari metrici della generazione
proiettiva di una conica. — Cerchio e iperbole equi-
latera. — I teoremi di generazione del precedente § ci con-
ducono ad alcuni casi particolari sotto I’ aspetto metrico. Fer-
miamoci dapprima sulle coniche concepite come inviluppo.

Consideriamo due tangenti proprie parallele «, b, di una
conica a centro. Segandole
con le altre tangenti, si ot-
tiene tra le @, b6 una proietti-
vitd, nella quale i punti di
contatto 4, B di esse corri-
spondono al punto improprio
comuné, considerato rispetti-
vamente su 6 o su «. I punti 4, B sono dunque i punti limiti
della proiettivith nominata. ' ’

‘Di qui si ricava la conclusione (§ 34): ;

St considerino due tangenti proprie parallele a, b di
una conica « centro, ed i loro punti di contatto A, B;
una tangente variabile delle conica sega le a, b in duc
punti, tali che il prodotto delle distanze di essc da A, B
é costante.

15
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Si abbhia ora un’ iperbole, e sieno u, v i suoi asintoti. Le
tangenti all’iperbole determinano su u, v, due punteggiate
proiettive, aventi ambe-
~due come punto limite il
centro 0 = uv.

Se si indicano con P,
P’ le intersezioni di una
tangente variabile della
iperbole rispettivamente
con u, v, si ha dunque che il prodotto OP. O ¢ costante
(§ 34). Si deduce che:

Data un’ iperbole, il triangolo determinato dagli asin-
toti e da una tangente variadile ha area costante. Questa
proprieta & caratteristica per 1’ iperbole-inviluppo.

Consideriamo infine una parabola e due tangenti qual-
siansi proprie di essa. Queste vengono segate dalle altre tan-
genti secondo due punteggiate proiettive, dove i punti all’in-
finito si corrispondono. Si deduce (§ 29) che:

Segando con una tangente variabile due tangenti pro-
prie fisse di una parabola, si ottengono punteggiate simili.

Viceversa: Congiungendo i punti omologhi di due pun-
teggiate simili (non prospettive) di un piano, si ottienc
come noiluppo una parabola.

Riferiamoci invece alle coniche concepite .come luogo.

Si presentano allora due casi particolari notevoli, rispet-
tivamente della ellisse e della iperbole, casi in cui si ha una
generazione mediante fasci di raggi congruenti.

Due fasci di ragygi direttamente congruenti, in un piano
(supposto che non sieno riferiti per parcllelismo di ele-
menti) generano un cerchio, come luogo delle interseszioni
dei raggi omologhi.

Viceversa: Proiettando i punti di un cerchio da due
punti fissi di esso, si ottengono due jusci direttamente
congruenti. .

Per dimostrare il teorema, si considerino due fasci diret-
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tamente congruenti, 4, B, di un piano, (non prospettivi), e
si avverta anzitutto che la conica da essi generata ¢ certo
un’ ellisse, perch¢ i nominati fasci determinano ( per sezione )
sulla retta all’infinito una proiettivith (congruenza) priva
di punti uniti. Si scelga ancora sulla detta
ellisse un altro punto fisso P, e si consi-.
deri infine su di essa un qualsiasi punto
variabile P’; bastera mostrare che questo
appartiene al cerchio determinato dai tre
punti 4, B, P, poiché risultera allora che
il luogo del punto variabile P’ ¢ il cerchio P
nominato.

Ofa, per ipotesi, gli angoli P A P, P B P, sono uguali o
supplementari; ma, poich¢ la congruenza tra i due fasci ¢
diretta, si riconosce subito che tra gli angoli nominati che
comprendono il segmento finito P P, sussiste - uguaglianza
o relazione supplementare, secondoché i punti 4, B giac-
ciono nella stessa banda o in handa opposta del piano ri-
spetto alla retta P ' (considerate le cose nel senso della
geometria elementare). Di qui si trae che i punti P, P’ ap-
partengono sempre ad un cerchio, passante per A, B, c. d. d.

Il ragionamento ¢ perfettamente invertibile.

Dicesi iperbdole equilatera 1 iperbole dotata di asintoti
ortogonali. k

sSussiste allora il teorema:

In un piano, due fasci di raggl inversamente congruenti,
non. prospettive, generano, come luogo delle intersesioni
dei raggi omologhi, un' iperbole equilatera.

PV

Infatti, si consideri la proiettivitd ottenuta, segando.i
due fasci, sulla retta impropria. Questa proiettivita ¢ una
congruenza inversa, di cui i punti doppi sono i punti all’ in-
finito della conica (iperhole) generata dai due fasei; ma
questi punti corrispondono a direzioni ortogonali (§ 32)
dunque gli asintoti dell’ iperhbole generata dai due fasei sono
ortogonali, e. d. d.
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Si puo dire di pitt che ¢ cenitri dei fasci generatori sa-
ranno simmetrici rispetto al centro dell’ iperbole. Invero la
retta AB deve essere ugualmente inclinata sulle tangenti in
A, B all’iperbole, sicch¢ (tenuto conto del senso della con-
gruenza fra A, B) si vede che le nominate tangenti riescono
parallele; ma poiché esse s’incontrano nel polo della retta
A B, la A B ¢ un diametro, ossia 4, B sono simmetrici ri-
spetto al centro, c. d. d.

Viceversa, si pud dimostrare per esercizio che: Se si
proiettano i punti di un’ iperbole equilatera de due punti
di essa, simmetrici rispetto al centro, st ottengono due fasci
di raggi inversamente congruenti.

§ 63. Condizioni che determinano una conica.

Nel piano

5 punti, di cui 3 non in li- 5 rette, di cui 3 non pas-
nea retta, determinano une Ssanti per un punto, determi-
conica che passa per essi. nano una conice « cul SORO
tangenti.

Dimostriamo il teorema a sinistra:
Sieno A4, B, C, D, I/ i cinque punti. I due fasci 4, B pos-
A B sono esscre riferiti proiettivamente
facendo corrispondcre i raggi AC,
BC; AD, BD; AL, BL. Allora essi
gencrano una conica o una coppia
E I di rette passante per i 5 punti A, B,
C, D, I;; ma il secondo caso ¢ da
escludersi, perche tre dei punti 4, B, C, D, X non sono mai
in linca retta; dunque per A4, B, C, D, Iv passa una conica.
Questa conica ¢ unica. perch¢ data una conica per 5 punti,
i punti di essa debbono venir proiettati da A, B sccondo due
fasci di raggi proiettivi, e la proicttivita tra i due fasci ricsce
determinata dalla-corrispondenza delle coppie AC, BC,; AD,

BD; AB, BE.
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Il ragionamento precedente non cessa di valere se ad
uno dei 5 punti, p. e. al punto C, si sostituisce una retta &
per B non passante per alcuno degli altri punti, la quale
debba essere tangente alla conica da determinarsi. Invero
la o deve corrispondere al raggio AB, nella proiettivitd tra
i due fasci generatori della conica. Ulteriormente si pud
" anche sostituire ad un altro punto D la tangente « in A
(non passante per B, E). - 7

Cosl siamo condotti ad enunciare i seguenti corollari:

Nel piano

4 punti, di cui 3 non in li- 4 rette, di cui 3 non pas-

nea retita, e la tangenite in
uno di essi, non passante per
aleun altro, determinano una
conica.

Similmente tre punti non
in linea retta e le tangenti
in due di essi, non passanti
per alcuno rimanenti
punti, determinano unce co-
nica.

det

santi per un punto, ed- il
punto di contatto di una di
esse, non appartenente ad
aleuna delle altre rette, de-
terminano una conica.

Tre rette non passanti
per un punto, ed i punti di
contatto di due di esse, non
appartenenti ad alcunca delle
rimanenti rette, determina-
no una conica. '

OSSERVAZIONE. — Si puo dire che gli enunciati corollari.

derivano dai teoremi posti innanzi, seccondo il principio di
continuita, facendo avvicinare indefinitamente, in una data
direzione, due dei 5 punti dati, ecc.

Ma cuesta non sarebbe una giustificazione rigorosa di
quei risultati, fineh¢ almeno il principio di continuith non
venisse stabilito con precisione, c¢io clic puo esser fatto (con
liiitazioni che vengono qui soddisfatte) partendo da un
ordine di idee piu clevato.

Tuttavia riesce vantaggioso di rappresentarsi i risultati
precedenti a sinistra, comc un solo tcorema concernente la
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determinazione di una conica mediante 5 punti (di cui tre
non in linea retta), due dei quali, ed anche altri due, possono
caderc infinitamente vicini fra loro. Correlativamente si dica
per gli enunciati a destra.

CoSTRUZIONI. — Data una conica mediante 5 dei suot
punti, o 4 puniti e la tangente in uno di essi, o 3 punti ¢
le tangenti in due di essi (softo le restrizioni enunciate)
st vuole:

1.0 Costruire ' intersezionce ulteriore della conicda con.
una retta (non tangente) passante per uno dei punti.

2.0 Costruire la tangente in uno dei punti dati (oee
non sia nota ).

Riferiamoci al caso generale in cui la conica ¢ data da
5 punti A, B, ¢, D, I7 (di cui tre non in linea retta). Si os-
servera che le stesse costruzioni valgono in particolare per
2li altri casi.

Allora le costruzioni domandate si riducono a quelle
della proiettivita indivi-
duata, tra i fasei A, B,
dalle due terne di raggi
A(CDIL), B(CDI)
(§§ 61, 28). Data una
retta /0 per A, 1" ulte-
riore punto X in cui

Ah essa sega la conica ¢ il
h punto & incontro di /7

col raggio omologo 1/ per B la tangente « in A ¢ il raggio
corrispondente ad AB nel fascio A.

Considerando per A varie rette 2 assai vicine, e costruendo
dei punti X' abbastanza vicini, che potranno essere con-
giunti graficamente con un tratto continuo, si avra la co-
struzione per punti della conica e si acquistera cost un'idea
della sua forma.

Si eseguiranno. per esercizio queste costruzioni insieme
ai loro casi particolari notati ¢ alle costruzioni correlative.
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Data una conica mediante 5 elementi, nel modo detto

innanzi si vuole ancora:
3.2 Costruire la polare di un punto. A

Supponiamo per esempio che la conica venga definita
da 5 punti 4, B,C, D, I
{di cui 3 non in linea
retta). Si unisca il punto
in questione P con 2 dei 5
punti, per esempio con
A4, B, e si determinino
le ulteriori intersezioni
A, B, delle rette P,
P colla conica: la po-
lare p di P¢ la congiun-

cente 1 punti 4 intersezione delle coppie di rette A B, A, B,
e A DB, A B

Correlativamente si costruisca il polo di una retta rispetto
ad una conica definita per 5 tangenti.

Siorisolvano pure, per esercizio, i problemi precedenti,
allorche la conica ¢ definita da 5 elementi (colle solite con-
dizioni) in un altro modo qualuncue.

In particolare rispetto ad una conica cosi definita, si co-
struiscano le polari di due punti impropri, determinando
cosl il eentro (supposto proprio) e 1" involuzione dei diametri
coniugati.

Sitrattino ancora dei casi particolari metrici delle costru-
zioni precedenti, assumendo un punto improprio fra quelli
che definiscono la conica; ed in tale ipotesi (quando la retta
all’ infinito non sia tangente) si costruisca (per 1 iperbole
definita) 1" asintoto di cui ¢ data la direzione, ¢ 1 altro
asintoto.

La determinazione di una conica nel piano si pud otte-
nere, oltrech¢ assegnando cinque elementi (punti e tangenti)
di essa, anche in altri modi; come esprimono i tre teoremi
seguenti.
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TEOREMA. — Nel piano, vi é una conica determinata che
ammette un punto P ed una retta p, non appartenentisi,
come polo e polare, subordina sulla retia p (e quindi nel
Jascio P) un’ involusione ellittica assegnata, €
passa per un punto A jfuori tocca una retie a distinte dea
della retta p e distinto da P. D e non passante per P.

Riferiamoci-all’ enunciato di sinistra. L’ esistenza e 1’ uni-
cith della conica di cui qui é questione & stata dimostrata
implicitamente dal ragionamento svolto a proposito del
20 teor. nel § 61, quantunque ivi si sia considerato il caso
in cui I’involuzione assegnata ¢ iperbolica (cfr. anche § 51).

La costruzione pitt semplice della conica si ottiene ap-
plicando il teorema di Staudt. '

Si determini (come nclla fig.) il coniugato armonico di 4
rispetto a P e all’interse-

p zione P, della retta PA con

A - pssihacosl un altro punto

yz b 4 4 A’ appartenente alla conica.
W Dopo cio proiettando da A,
A ‘ A’ 1 punti coniugati su p,

si ottengono raggi che
s’ incontrano in punti della conica.

OSSERVAZIONE. — Il teorema sopra enunciato facendo uso
del linguaggio degli immaginarii si esprime nel seguente
modo:

Vi é nel piano una conica determinata che passa per
due punti immaginarii coniugati, tocca in essi due rette
immaginarie coniugate, e
passa inoltre per un punto tocca inoltre una rette (reale)
(reale) non appartenente alle non passante per il punto co-
retia su cul 8t trovano i sud- mune alle suddette rette im-
detti punti immaginaric. maginarie.

Un corollario metrico del teorema si ottiene prendendo
come punti immaginarii i punti ciclici del piano, e come
tangenti in essi le rette isotrope che vanno ad un punto
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reale, il quale deve essere quindi il centro della conica che
si vuol costruire. Si ha allora (cfr. § 59):

Vi ¢, nel piano, un determinato cerchio che ha un centro
dato e passa per un punto (proprio) dato o tocca una retice
(propria) assegnata.

La costruzione del cerchio che risulta dal teorema di
Staudt come ¢ stato dianzi indicato, conduce a generare il
cerchio come luogo dei punti da cui si vede un diametro
sotto angolo retto, o (correlativamente) come inviluppo delle
rette che segano due tangenti (parallele) opposte, in due punti
il cui segmento é visto dal centro sotto angolo retto. )

TEOREMA. — Ne¢l piano, vi é una conica determinata che
passa per 3 punti dati non tocca 3 rette date non pas-
in linea rette, ¢ subordine santi per un punto, e subor-
sopra una retta date, non dinae in un fascio dato non
contenente uno dei 3 punti, contenente una delle rette,
un’ involusione ellittica as- un’ incoluzione ellittica «s-
segnata. segnata.

Riferiamoci all’ enunciato di sinistra. Siano A, B, C i 3
punti dati e p la retta su cui é as-

segnata un’ involuzione ellittica 7. {'\‘\\\\
. .. . N

Sieno %, D i punti in cui la p b N,

! \ \

sega le rette AB, AC, ed L', D' i I
loro coniugati in 7 su p. Costruiamo
il coniugato armonico £, di I ri-
spetto ad AB, e il coniugato ar--
monico D,, di D rispetto ad AB.

Se esiste una conica soddisfa-
cente alle condizioni assegnate, il
polo di p rispetto ad essa é il
punto P intersezione delle rette D,, D', E,, E".

Ora & chiaro che la conica definita, secondo il teorema
precedente, dalle condizioni di passare per A4, di subordi-
nare su p I’involuzione 7 ¢ di avere P come polo di p,
dovra passare anche per B, C.

S

::_'\ __
~
N

A
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OSSERVAZIONE. — Col linguaggio degli immaginarii il pre-

cedente teorema si enuncia:

Nel piano, vi ¢ una conica determinata che

passa per 3 punti (reali) non
an linea retta, e per due
punti immaginaric coniugati
I quali non 8i trovino sopra
una retta passante per uno
dei 3 punti sopra nominalti.

tocca 3 rette (reali) non pas-
santi per un_punto, e duc
rette immaginarie coniugate
intersecantisi in un punto
che non appartenga ad unda
delle 3 retie sopra nominate.

COROLLARIO. — Vi ¢ un cerchio che passa per tre punti
Propri 1non in linea retta. ‘

La costruzione del centro decl cerchio che resulta dal
cercare (come precedentemente si ¢ detto) il polo della
retta impropria (p) del suo piano, ricade nella costruzione
ordinaria; cio¢ il nominato centro si ottiene come inter-
scezione delle rette che bisecano ortogonalmente i segmenti
congiungenti uno dei 3 punti assegnati cogli altii due.

TEOREMA. — Nel piano, vi ¢ una conica determinata che
retia
bordina in due fasci dati,

prssa per un. punto dato, e toceu data ¢ su-
rette

non  passanti  per o il

una

subordine sopra due

duate, non contenenti la retta, in-

puseto, incoluziond ellitttche  coluziond ellittiche assegnate,

USSCHIALC, -

Riferiamoci all’ enunciato di sinistra. Sieno «, 0 le due
rette date, sopra cui sono assegnate le involuzioni ellittiche
I, I, ed O il punto dato. .

supponimno per un momento I esistenza di una conica
(" soddisfacente

Rispetto alla 7 possiamo subito costruire la polare p
di P==« 0, che ¢ la retta congiungente i coniugati (2,, P,) di I’
rispettivamente nelle involuzioni 7,, 7, su «, 0. Possiamo anche
~costruire un altro punto della €, cioé il coniugato armonico
0" di O rispetto a I ¢ al punto R comune alle rette PO
¢ p = P, P, Dopo ci0 la conica € potra essere costruita
(secondo il teorema di Standt) come luogo delle interse-

alle condizioni poste.
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zioni dei raggi proiettanti da O, O’ i punti coniugati su p,
appena si conosca 1’involuzione Ip, che questi punti coniu-
gati formano su p.

Per determinare la 7, si prmettmo da O su p le due in-
voluzioni 7,, I,. Si otterranno due involuzioni ellittiche I, I,
aventi comune una coppia di punti .Y, ¥ (§ 37). Dico che X, ¥
sono i punti doppi di 1,, cio¢ che essi appartengono alla
conica C. ‘

A tal fine consideriamo la corrispondenza che intercede
fra i punti coniugati delle due rette OX, OY. Sappiamo che
essa ¢ una prospettivita (§ 60), e si vede che il centro della
prospettivita ¢ P, giacch¢ le intersezioni (H, H' e K, K') di
0OX, OY rispettivamente colle «, b sono coppie corrispondenti
(cio¢ coppie di punti coniugati relativamente a C).

Da ¢id si deduce che il coniugato di X sulla OY ¢ il punto
X’ interseczione della X, e quindi la polare di X (coniugato
a P, X’) ¢ la PX’ cioe la PX. Quindi X, e analogamente Y,
¢ coniugato di s¢ stesso, ossia appartiene a C. '

Questa analisi mette in luce che, se vi ¢ una conica
soddisfacente alle condizioni poste, essa deve passare per

X, Y, O, ed avere PP come polo di p, cio¢ toccare PX, PY,

onde ¢ pienamente determinata dalle condizioni suddette.
D’ altra parte ¢ chiaro che la conica passante per X, ¥, 1)

¢ tangente a PX, PY, subordina su «, b rispettivamente le
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involuzioni 7, ed 7, essendo coniugati rispetto ad essa i punti
P, P, e H, H e analogamente P, P, e K, K'); infatti, per il teo-
rema di Staudt, ilati 0X, OY del triangolo XOY inscritto in
essa segano le «, b in punti coniugati. La conica anzidetta
soddisfa dunque alle condizioni assegnate.

Con cid il teorema ¢ dimostrato. ,

La conica C, determinata dalle condizioni date si co-
struisce, come abbiam detto, come .luogo delle intersezioni
dei raggi proiettanti da O, O' i punti coniugati nell’ involu-
zione 7, su p, cio¢ i punti coniugati armonici rispetto ad X, Y.
L importante ricordare che la 7, si pud costruire senza bi-
sogno di conoscere la coppia XY dei suoi punti doppi, in
base ad una proprietd stabilita in fine al § 38, giacch¢ XY
sono i punti doppi della proiettivita iperbolica prodotto delle:
involuzioni 77,, Iy, proiezioni (da O su p) di 1,, I,.

OSSERVAZIONE. — Col linguaggio degli nnmagmarii il teo-
rema stahilito si enuncia dicendo:

Nel piano vi é una conica determinata che

contiene un punto (reale) e
due coppie di punti imma-
ginarii coniugali, le cui rette
sono distinte e non passano
per il punto reale dato.

In conclusione si puo dire

ha come tangenti una .rette
(reale) e due coppie di ret-
te immaginarie coniugate in-
tersecantisi in due punti di-
stinti Juori della tangente
reale assegnata.

che;

Nel piano una conice ¢ determinate da 5 elementi
omonimi (punti o rette), non appartenenti ad una jorma

di 1.* specie,
steno due, o anche altri
niugati.

due,

anche quando [fra questi elementi ve ne

immaginarii, jfra loro co-

§ 64. Teoremi di Pascal e di Brianchon. — Si abbiano
sopra una conica sei punti 4, B, C, D, I¥, FF iormantl un
esagono semplice iscritto in essa.
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Dai punti D, F si proiettano i rimanenti punti «4,
B, C, E. _ . . :
Si' otterranno cosi due fasci proiettivi D (A B C E),

H Vit - N M

F (A BCE)iquali segheranno rispettivamente sulle rette
AB e BC due punteggiate proiettive. Se dungue indichiamo
con K ed M le rispettive intersezioni dei raggi DC e DE
con AB, e con L, N le intersezioni dei raggi FA ed FI con
BC, avremo:

BKMA®BCN L,

Ma le due punteggiate proiettive B K M A..., BC L N....
hanno il punto comune B unito; ¢uindi esse risultano pro-
spettive, cio¢ le congiungentile tre coppie di punti omologhi
KC, MN, AL passano per un punto.

Cid significa che i punti A7, N, intersezioni delle coppie
di lati opposti AB, I'D e BC, IF dell’ esagono, sono in
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linea retta con
posti CD, AF.

H, intersezione dell’ altra coppia di lati op-

Accanto a questo risultato enunciamo il correlativo, che
si riferisce ad ogni esalatero semplice circoscritto ad unc
conica, cioé ad ogni esalatero costituito da sei tangenti della

conica.

Si hanno cosi i.celebri teoremi:

TEOREMA di PASCAL:

Se un esagono semplice é
(scritto in una conica, le tre
coppie di lati opposti s’ in-
contrano in tre punti su una
retta (retta Pascal); un tale
esagono dicesi di Pascdl.

TEOREMA di BRIANCHON:

Se un esalatero semplice
é circoscritto ad una conica,
le congiungenti le tre cop-
pie di vertici opposti passano
per un punto (punto di Brian-
chon); un tale esalatero di-
cesi di Brianchon.

- Invertiamo il ragionamento precedente. Se le tre coppie

di lati opposti AB, D, BC, FE; CD, AF di un esagono
A BCDEF sono in linea retta, i fasci di raggi che da D,
7 proiettano i rilnanenti punti, sono proiettivi, quindi i sei
vertici dell’ esagono stanno sulla conica (eventualmente de-

genere ) generata dai due fasci.
Enunciando anche il risultato correlativo, si ha:

Ogni esagono d&i Pascal,
in cul tre vertici non sieno
in linea retta, ¢ iscritto in
una conica. Se tre det suoi
vertici sono in linea retta,
A esagbno risulta iscritto in
una coppia di rette (conica
degenere).

Ogni esalatero di Brian-
chon, di cui tre rette non
passino per un punto, é cir-
coseritto ad una conica. Se
tre dei suoi lati passano per
un punto, U esalatero é cir-
coscritto ad una coppia di
punti (conica degenere).

Come casi particolari dei teoremi di Pascal (e di Brian-

chon) possiamo considerare quegli enunciati che si derive-
rebhero da cssi, sccondo il principio di continuita (§ 63), fa-
cendo avvicinare indefinitamente due vertici di un ecsagono
inscritto in una conica, ece. Ma si deve notare che questi
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casi vengono stabiliti in modo rigoroso e diretto dalla
stessa dimostrazione che serve per il teorema di Pascal; giac-
ché (riferendoci a quel ragionamento) se in luogo di con-
siderare I’ eséxgono ABCDEF siconsidera il pentagono

A B C D FE e si sostituisce alla considerazione del lato AF la

tangente in A alla conica,
mente.

il ragionamento procede egual-

Cosi similmente, se si sovrappone ancora il punto C al
punto D; e lo stesso- dicasi nel caso duale. Potremo dunque
enunciare, come casi particolari dei teoremi di Pascal e
Brianchon, le seguenti proposizioni:

Se un pentagono semplice
¢ iseritto in una conica, il
punto d’ incontro della tan-
gente in un vertice col lato
opposto é in linea retia coi
punti d’intersesione delle
duwe rirmanenti coppie di lati
non consecutivi.

Se un quadrangolo sem-
plice é gscritto in una conica
il punto comune alle tangenti
in due vertici opposti di esso
¢ in linea retta coi punti
(diagonali) comuni alle cop-
pie di lati opposti.

Se un pentalatero semplice
& circoscritto ad una conica,
la congiungente il punto di
contatto di un lato col vertice
opposto passa per il punto co-
mune alle rette congiungenti
le due rimanenti coppie di
vertict non consecutivd.

Se un quadrilatero sem-
plice é circoscritto ad una
conica, la 'congz‘unget_ztc A
punti di contatto di due lati
opposti di esso passa per il
punto comune alle (diago-
nali) congiungenti i due ver-
tict opposti.

I precedenti teoreml sono anche invertibili, come I’ enun-

ciato generale, coll’

avvertenza che la conica in cui ¢ iscritto

il pentagono o il quadrilatero (o correlativamente) potra
risultare degenere. Cosi, per esempio, essa degenera in due
rette, se il pentagono é tale che tre dei suoi punti sieno in
linea retta, oppure la tangente assegnata passi per uno degli
altri vertici.

Applicando ancora lo stesso principio di continuita che
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ci ha condotti ai teoremi precedenti, potremmo fare avvici~
nare altri due punti, B ed £, ottenendo cosi il teorema (cor—
relativo di sé stesso):: .

Un triangolo iscritto in una conica ed il trilatero, cir-
coscritto, delle tangenti nei vertici sono omologici.

La dimostrazione di esso non viene pero data direttamente
dal ragionamento, che ha servito a stahilire il teorema di '
Pascal. Tuttavia il risultato pud ancora stabilirsi in modo
rigoroso per mezzo delle seguenti osservazioni:

Sieno A4, B, C tre punti sulla coniea, vertici del triangolo
iscritto; e sieno «, b, ¢ le rispettive tangenti; 4’, B, C', i
vertici del triangolo circoscritto, rispettivamente opposti ai
lati @, b, c¢. Consideriamo il punto P=« . BC. La sua po-
lare é la retta 4 A’, poiché¢ i punti A ed A’ sono i poli delle
due rette a, BC. Di qui si trae che le rette A" P, A" A sono
coniugate rispetto alla conica, quindi separano armonica-
mente le tangenti 0, ¢, ran 2i doppi della involuzione di rette
coniugate avente come centro A'.

Ora, se si congiunge A' col punto BB .CC’ si ottiene
una retta che insiemec alla A’ P separa armonicamente le
rette b, ¢ (§ 14). Questa retta. non pud dunque differire
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dalla A' 4, e percio le tre rette AA', BB, CC’ paésano per

un punto.

Correlativamente i punti aa’, 60’, ¢¢’ sono in linea retta.
Questa ¢ d’ altronde una immediata conseguenza dell’ omo-

logia dei due triangoli.

CosTRUZIONI. — I teoremi di Pascal e di Brianchon ed i
loro casi particolari ci permettono facilmente la risoluzione
dei problemi seguenti gid trattati nel § 63:

1.° Dala una conica
mediante cinque punti A, B,
C,D, E, di cui tre non in li-
nea retta, costruire U ulte-

riore interseszione F, della
conica con una retta a per

il punto A.

1.° Individuata una co-
nica mediante cinque tan-
genti a,h,c,d, e, delle quali
tre non passanti per un
punto, costruire U ulteriore
tangente f, alla conica pas-

sante per un punto A di a.

Si consideri percio (a sinistra) I’esagono A BCDE F,
iscritto nella conica (di cui il vertice F, é ignoto), e se
ne determini la retta di Pascal p, congiungendo i punti
H = AF, . DC ed M = LD . AB. Detta N Y1 intersezionc

del lato CB con p, la retta F, If deve passare per N, sicche
16
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il punto F, sard determinato
NE ed AF, = a.

2.2 Data una conica me-
diante cinque punti A, B, C,
D, E (di cui tre non in linea
retta), costruire la tangente
a, nel punto A.

dall’ incontro delle: due rette

2.° Data una conica me-

‘diante cinque tangenti a, b,

¢, d, e (delle quali tre non
passanti per un punto) co-
struire il punte di-contatto
A, della tangente a.

Si consideri (a sinistra) il pentagono A BC D E.

Costruita la retta p di Pascal, congiungendo i punti
N =AE .CBed M = ED.AB, si dica H il punto d'in-
contro della p con CD, lato opposto al vertice A del pen-

tagono.

La tangente «, richiesta sarad la retta HA.

.3.° Data una conica me-
diante quattro punti A, B,
C, D, (dei quali tre non in
linea retta) e la tangente a
in A (non passante per al-
cuno degli altri punti), co-
struire la tangente ¢, in uno
di essi, p. e. in C.

Si consideri (a sinistra) il

3.° Data una conica me-
diante quattro tangenti a, b,
¢, d (tre delle quali non pas-
santi per un punto) ed il
punto di contatlto A di a,
(non appartenente ad alcun’
altra tangente) costruire il
punto di contatto C, di unc
di esse, p. e. di c.
quadrilatero A B C D.
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Detti M ed N i punti d’incontro dei lati opposti, la loro
congiungente p ¢ la retta Pascal, quindi se L ¢ il punto

d intersezione di p conla tangente in A4 alla conica, la retta
LC ¢é la tangente in C richiesta.

4.° Data una conica me
diante 4 punti A, B, C, D (di
cui 3 non in linea retta) e la
tangente a in uno di essi
A (non passante per alcuno
dei rimanenti), costruire I’ ul-
teriore intersesione E, del-
la conica con una retia e,
condotta per A.

4° Data una conica me-
diante 4 tangenti a, b, ¢, d
(delle quali 3 non passanti
per un punto) e il punto di
contatto A di una di esse a
(non appartenente ad alcuna
delle rimanenti), costruire
U ulteriore tangente e, con-
dotte «alle conica per un
punto I di a,

Si costruisca (a sinistra) la tangente nel vertice C del

quadrilatero A B C D.

Detto Z, il punto richiesto, si determina la retta Pascal

relativa al quadrilatero A B C I, individuata dal punto
L comune alle due tangenti «, ¢, e dal punto M co-
munc alle due rette ¢ = A L,, C B. Detto N’ il puntd
LM . AB, la retta N'C sega la e nel punto FE, ri-
chiesto. . :

Analogamente si risolveranno per esercizio i seguenti
problemi:
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Data una conica median-
te tre punti A, B, C (non in

L M’

linea retta) e le tangenti a,
b in due di essi (non pas-
santi per alcuno dei punti ri-
manenti) costruire la tan-
gente ¢ in C.

Data una conica median-
te tre tangenti a, b, ¢ (non

passanti per un punto) ed ¢
punti di contatto A, B di due
di esse (non appartenenti ad
alcuna delle rimanenti), co-
struire il punto di contatto
C della c.

§ 65. Teorema di Desargues. — Data una conica

ed un quadrangolo iscritto
in essa,; una retta secante
la conieca, che non passi per
un vertice del quadrangolo,
la incontra in due puntd, 7
quall sono coniuguti nell’ in-
voluzione a cul appartengo-
no le intersezioni delle tre
coppie di lati opposti del
quadrangolo (§ 39).

Basta dimostrare 1" enunciato a sinistra

ed un quadrilatero circo-
seritto ad essa; due tan-
genti alla conica passant:
per un punto, non giacente
sopra un lato del quadrila-
tero, sono coniugate nell’ in-
voluzione a cul appurten-
qgono le tre coppie di ragge
profettuntt dal punto i ver-
tict opposti del quadrilatero
(§ 39).

( che sotto forma

metrica é stato dato da Desargues).
Sia Q RS T" un quadrangolo iscritto in una conica, v una
retta sccante la conica nei punti P, P, ed intersecante le
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coppie di lati opposti del quadrancrolo rlspettlvamente nei
punti 4, A"; B, B'; C, C'.

Proiettando da Q, S i quattro punti P, P, R, T, della co-
nieca, si ottiene:

Q(PPRT) = S(PPRT); -
onde, segando con u, si ha:

PPBA = PP'A'B,
da cui
PP'BA = P'PB A

Questa relazione come é stato osservato nel § 38 ci dlce
appunto che le coppie
‘AA’, BB, PP sono
in involuzione, poiché
A e A' si corrispon-
dono nella proiettivita

(PP’ B)
P PBJ)

Alla suddetta invo-
luzione appartiene ana-
logamente la coppia
C'C" e cosi si conferma
che A4’, BB, CC' sono
tre coppie in involuzione (cfr. § 39).

Anche del teorema di Desargues si possono notare i casi
particolari, in cui due vertici del quadrangolo, ad esempio
S, R, vengono sostituiti da un punto S e dalla tangente in
£$S0, ece.; a questi casi si ¢ ancora condotti dal ragiona-
mento precedente.

Si ottengono allora i seguenti risultati:

Data una conica

ed un triangolo (seritto in ed un trilatero circoscritto
essa; una retta secante (che «wd essa,; due tangenti alla
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non passi per un suo vertice) conica passanti per un punto
incontra la conica in due -(non giacente sopra un suo

punti coniugati nell’ invo-
luzione, a cui appartengono
la coppia di punti segala
da due lati del triangolo,
e quella segata dal terszo
lato e dalla tangente nel
vertice opposto.

lato) sono coniugate nella

involusione, a cui apparten-

gono la coppia di raggi pro-

tettanti due vertici, e quella

costituita dai raggi che pro--
tettano Ul terzo vertice ed il

punto di contatto del lato

opposto.

Data una conica

e due tangenti di essa,; una
retta secante (che non passi
per uno dei punti di contatto
di esse) incontra la conica e
le due tangenti in due coppie
di punti determinanti una
involusione, che ha come
punto doppio U intersezione
della  congiungente i due
punti di contatto.

e due punti di essa; due
tangenti della conica pas-
santi per un punto (che non
giaccia sulla congiungente
i dati) e ¢ due raggi che
proiettano da questo i due
punti dati, determinano una
involusione che ha come rag-
gio doppio quello che proietta
il punto comune alle tangent(
nei punti dati.

Quest’ ultimo teorema ci conduce al seguente
COROLLARIO. = — Data una iperbole, ed una rette se-

cante, [ due segmenti (minimi) intercetti tra U iperbole e
gli asintoti sono wguali; ossia i segmenti AB, CD intercetti
sulla retta dall’iperbole e dagli asintoti hanno lo stesso
punto medio O. Infatti O ¢ 1’altro punto doppio della invo-
luzione in cui sono coniugate le coppie AB, CD, involu-
zione che ha pure come doppio il punto (improprio) sezione
della retta data colla retta impropria.

Questo corollario permettc una semplice costruzione per
punti dell’ iperbole definita mediante gli asintoti ed un suo
punto proprio. S sviluppera tale costruzione come esercizio.
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OsSERVAZIONE 1* — Il teorema di Desargues e i ecasi par-
ticolari enunciati danno ancora nuove costruzioni per risol-
vere i problemi fondamentali relativi alla determinazione
di punti e tangenti delle coniche.

Cosi, per es., dati cinque punti 4, B, C, D, E, di cui tre
non in linea retta, si pud determinare 1’ ulteriore interse-
zione della conica con una retta u per E, cercando su u il
coniugato di £ nell’ involuzione determinata dalle sezioni
dei lati opposti del quadrangolo completo A B C D, ecc.

Si considerino ora tutte le coniche (costituenti un fascio

-B coi punti base A, B, C, D) che
A. hanno - comuni quattro punti
A, B, C, D (di cui tre non in
linea retta) cioé le coniche
che hanno uno stesso quadran-
golo iscritto, e si fissi una
B E r retta » del piano non passante
per A, B, C, D.
Per ogni punto £ di » (che non sia sezione di un lato
~del quadrangolo ABCD) e per A, B, C, D passa una conica,
che (ove non tocchi r) incontra » in un altro punto £". Le
coppie di punti analoghe ad L'/’ appartengono tutte all’in-
voluzione determinata su r dalle tre coppie di lati opposti
del quadrangolo ABCD, le quali si possono considerare
come coniche degener: appartenenti al fascio.

Sioottiene cosl il seguente teorema che pud riguardarsi
come una forma diversa del teorema di Desargues:

Le coniche di un jascio determinano sopra una retia
secante, che non passi per uno dei 4 punti base, le coppie
di un' involusione.

Correlativamente, considerando la schiera delle coniche
tangenti a 4 rette (di cui 3 non passanti per un punto) cio¢
formanti un quadrilatero circoscritto ad esse, si ha:

Le coppie di tangenti condotte alle coniche di una
schiera, da un punto esterno del piano che non apparienga

C‘ ‘.D
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ad uno dei lati del quadrilatero circoscritto, sono in in-
volusione.

Ritorniamo alla considerazione del fascio di coniche coi
punti base 4 B C D, e della involuzione che esso determina.
sopra una retta r (non passante per un punto base).
Ii chiaro che ogni coppia di questa involuzione appartiene
ad una conica del fascio, determinata da un punto della
coppia preso insieme ad A, B, C, D; questa affermazione
non subisce alcuna cccezione se si ammette anche il caso
che si trovi una conica degenere.

Si deduce che: se esistono, nel fascio, delle coniche tan-
genti.ad ~, il punto di contatto P di una di esse ¢ doppio
per la nominata involuzione; giacché altrimenti la conica.
determinata dai 5 punti A4, B, C, D, P segherebhe r in un
punto coniugato di P e diverso da esso, ossia non sarebhe
tangente ad » in P.

Poiché in una involuzione non vi sono punti doppi o ve
ne sono due, deduciamo il seguente teorema a sinistra, cui
poniamo a lato il correlativo:

Dati quattro punti, vertici
di un quadrangolo, ed una
retta del loro piano, che non
ne contenge alcuno; o non
0L ¢ nessuna conice che passi
per { quatiro punti e sia tan-
gente alla retia,

0 vi sono due coniche sif-
Jatte, ed ¢ punti di contatto
di esse collae retta sono i
punti doppi della involu-
zione, che su questa determi-
nano le tre coppie di lati
opposti del quadrangolo.

Date quattro rette, lati di
di un quadrilatero, ed un
punto del loro piano, non
giacente sopra uno di essi;
0 non VI ¢ nessuna coniceu
tangente alle quatiro rette
e passante per il punto,

0 vi sono due coniche sif-
Jutte, e le tangenti ad esse
per il punto sono i raggi
doppi della involuzione de-
terminata, nel fuscio, dalle
tre coppie di raggi proiet-
tanti ¢ vertici opposti del
quadrangolo.

OSSERVAZIONE 2 — Se, riferendoci per esempio al caso
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a sinistra, si suppone che la data retta passi per uno dei
quattro punti (ma non per due), abbiamo visto che vi é
una conica tangente alla retta per i cquattro punti. Correla-
tivamente si dica a destra.

Dati i quattro punti A4, B, C, D vertici- d’ un quadrangolo
ed una retta » non passante per un vertice, ¢ facile deci-
dere se vi sono o0 no coniche tangenti ad » pei quattro punti.
Invero basta per cido esaminare se le due coppie di punti
segate su » da due coppie di lati opposti del quadrangolo,
non si separano, oppur si. Si faccia pure I’ osservazione
correlativa.

Infine si noti come anche il teorema precedente continui
a sussistere ove a due dei quattro punti 4, B, C, D si so-
stituisca un solo punto e la tangente in esso (non passante
per uno dei rimanenti), ecc.

OSSERVAZIONE 3% — La nozione del fascio (e correlativa-
mente della schiera) di coniche, si pud estendere conside-
rando il sistema delle coniche che passano per due punti
dati e subordinano sopra una retta data, non passante per
uno di essi, un’ involuzione ellittica assegnata ecc.

Siottengono cosi fusci di coniche con due punti base
immaginarii coniugatr, e fusci di coniche con due coppie
di punti buse immaginarii (e correlativamente schiere ecc.).

Sempre vi ¢ una conica del fascio passante per un punto
del piano, fuori dei punti hase ecc.

Ora il teorema di Desargues, nella sua seconde jforma,

‘ potrebbe estendersi al caso di fasci o schiere con elemenic
base immaginari.

Noi non ci tratteremo a sviluppare ¢uesta estensione.

Noteremo soltanto che essa condurrebbe a ritrovare il
risultato metrico del § 40, relativo al fascio di cerchi, atte-
soché il fascio di cerchi ¢ un fascio di coniche avente come
punti base i punti ciclici del piano, e due punti (reali o im-
maginari coniugati) dell’ asse radicale.

Secondo il § 59 un fascio qualsiasi di coniche con due
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punti base immaginari pud essere proiettato in un fascio
di cerchi, proiettando i suddetti due punti nei punti ciclici
{cio¢ 1'involuzione ellittica di eui i due punti sono doppi in
una involuzione assoluta). : ' -

Ebbene, si ottiene di qui una dimostrazione metrica della
estensione sopra indicata del teorema di Desargues, in forza.
del teorema dimostrato nel § 40.




CAPITOLO X.

A N ~

~ Proiettivitd fra coniche.

§ 66. Definizione — Teorema fondamentale. — Si
abbia tra due piani «, &’ una proiettivith =. Se nel piano «
¢ data una polaritz‘x Q, ad un punto P e ad una retta p che
sono polo e polare in Q, verranno sostituiti, per effetto di =,
due elementi di &/, che si corrisponderanno a loro volta in
una nuova polarith ¢/, trasformata di Q:

Q' =rQrm— L

se la @ ammette una conica fondamentale A, anche la
Q' ammettera una conica fondamentaule A7, i cui elementi
corrisponderanno hiunivocamente a cuelli di KA.
’ Dunque, se si pone una proiettivita tra due piani, ad
ogni conica dell’ uno corrisponde nell’ altro una conica, e
le due coniche risultano riferite fra loro elemento per ele-
mento: precisamente ai punti dell’una conica corrisponde-
ranno i punti dell’ altra (e alle tangenti le tangenti), se la
proiettivita posta fra i due piani ¢ una omografia; ed invece
ai punti dell’ una corrisponderanno le tangenti dell’ altra, se
la detta proiettivitd ¢ una correlazione.

Due coniche st dicono proiettive, allorché si pensano
riferite elemento per elemento mediante una proiettivita
fra ¢ piani che rispettivamente le contengono. La proiet-



tivith fra le coniche si dice sudordinate di quella fra i
due piani. ‘

Come esempio si ha: Sono proieftive due coniche gia-
centi in piani diversi, I’una proiezione dell’altra da un
(dato) punto esterno, cioé due coniche sezioni di uno stesso
cono quadrico.

Dalla definizione risulta immediatamente:

Due coniche proiettive ad una terza sono proiettive frea
di loro.

Se tra due coniche K, A” ¢ data una proiettivitd, in cui
ai punti dell’una corrispondono le tangenti dell’ altra, ri-
sulta anche fissata una proiettivitd, in cui ai punti di cia-
scuna corrispondono i punti di contatto delle tangenti omo-
loghe dell’ altra. Basta, infatti, osservare che, mediante la
sua polarita, una conica pud essere riferita proiettivamente
a sé stessa, facendo corrispondere ad ogni punto la relativa
tangente.

Di qui si deduce che ncllo studio della proicttivith fra
coniche ci si pud limitare, senza restrizione, al caso in cui
g¢li elementi corrispondenti sieno omonimi. Cosi appunto
faremo nel seguito.

Stabiliamo ora il teorema fondamentale:

Due coniche possono riferirsi proiettivamente in un
modo determinato, facendo corrispondere a 3 punti (o a 3
tangenti) dell’ une, 3 punti (o 3 tangenti) dell’ altra.

Sieno A, K' due coniche, cd ABC, A'B'C" due terne di
punti date rispettivamente su di esse. Sieno O, O' i poli
delle rette AB, A’'B' rispetto a K, K. ‘

Se esiste tra le due coniche una proiettivita, in cui si
corrispondono le coppie di punti .A4’, BB, CC’, tale proiet-
tivith viene subordinata da un’omografia che fa corrispon-
dere ai punti A, B, C, O del piano di K, rispettivamente i
punti A', B', C’, 0" del piano di K'. Ora esiste tra i piani
ABCO

delle due coniche un’omografia ( B 0,) definita dalle
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nominate quaterne di punti omologhi. In questa omo-
grafia alla conica K del primo piano viene a corrispon-
dere, mnel secondo 0 0
piano, una conica
passante per A, B,
C’ e tangente alle
O A, O B. Questa
conica non pud dun-
que differire dalla K’
{§ 63), e percid le
coniche K, K’ risul- C /
tano riferite proiet- 0
tivamente nell’ omografia, in modo A4,4’; B,B’; C,C' si
corrispondono.

Cosi ¢ dimostrato il teorema. :

I fasci di raggi che proiet- Le punteggiate segate
tano i punti omologhi di due dalle tangenti omologhe di
coniche proiettive da due pun- due coniche proiettive su
ti, comunque scelti rispettiva- due tangenti, comunque scel-
mente su esse, sono procettivi. te, di esse, sono proiettive.

Dimostriamo la proposizione a sinistra.

Sieno A, A’ due coniclie proiettive e = I’ omografia fra
i due piani, di esse, in cui si corrispondono. Ad ogni punto
A di K corrisponde (per effetto di =) un punto A’ di K',ed
i fasei che proiettano rispettivamente da A, A4' i punti omo-
loghi delle due coniche, si corrispondono in =, € percid sono
proiettivi. Ora, se su L' si sceglic un altro qualunque
punto B, e da esso si proiettano i punti di A, si ottiene un
fascio proiettivo a quello che proietta i medesimi punti da
A’, e quindi proiettivo al fascio che proietta da A i corri-
spondenti punti di A, c. d. d. ‘

OSSERVAZIONE. — Quando si parla della proiezione dei
punti di una conica fatta da un punto A di essa, s’ intende
sempre che « il raggio proiettante 4 da A » vada sostituito
colla tangente in A.
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Con cid. la corrispondenza tra la conica ed il fascio (ad
essa prospettivo) riesce senza eccezione.

Per riferire proiettivamente due coniche A, K’, basta far
corrispondere a 3 punti A4, B, C dell’ una, rispettivamente 3
punti A', B, C' dell’altra, e dopo cid la proiettivith fra le
due coniche risulta fissata; allora, se si considerano due
fasei di raggi, coi centri su K, K, rispettivamente prospet-
tivi alle due coniche, essi risultano proiettivi tra loro. Sic-
come d’altra parte la proiettivith fra i detti faseci risulta
essa pure determinata, ove si facciano corrispondere i raggi
dell’uno proiettanti 4, B, C, a quelli dell’ altra proiettanti
A, B, C', cosi si conclude che il teorema dato innanzi ¢&
invertibile; ossia:

Se due coniche sono ri-

Se due coniche sono ri-

Jerite in modo che ¢ loro
puntt omologht vengano pro-
tettati rispettivamente da
due punti di esse secondo
Jascr proiettivi, le due co-
niche sono proietiive.

Jerite in modo che le loro
tangenti omologhe vengano
segate  rispettivamente
due tangenti di esse secondo
punteggiate proiettive, le due
coniche sono proiettive.

da

Questi teoremi riducono la costruzione della proiettivita
fra due coniche a quella della proiettivith tra le forme di
prima specie. :

COROLLARIO 1° — Sono proiettive due coniche X, K di
uno stesso piano, aventi un
punto comune A, che, che
vengano riferite mediante una
proiezione da A, cioé¢ facendo
corrispondere ad ogni punto P
dell’una il punto P’ dell’altra
allineato con A. Al punto A
considerato su K corrisponde

P
I’intersezione (ulteriore) della tangente a K in A4, con K'. In
particolare se le due coniche hanno in A la stessa tan-
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gente, il punto comune A risulta unito nella proiettivith tra
di esse, e viceversa.

COROLLARIO 2° — Se due coniche aventi una tangente in
comune (giacenti o no in un medesimo piano) sono riferite
fra loro, facendo corrispondere le (ulteriori) tangenti con-
dotte ad esse rispettivamente da un punto «della tangente
comune. le coniche risultano proiettive.

In particolare, si abbiano due coniche K, K’ giacenti in
piani diversi ed aventi comune una tangente' e il relativo
punto di contatto A4; si abbiano cioé due coniche tangenti
in A. Riferendole tra loro nel modo detto innanzi, risulta
posta tra di esse
una proiettivitd sif- -
fatta, che le tangenti
omologhe &’ incon-
trano (su a) e quindi
determinano altret-
tanti piani. Ora si
consideri il punto O,
determinato da ftre
di questi piani tan-
genti a K, K’, rispet- .
tivamente nei punti (corrispondenti) D, D'; B, B’; C, C'. Pro-
iettando da O una delle due coniche, per esempio XK', sul
piano dell’ altra, si avra una conica proiezione passante per
B, C, D e tangente in A ad «, la quale non potra diffe-
rire da K.

Risulta cosi dimostrato che:

Due coniche tangenti, poste in piani diversi, si possono
riguardare come proiezione 1'una dell’altra da un certo
punto O, pel quale passano tutti i piani determinati dalle
tangenti di esse che s’incontrano sulla tangente comune.

Od anche: Due coniche tangenti, non giacenti nello
stesso piano, sono sesioni di un medesimo cono quadrico.

* Si deduce: Ogni conica pud essere riguardata come
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proiesione di un cerchio posto in un diverso piano e tan-
gente ad essa.

§ 67. Proiettivita sopra una conica — Teorema
d’ Apollonio. — 11 concetto di proiettivita tra due coniche
si applica ancora a due coniche sovrapposte, nel qual caso
si ha una proiettivita sopra una conica.

Si puo allora parlare di .proiettivita inversa, di involu-
zione, di punti uniti, e quindi di proiettivitd iperbolica, el-
littica o parabolica, ecc.; precisamente come sulle forme di
1* specie.

Le costruzioni della proiettivita sopra una conica si pos-
sono eseguire semplicemente nel modo seguente:

Sieno date sulla conica A tre coppie di punti corrispon-
denti A4', BB, CC’ che servono a fissare la proiettivita.
Volendo che tale proiettivita non sia identica, supporremo
- c¢he una almeno delle dette coppie, p. e. AA’, sia costituita
di punti distinti.

Se immaginiamo di proiettarc da 4’ i punti B, C.... della
conica, e da A i corrispondenti. B3, C"..., otteniamo due fasci
proiettivi di raggi, aventi il raggio comune AA’ unito e
percio prospettivi. Le rette
omologhe dei due fasci
s’ incontrano mnei  punti
d’una retta u. Cid0 posto,
il corrispondente P" di un
punto P dato su K, si
ottiene proiettando P da
, A’ su u, e da A sulla co-

A nica il nuovo punto otte-
nuto. La retta u non varia se in luogo di A, A’ si scel-
gono per la costruzione, due altri puniti distinti B, B’, cor-
rispondenti nella proiettivita, essa dicesi I' asse di colli-
neazione della proiettivita.

L' affermazione precedente si giustifica osservando che
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la u é la retta Pascal dell esagono AB'CA'BC’ iscritto nella,
conica, e percid anche le rette BC’, B'C (e le analoghe) s’in-
contrano su di essa.

Correlativamente si avra:

Se a, a’; b, b'; ¢, ¢.... sono tangenti distinte, corrispon-
denti in una proiettivita sopra una conica, le rette che
uniscono i punti abh', a'’b; ac’, a'c; be', b'c,... passano per
un punto fisso, detto-centro di collineazione delle proiet-
tivita.

Mediante la polaritd rispetto alla conica, due punti cor-
rispondenti si mutano in due tangenti corrispondenti, ecc.,
quindi I’ asse di collineazione di una proiettivitd sulla co-
nica si muta nel centro di collineazione, ossia:

Il centro e I’ asse di collineazione di una proiettivita
(non identica) data sopra una conice, sono polo e polare
rispetto alla conica.

La considerazione degli clementi di collineazione di una
proiettivith sopra una conica ha essenziale importanza per
la determinazione degli elementi uniti.. Risulta infatti dalle
costruzioni assegnate innanzi che:

L’ asse collineazione Le (eventuali) fangenti
d’ una proiettivita (non iden- allu conica, condotte pel cen-
tica) sopra una conica, in- tro di collineazione d'una

di

contra (eventualmente) /e co-
nica nei punti uniti dellu
proiettioita.

I1 detto dunque
una retta secante, tangente,
0 esterna, secondoch¢ la pro-
levtivitd sopra la conica ¢
iperbolica, paraholica o ellit-
tica.

Una proiettivita sopra una

asse ¢

profettivita (non identica)’ s0-
pra di essa, sono le tangentr
unite della pl’oc'ettz'm'i‘d.

11 detto centro ¢ dunque
un punto esterno, un punto
della conica, o un punto in-
terno, secondoch¢ la proiet-
tivitd sopra la conica ¢ iper-
bolica, parabolica o ellittica.

conica vienc subordinata da

un’ omografia del piano, che trasforma in s¢ stessa la conica.
In questa omografia il centro e 1’ asse di collineazione

17
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sono sempre elementi uniti. Anzi, si vede subito, che essi
sono elementi uniti associati tenendo presenti i §§ 49 e 57,

Si pud assumere ad arbitrio I’asse o il centro di colli-
neazione d’una omografia piana, che debha trasformare in
se stessa una conica, ¢ dopo ¢id si possono ancora assumere
due punti corrispondenti sulla conica (fuori dell’asse di
collineazione) per determinare 1’ omografia.

Infatti la proiettivitd sopra la conica K innanzi conside-
rata veniva determinata ed in modo unico (mediante la sua
costruzione) dati due punti corrispondenti 4, A" e I’asse di
collineazione,

* Se, in particolare, si sceglie come asse di collineazione
la retta all’infinito, si avranno infinite «finitc piane tro-
sformanti in sé stessa la conica, ed aventi come centro di
collineazione il centro (proprio od improprio) di essa. Iisiste
un’ affinitd cosi fatta nella quale si corrispondono due punti
propri dati ad arbitrio sulla conica.

Ma nel caso della parabola vi sono altre affinith che la
trasformano in s¢ stessa.

Si possono fissare ad arhitrio sulla parahola due coppie
di punti propri corrispondenti (senza elementi comuni), ed
allora si determina una proicttivith sopra di essa in cui le
suddette coppie si corrispondono e dove il punto all’ infinito
¢ unito; si ottengono cosi «? (anzich¢ w') ffinite trasfor-
mantt le parabola in s¢ stessa. Gli assi di collineazione di
queste affinitd sono i diametri della parabola, fra i quali é
in particolare la retta all’ infinito.

Consideriamo dapprima le coniche a centro:

Le infinite ajffinita trasformanti in sé stesse une conice
@ centro sono equivalenti (§ 50). Infatti, se la conica data é
un’ ellisse, una tale affinith trasforma in sé stessa la regione
dei punti interni ad essa, la quale si pud riguardare come
un’ area (finita) limite di due serie convergenti di poligoni
(finiti) iscritti e circoscritti; cid invero si deduce conside-
rando 1’ ellisse come proiezione di un cerchio. Se invece la
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conica data ¢ un’iperbole, I’ affinith nominata trasforma un
triangolo formato dagli asintoti e da un’altra tangente, in
un triangolo analogo; poiché due triangoli siffatti sono
sempre equivalenti (§ 62), si conclude anche in questo caso
che la detta affinitd ¢ equivalente.

Riferendosi al caso dell’ ellisse, si deduce il

TEOREMA d’ APOLLONIO. — Tulte ¢ parallelogrammi iseritti
in un’ ellisse, aventi come diagonali due diametri coniu-
gati, sono parallelogrammi equivalentt.

Si considerino infatti due parallelogrammi le cui diago-
nali sieno diametri coniugati. 1.’ affinith equivalente trastor-
mante in s¢ la conica, che fa
corrispondere ad un vertice

|

i

|

s . s ! -

di un parallelogrammo un < ! N
vertice dell’ altro, fard corri- [ 7] \\J,/’
spondere alla coppia dei dia- //’:*\\ o
metri coniugati costituita dalle P ;' P

T

1

due diagonali del primo pa- M

rallelogrammo, la coppia co-

stituita dalle due diagonali del secondo. Dunque la detta
affinitd trasforma I’ un parallelogramina nell’ altro; segue
che i due parallelogrammi sono equivalenti. e¢. d. d.

11 teorema d Apollonio si pud enunciare sotto altra
forma, dicendo che: due parallelogrammi circoscritti ad
un’ ellisse coi lati paralleli « due coppie di diametri co-
niugati, sono equivalenti. Difatti ciascuno di essi ¢ il doppio
di un parallelogramma inscritto aventi come diagonali due
diametri coniugati.

OSSERVAZIONE. — Risultera poi provata (§ 70) I effettiva
esistenza di parallelogrammi iscritti in un’ ellisse aventi
come diagonali due diamectri coniugati; mentre apparird
che siffatti parallelogrammi iscritti non esistono per 1’ iper-
bole. Giacch¢ si vedra che nel primo caso due diametri
(qualunque ed in particolarc) coniugati sono sempre secanti,
determinando due coppie di punti simmetrici rispetto al cen-
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tro che sono vertici d’ un parallelograimnmo; invece nel 2° caso
due diamectri coniugati sono 1’uno secante ¢ 1’ altro esterno.

Nondimeno il teorema d’ Apollonio verrd esteso all’iper-
bole sotto altra forma (§ 70):

* Consideriamo ora le affinitd pianc trasformantl in sé

stessa una parabola.

Vi ¢ un’ affinith che fa corrisponderc a duc punti propri
A B, della curva, altri due punti propri A" B'. E per essa
all’arco (o segmento) AB della parabola viene a corrispon-
dere I'arco A'B’; al settore parabolico (A B) (superficie rac-
chiusa dall’ arco e dalla corda A ) corrisponde il settore
(A'B'); cd al triangolo
ABC circoscritfo al set-
tore (A B) che ¢ formato
dalla corda A, B e dalle
tangenti negli estremi A
e B, corrisponde il trian-
golo A'B'C’ circoscritto
al settore omologo (A'B').

Da c¢id si deduce in-
tanto per la proprieta
delle omografie affini
(§ 50) che il rapporto dell’area del scttore paraholico al
triangolo circoscritto ha un valore costante %:

(AB) _ (A'B)

ABC = apo — F

Cerchiamo di calcolare il valore di questa costante.

A tal fine costruiamo il diametro coniugato alla corda
AB, che ¢ la retta congiungente il polo C ed il punto medio
D della corda stessa. _

Sia Z il punto in cui il detto diametro sega la parabola,
e sieno G, F i punti in cui la tangente in /£ alla curva in-
contra le rette BC, AC rispettivamente.



— 261 —
Si hanno allora, tra le aree, le seg}lenti relazioni :
(AB) = (AE) 4+ (BE) + AEB
kABG = k (AGE + BFE) 4+ AEB =
= k(ABC — GCF — AEB) + AEB.

Ora osserviamo che essendo €, D coniugati rispetto alla
conica, essi separano armonicamente £ e il punto' all’ in-
finito della retta che li congiunge, ossia £ é punto medio
di CD. n

In forza di cio dai triangoli simili ACD, GCE, si ricava
AD = 2 GE, e analogamente BD = 2 FE, onde AB = 2FG.

Quindi paragonando le aree dei due triangoli AEB, GCF,
che hanno la medesima altezza, si avra

AEB = 2 GCF,
€ percio ‘
kABC = k (ABC — 3 GCF) 4+ 2GCF,
ossia
k3 GCF = 2 GCF,

ko= 2
ko=

Come conclusione si vede dunque che:
L’ area di un settore parabolico. é uguale ai 5 del trian-

golo circoscritto.

§ 68. Involuzione. — Un’ involusione sopra una conica
¢ una proiettivith non identica che equivale alla sua in-
versa,bio(x una proiettivith nella quale gli elementi omo-
loghi si corrispondono in doppio modo.

Si abbia sulla conica K un’involuzione, e si consideri
I omografia che trasforma K in s¢ stessa, dalla quale 1'in-
voluzione viene subordinata. e rette congiungenti i punti
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coniugati della conica sono unite per I’ omografia, e cosi
sono uniti i punti sezioni delle tangenti coniugate (tangenti
nei punti coniugati), sicché @' omografia (non identica)
avendo infinite rette unite ed infiniti punti uniti, ¢ una
omologia. ’

Segue che le congiungenti i punti coniugati della invo-
luzione sulla conica, passano pel centro U dell’ omologia;
ed anche che le tangenti coniugate s’ incontrano sull’ asse «
dell’ omologia, il quale risulta dunque polare di U rispetto
alla conica (§ 57).

L’ omologia in questione ¢ I’ omologia armonica o invo-
lutoria (§ 48) che ha come centro U ed asse u, perchée due
punti corrispondenti, scelti sulla conica, (e quindi anche due
punti corrispondenti qualunque), separano armonicamente
U e 1'intersezione della loro congiungente con u.

Si vede poi facilmente che z ¢ 1’asse di collineazione
della proiettivita sulla conica, ed U ne é il centro di colli-

U
1

BI
neazione (§ 67). Infattti se A4’, BB’ sono coppie di punti
coniugati (allineati con U), le rette AB, BA' e (per la cor-
rispondenza in doppio modo) le AB, A'B’ s’ incontrano sul-
I’ asse di collineazione, sicché questo viene individuato dalle
intersezioni delle nominate coppie di rette. Ma tali interse-
zioni di rette corrispondenti cadono anche sull’ asse di omo-
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logia #, ed ugualmente lo determinano; dunque « é precisa-
mente !’asse di collineazione della proiettivita, c. d. d.
Correlativamente U, suo polo, é il centro di collineazione

della stessa proiettivita.

Possiamo riassumere i risultati ottenuti innanzi enun-

ciando il teorema:

Ur’ involuzione sopra una conica viene subordinata da
una omologia armonica, che irasforma in sé stessa la co-
nica, omologia avente come centro ed asse il centro e I’ asse
di collineazione dell’ involusione.

IEd anche:

Un’ involusione sopra una
conica-luogo é costituita dalle
coppie di punti della conica,
allineate con un centro fisso
(centro di collineazione).

Questo punto ¢é esterno
0 interno secondo che -1 in-
voluzione & iperbolica od el-
littica.

U’ involuzione sopra una
conica inviluppo é costituita
dalle coppie di tangenti alla

conica intersecantes:i nel

_punti di una retta fissa (asse

di collineazione).
Questa retta ¢ secante od
esterna secondo che 1’ invo-

luzione ¢& iperbolica od el-
littica.

Data una conica:

Ogni punto O del piano,
che non le appartenga, pud
essere preso come centro di
collineazione di una involu-
zione sopra la conica stessa.

Questa involuzione si pud
infatti riguardare come de-
terminata da due coppie di
punti della conica allineati
con O. Di tali coppie se ne
trova sempre una su ogni
retta che unisca il punto O

Ogni retta o del piano,
che non le appartenga, puod
cssere presa come asse di
collineazione di una involu-
zione sulla conica stessa.

Questa involuzione si puo
infatti riguardare -come de-
terminata da due coppie di
tangenti alla conica interse-
cantisi su o. Di tali coppie se
ne trova sempre una per ogni
punto sezione di o con una
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con un punto qualunque della
conica: solo se la retta consi-
derata ¢ una delle due (even-
tuali) tangenti per O alla co-
nica, la nominata coppia di
punti coniugati-si riduce ad
un punto, doppio per 1'invo-
luzione.

tangente qualunque alla co-
nica; solo se il punto consi-
derato ¢ uno dei due (even-
tuali) punti della conica su
0, la nominata coppia di tan-
genti coniugate si riduce ad
una unica retta, doppia per
I’ involuzione.

OSSERVAZIONE. — Alle proiettivith sopra una conica, e
quindi in particolare alle involuzioni, si estendono senz’al-
tro i teoremi relativi al senso della corrispondenza, stabiliti
per le forme di 1* gpecie (§§ 31, 37). Cosl ogni proicttivita
discorde sopra una conica, ¢ iperbolica. Una involuzione
sopra una conica ¢ ellittica e concorde, se¢ due coppie qual-
siasi di punti coniugati si separano; invece ¢ iperbolica ¢
discorde nel caso opposto, ecc.

In generale si pud dire che si estendono alle coniche
(e cosi pure ai coni quadrici) tutte quelle proprietd che
sono relative alle forine di 1* specie, considerate in s¢ stesse,
astraendo dai rapporti col rimanente spazio.

Percio giova spesso di raccoglicre le forme di 1* specie
¢ le coniche (e i coni quadrici) sotto la denominazione
comune di forme elementard (rispettivamente di 1° ¢ 2°
ordine).

§ 69. Punti esterni ed interni, rette secanti ed
esterne. — Dal § precedente risulta:

Date wna conica

non le
vedere

ed una rette o che

appartenga, 8t
se essa sia secante od ester-

ed un punto O che non le
apparienga, st pud oedere
8¢ esso 8ia. esterno od interno,
esaminando se U involuszione
sulla conica, avente O come

o

na, csaminando se U involu-

sione sulle conica, avente o
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centro di collineasione, Sia
iperbolica od ellittica.

come asse di collineazione
sta iperbolica od ellittica.

Occorre percid vedere se le coppie di elementi coniugati
- nella detta involuzione si separano o no.~ "
D’ altra parte, secondo un criterio precedentemente sta-

hilito (§ 56):

Per vedere se

O risulti esterno od interno,
St decve esaminare la natura
dell’ involusione di rette co-
niugate rispetto «lle conica
nel fascio di centro O.

o risulti secante od esterna,
si deve esaminare la nature -
dell’ involuzione di punti co-
niugati rispetto alla conica
sullae punteggiata di soste-
gno o.

Ora i due criteri di giudizio, che cosi risultano, non pos-
sono naturalmente condurre a conclusioni differenti.
Cio ¢ chiaro a priori, ma si verifica anche immediata-

‘mente, poicheé:

Se si proiettano da un

punto della conica le coppie
i un’ sopre
I’ asse di collineuzione, si of-

involuzione

tengono su questa retia cop-
pie di punti coniugali ri-
spetto alla conica.

sione del teorema di Staudt

(§ 60).

Se si segano con una tan-
gente alla conica le coppie
di tangenti di un’ involu-

‘sione, ed i punti cosi otte-
nuti si proiettano dal centro
di collineasione, si ottengono
coppie di rette coniugate ri-
spetto alla conica.

Queste proposizioni non sono che una diversa espres-

Y

Invero (a sinistra) sia p la
polare di P, centro di collinea-
zione della data involuzione su
(; e siecno A4, A" due punti di C
allineati con P; D un terzo
punto di €. Allora (per quel
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teorema) la retta p, coniugata al lato AA’ del triangélo
iscritto AA’D, sega AD, A’D in punti coniugati; ossia le
proiezioni di due punti di C allineati con P, fatte da D su p,
sono due punti coniugati, e¢. d. d.

-

Ogni retta passante per Ogni punto d una retta
un punio interno alla conica esterna alla conica é ester-
& secante. no ad essa.

Limitiamoci a dimostrare il teorema a sinistra.

Sia O un punto interno alla conica C, ed « una retta per
€ss0. Su « vi sono sempre dei punti esterni a €, sezioni
di'« con una tangente, il cui
punto di contatto ¢ fuori di «;
sia P un punto di « esterno
a C. Le duc involuzioni sopra
la conieca, aventi come centri
di collineazione O, P, sono
I'una ellittica, 1’ altra iperbo-
lica; dunque hanno una coppia comune, costituita da duc
punti di C su a. Ii perd a € segante, c. d. d.

OSSERVAZIONE. — La proposizione precedente traduce in
sostanza, sotto una forma evidente rispetto all’ intuizione,
il teorema sulla coppia comune a due involuzioni, dato nel
§ 37. Basta riferire questo teorema ad involuzioni sopra una
conica inveee che sopra una forma di 1* specie, il che ¢
perfettamente indifferente, trattandosi di proprietd ugual-
mente valide per tutte le forme elementari (secondo 1" os-
servazione del precedente §).

Ora i due casi del citato teorema « una involuzione el-
littica ed una iperbolica hanno una coppia comune », « due
involuzioni ellittiche hanno una coppia comune », vengouno
a corrispondere rispettivamente alle proposizioni intuitive

«congiungendo un punto interno ad una conica con un punto
esterno si ha una retta secante » ¢ « congiungendo due
punti interni ad una conica si ha una retta sccante ».

Nel § 38 si ¢ notata la condizione perché due involu-
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zioni iperholiche, di una stessa forma di 1* specie, abbiano
una coppia comune: occorre e hasta che le coppie di punti
doppi non si separino (oppure ab- A
biano un elemento comune).. Appli-
cando questa proposizione alle coni-
che, si deduce una proprieth che
¢ pure evidente rispetto all’intui-
zione: .

Data una conica, e due punti A,
B, esterni, che non si trovino sopra
una tangente, la condizione perche )
la retta 4B riesca sccante ¢ che le coppie di tangenti con-
dotte da A, B, alla conica (ossia le coppie dei punti di con-
tatto) non si separino.

Sussistono 1 teoremi correlativi:

Data una conica,

rettae secante, i

sopra una in un fascio di raggi col

due punti della conica deter-
minano due segmenti coin-
plementar:, uno dei quali
¢ costituito di punti interni
alla conieca, U altro di punti

esternt.

centro esterno, le due tan-
genti determinano due an-
goli complementari, uno dei
quali ¢ costituito di rette
secantt la conica, I altro di
rette esterne.

Stabiliamo 1’ enunciato a sinistra: .
Sia € una coniea, ed AN una retta che la seghi nei

punti A, V. Su questa sipuo
considerare un punto A ester-
no a C, sezione di una tan-
gente a C nel punto P, di-
verso da M, N Sia B un punto
del scgmento AZN, che non
contiene A, e sia B I’ ulte-

riore intersezione di PB colla conica C. Il gruppo di punti
della conica PAMB'N, ¢ proiettivo al gruppo delle quattro
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rette P (AMB'N), quindi le coppie PB', MN si separano
(sulla conica); segue, che I’ involuzione su C, che ha come’
centro di collineazione B, ¢ ellittica; dunque B ¢ interno.

Se invece B si fosse preso nel segmento MAN, si sa-
rebbe provato analogamente che esso & esterno a C.

OSSERVAZIONE. — La proposizione precedente é perfetta-
mente conforme alla nozione intuitiva che, fino da principio,
¢i siamo formati dei punti interni ed esterni rispetto ad una
conica.

In una forma elementare le infinite coppie di elementi
aventi un elemento fisso si possono riguardare come costi-
tuenti wy’ incolusione degenere. Allora un punto d’ una co-
nica puo riguardarsi come il centro di collineazione di un’in-
voluzione degenere.

In un’involuzione degenere vi ¢ unz punto doppio, vale
a dire le involuzioni degeneri sono paraboliche.

Si puo dire che le involuzioni degeneri separano le in-
voluzioni ellittiche da quelle iperboliche, conformemente
alla locuzione che i punti della conica separano le due re-
gioni di punti, esterni ed interni.

§ 70. * Diametri reali ed ideali - Vertici. — Nel caso
dell’ ellisse il centro ¢ interno, quindi le rette pel centro di
essa sono secanti, ossia:

Ogni diametro delle ellisse seqge U ellisse in due punt.

Per I iperbole i diametri diversi dagli asintoti si divi-
dono in diametri reali (secanti), ed in diwmelri ideali
(esterni). I diametri reali formano uno degli angoli degli
asintoti,; i diametri ideali, " altro.

Duc diametri coniugati sono 1'uno reale, 1" altro  ideale,
giacehe essi debbono separare armonicamente gli asintoti.

Si puo estendere la denominazione di receli a tutti i dia-
metri dell’ ellisse.

Allora si pud dire: Nell’ ellisse gli assi (§ 59) sono reali.
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Nell’iperbole un asse é reale, 1’ altro ideale; il primo dicesi
asse traverso o principale.

Definiamo ora, per ogni conica a centro, la lunghezza di
un diametro. o .

Anzitutto la lunghezza di un diametro Teale ¢ la lun-
ghezza del segmento (finito) che ha per estremi (estremi
del diametro) le intersezioni di esso colla conica.

Ora si consideri un’iperbole A ed un diametro ideale ¢
di essa. Sia d il diametro coniugato a ¢, e D, I 1 punti
in cui esso incontra KA. Le tan-
genti a A in D, D’ sono paral-
lele a ¢ ed incontrano gli asin-
toti in due coppic di punti,
simmetriche rispetto al centro
O di K, che sono vertici di un
parallelogrammo avente come
diagonali gli asintoti stessi, e
come mediane i diametri coniu-
gati ¢, d. La lunghezza CC’ della mediana ¢ (ossia la lun-
ghezza del lato del parallelogrammo, parallelo a ¢) si dira
« lunghezza del diametro ideale ¢ ».

Per ragione di limite la lunghezza di un asintoto del-
I'iperhbole si deve riguardare come infinita.

I punti €, ¢’ segnati nella figura si possono chiamare
eli estremi del diametro ideale c.

Le intersezioni degli assi colla conica diconsi vertici.

L' ellisse ha quattro vertici B

( eccepito il caso del cerchio, \

in cui tutti i punti si possono

riguardare come vertici), ed / \
: ), A\ A’

i segmenti AA’, BB, che essi 7]
comprendono, costituiscono le
lunghesse degli assi. Di tali

’
lunghezze, una sard, in gene- B

rale, maggiore, ¢ 1 asse corrispondente verra detto asse
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maggiore o principale; mentre 1 altro verrd detto asse
minore,

L’ ellisse che ha due assi-uguali é un cerchio. Infatti,
in tale ipotesi si pud costruire un cerchio passante pei 4
vertici dell” ellisse, il uale riesce tangente ad essa in que-
sti punti, e percid non puo differire dall’ ellisse stessa.

L’ iperbole ha due vertici. Il segmento AA' da essi com-
preso costituisce la lunghessa dell’ asse trasverso, mentre
la lunghezza dell’ asse non trasverso vien data dall’ altra
mediana del rettangolo, di cui A4’ ¢ una mediana e gli
asintoti sono le diagonali.

L’ iperbole che ha i due assi uguali ¢ equilatera. Infgbti,
in questo caso gli asintoti, essendo le diagonali di un qua-
drato, riescono tra loro perpendicolari.

La parabola ha un vertice proprio (ed uno improprio)
intersezione dell’ asse colla conica; per essa non vi é luogo
a considerare la lunghezza dei diametri (che sono infiniti).

OssSERVAZIONE 1* — Nell’ ellisse (eccepito il caso del cer-
chio) le lunghezze dei diametri variano, crescendo (con con-
tinuita) da un minimo ad un massimo, che corrispondono
alle lunghezze dei due assi.

Nell'iperbole le lunghezze dei diametri reali hanno sol-
tanto un minimo, dato dalla lunghezza dell’ asse trasverso,
mentre le lunghezze dei diametri ideali hanno pur esse un
minimo, che ¢ lunghezza dell’ asse non trasverso.

OssERVAZIONE 2" — Riferendosi alla 12 fig. della pag. 269 si
vede che i parallelogrammi aventi come diagonali CC’, DI,
(meta dei parallelogrammi aventi come mediane CC’, DD’)
hanno area costante (§§ 62, 67). Si ha cosi I’ estensione al-
U iperbole del teorema ' Apollonio gia dato per 1 ellisse.
Questo teorema pud ora enunciarsi dicendo:

Data una conica « centro, i parallelogrammi aventi
come vertici gli estremi di due diametri coniuguti Sono
tutti fra loro equivalent:.
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§ 71. Coniche omologiche. - Applicazioni. - Area del-
I’ ellisse — Se due coniche K, K’ di un piano sono omolo-
giche, ossia se esse si corrispondono in un’ omologia, ed il
centro O di questa appartiene ad una (K) delle due coniche;
O corrispondendo a sé stesso, appartiene anche all’ altra (K'),
ed ¢ un punto di contatto per le due coniche (§ 66).

Viceversa:

Due coniche di un piano tangenti in un punto, i cor-
rispondono in una determinata omologia, che ha come
centro il punto di contatto; e correlativamente Si corri-
spondono pure in un’ omologia, A
che ha come asse la tangente in
quel punto.

Dimostriamo la prima parte
dell’ enunciato.

Sieno K, K' le due coniche; A
il loro punto di contatto. Riferiamo
proiettivamente le due coniche
mediante il fascio 4 ad esse pro-
spettivo (§ 66): la proiettivitd tra di esse verra subordinata
da un’ omografia determinata, per la quale A sarad un punto
unito e tutte le rette per A saranno unite. Questa omografia
¢ dunque una omologia di centro 4, che trasforma !’una
nell’ altra le due coniche. Tale omologia & evidentemente
unica. _

OSSERVAZIONE. — L asse della prima omologia ¢ una
retta chie incontra (eventualmente) negli stessi punti (uniti)
le due coniche. Correlativamente il centro della seconda
omologia, menzionata nell’ enunciato, & un punto pel quale
passano (eventualmente) le stesse tangenti alle due coniche.

COROLLARIO. * — Due parabole aventi gli assi paralleli
sono omologiche «ffini ed omoteticle.

Se due coniche K, I’ sono omologiche, ed il centro O
d’ omologia & esterno ad una di esse, esso é esterno anche
all’ altra, e le due coniche hanno le medesime tangenti

KI
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per O; inoltre le rettc per O, seganti rispetto a K, saranno

anche secanti rispetto a A, Siccome queste secanti formano

uno degli angoli delle due tangenti comuni a K, K (§ 69),

si potry dire che le due coniche risulteranno iscritte nello

slesso angolo. Valgono lc osservazioni correlative.
Viceversa possiamo stabilire i teoremi:

Se . due coniche di un
piano $ono iscritte in uno
stesso angolo (formato da duc
tangenti comuni) esse si pos-
sono riferire omologicamente
in due modi, prendendo co-

me centro d’ omologia il ver-

tice dell’ angolo nominato.

L asse di ciascuna di
queste omologie seghera
(eventualmente) le due coni-

che negli stessi punti.

Se due coniche di un
piano hanno due puniti co-
muni e comprendono come
segmento interno lo stesso
segmento (determinato dai
due punti comuni) esse si
possono riferire omologica-
mente in due modi; pren-
dendo come asse la congiun-
gente i detti punti.

Pei centri di queste ono-
logie passeranno le (even-
tuali) coppie di tangenti co-
muni alle due coniche.

Riferiamoci all’ enunciato a sinistra.
Sieno K e A le due coniche aventi comuni le tangenti

a, b, esieno A, A ¢ B DB

1 rispettivi punti di contatto
di @, b con K, K'; infine sia
0 = «ul.

Si consideri per O una
qualsiasi sccante p di K la
quale (essendo K, K7 iscritte
nello stesso angolo ab) ri-
sulta secante anche di A7,
sieno P,, P, le sue interse-
zioni con K, e P/, P, le sue

intersezioni con K’. Se esiste una omologia di centro O che
trasforma una delle due coniche A, nell’ altra X', questa
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0m0100'ia deve far corrispondere ad A, B rispettivamente
A', B, ed alla coppia P, P, la coppia P/ Py, qu1nd1 a P, deve
fare corrispondere P/, oppure P,'.

" Ora, se facciamo per esempio corrispondere al punto P
di A, il punto P,' di K’, e ad A, B rispettivamente A’, B,
resta fissata tra K, K’ una proiettivita; questa viene subor-
dinata da un’omografia che trasforma K in K'j ma tre
rette per O (le a, b, p) sono unite, dunque I’ omografia no-
minata ¢ un’ omologia di centro O.

Cio dimostra il teorema.

Si puo fare una prima applicazione importante dei re-
sultati precedenti, proponendosi la determinazione delle co-
niche di un piano che toccano .due rette date e passano
per 3 punti dati, non appartenenti ad esse e non giacenti
in linea retta. .

Affinché il problema sia risolubile ¢ anzitutto necessario
che i 3 punti dati sieno interni ad uno stesso angolo delle
due rette (inteso sempre
I’ angolo nel senso grafico
del § 5), perch¢ la conica
da costruirsi, supposta esi-
stente, riusecird tutta iscritta
in un angolo delle due tan-
genti assegnate.

('i0 posto, sieno «, b le
duce rette, ed 4, B, C 1 tre
punti, soddisfacenti alle
condizioni indicate.

Si consideri una conica
qualsiasi A" la quale toc-
chi «, b, ¢ passi per 4: si
designi poi con K una conica, supposta esustente che tocchi
«, b, e passi per A4, B, :

La K' ¢ la K, saranno riferite in una omologia hen de-

terminata avente come centro O = «ab, ¢ per la quale A
18
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sard un punto (unito) dell’ asse. In questa omologia, al punto
B, corrispondera uno dei due punti B,, B,, in cui la OB
sega N'; sia per esempio B,. Cosi a C corrispondera uno dei
due punti C,, C,, in cui OC sega K'; sia per esempio C,.
L’ asse della omologia sard dunque la retta che congiunge
A col punto H = (BC) . (B,C)).

Ora, facendo corrispondere al punto B il punto B, o il
punto B, ed a C, C; o C,, si ottengono 4 omologie di cen-
tro O, aventi A come punto unito; ciascuna di queste omo-
logie viene perfettamente determinata, come quella innanzi
considerata in cui a B, C, corrispondono rispettivamente
B, C,.

Ciascuna delle 4 omologie trasforma la X’ in una conica
(come la K,) tangente ad «, b, e passante per A4, B, C; e
(uesta conica nasce a sua volta-da una sola omologia siffatta.

Si giunge cosi alla conclusione:

In un piano, esistono 4 coniche che toccano due rette
date e passano per 3 punti, non allineati, interni ad uno
slesso angolo delle due rette.

Correlativamente : esistono 4 coniche che passano per
due puniti dati e toccano tre rette, non concorrenti, che
intersecano in punti interni il medesimo segmento avente
come estremi i duce punti.

OSSERVAZIONE 12 * — Riferendosi al primo enunciato, e
gli elementi dati «, 6, A, B, C, supponendosi propri, le 4
coniche risulteranno tutte. iperbole se i 3 punti A, B, C non
sono interni allo stesso triangolo determinato dalle «, b e
dalla retta impropria (ossia se appartengono a due angoli
«b opposti al vertice, nel senso della Geometria elementare).

OSSERVAZIONE 2°, — I} facile vedere in hase al teorema
di Desargues, clic la retta congiungente i punti di contatto
delle rette ¢, b con una conica tangente, per 4, B, C, sega
la retta AB in uno dei punti doppi dell’ involuzione deter-
minata dalla coppia AB e dalla coppia dei punti comuni
alla retta AB e alle «, 0; e analogamente si dica rispetto
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alle rette BC ed AC. Di qui si desume una semplice co-
struzione dei punti di contatto delle 4 coniche per A4, B, C
tangenti ad «, b, senza hisogno di considerare una conica
ausiliaria K’, appena sieno conosciuti i punti doppi delle
involuzioni determinate nel modo anzidetto sui lati del
triangolo ABC.

- OSSERVAZIONE 3* — Il teorema concernente I’ omologicitél.
di due coniche iscritte in uno stesso angolo formato da due
tangenti comuni, si estende al caso di due coniche aventi
comuni due tangenti immaginarie coniugate, cioé¢ subordi-
nanti in un fascio la medesima involuzione ellittica di rette
coniugate. Vale lo stesso ragionamento dimostrativo.

Si deduce quindi che esistono, in un piano, 4 coniche
passanti per tre punti reali non allineali e tangenti a due
rette immaginarie coniugate, purché queste non concorrano
in uno dei tre punti.

Correlativamente esistono in un piano, 4 coniche pas-
santi per due punti immaginarii coniugati e tangenti «
tre rette reali non concorrenti, purché nessuna di queste
contenga i due punti assegnati.

Se si suppone che i due punti immaginarii suddetti sieno
i punti ciclici del piano si ottiene il corollario:

Vi sono 4 cerchi tangenti « tre rette proprie di un
piano, non concorrenti.

Sono il cerchio iscritto e i tre cerchi ex-iscritti al trian-
golo formato dalle tre rette.

Lasciamo allo studioso di completare 1’ analisi degli altri
casi cui darebbe luogo la determinazione di una conica per
tre punti ¢ duc tangenti o due punti e tre tangenti, quando
aleuni di cuesti elementi si suppongano immaginarii.

* Una scconda applicazione dei teoremi relativi - alle co-
niclic omologiche, si basa sul

COROLLARIO. — Un’ ellisse si puo riguardare come omo-
logica affine d’ un cerchio, che tocchi due tangenti paral-
lele delle ellisse stessa.
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Si considerino le tangenti ad un’ellisse A" nei due ver-
tici 4,” B, situati sull’asse maggiore, ed un cerchio K’ che

. tocchi le due tangenti nei me-
|. i, desimi punti 4, B. '
1) : . 9
K L’ omologia affine che tra-
sforma A in K7, trasforma an-
i . o . .
iy 7 B che il rettangolo -circoscritto

all’ ellisse, avente i lati paralleli
agli assi, nel quadrato circo:
scritto al cerchio che ha pure i
lati paralleli agli assi. Deno-
tando con «, 0, le lunghezze dei due semi-assi dell’ ellisse,
le aree del rettangolo e del quadrato sono espresse da

4ad e 4 a®.

.

Ora I’ area del cerchio K’ ¢ ma®; dunque quella dell el-
lisse sara data dalla proporzione:

r.nma®=4ab:4a’

Si ottiene cosi il resultato:
L area dell’ ellisse di semi-assi a, b, é:

x = nabd.



CAPITOLO XL

A~~~

Problemi determinati.

§ 72. Generalita - Problemi di 1° grado. — Vogliamo
occuparci in questo capitolo di alecuni problemi geometrici
determinati, e delle costrusioni atte a risolverli.

Occorrono avanti tutto poche parole di spiegazione sullo
scopo e sul significato, sccondo cui debbono essere intese
tali costruzioni.

Lo scopo che ci proponiamo & cssenzialmente pratico.

Si tratta di ottenere (costruire), coll’ uso di strumenti asse-
gnati, la rappresentazione mediante un disegno, di elementi
atti a soddisfare relazioni determinate, rispetto ad altri ele-
menti che si suppongono dati.
- Limitiamoci alla Geometria del piano, e¢ consideriamo
quindi come elementi, i punti e l¢ rette. Abbiamo un foglio
le cui dimensioni si possono supporre teoricamente grandi
quanto si vuole, il quale rappresenta il piano. In questo
foglio si segnano colla matita dei « punti » immagini pit
0 meno approssimate di punti geometrici, ma che si con-
siderano teoricamente non aventi dimensioni; ncllo stesso
piano si tracciano dei segmenti (pitt o meno prolungati) di
« rette ». Si hanno cosi punti e rette dat nel foglio.

Possedendo una rige (sufficientemente lunga) si pos-
sono congiungere con una retta duce punti dati nel foglio,
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e si pud prolungare un segmento rettilineo, comunque pic-
¢olo, che sia tracciato nel foglio stesso.

Un punto puo esser dafo fuori del foglio, assegnando
due rette, che abbiano una parte nel foglio, e non s’incon-
trino in esso. Mediante la riga, un punto dato fuori dal fo-
glio pud esser congiunto con un punto segnato nel foglio
con una costruzione che si basa sul teorema dei triangoli
omologici; questa costruzione viene'appresa insieme all’ uso
degli strumenti nel disegno.

Una retta puo essere dafe fuori del foglio, allorché sieno
dati duc punti di essa, nel modo detto innanzi.

Si riesce allora (hasandosi pure sul teorema dei triangoli
omologici) a dare colla riga il punto d’ intersezione di essa
con una retta del foglio, tracciando un’ altra retta del foglio
che passi per quel punto. Infine si pud anche determinare
in un senso analogo, il punto in cui s’ intersecano due rette
date fuori del foglio, assegnando duc rette del foglio che
passino per esso.

Le costruzioni nominate, effettuabili colla riga, sono dette
costruzioni lineari, e permettono in sostanza di eseguire
(nel piano) qualsiasi proiezione e sczione.

Mediante costruzioni lincari si possono risolvere nume-
10S1 préblemi costruttivi determinati; tutti quei probdlemnc
che diconsi di 1.° grado (perché dipendono, nella Geometria
analitica, dalla risoluzione di equazioni di primo grado). Di
essi abbiamo gia avato molti esempi; anzi sono tali tutti i
problemi (delle Geometria piana) che abbiamo risoluto fin
qui: la costruzionce del 4.° armonico dopo tre elementi in
una punteggiata o in un fascio di raggi: la costruzione della
proiettivith fra punteggiate o fasci di raggi, o quella del-
1" omografia o rcciprocita fra due piani; la determinazione
dell’ ulteriore intersezione di una conica con una retta pas-
sante per un suo punto gida assegnato; la costruzione del-
I' ulteriore elemento unito di una proiettivith in una forma
di 1.2 specie, quando ¢ dato un clemento unito, ecc. ecc.
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* Ma gid per questi problemi di 1.° grado, come poi per
quelli di natura piu elevata, si presenta la distinzione fra
problemi grafici e problemi metrici. Nei primi si considerano
soltanto relazioni grafiche, mentre nei secondo, si tien conto
anche di rapporti metrici.

Ora in questi ultimi problemi si debbono riguardare come
dati gli enti metrici fondamentali che costituiscono 1’ asso-
luto, cioé¢ la retta impropria e I’involuzione assoluta su di
essa. Soltanto dopo che questi enti sieno stati dati, i pro-
blemi metrici potranno considerarsi indifferentemente come
i problemi grafici: e, trattandosi di problemi di 1.° grado,
risolversi colla sola riga.

.Dare la retta impropria del piano significa (secondo cio
che ¢ stato avvertito innanzi) darne due punti, mediante
due coppie di rette (parallele); dunque la retta impropria
si dovra considerare come data, allorché é segnato nel foglio
del disegno un parallclogrammo. Soltanto dopo cid si potra
effettuare linearmente la costruzionc della parallela per un
punto ad una retta qualsiasi.

Dare 1 involuzione assoluta (sulla retta impropria) del
piano, vorra dire individuarla mediante due coppie di punti
coniugati, ossia mediante due coppie di rettc ortogonali.

Dunque s¢ potranno dare gli enti metrici fondamentali
del piano assegnando in esso un quadrato, i1 quale coi
suoi lati consecutivi e colle sue diagonali ci fornisce appunto
due coppie di rette perpendicolari, cio¢ due coppic di punti
improprii coniugati nell’ involuzione assoluta.

Dopo cid qualunque problema metrico si potra trattare
come un problema grafico, poncndo in relazione gli altri
clementi dati con i nominati enti metrici (cfr. I’ osservazione
del § 50). In particolare si potra risolverc colla sola riga
ogni problema metrico di 1. grado.

I problemi tipici di questa categoria sono quelli relativi
alla costruzione della parallela o della perpendicolare con-
dotta per un punto, ad una retta data. Abbiamo gid accen-
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nato-‘come si risolva il primo di questi problemi: e si rico-
nosce subito come il secondo si riconduca, immediamente
alla costruzione defl’ involuzione assoluta, sopra la retta im-
propria, involuzione che abbiamo appunto individuata.

OSSERVAZIONE. — Si possono istituire necllo spazio con-
siderazioni analoghe a quelle istituite relativamente ai pro-
blemi della Geometria piana, considerando qui come co-
struzioni lineari quelle che consistono nella determinazione
di elementi « punti, rette e piani », gli uni mediante gli
altri, ed introducendo opportuni enti metrici fondamentali,
allorché si tratti di problemi metrici. Ma noi lasceremo da
parte tali problemi, che la Geometria descrittiva insegna a
trattare sistematicamente, risolvendoli mediante costruzioni
da’ effettuarsi nel piano. Ci riferiremo dunque, nel seguito, a
problemi della Geometria piana, e noteremo che il piano in
cul si opera pud essere scelto ad arbitrio, giacché sopra di
esso possono eventualmente proiettarsi le figure che venis-
sero date in un piano diverso.

§ 78. Problemi di 2° grado. — Si dicono di 2° grado
auei problemi costruttivi determinati aventi due soluzioni
al piu, la cui risoluzione si pud ridurre, mediante proiezioni
e sezioni, alla determinazione delle intersezioni di una retta
qualunque (del suo piano) con una certa conica fissata. Un
problema di 2.° grado ricsce determinato o impossibile, se-
condoché¢ la conica data viene incontrata no dalla retta
con cui deve segarsi; nel 1.° caso ha due o una soluzione,
secondoche la retta ¢ secante o tangente alla conica; nel
20 caso si dice anche che ha due solusioni immaginarie.

sSono dunque di 2° grado quei problemi, che si risolvono
graficamente coll’ uso della sola riga, usando altresi di une
conica fissa completamente tracciata, della quale si possono
(uindi determinare le intersezioni con ogni retta del suo piano.

Vedremo poi che questa conica, fondamentale per le co-
struzioni, pud essere sostituita con un’ altra presa ad arhitrio.
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I problemi di 2.° grado si- riconducono analiticamente
alla risoluzione di equazioni di 1° grado e di una equazione
di 2¢° grado, cioé alla estrazione di un radicale quadratico.

Sia data, nel piano (in cui operiamo), una conica fon-
damentalc K, completamente tracciata. Allora si possono
risolvere graficamente i seguenti problemi di 2.° grado:

1.° PROBLEMA. — Determinare (ove esistano) gli element:
unity di una proiettivita posta in una punteggiata o in un
Jascio di raggi. v

Si pud supporre che la forma sia una punteggiata
(eventualmente sezione del dato fascio di raggi).

) B (M I ¥ 4 N

Su « sieno AA’, BB, CC', tre coppie di punti omologhi,
che definiscano la proiettivith. Da un punto P della conica
K si proiettino su X i punti 4, B, C, A, B, C', rispettiva-

A, B, Cl)

A\ B, ¢
che dalla corrispondcnza delle due terne resta fissata su
K, ¢ quella che si ottiene segnando colla K i raggi proiet-
tanti da P i punti di « che si corrispondono nella proietti-
Viti (A B C
A B C
proiettati in punti uniti della proiettivith su «, e viceversa.

mente in A4,, B, C,, A}, B, C',. La proiettivita (

) . Se su A vi sono punti uniti, questi sono
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Ora, i punti uniti della proiettivita su K (ove esistano)
sono le intersezioni di K coll’ asse di collineazione della
nominata proiettivita (§ 67), e possono costruirsi come
intersezioni di tale asse di colliheazione s colla conica; pro-
iettati da P su « essi danno (ove esistano) i punti uniti
A B C
A B C

Cid vale ugualmente anche nel caso particolare in -cui
la proiettivith su « sia un’involuzione.

OSSERVAZIONE. In particolare dal problema preccdente si
apprende dunque la costruzione degli elementi doppi d’una
involuzione iperbolica data in una jorma di I1* specie.

Come’ esercizio si determinino ancora,

1) la coppia comune a due involuzioni date in una forma
di 1* specie (sotto le condizioni dei §§ 37, 38).

2) in particolare la coppia di wn’ involuzione ellittica che
separa armonicamente due elementi coniugati.

2.° PROBLEMA. — Determinare (ove esistano) ¢ punti
comunt ad una conica, individuata mediante cinque punti
(o cinque tangenti), e ad una retta,; ancora determinare
le tangenti condotte alla conica da un punto.

Sieno A, B, C, D, I cinque -punti che definisecono una
conica (di cui tre non in linca retta) cd ¢ una retta del
piano, non passante per uno di essi, di cui vogliamo le in-
tersezioni (ove esistano) colla conica.

Proiettando (§ 61) da A, B i punti C, D, I, si ottengono
pue terne che definiscono la proiettivith tra i fasei di raggi
A, B generatori della conica (ABCDE). Sulla @, considerata
come sezione dei duc fasci, resta individuata una proietti-
vith 1 cul punti uniti (ove esistano) sono le cercate inter-
sezioni di @ colla conica (ABCDE): cssi si costruiscono
dunque usando la costruzione data innanzi.

Nel caso eccepito, in cui @ passi per uno dei cinque punti
A, B, C, D, I, il problema di trovare 1 altra intersczione
di @ colla conica, ¢ stato gia risoluto (linecarmente) in pit

dalla proiettivita ( ), che erano domandati.
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modi (§§ 63, 64). Del resto col metodo qui seguito esso si
ricondurrebbe al problema di costruire 1’ altro punto unito
di una proiettivita sopra una retta, dato un punto unito (§ 30).

Per condurre da un punto le tangenti alla conica
(ABCDE) (ove esistano) si devono costruire correlativa-
mente i raggi uniti di una proiettivith, nel fascio che ha
per centro il punto.

OSSERVAZIONE 1.* — Se la conica é data medlante 4 punti
¢ la tangente in uno di essi, o mediante 3 punti e la tan-
geote in due di essi, si pud sempre applicare la costruzione
precedente. 11 procediménto correlativo si eseguird, invece,
sc la conica ¢ data mediante 5 tangenti o 4 tangenti e il
punto di contatto di una di esse, ecc.

OSSERVAZIONE 2.* — La risoluzione del problema consi-
derato vale con qualche aggiunta anche pel caso in cui la
conica sia data mediantc 5 punti o 5 tangenti di cui 2 (o0 4)
sieno immaginarii. Limitiamoci a considerare il caso di
una conica data mediante tre punti reali A4, B, C, non al-
lineati, e duc punti immaginarii coniugati, i quali vengono
assegnati come punti doppi di un’involuzione ellittica 7*
sopra una retta p non passante per 4, B; C. Allora ¢ suf-
ficiente (sccondo il § 63) costruire il polo P di p rispetto
alla conica, ¢ trovare quindi i punti di essa intersezioni
delle rette PA ¢ PB.

In particolare vicne cosi risoluto il problema di interse-
care un cerchio dato mecdiante tre punti, con una retta.

OSSERVAZIONE 3.* — La risoluzione del problema prece-
dente ci dimostra che:

Ogni problema di 2.° grado risolubile graficamente,
quando é data -una certa conica fondamentale (tracciata)
¢ anche risolubile ugualmente quando é data in luogo di
essa un' altra- conica fondamentale. E pure indifferente
che st sappiano costruire le intersezioni di una retta qual-
siasi colla conica fondamentale, o che si sappiano condurre
ad essa le tangenti per un punto qualsiasi. La possibilita

.
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di una di queste due operazioni grafiche permetté la ri-
soluzione di tutti i problemi di 2° grado.

‘Nel 2.° caso bhisogna trasformare per dualita le costru-
zioni che sono da effettuarsi nél primo caso.

In particolare *: Tutti ¢ problemi grafici di secondo
grado 8. possono risolvere coll’uso di un cerchio fisso,
del quale si sappiano determinare le intersezioni con una
retta qualsiasi, o a cui si sappiano condurre le tangenti
per un punto qualsiasi. E la scelta di un opportuno cerchio,
come conica fondamentale per le costruzioni, corrisponde
all’ esigenza pratica che la detta conica sia (un’ ellisse ) tutta
contenuta nel foglio del disegno.

3.2 PROBLEMA. — Determinare (ove csistano) le coniche
passanti per + punti (di cui 3 non in linea retta) e tangenti
ad una retia.

Se la data retta ¢ passa per uno dei 4 punti dati 4, B, C, D,
ove essa non contenga un altro dei 4 punti, sappiamo (§ 63)
che vi & una conica cosi determinata, della quale possono
costruirsi quanti si vogliano punti e tangenti. Suppongasi che
a non passi per uno dei 4 punti. Su « le intersezioni delle
coppie di lati opposti del quadrangolo A B C D appartengono
ad una involuzione, i cui punti doppi (ove esistono) sono i
punti di contatto delle coniche per A4, B, C, D, tangenti ad «
(§ 65). Una di tali coniche resta definita, noto il suo punto
di contatto con «, perché allora Sc ne conoscono 5 punti.

Correlativamente si risolve il problema correlativo.

OSSERVAZIONE. Come esercizio fondandosi sulla estensione
del teorcma di Desargues si puo:

1) determinare le coniche per due punti immaginarii ¢
due reali, che sono tangenti ad una retta rcale assegnata
(sotto le condizioni di esistenza);

2) inparticolarc determinare i cerchi passanti per due punti
propri e tangenti ad una retta (ehe non contenga uno di essi).

Sioritrova in quest’ ultimo caso la nota costruzione cle-
mentare.
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Come esempio del cosidetto metodo dez tem‘ath giova
considerare il seguente

4.° PROBLEMA. — Iscrivere (ove sia possibile) in  una
conica, un triangolo, i cul lati passino ordinariamente
per 8 punti fissati. ' 4

Sia S la conica data, e P,, P, P, i tre punti che ‘suppo-

"niamo. non appartenenti ad essa (tale caso particoiare del
problema si esaurirebbe facil- B
mente). Si consideri su S un
punto A e si unisca con Pj; si
determini I’ ulteriore intersezio-
ne B di S con P, A4, e si unisca
B con P,; si determini I’ ulte-
riore intersezione € di BP, con
S, e si unisca C con P, e si
seghi ulteriormente la conica S
nel punto A’ con la retta CP,. Se il triangolo A B C iscritto
nella conica S soddisfacesse alle condizioni poste, in modo
che fosse appunto AB il lato di esso passante per P, do-
vrebbe A’ coincidere con A.

[n gencrale cid non accadra, 4 cssendo stato scelto ad
arbitrio sulla conica S. Pero variando A sulla conica S, va-
riera anche A’, ¢ mediante le costruzioni poste risultera
fissata fra i punti come A, A’ una corrispondenza bhiunivoca;
si pud vedcre facilmente che tale corrispondenza ¢ una
proiettivita. Infatti i punti 4, B della conica (allineati con P,)
si corrispondono nella involuzione che ha per centro di
collineazionc P,; cosi B, C si corrispondono nell’ involuzione
che ha per centro di collineazione P,; e C A’ nell’ involuzione
che ha per centro P,; dunque la corrispondenza fra A, A’ che
nasce applicando successivamente tre proiettivita involutorie
su S, ¢ la proiettivith prodotto di queste tre involuzioni.

Cid posto, si applichi a tre punti della conica S la co-
struzione applicata ad A4; risulta allora fissata su S una
proiettivitd i cui punti uniti (se csistono) risolvono il pro-
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blema. Infatti, un punto unito di essa, preso come punto A
e congiunto con P, ecc., dd luogo ad un triangolo iscritto
in S, i cui lati passano ordinariamente per P,, B, P,.

I punti uniti della proiettivith posta su S si determinano
(ove esistano) come intersezioni di S coll’asse di collinea-
zione s della proiettivita.

Si possono eseguire per esercizio le costruzioni -indicate,
individuando la S mediante 5 dei suoi punti e servendosi
di una conica fondamentale K del suo piano (ad esempio
di un circolo). Questa conica interviene soltanto per deter-
minare le intersezioni di S con s; tutte le altre costruzioni
sono lineari. .

Applicando ancora il metodo dei tentativi, si pud risolvere
il seguente A

5.° PROBLEMA. Proieftare un’involuzione data su una
retta, in un’ altra involuszione equalmente data su un’ altra
retta, essendo le due involuzioni ambedue ellittiche o am-
bedue iperboliche.

Sieno a, b le due rette che supponiamo date in un piano
¢ si designano con 7, 7, le due involuzioni sopra di esse.

Anzitutto i centri di pro-
iezione cercati debbono ap-
partenere alla retta che uni-
sce 1 punti P,, P, coniugati
di P = « b, rispettivamente
in 7,, Z,. Preso ora su (uesta
retta p un punto A, si fissi
ancora su ¢ un punto X, e
si proietti da questo A in X,
su b; quindi si costruisca il
coniugato X'y di X, in Z,.
e si proietti su p da X’,, coniugato di X, in Z,. Indicando
con A’ la proiezione ottenuta di X’,, nasce fra A, A’ su p,
al variare di 4, una proiettivith avente come punti uniti i
punti cercati, da cui I’ involuzione I, é proiettata nella 7,.
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OSSERVAZIONE. La proiettivita ausiliaria considerata &
un’ involuzione, poiché in essa P,, P, si corrispondono in
doppio modo, ed ¢ discorde e quindi iperbolica avendo le
I, I, il medesimo senso.

Del resto I’ esistenza delle due soluzioni del problema ¢
evidente nel easo in cui le 7, J, sieno involuzioni iperboliche,
e quando esse sieno ellittiche risulta anche dalla seguente
costruzione che permette di determinare egualmente i centri
di proiezione domandati:

Si costruisca la coppia di punti coniugati in 7, che se-
parano armonicamente PP, (§ 38), e analogamente la coppia
di punti coniugati in 7, che Y
separano armonicamente PP,;
si ottengono cosi i vertici di
un quadrangolo completo di
cui P é un punto diagonale, e
di cui gli altri due punti dia-
gonali X, Y forniscono le solu-
zioni del problema proposto.

Come caso particolare si
possono ° determinare [ due »
centri da cui un’ involuzione ellittica sopra una punteg-
giate, di un dato piano, viene proiettata nell’ involuzione
assoluta. :

Una soluzione di questo problema fu gia indicata al § 41.

OSSERVAZIONE. — Quando di un problema di 2.° grado ¢
date una soluzione, si pud ottenere I’ altra risolvendo un
problema di 1.° grado.

° Abhiamo considerato fin qui generalmente i problemi di
20 vrado grafici, accennando solo ad alcuni problemi me-
trici che si presentavano come casi particolari.

Volendo ora considerare, in tutta la lora generalitd, i
problemi metrici, sappiamo (secondo il § 72) che si debbono
aggiungere ai dati, gli enti metrici fondamentali del piano
(retta impropria ed involuzione assoluta). Abhiamo gih ve-
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duto come questi enti possono cssere dati semplicemente
mediante un quadrato, che sia tracciato nel. piano, il quale
sarebbe dunque da aggiungere qui alla conica fondamentale
assegnata. Ma piu utilmente si possono fissare i dati ‘che
occorrono per la risoluzione dei problemi metrici di 2° grado
assegnando un circolo il cui _cehtro sia noto. Infatti viene
data cosi la retta impropria del piano come polare del centro
suddetto, e I'involuzione assoluta come involuzione dei
punti. coniugati rispetto al cerchio su questa retta.

Concludiamo dunque che: .

Tutts ¢ problemi di 2.° grado, grafici e metrici, si ri-
solvono linearmente quando é dato un cerchio fondamen-
tale fisso ed il relativo centro.

Citiamo come esempio il seguente: :

PROBLEMA. — Costruire gli assi di una conica a centro.

Anzitutto si pud supporre di avere determinato (linear-
mente) il centro O della conica, e cosi purc duc coppie di
diametri coniugati: a«', 00’, di essa (per O). .

Si ha allora nel fascio O un’ involuzione definita dalle cop-
pie aa’, 00, della quale si debbono determinare i raggi coniu-
gati orto gonali. Si supponga che il cer-
chio XK fondamentale per le costruzioni,
avente un centro dato C, passi per 0;
-~ gieno 4, A e B, B' i punti in cui esso
sega ulteriormente «, ¢’ e b, 0'. L involu-
zione degli angoli retti del fascio O, se-
gata col cerchio K, determina su di esso
un’ involuzione il cui centro di collincazione ¢ C (perche
gli angoli retti sono iscritti in un semicerchio ). Ora si deve
trovare la coppia comunc a questa involuzione ed a quella
definita dalle coppie A 4’ ¢ B B'. Iissa si determina segando
il cerchio colla retta che congiunge C al punto d’ incontro
delle AA” BB’ (centro di collincazione della seconda involu-
zione nominata). Questa coppia comune XY, proiettata -
da O, fornisce gli assi «, y domandati.
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Come esercizio si costruiscano ancora gli asintoti della,
data conica, supposta un’iperbole (supposto cioé. ehe le
coppie aa’, b0’ non si separino); e si determinino (in ogni
caso) i vertici di essa conica.

§ 74. * Problemi risolubili colla riga e col compasso.
— Il punto di partenza delle nostre costruzioni é stato I’ uso
dello strumento « riga », il quale permette di effettuare
(nel piano) tutte le costruzioni lineari, cio¢ il tracciamento
di rette e la determinazione delle loro mutue intersezioni.
Problemi pit elevati esigono altre costruzioni, che non si
possono pitt effettuarc colla sola riga.

Generalmente queste costruzioni consistono nel traccia-
mento di « curve » piu elevate dcella retta: ed il nominato
tracciamento si puo far dipenderc dall’uso di strumenti
di disegno pit complessi della riga. Si presentano allora
due criteri per la classificazione dei problemi costruttivi:

1) la natura delle curve dal cui tracciamento puo 1a1‘s1
dipendere la risoluzione domandata;

2) la natura degli strumenti atti al tracumnonto delle
nominate curve,

II primo ecriterio guarda propriamente alla semplicitd
delle curve sotto I’ aspetto gecometrico, mentre' il secondo
criterio guarda alla sempliciti meccanica del tracciamento.

Accanto ai duc criteri menzionati se ne pud porre un
terzo; quello, dato dalla Geowetria analitica, dove si guarda
alla natura delle operazioni di calcolo, algebriche. o trascen-
denti, da cui si puo far dipendere la risoluzione domandata.

Ora, sccondo tutti ¢ tre i criteri, si presentano in prima
linea i problemi di L.° grado (grafici e metrici).

Si possono collocare subito dopo i problemi di 2.° grado
‘( erafici ¢ metrici). Invero:

1) Le costruzioni c¢he occorrono per la risoluzione di
essi dipendono dalle intersezioni delle rette del piano con

19
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un cerchio fisso, di dato centro; ed il cerchio é sotto molti
aspetti la linea pitt semplice, dopo la retta. )

2) I1 tracciamento del cerchio occorrente all’uopo, si
puod effettuare nel disegno collo strumento « compasso »,
che & uno dei pit semplici dopo la riga.

3) La risoluzione analitica di tali problemi dipende da
un’ equazione del 2.° grado (e da equazioni del 1.° grado),
ossia richiede soltanto I’ estrazione di un radicale quadratico
(ed operazioni razionali sulle quantith che corrispondono.
agli elementi dati), una siffatta estrazione ¢ 1 operazione
irrazionale pitt semplice che comparisca nell’ algebra.

Ai problemi di 2.° grado si possono collegare quelli, com-
ponenti una classe piu ampia, che, senza essere di 2.° grado,
si riducono perd a successivi problemi di 2.° grado: ossia i
problemi che si risolvono nel disegno coll’uso di una co-
nica fondamentale fissa, la quale, nel caso dei problemi
metrici, si suppone essere un cerchio di cui ¢ dato il centro.

Tra questi problemi citiamo, come esempio, quelli che
hanno per iscopo di costruire una conica data per tre punti
e due tangenti, o per tre tangenti ¢ due punti, la cui riso-
luzione ¢ in sostanza contenuta nel § 71; e quelli concer-
nenti alcuni casi di determinazione degli elementi comuni
a due coniche, che saranno trattati nel § 75.

Ora tutti questi problemi sono evidentemente risolubili
cogli strumenti « riga e campasso »; ma viceversa, non €
chiaro a priori che tutti i problemi costruttivi risolubili
colla riga e col compasso si riducano a successivi problemi
di 2.° grado, e si risolvano quindi coll’ uso della riga ¢ d’ un
ccrchio fisso di dato centro.

Tale fatto pud tuttavia essere stabilito. Basta notare che
I’uso degli strumenti « riga e compasso » corrisponde alla
possibilita di risolvere i due problemi fondamentali seguenti:

1) determinazione delle intersezioni di un cerchio con
una retta;

2) determinazione delle intersezioni di due cerchi.
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Ora, il primo di quésti due problemi ¢ stato gid risoluto
e ricondotto nel § 73, alla determinazione delle intersezioni
di una retta col cerchio fondamentale fissato a priori. 11
secondo problema si riduce al precedente, bastando sosti-
tuire ad uno dei cerchi I’ asse radicale dei due, il quale
si.pud costruire linearmente secondo la via indicata in fine
"~ al § 40, cioé procedendo nel modo seguente. Si prendano due
punti, rispettivamente sopra i due cerchi, e si determinino
le ulteriori intersezioni della loro congiungente coi cerchi
stessi, colle costruzioni lineari del § 63; si ottengono cosi,
sopra la retta considerata, due coppie d’ un’involuzione, il
cui centro, (coniugato del punto all’ infinito) appartiene al--
I’ asse radicale. Un secondo punto di quest’ asse pud essere
egualmente determinato, e cosi I’ asse stesso viene costruito
linearmente.

Resta cosl stabilito che:

Tutti ¢ problemi costruttivi determinati, che sono riso-
lubili colle riga e col compasso, si possono risolvere colla
riga e coll’ uso di un cerchio fisso di dato centro.

Questo resultato puo anche essere espresso sotto un’ altra
forma, atta a pornc in luce I’ importanza pratica.

Nelle considerazioni precedenti il cerchio figurava come
conica-luogo, ma puod supporsi dato invece come conica-in-
viluppo; in altre parole si pud supporre possibile I’ opera-
zione del condurrc per un punto esterno le tangenti al
cerchio fondamentale, invece dclla operazione correlativa
di segare il cerchio con una retta. I questa una immediata
conscguenza del principio di dualith nel piano. Del resto,
appena si sappia effcttuare una delle due operazioni corre-
lative sopra menzionate, si effettuerd subito linearmente
I altra.

Avvertito ¢id, potremo riguardare come dafo un cerchio-
inviluppo, allorch¢ (invece del compasso) si possegga lo

“strunento « rige « due bordi ».
La riga a duc Dbordi permette di costruire una striscia
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compresa fra due rette parallele, di cui la lunghezza ¢ teori-
camente lunga quanto si vuole, e la largezza ( ¢ determinata.

. Ora con questo strumento si pos-
)P

sono costruire le due tangenti per

un punto esterno P, al cerchio di
centro fissato O che ha come raggio /.
Basta infatti fare scorrere la riga in
modo che un hordo passi per O, fin-
che 1'altro venga a passare per P,
opera:/,iono effettuabile in due modi.

Cosi concludiamno :

Tutti i problemi costruttivi determinati, che st possono
risolvere colla riga e col compasso, 8¢ possono anche ri-
solvere colla sola riga « due bordi.

Ma, perche tale conclusione risulti dimmostrata vera anche
nella pratica, dove la lunghezza della riga a due hordi ¢
finita, gccorrerebbe mostrare come la costruzione indicata
innanzi relativa ad un punto P troppo lontano da O, si
possa sostituire con una costruzione analoga relativa ad
un altro pit vicino ad 0. Lasceremo da parte la dimostra-
zione di tale possibilita.

Dopo i problemi di 2.° grado o riducibili a problemi
di 2.° grado, i quali si possono risolvere determinando le
mutue intersezioni di rette e di eerchi, vi sono altri pro-
blemi pitt elevati che non si possono pilt risolvere nello
stesso modo. isempi di probleini siffatti compariscono fino
dalla Geometria clementare. Basteriv ricordarce i problemi
classici della trisczione dell’ angolo, della duplicazione del
cubo e della quadratura del circolo, sui quali si sono affa-
ticati invano i geometri greci.

Questi problemi si possono considerare oggi come riso-
luti, in quanto si ¢ stabilito che la soluzione come cra do-
mandata dai greei, col solo uso della riga e del compasso,
non ¢ possibile: ¢ d*altra parte si sono trovati strumenti
pitt complessi, capaci di fornirla, -
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Scbhene 1 esame di siffatte questioni esea dal nostro
(uadro, non possiamo trattenérci dal dedicarc ad ecsse al-
cune osservazioni, collo scopo di chiarire la nozione di ri-
solubilita dei problemi geometrici.

Ogni problema determinato, in tutti quei casi nei quali
esistono soluzioni, deve considerarsi risolubile. Ma la co-
struzione degli elementi che forniscono la soluzione effettiva
puo richiedere necessariamente 1’ uso di linee o di strumenti
piu elevati di quelli clie si hanno a disposizione, ed in que-
sto senso essere relaticamente impossibile. Cosi ¢ impossi-
bile risolvere i 3 problemi nominati, tracciando solo rette e
cireoli e determinando le loro mutue intersezioni, ossia col-
I’uso degli strumenti « riga e compasso ». Tale impossibi-
lith ¢ posta in luce dalla trattazione analitica di cuei pro-
. blemi. La trisezionc dell’ angolo e la duplicazione del cubo
portano analiticamente alla risoluzione di un’ equazione cu-
bica, la quale dovrebhe potersi ottenere con sole estrazioni
di radicali quadratici, affinch¢ i1 problemi stessi riuscissero
risoluti con rette e circoli; invece questa equazione importa
generalmente, in modo neccssario, I’ estrazione di un ra-
dicale cubico. '

Quanto alla quadratura (o alla rettificazione) del circolo,
si tratta di un problema anche piu elevato, giacch¢ esso
dipende analiticamente dal calcolo del numero di Ludolf .
Se la guadratura del circolo si potesse ottencre colla riga
e col compasso, si potrebbe anclie ottenere un’ equazione
algebrica, a coefficienti razionali, di cui = fosse radice; ed
anzi una tale equazione dovrebhe potersi risolvere con sole
estrazioni di radicali quadratici. Ora, anche prescindendo
dall’ ultima condizione, ¢ stato dimostrato dal LINDEMANN
(Mathematische Annalen, 1882) che = non soddisfa ad alcuna
equazione algebrica a cocfficienti razionali, siceh¢ il pro-
hlema della sua detcrminazione (ossia quello della quadra-
turasdel circolo) ¢ un problema (rascendente, invece che
algebrico.
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Ma se i tre problemi classici sopra menzionati sono irri-
solubili colla riga e col ecompasso, la loro risoluzione deve
essere cercata coll’uso di linee piut elevate del cerchio, o
di strumenti pitt elevati del compasso.

Per i due primi problemi (del 3.° grado) hasta il traccia-
mento di coniche, e quindi uno strumento (compasso. ellit-
tico, iperbolico o paraholico) atto a tracciare queste linee.

L’ ultimo inveee richiede linee o strumenti piu elevati,
eppure si risolve oggi ancl’ esso, nel disegno, coll’uso dello
strumento « infegrafo » di ABDANK-ABAKANOWICZ.

Lasciando da parte le precedenti considerazioni, andiamo
ora a parlare del problema delle intersczioni di due coniche,
cominciando dai casi in cui esso si riduce a problemi di 2°
grado, per venire poi a delimitare la classc dei problemi di
3.2 grado.

75. Intersezioni di due coniche aventi due ele-
menti comuni dati. — Il problema generale di determi-
nare gli elementi comuni a duc coniche di un piano non ¢é
di 2.° grado e non si puo ridurre alla risoluzione di succes-
sivi problemi di 2.° grado : cio si pud stabilire analiticamente
dimostrando che la sua risoluzione dipende da un’ equazione
irriducibile di 4.° grado.

Sono tuttavia problemi di 2.° grado, o si riducono a pro-
blemi di 2.2 grado, e si risolvono quando si ha nel piano
una conica fondamentale fissa, i problemi relativi a tali in-
tersezioni, ove gia sieno dati due clementi (punti o tan-
genti) comuni alle date coniclie. Ci rifecrianmo alle coniche,
luogo, lasciando che si traducano per dualith questi svi-
luppi.

Anzitutto notiamo che (§ 63) due coniche non possono
avere pitt di quattro punti comuni, altrimenti coincidereb-
bero. S¢ in un punto comune esse hanno altresi comune la
tangente, deve ritencrsi che ivi sicno riuniti almeno, due
punti (infinitamente vicini) comuni alle due coniche.
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Dopo cid si vogliono risolvere, in un dato piano (ove
operiamo) i seguenti problemi:

1.° PROBLEMA. — Determinare le (eventuali) ulteriori in-
tersesioni di due coniche aventi due punti comuni dati.

Sieno K, XK' due coniche (d’un piano) aventi comuni
due punti 4, B. Si proiettano ad esempio da A, B i punti
di K su K. Si ottiene su K’ una proiettivith di cui si puo
determinare I’asse di collineazione u; i suoi (eventuali)
punti d’intersezione con K' sono anche comuni a XK. La
prima parte della costruzione si effettua linearmente ove le
XK, K' sieno individuate per 5 clementi (stante le costru-
zioni dal § 63). Le intersezioni di XK' (o K) colla retta u si
determinano colla costruzione di 2.° grado indicata (§ 73),
data nel piano una conica fissa.
La costruzione diventa semplicis-
sima se una delle coniche X, K’
& completamente tracciata, e puod
quindi assumersi come conica fon-
damentale. .

OSSERVAZIONE. — Le due co-
niche K, A’ hanno oltre A4, B:

a) due punti comuni M,, N,
se u riesce secante per una di
-esse (e quindi per ambeduc), e
non passa per A, B,

h) un punto comune di con- v
tatto (cio¢ colla stessa tangente), se v ¢ tangente fuori di
A BakK, K; '

¢) nessun punto comune, se u ¢ esterna a K, K’; ma
in tal caso si potrebbe dimostrare che le due coniche de-
terminano sopra u la medesima involuzione di punti coniu-
gati, cio¢ che la u ha comuni con esse gli stessi punti im-
maginarii. '

Le due coniche K, K’ hanno un punto di contatto in A
o in B, se u passa per A o B.
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Se le due coniche K, K' hanno oltre ad 4, B un altro
punto comune dato M, 1 ulteriore intersezione N, si co-
struisce linearmente. I punto N, puo cadere eventualmente
in A4, B, M, essendo allora uno di questi un punto di contatto.

Se le due coniche K, K' hanno comuni A, Bela tan-
gente in uno di essi, per esempio in A4, esse hanno in ge-
ncrale comune un altro punto, che si costruisce linearmente.
Lccezionalmente questo punto pud cadere in B, che sara
allora punto di contatto, oppure in A4 che si direbbe un
punto di contatto tripunto.

Questi vari casi offriranno utili costruzioni, da cscguirsi
come esercizi. R

OSSERVAZIONE 28, — La costruzione che risolve il pro-
hlema proposto non vale pel caso in cui i punti comuni
alle due coniche, che si suppongono dati, sieno imma-
ginarii. )

Ma si pud assegnare un’ altra costruzione valida anche
per questo caso. Ci limitiamo ad accennarla proponendo
che essa venga sviluppata come esercizio: '

Sia p la l’eﬁta, su cui le due coniche date K e K’ segano
la medesima coppia di punti, reali o immaginarii coniugati,
che sono conosciuti come punti doppi di un’involuzione 1.
sSe K, K’ non sono hitangenti, la p ha, rispetto ad esse, due
diversi poli P, ', la cui congiungente ¢ = PP, ammette 1o
stesso polo A rispetto ad ambedue le coniche suddette. 11
punto A4 apparticne alla p, ¢ per esso passa una seconda
retta p’ segante le K, K' nei medesimi punti reali o iimma-
-ginarii coniugati. .

Questa retta p' si determina nel modo seguente.

Sopra la a si hanno due involuzioni di punti coniugati,
che ammettono una coppia comune BC, costituita di punti
reali o immaginarii coniugati. In ogni caso (§ 38) si puo
costruire il coniugato armonico del punto p« rispetto a BC';
si ottiene cost un punto che proiettato da A, di la retta p’
domandata.
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* In particolare * si domanda, come esercizio, di determi-
nare le intersezioni di due cerchi, uno dei quali sia dato
mediante tre punti. Si ottiene, per la via accennata, una
nuova costruzione del loro asse radicale (§ 40).

OSSERVAZIONE 3.2 — I& ovvio poi che la risoluzione del
problema trattato innanzi vale (stante il § 63) pel caso in -
cui fra i punti che servono a determinare una delle due
coniche K, K', all’infuori dei loro punti comuni A, B, ci
sieno due punti immaginarii.

2.° PROBLEMA. — Determinare le (eventuali) ulteriord
intersesioni di due coniche aventi un dato punto comunce
di contatto.

Sieno KA, K' due coniche aventi il punto comune A, ed
in csso la stessa tangente «. Riferiamo prospettivamemte le
due coniche come sczioni del fascio 4 ; esse risultano allora
omologiche (§ 71), ¢ I’ asse di omologia le sega negli (even-
tuali) ulteriori punti che csse hanno comuni.

Si pud costruire il detto asse linearmente, allorché le
due coniche sicno definite per 5 elementi.

Infatti si costruiscano 3 coppie di punti corrispondenti
BB, CC’, DD (sezioni di K, K’ con 3 raggiper A). Le rette
corrispondenti BC, B'C’;, BD, B'IV, ccc¢. 8 incontrano sul-
I’ asse d’ ormologia.

OSSERVAZIONE 1.* — S¢ « non passa per A, le due conichio
A, K’ hammo fuori di 4 due punti comuni, o un punto di
contatto, o nessun punto, secondoché u ¢ secante, tangente
o esterna (ad una e quindi) ad amhedue le coniche.

Se u passa per A, ma non ¢ la tangente ¢, le K, A"
hanno in A un contatto tripunto, e vi ¢ una ulteriore in-
tersezione di A, K’ fuori di A, la quale puo essere determi-
nata linearmente. In tal caso si dice che le due coniche si
osculano in A. Se u coincide con «, le K, K' non hanno ulte-
riori intersezioni, ossia hanno un contatto quadripunto in A.

Si pud vedere come esista unae conica K" passante per
due punti dati fuori di una conica K, ed avente un con-
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tatto tripunto con K in un dato punto. Similmente esiste
una conica K’ avente un contatto quadripunto con una data
A in un punto, e passante per un altro punto fuori di X.

Si potra assegnare in ambedue i casi (linearmente)
quanti si vogliano punti di K.

Limerge dalle precedenti considerazioni che, come si pud
dire che due. coniche (semplicemente) tangenti in un punto
hanno ivi riunite due intersezioni infinitamente vicine, cosi
un contatto tripunto o quadripunto si possono riguardare
come equivalenti a tre o rispettivamente a quattro interse-
zioni infinitamente vicine delle due coniche.

OsSERVAZIONE 2.2 — Secondo il § 63 la risoluzione del
problema viene data anche per il caso in cui una declle
due coniche K, K, sia determinata (oltrech¢ dal punto A
e dalla relativa tangente) da tre punti, due dei quali sicno
immaginarii.

In particolare * merita di essere rilevato che: In ogni
punto di una conica, vi ¢ un cerchio osculatore, avente con
e3sa, nel punto dato, un contatto tripunto.

3. PROBLEMA. — Determinare le (eventuali) interse-
zioni di due coniche aventi due date tangenti comuni.

Questo problema ¢ di grado superiore al 2.°, perch¢ com-
porta fino a 4 soluzioni; tuttavia la sua risoluzione si puod
far dipendere da quella di due successivi problemi di 2.°
grado.

Sicno K, K’ due coniche, tangenti alle rctte ¢,, ¢, che
s’ incontrano in O. Sappiamo che uno degli angoli ¢, £, (con-
tenente K) ¢ tutto costituito di rette secanti A, 1'altro di
rette esterne. Se K, K' sono contenute in diversi angoli ¢,7,,
esse, salvo che abbiano comune uno o ambedue i punti di
contatto con f;, ¢,, non hanno alcun punto comune.

Supponiamo duncue che K, K’ sieno iscritte nello Sstesso
angolo ¢, ¢,; escludiamo inoltre che ¢,, ¢, abhiano lo stesso
punto di contatto colle due coniche, giacchc¢ questo caso ci
riconduce al problema precedente. Ogni retta per O segantc
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una conica sega anche I’ altra. Sia ¢ una tal retta ed AA4,, B B’
le coppie segate su ¢ da K, K'. Possiamo riferire-'proiettiva-
mente le due coniche K, K’ facendo corrispondere i punti T,
T'l, e T, T', in cui esse sono toccate da ¢,, ¢,, e i punti 4, B’
oppure i punti A4, B)'. Tanto per 1'uno quanto per 1 altro
riferimento le due coniche risultano omologiche (§ 71), e
gli assi delle omologie, determinati dalle intersezioni delle
rette corrispondenti, interse-
cano le dette coniche nei me-
desimi punti. Si ottengono
cosi, se i detti assi sono se-
canti, 4 intersezioni delle due
coniche date.

OSSERVAZIONE. — In ogni
caso si potrebhbe provare che
le due coniche determinano
su ciascuno dei nominati assi
la stessa involuzione di punti
coniugati, onde se mancano
due o tutte e quattro le intersezioni reali, esse vengono so-
stituite rispettivamente da una o da due coppie di punti
immaginarii comuni alle coniche stesse.

In modo correlativo si risolve il seguente:

6.° PROBLEMA. — Determinare le tangenti comuni a due.
coniche aventi due punti comuni datd.

Lasciamo svolgere la costruzione relativa come esercizio.
I proponiamo come esercizio di trattare i casi, cui danno
luogo i problemi 5.° e 6.° quando i punti o le tangenti co-
muni che vengono dati per le due coniche, sieno immagi-
narii. La medesima costruzione ¢ ancora applicabile.

In particolare * si determinino le tangenti comuni a due
cerchi.

§ 76. Problemi di 3.° grado — Determinazione degli
elementi uniti di un’ omografia piana. — Asse d’ una
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congruenza nella stella. — Diremo problema fondamern-
tale di 3.° grado il problema di determinare le ulteriori in-
tersezioni di due coniche d’un piano, aventi un dafo punto
comune non di contatto. Questo problema non ¢ riducibile
a problemi di 1.° grado e di 2.° grado. Esso non puo essere
risoluto colla riga e col compasso, ma coll’uso di istru-
menti pitt elevati (come il compasso ellittico, ecc.) atti a
tracciare le coniche. Sono problemi di 3.° grado tutti quelli
che possono ridursi linearmente alla risoluzione del pro-
blema fondamentale sopra nominato.

I problemi di 3.° grado hanno ¢re soluzioni reali al pit e
una almeno; giacche due coniche (d’ un piano) aventi comune
un punto, non di contatto, hanno comune al pit altri tre
punti reali e almeno uno, come ci proponiamo di dimostrare.

Premettiamo il seguente :

LEMMA. — Sieno K una conica ¢d O un punto esterno;

0 “ b le tangenti condotte da O a A’;
A, Biloro punti di contatto. Si
indichi con o I’angolo «b costituito
delle rette per O sccanti la conica
§ 6Y). Le intersezioni di una rctta
dell’ angolo w con A separano A, B
su A, perché si corrispondono in
una mvolu/lone di cui 4, B sono punti doppi; vi ¢ dunque
una delle nominate intersezioni in ciascuno dei due archi
AB della conica. Viceversa ogni punto di un arco AB, con-
giunto con O, da una retta di o. Ora vogliamo dimostrare
che fale corrispondensa biunivoca fra le rette dell’ angolo
w e i punti d’ un arco AB é ordinate, cioé che mentre un
punto si muove sulla’ conica descrivendo un arco AB, il
aggio che lo unisce ad O si muove nel fascio deserivendo

I’angolo w. _

Su K si prendano due punti qualunque C, D 4’ un arco
AB, tali che per csempio D segua C nell’ ordine (ACB) di
K, e quindi ACDB sieno susseguentisi,; facciamo vedere (¢
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cosi sara stabilito il lemuna) che si susseguiranno, nel fa-
scio O, le rette:

a = 04, ¢c = 0C,d = 0D, b = OB.

‘A tal fine si seghino le rette @, ¢, d, b, colla AD, rispet-
tivamente nei punti 4, C,, D, E,; basta dimostrare che sono
susseguentisi i punti A, C,, D, B, ossia che A4, D sepa-

rano C, B,.

Ora cid segue dal § 69. In\ ero il punto C, ¢ interno alla
conica K, giacché i punti d’in-
tersezione C, C' di ¢ con A se-
parano i punti A, D su K, per-
ch¢ €' segue a B nell’ ordine
(ACDB); inveee B, ¢ esterno a
I appartenendo alla sua tan-
gente 0, Con cio il lemma ¢
stabilito.

Dopo c¢id si pud dimostrare
il seguente

TEoOREMA. — Due coniche d' un piano aventi comune un
punto non di contatto, hanno almeno un altro punto. co-
mune, e correlativamente due coniche di un piano aventi
una tangente comune che le tocchi in punti dwer& hanno.
comune alimeno un' altra tangente.

Sicno A, L7 due coniche d'un piano aventi comune il
punto A, non di contatto. Si consideri la tangente in A alla
conica A, la quale in-

contrera  in un  altro
punto B’ la conica KA.
Per B, si conduca la
seconda tangente (oitre M|
la B'A) alla K; sia C
il suo punto di contatto
colla A ¢ C'lasua ul-
teriore intersezione con AL .
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Si indichi econ A 1’ angolo B'(AC) del fascio B’ costituito
dalle secanti di K; cioé¢ I’angolo in cui é iscritta la A Una
retta m di A incontra K in due punti M, M,, e la K’ in un
punto M’ oltre B. Ora fra le rette m dell’ angolo X ed i
punti analoghi ad M, M, su K, 0 ad M’ su K’, nasceranno
delle corrispondenze ordinate, per le quali risultera stabilito
un riferimento 'ordinato dell’ angolo A rispettivamente ai due
archi AC della conica K', ¢ all’ arco
AC’, che non contiene B', della A”:
in conseguenza i tre archi nominati
risulteranno pure rviferiti ordinata-
mente fra loro.

Riferiamo ora proiettivamente le
due coniche K, K' come sezioni del
fascio A, e sia C’, la proiezione di C
su K; ai due archi AC di K vengono a corrispondere i due
archi (complementari) B'C’, di K".
Ora i due archi B'C’, risultano ri-
feriti in corrispondenza ordinata
(prospettica) ai due archi AC di K
e quindi in corrispondenza all’arco
AC' di K, che non contiene 5.

Vi sono da distinguere due casi:

1. B, C’}, non separano A4, C".

Allora si ha su K’ una corrispondenza ordinata tra 'arco
B'AC',, e I’arco interno AC’ che non contiene B'. Mentre un
punto si muove su K’ descrivendo il 1.° arco, il corrispon-
dente si muove descrivendo il 2.°; percid (§ 19) vi ¢ in AC’
~almeno un punto unito (diverso da A4), evidentemente co-
.mune alle due coniche K, K'.

2.° B'C',, separano A4, C'.

Allora se, su K, facciamo muovere un punto descrivendo
P arco AC’ che non contiene B', i corrispondenti punti de-
‘scriveranno gli archi complementari B’'C’; in senso tra loro
opposto; dunque uno di questi due archi verrd descritto in
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senso opposto al nominato arco AC’. In esso i due punti
mobhili corrispondenti ( che si vengono incontro) s’incontre-
ranno in un punto unito, come si pud provare colle’ consi-
derazioni del § 19; questo punto unito, diverso da A4, risul-
terd evidentemente comune alle due coniche. ,

.In ogni caso dunque le coniche K, K’ hanno (bl-tre A)
almeno un altro punto comune, ¢. d. d. _

" OSSERVAZIONE. — Un ulteriore esame della questione, se-
guendo i medesimi principii, permetterebbe di- assegnare
precisamente i casi in cui le due coniche date con un punto
coinune, abbiano ancora un altro o altri tre punti comuni,
oppure (in diverso modo) si tocchino; e ¢id avuto riguardo
alla loro posizione relativa, cio¢ all’ esistenza di punti del-
I’una esterni o interni all’ altra, ecc.
~ Quando poi sieno date, in un piano, due coniche, senza
che si sappia a priori se esse hanno qualche punto comune,
considerazioni di simil natura permetterebbero di decidere
se vi sono intersezioni o no; quest’ ultimo caso corrispon—
dendo all’ipotesi che le due coniche sieno ciascuna esterna
all’ altra, oppure che una di esse sia interna all’ altra.

A questi resultati (ed ai correlativi) perfettamente rispon-
denti alla nostra intuizione, perviene con ragionzimento Ti-
goroso il sig. MACCAFERRI nella Nota « Su di un teorema.
fondamentale relativo agli elementi comuni di due coniche nel
piano » (Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, 1895).

Infine quando si abbiano in un piano due coniche senza
punti (reali) comuni, si pud6 domandare, se le coniche stesse
abbiano sempre comuni dei punti immaginarii.

Seguendo 1’ ordine di ragionamenti che sviluppiamo nel
cap. XIII, riferendoci al confronto di una conica (realc) e di
una polarith uniforme (conica immaginaria) si perverrebbe
a mostrare che esistono sempre due coppie di punti imma-
ginarii comuni alle due coniche (e correlativamente).

Noi lasceremo d’inoltrarci in siffatta analisi, e passeremo
invece a sviluppare le conseguenze del teorema innanzi sta-
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bilito, proponendoci la risoluzione del ‘seguente problema di

~ 3.0 grado: -

Determinare i punti uniti di un’ omografia pmna non
omologzca. . '

‘Si prenda nel piano dell’ omografia un punto A, non unito
e non. appartenente ad alcuna retta unita, cid che - pud
sempre farsi, perch¢ la data omograﬁa non ¢. una omo-
logia. ‘ '

Sia A' il punto cornspondente ad 4, ed A” il punto cor-
rlspondento ad A. I punti A, A', A” non si trovano sopra
una retta, giacch¢ questa dovrebhe essere unita. '

Ora i fasci A, A, e cosi i fasei A’, A", risultano riferiti
proiettivamehte dall’ omografia, e tale. riferimento non ¢
prospettivo, perché le rette AA’;, A’A” non sono unite.

I primi due fasci -genereranno una coﬁica K passante
per A, A, ¢ tangente in A’ alla
retta A’A”; 1 secondi fasci gene-
reranno un’ altra conica A’ pas-
sante per A, A", e tangente in
A alla 44'. Le due coniche, a-
vendo in comune il 1511ntc5 A,
4 dove non si toceano, si incon-
treranno ultomormcntc in qualehe punto: in un punto al-
meno, od in tre punti al pit. Questi punti A’ intersezione, ed -
essi soli, saranno i punti uniti dell’omografia. _

Infatti, sia X un punto (diverso da A’) comunc alle duce
coniche; alle rette AX, A’X, corrispondono rispettivamento.
nell’ omografia, le A'X, A”X, ¢ quindi ad X corrisponde X
stesso. _ -

- Viceversa, se X ¢ un f)unto unito dell’ omografia, alle
rette AX, A’X, corrispondono rispettivamente le A'X, A"X,
¢ quindi X si trova sulle due coniche A, K. ‘

Correlativamentc si possono costruire le rette unite del-
I' omografia, le quali si ottengono anche come rette asso-
ciate ai punti uniti (§ 49).
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Si deduce che:

In ogni omografie piana vi é almeno. un punto unito,
ed almeno una retta unita.

Ora, col principio di dualitd nello spazio, dedurremo
ancora:

In ogni omografia di una stelle vi é almeno una retta
unita, ed almeno un piano unito.

COROLLARIO. © — In particolare, in una congruenza, data
in una stella propria (§ 54), vi saranno almeno una retta
unita @ ed un piano unito ad essa ortogonale.

Ora si consideri la congruenza nel fascio di piani di asse
«; questa potra essere diretta o inversa (§ 32). Esaminiamo
i due casi: _

1) Se la congruenza nel fascio « ¢ diretta, tutti i piani
per « possono esserc sovrapposti simultaneamente ai corri-
spondenti, eseguendo una rotazione attorno ad a; anzi questa
rotazione puo effettuarsi in due modi, descrivendo (in senso
opposto) angoli supplementari. Ora una rotazione siffatta,
sovrapporra tutti i raggi della stella ai corrispondenti, o li
portera ad occuparc posizioni simmetriche rispetto ad «
(generando nella stella una congrucnza con un fascio « di
piani uniti, la quale (§ 54) sard identica oppure sard una
simmetria rispetto ad «); anzi avverrda appunto che, ese-
guendo la rotazione in un senso opportuno, ogni raggio
venga sovrapposto all’ omologo, mentre dalla rotazione nel-
I’ altro senso esso sard portato nella posizione simmetrica.
Si vede dunque che la congruenza nella stella pud venire
generata da una rotazione attorno alla retta a; la quale evi-
dentemente ¢& unica retta unita, se si esclude il caso che
tutti i piani per a sieno uniti, caso in cui si ha una sim-
metria rispetto ad « e sono uniti tutti i raggi della stella
perpendicolari ad a.

2) Se la congruenza nel fascio di piani ¢ ¢ inversa, si
hanno per ¢ due piani uniti di simmetria, ed in ciascuno

una retta unita (ortogonale ad «) sezione col piano unito
: 20
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ortogonale ad «. Vi ¢ dunque un triedro rettangolo « 0 ¢,
di elementi uniti. Ora, poniamo che nel fascio unito di piani
avente come asse b, si abbia una congruenza diretta; poich¢
per & vi sono due piani uniti; potremo concludere che tutti
i piani per 0 saranno uniti, e la congruenza della stella
dovra essere una simmetria rispetto a 0. D’ altra parte, se
invece nel fascio o si ha una congruenza inversa, (simme-
tria rispetto ai piani ba, be), ¢ facile vedere che la con-
gruenza della stella ¢ una simmetria rispetto a c¢; infatti
ad ogni raggio x deve corrispondere I’ intersezione del piano
simmetrico di ax rispetto ad ec col piano simmetrico di dx
rispetto a oc. In conclusione la congruenza della stella (nella
nostra ipotesi 2.2) ¢ una simmetria rispetto ad un asse, ge-
nerabile colla rotazione di due angoli retti attorno a que-
st’ asse (§ 54).

Riassumendo abbiamo dunque:

Ogni congruensa in una stella propria puo essere ge-
nerata da una rotasione attorno ad un asse fisso.

Questo asse di rotazione ¢ sempre determinato ed ¢
I’ unica retta unita della congruenza, ove ¢uesta non sia
una simmetria.

In particolare si deduce:

Data una congruensa nel piano improprio, esiste sempre
una retta unite, sopra la quale resta subordinata una con-
gruensza diretia, ed un punto ynito, polo di questa retia
rispetto alla polarita assoluta. La congruenza (Supposta
non identica) del piano improprio possiede solianto un
punto ed una 7=etta unm oppure é un’ omologm armonica
(simmetria). '




_ CAPITOLO XIL

A~~~

' Proprieté.} focali delle cohiehe.

§ 77. Fuochi. — Un punto del piano di una conica pel
quale le rette coniugate sonn perpendicolari, cio¢ tale che
1I"involuzione dei raggi coniugati per esso sia quella degli
angoli retti, dicesi un fuoco declla conica.

OSSERVAZIONE. — Un fuoco di una conica ¢ un punto del
suo piano per cui si hanno come tangenti (immaginarice) le
rette (isotrope) che vanno ai punti ciclici.

Occupiamoci anzitutto della ricerca dei fuochi per le co-
niche a centro.

Poiché¢ 1 involuzione (degli angoli retti) costituita dai
raggi coniugati che passano per un fuoco ¢ ellittica, i f ﬁOC‘].Ii,
se esistono, sono interni alla conica.

Se un fuoco cade nel centro della conica, questa ¢ un
circolo (§ 59) ed allora non vi sono altri fuochi. Escludiamo
questo caso. ' ‘

Sia I un fuoco d’una conica a centro C, diverso dal
centro O di essa; si conduca il diametro OF. La retta per
F coniugata ad OF ¢, per la definizione di fuoco, perpendi-
colare in F' alla OF stessa; quindi il diametro OF é perpen-
dicolare (ad una e in conseguenza) a tutte le corde coniu-
gate, esso & dunque un asse della conica. Percid ogni fuoco
deve trovarsi sopra un asse della conica.
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Ora, I’ asse OF della conica C a cui appartiene un fuoco

I (poich¢ F ¢é interno) deve
1’ segare la conica in due punti

A, A, (vertici), e quindi, se la

conica stessa ¢ un’iperbole,
F A deve essere 1’asse principale
(§ 70).

Conduciamo rispettivamen-
C Cte in 4, A’ le tangenti ¢, &
alla conica, perpendicolari all’ asse AA'.

Proiettando da un punto declla .44’ i punti d incontro di
¢, ¢ con un’ altra tangente della C, si ottengono sempre due
rette coniugate (§ 60, tcorema a destra) giacché AA’ é la
polare del punto all’infinito #/'; in particolare la proprietd
enunciata sussiste ancora se le nominate intersezioni di ¢, ¢’
con una diversa tangente di C, vengono proicttate da F; e,
poich¢ F & un fuoco, i raggi proiettanti debbono in tal caso
cssere ortogonali. Dunque da un fuoco posto sull’ asse AA’
di C, si vede sotto angolo retto il segmento (finito) inter-
cetto sopra una qualunque tangente di C (diversa da ¢, ¢')
dalle ¢, 7'

Viceversa, tale proprietd serve a caratterizzare il fuoco,
“giacché un punto dell’ asse A4’ dal quale si veda sotto an-
golo retto il segmento finito intercetto sopra una tangente
da ¢, ¢, & un punto pel quale passano due coppic di raggi
coniugati ortogonali; onde I’involuzione dei raggi coniugati
per esso é quella degli angoli retti. '

Ci0 posto, distinguiamo i due casi dell’ ellisse e del-
1’ iperbole:

a) La conica C sia un’ellisse; sieno AA’, BB le due
coppie di vertici, sezioni di essa cogli assi. Suppongasi che
il segmento A A’ sia maggiore di BB, e si conduca in B’ la
tangente all’ ellisse (perpendicolare a BB’) ad incontrare ¢, ¢
rispettivamente in H, H’. 11 cerchio di diametro HH' in-
contra I’ asse 44’ in due punti F, F’, da ciascuno dei quali

AN
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si vede sotto angolo retto il segmento HH'; questi due punti
(e non altri punti dell’asse AA4’)

sono fuochi dell’ ellisse C. Se si B
ripete la costruzione scambiando ~
gli assi AA', BB, si stabilisce la A VA 'S
‘non esistenza di fuochi sull’ asse F Q yF’
BB, perché il circolo analogo a § : v t;
quello considerato innanzi, su cui g - B

essi dovrebbero trovzirsi, non sega 1'asse BB'. Infine sc le
lunghezze dei segmenti A4’, BB, sono eguali (caso del
cerchio, § 70) si otticne un solo fuoco comunc ai due assi,
ossia la ellisse ha un fuoco nel centro (cfr. § 59).

Resta dunque stabilito che, eccepito il caso del circolo,
Iellisse ha due fuochi appartenenti all’asse maggiore (0
principale). ‘

Inoltre il procedimento indicato fornisce la costruzione
dei fuochi dell’ ellisse.

Indicando con 2«, 20 le lunghezze dei due assi, si ha che
i fuochi dell’ ellisse sono i punti dell’ asse principale simme-
trici rispetto al centro e distanti da esso di ¢ = 1/a® — 0°
(vedi figura).

b) La conica C sia un’iperbole; sieno 4, A" i suoi ver-
tici, e ¢, ¢’ le rispettive tan-
genti in essi. I due asin-- \
toti sono segati dalle tan- "l
genti 7, ¢ in due coppic di ’
punti HH', KK'; e quc- FVA AN ANY
ste sono le coppie di ver- . |B
tici opposti di un rettan-
golo che ha per mediane
gli assi. Ora un fuoco dell’ iperhbole, supposto esistente, ¢
caratterizzato dal fatto di essere un punto dell’ asse AA’ da
cui si vede sotto angolo retto il segmento HH' (o KK');
esistono dunque per I’ iperbole C due fuochi sull’assc tra-
sverso AA’) e si costruiscono come sczioni dell’ asse stesso

HI
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col cerchio circosceritto al rettangolo KK H’, cerchio avente
il centro necl centro O dell’ iperbole. '

. ‘S‘e 2a, 20 sono rispettivamente le lunghezze AA’ del-
I’ asse principale (trasverso), e dell’asse ideale (§ 70), i fuochi
disteranno dunque dal centro della lunghezza ¢ = 1/a* + 6%,

Le lunghezze 2«, 20 dei due assi essendo uguali per '
I’ iperbole equilatera, in tal caso i due fuochi disteranno dal
eentro di ¢ = |/2.a.

Riassumendo, possiamo enunciare il

TEOREMA. — In una conica a centro avente le lunghezse
degli assi 2a, 2b, esistono due juochi posti sull’ asse prin-
cipale e distanti dal centro di 1/« = 0%, dove il segno
superiore vale per U iperbole, ed il segno inferiore per
U ellisse. Quando a = b [’ ellisse si riduce ad un cerchio,
ed i fuochi vengono « coincidere nel suo centro.

Questo teorema racchiude la pitt semplice costruzione
dei fuochi.

Il ragionamento che ha servito alla ricerca dei fuochi
per le coniche a centro, ci ha anche mostrata la seguente
proprietd caratteristica di essi, di cui abbiamo fatto uso:

Data una conica « centro, il segmento intercetto sopra
unec tangente qualunque di essa dalle tangenti nei vertici
dell’ asse p/’incipalc; ¢ veduto da un fuoco sotto angolo retto.

Rivolgiamoci ora a cercare se esistono fuochi nella pa-
rabola. Dimostreremo che ne esiste wno, e vedremo come
€sso possa determinarsi.

Come per le coniche a centro, si
prova che se la parabola ha un fuoco F,
questo appartiené all’asse ed é interno
alla parahola; inoltre da F deve vedersi
sotto angolo retto il segmento HH o, di
una qualsiasi tangente, intercetto dalla
tangente ¢ nel vertice, e dalla retta al-
I’ infinito (tangente ¢ nel vertice all’in-
finito della conica).

HI
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‘Viceversa, una tale proprietd caratterizza il fuoco della
parabola. v

Ora, si consideri una qualunque tangente propria della
- parabola diversa da ¢; questa segherd la ¢ in un punto pro-
prio H. La perpendicolare ad HM in H incontrera 1’ asse
della parabola in un punto proprio F.

I1 punto F cosi determinato ¢ un fuoco, perché da esso
escono due coppie di raggi coniugati ortogonali: 1’asse e
la sua perpendicolare, la retta I'H e la parallela ad HM.
Viceversa, per cido che ¢ stato detto innanzi, non vi sono
altri fuochi della parahola, oltre F.

Si-conclude il

TEOREMA : La parabola ha un fuoco che é un punto in-
terno dell’ asse.

I1 fuoco della parabola si costruisce nel modo preceden-
temente indicato, che ha servito a determinarlo.

Il luogo dei piedi delle perpendicolari alle tangenti
della parabola, condotte dal fuoco, é la tangente nel vertice.

OSSERVAZIONE. — Per questa proprieth la tangente nel
vertice della parahola dicesi podaria del fuoco.

§ 78. Direttrici. Proprieta focali angolari. — Per lo
studio delle proprieta (focali) inerenti ai fuochi delle co-
niche, giova considerare le polari dei fuochi, dette direttricc
(ciascuna corrispondente ad un fuoco). ,

L’ ellisse e 1’iperbole posseggono due direttrici perpendi-
colari all’ asse principale ed esterne alla conica; il cerchio
ha come unica direttrice la retta all’ infinito.

La parabola possiede una direttrice perpendicdlare all’ asse.

Il punto d’intersezione di ciascuna direttrice coll’ asse
principale, insieme al fuoco corrispondente, separa armoni-
camente la coppia dei vertici appartenenti all’ asse.

Sia P un punto qualuncue del piano, esterno ad una
data conica, e sieno 7, 7” i punti di contatto delle tangenti
alla conica condotte da P. Sardh T 7" la polare di P; quindi
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il punto Q, intersezione della 7'T" colla direttrice d polare
.del fuoco F, sari il polo della
retta PF. Ne segue che le rette
FP, FQ uscenti dal fuoco F
saranno coniugate e quindi
perpendicolari fra loro. D’ altra
parte il punto Q' intersezione
0 della retta 7'7" colla- PF (po-
A lare di Q) ¢ il coniugato armo-
nico di Q rispetto a 7,7"; quindi il gruppo di raggi A(T71" QQ’)
ottenuto proiettando da F il gruppo armonico 7'7" Q@ sara
esso pure armonico; ma poiche i raggi FQ, FQ (= FP)
sono ortogonali, gli altri due raggi /7, F'1” saranno ugual-
mente inclinati sui nominati (§ 17). ‘

Si deduce il ‘

1. TEOREMA. — Le reite congiungenti un fuoco di una

conica col punti di contatto di due tangenti, sono ugual-
mente inclinate sulla retta che unisce il juoco al punto
a’ intersesione delle due tangenti.

In particolare le tangenti ad una conica negli estremi di
una corda passante per un fuoco, s’ incontrano sulla per-
pendicolare alla corda nel fuoco.

Si consideri ora un triangolo circoscritto ad una conica,
formato da tre tangenti m, n, p di essa, ed avente come

vertici (rispettivamente opposti

ai detti lati) i punti M, N, P.
_Sieno M, N, P, rispettiva-
mente i punti di contatto delle
tangent)iy'm, n, p colla conica.
Se ./ ¢ un fuoco della conica
si ha pel teorema precedente:

N,FP = -~ MFN,

onde NFP = % N,FP,
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Di qui si deduce che, comunque si vari la tangente m della
conica (diversa da n, p), restando fisse le n, p, 1’angolo
sotto cui ¢ visto dal fuoco il segmento intercetto da »n, p
su m, resta costante. )

Ossia, si ha il e _

2. TEOREMA. — Il segmento finito intercetto sopm una
tangente variabile di una conica da due tangenti fisse, &
visto da un Juoco sotto un angolo costante, che ¢ la meta
di uno degli angoli formati dai raggi proiettanti dal Juoco
I punti di contatto delle due tangenti. '

Un caso particolare di questo teoreina é quello dato nel
paragrafo precedente, ove le due tangentl fisse sono le tan-
genti nei vertici dell’ asse principale (una delle quali é la
retta all’ infinito se si tratta d’ una parabola).

Ritorniamo al 1.° teorema, e supponiamo che uno, 7" dei
punti di contatto 7, 77, delle tangenti  ivi considerate, sia
un vertice della conica sull’ asse
principale. Conservando le nota-
zioni ivi poste, sard la retta PI7
una bisettrice dell’angolo 7FT7. Se — I‘;"""’ F’; K
{supponcndo la conica a centro e :
non un cerchio) si considera I’ altro
fuoco I, sara ancora I’ una bisettrice dell’ angolo TF'71".

Ora siccome il punto P si trova sulle hisettrici degli an--
goli TI"T" e TF1" esso dista ugualmente dalle tre rette
TF, TF', FF'; segue che la retta PT1 biseca uno degli an-
goli FTI". La retta TP cssendo la tangente in 7' alla co-
nica, si conclude il ‘

3.° TEOREMA. — Data una conica « centro, la tangente
in un punto biseca uno degli angoli formati dai raggi
proiettanti dui fuochi il detfo punto (si pad dire che la
cosa vale anche per il cireolo ove ogni tangente & ortogo-
nale al raggio che va al punto di contatto).

OSSERVAZIONE. — La tangente in un punto alla conica
biseca I’ angolo esterno dei raggi proiettanti il punto.dai
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fuochi, considerando come angolo interno di essi quello che
sega, sull’ asse principale il segmento /" interno alla co-
nica; tale segmento interno ¢ finito nel caso dell’ ellisse,
infinito per I’ iperbole. '

Se nel 1.° teorcma applicato alla parabola si suppone
che uno, 77, dei punti di contatto delle tangenti ivi consi-
derate, sia all’ infinito, si deduce il seguente:

P. 4.° TEOREMA. — Data una parae-
bola, la tangente in un punto bi-
seca uno degli angoli formati dal
raggio che unisce il fuoco al punto e
dal diametro passante per il punto
stesso.

OSSERVAZIONE. — La tangente in 7
alla parabola é hisettrice dell’ angolo
esterno formato dalle nominate rette,
considerando come angolo interno di esse qucllo che sega.
sull’ asse il segmento F'717,, interno alla parabola.

-

§ 79. Proprieta focali segmentarie. — Abbiamo fin
qui esaminato le proprieta focali angolari, cio¢ quéllc che
esprimono relazioni d’ angoli; esaminiamo ora le propricta
focali segmentarie.

11 segmento finito che unisce un punto proprio d’ una
conica ad un fuoco si suole designare col nome di raggio
Jocale o vettore del punto. .

Sopra una conica prendiamo
due punti ad -arbitrio 7, 7% e
congiungiamoli con un fuoco ¥
‘Risulta dalla dimostrazione del
1.° teorema (del paragrafo pre-
cedente) che la retta FQ con-
giungente il fuoco F col punto
comune alla corrispondente di-

\

rettrice d e alla retta T7' é

U T
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una hisettrice dell’angolo’ TFT"; quindi (per una nota pro-
prictd elementare) ’

FT . FT = TQ: T'Q. &

Ora consideriamo per 7, T rispettivamente le pérpendi-’
colari TU, TV alla retta d. Si avra: ’ '
7Q:1T'Q = TU ' 1T"V,
e quindi ‘
I'T . FT = 1TU . TV
ossia _
TF . TU = TF : T'V.

Esprimendo in parole tale relazione 51 ha il

5. TEOREMA. — Le distanze d’ un punto di una conice
da un jfuoco e dalle corrispondente diretirice sono in
rapporto costante. A

Questo rapporto ¢ quello secondo il quale un vertice
della conica divide il segmento dell’ asse compreso tra il
fuoco ¢ la corrispondente direttrice.

Nelle coniche a centro tale rapporto relativo ad un fuoco
cd alla direttrice sua polare, uguaglia il rapporto relativo
all’ altro fuoco ed alla corrispondente direttrice, per la sim-
metria della conica rispetto all’ asse non principale. '

11 nominato rapporto si designa con e e si chiama ec-
centricita della conica.

Se si tratta di una conica a centro, ed a & la semi-lun-
ghezza dell’ asse princi- i
pale, 0 la semilunghezza
dell’ altro asse; la di-
za dei fuochi dal centro
6§ e =va + o, D
dove il segno — vale per.
Iellisse ed il segno -+
per- I’ iperhole.
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- Allora dico che I’ eccentricita é:

= _V&=xEb
. a o « :
. Per dimostrarlo riferiamoci, p. e., alla ellisse indicata
nella figura. Allora si ha (considerando i segmenti in va-
FA '

DA

Ora OA=uq, OF = ¢, FA = 0A — OF = a — ¢; @ altra

lore assoluto) e =

- . . 2
parte (poiché il gruppo AA,FD é armenico) OD = %, onde

L (@ _a R c
DA = 0D —0OA= . a=-- (¢ — e); quindi e = o

La cosa si dimostra nello stesso
modo per I’iperbole trattandosi di
segmenti presi in valore assoluto.

Nella parabola 1 eccentricitd &
uguale ad 1, vale ‘a dire che ogni
punto della parabola ¢ ecquidistante
4 dal fuoco e dalla direttrice; cio segue
\ dal fatto che il vertice della para-
hola é il punto medio del segmento dell’ asse cdmpreso tra
il fuoco e la direttrice (coniugato armonico del punto al-
I'infinito dell’asse).

Si pud dunque enunciare il

6. TEOREMA. L’ eccentricita di una conica é:
per U ellisse '

Sy

17a® — b?
a -

e = < 1,
per; la parabola , __

‘ , e = 1‘,
per I iperbole '

-

6_=V—aai-—b—>1.

OSSERVAZIONE. — L’ éccentricitd di un cerchio ¢ nulla.-
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Si consideri una conica a centro di eccentricita e, di cul

F, F’ sieno i fuochi, e T un U T v

punto qualunque. Sieno U, V AN

piedi delle perpendicolari con- / \\\\

dotte da T sulle direttrici &, @’ | A\ F T A

polari di F, F'. Si avra:. ’ i U

. . IF _ TF. 4
TU TV’

quindi (per un noto teorema sulle proporzioni)

= P4 1F _ TF — TF
T TU 4+ 1TV T TU =TV’
ora, (intendendo di prendere i valori assoluti dei segmenti
indicati) si ha che nell’ ellisse ¢ costante la somma 77U+ T'V,
distanza delle due direttrici; invece nell’ iperbole ¢ costante
la differenza TU — TV, che esprime in questo caso la di-
stanza delle due direttrici.

Dunque si ha il

7. TEOREMA. — La somma dei raggt focali di un punto
qualunque d’ una ellisse é costante ed uguale alla lunghesza
dell’ asse principale (somma dei raggi focali di un vertice).

La differensa dei raggi focali di un punto qualuuque
di una iperbole é costante, ed uguale alla lunghezza del-
I’ asse principale. .

8.° TEOREMA. — Se di un fuoco, di una conica « centro,
8t costruisce il punto simmetrico rispetto ad una tangente
variabile, il luogo di questo punto éun cerchio che ha per
centro U altro fuoco, e per raggio la lunghezza dell’ asse
principale.

Per brevitd riferiamoci nella di-
mostrazione al caso dell’ ellisse.
Sia A un punto di essa, a¢ la re-
" lativa tangente, P il punto sim-
metrico di ‘un fuoco F rispetto
ad «. I1 punto P si trova sul rag-
gio che dall’altro fuoco F' va al
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punto A (in forza del 3° Teorema, § 78) e quindi dista da I
di AP 4+ AF = AF 4 AF', cio¢ della lunghezza dell’ asse
principale c¢. d. d.

9.° TEOREMA. — Rispetto ad una conica a centro, il luogo
dei piedi delle perpendicolari abbassate da un juoco sopra
una tangente variabile, é un cerchio che ha per diametro
U asse principale.

Riferendoci alla medesima ellisse, sopra considerata, di
fuochi F, F’, consideriamo ancora la tangente ¢ in un
punto A di essa, e chiamiamo A7
il piede della perpendicolare ab-
bhassata da 17 su a.

Prolunghiamo 7'M ad incontrare
F'A nel punto P simmmetrico di 27
rispetto ad «, e congiungiamo M
col centro O dell’ cllisse.

Allora si vede che i triangoli OFAZ, F'FP sono simili ed

. 1 . . '
¢ OM = —- I'"P, donde risulta il teorcma.
OSSERVAZIONE. — Il cerchio di cui si parla ncll’ enun-

-ciato, per la sua proprictdh menzionata, dicesi podarie del
fuoco F (o F").

Ricordiamo che rispetto alla parabola, la podaria ¢ la
tangente nel vertice (cfr. § 77).

Sussiste poi per la parabola il seguente:

10.° TEOREMA. — Le tangenti alle parabole uscenti da
un qualunque punto della diretirice sono perpendicolari
Jra loro.

. Sieno H, K i due punti di contatto
delle tangenti condotte ad una para-
bola da un punto M della direttrice d.
Tali punti sono estremi d’ una corda
. passante pel fuoco F, perpendicolare

alla retta FM. Sieno poi A, A’ 1 piedi
a delle perpendicolari condotte rispet-
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tivamente da H, K su d. I triangoli rettangbli HH' M, HF M
sono uguali perché (pel 5.° e 6.° teorema) HH = HF,
«(uindi I’ angolo HMF = HMH’, ¢ similmente FMK = KMK';

k1

sicch¢ HMF = - ¢ d. d.

§ 80. Costruzioni relative ai fuochi. — I teoremi che
ahbbiamo stabilito, concernenti i fuochi delle coniche, per-
mettono di cffettuare elementarmente molte costruzioni re-
lative ad esse. Ad esempio si possono usare i teoremi 3.°
¢ 4. del § 78 per costruire la tangente in un punto ad una
«lata conica a centro, di cui si conoscono i fuochi, o ad una
parabola di cui si conosce il fuoco e la direzione dei dia-
metri. ‘ .

Noto un fuoco I, la corrispondente direttrice d e 1’ ec-
centricith e di una conica, si puo co- N
struire per punti la conica, conducendo ~ (__------_. d
tante parallele alla < (in modo che rie- \
scano secanti) e segando ciascuna di ‘
esse ccol cerchio di centro F il cui o ,"
raggio sta nel rapporto e alla distanza e- }
della retta da d (5.° teor., § 79). - )

I opportuno tener presente un’altra costruzione della
conica che si deswne conie caso particolare di una costru-
vione data nel § 63. Sc infatti si determina il vertice A della
conica (dividente il segmnento perpendicolare alla diret-
trice pel fuoco secondo il rapporto e), si conosce un punto
della conica, I’ involuzione subordinata da essa nel fascio
che ha come centro il fuoco, e la polare del fuoco (un
“punto reale ¢ due punti immaginarii colle rispettive tan-
genti). '

-La costruzione della conica si eﬁ‘ettua quindi per puntl
nel seguente modo:

Si determini anzitutto il punto A’ coniugato armonico
di A rispetto ad F e all'intersezione di FF'A con d&; ¢ si
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proiettino da A, A’ le coppie di punti coniugati su d (interse-
zioni dirette perpendicolari per F);
questi raggi proiettanti s’incon-
Z ) trano in punti della conica.

Si osservi il caso particolare
della parabhola.

Una costruzionc per tangenti
della conica individuata dai me-
desimi dati, si ottiene semplicemente nel seguente modo
(cfr. § 77):

‘Si conducano' le perpendicolari «, ¢’ alla AA' in AA’
(vertici della conica), e si congiun-

A P gano i punti P, P di esse il cui

P segmento ¢ visto dal fuoco F se-
condo un angolo retto.

4 F AT La costruzione vale anche pel

caso della parahola colla modifi-

a ' a cazione dovuta all’essere A’ un

punto improprio.
Dato un fuoco F' e due tangenti «, b coi relativi punti
di contatto A, B, la conica puod costruirsi per tangenti, con-

.

giungendo i punti «, 6 il cui segmento é visto da F sotto
I’ angolo —i— ABF (2.° teor., § 78), ecc.

OSSERVAZIONE. — Dato il fuoco F e la direttrice ¢ di una
parahola si possono determinare facil-
mente le intersezioni di essa con una
retta » pel fuoco. Invero, si determinino

~le bisettrici degli angoli di 7 coll’ asse,
e per i punti d’intersezione di queste
con d si conducano le perpendicolari

‘ a d; esse incontreranno r nei punt

cercati (cfr. il 5.° e 6.° teorema del precedente §).

Se di una conica sono dati i due fuochi ed una tan-
gente (non passante per uno di essi), oppure un fuoco e tre
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tangenti si possono usare le costruzioni che risultano come
casi particolari dal § 63 (coniche individuate da 5 tangenti
di cui una coppia o due coppie sono immaginarie). La-
sciamo svolgere tali costruzioni come esercizio.

Se si suppone, nel 2.° caso, che una delle tre tangenti
(reali) assegnate, sia la retta impropria, si ottiene una co-
struzione della parabola individuata per mezzo del fuoco e
di due tangenti (proprie).

Il notevole in particolare la seguente costruzione ele-
mentare della parabola per tangenti, noto il fuoco F ed il
vertice V, quindi la tangente ¢ in V| .
normale all’ asse VF. t P / '

Per i punti # di ¢ si conducano le H, :
perpendicolari ai raggi IFFH, si avranno
cosi tante tangenti della parabola (§ 77). H

Se dunque si vogliono condurre le V\ F
tangenti alla parabola per un punto
esterno P, esse potranno costruirsi, de-
terminandone le intersezioni con ¢, che sono i punti comuni
a t ed al cerchio di diametro PF.

OSSERVAZIONE. — Le coniche a centro, di un piano, che
hanno i medesimi fuochi diconsi omofocali. Esse costitui-
scono una schiera di coniche aventi 4 tangenti base imma-
ginarie (§ 65), cioé le duc coppie di tangenti immaginarie
condotte dai punti ciclici del piano.

Vi & nella schiera una conica tangente ad una retta data
(non passante per uno dei fuochi); e vi sono due coniche
per un punto aventi in esso come tangenti le bisettrici degli
angoli formati dai raggi focali. Una di queste & un’ellisse e
I’ altra un’iperbole (colle tangenti) perpendicolari.

Tutte le parabhole con lo stesso fuoco e lo stesso asse
compongono pure una schiera di parabole omofocali, aventi
comuni due tangenti immaginarie coniugate pei punti ci-
clici (intersccantisi nel fuoco), la tangente impropria ¢ il
relativo punto di contatto.

21
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Vi é nella schiera una parabola tangente ad una retta
(propria) non passante pel vertice; e vi sono due parabole
omofocali paSsanti per un punfo e perpendicolari fra loro.
Le relative costruzioni sono state precedentemente in- .
dicate. ‘




CAPITOLO XIIL

* Le proprieta metriche dei coni quadrioi.

§ 81. Gli assi dei coni quadrici. — Le proprietad gra-
fiche dei coni quadrici si ottengono subito, per dualita 0
per proiezione, da quelle delle coniche, e si possono qui ri-
guardare come note. Il cono quadrico ¢ definito come fon-
damentale per una polarith non uniforme della stella. Esso
puo riguardarsi come cono-luogo di rette, o come cono-in-
viluppo di piani ed ammette corrispondentemente due ge-
nerazioni con fasci proiettivi di piani o di raggi (non pro-
spettivi), ece.

Abbiamo gia avvertito (§ 56) che il cono quadrico puod
‘i‘ig'uardarsi come una superficie di punti, correlativamente
alla concezione di una conica come insieme di piani tangenti.

Sotto questo aspetto si presentano alcune proprieta, di
cui non abhiamo avuto occasione di notare le correlative,
perché nello studio delle coniche siamo rimasti nel piano.

Dato un cono ed un punto A4, diverso dal suo vertice O,
si dird piano polare del punto A, il piano polare del raggio
OA nella stella O.

I piani polari dei punti di una retta « non passante per O,
formano un fascio il cui asse «’ passa per O; a' dicesi la
retta polare di a. 11 piano Oca ¢ il piano polare di «’. Quindi
la «’ contiene i poli di @ rispetto alle coniche sezioni coi
p1am per essa.

Se « passa pel vertice O, 1‘1 sua polare riesce indetermi-
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nata, perché¢ tutti i punti di ¢« hanno lo stesso piano polare
rispetto al cono; ogni retta di questo piano puod rmuardary
come polare di «.

Due punti dello spazio si dicono coniugati rispetto al
eono, se il piano polare dell’ uno passa per I’ altro.

Due punti coniugati rispetto ad una conica, sezione piana
del eono, sono anche coniugati rispetto al cono.

Sopra una retta «, non passante pel vertice del cono, si
ha una involuzione di punti coniugati rispetto al cono;
questa ¢ anche I’ involuzione di punti coniugati determinata
sulla retta « da una conica qualsiasi, sezione del cono con
un-piano per «.

Dopo cid passiamo a guardare i coni quadrici sotto
I aspetto metrico, e cominciamo percio a distinguere i coni
propriamente detti, col vertice pl‘oprlo, dai cilindri, che
hanno il vertice improprio. '

Riferiamoci dappnma ai coni, escludendo per ora i ci-
lindri dalle successive considerazioni.

Abbiamo notato che i poli d’ una retta, non passante pel
vertice d’ un cono quadrico, rispetto alle coniche segate dai
piani per la retta, sono sulla polare di questa; dunque si
ha in particolarc: '

Una retta pel vertice d’ un cono quadrico, contiene tutti
¢ centri delle coniche, scsioni dei piani paralleli al piano
polare della retia. ,

Una retta pel vertice d’un cono, che sia perpendicolare
al proprio piano polare, dicesi un asse del cono. ‘

Un asse di un cono quadrico contiene i centri di tutte
le coniche sezioni coi piani perpendicolari ad esso.

Quindi: ,

Gli assi di un cono quadrico sono assi di simmetria di
esso; cio¢ insicme ad un punto del cono sta sul cono anche
il suo simmetrico rispetto ad un asse.

Gli assi di un cono sono le rettc pel vertice aventl lo
stesso piano polare rispetto al cono ¢ rispetto alla polarita
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ortogonale della stella (§ 54). Per comodita di ragionamento
seghiamo la stella con un piano non passante pel vertice,
e scegliamo come piano secante il piano all’ infinito; la ri-
cerca degli assi del cono si riduce cosi alla ricerca dei
punti del piano improprio, che hanno la stessa polare ri-
spetto alla conica K sezione del cono e alla polarith asso-
luta =, che & una particolare polaritd uniforme (§ 54). -

- Indicata con T la polaritd rispetto a K, i punti aventi la
stessa polare in =, 7', sono i punti uniti dell’ omografia pro-
dotto T'm, ossia i punti uniti dell’ omografia in cui si corri-
spondono i poli d’una retta rispetto a w, 7.

Si debbono distinguere due casi:
1.° L’ omografia I~ ¢ una omologia. Allora il centro
d’ omologia P ha come polare in =, 7, una retta, p, unita
per I’ omologia; e poich¢ p non appartiene a P, essendo =
uniforme, la p sara I'asse dell’ omologia. Su questo asse le
polarith =, 7" determinano la medesima involuzione di punti
coniugati.
Ora, nel nostro caso, si avra sull’ asse p dell’ omologia 1,
una involuzione di punti coniugati rispetto al cono, che
_coincidera colla involuzione assoluta di ogni piano per la
retta impropria p. Dunque le sezioni del cono coi piani pa-
ralleli contenenti p (non passanti pel vertice), sono circoli
(§ 59). I centri di questi circoli stanno sopra la polare di p,
che passa per P e quindi ¢ un asse del cono, ortogonale ai
piani secanti. In conseguenza il cono si pud considerare
come un cono di rotazione attorno a questo asse (§ 56).
2.° 1 omografia 7= non é un’ omologia. Vi. ¢ sempre
almeno un punto unito di essa, P, avente la stessa polare p
rispetto a =, 7. Su p le due involuzioni di punti coniugati
rispetto a =, 7, non coincidono; ma una almeno di queste
involuzioni (quella rispetto a =) & ecllitica; quindi (§ 37) esse
hanno una coppia comune RS. I punti P, 12, S sono i punti
uniti dell’ omografia 7w, vertici d’un triangolo coniugato,
comune alle due polarita =, 7. Proiettando P, R, S, dal ver-
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tice del cono, si hanno dunque fre assi, a due a due orto-
gonali. Si conclude: '

Un cono quadrico ha tre assi, a due a due ortogonali,
oppure é un cono di rotazione, ed in quest ultimo caso
possiede infiniti assi costituenti un fascio e la perpendi-
colare ad esso.

Escluso il caso del cono di rotazione, consideriamo i tre
assi @, b, ¢ d’un cono quadrico. Poiché¢ essi sono gli spigoli
d'un triedro coniugato, uno di essi, p. e. a, sard interno al
cono, e gli altri due esterni (§ 57); il primo verra denomi-
nato asse principale.

Le sezioni pianc ortogonali all’ asse principale « sono
ellissi tutte simili fra loro (perché¢ appartengono a piani
prospettivi paralleli); i loro assi-sono paralleli ai due assi
D, ¢ del cono. Le sezioni piane ortogonali ad un asse non
principale, sono iperbole coll’ asse trasverso parallelo al-
I’asse principale del cono, ecc.

I tre piani ortogonali determinati dagli assi a due a due
sono piani di simmetrie del cono quadrico, cio¢ insieme
ad un punto apparticne al cono anche il suo simmetrico ri-
spetto a ciascuno dei piani nominati.

OSSERVAZIONE. — Guardando soltanto al contenuto gra-
fico delle considerazioni precedenti, esse appariscono dirette
a trattare un caso del problema seguente:

« Date, in un piano, due polarita, determinare i punti del
piano che hanno la stessa polare rispetto ad esse ».

Questo problema (ove non riesca indeterminato) é del
3° grado. Si possono discutere, per esercizio, i vari casi cui
esso da luogo, supponendo ambedue le polarith uniformi o
ambedue dotate di conica fondamentale; quest’ ultima ipo-
tesi conduce ad un’ analisi pitt minuta.

§ 82. Sezioni circolari e rette focali del cono qua-
drico. — Cerchiamo in generale se fra le sezioni piane (pro-
2 p
prie) d’un cono quadrico vi sieno dei circoli.
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Anzitutto si vede che, se un piano sega un cono secondo
un circolo, lo stesso avviene di ogni piano parallelo, giac-
ch¢ la proprietd caratteristica perché un piano seghi un
.cono secondo un circolo, & che I involuzione di punti co-
" niugati sulla retta all’infinito del piano sia I’ involuzione
assoluta (in cui si corrispondono le direzioni ortogonali ap-
partenenti alla giacitura). Si tratta dunque di trovare le rette
all’ infinito, sopra le quali si ha come involuzione di punti
coniugati rispetto al cono, I’involuzione assoluta.

In altre parole si tratta di trovare, nel piano all’infinito,
le rette sopra le quali la conica K sezione del cono, e la
polarith assoluta =, subordinano la medesima involuzione
di punti coniugati.

Indichiamo ancora con 7 la polarita rispetto alla co-
nica K (nel piano all’ infinito).

Se I omografia prodotto 7'm ¢ un’ omologia (cio¢ se il
cono & di rotazione), 1’ asse p dell’ omologia ¢ appunto, come
si ¢ notato, una retta sostegno dclla stessa involuzione di
punti coniugati in = e in 7. Dico clhe, in tal caso, non vi
sono altre rette dotate di questa propricta. Infatti, si consi-
deri un punto qualunque A del piano,
fuori di P, p; esso ha due polari di- P
stinte rispetto a =, 7, le quali s’ incon-
trano in w7 punto coniugato di A; ma
queste due polari si corrispondono nel-
I’ omologia T'm e perd s incontrano P
su p. Ora, data una retta ¢, i punti (diversi dal punto P e
dal punto pe) che sono coniugati ai punti di essa contem-
poraneamente rispetto a w, 7, sono su p, e qumdl non pos-
sono stare su «, se non & a = p.

Si escluda il caso in cui la T'wm sia un’ omologia. Lss:
ha allora (come sappiamo) {re punti uniti 4, B, C, che SONo
-1 punti all’ infinito degli assi del cono.

I lati del triangolo A B C non sono sostegno d’ una stessa
involuzione in =, 7.

A
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Ogni punto diverso da A, B, C ha due polari distinte ri-

spetto a w, 7, e percido vi é un punto coniugato ad esso i

P P ambedue le polarith. Si consideri una

v qualsiasi retta p diversa dai lati del

triangolo ABC. Essa ha due poli P, I,

I distinti, nelle due polarita. Ogni punto

di p (diverso da A, B, C) ammette come punto coniugato

in =, T, I’intersezione delle due polari; queste polari, va-

riando il punto su p, descrivono duc fasci proiettivi cot
centri P, P.

I’ detti fasci sono prospettivi, se la retta PP’ ha lo stesso
polo rispetto a =, 7'; questo polo ¢ allora su p, ed ¢ uno
dei punti 4, B, C. Iscluso tale caso, i detti fasci non sono
prospettivi, quindi generano una conica, che ¢ il luogo dei
punti coniugati dei punti di p, tanto in = che in 7. '

Dunque, data una retta p, diversa dai lati del triangolo
ABC, i punti coniugati dei punti di p, tanto in = che in 7,
costituiscono una conica o una coppia di rette, che dircmo
luogo corrispondente a p. Avviene il 1° di questi casi o il 2°,
secondocheé p non passa per A4, B, C, o all'opposto passa
per uno di questi tre punti. Se p deve essere sostegno della
stessa involuzione di punti coniugati in =, 7', essa deve far
parte del luogo corrispondente, e percid deve passarc per
uno dei punti 4, B, C.

Si consideri ora una qualsiasi retta p pel punto A4, di-
A versa dalle AB, AC, e sia P il punto

in essa incontra la BC. Il punto P ha
rispettivamente in =, 7, due punti co-

niugati P,, P,, che sono i poli di p ri-

P spetto a m,37. , »
7p 3 P \Pz C ' I? IL.IOg'O corrispondente a p é allora.
costituito dalla retta BC = P, P,, po-

iare dal punto A, e dall’asse di prospettivith p’ dei due
fasei Py, P, descritti dalle polari (rispettivamente in =, 7°)
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dei punti di p (diversi da A). La retta p' passa per A, giac
ché P, 4, sono due punti coniugati tanto in = che in 7

Variando p per A, varia p’ passando sempre per A; alla
retta AB viene a corrispondere la AC (polare di B), e vi-
ceversa. ‘ \

Ora consideriamo la corrispondenza (non identica) cosi
ottenuta tra le rette p, p’, nel fascio 4, e dimostriamo che
essa ¢ proiettiva. Siccome il legame che definisce la rela-
zione tra p, p’, & reciproco, cosi resterd dimostrato che le
coppie pp’, si corrispondono in una involuzionc del fascio.

Per fare la dimostrazione accennata, prendiamo una retta
r per B, diversa da BA, BC, e costrmamo la retta 7, luogo
dei punti che sono coniugati dei
punti di », cosi nella polarita =
come nella 7. Due rette p, p’, cor-
rispondenti nel fascio A, segano
rispettivamente le », 7, in punti
coniugati; ma siccome la corri-
spondenza tra le coppie di punti coniugati su », # ¢ una
proiettivita (§ 60), anche la corrispondenza intercedente fra
le coppie di rette p, p, pel punto A, sard una proiettivita, e
quindi una involuzione, ¢. d. d.

Relativamente ai fasci B e C, si possono istituire ana-
loghe considerazioni. Si avranno cosi, nei fasci A4, B, C, tre
involuzioni 7a, I, Ic. ' '

I lati del triangolo ABC, per ciascun vertice, costitui-
scono una coppia della involuzione. L’involuzione stessa
sard quindi ellittica o iperbolica, secondoché¢ due rette co-
niugate in essa separeranno o no i lati del tmangolo ABC,
passanti pel loro punto comune. ,

‘In base a tale osservazione vediamo cosa possa dirsi in-
torno al senso di queste involuzioni.

Riferiamoci per cid a quelle considerazioni sui triangoli,
che abhiamo introdotte nel § 53. \

Sia P un punto del piano, fuori dei lati del triangolo ABC,




— 330 —

appartenente quindi ad una delle quattro regioni triango-
lari del piano definite dal triangolo ABC; e si designi con
P’ il punto coniugato ad esso rispetto w, 7' (intersezione
delle due polari di P). Il punto P’ cadra fuori della regione
' triangolare P . ABC, poiché¢ la polare
. di P rispetto a = & certo esterna ad
essa regione, essendo la © una po-
laritd uniforme:
Ora i punti P, P, vengono pro-
IPT tati dai punti 4, B, C, secondo cop-
pie di rette, coniugate rispettivamente nelle involuzioni
In, I, Ic. Ma, di queste coppie, due separeranno i lati del
triangolo ABC passanti pel loro punto comune, ed una no:
in conseg'uenza; delle tre involuzioni 7, Iy, Ic, una sara
iperbolica e due saranno ellittiche. Si deduce che esistono
due rette del piano, passanti per uno dei vertici del trian-
golo ABC, (e precisamente per uno dei due vertici esterni
a K — § 69) che sono sostegno della stessa involuzione (el—
littica) di punti coniugati nelle polarita =, 7.

Ricordando il significato delle polaritah =, 7, che sono
rispettivamente la polaritd assoluta, e la polaritd rispetto
alla conica, sezione del cono col piano all’infinito, si
deduce:

Un cono quadrico, che non sia un cono di rotasione,
ammette due fasci impropri di piani di sezione circolare;
e puod quindi riguardarsi sempre come un cono circolare
obliquo (§ 56).

Un cono di rotaszione ammette come sezioni piane cir-

colary soltanto quelle Jatte coi piani ortogonali all’ asse di
" rotazione. .

In un cono quadrcco, che non sia dz rotasione, i piani
di sezione circolare sono paralleli a due piani (ciclici)
pussanti per un asse non principale.

Ciascun piano ciclico gode della proprietd caratteristica
di contencre come involuzione di rette coniugate 1'involu-
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zione degli angoli retti. I piani ciclici d un cono qua-
drico presentano dunque una analogia coi fuochi delle
coniche.

Ma ai fuochi delle coniche fanno anche riscontro, per
un cono quadrico, due rette pel vertice che diconsi rette
Jfocali. Una retta focale pud definirsi come I’asse di un
fascio di piani nel quale I’involuzione dei piani coniugati
& quella degli angoli retti. Da questa definizione segue su-
bito che: '

Segando un cono quadrico coi piani (non passanti pel
vertice) ortogonali ad una retta focale, si ottengono coni-
che che hanno un jfuoco sulle nominata retia focale.

La determinazione delle rette focali di un cono quadrico
costituisce un problema correlativo alla determinazione dei
piani ciclici. Infatti le rette focali corrispondono ai punti del
piano all’ infinito, che sono centri di fasei, nei quali 1’ invo-
luzione delle rette coniugate rispetto alla conica C, sezione
del cono, ¢ anche I’involuzione delle rette coniugate rispetto
alla polarity assoluta m.

Possiamo dunque concluderc che:

Un cono quadrico, non di rotazione, possiede due rette
Jocali poste in uno dei piani di simmetria per I’ asse prin-
cipale. v

Un cono di rotazione possiede une sola retia focale,
che ¢ I asse di rotazione.

OSSERVAZIONE. — Guardando il loro contenuto grafico,
le considerazioni che ci hanno condotto alla determinazione.
delle sezioni circolari di un cono quadrico, o correlativa-
mente a quella delle rette focali, appariscono relative al
problema generale seguente: .

« Date, in un piano, due polarith, determinare le rette,
su cui viene subordinata la stessa involuzione di punti co-
niugati, o i fasci di raggi in cui si ha la stessa involuzione
di rette coniugate ».

Od anche: Date, in un piano due coniche, reali.-o imma-
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ginarie, determinare i loro-elementi comuni (reali o imma-
ginarii).

Questo problema viene risoluto nel caso in cui una delle
due polaritd é uniforme e I’ altra é dotata di conica fonda-
mentale, cioé (riferendosi alla seconda forma dell’ enunciato)
nel caso di una conica reale e di una conica immaginaria..
Sono interessanti gli altri due casi (di cui si pud fare la di-
scussione per esercizio); soprattutto il caso in cui si abbiano
due coniche fondamentali, reali, cui si ¢ alluso in un’ osser-
vazione del § 76.

§ 83. Asse e rette focali del cilindro quadrico. —
I coni quadrici col vertice all’ infinito sono stati denominati
cilindri (quadrici). Un cilindro ¢ dunque il luogo delle rette
parallcle ad una data, condotte pei punti d’una conica.

Ogni piano non parallelo alle gencratrici «’un cilindro
lo sega secondo una conica. Questa ¢ una cllisse, una iper-
bole o una parabola, secondoché il piano all’infinito ¢

. esterno, secante o tangente rispetto al cilindro; corrispon-
dentemente il cilindro dicesi: ellitiico, iperbolico, parabolico.

Nella stella impropria col centro nel vertice (all’infinito)
del cilindro, vi ¢ una polarita rispetto a cui il cilindro é
fondamentale. Il piano all’infinito ha come polare una retta
che dicesi asse del cilindro. Questo asse ¢ una retta pro-
pria pel cilindro ellittico ed iperbolico, impropria pel cilindro
parabolico.

La conica sezione d’ un ciindro, non pm’abélico, con
un qualunque piano, che non sia parallelo alle generatrici,
ha ¢l centro sull’ asse.

Tutte le sesioni piane di un cilindro parabolico sono
parabole, il cul punto all’ infinito é sulla generatrice al-
U infinito (asse) del cilindro.

Infatti, la retta all’infinito del piano secante ¢ la polare
del punto d’intersezione del piano stesso coll’ asse, rispetto
alla conica sezione.
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“Consideriamo i cilindri aventi asse proprio, cio¢ esclu-
diamo, per il momento, i cilindri parabolici. )

Vi ¢ una involuzione di piani coniugati per 1’ asse a del
cilindro, la quale possiede una coppia (almeno) di piani co-
niugati ortogonali «, p. Segando il cilindro con un piano or-
togonale ad uno dei due piani «, B, si ottiene una conica
che ha come (diametri coniugati ortogonali ossia come) assi
le intersezioni del piano con «, f. In conseguenza i due
piani «, B sono piani di simmetria pel cilindro, cio¢ se un
punto € sul cilindro, vi ¢ anche il simmetrico del punto ri-
spetto ad «, B. Se tutti i piani per « sono ortogonali ai co-
niugati, le sezioni piane del cilindro ortogonali all’ asse sono
circoli, ed il cilindro pud quindi ritenersi generato dalla ro-
tazione d’ una sua generatrice attorno all’ asse; allora esso
dicesi cilindro di rotazione o cilindro circolare retto.

Concludiamo : i

Un cilindro, non parabolico ¢ non di rotazsione, am-
mette due piani di simmetria ortogonali per I’ asse, ¢ quali
contengono gli assi di tutte le coniche sezioni del cilindro
coi piani perpendicolari. Il cilindro di rotaszione ha I(ulti
i piani per U’asse come piani di simmetria ed ¢ caralte-
rizzato da questa proprictd.

E poi facile vedere che:

Un cilindro parabolico ammette un piano di simmetria
parallelo alle generatrici, contenente tutti gli assi delle
parabole segate da piani ad esso ortogonali.

OsSERVAZIONE. — 11 cilindro ammette inoltre come piani
di simmetria quelli ortogonali alle gencratrici.

Si osservi ancora che il cilindro ammette pure come assi
di simmetria le rette che incontrano ortogonalmente 1’ asse
e giacciono in uno dei due piani di simmetria pel medesimo.
Tali rette costituiscono, in gencrale, due fasci impropri.

La determinazione delle rette focali del cilindro (le quali
si definiscono come per il cono) ¢ molto agevole.

Il cilindro, non parabolico e non di rotasione, ammette
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due rette focali parallele all’ asse, che sono il luogo dei
Juochi delle coniche, sesioni ortogonali del cilindro. I ci-
lindro di rolasione ammette un’ unica retic jocale che ¢
U’ asse.

1l cilindro parabolico possiede pure una sola retta fo- '
cale, luogo dei fuochi delle parabole sezioni ortogonali.

Pel cilindro il problema delle rette focali- non ha piq,
come pel cono, lo stesso rapporto colla determinazione delle
sezioni circolari. '

§ 84. Sezioni circolari del cilindro. — I! evidentementc
impossibile segare con un piano un cilindro iperbolico o pa-
rabolico secondo un circolo. Occupiamoci di esaminare se
possono invece ottenersi sezioni piane circolari del cilindro
ellittico.

Anzitutto nel cilindro di rotazione, ed in esso soltanto,
sono sezioni circolari quelle coi piani ortogonali all’asse.
Non vi sono in ¢sso altre sezioni piane circolari. Infatti,
basta osservare che sopra ogni piano obliquo all’asse del
cilindro vi sono due punti del cilindro stesso, posti sopra
una perpendicolare all’asse, la cui distanza dall’ interse-
zione coll’ assc (centro della conica sezione) ¢ minore di
quella di ogni altro punto della conica sezione.

Consideriamo il cilindro ellittico, non di rotazione.

II problema di segarlo secondo un circolo, consiste nel
segare con un piano secondo I’ involuzione degli angoli retti,
I’involuzione dei piani coniugati per I’ asse.

In primo luogo, dunque, il piano secante dovrh segare
secondo un angolo retto il diedro retto dei piani di simme-
tria «, B, passanti per 1’ asse. Perché¢ cid avvenga il piano
stesso deve contenere la direzione ortogonale ad uno dei
due piani «, B; infatti la sua retta all’infinito deve segare
secondo due punti coniugati nella polarita assoluta le rette
all’ infinito @, & dei piani «, 2, quindi (poiché «, b sono pure
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coniugate nella polarith assoluta) deve contenere uno dei
due poli A, B delle rette «, 6.

Si consideri il diedro di altri due piani coniugati per
I’ asse del cilindro. Un piano passante per uno dei punti al-
‘I infinito A, B, e secante anche questo diedro secondo un
angolo retto, sega 1’involuzione dei piani coniugati per
I’ asse, secondo I’ involuzione degli angoli retti; vale a dire
¢ un piano di sezione circolare del cilindro; e lo stesso ac-
cade per ogni piano parallelo ad esso. Ora, siindichino con
m, n, le rette all’infinito dei piani coniugati, costituenti il
nominato diedro; allora i piani di sezione circolare sono
cuclli la cui retta all’ infinito passa per uno dei due punti
A, B, ¢ sega le rette m, n in punti coniugati rispetto alla
polarita assoluta.

Ma le rette m, 2 non sono coniugate nella polaritd as-
soluta (essendo escluso il caso del cilindro di rotazione);
per conseguenza se sifa corrispondere a ciascun punto di m
il coniugato su n rispetto alla polarith assoluta, le m, 7
risultano riferite proiettivamente (§ 60), e la proiettivita tra
m, n non ¢ una prospettivita, perch¢ il punto comune ad
essc non ¢ coniugato di s¢ stesso (essendo la polaritd uni-
forme). Dunque le rette che segano m, n in punti coniu-
gati rispetto alla polarita asso- j
luta, inviluppano una conica X
di cui le m, n sono tangenti.

Indichiamo con O il vertice del "
cilindro che ¢ comune alle rette K
m, n; i punti di contatto M, N,

di m, n con K, sono i coniugati /§k @
di O (rispettivamente su di esse) m '

nella polaritda assoluta, quindi stanno sulla retta AB polare
di O. E poich¢ le coppie di rette mn, ab si separano, es-
sendo ellittica 1’ involuzione dei piani coniugati per 1’ asse
del cilindro (§ 37), anche le coppie di bunti AB, MN do-
vranno pure separarsi. Segue che dei due punti A4, B, I'uno
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¢ esterno, I' altro interno alla conica A (§ 69). Per qucllo
csterno passano due tangenti a A, che sono le cercate rette
all’infinito dei piani di sezione circolare del cilindro.

Si conclude:

Il cilindro ellittico, non di rotazione, ammette due fa--
sci impropri di sezioni piane circolari, contenenti ambe- .
due la direzione perpendicolore ad uno dei due piani di
simmetria per I’ asse.

In altre parole il cilindro (quadrico) ellittico pud rite-
nersi in due modi come un céilindro circolare obliquo.

Il cilindro di rotazione ammette come piani di sesione
circolare soltanto i piani ortogonali all’ assc.

OsseERvVAZIONE. — Vogliansi le due sezioni piane circolari
del cilindro ellittico, passanti per un dato punto dell assc.

Si consideri 1’ ellisse sezione del cilindro, con un piano
ortogonale all’ asse, ellisse che ha il suo centro sull’ asse.
1 detti piani di sezione circolare del cilindro passano per
uno degli assi della nominata ellisse. Si osservera che questo
asse ¢ precisamente 1’ asse maggiore dell ellisse stessa.




_w. CAPITOLO XIV.

[

Proiettivita tra forme di 3. specie.

§ 85. Definizioni. — Allorché si concepisce lo spazio
due volte, per esempio in momenti differenti, si- parla di
due spast.

Due spazi si dicono omografici allorché sono riferiti in
modo che ad ogni elemento, punto o piano, dell’ uno, cor-
risponda un elemento, rispettivamente punto o piano, nel-
I’ altro, in guisa che ad un punto ¢ ad un piano di uno-
spazio che si appartengono, corrispondano sempre, nell’ altro
spazio, un punto e un piano che si appartengono. Si dice
omografie la corrispondenza fra i due spazi. Un esempio *
si ha supponendo di effettuarc un movimento dello spazio
riguardato come rigido; i punti e i piani dei due spazi, cor-
rispondenti alla posizione finale e alla posizione iniziale del
movimento, risultano riferiti omograficamente.

Una omografia tra duc spazi si pud riguardare anche
come una corrispondenza hiunivoca soltanto fra i punti di
due spazi punteggiati, o soltanto fra i piani di due spazi
di piani. .

Sussiste allora la proprieti fondamentale che « mentre
un punto si muove in un piano di uno dei due spazi, il
corrispondente si muove nell’ altro spazio, giacendo sempre
in un piano (omologo al primo) ». Questa proprietd si deve

22
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considerare come la proprieth caratteristica, che distingue
I’ omografia dalle altre corrispondenze biunivoche (non omo-
grafiche) che si potrebbero pensare fra due spazi; corrispon-
denze nelle quali ai punti d’ un piano corrisponderebbero i
punti d’ una superficie non piana.

Ii ovvio fare I’ osservazione correlativa.

Duc spazi si dicono reciproci o correlativi, allorché
sono riferiti in modo che ad un elemento, punto o piano
dell’ uno, corrisponda un elemento, rispettivamente piano o
punto, nell’ altro; in guisa che a due elementi (punto ¢
piano) di uno spazio che si appartengono, corrispondano
sempre, nell’ altro, due elementi (piano e punto) che si ap-
partengono. La corrispondenza intercedente fra due spazi
reciproci dicesi reciprocite o correlazione.

La reciprocita si pud anche riguardare come una corri-
spondenza bhiunivoca tra i punti di uno spazio punteggiato
¢ 1 piani d’uno spazio di piani, dove ai punti di un piano
(del primo spazio) corrispondono sempre i piani per un
punto (del secondo).

Si abbracciano I’ omografia e la reciprocitd tra due spazi,
sotto il nome comprensivo di proiettivita tra due forme di
3* specie.

Si puo dire che:

Due forme di 3* specie sono proietiive, allorché sono
riferite in modo che agli elementi di una forma di 2*
specie nell’ una corrispondano sempre gli elementi di una
Jorma di 2* specie nell’ alira.

Due forme di 3* specie proiettive ad una terza sono pro-
icttive fra loro.

Due forme di 3* specie ambedue omografiche o ambedue
reciproche ad una terza, sono omooraﬁche

Due forme di 3* specie, di cui I’una é omografica e I’ al-
tra ¢ reciproca ad una terza, sono reciproche.

Queste proposizioni si possono raccogliere nell’ enunciato
(efr. §§ 16, 21): ‘
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Il prodotto di due proiettivita tra forme di 3* specie ¢
una proiettivita; e precisamente un’ omografic o una reci-
procita secondoche le proiettivita componenti sono della
stessa natura o di natura diversa.

OSSERVAZIONE. — Si confronti ¢uesto § col § 43.

§ 86. Teorema fondamentale. — Sieno =, 3’ due spazi
omografici. Sia « una retta dello spazio =. Conduciamo per «
due piani 2, §; e sieno «, [, i loro omolog'hi in Z', Ai punti
della retta « corrispondono in X' punti appartenenti ad «' e
a [/, cioé¢ punti della retta ¢’ = o' .

Si ha dunque che:

Nell’ omografia tra due spasi, ai punti di una retta in
uno spasio corrispondono sempre punti d’ una retia (omo-
loga) nell’ altro.

IE correlativamente: Nell’ omografia tra due spazi, ai
piani dell’ uno passanti per una retia, corrispondono sem-
pre i piani per unea retta (omologa) nell’ altro.

Viceversa si ha:

Se tra © punti di due Se tra i piant di due

spasi intercede una corri-
spondensa biunivoca, in cul
al punti d’ una refic del-
U uno corrispondono sempre,
nell’ altro, i punii
retta, la corrispondensa ¢
una omografia.

a una

spasi intercede una corri-
spondensza biunivoca, in cui
al piani d’ una retia del-
U’ uno corrispondono sempre,
nell’ altro, piani per una
retta, la corrispondenza ¢
un' omografia. '

Dimostriamo 1’ enunciato di sinistra.

Per dimostrarlo bisogna far vedere che ai punti di un
piano « appartenentc ad uno dei due spazi, corrispondono
sempre i punti di un piano nell’ altro (confronta il § pre-

cedente ).
Si indichino con X, ¥’

i due spazi. Sia « un piano, p. es.

di =, e si scelgano in esso una retta ¢ ed un punto A fuori
di «. Ad @, A corrispondono in ¥ rispettivamente una retta «’
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cd un punto A’ che non si appartengono (se A’ fosse su «',
anche il suo omologo 4 in I sarebbe su «). Ora ai punti
di una rectta 6, giacente nel piano « e passante per A, cor-
rispondono i punti di una retta &’ per A’ in ¥’; e siccome b
incontra «, o' incontrera «' (necl punto omologo di «d).
Seguce che &' giacera nel piano o' = A’ a’, proiettante «' da
A’; e siccome b ¢ una qualsiasi retta per A in «, segue
che a tutti i punti del piano « corrispondono punti del piano
o in X, e d.d.

Ripetendo i ragionamenti precedenti collo scambiare in
uno (solo) dei due spazi 2, ¥, i punti ed i piani, si ottienc:

Data una reciprocita tra due spasi, ai puniti d’ una
retta dell’ uno corrispondono nell’ altro, i piani passanti
per una retta (omologa).

Se tra @ punti e { piani di due spasi intercede una
corrispondenza biunivoca, in cui ai punti d’ unc retta
dell’ uno corrispondono sempre, nell altro, i piani per una
retta, la corrispondenza ¢ una reciprocita.

(Ossia, riassumendo .

La proietticita tra due forme di 3* specie é una cor-
rispondenza biunivoca, che gode delle proprietd caratte-
ristica di far corrispondere agli elementi di unc jforma
di 1t specie dell’ unea, gli element: di una jforma di 1*
specie (omologa) dell” altra.

Tornando alla considerazione di due spazi omografici
I, ¥, facciammo ora la seguente osservazione: Se «, o’ sono
due piani corrispondenti rispettivamente in X, ¥’; tra i punti
~di essi intercede una corrispondenza biunivoca in cui ai
- punti d’una retta corrispondono i punti d”una retta, vale a
dire un’ omografia. -

Due rette omologhe a, «', rispettivamente in 2, X', pos-
sono considerarsi come appartenenti a due piani corrisb011-
denti omografici; dunque (§ 44) esse sono proiettive.

Si ha cosi I’enunciato (cui uniamo a destra il corre-
lativo):
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due ,stellé_ omologhe sono
omografiche, due fasci di
piani omologhi  sono ' pro-
- iettivi. '

‘Inoltre sono proiettivi due fasci di raggi omologhi, i
quali si possono considerare come fasci omologhi di due
piani omografici. . A

Scambiando per uno dei due spazi i punti coi piani, si
ha analogamente:

Nella reciprocita tra due spazi, un piano e unce stelle
omologhi sono reciproci; una punteggiata e un jascio di
piani, o due fasci di raggi omologhi sono proiettivi.

Ossia, riassumendo: B

Se due jforme di 3* specie sono proiettive, duc jforme
di 2* o di 1* specie, che si.corrispondono in esse, Sono
proiettive. '

Questo teorema costituisce il teoremna fondamentale della
proiettivita tra forme di 3* specie. '

due piani omologht sono omo-
grafici,; due punteggiate omo-
loghe sono proiettive.

§ 87. Determinazione della proiettivita tra forme di
8" specie. — Gli sviluppi di questo § procedono parallela-
mente a quelli del § 45. ' '

Noi vogliamo esaininare la questione relativa al modo
di porre I’ omografia (¢ la correlazione) tra due spazi X, X',

Svolgiamo percio le seguenti osservazioni analoghe a
quelle relative all’omografia piana, accompagnandole (a de-
stra) colle osservazioni correlative riferentesi ad una figura
meglio rappresentabile.

Sieno A4, B due, punti di X ~;

-

sSieno a, g, due piani di

e A’, B' due punti di ¥'. Sieno

«, ', rispett. le rette deter-

minate dalle coppie suddette:
a=AB , « =AD.

o', f, due piani di X'. Sieno
a, ', rispettivamente le rette
(di X, ¥) determinate dalle
dette coppie di piani (¢ = «3,
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Poniamo che tra X, X' in-
terceda un’omografia = in cui
A, A, e B, B si corrispon-
dano.

In quest’ omografia si cor-
rispondono pure le rette a, a’

« = o'f'). Poniamo che tra
2, X', interceda una omogra-
fia = nella quale «, &', e B, f,
si corrispondano. In questa
omografia le rette a«, a’ si

corrispondono; e tra i piani

e tra le stelle A, A’ inter-
cede un’ omografia, subor-
dinata alla data, che sipuo
chiamare =4 ; analogamen-
te fra B, B' intercede un’o-
-mografia =g, subordinata a =.

Alla retta «, corrisponde
la ¢ tanto in =y come in
mp: anzi =a ¢ = subordina-
no tra i fasci « ed « la
stessa proiettivith =,. Osser-
vato ¢id, la costruzione del-
1’ omografia =, supposta data
tra X, ¥, si puo ridurre alla
costruzione delle omografie
TA, TB.

Impariamo successiva-
mente a costruire 1’ elemento
omologo in =:

«, o', intercede un’ omografia,
subordinata alla data, che si
pud chiamare w«; e analoga-
mente tra B, F/, intercede

‘un’ omografia wg subordina-

ta a .

Alla retta «, corrisponde
la ¢ tanto in me. come in wg;
anzi m» ¢ mg subordinano tra
a ed o la stessa proietti-
vitd =,. Osservato cio, la co-
struzione dell’ omografia ,
supposta data tra.2, X', si puo
ridurre alla costruzione delle
omografie piane m=, mg.

Impariamo successiva-
mente a costruire 1I' elemento
omologo in =«
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~ 1) di un punto di = non
appartenente ad «;

2) di un piano qualsiasi di
2 non passante per A, B;
~3) di un punto di 3, appar-
tenente ad a.

1) Sia dato in 2 un punto
P fuori di «; vediamo come
si pud costruire il suo omo-
logo P in Y.

Il punto P viene proiettato
da A, B secondo due rette
m, n, che giacciono in un pia-
no o contenentc «. Le loro
omologhe rispettive in «a, ©s,
sono due rette m', 7/, che giac-
ciono nel piano o' per «', cor-
rispondente ad o in «,. Il punto

P’'=m’ n' ¢ il corrispondente’

P in =,
2) Sia dato in ¥ un piano
¢, non passante per A, B.
Prendiamo in esso tre punti
D, P, P, fuori di ¢ ¢ non in
linea retta; questi verranno
proiettati da A4 secondo i tre
spigoli di un triedro.

. Costruiamo i punti P, P,
P, che corrispondono a P, P,
P,; essi non possono trovarsi
in linea retta perché sono
proiettati da A’ secondo i tre
spigoli di un triedro; percid
si trovano in piano ¢,

i

un

1) di un piano di ¥ non
passante per «;

2) di un punto qualsiasi di
2 fuori di a, B;

3) di un piano ‘di X pas-
sante per «.

1) Sia dato in X un piano
p non passante per a; ve-
diamo come si pud costrui-
re il piano p’ che gli corri-
sponde in X'.

1l piano p sega o, B, se-
condo due rette m, n, che
s’ incontrano in un punto O
di «. Le loro omologhe rispet-
tivamente in m« , mg sono due
rette m’, n’ che s’ incontrano
nel punto O di @', corrispon-
dente ad O in w, Il piano
p’ = m' n’ ¢ il corrispondente
di p in m.

2) Sia dato in £ un punto
P fuori di «, . Conduciamo
per c¢sso tre piani py, o, Pa
non passanti per «, e non ap-
partenenti ad un fascio: questi
segheranno a secondo i tre
lati di un triangolo.

Costruiamo i piani ¢}, ¢'s,
p's, chie corrispondono a p,, p,,
py; €SSi non possono apparte-
nere ad un fascio, perch¢ se-
gano «' secondo i tre lati di
un triangolo. I detti . piani
hanno dunque comune un
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che é il corrispondente di p
in =,

"3) Sia dato un punto T
di ¥ su «. Consideriamo un
piano p passante per 7, che
non contenga a, e costruia-
mone 1’omologo p' in X'; il
punto 7V = &' p' é I’ omo-
logo di 7.

Vediamo cosi che se tra 2,
¥ intercede una omografia in
cui A, A’ e B, B’ si corrispon-
dono secondo le omografie
ma, 7 (subordinanti tra «, «’
la stessa proiettivita =), que-
sta omografia ¢ determinata
dalle costruzioni precedenti.

Ora noi ci poniamo la se-
cuente questionce:

Sieno date negli spazii X,
Y le coppie di punti AB e
A'B; e tra le stelle 44" e
BB, rispettivamente due o-
mografie =x, wp facenti cor-
rispondere ugualmente alla
rettaa = ABlarettac =A'B,
e subordinanti fra «, ¢’ la me-
desima proiettivith m,.

Esistera sempre tra X, X’
un’ omografia =, la quale fac-
cia corrispondere A, A’ e B, B
¢ subordini fra queste coppie
di stelle le omografie asse-
gnate ma, mp?

punto P', che ¢ il corrispon-
dente di P in m.

~ 3) Sia dato un piano v di
Y per «. Prendiamo su © un
punto P, fuori di @, e co-
struiamone I’ omologo P’ in
'l pianot =o' P' ¢ 1 omo-
logo di .

Vediamo cosi che, se tra.
Y, ¥ intercede una omogra-
fia in cui «, o' € B, f' si cor-
rispondono secondo le omo-
grafie ms, mp (subordinanti
tra «, « la stessa proietti-
vith ,) questa omografia ¢
determinata dalle costruzioni
precedenti.

Ora noi c¢i poniamo la se-
guente questione:

Sieno date negli spazi I, X'
le coppie di piani «f e o&'§'; ¢
tra o, o’ e 2, p’ rispettivamente
due omografie w , mg facenti
ugualmente corrispondere al-
la retta ¢« = af la «' o',
e stabilenti tra «, ¢’ la me-
desima proiettivitd subordi-
nata m,. Lsisterd sempre tra

-3, X' un’ omografia «,la quale

faccia corrispondere o, o ¢ 2,
F, e subordini tra questd
coppie di piani rispettiva-
mente le omografie asse-
gnate wa, wg?



La risposta ¢ affermativa.

Infatti possiamo porre tra
3, 2’ una omografia soddisfa-
cente alle date condizioni, nel
modo seguente : '

1) Dato un punto P di X
fuori di @, che sia proicttato
da A, B secondo le rette m,
n, facciamogli corrispondere
il punto P, determinato dalle
rette m’, n' corrispondenti ad
m, n rispettivamente in wa,
mp.le quali 8 incontrano, gia-
cendo in un piano per «'.

2) Dato un qualsiasi piano
s, non passante per A, B,
prendiamo in esso tre punti
b, B, P, fuori di « ¢ non
giacenti in linea retta, e co-
struiamo i punti P/, P, %/
che ad essi corrispondono
colla costruzione 1); questi
punti determinano un piano
g’ che faceciano corrisponde-
re a p. Il piano ¢ cosi ot-
tenuto viene a dipendere sol-
tanto da p e non dai punti
ausiliarii P, BP,, P, scelti su o.

Invero considerando tutti
1 punti P del piano p e pro-
iettandoli da A, B, si ha {ra
le due stelle una prospettivita
(sczione comune il piano p).
Ponendo ora fra 4, A’ e B, B
rispettivamente le omografie

La risposta ¢ affermativa.
Infatti noi possiamo porre

tra X, ¥ ura omografia sod-

disfacente alle date condizioni,
nel modo seguente:

1) Dato un piano p di X
non passante per ¢ e segante
o, B rispettivamente secondo
le rette m, n (vedi fig. alla
pagina 342), facciamogli cor-
rispondere il piano p" deter-
minato dalle rette ', n', cor-
rispondenti ad m, 7 rispetti-
vamente in we, wg.

2. Dato un qualsiasi punto
P di ¥ fuori di e, B, condu-
ciamo per P tre piani gy, ¢,, e3,
non passanti per « e non for-
manti fascio, e costruiamo i
piani p'y, o'y, 'y, corrispondenti
ad cssi colla costruzione 1);
questi piani si segano in un
punto P' chie facciamo corri-
spondere a P. ‘

II punto »* cosi ottenuto
viene a dipendere soltanto da
P ¢ non dai piani ausiliari
P1, Pas P3, condotti da P

Invero, considerando tutti
1 piani ¢ condotti per P, e se-
gando con essia, f, si ha tra
a, p una prospettivitd (di cen-
tro P). Poncndo ora tra o, «,
e B, [, rispettivamente le o-
mografie me, =g, nasce tra
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T, nasce fra A" e B
un’ omografia, nella quale tut-
ti i piani per @’ (corrispon-
denti in ma, =3 ai medesimi
piani per @) sono uniti; dun-
que (§ 46) quest’ omografia
¢ una prospettivitd, vale a dire
tutti i punti intersezioni delle
coppic di rette m’ 7’ omolo-
ghe di m n (rispettivamente
in ma, mp) stanno in un me-
desimo piano p’.

Resta cosi provato che la

B

costruzione 2) fa passare da .

un piano di X, non contenen-
te A, B, ad un determinato
piano di ¥, e viceversa.

Tale costruzione, applicata
ai piani per A o per B con-
duce pure ai loro omologhi
in wa, ©p.

Si ottiene dunque fra i piani
dei due spazi una corrispon-
denza hiunivoca subordinante
fra le stelle 4, A" e B, B le
omografie ma, 7. 1id in que-
sta corrispondenza (per la
natura della costruzione), ai
piani per un punto in X fuori
di «, corrispondono sempre i
piani per un punto fuori di '
in ¥', e viceversa.

Resta da far vedere che
anche ai piani per un punto
corrispondono i

di «, in %,

«', f/, una omografia; ma in
questa omografia tutti i punti
di @' (corrispondenti in =,
npg agli stessi punti di «) sono
uniti, dunque (§ 46) I’ omo-
grafia stessa ¢ una prospet-
tivitd; vale a dire tutti i piani
p' contenenti le coppie m'n’
omologhe di mn (rispettiva-
mente in me, 7 ) passano per
uno stesso punto 7.

Resta cosi provato che la
costruzione 2 fa passare da
un punto di X fuori di «, § ad
un determinato punto. di X' e
viceversa.

Tale costruzione, applicata
ai punti di « o di B, conduce
pure ai loro omologhi in =« ,
m3. Si ottiene dunque fra i
punti dei due spazi una cor-
rispondenza bhiunivoca subor-
dinante tra o, o’ e 3, ', le omo-
grafic m», w3. Id in questa
corrispondenza (per la na-
tura della costruzione), ai
punti d’un piano in X non
passante per «, corrispondono
sempre i punti di un piano
in ¥ non passante per «, e
viceversa.

Resta da far vedere che
anche ai punti di un piano
passante per « in X, corri-
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Ppiani per un punto di &’ in X',
Per cid0 hasta osservare che
a due piani qualunque di X
la cui intersezione non sia
incidente ad «, corrispondono
sempre in %’ due piani la cui
intersezione non ¢é incidente
~ad «, e viceversa; quindi a
due piani di £ aventi comune
un punto di « debbono cor-
rispondere in X due piani
aventi comune un punto di «’
(e viceversa).

~ Dunque la corrispondenza
posta tra ¥, ¥ ¢ un’omo-
grafia.

L’ unicith di tale omogra-
fia (in cui A4, A" e B, B’ si
corrispondono rispettivamen-
te in ma, mp) ¢ gid stata pro-
vata precedentemente.

‘ Dunque si ha il teorema:

Fra due spasi 3, Y esiste
un’ omografic determinata,
in cui a due stelle A, B del-
I"uno (X) corrispondono ri-
spettivamente due stelle A’,
B’ dell’ altro.(Z'), per modo
che fra A, A’ e B, B inter-
cedono rispettivamente due
omo,\gmﬁe assegnate, subor-
dinanti la stessa proietii-
vita tra I fasci di piani di
assi AB, A'B.

. Di questo teorema si puo

spondono i punti di un piano
per «’, in ¥/, e viceversa. Per
cid basta osservare che, a duc
punti qualunque di ¥ non
posti in un piano per «, cor-
rispondono sempre in X' due
puntinon giacenti in un piano
per «', e viceversa; quindi a
due punti qualsiansi di ¥,
posti in un piano per «, deb-
bono corrispondere due punti
di ¥’in un piano per ' (e vi-
ceversa).

Dunque la corrispondenza
biunivoca posta tra X, X', é
un’ omografia.

Che tale omografia (in cui
o, & ¢ B, B’ si corrispondono
rispettivamente
sia unica, é gia stato provato
prcecedentemente. Dunque si
ha il teorema:

I'ra due spazi X, X' esiste
un’ omografic determinaia,
in cul a due piani o, B del-
U'"uno (X) corrispondono ri-
spettivamente due piani o, §’
dell’ altro (X'), in modo che
tra a, o' e B, z'ntefcéda/zo
rispettivamente due omogra-
Jie piane assegnate, subordi-
nanti la stessa proiettiviia
Sfra le rette af, o'f5'.

in we, me)

cnunciare I’ analogo relativo
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alla determinazione di una correlazione tra gli spazi %, Y,
facendo corrispondere a due piani a, B di X, due stelle reci-
proche 4, B in ¥, in modo che tra la punteggiata of ed il
fascio di piani AB venga ad intercedere la stessa proiettivita.

Dal teorema innanzi enunciato discende un altro modo
di determinazione della omografia (o della correlazione) fra
due spazi. ' .

Si abbhiano, in uno spazio ¥, 5 punti A4, B, C, D, E, di
cui 4 qualunque non giacciano
in un piano, o, come si dice
pitt brevemente, 5 punti indi-
pendenti; similmente si alh-
biano 5 punti indipendentiA', B,
C’, D', I, in un altro spazio X'.

Chiamiamo Z,, £, le proic-
~ zioni di £ fatte da D, A, rispetti-
vamente sui piani ABC, BCD;
analogamente £, L', le pi‘o—
iezioni di £’ rispettivamente da
D, A su ABC', BCD.
stante 1" indipendenza dei
punti 4, B, C, D, E, e quella
: ¢ di A, B, ', IV, E', le quaterne
di punti ABCE,, BCDE,, A'IB'C'E',, BC'D'L,, non possiedono
terne di punti in linea retta.

Il punto £ viene proiettato dalla retta 4D sulla BC ncl
punto E,,, che ¢ ugualmente la proiezione (su BC) di I,
da A, e di £, da D. Cosi il punto £ vienc proiettato dalla
_retta A'D', sulla“B'C", nel punto £',,, che ¢ ugualmente la
proiezione (su B'C’) di E, da 4, e di £, da D.

.Dopo lc precedenti osservazioni ¢ facile vedere -che
osiste tra, 3, ¥ una omografia, che potremo indicare con

ABCDL , . 47 . -
<A’B’ i E’)’ facente cc?ruspondele A, A ; B, B;CC;
D, D;E E.
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Invero si pounga tra i piani ABC, A’'B'C’ I omografia

A BC vl) e g . . -,
( A'BCE, determinata dalle due quaderne di punti ABCE),
A' B C'E'}; similmente si ponga tra i piani BCD, B C'D

B C D E, ) Queste due omografie subordi-

I’ omografia ( BCD I,

nano la medesima proiettivita (B ¢ E‘Q) tra; le rette BC,

BC L,
B'C’, onde (pel teorema precedente a destra) esiste tra 2, ¥’
una omografia determinata che fa corrispondere le coppie
di piani ABC, A’B'C' e BCD, BC'D’, e che subordina tra
di essi le omografie nominate. Tale omografia tra X, ¥ fa -
appunto corrisponderc 4, A'; B, B'; C, C'; D, D'; I, E'. Vi-
ceversa una omografia tra ¥, ¥, che faccia corrispondere
queste 5 coppie di punti fa anche corrispondere (alla retta
LD la E'D" e perd) ad I, Iy, e cosl ad E,, £',; quindi essa
non puo differire dall’ omografia assegnata innanzi. Si pud
svolgere ugualmente la dimostrazione considerando le stelle
A, Be A, B' e osservando come tra A, A'e B, B’ vengano
determinate due omografie, nelle condizioni del precedente
teorema a sinistra. '

~ Si conclude il teorema:

Tra due spuszi, esiste una determinata omografia, in cul

5 punti indipendenti dell’ uno corrispondono ordinate-
/nente punti indipendenti dell’ altro.

Correlativamente (se si dicono indipendenti 5 piani di
cui 4 qualunque non appartengano ad una stella);

Tra due spazi, esiste una determinata omografia, in
cui a 5 piani indipendenti dell’ uno corrispondono or(lc-
natamem‘e 5 piani indipendenti dell’ altro. '

Similmente, facendo lo scambio dei punti coi piani nei ra- -
gionamenti che si riferiscono ad uno (solo) dei due spazi, si-ha:
. Tra due spazi, esiste una determinata correlazione, in
cui @ 5 punti indipendenti dell’ uno corrispondono ordi-
natamente 5 piani indipendenti dell’ altro.
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Ossia, riassumendo:

Tra due forme di 3. specie, esiste una determinatc
proiettiviia, in cul « &5 elementi indipendenti dell’ una
corrispondono ordinatamente 5 elementi indipendenti del-
U altra.

§ 88. Omolqgia. — Allorché si considera un’omografia
tra due spazi X, 2/, e si tien conto del fatto che ciascun
punto dello spazio pud esser pensato come appartenente a
Y o0 a ¥, si viene a riguardare i due spazi come sovrap-
posti, e si pud porre la questione di assegnare gli elementi
uniti dell’omografia, cioé gli elementi che coincidono coi
loro corrispondenti. In luogo di parlare di « omografia tra
spazi sovrapposti » si pud anche parlare di « omografia
dello spazio »,

Se in una omografia dello spazio vi sono 5 punti o 5 piani
uniti indipendenti, 1’ omografia ¢ identica, ossia fa corrispon-

~dere ad ogni punto e ad ogni piano sé stesso.

It questo un corollario immediato del teorema del § pre-
cedente, giacche la corrispondenza dei detti 5 punti (o piani)
a s¢ stessi, determina wne omografia, e giacche la corri-
spondenza identica ¢ appunto omografica.

Dunque, se in un’ omografia dello spazio, la quale non
sia identica, vi sono 5 punti uniti, 4 almeno di essi giacciono
in un piano (e correlativamente ).

In un piano che contenga 4 punti uniti vi ¢ un’ omo-
grafia subordinata identica, se tre (almeno) di quei punti
non sono in linea retta. Dunque se in una omografia non
identica dello spazio vi sono 5 punti uniti, di cui 3 non in
linea retta, vi ¢ un piano tutto costituito di punti uniti
(e di rette unite). Correlativamente, se nell’ omografia vi
sono 5 piani uniti, di cui 3 non passino per una retta,
vi ¢ una stella tutta costituita di piani uniti (e di rette
unite ).

Stabiliamo ora il teorema:
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Se in un’ omografia dello spazio vi é un piano di ele-
menti uniti, vi é anche una stella di elementi uniti, e vi-
ceversa. ’

Si abbia nello spazio un’ omografia non identica, dotata
di un piano « di punti uniti (e di rette unite).

Sieno AA’,. BB due coppie qualunque di punti corrispon-
denti, che possiamo supporre non poste sopra una stessa
retta. Le rette AB, A'B’ si corrispondono; ma la AB in-
contra il piano « in un punto unito, quindi questo punto
appartiene anche alla A’B’; segue che le rette AB, A'B, e
percid anche le AA’, BB giacciono in un piano. Dunque le
rette congiungenti le coppie di punti corrispondenti del-
I’ omografia, sono a due a due incidenti, e siccome (eviden-
temente) esse non giacciono tutte in uno stesso piano, do-
vranno passare per uno stesso punto O (§ 8). Questo punto
O ¢ unito, ed ogni retta OA per esso é linita, poiché ad A
corrisponde un punto A' allineato con A, O, in modo che
la 4A’ passa per 0. Similmente ogni piano B per O ¢ unito,
essendo unite tutte le rette (costituenti un fascio) passanti
per O e giacenti in B.

Cosi ¢ dimostrato il teorema. L’inverso si stabilisce cor-
relativamente.

La particolare omografia (non identica) dello spazio, in
cui esiste un piano e (quindi anche) una stella di elementi
uniti, dicesi omologia,; il piano e il centro della stella di-
consi rispettivamente piano d’ omologia e centro d’ omo-
logia.

Il centro ed il piano di un’ omologia possono assumersi
ad arbitrio e I’ omologia risulta quindi determinata ove si
dieno inoltre due punti corrispondenti, allineati col.centro,
ma distinti da esso e fuori del piano.

Nel caso particolare, in cui il centro ed il piano @ omo-
logia si appartengano, si ha la cosi detta omolog gia speczale.

Segue dalla definizione che:

In una omologia dello spaszio:
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1. due piani é duc rette corrzsponde;ztz s’ uwom‘mzzo
sul piano d’ omologic.
" 2. due punti corr zspozzdentz sono allineati col centro
A omologm, e due rette cormspondentc giacciono in un
plano passante pel centro. .
1In ogni piano (unito) pel centro si ha, come omografia
subordinata, una omologia che ha come asse I’ intersezione
del piano considerato col piano d’omologia, e come centro
il centro d’ omologia. ’
Come corollario (ecfr. § 47):
Se AA’, BB’ sono due coppie di punti omologhi di una
omologia dello spasio di centro P e piano w;ed M, N sono
le rispettive intersezioni delle rette AA', BB’ con w, si ‘ha

PMAA = PNBB,

e correlativamente.

* OSSERVAZIONE. — Il birapporto (PAL44’) ha dunque un
valore costante (indipendente da 4, A') che dicesil invariante
assoluto dell’ omologia; 1o stesso numero ammette anche la
definizione correlativa. Lsso ¢ uguale ad 1 se P, M coinci- )
dono: ossia se P appartiene a .

Se (PMAA') = — 1, I omologia dicesi armonica, perché
in essa due punti corrispondenti qualsiasi separano sempre
armonicamente il centro e I’ intersezione della loro congiun-
gente col piano d’ omologia. '

1’ omologia armonica é involutoria, ossia in essa i punti
corrispondenti si corrispondono in doppio modo.

L’ omologia dello spazio presenta i seguenti casi partico-
lari metrici degni di nota. ‘

1) I1 centro d’ omologia P ¢ improprio e il piano =
¢ proprio. , :

Si ha allora 1 omologia ajffine, nella quale a ciascun
punto A corrisponde un punto A’, posto sopra una retta A4’
di direzione assegnata, e tale che le distanze di 4, A',daw
sono in un rapporto costante (dato dall’ invariante assoluto).
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In particolare I’ omologia affine puo essere armonica, ed
- allora essa ¢ una simmetria obliqua od ortogonale rispetto
al piano . )

2) Il centro pPé proprio, ed il piano = ¢ improprio.

Si ha allora una omotetie (di centro P), in cui due
punti corrispondenti sono allineati con P, e sono tali che le

loro distanze da P stanno in un rapporto costante (rapporito
A omotetic). Questo rapporto ¢ uguale a quello di due qual-
siansi segmenti finiti corrispondenti (ed ¢ dato dall’inva-
riante assoluto).

In particolare si ha I’ omotetia armonica, ossia la sim-
metric rispetto al centro P.

3) Il centro I’ e il piano = d’ omologia sono amhedue
impropri.

1 omologia equivale allora ad una éraslazione dello spazio
nella direzione assegnata dal centro, e si pud riguardare
come un caso pm"ticolare dell’ omotetia, corrispondente ;11
valore 1 del relativo rapporto. ’

§ 89. Omografia assiale e biassiale. — Se in una omo-
grafia, non identica e non omologica, dello spazio, vi sono
5 punti uniti, tre (almeno) 5 piani uniti, tre (almeno) di
di essi sono sopra una retta essi passano per una retta
la quale risulta tutta costi- che ¢ 1’asse d’un fascio di
tuita di punti uniti. piani uniti.

Sussiste il teorema:

Se in un' omografica dello spasio vi é una retia di punti
uniti, vi é anche (almeno) un fascio di piani uniti,; e
viceversa.

Si abbia un’ omografia (non identica) dotata di una retta
a di punti uniti.

.Se tutti i piani per « sono uniti, il teorema ¢ giad veri-
ficato. Se no, vi saranno per « due piani uniti al piu. Si
scelga A fuori di questi (eventuali) piani uniti per «. Sia

A’ T'omologo di A; A" I’omologo di A'. Se A" ¢ sulla retta
’ 23



AAd’, questa risulta unita; essa non sard incidente ad «, al-
trimenti il piano Ae sarebbe unito; tutti i piani per la retta
unita AA’ incontreranno « in un punto unito, e perod sa-
ranno uniti. In caso opposto il piano AA'A” incontrerd «
in 'un punto unito (M), e percio sard unito (poiché al
piano AA'M deve corrispondere lo stesso piano A'A"M).
Variando A, si potranno ottenerc analogamente infiniti
piani uniti, e percio vi sara un fascio (o una stella) di piani
uniti, ¢. d. d. )

11 teorema inverso si dimostra correlativamente.

L’ omografia dello spazio, non identica e non omologica,
in cui esiste una retta @ di punti uniti, e (quindi anche)
una retta o asse d’un fascio di piani uniti, dicesi omografic
assiale. In cssa «, b sono in generale rette sghembe; ma

- possono anche essere incidenti, o coincidere.

se (come @) anche & ¢ una retta di punti uniti, 1’ omo-
grafia dicesi biassiale. In questo caso & ed « sono rette
sghembe o coincidenti, altrimenti il piano ba sarebbe tutto
costituito di punti uniti e I’ omografia sarebbe un’ omo-
logia. Se «, b sono rette distinte (sghembe), 1’ omografia
biassiale dicesi iperbolica, se «, O coincidono, essa dicesi
parabolica, le rette «, O diconsi gli wssi dell’ omografia
biassiale.

Un piano passante per un asse d’una omografia hias-
siale, ¢ sempre unito; in esso si ha, come omografia subor-
dinata, un’ omologia di asse «, il cui centro ¢ 1’ intersezione
coll’ altro asse.

Nell’ omografia biassiale ogni punto, che non stic sopru
uno degli assi, appartiene ad unc retta unita, correlati-
vamente in ogni piano, non contenente un asse, vi ¢ una
retta uniteo.

Riferendoci alla prima parte dell’ enunciato, sia P il punto
in questione. Se I’ omografia hiassiale ¢ iperbolica, vi ¢ una
retta per P incidente ad «, 0, ia quale risulta unita. Questa
retta -¢ la sola retta unita per P, altrimenti P (intersczione
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di due rette unite) sarebbe un punto unito. Se invece
I’ omografia biassiale ¢ parabolica, si consideri 1’omologia
subordinata da essa nel piano (unito) Pa; la retta che
unisce P al centro di questa omologia (su «), € una retta
unita per P, ancora la retta unita per P ¢ unica, non es-
sendo P un punto unito.

Se P, P sono due punti (distinti) corrispondenti in
un’ omografia bhiassiale, la retta PP’ ¢ la retta unita per P.
Se I’ omografia’ hiassiale ¢ iperholica, 1a nominata retta in-
contra «, o in due punti distinti M, N.

Se P, P, sono altri due punti (distinti) corrispondenti,
ed M,, N,, i punti (uniti) in cui la retta P,, P, incontra «, 0,
dimostreremo che: ‘

St ha la relazione:

MNPP = M,N,P, P,

Infatti, se uno dei due punti M, N coincide rispettiva-
mente con uno dei punti A,, N,, p. es.. coincide con M,,
i punti 2P, P, I, giacciono in un piano unito per b, e
sono due coppie di punti corrispondenti di una omologia
di centro M ed asse 0, quindi sussiste le relazione prece¥
dente (§ 47). .

In caso opposto, si pud considerare una retta (unita)
ausiliaria M NV,, e su questa due punti (distinti) corrispon-
denti P, P',; si avra:

MNPP = MN,P,P, &« M,N,P, P, c.d.d.

" OSSERVAZIONE. — Il bhirapporto (A/NPP') ha dunque un
valore costante (indipendente da P). Esso dicesi inva-
riante assoluto dell’ omografia biassiale. Esso é uguale ad
1 se M, N coincidono, ossia se I’ omografia hiassiale é pa-
rabolica (caso limite).

Se (MNPP') = — 1, due punti corrispondenti (ualunque
separano armonicamente le intersezioni della loro congiun-
gente cogli assi, e I’ omogrufic biassiale dicesi armonica.
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Tale omografia hiassiale ¢ inovoluloriu, ossia in essa gli ele-
menti corrispondenti si corrispondono in doppio modo.

Ci limiteremo a menzionare il seguente caso particolare
metrico dell’ omografia biassiale, degno di nota:

1. omografia biassiale iperbolica abhia un assc 0 all’ in-
finito (in un piano) ortogonale all’ assc proprio . Allora
due punti corrispondenti I’, I’ si trovano sopra una perpen-
dicolare (incidente) ad «, ed il rapporto delle loro distanze
da « ( invariante assoluto) ¢ costante.

se quel rapporto ¢ uguale a — 1, I’ omografia (biassiale
armonica) ¢ una simmetric ortogonale rispetto all’ asse a.

§ 90. * Omografie particolari sotto I aspetto me-
trico. — Consideriamo un’ omografia tra due spazi ¥,. ¥,
Al piano improprio di uno dei due spazi, p. e. di ¥, corri-
sponde nell” altro, ¥, un certo piano A, che dicesi piano li-
mite di questo spazio. Generalmente il piano A sard un
piano proprio, ed allora ad ogni segmento AB di una retta
di ¥, non appartenente al piano A, corrlspondera in ¥, un
segmento finito s¢ A2 non ha aleun punto comunc col
piano 1, 'ed invece un segmento infinito quando avviene il
contrario.

Se il piano A ¢ improprio, 1’ omografia tra I, ¥' dicesi
omografic affine o wffinita. 1 affinita tra duce spazi ¢, dun-
que, un’ omografia in cui i piani impropri dei due spazi si
corrispondono.

L’ affinitd tra due spazi ¢ determinata da 4 coppie di
punti o di piani propri omologhi, indipendenti. .

Se due spazi sono affini, ad un segmento finito o infi-
nito di una retta (propria) dell’uno, corrisponde un se-
gmento ugualmente finito o infinito di una retta ( propria)
dell’ altro.

Punteggiate (proprie) corrlspondentl in spazi affini, sono
sinili.
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L’ omografia tra due piani (propri) corrispondenti ¢é
un’ affinita. ,

Spazi affini ad un terzo risultano tra loro affini; ossia: il
pl‘odottd di due affinith spaziali, ¢ un’ afflnita.

L’ affinith tra due spazi fa corrispondere a due piani pa-
ralleli dell’ uno, due piani paralleli dell’ altro; quindi ad ogm
parallelepipedo, un parallelepipedo.

Ora in un modo analogo a quello seguito nel §5O si
puo provare che: il rapporto dei volumi di due parallelepi-
pedi corrispondenti ¢ costante. It se ne trae la seguente pro-
pricth generale delle aflinitd spaziali:

Nell’ affinita spaziale il rapporto di due volumi corri-
spondenti ¢ costante. In particolare questo rapporto puod
esscre uguale ad 1, nel qual caso due volumi corrispondenti
sono sempre equivalenti: si ha allora I’ equivalenza affine.

Un caso “particolare molto importante dell’ affinitd spa-
ziale, ¢ la similitudine. Yssa pud definirsi come un’omo-
graﬁa tra due spazi, che fa corrispondere i piani impropri
e le polarita assolute di essi. Si pud anche dire che una si-
militudine nello spazio ¢ un’ omografia che lascia fermo il
piano improprio e subordina in csso una congruenza (§ 54).
Spazi simili ad un terzo sono simili fra loro; ossia: il pro-
dotto di due similitudini spaziali ¢ una similitudine.

In una similitudine spaziale, due piani omologhi sono
sempre simili (§ 50) perch¢ le loro rette improprie sono
congruenti (§ 41). Ad ogni angolo (formato da due rette
proprie non parallele) corrisponde sempre un angolo uguale.
Ad ogni diedro corrisponde pure un diedro uguale. Da cid
segue che, non solo due triangoli (finiti) corrispondenti,
“sono simili; ma sono pure simili due tetraedri (finiti) cor-
rispbndenti. Quindi:

In una similitudine spaziale, il rapporto di due se-
gmenti ( finiti) corrispondenti é costante.
~ Infatti, due segmenti qualsiasi considerati in uno’ dei
due spazi, ove non giacciano in un piano, sono i lati opposti
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di un tetraedro, a cui corrisponde nell’ altro spazio un te-
traedro simile.

Due figure omologhe in una similitudine dello spazio si
trovano nella condizione di avere angoli e diedri corrispon-
denti uguali, e segmenti corrispondenti proporzionali; per-
cio tali figure sono simili nel senso della Geometria ele-
mentare. Pero (riguardando i due spazi comne sovrapposti)
vi & luogo a distinguere una similitudine diretfa ed una
inversa, come vedremo bene in un caso particolare (nel
caso della congrucnza). ‘

Fra le similitudini dello spazio enumeriamo cquelle bias-
siali (iperboliche) e quelle omologiche (§§ 88, 89).

Data una similitudine biassiale iperbolica, uno dei suoi
assi, 0, deve giacere nel piano all infinito, poiché questo
piano € unito; I’ altro asse, «, sara una retta propria. Ora
in ogni piano (unito) per « si avra una similitudine omo-
logica avente come asse «, di cui il centro apparterra
alla 6; una tale similitudine omologica sara una simmetria
ortogonale rispetto ad @ (§ 50). Si conclude che la simi-
litudine hiassiale dello spazio ¢ una simmetria ortogonale
rispetto ad «.

Data una similitudine omologica, essa avra il piano « o
il centro 4 all’infinito. Nel primo caso, la similitudine é
un’ omotetia o, in particolare, una traslazione (§ 50). Nel
secondo caso (supposto proprio il piano « d’omologia), il
centro A sari il polo della retta all’infinito di « rispetto
alla polarita asSoluta, ossia sara il punto all’infinito delle
perpendicolari al piano e.

In ogni piano (unito) per A restera subordinata una si-
militudine omologica che sara precisamente una simmetria
ortogonale rispetto all’ intersezione del piano stesso con «
(§ 50). In conclusione, la similitudine omologica dello
spazio ¢, in questo caso, una simmetria ortogonale rispetto
al piano o.

Dunque, riassumendo, avremo:
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Nello spasio, una similitudine biassiale iperbolica (non
identica) é una simmetria ortogonale rispetto ad un
asse; una similitudine omologica é una simmetria ri-
spetto ad un piano, o una omotetia. (in partwolare una
traslazione).

Il rapporto di una similitudine dello spazio pud essere,
in particolare, uguale ad 1; si ha allora la congruensa.
Spazi congruenti ad un terzo risultano congruenti fra loro;
ossia: il prodotto di due congruenze spaziali ¢ una con-

gruenza.
In una congruenza dello spazio, figure omologhe hanno

angoli, diedri, e segmenti corrispondenti uguali; percid esse
diconsi figure congruenti o uguali.

Esse possono tuttavia essere direffamente uguali, ciod
uguali nel senso della Geometria clementare, ossia sovrap-
ponibili con un movimento; invece pud riuscire impossibile
di sovrapporle, nonostante 1' uguaglianza dei loro elementi,
per la loro inversa disposizione, ed allora si dicono inver-
samente uguali.

L’ esecmpio pitt semplice di quest’ ultimo caso é porto
dalla simmetria ortogonale rispetto ad un piano.

Infatti, si considerino p. e. due tetraedri (simmetrici)
che si corrispondono in una tale simmetria. Un movimento
che sovrapponesse I’ un tetraedro all’ altro si potrebbe con-
cepire come un movimento di tutto lo spazio collegato
rigidamente al tetraedro mobile, e quindi darebbe luogo
ad un’ omografia col piano improprio unito, la quale (fa-
cendo corrispondere i due tetraedri) non potrebbe differire
dalla simmetria proposta. Dunque nel movimento anzidetto
tutti i punti del piano di simmetria dovrebbero restar fermi;
ma cid costituisce un assurdo, perché, fissando i punti di
un piano, restano fermi anche tutti i punti dello spazio

igidamente collegati con quelli, siccheé il mov1ment0 stesso
non sarebbe piu possibile. ‘

Un esempio pitt generale di congruenza inversa si de-
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duce dal precedente; operando come segue. Si considerino
due figure simmetriche (ortogonalmente rispetto dd un
piano ), e si sposti mediante un qualsiasi movimento I’ una
di essc; si otterranno semprc' due figure inversamente
uguali. .

Risultera poi che I’esempio precedente si pud riguardare
come il caso generalc della congruenza inversa.

Se fra le similitudini bhiassali ed omologiche, enumerate
innanzi, si cercano le congrucnze, si trovano (oltre I’iden-
tita ): la simmetria ortogonale rispetto ad un asse e la
traslazione, che sono congruenze dirette: la simmetria ri-
spetto ad un piano o ad un centro, che sono congruenze
inverse. )

§ 91. * Congruenze. — Approfondiamo lo studio delle
congruenze generali dello spazio.

Sul piano all’infinito si ha (almeno) un punto unito A4,
centro di un fascio nel quale vienc subordinata una con-
gruenza diretta. La retta « polare di A4, rispetto alla pola-
rith assoluta, ¢ pure unita, ¢ su di essa viene purc subor-
dinata una congrucnza diretta (§ 706).

Ora A ¢ il centro di una stella impropria unita, neclla
(quale vienc subordinata una congruenza dirctta. Questa
cquivarra o ad una rotazione attorno ad una retta (propria)
«', oppure ad una traslazione, parallela ad un piano, di tutti
1 raggi della stella (§ 50 - Oss. 3.2).

Nel fascio improprio di piani di asse a sard subordi- .
nata una conguenza, la quale potra essere diretta o in-
versa. Corrispondentemente -ai due casi la congruenza
stessa dello spazio si dird diretta o inversa; mostreremo
poi che tale distinzione da luogo alla distinzione delle due
specie di uguaglianza tra le figure, menzionata nel prece-
dente §. '

Abbhiamo ora 4 casi da considerare:
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1.° La congruenza nella stella impropria A ¢ una ro-
tazione attorno alla retta propria «, e la congruenza nel
fascio improprio di piani ¢ ¢ diretta. Allora i piani per «
(ortogonali ad «'), e cosi pure i punti di &', subiscono per
effetto della congrucnza, una traslazione. Possiamo cffettuare
la nominata traslazione, operando una traslazione di tutto
lo spazio, parallelamente alla «’. Dopo c¢id si ottiene una
nuova congruenza nella quale si corrispondono le nuove
posizioni P, occupate dai punti 2 dello spazio, dopo la tra-
slazione, ed i punti ' omologhi dei detti punti P.

Ora, nel fascio di piani ¢’ (come sulla retta impropria «,
ad essa ortogonale) vi ¢ (per ipotesi) una congruenza
diretta, la quale pud essere generata in due modi da una
rotazione del fascio attorno ad «' nell’uno o nell’ altro
senso. Effettuando ancora questa rotazione, in uno qua-
lunque dei due sensi, i piani «' [’, verranno sovrapposti ai
piani «' P, ed i punti P, verranno portati ad occupare
nuove posizioni /”,, tali che le rette PP, saranno tutte
perpendicolari incidenti alla «'. Quindi fra i punti P, P,
intercederd una congruenza hiassiale di assi «, «, la quale
(§ 90) sara identica, oppure sara una simmetria ortogonale
rispetto ad «'.

Si passa dall’ uno all’altro caso con una rotazionc di
due angoli retti attorno ad «’, ¢ pereid si ¢ condotti all’ uno
o all’ altro caso, a seconda dcl senso in cui ¢ stata cffet-
tuata la rotazione attorno ad «', ¢che ci ha condotto dai
punti P, ai punti ’,. Scegliendo opportunamente questo
senso, si portano dunque a coincidere i punti P, ai punti ',

Cosi la congruenza si trova generata da un movimento
dello spazio, il quale si compone:

o) di una traslazione parallela ad «';
E) di una rotazione attorno ad «'.

Un tal movimento dello spcmo si dice un /novunelnu
elicoidale attorno ad «'.

Questo movimento si riduce ad una semplice' rotazione
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(la traslazione essendo nulla) se su «' si ha 1 identita,
cio¢ se « ¢ una retta di punti uniti, e quindi la congruenza
¢ assiale; in caso diverso il movimento non lascia fermo
alecun punto proprio, ossia la congruenza non ha punti
uniti propri. '

‘Il movimento nominato si puo ridurre ad una traslazione
parallela ad «’; in (uesto caso tutti i punti impropri sono
uniti, cio¢ si ha sul piano improprio 1’identitd, e la con-
gruenza ¢ una particolare omologia (§ 88).

2.° La congruenza subordinata nella stella impropria A
¢ una traslazione secondo una giacitura a', e la congruenza
nel fascio improprio « ¢ ancora una congruenza diretta,
ossia traslatoria.

Allora la congruenza dello, spazio equivale essa stessa
ad una traslazione, la quale puod essere composta eseguendo:

o) prima una traslazione ortogonale ai piani del fa-
scio improprio «, la quale sovrapponga ogni piano per a
all’ omologo; ‘

g) poi una traslazione parallela ai piani di giacitura o'
e ortogonale alle rette della stella impropria A (quindi pa-
rallela ai piani per @), la quale faccia sovrapporre ogni
retta per A alla corrispondente.

3.° La congruenza subordinata nella stella impropria A
¢ una rotazione attorno ad una retta propria ', e la con-
gruenza nel fascio improprio « ¢ inversa, vale a dire € una
simmetria rispetto ad un piano « per «.

Anche sulla retta unita @’ viene subordinata una con-
gruenza inversa, cio¢ una simmetria rispetto al pun'to
A = d a. ,

Ora si puo effettuare attorno ad ¢’ una rotazione, la quale
porti un qualunque punto P dello spazio ad occupare una
nuova posizione P,, in modo che la coppia PP’ giaccia
sempre in un piano per «' e dalla stessa parte di essa, vale ‘
a .dire si trovi sopra una parallela ad «’. Dopo questa ro-
tazione si effettui la simmetria ortogonale rispetto al piano «;
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il piano per P,, ortogonale ad «’, verrd sovrapposto al-piano
per P’; ortogonale ad «' stesso, ¢ quindi il punto P, verra
sovrapposto al punto P

Cosi la congruenza viene in questo caso generata, ese-
guendo una rotazione attorno ad «’, ed una susseguente
simmetria ortogonale rispetto al piano « ortogonale ad «'.

Se la rotazione nominata attorno ad ¢’ ¢ di due angoli
retti, la congruenza risulta una simmetria rispetto al cen-
tro A’. Se invece la detta rotazione ¢ nulla, si ha una sim-
metria ortogonale rispetto ad o.

- 4.° La congruenza subordinata nella stella impro-
pria A ¢ una traslazione secondo una giacitura a', e la
congruenza subordinata nel fascio improprio @ & inversa,
vale a dire ¢ una simmetria rispetto ad un piano « ( orto-
gonale alle rette per A).

Allora la congruenza dello spazio si pud comporre ef-
fettuando:

«) prima una traslazione dell’ intero spazio nella di-
rezione parallela alla giacitura «’ ed ortogonale alle rette
per A (ossia parallela al piano «), sovrapponendo cosi ogni
retta per A all’ omologa;

£) poi una simmetria ortogonale rispetto al piano «.

Questa generazione appare come un caso limite di quclla
relativa al caso 3.2

In particolare, se la traslazione parallela ad «' é nulla,
la congruenza si riduce alla simmetria ortogonale rispetto
al piano a.

Riassumendo i resultati ottenuti, avremo il

TEOREMA. — Vi sono nello spazio due specie di con-
gruenze:

1. Congruensze (dirette) generabili con un movi-
mento elicoidale attorno ad un asse,; il quale pud ri-
dursi in particolare ad una semplice rotazione attorno ad
un asse o ad una traslazione (congruenze dirette assiali ed
omologiché ).
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II. Congruense (inverse) generabili con un mouvi-
mento di rotazione attorno ad un asse cd una susseguente
simmetria ortogonale rispetto ad un piano perpendicolare
a questo asse, oppure con un movimento di traslasione ed
una susseguente simmelria 'ortogonale rispetto ad un piano
parallelo alla direzione del moto traslatorio, in partico-
lari simmetrie rispetto ad.un piano o ad un centro (con-
gruenze inverse omologiche ).

Due figure corrispondenti in una congrucnza diretta
sono direttamente congruenti od uguali, c¢io¢ sovrapponi-
bili con un movimento. Invece duc figure corrispondenti
in una congruenza inversa sono ineersamente congruenti,
cio¢ hanno gli elementi corrispondenti (angoli e segmenti)
uguali ciascuno a ciascuno, ma disposti in modo inverso,
sicch¢ ¢ impossibile (come ¢ stato notato — § 90) di so-
vrapporle con un movimento. ‘

La distinzione fra la congruenza dirctta ¢ I’ inversa nello
spazio, appare cosi analoga a quella stabilita per il piano.
Ma, mentre due figure inversamente congruenti in un piano
sono sovrapponibili con un movimento uscendo dal piano,
manca qui (inerentemente alla nostra intuizione dello spa-
zio) il modo di istituire una considerazione analoga.

OSSERVAZIONE 1.2 — La partc I del teorema stabilito si
pud anche enunciare sotto la forma seguente, che presenta
utili applicazioni nella statica dei sistemi rigidi:

II movimento di un corpo rigido mnecllo spazio, ove si
abbia riguardo al suo passaggio dalla posizione iniziale alla
posizione finale, pud sempre considerarsi come un movi-
mento elicoidale.

OSSERVAZIONE 2.2 — Le relazioni della Geometria me- -
" trica dello spazio, si deducono tutte (in aggiunta alle no-
zioni grafiche) dalle nozioni di « uguaglianza d’angoli e
di segmenti. » Ora queste due relazioni fondamentali si
possono definire come relazioni grafiche degli elementi dati
(angoli o segmenti) col piano improprio e colla polarita
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assoluta, cioé col cerchio immaginario che costituisce 1’ as-
soluto dello spazio.

In primo luogo, I’uguaglianza di due angoli ad, a'd’, pud
essere espressa dalla possibilita di far corrispondere i punti
all’ infinito di @, ¢’ e di 0, &' in una congruenza del piano
improprio, cio¢ in una omografia di esso che trasformi in
sé stessa la polarith assoluta (§ 54).

Invece 1 uguaglianza di due segmenti (propri) AB, A'B,
pud venire espressa (in infiniti modi diversi) dalla possibi-
lith di far corrispondere i punti 4, 4’ e B, B' in una con-
gruenza diretta dello spazio. Ora, le condizioni perché un
omografia dello spazio sia una congruenza diretta (nel caso
generale in cui non si tratti d’un’ omografia assiale) con-
sistono in ci6 che essa trasformi in sé P assoluto, e che
non abbia aleun punto unito proprio. Infatti una tale omo-
grafia sard anzitutto una similitudine, ed avrd una retta
unita propria «' passante per un punto unito improprio A4
ed associata al piano improprio nella stella A; ¢ poiche
su ¢ si avrd un’ omografia parabolica col punto unito A
(cioé una congruenza), la similitudine in questionc sara
una congruenza (diretta). '

Dalle considerazioni precedenti risulta che

Tutte le relazioni della Geometria metrica dello spasio
8¢ possorno 'deﬂm'/'e come relasioni grafiche delle figure
coll’ assoluto.

§ 92. * Estensione della legge di dualita nello spazio.
— La legge di dualitd nello spazio si estende con conside-
razioni analoghe a quelle che hanno permesso I’ estensione
della legge di dualita nelle forme di 2.* specie.

Si dicono proprieta proiettive delle figure nello spazio,
le proprietd che si trasmettono inalterate a tutte le figure
omografiche.

Tutte le proprieta graficlic sone proiettive. Ma tra cqueste
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ultime vi sono pure delle proprietii metriche ( proprieta
metrico-proiettive) che per altro possono sempre enunciarsi
sotto forma grafica (Oss. 2& del .prec. §), riuscendo allora
indipendenti dall’ assoluto (ecfr. § 55). Ora, adoperando una
reciprocita dello spazio, avremo che:

Ad ogni figura dello spazio corrisponde una ﬁgum cor-
relativa, e ad ogni propricta proiettiva della prima figura
corrisponde una proprieta proiettiva della seconda, la
quale viene dedotta collo scambio degli elementi « punto
e piano ». Cio vale comunque la proprieta proiettiva della
prima figura sia Stata dimostrata; e quindi anche se nella
dimstrazione in parola si sieno impiegati concetti metrici,
non contenuti nei postulati I, II, III, IV, V, VI, sui quali ab-
biamo fondato la Geometria proiettiva.

Invece, dalla non esistenza di un ente dello spazio, che
abhia un significato metrico correlativo al piano improprio
e alla polaritd assoluta di esso, si trae che: La legge di
dualitt, dello spasio non vale, per le proprieta metriche,
non proiettive, delle figure in esso contenute.

OSSERVAZIONE. -—— La estensione della legge di dualita
dello spazio per la Geometria proiettiva ¢ stata stabilita
a posteriori, valendosi di una reciprocith. Ma a questo
riguardo puo farsi la seguente osservazione. I postulati
della ordinaria Geometria metrica possono enunciarsi come
proposizioni grafiche, allorch¢ si tenga conto dell’ inter-
pretazione grafica delle nozioni metriche in relazione al-
I’ assoluto.

Allora si puo riconoscere che tali proposizioni non sono
logicamente indipendenti dai postulati della Geometria pro-
iettiva, ma possono anzi dimostrarsi in base a questi. Cosl
ogni ragionamento della Geometria metrica pud trasfor-
marsi in un ragionamento della Geometria proiettiva, fon-
dato sui postulati di essa, dove si consideri in modo spe-
ciale un piano ed una certa polarita di esso (costituenti
I assoluto ); tale ragionamento ¢ traducibile colla legge di
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dualith e conduce ad un teorema correlatlvo del primo
ogni qualvolta questo sia un teorema proiettivo, ossia riesca .
indipendente dagli enti speciali con31derat1.

Per tal modo--si pud dire che si viene a stabilire a priort
I’ estensione della legge éi dualita dello spazio.




APPENDICE
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I. Gruppi di proiettivitd. — Abbiamo definito il con-
cetto di prodotto di pit proiettivita (sopra la retta, nel
piano ecc.). Un insieme G di proiettivita dicesi costituisce

~un gruppo, quando sono soddisfatte le due condizioni se-
guenti : , )

1) il prodotto di due (ualunquec proiettivita di G, appar-
tiene a G; '

- 2) insieme ad ogni proiettivita di G, appartienc a G an-
che I’ inversa.

Segue da questa definizione che « ad ogni gruppo ap-
partiene la proiettivita ‘identica ».

Tutte le proiettivita della retta, tutte (uelle del piano o
dello spazio, formano altrettanti gruppi. Anche le omografie
del piano formano un gruppo, ¢ -cosi le omografie dello
spazio; ma le correlazioni del piano (o dello spazio) prese
da sole non formano un gruppo, perch¢ il prodotto di due
‘corrclazioni non ¢ una correlazione, ma un’ omografia.

Si possono considerare, del resto, gruppi finiti, composti
di un numero finito di proiettivitd, ¢ gruppi che ne conten-
gono un numero infinito; tra questi ultimi si considerano -
piu particolarmente. i gruppi continui, che definiremo tra
poco. :

Le proiettivita di un gruppo finito sono cicliche.
: 24
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Infatti se la proiettivith = appartiene ad un gruppo fi-
nito G (dato sopra una retta, o in un piano ece. ), appar-
tengono a G le proiettivita =2, n®..., e poiché la serie di
queste non pud essere indefinita si dovrd trovare in essa
una proiettivith n® che riproduca una delle precedenti; sia:

= an con n >m.

Allora,

qR-m o= 1,

é I’ identith, ossia w e ciclica d’ ordine n — m.

Si deduce di qui, in particolare, che pit proiettivith in
numero finito, di una forma, costituiscono un gruppo se é
soddisfatta la condizione 1) richiesta dalla definizione; la 2}
ne viene di conseguenza.

Evidentemente non si pud dire lo stesso per un gruppo
di infinite proiettivitd, giacché se = é una proiettivith non
ciclica, la serie indefinita = =%.... =®.... soddisfa alla con-
dizione 1) ma non alla 2). ‘

Diamo qualche esempio di gruppi finiti di proiettivita.

«) Sopra la retta il gruppo ciclico composto dalle po-
tenze

1 n =%.... mwn-t

di una proiettivitd ciclica d’ ordine 7.
0) il gruppo della proiettivitd della retta che trasfor-
mano in sé stessa una terna di punti ABC. Questo gruppo

ABC
ABC

zioni che hanno come punto unito uno dei tre punti e scam-
ABC ABC ABCY.
) ; le due

consta di 6 proiettivitd: 1’ identita ( ) le tre mvolu-

biano gli altri due (ACB’ BAc) \cBA

s . o . ABC ABCY - .
proiettivitd cicliche del 3° ordine ( CA B)’ ( BC A )., in-

verse 1'una dell’ altra.
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¢) I1 gruppo delle proiettivitd di una retta che trasforma
in sé stessa una quaterna di punti ABCD.

Esso consta in generale dell’identitd e di tre involu~

ABCD)(ABCD)(ABCD) '

BADC) \DCBA) \CDAB)

Ma se ABCD ¢ una‘quatema armonica, ‘il gruppo sud-
detto comprende 1’ identitd, 5 involuzioni, e due proiettivita
cicliche del 4.° ordine; cioé, oltre le nominate, comprende

ABCD ABCD o
)’ (ABDc) , e le proiettivita

zioni : (

le involuzioni : (

BACD
amwe(ABCD <ABCD)
CDBA) DCAB)

d) Nel piano si possono costruire numerosi gruppi
finiti di proiettivith, e in particolare di omografie.

Sono notevoli i gruppi d’omografie trasformanti in sé
stessa una conica, e subordinanti su di essa le proiettivita
di un gruppo, i quali sono in uno stretto legame coi gruppi
di proiettivitd della retta. Infatti proiettando la conica da
un suo punto, sopra una retta, le proiettivith sopra la co-
nica sono proiettate in proiettiviti della retta che formano
pure un gruppo. ‘ '

Viceversa questa costruzione, essendo dato sopra una
retta un gruppo di proiettivith, permette di ottenere un
gruppo di proiettivitd sopra una conica, e un corrispondente
gruppo di omografie del piano.

Come esempio si puod considerare il gruppo delle proiet-
tivith di una conica che trasforma in sé stessa una quaterna
armonica su di essa. I1 corrispondente gruppo di 8 omo-
grafie del piano, ¢ contenuto in quello delle 24 omografie
che trasformano in sé stesso un quadrangolo completo. .

2. — Passiamo ora a dare qualche nozione elementaris-
sima intorno ai gruppi continui di proiettivita.

Occorre per cid definire le potenze ad esponente fratto
o irrasionale di una proiettivitda.
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Ci limiteremo ad acecnnare la cosa riferendoci al caso
delle proiettivitd sopra la retta, dotate di due punti uniti
‘distinti o infinitamente vicini. ‘

Sia data dunque, su una retta, una proiettivith m, iper-
bolica o parabolica. Essendo 7 un numero intero qualsiasi,
si pone il problema di costruire una proiettivita '

1
Q=="
definita dalla condizione
.Q,“ = . :
Se 7 ¢ pari, la potenza »* di una qualsiasi proiettivita ¢
concorde; quindi per I’ esistenza di Q, dobbiamo supporre
che = sia concorde. Cercheremo di costruire © restando nel
campo delle proiettivith concordi.
Dati due punti A, A’ che si corrispondono in «, vi ¢ un
segmento da cssi determinato che non contiene punti uniti.
Iracciamo corrispondere ad A un punto X di cotesto se-
gmento; si dia origine cosi ad una proiettivita (concorde)
ben definita, ¢he possiamo indicare con (AXY), avente gli
stessi punti uniti di =.
I punti -\ possono ora esserc distribuiti in due classi;
assegnianio ad una prima classe quei punti X, per cui
I'omologo A, di A nella
A X, 1') e | A proiettivita (AX)®, cade en-
tro il segmento A4’; e alla
seconda classe i punti .X, per cui 4, cade fuori del segmento
suddetto. Si ottiene per tal modo una partizione soddisfa-
cente alle condizioni richieste dal postulato della conti-
nuita. 11 punto di separazionc P da luogo ad una proietti-
vita Q@ = (AP), tale che '

aQr = 7.

m
S1 pud quindi definire la potenza = ", mediante la rela-
zione simbolica
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Infine se p ¢ un numero irrazionale, dato come eleniento

. . . . N (m
di separazione di due classi di numeri razionali (—n—) e (i),

q
si definird =» mostrando che i gruppi di punti corrispon-
m’ y
n . ’q‘

denti ad un punto A della retta nelle proiettivith = e m
~ammettono un punto di sepzi*azione, il quale, al variare
di 4, descrive una punteggiata proiettiva a quella descritta
da A.

Dal procedimento che abbiamo rapidamente abbozzato,
si trae la conclusione seguente: ‘

Data sopra una retia, una proiettivita concorde =, iper-
bolica o parabolica, ed un esponente qualsiasi r, resta de-
Jinita una determinata proiettivita concorde n*, avente gli
stessi punti uniti e quindi permutabile con =, per modo
che vengono sempre soddisfatte le relasioni

R = gt )

(m7) = ==,

Questa conclusione Dub anche essere estesa al caso delle
proiettivita ellittiche.
~ Ma noi non ci dilungheremo su cio. .

Ci limitiamo piuttosto a notare come, in forza dell’ enun-
ciato precedente, si possono ritenere definite le potenze ad
esponente qualsiasi per un’ omologia piana o spaziale che
subordini proiettivita concordi sopra le rette unite pel centro.

~In particolare restano definite le potenze di un’ omologia
"(_Speciale) il cui centro appartenga all’asse o al piano di
punti uniti.

Medesimamente si possono ritenere definite le potenze
di un’ omogfaﬁa piana dotata di fre punti uniti, la quale.
faccia corrispondere a sé¢ stessa ciascuna delle quattro re-
gioni determinate dal ;riangolo dei tre punti, poiché¢ una
tale omografia subordina sui lati del triangolo delle proiet-
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tivith concordi e resta determinata quando sono date due
d1 queste proiettivita.

3. — Sopra una retta, in un piano o nello spazio, si abbia
un gruppo di proiettivitA G, e per ogni proiettivita = di G,
sia definita in modo ben determinato la potenza =¥, ad
esponente qualsiasi r, in guisa che

1) insieme a = appartenga sempre al gruppo anche a =*;
2) valgano le due relazioni fondamentali

s ,n.r‘= ,nr+s,
(Rr)s R ,n.rs;

allora il gruppo G dicesi continuo.

Possiamo citare subito alcuni esempii di gruppi continui.

«) Sopra la retta tutte le proiettivitd concordi formano
un gruppo continuo. Tutte le proiettivith concordi con un
dato punto unito, oppure quelle con due dati punti uniti
(distinti o infinitamente vicini) formano ancora dei gruppi
continui. '

Invece il gruppo composto di tutte le proiettivith della
retta non € continuo, nel senso della parola definito in-
nanzi (!), perché una proiettivith discorde non ammette po-
tenze ad esponente pari.

b) Nel piano tutte le omografie che lasciano fermi i
vertici d’ un triangolo e trasformano in sé stesse le quattro
regioni triangolari relative a questo, compongono un gruppo
continuo.

Tutte le omologie concordi del piano aventi un deter-
minato asse, formano ancora un gruppo continuo. E dentro

(*) Qui & opportuno avvertire che il significato da noi dato alla
parola « gruppo continuo », in riguardo a trasformazioni proiettive
reali, ¢ molto piu restrittivo del significato consueto che S. Lie ha
stabilito, nella teoria generale dei gruppi di trasformazioni, con ri-
guardo al eampo delle variabili complesse.
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questo formano. pure un gruppo continuo tutte le omologie
speciali, collo stesso asse, giacché il prodotto di due di esse
¢ sempre un’omologia speciale col medesimo asse.

Cosli, prendendo come asse la retta impropria del piano,
si ha (cfr. § 47) che le traslazioni del piano formano un
gruppo continuo.

¢) Nello spazio si possono citare esempi' analoghi a
quelli considerati nel piano.

Ci fermeremo a menzionare esplicitamente il gruppo con-
Zinuo costituito dalle omologie speciali (cioé di quelle che
hanno il centro e il piano d’omologia appartenentisi) le
quali posseggono un dato piano di punti uniti, gruppo di
cui é caso particolare metrico il gruppo delle traslasziont.
Nel gruppo indicato vi ¢ una determinata omologia che fa
corrispondere due punti dati fuori del piano dei punti uniti.

Noteremo inoltre come il gruppo suddetto sia costituito
di omologie permutabili, e possa venir generato partendo
da tre omologie generiche di esso m,, m, =, di cui si mol-
-tiplichino le potenze, per modo che =3 &, m,"1 sara 1’ espres-
sione generale d’un’omologia del gruppo,

Segue di qui come due gruppi di omologie speciali pos-
sono essere riferiti, in modo che al prodotto di due omologie
dell’ uno corrisponda il prodotto delle omologie corrispon-
denti, e alle potenze di un’ omologia le uguali potenze del-
I’ omologa (riferimento per isomorfismo). Questo riferi-
mento si ottiene fissando nel 1° gruppo tre omologie gene-
riche =,, m,, w, e nel ?° altre tre Q, Q,, Q,, ed associando
quindi le omologie

T3 We"2 M1, Q.3 Q2 Q"
dei due gruppi, che corrispondono ai medesimi valori degli
esponenti 7y, 7, rs "

Che il riferimento cosl ottenuto soddisfi effettivamente
alle condizioni enunciate di isomorfismo, dipende' stretta-
mente dal fatto che i gruppi di potenze w1, w2, m,"3, ge-
neranti per moltiplicazione il primo gruppo, e similmente
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Q.1, Q,%, Q%5 generanti il secondo, sono permutabili, onde
si hanno per riguardo al primo O'ruppo di'formOIe

(% o' mo1) (my"s my" M) = m 3+5° I, z+s> 7‘11'“’

(m,7s ﬂ?2 TR ) S = m,'s Tr’»sa'r 1,

¢ si hanno pure le formole analoghe per 1‘10uardo al secondu.

‘OSSERVAZIONE. — Dato, nel piano o nelld spazio, un gruppo
continuo (eo') costituito dalle potenze ‘d’un’omografia, un
punto gerierico viene portato dalle omografie di esso nei
punti di una curoa, ‘che dicesi una traiettoria del gruppo.

Le traiettorie dei gruppi continui oo! eonducono ad una
famiglia di curve notevoli che sono state studiate da Klein.
¢ Lie (Mathematische Annalen Bd. IV e Comptes rendus de
I' Académie des Sciences de Paris, 1870). ‘

Le traiettorie dei gruppi oo! conteénuti nei gruppi di omo-
logie, considerati innanzi, sono rette.

II. Geometria astratta. — Noi abbiamo cercato di porre
in luce come la Geometria proiettiva si riferisca a concetti
(ntuitivr, psicologicamente bhen definiti, e per questo appunto
non abbiamo tralasciato occasione di mostrare la concor-
danza fra le deduzioni e I’intuizione. D’ altra parte pero, ¢
stato avvertito fino dal principio che tutte le deduzioni sono
fondate soltanto sopra cuelle proposizioni, desunte imme-
diatamente all’ intuizione, le quali vengono enunciate come
postillati. ‘

Sotto questo punto di vista la Geometria svolta appare
come un organismo logico, nel quale i concetti elementari
di « punto » « retta » e « piano » (e quelli definiti mediante
questi) figurano soltanto come elementi di alcune relazioni
logiche primitive (i postulati) ¢ di altre relazioni logiche
che ne vengono dedotte (i teoremi ).' Il contenuto intuitivo
di quei concetti- resta perfettamente indifferente. Da questa
osservazione scaturisce un principio molto fecondo, che in-
. forma tutta tutta la moderna Geometria : il principio della
sostituibilita degli elementi geometrici.
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Si abbiano dei concetti comundue definiti i quali vengano
convenzionalmente designati coi nomi di « punto », « retta »
e « piano »; e suppongasi che tra di essi intercedano le re-
lazioni logiche fondamentali enunciate dai postulati della
Geometria proiettiva. Tutti i teoremi della detta Geometria
avranno ancora significato e validith, ove si intenda di con-
siderarli non pitt come esprimenti relazioni fra « punti »,
« rette » e « piani » intuitivi, ma invece come relazioni ti:
1concett1 dati, 1 quali sono stati convenz1onalmente desi-
gnati coi detti nomi. :

In altre parole. La Geomelric proiettiva puo essere con-
siderata come sciensa astratic, ¢ ricevere quindi interpre-
tazioni diverse da quella intuitiva, Jissando che gli ele-
menti (punti, rette e piani) di essw, sieno concetti comun-
que determinati, tra ¢ quali intercedono le relasioni logiche
espresse dai postulati.

Un primo -corollario di questo principio generale ¢ la
legge di dualita dello spazio. Per stabilirla, basta invero fis-
sare che il nome « punto » designi I’ ente intuitivo « piano »,
e il nome « piano » designi I’ente intuitivo « punto »; 0S-
servando che (fissato convenientemente il significato di al-
cune denominazioni) i postulati dolla Geometria proiettiva
vengono cosi soddisfatti. -

Per dedurre dal principio posto nuove conseguenze im-
portanti, occorre osservare un’ estensione che possono rice-
vere i resultati stahili.i intorno all’ omografia tra due spazi.

11 teorema che concerne la determinazione delle proiet-
tivith tra due spazi (§ 87) si estende al caso di due spazi
astratti, essenzialmente distinti, in ciascuno dei quali gli
clementi ricevono un significato arhitrario, tale da soddi-
sfare i postulati della Geometria proiettiva. Occorre pero
modificare la dimostrazione del testo, la .quale ¢ fondata
sopra la costruzione del § 22, giacché qui non avrebhe pitt
senso il prozettare una punteggiata ch uno spazio in un
altro. '
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Basta precisamente mostrare che due spazi astratti S, S
possono -esser riferiti omograficamente, in un modo almeno.
Dopo cio, combinando questa omografia che si suppone co-
struita, colle proiettivitdh entro uno dei due spazi, si otterra -
una proiettivith facente corrispondere a 5 elementi indipen-
denti di S, 5 elementi indipendenti di S’; e d’altra parte ri-
sulterd che questa proiettivith ¢ unica, giacché si avrebbe
altrimenti in uno dei due spazi una proiettivitd non identica
con 5 elementi uniti, indipendenti (cfr. § 23).

Ora si potranno riferire omograficamente due spazi astratti
S, S', essenzialmente distinti, procedendo nel modo se-
guente: ,

Si considerino rispettivamente in essi due gruppi G, G’
di omologie speciali, aventi un medesimo piano di punti
uniti, e si riferiscano i detti gruppi per isomorfismo come
¢ stato indicato (App. I, 3). Dopo cid si facciano corrispon -
dere le omologie del gruppo G stabilito in S, ai punti in
cui esse portano un punto A, assegnato ad arbitrio fuori
del piano dei punti uniti; e analogamente si riferiscano
le omologie del gruppo G’ stabilito in S’ ai punti in cui
esse portano un punto A' dato fuori del piano dei punti
uniti.

Nasce cosi tra i punti di S, S una corrispondenza biuni-
voca che trasforma le omologie di G in quelle di G, per
modo che alle potenze d’un’ omologia contenuta in G cor-
rispondono le potenze dell’ omologia corrispondente in G'.
Pertanto ad una retta di S, che pud essere considerata come
traiettoria di un gruppo o<! contenuto in G, corrispondera
in S’ una retta, traiettoria del gruppo' trasformato conte-
nuto in G’. E percio la corrispondenza costruita tra S, S’
sard un’ omografia (§ 85). A

Cosi i1 teoremi del § 87 possono considerarsi estesi al caso
di due spazi astratti, essenzialmente distinti, i cui elementi
abbiano un significato arbitrario, purché in ciascuno spazio
vengano soddisfatti i postulati della Geometria proiettiva.
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III. Trasformazioni dello spazio che mutano sfere in
sfere. — Possiamo indicare un’elegante applicazione della
Geometria astratta, che ci porterd a determinare le trasfor-
mazioni dello spazio che mutano sfere in sfere.

Consideriamo tutte le sfere e i circoli dello spazio che
passano per un punto O, considerando per estensione i piani
e le rette per O come sfere e circoli di raggio infinito.

Valgono allora generalmente per le sfere e i circoli del
suddetto sistema le proprietd seguenti:

o) Due sfere si segano secondo un circolo (per O).

b) Tre sfere non aventi comune un cireolo, hanno co-
mune un (altro) punto fuori di O.

¢) Una sfera ed un circolo che non le appartenga si
segano in un punto fuori di O.

d) Due punti fuori di O appartengono ad un determi-
nato circolo (per O).

e) Tre punti, fuori di O, che non si trovino sopra un
circolo (del sistema) appartengono ad una determinata
sfera.

JS) Un circolo ed un punto fuori di esso appartengono
ad una determinata sfera.

Le prime tre proposizioni cadono in difetto corrisponden-
temente alla circostanza che le sfere e i circoli per O pos-
sono foccarsi in O. '

Si puo togliere ogni eccezione introducendo la locuzione
dei punti (impropri) infinitamente vicini ad O, il cui in-
sieme deve essere riguardato come una sfera (sfera di
raggio nullo), e convenendo inoltre di riguardare tutti ¢
punti all’ infinito come riuniti in un punto solo comune
ai piani per O.

Non ci fermiamo a sviluppare queste considerazioni per-
fettamente analoghe a quelle del § 2.

E facile verificare come dopo le convenzioni -suddette,
restino soddisfatti tutti i postulati della Geometria proiettiva,
ove s’intenda che la parola « punto » abbia il significato
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di un punto ordinario, diverso da O, o di un punto, infini-
tamente vicino ad esso; la parola « retta ». denoti « cerchio
(o retta) passante per O »; ed infine la parola « piano »
denoti « sfera (o piano) passante per O ». ,

Pertanto le sfere passanti per O vengono concepite come
gli elémenti (piani) di uno spazio astratto ¥, in cui vale la
Geometria ‘proiettiva. 1! poi. notevole che in = resta anche
definita una Geometria metrica convensionale, analoga alla
metrica ordinaria, ove si consideri la sfera di raggio nullo,
costituita dai punti infinitamente vicini ad O, come il piano
improprio di ¥; e si fissi in esso come .polarita assoluta
quella, relativa alla sfera stessa, che vien data dalla polaQ
-ritd ortogonale della stella O.

Ora noi potremo riterire proiettivamente lo spazio astratto
Y, allo spazio ordinario di piani S, e daremo luogo cosi ad una
trasformaszione puntuale, facente corrispondere i-piani alle
sfere passanti per O. Ai.piani.per O corrisponderanno in
particolare i piani per un punto O, omologo del punto in cui
convenzionalmente si considerano riuniti tutti i punti all’in-
finito del primo spazio.

TFermiamoci a considerare il caso notevole in cuil omo-
grafia posta tra ¥ e S, sia una similitudine, cioe in_cui si
facciano corrispondere al piano improprio di S e alla sua
polaritd assoluta, la sfera di raggio nullo di centro O ( piano
improprio di X) e la relativa polarith (polarita ortogonale
della stella. O).
© In questo caso & chiaro (§ 54) che « due cerchi uscent:
da O corrisponderanno due rette jformanti un angolo
eguale. . S
Vediamo allora che cosa corrisponda ad un cérchio C
non passante per O, posto in un piano per O. )

Si prendano su C duc punti fissi 4, B, ed un punto va-
riabile P; e si costruiscano i cerchi @, b passanti pcer A4, P, 0,
¢ per B, P, O. o ' '
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li angoli secondo cui si tagliano in O (0 in P) i sud-

detti cerchi a, 6, non variano al 0

variare del punto P su C, giac- ‘
" c¢heé riferendoci alla figura si vede
¢he uno di questi angoli é uguale
alla somma degli angoli rettilinei
OAP + OBP = APB — AOB, ¢
pud sempre essere espresso in tal
modo ové si prendano gli angoli
indicati con segni opportuni.

Segue di qui che al cerchio C
corrispondera, in un piano per
una linea luogo delle intersezioni
delle rette omologhe di due fasci ' ¢
A’, B, direttamente uguali (rette che corrispondono ai cer-
chi @, 0), ossia che « un cerchio giacente in un piano per
O viene trasformato in un cerchio ». _

Se ne deduce quindi che la trasformazione posta muta
una qualunque sfera non passante per O, in una superficie
segata dai piani per O secondo circoli, ossia in una sfera.

Concludiamo cosi, riassumendo : -

Se le sfere passanti per un punto si considerano in
senso convenzionale, come i piani di wno- 8pasio ostratto
nel quale st prenda come assoluto la sfera di raggio nullo
¢ la polarita ad esso relativa, una similitudine posta fra
(Iuesto spasio astratto ¢ lo spazio ordinario, dad luogo, in
quest’ ultimo, «d wn trasformaszione che muta le sfere in
Sfere.

OSSERVAZIONE 1." — Le trasformazioni che mutano sfere
in sfere costituiscono un gruppo, noto sotto il nome di
gruppo delle trasformasioni per raggi vettori recipr-oci.

Questo gruppo viene generato dalle inversioni rispetto -
-alle sfere combinate (per moltiplicazione) colle similitudini.

Le trasformazioni che mutano sfere in sfere hanno la
proprietd caratteristica di far corrispondere « due linee se-
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cantisi secondo un certo angolo, due linee secantisi secondo
un angolo eguale. Quando le. trasformazioni suddette ven-
gono definite col procedimento indicato innanzi, tale pro-
prietd risulta subito dal paragone dell’ angolo formato.
da due cerchi contenenti O che passino per un (altro)
" qualsiasi punto P (angolo eguale a quello che i cerchi
stessi formano in O) coll’ angolo delle due rette corrispon-
denti.

Si pud dimostrare che 1’ accennata proprietd & caratte-
ristica, cioé che « le trasformazioni puntuali dello spazio
conservanti gli angoli (trasformaszioni conformi) mutano
le sfere in sfere », ricorrendo alle nozioni relative alla in-
volusione delle tangeniti coniugate ad una superficie in un
punto. La superficie che corrisponde ad una sfera in una
trasformazione conforme, dovrd avere in ciascun punto
come involuzione delle tangenti coniugate 1’involuzione degli
angoli retti, che corrisponde all’involuzione analoga appar-
tenente al punto omologo della sfera data; ma questa pro-
prietd caratterizza appunto la classe delle superficie sfe-
riche.

OSSERVAZIONE. 2.* — Discende dalle considerazioni sopra
esposte che « il sistema dei cerchi di un piano passanti per
un punto pud essere considerato, convenzionalmente, come
un piano rigato, avente come assoluto il cerchio di raggio
nullo che ha il centro in quel punto e I’'involuzione (orto-
gonale ) relativa ad esso ».

Ponendo fra questo piano astratto e un piano ordinario,
una similitudine, si d& origine ad una ‘rasformazione fra
i due piani che muta i cerchi dell’ uno nei cerchi dell’ al-
tro (trasformaszione per raggi vettori reciproct).

L’ Adler ha osservato che mediante una trasformazione
siffatta il resultato di Steiner concernente la risolubility
dei problemi di secondo grado colla riga ed un cerchio
fisso (§§ 73, 74) si traduce nel teorema di Mascheroni:
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Tutti { problemi risolubili colla riga e col compasso si
possono risolvere col solo compasso (*).

IV. Coordinate proiettive. — Noi andiamo. ora ad as-
segnare una nuova applicazione del principio della sosti-
tuibilitdh degli elementi geométrici, proponendoci il problema
della rappresentazione analitica dei punti dello spazio me-
diante coordinate, ‘

Per precisare i termini del problema c¢i proponiamo di
far corrispondere biunivocamente ai punti (propri ed im-
propri) dello spazio, i mutui rapporti delle quaterne di
numeri x,, @, &;, x, (coordinate proiettive omogenee) in
modo che i piani vengano rappresentati da equazioni lineari.

Indichiamo con ¥’ !I’insieme dei gruppi omogenei di va-
lori @, 2, ,2,. E designiamo 1’ elemento di ', cioé la qua-
terna ®x, &, 2, 2,, definita a meno di un fattore di propor-
zionalitd, col nome di, « punto analitico »; e similmente
col nome di « piano analitico » 1'insieme dei punti anali-
tici definito da un’ equazione lineare omogenea

a=a 2+ a X+ a; s+ a,2,=0
(dove le a sono costanti).

Date le precedenti convenzioni, possiamo considerare X’
come uno « spaszio analitico », al quale possiamo estendere
convenzionalmente tutte le denominazioni stabilite per lo
spazio ordinario, e pel quale andiamo quindi a verificare i
postulati della Geometria proiettiva.

Stabilire per lo spazio (intuitivo) ¥ un sistema di coor-
dinate proiettive omogenee (cid che é richiesto dal nostro
problema), equivarrd quindi a porre tra i punti di X e di
2’ una corrispondenza biunivoca, in cui ai punti di un piano
in ¥ corrispondono in ¥ i punti di un piano (analitico );
vale a dire il nostro problema si ridurrd cosi al problema

(1) Cfr. I’ articolo del sig. DaANIELE nel volume « Questioni ri-
guardanti la Geometria elementare » raccolte da F. ENRIQUES, Bo-
logna, Zanichelli 1900.
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di porre un’ omografia tra lo spazio.X e lo spazio ‘(anali-
tico) X',

Cominciamo dunquo dall’ accennare rapidamente alla
verifica dei postulati della Geometrla proiettiva per lo spazio -
analitico X',
~ Anzitutto si deve chiamare « refta (analztcca) » I’insieme
dei puntl analitici comuni a due piani analitici

(1) (ag=a,2, 4 ayz, + a,2,+ a, &, =0 .
b =0, x4+ b, x, + bq,/cs-l- b, &, = 0. s
La retta nommata ¢ comune non solo ai "due piani no-
minati, ma anche a tutti i piani B

Aay+ by =o0,

i quali al variare dei parametri A, p. (o del loro rapporto)
descrivono un jfascio. :

Se (Y1 Ys 2 Uy )y {21 52 &3 34) sono due sistemi di soluzmm
delle equazioni (1) (ossia due punti della retta ), tutte le altre
soluzioni sono date da

& =y, + 3
Ly = Aify + B3
2y =AYy + 13

ey = Ay + p3

variando il rapporto A:p. si hanno cosi tutti i punti della
Tetta. v ‘

Ora si possono subito verificare i postulati del 1.° gruppo:
a)b)c)d)e)f) (o], I, II — cfr. i §§ 2, 3).

Infatti essi si traducono subito in note proprieth dei si-
stemi di equazioni lineari.

Consideriamo per eqemplo il postulato a) « due punti
-appartengono ad una retta ».
~ Si abbiano-due punti- analitici ( N Y Us Yy), (215 ~3~4),
essi appartengono ad una retta analitica costituita dai punti

‘ ()J1+P‘~17)J2+11~977J3+l"3u 7‘J4+P'~4)
(dipendenti dal rapporto dei parametri A: p).
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- 11 postulato 0).¢ verificato per definizione.

I postulato ¢) « tre punti, non appartenenti ad una
retta, appartengono ad un piano » si veriﬁca come segue:
Sieno (Y, Y Ys ¥i), (5052 35 34), (U, uy uy uy) tre punti ana-
'litici, non appartenenti ad una retta, cioé incapaci di sod-
disfare due equazioni lineari e quindi tah che-non si abbiano
valori di A,p, per cui 4

-

Uy = py; + )z (i=1 23 4)

I punti (yi), (%;), (u;) individuano il piano costituito dai
punti (Ay; 4+ w2 + vu,) (i = 1, 2, 3, 4); piano che ha
come equazionc:

zy 2, Xy T,
Yy Yo Ys Yy
~p ©2 N3 Ny s

Uy Uy Uy Uy -

Il postulato ¢) viene verificato subito, perché tre equa-
zioni lineari omogenee indipendenti (cioé tre piani analitici
non aventi comuni gli infiniti punti di una refta) hanno
comune un solo sistema di soluzioni, definite a meno di un
fattore (cioé un punto analitico).

It facile verificare analogamente i postulati e), f).

Consideriamo ora i postulati IV, V, VI, del 2.° e 3.° gruppo
(§§ 5, 6, 18); ed accenniamo come essi possano, verificarsi
per la retta analitica, donde segue la loro verifica per le
altre forme di 1." specie. )

I punti

Ty = )‘yi + I35 (L = 1’ '27 3} 4)‘

di una -retta analitica, vengono ordinati in due sensi oppo-
sti-secondo i valori crescenti, o deerescenti, del rapporto A: .
Si ottengono cosi due ordini (I’uno inverso dell’ altro),

25
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aventi come primo elemento lo stesso punto (y;), che cor-
risponde al valore

L= (A=1p=o)

questo punto e un punto qualunque della retta.

I detti ordini soddisfano a tutte le proprietd degli ordini
naturali d’ una retta intuitiva ( aggiunto il punto improeprio).
Cosi si verificano i postulati IV e VI, quest’ ultimo -corri-
spondendo alla introduzione dei numeri irrazionali. E poi
anche facile verificare il postulato V, osservando che 1’ ope-
razione del proieitare viene rappresentata, nello spazio ana-
litico, da una sostituzione lineare.

Si pud dunque affermare che « valgono per lo spazio
analitico tutti i postulati della Geomelria proiettiva, e
quindi tutti i teoremi di essw ».

Cid premesso, si pud porre un’ omografia tra lo spazio
intuitivo 2, e lo spazio analitico ¥, fissando che a 5 punti
indipendenti di ¥, corrispondano 5 punti indipendenti di X'
Potremo fissare in X’ i punti:

(1000), (0100), (0010), (0001), (1111),

poiché i sistemi di numeri sopra indicati sono tali che
(i1 determinante di 4 di essi non ¢é nullo, e percio) 4 qua-
lunque di essi non soddisfano ad una stessa cquazione li-
neare, ossia sono punti analitici indipendenti. Possiamo- de-
signare con

Ala AQ’ Aa’ An E’

i punti di ¥ corrispondenti ai nominati punti di X',
Slccome questa corrispondenza determina I’ omograﬁa
tra 2 e X', cosi possiamo concludere:
Volendo rappresentare { punti dello spasio con coor-
dinate proiettive omogenee (in guisa che I equazione del
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piano risulli lineare), si pud fissare in esso 5 puniti indi-
pendenti:

Al’ Az: Aaa Ah E,

e far loro corrispondere rispettivamente i gruppi di coor-
dinate

(1000), (0100), (0010), (0001), (1111);

ma dopo cid restano determinate, « meno di un fattore
di proporzionalita, le coordinate di ogni altro punto dello -
spasio. ,

I punti 4,, A4,, 4,, A,, diconsi punti fondamentali, o
vertici del fetraedro fondamentale, del sistema di coordi-
‘nate; il punto £ dicesi punto unita.

OSSERVAZIONE 1.* — I! facile assegnare il significato geo-
metrico delle coordinate x; di un punto P o meglio dei
loro mutui rapporti. Noi e¢i limiteremo ad enunciarlo. Si
proiettino & e P dalla retta

U = A, Ay

sopra la retta
e = A; Ay,

spigolo opposto-del tetraedro fondamentale, e si indichino
con E,, P, le proiezioni; allora il birapporto ‘
(Ai Ak Eik pik) = %}

Per dimostrare questa proposizione basterebbe far vedere
che colla costruzione indicata vengono offettivamente defi-
- niti, a meno di un fattore, 4 numeri ( coordinate omogenee )
appartenenti ad un punto P dello spazio, in guisa che, va-
riando P in un piano, i detti numeri soddisfino sempre ad
una equazione lineare,

OSSERVAZIONE 2" — La rappresentazione dei punti dello
spazio con coordinate proiettive omogenee ¢ stata stabilita
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in base ai soli postulati I, II, III, IV, V, VI, della Geometria
proiettiva. Questi postulati bastano dunque a fondare tutta
la Geometria analitico-proiettiva.

OSSERVAZIONE 3. — Scaturisce in particolare dalle pre-
cedenti. osservazioni che il birapporto di 4 elementi di una
forma di 1." specie (p. e. di 4 punti di una retta) puo defi-
nirsi senza intervento di nozioni metriche.

OSSERVAZIONE 4. — Le omografie dello spazio, allorché
i punti di questo vengono rappresentati con coordinate
proiettive omogenee, vengono rappresentate da sostituzioni
lineari omogenee sulle coordinate.

Si dimostri per esercizio.

OssSERVAZIONE 5. — Dalle coordinate proiettive omogenee,
che abbiamo definito nel modo pitt generale, si desumono
come casi particolari le pitt usuali rappresentazioni dei
punti dello spazio che occorrono nella Geometria ana-
litica.

In particolare, si assuma come tetraedro fondamentale
quello costituito da tre piani a due a due ortogonali:

' 2 =0, 2 =0z, =0,
e dal piano all’infinito: &, = 0. Allora i rapporti
x4 ’ $4 ’ 334 ’
formati colle coordinate proicttive omogenee di un punto P,
diventeranno le sue coordinate cartesiane ortogonali relative
alla terna di piani @, = 0, &, = 0, &; = 0.

V. Elementi immaginari. — La rappresentazioné dei
punti dello spazio mediante coordinate ( proiettive) conduce
ad allargare lo spazio stesso coll’introduzione dei punti
(e quindi delle rette e dei piani) immaginari. Nell’ ordine
d’idee della Geometria anaiitica, in cui ora ci troviamo,
questi elementi immaginari si presentano come enti con-
venzionali, corrispondenti-a valori complessi delle coordi-
nate, e traggono la loro origine dall’ utilitd. di stabilire un
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perfetto riscontro del campo geometrico col campo ampiiato
dei numeri. lissi permettono di tradurre in linguaggio geo-
metrico i calcoli che conducono alla soluzione di un. pro-
blema; operando su quantith comuncue complesse, e giun-
gendo pure talvolta, per tal via, alla determinazione di
quantitd reali.

Dopo ‘aver riconosciuto il fatto che « le elementari
leg}gi delle operazioni algebriche trovano la loro espres-
sione in tutto un ordine di proposizioni fondamentali della
Geometria proiettiva dello spazio, quando i punti dello spazio
stesso vengano rappresentati con coordinate proiettive *)»;
non puod sorgere alcun dubbio sulla legittimith dell’uso
degli elementi immaginari in tale campo della Geometria:
la giustificazione risiede in ¢id che le leggi fondamentali
del calcolo algebrico sono valide nel campo dei numeri
complessi, come in quello pitu ristretto dei numeri reali. Di
guisa che, ragionamenti appartenenti alla Geometria proiet-
tiva, istituiti sulla considerazione di elementi reali, si esten-
dono al caso in cui alcuni degli elementi stessi sieno immagi-
nari, conducendo pur talvolta a dei resultati in cui entrano
soltanto elementi reali.

Quest’ ultima circostanza si presenta sempre, quando si
abbiano due elementi immaginari coniugati (cioé aventi
coordinate complesse coniugate) mediante i quali si deter-
mini un terzo elemento; cosi per esempio quando si deter-
‘mina la retta congiungente due punti immaginari coniu-
gati, ecc. .

Ora possianio,vedere come gli elementi immaginarii de-
finiti per via analitica, rispondono - all’ esistenza degli stessi
enti geometrici che ci hanno suggerito I’ uso della locuzione
« coppia di punti immaginarii » introdotta nel § 38 (cfr. an-
che I’ osservazione a pg. 148). '

(1) Vengono eccepite le proposizioni che si riattaccano alla no-
zione della disposizione naturale di una forma elementare.
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Si consideri infatti un punto immaginario

P = (z + iy, 2 + Ty, 2 + iy, 2 + iyy)

e si consideri il punto ad esso coniugato
P = (x — iy, Xy — WYy, &y — Yy & — Yy)

La retta P P’ che congiunge i due punti & reale, come
si riconosce scrivendone le equazioni. Sopra di essa vi é
una ben determata involuzione ellittica (reale) di cui P, P
sono i punti doppi.

La coppia di punti immaginari coniugali P, P’, corri-
sponde dunque alla reale esistensza di una involuzione el-
littica sopra una rette reale.

I£ chiaro poi come I’indicata involuzione ellittica, che ha
come punti doppi i punti immaginari coniugati P, I”, sia
permutabile con ogni proiettivita (ellittica) per cui P, P
sono punti uniti.

Nasce ora il problema di sfaccare i due punti coniu-
gati costituenti la coppia, cioé¢ di distinguerli I’uno dal-
I’ altro, collegando a ciascuno di essi un diverso ente g'eo-
metrico.

Immaginiamo di proiettare la coppia P P’ sopra uno spi-
golo del tetraendo fondamentale, p. e. su a,, = A, A, dallo
spigolo opposto a,,; saranno

b, = (x, + iy, &, + 1y, 0, 0)
P/ = (2, — iy, , — Yy 0, 0)

le rispettive proiezioni di P, P’, e basterd staccare i due
punti della coppia P, P, per ottenere la distinzione di P, P'.

Ora consideriamo un qualsiasi punto M della retta a,,
come determinato dal rapporto A 4 7 della sua seconda
coordinata alla prima; potremo attaccare i due sensi opposti
della retta ai due segni positivo e negativo, da cui il coef-
ficiénte p puod essere affetto.
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Allora i due punti P,, P/, corrispondono a due rapporti
immaginari coniugati:

A A4 i, = Z, + i,

_xx +
. 2, — L

e quindi vengono collegati a due sensi opposti della retta «,,,
. e cosli staccati I’ uno dall’ altro.

Ai due sensi della retta «,, corrispondono d’altronde
due sensi opposti della retta PP (proiettata da @, su «,,):
cosl i punti P, P’ vengono attaccati a due sensi opposti
della retta che li congiunge, e per tal modo distinti I’ uno
dall’ altro. '

Possiamo dunque concludere che:

La consideraszione di un punto immaginario nello spa-
zt0, corrisponde alla complessiva considerazione di una
involuzione ellittica sopra una retia reale, e di un senso
di questa retta.

~Questa interpretazione degli immaginari in Geometria
¢ dovuta a SrtaupT (Beitrige zur Geometrie der Lage),
che partendo da essa, con minute considerazioni, ha esteso
per via sintetica al ecampo piu largo, comprendente gli ele-
menti immaginari, la parte fondamentale della Geometria
proiettiva.

In molte questioni tuttavia basta introdurre gli imma-
ginari a coppie (di elementi coniugati), cid che puo farsi
in un modo molto pit semplice. I SEGRE ha sviluppato
questa trattazione in uno scritto che abbiamo gid avuto oc-
casione di citare nel § 38.

VI. Cenno storico-critico sulla genesi dei concetti
fondamentali della Geometria proiettiva. — Ii utile
gettare un rapido sguardo alla genesi dei principali concetti
che stanno a bhase della Geometria proiettiva.
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1. Sebbene la Geometria proiettiva, intesa come scienza,
appartenga al secolo XIX, s¢ ne possono riconoscere i
germi fino nella Prospettiva di EucLIDE e di IELioporo. Col
fiorire delle arti, e segnatamente della pittura e dell’ archi-
tettura, nel Rinascimento, la Prospettiva ebbe numerosi
“cultori, come L. B. ALBERTI e LEONARDO da ViINcI; GUIDO
UBALDO DEL MONTE ne dimostrava pilt tardi i principii ma-
tematici (1600) (*).

La considerazione delle figure geometriche dal punto: di
vista della Prospettiva, tende a porre in rilievo le loro pro-
prieth grafiche, discernendole dalle proprietd metriche e in-
duce cosi ad una concezione piil generale delle figure stesse.

Inoltre nella Prospettiva sono implicitamente contenute
le due operasioni del proieliare e segare, fondamentali per
la Geometria proiettiva. La prima operazione trova infatti
riscontro nel processo della visione, per cui si conducono
dal centro dell’ occhio (centro di proiezione) tutti i raggi lu-
minosi che vanno ai punti di una figura; e la seconda ope-
razione corrisponde alla formazione della immagine della
figura veduta, sopra un quadro assegnato (piano di sezione).

Sembra che spetti & DESARGUES (1593-1661) e a PASCAL
(1623-1662) il merito di aver applicato nella Geometria, e
segnatamente nella teoria delle coniche, i metodi della
Prospettiva (3).

Le coniche erano state considerate dagli antichi come
sezioni del cono circolare retto, ¢ pit generalmente da APoL-
LONIO (247 a. C.) anche come sezioni d’ un un cono circolare
obliquo; questo geometra aveva dato di esse uno studio
approfondito, ponendone in luce molte delle pii helle pro-

(M Si pud consultare a questo proposito la « Histoire des Scien-
- ees Mathématiques en Italie » di GucLIELMO LiBRri (Parigi — Jules
Renouard et C. 1838).

(3) Cfr. CHASLES: « Aper¢u historigue sur U’ origine et le déve-
loppement des méthodes en Géométrie... » (Bruxelles, 1837).
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prietd. Ma non pare che alcuno, prima di Desargues, abbia
avuto 1I'idea feconda di cercare il fondamento comune delle
proprietd delle coniche nel fatto che esse sono proiezioni di
un cerchio.

Tale concezione sta a base delle trattazioni di Desargues
(1639) e Pascal (1640), mirabili non meno per I’ originalita
dei punti di vista che per i nuovi ed importanti resultati
(cfr. p. e. i teoremi dei §§ 64 e 65).

Ma cio che a noi preme di rilevare,‘ ¢ come ! introdu-
zione dei metodi della Prospettiva nello studio delle coniche
appaia rispondente allo spirito di generalitd, che animava
oramai le ricerche scientifiche, mentre le anguste divisioni
della Geometria dei Greci piti non soddisfacevano al bisogno
di raggruppare molte veritd in una sola e di farle scaturire
‘in modo pitt Juminoso da uno stesso principio. .

La concezione di Desargues permetteva di considerare
come rientranti in una sola famniglia le tre specie di coniche
(ellisse, iperbole, parabola) che per lo innanzi erano state
tenute distinte, e cid conformemente alla considerazione dei
punti impropri, dovuta allo stesso Desargues.

Abbiamo gid spiegato (nota a pag.10) la genesi psicolo-
gica dell’idea di riguardare due rette parallele come aventi
comune un punto all’infinito (*).

Certo la spiegazione di questa genesi non serve a giusti-
ficare con tutto rigore 1'uso dei punti impropri nella Geo-
metria; né si sa, d’ altra parte, quale giustificazione ne desse
il Desargues, che probabilmente si riferiva (come esplicita-
mente fece il LEiBNiz) a delle nozioni di continuith. Ma la
nominata giustificazione esige un esame critico delle propo-
sizioni fondamentali della scienza, che pud essere dato sol-
tanto dal maturo spirito d’ analisi proprio dei nostri tempi.

() L’ idea analoga di considerare due piani paralleli come
aventi comune una retta all’infinito ¢ molto posteriore (dovuta a
PONCELET).
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D’ altronde nel metodo delle proiezioni i punti impropri
si presentano da sé¢, ed, in quanto non ci si scosti dal detto
metodo, trovano in esso il fondamento del loro legittimo uso.

E la storia della Matematica ci avverte che tutti i con-
cetti fondamentali, venuti ad allargare le idce dominanti
nei vari campi di essa, sono stati introdotti nella scienza in
un modo analogo, trovando solo piu tardi la loro piena ed
esatta giustificazione ().

2. Lo spirito di gencralita, di cui si ¢ riconosciuto
un’ esplicazione nei metodi geometrici di Desargues e di
Pascal, ha la sua pit alta espressione nella Geometria ana-
litica creata da DEs CARTES, coll’ applicazione dell’ algebra
alla teoria delle curve, nel 1637.

Prescindendo dall’ uso delle figure ¢ ravvicinando, sotto
uno stesso tipo di equazione, enti geometrici di forma dif-
ferente, si veniva ad introdurre nella Geometria quello stesso
carattere di astrazione e di universalita, che ¢ proprio dei
procedimenti analitici.

L’ attrattiva che la nuova scienza esercitd sugli spiriti
piu elevati fu cosi potente, che, quindi innanzi, per un lungo
periodo di tempo, ogni altro metodo d’investigazione geo-
metrica fu quasi negletto. Cosi, in conseguenza del rinnova-
mento portato nelle Matematiche dalle idee di Des Cartes,
mentre nasceva il Calcolo infinitesimale, I’ indirizzo di De-
sargues ¢ di Pascal ebbe pochi continuatori. Sono tuttavia
da citare i nomi di DE LA HIRE (1640-1718) e di LE POIVRE
(1704), geometri che riattaccandosi in parte al citato indi-
rizzo, ed in parte alla Geometria degli antichi, arricchirono
di bei resultati la teoria delle coniche. In particolare De La
Hire pose i fondamenti della teoria delle polari, che pare
fosse contenuta solo in germe nell’ opera di Pascal, e che,

(*) Cosi si dica p. e. relativamente all’ introduzione nell’ algebra
dei numeri irrazionali, negativi ¢ complessi, venuti ad allargare il
primitivo campo dell’ aritmetica.
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ad ogni modo, non era stata tramandata dopo di lui. Ancora
ricorderemo il « Traité de Perspective » di LAMBERT (1759),
nel quale sono fatte applicazioni del metodo delle proiezioni
ad uso tecnico, come gid Desargues insegno, trattando nu-
merosi problemi di Gnomonica, ecc.

3. Ma, se lo spirito analitico aveva dominato quasi so-
vrano nella Geometria durante il secolo successivo alle sco-
perte di Des Cartes e di Leibniz, la reazione, osserva I’HAN-
KEL (*), non poteva mancare. lissa si riattacca pit da vicino '
alla tcenica che alla scienza. Le arti e le industrie, ed i pro-
blemi della Prospettiva, della Gnomonica, del taglio delle
pietre, delle macchine, che le interessano, esigevano soluzioni
piu spedite e dirette, rispondenti ai progrediti bisogni; né in
questo la tecnica del disegno poteva ‘venir sostituita da pro-
cedimenti analitici.

Abbracciando insieme questi vari problemi tecnici in una
teoria scientifica, MONGE creo la Geometria descrittiva (1795),
nella quale egli seppe fondere armonicamente vari indirizzi
della Matematica pura ed applicata (sublime caratteristica
di un uomo di genio!). I quanto, anche nella teoria, egli si
sia levato alto, viene attestato dal fatto che egli « poté fare
dell’ Algebra colla Geometria, come Cartesio aveva fatto
della Geometria coll’ Algebra » (%).

Nella Geometria di Monge ¢ della sua scuola non ¢'¢é
ancora la Geometria proiettiva. Ivi si fa uso sistematico del
metodo delle proiezioni, soltanto nel caso particolare delle
proiezioni ortogonali. Ma 1 concetti analitici, profondamente
assimilati e luminosamente trasformati, hanno ormai por-

- tato ad un pitt alto grado di generalita la concezione degli
enti geometrici coll’ introduzione degli elementi immaginari
e con quella del principio di continuité, di cui PONCELET

(1) Cfr. la prefazione storica al suo libro « Die Elemente der
projectivischen Geometrie » (Teubner — Lipsia, 1875).
(}) Cfr. CHASLES « Apercu historique ccc. »
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doveva fare pill tardi un uso cosi fecondo, sia pure che non
riuscisse a giustificarlo in modo del tutto soddisfacente.

Ed ecco la « Géométrie de position » di CARNOT (1803),
ispirata a questa piu vasta concezione degli enti geometrici,
nella quale, ad esempio, appare generalizzato il concetto del
quadrilatero (semplice) noto agli antichi, colla considera-
zione del quadrilatero completo, cui si aggiurise pin tardi il
quadrangolo completo.

La citata.« Géométrie de position » e I’ « I'ssai sur la
théorie des transversales » del medesimo autore, debbono
essere (secondo lo CHASLES) ravvicinati all’ opera di Monge,
in quanto questi lavori si vogliano riattaccare ai metodi di
Desargues, Pascal, La Hire e Le Poivre, e considerarli come
una continuazione di essi nel duplice ordine di relazioni gra-
fiche (o descrittive) e metriche, ormai differenziatesi.

Ma I’ opera di Monge, come quella che conteneva una ge-
neralizzazione immensa dei metodi della Prospettiva, e poneva
in una stretta relazione di reciproca dipendenza la Geometria
del piano e dello spazio, deve considerarsi come la pill efficace
preparazione della nuova scienza che ha permesso piu tardi
di penetrare tutti i rami della Geometria, ¢ sostituirvi con
suceesso i procedimenti della Geometria degli antichi.

4. La scienza nuova preparata da tanti elementi, la
Geometria proiettiva propriamente detta, sorge col « Traité
des propriétés projectives des figures » di PONCELET (1822).
Nel quale trattato si fa uso sistematico delle proiezioni e se-
zioni intese nel senso pili generale, e si ricercano appunto
sistematicamente quelle proprieta delle figure piane, che
hanno carattere d’invarianza rispetto alle operazioni nomi-
nate (proprieta proiettive); tra queste si trovano in prima
linea le proprieta grafiche, e quindi .le proprietd metriche
che si riattaccano alla nozione del rapporto anarmonico
(o birapporto). '

Tutta 1’ opera di Poncelet ¢ dominata dall’idea di ricon-
“durre, mediante proiezioni, 1o studio delle figure piane a quello
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di qualche caso particolare notevole; cosi lo studio delle co-
niche a quello del cerchio (come gid Desargues e Pascal), lo
studio di un quadrilatero a quello di un parallelogrammo, ecc.

Inoltre a Poncelet si deve la considerazione generale del-
I’ omologia solida, fondamento della Prospettiva in rilievo,
mentre I’ omologia piana (che si riattacca al teorema dei
triangoli omologici, dovuto a Desargues, ed ora pilt sempli-
cemente dimostrato col metodo di Monge) gia si trova con-
siderata da De La Hire per dedurre le coniche dal cerchio.

Un alto interesse deve anche essere attribuito allo svi-
luppo dato da. Poncelet alla teoria della polarita rispetto ad
una conica, teoria di cui abhiam detto doversi al De La Hire
i teoremi fondamentali. & segnatamente un merito di Pon-
celet di avere concepito la polarith come uno strumento
generale e fecondo per dedurre sisteinaticamente nuove pro-
prieta (grafiche e metrico-proiettive) delle figure. Questo stru-
mento permise, p. e., al BRiANcHON di dedurre dal teorema
_di Pascal sull’ esagono iscritto ad una conica, il teorema,
sull’ esalatero circoscritto, che porta il suo nome.

Ma vi ¢ nell’ uso di queste considerazioni qualche cosa di
pitt che un metodo conducente alla scoperta di nuove pro-
prieta geometriche; GERGONNE (autore degli « Annales de
Mathématiques » dal 1810 al 1831) assorgeva da esse ad uno
dei pitt bei principii della moderna Geometria: il principio
di dualita.

5. Di poco posteriore all’ opera di Poncelet; colla quale
sorge in Francia la Geometria proiettiva, & il « Barycen-
trische Calcul » di MoOBius (1827) che, seguendo un indi-
rizzo analitico-proiettivo, porta un nuovo ed importante con-
tributo a questa scienza. '

Si deve a Mobius uno dei concetti fondamentali della mo-
derna Geometria, cio¢ il concetto generale di corrispondenza
biunivoca o trasformaszione, nel piano ¢ nello spazio. Iid
anche a Mobius stesso appartiene la considerazione di quelle
particolari corrisbondenzo che stanno a base della Geometria
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proiettiva: le omografie o collineazioni. Esse occupano nella
Geometria proiettiva un posto analogo a quello che spetta
al concetto del movimento nella Geometria metrica. Come
il movimento permette di mutare la posizione di una figura
dello spazio, senza alterarne le reciproche relazioni metriche
(che comprendono fufte le relazioni considerate dal geo-
metra), cosi I’ omografia fornisce una trasformazione delle
figure, per la quale in generale non tutte le relazioni di
esse, ma soltanto le relazioni grafiche (e le metrico-proiet-
tive) vengon mantenute. 1id anzi le omografie sono, fra le
corrispondenze biunivoche, le sole che sieno dotate della
proprietda di conservare le relazioni grafiche, giacché queste
relazioni hanno come contenuto essenziale 1’appartenersi di
punti e piani o di punti e rette, e la condizione di non alte-
rare tale appartenenza serve appunto a definire le omografie -
tra spazi o piani (§§ 85, 43).

A Mobius, abbiamo detto, si deve la considerazione gene-
rale delle omografie; conviene aggiungere che 1’ omografia
tra due piani non differisce dal riferimento mediante proiezioni
¢ sezioni, la cui nozione si riattacca a Poncelet, e deve anche
esser notato che Mobius suppose per I’omografia la condizione
di continuita, proprieta che puo invece esser dedotta dalla
definizione, dato il teorema fondamentale di Staudt.

Ma, non solo le omografie, bensi anche le correlazioni o
reciprocite includenti il concetto del camhbio di elemento
(esteso poi immensamente dal PLUCKER ), trovano posto nel-
T opera di Mobius; nella quale, dunque, figurano per la prima,
volta, in tutta la loro estensione, le proiettivita, come oggi
si considerano nella Geometria proiettiva.

6. Accanto. a Mo6bius deve esser posto tra i fondatori
dolla Geometria proiettiva lo STEINER (%), di cui la « Syste-
matische Entwickelung... » fu pubblicata nel 1832. Le proiet-

(Y Lgli fu uno dei pin fecondi ingegni geometrici di tutti i
tempi. Con lui si apre un nuovo pariodo nella storia della Geometria
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tivith assunsero nelle sue mani, un nuovo ufficio, dando
luogo alla generazione della figure geometriche; cosi p. es.
e dovuta allo Steiner la generasione proiettiva delle co-
niche (§ 61) che abbraccia entro di sé la descrizione orga-
nica di Newton, ecc.

Ed anche sotto questo aspetto I’ ufficio delle proiettivita
puod essere paragonato a quello dei movimenti.

Il cerchio, la sfera, il cilindro ed il cono di rotazione trag-
gono origine, in differenti modi, dal movimento di un elemento
generatore; in modo analogo molte curve, superficie, ecc.
(le coniche, le quadriche, le cubiche gobbe, le superficie del
3.° ordine, ecc.) ammettono semplici generazioni mediante
proiettivith tra forme fondamentali, e possono essere fa-
cilmente studiate per questa via.

7. Se ora gettiamo uno sguardo alla Geografia proiet-
tiva, quale essa, per opera specialmente di Poncelet, Mohius
e Steiner, si é formata, vediamo che, mentre i suoi principali
risultati si sono venuti distinguendo da quelli della Geometria
metrica, la dimostrazione di molte proposizioni grafiche viene
ancor fatta ricorrendo al concetto della misura. Ora, mentre
le nozioni grafiche si hasano sopra un minor numero di con-
cetti e di postulati, 8’ introducono cosi dei concetti e dei po-
stulati non necessari che limitano inutilmente la generalita
della scienza. E non si pone in rilievo I’ intimo spirito, che
pure la nuova scienza ha fatto nascere, per cui due figure
proiettive vengono concepite come perfettamente analoghe a
due figure uguali nell’antica Geometria. Studiate sotto questo
aspetto, con istrumenti confacenti all’indole delle proprieta
che s’indagano, tali figure dovranno presentare le stesse dif-
ficoltd di studio, cosi p. es. il ecerchio non apparird pitt semplice
di una conica qualsiasi, sicch¢ non converrd di ricondurre

coll’ inizio della Geometria superiore, che per opera di CHAsLLS,
PLiicKER, CAYLEY, CREMONA, CLEBSCH, ecc. raggiunse presto uno
sviluppo elevato.
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alla definizione di esso la definizione delle coniche, di cui le
proprieta grafiche (o le proiettive) scaturiranno invece in modo
pittnaturale e luminoso da una definizione generale proiettive,
come quelle dovute a Steiner (§ 61) o a Staudt (§ 56).

Lo scopo di rendere indipendente nei suoi metodi e nei
suoi principii la Geometria proiettiva dalla metrica, caratte-
rizza 1’ ultimo periodo della evoluzione della nuova scienza,
nel quale, per opera di StTAuDT (*), essa ha ricevuto il suo
assetto definitivo.

Il problema fondamentale a cui si collega il raggiungimento
del fine menzionato, si puo far consistere nella determinazione
della proiettivith tra due rette. Se tale proiettivita vien defi-
nita come un riferimento mediante proiezioni e sezioni, si ri-
conosce subito che essa resta determinata da tre coppie di
punti omologhi, basandosi sulla costanza del birapporto di
4 punti per le operazioni citatc; ma s’ introduce cosi, nella
dimostrazione, un concetto metrico da cui si vuole invece
prescindere.

Ora, la via da seguire si presenta spontanea allorché si
fissi I’ attenzione sulla omografia fra due piani (o spazi). Due
rette omologhe di questi piani risultano riferite fra loro in
una corrispondenza hiunivoca, di cui lo studio appare subito

- interessante, sia per penetrarc pitt addentro nella considera-
zione dell’omografia, sia perehé tale corrispondenza si pre-
senta a prima vista come una (apparente) generalizzazione
della proiettivita definita mediante proiezioni e sezioni. In-
fatti, si dimostra subito che la citata corrispondenza gode
della proprietd di conservare i gruppi armonici (§ 44), cioé
di lasciare invariato il valore del birapporto di 4 punti ogni
qual volta  esso sia — 1; sorge quindi la questione se il detto

(1) « Geometrie der Lage » (1847) — « Beitrdge zur Geometrze
der Lage (1856-57-60).

Della vita ¢ dell’ opera di Staudt discorre 11 SEGRE in uno studio
che precede la traduzione italiana della Geometria di Posizione
(Torino, Bocea, 1889).
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hirapporto resti invariato sempre, anche quando ha un va-
lore qualunque, diverso da — 1; in altre parole, sorge la
questione se, data, tra due rette, una corrispondenza biuni-
voca che conservi i gruppi armonici, essa equivalga ad un
riferimento delle due rette mediante proiezioni e sezioni. '

Si & cosi condotti alla questione fondamentale, cui Staudt
ha dato risposta affermativa, dimostrando quella proposi-
zione che ha ricevuto appunto il nome di feorema fonda-
mentale della proiettioita.
~ Per tal modo, la nozione di gruppo armonico, che pud
esser posta graficamente mediante il quadrangolo (Desargues)
e corrisponde d’altra parte ad una cosi semplice definizione
metrica, ¢ divenuta la hase dell’edifizio innalzato dallo Staudt,
essendo presa da lui come punto di partenza di una nuova
definizione della proiettivita tra due rette (o forme di1." specie).
La quale definizione, appunto perché sorta dallo studio del-
I’ omografia, presenta considerevoli vantaggi nella trattazione
di questa, permettendo di eliminare la superflua condizione
di continuita che Mobius vi aveva introdotto.

Con Staudt le relazioni grafiche, che costituiscono la parte
sostanziale della Geometria proiettiva, vengono ordinate in
un corpo di dottrina completamente distinta da quello delle
proprietd metriche. Tale purezza di metodo rende possibile
I’esame critico dei postulati della nuova scienza (KLEIN, Li-
ROTH € ZEUTHEN, DARBOUX, PAscH, DE PAoOLIS ecc.), e ne fa rico-
noscere il grande carattere di generalita, per cuiessa abbraccia
entro di s¢ anche la Geometria (non euclidea') che prescinde
dal postulato d’ Euclide sulle parallele (CAYLEY, KLEIN).

Inoltre il principio di dualita, primitivamente dedotto da
una trasformazione delle figure per reciprocitd, appare ormai
dimostrato « priori dal fatto che gli elementi fondamentali
entrano simmetricamente nelle proposizioni grafiche elemen-
tari, che costituiscono i postulati della Geometria proiettiva
(aggiunte, pel piano, le considerazioni che abbiamo istituite
nel § 9).
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8. Ma I’importanza attribuita alla separazione delle pro-
prietd grafiche dalle metriche non deve far dimenticare il
grande interesse di queste ultime; anzi la possibilith di subordi-
nare sistematicamente la Geometria metrica alla proiettiw’)a e
da riguardarsi come uno dei pitt begli acquisti della nuova
scienza.

Che la speciale considerazione degli elementi impropri
permetta di far scaturire relazioni metriche da relazioni
proiettive (queste ultime riducibili a relazioni grafiche), ap-
pare gia dai lavori di Poncelet, di Chasles ecc.; ma é grande
‘merito di CAYLEY (') avere rilevato che futffe le proprietad me-
triche delle figure si possono riguardare come relazioni proiet-
tive (o grafiche) di essc con quegli enti particolari che co-
stituiscono I’ assoluto (§§ 50, 54, 91), cio¢ coi punti ciclici
(involuzione assoluta) nel piano, con la polarita ortogonale
nella stella e col cerchio all’ infinito delle sfere (polaritd
assoluta) nello spazio.

In seguito si vide che non solo I’ ordinaria Geometria eu-
clidea, ma anche la non euclidea poteva venire subordinata
in un modo analogo alla Geometria proiettiva ( KLEIN in rela-
zione a CAYLEY - 1871). E gli scambievoli rapporti della Geo-
metria proiettiva colla metrica apparvero lumeggiati dal
confronto dell’ indirizzo proiettivo colle memorabili ricerche
di RIEMANN, BELTRAMI, SCHLAFLY, mediante 1’ introduzione
del concetto fondamentale di gruppo di trasformaszioni
(KLEIN e LIE).

9. Traendo le sue origini da problemi essenzialmente
tecnici della Prospettiva, della Gnonomica, ecc., la Geometria
proiettiva é venuta sorgendo dal campo della pratica al campo
di una teoria sempre piu elevata e feconda, che sta a fonda-
mento dei sueccessivi sviluppi della Geometria superiore. Essa

®) « A. Sizt Memoir on Quantics » Coll. math. pap. IL. Cfr.
anche LAGUERRE. « Note sur la théorie des foyers ». Nouvelles An-
nales de Mathématiques, 1853.
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ha seguito cosi la legge universale di evoluzione delle scienze,
che consiste appunto in un processo di astrazione e di gene-
ralizzazione. Ma, come le altre scienze, anche la Geometria
proiettiva, corrispondentemente al suo progresso teorico, ha
veduto allargarsi il campo delle applicazioni, riuscendo alla
sua volta non solo a dare una risposta ai problemi tecnici
che in principio le dettero impulso, ma portando altresi
nuovi ed inattesi risultati di grande valore pratico.

. Abbiamo gia accennato ai numerosi problemi che ricevono
la loro soluzione dai metodi descrittivi di Monge e della sua
scuola, ed in questi abbiamo riconosciuto i germi dell’ opera di
Poncelet. Alla sua volta all’ estensione cosi ottenuta nell’ uso
delle proiezioni si deve collegare la nuova Prospettiva di Cousli-
NERY (1828), e I’importanza che ha acquistato nella Geometria
descrittiva il metodo delle proiesioni centrali, da cui FIEDLER
ha fatto derivare tutti gli altri metodi di rappresentazione.

Ma un nuovo ordine di applicazioni si ha nel campo della
Statica grafica. Queste sono dovute principalmente a CUL-
MANN (') (« Lehrbuch der graphischen Statik », Zurigo, 1866)
ed a CREMONA (« Le figure reciproche della Statica grafica »,
1872), i quali sepbero ricondurre a semplici ed eleganti co-
struzioni, date dalla Geometria proiettiva, numerosi problemi
tecnici relativi alla fabbricazione di volte, ponti, ecc.

Dalle quali applicazioni, paragonate allo svolgimento teo-
rico della nostra scienza, sorge un grande ammaestramento
confortato ad ogni passo dalla storia della Matematica. I vari
rami della Matematica pura ed applicata si annodano e si
collegano fra loro per vie inaspettate; e le idee, che traggono
origine da elementari problemi della pratica, sembra debbano
maturarsi per una lunga elaborazione di pensiero, nelle re-
gioni piu alte della teoria, prima che possano discendere fe-
conde nel campo di attivita della vita.

(*) In parte preceduto da MaxweL (Phil. Magazine, 1864).
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