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PREFAZIONE ALLA 2a EDIZIONE

A questa seconda edizione delle mie « Lezioni di 
:Geometria proiettiva » ho portato alcuni mutamenti e 
talune aggiunte, che 1’ esperienza didattica dei sei anni 
trascorsi ha mostrato utili.

Tali variazioni furono già introdotte nella tradu­
zione tedesca del libro, recentemente uscita pei tipi 
dell’ editore Teubner. Esse non alterano d’ altronde il 
disegno generale dell’ opera, ma tendono a semplificare 
qualche dimostrazione, ad estendere il campo delle ap­
plicazioni tecniche, a rendere più compiuti i cenni di 
teorie superiori contenuti nell’ Appendice.

Fra le dimostrazioni semplificate citerò quella del 
§ 12, modificata nel senso proposto dal prof. P ieri.

Allo scopo di allargare lo studio dei problemi, che 
più da vicino toccano alla Geometria proiettiva appli­
cata, ho fatto posto, in vari capitoli del libro, a qual­
che cenno sugli elementi immaginarli, senza arrestarmi 
tuttavia agli sviluppi astratti che vi si collegano. Questi 
cenni mi hanno permesso in particolare di approfon-
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dire le questioni concernenti la risoluzione dei problemi 
determinati colla riga e col compasso, e di mettere in 
maggior luce i rapporti fra i problemi proiettivi della 
teoria delle coniche e quelli metrici che occorrono nello 
studio elementare del cerchio.

L’ Appendice è stata quasi intieramente rifatta pre­
messe le prime nozioni concernenti i gruppi eli proiet- 
tioità; dato più ampio svolgimento al concetto della 
Geometria astratta, coll’ indicarne un’ applicazione ele­
gante alle trasformazioni, che mutano sfere in sfere; 
resi quindi più compiuti gli sviluppi relativi all’intro­
duzione delle coordinate proiettive.

Infine avrei voluto corredare il libro di una serie 
varia ed ordinata di esercizi, traendone occasione per 
mettere in luce lo spirito dei metodi più antichi di P on­

celet che (come osserva giustamente il prof. S e g r e ) 

restano un poco adombrati dalle moderne vedute della 
Geometria proiettiva staudtiana. Ma da tale lavoro mi 
esime il Dott. F rancesco S everi che vi ha atteso con 
particolar cura durante il decorso anno scolastico, es­
sendo assistente alla cattedra da cui queste lezioni ven­
gono professate. Gli esercizi svariati ed eleganti che 
egli ha scelto con opportuno criterio pedagogico, sa­
ranno assai presto raccolti ed ordinati da lui medesimo 
in un interessante volumetto.

Non è questo d’ altronde il solo titolo che il Dott. 
Severi abbia alla mia gratitudine; io debbo anzi rin­
graziarlo specialmente della diligente revisione ch’egli
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ha fatto del mio lavoro correggendone le bozze di
stampa, q -dei . buoni consigli di cui in tale occasione '

Bologna, Settembre 1903.

Federigo E nriques.



PREFAZIONE ALLA P EDIZIONE;

Fin da quando quattro anni or sono, fui chiamato 
ad insegnare Geometria proiettiva all’ Università di Bo­
logna,- io mi pi’oposi di svolgere gli elementi di tale 
scienza, secondo l’ indirizzo dello S ia u d t , sulla base di 
un sistema di postulati puramente grafici, esplicitamente 
enunciati; intendendo, non già di bandire, ma di tenere 
distinte le applicazioni metriche.

A rendere interamente possibile l’ attuazione del 
detto fine, occorsero alcune ricerche dirette ad elimi­
nare P uso di nozioni metriche, che pur compariva in 
qualche punto fondamentale delle trattazioni di K lein , 
P asch, De P aolis ecc.; ricerche onde ebbe origine la 
mia nota « Sui fondamenti della Geometria proiettiva » 
pubblicata nei Rendiconti dell’Istituto lombardo del 1894.

Ma, risoluto il problema sotto l’ aspetto scientifico, 
occorreva ancora elaborare la forma della trattazione e 
svolgerla più compiutamente nei suoi dettagli, in guisa 
da renderla accettabile nella scuola.

A questo scopo didattico mi sembra si sieno ve­
nute, avvicinando, durante i tre anni scorsi, le lezioni 
che ora pubblico per le stampe.

Nelle quali ho cercato di contemperare le esigenze 
dello spirito logico coi vantaggi e colle attrattive che 
l’ intuizione conferisce agli studi geometrici. La traccia



—  VI —

dello svolgimento, rigorosamente matematico, corre in­
dipendente dalle osservazioni di carattere intuitivo, le 
quali, dopo 1’ enunciazione dei postulati, non sono più 
necessarie; ma esse compariscono tuttavia a lumeg­
giare alcuni concetti o ragionamenti più astrusi, ed in 
taluni punti possono anzi sostituire con vantaggio di­
dattico il procedimento rigoroso della dimostrazione.

Debbo ora esporre, in breve, il contenuto di queste 
lezioni.

I primi 5 capitoli, come quelli che conducono dal- 
l’analisi delle più elementari proposizioni grafiche alla 
dimostrazione del teorema fondamentale della proietti- 
vita, racchiudono la parte più originale del libro. Io 
non starò qui ad indicare i punti salienti di questa 
trattazione, rimandando per ciò alla mia nota citata 
dell’ Istituto lombardo. Ma, mi permetterò tuttavia di 
richiamare 1’ attenzione del lettore sulle considerazioni 
relative alla legge di dualità nel piano ( §9) ,  per le 
quali essa risulta stabilita a priori, con una estensione 
maggiore dell’ ordinario.

Le principali relazioni cui dà luogo lo studio della 
proiettività e dell’ involuzione in forme di l .a specie, 
occupano i capitoli VI e VII; dove, in particolare, i 
casi metrici più notevoli vengono trattati sistematica- 
mente, ricorrrendo al principio generale del movimento, 
secondo lo stesso spirito che ha informato sviluppi di 
simil genere concernenti i gruppi armonici (.§ 17).

II cap. Vili è dedicato all’ omografia e alla corre­
lazione tra piani (o stelle) studiate dapprima sotto un 
aspetto comune, e quindi nelle relazioni differenti cui 
esse danno luogo ove si considerino in forme sovrap­
poste. I casi particolari metrici dell’ omografia si tro-
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vano svolti assai ampiamente in modo da trarne la de­
duzione che « tutti i rapporti metrici delle figure, nel 
piano o nella stella, si possono riguardare come rap­
porti grafici coll’ assoluto »; e a questo fatto ben noto 
si riattaccano alcune considerazioni, che stimo non prive 
di qualche interesse, in ordine alla estensione a priori 
della legge di dualità.

Le coniche definite mediante le polarità, vengono 
studiate nei 4 capitoli successivi; ed anche qui il con­
tenuto delle proposizioni grafiche viene lumeggiato da 
abbondanti applicazioni metriche, atte a farne risaltare 
P importanza. Mi permetto in particolare di indicare- al- 
P attenzione del lettore il cap. XI, che tratta P argo­
mento delicato dei problemi determinati. Occorre in 
tali sviluppi la traduzione geometrica dei concetti re­
lativi al campo di razionalità, introdotti dal K roneker  
nell’Algebra; i quali concetti conducono a fissare bene, 
per ogni problema, quali elementi s’ intendano ciati e 
quali si vogliano costruire, apparendo cosi la necessità 
di porre P assoluto del piano fra gli elementi dati, ogni­
qualvolta si tratti di problemi metrici.

Fra i problemi che trovano posto nel detto cap. XI, 
non sono soltanto i più usuali problemi di 2.° grado, 
bensì anche alcuni di 3.” grado, che ricevono, per la 
prima volta in un trattato, uno svolgimento geometrico 
rigoroso (cfr. la nota di Maccaferri citata a pag. 303). 
E così si ottiene la determinazione degli elementi uniti 
d’ un’ omografia nel piano o nella stella; e se ne trag­
gono quindi le proprietà relative agli assi e alle sezioni 
circolari dei coni quadrici (cap. XIII).

Infine, nell’ ultimo capitolo, viene fatto lo studio 
delle proiettività dello spazio, secondo Io stesso spirito
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che informa la trattazione dell’ argomento analogo ri- 
ferentesi al piano (cap. Vili), ma più rapidamente.

Di seguito al libro ho posto un’ appendice conte­
nente alcuni brevissimi cenni di sviluppi complementari.

In questa, spiegato il concetto della Geometria 
astratta, ne deduco la determinazione delle coordinate 
proiettive nello spazio, ponendo una proiettività, tra 
l’ordinario spazio di punti, e lo spazio (analitico) avente 
come elementi i gruppi omogenei di quattro numeri...

E dalla rappresentazione analitica dei punti dello 
spazio traggo occasione per accennare agli elementi im­
maginari, ed alla loro interpretazione geometrica.

Termino con alcune notizie storico-critiche d ie rac­
comando specialmente ai giovani desiderosi di cono­
scere la genesi dei concetti fondamentaii della geome­
tria proiettiva.

Ora affido il libro al giudizio del pubblico, coll’ au­
gurio che esso contribuisca a tener sempre vivo nel 
nostro paese l’ amore agli studi geometrici.

Ma prima di chiudere queste linee di prefazione 
debbo ringraziare i professori C. S eghe e G. Castel-  
nuovo per i consigli amichevoli di cui mi furono larghi 
fino dai principii del mio insegnamento.

Ringraziamenti cordiali sieno pure resi ai miei al­
lievi signori U go A maldi e R oberto Bonola per l’aiuto 
intelligente prestatomi durante la revisione delle bozze, 
e l’ incisione delle figure.

Infine sia espressa la mia gratitudine al signor 
Zanichelli per le cure dedicate alla buona riuscita di 
questa edizione.

Bologna, décembre 1897.

F ederigo E nriques.
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1. Dall’ ordine delle cose esterne, nella rappresentazione 
data alla mente dai sensi, scaturisce il concetto di spazio. 
La Geometria studia questo concetto già formato nella mente 
del geometra, senza porsi il problema (psicologico ma non 
matematico ) della sua genesi. Sono dunque oggetto di studio, 
nella Geometria, i rapporti intercedenti fra gli elementi (punti, 
linee, superficie, vette, piani ecc.) clic costituiscono il con­
cetto complesso di spazio: a tali rapporti si dà il nome di 
proprietà spaziali o geometriche.

In virtù dei rapporti intercedenti fra i vari elementi del 
concetto di spazio, alcuni di questi possono essere definiti 
(logicamente) mediante altri: così p. e. il piano può essere 
definito mediante la retta e il punto ecc. Tuttavia alcuni 
elementi debbono essere introdotti come elementi prim i o 
fondamentali della Geometria, senza definizione, giacché 
non si potrebbe dare una definizione (logica) di tutti senza 
cadere in un circolo vizioso.,

La scelta degli elementi fondamentali della Geometria 
non è a priori determinata; si scelgono come tali gli eie- 
monti più semplici rispetto alla intuizione psicologica, cioè 
quelli di cui la nozione si trova formata nella nostra mente 
come contenuto del concetto di spazio *, tali sono p. e. il 
p u n to la  retta e il piano.

Si considera generalmente come criteria teorico di per­
fezione (logica) lo scegliere il minimo numero possibile di 
elementi geometrici come fondamentali; ma questo criterio



non ha valore imperativo, e non soddisfa, sempre il senso 
psicologico dell’ intuizione, allorché porta a sostituire con 
una definizione la nozione intuitiva di un elemento di cui 
la mente ha una chiarissima immagine; così p. e. la no­
zione intuitiva del piano è (psicologicamente) più semplice 
di quella ricavata dalla sua definizione logica mediante il 
punto e la retta. Comunque però si sieno scelti gli elementi 
geometrici fondamentali in mòdo arbitrario ed in numero 
sovrabbondante, ogni altro ente geometrico successivamente 
introdotto dovrà essere definito logicamente mediante gli 
elementi fondamentali; salvo che si dichiari esplicitamente 
di introdurlo come un nuovo elemento fondamentale dato 
intuitivamente ( psicologicamente ).

Abbiamo detto clic fra gli elementi ( e gli enti geometrici 
definiti a mezzo di essi) intercedono dei rapporti che costi­
tuiscono appunto le proprietà geometriche. Lo studio di 
queste proprietà si fa dal matematico in due modi:

1. ° esercitando V intuizione (psicologica) sopra i con­
cetti spaziali;

2. ° deducendo col ragionamento logico nuove proprietà 
da quelle* date dall’intuizione, (le nuove proprietà ottenute 
diconsi dimostrate).

Si-chiamano postulati le proprietà geometriche date (im­
mediatamente) dall'intuizione; teoremi le proprietà che se 
ne deducono logicamente (e quindi si appoggiano mediata-
mente sull’ intuizione ). 

è’Un postulato introdotto nella Geometria diventa superfluo 
allorché si può dimostrare mediante gli altri; allora si può 
tòglierlo dal numero dei postulati e darlo come teorema.

Tuttavia non é -possibile - dimostrare tutte le proprietà 
che. si assumono cóme postulati senza cadere in un circolo 
vizioso. È dunque necessario porre in principio della Geo­
metria alcuni postulati ; questi si scelgono fra le proprietà 
die hanno maggiore evidenza, intuitiva, ma la loro scelta 
non é a priori determinata.



Si potrà considerare come un criterio di perfezione ( lo­
gica) il ridurre il numero dei postulati per quanto è possi­
bile (assumendo postulati tutti indipendenti)) ma questo 
criterio non ha valore imperativo e non soddisfa sempre il 
senso psicologico della intuizione allorché porta a dare la 
dimostrazione di proprietà (intuitivamente) evidenti. In ogni 
caso il rigore matematico esige che ogni qualvolta si as­
sume una proprietà geometrica eoi ite data dall’ intuizione 
si enunci esplicitamente come un postulato: ogni altra pro­
prietà geometrica deve essere dimostrata matematicamente^ 
cioè dedotta con ragionamento logico dai postulati già in­
trodotti.

2. Le proprietà geometriche sono tutte trasformazioni lo­
giche di quelle contenute nei postulati, le quali alla lor 
volta si aggruppano, in varie categorie, attorno ad un certo 
numero di nozioni (più o meno complesse) non suscettibili 
di paragone, ma intuitivamente comprensibili di per se stesse. 
Così p. e. possiamo distinguere le proprietà geometriche in 
due grandi categorie :

1. a le proprietà grafiche relative alle nozioni di retta 
e di piano ecc; (più rette passano per un punto o giac­
ciono in un piano, più piani passano per una retta, o per un 
punto ecc.);

2. a le proprietà metriche relative alle nozioni di di­
stanza (o lunghezza di un segmento), di (grandezza d') an­
golo di due rette o di due piani ecc.

Possiamo dire che queste due categorie di proprietà- 
geometriche nascono da due forme dell1 intuizione spaziale : 
V intuizione grafica e V intuizione metrica, le quali forme 
sono bensì mescolate in un’ unica intuizione completa dello 
spazio, ma possono essere distinte da una analisi soggettiva. 
Noi pensiamo (per ragioni dedotte dalla psicologia fisiolo­
gica) che queste due forme dell1 intuizione spaziale si'riat­
tacchino nella psicogenesi a due gruppi diversi di sensazioni: 
le sensazioni visive da un lato, le sensazioni tattili e di



— 4 —

movimento deir altro lato ; le dette forme si sarebbero poi 
fuse per associazione. Ci limiteremo qui a constatare ( e ciò 
farà capir meglio la distinzione fra proprietà grafiche e me­
triche, che più tardi sarà precisata) che allorquando si tratta 
di verificare proprietà grafiche di una figura. fisica, ricor­
riamo (preferibilmente) alla vista; così ad es. per verificare 
se una linea è retta, guardiamo se tutti i suoi punti danno 
una sola immagine allorché si pone V occhio in un punto 
di essa, ecc. : invece per verificare le proprietà metriche, 
ricorriamo (preferibilmente) alla misura e quindi al.tatto; 
così p. e. se si tratta di verificare che due segmenti sono 
uguali proviamo a trasportare un segmento rigido (capace 
di misurarli) adagiandolo sull’uno e sull’altro, ecc.

La Geometria proiettiva ha come oggetto lo studio delle 
proprietà grafiche.

Essa introduce soltanto postulati grafici ( rifèrentisi a pro­
prietà della categoria menzionata) ed esclude sistematica- 
mente F impiego di considerazioni metriche nella dimostra­
zione dei teoremi.

La Geometria proiettiva lia però delle relazioni interessanti 
colla Geometria metrica; queste formano 1’oggetto di ap­
plicazioni della Geometria proiettiva e trovano posto accanto 
alle proposizioni della Geometria proiettiva propriamente 
detta; nella dimostrazione di esse non bastano più i postu­
lati (grafici) della Geometria proiettiva, ma si richiedono 
ancora quelli relativi alle nozioni metriche; anzi in queste 
considerazioni metrico-proiettive (ed in esse soltanto) noi 
supporremo noti anche i più semplici teoremi della Geo­
metria elementare.
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CAPITOLO I

Proposizioni fondamentali.

§ 1. Forme geometriche fondamentali. — La Geome­
tria proiettiva muove dai concetti sempliciedi punto, retta 
e piano. Il punto, la retta ed il piano vengono denominati 
elementi fondamentali. Indicheremo i punti colle lettere 
maiuscole dell’ alfabeto latino A B C...., le rette colle lettere 
minuscole dell’ alfabeto latino a b e...., ed i piani colle let­
tere dell’ alfabeto greco « j3 y....

Un insieme di elementi fondamentali, cioè un insieme 
di punti, rette e piani, dicesi Figura. Vi sono alcuni modi 
semplici di aggruppare fra loro gli elementi fondamentali, 
e questi aggruppamenti danno luogo a certe figure elemen­
tari che vengono denominate Forme geometriche fonda- 
mentedi; esse rispondono ai vari modi con cui ciascuno 
degli elementi può concepirsi come generato dall’ insieme 
di infiniti altri di nome diverso-

Una retta può considerarsi come generata dall’ insieme 
di tutti i suoi punti o come l’ insieme di tutti i piani che 
passano per essa: da questa considerazione nascono due 
formé fondamentali, cioè:

l.° la retta punteggiata, figura costituita da tutti gli 
infiniti punti d’ una retta, che dicesi sostegno della punteg­
giata.
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2. ° il fascio di p iani, figura costituita da tutti gli 
influiti piani passanti per una retta, elle dicesi asse del 
fascio.

Un piano può considerarsi come F insieme di tutti i suoi 
punti o come l’insieme di tutte le sue rette ; nascono quindi 
le due forme fondamentali seguenti:

3. ° il piano punteggiato, figura costituita da tutti gli 
infiniti punti d’ un piano, clic dicesi sostegno della forma.

4. ° il piano rigato, figura costituita da tutte le infinite 
rette di un piano, clic dicesi sostegno della forma.

Quando si considera il'piano come il complesso di tutti i 
suoi elementi fondamentali (punti e rette), senza distinguerne 
il nome, si ha la forma detta die comprende
in sò il piano punteggiato ed il piano rigato.

In un sistema piano la retta può considerarsi soltanto 
come F insieme dei suoi punti, cioè soltanto come sostegno 
di una punteggiata ( non come asse di un fascio di piani); 
il punto può considerarsi come F insieme di tutte le rette 
(del piano) che passano per esso e si lia così la forma:

od fa sc ia jli raggi, die è la. figura costituita da tutte 
le infinite rette che passano per un punto (centro del fascio) 
c giacciono in un piano (detto piano del fascio).

Un punto, considerato come appartenente allo spazio, 
può essere generato dalF insieme di tutte le rette o di tutti 
i piani che passano per esso ; quindi dà luogo alle due forme 
fondamentali seguenti:

G.° lg_stella di raggi, figura costituita da tutte le in­
finite rette (dello spazio) passanti per un punto, die dicesi 
centro della stella.

7.° la stella di piani, figura, costituita da tutti gli in­
finiti piani passanti per un punto, che è detto centro della 
stella.

Quando si considera il punto come V insieme di tutti gli 
•elementi fondamentali ( rette e piani ) a cui appartiene, senza 
•distinguerne il nome, si lia la forma detta stella, che coni-
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prende in se la stella di raggi e di piani e di cui il punto è 
ancora il centro.

In una stella la retta può considerarsi soltanto come 
T insieme di tutti i piani passanti per essa, cioè come asse 
di un fascio di piani (non come sostegno di una punteg­
giata); il piano può considerarsi soltanto come V insieme 
di tutte lo sue rette che passano pel centro della stella, 
ossia come un fascio di raggi. 'Il fascio di raggi è dunque 
una forma appartenente tanto ad un sistema piano, anzi 
precisamente ad un piano rigato, quanto ad una stella e 
precisamente ad una stella- di raggi; esso è la forma costi­
tuita dagli elementi comuni ad un piano o ad una stella di 
cui il centro appartiene al piano.

Infine lo spazio può considerarsi come F insieme di tutti 
i suoi punti o di tutte le sue rette o di tutti i suoi piani. Si 
hanno così le tre forine fondamentali: spazio punteggiato, 
spazio rigato, spazio di piani; ma soltanto la prima, e Ï  ul­
tima saranno considerate nel seguito, saranno cioè conside­
rate le due forme seguenti:

8.° lo spazio punteggiato, che è la figura costituita da 
tutti gli infiniti punti dello spazio;

(J.° lo spazio di piani, che è la. figura costituita, da 
tutti gii infiniti piani dello spazio.

Diremo che due elementi fondamentali si appartengono 
quando uno di essi è contenuto noir altro; così una retta, 
ed un suo punto si appartengono, similmente si apparten­
gono un punto ed un piano che passa per esso, ecc. Se 
due elementi si appartengono diremo'•indifferentemente elio 
T uno appartiene all’ altro. Allora possiamo dire che lo 
nove forme geometriche fondamentali che abbiamo definito 
individualmente, sono le figure costituite da tutti gli ele­
menti fondamentali di dato nome che appartengono ad uno 
stesso elemento fondamentale (sostegno) o a due elementi 
fondamentali (punto e piano) appartenentisi fra loro. Gli
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elementi fondamentali il cui insieme costituisce una forma 
si diranno generatori della forma.

Le forme : punteggiata, fascio di piani e fascio di raggi,, 
si dicono di l.a specie; esse vengono generate dal semplice 
movimento di un loro elemento. Si dicono invece forme di 
2.a specie: il piano punteggiato o rigato e la stella di raggi 
o di piani. Ogni forma di seconda specie contiene in se 
infinite forme di prima specie i cui elementi generatori 
sono pure elementi generatori della forma di 2a specie : tali 
forme vengono generate dal movimento doppio di un loro 
elemento, ossia dal movimento semplice di una forma di 
prima specie in esse contenuta. Finalmente si dicono forme 
di 3.a specie: lo spazio punteggiato e lo spazio di piani, cia­
scuno dei quali contiene in se infinite forme di 2.a specie 
(rispettivamente piani punteggiati e stelle di piani): le forme 
di 3.a specie vengono generate dal movimento triplo di un 
loro elemento, ossia dal movimento semplice di una forma 
di 2.a specie in esse contenuta.

Osservazione — Per individuare analiticamente un ele­
mento d’ una forma fondamentale, per modo clic si abbia 
una corrispondenza biunivoca continua fra gli elementi della 
forma c i numeri che li determinano, occorrono rispettiva­
mente una, due, tre coordinate, sccondochò la forma è di 
prima, seconda o terza specie.

§ 2. Elementi impropri. — Dobbiamo ora ricordare 
alcune proposizioni fondamentali della Geometria, che si 
desumono immediatamente dall’ intuizione e possono quindi 
essere introdotte come postulati (sebbene forse non Siena 
tutte indipendenti, cioè alcune di esse possano dedursi logi­
camente dalle altre). Esaminando tali proposizioni potremo 
con definizioni opportune enunciarle sotto una forma più 
breve ed uniforme, ciò clic sarà utile in seguito.

Per raggiungere più presto lo scopo che ci proponiamo, 
gioverà usare due locuzioni clic pure trovano posto nel
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linguaggio comune della Geometria elementare. Invece di 
dire « due rette sono parallele » diremo che « hanno la 
stessa direzione » o che « hanno comune la direzione » ; 
e così invece di dire che « due piani sono paralleli » di­
remo che « hanno la stessa giacitura ». E ci converrà anche 
di dire che una retta appartiene alla sua direzione e vice­
versa, ed analogamente che pn piano appartiene alla sua 
giacitura e viceversa. Fatta questa avvertenza, possiamo 
enunciare le seguenti proposizioni: (*)

1. a Due punti determinano una retta che ad essi ap­
partiene (e cui essi appartengono).

2. a Due piani determinano una retta che ad essi ap­
partiene (la loro intersezione), oppure una giacitura che ad 
essi appartiene (sono paralleli).

3. a Un punto e una direzione determinano una retta 
cui appartiene (la retta passante per il punto che ha la 
data direzione ).

4. a Due direzioni determinano una giacitura cui ap­
partengono (cioè « vi.sono infiniti piani paralleli a due rette 
che non hanno la stessa direzione e questi piani sono tutti 
paralleli fra loro »).

5. a Tre punti non appartenenti ad una retta determi­
nano un piano a cui appartengono.

G.a Tre piani non passanti per una retta e (non pa­
ralleli fra loro cioè) non aventi comune la giacitura, deter­
minano un punto o una direzione che ad essi appartiene 
(cioè hanno un punto comune o sono paralleli ad infinite 
rette tutte parallele fra loro).

7. a Due punti e una direzione, che non sia quella della 
congiungente i due punti, determinano un piano a cui ap­
partengono (cioè « per due punti passa un piano parallelo 
ad una retta data »).

8. a Un punto c due direzioni determinano un piano a

(9 Dove coll’ articolo un intendiamo « uno ed uno solo ».
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cui appartengono (cioè « per un punto passa un piano pa­
rallelo a due rette che hanno direzione diversa »).

Dall’ esame di queste proposizioni si vede che in esse 
la parola « direzione » sostituisce in molti casi la parola 
« punto » e la parola « giacitura » sostituisce la parola 
« retta ». Sorge però l'idea di definire come « punto » e 
« retta » rispettivamente la direzione di una retta o la gia­
citura d’ un piano. Per distinguere poi, ove occorra, il nuovo 
onte (direzione) che viene designato col nome di punto, 
dall'ente che ordinariamente si designa col tal nome, si 
dirà inulto proprio un punto nel significato ordinario o 
punto improprio ( o punto all' infinito) la direzione di una. 
retta: parimenti si farà, ove occorra, la distinzione ira retta 
propina (retta nel significato ordinario ) e retta impropria 
o all' infinito (giacitura d’un piano jp).

Conforme alle locuzioni introdotte dovremo diro che:

p) È utile notare come il pensiero matematico sia giunto a con­
siderare come un punto all’infinito la direzione d’ uria retta (e ana­
logamente come nàta all’ infinito la giacitura d’ un piano).

Sia a una retta ed O un punto fuori di essa: consideriamo una
retta O P passante per () e 
segnante1 la a in un punto P. 
Se facciamo ruotare la retta 
() P attorno ad O in uno 
dei due sensi, in guisa da 
tendere, alla posizione limite 
della retta b parallela alla <7 , 
il punto d’incontro P della 

nominata retta mobile con a assume successive posizioni P\ P",.... 
che si vanno allontanando indefinitamente da un inulto fisso A 
su a. Questo punto d’ intersezione della trasversale mobile per () 
con a, scompare (piando la trasversale acquista la posiziono della 
b parallela ad a, e ricompare poi dall’altra parte avvicinandosi 
sempre ad A se si continua la rotazione della retta per O nel me­
desimo senso, oltre la posizione di parallelismo. Perciò il punto P 
comune ad a e ad una trasversale por O nel piano Oa, tende ad 
esser sostituito dalla direzione comune alle rotte Ini (piando P si
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Ad una^retia appartiene un punto improprio ( la sua di­
rezione).

Ad un piano appartiene una retta impropria ( la sua gia-
m ini bitii—wi i " r -T *-   —

citura).
Con ciò le proposizioni date si possono enunciare più 

compendiosamente.
Le proposizioni 1, 3, 4 si riuniscono nel solo enunciato:

1. ° Due punti (propri o impropri) determinano una 
retta (propria o impropria).

La 2 si può enunciare :
2. ° Due piani determinano una retta (propria o im­

propria).
Le proposizioni 5, 7, 8 danno luogo all’ enunciato com­

prensivo :
3. ° Tre punti non appartenenti ad una retta, di cui 

uno almeno proprio e gli altri due propri o impropri, de­
terminano un piano.

Infine la 0 si enuncia:
4. ° Tre piani non aventi in comune una retta (pro­

pria, o impropria) determinano un punto (proprio o im­
proprio).

Xeir enunciato della proposizione 3.a compare però una, 
restrizione per la quale non si può dire che gli elementi 
propri e impropri entrino ugualmente nei quattro enun­
ciati: invero tre punti impropri (non appartenenti ad una 
retta ) non individuano alcun piano, poiché non vi è in ge­
nerale un piano parallelo a tre rette date. Per togliere 
questo caso d'eccezione, definiremo come manq_iini)ropvìo 
( o gir in,lì aito) l’ insieme di tutti i minti improprie di tutte, 
le rette improprie (hdlo^_sr)azi(r  cioè l’ insieme di tutte lo 
direzioni e giaciture. Però affinchè si possano considerare

allontana indefinitamente su a nell’imo o nelP altro senso. Appare 
cosi naturale di riguardare due rette parallele come aventi un 
(unico) punto comune (improprio) all* infinito.
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indifferentemente piani ordinari (jmopri) e il piano impro­
prio nelle proposizioni 1.*, 2.*, 3.*, 4.* (e quindi anche in 
quelle dedotte da esse), occorrerà verificare che le proposi­
zioni 2 * e 4.» valgono ancora se uno dei piani ivi menzio­
nati è il piano improprio : ora così accade infatti, giacche in 
tal caso queste due proposizioni si riducono a dire rispetti­
vamente che « ad un piano proprio appartiene una retta 
impropria ( e non punti impropri fuori di essa) » e che « al- 
r  intersezione (retta) propria di due piani propri appartiene 
un punto improprio ».

Ciò posto, si può dire che valgono le proposizioni se­
guenti, riassumenti quelle enunciate innanzi, dove non vi è 
distinzione di elementi propri ed impropri.

a) Due punti detenni- b) Due piani determi­
nano una retta cui appai- nano una retta clic ad essi
tengono.

c) Tre punti non ap­
partenenti ad una retta, de­
terminano un piano cui ap­
partengono.

appartiene.
d) Tre piani, non ap­

partenenti ad una retta, de­
terminano un punto che ad 
essi appartiene.

Accanto a queste proposizioni enunciamo le seguenti che, 
come si verifica subito, valgono pure senza eccezione dando 
ai punti, alle rette e ai piani il significato più largo.

e) Un punto ed una J) Un piano ed una retta
retta che non si appartengono che non si appartengono de­
determinano un piano a cui terminano un punto clic ad 
appartengono. essi appartiene.

Le proposizioni a> b, c, d, e, f ,  (data la convenzione 
riguardante gli elementi impropri) si desumono immedia­
tamente dall’intuizione e però possono riguardarsi come 
costituenti un primo gruppo di postulati della Geometria
proiettiva, che ci converrà tra poco di porre sotto altra 
forma (§3).

Il fatto che in questi postulati non si distinguono gli 
elementi propri dagli impropri, porta come conseguenza.
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die i teoremi fondati su di essi valgono indifferentemente 
ove gli elementi in essi menzionati si considerino come 
propri od impropri.

Aggiungendo altri postulati in cui si contemplino pure 
indifferentemente elementi propri ed impropri, la cosa con­
tinuerà a sussistere ; e poiché a questo requisito soddisfa­
ranno i nuovi postulati che introdurremo per fondare la 
Geometria proiettiva, si potrà affermare che:

Nella Geometria proiettiva (fondata su tali postulati) 
gli elementi propri ed impropri possono e debbono consi- 
d e / xi i \s i indifferentemente.

Così si giustifica T introduzione e l’uso degli elementi 
impropri.

Diamo subito un esempio relativo alle cose dette, dimo­
strando la proposizione:

In un piano (proprio o improprio) due rette (proprie 
o improprie) hanno sempre comune un punto (proprio o 
improprio ). ,

Nel piano a si abbiano due rette r, s. Per r, s condu­
ciamo rispettivamente due piani p, a diversi da a; questi 
hanno comune una retta li diversa da r , s: la li non giace 
nel piano a e però ha -comune con esso un punto 0 che ò 
anello comune ad r, s. : queste hanno dunque comune un 
punto e. d. d.) (d'altronde se avessero comuni due punti 
coinciderebbero pel postulato a).

Nella dimostrazione data ci fondiamo sui postulati a, b,
0, d, e, j \  senza distinguere il caso di elementi propri od 
impropri ; dunque la proposizione stessa resta stabilita senza 
eccezione: ove volesse farsi la menzionata distinzione, la 
proposizione stessa darebbe luogo a più altre della Geometria 
elementare, le quali ( potrebbero anche desumersi dall’ in­
tuizione, ma ) sarebbero conseguenze delle varie proposizioni,
1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, sopra enunciate.

Il modo più rapido con cui si perviene alla conclusione 
comprensiva enunciata è un vantaggio che si ripete in
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casi più elevati, dovuto all’ introduzione degli elementi 
impropri.

§ 3. Primo gruppo di proposizioni fondamentali 
della Geometria Proiettiva. — Per l’ introduzione degli 
elementi impropri dobbiamo estendere le definizioni date 
di forme fondamentali e considerare le seguenti fórme im­
proprie:

1. ° la retta impropria punteggiata (retta impropria, 
luogo dei suoi infiniti punti, ossia insieme delle direzioni 
contenute in una giacitura);

2. ° il fascio improprio di piani (insieme di tutti gli 
infiniti piani che hanno una giacitura);

3. ° il piano improprio punteggiato e rigato (insieme 
di tutte le infinite direzioni e rispettivamente giaciture);

4. ° il fascio improprio di raggi (insieme delle infi­
nite rette che hanno una* data, direzione e giacciono in un 
piano proprio, oppure insieme delle giaciture che hanno co­
mune una direzione ) ;

5. ° la stella impropria di raggi e di piani ( insieme 
delle infinite rette e rispettivamente degli infiniti piani paralleli 
ad una retta fìssa, cioè contenenti una medesima direzione).

Dopo ciò le proposizioni a, b, c, d, e, f  del prece­
dente § si possono compendiare nei soli enunciati seguenti, 
dove (come sempre nel seguito salvo esplicito avviso) ven­
gono designati indifferentemente col nome di elementi (punti, 
rette c piani) c col nome di forme, gli elementi e le forme 
propri c impropri.

I. In  una forma, di 3.a specie due elementi fonda- 
mentali determinano una forma: di 1.a specie (contenuta 
nella data di 3.* specie) a cui appartengono ; ( comprende 
le proposizioni a, b).

II. In  una form a di 31 specie tre elementi fonda- 
mentali non appai1 tenenti ad una: form a di 1? specie de­
terminano una form a di 2,a specie (contenuta nella data
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di 12 specie) a cui appartengono (comprende le proposi­
zioni c, d).

III. In  una forma di 12 specie un elemento fonda  
mentale ed una form a di 12 specie che non si apparten­
gono, determinano una forma di 22 specie a cui appar­
tengono (comprende le proposizioni <?,/). - .

Consideriamo le proposizioni I, II, III come un primo 
gruppo, di proposizioni fondamentali (postulati) della Geo­
metria proiettiva ; esso equivale all’ insieme delle proposi- 
zioni a, b, c, d, e, f .

Da queste proposizioni si deduce quella (già considerata 
per i piani) secondo la quale « In  una forma di 2,a specie 
due forme di 12 specie hanno un elemento comune ». 
Questa del resto, tanto per il piano che per la stella, esprime 
verità intuitive.

Notazioni — Indicheremo con (A  B) o, più semplice­
mente con AB  la retta determinata da due punti A, lì ; 
con (ajS) o a (3 la retta determinata da due piani j3; con 
(ab) o ab il punto comune a due rette a, b di un piano, o 
il piano delle due rette: analogamente con (ABC),  (aj2y) 
oppure ABC, aj3y, indicheremo V elemento (piano o punto) 
determinato rispettivamente da tre punti A, B, C o da tre 
piani a, (2, y non appartenenti ad una forma di prima specie; 
così pure s’indicherà con ( a A ) o Aa il piano determinato 
dalla retta a e dal punto Ai (fuori di essa); con.(^a) o aa. 
il punto comune alla retta a ed al piano a che non la con­
tiene; ccc.... Scriveremo anche 0 == (a|3y) per designare il 
punto (aJ3y) ecc. Queste notazioni servono ad indicare indif­
ferentemente elementi propri ed impropri.

§ 4. Proiezioni e sezioni. — Le proposizioni a , b, c, 
d, e, f ,  oNle I, II, III, del § precedente (ove non si distin­
guono gli elementi impropri dai propri) permettono di dare 
un senso ben determinato a certe operazioni che diconsi
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operazioni fondamentali della Geometria proiettiva. Queste
sono le seguenti:

Proiettare una figura (BC... 
àc...),

t.° da un punto A (cen­
tro eli proiezione) fuori della 
figura, cioè condurre le rette
(AB) ,  ( A C ) __ ed i piani
(Ab), (Ac).... determinati da A  
e rispettivamente dai punti 
B, C.... e delle rette b, e.... 
della figura (la figura proie­
zione così ottenuta si indica 
con A (BC.... bc....))]

2.° da una retta a (as­
se di proiezione) fuori della 
figura, cioè condurre i piani 
(aB), (aC).... determinati da 
a e dai punti B, C.... della 
figura (la figura proiezione 
così ottenuta si indica con 
a (BC....) ).

Segare una figura (bc....

1. ° con un piano a 
(piano di sezione) non appar­
tenente ad un elemento della 
figura, cioè segnare i punti 
(ab), (ac).... e le rette (a{3),
(ay)__  determinati da a e
rispettivamente dalle rette b, 
e.... e dai piani (3, y.... della fi­
gura (la figura sezione così 
ottenuta si indica con a (bc...
Pr...O);

2. ° con una retta a 
non appartenente ad un ele­
mento della figura, cioè se­
gnare i punti (a$), («y).... de­
terminati da a e dai piani j3y.... 
della figura (la figura sezione 
così ottenuta si indica con
a (0r--))-

Proiettare una figura da un punto A (fuori di essa) 
sopra un piano a (clic non passa per A) è una locuzione 
abbreviata per denotare che si è proiettata la figura da A  
e si è segata la proiezione con a.

Mediante proiezioni e sezioni, si può passare dall’ una ai- 
fi altra di due forine di l.a specie o dall’ una alfi altra di due 
forme di 2.a specie.

Proiettando una puiitcg- Segando un fascio di piani: 
giata :

l.° da un centro (fuori l.° con un piano (non
della sua retta di sostegno ) appartenente all’ asse del fa­
si ottiene un fascio di raggi : scio si ottiene un fascio di
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i raggi proiettanti sono coor­
dinati ai punti proiettati e si 
dice clic la punteggiata ed il 
fascio di raggi sono riferiti 
prospettivamente o che sono 
prospettici;

2.° da un asse (che non 
incontri la retta sostegno del­
la punteggiata) si ottiene un 
fascio di piani riferito pro­
spetticamente o prospettico 
alla punteggiata.

raggi: i raggi di questo ven­
gono coordinati ai piani se­
gati (del l.° fascio) e si dice 
che il fascio di raggi ed il 
fascio di piani sono riferiti 
prospetticamente o che sono 
prospettici.

2.° con una retta (che 
non incontri 1’ asse del fascio) 
si ottiene una punteggiata ri­
ferita  prospetticamente o 
prospettica al fascio di piani.

Proiettando un piano pun­
teggiato (o rigato) da un 
centro (fuori del piano) si 
ottiene una stella di raggi (o 
rispettivamente di piani) rife­
rita prospetticamente o pro­
spettica al piano.

Segando una stella di pia­
ni (o di raggi) con un piano 
(non appartenente alla stella) 
si ottiene un* piano rigato ( o 
rispettivamente punteggiato ) 
riferito prospetticamente o 
prospettico alla stella.

Se si ha una figura (di rette) nel piano, 1’operazione di 
segarla con un piano (non coincidente con quello della fi­
gura) si può enunciare dicendo che si sega la figura con 
una retta del suo piano (intersezione del piano segante ). 
Analogamente, se si ha una figura (di rette) nella stella, 
F operazione di proiettarla da un punto (che non sia il cen­
tro della stella) si può enunciare dicendo che si proietta la 
figura da una retta della sua stella congiungente il centro 
di proiezione col centro della stella.

Nel piano, segando un fa- Nella stella, proiettando un 
scio di raggi con una retta fascio di raggi da una retta
non appartenente al fascio, si 
ottiene una punteggiata rife­
rita prospetticamente o pro­
spettica al fascio di raggi.

non appartenente al fascio, 
si ottiene un fascio di piani 
riferito prospetticamente o 
prospettico al fascio di raggi.
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Gli enunciati posti V uno di fronte all’altro presentano’ 
una notevole analogia; in essi le operazioni del proiettare c 
del segare compariscono come inverse ru n a  dell’altra.

§ 5. La disposizione circolare naturale degli ele­
menti d’ una forma di l.a specie. — Se vogliamo adat­
tare la nostra concezione intuitiva della retta (propria) alla 
definizione del punto improprio (considerato come unico), 
dovremo concepire la retta come una linea chiusa, che si 
possa descrivere tutta partendo da un punto A  e ritor­
nando in A  dall’altra parte, col movimento di un punto 
passante pel punto all’ infinito. Si può acquistare un’ idea 
di questo modo di vedere intuitivo, considerando una retta 
a come limite di un cerchio variabile di raggio crescente, 
tangente ad essa in un punto fisso, il cui centro si allon­
tani indefinitamente da a sulla perpendicolare ad a nel 
punto di contatto (il quale cerchio, o centro, giaccia indif­
ferentemente nell’ una o nell’ altra banda del piano rispetto 
ad a ). Secondo questo modo di vedere, la retta si può con­
siderare generata col movimento di un suo punto mobile 
in due sensi opposti, come il fascio di raggi (o di piani) 
da un suo raggio (o rispettivamente piano) mobile che 
descriva il fascio ruotando attorno al suo centro ( o rispet­
tivamente asse). La corrispondenza tra i movimenti genera­
tori delle forme punteggiata e fascio di raggi (od analo­
gamente pel fascio di piani) riesce perfetta, ove si con­
siderino come moventisi insieme (in un dato senso) un 
punto della retta a ed il raggio del cerchio di centro O che 
incontra a nel nominato punto ; la posizione della retta per 0 
parallela ad a corrisponde alla posizione del punto all’ infi­
nito della retta.

Si esprime il nuovo modo intuitivo di concepire la retta 
( analogo a quello delle altre forme di l.a specie) dicendo 
che si pensano i suoi punti in una disposizione circolare 
(naturale) che ha due sensi.
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Dalla nuova concezione intuitiva della retta deriva natu­
ralmente una estensione del concetto di segmento.

Dati su una retta due punti A, B  si possono conside­
rare due segmenti (complementari) terminati da A, B come 
estremi, ciascuno dei quali contiene infiniti punti: il se­
gmento finito  ed il segmento infinito; quest’ ultimo è l’ in­
sieme dei punti della retta che si ottiene togliendo da essa 
tutti i punti interni al primo segmento. Per distinguere 
F uno dall’altro i due segmenti AB, occorrerà denotare un

punto interno; così nel caso della figura ~ — - — ~ — ~
i due segmenti si possono denotare senza ambiguità con 
ACB, ADB. Se due punti (come C, D) sono interni a due 
segmenti complementari AB, si dice che essi separano 
A , B: allora anche 4̂, B separano Cy D (cioè le due coppie 
AB, CD si separano). Nella generazione di una retta col 
moto di un punto, uno qualunque dei due segmenti viene 
ad essere il luogo delle posizioni intermedie ad A , B (gli 
estremi inclusi) occupate dal punto mobile: partendo da A  
nell’ uno o nell’ altro senso si descrive 1’ uno o 1’ altro dei 
due segmenti AB, e ciascuno di questi viene pure de­
scritto da un punto mobile clic partendo da B vada nel 
senso opposto. In quanto si considerano come succedentisi 
i punti d’ una retta che segnano posizioni occupate succes­
sivamente da un punto mobile descrivente la retta in un 
dato senso a partire da un punto A, si ha un ordine natu­
rale (A) dei punti della retta; ordine clic ha il detto senso 
e si considera come contenuto nella disposizione circolare 
naturale della retta.

Dati due punti C, D, V uno dei due, p. e. C, precede D 
nell’ ordine (A); accade l’ opposto (purché uno dei due 
punti non coincida con .4) nell’ordine inverso di (A) (or­
dine naturale che ha come primo elemento A e senso op­
posto al primo).

Un segmento AB  concepito in un ordine (A) è V insieme
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dei punti che nel detto ordine non seguono B , e risulta 
così ordinato; A è il suo primo elemento, e B è F ultimo: 
quando si consideri il segmento AB  come ordinato s’ indi­
cherà con AB. Lo stesso segmento AB  può concepirsi come 
ordinato in modo inverso nell’ ordine (B) che ha senso op­
posto ad (A): allora s’indicherà con BA.

Pili punti P1 P2 Ps P4 Pb....  Pn si dicono susseguentisi

se esiste un ordine naturale, ^  p 2 #  p. p  p
ad esempio (A), in cui essi si succedano nel modo scritto: 
in un altro ordine (B) che ha il senso di (A), i detti punti 
si succederanno nello stesso modo o in un modo dedotto 
da quello con ùria permutazione circolare, divenendo primo 
elemento del gruppo quello che occupa il primo posto 
dopo B nell'ordine (A). In un ordine che lia senso inverso
ad (A) si succederanno i punti Pn Pn- i __P:i P2 Pi nel
modo scritto o in un modo clic ne derivi con una permu­
tazione circolare.

Questa proprietà caratteristica, valida per ogni gruppo 
di punti della retta, stabilisce, tra i vari ordini naturali 
dei punti della retta, un legame per il quale, dati due or­
dini (A) (B) che hanno lo stesso senso e diversi primi ele­
menti A, B, avviene il fatto seguente: due elementi C, D 
distinti da B si susseguiranno in (B) nello stesso ordine che 
in (A) o nell’opposto, secondochè ambedue precedono o se­
guono B , oppure F uno precede B  e F altro lo segue in (A). 
Ciò si esprime dicendo che un ordine (B) nasce da uno 
clic ha lo stesso senso mediante la permutazione circolare 
che porta A in B (questa operazione equivale a far scorrere 
la retta su sè stessa portando A  in B).

Le considerazioni svolte permettono di dedurre facilmente 
le seguenti proposizioni intuitive:

l.° Se più punti P1 P2 P3..... Pn, sopra una retta, si 
susseguono nell’ ordine scritto, si susseguono anche negli 
ordini :
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. ^ 2  ^ 3 ............ ^ 1   ..............................? -^n P I  ^ n - 1
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2. ° Tre punti Px P2 P2 di una retta, presi in una di­
sposizione qualsiasi, si susseguono sempre (poiché in uno 
dei due ordini naturali (P J, l’uno inverso dell’altro, cioè 
in (P1P2Pa\  P2 precede Pa).

La terna 'P1 P2 Pa definisce un senso della forma ( che si 
dirà anche il senso della terna).

3. ° Se 4 punti di una retta Px P2 P3 P4 sono susseguen- 
tisi, le coppie P1 P3, P2 P4 si separano e viceversa.

• 4.° Una quaterna di punti ABCD sopra una retta, 
può distribuirsi in un modo in coppie che si separano; 
poiché se p. e. ABCD si susseguono nell’ordine scritto, 
sono AC, BD (e non altre) le coppie che si separano. Sopra 
una retta un segmento AB  può considerarsi come l’ insieme 
dei punti intermedi ad A, B, in un ordine naturale (C) il 
cui primo punto C sia esterno al segmento che si consi­
dera. 11 detto segmento AB  viene dunque generato ugual­
mente dal moto di un punto C sulla retta, partendo da una 
qualsiasi posizione iniziale, purché non interna al segmento 
stesso. Siffatta generazione é stata notata pel caso in cui C 
cada in uno degli estremi A  o B. Dalla considerazione pre­
cedente si possono dedurre le proposizioni intuitive:

5. ° In un dato segmento AB  di una retta, due punti C, D,

A C D B determinano un segmento CD .contenuto
nel primo: il complementare di CD contiene il complemen­
tare di AB.

6. ° Se AB , CD sono due segmenti di una retta, senza 
estremi comuni:

a) o le coppie AB , CD si7 separano, e allora i 
A C^ P  D—A— - — _— —  due segmenti hanno comuni infiniti ele- I I ! i

menti interni ;
b) o le coppie AB , CD non si separano, ed allora
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A B C D i due segmenti non hanno comune nessun

punto, oppure l’uno contiene l’altro: nel l.° caso un segmento 
è contenuto nel complementare dell’ altro.

7.° Se AB, AC sono due segmenti di una retta con 
un estremo comune A , essi non hanno punti interni comuni,. 
oppure P uno dei due segmenti è contenuto nell’ altro.

Le cose dette si estendono analogamente ai fasci propri 
di raggi e di piani. Basterà un breve cenno di spiegazione 
pel caso dei fasci di raggi.

In un fascio di raggi due. rette a, b, formano due an­
goli complementari (segmenti della forma); questi angoli 
vengono- descritti da, un raggio molale che genera il fascio

esso si pensano come punteggiate si ottiene da esso una 
regione piana che nella Geometria elementare costitui­
rebbe « la riunione di due angoli opposti al vertice ». 
Inoltre si designeranno qui col nome di angoli complemen­
tari (non due angoli la cui somma è un angolo retto, ma) 
due angoli (completi) che complessivamente riempiono l’in­
tero fascio.

Del resto tutte le considerazioni svolte pel caso della 
punteggiata relative àd ordini naturali, segmenti, coppie 
che si separano, si ripetono qui nello stesso modo: come 
là vengono fondate sul concetto intuitivo del movimento 
di un punto clic descriva la retta, cosi esse derivano qui 
dal concetto intuitivo del movimento di un raggio che ruo-

con una rotazione attorno al suo centro 
nel suo piano (in uno dei due sensi) 
passando da a a b. Alla parola « an­
golo » va data qui una interpretazione 
diversa e, in un certo senso, più larga 
clic nella geometria elementare; r a n ­
gole (completo), come lo consideriamo 
qui, è concepito come un insieme di 
rette e non di punti, ma se le rette di
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tando ne;rpiano del fascio descrive il fascio: vi è solo da 
sostituire la paiola « angolo » alla parola « segmento » 
per parlare col linguaggio or­
dinario, ma ciò non è affatto 
■essenziale, e dicendo « segmento 
di una forma di i.a specie » si 
intenderà complessivamente il 
•segmento d’una punteggiata o 
T angolo di un fascio.

Il nostro concetto .intuitivo 
•della retta impropria (esclusa
nelle considerazioni precedenti) si identifica col concetto 
•della successione delle direzioni dei raggi di un fascio; 
dunque anche per la retta impropria (come pel fascio di 
raggi) le proposizioni sopra enunciate debbono riguardarsi 
come verità intuitive. E similmente le stesse proposizioni
valgono pel caso di fasci impropri di raggi o di piani come 
:si verifica subito, data F intuizione di queste forme.

Non deve sorprendere il fatto che per tutte le forme 
di l.a specie si venga in quest' ordine di idee ad una serie 
di risultati identici : tutto dipende da che ci si basa sul 
concetto del movimento di un elemento che descrive la 
forma, ed abbiamo osservato che vi è perfetta corrispon­
denza in questo moto generatore tra le varie forme, ove 
•esse vengano riferite prospettivamente, cioè si considerino 
come moventisi insieme un elemento dell’ una e dell’ altra
•che si appartengono.

Osservazione. — Il movimento di un elemento in una 
forma di l.a specie, di cui qui si parla, non è il movimento 
•della forma su sé stessa che si considera nella Geometria 
metrica (elementare).

Dal concetto complesso del movimento, ad esempio per\
una retta, noi caviamo qui le nozioni relative agli ordini 
(naturali) di successione dei suoi punti, e il concetto di 
segmento come insieme di punti, ma non come lun~
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ghezza 0); rimane quindi al di fuori della Geometria proiet­
tiva il concetto di uguaglianza di segmenti.

U intuizione grafica che così si forma della retta (e ana­
logamente dei fasci) è diversa dalla intuizione metrica, cioè 
contiene meno di questa. L’esempio fisico corrispondente alla 
prima ci è offerto da un filo di variabile elasticità, mentre 
l’esempio fisico corrispondente alla seconda ci è offerto da 
un filo rigido: s’ intende dire che il movimento di questi 
due fili su sé stessi (dove nel primo caso può variare la lun­
ghezza delle varie parti del filo, nel secondo no ) sta rispet­
tivamente a rappresentare il movimento considerato dalla 
Geometria proiettiva e quello considerato dalla metrica; il 
secondo è un caso particolare del primo che nella Geometria 
proiettiva non va distinto in modo speciale.

Le proprietà relative ad ordini naturali cce. fin parti­
colare. le proposizioni 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7) enunciate per la 
retta, si possono enunciare per il fascio di raggi o di piani,, 
e quindi raccogliere in un enunciato complessivo per tutte 
le forme di l.a specie (parlando di elementi anziché di punti): 
ciò s’ intende subito, e però sarebbe inutile ripetere quegli 
enunciati.

Nello stabilire le proprietà menzionate per lo forme di 
l.a specie, si è fatto largo uso della intuizione : si può do­
mandare di introdurre esplicitamente ciò die si desume 
dall’intuizione, separandolo nettamente da ciò che se ire 
deduce colla logica, cioè si può domandare quali postulati 
vengano introdotti nella Geometria proiettiva coll’ uso di 
quelle considerazioni intuitive. Ora, poiché base di esse è il

f1) Tale concetto non trova più un perfetto riscontro nel con­
cetto metrico di angolo d’ un fàscio (sua grandezza). Per convin­
cersene basta pensare che si possono fissare successivamente quanti 
si vogliano segmenti uguali sulla retta senza esaurirla, mentre dato 
un angolo in un fascio con un numero finito di angoli uguali si 
esaurisce il fascio.
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concetto di movimento (nel senso grafico), siamo condotti 
ad introdurre il seguente postulato che precisa questo con­
cetto e basta a dedurre logicamente tutte le proposizioni 
intuitive menzionate.

IV. Gli elementi di una form a di 7.a specie si possono 
pensare in una disposizione circolare naturale che ha due 
sensif V uno inverso deir altro; in modo che:

1. ° Dato un qualunque elemento A  della forma, esiste 
un ordine naturale della forma che ha il detto senso, ed A 
come primo elemento, nel quale

a) di due elementi B, C, sempre F uno, per es. B, 
precede F altro ( ed allora C segue B).

b) se B precede C e C precede D, sempre B pre­
cede D,

c) tra due elementi B, C esistono infiniti elementi 
intermedi,

d) non esiste un ultimo elemento.
2. ° I due ordini naturali della forma che hanno lo 

stesso primo elemento e senso inverso, sono F uno inverso 
dell’ altro.

3. ° Due ordini naturali della forma che hanno lo stesso 
senso c diversi primi elementi, rispettivamente A , B, si de­
ducono F uno dall’ altro colla permutazione circolare che 
porta A  in B.

Da questo postulato che contiene (analizzati) i vari ele­
menti del concetto (grafico) di movimento, si desumono 
colla sola logica le altre conclusioni sopra menzionate: 
il concetto di segmento vien posto allora come quello di 
successione ordinata degli elementi che non seguono uno 
degli estremi in un ordine,- che lia come primo elemento 
F altro ecc. 0). Per facilitare F intuizione potremo ancora

(l) Lo sviluppo di tali deduzioni alquanto minute, ove si voglia 
porre in evidenza che effettivamente non si desume nuli’ altro dal- 
l’ intuizione, si farebbe seguendo presso a poco l’ordine di idee
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dire die un elemento si muove sulla forma descrivendo un 
segmento ordinato; ciò equivale a considerare gli elementi 
del segmento ordinato (succedentisi in quello) come le di­
verse posizioni di un solo elemento variabile.

Osservazione. — Molte altre nozioni intuitive si riat­
taccano a quelle introdotte col postulato precedente. Così 
per es. dalla nozione di angolo di due rette a b in un 
fascio (come insieme di rette) si può dedurre la nozione di 
regione piana angolare o angolo piano a b, considerando 

* T insieme dei punti del piano clic vengono proiettati dal 
centro del fascio secondo rette deir angolo a b conside- 
rato. Pertanto due rette di un piano vengono a separare il 

piano in due regioni angolari di punti (gli 
angoli opposti al vertice pensandosi riuniti 
in un solo). Questa proposizione vale anche 
pel caso che una delle due rette a e b sia 
la retta impropria, allora essa ci dice che 
ogni retta propria « (concepita insieme alla 
retta impropria) divide il piano in due regioni 
o bande, nel senso metrico ben noto.

Alla proposizione generale precedente si 
può contrapporre la seguente, in un certo senso analoga 
pei segmenti rettilinei: un segmento rettilineo AB  separa 
le rette del piano rigato in due classi: rette che incontrano 
la retta (AB) secondo un punto del segmento considerato, 
o rette che la incontrano in un punto esterno al segmento. 
Ma non è qui il caso di cercare un corollario metrico ana­
logo a quello che .derivava dalla considerazione speciale 
della retta impropria.

svolto innanzi. Si potrà vedere per questo la mia Nota dell’ Istituto 
Lombardo (Luglio 1894) Sui fondamenti della Geometria proiet­
tiva. Ivi anzi si introduce un postulato che ricava meno dati dal- 
V intuizione.
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§ 6. Carattere proiettivo della disposizione circo­
lare naturale di una forma di l.a specie. — Sopra 
una retta (propria) u si consideri un segmento ACB, e 
sia per es. il segmento finito A B . Proiettando la retta da 
un punto U ( fuori di u ) si 
lia un fascio prospettivo nel 
quale al segmento A C B  cor­
risponde un angolo a c b. Se­
gando il fascio U con una 
retta (propria) v (non passante 
per U) si ha su questa corri­
spondentemente un segmento 
A ' C B ', il quale potrà essere 
il segmento finito A' B' o il
segmento infinito (come nella figura). Un’osservazione ana­
loga può farsi per le altre forme di l.a specie, nel pas­
saggio dall’una all’altra mediante proiezioni e sezioni ; cioè 
si può osservare (limitandoci per ora a forme proprie) clic: 
In ogni proiezione o sezione eseguita sopra una forma di l.a 
specie, ad un segmento deir una forma corrisponde un se­
gmento (luogo delle proiezioni o sezioni dei suoi elementi) 
nell* altra forma.

L’origine di tale proposizione è r  intuizione; l’intuizione 
del fatto clic ( per parlare ad es. di punteggiate e fasci di 
raggi ) un raggio d’un fascio appartenente ad un punto 
mobile sopra una retta (prospettiva al fascio), descrive 
il fascio e la sua disposizione circolare naturale, mentre 
il punto descrive la retta e la sua relativa disposizione. 
E l’intuizione ci dà ancora lo stesso risultato, se si consi­
derano anche le forme improprie nei vari casi che si pos­
sono pensare. Se, p. es., pensiamo ad una punteggiata im­
propria data mediante un piano proprio a, e ad un fascio 
proprio ad essa prospettivo in quel piano,. 1’ enunciato pre­
cedente ci dice in sostanza clic : si ottiene sempre la stessa 
disposiziono circolare naturale delle direzioni delle rette in a,
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comunque si pensino queste direzioni attribuite ai raggi di 
due fasci, riferiti per parallelismo, nel piano.

Il fatto osservato non compare nel postulato IV, dove 
si considera soltanto una forma di l.a specie in sè stessa,, 
e non in relazione ad altre prospettive ( sebbene a quel 
fatto si accenni già nelle considerazioni intuitive che pre­
cedono il postulato stesso); bisognerà dunque enunciarlo 
come un nuovo postulato. Perciò, senza distinguere il caso 
di forme proprie o improprie, introduciamo il postulato:

V. Se due forme di 1* specie soiio prospettive, ed un 
elemento si muove sulV uria e descrive un segmento, anche 
il corrispondente elemento si muove sull’ altra, descrivendo 
un segmento.

Ciò equivale a dire che la disposizione circolare naturale 
di una forma di l.a specie lia carattere proiettivo, cioè si con­
serva (ossia si muta ncir analoga dell'altra forma) per proie­
zioni e sezioni.

Osservazione. — I concetti ed i postulati posti nel 
§ 3 e quelli posti nel § 5 caratterizzano due diversi or­
dini di nozioni grafiche, appartenenti alla Geometria proiet­
tiva; ed il postulato V di questo § stabilisce il collegamento 
fra i due ordini di nozioni; sicché si possono riguardare 
i postulati IV e V come formanti un 2.° gruppo di pro­
posizioni fondamentali della Geometria proiettiva. Le pro­
prietà che derivano combinando insieme tali nozioni si di­
cono grafiche; per contrapposto si chiamano metriche le 
proprietà che si riferiscono ad altri concetti, come quello 
d’uguaglianza o di misura (grandezza di segmento o di 
angolo ecc.), o alla considerazione speciale degli elementi 
impropri, che nelle nozioni grafiche non si distinguono 
dagli elementi propri. È importante notare che le pro­
prietà grafiche hanno carattere proiettivo, cioè si con­
servano (ossia si trasportano in altre analoghe delle figure, 
immagini, mutato solo il nome dell’ elemento ) ove si 
passi da una forma dove sia contenuta la figura cui si



riferiscono, ad un’ altra forma della stessa specie, me­
diante proiezioni c sezioni. Ciò dipende dal fatto che esse 
sono soltanto combinazioni puramente logiche delle pro­
prietà contenute nei postulati posti, relative alle due no­
zioni elementari: « àe\V appartenersi di due elementi fon­
damentali » c « del susseguirsi di più elementi d’una forma 
di l.a specie », alle quali proprietà compete appunto il ca­
rattere proiettivo.

Non si può dire lo stesso delle proprietà metriche, le 
<iuali in generale non si conservano per proiezioni c sezioni, 
sebbene vi sieno particolari proprietà metriche cui compete 
il carattere proiettivo, che saranno menzionate in seguito. 
Così p. es., il fatto che un segmento sia infinito anziché 
finito, è una particolarità metrica, ed abbiamo visto eli e 
questa proprietà non si conserva per proiezioni e sezioni, 
giacche si può proiettare un segmento infinito di una retta 
in un segmento finito e viceversa.

Avvertenza. — Nel seguito ci fondiamo esclusivamente 
sopra lo prop. I, II, III, IV, V, che sotto forma compren­
siva riassumono i postulati introdotti nella Geometria pro­
iettiva (*), e non ricorriamo più all’ intuizione se non per 
dare esempi, raffronti, eco, ed a suo luogo (come sarà espli­
citamente avvertito ) per desumere un nuovo postulato ri- 
ferentesi ai medesimi concetti grafici; consideriamo dunque 
espressamente soltanto proprietà grafici 1 e, c nella loro ri­
cerca supponiamo che non sia noto nulla all’ infuori delle 
proposizioni fondamentali esplicitamente enunciate. Ma da­
remo ancora applicazioni di natura metrica nelle quali na­
turalmente dovremo invocare altre nozioni ed i postulati 
ordinari della Geometria elementare, od anche alcuni seni-

Ò) Questi potrebbero enunciarsi separatamente distinguendo le 
varie forme ed elementi e si avrebbero cosi 12 proposizioni. Le 
prime G sono le a, b, c, d, e, J\ equivalenti alle I II III. La ragione 
di tale aggruppamento sarà vista tra breve.
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plici teoremi di essa; in questi casi faremo precedere il 
discorso o il paragrafo da un asterisco *. Allora ed allora 
soltanto, gli enti designati (salvo esplicito avviso) si sup­
porranno propri, e parlando di fasci impropri di raggi si sot­
tintenderà « giacenti in piani propri ».



CAPITOLO II

Legge di dualità — Teoremi preliminari.

§ 7. Legge di dualità nello spazio. — Volendo svol­
gere col solo sussidio della logica la Geometria ( proiettiva ) 
fondata sulle proposizioni fondamentali I, II, III, IV, V, po­
tremo farlo senza distinguere gli elementi generatori delle 
due forme di 3.a specie cui questi postulati si riferiscono 
ugualmente; quindi senza mai parlare di punti o di piani, 
ma solo di elementi di una forma di 3.a specie; tenendo 
conto che ad ogni form a di ù.a specie ne viene associata 
un' altra, per modo che agli elementi della prima corri­
spondono in essa forme di 2r specie.

La forma associata allo spazio punteggiato è lo spazio di 
piani e viceversa; e le proposizioni fondamentali relative a 
queste due forme sono state appositamente riunite a due a 
due negli enunciati comprensivi del cap. I.

Nello svolgimento della Geometria, P adottare costante­
mente il detto linguaggio offrirebbe V inconveniente di ren­
dere più diffìcile l’intuizione delle proprietà dimostrate, e 
quindi meno perspicua l’intelligenza di esse; ma ciò non 
infirma lax possibilità logica di dare una tal forma a tutte 
le successive deduzioni. Da tale possibilità si desume un 
principio generale e fecondo della Geometria proiettiva. 
Ogni teorema della Geometria proiettiva (fondato sulle



prop. I, II, III, IV, V) potendosi enunciare parlando di forme 
di 3.a specie e di elementi, senza distinguerne il nome, 
esprime una proprietà sussistente insieme per ambedue le 
forme di 3.a specie (spazio punteggiato e spazio di piani); 
sicché si ottengono da esso due teoremi, ove si fìssi che 
T elemento indicato nel teorema debba essere il punto (ele­
mento generatore dello spazio punteggiato ), oppure il piano 
(elemento generatore dello spazio di piani). Dunque i teo­
remi della Geometria proiettiva verranno associati a coppie 
secondo una certa legge, che dicesi legge di dualità. Se 
nel teorema comprensivo riferito a forine di 3a specie (clic 
comprende una coppia di teoremi duali o correlativi) si 
fìssa T elemento generatore, risulteranno conseguentemente 
fissate le forme di l.a e 2.a specie di cui si parla nell’ enun­
ciato, e risulteranno fìssati, come sostegni di tali forme, gli 
altri elementi fondamentali (punti, rette e piani) diversifia 
quello (punto o piano), che si assume come elemento ge­
neratore della forma di 3.a specie.

Fissando per elemento il punto (cioè enunciando il teo­
rema per lo spazio punteggiato), come forma di prima 
specie appartenente alla data di 3.a specie, si dovrà inten­
dete la punteggiata. Fissando invece per elemento il piano, 
come forma di l.a specie contenuta nella data forma di 
3.a specie, si dovrà intendere il fascio di piani. Il sostegno ‘ 
della forma di l.a specie (che nel 2.° caso prende il nome 
di asse ) è in ambedue i casi la retta, la quale figura in 
questi enunciati, non come elemento, ma appunto come so­
stegno di una forma, cioè come insieme degli elementi che 
le appartengono.

Il piano comparisce nel l.° caso (in cui per elemento 
della forma di 3.a specie si fìssa il punto) come sostegno 
della forma « piano punteggiato », e si deve parlare di piano 
punteggiato, ove nell’enunciato comprensivo si parla di forma 
di 2.a specie appartenente a quella di 3.a specie.

In luogo del piano comparisce nel secondo enunciato il
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punto ( come in luogo dell’ elemento punto, l’elemento piano) 
il quale viene qui considerato, non come elemento, ma come 
sostegno della forma di 2.a specie « stella di piani », e si 
deve parlare di stella di piani, ove nell’ enunciato com­
prensivo si parlava di forma di 2.a specie appartenente alla 
data forma di 3.a specie (che è in questo caso lo spazio di 
piani ).

Le altre forme di l.a e 2.a specie (oltre quelle nominate) 
non compariscono come forme appartenenti a quella di 3.a 
specie, in nessuno dei due casi. Il fascio di raggi compa­
risce nel primo caso come l’ insieme delle rette ( le quali, 
come ho detto, vengono qui concepite come sostegni di pun­
teggiate) appartenenti ad un elemento (punto), e tali eli e 
i loro punti appartengono ad una forma di 2.a specie (piano 
punteggiato ), contenente il centro del fascio. In luogo del 
fascio di raggi comparisce nel 2.° caso ancora il fascio di 
raggi, ma come insieme delle rette ( concepite ciascuna come 
asse di un fascio di piani) appartenenti ad un elemento 
(piano), e tali che i loro piani (cioè i piani che adesse ap­
partengono ) sicno elementi di una forma di 2.a specie ( stella 
di piani ), contenente il piano del fascio.

In modo simile, la stella di raggi comparisce nel l.° enun­
ciato ( ottenuto fissando per elemento il punto ) come V in­
sieme delle rette (punteggiate) aventi comune elemento 
« punto » ; nel 2.° enunciato essa viene sostituita dalla forma 
« piano rigato », concepita come insieme delle rette (fasci 
di piani) aventi comune un elemento « piano ». Inversa­
mente il piano rigato ( che figura nel l.° caso come l’insieme 
delle rette [punteggiate] contenute nel piano punteggiato ), 
vien sostituito nel 2.° enunciato dalla stella di raggi ( la quale 
figura qui come insieme delle rette [fasci di piani] conte­
nute nella stella di piani); le due forme (piano rigato e 
stella di raggi) venendo designate complessivamente (nel­
l’enunciato comprensivo) come l’insieme delle forme di prima

3
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specie appartenenti ad una forma di 2.a specie (nella data 
forma di 3.a specie).

Dalle cose dette risulta la legge di dualità seguente: 
Ad ogni teorema dedotto dalle proposizioni fondam en­
tali I, II, III, IV , V, corrisponde un teorema correlativo 
(detto anche duale o reciproco), che si enuncia sostituendo 
alla parola « punto » del primo enunciato la parola 
« piano », e reciprocamente alla parola « piano » la pa­
rola. « punto », e lasciando invariata la parola « retta »; 
coir avvertenza che si debbono fare contemporaneamente 
quegli scambi di parole che ne conseguono: derivanti dal 
diverso modo di esprimere nei due casi la relazione di ap­
partenersi di due elementi; dai diversi nomi che si danno 
alle forme; dal diverso modo con cui si designano le ope­
razioni fondamentali ( proiettare e segare ), le quali vengono 
ad essere scambiate fra loro, ecc.

Nel § 4.° sono enunciate 1’ una, di fronte all’ altra, alcune 
proposizioni riflettenti le operazioni fondamentali, che sono 
appunto proposizioni correlative X una dell’altra; è questa la 
ragione dell’ analogia che ivi è stata notata.

Nel seguito, secondo X avvertenza del § 6.°, i teoremi che 
verremo svolgendo (tranne quelli contrassegnati col segno *) 
saranno dedotti logicamente dalle proposizioni I, II, III, IV, V, 
che abbiamo assunte come postulati della Geometria proiet­
tiva; sarà poi aggiunto un nuovo postulato (della continuità), 
ma enunciato senza distinzione dell’ elemento generatore per 
le forme di prima specie; segue dal ragionamento svolto 
che la legge di dualità sussisterà ancora pei teoremi dedotti 
usando pure di siffatto postulato.

Essa non varrà invece in generale pei teoremi contras­
segnati d’asterisco, nei quali si fa uso di ulteriori concetti 
c postulati metrici che si presentano diversamente per le 
varie forme.

Osservazione l .a — Dato un teorema si può a priori 
enunciare il correlativo, purché la dimostrazione del primo
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sia fondata esclusivamente sulle proposizioni I, II, III, IV, V. 
Volendone la dimostrazione diretta, basta operare gli scambi 
di parole indicati dalla legge di dualità nel ragionamento 
che ha stabilito il primo teorema : ciò è possibile perchè gli 
elementi « punto » e « piano » compariscono simmetrica­
mente nelle proposizioni fondamentali da cui muove la detta 
dimostrazione.

In sostanza su questa simmetria si fonda la legge di 
dualità ; nello stabilirla abbiamo fatto rilevare come due teo­
remi correlativi siano da riguardarsi i due lati di un unico 
teorema.

È necessario osservare, che, sia nell’ enunciare, sia nel 
dimostrare un teorema, affinchè esista il suo correlativo, 
non deve farsi distinzione fra elementi propri ed elementi 
impropri, come è stato fissato nel capitolo precedente. Un 
teorema in cui entrasse in modo speciale la considerazione 
di un elemento improprio, non sarebbe più fondato esclu­
sivamente sulle proposizioni I, II, III, IV, V, nelle quali gli 
elementi indicati sono indifferentemente propri ed impropri ; 
se in quelle proposizioni fondamentali si volesse far tale 
distinzione, cesserebbe di valere per esse la legge di dualità, 
la quale perciò appunto non vale pel complesso di quelle 
proposizioni enunciate con tale distinzione (nel senso me­
trico), come nella Geometria elementare.

Questa osservazione mostra nuovamente l’utilità dell’in­
troduzione degli elementi impropri.

Nel seguito si potrà stabilire la legge di dualità per un 
gran numero di teoremi indipendentemente dal modo con 
cui essi sono stati dimostrati (e quindi anche se fossero 
stabiliti per via metrica); ma è bene avvertire fin d’ ora che, 
mentre la legge di dualità vale per le proprietà grafiche 
( § 6), la detta legge non sussiste in generale per le pro­
prietà metriche (§6).

Osservatone 2.a — Dal punto di vista logico due teo­
remi correlativi offrono uguali difficoltà di dimostrazione ;
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ma interviene sempre nello stabilire i teoremi, come guida 
al ragionamento logico (che ne è però indipendente), l’ in­
tuizione; e poiché sotto il punto di vista intuitivo (anche 
grafico) lo spazio punteggiato e lo spazio di piani appari­
scono diversi, la potenza della nostra intuizione nella sco­
perta delle proprietà geometriche ( che verranno poi logica­
mente stabilite) risulta raddoppiata mediante la legge di 
dualità nello spazio. Da tale considerazione si potrà desu­
mere tutta la fecondità del principio posto.

§ 8. Esempi di dualità nello spazio. — I seguenti teo­
remi, posti F uno di fronte all’ altro, porgono esempi di pro­
posizioni correlative.

Tre punti non appartenenti 
ad una retta determinano un 
triangolo : figura composta 
dei tre punti (vertici), delle 
tre rette determinate da essi 
due a due ( lati ), e del piano 
determinato dai tre punti.

Tre piani non apparte­
nenti ad una retta, determi­
nano un angolo triedro : figu­
ra composta dei tre piani 
( faccie ), delle tre rette deter­
minate da essi due a due 
(spigoli), e del punto deter­
minato dai tre piani.

Si dicono incidenti due rette che passano per un punto 
e giacciono in un piano. Due rette non incidenti si dicono 
sghembe.

Due rette aventi un punto 
comune sono incidenti.

Date due rette sghembe, 
per un punto fuori di esse 
passa una retta incidente alle 
due date.

Infatti, questa retta si de­
termina come intersazione 
dei piani proiettanti le due 
rette dal punto.

Due rette giacenti in un 
piano sono incidenti.

Date due rette sghembe, 
in un piano non passante per 
alcuna di esse, vi è una retta 
incidente alle due rette date.

Infatti, questa retta si de­
termina come congiungente 
i due punti sezioni delle due 
rette col piano.
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Date due rette sghembe, 
un punto di una di esse è il 
centro di un fascio di raggi 
incidenti alle due rette date.

Infatti, tutte le rette pas­
santi per un punto di una 
retta sono ad essa incidenti; 
tra queste, quelle che deb­
bono essere incidenti all’al­
tra retta debbono giacere nel 
piano che essa determina col 
punto della prima.

Date due rette incidenti, 
per un punto, non giacente 
nel piano cui esse appartengo­
no, passa una retta incidente 
ad ambedue.

Essa è la retta che pro­
ietta dal punto dato 1’ in­
tersezione delle due rette 
date.

Date due rette sghembe, 
in un piano per una di esse 
vi è un fascio di raggi inci­
denti alle due rette date.

Infatti, tutte le rette gia­
centi in un piano per una 
retta, sono ad essa incidenti ; 
tra queste, quelle che debbo­
no essere incidenti all’ altra 
retta debbono passare pel 
punto che essa determina 
come intersezione del piano 
considerato per la prima.

Date due rette incidenti, 
in un piano, non contenente 
il punto cui esse appartengo­
no, vi è una retta incidente 
ad ambedue.

Essa ò la retta sezione del 
piano dato col piano in cui 
giacciono le due rette date.

Date due rette incidenti; 
un punto del piano in cui 
esse giacciono, non comune 
ad esse, è centro di un fascio 
di raggi incidenti alle due

Date due rette incidenti; 
in un piano pel punto ad 
esse comune, che non sia 
quello die le contiene en­
trambe, vi è un fascio di rag-

rette; ed il punto comune 
ad esse è il centro di una 
stella di raggi incidenti alle 
rette date.

gi incidenti alle due rette; e 
il piano delle due rette è il 
sostegno di un piano rigato 
le cui rette sono incidenti alle 
due date.

Si omette per brevità la semplicissima dimostrazione dei 
due ultimi teoremi.

Se più rette sono a due a Se più rette sono a due a
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due incidenti e non passano 
tutte per uno stesso punto, 
esse giacciono in uno stesso 
piano.

Sieno a, b , c __  le rette
date a due a due incidenti e 
non passanti tutte per uno 
stesso punto. Una almeno di 
esse, p. e. la c, non passa 
per il punto 0 =  (ab), quindi 
incontra le a, b rispettiva­
mente in due punti diversi 
fra loro e da 0: A =  (ac) 
B eee (bc). Per conseguenza

due incidenti e non giacciono 
in uno stesso piano, esse pas­
sano per uno stesso punto.

Sieno a, b, c __  le rette
date, a due a due incidenti, e 
non giacenti tutte in uno stes­
so piano. Una almeno di esse» 
p. es. la c, non giace nel 
piano £ =  (ab) determinato 
da a, b; quindi giace con 
a, b rispettivamente in due 
piani diversi fra loro e da £ : 
a — (ac), jj =  (bc). Per con­

ia c giace nel piano £ == (ab) segucnza la c passa per il
punto 0  =  (ab), comune alle 
due rette a, b. Ora ogni al­
tra retta d, incidente alle 
a, b, c non giace contem­
poraneamente nei piani £, a, 
J3; se, per es. essa non gia­
ce in a — (ac) deve appar­
tenere al punto (ac) ossia 
al punto 0 . Dunque tutte le 
rette date passano per il 
punto 0.

Se più rette sono a due a due incidenti, all’ infuori dei casi 
nominati, vi è solo il caso in cui esse appartengono insieme 
ad un punto e ad un piano ( appartenentisi fra loro); pos­
siamo dunque enunciare il

Teorema. — Se più rette sono a due a due incidenti, esse 
appartengono sempre ad una stessa forma di 2.a specie 
(stella di raggi o piano rigato) ed appartengono a due forme 
di 2.a specie (stella di raggi e piano rigato) solamente se 
appartengono ad uno stesso fascio di raggi.

delle due rette a, b. Ora 
ogni altra retta d incidente 
alle a, b, c non passa con­
temporaneamente pei punti 
0, A , B; se, per esempio, 
essa non passa per A =  (ac), 
deve giacere nel piano (ac) 
ossia nel piano £. Dunque 
tutte le rette giacciono nel 
piano £.
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§ 9. Legge di dualità nelle forme di 2a specie. 
Esempi. — La legge di dualità nello spazio, stabilita nel 
§ 7, permette di dedurre ( colle avvertenze ivi fatte ) la geo­
metria dello spazio di piani da quella dello spazio punteg­
giato e viceversa. In particolare essa permette di dedurre 
da un teorema di geometria nel piano punteggiato (o ri­
gato ), un teorema di geometria nella stella di piani ( o risp. 
di raggi ).

Vi è un’ altra legge di dualità, che si applica solamente 
ai teoremi della geometria nel piano o nella stella, la 
quale permette di associare tra loro un teorema della geo­
metria nel piano punteggiato a un teorema (correlativo 
nel piano) della geometria nel piano rigato; e similmente 
un teorema della geometria nella stella di piani, ad uno 
{correlativo nella stella) della geometria della stella di 
raggi; intendendo sempre (per ora) che questi teoremi deb­
bano essere dedotti dai postulati I, II, III, IV, V, come è stato 
fissato nel § 6.

Si perviene a stabilire questa legge riferendoci alla os­
servazione posta nel § 6. Per essa, le proprietà della geo­
metria piana fondata sulle proposizioni I, II, III, IV, V, cioè 
le proprietà grafiche, hanno carattere proiettivo. Quindi le 
proprietà di una figura piana di punti, si trasportano per 
proiezione in proprietà di una figura di raggi ( proiezione 
della data ) appartenenti ad una stella prospettiva al piano ; 
e viceversa dalla seconda si passa alla prima con una se­
zione. Così pure le proprietà di una figura piana di rette, si 
traducono per proiezione in proprietà di una figura di piani 
nella stella e viceversa.

Ma, da una proprietà di una figura di raggi nella stella, 
si deduce, per dualità nello spazio, una proprietà di una 
figura piana di rette; dunque si può passare da una pro­
prietà di una figura piana di punti ad una proprietà di una 
figura piana di rette (correlativa nel piano), ed analoga­
mente dalla seconda alla prima. Ora, poiché ogni figura
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piana si potrà considerare come insieme di punti o come 
insieme di rette, da ogni proprietà di essa, si dedurrà un’altra 
proprietà che si riferisce ad una figura correlativa.

.Un modo analogo, di associare due a due le proposi­
zioni, si ha nella stella. Due teoremi correlativi nella stella 
hanno i loro correlativi secondo la legge di dualità nello 
spazio in due teoremi nel piano (correlativi fra loro nel piano), 
e questi (scambiato il loro ordine) si deducono pure da 
quelli della stella con una sezione.

Si vede così che, la geometria nelle forme di 2.a specie, 
in quanto è dedotta dalle proposizioni fondamentali fissate, 
è indipendente dalla determinazione dell’ elemento ( punto o 
retta, retta o piano) e del sostegno (piano o punto) della 
forma. In altre parole:

Nella nostra Geometria ogni teorema che enuncia una 
proprietà eli una figura appartenente ad una form a di 
2.a specie, può enunciarsi senza determinare di quale 
form a di seconda specie si tratti, parlando solo delia 
forma di 2.a specie e dei suoi elementi e sue forme (di 
l.& specie).

Così enunciato il teorema esprime quattro proprietà di 
figure rispettivamente appartenenti alle quattro diverse forme 
di 2.a specie; e le quattro proposizioni cui dà luogo appari­
scono come i lati di un’ unica proposizione.

Dalle considerazioni svolte apparisce la regola che dovrà 
seguirsi per enunciare gli altri tre teoremi cui dà luogo un 
teorema di geometria in una forma di 2.a specie; le enun­
ciamo ponendo in evidenza come si passi da un teorema 
nel piano punteggiato ad un teorema nel piano rigato ( e vi­
ceversa), e come si passi da un teorema di geometria nella 
stella di piani ad uno nella stella di raggi (e viceversa). Le 
due coppie di teoremi ( rispettivamente correlativi nel piano 
e nella stella) vengono legate fra loro in doppio modo dalla 
legge di dualità nello spazio e dalla possibilità di riferire 
prospettivamente il piano e la stella; ciò è stato appunto
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il fondamento delle considerazioni precedenti. Ecco i due 
enunciati :

Sussiste la seguente legge di dualità net piano :
Ad ogni teorema enunciante una proprietà di una figura 

appartenente al piano considerato come punteggiato, il 
quale sia dedotto dalle proposizioni fondamentali I, II, III, 
IV, V, viene associato un teorema (detto il suo correla­
tivo nel piano) die enuncia una proprietà di una figura 
appartenente al piano considerato come rigato, e recipro­
camente. Si passa dall’ enunciato di un teorema a quello del 
suo correlativo (nel piano) scambiando fra loro le parole 
« punto » e « retta », ed operando i mutamenti di parole 
che ne derivano di conseguenza (cfr. la legge di dualità 
nello spazio del § 7).

Similmente si ha la seguente legge di dualità nella 
stella :

Ad ogni teorema enunciante una proprietà di una figura 
appartenente alla stella (ad esempio di piani), il quale sia 
dedotto dalle proposizioni fondamentali I, II, III, IV, V, viene 
associato un teorema (detto il suo correlativo nella stella), 
che enuncia una proprietà di una figura nella stella (di 
raggi ) e reciprocamente. Si passa dall’enunciato di un teo­
rema al suo correlativo nella stella scambiando fra loro le 
parole « piano » e « retta », ed operando i mutamenti di 
parole che ne derivano di conseguenza.

La legge di dualità nel piano e nella stella sono due teo­
remi correlativi nello spazio.

Osservazione l .a — Riferendosi per fissare le idee alla 
legge di dualità nel piano, si potrà domandare perdio essa 
non sia stata dedotta in modo analogo alla legge di dualità 
nello spazio, osservando che lo scambio degli elementi 
« punto » e « retta » è possibile nelle proposizioni fonda- 
mentali del piano. Invero queste proposizioni possono rac­
cogliersi nel solo enunciato: « in un sistema piano due 
forme di l.a specie hanno un elemento comune », e nelle
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proposizioni IV, V, enunciate per la punteggiata ed il fasciò 
di raggi. Ecco la ragione per cui non si è seguita questa 
via. Le ricordate proposizioni fondamentali del piano si de­
ducono logicamente da quelle I, II, III, IV, V, dello spazio 
(come è stato notato), ma viceversa le proposizioni nomi­
nate dello spazio non seguono da quelle del piano. Se si 
fosse dunque tenuta la via accennata, la legge di dualità 
nel piano non sarebbe risultata stabilita per tutti i teoremi 
che vengono dedotti partendo dalle proposizioni I, II, III, 
IV, V, (cioè anche facendo uso di costruzioni nello spazio), 
ma solo per quelli dedotti dalle proposizioni del piano (senza 
uscire dal piano).

Ora giova avvertire, che è proprio necessario di adope­
rare costruzioni dello spazio per dimostrare un teorema 
fondamentale della geometria del piano, (cioè il teorema 
dei triangoli omologici che sarà dato nel successivo §). Una 
volta stabilito questo teorema, ed il suo correlativo nel 
piano che insieme ad esso sussiste, possono aggiungersi 
questi due teoremi alle proposizioni fondamentali della geo­
metria piana, e ( coll’ aggiunta ulteriore del postulato cui 
già ho accennato, riferentesi alla continuità delle forme di 
prima specie) fondare tutta la geometria (proiettiva) del 
piano senza usare delle proposizioni fondamentali dello 
spazio, cioè senza uscire dal piano. Quando si voglia astrin­
gersi a questa condizione (di non usare costruzioni dello 
spazio pei teoremi di geometria piana ) si ha così una nuova 
dimostrazione della legge di dualità nel piano, per il fatto 
che nelle proposizioni della geometria piana da cui si de­
ducono tutte le altre, è possibile lo scambio degli elementi 
« punto » e « retta ». Ma non giova tenersi astretti a quella 
limitazione, ed, almeno in certi casi, è utile e fecondo 
desumere da costruzioni spaziali teoremi di geometria 
piana, anche quando non è più necessario; in ciò sta il 
maggior valore della legge di dualità stabilita in modo più 
generale.
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Simili considerazioni possono istituirsi per la stella.
Osservazione 2.a — Dato un teorema della geometria 

piana (e quello che si dice per il piano si ripeterebbe per 
la stella), si può enunciare a priori il suo correlativo nel 
piano, purché la dimostrazione di esso sia esclusivamente 
fondata sulle proposizioni ammesse come postulati I, II, III, 
IV, V. Per ottenere la dimostrazione di questo teorema cor­
relativo basta tradurre la serie di costruzioni e ragionamenti 
occorrenti colla legge di dualità nello spazio, c quindi se­
gare, col piano, la figura ottenuta nella stella.

Quando pere) si faccia uso delle sole proposizioni del 
piano e di altre già dimostrate nel piano insieme alle loro 
correlative, quando cioè si faccia una dimostrazione nel 
piano, basta operare lo scambio di parole « punto » e 
« retta », cogli scambi di parole clic ne derivano di conse­
guenza, nel ragionamento che fornisce la dimostrazione nel 
dato teorema.

Anche pel piano si potrà stabilire più tardi la legge di 
dualità pei teoremi grafici, indipendentemente dal modo con 
cui essi sono stati dimostrati ; ma questa legge non sarà in 
generale applicabile ai teoremi metrici. Valgono cioè le av­
vertenze date per la legge di dualità nello spazio. In parti­
colare (giova ripeterlo) gli elementi impropri non debbono 
essere considerati in modo speciale.

Ecco alcuni esempi della legge di dualità nelle forme 
di 2.a specie :

Nel piano

tre punti non appartenenti ad 
una retta determinano un 
triangolo: . figura costituita 
dai tre punti (vertici) e dalle 
tre rette che li congiungono 
a due a due (lati).

tre rette non passanti per un 
punto determinano un tri'lu­
terò : figura costituita dalle 
tre rette (lati) e dai trapunti 
in cui si segano a due a due 
(vertici).
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determinato ordine di successione (A13CD), tali che tre con­
secutivi non stieno sopra una retta, determinano un qua­
drangolo piano semplice, figura costituita dai 4 punti (ver­
tici) e dalle 4 rette (lati) che congiungono due vertici 
consecutivi (AB, BC, CD, DA). Vi sono due coppie di ver­
tici ( opposti ) non appartenenti ad uno stesso lato (A, C 
e B, D), le quali determinano due rette, dette diagonali del 
quadrangolo semplice. I quattro lati e le due diagonali di un 
quadrangolo semplice sono i 6 lati del quadrangolo com­
pleto che viene determinato dai quattro vertici, quando tre 
qualunque di essi non sono in linea retta.

I quattro punti possono ordinarsi in 24 modi, ma 8 ordini 
(come ABC D, BCDA, CD AB, DABC e i loro inversi) danno 
luogo allo stesso quadrangolo semplice, quindi vi sono 
9 4
- - — 3 quadrangoli semplici aventi i medesimi vertici.
o

Le precedenti considerazioni si estendono colla conside­
razione dell’ n-gono piano completo e dell’ n-gono piano sem­
plice (*): la prima figura e determinata da n punti di un piano,

dei quali tre qualunque non allineati, e dalle —— rette

che li congiungono a due a due; la seconda figura è deter­
minata da 11 punti di un piano, presi in un determinato ordino 
di successione, tali che tre consecutivi non appartengono ad 
una stessa retta (la quale figura ha n lati, cioè è in pari 
tempo un /z-latero semplice). Correlativamente si hanno: 
V 11-latero completo o jsemplice nel piano, Y angolo n-edru 
c l’n-spigolo completo o semplice nella stella (di cui il 
centro della stella dicesi vertice). Le espressioni « piano » 
ed « angolo -» aggiunte rispettivamente a quelle /z-gono od 
n-cdro nelle definizioni precedenti, sono poste per distinguere

C1) Per n ■= 3, ed 11 =  4 un 71-gono è rispettivamente un 3gon<> 
e 4gono, figure che abbiamo denominate, come più comunemente 
si usa, coi nomi di « triangolo » e « quadrangolo ».
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quelle figure rispettivamente dall' n-gono (gobbo o sghembo) 
ed n-edro, che vengono determinati (in modo correlativo 
fra loro nello spazio) da ri punti, o rispettivamente da n 
piani, di cui 4 non appartengono ad una forma di 2.a specie 
(rispettivamente piano o stella).

Osservazioni. — L’ angolo poliedro e polispigolo, ( /z-dro
0 /z-spigolo), completo o semplice che sia, viene qui con­
cepito in modo diverso che nella Geometria elementare, sotto 
F aspetto seguente :

Mentre nella Geometria elementare le facce e gli spigoli 
s’ immaginano troncati dal vertice, qui si considerano in­
vece come indefinitamente prolungati da ambe le parti. La 
considerazione di angoli poliedri (simmetrici) opposti al 
vertice, non ha dunque più luogo di esistere; poiché un 
angolo poliedro si concepisce come la riunione di due an- 
goloidi opposti al vertice (nel senso della Geometria ele­
mentare ).

Secondo l’attuale concezione degli angoli poliedri, avremo 
in particolare che: * Due angoli poliedri sono uguali se hanno 
le facce uguali, ed uguali i diedri da esse compresi.

Nella Geometria elementare questa uguaglianza non po­
teva sempre affermarsi, potendo avvenire che due angoli po­
liedri siffatti non fossero uguali, ma ciascuno di essi fosse 
uguale al simmetrico dell’ altro.

§ 10. Teorema dei triangoli omologici e correla­
tivi. — Due /z-goni piani si dicono riferiti fra loro, se si 
pensano i vertici dell’ uno come coordinati ai vertici del- 
1’ altro in una corrispondenza biunivoca : due vertici che si 
pensano come coordinati fra loro si dicono corrispondenti 
od omologhi, e si designano generalmente colle stesse let­
tere, munendo di apici o di accenti le lettere che indicano
1 vertici di uno dei due /z-goni.

Quando due /z-goni piani sono riferiti fra loro, risultano 
coordinati fra loro (corrispondenti, omologhi) anche i lati
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di essi che vengono determinati dalle coppie di vertici cor­
rispondenti.

Analogamente si dica per gli /i-lateri, ^-spigoli, angoli 
/2-edri e per gli n-goni ed n-edri sghembi.

In particolare si possono considerare due triangoli (tri­
lateri ecc....) riferiti tra loro.

Due triangoli si possono riferire fra loro in 6 modi; in 
generale due n-goni si possono riferire fra loro in ni (1. 2. 
3.... n)  modi, ecc....

Sussistono i seguenti teoremi correlativi nello spazio:
Se due trilateri senza ele­

menti comuni (lati o vertici) 
non appartenenti allo stesso 
piano, sono riferiti fra loro, 
in modo che i lati omologhi 
sieno incidenti ( e s’incontri­
no quindi in tre punti della 
retta comune ai piani dei due 
trilateri), le rette congiun­
genti i vertici omologhi pas­
sano per uno stesso punto.

Infatti, le tre coppie di 
lati omologhi (incidenti) de­
terminano i tre piani di un 
triedro di cui i due trilateri 
sono sezioni; le congiungenti 
i vertici omologhi sono gli 
spigoli del triedro.

La dimostrazione cade in 
difetto se un lato di un trila­
tero è la retta d’intersezione 
dei due piani, ma anche in 
questo caso 1’ enunciato ò ve­
ro, anzi evidente.

Se due trispigoli senza ele­
menti comuni (spigoli o fac- 
cie) non appartenenti alla 
medesima stella sono riferiti 
fra loro in modo che gli spi­
goli omologhi sieno incidenti 
( e determinano quindi tre 
piani passanti per la retta 
congiungente i vertici dei due 
trispigoli), le rette intersezioni 
delle faccie omologhe giac­
ciono in uno stesso piano.

Infatti, le tre coppie di 
spigoli omologhi ( incidenti ) 
determinano i tre vertici di 
un triangolo di cui i due 
trispigoli sono proiezioni; le 
intersezioni delle faccie omo­
loghe sono i lati del triangolo.

La dimostrazione cade in 
difetto se uno spigolo di un 
trispigolo è la congiungente 
i due vertici, ma anche in 
questo caso V enunciato è 
vero, anzi evidente.
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Viceversa

Se due triangoli senza eie- 
menti comuni, giacenti in 
piani diversi, sono riferiti fra 
loro in modo clic le congiun­
genti i vertici omologhi pas­
sino per uno stesso punto, i 
lati omologhi sono incidenti 
e s’ incontrano in tre punti 
della retta comune ai piani 
dei due triangoli.

Infatti, in tal caso i due 
triangoli sono sezioni del 
trispigolo determinato dalle 
congiungenti i vertici omo­
loghi.

La dimostrazione cade in 
difetto, ma 1' enunciato vale 
ancora, nel caso che il punto 
comune allo congiungenti i 
vertici omologhi dei due trian­
goli sia uno dei vertici.

Due triangoli (o trilateri) 
nella relazione considerata, 
cioè sezioni di uno stesso tri- 
spigolo (o triedro), diconsi 
prospettici.

I teoremi precedentemente

Se due triedri senza ele­
menti comuni e appartenenti 
a stelle diverse, sono riferiti 
fra loro in modo che le in­
tersezioni delle facce omo­
loghe giacciano in uno stesso 
piano, gli spigoli omologhi 
sono incidenti e determinano 
tre piani passanti per la retta 
che congiunge i vertici dei 
due triedri.

Infatti, in tal caso i due 
triedri sono proiezioni del 
trilatero determinato dallo 
intersezioni dalle facce omo­
loghe.

La dimostrazione cade in 
difetto, ma l’enunciato vale 
ancora, nel caso che il piano 
determinato dalle intersezioni 
delle facce omologhe dei due 
triedri sia una delle facce.

Due triedri (o trispigoli ) 
nella relazione considerata, 
cioè proiezioni di uno stesso 
trilatero (o triangolo), diconsi 
prospettici.
stabiliti servono a dimostrare

i seguenti, che possono considerarsi come estensione di essi, 
e sono correlativi fra loro nello spazio:

Se due trilateri senza eie- Se due trispigoli senza ele­
menti comuni, giacenti in menti comuni, appartenenti

4
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uno stesso piano, sono rife- ad una stessa stella, sono ri­
riti in modo che le tre coppie feriti in modo che le tre coppie 
di lati omologhi determinino di spigoli omologhi determi- 
tre punti appartenenti ad una nino tre piani passanti périma 
stessa retta, le tre congiun- stessa retta, le tre intersezioni 
genti i vertici omologhi pas- delle facce omologhe giac- 
sano per uno stesso punto. ciono in uno stesso piano. 

Basterà dimostrare il teorema a sinistra:
Siano a b  c, a' b' c' i due trilateri del piano 7r, aventi per 

vertici rispettivamente opposti ad a, 6, e, ed a\ b' cr i punti 
.4, B , C; A \ Br, C\ I tre punti di intersezione dei lati omo- 

. loghi L — ( aaf ), M  == ( bb% ), N  == ( cc ) appartengono alla

stessa retta u che, per le condizioni poste, non è un lato, 
nò appartiene ad un vertice di due trilateri.

Per la retta u si conduca un piano t, diverso dal piano ~ 
dei due trilateri, e da un punto P, fuori dei due piani tz e t, 
si proietti il trilatero a! U c' sul piano t, in guisa da otte­
nere un trilatero (di vertici Aly Bly C„ rispettivamente
opposti ad al7 bly c„) prospettivo ad a' (/ c\ Le coppie axa, 
òjò, CjC, si segheranno rispettivamente nei punti L, il/, N  
della retta u. Allora i due trilateri a b c, aXì bly cv senza 
elementi cornimi e non giacenti nello stesso piano, risultano
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riferiti fra loro in modo che le coppie di lati omologhi aal9 
bbx, ccx, si segano rispettivamente nei tre punti L , M, N  
della retta u : pel teorema già stabilito si deduce che le rette 
AAlf BB19 CCv (congiungenti i vertici omologhi di a1 bx t\, 
abc) passano per uno stesso punto 0'. Ora si proiettino 
da P sul piano n i triangoli ABC, A & C a si otterranno ri­
spettivamente i triangoli ABC, A'B'C  e le rette A A \ BE', 
CC\ rispettivamente proiezioni di AAX, BBX, e CCX, passe­
ranno per uno stesso punto 0, proiezione di 0’ da P sul 
piano tu.

Così risulta dimostrato che le rette congiungenti i ver­
tici omologhi dei due trilateri abc, ct'b'c' passano per uno 
stesso punto 0. In modo correlativo si farà per esercizio la 
dimostrazione del teorema di destra.

Il teorema a sinistra che abbiamo stabilito, essendo un 
teorema di geometria piana fondato sulle proposizioni a, b, 
c, d, e, /  (o I, II, III) del capitolo 1°, ammette il suo cor­
relativo nel piano, il quale si enuncia così:

Se due triangoli senza elementi comuni, giacenti in uno 
stesso piano, sono riferiti fra loro in modo che le tre con­
giungenti i vertici omologhi passino per uno stesso punto, 
le tre coppie di lati omologhi determinano tre punti appar­
tenenti ad una stessa retta.

Le dimostrazione di questo teorema può farsi seguendo 
il procedimento che ha servito a dimostrare la legge di dua­
lità nel piano.

A tal fine (poiché il teorema non è fondato soltanto sulle 
proposizioni fondamentali del piano) immaginiamo i due 
triangoli come le sezioni del piano che li contiene coi due 
trispigoli, proiezioni di essi da un punto esterno. Questi due 
trispigoli ( senza elementi comuni ) appartenenti ad una me­
desima stella, risultano riferiti in modo che i tre piani de­
terminati dalle tre coppie di spigoli omologhi passano per 
una stessa retta; quindi, pel teorema enunciato a destra, le 
tre intersezioni delle facce omologhe giacciono in un piano;



ne segue che le tre coppie dei lati omologhi dei due trian­
goli (sezioni delle coppie di facce omologhe dei due trispi- 
goli) si segano due a due in tre punti, che appartengono 
ad una retta, sezione del piano in cui giacciono le interse­
zioni delle facce omologhe dei trispigoli c. d. cL Ciò posto, 
i teoremi stabiliti pei triangoli (o trilateri ) si possono rac­
cogliere nel seguente enunciato :

Bue triangoli ( o trilateri) senza elementi comuni, gia­
centi o no in un medesimo piano, sieno riferiti fra, loro: 

Se le coppie di lati omologhi s' incontrano rispettiva­
mente in tre punti appartenenti ad una stessa retta, le 
tre congiangenti i vertici omologhi passano per uno stesso 
punto. Se le tre con ginn genti i vertici omologhi passano 
per uno stesso punto, i lati omologhi s' incontrano in tre 
punti di una stessa: retta.

Corollario. * — Due triangoli di un piano senza ele­
menti comuni sieno riferiti tra loro;

se le coppie di lati omologhi sono parallele, le congiun- 
gcnti i vertici omologhi passano per un punto proprio o 
sono parallele;

so le tre congiungenti i vertici omologhi sono parallele, 
le tre coppie di lati omologhi s’incontrano in tre punti 
propri sopra una retta, o due di queste coppie s’ incontrano 
in due punti propri la cui congiungente è parallela ai lati 
della 3a coppia, o le tre dette coppie sono coppie di rette 
parallele.

Il teorema generale precedente (dove non si fa distin­
zione fra elementi propri c impropri ) in (pianto si suppone 
che i due triangoli giacciano in uno stesso piano, racchiude 
due proposizioni correlative nel piano, e si dice il teorema 
dei triangoli (o trilateri) omologici. Si dicono omologici due 
triangoli o trilateri d’ un piano, nella relazione (reciproca di 
sè stessa) considerata nell’enunciato.

Dal teorema dei triangoli omologici, in cui è ammesso 
lo scambio degli clementi punto e retta, come nelle p rò
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posizioni fondamentali del piano, seguirebbero tutti i teoremi 
della geometria proiettiva piana senza far più uso di co­
struzioni nello spazio (aggiunto più tardi il postulato della 
continuità, valido ugualmente per tutte le forme di l a specie). 
K già è stato osservato (§ 9, osservazione l a) che di qui si 
trac una nuova dimostrazione della legge di dualità nel 
piano. Per dedurre dalla dimostrazione di un teorema nel 
piano, quella diretta dal suo correlativo nel piano, basterà 
d’ora innanzi (generalmente) operare lo scarnino delle pa­
role « punto » e « retta », e gli scambi di parole che ne 
conseguono, nella dimostrazione del dato teorema. Ma 
(come è stato avvertito) in taluni casi gioverà (sebbene 
non più necessario) ricorrere a costruzioni spaziali anche 
per teoremi della geometria piana, ed allora nel cercare la 
dimostrazione di un teorema correlativo colla legge di dua­
lità piana bisognerà ancora ricorrere al procedimento ge­
nerale indicato.

Si possono ripetere queste .considerazioni per la stella, 
dove il teorema prima, enunciato pei triangoli, si traduce 
colla legge di dualità nello spazio nel seguente:

Due triedri ( o tr isti (joli) senza elementi comuni, aventi 
o no lo  stesso vertice, siano riferiti tra loro:

Se le coppie di spigoli omologhi giacciono rispettiva 
mente in tre piani passanti per una medesima retta, le 
tre intersezioni delle facce omologhe giacciono in uno 
stesso piano ;

Se le intersezioni delle facce omologhe giacciono in 
uno stesso piano, le coppie di spigoli omologhi apparten­
gono rispettivamente a tre piani passanti per una mede­
sima retta.

Questo teorema, in quanto enuncia una proprietà della 
stella, si dimostra anche considerando i triangoli omologici 
sezioni dei due triedri con un piano non passante pel loro 
vertice.
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§ 11. Teorema dei quadrangoli prospettivi e omolo­
gici, e correlativi. — Sussistono i seguenti teoremi corre­
lativi nello spazio :

Due quadrangoli piani 
completi A B C D, A' B' C' D' 
senza elementi, comuni (già 
centi o no in un piano) sieno 
riferiti fra  loro in modo che 
5 coppie di lati omologhi 
AB, A'B'; AC, A'C'; AD, A'D' ; 
BC, B'C'; BD, B'D'; determi­
nino 5 punti appartenenti ad 
una retta o, non contenente 
uno degli 8 vertici;

anche la 6& coppia di 
lati omologhi CD, C'D' de­
terminerà un punto della 
retta o, e le congiungenti i 
punti omologhi passeranno 
per uno stesso punto 0.

Due angoli tetraedri coni- 
quieti a f i a 'p f ò '  senza ele­
menti comuni (appartenenti 
o no ad una stessa stella) 
sieno riferiti fra  loro in 
modo che 5 coppie di spigoli 
omologhi aj3, a'p'; ay, a' f )  ah, 
a'ò'; J3y, j3y; JSS*, jB'& determi­
nino 5 piani appartenenti 
ad una retta o, non giacente 
in una delle 8 facce;

anche la 6‘a coppia di 
spigoli omologhi de­
terminerà un piano passante 
per la retta o, e le interse­
zioni dei piani omologhi 
giaceranno in uno stesso
piano o).

Basta dimostrare il teorema a sinistra :
A tal fine si considerino le coppie di triangoli ABC, 

A!B’C  ed ABD , A'B’D' che contengono insieme 5 lati dei 
due quadrangoli (esclusi CD, C'D').

I due triangoli di una delle due coppie nominate sono 
riferiti in modo che le coppie di lati omologhi s’ incontrano 
nei punti della retta o, onde (§10) le congiungenti dei punti 
omologhi passano per uno stesso punto: questo punto ò il 
medesimo per le due coppie di triangoli, essendo definito, 
rispettivamente nei due casi, come intersezione delle rette 
AA1, BE, CC ed AA', B E , DE, cioè essendo 0 =  (AA', BE).

Dunque intanto le congiungenti AAf, B E , CC\ DE, pas­
sano per un punto 0.

Considerando poi i due triangoli ACD, A’C’E  in cui le
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congiungenti i vertici, omologhi passano per un punto, 
segue (§10) che le rette CD, CD' s’incontrano sopra la

retta o, determinata dai punti intersezioni delle AC, A C  
ed AD, AD '; c. cl. d.

In quanto 1’ enunciato precedente a sinistra si consideri 
come un teorema di geometria piana (quando i due qua­
drangoli giacciono in uno stesso piano), esso dà luogo al 
seguente teorema suo correlativo nel piano :

Due quadrilateri completi di un piano, senza elementi 
comuni, sieno riferiti in modo che 5 coppie eli vertici omo­
loghi determinino 5 rette passanti per uno stesso punto che 
non appartenga ad uno degli 8 lati;

anche hi 6'a coppia di vertici omologhi determinerà 
una retta passante pel medesimo punto, e le 4 coppie di 
lati omologhi si segheranno in 4 punti di una retta.

Similmente il teorema a destra, in quanto è teorema di 
geometria nella stella, dà luogo al seguente suo correlativo 
nella stella :

Due quadrispigoli completi ( in una stella), senza eie-
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menti comuni, sieno riferiti in modo che 5 coppie di facce 
omologhe determinino 5 rette di un piano, non contenente 
uno degli 8 spigoli;

anche la 6a coppia di facce omologhe determinerà 
una retta del piano, e le 4 coppie di spigoli omologhi de­
termineranno 4 piani passanti per una retta.

Si dimostreranno questi teoremi per esercizio, osservando 
le varie relazioni che si hanno fra i quattro enunciati se­
condo le considerazioni del § 9.

■;4r ■



CAPITOLO III

Gruppi armonici.

§ 12. Gruppi armonici di 4  punti e di 4  piani. —
Dati tre punti A, B , C di una retta u, si conducano per essi 
tre rette (diverse da u) giacenti in un piano tt per la retta 
e determinanti un trilatero di vertici L, Mf N, (vedi figura) 
dove i lati opposti ad X, M , N  passano ordinatamente per 
A, B, C; si determini quindi il punto K  =  (AL , BM) in­
tersezione delle rette (AL),  (BM),
Risulta così costruito un quadran­
golo completo KLMN  di cui due 
lati passano per A, due lati per B, 
uno per C e f i  ultimo KN  per un 
certo punto D della retta u, che 
viene definito appunto come inter- ^  
sezione delle rette u c KN, Se ^  X R (X
nello stesso piano del quadrangolo KLMN o in un altro 
piano per la retta u, si considera un altro quadrangolo 
(che può costruirsi in infiniti modi col procedimento indi­
cato) di chi due lati passino per A , due per B ed uno per C, 
si ha che il nuovo quadrangolo risulta riferito a KLMN  in 
guisa che cinque coppie di lati omologhi s’ incontrano in 
punti (A, B , O) della retta a, quindi (§ 11) i sesti lati dei
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due quadrangoli s’ incontrano nello stesso-punto D della 
retta u.

Un gruppo di punti ABCD di una retta u, nell’ ordine 
scritto, si dice armonico quando esiste un quadrangolo 
completo (avente i vertici fuori della retta) di cui 2 lati 
passano per A, due per B, uno per C ed uno per D\ allora 
per le precedenti osservazioni esistono infiniti quadrangoli 
cosiffatti (detti quadrangoli costruttori o generatori del 
gruppo armonico). Segue pure dalle considerazioni prece­
denti che : dati tre punti A, B, C di una retta u, nell’ ordine 
scritto, vi è un gruppo armonico ABCD a cui essi appar­
tengono; il punto D si dirà il quarto armonico dopo A, B, C.

Ma per giustificare tale denominazione occorrerà stabi­
lire che il punto D è proprio un quarto punto della retta 
distinto da A, B, C. Risulterà questo fatto dalla dimostra­
zione seguente, la quale ci dirà anzi di più, cioè clic D in­
sieme a C separa A, B  su u.

Sia LM NK  un quadrangolo costruttore del gruppo ar­
monico ABCD, di cui i lati LM, N K  passino per A; MN, 
L K  per B\ MIC per C; LN  per D. Sopra AL si prenda un 
punto S  che insieme ad M  separi A, L, in guisa che la 
retta CS non passi per L, M , N, K; e si determini quindi 
il punto 0  intersezione delle rette LN, SK. Sieno X, D, F  le 
rispettive proiezioni di M, L, S  sulla retta AB, fatte da O; 
e sia P la proiezione di M  sulla NK, fatta pure da 0-.

Poiché le coppie AL, MS clic si separano vengono pro­
iettate da K, nelle coppie AB, CY, si conclude clic queste 
ultime debbono pure separarsi.

Si ha poi che debbono ancora separarsi le coppie AB, 
XC, poiché esse si ottengono dalle AL, MS con due suc­
cessive proiezioni : una prima proiezione da 0 ,  per cui i 
punti A, L, M, S vanno in A, N, P, K; ed una seconda 
proiezione da M, per cui i suddetti punti A, N, P, K  vanno 
giusto in A, B, X, C.

Ora si ha dunque che i due punti X, Y  appartengono a
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quel segmento A B , che non contiene C. Facciamo vedere 
che il punto D  è pure contenuto in quel segmento e preci­

samente fra X, Y  Perciò basta osservare che le coppie AL, 
M S  si proiettano da O nelle AD , 1 7 , e quindi A  e D sepa­
rano X , Y .

Si conclude pertanto che D  è interno al segmento A B  
che non contiene C, nel che è inclusa 1’ affermazione che 
esso è distinto da A , B , C.

Si può dunque enunciare il teorema:
S e  in  u n a  p u n te g g ia ta  sono  cia ti tre  p u n t i  A, B, C, esis te  

un q u a rto  p u n to  D, d is t in to  d a  e ss i, ta le  che r is u l t i  a r ­
m o n ico  il  g ru p p o  ABCD: questo  p u n to  D in s ie m e  a  C se ­
p a r a  A, B.

In modo correlativo nello spazio si definisce come a r m o ­
n ico  un g ru p p o  d i  4 p i a n i  ajfyo d’ un fascio, quando esiste 
uno e quindi infiniti angoli tetraedri completi ( costruttori ) 
di cui due spigoli giacciano su a, due su j3, uno su y e(i 
uno su <5\; si dimostra quindi che: D a ti tr e  p ia n i  fi, y
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d 'u n  fascio, esiste in esso un quarto armonico S, che con y 
separa a, j3.

§ 13. Scambi tra gli elementi d’un gruppo armo­
nico. — Nella definizione di un gruppo armonico (ABCD) 
o (<xy{29), non si distingue l’ordine degli elementi della 
coppia AB  o CD, tanto che possiamo senz’ altro affermare 
che: se è armonico il gruppo (ABCD), saranno armonici 
anche i gruppi ( BACD), (ABDC ), (BADC). Invece le coppie 
AB, CD compariscono disugualmente nella definizione di 
gruppo armonico, sicché non si potrebbe dire a priori che 
se è armonico (ABCD), sia tale anche (CDAB).

Ma ciò può stabilirsi costruendo un effettivo quadran­
golo di cui due lati passino per C, due per D, uno per A, 
uno per B.

Sia LMNK  un quadrangolo costruttore del gruppo armo­
nico di cui i lati LM, NIC passino per A, MN e LK  per B, 
MK  per C e LN  per D.

Si determini il punto S  intersezione delle rette DM, CL, 
e s’indichi con T il punto comune alle LN, MK.

I due triangoli LSM  c K TN  sono riferiti in modo che le 
coppie di lati LM, K N ; SM, TN ; SL,TK, s’ incontrano ri-
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spettivamente nei tre punti A , D, C della retta AB; quindi 
le congiungenti i vertici opposti ST , KL, MN passeranno 
per un medesimo punto, cioè la ST  passerà per il punto B 
comune alle altre due rette. Il quadrangolo SLMT' ha 
dunque due lati SL, TM  per C, due lati LT, SM  per D, un 
lato LM  per A , ed un lato ST  per B. Esso prova che CD AB 
è un gruppo armonico c. cl. cL

Si può dunque enunciare il teorema:
Se sopra una retta (o cor relativamente) iivun fascio eli 

piani è armonico il gruppo di 4 elementi ABCD, sono ar­
monici anche i gruppi BACO, ABDC,' BADO, CDAB, CDBA, 
DCAB, BOBA. Gli altri 16 gruppi che si ottengono clcd ciato, 
permutando in tutti i modi possibili i suoi elementi, non 
sono armonici.

Ad esempio, non è armonico il gruppo ACDB, perchè in 
esso le coppie AC, DB non si separano.

È dunque giusto di considerare 1’ armonicità del gruppo 
ABCD come una relazione tra lo coppie AB, CD (BA, 
CD eco. ), la quale si esprimerà dicendo che tali coppie si 
separano armonicamente, o che AB  (o lì A) sono coniugati 
armonici rispetto a C, D e viceversa.

§ 14. Gruppi armonici di 4  raggi d’ un fascio. —
Sussistono i seguenti teoremi correlativi nello spazio : 

Proiettando da un asse Segando con una retta 
(non incidente al sostegno (non incidente alV asse del 
della punteggiata) un gruppo fascio di piani) un gruppo 
armonico di 4 punti (ABCD) armonico di 4 piani (ajSyS*) 
di una retta s, si ottiene un (V un fascio , si ottiene un 
gruppo armonico di piani gruppo armonico di punti 
(ocjSyòf * (ABCD).

Basta dimostrare il teorema, a sinistra.
A tal fine si seghi con un piano, non passante per l’asse, 

il gruppo di piani in guisa da ottenere un gruppo di
4 raggi (abed), appartenente ad un lascio di centro S  (vedi
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figura) prospettivo ad (A B C D ). Sulla retta c si fissi un 
punto R  (fuori di & e di s) e si determinino le rette A R ,

B R  seganti rispettivamente 
in P  e Q le rette a, b ; al­
lora la retta r == (PQ) pas­
serà per D, essendo P Q R S  
un quadrangolo completo 
costruttore del gruppo ar­
monico (AB C D ). Si consi­
deri ora il quadrilatero 
completo p q r s  individuato 

dalle rette p  == A Q , q =  B P , r  =  PQ  ed s, sostegno della 
punteggiata A B C D ; esso ha i vertici A , P  su a, i due ver­
tici B , Q su 6, il vertice R  su c, ed il vertice D  su d , quindi 
viene proiettato da un punto dell’ asse del fascio aftyS se­
condo un angolo tetraedro costruttore di un gruppo armo­
nico di piani; c. d . d .

Dai due teoremi stabiliti consegue il seguente:
S e  u n  g ru p p o  d i  4 ra g g i (abcd) cV u n  fa s c io  v ie il sega to  

d a  u n a  r e tta  d e l suo p ia n o  n o n  p a s s a n te  p e l  suo c e n tr o , o 
p r o ie t ta to  d a  u n a  re tta  p e l  c e n tro  d e l fa s c io  f u o r i  d e l suo  
p ia n o , seco n d o  u n  g ru p p o  a rm o n ic o  d i  e le m e n ti  (p u n ti  o 
p ia n i ) ;  o g n i r e tta  p e l  c e n tro  d e l fa s c io  n o n  a p p a r te n e n te  
a l fa s c io ,  p r o ie t te r à  il g ru p p o  (abcd) seco n d o  u n  g ru p p o  
a rm o n ic o  d i  p i a n i ;  e d  o g n i r e tta  d e l suo p ia n o  n o n  p a s ­
sa n te  p e l  c e n tro  se g h erà  il g ru p p o  (abcd) seco n d o  u n  g ru p p o  
a rm o n ic o  d i  p u n t i .

Un tal g ru p p o  d i  ra g g i (abcd) di un fascio che soddisfi 
alla condizione enunciata, reciproca di sé stessa, dicesi a r ­
m o n ico . Risulta allora:

Dati 3 raggi a, b, c d’ un fascio, nell’ órdine scritto, vi è 
u n  quarto raggio d  del fascio (quarto  a rm o n ic o )  che dà 
con essi un gruppo armonico (abcd), e con c separa a , b.

Se il gruppo di raggi (abcd) d’ un fascio è armonico, 
sono armonici anche i gruppi (bacd), (abdc), (bade), (edab),
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(.dcab), (cdba), (dcba), (onde a, 6 si dicono coniugati armo­
nici rispetto a c, rf, ecc...).

Dal fatto che un gruppo armonico di raggi può conside­
rarsi come sezione d’un gruppo armonico di piani o come 
proiezione d’ un gruppo armonico di punti, seguono i due 
teoremi seguenti (correlativi nello spazio):

S e  u n  g ru p p o  eli 4 ra g g i  
(abcd) d i  u n  fa s c io  è a r m o ­
n ico , e s is to n o  in f i n i t i  qua­
d r i la te r i  (  c o s tr u tto r i  d e l  
g ru p p o  a r m o n ic o )  a v e n ti  d u e  
v e r t ic i  su  a, d u e  su  b, u n  
v e r tic e  su  c ed  uno  su  d; 
v ic e v ersa , se es is te  u n  s i f ­
f a t t o  q u a d r ila te ro , il g ru p p o  
(abcd) è a rm o n ic o  ed  o g n i  
a ltro  q u a d r ila te r o  a v e n te  d u e  
v e r t ic i  su  a, d u e  su  b, uno  
su  c, ha  V u ltim o  v e r tic e  
su  d.

Osserviamo, riferendoci pi 
nistra, clic la prima parte di

S e  u n  g ru p p o  d i  4 ra g g i  
(abcd) d i  u n  fa s c io  è a r m o ­
n ico , e s is to n o  in f i n i t i  qua- 
d r is p ig o li  (  c o s tr u tto r i  d e l  
g ru p p o  a r m o n ic o ) a v e n ti  d u e  
fa c c e  che p a ssa n o  p e r  a, d u e  
p e r  b, u n a  fa c c ia  p a s s a n te  
p e r  c e u n a  p e r  d; v ic e ­
versa , se es is te  u n  s if fa tto  
q u a d r is p ig o lo , i l  g r  u p  p  o 
(abcd) è a r m o n ic o , e d  o g n i  
a ltro  q u a d r isp ig o lo  a v e n te  
d u e  fa c c e  p a s s a n t i  p e r  a, 
d u e  p e r  b e d  u n a  p e r  c, 
ha  V u ltim a  fa c c ia  p a s s a n te  
p e r  d.

’ esempio al teorema di si­
sso si deduce dalla definizione

di un gruppo armonico di raggi come figura proiezione (da 
un centro) di un gruppo armonico di punti, col ragiona­
mento fatto nella dimostrazione del primo teorema a sini­
stra di questo §, mentre si deduce subito dalla definizione 
di gruppo armonico di raggi come figura sezione di un 
gruppo armonico di piani, segando un angolo tetraedro co­
struttore del gruppo armonico di piani. Quanto alla seconda 
parte del nominato teorema essa segue, o proiettando un 
quadrilatero costruttore del gruppo armonico di raggi, o col 
ragionamento correlativo nel piano di quello che permette 
di costruire un tal quadrilatero, dato un quadrangolo co-
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struttore di un gruppo armonico sezione del gruppo di raggi. 
Dall’ esistenza di un siffatto quadrilatero costruttore del 
gruppo, segue 1’ esistenza di infiniti altri, basandosi sul teo­
rema relativo ai quadrilateri del § 11, precisamente con 
considerazioni correlative nel piano di quelle occorse nel § 12.

Si vede dunque elio le proprietà di un gruppo armonico 
di raggi d’ un fascio, sono correlative nel piano di quelle di 
un gruppo armonico di punti e correlative nella stella di 
quelle di un gruppo armonico di piani. Secondo la legge 
di dualità nel piano o nella stella si poteva porre V esi­
stenza di un quadrilatero, o rispettivamente quadrispigolo 
costruttore, come definizione di un gruppo armonico di 
raggi, ma non si sarebbe visto subito clic le due definizioni 
sono equivalenti.

I seguenti teoremi sono correlativi nel piano:
In  un quadrangolo coni- In  un quadrilatero com­

pleto, due lati opposti sono pleto, due vertici opposti 
coniugati armonici rispetto sono coniugati armonici ri­
alto due rette diagonali che spetto ai due punti dingo- 
passano pel loro punto co- nati che appartengono alla 
mime. loro congiungente.

Per la dimostrazione riferiamoci, per esempio, all’ enun­
ciato di sinistra. Allora, adottate le designazioni dell’ unita 
figura, si ha che le 4 rette AB, CD, AC, BD determinano 
un quadrilatero completo avente due vertici (A, C) su AC, 
due vertici (B, D) su BD, un vertice (AI) su PAI ed un ver­
tice (iV) su PN] ciò dimostra clic le 4 rette PA ( =  AC), 
PB ( =  BD), PAI, PN formano un gruppo armonico, e. d. d
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§ 15. Conservazione dei gruppi armonici nel riferi­
mento di due forme di l.a specie mediante proiezioni 
e sezioni. — Le cose principali dette sui gruppi armonici 
;si possono enunciare complessivamente per le varie forme 
di l.a specie dicendo:

D a ti 3 e le m e n ti  d i  u n a  f o r m a  d i  1* sp ec ie  in  u n  o r d in e , 
a sseg n a to  r is u lta  d e te r m in a to  un q u a rto  a r m o n ic o .

L e  copp ie  d i  c o n iu g a ti  a r m o n ic i  s i  sep a ro n o .
Se (À B C D) è u n  g ru p p o  a rm o n ic o  d i  e le m e n ti  d i  

u n a  fo r m a  d i  D  sp ecie , sono  a r m o n ic i  a n c h e  i g r u p p i  
(BACD), (ABDC), (BADC), (CDAB), (DCAB), (CDBA), (DCBA).

Q ualunque  p r o ie z io n e  o se z io n e  d i  u n  g ru p p o  a rm o n ic o  
d i  e le m e n ti  è u n  g ru p p o  a r m o n ic o .

Abbiamo denominato p r o s p e tt iv e  due forme di prima 
.specie, allorché una di esse si deduce dall’ altra con una 
proiezione (e la seconda dalla prima con una sezione) (§ 4) : 
due tali forme si riguardano come r i fe r i te  1’ una all’ altra, 
nel senso che a ciascun elemento dell’ una viene associato 
quell’elemento dell’altra che è sua proiezione o sezione; 
si può dire che quei due elementi delle due forme (di cui 
uno è proiezione dell’ altro) si c o rr isp o n d o n o  n e lla p r o s p e t -  
t  i r  ita  s ta b ilita .

Si dicono anche p r o s p e tt iv e  due forme di prima specie 
omonime, allorché esse si riguardano come p r o ie z io n i  o 
s e z io n i  d i  u n a  m e d e s im a ; così due punteggiate u u f riguar­
date come sezioni di uno stesso fascio di raggi U o di uno 
stesso fascio di piani: due fasci di raggi Z7, U' riguardati 
come proiezioni di una stessa punteggiata u o come sezioni 
di uno stesso fascio di piani: due fasci di piani riguardati 
come proiezioni di una stessa punteggiata o di uno stesso 
fascio di raggi.

Parliamo per semplicità del primo caso rappresentato 
dalla figura l.a Le u, iC risultano r i fe r i te  nella prospettività 
posta, corrispondendosi due punti corne A , A ' o B  B ', ecc, 
sezioni di uno stesso raggio di U, Si può dire che il riferì-

5
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mento prospettivo tra u, u' si ottiene riferendo prima pro­
spettivamente la w ad (cioè eseguendo una proiezione),.

poi U ad u' (cioè eseguendo una sezione); con ciò si ven­
gono a fare corrispondere ai punti A , B, C... di u, rispetti­
vamente i punti A \ B \ C'.., di ü, e viceversa.

Consideriamo ora tre punteggiate u, u\ u”, e supponiamo- 
che la u sia prospettiva alla ur e questa (anche) alla un.

Allora ad ogni punto A 
di u corrisponde un pun­
to A' di u' (la sua pro­
iezione da U) e ad ogni 
punto A' di iC un punto 
A" di u" (la sua p ro ­
ie z io n e  da U'); tanto­
ché si può dire che ad

f 1_______ *-------------- L—:—̂  ogni punto di u viene a
^  ^ ^  corrispondevo, colle ope­

razioni eseguite, un punto di u”, mentre le operazioni stesso 
eseguite in senso inverso fanno corrispondere a ciascun 
punto di u" un punto di u (quello da cui esso nasce colle 
proiezioni successive eseguite da Z7, - U' rispettivamente su 
u, u'). Le u, u" vengono dunque ad essere riferite fra loro, 
nel senso detto innanzi, e si può dire che il-riferimento e
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ottenuto riferendo la u (prospettivamente) alla u', e la u' 
(prospettivamente) alla u".

Ma questo riferimento non è in generale una prospetti­
vità, e anzi si può vedere che lo è soltanto in due casi, 
cioè se le u, u\ u" passano per uno stesso punto, oppure 
se 77, U,f sono allineati coll’ intersezione di u, u'\

■ Non vi è alcuna difficoltà a estendere le cose dette al 
caso in cui si abbiano più punteggiate, ed in generale più 
forme di prima specie u, u\ a".... u M, disposte in un certo 
ordine, e siffatte che ciascuna di esse sia prospettiva alla 
precedente e alla consecutiva, Allora si ottiene fra la prima 
e T ultima forma (u, un riferimento del quale ad ogni 
elemento di u corrisponde un elemento di uM e viceversa: 
la corrispondenza (o riferimento) viene stabilita colle costru­
zioni (proiezioni e sezioni) successivamente eseguite. Si può 
dire che si passa dall' una all' altra form a mediante 
un numero finito di proiezioni o sezioni, cioè le u, u'n), 
sono riferite mediante proiezioni e sezioni, cioè con quelle 
proiezioni e sezioni che fanno passare da ogni forma a 
quella prospettiva che le succede nel dato ordine, e che 
permettono di dedurre da ogni elemento della u un corri­
spondente in i f l\ Queste proiezioni e sezioni sono le stessè 
(cioè fatte da ugual centro o asse e sulla stessa retta o 
piano) per tutti gli elementi della prima forma.

Eseguendo in ordine inverso le nominate proiezioni e se­
zioni, si passa dall’ultima forma alla prima, cioè si costrui­
sce la corrispondenza incorsa della prima, e questo vale 
anclie se (come può accadere) le'due forme sono sovrapposte.

Abbiamo veduto che ogni proiezione o sezione di un 
gruppo armonico di elementi di una forma di prima specie 
è ancora un gruppo armonico, quindi si ha il teorema:

Se due forme di prima specie sono riferite fra  loro me­
diante proiezioni e sezioni, ad ogni gruppo armonico di 
quattro clementi dell' una corrisponde un gruppo armonico 
di quattro elementi (omologhi) dell' altra.
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§. 16 Questione fondamentale. — Il concetto di riferi­
mento di due forme, ossia di corrispondenza tra di esse, 
scaturito dalle nostre considerazioni precedenti, è suscetti­
bile d’una più ampia estensione.

In sostanza quel concetto consiste in ciò, che, quando 
mediante proiezioni e sezioni si passa da una forma ad un’ al­
tra, noi pensiamo di a sso c ia re  id e a lm  e n te  V elemento di par­
tenza nella prima forma all’ elemento costruito nella seconda.

Ogni altro sistema di operazioni, eseguite sull’ una forma 
e conducenti da un elemento di essa ad un elemento del- 
l’altra, permette una siffatta associazione ideale e quindi 
stabilisce una c o r r is p o n d e n z a  u n ivo c a  tra la prima c la 
seconda forma, e questa corrispondenza sarà b iu n iv o c a  (ed 
allora le forme risulteranno r i fe r i te  tra loro), se le opera­
zioni eseguite sono invertibili, facendo passare da o g n i ele­
mento della seconda forma ad uno  della prima.

Ad illuminare il concetto consideriamo i seguenti esempi:
1. ° Se la retta u (concepita come un filo di elasticità

variabile) si muove nello spazio assumendo una nuova po­
tè’ sizione u \  le u , u r risultano fra.

loro riferite, ad ogni punto di u 
venendo a corrispondere la posi- 

A B c zionc assunta in u \  c viceversa.
In particolare ciò accade se il movimento considerato è quello 
della retta rigida (movimento della Geometria elementare).

2. ° Si abbiano due rette u, iC e su ciascuna venga 
fissato un punto e un senso positivo, in guisa che venga, 
stabilito un sistema di ascisse* (supposta data l’unità di

l
A ’ B'

I

I
C'

I

misura). Se poniamo y == aæ  +  b dove ab
c d 4= 0, le u, u'e x  —|— d

risultano riferite fra loro, corrispondendo ad ogni punto x  
il punto \p e viceversa ad ogni punto y il punto x  =

-------— . Se invece poniamo y =  x 2, si ha tra u ed uf una
c y  — a

corrispondenza univoca, ina non biunivoca, perchè in generale
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acl ogni punto y ne corrispondono due diversi: x  — ±  y
se y è positivo, e nessuno se y ______ o' y a 1
è negativo. Se poniamo y =  æ3 ' ^ 1
si ha tra u ed u' una corri- i x a “

3 _
spondenza biunivoca, perchè x  =  V y ha sempre un va­
lore reale.

3.° Se immaginiamo che sulle rette u, u' si muovano 
in un senso costante contemporaneamente due punti, pos­
siamo associare i punti di esse clic segnano posizioni dei 
rispettivi mobili occupate nel medesimo istante. Si avrà 
così una corrispondenza biunivoca fra le due rette, se si 
suppone che i due punti mollili descrivano intieramente cia­
scuno la relativa retta, in un medesimo intervallo di tempo.

Noi possiamo pensare una corrispondenza biunivoca 
posta fra due forme 4 (sieno esse di l.a specie o anche di 
2.a o 3.a specie) prescindendo dall’ operazione ( di natura 
geometrica, analitica, fìsica ecc.) che fa passare da ogni 
punto dell'una ad un punto (suo corrispondente od omo­
logo) dell’ altra e viceversa. Una cosiffatta corrispondenza 
può anche pensarsi in due modi: come corrispondenza 
univoca tra u, u' e come corrispondenza univoca tra u' ed u 
{ incorsa della prima); se nel primo caso si designa con tt, 
nel secondo caso si designerà con -re — 1.

Se sono date tre forme u, u\ u,\ e tra la prima e la se­
conda, e così tra la seconda e la terza, è data una corri­
spondenza biunivoca si ottiene sempre una corrispondenza 
bionivoca tra u, u'\ in cui si corrispondono gli elementi 
omologhi ad uno stesso di u' (le operazioni che fan pas­
sare da u ad un si otterrebbero eseguendo successivamente 
quelle che fan passare da u ad ü  e da u' ad u" ). La corri­
spondenza ottenuta fra u, u", si dice prodotto delle due tra 
u, iC e u\ u'\ e se queste vengono designate rispettivamente 
con 7r, t  essa si designa con co =  t  tt ; la sua inversa ( tra 
u ", u) è o) —1 =  7T-1 t  — b
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1. ° Esempio. * — Se le tt, t sono due corrispondenze 
generate rispettivamente da due movimenti sovrapponenti 
u ad u' e u’ ad u", la t n è la corrispondenza generata dal 
movimento, composto dei due primi, che sovrappone u ad u \

2.  ° Esempio. — Se le u, u\ u" sono rette, e le ot, x sono 
due prospettività, la x tz è il riferimento tra u, u,f ottenuto 
eseguendo anzitutto la prima proiezione di u su u\ e poi 
quella di ur su u" (confronta § precedente).

In tutte le cose dette non è affatto escluso che u, iC od 
u, u" ecc. sieno forme sovrapposte, cioè costituiscano una, 
stessa forma (per es., si pensi al movimento d’ una retta, 
su sè stessa, ecc....).

Ma finché alla definizione generale di corrispondenza biu­
nivoca tra due forme non si aggiunge altra condizione, non 
è possibile trovare alcuna proprietà delle corrispondenze.

La teoria generale delle corrispondenze, che è tanta, 
parte della moderna Geometria, dà luogo a due ordini di 
ricerche :

a) Definita una corrispondenza mediante un partico­
lare sistema di operazioni, desumerne le proprietà.

Ad esempio, definita la corrispondenza biunivoca tra duo 
rette mediante il movimento * (della retta rigida) si ha la, 
proprietà che i segmenti corrispondenti sono uguali. Definito 
il riferimento di due rette mediante proiezioni e sezioni, si 
ha la proprietà clic ad ogni gruppo armonico dell'una cor­
risponde un gruppo armonico nell' altra.

b) Ammesse alcune proprietà di una corrispondenza, 
biunivoca fra due forme, desumere quali proprietà dovrà 
avere di conseguenza la corrispondenza posta, e stabilire 
un sistema di operazioni che permettano di costruirla.

In uno studio approfondito delle corrispondenze non ci 
si può limitare al primo ordine di ricerche, ma occorro 
completarlo col proporsi il problema inverso 6), che per­
mette di distinguere quali proprietà della corrispondenza, 
sono caratteristiche.



— 71 —

Se ci riferiamo agli esempi innanzi citati, diamo luogo 
così alle seguenti questioni.:

Se fra due rette intercede una corrispondenza biunivoca, 
tale che ad ogni segmento dell’ una corrisponda un segmento 
uguale *, si può sovrapporre F una retta all’ altra col movi­
mento (della retta rigida) in guisa che i punti corrispondenti 
vengano a coincidere?

È facile persuadersi che la risposta alla precedente que­
stione ò affermativa. Ciò mostra che la proprietà di conser­
vare la lunghezza dei segmenti è la proprietà caratteristica 
della corrispondenza tra due rette, generata dal movimento.

In modo analogo (rispetto al 2.° esempio citato) sorge 
la questione:

Se fra due rette (o più in generale fra due forme di 
prima specie) intercede una corrispondenza biunivoca in cui 
ad ogni gruppo armonico dell’ una corrisponda un gruppo 
armonico dell’altra, si potrà considerare la corrispondenza 
come un riferimento mediante proiezioni e sezioni?

Tale questione, che si presenta naturalmente nell’ ordine 
di idee aecennnato innanzi, è fondamentale per la Geometria 
proiettiva.

Ma, a quanto pare, la sua risoluzione affermativa non 
può dedursi dai postulati I, II, III, IV, V, innanzi introdotti.

Occorrerà dunque rivolgerci nuovamente all’ intuizione, 
e, senza uscire dalla considerazione di proprietà grafiche, 
perverremo più tardi alla risposta desiderata.

Ma, prima di far questo, noteremo un semplice caso di 
corrispondenze biunivoche tra forme di l.a specie, per le 
quali i gruppi armonici sono conservati. Tali corrispondenze 
verranno definite indipendentemente dal riferimento me­
diante proiezioni e sezioni, e daranno luogo a qualche ap­
plicazione.

§ 17. * Proprietà metriche dei gruppi armonici. —
Anclie 'indipendentemente dal riferimento, di due forme di



l.a specie mediante proiezioni e sezioni, possiamo acquistare 
la nozione di corrispondenze biunivoche tra forme di l.a spe­
cie, che conservano i gruppi armonici. Ne dà esempio la 
corrispondenza biunivoca tra due forme di l.a specie omo­
nime, che nasce sovrapponendo con un movimento l’una. 
forma all’altra, nel senso della geometria elementare.

Invero si muova, p. es., la retta u su cui è il gruppo­
armonico A B B D . portando la u in una nuova posizione u \.

ed A B C D  in A!B'C 'D '. Tale moto nasce da un movimento* 
dello spazio nel quale un quadrangolo LM NK  costruttore- 
dei gruppo armonico A B C D  viene portato in un quadran­
golo L'M'N’K' (nello stesso piano o in un altro), di cui due 
lati passeranno per A ’, due per B \  uno per C', uno per D';: 
onde'il gruppo A ’B 'C 'D ' (uguale ad A B C D )  risulterà pure; 
armonico.

(Più in generale anche che se si muovono due forme di
l.a specie prospettive (omonime o no), la corrispondenza 
biunivoca, che nasce tra le due forme della nuova posizione,, 
conserva sempre i gruppi armonici).

Ciò posto, è facile dimostrare le seguenti proprietà metriche.
l.° Teorema. — S o p ra  u n a  re tta  (p ro p r ia )  il e o n iu n g a to  

a rm o n ic o  d e l p u n to  alV in f in i to  r isp e tto  a  d u e  p u n t i  (p ro p r i)  
A, B, è il p u n to  m e d io  0 d e l loro  se g m e n to  f in i to .

Si muova la retta sovrapponendola a sè stessa col por-
------- j------- j------- j------- tare A  in B  e B  in A . Il punto al-

A  O B  p infinito non muta, quindi neppure 
il suo congiugato armonico: ma questo (che appartiene al 
segmento A B )  deve essere scambiato col simmetrico ri-
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spetto al punto medio O di AB, perciò esso coincide con 0; 
c. d. d.

2. ° Teorema. — In  un fascio proprio di raggi ( o d i 
piani) le bisettrici (o rispettivamente i piani bisettori) 
degli angoli di due rette a, b ( o di due piani a, [2) sepa­
rano armonicamente le due rette (o rispettivamente i due 
piani ) f

Sia c una di queste bisettrici (fra loro ortogonali). Si 
muova il piano sovrapponendolo a sò stesso con una rota­
zione attorno a e; allora i raggi 
a, b vengono scambiati mentre c 
non muta, quindi non muta il 
suo coniugato armonico d rispetto 
ad a, b] ma cl deve essere: scam­
biato colla retta del fascio sim­
metrica rispetto ad a, b, quindi 
d è ortogonale a c, c perciò essa biseca V altro angolo delle 
due rette cui c è esterno, c. d. d.

3. ° Teorema. — Se ABCD è un gruppo armonico di 4 
punti propri d ’ una retta u, i punti C, D dividono inter­
namente ed esternamente il segmento finito AB nello stesso 
rapporto, e viceversa. (Lo stesso dicasi di C, D rispetto ad A , B).

Si proiettino A, B , C, D da un punto U (del cerchio di 
diametro CD), da cui si veda il segmento CD  sotto angolo 
retto ; allora la condizione di ar- 
monicità del gruppo U (ABCD)  
è clic le rette UC, UD bisechino 
gli angoli delle UA, UB (pel
2.° teorema). Ma per una nota 
proprietà di geometria elemen-

e y / l
d

C A D

tare, questa condizione equivale all’ altra che sia

AU AC , 1 , , . . , . . ^g j j  =  -gçj (denotando cosi ì rapporti dei segmenti finiti

come in geometria elementare).
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Ciò prova il teorema.
Osservazione. — Come caso limite (portando un punto 

all’ infinito) si ha da questo il l.° teorema.
4.° Teorema. — S e  ab cd  ( o è u n  g ru p p o  a r m o ­

n ico  d i  4 r a g g i ( o p i a n i )  d ’ u n  fa s c io  ( p r o p r io )  s i  h a :
sen a  c sen a d
sen b c sen b d  ’>01 lS^ '  sen |3 y sen J3 5

Ciò segue dal fatto che i rapporti dei segmenti finiti inter­
cetti sopra una secante dalle coppie di raggi o piani del 
fascio, sono proporzionali ai rapporti dei seni dei loro angoli 
(cfr. § 34), e che la sezione d’una retta con un gruppo 
armonico di raggi o di piani è un gruppo armonico di punti.

Esercizio. — Qual' è il coniugato armonico del raggio 
all’ infinito d’un piano rispetto a due rette (proprie) parallele 
di questo piano?

sen a y _sen a ò e v ic e v e r sa .

■ N.,



CAPITOLO IV

Il postulato della continuità e le sue applicazioni.

§ 18. Postulato della continuità. — Nel § 16 ci siamo 
imbattuti in una questione, che, a quanto sembra, non può 
essere risoluta fondandosi soltanto sui postulati introdotti. 
E quindi naturale di ricorrere nuovamente all’ intuizione e 
desumerne nuovi dati per risolvere tale questione, ossia è 
naturale di introdurre qualche nuovo postulato. Ciò è giu­
stificato non soltanto dal punto divista logico nel modo di 
concepire la Geometria, che abbiamo sviluppato nell’intro­
duzione.

Ma la questione posta nel § 16 appare così lontana da 
quelle che possono formare oggetto d’ una soluzione intui­
tiva, che essa non ci darebbe nessuna guida nella ricerca 
del nuovo postulato.

Conviene perciò tornare all’ esame dei postulati introdotti, 
e vedere come sotto altri punti di vista appare che in essi 
manca qualche elemento essenziale della nostra intuizione 
spaziale.

Enunciamo qui alcune osservazioni intuitive :
l.° Se in un segmento di retta due punti si muovono 

descrivendo il segmento in senso opposto, essi si incontrano 
in un punto. ( Se due punti mobili descrivono una retta in
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senso opposto, essi s’ incontrano in due punti che separano 
le posizioni assunte in ogni istante dei nominati punti mobili).

2. ° Se in un segmento di retta due punti A, B  si muo­
vono nellò stesso senso, ed il punto A  in un dato istante 
precede B  e in un altro istante lo segue ( in • un ordine del 
segmento), vi è un istante intermedio in cui i due punti 
s’incontrano.

Analogamente si dica per le altre forme di l.a specie.
3. ° Nel piano si possono concepire curve chiuse C che 

lo dividano in due regioni di punti interni ed esterni, in

contiene la nozione non bene determinata di linea chiusa, 
ma, p. es., applicata al cerchio è di uso frequente nella 
Geometria elementare ).

Queste ed altre proprietà intuitive analoghe, si riattaccano 
al nostro concetto grossolano della continuità dello spazio.

Certo però che sarebbe difficile di precisare tutto ciò che 
includiamo in questa nozione complessa ; potremo però do­
mandare di desumere qualche enunciato preciso (suscetti­
bile di essere introdotto come postulato), dal quale si de­
ducano le fondamentali proprietà intuitive che si riattaccano 
nella nostra mente a quella nozione. E ciò potremo ottenere 
definendo ed ammettendo la continuità della retta, e simul­
taneamente di tutte le forme di l.a specie.

Ma prima giova osservare che nulla di relativo alla 
nozione della continuità è contenuto nei postulati prece­
denti, tantoché se dello spazio consideriamo solamente i 
punti propri le cui coordinate (in un sistema cartesiano)

modo che se A, B sono due punti 
del piano, F uno interno e T altro 
esterno, ciascuno dei due se­
gmenti AB  della retta congiun­
gente i due punti abbia sempre 
un punto (almeno) comune colla 
curva C.

( Quest’ ultima osservazione
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sono razionali e vi uniamo i punti impropri delle rette che 
hanno coseni eli direzione razionali, facendo astrazione dai 
rimanenti, possiamo dire che essi danno luogo ad una forma 
per la quale valgono tutti i postulati già introdotti, ma non 
sussistono più le proposizioni corrispondenti alle proprietà 
intuitive sopra menzionate.

In un segmento ordinato A B  d’una forma di prima specie, 
un elemento C determina, due segmenti ordinati A C , C B ; 
se si pensa di considerare V elemento C come appartenente 
ad un solo dei due segmenti AC , CB, si ha una d iv is io n e  
in  p a r t i  del segmento A B , la quale gode delle seguenti 
proprietà :

1. ° Ogni elemento del segmento A B  appartiene ad una 
delle due parti.

2. ° L’ elemento A  appartiene ad una delle parti ( che 
diremo la p r im a )  e V eleménto B  all’altra; 1’elemento C 
può appartenere indifferentemente all’ una o all’ altra parte 
secondo il fissato.

3. ° Ogni elemento della prima parte precede ogni ele­
mento della seconda.

Per generalità si potrà considerare anche il caso che il 
punto C cada in ,4 o in B :  attribuendolo rispettivamente 
nei due casi alla prima o alla seconda parte, si ha ancora 
una divisione in parti che soddisfa alle proprietà enunciate, 
dove una delle parti è costituita dall’ estremo A  o B  del 
segmento, c V altra da tutti gli elementi rimanenti di esso.

Ammetteremo ora il seguente p o s tu la to :
VI. S e  u n  se g m e n to  o r d in a to  AB d i  u n a  fo r m a : d i  

:/.a sp ec ie  è d iv iso  in  d u e  p a r t i  in  g u isa  c h e :
1. ° o g n i e le m en to  d e l se g m e n to  AB a p p a r te n g a  a d  

u n a  d e lle  d u e  p a r t i ,
2 . ° V e s tre m o  A a p p a r te n g a  a lla  p r im a  p a r te  e B 

a lla  seco n d a ,
3. ° uri e lem en  to q u a lu n q u e  d e lla  p r im a  p a r te  p r e c e d a  

u n  e le m en to  d e lla  se c o n d a  :
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es is te  un e le m en to  C d e l seg m e n to  AB ( c h e  p u ò  a p p a r ­
te n e r e  alV u n a  o a l l ’ a l tr a  p a r t e )  ta le  che o g n i e le m en to  
d i  AB che p r e c e d e  C a p p a r tie n e  a lla  p r im a  p a r te , e d  o g n i  
e le m en to  d i  AB che co n seg u e  a  C a p p a r tie n e  a lla  se c o n d a  
p a r te  n e lla  d iv is io n e  s ta b i l i ta .

Se una delle due parti è costituita dal solo elemento 
A  o B , P elemento C è il detto estremo A  o risp. B  del se­
gmento.

Osservazione l .a — Il postulato introdotto si può dire 
rispondente al primo dei fatti intuitivi sopra menzionati. 
Invero si possono considerare le due parti in cui il segmento 
A B  è diviso, come ordinate in senso opposto, e stabilire 
che esse vengano descritte dal movimento di due punti che 
si vengono incontro : il punto d’ incontro verrebbe qui ad 
essere contato come appartenente ad ambedue le parti, ma 
può immaginarsi attribuito ad una sola (e tolto dall’altra) 
e ciò deve farsi per conservare l’ ipotesi posta sulla data 
divisione in parti.

Osservazione 2.a — Basta ammettere il postulato VI ad es. 
per la retta, e si deduce quindi per le altre forme di prima 
specie con una proiezione. Basta pure ammettere V esistenza 
di un elemento C che gode la proprietà enunciata, e si de­
duce che esso è uno solo.

Il postulato introdotto dicesi p o s tu la to  d e lla  c o n tin u ità  
(di Dedekind) e comparisce in Geometria elementare per 
la misura delle grandezze incommensurabili.

Nel seguito (salvo nell’esame delle proprietà metriche 
contrassegnate con asterisco ) fonderemo tutti i teoremi 
della Geometria proiettiva sui postulati I, li, III, IV, V, VI, 
in cui non si distingue il nome dell’elemento generatore 
delle forme di l a specie considerate ; per questi teoremi 
varranno dunque le leggi di dualità nello spazio e nelle 
forme di 2.a specie ( Cfr. Gap. 2.°).

§ 19. Corrisdonclenze ordinate. -  Dovremo ora esa­
minare come dal postulato VI seguano logicamente i fatti
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intuitivi sopra enunciati; ina per quanto concerne il terzo 
fatto, non potremo farlo se non limitatamente a date linee 
chiuse perfettamente definite (1); rimanderemo ciò al seguito 
dopo aver parlato delle coniche.

Intanto osserviamo che il contemporaneo muoversi di 
due punti sopra una retta, rispettivamente in due segmenti, 
si può concepire come una corrispondenza biunivoca fra i 
punti dei due segmenti, corrispondenza che ha il carattere 
di far corrispondere ai punti di un ordine naturale di un 
segmento, i punti d’ un ordine naturale nell’ altro.

La stessa cosa vale per le altre forme di l.a specie, e 
vale anche se si fan muovere gli elementi in modo che 
ciascuno descriva tutta la forma a cui appartiene, anziché 
un segmento.

Diremo che tra due forme di l.a specie (o tra due se­
gmenti di esse) esiste una corrispondenza biunivoca ordi­
naria quando ad elementi conseguentisi dell’ una corri­
spondono elementi susseguentisi nell’altra, e quindi ad un 
ordine naturale, un ordine naturale. Allora ad un senso di 
una forma corrispondente un senso nell’ altra, poiché ad un 
ordine naturale della prima forma dedotto dal primo con 
una permutazione circolare, corrisponde nell’ altra un ordine 
naturale dedotto con una permutazione circolare dal pri­
mitivo.

Si aggiunga che (come è facile vedere): Se tra due 
forme di l.a specie intercede una corrispondenza biunivoca 
ordinata, sempre a due coppie che si separano corrispon­
dono due coppie che si separano, e viceversa.

Una corrispondenza biunivoca ordinata tra due forme 
di prima specie sovrapposte, si dirà concorde o discorde,

d) Si potrebbe anche porre rigorosamente il concetto di linea, 
chiusa e cpiindi dare la dimostrazione di quel fatto per tutte le 
linee chiuse, ma ciò esigerebbe uno sviluppo assai lungo c minuto, 
nò avrebbe qui un interesse in ordine ai nostri scopi.
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sccondochè essa fa corrispondere un senso della forma a 
sè stesso o all’ altro senso.

In una corrispondenza tra forme di i.a specie sovrapposte 
dicesi u n ito  un elemento che coincide col corrispondente.

Un elemento unito per una corrispondenza, è unito anche 
per l’ inversa ( e viceversa ).

Dopo ciò i fatti intuitivi l.° c 2.° menzionati nel § prece­
dente vengono espressi dal

Teorema. — S e  in  u n a  f o r m a  eli 1* sp ec ie  è d a ta  u n a  
c o r r is p o n d e n za  b iu n iv o c a  o r d in a ta , in  cu i ad, u n  se g m e n to  
AB d e lla  f o r m a  c o r r is p o n d a  un se g m e n to  A'B' c o n te n u to  
n e l  l.° ( o a n c h e  la  c o r r is p o n d e n z a  è d a ta : so lta n to  tr a  il  
se g m e n to  AB e d  A'B'j es is te  un e le m en to  u n ito  M a p p a r ­
te n e n te  a l s e m g e n to  A'B' (e q u in d i  a d  ABJ ta le  che n e l  
s e g m e n to  o r d in a to  AB n o n  es is te  a lc u n  e le m en to  u n ito  d e lla  
c o r r is p o n d e n z a  p r e c e d e n te  a d  M.

Trattandosi qui di segmenti contenuti nel dato A B  li de­
signeremo denotandone soltanto gli estremi. Escluderemo 
che l’elemento A  coincida con A ' (cioè sia unito) perchè 
in tal caso il teorema è senz’ altro verificato.

Distinguiamo due casi:
l.° La corrispondenza data sia. concorde, cioè il se­

gmento A'B' abbia lo stesso senso di AB , ossia A' preceda, 
B ' nel segmento ordinato AB.

Consideriamo la seguente partizione del segmento ordi­
nato A B :

a) Un elemento (indicato con II) si dirà appartenente 
alla prima parte se esso ed ogni elemento die lo precede 
(in A B )  precede il corrispondente. Almeno 1’ elemento A  
appartiene alla l.a parte.

j8) Un elemento ( indicato con K ) si dirà appartenente 
alla seconda parte se esiste nel segmento A K  un elemento 
(che può anche essere K  stesso), il quale non precede il 
corrispondente (cioè consegue ad esso o è unito). Almeno 
B  è tale.
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Allora ogni elemento di AB , o è un elemento H  della 
prima parte, o è lu i elemento K  della seconda; A  appar­
tiene alla l a parte, B alla 2a; ogni elemento H  precede 
in AB  ogni elemento K, Si deduce (pel postulato VI) che 
esiste un elemento M  di AB  tale che ogni elemento prece­
dente ad M  è un elemento H, ed ogni elemento conseguente 
ad M  è un elemento A;

Sia M' P omologo di M  ( il quale M' cade in A B ' ) e sup­
poniamo clic esso preceda M. Allora preso un elemento H  
interno ai segmento MM', poiché H  precede M, e la corri­
spondenza è concorde, P omologo H' di H  precede P omo­
logo M' di M  e quindi precede AT, ciò che è assurdo per il 
modo con cui M è stato determinato. Similmente si giunge 
all’ assurdo supponendo che M' consegua ad M) infatti al­
lora ogni elemento del segmento MM' ( P elemento M' forse
escluso) precede Pomo- -̂------ ,------- j------- j-------j-------j-------j
iogo, e poiché ciò av- A A  M' H  M  B' B
viene per ogni elemento di AM , si dedurrebbe che ogiìi 
(demento interno ad MM' é un elemento H, ciò che é 
assurdo. Si conclude che M' coincide con M. Dunque M  
é unito, e, per il modo con cui esso é stato determi­
nato, ogni elemento precedente ad esso precede il cor­
rispondente; e però non é unito. Risulta anche dal fatto 
che M  é unito, che osso appartiene ad A B '  oltreché 
ad A ll

Cosi in questo caso è dimostrato il teorema.
Si può anche osservare che se A , B' sono interni al 

segmento AB  essi non sono uniti, e quindi M  risulta in­
terno ad AB'.

2.° La corrispondenza sia discorde, cioè il segmento 
A B ' abbia senso opposto ad AB, ossia B’ preceda A  nel 
segmento ordinato AB,

Traduciamo in linguaggio rigoroso, invertendola, la con­
siderazione intuitiva contenuta nell' osservazione l.a del pre­
cedente paragrafo.

c,
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Si osservi la seguente partizione del segmento ordinato A B :
a) Un elemento (indicato con H) si dirà appartenente 

alla prima parte se precede 1’ omologo H ' ( in A!B ). Al­
meno A  è un elemento H.

b) Un elemento (indicato con K) si dirà un elemento 
della 2.a parte se non precede r  omologo ( e quindi consegue 
ad esso o è unito).

Almeno B  è un elemento K.
Allora, poiché la corrispondenza è discorde, ogni ele­

mento H  precede ogni elemento K ; infatti se H1 è un ele­
mento qualsiasi precedente ad H , il suo omologo H \  con­
segue ad H r e a fortiori ( ad H o )  ad Hx ; onde HY non può 
mai essere un elemento K .

Ogni elemento di A B  è un elemento H o  un elemento K \  
A  è un elemento H  e B  un elemento K .

Si deduce pel postulato VI che: esiste un elemento M  
di A B  tale che ogni elemento precedente ad M  è un ele­
mento H  della prima parte, ed ogni elemento conseguente 
ad M  è un elemento K  della seconda. Ad M  non precedono 
clementi uniti.

Dico che M  è unito, onde segue il teorema.
Anzitutto si osservi che ogni elemento H  ( di A B )  prece­

dente ad M  ha V omologo I T  nel segmento M B . Infatti se H 1 
è un elemento intermedio ad H , M  ( in A B ) , ed H \  è 1’ omo­
logo di H x, deve H ' seguire H \  e quindi H v onde H ' con­
segue a tutti gli elementi che precedono M . Analogamente 
si prova che ogni elemento K  che consegue ad M  (in A B )  
ha F omologo K ' nel segmento A M .

Ora sia M f F omologo di M  e suppongasi precedenti' 
ad M . Allora M  è distinto da A  e quindi A ' da M ' ; il seg-
—j----- j----- j------j-----j----- — mento A'M' avendo F estremo M ’
A  B ' M ' M  A ’ B  interno ad A M  ha con esso infiniti

elementi interni comuni; uno di questi H ' (precedente 
ad M )  è T omologo di un elemento H  di A M \  ciò che è 
assurdo.
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Parimente si prova P assurdità che M ' segua M. Risulta 
così dimostrato il teorema. Si noti che M  sarà interno al 
segmento ÂÂB'.

Introdotto il linguaggio del movimento (§ 16), potremo 
ancora enunciare il precedente teorema, dicendo che « Se 
si ha una corrispondenza biunivoca sopra una forma di 
l.a specie, tale che mentre un elemento si muove e descrive 
un segmento, P altro si muove descrivendo un segmento 
interno, c’è un primo elemento unito ecc. ».

Osservazione. — Nel secondo caso considerato nella di­
mostrazione precedente, cioè quando si tratti di una corri­
spondenza discorde, si ha che P elemento unito M  interno 
al segmento AB  è unico, giacché ogni elemento H  che pre­
cede M  in AB  precede l’omologo (il quale cade in MAI), e 
similmente ogni elemento K  che segua M  in AB , segue il 
suo omologo (che cade in MB')'.

Nella corrispondenza discorde considerata il segmento 
• A B A B '  (complementare di quello A B '  nel dato A B )  ha come 
corrispondente il segmento A B  complementare di quello 
dato ed interno ad esso; in questo segmento A B  (per il 
teorema stabilito) vi è un elemento unito N  della corri­
spondenza (interno ad esso).

La corrispondenza discorde considerata ha dunque due 
elementi uniti M, N  che separano A , B  ed A ,  B \  e sepa­
rano anche A , A  e 7i, B \

Ora sia data un’ arbitraria corrispondenza discorde in 
cui A  sia un elemento non unito, avente come omologo un 
elemento A , (esiste sempre un tale elemento non unito 
perchè la corrispondenza (detta identica) in cui ogni ele­
mento corrisponde a sè stesso è concorde). Ad A  corri­
sponde un elemento A ' che ca- -j------- -----j------------------- p
drà in uno dei due segmenti A  A  A
complementari, A A ,  o forse in ambedue se A " coincide 
con A . Al segmento ordinato A A ' A  ( o a ad uno dei due 
segmenti A A  se A "  coincide con A  ) corrisponde nella data
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corrispondenza uno dei due segmenti orditeti A!A'r e pre­
cisamente (poiché la coiTispondenza è discorde) quel se­
gmento A'A!' contenuto nel dato AA', il quale ha il senso 
opposto ad esso; siamo dunque nel caso di applicare il teo­
rema stabilito e (tenendo conto delle considerazioni svolte 
già innanzi) si conclude il

C o r o lla r io . — D a ta  in  u n a  f o r m a  d i  IL  sp ec ie  im a  
c o r r is p o n d e n z a  o r d in a ta  d isc o rd e , s i  h a n n o  d u e  e le m e n ti  
u n i t i  che se p a ra n o  o g n i coppia, d i  e le m e n ti  o m o lo g h i.

Ciò si può enunciare dicendo:
« Se in una forma di l.a specie vi è una corrispondenza 

biunivoca, tale che, mentre un elemento si muove e de­
scrive la forma, il corrispondente si muove e la descrive in 
senso opposto, vi sono due elementi uniti ece. », (vale a 
dire ciò racchiude la conseguenza del l.° fatto intuitivo (§ 18) 
che abbiamo notato fra parentesi).

In tal caso se il/, N  sono i due elementi uniti, ad uno 
dei due segmenti ordinati MN corrisponde V altro segmento - 
ordinato MN  die ha senso opposto. Se invece in una cor­
rispondenza ordinata vi sono due (dementi uniti MN e ad 
un segmento ordinato MN corrisponde il medesimo se­
gmento MN (che ha lo stesso senso) la corrispondenza è 
concorde; allora due elementi omologhi non separano, gli 
(dementi uniti.

. Si lia quindi:
I n  u n a  fo r m a : d i  Y.a sp ecie  u n a  e o r tis p o n d e n z a  o r d i ­

n a ta  a v e n te  d u e  e le m e n ti  u n i t i  è c o n c o rd e  o d is c o r d e  se -  
co n d o ch è  a d  un  seg m en to  a v e n te  p e r  e s tr e m i g l i  e le m e n ti  
u n iti ,  c o r r isp o n d e  se stesso  o il c o m p le m e n ta re , cioè se- 
co n d o ch è  d u e  e le m e n ti  om o log ia  d i s t in t i  s e p a ra n o  o no  g li  
e le m e n ti  u n i t i .

§ 20. Coppia che ne separa armonicamente altre 
due. — Sopra una retta u siano dati due punti A  e B. Si 
conducano per A e per B le rette AL. BL, aventi il punto
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comune L, e sì conduca la retta MA determinata da un 
punto M  della LB  (diverso da L, B) e da A. Ciò posto, il 
coniugato armonico C di un 
punto C della retta u rispetto 
ad AB, si determina proiettando 
C da M  su AL  nel punto K, 
proiettando quindi K  da B su 
AM  in N  e finalmente proiet­
tando N  da L su u in C . La cor­
rispondenza biunivoca tra C, C sulla u si costruisce dunque 
con un numero finito di proiezioni e sezioni e però è ordi­
nata (pel postulato V). Le nominate costruzioni fanno cor­
rispondere ad A , B sé stessi ; essi sono perciò elementi uniti 
nella corrispondenza. Se C, C sono due punti omologhi non 
uniti, mentre un punto si muove su u descrivendo il se­
gmento ordinato CLIC', il corrispondente' descrive il segmento 
ordinato C'AC die è lo stesso ordinato in senso opposto; 
perciò ogni punto D interno al detto segmento ha il suo 
corrispondente D’ interno ad esso; analogamente si dica 
se D è invece interno al segmento CBC'; in ogni caso dun­
que CO', DD' non si separano.

Più in generale per ogni forma di l.a specie sussiste 
L enunciato: « Se due coppie di elementi di .una forma di 
l.a specie si separano, non esiste una coppia che le separi 
armonicamente entrambe ».

Riferendoci ancora ad una rotta u, si considerino su di 
essa due coppie di punti AB, CD che non si separino. Esi­
sterà una coppia, di punti elio lo separi armonicamente 
entrambe t

Si consideri sulla u la corrispondenza che nasce tra i 
punti X, X' che sono coniugati u
armonici di uno stesso Y  ri- “ i i l i i i ~

++ n r n  A C X  X  D B Yspetto alle' coppie Ah, CD.
Essa è il prodotto'di due riferimenti di u a sò stessa me­
dia-lite proiezioni o sezioni, quindi si passa da X  a X' nella u
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con un numero finito di proiezioni e sezioni, vale a dire 
eseguendo prima le proiezioni e sezioni necessarie per co­
struire Y  dato X , e poi quelle necessarie per costruire X \  
dato Y ;  la corrispondenza tra X  e X ' è dunque ordinata.

Ora si consideri il segmento A C D B  (o  A D C B )  della 
retta u. Un punto X di esso ha rispetto ad A B  un coniu­
gato armonico Y  nel segmento A B  complementare, ed il 
coniugato armonico X ' di Y  rispetto a CD  cade nel se­
gmento CD interno ad A C D B .

Mentre un punto X  si muove descrivendo il segmento 
A C D B , il corrispondente si muove entro questo segmento; 
dunque (pel § 19) esiste almeno un punto X  del se­
gmento A C D B  che coincide col corrispondente X '. Questo 
punto ha il medesimo coniugato armonico, rispetto alle 
coppie A B , CD  e fornisce quindi una coppia die le separa, 
armonicamente entrambe.

Ciò dimostra V esistenza di una coppia siffatta.
Il ragionamento si ripete ugualmente per le altre forme * 

di l .a specie.
Risulterà dimostrato più tardi che la coppia che separa 

armonicamente À B , CD  è unica. Intanto, enunciando i ri­
sultati ottenuti si ha il:

Teorema. — I n  u n a  fo r m a  d ì  l i  specie  n o n  es is te  a l­
c u n a  copp ia  d i  e le m e n ti  che s e p a r i a r m o n ic a m e n te  d u e  
copp ie  che s i  se p a ra n o  f r a  lo r o ; es is te  in ve c e  u n a  copp ia  
(a lm e n o )  che sep a ra  a r m o n ic a m e n te  d u e  copp ie  le q u a li  
n o n  s i  s e p a ra n o .

Corollario. — L a  c o r r is p o n d e n z a  che in te r c e d e  f r a  
d u e  f o r m e  d i  p r im a  sp e c ie , r i fe r i te  in  m o d o  che a d  o g n i  
g ru p p o  a rm o n ic o  delV  u n a  c o r r is p o n d a  u n  g ru p p o  a r m o - 
n ico  d e l l* a l tr a , è ordinata.

Consideriamo il caso di due punteggiate u ed u \  Basta 
stabilire che a due coppie di elementi A B , CD della u che 
si separano, corrispondono due coppie di ehm lenti A 'B \  C 'D ' 
della ci che si separano.
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Ora la dimostrazione si fa per assurdo. Se le A !B ', C'D' 
non si separano, esiste almeno una coppia di elementi M *N' 
della iC, separante armonicamente ambedue le nominate 
coppie A 'B \  C 'D \ A questa corrisponde in v! una coppia di 
elementi M N  che (per la definizione della corrispondenza) 
deve separare armonicamente le coppie A B , CD  perchè ai 
gruppi armonici ( A ’B 'M 'N '), ( C’D 'M ’N ') di ur, debbono cor­
rispondere su u rispettivamente i gruppi armonici ( A B M N ),  
( C D M N ) \ ma questa conclusione è assurda perchè le coppie 
A B , CD  separandosi, non esiste una coppia che le separi 
armonicamente entrambe. *



CAPITOLO V. +

Il teorema fondamentale della proiettività.

§ 21. Riprendiamo, riassumendoli, i concetti posti nel 
§ 16. — Abbiamo ivi dato il concetto di corrispondenza biu­
nivoca tra due forme u, u' (della stessa specie) e il concetto 
di prodotto; abbiamo pur detto che una corrispondenza 
biunivoca tra u, ur si duo considerare in due modi: conio 
un’ operazione che fa passare da u ad u \  o come V opera­
zione inversa della prima, che fa passare da. uf ad u\ questa 
considerazione è specialmente essenziale se le u, u' sono 
sovrapposte.

Date n forme (della stessa specie) /q, tu, un ed n — 1 
corrispondenze biunivoclie -xq, tr2, 7:n _ l rispettivamente
tra uv u 2\ «2, u 3 ;...; u n _ l5 unì il prodotto co =  ^ n — i .... ^ 2  ~i (' 
la corrispondenza biunivoca composta che risulta tra /q 
ed u n.

Per definizione è dunque:

7T:i 7T2 7Z1 ~  7Tr> (  7TS ÌTj )

7T4 7C3 7T2 77j ~  TT, (  7T3 ( t72 TZj ) ) OCC. I

I prodotti di corrispondenze biunivoche non soddisfano 
in generale alla legge eommutatioa dei prodotti ordinari, 
cioè non si ha in generale 7?., tt, == irl rs2. Pasta considerare
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come esempio * le corrispondenze generate in un piano da 
una traslazione e da una rotazione attorno ad un punto 
(v. figura). Due corrispondenze m
biunivoche tu2 si diranno 
permutabili se per esse è

7rx == tv2 ( ciò che non ac­
cade in generale ). Invece vale 
sempre pei prodotti di corri­
spondenze biunivoche 7rn ....

tcj la legge associativa dei 
prodotti ordinari, cioè si ha 0 A

•••• ^ 3  ^2 ^ 1  =  •••• (^s ^2 ) *5 ccc.; ciò è insito alla natura
del concetto di prodotto.

La corrispondenza tra due forme sovrapposte, in cui ad 
ogni elemento corrisponde sè stesso, dicosi identica, e si 
designa con 1 .

Se tra due forine u, u è posta, una corrispondenza biu­
nivoca 7t, denotando con tc -  1 V inversa tra u' ed u, si ha (per 
definizione) che tt - 1 tt è la corrispondenza identica in u, cioè :

re — 1 n =  1.

Nel § 15 abbiamo anche considerato particolari corri­
spondenze biunivoche tra fonia' della stessa specie; abbiamo 
definito come prospettive duo formo ( della ^stessa specie) 
che sono Y una proiezione dell'altra o ambedue proiezioni 
o sezioni di una medesima (se sono omonime) ; ed abbiamo 
detto riferite media/ite proie.:ioni e sezioni duo forme 
(della stessa specie) riferite' tra loro con una corrispondenza 
biunivoca, elio sia un prodotto (drilli numero finito) di 
prospettività.

Mentre due forme prospettive ad una. terza non sono in 
generale prospettive fra loro, due forme riferite -mediante 
proiezioni e sezioni ad una terza risultano ancora riferiti' 
fra loro mediante proiezioni e sezioni, (perchè il prodotto di
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duc prospettività non è in generale una prospettività, ma il 
prodotto di due prodotti di prospettività è un prodotto di 
prospettività).

Rispetto alle forme di l.a specie, riferite mediante pro­
iezioni e sezioni, avevamo il teorema:

Se due forme di l .a specie sono riferite mediante proie­
zioni e sezioni, ad ogni gruppo armonico dell’ una corri­
sponde un gruppo armonico dell’ altra.

Questo esprime una proprietà delle corrispondenze biu­
nivoche, ottenute mediante un numero finito di proiezioni 
e sezioni. Ci siamo domandati se tale proprietà sia. caratte­
ristica per siffatte corrispondenze, se cioè viceversa « date 
due forme di l.a specie riferite in modo clic- ad ogni gruppo 
armonico dell’ una corrisponda un gruppo armonico del- 
1’ altra, si possa passare da un elemento deir una al corri­
spondente dell’altra (cioè costruire la corrispondenza) me­
diante proiezioni e sezioni ».

A questo problema si potrà ora dare una risposta affer­
mativa in conseguenza dello studio delle corrispondenze 
biunivoche tra forme di l.a specie, conservanti i gruppi ar­
monici, dopo che avremo imparato a caratterizzare tali cor­
rispondenze e a darne le relative costruzioni.

Diremo :
proiettive due forme di l .a specie riferite fra loro in 

modo che ad ogni gruppo armonico dell’una corrisponda 
un gruppo armonico deir altra ;

proiettività la corrispondenza, fra esse ( corrispondenza 
biunivoca'che conserva i gruppi armonici).

Due forme riferite mediante proiezioni e sezioni saranno 
certo proiettive; ma non possiamo per ora asserire la ve­
rità inversa, cioè clic' ogni proiettività possa costruirsi me­
diante proiezioni e sezioni.

Due forme di l.a specie proiettive ad una terza sono pro­
iettive fra loro; cioè il prodotto di due proiettività è una 
proiettività.
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voriam o caratterizzare la p ro ie ttiv i partendo dalla 
proprietà che la definisce. Allora la questione essenziale che 
occorre risolvere è quella di vedere « quali condizioni de­
terminano una p ro ie ttiv i tra due forme di prima specie e 
come essa possa costruirsi ».

Essa viene risoluta dal seguente:
T e o r e m a  f o n d a m e n t a l e .  — Esiste una proiettività tra 

due forme di 1 .a specie in cui a tre elementi dell9 una cor- 
rispondono tre elementi dell altra.

Questa proiettività è unica e si può porre mediante un 
numero finito di proiezioni e sezioni.

La dimostrazione del teorema enunciato, che è fonda­
mentale nella teoria della proiettività, si fa seguendo V or­
dine di concetti che viene qui indicato, e che sarà svolto 
partitamente nei successivi §§ di questo capitolo.

1) . Date due forme di l.a specie u, u e fissate in esse due 
terne di elementi ABC, A'B'C', si possono riferire le m, u! 
mediante proiezioni e sezioni in guisa che ad A, B , C cor­
rispondano ordinatamente A', B’, C,

Esiste dunque (almeno) una proiettività tra u, u' in cui 
si corrispondono le terne fissate.

2) , Se tra u, u' esistessero due proiettività in cui ad 
A, B , C corrispondano rispettivamente A% B \ C\ si avrebbe 
su u una proiettività non identica, avente tre elementi 
uniti A, B, C.

3) . Se in una forma di l.a specie si ha una proiettività 
india quale tre elementi sono uniti, anche tutti gli elementi 
sono uniti (cioè la proiettività è identica). Questo terzo 
enunciato è la parte sostanziale del teorema sopra enun­
ciato; perciò ad esso soltanto si attribuisce più specialmente 
il nome di teorema fondamentale (di S t a u d t ) .

$ 22, — Per dimostrare la proprietà 1) possiamo sosti­
tuire alle date forme u, u' delle forme ad esse prospettive, 
perchè forme di l.a specie riferite mediante proiezioni c se-
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zioni ad una terza, risultano riferite tra loro mediante pro­
iezioni e sezioni. Se dunque una di esse (o ambedue) è un 
fascio di raggi o di piani, sostituiremo al fascio una pun­
teggiata sezione (prospettiva ad esso); se poi si avessero 
due punteggiate i\ v' incidenti o sovrapposte, potremo pro­
iettare una di esse, per es. r, da un asse (sghembo a v) 
sopra una retta sghemba a v\ Pertanto la dimostrazione 
dell’ enunciato 1, si riduce sempre a quella del seguente : 

Sieno date due rette sghembe a a' e su di esse rispetti­
vamente due terne di punti ABC, A'B’C'\ si può passare 
da a ad a! mediante proiezioni e sezioni in guisa che ad 
A, B, C corrispondano A’, B \ C.

Vediamo effettivamente che 
basta per ciò eseguire una 
sola proiezione di a sopra a! 
da un asse conveniente b ; 
invero è sufficiente a tal fine 
scegliere come asse b una 
delle infinite rette diverse da 
a, a!, die sono incidenti alle 
CC ( di queste rette ve n ètre rette sghembe AA\ BB\ 

una per ogni punto di A A'. Cfr. § 8).

§ 23. La proposizioni' 2) è subito stabilita. — Sieno in­
vero tu, t  due proiettività intercedenti tra u, u' nelle quali 
ai punti A , B, C di u corrispondano rispettivamente i punti 
A\ B \ C' di u \ allora possiamo considerare su u la proiet- 
u' tività t ~■1 7T nella ({naie si

corrispondono e 1 e m e liti 
(come X AV) che hanno 
su uf lo stesso omologo 
(A') Ì11 7T, T.

I I
A 1 Bf C X ’

I
A B C X  A/

Questa proiettività ha comi' elementi uniti d, B, C e non 
è identica se non è t: ^  t .



§ 24. Pertanto siamo, ridotti alla dimostrazione della pro­
posizione fondamentale 3). — Tale dimostrazione si compie 
stabilendo successivamente i seguenti punti salienti:

a) Se in una forma di l.a specie si ha una proiettività 
dotata di tre elementi uniti, ma non identica, esiste un se­
gmento della forma avente gli estremi M, N  uniti, entro cui 
non cadono altri clementi uniti.

b) Nell’ipotesi a) uno almeno dei tre elementi uniti 
dati deve essere esterno al detto segmento MNy e perciò il 
suo coniugato armonico rispettò ad ,1/, AT deve essere in­
terno al detto segmento ; questo elemento risulta così unito 
contro l’ ipotesi: l’ipotesi a) è dunque assurda, ciò che di­
mostra il teorema.

Svolgiamo successivamente nei suoi dettagli il ragiona­
mento indicato.

§ 25. Nella forma, di l.a specie u sia stabilita una proiet­
tività avente tre elementi Imiti .4, E, (\

Supponiamo clic essa non sia identica, ossia che esista 
in u un elemento P  non unito, avente quindi un corrispon­
dente P' diverso da P. Dico che :

Vi è su u un segmento M X  avente gli estremi uniti, 
(Mitro cui non cadono elementi uniti della corrispondenza.

Se, per fissare le idee, supponiamo clic P cada nel se­
gmento AB  non contenente C, Pr dovrà cadere nello stesso 
segmento perchè la coppia PC separando la AB, deve pur 
avvenire clic si separino le coppie omologhe PC, AB  (ossia 
deve avvenire clic- il segmento APE corrisponda a se stesso). 
Ancora per fissare le idee (indifferente, è ammettere l’ipo­
tesi opposta ) si supponga che P' consegua a P nell’ordino 
{ABC), cioè nel nostro segmento ordinato APE.

Riferiamoci ai segmenti contenuti in APE, che possiamo 
quindi indicare denotandone soltanto gli estremi. Abbiamo 
che agli elementi del segmento Pii corrispondono, nella 
data proiettività, quelli del segmento P’E interno ad esso
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( essendo il segmento APfì corrispondente a se stesso ) ; cioè
A N  P C P' AI B C mentre P  si muove descri-

—!------!-!--------!--------!-!---- !----— vendo il segmento PB, il
punto corrispondente si muove descrivendo, nello stesso 
senso, P'B. Dunque (§19) esiste in P'B  un primo elemento 
unito A.I (che può anche coincidere con B) tale che in PAI 
non cadono altri elementi uniti.

In modo analogo, ragionando sulla proiettività inversa 
della data (che ha i medesimi elementi uniti), si deduce 
resistenza di un elemento unito N  in PA (che può anche 
essere lo stesso A), tale che nel segmento PN non cadano 
altri elementi uniti della proiettività.

Si perviene così a stabilire l’esistenza d’un segmento 
AIN (contenente PPr e contenuto nel dato AB  cui non ap­
partiene C ), il quale ha per estremi due elementi uniti ed è 
tale che entro ad esso non vi sono elementi uniti.

La conclusione ottenuta è assurda, come afferma l’enun­
ciato b).

Infatti si consideri il coniugato armonico C" di C rispetto 
ad AI, iV. Poiché C, C' separano AI, X  (§ 12-15), C è interno 
al segmento AIN considerato, e perciò non dovrebbe essere 
unito; invece al gruppo armonico (AINCC) deve corrispon­
dere nella nostra proiettività (in cui AI, N, C sono uniti) un 
gruppo armonico (AINCC"), quindi C" quarto armonico 
dopo AINC coincide con C' (§ 12-15) ossia C' (elemento in­
telaio ad AIN) è unito.

Questo assurdo prova che non può sussistere l’ipotesi 
da cui siamo partiti, cioè non esiste nel dato segmento AB  
un elemento P  distinto dal corrispondente. Analogamente 
si prova che sono uniti tutti gli elementi del segmento BC 
non contenente A  c quelli del segmento CA non conte­
nente B. Così resta stabilito che sono uniti tutti gli elementi 
della forma u. Resta dunque stabilito il teorema fondamen­
tale enunciato nel § 21.

Os s e r v a z io n e . — L a  d im o s tr a z io n e  è e s s e n z ia lm e n te  fon -



data sul teorema del § 19, ed è mediante questo che com­
pare 1’ applicazione del postulato della continuità. È oppor­
tuno notare che interviene qui V applicazione di quel teo­
rema soltanto per il caso delle corrispondenze concordi 
(l.° caso), poiché, nella ipotesi della precedente dimostra­
zione, al segmento AB  (non contenente C) corrisponde il 
medesimo segmento ordinato AB  (che ha lo stesso senso 
di sé stesso ) e però la proiettività concorde.

(Il fatto che una corrispondenza ordinata avente due ele­
menti uniti, estremi di un segmento corrispondente a sé 
stesso, è necessariamente concorde, è già stato notato nel 
corollario del citato teorema, § 19).



CAPITOLO VL

Proiettività tra forme di l .a specie.

§ 26. R ette proiettive sghembe. — Abbiamo dimo­
strato che: « Esisto una proiettività tra duo forme di l.a 
specie, in cui si corrispondono due terne di elementi fissati 
in esse », ed abbiamo visto pure la possibilità di costruire 
la corrispondenza proiettiva mediante proiezioni e sezioni 
(ciò che giustifica il nome di proiettività).

Nasce ora il problema di assegnare nel modo più sem­
plice le effettive costruzioni della proiettività determinata 
tra due forme di l.a specie 11, uf da due terne fissate ABC, 
A'B'C , di elementi omologhi; proiettività che potrà indi-

(A B  C\ carsi con ^

In questo esame ci limitiamo a considerare la. proietti­
vità tra forme di l.a specie omonime; date due forme di l.a 
specie di nome diverso, si sostituirà air una di esse una sua 
proiezione o sezione, omonima a ir altra. Cominciamo dal- 
1’ esaminare la proiettività tra due rette punteggiate sghembe 
o tra due fasci di piani cogli assi sghembi; quindi parle­
remo della proiettività tra le forme di l.a specie contenute 
in una di 2.a specie, limitandoci a, considerare (quelle conte­
nute nel piano; e si emmeeranno per esercizio i teoremi 
correlativi (nello spazio) della geometria della stella. Nelle
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•costruzióni, eli cui andiamo a trattare, parlando di due 
forme, intendiamo clic esse sieno d is t in te  salvo esplicito 
•avviso. Enunciamo e dimostriamo accanto ad ogni teorerfia 
anche il correlativo, rispettivamente, nello spazio o nel 
piano, perchè importa che si acquisti familiarità colle co­
struzioni indicate.

Sussistono i seguenti teoremi correlativi nello spazio:
D ue p u n te g g ia te  sg h em b e  D ue f a s c i  d i  p i a n i  p r ò - 

p r o ie t t iv e , sono  p r o s p e tt iv e  ie t t i v i  co g li a s s i  sg h e m b i, so- 
( s e z io n i  d i  u n a  s tesso  fa s c io  no  p r o s p e t t iv i  ( p r o ie z io n i  d i
d i  p ia n i) .

Sieno u, u ' le due punteg­
giate; ed ABC, A ’B'C' due

u n a  s te ssa  p u n te g g ia ta ) .
Sieno u, u! i due fasci di 

piani ed aj3y, a'fs'f due terne
terne di punti omologhi ri- di piani omologhi rispettiva-
spettivamente su u, iC.

Costruiamo le tre rette
mente di a, u r. 

Costruiamo le tre rette
a — AA', b == BB\ c =  CC', 
congiungenti le tre coppie di 
punti omologhi, che risul­
tano sghembe. Esistono infi­
nite rette u" incidenti ad 
a, b, c, giacche per un punto 
di una di esse passa una ret­
ta incidente alle altre due (e 
alla prima). Considerando un 
fascio di piani avente per as­
se una tale retta u", le due 
punteggiate u, u’ risultano ri­
ferite prospettivamente come 
sezioni di questo fascio, in 
modo che le coppie AAr, 
BBr, CC', si corrispondono; 
perciò questa prospettività è 
la proiettività determinata tra

a =  aa\ b =  c =  yy', 
intersezioni delle tre coppie 
di piani omologhi, che risul­
tano sghembe. Esistono infi­
nite rette incidenti ad a, b, e, 
giacché in un piano per una 
di esse vi è una retta inci­
dente alle altre due ( e alla 
prima ). Considerando una 
punteggiata avente per so­
stegno una tale retta u”, i 
due fasci u, u r risultano rife­
riti prospettivamente come 
proiezione di questa punteg­
giata, in modo che le coppie 
aa', |3jS', yy' si corrispondono; 
perciò questa prospettività è 
la proiettività determinata tra

7
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UyU' dalla corrispondenza del- u, u' dalla corrispondenza del­
le due terne ABC, A'B'C. le due terne aj3y. a f'y ’.

' Così si ha la costruzio- Così si ha la costruzione 
nê  più semplice della prò- più semplice della proiettività 
iettività tra due punteggiate tra due fasci di’piani sghembi* 
sghembe.

(Questa è la costruzione già indicata nel § 22).
Osservaziqne l .a — Se le due rette sghembe punteg­

giate u, u' sono riferite proiettivamente ( e quindi prospetti­
vamente), risultano riferiti proiettivamente (e quindi pro­
spettivamente) anche i fasci di piani aventi per assi «, u% 
ove si considerino come omologhi i piani per u, iC che se­
gano punti omologhi rispettivamente su u', u. Sussiste cor­
relativamente da proprietà inversa.

Si hanno allora infinite rette cl incidenti ad u, u', cia­
scuna delle quali congiunge due punti omologhi D, D', di 
u, u', ed è sezione di due piani omologhi dei due fasci 
5 == u D', 8' == uf D. Queste infinite rette due a due sghembe 
generano una superfìcie rigata correlativa di se stessa.

Osservazione 2.a — La costruzione della proietti vità tra 
due punteggiate sghembe non è più applicabile se le due 
punteggiate sono incidenti e non può dirsi allora che le 
due punteggiate risultino sezioni di uno stesso fascio di 
piani, poiché, secondo le definizioni del capitolo l.°, dob­
biamo considerare come sezioni di un fascio di piani solo 
le punteggiate prospettive al fascio, non incidenti all’ asse 
del fascio; una retta incidente all’ asse d’ un fascio di piani 
incontra in uno stesso punto tutti i piani del fascio e non 
risulta riferita  prospettivamente al fascio secondo la defi­
nizione del § 15.

Si vede anzi che se due punteggiate u, ^' incidenti sono 
prospettive come sezioni di uno stesso fascio di piani (il cui 
asse 5 non deve essere incidente ad u, u f  esse saranno pure 
sezioni di uno stesso fascio di raggi, cioè del fascio (di 
centro a s )  sezione del piano a =  u u'.
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Viceversa due punteggiate (incidenti) prospettive e sezioni 
di uno stesso fascio di raggi, sono sezioni di uno stesso 
lascio di piani, proiezione del fascio di raggi.

Valgono le avvertenze correlative pei fasci di piani.

§ 27. Forme prospettive nel piano. — Secondo 1’ os­
servazione 2.a del procedente §, la questione di decidere se 
due punteggiate incidenti (distinte) sieno prospettive, si ri­
conduce sempre alla questione di geometria piana, di esa­
minare se esse sono sezioni di uno stesso fascio di raggi 
(nel piano delle due rette).

Sussistono i seguenti teoremi correlativi nel piano:

Nel piano

la  c o n d iz io n e  n e c e s sa r ia  e 
s u ff ic ie n te  p e r c h è  d u e  p u n ­
teg g ia te  p r o ie t t iv e  ( d i s t in te ) 
s ie n o  p r o s p e tt iv e  è che il p u n ­
to c o m u n e  a lle  d u e  p u n te g ­
g ia te  s ia  u n  p u n to  u n ito .

In primo luogo, se le pun­
teggiate u, t i  sono prospet­
tive (nel piano), e però se­
zioni di un fascio di raggi di 
centro U  ( fuori di u, i i \  ogni

la  c o n d iz io n e  n e c e s sa r ia  e 
s u ff ic ie n te  p e rch è  d u e  f a s c i  
d i  ra g g i p r o ie t t iv i  ( d is t in t i )  
s ien o  p r o s p e t t iv i  è che il  ra g ­
g io  co m u n e  a i  d u e  f a s c i  s ia  
u n  ra g g io  u n ito .

In primo luogo, se i due1 
fasci di raggi U, U' sono pro­
spettivi, e però proiezioni di 
una stessa punteggiata di a s-. 
se u ( non appartenente ad
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punto A  di u si proietta da 
U su u' nel suo omologo A ', 
e quindi l’ omologo C del 
punto C =  u iï, comune alle 
due punteggiate, coincide con 
C(C =  C). Così è stabilita la 
prima parte del teorema.

Per stabilire l’ inversa, si 
osservi che, se le punteggia­
te u, u' sono proiettive ed il 
loro punto comune C (con­
siderato su u) coincide col- 
l’omologo C  ( su u' ), cioè 
C =  C', la proiettività tra 
u, u si può riguardare come 
determinata dalla corrispon­
denza delle due terne di punti 
omologhi ABC ed A'B'C'.

Ora le rette AA \ BB' de­
terminano un punto Z7, e le

U Ur ), ogni raggio a di U 
vien segato con u in un punto 
la cui proiezione dal centro 
U' del fascio Uf è 1’ omologo 
a e quindi P omologo d  del 
raggio c =  Z7Z7', comune ai 
due fasci coincide con c 
(-c =  c'). Così è stabilita la pri­
ma parte del teorema.

Per stabilire V inversa, si 
osservi che, se i fasci di rag ­
gi UU sono proiettivi ed il 
loro raggio comune c (con­
siderato in U) coincide col- 
P omologo d  (in U' ), cioè 
c — c\ la proiettività tra £7, U  
si può riguardare come deter­
minata dalla corrispondenza 
delle due terme di raggi omo­
loghi abc ed ci'b’d.

Ora i punti cta\ bb' deter­
minano una retta u, ed Z7, U'

u, u' vengono riferite pro­
spettivamente come sezioni 
del fascio di raggi di centro 
U, in modo che ai punti A , 
B, C di u corrispondono ri­
spettivamente su u’ i punti 
A ’, B \ C =  C; questa pro­
spettività non differisce dun­
que dalla data proiettività 
(A B C \
XA'B'Cy

vengono riferiti prospettiva- 
mente come proiezioni della 
punteggiata di sostegno u, 
in modo che ai raggi a, 6, c
di U corrispondono rispet­
tivamente in U' i raggi a', 
b\ d  E= c; questa prospettività 
non differisce dunque dalla

data proiettività

O s s e r v a z io n e .  — I teoremi precedenti forniscono la più 
semplice costruzione della proiettività tra due rette o due
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fasci di raggi di un piano, aventi V elemento comune 
unito.

Risulta da precedente teorema a sinistra, che d u e  p u n ­
teg g ia te  in c id e n t i  p r o ie t t iv e  u, u' n o n  sono  in  g e n e ra le  
p r o s p e t t iv e , perchè si può fissare che al punto C =  u, u ' 
considerato come appartenente ad u, debba corrispondere 
su u f un punto C" diverso da C, e resta ancora la scelta 
arbitraria di due coppie di elementi omologhi per determi­
nare la proiettività tra u, u \

Similmente non sono in generale prospettivi due fasci 
di raggi proiettivi di un piano. Si può anche vedere ana­
logamente che anche due fasci di raggi proiettivi appar­
tenenti a piani diversi non sono in generale prospettivi: la 
condizione perchè ciò avvenga, ove il centro di un fascio 
non appartenga al piano dell’ altro, è che i due fasci 
siano insieme proiezioni della stessa retta comune ai loro 
piani e sezioni del fascio di piani avente per asse la con­
giungente i loro centri; uno di questi fatti porta di conse­
guenza 1’ altro.

§ 28. Forme proiettive nel piano. — Sussistono i se­
guenti teoremi correlativi nella geometria piana:

Nel piano

p r o ie t ta n d o  d u e  p u n te g g ia te  
p r o ie t t iv e  d i s t in te  u, u', r i ­
s p e tt iv a m e n te  d a  d u e  p u n t i  
f u o r i  d i  e sse , a p p a r te n e n t i  
a lla  r e tta  che n e  c o n g iu n g e  
d u e  p u n t i  o m o lo g h i (a m b e ­
d u e  d iv e r s i  d a l  p u n to  u u'), 
s i  o tte n g o n o  d u e  f a s c i  d i  
ra g g i p r o s p e t t iv i  ; e s is te  q u in ­
d i u n a  r e tta  (se z io n e  co m u n e

se g a n d o  d u e  f a s c i  d i  ra g g i  
p r o ie t t i v i  d i s t in t i  U, U' r i ­
s p e tt iv a m e n te  con  d u e  r e tte  
f u o r i  d i  e s s i, p a s s a n t i  p e r  
il  p u n to  d ' in te r s e z io n e  d i  
d u e  ra g g i o m o lo g h i (a m b e ­
d u e  d iv e r s i  d a l  ra g g io  co­
m u n e  UU'), s i  o tten g o n o  d u e  
p u n te g g ia te  p r o s p e tt iv e ;  e s i­
s te  (quindi u n  fa s c io  d i  r a g g i
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d e i  d u e  f a s c i )  p r o s p e t t iv a  
a lle  u, u'.

Sieno A A B B , CC tre 
coppie di punti omologhi nel­
le punteggiate u, u'] una al­
meno di queste coppie, ad 
esempio AA', non contiene 
il punto uu', e quindi sulla 
retta AA' (distinta da u, u') 
possono scegliersi due punti 
S, S ' rispettivamente fuori di

u, u'. Proiettando da S, S' ri­
spettivamente u, u\ si hanno 
due fasci di raggi proiettivi 
aventi come unito il raggio 
SS' e però prospettivi (§ 27): 
la sezione comune dei due 
fasci è la retta u,r == B"C" de­
terminata dai punti S B . S 'B  
e SO . S'C\ La u" risulta pro­
spettiva alle u, u\ e quindi 
si costruisce 1’ omologo di 
un punto D  su u ( nella data

(p ro ie z io n e  co m u n e  d e lle  d u e  
p u n te g g ia te )  p ro sp e ttiv o  a d  
U, U'. .

Sieno aa', b b \ c d  tre cop­
pie di raggi omologhi nei 
fasci di raggi U, U ’: una al­
meno di queste coppie, ad 
esempio aa', non contiene il 
raggio UU', e quindi pel pun­
to a a 1 (distinto da U, ZT) 
possono scegliersi due rette 
s, s', rispettivamente non ap­

partenenti ad U, U . Segando 
con s, s r rispettivamente U, 
U \ si hanno due punteggiate 
proiettive aventi come unito 
il punto ss ' e però prospet­
tive ( § 27 ) : la proiezione co­
mune delle due punteggiate 
è il fascio di raggi di cen­
tro U" == //' e", determinato 
dai raggi congiungenti i punti 
sb  . s'b ' e se  . s 'c \  Il fascio U" 
risulta prospettivo ad U, Ur
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proiettività tra u, u ' ) proiet­
tandolo da S  su u " in D " e 
quindi proiettando D" da S ' 
su u \  nel punto D'.

La condizione perchè le 
g, u' sieno prospettive (data 
nel § 27) si riduce al fatto 
che la u" passi pel punto 
u u \  ciò che in generale non 
avviene.

Osservazione l .a — Le cose dette permettono la costru­
zione più generale della proiettività tra forme di l . a specie 
nel piano.

e quindi si costruisce l’omo­
logo di un raggio d  di U  
( nella data proiettività tra 
Z7, 77') segando d con s, pro­
iettando il punto ds me­
diante il raggio d" da 77'' su 
s ', e quindi proiettando. da 
77' il punto d "  s- secondo.il 
raggio d'.

L av condizione perchè 77, 
U' sieno prospettivi ( § 27 ) si 
riduce al fatto che il centro 
U" del fascio 77", appartenga 
al raggio UU\ ciò che in ge­
nerale non avviene.

Conviene nel caso a sini­
stra di prendere come punto 
S il punto A ' e come punto 
S’ il punto A: la retta u" co­
struita in tale ipotesi si dice 
asse  d i  coll in e a z  io n e  della 
proiettività tra u ed u r.

. L  asse  d i  c o llin e a z io n e  è 
in d ip e n d e n te  d a lla  copp ia  
d i  e le m e n ti  c o r r is p o n d e n ti  
A, A' che s i  sce lg o n o  p e r  co­
s tr u ir lo .

Conviene nel caso a de­
stra di prendere s. == a' ed 
s' =  a : il punto 77" costruito 
in tale ipotesi si dice, c e n tro  
d i  c o llin e a z io n e  della proie.t- 
tività tra i due fasci U lT .

I l  c e n tro  d i  c o llin e a z io n e  
è in d ip e n d e n te  d a lla  copp ia  
d i  e le m e n ti  c o r r is p o n d e n ti  
a, a' che s i  sce lg o n o  p e r  co­
s tr u ir lo .

Infatti, riferendoci al caso a sinistra ed escludendo dap­
prima la prospettività, la proposizione segue dall’ osservare 
che i punti in cui l’asse di collineazione sega u ed u' sono 
i corrispondenti del punto comune alle due punteggiate, e 
riescono quindi indipendenti dalla coppia AA! scelta.
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Se poi le due rette u ed u' sono prospettive, (sicché 
F asse di collineazione sega u, u' nello stesso punto ad esse 
comune), si vede subito dalla figura, che l’asse di collinea-

nel caso a sinistra, infinite rette come A A \ BBr, CO, ecc.,. 
congiungenti due punti omologhi di u, u', F insieme delle 
quali costituisce un inviluppo. Se u, u' non sono prospettive,, 
non avviene mai che più di due rette siffatte passino per un 
punto, altrimenti questo risulterebbe il centro di un fascio- 
proiezione comune di u, u'.

In modo correlativo se U, U' non sono prospettivi il luogo 
dei punti comuni ai raggi corrispondenti, F insieme dei quali 
costituisce una linea, non può avere più di due punti co­
muni con una qualunque retta del piano.

§ 29. * Punteggiate simili e fasci di raggi uguali. —
Si abbiano in un piano due punteggiate proiettive proprie 
u, u . Movendo una di esse, le due punteggiate rimangono 
proiettive (poiché, cfr. § 17, ogni gruppo armonico si conserva 
sempre tale nel movimento ) ; ma se u, u! sono prospettive,, 
esse non si conservano prospettive dopo il movimento.

Supposto ora che si abbiano due punteggiate proprie 
proiettive, non prospettive, u, u', tali che ad un punto A  di 
u corrisponda in u' un punto A', moviamo u' in guisa che 
assuma una posizione distinta da u, sovrapponendo A' ad A; 
dopo ciò (§ 27) le u, u' divengono prospettive.

Analogamente si dica per due fasci propri U, U \  
Dunque :

In  un piano, due form e di l i  specie proprie proiettive

C

zione è il quarto armonico, ri­
spetto ad u ed uf del raggio pro­
iettante C =  uu' dal centro di 
prospettività; e perciò esso anche 
in questo caso riesce indipendente 
dalla coppia A A \ * .

Osservazione 2.a — Abbiamo



— 105 —

p o sso n o , col m o v im e n to  d i  u n a  d i  esse , p o r s i  in  p o s iz io n e  
p r o s p e t t iv a ,

Notando che nel movimento non vengono alterate le 
relazioni metriche fra i segmenti e gli angoli corrispon­
denti di due forme di l.a specie proiettive, applichiamo 
F enunciato principio al caso di due punteggiate proiettive 
(proprie) u, u ', in cui si corrispondono i punti all’ infinito* 
Moviamo dunque u f portandola ad essere parallela ad u ; 
allora le u, u' divengono prospettive, sezioni parallele d’uno 
stesso fascio di raggi; perciò si vede che in esse i l  r a p ­
p o r to  d i  d u e  s e g m e n ti  f i n i t i  c o r r is p o n d e n ti  è c o s ta n te  
(nella figura, dove O =  A A  . B B  è un punto proprio, 
si ha:

A B    B O    B C    CO CD .
A B  B O  B C  ~  C O  =  C D ”

se O fosse improprio risul­
terebbe A B  =  A B ' , ece....).
Per la nominata proprietà le 
u, u ’ si dicono s im i l i .

Viceversa, se due punteg­
giate (proprie) sono riferite 
in modo, che ad ogni seg­
mento finito dell’ una corri­
spondenza un segmento fi­
nito nell’ altra, che stia col primo in un dato rapporto, cioè 
se due punteggiate sono simili, i punti all’infinito di esse 
si corrispondono e, portando 1’ una parallela all’ altra, le due 
punteggiate divengono prospettive. •

Si ha dunque il teorema:
D ue p u n te g g ia te  p r o ie t t iv e  p r o p r ie , in  cu i s i  c o r r isp o n ­

d o n o  i p u n t i  alC in f in i to , sono  .s im il i ;  e v ic e v e rsa  se d u e  
p u n te g g ia te  sono  s im il i , esse sono  p r o ie t t iv e  coi p u n t i  alV in ­
f in ito  c o r r is p o n d e n t i .

Segue di qui che: la similitudine fra due punteggiate

w
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( proprie ) riesce determinata da due coppie di punti omo­
loghi, date ad arbitrio.

Due fasci impropri proiettivi di raggi (in piani propri) 
si dicono simili, se sono simili le punteggiate proiettive 
loro sezioni.

Due fasci impropri proiettivi cV un piano proprio sono, 
simili, se hanno il raggio alV infinito unito, cioè se sono 
prospettivi, e viceversa.

Un caso particolare della similitudine fra due punteg­
giate (o due fasci impropri) è V uguaglianza o congruenzay 
che si ha quando i segmenti finitilo le distanze fra le coppie 
di rette parallele) corrispondenti sono uguali.

Riferendoci a due punteggiate congruenti, si può sempre 
muovere una delle due punteggiate, sovrapponendola al- ^

T altra, in guisa che coincidano 
tutti i punti corrispondenti: se 
infatti si muove F una di esse 
u\ portando due suoi punti pro­
pri A', B' sui corrispondenti .4,
B di u, resterà determinata su 
u la proiettività identica, pèrche 

A, B e il punto ■■ all’ infinito risulteranno uniti. Il risultato 
analogo vale per i fasci impropri uguali.

'Due fasci propri di raggi diconsi uguali o congruenti se 
sono riferiti in modo che ad un angolo dell’uno corri­
sponda un angolo uguale dell’ altro. Allora i raggi corri­
spondenti possono sovrapporsi col movimento (generatore 
della congruenza) clic sovrappone due angoli uguali corri­
spondenti dei due fasci; perciò la congruenza fra i due fasci 
è una proiettività.

Si ha il teorema :
: Dati due fasci (propri) di raggi, e fìssati in essi rispet­
tivamente i raggi a, a\ si possono porre tra i fasci stessi 
due congruenze in cui a, a' si corrispondono / infatti vi 
sono due modi di sovrapporre col movimento il primo
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fascio al secondo, in guisa che a venga a coincidere con 
cer, F un modo differendo dall’ altro per un ribaltamento in­
torno ad al. Resta poi determinata una congruenza tra i 
due fakci, se ad un altro raggio b del primo, che non sia 
ortogonale ad a, si fa corrispondere nel secondo un raggio 
b, tale che a'bf =  ab.

Bue fasci di raggi proiettivi propri sono congruenti, 
se a due coppie di raggi ortogonali ab, cd dell3 uno, cor­
rispondono due coppie di raggi ortogonali a'b', c'd' del­
ti altro.

Per dimostrarlo si pongano col movimento i due fasci 
in posizione prospettiva col raggio unito a =  a' e sieno 
Z7, ZT i due centri (distinti) di 
essi, e si supponga dapprima che 
F asse di prospettività u sia pro­
prio. Questo asse sarà parallelo 
ai raggi b, b' ossia ortogonale 
ad a. Se un suo segmento viene 
proiettato ugualmente secondo 
un angolo retto da U, U\ la u è 
equidistante da b, b', poiché il 
diametro M X  del cerchio MN 
UUf, essendo perpendicolare alla corda UU\ la divide per. 
metà. Segue da ciò che (nel dettò caso) ad ogni angolo com­
preso fra due raggi di U corrisponde un angolo uguale for­
mato dai raggi corrispondenti del fascio U'.

Se poi l’ asse di prospettività u è la retta impropria, duo 
angoli corrispondenti in £7, U' hanno i lati paralleli, e però 
sono uguali, c. d. d.

Due punteggiate improprie che si pensino riferite corno 
sezioni di due fasci propri di raggi, congruenti, si diranno 
pure congruenti o uguali. Esse vengono proiettate da due 
punti propri qualunque, secondo fasci congruenti.

Due punteggiate improprie congruenti possono sovrap­
porsi facendo coincidere i punti omologhi, sovrapponendo
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col movimento un piano proprio contenente V una ad un 
piano proprio contenente V altra.

O s s e r v a z io n e .  Anche pei fasci propri di piani e pei 
fasci di raggi del piano improprio si può stabilire la no­
zione di congruenza che dà luogo a teoremi analoghi a quelli 
posti innanzi.

§ 30. Forme proiettive sovrapposte. — In ciò che pre­
cede è stata esclusa la considerazione di forme (punteg­
giate o fasci di raggi) sovrapposte. Per tali forme la co­
struzione della proiettività si riconduce ai casi precedenti 
(§28) osservando che:

Nel piano

proiettando due punteggiate 
proiettive sovrapposte u, u' 
rispettivamente da due punti 
(distinti) S, S \  posti fuori 
del loro comune sostegno, si 
ottengono due fasci di raggi 
proiettivi ( distinti ).

In particolare se sulla u 
( =  u' ) esiste un punto unito 
A  =  A' si possono prendere 
S , Sf sopra una retta per A  
( fuori di u ) ; allora i due fasci 
proiettanti risultano prospet­
tivi, cioè le u, u! sono pro­
spettive alla u" sezione co­
mune dei due fasci.

Un ulteriore punto unito 
su u, oltre A , deve apparte-

segando due fasci di raggi 
proiettivi sovrapposti ( cioè 
concentrici) rispettivamente 
con due rette (distinte) s, s\ 
non appartenenti al loro co­
mune centro, si ottengono 
due punteggiate proiettive (di­
stinte).

In particolare se in U 
( == Uf ) esiste una retta unita 
a =  a' si possono prendere 
s, s' per un punto di a (fuori 
del centro U): allora le due 
punteggiate risultano prospet­
tive, cioè i fasci U, U' sono 
prospettivi al fascio U" pro­
iezione comune delle due pun­
teggiate.

Un ulteriore raggio unito 
di U, oltre a, deve apparte-
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nere ad u" ed essere quindi nere ad U" ed essere quindi 
il punto D == D' sezione di il raggio cl == d' comune ad 
ti, u"; viceversa questo punto U, U"\ viceversa questo rag-

D == iiu” risulta unito per la 
data proiettività tra u, u\ on­
de questa avendo già un 
punto unito A, ammette ge­
neralmente un secondo punto 
unito D, che però eventual­
mente può coincidere con A.

Se sulla u — uf sono dati 
i due punti uniti A  — A', 
D =  D’ e la coppia di punti 
omologhi B B \  la proiettività 
si può costruire presi S, S' 
come nel caso generale, so­
pra una retta per A . Basta 
infatti determinare la retta 
u" col congiungere il punto 
D ed il punto d’ intersezione 
dei raggi S B , S 'B \  giacché

v=v'

gio d =  UU” risulta unito 
per la data proiettività tra 
U, U', onde questa, avendo 
già un raggio unito a, am­
mette generalmente un se­
condo rcujfjio unito d, che 
però eventualmente potrà co­
incidere con a.

Se in U, IT sono dati i due 
raggi uniti a =  a’, d =  d ’ e 
la coppia di raggi omologhi 
bb\ la proiettività si può co­
struire prese le s, s\ come 
nel caso generale, passanti 
per un punto di a. Basta in­
vero determinare il punto U" 
col segare la retta d colla con­
giungente i punti sb, s’b', per­
chè risulti fissata la prospet-
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cosi risulta fissata la pro­
spettività tra i fasci di cen­
tro S , S ' e quindi la proietti- 
vita su u.

La costruzione indicata va­
le anche se si vuole che il 
2° punto unito D coincida 
con A , giacché la condizione 
perchè questo accada è che 
P asse di prospettività u" pas­
si per A  — D , ed allora es­
so risulta determinato come 
congiungente di A  col punto

tività tra le due punteggiate 
s, s' e quindi la proiettività 
in U.

La costruzione indicata 
vale anche se si vuole che il 
2.° raggio unito/ d  coincida 
con d, giacché la condizione 
perchè questo avvenga è che 
il centro di prospettività U" 
giaccia su a =  cl, ed allora 
esso risulta determinato co­
me sezione di a col raggio

S B . S 'B \  - ,
Si ottiene ,così sulla u una 

proiettività avente i due pun­
ti finiti coincidenti in A  ed 
una data coppia di punti omo­
loghi B B \  e questa proietti­
vità risulta così determinata, 
perché è determinata la pro­
spettività tra i fasci proiezioni 
di u  dai centri .S, S \

sò  . s'ò'.
Si ottiene così in U  una 

proiettività avente i due rag­
gi uniti coincidenti con a  ed 
una data coppia di raggi omo­
loghi bb‘, e questa proietti­
vità risulta così determinata 
perchè è determinata la pro­
spettività tra le punteggiate 
sezioni di U  con s , s'.

Gli ultimi risultati ottenuti (clic si estendono per dualità 
anche al fascio di piani) permettono di affermare che:

I n  u n a  fo r m a  d i  l i  sp ec ie  v i  è una p r o ie t t iv i tà  d e te r ­

m in a ta a v e n te  d u e  d a t i  e le m e n ti  u n i t i  A, D, d i ­

s t i n t i  o c o in c id e n t i , e d o ve  s i  c o r r isp o n d a n o  d u e  a l tr i  e le ­
m e n t i  a s s e g n a ti  B , B',

Questo enunciato racchiude in parte un corollario del 
teorema fondamentale (del § 21), ma dà qualche cosa di 
nuovo, pel caso in cui i due elementi, che vengono asse­
gnati come elementi uniti della proiettività, coincidono in 
uno solo. ,
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§ 31. Elementi uniti di una proiettività tra forme 

di l.a specie sovrapposte. — Abbiamo veduto* come in 
una forma di l.a specie u si possa costruire una proietti- 
vita, dati due elementi uniti, distinti o coincidenti, ed una 
coppia di elementi omologhi ; se anche questa coppia di ele­
menti omologhi è costituita da elementi coincidenti, la pro­
iettività è identica.

Si hanno pure esempi di proiettività, in una forma di
l .a specie u, prive di elementi uniti. Basta per esempio pen­
sare alla proiettività che nasce sulla u tra i coniugati armo­
nici di uno stesso elemento rispetto a due coppie A B , CD 
che si separano. Invero questa proiettività ( che è stata con­
siderata nel § 20 nella opposta ipotesi che le A B , CD non 
si separassero) è certo priva di elementi uniti, perchè un 
elemento unito di essa, insieme al suo coniugato armonico 
comune rispetto ad A B , CD, fornirebbe una coppia sepa­
rante armonicamente le date A B , CD, il che è assurdo se 
queste si separano (1. c.).

Riassumiamo le cose dette nel seguente enunciato:
D a ta  in  u n a  f o r m a  eli Aa sp ec ie  u n a  p r o ie t t iv i tà  n o n  

id e n t ic a , sono  p o s s ib i l i  tr e  c a s i:
1. ° es is to n o  d u e  e le m e n ti  u n i t i  ( d i s t in t i ) ;  allora la 

proiettività dicesi ip e rb o lic a ;
2. ° es is te  u n  e le m en to  u n ito  (o vvero  d u e  c o in c id e n ti) ;  

allora la proiettività dicesi p a r a b o lic a ;
3. ° n o n  e s is te  e d a m  e le m en to  u n i to ;  allora la proiet­

tività dicesi e ll i t t ic a .
Abbiamo visto (§20)  che la proiettività fra due forme 

di l.a specie è una corrispondenza ordinata, vale a dire che, 
mentre un elemento si muove descrivendo una forma, il 
corrispondente si muove descrivendo V altra.

Trattandosi di forme di l .a specie sovrapposte, il movi­
mento di due elementi corrispondenti potrà avvenire nello 
stesso senso o in senso opposto; la proiettività è c o n c o rd e  
nel l.° caso, d isc o rd e  nel 2.° (§ 19).
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Se in una forma di l.a specie si ha una proiettività di­
scorde, mi elemento che si muove descrivendo la forma 
incontra due volte il corrispondente. Questo fatto di natura 
intuitiva si può dedurre dal postulato della continuità, 
come nel § 19. Ora data in una forma di l.a specie una 
proiettività parabolica o ellittica, si potrà dire che essa deve 
essere concorde, che dall’ipotesi opposta seguirebbe re s i­
stenza di due elementi uniti (distinti), ossia seguirebbe che 
la proiettività è iperbolica. Non si può dire però, viceversa, 
che una proiettività iperbolica debba essere discorde. Per 
convincersene basta fare la seguente osservazione : Si prenda 

M  jl £  una retta u e su di essa
-------!------- !------- !------- !-------- quattro punti M , N , A , A \

M  A  A ' N  Esiste una proiettività su u
--------------- -------- -------- ---------  dove M , N  sono uniti e ad
A  corrisponde A \

Ora, mentre un punto descrive il seguente ordinato 
M A N  il corrispondente in questa proiettività descrive il se­
guente M A N )  questo ha senso opposto a M A N  se A , A r se­
parano M , N , e però in tal caso la proiettività posta su u 
è  discorde; al contrario se A , A ' n o n  separano M , N , i se­
gmenti M A N  ed M A 'N  hanno lo stesso senso, e la proiet­
tività è concorde. Si vede anche che nel l.° caso sempre 
una coppia di elementi omologhi separa M y N , nel 2.° 
mai (§ 19).

Si possono riassumere le cose dette enunciando il teo­
rema :

I n  u n a  f o r m a  d i  l i  sp e c ie :
l i  o g n i p r o ie t t i v i tà  d is c o r d e  è ip e rb o lic a ;
2 1  o g n i p r o ie t t i v i tà  p a r a b o lic a  o d  e l l i t t ic a  è con  

c o r d e ;
S I  u n a  p r o ie t t i v i tà  ip e rb o lic a  è d is c o r d e  o c o n c o rd e , 

se co n d o c h è  d u e  e le m e n ti  o m o lo g h i in  essa  se p a ra n o  o no  
g l i  e le m e n ti  u n i t i  (il che avviene ugualmente per tutte le 
coppie di elementi omologhi).
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O s s e r v a z io n e .  — Si noti che il prodotto di due proietti- 
vita in una forma di l.a specie è concorde o discorde, se- 
condoehè queste sono ambedue concordi o discordi, oppure 
T una concorde e V altra discorde.

§ 32.* Congruenza diretta e inversa tra punteggiate  
sovrapposte e fasci propri di un piano. — Una s im i l i ­
tu d in e  (§ 29) sopra una retta propria si dice d ir e t ta  o in ­
v e r s a , secondochè è concorde o discorde. Una similitudine 
sulla retta ha sempre il punto all’ infinito come punto unito 
e però è iperbolica o parabolica; in questo ultimo caso è 
certo diretta; dico che essa è allora una u g u a g lia n za  o 
c o n g ru e n za  d ir e t ta . Per dimostrarlo basta notare che uno 
strisciamento della retta su sò stessa, che porti un punto 
A in un dato punto A\ genera 4  jp
effettivamente una congruenza ---------- 1-------------- !---------
diretta, cioè una proiettività parabolica che non ha altro 
punto unito clic il punto all’ infinito ( perchè nessun altro 
punto resta fermo); d’altra parte vi è sulla retta una sola 
proiettività parabolica, che ha il punto all’ infinito come 
punto unito e clic fa corrispondere ad A, A '; dunque la si­
militudine parabolica supposta data sulla nostra retta equi­
vale proprio alla congruenza diretta generata dallo striscia­
mento nominato.

Si può quindi affermare:
U na c o n g ru e n za  d ir e t ta , so p ra  u n a  re tta  p r o p r ia , s i  

p u ò  d e f in ir e  com e u n a  p r o ie t t iv i tà  p a ra b o lic a  col p u n to  
u n ito  alV  in f in i to .

O s s e r v a z io n e .  — In conseguenza il postulato metrico 
del movimento della retta su sò stessa appare come un 
corollario del teorema fondamentale della proiettività.

In una congruenza inversa, sopra una retta, vi sono due
punti uniti, uno dei quali è il punto improprio e 1’ altro un
punto proprio 0. Ora due punti omologhi dovranno distare
ugualmente da 0, e (stante il senso discorde della cor-

8
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rispondenza) cadere da parte opposta di O. Per conse­
guenza:

U na c o n g ru e n za  in v e r sa , so p ra  u n a  re tta  p r o p r ia , eq u i­
va le  a d  u n a  s im m e tr ia  r isp e tto  a l p u n to  u n ito  p r o p r io .

O s s e r v a z io n e .  — La congruenza diretta su una punteg­
giata si genera col movimento della retta, su sè stessa, ca­
pace di sovrapporre due punti corrispondenti. La congru­
enza inversa si genera invece con un ribaltamento della 
retta attorno al punto unito proprio.

Anche per le punteggiate improprie, sovrapposte, vi 6 
luogo a distinguere una c o n g ru e n za  d ir e t ta  (concorde) ed 
una c o n g ru e n za  in v e r s a  (discorde). Tenendo presente il 
significato intuitivo della disposizione circolare naturale 
di una retta impropria (§ 6), possiamo dire che un movi­
mento di un piano su se stesso (strisciamento) non altera 
il senso di una terna di direzioni, e perciò genera sulla- 
retta all’ infinito una congruenza diretta; un ribaltamento 
del piano attorno ad una retta (propria) genera sulla retta 
impropria una congruenza inversa.

La considerazione della congruenza, determinata sulla 
retta all7 infinito da due fasci propri congruenti di un piano, 
permette di distingere la c o n g ru e n za  d ir e t ta  e d  in v e r s a  d i  
d u e  f a s c i  p r o p r i  g ia c e n t i  in  u n  p ia n o .

Sieno dati in un piano due fasci (propri) congruenti U, U' 
e sieno a b , a 'b ’ due angoli corrispondenti (uguali) non or­
togonali, mercè i quali la congruenza stessa risulta deter­
minata (§ 29). Moviamo nel piano il fascio U % sovrapponen­
dolo ad U, in guisa che a' coincida con a \ questo movi­
mento riesce così definito (a meno di rotazioni di due angoli 
retti, da cui si può prescindere ). Esso porta U a coincidere 
con b, oppure ad assumere la posizione b" simmetrica di 
b rispetto ad a .

Nel primo, caso, considerando, p. e., il raggio c di U  or­
togonale ad a , si vede che la terna di direzioni abe  ha lo 
stesso senso della terna di direzioni a U d  costituita dai raggi
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omologhi del fascio U' vale a dire la congruenza tra U, U’ 
è diretta; invece nel secondo caso le dette terne hanno 
senso opposto, ossia la 
congruenza tra U, U' è J 
inversa. Ora si vede ancora 
che nel primo caso la no- -  
minata congruenza viene 
generata dal movimento 
effettuato n e l  p ia n o  che 
sovrappone U' ad U por­
tando a ' su a) nel secondo 
caso occorre eseguire, dopo 
questo movimento, anche 
un ribaltamento del piano attorno ad a.

Tanto che si può concludere:
D ue f a s c i  ( p r o p r i )  c o n g ru e n ti  d i  u n  p ia n o  sono  co n ­

g r u e n t i  d ir e t ta m e n te  o in v e r s a m e n te , seco n d o ch è  i ra g g i  
o m o lo g h i d i  e ssi p o sso n o  f a r s i  c o in c id e re  solo con  u n  m o ­
v im e n to  d e l p ia n o  su  se s te sso , o con  u n  ta le  m o v im e n to  
c o n g iu n to  a d  u n  r ib a lta m e n to  d e l p ia n o .

Abbiamo veduto (§ 29) che, dati due fasci propri di raggi 
e fissata una coppia di raggi corrispondenti restano deter- 

% minate tra i fasci stessi d u e  congruenze; ora si può anche 
aggiungere che, se i fasci stanno in un piano, u n a  d e lle  
n o m in a te  c o n g ru e n ze  è d ir e t ta  e V a l tr a  in v e r s a .

Osservazione. — Se due fasci di raggi congruenti, di un 
piano, sono prospettivi, essi risultano riferiti per parallelismo 
di elementi, allorché la congruenza è diretta; oppure sono 
proiezioni della retta che biseca ortogonalmente il segmento 
congiungente i centri dei fasci, allorché la congruenza é 
inversa.

Come caso particolare della congruenza tra due fasci di 
un piano, si ha la congruenza tra due fasci di raggi sovrap­
posti, ossia in un fascio. Qui non occorre più la considera-
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zione della retta impropria, per stabilire la distinzione fra 
congruenza diretta ed inversa.

U na  c o n g ru e n za  d ir e t ta  in  u n  fa s c io  ( p r o p r io  )  d i  r a g g i  
eq u iva le  a d  u n a  r o ta z io n e , d i  u n  certo  a n g o lo , d e l fa s c io  
su  sè stesso  : infatti essa può venir generata dalla rotazione 
che sovrappone un raggio al corrispondente. Segue di qui 
che u n a  ta le  c o n g ru e n za  è se m p re  e ll it t ic a .

In una congruenza inversa, certo iperbolica, gli angoli 
formati dai raggi omologhi con un raggio unito debbono 
essere uguali, e da parte opposta di esso (appunto perchè 
il senso della corrispondenza è discorde ). Si deduce che:

U n a  c o n g ru e n za  in v e r s a , in  u n  fa s c io  p r o p r io  d i  r a g g i , 
p u ò  essere  g e n e ra ta  col r ib a lta m e n to  d e l p ia n o  d e l fa s c io  
a tto rn o  a  c ia scuno  dei ra g g i u n i t i , ossia  eq u iva le  a d  u n a  + 
s im m e tr ia  r isp e tto  a c ia sc u n  u n ito .

Segue che:
L a  congruenza , in v e r sa : a m m e tte  d u e  ra g g i u n i t i  ortog­

o n a li, bisettori degli angoli delle rette corrispondenti.
Le proposizioni precedenti possono ora riportarsi, per 

sezione, alla retta impropria del piano del fascio considerato.
Si avrà dunque:

S o p ra  u n a  re tta : im p r o p r ia , o g n i c o n g r u e n z a  d ir e t ta  è 
e llit t ic a  ; o g n i c o n g ru e n za  in v e r s a  p o s s ie d e  due p u n t i  u n i t i  
c o r r is p o n d e n ti  a  d i r e z io n i  o r to g o n a li,

D ue p u n t i  d i  u n a  re tta  im p r o p r ia  (presi in un certo 
ordine) s i  c o rr isp o n d o n o  in  d u e  c o n g ru e n ze  su  qu esta  re tta  
V u n a  d ir e t ta  e V a ltr a  in v e r s a .

O s s e r v a z io n e .  — Anche per due fasci di piani sovrap­
posti, cioè in un fascio di piani, si può distinguere la con­
gruenza diretta (concorde) dalla congruenza inversa (di­
scorde). La prima viene generata da una rotazione del 
fascio (attorno al suo asse) di un certo driedro. La seconda 
equivale ad una simmetria rispetto a due piani, uniti, orto­
gonali.

Per fasci di piani distinti, sieno pure ambedue in una
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stella, non vi è luogo a distinguere due specie di con­
gruenza: diretta e inversa.

§ 33. Gruppo di quattro elementi proiettivi. — Per
indicare che due forme di l.a specie u, u' sono proiettive, 
useremo del simbolo n, scrivendo

u -re u\
■Se è

u n u' e u' tu u"
{dove U, u!, u" sono forme di l.a specie), si deduce {§ 21)

u K u".
Se A B C D E .... è un gruppo di elementi di una forma 

di l.a specie u, ed A  Bf C U  E '.... è un gruppo di elementi 
di un’ altra forma di l.a specie w,' si dirà che i due gruppi 
sono proiettivi, e si scriverà:

A B C  D E.... n A' Bf C  D 'E '....,

quando esiste una proiettività tra m, u' in cui le coppie di 
elementi

A A’, B B \  C C , D U ,  E E'....,

si corrispondono. Allora si ha di conseguenza:

A B C  D t i  A' B' C D '
A B , C E  tu A'B'C'E'
B C  D E  tz B' C  U  E ’

od anche
D C B A  7t U  C  B ' A! ecc.

Per il § 21 due gruppi di tre elementi A B C , A f B r C  in 
forme di l.a specie u, u', sono sempre proiettivi, cioè si ha, 
sempre

A B C  ti A B 'C E

Invece la relazione A  B C  D  n A  B f C  D ' ( dove D , D' 
sono altri due elementi rispettivamente di u, ur) non è in



118 —

generale soddisfatta, se i ' gruppi di elementi A B C D ,  
A' B’ C D’, sono stati presi ad arbitrio ; anzi quella relazione 
determina D’ dato D, se sono fissate- le due terne ABC, 
A'B'C’ (§21). •

Segue pure che se E, E' sono altri elementi rispettiva­
mente in u, u', dalle relazioni

A B C D  k A 'B 'C ' IX 
A B C  E  n A' B' C  E'

si trae
A B C  D E  n A ’ B’ C  D  E ’,

e quindi
B C D E  n B’ C D 'E', ecc,

I precedenti enunciati sono espressioni simboliche dèi 
teoremi stabiliti.

T e o r e m a .  — Tutti i (/ruppi armonici di elementi ap- 
partenenti a form e di 1* specie sono proiettivi.

Infatti.se (A B  CD), (A' B' C' D)  sono due gruppi armo­
nici di elementi, appartenenti rispettivamente a due forme 
di l.a specie u, u' (distinte o sovrapposte), la proiettività 
definita dalle terne A B C, A' B' C, fa corrispondere i quarti 
armonici D, D  (per definizione).

C o r o l l a r i o .  — Se (ABCD)  è un gruppo armonico di 
elementi d ’una form a di ì.n specie, si ha:

A B C D  II B A D C  II C D A B U  D C B A  
II B A C D  II A B D C  II C D B A  II D C A B .

Infatti (§13) tutti i gruppi di quattro elementi sopra in­
dicati sono armonici, se è armonico ( A B C D) .

La relazione precedente si può enunciare in parole, di­
cendo che un gruppo armonico di quattro elementi di una 
forma di 2.a specie, disposti in un certo ordine, è proiettivo 
ai gruppi ottenuti:

a) scambiando tra loro due elementi del gruppo ed 
insieme gli altri due.
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b) scambiando tra loro due elementi .coniugati e non 
gli altri due.

Mediante uno scambio a) si passa dall’ uno all’ altro dei 
quattro gruppi scritti nella prima linea o dall’ uno all’ altro 
dei gruppi scritti nella seconda linea: invece mediante uno 
scambio b) si passa da un gruppo della l.a linea a un gruppo 
della 2.a linea, e viceversa.

Siamo ora indotti a ricercare se sia possibile effettuare gli 
scambi a) o b) sopra i quattro elementi di un gruppo non 
armonico in una forma di l.a specie, in modo che esso ri­
manga proiettivo al gruppo stesso preso secondo il primi­
tivo ordine.

Vedremo che è sempre possibile effettuare in un gruppo 
di quattro elementi di una forma di l.a specie un tale scam­
bio a), ma che dalla possibilità di effettuare uno scambio 
b) in modo, che il gruppo di quattro elementi nel nuovo 
ordine sia proiettivo al primo, segue che il gruppo stesso 
è armonico.

Cominciamo dal dimostrare che se A, B, C, D sono quattro 
elementi (arbitrari) d’una fonila di l.a specie, si ha sempre

A B C D n  BADO.
Basta stabilire il teorema per il gruppo A B  CD di quat­

tro punti di una retta ; si farà poi uso della legge di dualità 
nello spazio o nel piano.

A tal fine si proietti il gruppo A B  C D in E F G D, sopra 
un’ altra retta per D, da un punto esterno M;  si determini 
quindi il punto N  intersezione di AF,  MC\  si ha allora

A B C D  « E F G D  

( essendo un gruppo proiezione dell’ altro da M). Si ha pure

F F G D n M N G C  

( essendo un gruppo proiezione dell’ altro da A), ed

M N G C  il B A D O
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essendo un gruppo proiezione dell’ altro da F )\ quindi
A B C D  n  B A D O ,  c .d .c l .

Applicando questo risul­
tato al gruppo A C B D ,  si 
avrà :

A  C B D  n  C A D B  
cioè: esiste una proiettività 
nella quale le coppie AC , CA, 

U- B D , D B , si corrispondono. 
Questa proiettività fa corri­

spondere al gruppo A B C D  il gruppo C D A B , sicché
A B C D  tz C D A B .

MA per quanto precede

C D A B  tc D C B A )  

si avran dunque le relazioni

A B C D  n  B A D  C t c  C D A B i z D C B A .  

Supponiamo ora che sia

A B C D  tz B A C D ,

e, come innanzi, si consideri il gruppo E F G D , proiezione 
di A B C D  sopra un' altra retta per D,  da un punto estremo 
M.  Si ha ora:

B A C D  t z  E F G D ,

e la proiettività tra le rispettive punteggiate clic fa passare 
dall’ uno all’ altro gruppo, ammette il punto unito D e però 
è una prospettività ( § 27 ) ; in conseguenza le rette B E , 
A F , CG concorrono in un punto K . L’ esistenza del qua­
drangolo E M F K  di cui i lati E M , K F  passano per A, i lati 
E K , M F  per B , M K  per C ed E  F  per D , prova quindi clic 
A B C D  è un gruppo armonico.

Possiamo ora enunciare complessivamente per le forme 
di l.a specie il
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T e o r e m a .  — Un qualunque gruppo di quattro elementi 
ABCD di una form a di 1.a specie, ordinati in un dato modo 
è proiettivo ai gruppi ot­
tenuti scambiando fra  loro 
due elementi di esso ed 
insieme gli altri due, cioè :

ABCD k BADC tu 
CDAB 7T DCBA 

Se il gruppo è proiettivo 
ad uno di quelli ottenuti 
scambiando tra loro sol- A C B D
tanto due elementi e non gli altri due (per esempio ABCD 
tu BACD), esso è armonico, ed i due elementi scambiabili 
sono in esso coniugati. Viceversa, abbiano, visto che pei 
gruppi armonici un tale scambio è sempre possibile.

Sopra una retta u si abbiamo due gruppi proiettivi eli 
quattro punti, M X  A B , M X A B ,  aventi due punti uniti; dico 
che sono proiettivi i 
gruppi M X A A ,  M X B B ,
Per vederlo si proiet­
tino i gruppi (omolo­
ghi) M M A B  M X  A B  
delle rette proiettive 
sovrapposte u, u', ri­
spettivamente da due 
esterni S ,S \  allineati 
con M , I fasci S  u, S ' u' 
aventi il raggio unito 
S S ' risultano prospettivi (§ 27, 30), e perciò‘le rette-&4, 
S ’A  ed S B , S 'B  determinano due punti A nB "  di cui la 
congiungente u" ( sezione comune dei due fasci prospettivi ) 
passa per N, Sia Q—p.". SS' il punto comune alla retta iC' 
e alla S - Allora si ha

M X A A tzM Q S S '
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(essendo un gruppo proiezione dell’altro da A"),
M N B B ’ ìt M Q S S '

(essendo un grappo proiezione dell’altro da B”), 
quindi

M N A A ’ « M N B B ,  c. d. d.

Il precedente risultato si può enunciare dicendo che : se 
si ha sulla retta u una proiettività avente due punti uniti 
distinti M,N, di cui le A A! B B  sieno due coppie di punti

(M N  A!\omologhi, la proiettività ( j f  ) definita dalle due terne

M N  A, M N  A', fa passare da B  a B'.
Sotto questa forma il risultato può estendersi al caso in 

cui M, N  coincidono, ossia N=M. In tale ipotesi abbiamo
visto che la prospettività 
tra i fasci di centri S S’ 
risulta fissata, data una 
coppia di punti omologhi 
A, A' (oltre il punto unito 
il/=,V), per il fatto che 
l’asse di prospettività u" 
deve passare per M  (onde 
esso con giunge M  ed A" 
^SA .S 'A ' ) Ancora, se B,B' 
sono punti omologhi della

data proiettività - si può costruire su u una pro­

iettività avente due punti uniti coincidenti in il/, ed A,B 
come punti omologhi: questa si può ottenere (analoga­
mente al caso generale in cui il/, N  sono distinti ) proiettando 
u da A" su S S \  e quindi S, S' su a’ ( s= u) da N’̂ SB.S'B ' ; 
perciò in essa si corrispondono A' B

L’affermazione che tale proiettività lia i due punti uniti 
coincidenti in M, risulta provata dal fatto che la condizione 
necessaria e sufficiente affinchè l’ indicata costruzione con-
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duca da un punto di u a sè stesso, è che la sua proiezione 
da A" su S S ' sia allineata con A", B" (cioè stia su u").

Estendendo il significato del simbolo n, diremo che è 
M M A B  n M M A 'B ', quando la proiettività di u avente 
due punti uniti coincidenti in M  e nella quale ad A  corri­
sponde A', fa corrispondere a B ,B ‘: allora il risultato sta­
bilito pel caso M ~ N  può enunciarsi dicendo che se

M M A B  n M M A 'B ’,
si deduce

M M A A ' k M M B B ’.
L’estensione del significato del simbolo n  si farà analo­

gamente per le altre forme di l.a specie.
Ciò posto (riunendo insieme i due casi in cui M  è di­

stinto da N  ed M = N )  possiamo enunciare complessiva­
mente per le forme di l.a specie il

T e o r e m a .  — Se in una form a di 1.* specie si hanno due 
gruppi di ( 4  o 3) elementi MNAB, MNA'B' ,  aventi due 
elementi comuni M, N, distinti o coincidenti, e tali che sia

M N A B n  M N A' B\
si deduce

M N A A ’ jï MNBB'.

§ 34.’ Birapporto di quattro elem enti in una forma 
di l.° specie. La relazione simbolica

A B C D II A" B ’ C D’,

tra due quaderne di elementi appartenenti a forme di l.a 
specie, si può sostituire con una relazione di uguaglianza 
tra due numeri. Per ottenere questo resultato bisogna mo­
strare come ad ogni gruppo di quattro elementi di una 
forma di l.a specie appartenga un ( invariante assoluto 
cioè un) numero che si conserva, allorché sul gruppo stesso 
(e sulla forma che lo contiene) si operi una proiettività; 
si vedrà quindi come V uguaglianza dei numeri relativi a
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due quaderne di elementi dia la condizione, non solo ne­
cessaria, ma anche sufficiente perchè esse sieno proiettive.

Il numero clic vogliamo definire per ogni gruppo di 
quattro elementi di una forma di l.a specie, è il bimpporto 
(o rapporto aiiannonico) di essi. Per dimostrare il suo ca­
rattere di invarianza relativo alle proiettività, basterà pro­
vare che esso si conserva per ogni proiezione o sezione, 
giacché sappiamo ormai che la proiettività tra due forme 
di l.a specie può sempre esser posta mediante un numero 
finito di proiezioni e sezioni.

Cominciamo a definire il birapporto di quattro punti 
propri A, B, C, D, dati sopra una retta. Prenderemo come 
espressione di esso

i A B C D ) -  ■

dove con AC, BC, AD, BD, denotiamo in valore ed in segno 
le lunghezze dei segmenti (finiti) aventigli estremi indicati; 
il segno, naturalmente, è relativo ad un senso della retta 
fissato come positivo, ma V.espressione del birapporto (ABCD) 
è tale, che esso non muta se si scambia il senso positivo 
della rette col negativo.

Definiremo invece come birapporto di quattro rette 
a , b, c, cl di un fascio proprio, Y espressione

son ac . seri ad (a b c d) =  ----------.  1—.
7 sen bc sen bd

formata coi seni degli angoli delle nominate rette, inten­
dendo che i detti angoli vengano presi in grandezza ed in 
segno relativamente ad un senso del fascio, fissato come 
positivo (senso die può essere indifferentemente invertito); 
veramente la grandezza di ognuno di questi angoli non è 
determinata, poiché, anche limitandosi ad angoli minori di 
due retti, due rette danno luogo a due angoli supplemen­
tari; ma questa indeterminazione è ([ili senza conseguenza-
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poiché due angoli supplementari hanno lo stesso seno; il 
birapporto {a b c d) è dunque ben definito.

Analogamente si definisce il birapporto

( a  J3 y  8)  =
sen ay . sen 
sen |3y * sen j3òN

di 4 piani a, j3, y, £ di un fascio proprio, considerando gli an­
goli diedri ay, jSy, aò\ |3ò\ Si può dire che il birapporto (a/3yòN) 
è per definizione il birapporto della quaderna di raggi ot­
tenuta segando il fascio di piani con un piano normale 
all’ asse. *

O s s e r v a z io n e .  Il birapporto (ABCD) di 4 elementi in 
una forma di l.a specie dipende dalla disposizione in cui 
essi vengono considerati. Esso è positivo se le coppie AB , 
CD non si separano, negativo nel caso opposto.

Consideriamo ora una quaderna di raggi d’un fascio 
(proprio) «, 6 , e, d, e una quaderna di punti (propri) A, B , C, D, 
ottenuta segando il fascio 
con una retta. Denotando 
con U il centro del fascio, 
avremo che le aree dei trian­
goli UAC, UBCy UAD, UBD 
stanno fra loro come le basi; 
d’ altra parte queste aree 
sono date dal prodotto delle lunghezze di due lati pel seno 
dell’angolo compreso; avremo dunque (denotando con h 
un fattore di proporzionalità)

UA . UC . sen ac — h . AC
UB . UC . sen bc =  h . BC
UA . UD . sen acl =  li . AD
UB . UD . sen bd =  A . BD,

relazioni che intendiamo di prendere soltanto in valore as­
soluto. Da esse si ricava
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AC   U A  sen ac
BC ~  UB sèìròc’/

AD    U A  sen ad
BD UB sen bcT

e quindi si deduce l’uguaglianza in valore assoluto 
(ABCD) == (ciòcci).

Osservando poi il senso dei segmenti e degli angoli che 
entrano in considerazione, si vede subito che tale ugua­
glianza vale anche rispetto al segno dei birapporti che in 
essa compariscono ; d' altronde ciò risulta anche chiaro dal 
fatto che il detto segno dipende dal separarsi*o no delle 
coppie AB , CD e ab, cd.

Concludiamo intanto che ogni proiezione da un punto 
(proprio) di una quaderna di punti (propri) di una retta ha
10 stesso birapporto di questa quaderna di punti, e viceversa 
ogni sezione ( propria) di una quaderna di raggi d’ un fascio 
(proprioj ha lo stesso birapporto della quaderna di raggi.

Si considerino ora quattro piani di un fascio proprio 
oc, J3, y, e due gruppi di punti (propri) A B C D, A ' B' C D’ 
ottenuti segando il fascio di piani con due rette sghembe. 
Supposto p. e. che la retta AD ' non sia parallela ad alcuno 
dei piani jS e y, indichiamo con B", C" i punti propri in cui 
essa li sega; allora i gruppi ABCD, AB”CD', e così 
AB"CD', A'B'CD' sono prospettivi, come sezioni di uno 
stesso fascio di raggi col centro sull’ asse del fascio di piani, 
e però si ha

(ABCD) =  (AB" CD') =  (A'B'CD').
11 birapporto di punti (propri) sezioni di oc, |3, y, con una 
retta è dunque costante; e costante ed uguale al primo è 
quindi anche il birapporto di 4 raggi sezioni del fascio di 
piani con un piano non parallelo alF asse, onde (segando 
con un piano normale all’ asse) risulta

(ABCD) =  (afri)
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Pertanto resta stabilito che: due gruppi di 4 elementi 
appartenenti a forme di l.a specie, i quali sieno ottenuti 
l’uno dall’ altro con una proiezione o sezione, hanno lo 
stesso birapporto. Ma questa conclusione è, per ora, subor­
dinata all’ ipotesi che gli elementi e la forma di cui si di­
scorre sieno tutti propri, giacché in questa ipotesi soltanto 
è stato definito il birapporto.

Procediamo a togliere questa restrizione, definendo con­
venientemente il birapporto nei casi fino ad ora eccepiti.

Cominciamo dal considerare sopra una retta propria tre 
punti propri A, B, C, ed il punto improprio Dx  ; per defini­
zione porremo il birapporto

(ABCDX ) = AC
BC'

come si è tratti a farlo, notando che per una considerazione 
di limite

A D qq __ 1
BDX — J"

Si proietti ora il gruppo (ABCDX ) da un punto proprio U, 
secondo il gruppo di raggi a, b, c, d \ dico che

(ABCDX ) =  (abeti).

Invero si ha ( come abbiamo veduto innanzi)

AC   UA sen a c .
BC UB sen be ’

ma nel triangolo UAB i lati 
UA, UB sono proporzionali 
ai seni degli angoli opposti, 
e questi angoli sono rispetti- 
vamenti uguali (o supple­
mentari) a bd, ad, dunque

4̂C   sen ac . sen ad
BC sen be ‘ sen b d ’
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ossia
4 P

(ABCD oo ) =  —  = sen ac 
sen bc

. sen ac£ 
sen bd — (abcd), c.d.d.

Ora definiremo analogamente il birapporto di 4  punti 
A,B,C,D, di una retta propria, allorché uno dei punti C,B,A 
sia improprio, valendoci delle formule:

(ABC oo D) =  —  , 

(ABooCD) -

e collo stesso ragionamento usato ■ innanzi si proverà che 
ogni proiezione abcd del gruppo ABCD, fatta (la un punto 
proprio, ha il birapporto

(abcd) =  (ABCD).

Passiamo quindi a considerare 4 punti A,B,C,D sopra 
una retta impropria; i 4 raggi a,b,c,d che proiettano i 
detti punti da un qualsiasi punto proprio U formano fra 
loro angoli indipendenti dalla particolare posizione di U, 
sicché il birapporto (abcd) ha un valore costante, che può 
definirsi come birapporto. (ABCD).

Dato un fascio di raggi improprio, ma giacente in un 
piano proprio, la sua quaderna di raggi abcd viene segata 
cen una retta qualsiasi, non appartenente al fàscio, secondo 
un gruppo di punti ABCD, di cui il birapporto è costante; 
si assumerà per definizione il birapporto

(abcd) =  (ABCD).

Similmente 4 piani di un fascio improprio, ven­
gono segati da una retta non parallela ad essi secondo 
4 punti A,B,C,D, -di cui il birapporto costante si assumerà 
come definizione del birapporto (a(3yòN).
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Finalmente, se sono date 4 rette improprie a, ò, e, d , di 
un fascio, assumeremo, per definizione, come birapporto 
(a b c d) il birapporto costante dei 4 piani proiettanti le no­
minate rette da un qualsiasi punto (proprio).

Abbiamo così esteso a tutti i casi la definizione del bi­
rapporto di un gruppo di 4 elementi ABCD di una forma 
di l.a specie, in guisa che risulti sempre vera la proposi­
zione « il birapporto di 4 elementi di una forma di 1? specie 
rimane assolutamente invariato per ogni proiezione o se­
zione ». Da questa proposizione si deduce, come abbiamo 
notato :

Se due quaderne di elementi A B C D, A! B’ C D\ appar­
tenenti a forme di l.a specie, sono proiettive, sussiste V ugua­
glianza dei birapporti

(ABC D ) =  (A IE  C E).
Ora bisogna mostrare che questa uguaglianza è condi­

zione non soltanto necessaria, ma altresì sufficiente, perchè 
si abbia

A B C D  TT A' E  C H.

Cominciamo a tal fine dall’ osservare che, dati tre ele­
menti A, B, C\ di una forma di l.a specie, vi è un unico ele­
mento D, pel quale il birapporto (A B C D) assume un dato 
valore prestabilito.

Ciò posto si abbia (A B C D ) — (A! E  C' D')) la proietti-

vita ^  posta tra le forme di l.a specie che conten­

gono i nostri elementi, deve far corrispondere a D un (de­
mento A» pel quale il birapporto

(A’EC'DJ =  (ABCD))
V elemento Dl non differirà dunque da / / ,  ossia

ABCD 7T A'B'CD' cxLd.

Riassumendo: La condizione necessaria e sufficiente
perchè due gruppi di 4 elementi, appartenenti a forme

<)
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di 1.* specie, sietio proiettivi, è V uguaglianza dei loro 
birapporti.

Molti resultati precedentemente dati sotto altra forma 
trovano ora una semplice espressione coll’introduzione dei 
birapporti.

Cosi p. e. la proprietà di un gruppo (A B C D) di essere 
armonico è espressa dalla relazione

(A B C D) =  — 1 ,

come segue subito dalla proprietà metrica dei gruppi ar­
monici data nel § 17.

Ancora la proprietà stabilita in fine del § 33 si può enun­
ciare dicendo:

In  una proiettioità iperbolica il birapporto della qua­
derna costituita dai due elementi uniti e da due elementi 
corrispondenti qualsiasi è costante (indipendente cioè dalla 
scelta di questi due elementi corrispondenti). Questo birap­
porto, che è ben definito appena fissata la disposizione della 
quaderna, dicesi invariante assoluto della proiettività; esso 
insieme ai punti uniti determina la proiettività, ecc.

O s s e r v a z io n e  l.a — Abbiamo già osservato che il birap­
porto (A BC  D) di 4 elementi appartenenti ad una forma 
di l.a specie non è indipendente dalla disposizione in cui 
questi elementi vengono presi. Permutando gli elementi 
A, B, C, D si ottengono 6  valori del birapporto che è facile 
calcolare; 4 permutazioni soltanto corrispondono in gene­
rale ad un medesimo valore, cioè si ha

(ABCD) =  (BADC) =  (CDAB) =  (DCBA) :
queste uguaglianze esprimono le relazioni di proiettività 
date nel § 33.

In generale
(A B C D) 1

(B A C D)
di guisa che l’uguaglianza

(A B C D ) =  (BAC D )



131 —

(esprimente la relazione ABCD U BACD) sussiste soltanto 
se A  e B  coincidono j (ABCD) =  -f- 1  j o, dato ciré i 4 
elementi sieno distinti, se

(ABC D ) =  — 1 .

Questa uguaglianza per la proposizione del § 17 esprime 
che il gruppo ABCD è armonico, e così si arriva a confer­
mare le conclusioni del § 33.

O s s e r v a z io n e  2 .a — Si può ora dire che la proiettività 
tra due forme di l.a specie è una corrispondenza biunivoca, 
che conserva il valore del birapporto di ogni gruppo di 4 
elementi qualsiasi. La definizione data della proiettività (§ 21) 
si può invece esprimere, dicendo che essa è una corrispon­
denza biunivoca tra due forme di l.a specie, che conserva 
il valore del birapporto di ogni gruppo armonico, cioè che 
conserva il birapporto di 4 elementi ogniqualvolta esso 
valga — 1 .

Ecco dunque sotto un nuovo aspetto il contenuto essen­
ziale del teorema fondamentale della proiettività:

Se due forme di l.a specie sono riferite fra loro in modo 
che ad ogni quaderna di elementi dell’una, formanti un 
birapporto — 1 , corrisponda nell’ altra una quaderna di ele­
menti formanti lo stesso birapporto, ad ogrìi quaderna di 
elementi di una forma avente un birapporto qualsiasi (di­
verso da — 1 ) corrisponderà nell’ altra una quaderna di 
elementi avente lo stesso birapporto.

E ciò porta a rappresentare analiticamente la proiettività 
tra due forme di l.a specie con un’ equazione bilineare fra 
le coordinate (ascisse sulla retta, ecc.)

C o r o l l a r i o .  — Dalla conservazione del birapporto di 4 
elementi nella proiettività tra due forme di l.a specie si può 
trarre come corollario un’ elegante definizione metrica della 
proiettività tra due rette.

Sieno u, u' due rette (proprie) proiettive, e si indichino 
con I, /', i punti di esse che corrispondono rispettivamente
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ai punti impropri F ̂  di ti, e I 00 di u. Tali punti sono am~ 
bedue propri, escluso il caso che le due rette sieno simili 
(§ 29); essi prendono il nome di punti limiti. Sieno A , A', 
e B, B  due coppie di punti corrispondenti in u, ti.

Si avrà P uguaglianza

( A B I I o o )  =  (A' B F œ F),
ossia

A I  _  B  F 
B I  A' F ’

da cui
A I  .A'  F =  B I  . B  F .

Dunque : In due punteggiate proprie proiettive, non si­
mili, il prodotto delle distanze di due punti corrispondenti 
dai rispettivi punti limiti è costante.

§ 35. Trasformate proiettive di una proiettività - 
Invariante assoluto. — Si abbia in una forma di l.a specie 
a una proiettività t u ,  ed essendo ti un’ altra forma di l . a  

specie, si ponga tra u ed ti una proiettività fi; in ti si 
avrà una proiettività

r i  —  [ 1  77 I h »

che si dirà la trasformata della tu mediante la £1, giacché 
la & fa corrispondere a due elementi di u omologhi in tu, 
due elementi di ti omologhi in ri.

■ La tu è alla sua volta la trasformata della ri mediante 
la fì,-1, giacche si ha

tu  =  1 r i  Q j.

Si dice anche che le ri sono proiettività proiettive.
Se due proiettività (risp. in u, ti)  sono proiettive (cioè 

trasformate P una dell’ altra mediante una proiettività tra 
u, ti), esse sono entrambe ellittiche, o entrambe iperbor- 
liche, o entrambe paraboliche. Questa osservazione prova
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già che due proiettività in forme di l.a specie non sono 
sempre proiettive.

Lasciando da parte il caso delle proiettività ellittiche, 
rivolgiamoci ora ad esaminare quando avverrà che due 
proiettività ambedue iperboliche o paraboliche sieno pro­
iettive.

Consideriamo dapprima due proiettività ambedue iper­
boliche tu, ir', risp. nelle forme u, u' : sieno M, N  i due ele­
menti uniti di ir (su u); A , A l due elementi corrispondenti 
nella stessa ir.

Se la 7t' è trasformata proiettivamente nella ir dalla 
proiettività ü, la Ü farà corrispondere ad M, N  due ele­
menti M \ N ' di u\ che saranno uniti per ir', e farà cor­
rispondere ad A, A h due elementi A \ A \  omologhi in ir': 
si avrà dunque

M N  A A ! 7c M' N' A' A(.

E per conseguenza (§ 33) se B, Bl sono due altri elementi 
qualsiansi omologhi in tu', si avrà

M N A  A 1 n M' N' B Bx.

Questa relazione non è in generale soddisfatta date ad 
arbitrio le ir, ma essa esprime la condizione non solo 
necessaria, bensì anche sufficiente perchè le proiettività 
ir, ir' sieno proiettive. Infatti, se essa è soddisfatta, la pro­
iettività

trasforma evidentemente la

A F Nr B \ 
jW N' B J •
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La relazione

M  N  A A 1 TT M' N ' B B,

equivale, come sappiamo, all’ uguaglianza dei birapporti

quindi il resultato ottenuto si può enunciare nel modo se­
guente * (v. § 33):

La condizione necessaria e sufficiente perchè due prò- 
iettività iperboliche, appartenenti a form e di 1A specie, 
sieno proiettile , è V uguaglianza dei loro invarianti as­
soluti,

Osservazione. — Quando tale condizione è soddisfatta, 
si possono sempre trasformare le due proiettività F una nel- 
F altra in infiniti modi, facendo corrispondere ai due elementi 
uniti dell’ una gli elementi uniti dell’ altra, e fissando ad 
arbitrio altri due elementi omologhi.

Consideriamo ora due proiettiviUi paraboliche ; si può 
dimostrare che esse esse sono sempre proiettive. Sieno in­
vero M  ed M ’ i punti uniti delle proiettività paraboliche 
7T, tt', risp. date nelle forme u, u\ e sieno .4, due elementi 
di u corrispondenti in tt, e A\ A \ due elementi di iC corri­
spondenti in tu'. Poniamo fra u, u' la proiettività

(M N  A Ax) — {M N' B  B,),

essa trasforma la proiettività parabolica

I M M A  \ 
\ M M A J

nella

dunque le tt, tu' sono proiettive, c. d. d.
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Os s e r v a z io n e . * — L’ invariante assoluto d’ una pro- 
iettività parabolica (M M A Ax) deve considerarsi come 
uguale all’ unità, ed è quindi uguale per tutte le proietti- 
vità paraboliche.



CAPITOLO VII

Involuzione nelle forme di 1 .1 specie.

§ 36. Involuzione. — Data in una forma di l.a specie u 
una proietti vita co , non avviene in generale che essa equi­
valga alla sua inversa, cioè che sia co =  c o - 1. Invero se A , A' 
sono elementi corrispondenti in co , la co può considerarsi 
come definita dalle terne corrispondenti A  A  B, A' A" B \ 
dove A", B, B' sono certi altri elementi della forma, ed

allora si vede che la co =  (  4 ^  4 "  / / )  11011 equivale certo alla

. (A  A" B'\ A„ , r  .
c o - 1 — „ se A e diverso da A .U  A  B

Se, invece di parlare di una sola forma, si considerano 
due forme di l.a specie u, u sovrapposte, riferite mediante 
una proietti vita co, si può dire che un elemento A della 
forma, considerato come appartenente alla u dà un corri- 
spohdente A  in a' (suo omologo in co); considerato invece 
come appartenente ad u\ dà in generale un diverso corri­
spondente A x (suo omologo in co — 1) .

Definizione. — In una forma di l.a specie' una proietti-
vità non identica, che coincida colla sua inversa, dicesi pro­
ietti io ità involutoria o involuzione.

Se, invece di parlare di una sola forma, si parla di dui' 
forme di l.a specie sovrapposte u, u\ in involuzione, non vi 
•è luogo a distinguere ru n a  forimi dall'altra, giacche ogni



elemento considerato come appartenente ad u o ad u' dà, in 
questo caso, lo stesso corrispondente.

Osservazione. — Non si può parlare di involuzione tra 
forme di l.a specie distinte.

Invece di esprimere la condizione perchè una proiettività 
w sia involutoria, colla relazione

co —  co- 1 ,

essa si può esprimere colla relazione equivalente

co2 —  1 ,

la quale afferma che la ripetizione della proiettività m pro­
duce r  identità, vale a dire che: se in una proiettità involu­
toria co (posta in una forma di l.a specie) ad un elemento A 
corrisponde A \ anche ad A ’ corrisponde A] cioè i due ele­
menti A , Al si corrispondono in doppio modo. Per effetto 
di questa corrispondenza in doppio modo non vi è luogo a 
distinguere nella coppia A A' il primo elemento dal secondo 
(ciò che avviene invece se la co non è involutoria); così 
l’involuzione può riguardarsi come una serie di infinite 
coppie (analoghe ad d  4') tale che ogni elemento della 
forum appartiene ad una coppia.

Si hanno così due sensi diversi della parola « involu­
zione »; P involuzione intesa come operazione (proiettività 
involutoria ) e V involuzione intesa come una serie di coppie 
di punti (corrispondenti in una proiettività involutoria).

Una coppia di elementi, che si corrispondono (in doppio 
modo ) in una involuzione, si dice una coppia di elementi 
coniugati nell’ involuzione.

In una qualunque proiettività non ellittica, data in una 
forma di l.a specie, esistono coppie di elementi omologhi 
(coincidenti), che si corrispondono in doppio modo, e sono 
quelle costituite dagli elementi uniti.

Sussiste ora V importante
Teorema. — Se in una forma di ld specie è data una
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proiettivitâ c o , nella quale due elementi distinti si corri­
spondono in doppio modo, altrettanto avviene per ogni altra 
coppia eli elementi omologhi, cioè la proiettivitâ è una in­
voluzione.

Sieno A , A! gli elementi distinti, che si corrispondono in 
doppio modo in co , e sia B B  un’ altra coppia qualunque di 
elementi omologhi; allora la co può ritenersi individuata 
dalla corrispondenza delle terne A A ’B, A'AB', ossia (usando

della solita notazione ) co = =  ^

Ora si ha (§ 33):

A A' B B  TT A' A B  B;

questa relazione significa appunto che a B' corrisponde B  

nella proiettivitâ co =  ( 4 ' 4  £ ' ) >  dunque B, Brsi corrispon­

dono in doppio modo.
Essendo B B  una qualunque coppia di elementi omologhi 

in co , la co è un’ involuzione, c. d . d.
Corollario. — In  una form a di prima specie u esiste 

una involuzione alla (piede appartengono due date coppie 
di elementi coniugati (senza elementi comuni), di cui una 
almeno costituita da elementi da',stinti.

Se invero .4.4', BB' sono le coppie date e non è .4 — .4', 
l’ involuzione in cui .4, .4# e B, B’ sono coniugati è la pro­

iettivitâ per rettamente determinata ^  ^  j, nella quale

necessariamente a B  corrisponde B. La proposizione enun­
ciata verrà estesa ira poco al caso in cui ambedue le coppie 
sieno costituite ciascuna da elementi coincidenti (distinti 
fra loro).

Più coppie di elementi, di una. forma di l.a specie, si di­
ranno in involuzione, quando appartengono ad un’ involu­
zione della forma. Risulta da quanto precede che due coppie, 
ma non tre coppie, sono sempre in involuzione.
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§ 37. Senso d’ una involuzione. — In una forma: di 
l . a specie u sia data una involuzione co , nella quale le coppie 
di elementi (distinti) AA', B B  sono coppie di elementi co­
niugati. Essa fa corrispondere al segmento ordinato A B  A' 
della forma, il segmento ordinato A  B’ A.

a) Supponiamo dapprima che B , B  separino A , A )  
allora i due segmenti A B  A , A  È  A  sono complementari 
e però hanno lo stesso senso; quindi la proiettività involu- 
toria co è concorde.

Ogni altro elemento C del segmento A B  A  ha il suo 
coniugato C nel complementare, quindi C, Cr non possono
-------- i--- i------- 1------j---j------ r~ coincidere e debbono sepa-
a A C B A  C B  rare A , A . Accade perciò che
al segmento C A C  di u corrisponde in co il segmento com­
plementare C A  C, e però anche C C", ed ogni altra coppia 
di elementi coniugati in co , si separano.

Dunque, se due coppie di elementi coniugati in co si 
separano, altrettanto accade per due altre coppie qualunque 
di elementi coniugati in essa, e la co è una involuzione 
concorde.

Viceversa, se la co è concorde, i due segmenti ordinati 
corrispondenti A B A , A  B' A hanno lo stesso senso e però 
sono complementari, onde B, B' separano A, A . Allora la co  

non può avere elementi uniti.
b) Supponiamo invece che le coppie A A , B B  non si 

separino. Allora al segmento ordinato A B A  corrisponde 
A  B  A, che è il medesimo segmento ordinato in senso in­
verso, quindi la co è discorde.

Perciò vi sono in co due elementi uniti (distinti), che di- 
consi gli elementi doppi della involuzione.

Segue clic: se, in co , due coppie di elementi coniugati non 
si separano, due qualunque altre coppie di elementi coniu­
gati non si separano e la co è  discorde e iperbolica; altrimenti 
si sarebbe nel caso a) e la co risulterebbe concorde.

Deduciamo il
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Teorema. — In  una form a di 1I  specie una involuzione 
è concorde ed ellittica o discorde ed iperbolica, secon- 
dochè due coppie di elementi coniugati di essa si separano 
oppur no.

Prendendo due coppie che si separano, o viceversa, si 
determina uir involuzione rispettivamente ellittica o iperbo­
lica, ciò che dimostra F effettiva possibilità dei due casi.

Non esistono proiettività involutorie paraboliche, poiché 
esse sarebbero concordi e un’ involuzione concorde è el­
littica.

Osservazione. — Facendo il confronto tra i risultati ot­
tenuti in questo § e quelli del § 31, vediamo die mentre il 
senso (cioè Tessere concorde o discorde) non basta in ge­
nerale a decidere della esistenza di punti uniti in una proiet­
tività, tranne in un caso (cioè quando la proiettività è di­
scorde ), esso basta sempre per F involuzione.

Dimostriamo ora il
Teorema. — In  una form a di l i  specie due involuzioni, 

d i cui una almeno sia ellittica, hanno sempre una coppia 
comune.

Riferiamoci ad una punteggiata.
Si considerino, sopra una retta u, due involuzioni co , T. 

Un punto qualunque Y  della retta avrà come coniugati ri­
spetto ad w, T, due punti X, Xf, e questi due punti ( al va­
riare di Y) si corrisponderanno nella proiettività ( T co- 1 -==) 
T co . Ora se tale proiettività ha un punto unito U, questo 
ha lo stesso coniugato U' rispetto alle due involuzioni, e 
preso insieme ad U1 costituisce appunto una, coppia comune 
alle due involuzioni co , T\ la proiettività nominata lia. allora 
come punto unito anche U'.

Ciò posto supponiamo che una delle due involuzioni, p. e. 
la c o , sia ellittica, (concorde), e distinguiamo i due casi in 
cui la 2 " sia iperbolica (discorde), oppure ellittica (concorde). 

a) La T sia iperbolica.
Le involuzioni co , T avendo senso opposto, la proiettività.
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prodotto Tco è discorde, essa ha dunque certo due punti 
uniti'(§ 31), i quali costituiscono la coppia comune alle in­
voluzioni co , T.

b) La T sia ellittica.
La proiettività prodotto T c o  è in questo caso concorde, 

ma pure essa ammette ancora due punti uniti che formano 
la coppia comune a co , T.

Per dimostrare r  effettiva esistenza dei nominati punti 
uniti, basterà costruire un segmento della retta u, cui cor­
risponda, nella detta proiettività, un segmento interno (§ 19).

Consideriamo perciò il punto Z coniugato di X' in co , ed 
il punto Z' coniugato di X  in T, allora potremo scrivere : I

I I 5 lY  ZJ X  X  Z

Ora le coppie 1 7 ,  M'Z, coniugate nell’involuzione ellit­
tica co , si separano, e similmente si separano le coppie X!
X  ZJ coniugate in T. Si deduce che nell’ ordine naturale 
( Y  X! X ) della retta u, i punti Y, ZJ, X \ X , Z si susseguono 
nella disposizione scritta, e perì) il segmento ZJ X\ che non 
contiene Y  è interno al segmento Y  X  (die non contiene Z. 
Ma al secondo segmento corrisponde appunto il primo nella

proiettività T c o ­

peco dunque (‘ostruito un segmento di u cui corrisponde 
nella detta proiettività un segmento interno, come era ri­
chiesto. Ciò dimostra il teorema enunciato.

(Y  X  X ’ Z \ 
[ x  Y  Z X)  
(Y  Xf X  Z'\ 
\X ' Y  Z' AT

§ 38. Involuzioni iperboliche. — Si ha il
Teorema. — In una forma: di IJ specie., pii elementi 

doppi di una involuzione iperbolica co separano armonica- 
niente le coppie di elementi eoniucjaii.
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Sieno i l / ,  X  gli elementi doppi di co , ed A , i l '  due elementi 
coniugati distinti di essa. In co al gruppo di quattro elementi 
M XAA  corrisponde il gruppo MNA'A; quindi

M N  A A' 7z M X  A ' A ,

e però (§ 33) il gruppo (M X  A A') è armonico, e. c/. <:/.
Ciò si esprime anche dicendo : * L’invariante assoluto 

d' una involuzione iperbolica è —1 .
Corollario. — Dati, in u, gli elementi doppi M, N ( di­

stinti ) di una involuzione co, questa: è definita e si co­
struisce determinando di ogni elemento il coniugato armo­
nico rispetto ad M, N.

Combinando questo corollario con quello del § 30 si lui:
In  una forma, di Y.a specie u esiste una involuzione a 

cui appartengono due coppie di elementi coniugati distinti 
o coincidenti, senza elementi comuni.

Osservazione l.a — Dire che una, coppia di elementi di­
stinti A A  è in involuzione con due coppie, ciascuna costi­
tuita di elementi coincidenti MM, X X , è lo stesso che affer­
mare che M , X  separano armonicamente A , A .

Quindi dal teorema del § precedente si deduce :
In un’ involuzione ellittica di una forma di l.a specie esiste 

una coppia, lien determinata, che separa armonicamente 
un’ altra coppia assegnata.

Osservazione 2.a — Ricordando il risultato del § 20, 
possiamo ora completare ciò che è stato detto nel § prece­
dente intorno alla coppia comune a due involuzioni enun­
ciando che:

In  una form a di 7.a spade, due involuzioni iperboliche, 
dotate di elementi doppi tutti distinti, hanno o non hanno 
una coppia comune, secondo che i loro elementi doppi non 
si separano o si separano.

Se le due involuzioni hanno un elemento doppio comune, 
questo costituisce la coppia ad esse comune.
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Dimostriamo ora il teorema:
Si abbia in una form a di 1.a specie una proiettività 

(iperbolica) dotata di due elementi uniti M, N. Se AA', BB' 
sono due coppie di elementi omologhi in essa, le tre coppie 
MN, AB', A'B sono in involuzione.

Infatti si ha, per ipotesi,

M N A B i z M N A B '
e quindi (§ 33)

M N  A B  n N  M  B’ A .

Questa relazione simbolica significa appunto che nella

proiettività ^  definita dalle tre coppie MA7, AB', BA ,

gli elementi M, N  si corrispondono.in doppio modo; ossia 
che tale proiettività è un’involuzione, il che appunto dove­
vasi stabilire.

Dal teorema ora dimostrato si deduce il corollario:
Si abbia in una form a di 1.a specie una proiettività 

(iperbolica) non involutoria, dotata eli due elementi uniti 
M, N; e sieno A' ed A" gli elementi omologhi di un qual­
siasi elemento non unito A, rispetto alla proiettività data, 
e alla sua inversa. Il coniugato armonico di A rispetto 
ad A', A" è coniugato armonico dell' elemento stesso ri­
spetto ad MN.

Se invero si pone nell’ enunciato precedente B =  A \  
B' =  A, si trova

M N  A A" tu N  M A  A ,

la quale relazione significa, die le coppie MN, A  A" ap­
partengono ad un' involuzione, avente A  come elemento 
doppio.

Osservazione. — Si ha cosi il modo di costruire, nella 
forma di l.a specie, r  involuzione definita dai due elementi
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uniti della data proiettività presi come doppi, senza bisogno 
di conoscere gli elementi suddetti.

Questa involuzione gode della proprietà caratteristica di 
essere permutabile colla nominata proiettivià, cioè desi­
gnando l’involuzione c la proiettività di cui si parla ri­
spetto con Q e IT, si ha

7T Q =  Q 7T.

Tale relazione si verifica subito osservando che la proiet­
tività trasforma l’ involuzione 0 , in un’ altra involuzione 
dotata degli stessi clementi doppi, cioè in sò stessa

(  TT Q 7 Z ~ ~ l  =  Q  ) .

Noteremo infine clic il teorema dimostrato innanzi è su­
scettibile di essere esteso al caso in cui la proiettività n  
sia ellittica, cioè « anche in questo caso il coniugato armo­
nico di .4 rispetto ad A' A 1' descrive un’ involuzione Q, per­
mutabile con H; soltanto la Q è qui un’ involuzione ellittica ».

La dimostrazione (mancando gli elementi uniti il/, N )  
riesce un po’più laboriosa, c perciò la lasccrcmo da parte.

Ci limiteremo ad avvertire che il resultato può essere 
espresso in una forma che ne mette in luce 1’ analogia col 
caso precedentemente trattato, introducendo il linguaggio 
degli immaginarli.

Dicesi, j)er convenzione, che uri involuzione ellittica d i 
una form a di ir  specie ha una coppia di elementi dopp)i 
immaginarli ( coniugati).

Questa frase deve prendersi nel senso clic « assegnare 
una coppia di elementi immaginarli (omoilimi) significa as­
segnare una forma di i.a specie ed in essa un’ involuzione 
ellittica, (di cui i suddetti elementi si riguardano come 
doppi) ».

Allora, si potrà dire che « una: proiettività ellittica di 
una forma, di ir  specie ha una coppia: di elementi uniti
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immaginarti, cioè gli elementi doppi delV involuzione el­
littica con essa permutabile, di cui abbiamo veduto la co­
struzione ».

Queste osservazioni valgano a dare un cenno della teoria 
geometrica degli imaginarii, svolta in tutta la sua estensione 
da Staudt nei « Beitràge zur Geometrie der Lage » ed in 
modo elementare (trattando solo le coppie di elementi co­
niugati) dal Segre « Le coppie di elementi immaginari 
nella Geometria proiettiva sintetica » ( Memorie dell’ Acca­
demia di Torino, 1888 ).

Nel seguito gli elementi di cui si parla saranno sempre 
supposti non immaginarii, cioè reali, salvo esplicito avviso.

§ 39. — Teorema del quadrangolo. —* Sussistono i se­
guenti teoremi correlativi nella geometria piana:

Nel piano

le tre coppie eli lati opposti le tre coppie eli vertici op- 
cli un quadrangolo completo posti di un quadrilatero com- 
segano una retta, non cip- pleto sono proiettate da un 
partenente ad alcun vertice punto, non appartenente ad 
del quadrangolo, secondo tre alcun lato del quadrilatero, 
coppie di punti in invola- secondo tre coppie di raggi 
zione. in involuzione..

Basterà dimostrare il teorema a sinistra.
Sia H  G E  F  il qua­

drangolo, u la retta se­
gante, e AA', BE', CC 
le tre coppie di punti 
sezioni di u rispettiva­
mente colle coppie di 
lati opposti HE, G F ;
HG, E F ; EG, HF. Una 
di tali coppie ( senza ele­
menti comuni) p. e. AA’,

io
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sarà costituita di punti distinti. Ciò posto consideriamo il 
punto Q =  F  G . E H, che è un punto diagonale del qua­
drangolo.

Si ha
A A' B' a  « A Q G F

(essendo un gruppo proiezione dell’altro da H);

A Q G F  n A A ' C B

(essendo un gruppo proiezione dell’altro da E). 
Inoltre (pel § 33)

quindi
A A ' C B  U A' A B C ,  

A A ’ B  C  II A' A B  C.

Ora la proiettività nella quale si corrispon­

dono le coppie AA', A'A, BB', CC è un’ involuzione pel teo­
rema del § 36.

Ciò dimostra il teorema.
Si enunceranno per esercizio i teoremi correlativi dei 

precedenti, nello spazio, e si noteranno i casi particolari in 
cui la u passi per un punto diagonale o per due punti dia­

gonali del quadran­
golo.

Costruzioni. — Il 
precedente t e o r e m a 
fornisce una nuova 
costruzione dell’ invo­
luzione nelle forme di
l.B specie.

Riferendoci, per e- 
sempio, alla punteg­
giata u, su cui sia de­
finita un’ involuzione
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mediante due coppie di punti coniugati AA ', BB\ si può 
costruire in essa il coniugato C' di un punto di C u nel se­
guente modo :

Si conducano per A, B , C tre rette fuori di u, in un 
piano, che formino un trilatero avente per vertici, rispetti­
vamente opposti ad essi, i punti L, M , N; si unisca A' con 
L  e Bf con M; V intersezione K  delle due rette vien proiet­
tata da N  su u nel coniugato Cr di C.

L’ unicità del punto C costruito in tal modo, quando si 
vari il quadrangolo costruttore, segue anche dal teorema 
sui quadrangoli prospettivi ed omologhi del § 1 1 .

§ 40. * Proprietà metriche deir involuzione nella 
punteggiata. — Data, in una punteggiata propria u, una 
proiettività .tu, si avranno in generale su u due punti (limiti) 
corrispondenti al punto all’ infinito in ru ed in t t-1, i quali 
punti saranno propri, se tu non è una similitudine (§ 29). In 
tal caso essi potranno tuttavia coincidere in uno stesso 
punto ( proprio ) 0 , ed anzi ciò accadrà allora ed allora sol­
tanto quando la proiettività tu sia involutoria; il punto O, 
coniugato del punto all’ infinito nell’ involuzione t u ,  prende il 
nome di centro di essa.

Consideriamo su u un’ involuzione dotata di centro pro­
prio 0  (escludendo dunque, per ora, il caso che essa abbia 
il punto all’ infinito come doppio). Sieno A A \ BB' due coppie 
di punti coniugati, e si designi con Oœ il punto all’ infinito 
di u, coniugato ad 0. Si ha allora

A B  OOoo tu ÀI B' Oqq 0 ,

e quindi, uguagliando i birapporti dei due gruppi di 4 
punti, si ricava:

( A B  OOoo) =  (Al B  Ooo 0),
ossia

AO  _  BO  
BO A 'a
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quindi
A 0 . A  0 =  B O . B  0.

Dunque: Il prodotto delle distanze di due punti coniu­
gati dal centro (proprio) dell’ involuzione è una costanter 
che dicesi costante dell9 involuzione.

Questa relazione rientra del resto in quella più generale 
dimostrata ( nello stesso modo ) in fine al § 34.

È chiaro poi che, viceversa, essa esprime una proprietà 
metrica caratteristica per l’ involuzione.

Indicata con k la costante di una involuzione, il suo- 
segno ci dà il senso di esso : se k è positiva, 1’ involuzione 
stessa è discorde e si hanno due punti uniti M, N  di cui 0  
è punto medio; in tal caso

k =  Ô~M* =  Ô~N*.

Osservazione. — Scegliendo sulla punteggiata u un si­
stema di coordinate ascisse avente per origine il centro 0 ,. 
T equazione dell9 involuzione si presenta sotto la forma

æy =  k,

ove œ, y son le ascisse di due punti omologhi.
I punti doppi son determinati dall’ equazione

9 7xr =  k,

la quale ha due radici reali o immaginarie secondochè k è 
positiva o! negativa, ossia secondochè F involuzione è iper- 
lica o ellittica. Si vede dunque come alla coppia di punti 
immaginari introdotta sinteticamente al § 38, faccia riscontro 
una coppia di radici immaginarie di un’ equazione di 2 .° grado.

L’involuzione su u appare completamente diversa, sotto 
1’ aspetto metrico, quando il punto all’ infinito è un punto 
doppio, vale a dire quando essa è una similitudine (§ 29). 
Invero, su u, una similitudine involutoria, è sempre una 
simmetrica rispetto ad un centro, generata dal ribaltamento 
di u attorno ad esso.
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Infatti, se 0  è V ulteriore punto doppio della involuzione
----- j---------- j---------——|---  nominata, esso, insieme al punto

A 0 A l all’ infinito, separa armonica­
mente ogni coppia di punti omologhi AA!y onde

O A — — OA'.
È stato avvertito d’ altra parte ( § 32 ) che la simmetria 

rispetto ad un centro è 1’ unica specie di congruenza inversa 
che si possa avere in una punteggiata propria.

Osservazione. — Nel § 32 avevamo caratterizzato dal 
punto di vista grafico le congruenze dirette sopra una pun­
teggiata come « proiettività paraboliche col punto unito 
improprio » ; qui risultano caratterizzate le congruenze 
inverse (simmetrie) come « involuzioni con un punto doppio 
alV infinito ».

balle cose dette risulta una notevole generazione metrica 
•dell’ involuzione nelle punteggiate, mediante fasci di cerchi.

Ricordiamo dalla geometria elementare che due cerchi 
d’ un piano individuano sempre un asse radicale, luogo dei 
punti di ugual potenza rispetto ad essi (cioè, riferendoci alla 
l.a delle figure seguenti, luogo dei punti 0 , per cui 

O A . O A  =  G B . 0 5 ') .
Questo asse radicale è la retta congiungente i due punti 

■d’incontro dei due cerchi, se questi s’incontrano; è la tan­
gente comune se si toccano; e può essere determinato in 
tutti i casi come la retta perpendicolare alla congiungente 
i centri 0, Cr dei due cerchi di raggi r, r', nel punto D, le 
cui distanze da C, C' sono tali che

C~D2 — =  r2 — r’\
Si avverta che 1’ asse radicale di due cerchi concentrici 

è la retta all’ infinito del loro piano, e viceversa.
Ricordiamo inoltre che, dati due circoli, ve ne sono in­

finiti altri, che insieme ad uno di essi danno come asse ra ­
dicale l’asse a dei primi due; essi formano un fascio di 
circoli che ha come asse radicale la retta a.
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Questo, fascio è determinato indifferentemente da due 
qualunque dei suoi circoli. Per ogni punto del piano che non

sia comune a tutti i circoli di un fascio (cioè che non sia 
un punto base) passa un circolo di esso.

Se due circoli hanno comuni due punti, questi sono punti 
base del fascio determinato dai due circoli, ed il fascio è 
costituito da tutti i circoli passanti per i due punti.

I centri dei circoli d’un fascio stanno sopra una retta 
perpendicolare all’ asse radicale, ecc.

Ciò posto si consideri nel piano un fascio di circoli di
asse radicale r, e si 
consideri una retta a 
non passante per un 
punto base del fascio. 
Sia 0  e= ar, e sup­
pongasi dapprima che 
0  sia proprio; sieno 
AA\ BE' due coppie
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di punti segate su a da due cerchi del dato fascio. Essendo r 
P asse radicale dei due cerchi, si ha

O A . O A '  =  O B . O B ' .  .

Dunque su a le coppie A A' e BBf appartengono ad una 
involuzione avente come centro 0; a tale involuzione ap­
partengono similmente tutte le coppie segate dai circoli del 
fascio sulla retta a.

Suppongasi ora che 0  sia improprio, cioè che le rette 
a , r  sieno parallele, oppure che la r sia impropria; allora 
si consideri la retta f  perpendicolare ad a che contiene i 
centri dei circoli del fascio, e sia 0' la sua intersezione con a.

Il punto 0' è punto medio di tutte le corde intercette 
su a dai cerchi del fascio 
( che incontrano a)\ quindi 
le coppie segnate da tali 
c i rcol i  appartengono ad 
una simmetria di centro 0 .

Possiamo quindi enun­
ciare il teorema:

Segando i circoli d' un 
fascio con una retta a del 
suo piano , non passante per un punto base, si ottengono 
le coppie d y una involuzione, che ha come centro V interse­
zione della retta stessa colV asse radicale del fascio, e, nel 
caso particolare che queste due rette sieno parallele, è una 
simmetria rispetto al 
punto sezione di a 
colla perpendicolare 
contenente i centri 
dei circoli del fascio .

È. chiaro che ogni 
involuzione sopra una 
retta a può conside­
rarsi come ottenuta in
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tal modo. Invero se A A \ BB’ sono due coppie di un’invo­
luzione co su a (coppie che individuano c o ) ,  si possono con­
durre ad arbitrio per AA' e rispettivamente per BB ' due cir­
coli; segando con a il fascio K  di circoli determinato dai due 
nominati, si ottiene appunto l’ involuzione co . Si osservi che 
può anche farsi sempre in modo che il fascio K  abbia due 
punti base.

C o s t r u z io n i .  — L ’ osservazione precedente permette una 
nuova costruzione dell’ involuzione co su a. Invero il coniu­
gato di un punto C si può ottenere, costruendo il circolo 
del fascio A”, che passa per C, e determinandone V ulteriore 
intersezione C  con a.

I punti doppi dell’ involuzione nominata O, supposta iper­
bolica, sono i punti di contatto dei cerchi del fascio K  tan­
gente ad a.

O s s e r v a z io n e .  — Notiamo come il teorema sopra enun­
ciato permetta di costruire 1’ asse radicale di due cerchi, 
indipendentemente dall’ esistenza delle loro intersezioni, nel 
modo seguente.

Si determinino le due coppie di punti comuni ai due 
cerchi dati e ad una retta secante arbitraria, c si costruisca 
su questa il centro dell’ involuzione defluita dalle due coppie 
nominate; si ha così un punto dell’asse radicale dei due 
cerchi. Si può egualmente determinare un secondo punto 
dell’ asse stesso che congiunto al primo, fornisce V asse 
domandato.

§ 41. * Congruenze involutorie nel fascio. — Cer­
chiamo nel fascio (proprio) U di raggi (e analogamente si 
direbbe pel fascio di piani) la condizione perchè una con­
gruenza sia involutoria.

Una congruenza diretta equivale ad una rotazione in un 
dato senso, di un certo angolo a, del fascio U su se stesso 
(cfr. § 32). Se tale congruenza deve essere involutoria, oc­
corre che la rotazione dell’ angolo 2 a sovrapponga in U
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ogni raggio a sè stesso, cioè l’angolo 2 a deve essere un 
multiplo di due angoli retti | 2a==0(mod.  -rr)J. Se la data 
congruenza non è identica, essa equivale dunque ad una 
rotazione di un angolo retto del fascio U su se stesso.

La congruenza involutoria così generata si può definire 
come la corrispondenza in cui ad ogni raggio corrisponde 
il raggio perpendicolare in U.

Questa si chiama V involuzione degli angoli retti in U.
Tali cose possono ripetersi analogamente pel fascio di 

piani. Si ha dunque:
In  un fascio (proprio), una congruenza diretta involu­

toria è V involuzione degli angoli retti.
Invece si ha:
In  un fascio ( proprio ) ogni 

congruenza, inversa è involuto­
ria, poiché tale congruenza è 
una simmetria rispetto ai due 
elementi doppi ortogonali (§ 32).

Stante il resultato del § 37, 
una involuzione data in un fascio, 
diversa dall’ involuzione ( ellit­
tica) degli angoli retti, avrà con questa una coppia comune. 
Si ottiene così la seguente proprietà:

In uri involuzione di un fascio proprio esiste sempre 
una coppia di elementi (raggi o piani) coniugati ortogo­
nali: questa coppia è unica, se la data involuzione non è 
quella degli angoli retti.

Nel piano, segando colla retta all’ infinito le involuzioni 
degli angoli retti di tutti i fasci di raggi, si ottiene una de­
terminata involuzione che dicesi la involuzione assoluta del 
piano ( congruenza involutoria diretta sopra la retta im­
propria). Questa è la corrispondenza biunivoca tra le dire­
zioni ortogonali del piano.

Tenendo presente un resultato del § 29 si avrà:
Una proiettività tra due punteggiate improprie è una
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congruenza, allorché fa  corrispondere alV involuzione as­
soluta sull9 una, V involuzione assoluta sull’ altra ; perchè 
ciò accada basta anzi si sappia che a due coppie di punti 
coniugati nella prima involuzione corrispondono, per effetto 
della proiettività nominata, due coppie di punti coniugati nella 
seconda. Invero tali condizioni portano che due qualunque 
fasci propri di raggi proiettanti le punteggiate risultino con­
gruenti.

Osservazione l .a — Segando l’involuzione degli angoli retti 
d’un fascio con una retta propria si ha un’involuzione ellittica.

Viceversa:
Ogni involuzione ellittica di una retta propria, può pro­

iettarsi da due punti di un piano passante per la retta 
secondo un’ involuzione di angoli retti.

Infatti, designando con AA\ BE' due coppie dell’ invo­
luzione ( separantisi 
fra loro ), i centri di 
proiezione di cui si 
parla nell’ enuncia­
to, si ottengono se­
gando i due cerchi 
che hanno per dia- 

metro rispetto AA' e BB\ e giacciono nel piano assegnato 
per la retta.

Si può esprimere la proprietà enunciata dicendo :
Ogni involuzione ellittica di una retta propria può es­

sere proiettata nell’ involuzione assoluta della retta im­
propria, di un piano che contiene la prim a .

Osservazione 2.a — Secondo il linguaggio della teoria 
degli immaginarli (§ 38 Osservazione), si deve dire che 
l’ involuzione assoluta sopra la retta impropria di un piano, 
ha una coppia di punti doppi immaginarli, cui si dà il nome 
di punti ciclici del piano.

L’involuzione degli angoli retti in un fascio ha una coppia 
di raggi doppi immaginarii, che debbono riguardarsi come
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proiettanti dal centro del fascio i punti ciclici del piano; a 
questi si dà il nome di rette isotrope pel punto.

§ 42. Cenno sulle proiettività cicliche. — Se si ha in
una forma di l.a specie una proiettività .tu, si possono consi- 

' derare le proiettività tu2 =  tu . tu, tu3 =  tu2 . tu ..., che nascono 
dalla ripetizione della tu.

In generale si ottiene così da un punto A  (non unito) una 
successione infinita di punti corrispondenti in tu, tu2, tu3 —  ; 

punti che designeremo con A', A", A'".... A n....
Ma può avvenire che sempre il punto A n coincida con 

A, vale a dire che tun sia V identità, ciò che s’ indica scri­
vendo 7Tn =  1 .

Se ciò avviene per un certo valore di n, si dice che tu 

è una proiettività ciclica cV ordine n e che i gruppi ana­
loghi ad A A' .4,".... A n - 1 sono i cicli di essa. Le proiettività 
cicliche di 2 .° ordine sono le involuzioni.

Si può dimostrare che una proiettività tu d i  una form a  
di 1? specie è ciclica d' ordine n >  2  se Tun ha un ele­
mento unito, che non sia unito per tu, cioè se A n coin­
cide con A

Si può anche vedere che le proiettività cicliche d’ ordine 
n >  2 sono ellittiche.

* Non vi sono sulla retta congruenze dirette cicliche.
2 TUNel fascio, una rotazione dell’ angolo a =  ----  genera

una congruenza diretta ciclica, d’ ordine n.



CAPITOLO Vili

Proiettività tra forme di 2*a specie.

§ 43. Definizioni. — Due piani si dicono o m o g ra fic i, al­
lorché sono riferiti in modo che ad ogni elemento, punto o 
retta, dell’ uno, corrisponda un elemento, rispettivaménte 
punto o retta, dell’ altro, in guisa che ad un punto e ad una 
retta d’ un piano die si appartengono corrispondano sempre 
nell’ altro un punto e una retta che si appartengono.

Si dice o m o g ra fia  la corrispondenza clic intercede fra 
due piani omografici. Si può avere un semplice esempio 
d' omografia fra due piani, considerando la corrispondenza 
( p r o s p e t t iv i tà  ), che nasce proiettando un piano sull’ altro da 
un punto esterno.

Un altro esempio * di omografia tra due piani si lia ope­
rando sopra uno dei due piani un movimento ( nel senso della 
geometria elementare), in guisa da sovrapporlo all’altro 
piano, e considerando come corrispondente ad ogni punto 
del primo piano la nuova posizione da esso assunta.

Un’ omografia fra due piani si può considerare come una, 
corrispondenza biunivoca soltanto fra i punti di due piani 
(o soltanto come una corrispondenza biunivoca fra i duo 
piani rigati). Sussiste allora la proprietà fondamentale che: 
m e n tr e  u n  p u n to  s i  m u o ve  in  u n  p ia n o  d e sc r iv e n d o  u n a  
re tta , il c o r r is p o n d e n te  s i  m u o ve  nelV  a ltro  p ia n o  d e s c r i­
v e n d o  esso p u r e  u n a  re tta  (la retta corrispondente alla no­
minata ).
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Allorché sono dati due piani a, o! si può in infiniti modi 
pensare una corrispondenza biunivoca fra i punti dell’uno 
e i punti dell’ altro ; ma una tale corrispondenza non è in 
generale un’ omografia. Se invero si fa muovere un punto 
P nel piano 2 descrivendo la retta p, il punto corrispon­
dente P' in a' non descriverà in generale una retta, ma 
(ammessa la continuità) una curva qualsiasi. Il fatto che P' 
descriva una retta quando P descrive una retta in a è ap­
punto ciò clic caratterizza la speciale corrispondenza fra 
due piani detta « omografia ». Invero, se tale condizione si 
suppone realizzata, si può riguardare come corrispondente 
di ogni retta p  del piano a la retta 7 /, luogo dei punti omo­
loghi di p  in a'; e si ha allora che ad ogni elemento, punto 
o retta, di a, corrisponde un elemento dello stesso nome 
in a', e ad un punto e una retta di a che si appartengono 
corrispondono in a' un punto e una retta che si appar­
tengono.

È ovvio fare l’osservazione correlativa alla precedente, 
osservazione che per brevità omettiamo.

Due piani si dicono reciproci o correlativi allorché 
sono riferiti in modo, che ad ogni elemento, punto 0  retta, 
dell’ uno, corrisponda un elemento di nome diverso, rispet­
tivamente retta o punto, nell’ altro, in guisa che ad un punto 
e una retta d’ un piano, che si appartengono, corrispondano 
nell’ altro piano una retta ed un punto che del pari si ap­
partengono.

Si può considerare la reciprocità ( cioè la nominata cor­
rispondenza) fra due piani, come una corrispondenza fra 
gli elementi (punti) di un piano punteggiato e gli elementi 
(rette) di un piano rigato; questa corrispondenza gode al­
lora della proprietà fondamentale 0  caratteristica seguente : 
« mentre un punto si muove nel primo piano, descrivendo 
una retta, la retta omologa nelV altro si muove passando 
sempre per un punto fisso. » In forza di questa proprietà 
(che per una corrispondenza qualsiasi può non essere sod-
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disfatta) anche ad ogni retta del l.° piano viene a corri­
spondere un punto del 2 .°, ecc.

O s s e r v a z io n e .  — Ciò che si deve contrapporre per dua­
lità all’omografia fra due piani è ancora l’omografia: se si 
considera la prima omografìa come esistente fra i due piani 
punteggiati, le si contrapporrà la considerazione dell’ omo­
grafia stessa come esistente fra i due piani rigati.

Ciò che si deve contrapporre per dualità alla reciprocità 
o correlazione fra due piani, è ancora la reciprocità : se una 
volta essa si riguarda, come posta fra un piano punteggiato 
e un piano rigato, si riguarderà l’altra volta come posta 
fra un piano rigato e un piano punteggiato.

Le definizioni date di omografia e reciprocità si traspor­
tano subito alle stelle.

Due s te lle  si dicono o m o g ra fic h e , se ad ogni retta e ad 
ogni piano dell’ una corrispondono rispettivamente una retta 
e un piano dell’ altra, con la condizione che se i due ele­
menti nominati della prima stella si appartengono, lo stesso 
avvenga dei corrispondenti nell'altra.

Due s te lle  si dicono re c ip ro c h e  o c o r re la tiv e , se ad ogni 
retta e ad ogni piano dell’ una corrispondono reciproca­
mente nell’ altra un piano ed una retta, con la condizione 
che ad elementi (retta e piano) dell1 una, che si apparten­
gono, corrispondano nell’altra elementi (piano e retta) che 
si appartengono.

Infine si può considerare anche V o m o g ra fia  f  ra  u n  p ia n o  
e d  u n a  s te l la , cioè la corrispondenza fra gli elementi, punti 
e rette del piano, e gli elementi, rette e piani della stella, 
dove ad elementi (punto e retta) del piano, che si appar­
tengono, corrispondono elementi nella stella che pure si ap­
partengono. Similmente si ha la  re c ip ro c ità  f r a  u n  p ia n o  
e d  u n a  s te l la , quando ad ogni elemento, punto o retta del 
piano, corrisponde un elemento, rispettivamente piano o 
retta, nella stella, e ad elementi nel piano che si apparten 
gono corrispondono nella stella elementi che si appartengono.
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L’omografìa o la reciprocità, secondo ciò che è stato 
notato diffusamente per F omografìa fra due piani, può ri­
guardarsi come una corrispondenza biunivoca fra gli ele­
menti di due forme di 2 .a specie, dove agli elementi di una 
forma di l.a specie nell’ una corrispondono nell’ altra ele­
menti di una forma di l.a specie. In tal modo Forno- 
grafia e la reciprocità si presentano sotto un aspetto unico; 
la differenza sta solo nel nome diverso degli elementi cor- 
rispondentisi nelle due forme che s’immaginano riferite. 
Appunto perciò si abbracciano F omografìa e la reciprocità 
sotto il nome comprensivo di p r o ie t t i v i tà  ( fra piani e stelle 
o fra forme di 2 .a specie).

Si può dire:
D ue fo r m e  d i  2 2  sp ec ie  sono  p r o ie t t iv e , a llo rch é  sono  

r i f e r i t e  in  m o d o , che  a  c ia sc u n  e le m e n to  d e lV  u n a  c o r r i­
s p o n d a  u n  e le m en to  d e l l’ a l tr a , con  la  c o n d iz io n e  che a d  
e le m e n ti  d i  u n a  fo r m a  d i  12 sp ec ie  n e l l9 u n a  c o r r isp o n ­
d a n o  e le m e n ti  d i  u n a  f o r m a  d i  12 sp ec ie  ( o m o lo g a )  
n e l l ’ a l tr a .

Dalle definizioni date segue subito che ; D ue fo r m e  d i  
22  sp ec ie  p r o ie t t iv e  a d  u n a  te r z a  sono  p r o ie t t iv e  f r a  lo ro .

D ue f o r m e  d i  2 .a sp ec ie  o m o g ra fich e  a d  u n a  32  sono  
o m o g ra fic h e  f r a  loro.

D ue f o r m e  d i  2 2  sp ec ie  re c ip ro c h e  a d  u n a  3 2  sono  
o m o g ra fic h e  f r a  lo ro .

D ue fo r m e  d i  2 .a specie , u n a  d e lle  q u a li è o m o g ra fica  
e V a ltr a  è re c ip ro c a  a d  u n a  m e d e s im a , sono  re c ip ro c h e  

f r a  lo ro .
Queste proposizioni si possono anche raccogliere nel- 

F enunciato :
I l  p r o d o tto  d i  d u e  p r o ie t t iv i tà  tr a  fo r m e  d i  2 2  sp ec ie  è 

u n a  p r o ie t t iv i tà ,  e p r e c is a m e n te  u r i  o m o g ra fia  o u n a  co r­
re la z io n e , seco n d o c h è  le p r o ie t t iv i tà  c o m p o n e n ti  sono  d e lla  
s te ssa  n a tu r a  o d i  n a tu r a  d iv e r s a .

Se due forme di 2.a specie sono riferite fra loro in modo
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che si passi dall’ una all’ altra con un numero finito di 
proiezioni e sezioni, esse sono omografiche. La proposizione 
inversa è pure vera come si potrebbe dedurre dai risultati 
che seguono.

§ 44. Teorèma fondamentale. — Nello studio della 
proiettività tra due forme di 2 .a specie possiamo sostituire 
eventualmente alle stelle dei piani prospettivi (loro sezioni) 
e quindi limitarci a considerare la proiettività ( omografìa o 
reciprocità) tra due piani. Così faremo appunto nel seguito, 
almeno generalmente.

Consideriamo due piani omografi a e ed in essi due

dere che questa corrispondenza è una proiettività. Basta per 
questo (riferendoci alla definizione) mostrare che a 4 punti 
P1 P2 Pz P4 di p, formanti un gruppo armonico, corrispondono 
su p' 4 punti P \ P \ P \ P \  formanti del pari un gruppo ar­
monico. Ora si consideri un quadrangolo ABCD costruttore 
del gruppo armonico Px P2 P3 P4 (vedi figura): ad esso cor­
risponde nel piano a! un quadrangolo A' B  C' D\ di cui duo 
lati passano per P \, due per P '2, uno per P '3, uno per P \\  
esso prova che il gruppo P \ P \ P 'z P'4 è armonico, c. cl. cl.

Abbiamo dunque il teorema fondamentale nella teoria 
dell’ omografia di due piani :

In  due piani omografici due punteggiate omologhe sono 
proiettive.

E nello stesso modo (fatte le convenienti sostituzioni di 
parole nel ragionamento precedente) si dimostra che:

h  Pb Ps Pi P

A/ /

PI P'P' fi fi

rette omologhe p, p ’. 
Mentre un punto P  si 
muove su p, il corri­
spondente Pf si muo­
ve su p': nasce così 
fra le due rette p, p' 
u n a corrispondenza 
biunivoca. È facile ve-
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In  due piani reciproci una punteggiata è proiettiva al 
fascio di raggi omologo.

0  più generalmente:
In  due form e di 2a specie proiettive, forme di 1a specie 

omologhe sono proiettive.
La proiettività che risulta così definita tra le nominate 

forme di l a specie omologhe, dicesi subordinata di quella 
data tra le forme di 2 a specie.

§ 45. Determinazione della proiettività tra forme di 
2 a specie. — Il problema capitale della teoria della proiet­
tività tra forme di l a specie era quello di assegnare come 
possa esser posta e determinata la proiettività fra due 
forme; lo stesso problema compare qui per le forme di 2 a 
specie.

Ci riferiamo al caso di due piani e cominciamo a parlare 
dell’ omografia.

Sieno a, a due piani omografici, AA\ BBf due coppie di 
punti di essi che si corrispondono nell’ omografìa. I fasci di 
raggi A , A' e così i fasci B , B’ sono proiettivi ; ài raggio AB  
considerato nel fascio A o in B  corrisponde ugualmente il 
raggio A! B\

Un punto qualunque P del piano a, fuori della re ttac i? , 
può essere determinato come intersezione delle rette PA, 
PB, ed allora il suo corrispondente P' viene determinato 
come in te rs e z io n e  
delle rette omologhe P
alle nominate nelle p 7 
proiettività tra i fasci
A, A ' e B, B \ Una ' 
retta qualsiasi p  descritta da P  in a, non passante per A o
B , può riguardarsi come luogo dei punti d’intersezione dei 
raggi omologhi di due fasci prospettivi A, B\ stante la pro­
iettività tra A , A 1 e B , B\ dove al raggio AB  corrisponde
ugualmente A: B\ i fasci A',B' risultano (proiettivi col rag­

li
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gìo Al B  unito quindi ) prospettivi, ed il luogo delle inter­
sezioni dei raggi omologhi è la retta //, corrispondente 
alla p , descritta dal punto P\

Queste osservazioni dimostrano che F omografia (sup­
posta data) tra a, a' è completameute determinata dalla 
proiettività tra le coppie di fasci A, A' è B , B\

Ora prendiamo ad arbitrio, in un piano a ,  due fasci di 
raggi A } B; in un piano a' due fasci A', B , rispettivamente 
proiettivi ai primi, in modo che al raggio A B  corrisponda 
ugualmente (nelle due proiettività) il raggio A' B'. Si do­
manda se si potrà porre tra a, al un’ omografìa, in cui si 
corrispondano le coppie di fasci nominati secondo le pro­
iettività fissate.

La risposta è affermativa.
L’ omografìa in questione si ottiene infatti facendo cor­

rispondere :
1 ) ad ogni punto P di a, fuori di A B , il punto P' di a* 

intersezione dei raggi corrispondenti a PA, P B , rispettiva­
mente per A' e B  ;

2) ad ogni retta p  descritta da P  in a (non passante 
per A o B), la retta p  descritta da P' in a', luogo delle in­
tersezioni dei raggi per A l B\ corrispondenti ai raggi pro­
iettanti da A , B  i punti di p  (i fasci A \ B  così riferiti pro­
iettivamente ai fasci prospettivi A , B risultano pure prospet­
tivi tra loro, perchè al raggio A B corrisponde sempre A ’ B );

3) ad ogni punto P della retta A B (fuori di .4, B ’) il 
punto P’ intersezione di A ’ B  colla retta // corrispondente 
ad una qualsiasi retta p  (diversa da .4 B) per P.

Questo punto infatti non varia mutando la p  per P> 
giacché a due rette del piano a' che s’incontrano in un 
punto fuori della retta ,4' B' corrispondono sempre due rette 
di a che s'incontrano in un punto ( il quale si ottiene 
colla costruzione 2) fuori della retta A B, e per conseguenza 
due qualsiasi rette di a che s’incontrino su A B (in P) cor­
rispondono a due rette di o! che s’incontrano su Al B ,
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ossia a due rette che incontrano A ’ B ', nel medesimo 
punto (B).

Mediante le costruzioni 1 ), 2 ), 3), viene posta tra i punti 
e le rette del piani a ,  a '  una corrispondenza biunivoca nella 
quale ad un punto e ad una retta di un piano che si ap­
partengono, corrispondono nell7 altro piano un punto e una 
retta che parimente si appartengono. Le costruzioni asse­
gnate pongono dunque tra i piani <*, a' un7 omografia ben 
determinata, nella quale i fasci A , A' e B , B' si corrispon­
dono secondo le proiettività fissate, facenti corrispondere 
ugualmente al raggio AB  il raggio A' B .

E però siamo condotti al teorema:
Tra due piani esiste un omografia determinata nella 

quale si corrispondono due coppie di fasci di raggi se­
condo proiettività fissate ad arbitrio, colla condizione che 
al raggio comune ai due fasci di un piano corrisponda 
ugualmente il raggio comune ai due fasci dell* altro piano.

Ora si possono tradurre per dualità i ragionamenti pre­
cedenti, sia relativamente a tutti e duc i piani, sia relativa­
mente ad uno solo.

I resultati che si ottengono, permettono di determinare 
f  omografia tra due piani mediante due coppie di punteg­
giate proiettive, o la correlazione mediante la proiettività 
fra due punteggiate e due fasci. Ecco Y enunciato compren­
sivo che tutti li riassume:

Tra due forme di 2 a specie esiste una proiettività de­
terminata, in cui si corrispondojio due coppie di forme 
di P specie proiettive, dove sicno omologhi gli elementi ri­
spettivamente comuni alle due coppie.

Giova porre questo teorema sotto un7 altra forma.
Riferiamoci, per semplicità di linguaggio, al caso d7 un 

omografia fra due piani punteggiati ed enunciamo poi il ri­
sultato generale.

Si abbiano nei due piani «, a' due quaderne di punti ABCD, 
A 'B C 'D di cui tre qualunque non appartenenti ad una retta.
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Si potranno riferire omograficamente i due piani in guisa 
che le coppie A A', B B’, C C, D D' si corrispondano ? Questa 
omografia rimarrà cosi determinata ?

Il precedente teorema mostra appunto che a queste do­
mande deve darsi risposta affermativa.

Invero si considerino, per esempio, le rette AB, CD e le 
A' B , C  D' e si chiamino 0, 0' rispettivamente i punti d’ in-

tersezione di queste due 
coppie

(0 SE AB . CD,

. .0' =  A ’B ’ . C D ’).

Fissiamo fra le rette A B, A' B la proiettività (A B O \  
A B O f )

che si ottiene facendo corrispondere ad A , B , O rispettiva­
mente A , B,  0',. e similmente fra le rette C D, C  B  la pro­

iettività allora risulta posta tra i piani a'

un’omografia., in cui le due quaderne di puntisi corrispon­
dono. Ma questa omografìa in cui le due quaderne di punti 
si corrispondono è unica, e quindi risulta così determinata : 
infatti da quella corrispondenza segue il corrispondersi di O, 
0' e quindi segue che fra le rette A B , A  B  e le C D, C" B

debbono intercedere le proiettività ( A  B 0 \  ( C O  z>> 
\A ' B C r y  [ c ' O' Bj in­

nanzi nominate, da cui V omografìa fra a, a' riesce definita. 
Concludiamo, più in generale, clic sussiste il seguente: 
T e o r e m a .  — T ra  d u e  fo r m e  d i  .2* sp ec ie  e s is te  u n a  p r o ­

ie t t iv i tà  d e te r m in a ta  d a lia  c o r r is p o n d e n z a  d i  4 copp ie  d i  
e le m e n ti  o m o lo g h i, p u r c h é  tra  i 4 e le m e n ti  f i s s a t i  in  c ia ­
sc u n a  d e lle  d u e  fo r m e  n o n  ve n e  s ie n o  tre  a p p a r te n e n ti  
àcl u n a  f o r m a  d i  B  sp e c ie .

O s s e r v a z io n e .  — Si può dimostrare che è sempre possi­
bile passare con un numero finito di proiezioni e sezioni da 
un piano ad un altro in modo che si corrispondano due
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quadrangoli; correlativamente si dica per due stelle. Si può 
vedere pure che è possibile passare con un numero finito 
di proiezioni e sezioni da un piano punteggiato ad una 
stella di raggi, in modo che ad un quadrangolo del piano 
corrisponda un quadrispigolo della stella. Da ciò si dedur­
rebbe :

S e  d u e  f o r m e  d i  2 K sp ec ie  sono  om ogra fiche , s i  p u ò  p a s ­
sa re  d a l l’ u n a  alV  a l tr a  con u n  n u m e ro  fin ito  d i  p r o ie z io n i  
e s e z io n i .

C o s t r u z io n i .  — La costruzione dell’ omografìa fra due 
piani ò stato il punto di partenza delle nostre considera­
zioni. Noi abbiamo esaminato particolarmente il caso in cui 
l’omografia è definita mediante 2 fasci proiettivi corrispon­
denti, dove si corrispondono i raggi comuni. Non vi è nes­
suna difficoltà a sviluppare la costruzione correlativa del- 
P omografìa tra due piani, partendo da due coppie di pun­
teggiate proiettive omologhe, e così facilmente si possono 
sviluppare le analoghe costruzioni della reciprocità, ecc. 
E se P omografìa o la reciprocità vengono definite anziché 
mediante coppie di forme di l a specie proiettive, mediante 
due quaderne di elementi omologhi (di cui tre non appar­
tengano ad una forma di l a specie), è subito indicato dalle 
considerazioni precedenti, come si dovrà procedere nelle 
costruzioni relative, siccome però le costruzioni che noi ac­
cenniamo sono della massima importanza, anche nella pra­
tica, le spieghiamo qui diffusamente (ritornando anche sul 
caso di cui si è discorso in principio del §), ma limitandoci 
alla proiettività fra piani.

Si vogliano riferire omograficamente due piani, date 
quattro coppie di
punto omologhi, rispettiva- rette omologhe, rispettiva­
mente vertici di due qua- mente lati di due quadrilateri 
drangoli AB C D , A 'B 'C ’D'. ctbcd , a’b'c'd'.

Tra i lati dei due qua- Fra i fasci determinati da 
drangoli congiungenti vertici due coppie di lati omologhi
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omologhi, ad esempio tra A B  
ed A 'B ',  risulta posta una 
proietti vita dove si corrispon­
dono A , A ’ e B , B r ed i punti 
diagonali dei due quadran­
goli A B  . CA A B  . C D '.

Così pure tra i fasci di 
raggi A , A  e tra B , i?’ ecc. 
risulta posta una proiettività 
in cui ai raggi AB, 
corrispondono i raggi A B ',  
A C ',  A D '  e così- ai raggi B A  
BC, B D  i raggi B A , B'C", 
jB'D', ecc.

Ora data in a una retta 
qualsiasi, non passante per 
uno dei punti A , B , C, D, 
essa incontrerà le A B , CD  
in due punti di cui si deter­
mineranno gli omologhi ri­
spettivamente su A B ,  C’D \  
la retta p r di a! congiungente 
questi punti sarà la corri­
spondente di p  nell- omo­
grafìa posta tra a, a .

Dato invece in a un punto 
P, non appartenente ad uno 
dei la t i  del quadrangolo 
A B C  D, si proietterà p. e. 
da A , B , e si determineranno 
i raggi omologhi a queste 
due rette proiettanti, rispetti­
vamente nei fasci A , B \ V in­
tersezione di tali raggi sarà

dei quadrilateri, ad esempio 
fra a à ed a'b', risulta posta 
una proiettività dove si cor­
rispondono a, a' e b, b' e 
le rette diagonali ab . cd, 
a'b' . Cd'.

Così pure tra le rette a, a' 
e tra le b, U, ecc. risulta po­
sta una proiettività in cui ai 
punti ab, ac, ad corrispon­
dono i punti a’b’, a'c', a'd', e 
così ai punti ba, bc, bd i 
punti b'a', b'c’, b'd', ecc.

Ora dato in a un punto 
qualsiasi P. non appartenente 
ad una delle rette a, b, c, d, lo 
proietteremo dai punti ab, cd 
e determineremo le rette omo­
loghe di queste proiettanti, 
nei fasci ab', c d il punto P' 
intersezione di queste rette 
sarà il corrispondente di P 
nclF omografìa posta tra i 
piani a, a'.

Data invece in a una retta 
j ), non passante per un ver­
tice del quadriintero abcd , 
la segheremo p. e. colle rette 
a, b, e determineremo i cor­
rispondenti dei punti d’ inter­
sezione rispettivamente su 
a' b'\ la retta p' che con­
giunge questi punti sarà la
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il punto Pf corrispondente a corrispondente della p  nel-
P  nell’ omografìa in que- l’omografìa.
stione.

Si voglia ora costruire tra due piani a, a ' ,  la recipro­

cità in cui a 4 punti A, 22, C, D, vertici. d? un

quadrangolo in <*, corrispondono 4 rette a, b, e, <2, lati di un 
quadrilatero in.a'.

È anzitutto chiaro come i fasci A, 23, C, 2), risultino pro­
iettivi rispettivamente alle punteggiate a, b, c, <2 , e così le 
punteggiate AB, CD, ecc. ai fasci «6 , ccl, ecc.

Ora dato in a un punto P  non appartenente ad un lato
del quadrangolo A B C I), si proietterà p. e. da A, B , e si 
deterinineimmo i punti che corrispondono a queste due rette 
proiettanti rispettivamente su a, b; la retta/) congiungente 
questi due punti sarà V omologa di P nella correlazione 
posta tra i due piani. Data invece in a una retta p , non 
passante per A, 22, C, D, la si segherà con AB, CD, poi si 
determineranno le rette corrispondenti ai detti punti nei
fasc ic i, ccl; T intersezione di tali rette sarà il punto P, 
omologo di p  nella correlazione.

§ 46. Forme di 2 a specie prospettive. — Se due piani 
(distinti) sono prospettivi (ossia riferiti mediante una proie­
zione da un punto esterno — § 43/ la retta ad essi comune 
è (unita c) tutta costituita di punti uniti (corrispondenti a 
se stessi). Correlativamente se due stelle distinte sono pro­
spettive (proiettanti uno stesso piano), i piani passanti per 
la congiungente i centri delle due stelle sono uniti.

Viceversa si ha il teorema :
Se due piani distinti sono Se due stelle distinte sono 

omografici e la retta ad essi omografiche ed il fascio ad 
comune è tutta costituita di esse comune è tutto costituito 
punti uniti, i due piani sono di piani uniti, le due stelle 
prospettivi. sono prospettive.
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Riferiamoci all’enunciato di sinistra.
Se a, a' sono i due piani, ed a =  a a' la loro intersezione, 

ogni retta p  di a incontra la corrispondente f i  di a' nel 
punto a 2o, a cui corrisponde sè stesso.

Osservato ciò, sieno A , B due punti di a, e A \ B' gli 
omologhi in a'. Le rette A B , A' sono omologhe e però 
s’incontrano su a : segue che le A A \ B B' giacciono in un 
piano e però sono incidenti. Dunque le rette congiungenti 
le coppie di punti omologhi di a, * sono due a due inci­
denti, e poiché evidentemente esse non giacciono tutte in 
un piano, passano tutte per un punto (§ 8 ) ; segue che a, ar 
sono piani prospettivi, e. d . d.

§ 47. Omologia. — Si consideri V omografìa tra due 
piani sovrapposti, cioè in un piano a ; un elemento che coin­
cide col corrispondente dicesi unito.

Se si fissano come uniti quattro punti del piano a, di cui 
tre non appartengano ad una retta, per il § 45 risulta fis­
sata una omografìa in a, che è quella detta identica, in cui 
ogni elemento corrisponde a sè stesso.

Dunque in una omografìa, non identica, del piano a non 
possono aversi quattro punti uniti, di cui tre non apparte­
nenti ad una retta, o correlativamente quattro rette unite 
di cui tre non appartenenti ad un fascio.

Una retta in a congiungente due punti uniti è unita per 
1’ omografìa, e risulta riferita proiettivamente a sè stessa ; 
quindi se vi è sulla retta un terzo punto unito, tutti i punti 
di essa sono uniti (§ 2 1 ); correlativamente sono uniti tutti 
i raggi di un fascio cui appartengano tre rette unite.

Ne segue che: Se in un’ omografia piana (non identica) 
vi sono quattro elementi uniti dello stesso nome ( punti o 
rette), vi è una form a di B  specie tutta costituita di ele­
menti uniti.

Se nell’ omografìa vi è una punteggiata u di punti uniti,, 
ogni retta incontra u in un punto che, essendo unito, deve
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appartenere alla corrispondente, ossia due qualunque rette 
omologhe s’ incontrano su u. Viceversa : se, in una omo­
grafia piana, tutte le coppie di rette corrispondenti s’ incon­
trano sopra una retta, questa retta è costituita di punti 
uniti; giacché ogni punto di essa è centro di un fascio 
unito di raggi.

Correlativamente : La condizione necessaria e sufflcente 
per F esistenza di un fascio di raggi uniti, in una omografia 
piana non identica, è che tutte le coppie di punti omologhi 
sieno allineate con un centro fisso.

Due piani omografici sovrapposti, i quali abbiano :
(tre punti uniti di una retta, (tre rette unite per un punto, 
e quindi) una punteggiata e quindi) un fascio di raggi 
di punti uniti (u), hanno an- uniti (U), hanno anche una 
che un fascio di raggi uniti\ punteggiata di punti uniti.

Basta stabilire il teorema a sinistra, e si farà per eser­
cizio la dimostrazione del teorema a destra, secondo il prin­
cipio di dualità (cfr. § 9).

Sieno a, a' due piani omografici sovrapposti aventi la u 
come retta di punti uniti. Notiamo anzitutto che su u s’in­
contrano tutte le coppie di rette omologhe a, a'\ invero il 
punto a u essendo unito deve coincidere col punto a ' u.

Mandiamo per u un piano oq diverso da a ( =  a') e pro­
iettiamo o! su gcj da un punto esterno A . Nasce tra oq, a 
un’ omografìa, per cui la u è retta di 
punti uniti, dunque (§ 46) una pro­
spettività; vale a dire le coppie di
punti omologhi M M l ,  sono
tutte allineate con un punto fìsso 
Torniamo a proiettare oq da A  sul 
piano a'; le congiungenti le coppie di 
punti omologhi (M M , N N \  ....) nella data omografia tra a, 
a', passeranno tutte pel punto U proiezione di Z7X; questo 
punto sarà dunque il centro di un fascio di raggi uniti per 
1’ omografia, di cui dovevasi mostrare 1’ esistenza.
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La particolare omografia piana ( fra due piani sovrap­
posti) in cui vi è una retta u di punti uniti ed un fascio U 
di rette unite, dicesi omologia dì asse u e centro U.

La doppia proprietà fondamentale dell’ omologia piana 
consiste in ciò che :
le rette omologhe s' ìncon- i punti omologhi sono alli- 
trano sulV asse cV omologia, neati col centro cVomologia. 

La proprietà di un’ omografia piana di essere un’ omo­
logia è correlativa di se stessa.

Osservazione. — Non ò escluso il caso particolare in cui 
il centro U dell’ omologia appartenga all’ asse. L’ effettiva 
possibilità di un’ omologia siffatta, che si dirà un’ omologia 
speciale, resta provata dal teorema che segue.

Teorema. — Esiste un" omologia, piana avente un dato 
* asse u e un dato centro U, in cui si corrispondono:

due punti omologhi A, A' al­
lineati col centro U (diversi 
da esso e non appartenenti 
all’ asse u).

Infatti tale omologia è 
Tomografìa che (secondo il 
§ 45) risulta determinata fis­
sando che la retta u corri­
sponda a se stessa e si abbia 
su u la proiettività identica, 
e che alla retta A A  corri-

due rette omologhe a, a che 
s' incontrino sull' asse u (di­
verse dall’asse e non appar­
tenenti al centro U).

Infatti tale omologia è 
Tomografia che (secondo il 
§ 45 ) risulta determinata 
fissando die i punti U ed aa

sponda se stessa e si abbia sieno uniti e si abbia (come 
su di essa (come subordinata, subordinata dell’ omografia), 
dell’ omografia) la proietti- nel fascio U la proiettività



— 171 —

vità in cui sono dati i punti 
uniti U e C =  A A  . u e la 
coppia di punti corrispon­
denti A A .

Dato un punto B del 
piano, fuori della retta A A , 
per costruire il suo corri­
spondente E  si può procedere 
così: si determini il punto 
O == AB  . u e quindi si se­
ghino le rette O A' e B U; 
il punto d’ intersezione ap­
punto perchè esso è comune 
alla retta A' 0 corrispon­
dente ad A B , ed alla retta

identica, e nel fascio a a1 la 
proiettività che ha per raggi 
uniti u e c == aa' . Ü e dove si 
corrispondono i raggi a a\ 

Data una retta b del 
piano, non passante pel punto 
a a', per costruirne la cor­
rispondente b' si può pro­
cedere così: si determini la 
retta o ■= ab . U e quindi si 
congiungano i punti oar e bu\ 
la congiungente, ap p u n to  
perchè comune al fascio a'o, 
corrispondente ad ab, ed al 
fascio unito ub, è il raggio b 
cercato.U B, è il punto E  cercato.

Dati il centro e l'asse di un'omologia piana ed una 
coppia di punti omologhi, si costruisce subito una coppia 
di rette omologhe congiungendo i due punti con un punto 
dell' asse, e viceversa ; così si può costruire la retta corri­
spondente ad una data quando Y omologia sia definita nel
modo considerato a sinistra. Correlativamente si può co­
struire il punto corrispondente ad uno dato, nell’ omologia 
individuata nel modo considerato a destra..

Teorema. — Siena A A', B B' due coppie di punti omo- 
loghi, ed a a-, b b' due coppie di rette omologhe, in un9 omo­
logia piana di centro U (=  AA'. BB') ed asse u (=  a a '. bb') 
non appartenentesi fra  loro; se C == AA' . u, D == BB'. u, 
sono le intersezioni delle rette AA', BB' con V asse, e 
c == aa ' . U, d =  bb' . U sono le congiungenti i punti aa' 
bb' col centro, si ha:

A A' UC Ti B E  UD ; 
a ar u c n b b' u d\ 

A A 'U C 'K a  a' c u.
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Infatti, se le rette A A', BB', coincidono, la relazione:

A A' UC n B B ' UD
è quella stabilita nel § 33; se le rette A A', BB ' sono di­
stinte, i due gruppi A A ’ UC, B È  UD risultano prospettivi

perchè le rette omologhe A B, A’ B' s’incontrano in un 
punto dell’ asse di omologia u. Correlativamente si.stabilisce 
la relazione:

a a' u c  n b b' u cl.

Ora se si considerano come rette omologhe b, U due
rette A O, A! 0  congiun­
genti A, A! con un punto 
0  di u, si ha :

bb'du tz AA'UC, 
da cui segue:

.4^4'Z7C 7z eia’cu.

O s s e r v a z io n e .  * — Il teorema stabilito si può anche 
esprimere dicendo che : in un’ omologia l’ invariante asso­
luto di ogni proiettività (iperbolica) subordinata sopra una 
retta unita (passante pel centro, cioè diversa dall’asse) è 
costante per ciascuna di queste rette; e (fissato convenien­
temente 1’ ordine dei quattro elementi di cui esso è il bi- 
rapporto) è eguale all’ invariante assoluto di ogni proietti­
vità (iperbolica) subordinata in un fascio unito di raggi
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avente il centro sull’ asse. Tale invariante, dato dal birap- 
porto (A A ' U C), dicesi invariante assoluto , dell’ omologia. 
Ove il centro dell* omologia appartenga all’ asse, P inva­
riante assoluto diviene uguale ad 1 .

Come casi particolari metrici dell’ omologia notiamo :
1) L’omologia affine, in cui il centro è all’ infinito e 

P asse è una retta propria.
L’invariante assoluto dell’ omologia è in questo caso 

il rapporto costante delle di­
stanze di due punti omologhi 
À , A ' dall’ asse (dalla figura 
si vede che queste distanze 
sono proporzionali ad 0 A, OA\ 
il cui rapporto è appunto P in­
variante dell’ omologia).

Tra le omologie affini si di­
stinguono quelle ortogonali, in cui il centro si trova (al- 
P infinito) sulla perpendicolare all’ asse.

2) La omotetia, in cui P asse è la retta all’ infinito e il 
centro è un punto proprio.

In questo caso le distanze di due punti omologhi qua­
lunque (allineati col centro) dal centro, stanno in un rap­
porto costante clic è P invariante assoluto dell’ omologia 
(detto qui rapporto d' omotetia). Due rette corrispondenti 
sono parallele e, in quanto sono riferite nell’ omotetia, ri­
sultano simili. Il rapporto di similitudine è ancora il rap­
porto costante d’ omotetia.

Invero se A , B sono 
A', B ' i loro corrisponder 
centro, si ha :

A B  _  UA 
A' È  ~  V A '

Si vede di qui come due figure piane corrispondenti in 
una omotetia (figure omotetiche) sieno simili nel senso della



— 174 —

Geometria elementare; ma esse sono di più in una parti­
colare relazione di posizione.

3) La traslazione del piano su sè stesso in una data di­
rezione, cioè 1’ omologia che ha 1’ asse e il centro all’ infinito.

Questi casi particolari dell’ omologia forniranno ottima 
materia di esercitazioni.

§ 48. Involuzione. — In un’ omografìa piana (non iden­
tica) due elementi omologhi non si corrispondono in gene­
rale in doppio modo, cioè : se ad A  corrisponde A ', ad A' 
corrisponde un elemento in generale diverso da .4. Quando 
in un’ omografìa piana co tutte le coppie di elementi omologhi 
si corrispondono in doppio modo, in guisa che co = =  c o - 1, 

l’omografìa (non identica) dicesi involuzione.
Se nell’ omologia considerata pel paragrafo precedente 

si suppone che il gruppo (A A ' U C ) (e quindi ogni altro 
analogo) sia armonico, F omologia (detta armonica) è un 
involuzione.

Viceversa, si consideri un’ involuzione nel piano a. Le 
rette che uniscono due punti omologhi come A, A' hanno 
per corrispondenti se stesse ( congiungenti A \ A ) e però vi 
sono infinite rette unite; così pure vi sono infiniti punti 
uniti, intersezioni delle coppie di rette omologhe.

Ma se in un’ omografia non identica vi sono più di tre 
elementi uniti, tre di essi appartengono ad una forma dì 
l a specie tutta composta di elementi uniti (§ 47); dunque 
l’ involuzione nel piano a è un’omologia; ma sopra ogni 
retta unita, diversa dall' asse, le coppie di punti corrispon­
denti formano un’involuzione iperbolica, onde (pel teorema 
del § 38) l’omologia è armonica.

La condizione necessaria e sufficiente affinchè una 
omografia piana sia uri involuzione, è che essa sia una 
omologia armonica.

Osservazione. * — Nell’omologia armonica l’ invariante 
assoluto è — 1 .
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Come casi particolari metrici dell’ omologia armonica 
notiamo:

1 ) La sim m etria  (obliqua  o ortogonale) rispetto a d ' u n  
asse  (omologia affine involutoria).

2) La sim m etria rispetto ad  un centro  ( omotetìa invo­
lutoria).

§ 49. Elementi uniti di un’omografia piana. — Si
abbia un’ omografia piana -, non omologica ; e sia U  un 
punto unito per tale omografia. Ad ogni retta a per U  (che 
può supporsi non unita, giacche n non è un’ omologia) cor­
risponderà una retta a' pure per U ; e le due rette a, a', 
risulteranno riferite proiettivamente dalla n in modo che U 
corrisponde a sè stesso, quindi esse risulteranno prospettive. 
Designeremo con A  il centro della prospettività intercedente 
fra di esse.

Consideriamo ancora due rette omologhe distinte b, b' 
per U ; esse risultano pure riferite prospettivamente dalla r. ; 
designeremo con B  il relativo centro di prospettività.

Ora B  sarà certo distinto da A;  altrimenti ogni retta 
per A  risulterebbe unita, poiché ai punti intersezioni di essa 
con a, b, corrisponderebbero le intersezioni rispettive di 
essa con a’, b'; la n sarebbe in tal caso una omologia di 
centro A, contro l’ipotesi fatta.

Due casi possono presentarsi:
1 ) È possibile scegliere convenientemente le nominate 

coppie di rette a a', b b', in modo che la retta u =  B A  non 
passi per U.

Allora la u è retta unita 
per l’omografia n giacché ai 
due punti (distinti) in cui essa 
sega a, b, corrispondono ri­
spettivamente i punti in cui 
essa sega a’, b\

Due altre rette c, e' per U, omologhe in n, vengono
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dunque segate da u in due punti omologhi, e perciò la u 
contiene sempre il centro C della prospettività, subordinata 
dalla rc, tra c e c'.

2) Comunque vengano scelte le coppie a a\ b b', la 
retta u == A B  passa per U.

Allora si può dire che la congiungente u =  U A, contiene 
il centro B della prospettività, intercedente fra due rette 
qualsiasi 6 , è', del fascio unito U, omologhe in n.

La retta a risulta unita anche in questo caso, perchè ai 
punti di essa che sono centri di prospettività tra coppie di 
rette omologhe per U, corrispondono in n centri di prospet­
tività analoghe, che si trovano sulla retta stessa.

Concludiamo così:
In  uri omografia piana non omologica ad ogni punto 

unito U viene associata  una retta unita u, che contiene 
tutti i centri delle prospettività intercedenti tra le rette 
omologhe distinte dal fascio unito U.

Correlativamente : Ad ogni retta unita u viene associato 
un punto unito U, pel quale passano gli assi delle prospet­
tività intercedenti fra  i fasci omologhi distinti che hanno 
i centri sulla retta unita u.

Si noti che il ragionamento svolto innanzi pel caso 1) 
ci prova che: .

Se uri omografia piana ,, non omologica, possiede un 
punto ed una retta uniti che non si appartengono, la retta 
è associata al punto, ed il punto alla retta.

Dopo ciò è anche facile riconoscere che, in ogni caso :
La relazione di due elementi uniti associati per una omo­

grafìa piana, non omologica, è reciproca; vale a dire: se u 
è la retta unita associata al punto unito U, U è alla sua 
volta il punto unito associato ad u.

La cosa è già stabilita pel caso in cui u ed U non si ap­
partengono; poniamo dunque che la u, retta associata ad U, 
appartenga ad U] poniamoci cioè nel caso 2) considerato 
innanzi. Basterà mostrare che gli assi delle prospettività
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u, passano per U.

A tal fine si consideri una retta a (non unita) del fascio 
U ; sia a' la retta corrispondente, e sia a” la corrispondente 
di a'. Le a', a" passano per U"y la a’ risulta prospettiva 
alla a, la a" alla ci'\ i centri A , A', delle due prospettività 
saranno punti omologhi della retta u. Ora ad ogni retta p  
per A  corrisponde in tu una retta p  per A ', la quale in­
contra a' nel punto omologo di pct, ossia nel punto stesso 
in cui la a' è segata dalla p.

Dunque a' è 1’ asse della prospettività intercedente in ir 
tra i fasci omologhi A,A\ coi centri su u.

Scegliendo invece di a un’ altra retta b del fascio U, e 
considerando la sua retta corrispondente b\ si ottiene un’ al­
tra coppia di fasci omologhi prospettivi coi centri su u, 
tali che 1’ asse di prospettività br passi per U.■ Resta così 
provato che U è il punto unito associato ad u. c.d.cl.

Osservazione. — Se U ed u sono punto e retta uniti 
associati di un’ omografia piana tt, non omologica, una 
qualsiasi omologia T  di centro U ed asse u trasforma in 
sé stessa la tt, \n guisa che

T TU T -1 =  TC.

Questa proprietà che può essere dimostrata pér esercizio, 
serve anche a definire in modo caratteristico la relazione tra 
U ed il ■

§ 50*. Omografie p iane p a rtico la ri so tto  F aspe tto  
m etrico. — Le omografie tra piani presentano notevoli 
casi particolari metrici, fra i quali (quando si»tratta di piani 
sovrapposti), si trovano le particolari omologie già men­
zionate (§ 47).

Enunciamo i segmenti casi di particolari omografìe fra 
due piani :

1 ) Le rette all’ infinito si corrispondono. Si ha allora
l'omografia affine o affinità . L’ affinità fra due piani è

12
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determinata da tre coppie di elementi (propri) corri­
spondenti.

Nel caso generale, dell’ omografia non affine, si ha in 
ciascun piano una retta ( limite ) propria, che ha come cor­
rispondente nell’ altro piano la retta all’ infinito : allora ad 
un segmento rettilineo corrisponde un segmento infinito o 
finito secondochè il primo contiene o no un punto della 
retta limite.j Nel caso dell’affinità, la retta limite, in ciascun 
piano, essendo impropria, ad ogni segmento finito corri­
sponde sempre un segmento finito.

Nell’ affinità tra due piani, due punteggiate omologhe 
risultano simili (§ 29).

Nell’ affinità, a due rette parallele di un piano corrispon­
dono sempre ( nell’ altro ) due rette parallele e quindi ad 
un parallelogrammo un parallelogrammo. Si può dimo­
strare che:

« Il rapporto delle aree di due parallelogrammi corri­
spondenti è costante ».

Sieno LMNK, RUST'due parallelogrammi, ed L’M’N'K’y 
R'U’S’T  i parallelogrammi coxnspondenti in un’affinità fra

X  =  LM  . RU, Y  — KN  . RU  
V =  LM  . ST, Z =  KN  . S T

c consideriamo il parallelogramma XYZV. Nell’ altro piano
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gli corrisponde un parallelogramma X'Y'Z'V' ottenuto in 
modo analogo.

Ora le aree dei due parallelogrammi LMNK, XYZV  
stanno fra loro nel rapporto dei lati LM, X V  e cosi R U S T, 
X Y Z V  stanno fra loro come S T, V Z, cioè si ha :

s

■. L M N K  : X  Y  Z V =  L M  : X V  
X Y Z  V  : R US  T àâi 7 Z : s T.

Similmente :

L ' M N ’K  : X  Y' Z' V  =  L ' M  : X  V  
X' Y Z '  V  : R’ U' S' T  =  V  Z' : S  T

D’altronde le rette proiettive LM, K M  in cui si corri­
spondono i punti all’ infinito sono simili, e però :, . / f u

L M :  X V  =  K  M  : X  V : ; 

ed analogamente :

v z  : s t  =  v  Z' \ j t  r .

Si deduce che :

L M N K  : R U S T  =  K  M  N’ A" : R'. U' S' T ,

ossia il rapporto :

L M N  K  : K  M 'N ' A \

delle aree di due parallelogrammi corrispondenti è costante. 
c, d, d.

Tenuto conto che due triangoli (finiti) corrispondenti in 
un’ affinità tra due piani possono sempre riguardarsi come 
metà di due parallelogrammi corrispondenti, si deduce che 
anche il rapporto delle aree di due qualunque triangoli 
corrispondenti è costante. Ora dati ( rispettivamente nei due 
piani affini) due poligoni (finiti) corrispondenti, essi si po-
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tranno decomporre in un ugual numero di triangoli corri­
spondenti, e però il rapporto delle loro aree sarà sempre 
uguale al rappòrto delle aree di due triangoli (o parallelo­
grammi ) corrispondenti.
'"'Più generalmente, si abbia in un piano una linea^chiusa,) 

la quale possa considerarsi come limite di due serie con­
vergenti di poligoni iscritti e circoscritti, in modo che ri­
sulti definita l’area da essa contenuta, come limite dell’ area 
dei suoi poligoni iscritti (o circoscritti), all’ impiccolire in­
definito dei lati. Alla nominata linea chiusa corrisponderà 
nell’ altro piano un’ altra linea chiusa di cui l’area risulterà 
definita analogamente, ed il rapporto di queste aree corri­
spondenti sarà sempre uguale a quello di due qualunque 
poligoni o di due triangoli corrispondenti.

Così possiamo enunciare il teorema:
Nell’ affinità fra  due piani il rapporto delle aree con­

tenute da due linee chiuse corrispondenti è costante.
Quando questo rapporto è uguale a l, si ha 1’ equivalenza 

affine, in cui due aree omologhe sono sempre equivalenti.
L’affinità può considerarsi in particolare fra piani so­

vrapposti. Un caso particolare di essa è 1’ omologia affine, 
già considerata.

2) Le rette all’ infinito si corrispondono ed inoltre la data 
omografìa trasforma Y involuzione assoluta dell’ una nol- 
T involuzione assoluta deir altra, cioè fa corrispondere a 
coppie di punti coniugati nell’ una, coppie di punti coniu­
gati nell’ altra. Ciò significa che le nominate rette air infinito 
dei .due piani risultano congruenti (§ 41), e perciò ad ogni 
angolo di un piano corrisponde sempre nell’ altro piano un 
angolo uguale. Si deduce che ad ogni triangolo (proprio) 
corrisponderà un triangolo simile; più in generale saranno 
simili due qualunque figure corrispondenti in tale omografia 
la similitudine essendo intesa nel senso della geometria, 
elementare. A cagione di ciò, questa particolare omografia 
dicesi similitudine.
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Si ha che:
Il rapporto di due segmenti (finiti) corrispondenti in 

una similitudine fra  due piani è costante; giacché due 
coppie di punti e le loro corrispondenti danno luogo a due 
quadrangoli simili.

La proprietà anzidetta è caratteristica per la similitudine.
La similitudine può considerarsi fra due piani sovrap­

posti, ossia in un piano; allora si distingue la similitudine 
diretta e la inoersa, secondo che è diretta o inversa la con­
gruenza tra due fasci di raggi che in essa si corrispondono, 
cioè secondochè è diretta o inversa la congruenza subordi­
nata dalla similitudine sulla retta unita impropria.

Esistono in un piano due similitudini, V una -diretta e 
V altra inversa, che fanno corrispondere a due punti pro­
pri, due altri punti propri dati.

Infatti; sieno A A , BE ' le due coppie di punti corrispon­
denti, fissate. Tra le punteggiate A B , A' B' vi è una simiT 
litudine determinara in cui le due 
coppie si corrispondono nel modo 
assegnato (§ 29). Sopra la retta im­
propria vi sono due congruenze, 
una diretta ed una inversa, in cui 
al punto all’ infinito della retta .4 B, corrisponde quello 
della A' B  (§ 32). Ora ponendo sulla retta impropria una 
delle nominate congruenze, e ponendo tra le rette A B, A B  
la similitudine menzionata, si stabilisce nel piano (§ 45) 
una similitudine ben determinata, che fa corrispondere A, A  
e B, B \  questa è diretta o inversa secondo il senso della 
congruenza posta sulla retta impropria.

Una similitudine nel piano può, in particolare, essere 
omologica. Enumeriamo i vari casi che una similitudine 
omologica può presentare.

a) L’ asse d’omologia è la retta impropria, ossia la 
similitudine è un’ omotetia (§ 48).

b) L’asse d’ omologia è una retta propria. Allora si
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ha una particolare omologia affine (§ 48). • In primo luogo 
sulla retta impropria si ha una congruenza inversa, i cui 
punti, uniti corrispondono a due direzioni ortogonali (§ 32); 
quindi l’omologia affine di cui si tratta è ortogonale. D’altra 
parte due rette corrispondenti, intersecantisi sull’asse, deb­
bono fare con questo angoli (corrispondenti) uguali.

Ora si considerino due punti corrispondenti A, A', posti 
su una perpendicolare all’ asse a.

Scelto su a un punto 
qualsiasi P, si ha che le 
rette PA, P A ' fanno angoli 
uguali colla a ; segue di qui 
che A, A' distano ugual­
mente da a) dunque l’omo­

logia in questione (che si suppone non identica) sarà una 
simmetria ortogonale rispetto ad a. Viceversa una tale sim­
metria è una particolare similitudine inversa.

Riassumendo avremo:
Una similitudine omologica del piano ( non identica) 

è un’ omotetia oppure una simmetria ortogonale rispetto 
ad un asse.

Osservazione. — Il prodotto di due similitudini di un 
piano è una similitudine, diretta o inversa, secondochè le 
due similitudini date sono della stessa natura, o di natura 
diversa (ambedue dirette o ambedue inverse, oppure l’una 
diretta e 1’ altra inversa ).

Infatti, eseguendo successivamente nel piano due simi­
litudini, si ottiene un’ omografìa, che ha come retta unita 
la retta impropria, e. subordina su di essa la congruenza pro­
dotto dalle congruenze subordinate dalle due similitudini date.

Di qui si può ricavare facilmente :
Ogni similitudine inversa di un piano, si può ottenere 

come prodotto di una similitudine diretta, e di simmetria 
ortogonale rispetto ad un asse.

3) La similitudine può in particolare essere una congru-
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enza, cioè due figure simili corrispondenti nei due piani 
possono essere (sempre) congrue od uguali. Ciò avviene se 
il rapporto di similitudine è r  unità.

La congruenza fra due piani può essere generata col 
movimento che sovrappone P un piano all’ altro, portando 
a  coincidere due triangoli (uguali) corrispondenti; infatti la 
corrispondenza dei due triangoli determina la congruenza 
fra i due piani ( che è una particolare affinità ).

Trattandosi di una congruenza fra piani sovrapposti, 
ossia in un piano, sì distingue ancora la congruenza di­
retta dall’ inversa.

Il prodotto di due congruenze di un piano è una con­
gruenza, diretta o inversa, secondochè le due congruenze 
date sono della stessa natura, o di natura diversa.

Cerchiamo di approfondire lo studio delle congruenze in 
un piano.

Enumeriamo dapprima le congruenze omologiche.
Fra i casi menzionati innanzi di similitudini omologiche, 

la simmetria ortogonale rispetto ad un asse (la quale può 
essere generata col ribaltamento del piano attorno all’asse) 
è sempre una congruenza.

L’omotetia può essere una congruenza in due casi; cioè 
quando il rapporto d’ omotetia vale - f  1 o — 1. Nel l.° caso 
l’omotetia ha il centro sull’asse (§ 47), ossia sulla retta 
impropria; allora l’omotetia equivale ad una traslazione 
del piano su se stesso. Nel 2.° caso 1’ omotetia è armonica 
(§ 48), ossia è una simmetria rispetto ad un centro.

Concludiamo, riassumendo, che:
Una congruenza omologica del piano è una traslazione 

o una simmetria rispetto ad un centro, o una simmetria 
ortogonale rispetto ad un asse.

Nei primi due casi si ha una congruenza diretta, nel 3.° 
caso una congruenza inversa.

Consideriamo ora, nel piano, una congruenza diretta non 
omologica.
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Sopra la retta impropria resta subordinata Una congru­
enza diretta la quale non ha punti uniti (§ 32), quindi il 
punto unito associato alla retta impropria (§ 49) è un punto- 
proprio. Indichiamo con O questo punto.
... Nel fascio 0  resta subordinata una congruenza diretta 
che può generarsi rotando il piano del fascio di un certo 
angolo a. Ora, poiché due punti corrispondenti debbono di-, 
stare ugualmente dal punto unito O, eseguendo attorno ad 
O l’indicata rotazione, non solo ogni retta per O verrà so­
vrapposta alla corrispondente, ma anche un punto qua­
lunque del piano ( e quindi anche una retta qualunque ) 
verrà a coincidere coll’ elemento omologo. Tenendo ancora 
presenti i due casi di congruenze omologiche dirette, si vede 
dunque che:

Nel piano, ogni congruenza, diretta può essere generata 
da una rotazione attorno ad un centro fisso, oppure dec­
ima traslazione del piano su se stesso.

Se, trattandosi di una rotazione, 1’ angolo di cui ruota il 
piano uguaglia due angoli retti, la congruenza in questione 
è una simmetria rispetto al centro nominato.

Prendiamo ora ad esaminare, nel piano, una congruenza 
inversa non omologica.

Sopra la retta unita impropria si hanno ora due punti 
uniti A, B , corrispondenti a direzioni ortogonali (§ 32). Dico 
anzitutto che uno di questi è associato alla retta impropria.

La cosa si stabilisce per assurdo, nel modo seguente:
Se nessuno dei detti punti è associato alla retta impro­

pria, si deve avere un punto unito proprio 0 , associato ad 
essa. Ora, nel fascio col centro in questo punto 0, si avrà 
una congruenza inversa dotata di due rette unite ortogo­
nali ; a, b. Su ciascuna di queste due rette si avrà una con­
gruenza dotata del punto unito O, quindi una congruenza 
inversa, equivalente ad una simmetria rispetto ad 0. Si de­
duce da ciò che, ad ogni retta u corrisponderà la retta iC 
che sega a,b nei punti A'B\ simmetrici di A =  uà e .di B == uby
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rispetto ad 0; vale a dire: ad ogni retta u corrisponderà la 
simmetrica rispetto ad 0 . Ma, ciò significa che la congruenza 
in questione deve essere una simmetria rispetto ad 0, contro 
il supposto che essa sia una 
congruenza inversa non o- 
mologica.

Stabilito così che il punto 
unito associato alla retta 
impropria è uno dei due 
punti uniti A , B , che appar­
tengono ad essa, poniamo 
per esempio che sia A  questo punto.

Allora al punto unito improprio B ‘verrà associata una 
retta unita propria a, la quale dovrà passare per A 'altri­
menti sarebbe associata ad A. Su a non vi sarà alcun 
punto unito proprio, e quindi la congruenza subordinata su 
di essa sarà diretta; essa equivarrà dunque ad uno striscia­
mento, di una certa lunghezza l, della a su sé stessa (§ 32)y 
in un certo senso di a. Ecco ora come si può generare la 
data congruenza: f

Cominciamo dall’ eseguire una traslazione dçl piano, della 
lunghezza /, nella direzione di a e nel senso dello striscia­
mento considerato su di essa.

Mediante siffatto movimento, un punto qualsiasi P non 
viene sovrapposto al punto P' che gli corrisponde nella 
data congruenza ( poiché p  p f
questa congruenza non è
una traslazione ), ma va a d __________ _______________
occupare una nuova posi- l a
zione P1 che si trova con P'
sopra una perpendicolare P
ad a; infatti la perpendicolare abbassata da P  su a (retta
del fascio unito improprio B) si muove parallelamente a
sè stessa, ed il piede di essa su a descrive (nel debito senso)
un segmento /, sicché viene a sovrapporsi al piede della
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perpendicolare condotta su a da P ’. Ora i punti e P ' si 
corrispondono in una nuova congruenza (non identica) che 
è il prodotto della congruenza data e della effettuata tra­
slazione : in questa nuova congruenza tutti i punti di a sono 
uniti, sicché la congruenza stessa risulta ( omologica ossia 
é) una simmetria ortogonale rispetto ad a. Basta dunque, 
dopo la traslazione nominata, eseguire ancora un ribalta­
mento rispetto ad a per sovrapporre ogni punto al corri­
spondente, nella data congruenza inversa.

Perveniamo così alla conclusione:
Ogni congruenza inversa del piano si può generare 

eseguendo successivamente una traslazione del piano su 
se stesso nella direzione di un certo asse, ed un ribalta­
mento del piano attorno a quest'asse.

Basta soltanto un ribaltamento nel caso delle congruenze 
inverse omologiche (simmetrie).

Osservazione l .a — Due figure uguali di un piano (per 
esempio due triangoli uguali A B C , A ’B ' C) ,  possono so­

vrapporsi F una all’ altra 
con un movimento del pia­
no : ma può darsi che que- 

q1 sto movimento possa ef­
fettuarsi facendo striscia­
re il piano su sé stesso, 
e può darsi invece che 

occorra di muovere la figura nello spazio, fuori del piano, 
I due casi (che già si presentano nella Geometria elemen­
tare) vengono ora distinti a seconda della natura (diretta 
o inversa) della congruenza del piano, in cui le due figure 
possono considerarsi come corrispondenti : ed in relazione a ciò 
le figure stésse diconsi direttamente o inversamente uguali.

Si ricava ora da quanto precede che:
Due figure di un piano, direttamente uguali, si possono 

sovrapporre con una traslazione del piano, oppure con una 
rotazione di esso attorno ad un punto; invece due figure

B S'
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inversamente uguali possono sovrapporsi, eseguendo prima 
una traslazione del piano in una certa direzione, e poi un 
ribaltamento di esso attorno ad un asse, avente la direzione 
nominata.

Osservazione 2.a — Mediante le considerazioni di questo 
§ si può concludere ornai che:

T u tte  le p r o p r ie tà  m e tr ic h e  d e lle  f ig u r e  d i  u n  p ia n o  s i  
p o sso n o  r ig u a r d a r e  com e r e la z io n i  g ra fic h e  d i  esse colla  
re tta  im p r o p r ia  e c o ir  in o o lu z io n e  a sso lu ta , i quali enti 
prendono complessivamente il nome di asso lu to  d e l p ia n o .

Per stabilire questo teorema, osserviamo anzitutto che 
le proprietà metriche della Geometria piana si basano ( ol­
treché sulle nozioni grafiche), sulle nozioni fondamentali di 
u g u a g lia n z a  d i  a n g o li e di segmenti. Basta dunque espri­
mere, come una- relazione grafica colla retta impropria e 
coll’ involuzione assoluta, r  uguaglianza di due angoli e di 
due segmenti di un piano. Ora, r  uguaglianza di due angoli 
in un piano è definita dalla corrispondenza di due coppie di 
punti impropri in una congruenza sulla retta impropria, 
ossia in una proiettività su di essa che trasforma in sé 
stessa P involuzione assoluta; per tal modo 1’uguaglianza 
di due angoli si definisce subito nel modo voluto.

Vediamo di esprimere analogamente la relazione di ugua­
glianza tra due segmenti A  B , A '  B '  di un piano. Ciò può 
farsi in due modi, tenendo conto del fatto che i segmenti 
A B ,  A  B '  (fissata la corrispondenza degli estremi) si cor­
rispondono in una congruenza diretta ed in una congruenza 
inversa. Tra i due modi scegliamo il più semplice. Il fatto 
che i segmenti A B  ed A B '  si corrispondono in una con­
gruenza inversa del piano, si può esprimere dicendo che 
essi si corrispondono in un’omografia ottenuta come pro­
dotto di una traslazione c di una simmetria ortogonale. 
Ora una traslazione è un’ omologia coll’ asse e il centro ai- 
fi infinito: ed una simmetria ortogonale ò un’omologia ar­
monica coll’ asse proprio, avente come centro il punto *im-
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proprio coniugato al punto all’ infinito dell’ asse, nell’ invo­
luzione assoluta. Così la relazione di uguaglianza tra  i se­
gmenti A B ,  A B ' ,  viene espressa come una relazione gra­
fica di essi colla retta impropria, e coll’ involuzione assoluta 
del loro piano.

Os s e r v a z io n e  3.a — Le cose dette intorno alle particola­
rità metriche delle omografie tra  piani (propri), si possono 
ripetere analogamente per le stelle improprie.

Date due s t e l l e  i m p r o p r i e  si avrà tra di esse una a f f i ­

n i t à ,  una s i m i l i t u d i n e , o una c o n g r u e n z a ,  secondochè 
l’omografia determinata dalle stelle sopra due qualunque 
piani seganti (fuori di esse) è appunto un’affinità, o una 
similitudine, o una congruenza. In tutti e tre i casi i piani 
impropri delle due stelle si corrispondono; nel caso della 
similitudine i diedri corrispondenti sono uguali, e le lar­
ghezze delle striscie comprese fra coppie di raggi corri­
spondenti sono in un rapporto costante; questo rapporto è 
uguale ad 1 nel caso della congruenza.

In particolare si può considerare una congruenza in una 
stella impropria: e tale congruenza potrà essere diretta o 
inversa.

Nel l.° caso essa equivale: o ad una traslazione di tutti 
i raggi della stella, parallelamente ad un piano; oppure ad 
una rotazione della stella attorno ad una retta fìssa (propria ).

Nel 2.° caso si lia nella stella un piano proprio unito (m a 
non rette unite proprie); e la congruenza si può ottenere 
eseguendo, prima una traslazione delle rette della stella 
parallelamente a quel piano, poi una simmetria ortogonale 
rispetto al piano stesso.

E s e r c iz i . — Data, nel piano, una similitudine diretta ( che 
non sia una congruenza), si scomponga nel prodotto di una 
rotazione attorno ad un centro ( c e n t r o  d i  s i m i l i t u d i n e )  e 
di una omotetia.

Data, nel piano, una similitudine inversa (che non sia 
una congruenza), si scomponga nel prodotto di una omo-
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tetia e di una simmetria ortogonale rispetto ad un asse, il 
quale passi pel centro della nominata omotetia (cen tro - d i  
s im i l i tu d in e  ).

§ 51. Polarità nel piano. — In generale, in una re­
ciprocità tra due piani soprapposti, due elementi omologhi 
non si corrispondono in doppio modo; cioè un punto A  ha 
una retta omologa a  ed. a questa corrisponde nella data 
reciprocità un punto A ' ,  che è diverso da A .  Per convincer­
sene basta osservare che si può assegnare una retta a , come 
corrispondente di un punto A  e fissare che a due punti di 
essa corrispondano due rette per un punto A '  diverso da A  ; 
dopo ciò resta ancora da fissare la retta omologa di un 
altro punto del piano per determinare la reciprocità (§ 45).

Una reciprocità in un piano, dove due qualunque elementi 
omologhi si corrispondono in doppio modo . ( involutoria- 
mente), ossia una reciprocità equivalente alla sua inversa, 
dicesi un s is te m a  p o la re  o una p o la r i tà ;  un punto ed una 
retta che si corrispondono in una polarità piana si dicono 
p o lo  e p o la re  V uno dell’ altra.

La polarità in un piano può anche definirsi come una 
corrispondenza biunivoca fra i punti e le rette, tale che: 
se  la  r e tta  c o r r is p o n d e n te  ( p o la r e )  d i  u n  p u n to  A p a ssa  
p e r  u n  p u n to  B, la  c o r r is p o n d e n te  (p o la re )  d i  B p a ssa  p e r  A,

O s s e r v a z io n e ,  — Correlativamente (nello spazio) si può 
•definire la  p o la r i tà  in  u n a  s te l la .

L’ effettiva esistenza di sistemi polari scaturisce dal se­
guente

T e o r e m a .  — U na re c ip ro c ità  in  u n  p ia n o , è u n a  p o la r i tà , 
s e  e s is te  u n  tr ia n g o lo  d i  cu i c ia sc u n  v e r tic e  ha  com e re tta  
c o r r is p ó n d e n te  il la to  opposto .

Anzitutto si noti che se in una reciprocità del piano ai 
tre vertici A ,B ,C ,  corrispondono i lati rispettivamente op­
posti a,b,c, alla retta a == B C  deve corrispondere il punto 
A  == òc, ecc. ; cioè i vertici del triangolo ed i lati opposti si
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corrispondono in doppio modo. Ora, nella proiettività con­
siderata, la punteggiata a  è proiettiva al fascio A di raggi 

A  omologhi, in modo che segando tale
fascio con la retta a  si ottiene su 
questa una proiettività : poiché in 
tale proiettività i punti B,C si cor­
rispondono in doppio modo, essa ò 
una involuzione, quindi i punti della 

retta a  ed i raggi omologhi del fascio A si corrispondono 
in doppio modo. Altrettanto può dirsi pei punti delle rette 
b, c e le rette omologhe rispettivamente per B e C. In con­
seguenza anche ad ogni punto P , intersezione di due rette 
a ' ,  //, passanti rispettivamente per A ,  B ,  corrisponderà in 
doppio modo la retta omologa p ,  la quale vien definita 
come la congiungente i punti A' B  ( posti rispettivamente 
sopra le rette a ,  b  ) che corrispondono alle rette a '  b '. Perciò 
la reciprocità considerata è un sistema polare.

In un sistema polare piano i triangoli A B C , i cui ver­
tici sono poli dei lati opposti (i quali costituiscono alla lor 
volta le polari dei nominati vertici), sono detti triangoli 
c o n i u g a t i  o p o l a r i  (autoconiugati, autoreciproci, ecc.).

L’esistenza di infiniti triangoli coniugati in una polarità 
piana, sarà prossimamente dim ostrata; risulterà quindi che 
il modo più generale di ottenere una polarità piana consiste 
nell’ assegnare ad arbitrio un triangolo, che debba essere 
coniugato in essa, o fissare una retta non appartenente ad 
uri vertice del triangolo come polare di un punto non ap­
partenente ad alcun lato di esso.

§ 52. Involuzione di elementi coniugati subordinata 
da una polarità in una forma di l .a specie. — Dalla 
definizione di polarità scaturiscono immediatamente le pro­
prietà correlative seguenti:
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I n  u n a  p o la r i tà  p ia n a  
le p o la r i  d e i  p u n t i  d i  u n a  i p o l i  d e lle  re tte  p a s s a n t i  
r e tta  p a s sa n o  p e l  p o lo  d i  p e r  u n  p u n to  g ia cc io n o  s u lla  
essa. I l  fa s c io  d e lle  p o la r i  p o la re  d e l p u n to . L a  p u n -  
d e i  p u n t i  d i  u n a  re tta  a, r i-  te g g ia ta  d e i  p ò l i  d e lle  r e tte  
su lta  p r o ie t t in o  a lla  p u n -  d ’ u n  fa s c io  A, r is u l ta  p rò -  
teg g ia ta  (a) d e i  loro  p o l i  ie t t iv a  a l fa s c io  (A) d e lle  
(§ 44). loro  p o la r i  (§ 44).

Due punti A , B , di cui uno Due tali rette a , b , di cui 
giace sulla polare dell’ altro ciascuna contiene il polo del- 
diconsi c o n iu g a ti o re c ip ro c i l’ altra, diconsi c o n iu g a te  o 
nel sistema polare; per gene- rec ip ro ch e  nel sistema po- 
ralità si dice co n iu g a to  d i  se lare; per generalità si dice 
stesso  un punto appartenente c o n iu g a ta  d i  se s te ssa  una 
alla sua polare. retta appartenente al suo polo.

Se un elemento è coniugato d’ un altro, anche il secondo 
elemento è coniugato del primo (§ 51).

In un triangolo coniugato i tre vertici, e rispettivamente 
i tre lati, sono due a due coniugati; viceversa un triangolo 
in cui i tre vertici o i tre lati sieno due a due coniugati, è 
un triangolo coniugato nella polarità.

Se un punto A  ed una retta a  corrispondenti in una 
polarità del piano si appartengono:
nessun punto della retta a  di- nessuna retta pel punto A y 
verso da A , appartiene alla diversa ha a  appartiene al 
sua polare ( cioè sulla a  vi è suo polo ( cioè per A  vi è 
solo il punto A  coniugato di solo la retta a  coniugata di 
sè stesso). sè stessa).

Infatti, riferendoci alla proposizione di sinistra, nella prò- 
iettività subordinata dalla polarità tra  il fascio A  è la pun­
teggiata a, i raggi omologhi ai punti di a  passano per A> 
e sono diversi da a  i raggi corrispondenti ai punti di a  di­
versi da A ;  correlativamente si dica per l’ enunciato a destra.

T e o r e m a .  I n  u n a  p o la r i tà  d e l  p ia n o  n o n  e s is te
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u n a  re tta  tu tta  c o s ti tu ita  d i  un  fa s c io  tu tto  c o s titu ito  d i  
p u t i t i  c o n iu g a ti  d i  sè s te s s i , ra g g i c o n iu g a ti  d i sè s te s s i. 

Basta dimostrale l'enunciato a sinistra. v 
Se sopra una. retta p  esistono due punti A , B  ( coniugati 

di sè stessi cioè ) appartenenti alle rispettive polari a  ,b  il
polo P  di p  (comune ad 
b ,a) è fuori di p . Ora si 
consideri un punto, G della 
a  ìee A  P, diverso da A ,  P \  
la sua polare (diversa da 
a )  passa per il polo A  di 

A  . /  C B  p  B  a  c sega b  in un punto H  

diverso da P  è da B  (polo di b ) \  la polare di H  è la retta 
B G , che. ne congiunge due punti coniugati, quindi il punto 
Q =  A H . B G  è coniugato di 6  e ff, e però la retta G H  è 
la retta ^polare di Q.

Ora si considerino i punti P  ~  p . G H  e C == p . P  Q; 
questi punti sono coniugati nella polarità, giacché la po­
lare di D  è appunto la retta  P Q  che unisce i poli di/), G H . 
Ma i nominati punti G, D  sono anche coniugati armonici 
rispetto ad A , B y come risulta provato -dall’esistenza del 
quadrangolo P G Q H , e perciò essi sono certo distinti. Ecco 
dunque dimostrato che esistono su p  due punti distinti, 
coniugati V uno dell’ altro nella polarità, cioè non coniugati 
dì sè stessi.

Si consideri ora una qualsiasi retta p, che non con­
tenga il proprio polo P. Ai punti di p  corrispondono come 
polari le rette per P, e la corrispondenza è proiettiva. Se­
gando con p  il fascio P, si ottiene sU p  una proietti vita, in 
cui. si corrispondono le coppie d i . punti (di p )  coniugati 
nella polarità.; segue da quanto è stato detto innanzi che 
tale proiettività non è identica.. Ma in essa due punti coiv 
rispondenti si corrispondono in doppio modo, dunque essa 
è una involuzione. ........ *

Si conclude così il . ...   . ..
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T e o r e m a . — I n  u n a  p o l a r i t à  d e l  p i a n o

s o p r a  u n a  r e t t a , n o n  c o n t e ­

n e n t e  i l  s u o  p o l o , l e  c o p p i e  

d i  p u n t i  c o n i u g a t i , f o r m a n o  

u n ’ i n v o l u z i o n e , che diremo 
s u b o r d i n a t a  dalla polarità.

p e r  u n  p u n t o , /zozz c o n t e n u t o  

n e l l a  s u a  p o l a r e ,  l e  c o p p i e  

d i  r a g g i  c o n i u g a t i  f o r m a n o  

u r i  i n v o l u z i o n e , che diremo 
s u b o r d i n a t a  dalla polarità

Perciò :

p e r  u n  p u n t o ,  n o n  c o n t e n u t o  

n e l l a  s u a  p o l a r e , v i  s o n o  d u e  

r e t t e  c o n i u g a t e  d i  s e  s t e s s e , 
s e p a r a n t i  a r m o n i c a m e n t e  l e  

c o p p i e  d i  r e t t e  c o n i u g a t e ,  o  

n e s s u n a .

I n v e c e  p e r  u n  p u n t o  d i e  

s t i a  s u l l a  s u a  p o l a r e  v i  è  s o l ­

t a n t o  q u e s t a  r e t t a  c h e  s i a  c o ­

n i u g a t a : d i  s e  s t e s s a .

s o p r a  u n a  r e t t a , /zo/z c o n t e ­

n e n t e  i l  s u o  p o l o , m sozzo 
p u n t i  c o n i u g a t i  d i  s é  

s t e s s i , s e p a r a n t i  a r m o n i c a -  

m e n t e  l e  c o p p i e  d i  p u n t i  c o ­

n i u g a t i ,  o  n e s s u n o .

I n v e c e  (è stato già notato) 
s o p r a  u n a  r e t t a  c o n t e n e n t e  

i l  s u o  p o l o ,  v i  è  s o l t a n t o  q u e ­

s t o  p u n t o  c h e  s i a  c o n i u g a t o  

d i  s e  s t e s s o .

Dopo ciò può vedersi quanto è stato precedentemente 
affermato, cioè che:

I n  u n a  p o l a r i t à  d e l  p i a n o  e s i s t o n o  i n f i n i t i  t r i a n g o l i  

c o n i u g a t i .

Invero per costruirne uno, si assuma ad arbitrio come 
suo vertice un punto A ,  non appartenente alla propria po­
lare a , e sopra a  due punti coniugati distinti B , C ; il trian­
golo A B C  è  un triangolo coniugato nella data polarità. Si 
può sempre usare la costruzione correlativa.

Sia data una polarità piana. Se si pensa una retta pun­
teggiata u , non contenente il suo polo U , come riferita pro­
spettivamente al fascio di raggi che ha il centro nel detto 
polo U , P involuzione di punti coniugati sulla retta u , viene 
proiettata nell’involuzione di raggi coniugati del fascio U , 

e  ad ogni punto della retta u  corrisponde come polare il
13
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raggio coniugato a quello che lo proietta da U . La relazione 
tra  u  ed U  (retta e punto che non si appartengono) è una 
particolare proiettività che si può definire come prodótto di 
una prospettività tra  u ,  U , e di una involuzione su u  (o in 

* ' U ) \  una tale relazione si può chiamare i n v o l u z i o n e  t r a ■ l a  

p u n t e g g i a t a  e d  i l  f a s c i o . Ora si ha il
T e o r e m a . — D a t a  u n '  i n v o l u z i o n e  t r a  u n a  p u n t e g g i a t a  u 

e d  u n  f a s c i o  d i  r a g g i  U, e s i s t o n o  i n f i n i t e  p o l a r i t à  d e l  

p i a n o  i n  c u i  a i  p u n t i  d i  u c o r r i s p o n d o n o  l e  r e t t e  c o n i u ­

g a t e  p e r  U.
Infatti per individuare una siffatta polarità basta fissare 

che ad un punto V  (diverso da U  e fuori di u )  corrisponda
una retta v  passante per il 
punto P  di u  coniugato al 
raggio U V  (retta diversa da u  

e non contenente' U ).

Invero si considerino due 
punti B ,  C  di u  (diversi da 
P  e da P '  == u  . U V ) ,  coniu­
gati nell’ involuzione su u ,  

e sieno U  C, U  B  le rette ri­
spettivamente coniugate ad essi nel fascio U . Vi è una po­
larità ben definita (§ 51) che ha come triangolo coniugato 
U  B  C  ed in cui ü è la polare di V. Tale polarità fa corri­
spondere ai punti B , P y .... di u , rispettivamente le rette 
U  C, U  V , .... loro coniugate nell’ involuzione inizialmente 
data tra  la punteggiata u  ed il fascio U .

§ 53. Classificazione delle polarità piane. — Una po­
larità piana t c  si può considerare individuata mediante un 
suo triangolo coniugato A B C  e la polare p  (non passante 
per A , B y C ) di un punto P  (fuori dei lati del triangolo); 
viceversa questi elementi che definiscono la t u  possono es­
sere assunti ad arbitrio (§ 51).

Vediamo di riconoscere se nella polarità t u  esistono o no
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elementi coniugati di sè stessi, cioè punti e rette polari che 
si appartengono.

Giova a tal fine premettere alcune considerazioni rela­
tive ai triangoli. Un triangolo A B C  s e p a r a  il piano in 4 
r e g i o n i  (distinte nella fi­
gura coi numeri 1, 2, 3, 4) 
costituite dai punti che 
sono fuori dei lati a ,  b , c  e  

s e p a r a t i  Adi questi lati; un 
segmento rettilineo con­
giungente due punti di di­
versa regione incontra un 
lato almeno del triangolo.
Questo fatto di natura intuitiva (rispetto all’ intuizione ' gra­
fica) si desumerebbe logicamente dal postulato V; si pos 
sono infatti distinguere le 4 regioni triangoli nominate par­
tendo dalle due coppie di angoli formati dai lati che con­
corrono in due dati vertici del triangolo, p, e. in A , B ,  con­
siderando i punti del piano che sono interni ad uno degli 
angoli A  e ad uno degli angoli B \  si d i m o s t r a ,  che questi 
punti risultano interni ad uno determinato degli angoli for­
mati dai lati del triangolo che concorrono nel terzo ver­
tice C. In conseguenza si può anche dire, che due punti del 
piano (fuori dei lati del triangolo) appartengono alla stessa 
regione triangolare, se le loro proiezioni su ciascun lato 
appartengono allo stesso segmento terminato dai vertici.

Ma seguitiamo a ragionare, basandoci sull’ intuizione 
grafica delle 4 regioni triangolari date da un triangolo nel 
piano, bastando aver rilevato esser ciò che diciamo una 
conseguenza logica dei postulati già introdotti, e non costi­
tuire affatto un nuovo dato dell’intuizione.

Anche le rette del piano non passanti per alcun vertice 
del triangolo A B C , vengono s e p a r a t e  dal triangolo in quat­
tro r e g i o n i , potendo venire distinte le une dalle altre a se­
conda dei segmenti terminati dai vertici, in cui cadono le
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loro intersezioni coi lati. Ad ogni regione triangolare di 
punti viene associata una regione triangolare di rette non

aventi alcun punto interno a 
quella regione, ossia e s t e r n e  

ad essa. Le rette esterne ad 
una regione triangolare del 
piano p e n e t r a n o  nelle altre tre, 
cioè hanno un qualche punto 
interno ad esse.

Una retta p  che penetri nella 
regione triangolare P . A B C  del 
piano contenente il punto P , in­
contra d u  e  dei segmenti A B ,  

A C ,  B C  cui appartengono le 
proiezioni di P  sui tre lati opposti fatte rispettivamente da 
C , B , A ,  e n o n  incontra il terzo ; questo terzo lato separa la 
regione triangolare P  . A B C  da quella a cui è esterna la 
retta p .

Ciò posto, sia dato nel piano un triangolo A B C ,  e s ia P  
un punto interno ad una delle quattro regioni in cui esso 
divide il piano; si può fissare una polarità n  che abbia 
come triangolo coniugato A B C , facendo corrispondere al

punto P  una qualunque retta 
non passante per A , B , C. Ora 
questa retta :

1° può essere esterna alla 
regione triangolare P  . A B C  

in cui cade P ;

2° può al contrario penetra­
re nella detta regione P  . A B C .

Si designino rispettivamente 
con P &, P b, P c, le proiezioni 

di P , fatte da A ,  B , C, sui lati opposti a , b , c  del triangolo 
A B C ,  e con A p, B p, C p le intersezioni dei detti lati a , 6, c, 
colla retta p .
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Sulla retta a  si ha una involuzione di punti coniugati 
subordinata dalla polarità ir, che viene individuata dalle 
coppie B C ,  I \  A t ; due involuzioni analoghe si hanno rispet­
tivamente su b , c .

Nel 1° caso le tre involuzioni di punti coniugati su a ,  

b ,  e  sono ellittiche (concordi), perchè si separano le due 
coppie B C ,  ecc.; si separano in conseguenza due
qualunque coppie di punti coniugati su ciascuna delle rette
a ,  b , c , ed in particolare una qualunque di queste coppie 
separa la coppia di vertici del triangolo A B C  appartenente 
al rispettivo lato. Perciò, in primo luogo, non vi sono su a ,

b , c , dei punti coniugati di sè stessi ; inoltre, considerato un 
punto qualunque P  (diverso da B ,  C ) e la sua polare p ,  si 
ha che le proiezioni di P '  fatte da A ,  B ,  C , rispettivamente 
su a ,  b , e , prese insieme alle intersezioni rispettive di que­
ste tre rette con p  separano le coppie di vertici del trian­
golo A B C ,  sicché la polare p  di P  è sempre esterna alla 
regione triangolare P  . A B C  che contiene P .

Dunque, nel 1° caso la polarità non possiede alcun punto 
(appartenente alla propria polare, cioè) coniugato di sè stesso.

Nel 2° caso la retta p  incontrerà due dei tre segmenti 
A B ,  A C ,  B C , cui apparten­
gono rispettivamente P c,

P b, P a, e non il terzo ; sup­
poniamo per esempio che 
non incontri B  Pa C . Ab­
biamo allora su a  le coppie 
di punti coniugati (in ir)
B  C , Pa A f , che si sepa­
rano: su b , e  rispettiva­
mente le coppie A C ,  P bB t  

e  A B ,  P e C t  che non si separano; quindi delle tre involu­
zioni di punti coniugati che la « determina su a ,  b , c , una 
è ellittica e due sono iperboliche. Queste ultime ammettono 
ciascuna due punti doppi, coniugati di sè stessi.
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Possiamo dunque enunciare il risultato: .
L e  p o la r i tà  d e l p ia n o  s i  d iv id o n o  in  d u e  c a te g o r ie :  

f 1a L e  p o la r i tà  u n i fo r m i , p r iv e  d i  e le m e n ti  c o n iu g a ti
d i  se s te s s i . E sse  sono  c a r a tte r iz z a te  d a l f a t t o  che o g n i  
p u n to  d e l p ia n o , il qua le  s ia  in te r n o  a d  u n a  re g io n e  t r ia n ­
g o la re  d e te r m in a ta  d a  u n  tr ia n g o lo  c o n iu g a to , h a  la  sua  
p o la re  e s te rn a  a lla  d e tta  re g io n e .

2* L e  p o la r i tà  n o n  u n i fo r m i , d o ta te  d i  e le m e n ti  -co­
n iu g a t i  d i  sè s te s s i . sono  c a r a tte r iz z a te  d a l  f a t t o  che
o g n i p u n to  d e l p ia n o , il qua le  s ia  in te r n o  ad . u n a  re g io n e  
tr ia n g o la r e  d e te r m in a ta  d a  u n  tr ia n g o lo  co n iu g a to , h a  la  
su a  p o la re  p e n e tr a n te  n e lla  s te ssa  re g io n e  tr ia n g o la re .

Le polarità uniformi traggono il loro nome dal fatto che 
ogni involuzione di elementi coniugati in esse sopra una 
retta od in un fascio di raggi, è concorde (ellittica).

11 contrario accade p e r  le p o la r i tà  n o n  u n i fo r m i , anzi 
in questo caso, d e lle  tr e  in v o lu z io n i  d i  p u n t i  e o n iu g a ti , 
che s i  h a n n o  so p ra  i tr e  la ti  d ’ u n  tr ia n g o lo  co n iu g a to , d u e  
sono  d is c o r d i  (ip e rb o lic h e ) e d  u n a  c o n c o rd e  (e l l it tic a ) , e 
c o r r e la tiv a m e n te . ;

§ 54. * La polarità ortogonale nella stella. — Le pro­
posizioni grafiche stabilite per le omografìe e le correla­
zioni piane, in particolare quelle relative alle polarità del 
piano, si riportino subito alla stella mediante il principio di 
dualità, o eseguendo una proiezione.

Fra le polarità di una stella propria si distingue, dal 
punto di vista metrico, la polarità uniforme in cui ad ogni 
retta della stella corrisponde il piano ortogonale.

Che tale corrispondenza sia effettivamente una polarità, 
si verifica subito, perchè, se u , v, sono due raggi (ortogo­
nali) della stella, tali che il piano ortogonale ad u  passi 
per v, anche il piano ortogonale a v passa per u (§ 51).

Ora la polarità menzionata, prende il nome di p o la r i tà  
o r to g o n a le  della stella.
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La considerazione della polarità ortogonale di una stella 
trae la sua importanza dalle proprietà che andiamo a stabilire.

Si abbiano due stelle (proprie) omografiche 0 ,  0 ' ,  e sup­
pongasi che alla polarità ortogonale dell’ una corrisponda, 
nell’omografia, la polarità ortogonale dell’altra; vale a dire, 
ad una retta e ad un piano per 0  che sieno ortogonali, 
corrispondano per 0 ’ una retta ed un piano del pari orto­
gonali. Due qualunque fasci di raggi (o di piani) corrispon­
denti nelle due stelle, risultano riferiti proiettivamente in 
modo che alle coppie di elementi ortogonali dell’ uno cor­
rispondano le coppie di elementi ortogonali dell’ altro; i 
detti fasci sono dunque congruenti (§ 29). Perciò l’ omografìa 
tra  0 ,  0 ’ fa corrispondere all’angolo di due raggi o di due 
piani di una stella, un angolo uguale nell’ altra stella. In 
conseguenza ad ogni angolo poliedro col vertice 0, corri­
sponde (per l’ omografia) un angolo poliedro col vertice 0 ‘ 

avente gli angoli (diedri) e le faccie (angoli) ordinatamente 
uguali ai corrispondenti angoli e faccie del primo; due an­
goli poliedri corrispondenti nelle due stelle sono dunque 
congruenti od uguali. Perciò 1’ omografia fra le due stelle 
prende il nome di c o n g r u e n z a .

Ora si eseguisca un movimento della stella O, il quale 
sovrapponga un angolo tetraedro di vertice 0 ,  al corrispon­
dente angolo tetraedro di vertice 0 ' .  Questo movimento pro­
duce fra le due stelle un’omografia, che non può differire 
da quella definita mediante la corrispondenza dei due an­
goli tetraedri. Si conclude così che il detto movimento so­
vrappone ogni retta o piano della stella 0 ,  all’ elemento 
della stella 0 ’ che gli corrisponde nella data congruenza.

Possiamo dunque, riassumendo, enunciare il teorema: .
U r i  o m o g r a f i a  f r a  d u e  s t e l l e  p r o p r i e ,  l a  q u a l e  f a c c i a  

c o r r i s p ó n d e r e  l e  p o l a r i t à  o r t o g o n a l i  e li  e s s e ,  è  u n a  c o n ­

g r u e n z a ;  e s s a  p u ò  g e n e r a r s i  c o n  u n  m o v i m e n t o  c h e  s o ­

v r a p p o n g a  V  u n a  s t e l l a  a l l ’ a i t i l a ,  p o r t a n d o  a  c o i n c i d e r e  

g l i  e l e m e n t i  c o r r i s p o n d e n t i .
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Consideriamo due stelle (proprie) 0 ,  0 '; e per 0  si ab­
biano due rette a ,  b , non ortogonali, per 0 ’ due rette a ',  b ',  

formanti un angolo a '  b ' =  a  b .

Si può sovrapporre, con un movimento, la stella 0  alla 0 ' ,  

facendo coincidere le rette a ,  a ’, e le b , b ', in due modi; si 
ottengono così due congruenze facenti corrispondere le dette 
coppie di elementi, e quindi le l’ette dei fasci a  b , a '  b \  in un 
modo determinato (§ 32) ; 1’ una congruenza si deduce dal- 
P altra con una simmetria rispetto al piano a ’ //, ossia con una 
rotazione di due angoli retti attorno alla perpendicolare, in 
O ', al detto piano. Un analogo resultato sussiste allorquando 
invece di parlare di rette, si parli di due piani a, |3 di 0  e di 
altri due piani |s' di 0 '  tali che il diedro aj3 =  a'jS'. Dunque :

T r a  d u e  s t e l l e  p r o p r i e  s i  p o s s o n o  p o r r e  d u e  c o n g r u e n z e , 
i n  m o d o  c h e  a  d u e  r e t t e  ( o  d u e  p i a n i ) ,  n o n  o r t o g o n a l i  

d e l l ’ u n a ,  c o r r i s p o n d a n o  d u e  r e t t e  (o  r i s p e t t i v a m e n t e  d u e  

p i a n i )  f o r m a n t i  u n  a n g o l o  u g u a l e  n e l l ’ a l t r a .

In particolare i resultati precedenti, che concernono due 
stelle, si possono applicare al caso in cui queste sieno so­
vrapposte; si potrà allora parlare di congruenza in una. 
stella (omografìa che trasform a in sè stessa la polarità or­
togonale). E due coppie di raggi a  b , a '  b ', di una stella, for­
manti angoli uguali non retti, determineranno nella stella, 
due congruenze in cui a , a ’ e b , b  si corrispondono.

Una congruenza in una stella può essere omologica. In 
tal caso si avranno infinite rette unite componenti un fascio 
di raggi, e infiniti piani uniti, passanti per la perpendicolare 
a  al piano a  del detto fascio. Ad ogni retta  corrisponderà 
la simmetrica rispetto ad a , o, ciò che è lo stesso, la sim­
metrica rispetto al piano a .

Si conclude dunque:
U n a  c o n g r u e n z a  o m o l o g i c a ,  i n  u n a  s t e l l a  p r o p r i a ,  è  

u n a  s i m m e t r i a  r i s p e t t o  a d  u n  a s s e  ( e  r i s p e t t o  a l  p i a n o  o r ­

t o g o n a l e ) ,  e  p u ò  e s s e r e  g e n e r a t a  c o l l a  r o t a z i o n e  d i  d u e  a n ­

g o l i  r e t t i  d e l l a  s t e l l a  a t t o r n o  a l l ’ a s s e .
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O s s e r v a z io n e  l a — L’ uguaglianza di due angoli o diedri 
in una stella risulta definita come una relazione grafica di 
essi colla polarità ortogonale. Così tutte' le proprietà me­
triche della Geometria della stella si ottengono da relazioni 
grafiche delle figure colla polarità ortogonale, che perciò si 
chiama « a sso lu to  » della stella, come pel piano P insieme 
della retta impropria e dell’ involuzione assoluta di questa 
retta.

O s s e r v a z io n e  2a — Si potrà definire come p o la r i tà  a sso ­
lu ta  del piano improprio e d e llo  s p a z io , la polarità che si 
ottiene sul piano improprio segando la polarità ortogonale 
di una qualsiasi stella propria, vale a dire la corrispon­
denza per ortogonalità fra direzioni e giaciture. Si potrà 
chiamare c o n g ru e n za  ogni omografìa del piano improprio, 
la quale trasformi in sé stessa la polarità assoluta.

In una congruenza del piano improprio a due punti col­
legati a direzioni formanti un certo angolo, corrisponderanno 
due punti (formanti una coppia congruente, cioè) collegati 
a direzioni formanti un angolo uguale, ecc.

Nel piano improprio vi saranno due congruenze in cui 
si corrispondono ordinatamente due coppie congruenti di 
punti, ecc.

Os s e r v a z io n e  3a — Consideriamo la polarità ottenuta in 
un piano proprio qualsiasi .a, segandola 
polarità ortogonale di una stella il cui 
centro O  non appartenga c i  piano.

Indicando con A  la proiezione orto­
gonale del punto O  sul piano «, si co­
struisca in a il cerchio di centro A  e 
raggio A O . Ad ogni punto P  di questo 
cerchio corrisponde, nella polarità de­
finita in a, la tangente p  al cerchio 
stesso nel punto opposto.

Viceversa si ha che:
E s is te  in  u n  d a to  p ia n o  u n a  d e te r m in a ta  p o la r i tà  (u n i-
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fo r m e )  p e r  la  qu a le  acl o g n i p u n to  d i  u n  cerch io  c o r r i­
s p o n d e  la  ta n g e n te  n e l  p u n to  opposto . Q uesta  p o la r i tà  s i  
o ttie n e  com e s e z io n e  d e lla  p o la r i tà  o r to g o n a le  d i  u n a  s te lla  
il cu i c e n tro  s i  tr o v i  so p ra  la  p e r p e n d ic o la r e  a l p ia n o  n e l  
c e n tro  d e l c e rc h io , a d  u n a  d is ta n z a  d a l  p ia n o  eg u a le  a l 
ra g g io  d e l c e rc h io .

La suddetta polarità dicesi a n tip o la r i tà  r isp e tto  a l c e r ­
ch io  e può riguardarsi come la proiezione, sul piano proprio 
che la contiene, della polarità assoluta dello spazio.

Essa resta definita come la correlazione, in cui a 4.punti 
qualunque del cerchio corrispondono le 4 tangenti nei punti 
opposti (§ 45).

L’ antipolare del centro del cerchio è la retta all’ infinito 
del piano.

§ 55. Estensione della legge di dualità nelle forme 
di 2.a specie. — È stato dimostrato nel § 9 che tutti i teo­
remi della geometria del piano o della stella, dedotti dai 
postulati fondamentali ( I II III IV V VI ) della Geometria 
proiettiva, vengono associati a coppie secondo la legge di 
dualità del piano, o rispettivamente, della stella. I teoremi 
così dedotti, come si ò osservato nel § 6, concernono 
sempre proprietà grafiche delle figure. Mediante la corre­
lazione nel piano o nella stella possiamo estendere la legge 
di dualità stabilita, dandone una nuova dimostrazione a  

p o s te r io r i .
Riferiamoci nel ragionamento al caso del piano. Si abbia 

dunque nel piano una figura 71/, dotata di certe proprietà 
grafiche. Queste si potranno enunciare dicendo che:

1) certi punti di M  appartengono a certe rette di M  ( o- 
viceversa);

2) certi punti sopra una retta ( o certe rette per un punto) 
di M  si susseguono.

Operiamo nel piano una correlazione, nella quale alla fi­
gura 71/ corrisponda una figura M '  ; allora :
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1) ai punti ed alle rette di M  che si appartengono, cor­
rispondono rispettivamente rette e punti di M' che si ap­
partengono;

2) a punti susseguentisi sopra una retta di M , corrispon­
dono retto (formanti un gruppo proiettivo a quello dei detti 
punti e quindi) susseguentisi per un punto di M \  simil­
mente a rette susseguentisi per un punto di M , corrispon­
dono punti susseguentisi sopra una retta di M \

Dunque per ogni figura piana M , possedente certe pro­
prietà grafiche, esiste una figura piana (correlativa) M \ che 
gode delle proprietà correlative nel piano. Si può enunciare 
il risultato ottenuto, includendo anche il caso della stella, 
che si tratta  analogamente:

I n  u n a  f o r m a  d i  2 a sp e c ie , a d  o g n i f ig u r a  s i  p u ò  asso ­
c ia re  u n a  f ig u r a  c o r re la tiv a , d i  c u i le  p r o p r ie tà  g r a fic h e  
ven g o n o  d e d o tte  d a  q ue lle  d e lla  p r im a  m e d ia n te  u n o  sc a m ­
b io  d i  e le m e n ti  (punto e retta, o retta e piano).

Questo enunciato costituisce una vera e s te n s io n e  d e lla  
legge d i  d u a l ità  per le forme di 2a specie, poiché tale legge 
risulta ora stabilita per tutte le proprietà grafiche, indipen­
dentemente dal modo con cui esse sono stabilite, e quindi 
anche se nella loro dimostrazione si fossero impiegate no­
zioni metriche.

La legge di dualità nelle forme di 2a specie può anche 
essere estesa ulteriormente a tutte le proprietà p r o ie t t iv e  
delle figure, chiamando p r o ie t t iv e  quelle proprietà che non 
vengono alterate per un’ omografìa ( cioè che si traducono 
in analoghe proprietà delle figure trasformate). Fra queste 
proprietà proiettive sono tutte le proprietà grafiche, ma- 
anche talune metriche, come il valore del birapporto di 4 
elementi in una forma di l a specie.

Riferendoci per esempio al piano, notiamo che una qua— 
siasi omografia tc viene trasformata in un’ omografia T k T -  1 
da una correlazione T,  (mentre viceversa questa 2a omo­
grafia vien trasformata nella l a daU’omografia inversa T ~  *);
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quindi se M  è una figura del piano e M  la corrispondente 
in T , ad ogni proprietà di M  che non si alteri per una qua­
lunque omografìa eseguita su M ,  corrisponderà una pro­
prietà di M '  che non sarà alterata da nna qualsiasi omo­
grafìa del piano; e tale proprietà di M '  verrà dedotta dalla 
supposta proprietà di M  collo scambio degli elementi : punto 
e retta. Così concludiamo in generale che:

L a  l e g g e  d i  d u a l i t à  n e l l e  f o r m e  d i  2*  s p e c i e  s u s s i s t e  

p e r  t u t t e  l e  p r o p r i e t à  p r o i e t t i v e  d e l l e  f i g u r e  i n  e s s e  c o n ­

t e n u t e .
Ma questa seconda estensione della legge di dualità non 

dà s o s t a n z i a l m e n t e  nulla di più della precedente. Infatti, 
tutte l e  p r o p r i e t à  p r o i e t t i v e  delle figure appartenenti a 
forme di 2a specie s i  p o s s o n o  e n u n c i a r e  c o m e  p r o p r i e t à ,  

g r a f i c h e  di esse. Se, invero, si tratti di una proprietà proiet­
tiva di una certa figura M , la quale includa qualche no­
zione metrica, questa proprietà potrà tuttavia enunciarsi 
come una relazione grafica di M  coll’ assoluto I  della forma 
di 2a specie, ossia come una proprietà grafica della figura 
composta M  / ;  m a poiché tale proprietà deve conser­
varsi per una qualunque proiettività. che pure non con­
servi I ,  essa riesce in definitiva indipendente da /, ossia 
riesce una proprietà grafica della figura M  in sé stessa, 
equivalente alla proprietà metrico-proiettiva proposta.

Le considerazioni che precedono conducono anche a 
chiarire ciò che può dirsi intorno all’ applicabilità della legge 
di dualità nella Geometria metrica delle forme di 2a specie.

Quando una proprietà metrica P  di M  viene enunciata 
come una proprietà grafica di M  +  I ,  si ottiene una pro­
prietà correlativa P  della figura M ’ +  F  ottenuta aggiun­
gendo alla M ’, correlativa di M ,  un ente / '  correlativo dei- 
fi assoluto. Ora, se la data forma di 2a specie è un piano, 
fi ente / '  è una involuzione di un certo fascio di raggi, e, 
comunque sia determinato, non ha alcuna significazione 
metrica; per conseguenza la M '  am m etterà la proprietà
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correlativa di quella P  attribuita ad M ,  soltanto nel caso 
che la proprietà P  di M ’ -f- / '  riesca indipendente da 
vale a dire se la P  di M  I  è indipendente da /, ossia se 
essa è una proprietà (equivalente ad una proprietà grafica, 
e quindi) proiettiva di M ; in caso opposto la proprietà P '  

di M '  +  / '  non si potrà in alcun modo riguardare come 
una proprietà della figura M '  considerata in sé stessa.

Se invece la forma in questione è una stella, P ente / '  
sarà una polarità di essa, e potrà determinarsi in guisa che 
sia ancora (come I )  la polarità ortogonale; perciò la pro­
prietà P r di M ’ +  ?  sarà in ogni caso una proprietà di M '  

in relazione all’ assoluto, ossia potrà riguardarsi come una 
proprietà metrica della M '  in sé stessa, proprietà correlativa 
di quella (P )  attribuita ad M .

Concludiamo dunque che:
N e l  p i a n o , l a  l e g g e  d i  d u a l i t à  n o n  v a l e  i n  g e n e r a l e  p e r  

l e  p r o p r i e t à  m e t r i c h e , m a  s o l t a n t o  p e r  q u e l l e  c h e  s o n o  p r o ­

i e t t i v e .
N e l l a  s t e l l a ,  l a  l e g g e  d i  d u a l i t à  v a l e  a n c h e  p e r  t u t t e  l e  

p r o p r i e t à  m e t r i c h e .
Os s e r v a z io n e . — L’estensione della legge di dualità re­

lativa alle forme di 2a specie è stata innanzi stabilita a  p o ­

s t e r i o r i , facendo uso di una reciprocità. E così ci siamo di­
spensati dall’ esaminare la natura del ragionamento che ci 
conduce ad un teorema di cui si vuole il correlativo; sia 
pure che questo ragionamento sia fondato sopra nozioni 
metriche e sui postulati relativi a ta li nozioni. f

Ma si potrebbe stabilire tale estensione anche a  p r i o r i , 
osservando che i postulati della Geometria metrica del 
piano o della stella, interpretati graficamente in relazione 
all’ assoluto, fornirebbero teoremi della Geometria proiettiva, 
dimostrabili in base ai soli postulati di essa.



CAPITOLO IX.

«

Le coniche.

§ 56. Definizioni. — Data nel piano una polarità non 
uniforme, vi sono sempre
tre categorie di rette :

1) rette (appartenenti al 
proprio polo) contenenti un 
punto coniugato d isè  stesso;

2) rette (non appartenenti 
al proprio polo ), su cui P in­
voluzione di punti coniugati 
è iperbolica, cioè rette che 
contengono due punti coniu­
gati di sè stessi;

3) rette (non appartenenti 
al proprio polo) su cui l’ in­
voluzione di punti coniugati 
è ellittica, cioè rette che non 
contengono alcun punto co­
niugato di sè stesso.

tre categorie di punti:
1 ) punti (appartenenti alla 

propria polare) per cui passa 
una retta coniugata di sè 
stessa;

2) punti (non appartenenti 
alla propria polare), per cui 
l’ involuzione delle rette co­
niugate è iperbolica, cioè 
punti per c u i . passano due 
rette coniugate di sè stesse;

3) punti (non appartenenti 
alla propria polare) per cui 
l’ involuzione delle rette co­
niugate è ellittica, cioè punti 
per cui non passano rette co­
niugate di sè stesse.

S e  i n  u n a  p o l a r i t à  p i a n a  e s i s t e  un punto appartenente 
alla propria polare, cioè u n  e l e m e n t o  ( à i  ciascuna delle due 
specie) c o n i u g a t o  d i  s è  s t e s s o :
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e s is to n o  in f i n i t i  p u n t i  co­
n iu g a ti  d i  sè  s te s s i .

Invero sia A  un punto co­
niugato di sè stesso ed a  la

es is to n o  in f in i te  re tte  c o n iu ­
g a te  d i  sè stesse .

Infatti sia a  una retta co­
niugata di sè stessa ed A  i l#

sua polare. Ogni retta p  per suo pòlo. Ogni punto P  su a, 
A ,  diversa da a , ha il suo diverso da A , ha la sua po­
polo su a, quindi non è co- lare per A, quindi non è co­
niugata di sè stessa; perciò niugato di sè stesso; perciò 
essa appartiene alla catego- esso appartiene alla catego­
ria *3) e contiene u n  a ltr o  ria 3) e per esso passa u n  
punto P  coniugato di sè a ltr a  retta p  coniugata di sè 
stesso. Variando la retta per stessa. Variando il punto P  
A , varia il punto P, sicché su a, varia la retta p , sicché 
P insieme dei punti coniugati V insieme delle rette coniu- 
di sè stessi, così generato, gate di sè stesse, così gene- 
appare come una l in e a  (luogo rato, appare come un in v i ­
di un punto mobile) nel senso lappo  (successione delle po- 
intuitivo della parola. sizioni di una retta mobile)

nel senso intuitivo della pa­
rola.

U  in s ie m e  d e i  p u n t i  e d e lle  r e tte  c o n iu g a ti  d i  sè  s te s s i  
d i  ce si conica fondamentale d e lla  p o la r i tà .

La co n ica , considerata - La c o n ic a , .considerata 
semplicemente come insieme semplicemente come insieme 
dei suoi punti, si chiama co- delle sue rette, si chiama co­
n ic a  luogo. n ic a  in v ilu p p o .
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Le rette del piano che 
appartengono alla l a o alla 
2a categoria in relazione alla 
polarità, hanno comuni ri­
spettivamente u n o  o d u e  

punti colla conica luogo, e 
sono dette rispettivamente 
ta n g e n t i  o s e c a n t i  di essa. 
Le rette della 3a categoria 
non hanno alcun punto co­
mune con la conica e sono 
dette e s te rn e  ad essa.

La denominazione di « tan­
gente » alla conica, si giu­
stifica facendo vedere che 
essa corrisponde alla nozione 
intuitiva di tangente ad una 
linea piana, e ciò nel se­
guente modo:

Se A  è un punto  della 
conica, ogni re tta  per A  in ­
contra  ia conica in un altro  
punto (ed è una secante), ad 
eccezione della polare di A  

che è la  tangente in A ;  

questa appare dunque come 
l i m i t e  di una secante varia­
bile, di cui l’ulteriore punto 
d’ incontro colla conica si 
avvicini indefinitamente ad 
A ,  o, come si suol dire 
( usando una locuzione im-

Per un punto d e l  p ia n o  

secondochè appartiene a lla  

1“ o a lla  2a c a te g o r ia  in  r e ­

la z io n e  a lla  p o la r ità , passano 
rispettivamente u n a  o  d u e  

rette della conica in v ilu p p o ;  

n e l 1° caso il punto si dice 
p u n to  d i  c o n ta tto  di quella 
retta, nel 2° caso il p u n to  

si dice e s te rn o  a lla  con ica . 
Per un punto d e lla  3a cate­
goria non passano rette d e lla  
conica; un tal punto si d ice  
in te rn o .

La denominazione di «pun­
to di contatto » di una r e t t a  

colla conica, si giustifica riat­
taccandola ad una n o z i o n e  

intuitiva g e n e r a l e ,  che si ri­
ferisce agli inviluppi:

Se «  è una  re tta  d e l l a  co­
nica, per ogni punto  di essa

passa un’ a ltra  retta  della 
conica, tranne che per il polo 
di « che è il p u n t o  d i  c o n ­

t a t t ò ' ,  questo appare dunque 
precisa m a espressiva), quale come il p u n t o  d ’ i n c o n t r o  d i
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retta die unisce due putiti due rette infinitamente vi- 
infinitamente vicini della cine dell' inviluppo, cioè 
linea. come, limite dell’ intersezione

. ' di a con un’altra retta del-.
l’ inviluppo che si \  avvicini 
indefinitamente ad essa.

Le rette di uria conica appariscono come tangenti della 
conica, considerata come' luogo dei suoi punti, e così i punti 
della conica appariscono come punti di contatto delle cor­
rispondenti rette dell’ inviluppo (tangenti).

Dunque: La conica appare come V insieme dei punti e 
delle tangenti di una linea piana .

Osservazione. — Questa linea separa il piano in due 
regioni, una delle quali, quella dei punti che abbiamo de­
nominato esterni, è descritta dalle tangenti. A questa sepa­
razione fa riscontro per dualità la separazione delle Tette 
non tangenti in « secanti » ed « esterne ».

Volendo acquistare una prima idea approssimativa della 
forma di una conica,.immaginiamo di seguire coll’ occhio 
la sua genesi, partendo da un punto A  di essa.

I punti della linea vengono a corrispondere alle rette 
per A\ al muoversi di una retta per A, che descriva il 
fascio A, cominciando dalla posizione della tangente, cor­
risponde il muoversi di un punto, che partendo da A  de­
scrive tutta la linea tornando in A. Dunque la conica appare 
come una linea chiusa, ed è anche facile..persuadersi che le 
due regioni di punti esterni ed interni rispetto ad essa, 
hanno 1’ ordinario significato intuitivo, poiché una tangente 
variabile lascia sempre da una banda la conica e non in­
vade mai la regione dei punti interni. Questa deduzione 
però non è da riguardarsi come rigorosamente dimostrata; 
ne abbiamo dato cenno solo per aiutare fin d’ ora l’intui­
zione delle coniche, ma ci riserviamo di dimostrare più 
tardi, con tutto rigore logico, i teoremi cui essa darebbe 
luogo.

14
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Osservazione 2 \  — Se si vuole usare il linguaggio degli 
immaginami, si potrà dire che una conica ha comune con 
una retta esterna una coppia di punti immaginarti, cioè 
la coppia dei punti doppii dell’involuzione definita dalla po­
larità sopra la retta.

L’ uso di questo linguaggio ci conduce anche alla consi­
derazione della conica immaginaria fondamentale per una 
polarità uniforme, la quale vale a determinare sopra ogni 
retta del suo piano una coppia di punti immaginami (inter­
sezioni della retta colla conica), e per ogni punto una. 
coppia di tangenti immaginarie. Così p. e. la polarità 'asso­
luta del piano improprio viene riguardata come dotata di 
una conica fondamentale detto cerchio assoluto, la quale è 
segata da ogni piano (e più precisamente dalla sua retta 
impropria) secondo i punti ciclici di esso. Per ogni retta, 
propria vi sono due piani immaginari (le cui rette improprie 
sono) tangenti al cerchio assoluto; cioè i piani doppi dei- 
fi involuzione degli angoli retti nel fascio di piani che ha la 
retta stessa come asse.

* Abbiamo detto che la conica appare come una linea 
chiusa; avvertiamo subito che ciò deve intendersi relativa­
mente all'intuizione grafica.

Dal punto di vista metrico la cosa appare diversa, giacché 
può darsi che il punto mobile descrivente la linea assuma 
(una o due volte) la posizione di un punto improprio. Se si 
vuole formarsi una intuizione metrica della forma di una 
conica si devono dunque distinguere anzitutto tre specie di 
coniche :

1) La ellisse, per cui la retta all’ infinito è esterna, ha la 
forma di un ovale chiuso.

Un caso particolare dell’ ellisse è il cerchio.
Si dimostra infatti che il cerchio è linea fondamentale 

di una polarità piana (polarità rispetto al cerchio) per 
cui ad ogni punto del cerchio corrisponde la tangente in 
esso.



—  211 —

Infatti questa polarità si ottiene come prodotto dell’ an­
tipolarità rispetto al cerchio (§ 54) e della simmetria rispetto 
al centro di esso.

2) L’ iperbole, per la quale la retta al- 
P infinito è secante, è composta di due 
rami aperti che si riattaccano in due 
punti all’ infinito, cioè si vanno indefinita­
mente accostando (da parti opposte) a due 
rette fìsse « gli asintoti », tangenti nei 
punti all’infinito.

3) La parabola, per la quale la retta all’ infinito è tan­
gente, è formata da un solo ramo aperto, che non si av­
vicina indefinitamente a nes­
suna retta propria, e, si può 
dire, si chiude nel punto ai- 
fi infinito.

Con una conveniente pro­
iezione le coniche delle tre 
specie ( metriche ) enumerate, si possono scambiare fi una 
nell’ altra.

Questo fatto aiuta a concepire graficamente come unica 
la, forma delle tre linee. L’iperbole appare come un ovale 
spezzato dalla retta infinita; la para­
bola come un ovale allungato indefi­
nitamente da una parte.

Il principio di dualità nello spazio ci 
conduce a considerare certe figure della 
stella, correlative delle coniche, che si 
ottengono anche come proiezioni di esse, 
vale a dire « i coni quadrici ». Un cono 
quadrico si può definire come l’insieme delle rette e dei 
piani corrispondenti, in una polarità non uniforme della 
stella, che si appartengono; oppure come proiezione di una 
conica (da un centro « vertice » fuori del suo piano). Vice-
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versa la sezione di un cono quadrico con un piano non 
passante pel vertice è una conica.

Le rette di un cono diconsi sue generatrici ; i piani dì 
esso diconsi « piani tangenti » secondo le generatrici 
polari.

Il cono concepito come luogo dei punti delle sue gene­
ratrici appare intuitivamente come una superficie', la figura 
ad esso correlativa è V insieme dei piani passanti per le 
tangenti ad una conica (piani che diconsi tangenti di essa).

Un caso particolare * del cono quadrico è il cono circo- 
lare retto o di rotazione, clic si ottiene proiettando un 
cerchio da un punto della perpendicolare al piano di esso 
nel suo centro.

Come estensione del cono circolare retto si può consi­
derare il cono circolare obliquo ; proiezione di un cerchio 
da un punto esterno al suo piano posto fuori della perpen­
dicolare elevata al piano stesso, nel centro del cerchio. Più 
tardi si vedrà come ogni cono quadrico (col vertice proprio) 
ammetta delle sezioni piane circolari e possa quindi consi­
derarsi come un cono circolare, retto od obliquo. Qui ci li­
mitiamo a notare che da un qualsiasi cono circolare si pos­
sono ottenere, come sezioni piane, le tre specie di coniche: 
iperbole, parabola, ellisse, segandolo con un piano (non pas­
sante pel vertice) il quale sia parallelo a due generatrici 
del cono, o rispettivamente ad una, o a nessuna.

§ 57. Proprietà dei poli e polari rispetto ad una 
conica. — Come una polarità piana non uniforme deter­
mina una conica fondamentale, così a sua volta la conica 
delermina la polarità.

Si prendano infatti sulla conica 4 punti (di cui certo 3 
non sono mai in linea retta) e si facciano ad essi corri­
spondere le relative tangenti della conica (di cui 3 non 
passano per un punto); resta così determinata nel piano
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una correlazione che non può differire dalla polarità non 
uniforme che definisce la conica.

Potremo dunque considerare indifferentemente nel se­
guito, come relazioni rispetto alla conica, le relazioni di 
polo e polare, di elementi coniugati, ecc. definite rispetto 
alla polarità.

Così p. e. una conica definisce o subordina sopra una 
retta un’ involuzione di punti coniugati.

I poli e le polari rispetto ad una conica danno luogo ad 
importanti proprietà, ciascuna delle quali si può considerare 
come una nuova definizione della polarità e come un mezzo 
per risolvere facilmente i relativi problemi di costruzione.

Data una conica C,

la polare p di un punto P 
vite non le appartenga:

1) Contiene tutti i coniu- 
niugati armonici di P ri­
spetto alle coppie di punti 
comuni alla conica C e ad 
una qualsiasi secante per P;

Infatti, se si considera 
una secante per P, la quale 
incontri C nei punti A , B , 
su questa retta, si lia una 
involuzione (iperbolica) co­
stituita dalle coppie di punti

il polo P d’ una retta p non 
tangente ad essa:

1) Appartiene a tutte le 
rette coniugate armoniche 
di p rispetto alle coppie di 
tangenti condotte a C per 
qualsiasi punto, esterno ad 
essa, di p;

Infatti, basta stabilire il

■p

ragionamento correlativo di 
quello a sinistra.
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2) Appartiene alle tan­
genti negli eventuali punti 
d’incontro della conica colla 
retta p.

Correlativamente ( e in­
versamente) all’ enunciato di 
sinistra.

p

gato di P  giacché la tan­
gente in A  (polare di ) 
passa per P.

3) È V asse di una omo- 3) È il centro di una
logia armonica di centro P, omologia armonica di asse p, 
che trasforma in sè stessa che trasforma in se stessa 
la conica. la conica.

Questa proprietà non ha che una diversa espressione 
della prima.

4) Contiene tutti gli ulte- 4) Appartiene a tutte le 
riori punti diagonali dei ulteriori rette diagonali dei 
quadrangoli iscritti nella co- quadrilateri circoscritti alla

coniugati, avente A, B  come 
punti doppi; quindi il coniu­
gato di P  su di essa (che 
è un punto di p )  è il coniu­
gato armonico P' di P  ri­
spetto ad A, B.

2) Contiene i punti di 
contatto delle eventuali tan­
genti alla conica passanti 
per P.

Infatti se per P  passa 
una tangente a C, il suo 
punto di contatto A  è coniu-



— 215 —

nica, aventi un punto diago- conica, aventi p come r e te

Riferiamoci p. e. all’ enunciato di sinistra.
Sia D E  G F  un quadrangolo iscritto nella conica C, 

avente un punto diagonale in P, e siano A, B  gli altri due 
punti diagonali-di esso; infine sieno GF, ED i'lati del qua­

drangolo per P. Pel § 14 la retta AB  sega le GF, ED in 
punti coniugati armonici di P rispetto alle coppie GF, ED ; 
quindi (per la proprietà 1) la AB  è la polare p di P; ciò 
dimostra il teorema.

Osservazione. — Queste varie definizioni della polare 
d’un punto e del polo d’una retta, rispetto ad una conica, 
danno luogo alle relative semplici costruzioni; è in gene­
rale da preferirsi quella data dalla proprietà 4). Se ne ca­
vano anche notevoli proprietà. Per esempio:

Il triangolo diagonale di II trilatero diagonale d ’un 
un quadrangolo iscritto nella quadrilatero circoscritto alla 
conica, è coniugato rispetto conica, è coniugato rispetto 
alla conica. ad essa.
Giacché, (riferendoci, per esempio, all’ enunciato di sinistra) 
le coppie di vertici del triangolo sono coppie di punti co­
niugati (per la proprietà 4).

naie in P. diagonale.
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Una conseguenza immediata della proprietà 2) è la
seguente :

La polare di un punto rispetto ad una conipa è esterna 
o secante, secondochè il punto è, rispettivamente, interno 
od esterno alla conica.

Si ha ancora:
In  un triangolo coniugato rispetto ad una conica due 

lati sono secanti ed uno esterno, due vertici esterni ed uno 
interno.

Infatti (§ 53), su due delle tre rette costituenti il trian­
golo coniugato, le involuzioni di punti coniugati sono iper­
boliche, mentre sulla terza si ha un’ involuzione ellittica.

§ 58. * Diametri delle coniche. — Poniamo in rela­
zione una data conica colla retta all’ infinito del suo piano 
e consideriamo le relazioni metriche, che così scaturiscono 
dalla polarità. Ne ricaveremo ancora nuovi elementi per 
acquistare una più esatta nozione della forma delle coniche.

Abbiamo già detto che una conica dicesi ellisse, iper­
bole, o parabola, secondochè la retta all’ infinito è ad essa 
esterna, secante o tangente. Lo studio di queste tre linee, 
sebbene dotate di proprietà metriche differenti, si può con­
durre, considerandole tutte e tre insieme; le distinzioni, ove 
è il caso, si presentano da sè.

Rispetto ad una qualsiasi conica, le rette coniugate della 
retta all’ infinito diconsi diametri, e, precisamente, diametri 
coniugati alla direzione delle rette passanti per il polo 
( all’ infinito ) di esse.

Per il polo d’un diametro, supposto non appartenente 
alla conica, passano infinite rette parallele seganti la conica 
ciascuna in due punti propri; i segmenti finiti compresi fra 
tali punti costituiscono un sistema di corde parallele della 
conica.

Dal § 57 segue:
Una diametro di una conica, che non sia tangente alla
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conica (nel suo punto all’ infinito), è il luogo dei punti medi 
delle corde della conica, parallele alla direzione coniugata.

Tutti i diametri d’una conica passano per un punto, 
detto centro, polo della retta all’ infinito. Nell’iperbole e nel- 
T ellisse questo punto è proprio, e però tali curve diconsi 
coniche a centro : V opposto avviene nella parabola, cioè 
tutti i diametri sono paralleli (il centro è all’ infinito).

Il centro è interno nell’ ellisse ed esterno nell’ iperbole, 
poiché la sua polare è esterna nel 1° caso, secante nel 2°. 
Le due tangenti all’ iperbole, condotto pel centro, la toccano 
nei punti all’infinito; come già abbiamo avvertito, esso di­
consi asintoti.

Si è visto in generale (§ 52), che le rette coniugate ri­
spetto ad una conica, passanti per un punto che non le ap­
partenga, si corrispondono in un’involuzione; così, data una 
conica a centro, le coppie di diametri coniugati di essa for­
meranno un’ involuzione pel centro {involuzione dei dia­
metri coniugati), la quale sarà ellittica o iperbolica secondo 
la natura della conica, e nel secondo caso avrà come raggi 
doppi gli asintoti.

I diametri della parabola, tutti paralleli tra loro, sono 
coniugati ciascuno ad una direzione del piano, essendo le 
polari dei punti all' infinito.

Osservazione. — Date due coppie di diametri coniugati 
di una conica a centro, si riconoscerà immediatamente la 
natura iperbolica o ellittica della conica, guardando se le 
nominate coppie si separano o no (§ 37). a

Un punto non appartenente ad una conica e la sua po­
lare sono centro ed asse di un’omologia involutoria che 
trasforma in sè stessa la conica (§ 57, 3); dunque:

II centro (proprio) di una conica è centro di una sim­
metria che trasforma in sè la conica; ossia è il punto 
medio delle corde della conica che passano per esso.

Se due corde della conica si bisecano, il comune punto 
medio di esse è il centro della conica.



— 218 —

§ 59. * Assi delle coniche. — Nel cerchio tutte le coppie 
di diametri coniugati sono ortogonali, ossia l’ involuzione 
dei diametri coniugati è l’ involuzione degli angoli retti. In­
fatti, dato un diametro del cerchio, il diametro ad esso per­
pendicolare è il suo coniugato, perchè biseca le corde ad 
esso parallele.

Viceversa : si abbia una conica C (a centro) in cui l’ in­
voluzione dei diametri coniugati sia quella degli angoli 

retti; dico che la C è un cerchio. Infatti, 
sieno A, B due punti arbitrari della co­
nica. Il diametro ( per il centro 0 ) per- 
pendicolare al segmento AB  è coniugato 
alla direzione della corda AB  e quindi la 
biseca ; segue che i segmenti OA, OB sono 

uguali fra loro. Dunque la conica e il luogo dei punti di­
stanti da 0  del segmento OA, ossia è il cerchio di centro O 
e raggio OA. e. d. d.

Le proprietà stabilite si possono riassumere nel 
Teorema. — La condizione necessaria e sufficiente per­

chè una conica sia un cerchio, è che V involuzione di punti 
coniugati subordinata da essa, sulla retta alV infinito, sia 
V involuzione assoluta.

Osservazione. — Facendo uso del linguaggio degli ini- 
maginarii questo teorema si può enunciare nel modo se­
guente (cfr. § 41):

La condizione perchè una conica sia un cerchio è che 
essa passi pei punti ciclici del suo piano.

Il precedente teorema dà come corollario:
Ogni conica si può proiettare in un cerchio.
Basta infatti eseguire una proiezione della conica per 

modo che una retta propria esterna ad essa abbia per im­
magine una retta impropria, od in guisa che V involuzione 
dei punti coniugati sulla retta propria rispetto alla data 
conica si proietti nell’ involuzione assoluta (cfr. § 41).

Eccepito il caso del cerchio, l’involuzione dei diametri
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coniugati di una conica a centro, non è quella degli angoli 
retti ; perciò in essa esiste una coppia di diametri coniugati 
ortogonali, coppia comune alla detta involuzione dei dia­
metri coniugati e a quella (ellittica) degli angoli retti (§ 41)*

In una conica, i diametri ortogonali alla direzione coniu­
gata diconsi assi.

In  una conica a centro esistono due assi, ortogoncdi fra  
loro, oppure la conica è un cerchio e tutti i suoi diametri 
sono assi.

Nell’ iperbole gli assi sono le bisettrici degli angoli 
degli asintoti.

La direzione ortogonale ai diametri di una parabola sarà 
coniugata ad un diametro ben determinato: asse della pa­
rabola. Perciò la parabola ha un  asse.

L’ omologia armonica, avente per asse un asse della co­
nica e per centro il polo di essa, cioè il punto all’ infinito 
nella direzione ortogonale, trasforma la conica in sè stessa ; 
dunque :

Un asse di una conica è asse di una simmetria orto- 
gonale che trasforma in sè stessa la conica.

§ 60. Teorem a di S taud t. — Se nel piano di una co­
nica si considerano:

due punti qualunque A , Br 
non coniugati, centri di due 
fasci, e a ciascuna retta del- 
1’ uno si fa corrispondere 
quella retta dell’ altro fascio 
che è coniugata alla prima, 
i due fasci risultano proiet­
tivi fra loro.

Infatti ciascun fascio è 
prospettivo (proiezione) alla 
punteggiata dei poli delle 
rette dell’ altro.

due rette qualunque a, b, non 
coniugate, e a ciascun punto 
dell’ una si fa corrispondere 
quel punto dell'altra che è 
coniugato al primo, le due 
rette risultano proiettive tra 
loro.

Infatti ciascuna retta- è 
prospettiva (sezione) al fascio 
delle polari dei punti del- 
P altra.



In particolare:
Se il punto comune alle Se la retta AB  congiun- 

■ nominate'rette-a, b, è coniu- gente i due punti è coniu­
gato di sè stesso (cioè ap- gata di sè stessa (ossia è 
partiene alla conica), le rette una tangente alla conica), i 
a, b risultano prospettive, fasci- A, B, risultalo pro- 
ossia le congiungenti i punti spettivi, cioè i punti d’ inter- 
coniugati ìàspettivamente su sezione di due rette coniugate 
a, b passano per un punto., rispettivamente p e r A, B

stanno sopra una retta.
Di q u i s i d e d u c o n o  i t e o r e m i  (d i St a u d t ):
Data una conica ed un 

triangolo ABC iscritto in 
essa ( cioè tale clic i suoi 
vertici sieno sulla conica ), 
ogni retta coniugata ad un 
lato BC del triangolo, sega 
gli altri due lati in punti 
coniugati.

Viceversa, se una retta 
sega due lati AB, AC del 
triangolo in due punti co­
niugati, essa è coniugata al 
terzo lato, cioè passa per il 
polo di esso.

Delle due proposizioni correlative, dimostriamo quella a 
sinistra.

Le punteggiate AB , AC, il cui punto comune A  è co­
niugato di sè stesso, ove si considerino come corrispondenti 
i punti dell’ una ai punti coniugati deir altra, risultano pro­
spettive; per trovare il centro 0 di prospettività basta con­
giungere due coppie di punti omologhi (coniugati). A tale 
scopo si considerino le polari b, c di B , C, (tangenti alla 
conica rispettivamente in B , C) seganti rispettivamente

Data una conica ed un 
trilatero a b c circoscritto, 
(cioè tale che i suoi lati 
sieno tangenti ad essa), ogni 
punto coniugato ad un ver­
tice bc del trilatero, proietta 
gli altri due vertici secondo 
due rette coniugate.

Viceversa, se un punto. 
proietta due vertici ab, ac 
del trilatero secondo due 
raggi coniugati, esso è co­
niugato al terzo v e r t i c e , 
ossia appartiene alla sua 
polare.
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in B, C le rette AC, AB; i punti B, B  ed i punti C, 
sono coniugati, onde il centro di prospettività 0 cercato, 
il punto bc.

Quesio punto 0, così costruito, é il polo della retta , BC 
Ciò significa che la congiungente due punti coniugati, post]

Ækr

rispettivamente su AC, BC (passa per O, ossia) è coniugata 
eli BC. Viceversa, ogni retta per O, cioè ogni retta coniu­
gata di BC, sega AC, BC in due punti omologhi, ossia co­
niugati, c. d. d.

Le proposizioni precedenti s ’ invertono anche, evidente­
mente, nel seguente modo.

Se un triangolo A B C  ha Se un t r i l a t e r o  a b e  h a  d u e  

due vertici A ,  B  sopra u n a  l a t i  a , b , t a n g e n t i  a d  u n a  co­
conica e i due lati A C ,  B C  nica e i due p u n t i  a c ,  b c  d i  

di esso segano una retta co- esso sono p r o i e t t a t i  d a  u n  

mitigata al lato A B  i n  punti p u n t o  coniugato a l  p u n t o  a b ,  

coniugati, anche il terzo ver- secondo due r e t t e  c o n i u g a t e ,  

tice C  del triangolo appar- anche l a  t e r z a  r e t t a  è  t a n -  

tiene alla conica. gente a l l a  c o n i c a .

§ 61. Teorema di Steiner: g e n e r a z i o n e  p r o i e t t i v a  
delle coniche.

Stabiliamo ora i teoremi:
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Proiettando ipunti di una Segando le tangenti di 
conica da due punti A, B di una conica con due tangenti 
essa, si ottengono due fasci a, b di essa, si ottengono due 
di raggi proiettivi. punteggiate proiettive.

Riferendoci p. e. all’ enunciato di sinistra, vediamo che 
esso risulta subito dall’osservazione seguente: Sé i due

fasci A, B  sono riferiti fra loro 
in modo che si corrispondano 
due raggi come AC, BC pro­
iettanti uno stesso punto C 
della conica, le sezioni dei duo 
fasci con una retta coniugata 
ad AB  (non passante per A , B) 
sono due punteggiate sovrap­
poste proiettive ( in involu­
zione); infatti due raggi come 
AC, BC segano la retta in due 

punti coniugati (§ 60), e le coppie di punti coniugati sopra 
una retta non tangente alla conica formano una involuzione.

Si noti che nella proiettività intercedente fra i due fasci 
proiettivi di centri A , B , al raggio comune AB  corrispon­
dono le tangenti alla conica, rispettivamente in A  ed in B.

Reciprocamente si ha:

Nel piano

Il luogo delle intersezioni V  inviluppo delle rette 
dei raggi omologhi di due congiungenti ì punti omolo- 
fasci proiettivi, non prò- ghi di due punteggiate pro­
spettivi nè concentrici, è una iettive, non prospettive nè 
conica. coincidenti, è una conica.

Riferiamoci p. e. all’ enunciato di sinistra.
Sieno A, B i due fasci, a, b i raggi (diversi da A, B) 

che corrispondono al raggio comune AB  rispetti veniente 
per A, B , ed 0  il loro punto d’incontro. Consideriamo una
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retta d per O (diversa da a, b) la quale seghi AB  in un 
dato punto 0 '. I raggi omologhi dei fasci proiettivi A, By 
segati colla d , danno luogo a due punteggiate proiettive 
sovrapposte dove O, 0' si corrispondono in doppio modo; 
essi segano dunque sulla d tante coppie di un’ involuzione. 
Sieno C, C due punti 
(diversi da O, O') coniu­
gati in questa involu­
zione, ottenuti segando 
i raggi (corrispondenti)
A I\ BP.

Possiamo porre nel 
piano una polarità ben 
determinata prendendo 
come polari dei punti 
O, A , B  rispettivamente 
le rette AB , a, b, ed esigendo inoltre che C, C" sieno punti 
cuniugati. Infatti, stante le prime condizioni, resta fissato 
che ai punti della retta AB  corrispondano nella polarità le 
rette per 0 che sono coniugate a quei punti nella involuzione 
definita dalle coppie A a e Bb; mentre la condizione che 
C, C' sieno coniugati nella polarità, porta ad assegnare 
come polare dal punto C la retta e che unisce C' al coniu­
gato armonico di 0' rispetto ad A y B. La polarità resta così 
ben determinata secondo il § 51. Essa ammette una conica 
fondamentale, che passa per A , By toccando a, b.

Ora due rette per A , B , corrispondenti nella proiettività 
data fra i due fasci, segano d in due punti che sono co­
niugati rispetto alla involuzione definita dalle coppie 00', 
CC, ossia in due punti coniugati rispetto alla conica. Si de­
duce che tali rette s’incontrano in un punto della conica 
(§ 60); ciò dimostra il teorema.

O s s e r v a z io n e  l a — Se nel piano si considerano due fasci 
di raggi prospettivi (non concentrici), il luogo delle interse­
zioni dei raggi omologhi è una coppia di rette (conica luogo



— 224 —

degenere) costituita clair asse eli prospettività e dal raggio 
comune (unito) dei due fasci. Correlativamente due punteg­
giate prospettive (non sovrapposte) generano una coppia di 
punti (conica inviluppo degenere), costituita dal centro di 
prospettività e dal punto comune (unito) di esse.

Osservazione 2a — La generazione proiettiva delle co­
niche (con fasci o punteggiate) data innanzi, permette di 
riportare alle coniche (concepite sia come luogo, sia come 
inviluppo) le nozioni di ordini naturali, elementi susseguen- 
tisi, coppie che si separano, ecc. stabilite per le forme di 
l a specie.

Invero se più punti di una conica vengono proiettati da 
un punto di essa conica secondo raggi (d’ un fascio) susse - 
guentisi, lo stesso avverrà quando i nominati punti vengono 
proiettati da un altro punto, comunque scelto sulla conica 
stessa; si dirà allora che quei punti si susseguono sulla 
conica. Così pure si dirà che si susseguono più tangenti di 
una conica, le quali vengano segate (da una e quindi) da 
ogni altra tangente secondo punti sussegucntisi. Potremo 
quindi parlare di due segmenti o archi complementari de­
terminati da due punti di una conica ecc., ed applicare alle 
coniche le considerazioni ed i teoremi relativi alle corri­
spondenze ordinate.

Se più punti di una conica si susseguono, si susseguono 
anche le tangenti in essi alla conica.

Ciò si desume dal fatto clic la polarità rispetto alla co­
nica fa corrispondere ad un fascio di raggi proiettanti i 
punti B , C.... della conica da un punto A  di essa, la pun­
teggiata luogo dei punti intersezioni della tangente a in A  
colle tangenti b, e.... rispettivamente in B , C....; basta os­
servare che, per effetto della polarità, il fascio A  e la pun­
teggiata a risultano proiettivi, e quindi in corrispondenza 
ordinata.

Allorché abbiamo parlato in principio della forma delle 
coniche, guardate sotto V aspetto grafico, abbiamo detto che
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esse appaiono come linee chiuse generate dal moto di un 
punto o di una tangente) che ritorna'alla posizione ini­
ziale. Non altrimenti appare, rispetto all’ intuizione grafica, 
la retta, dopo l’introduzione del punto improprio; ed ana­
loga è pure la generazione col movimento di un fascio di 
raggi o di piani.

Questa generazione col movimento di un elemento che 
ritorna alla posizione iniziale, è il fondamento intuitivo co­
mune delle nozioni di ordini naturali, così per le forme di
l.a specie, come per le coniche. Dimodoché le relazioni ine­
renti al susseguirsi, ecc. di punti (o tangenti) di una conica, 
appariscono immediatamente alla vista, quando ci si riporti 
alla rappresentazione di una conica col disegno.

§ 02. * Casi particolari metrici della generazione 
proiettiva di una conica. — Cerchio e iperbole equi­
latera. — I teoremi di generazione del precedente § ci con­
ducono ad alcuni casi particolari sotto F aspetto metrico. Fer­
miamoci dapprima sulle coniche concepite come inviluppo.

Consideriamo due tangenti proprie parallele a, b, di una 
conica a centro. Segandole 
con le altre tangenti, si ot­
tiene tra le a, b una proietti- 
vita, nella quale i punti di 
contatto A, B di esse corri­
spondono al punto improprio 
comune, considerato rispetti­
vamente su b o su a. I punti A , B  sono dunque i punti limiti 
della proiettività nominata.

Di qui si ricava la conclusione (§ 34):
Si considerino due tangenti proprie parallele a, b di 

una conica a centro, ed i loro punti di contatto À, B; 
una tangente variabile della conica sega le a, b in due 
punti, tali che il prodotto delle distanze di essi da A, B 
è costante.

15



Si abbia ora un’ iperbole, e sieno u, v i suoi asintoti. Le 
tangenti all’ iperbole determinano su u, v, due punteggiate

proiettive, aventi ambe­
due come punto limite il 
centro O =  uv.

Se si indicano con Py 
P' le intersezioni di una 
tangente variabile della 
iperbole rispettivamente 

con u, v, si lia dunque che il prodotto OP . OP è costante 
(§ 34). Si deduce che:

Data un’ iperbole, il triangolo determinato dagli asin­
toti e da una tangente variabile ha area costante. Questa 
proprietà è caratteristica per P iperbole-inviluppo.

Consideriamo infine una parabola e due tangenti qual- 
siansi proprie di essa. Queste vengono segate dalle altre tan­
genti secondo due punteggiate proiettive, dove i punti all’ in­
finito si corrispondono. Si deduce (§29) clic:

Segando con una tangente variabile due tangenti pro­
prie fisse di una parabola, si ottengono punteggiate simili.

Viceversa: Congiungendo i punti omologhi di due pun­
teggiate simili ( non prospettive) di un piano, si ottiene 
come inviluppo una parabola.

Riferiamoci invece alle coniche concepite , come luogo.
Si presentano allora due casi particolari notevoli, rispet­

tivamente della ellisse’ e della iperbole, casi in cui si ha una 
generazione mediante fasci di raggi congruenti.

Due fasci di raggi direttamente congruenti, in un piano 
■(supposto che non sieno riferiti per parallelismo di ele­
menti ) generano un cerchio, come luogo delle intersezioni 
dei raggi omologhi.

Viceversa: Proiettando i punti di un cerchio da due 
punti fissi di esso, si ottengono due fasci direttamente 
congruenti.

Per dimostrare il teorema, si considerino due fasci diret-
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tamente congruenti, .4, B , di un piano, (non prospettivi), e 
si avverta anzitutto che la conica da essi generata è certo 
un’ ellisse, perchè i nominati fasci determinano ( per sezione ) 
sulla inetta all’ infinito una proiettività (congruenza) priva 
di punti uniti. Si scelga ancora sulla detta 
ellisse un altro punto fisso P, e si consK 
deri infine su di essa un qualsiasi punto 
variabile P '; basterà mostrare che questo 
appartiene al cerchio determinato dai tre 
punti A, B , P, poiché risulterà allora che 
il luogo del punto variabile Pr è il cerchio 
nominato.

Ora, per ipotesi, gli angoli P 4 P ',  P B  P', sono uguali o 
supplementari; ma, poiché la congruenza tra i due fasci è 
diretta, si riconosce subito che tra gli angoli nominati che 
comprendono il segmento finito P  P', sussiste uguaglianza 
o relazione supplementare, secondochè i punti A , B  giac­
ciono nella stessa banda o in banda opposta del piano ri­
spetto alla retta P P ' (considerate. le cose nel senso della 
geometria elementare). Di qui si trae che i punti P, ly ap­
partengono sempre ad un cerchio, passante per A , B, c. cl. cL

Il ragionamento è perfettamente invertibile.
Dicesi iperbole equilatera V iperbole dotata di asintoti 

ortogonali.
Sussiste allora il teorema:
In  un piano, due fasci di raggi inversamente congruenti, 

non prospettivi, generano, come luogo delle intersezioni 
dei raggi omologhi, un" iperbole equilatera.

Infatti, si consideri la proiettività ottenuta, segando, i 
due fasci, sulla retta impropria. Questa proiettività è una 
congruenza inversa, di cui i punti doppi sono i punti all’ in- 
finito della conica (iperbole) generata dai due fasci; ma 
questi punti corrispondono a direzioni ortogonali (§ 32) 
dunque gli asintoti deir iperbole generata dai due fasci sono 
ortogonali, e. d. d.
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Si può dire di più che i centri dei fasci generatori sap­
ranno simmetrici rispetto al centro deir iperbole. Invero la 
retta A B  deve essere ugualmente inclinata sulle tangenti in 
A, B all’ iperbole, sicché ( tenuto conto del senso della coi> 
gruenza fra A ,  B )  si vede che le nominate tangenti riescono 
parallele ; ma poiché esse s’incontrano nel polo della retta 
A B ,  la A B  é un diametro, ossia A , B  sono simmetrici ri­
spetto al centro, c. d. d.

Viceversa, si può dimostrare per esercizio che: Se si 
proiettano i punti di un’ iperbole equilatera da due punti 
di essa, simmetrici rispetto al centro, si ottengono due fasci 
di raggi inversamente congruenti.

§ 63. Condizioni che determinano una conica.

Nel piano

A B

5 punti, di cui 3 non in li- 5 rette, di cui 3 non pas­
ticci retta, determinano una santi per un punto, determi- 
conica che passa per essi. nano una conica a cui sono

tangenti.
Dimostriamo il teorema a sinistra:
Sieno A, B , C, D, E  i cinque punti. I due fasci A, B  pos­

sono essere riferiti proiettivamente 
facendo corrispondere i raggi AC, 
BC ; AD, BD; AE, BE. Allora essi 
generano una conica o una coppia 
di rette passante per i 5 punti A , B, 
C, D, E ; ma il secondo caso é da 

escludersi, perché tre dei punti A, B, C, D, E  non sono mai 
in linea retta; dunque per A, B, C, D, E  passa una conica. 
Questa conica é unica, perché data una conica per 5 punti, 
i punti di essa debbono venir proiettati da A, B secondo due 
fasci di raggi proiettivi, e la proiettività tra i due fasci riesce 
determinata dalla corrispondenza delle coppie AC, BC; AD , 
BD; AB, BE.
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Il ragionamento precedente non cessa di valere se ad 
uno dei 5 punti, p. e. al punto C, si sostituisce una retta b 
per B  non passante per alcuno degli altri punti, la quale 
debba essere tangente alla conica da determinarsi. Invero 
la b deve corrispondere al raggio AB , nella proiettività tra 
i due fasci generatori della conica. Ulteriormente si può 
anche sostituire ad un altro punto D la tangente a in A  
(non passante per B, E).

Così siamo condotti ad enunciare i seguenti corollari:

Nel piano

4 punti, di cui 3 non in li­
nea retta, e la tangente in 
uno di essi, non passante per 
alcun altro, determinano una 
conica.

Similmente tre punti non 
in linea retta e le tangenti 
in due di essi, non passanti 
per alcuno dei rimanenti 
punti, determinano una co­
nica.

O s s e r v a z io n e .  — Si può dire che gli enunciati corollari, 
derivano dai teoremi posti innanzi, secondo il principio di 
continuità, facendo avvicinare indefinitamente, in una data 
direzione, due dei 5 punti dati, ecc.

Ma questa non sarebbe una giustificazione rigorosa di 
quei risultati, finche almeno il principio di continuità non 
venisse stabilito con precisione, ciò die può esser fatto ( con 
limitazioni che vengono qui soddisfatte) partendo da un 
ordine di idee più elevato.

Tuttavia riesce vantaggioso di rappresentarsi i risultati 
precedenti a sinistra, come un solo teorema concernente la

4 rette, di cui 3 non pas­
santi per un punto, ed il 
punto di contatto di una di 
esse, non appartenente ad 
alcuna delle altre rette, de­
terminano una conica.

Tre rette non passanti 
per un punto, ed i punti di 
contatto di due di esse, non 
appartenenti ad alcuna delle 
rimanenti rette, determina­
no uria conica.
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determinazione di una conica mediante 5 punti (di cui tre 
non in linea retta), due dei quali, ed anche altri due, possono 
cadere infinitamente vicini fra loro. Correlativamente si dica 
per gli enunciati a destra.

C o s t r u z io n i .  — Data una conica mediante 5 dei suoi 
punti, o 4 punti e la tangente in uno di essi, o 3 punti e 
le tangenti in due di essi (sotto le restrizioni enunciate) 
si vuole:

1. ° Costruire /’ intersezione ulteriore della conica con 
una retta ( non tangente) passante per uno dei punti.

2 . ° Costruire la tangente in uno dei punti dadi ( ove 
non sia nota).

Riferiamoci al caso generale in cui la conica è data da 
5  punti A , /ì>\ C, I), E  (di cui tre non in linea retta). Si os­
serverà che le stesse costruzioni valgono in particolare per 
gli altri casi.

Allora le costruzioni domandate si riducono a quello
della proiettività indivi­
duata, tra i fasci A, B, 
dalle due terne di raggi 
A (C DE) ,  B (CD E)  
(§§ 61, 28). Data una 
retta h per A, V ulte­
riore punto X  in cui 
essa sega la conica è il 
punto d' incontro di h 

col raggio omologo k! per lì : la tangente a in A è il raggio 
corrispondente ad AB nel lascio A.

Considerando per A varie rette h assai vicine, e costruendo 
dei punti À" abbastanza vicini, che potranno essere con­
giunti grafica,mente con un tratto continuo, si avrà la co­
struzione per punti della conica e si acquisterà così un' idea 
della sua forma.

Si eseguiranno, per esercizio queste costruzioni insieme 
ai loro casi particolari notati e alle costruzioni correlative.
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Data una conica mediante 5 elementi, nel modo detto 
innanzi si vuole ancora:

S.° Costruire la polare eli un punto.
Supponiamo per esempio che la conica venga definita 

da 5 punti A, B , C, D, E  
( di cui 3 non in linea 
retta). Si unisca il punto 
in questione P con 2  dei 5  

punti, per esempio con 
.4, B, e si determinino 
le ulteriori intersezioni 
A\, B y delle rette PA,
PB colla conica: la po­
lare p  di Pò  la congiun­
gente i punti d’intersezione delle coppie di rette A  B, A 1 Bl 
e A  Bn *4j B.

Correlativamente si costruisca il polo di una retta rispetto 
ad una conica definita per 5 tangenti.

Si risolvano pure, per esercizio, i problemi precedenti, 
allorché la conica è definita da 5 elementi (colle solite con­
dizioni) in un altro modo qualunque.

In particolare rispetto ad una conica così definita, si co­
struiscano le polari di due punti impropri, determinando 
così il centro (supposto proprio) e l ' involuzione dei diametri 
coniugati.

Si trattino ancora dei casi particolari metrici delle costru­
zioni precedenti, assumendo un punto improprio fra quelli 
(die definiscono la conica ; ed in tale ipotesi (quando la retta- 
ali’ infinito non sia tangente) si costruisca (per l’ iperbole 
definita) T asintoto di cui è data la direzione, e l’ altro 
asintoto.

La determinazione di una conica nel piano si può otte­
nere, oltreché assegnando cinque elementi ( punti e tangenti ) 
di essa, anche in altri modi, come esprimono i tre teoremi 
seguenti.
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T e o r e m a .  — Nel piano, vi è una conica determinata che 
ammette un punto P ed una retta p, non appartenenti^ 
come polo e polare, subordina sulla retta p ( e quindi nel 
fascio P) un’ involuzione ellittica assegnata, è 
passa per un punto A fuori tocca una retta a distinta da 
della retta p e distinto da P. p e non passante per P.

Riferiamoci all’ enunciato eli sinistra. L’ esistenza e V uni­
cità della conica di cui qui è ciuestione è stata dimostrata 
implicitamente dal ragionamento svolto a proposito del 
2 ° teor. nel § 61, quantunque ivi si sia considerato il caso 
in cui V involuzione assegnata c iperbolica (cfr. anche § 51)..

La costruzione più semplice della conica si ottiene ap­
plicando il teorema di Stauclt.

Si determini (come nella flg.) il coniugato armonico di A
rispetto a P e all’ interse­
zione della retta PA con 
p; si ha così un altro punto 
A' appartenente alla conica. 
Dopo ciò proiettando da A, 
A ' i punti coniugati su p r 
si ottengono raggi che 

punti della conica.
— Il teorema sopra enunciato facendo uso 

del linguaggio degli immaginarii si esprime nel seguente

s’ incontrano in 
O s s e rv a z io n e ,

modo :
Vi è nel piano una conica determinata che passa per 

due punti immaginarii coniugati, tocca in essi due rette 
immaginarie coniugate, e
passa inoltre per un punto tocca inoltre una retta (reale) 
(reale) non appartenente alla non passante per il punto co- 
retta su cui si trovano i sud- mune alle suddette rette ini- 
detti punti immaginarii. maginarie.

Un corollario metrico del teorema si ottiene prendendo 
come punti immaginarii i punti ciclici del piano, e come 
tangenti in essi le rette isotrope che vanno ad un punto
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reale, il quale deve essere quindi il centro della conica che 
si vuol costruire. Si ha allora (cfr. § 59):

Vi è, nel piano , un determinato cerchio che ha un centro 
dato e passa per un punto (proprio) dato o tocca una retta 
(propria) assegnata.

La costruzione del cerchio che risulta dal teorema di 
Staudt come è stato dianzi indicato, conduce a generare il 
cerchio come luogo dei punti da cui si vede un diametro 
sotto angolo retto, o (correlativamente) come inviluppo delle 
rette che segano due tangenti (parallele) opposte, in due punti 
il cui segmento è visto dal centro sotto angolo retto.

T e o r e m a .  — Nel piano, vi è una conica determinata che 
passa per 3 punti dati non tocca 3 rette date non pas- 
in linea retta, e subordina santi per un punto , e subor- 
sopra una retta data, non dina in un fascio dato non 
contenente uno dei 3 punti, contenente una delle rette, 
un9 involuzione ellittica as- un" involuzione ellittica as­
segnata. segnata.

Riferiamoci all’ enunciato di sinistra. Siano A, B, C i 3 
punti dati e p  la retta su cui è as­
segnata un’ involuzione ellittica I.

Sieno E, D i punti in cui la p  
sega le rette AB , AC, ed E', D' i 
loro coniugati in I  su p. Costruiamo 
il coniugato armonico E\, di E  ri­
spetto ad AB, e il coniugato ar- • 
monico Dx, di D rispetto ad AB.

Se esiste una conica soddisfa­
cente alle condizioni assegnate, il 
polo di p rispetto ad essa è il 
punto P  intersezione delle rette D15 D', Ex, E \

Ora è chiaro die la conica definita, secondo il teorema 
precedente, dalle condizioni di passare per A, di subordi­
nare su p  P involuzione I  e di avere P  come polo di p, 
dovrà passare anche per B, C.

\ \\ \
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O s s e r v a z io n e .  — Col linguaggio degli immaginarli il pre­
cedente teorema si enuncia:

Nel piano , vi è una conica determinata che 
passa per 3 punti (reali) non tocca 3 rette (reali) non paus­
ili linea retta, e per due santi per un punto, e due 
punti immaginarti coniugati rette immaginarie coniuga,te 
i quali non si trovino sopra intersecantisi in un punto 
una retta passante per uno che non appartenga ad una, 
dei 3 punti sopra nominati, delle 3 rette sopra, nominate.

C o r o l l a r i o .  — Vi è un cerchio che passa per tre punti 
propri non in linea, retta.

La costruzione del centro del cerchio che resulta dal 
(‘creare (come precedentemente si è detto) il polo della, 
rotta impropria (p) del suo piano, ricade nella costruzione 
ordinaria; cioè il nominato centro si ottiene come inter­
sezione delle rette che bisecano ortogonalmente i segmenti 
congiungenti uno dei ;> punti assegnati cogli altri due.

T e o r e m a .  — Nel piano, vi è una conica determinata, che 
passa per un punto dato, e tocca una retta data e su- 
su bord ina, sopra due rette ho r dina in due fasci dati, 
date, non passanti per il non contenenti la, retta,, in ­
punto, involuzioni ellittiche minzioni ellittiche assegnate, 
assegnate.

Riferiamoci all' enunciato di sinistra. Sieno a, b le due 
rette date, sopra cui sono assegnate le involuzioni ellittiche. 
/ a, I h ed O il punto dato/

Supponiamo per un momento V esistenza di una conica, 
C soddisfacente alle condizioni poste.

Rispetto alla C possiamo subito costruire la polare p 
di P ~  a b, che è la retta congiungente i coniugati (Pa, Ph) di P 
rispettivamente nelle involuzioni I iV I h, su a, b. Possiamo anche 
costruire un altro punto della C, cioè il coniugato armonico 
()' di 0 rispetto a P e al punto R comune alle rette PO 
e p -- P;i Pb. Dopo ciò la conica C potrà essere costruita 
( secondo il teorema di Standt) come luogo delle interse-



— 235 —

zioni dei raggi proiettanti da 0 ,0 '  i punti coniugati su p, 
appena si conosca F involuzione / p, che questi punti coniu­
gati formano su p.

Per determinare la / p, si proiettino da O su p  le due in­
voluzioni / a, f b. Si otterranno due involuzioni ellittiche I \ ,  / 'b, 
aventi comune una coppia di punti X, Y  (§ 37).xDico che X , Y  
sono i punti doppi di Ip, cioè che essi appartengono alla, 
conica C.

A tal fine consideriamo la corrispondenza che intercede 
fra i punti coniugati delle due rette OX, OY. Sappiamo che 
essa è una prospettività ( § 60 ), e si vede che il centro della 
prospettività è P, giacché le intersezioni ( H , H f e K, K') di 
OX, OY  rispettivamente colle a, b sono coppie corrispondenti 
(cioè coppie di punti coniugati relativamente a C).

Da ciò si deduce che il coniugato di X  sulla OY è il punto 
A' intersezione della PX, e quindi la polare di X  ( coniugato 
a P, X') è la PX'  cioè la PX. Quindi X, e analogamente Y, 
è coniugato di sè stesso, ossia appartiene a C.

Questa analisi mette in luce che, se vi è una conica C 
soddisfacente alle condizioni poste, essa deve passare per

X, Y, O, ed avere P come polo di p, cioè toccare PX, PY,  
onde è pienamente determinata dalle condizioni suddette.

IV altra parte è chiaro che la conica passante per X, Y, O 
e tangente a PX, PY, subordina su a, b rispettivamente le
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involuzioni / a ed / b, essendo coniugati rispetto ad essa i punti 
P, Pa e H, H' e analogamente P, Ph e Jv, Zi'); infatti, per il teo­
rema di Staudt, i lati OX, OY del triangolo XO Y  inscritto in 
essa segano le a, b in punti coniugati. La conica anzidetta 
soddisfa dunque alle condizioni assegnate.

Con ciò il teorema è dimostrato.
La conica C, determinata dalle condizioni date si co­

struisce, come abbiam detto, come .luogo delle intersezioni 
dei raggi proiettanti da 0 , 0 ' i punti coniugati nell’ involu­
zione / p su p, cioè i punti coniugati armonici rispetto ad X , Y. 
È importante ricordare che la / p si può costruire senza bi­
sogno di conoscere la coppia X Y  dei suoi punti doppi, in 
base ad una proprietà stabilita in fine al § 38, giacche X Y  
sono i punti doppi della proiettività iperbolica prodotto dello 
involuzioni / 'a, / ' b, proiezioni (da 0 su p) di / a, 7b.

O s s e r v a z io n e .  — Col linguaggio degli immaginarli il teo­
rema stabilito si enuncia dicendo:

Nel piano vi è una conica determinata che 
contiene un punto (reale) e ha come tangenti una . retta 
due coppie di punti immct- (reale) e due coppie di ret- 
ginarii coniugati, le cui rette te immaginarie coniugate in­
sono distinte e non passano tersecantisi in due punti di- 
per il punto reale dato. stinti fuori della tangente

reale assegnata.
In conclusione si può dire che;
Nel piano una conica è determinata da Ó elementi 

omonimi (punti o rette), non appartenenti ad una form a  
di 1.a specie, anche quando fra  questi elementi ve ne 
sieno due, o anche altri due, immaginarti, fra  loro co­
niugati.

§ 64. Teoremi di Pascal e di Brianchon. — Si abbiano 
sopra una conica sei punti A , B, C, D, E, F  formanti un 
esagono semplice iscritto in essa.
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Dai punti Z), F  si proiettano i rimanenti punti *4, 
B, C, E.

Si otterranno cosi due fasci proiettivi D {A B C E),

F  { A B C  E)  i quali segheranno rispettivamente sulle rette 
AB  e BC due punteggiate proiettive. Se dunque indichiamo 
con K  ed M  le rispettive intersezioni dei raggi DC e DE 
con AB, ' e con L, N  le intersezioni dei raggi FA ed F  E  con 
BC, avremo :

B K M A n B C N L .

Ma le due punteggiate proiettive B K  MA...., B C L N.... 
hanno il punto comune B  unito; quindi esse risultano pro­
spettive, cioè le congiungenti le tre coppie di punti omologhi 
KC, MN, AL  passano per un punto.

Ciò significa che i punti M, N, intersezioni delle coppie 
di lati opposti; AB, ED e BC, EF  dell’ esagono, sono in
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linea retta con H , intersezione dell’ altra coppia di lati op­
posti CD, AF.

Accanto a questo risultato enunciamo il correlativo, che 
si riferisce ad ogni esalatero semplice circoscìHtto ad una 
conica, cioè ad ogni esalatero costituito da sei tangenti della 
conica.

Si hanno così i celebri teoremi:
Teorema di Pascal : Teorema di Brianchon :
Se un esagono semplice è Se un esalatero semplice 

iscritto in una conica, le tre è circoscritto ad una conica7 
coppie di lati opposti s’ in- le congiungenti le tre cop- 
contrano in tre punti su una. pie di vertici opposti passano 
retta (retta Pascal); un tale per un punto (punto di Brian- 
esagono dicesi di Pascal. chon); un tale esalatero di­

cesi di Brianchon.
Invertiamo il ragionamento precedente. Se le tre coppie 

di lati opposti AB , ED; BC, F E ; CD, AF  di un esagono 
A B  C D E F  sono in linea retta, i fasci di raggi che da D, 
E proiettano i rimanenti punti, sono proiettivi, quindi i sei 
vertici dell’ esagono stanno sulla conica ( eventualmente de­
genere) generata dai due fasci.

Enunciando anche il risultato correlativo, si ha:
Ogni esagono di Pascal, Ogni esalatero di Brian-'

in cui tre vertici non sieno chon, di cui tre rette non 
in linea retta, è iscritto in passino per un punto, è cir- 
una conica. Se tre dei suoi coscritto ad una conica. Se 
vertici sono in linea retta, tre dei suoi lati passano per  
V esagono risulta iscritto in un punto, V esalatero è cir- 
una coppia di rette (conica coscritto ad una coppia di 
degenere). punti (conica degenere).

Come casi particolari dei teoremi di Pascal (e di Brian­
chon) possiamo considerare quegli enunciati che si derive­
rebbero da essi, secondo il principio di continuità ( § 63 ), fa­
cendo avvicinare indefinitamente due vertici di un esagono 
inscritto in una conica, ecc. Ma si deve notare che questi
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casi vengono stabiliti in modo rigoroso e diretto dalla 
stessa dimostrazione che serve per il teorema di Pascal ; giac­
ché (riferendoci a quel ragionamento) se in luogo di con­
siderare V esagono A B C D E F  si considera il pentagono 
A B C D E  e si sostituisce alla considerazione del lato AF  la 
tangente in A  alla conica, il ragionamento procede egual­
mente.

Così similmente, se si sovrappone ancora il punto C al 
punto D\ e lo stesso dicasi nel caso duale. Potremo dunque 
enunciare, come casi particolari dei teoremi di Pascal e 
Brianchon, le seguenti proposizioni:

Se un pentagono semplice Se un pentalatero semplice 
è iscritto in una conica, il è circoscritto ad una conica,
punto d’ incontro della tan­
gente in un vertice col lato 
opposto è in linea retta coi 
punti d’ intersezione delle 
due rimanenti coppie di lati 
non consecutivi.

Se un quadrangolo sem­
plice è iscritto in una conica 
il punto comune alle tangenti 
in due vertici opposti di esso 
è in linea retta coi punti 
(diagonali) comuni alle cop­
pie di lati opposti.

la congiungente il punto di 
contatto di un lato col vertice 
opposto passa per il punto co 
mune alle rette congiungenti 
le due rimanenti coppie di 
vertici non consecutivi.

Se un quadrilatero sem­
plice è circoscritto ad una 
conica, la congiungente i 
punti di contatto di due lati 
opposti di esso passa per il 
punto comune alle ( diago­
nali) congiungenti i due ver­
tici opposti.

I precedenti teoremi sono anche invertibili, come P enun­
ciato generale, coll’ avvertenza che la conica in cui è iscritto 
il pentagono o il quadrilatero (o correlativamente) potrà 
risultare degenere. Così, per esempio, essa degenera in due 
rette, se il pentagono è tale che tre dei suoi punti sieno in 
linea retta, oppure la tangente assegnata passi per uno degli 
altri vertici.

Applicando ancora lo stesso principio di continuità che
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ci ha condotti ai teoremi precedenti, potremmo fare avvici­
nare altri due punti, B  ed E , ottenendo cosi il teorema ( cor­
relativo di sè stesso):

U n  t r i a n g o l o  i s c r i t t o  i n  u n a  c o n i c a  e d  i l  t r i l a t e r o ,  c i r ­

c o s c r i t t o ,  d e l l e  t a n g e n t i  n e i  v e r t i c i  s o n o  o m o l o g i c i .

La dimostrazione di esso non viene però data direttamente 
dal ragionamento, che ha servito a stabilire il teorema di 
Pascal. Tuttavia il risultato può ancora stabilirsi in modo 
rigoroso per mezzo delle seguenti osservazioni:

Sieno A, B ,  C  tre punti sulla conica, vertici del triangolo 
is c r itto le  sieno a, b , e le rispettive tangenti; A', 75', C", i 
vertici del triangolo circoscritto, rispettivamente opposti ai 
lati a ,  b, c. Consideriamo il punto P  =  a  . B C . La sua po­
lare è la retta A  A', poiché i punti A  ed A '  sono i poli delle 
due rette a ,  B C . Di qui si trae che le rette A' P , A' A sono 
coniugate rispetto alla conica, quindi separano armonica- 
mente le tangenti b , c, raggi doppi della involuzione di rette 
coniugate avente come contro A'.

Ora, se si congiunge A '  col punto B B ' . C C  si ottiene 
una retta che insieme alla A '  P  separa armonicamente le 
rette b , c (§ 14). Questa retta non può dunque differire



— 241 —

dalla A  A , e perciò le tre rette AA\ BB\ CC' passano per 
un punto.

Correlativamente i punti act\ bb\ cc* sono in linea retta. 
Questa è d’altronde una immediata conseguenza dell’ omo­
logia dei due triangoli.

Costruzioni. — I teoremi di Pascal e di Brianchon ed i 
loro casi particolari ci permettono facilmente la risoluzione 
dei problemi seguenti già trattati nel § 63:

l.° Data una conica ì.° Individuata una co-
mediante cinque punti A, B, nica mediante cinque tan- 
C, D, E, di cui tre non in li- genti a, b, c, d, e, delle quali 
nea retta, costruire V ulte- tre non passanti per un 
riore intersezione Fx della punto, costruire V ulteriore 
conica con una retta a per tangente fx alla conica pas­
ti punto A. sante per un punto A di a.

Si consideri perciò (a sinistra) l’esagono A B C D E  Fx
iscritto nella conica (di cui il vertice Fx è ignoto), e se
ne determini la retta di Pascal p , congiungéndo i punti
H  ~  AFX . DC ed M  ~  ED . AB. Detta N  l’ intersezione
del lato CB con p, la retta Fx E  deve passare per Ar, sicché

16
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il punto F x sarà determinato dall’ incontro delle- due rette 
N E  ed A F X =  a .

2 .a D a t a  u n a  c o n i c a  m e -  2 D a t a  u n a  c o n i c a  m e ­

d i a n t e  c i n q u e  p u n t i  A, B, C, d i a n t e  c i n q u e  t a n g e n t i  a, b,. 
D, E (di cui tre non in linea c, d, e (delle quali tre non 
retta), c o s t r u i r e  l a  t a n g e n t e  passanti per un punto) c o -  

ax n e l  p u n t o  A. s t r u i r e  i l  p u n t e  d i  ■ c o n t a t t o

Ax d e l l a  t a n g e n t e  a.
Si consideri (a  sinistra) il pentagono A B  C  D  E .

Costruita la retta p  di Pascal, congiungendo i punti 
N  =  A E  . C B  ed M  =  E D  . A B ,  si dica H  il punto d’in­
contro della p  con C D , lato opposto al vertice A  del pen­
tagono.

La tangente a x richiesta sarà la retta H A .

3 °  D a t a  u n a  c o n i c a  m e -  3 D a t a  u n a  c o n i c a  m e ­

d i a n t e  q u a t t r o  p u n t i  A, B, d i a n t e  q u a t t r o  t a n g e n t i  a, b,. 
C, D, ( dei quali tre non in c, d ( tre delle quali non pas- 
linea retta) e  l a  t a n g e n t e  a santi per un punto) e d  i l  

i n  A (non passante per al- p u n t o  d i  c o n t a t t o  A d i  a, 
euno degli altri punti), c o -  (non appartenente ad alcun’ 
s t r u i r e  l a  t a n g e n t e  c x i n  u n o  altra tangente ) c o s t r u i r e  i l  

d i  e s s i ,  p .  e . i n  C. p u n t o  d i  c o n t a t t o  Cx d i  u n a

d i  e s s e ,  p .  e . d i  c.
Si consideri (a  sinistra) il quadrilatero A B  C  D .



— 243 —

Detti M  ed N  i punti d’incontro dei lati opposti, la loro 
congiungente p  è la retta Pascal, quindi se L è il punto

d’intersezione di p  con la tangente in A  alla conica, la retta 
LC è la tangente in C richiesta.

. 4,° Data una conica me 
diante 4 punti A, B, C, D (di 
cui 3 non in linea retta) e la 
tangente a in uno di essi 
A (non passante per alcuno 
dei rimanenti), costruire l'u l­
teriore intersezione Ex del­
la conica con una retta e, 
condotta per A.

4.° Data una conica me­
diante 4 tangenti a, b, c, d 
(delle quali 3 non passanti 
per un punto) e il punto di 
contatto A di una di esse a 
( non appartenente ad alcuna 
delle rimanenti ), costruire 
V ulteriore tangente ex con­
dotta alla conica per un
punto E di a.

Si costruisca (a  sinistra) la tangente nel vertice C del 
quadrilatero A B C D.

Detto Ex il punto richiesto, si determina la retta Pascal 
relativa al quadrilatero A B C Ex, individuata dal punto
L comune alle due tangenti a, c, e dal punto M  co- 

C B. Detto iV' il punto 
la e nel punto Ex ri-

munc alle due rette e =  A Ex,
L M  . A B, la retta N' C sega 
chiesto.

Analogamente si risolveranno per esercizio i seguenti 
problemi :
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Data una conica médian- Data una conica median­
te tre punti A, B, C ( non in te tre tangenti a, b, c ( non

linea retta) e le tangenti a, 
b in due di essi (non pas­
santi per alcuno elei punti ri­
manenti) costruire la tan­
gente c in C.

passanti per un punto) ed i 
punti di contatto A, B di due 
di esse ( non appartenenti ad 
alcuna delle rimanenti), co­
struire il punto di contatto 
C della c.

§ 65. Teorem a di Desargues. — Data una conica 
ed un quadrangolo iscritto ed un quadrilatero circo- 
in  essa; una retta, secante scritto ad, essa; due tari­
la conica, che non passi pei* genti alla conica passanti 
un vertice del quadrangolo, per un punto, non giacente 
la incontra in due punii, i sopire un lato del quadrila­
quali sono coniugati nell' in- tero, sono coniugate nell' in ­
voluzione a cui appartengo- colazione a cui apparten­
ne le intersezioni delle tir  gono le tre coppie di raggi 
coppie di lati opposti del proiettanti dal punto i ver- 
quaclrangolo (§ 39). tici opposti del quadrilatero

( § 39 ).
Basta dimostrare r  enunciato a sinistra ( che sotto forma 

metrica è stato dato da Desargues ).
Sia Q R S T un quadrangolo iscritto in una conica, u una 

retta secante la conica nei punti P, P\ ed intersecante le
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coppie di lati opposti del quadrangolo rispettivamente nei 
punti A, A'; B , B'\ C, C'.

Proiettando da Q, S  i quattro punti P, P', i?, r , della co­
nica, si ottiene:

Q(PP'jRT) 7c S(PP'RT); 

onde, segando con u, si ha:

da cui
PP'BA 7z PP’A'B ', 

PP'BA 7z P’PB'A'.

Questa relazione come è stato osservato nel § 38 ci dice 
appunto che le coppie 
AA', BB', PP' sono 
in involuzione, poiché 
A e A' si corrispon­
dono nella proiettività 
P P ' B \
P' P B'T 

Alla suddetta invo­
luzione appartiene ana­
logamente la coppia 
CC e così si conferma 
che AA', BB\ CC sono 
tre coppie in involuzione (cfr. § 39 ).

Anche del teorema di Desargues si possono notare i casi 
particolari, in cui due vertici del quadrangolo, ad esèmpio 
S, P, vengono sostituiti da un punto S  e dalla tangente in 
esso, ecc. ; a questi casi si è ancora condotti dal ragiona­
mento precedente.

Si ottengono allora i seguenti risultati:

Data una conica

ed un triangolo iscritto in ed un trilatero circoscritto 
essa; una retta secante (che ad essa; due tangenti alla
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non passi per un suo vertice) conica passanti per un punto 
incontra la conica in due -(non giacente sopra un suo 
punti coniugati nelV inm - lato) sono coniugate nella 
luzione, a cui appartengono involuzione, a cui apparten- 
la coppia di punti segata gono la coppia di raggi pro­
da due lati del triangolo, iettanti due vertici, e quella 
e quella segata dal terzo costituita dai raggi che pro­
ludo e dalla tangente nel iettano il terzo vertice ed il 
vertice opposto. punto di'contatto del lato

opposto.

Data una conica

e due punti di essa; due 
tangenti della conica pas­
santi per un punto (che non 
giaccia sulla congiungente 
i dati ) e i due raggi che 
proiettano da questo i due 
punti dati, determinano una 
involuzione, che ha come rag­
gio doppio quello che proietta 
il punto comune alle tangenti 
nei jmnti dati.

Quest’ ultimo teorema ci conduce al seguente 
Corollario. * — Data una iperbole, ed una retta se­

cante, i due segmenti (minimi) intercetti tra V iperbole e 
gli asintoti sono uguali; ossia i segmenti AB , CD intercetti 
sulla retta dall’ iperbole e dagli asintoti hanno lo stesso 
punto medio 0. Infatti 0 è 1’ altro punto doppio della invo­
luzione in cui sono coniugate le coppie AB , CD, involu­
zione che ha pure come doppio il punto (improprio) sezione 
della retta data colla retta impropria.

Questo corollario permette una semplice costruzione per 
punti dell’ iperbole definita mediante gli asintoti ed un suo 
punto proprio. Si svilupperà tale costruzione come esercizio.

e due tangenti di essa; una 
retta secante (che non passi 
per uno dei punti di contatto 
di esse) incontra la conica e 
le due tangenti in due coppie 
di punti determinanti una 
involuzione, che ha come 
punto doppio V intersezione 
della congiungente i due 
punti di contatto.
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Osservazione l a — Il teorema di Desargues e i casi par­
ticolari enunciati danno ancora nuove costruzioni per risol­
vere i problemi fondamentali relativi alla determinazione 
di punti e tangenti delle coniche.

Cosi, per es., dati cinque punti A, B, C, D, E , di cui tre 
non in linea retta, si può determinare l’ulteriore interse­
zione della conica con una retta u per E, cercando su u il 
coniugato di E  nell’ involuzione determinata dalle sezioni 
dei lati opposti del quadrangolo completo A B C  D, ecc.

Si considerino ora tutte le coniche (costituenti un fascio 
jj coi punti base A, B, C, D) che 

hanno comuni quattro punti 
A, B, C, D ( di cui tre non in 

„ linea retta ) cioè le coniche
L/ TI che hanno uno stesso quadran­

golo iscritto, e si fissi una 
j f  £  r  retta r del piano non passante

per A, B , C, D.
Per ogni punto E  di r (che non sia sezione di un lato 

del quadrangolo ABCD) e per A, B , C, D passa una conica, 
che (ove non tocchi r) incontra r in un altro punto E \ Le 
coppie di punti analoghe ad E E  appartengono tutte all’in­
voluzione determinata su r dalle tre coppie di lati opposti 
del quadrangolo ABCD, le quali si possono considerare 
come coniche degeneri appartenenti al fascio.

Si ottiene così il seguente teorema che può riguardarsi 
come una forma diversa del teorema di Desargues:

Le coniche di un fascio determinano sopra una retta­
secante, che non passi per uno dei 4 punti hase, le coppie 
d i un' involuzione.

Correlativamente, considerando la schiera delle coniche 
tangenti a 4 rette (di cui 3 non passanti per un punto) cioè 
formanti un quadrilatero circoscritto ad esse, si ha:

Le coppie di tangenti condotte cdle coniche di una 
schiera, da un punto esterno del piano che non appartenga
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ad uno dei lati del quadrilatero circoscritto, sono in in­
voluzione.

Ritorniamo alla considerazione del fascio di coniche coi 
punti base A B C D, e della involuzione che esso determina, 
sopra una retta r (non passante per un punto base). 
È chiaro che ogni coppia di questa involuzione appartiene 
ad una conica del fascio, determinata da un punto della 
coppia preso insieme ad A, B, C, D; questa affermazione 
non subisce alcuna eccezione se si ammette anche il caso, 
che si trovi una conica degenere.

Si deduce che: se esistono, nel fascio, delle coniche tan­
genti ad r , il punto di contatto P di una di esse è doppio 
per la nominata involuzione; giacché altrimenti la conica, 
determinata dai 5 punti A, B , C, D, P segherebbe r in un 
punto coniugato di P e diverso da esso, ossia non sarebbe 
tangente ad r in P.

Poiché in una involuzione non vi sono punti doppi o ve 
ne sono due, deduciamo il seguente teorema a sinistra, cui 
poniamo a lato il correlativo :

Dati quattro punti, vertici Date quattro rette, lati di 
di un quadrangolo, ed una di un quadrilatero, ed un
retta del loro piano, che non 
ne contenga alcuno; o non 
vi è nessuna conica che piassi 
p)er i quattro punti e sia tan­
gente, alla retta,

o vi sono due coniche sif­
fatte, ed i punti di contatto 
di esse colla retta sono i 
punti doppi della involu­
zione, che su questa determi­
nano le tre coppie di lati 
opposti del quadrangolo.

punto del loro piano, non 
giacente sopra uno di essi; 
o non vi è nessuna conica 
tangente alle quattro rette 
e passante per il punto, 

o vi sono due coniche sif­
fatte, e le tangenti ad esse 
per il punto sono i raggi 
doppi della involuzione de­
terminata, nel fascio, dalle 
tre coppie di raggi proiet­
tanti i vertici opposti del
quadrangolo.

Osservazione 2a — Se, riferendoci per esem pio al caso
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a sinistra, si suppone che la data retta passi per uno dei 
quattro punti (ma non per due), abbiamo visto che vi è 
una conica tangente alla retta per i quattro punti. Correla­
tivamente si dica a destra.

Dati i quattro punti A , B , C, D vertici- d’un quadrangolo 
ed una retta r non passante per un vertice, è facile deci­
dere se vi sono o no coniche tangenti ad v pei quattro punti. 
Invero basta per ciò esaminare se le due coppie di punti 
segate su v da due coppie di lati opposti del quadrangolo, 
non si separano, oppur sì. Si faccia pure l’osservazione 
correlativa.

Infine si noti come anche il teorema precedente continui 
a sussistere ove a due dei quattro punti A , B , C, D si so­
stituisca un solo punto e la tangente in esso (non passante 
per uno dei rimanenti), ecc.

Osservazione 3a. — La nozione del fascio ( e correlativa­
mente della schiera) di coniche, si può estendere conside­
rando il sistema delle coniche che passano per due punti 
dati e subordinano sopra una retta data, non passante per 
uno di essi, un’ involuzione ellittica assegnata ecc.

Si ottengono così fasci di coniche con due inulti hase 
immaginava coniugati', e fasci di coniche con due coppie 
di punti base immaginava (e correlativamente schieve ecc.).

Sempre vi è una conica del fascio passante per un punto 
del piano, fuori dei punti base ecc.

Ora il teovema di Desavgues, nella sua seconda fovina, 
potvehbe estendevsi al caso di fasci o 'schieve con elementi 
base immaginava.

Noi non ci tratteremo a sviluppare questa estensione.
Noteremo soltanto che essa condurrebbe a ritrovare il 

risultato metrico del § 40, relativo al fascio di cerchi, atte­
soché il fascio di cerchi è un fascio di coniche avente come 
punti base i punti ciclici del piano, e due punti (reali o im­
maginari coniugati) dell’ asse radicale.

Secondo il § 59 un fascio qualsiasi di coniche con due
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punti base immaginari può essere proiettato in un fascio 
di cerchi, proiettando i suddetti due punti nei punti ciclici 
(cioè T involuzione ellittica di cui i due punti sono, doppi in 
una involuzione assoluta).

Ebbene, si ottiene di qui una dimostrazione metrica della 
estensione sopra indicata del teorema di Desargues, in forza 
del teorema dimostrato nel § 40.



.CAPITOLO X.

Proiettività fra coniche.

§ 66. Definizione — Teorema fondamentale. — Si
abbia tra due piani a, o! una proiettività n. Se nel piano a 
■è data una polarità &, ad un punto P e ad una retta p  che 
sono polo e polare in Û, verranno sostituiti, per effetto di tt, 
due elementi di a', che si corrisponderanno a loro volta in 
una nuova polarità f/, trasformata di Q :

Se la & ammette una conica fondamentale K, anche ■ la
ammetterà una conica fondamentale K \ i cui elementi 

corrisponderanno biunivocamente a quelli di K.
Dunque, se si pone una proiettività tra due piani, ad 

ogni conica delV uno corrisponde nell’ altro una conica, e 
le due coniche risultano riferite fra  loro elemento per ele­
mento : precisamente ai punti deir una conica corrisponde­
ranno i punti dell1 altra (e alle tangenti le tangenti), se la 
proiettività posta fra i due piani è una omografia; ed invece 
ai punti dell’ una corrisponderanno le tangenti dell’ altra, se 
la detta proiettività è una correlazione.

Due coniche si dicono proiettive, allorché si pensano 
riferite elemento per elemento mediante una proiettività 
fra i piani che rispettivamente le contengono. La proiet-
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tività fra le coniche si dice subordinata eli quella fra i 
due piani.

Come esempio si ha: Sono proiettive due coniche gia­
centi in piani diversi, F una proiezione dell’ altra da un 
(dato) punto esterno, cioè due coniche sezioni di uno stesso 
cono quadrico.

Dalla definizione risulta immediatamente:
Due coniche proiettive ad una terza sono proiettive fr a  

di loro.
Se tra due coniche K, K' è data una proiettività, in cui 

ai punti dell’ una corrispondono le tangenti dell’ altra, ri­
sulta anche fissata una proiettività, in cui ai punti di cia­
scuna corrispondono i punti di contatto delle tangenti omo­
loghe dell’ altra. Basta, infatti, osservare che, mediante la 
sua polarità, una conica può essere riferita proiettivamente 
a sè stessa, facendo corrispondere ad ogni punto la relativa 
tangente.

Di qui si deduce che nello studio della proiettività fra 
coniche ci si può limitare, senza restrizione, al caso in cui 
gli elementi corrispondenti sieno omonimi. Così appunto 
faremo nel seguito.

Stabiliamo ora il teorema fondamentale:
Due coniche possono riferirsi proiettivamente in un 

modo determinato, facendo corrispondere a 3 punti (o a 3 
tangenti) delV una, 3 punti (o 3 tangenti) dell’ altra.

Sieno A", JC due coniche, ed ABC, A ’B'C  due terne di 
punti date rispettivamente su di esse. Sieno O, 0' i poli 
delle rette AB , A B  rispetto a K, K'.

Se esiste tra le due coniche una proiettività, in cui si 
corrispondono le coppie di punti AA', BB, CC", tale proiet­
tività viene subordinata da un’ omografìa che fa corrispon­
dere ai punti A, B, C, 0  del piano di K, rispettivamente i 
punti A \ B \ C", O del piano di K \  Ora esiste tra i piani

delle due coniche un’ omografìa A B C 0\ 
A 'B ' CO') definita dalle
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nominate quaterne di punti omologhi. In questa omo­
grafia alla conica K  del primo piano viene a corrispon­
dere, nel secondo q gf
piano, una conica 
passante per A \ B',
C  e tangente alle 
O  A', O' B’. Questa 
conica non può’ dun­
que differire dalla K'
{§ 63), e perciò le 
coniche K , K' risul­
tano riferite proiet­
tivamente nell’ omografìa, in modo A, A' ; B, E  ; C, C" si 
corrispondono.

Così è dimostrato il teorema.
I  fasci di raggi che proiet­

tano i punti omologhi di due 
coniche proiettive da due pun­
ti , comunque scelti rispettiva­
mente su esse, sono proiettivi.

Le punteggiate sega te  
dalle tangenti omologhe di 
due coniche proiettive su 
due tangenti, comunque scel­
te, di esse, sono proiettive.

Dimostriamo la proposizione a sinistra.
Sieno K, K ' due coniche proiettive e re V omografìa fra 

i due piani, di esse, in cui si corrispondono. Ad ogni punto 
A  di K  corrisponde (per effetto di n) un punto A' di K \  ed 
i fasci che proiettano rispettivamente da A , A' i punti omo­
loghi delle due coniche, si corrispondono in ir, e perciò sono 
proiettivi. Ora, se su K ’ si sceglie un altro qualunque 
punto B , e da esso si proiettano i punti di K \  si ottiene un 
fascio proiettivo a quello che proietta i medesimi punti da 
A', e quindi proiettivo al fascio che proietta da A  i corri­
spondenti punti di /i, c. d. cl.

O s s e r v a z io n e .  — Quando s i parla della proiezione dei 
punti di una conica fatta da un punto A di essa, s'intende 
sempre che « il raggio proiettante A da A. » vada sostituito 
colla tangente in A.
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Con ciò. la corrispondenza tra la conica ed il fascio (ad 
essa prospettivo) riesce senza eccezione.

Per riferire proiettivamente due coniche K , IC, basta far 
corrispondere a 3 punti A, B , C dell’ una, rispettivamente 3 
punti A \ B , C  dell’ altra, e dopo ciò la proiettività fra le 
due coniche risulta fissata; allora, se si considerano due 
fasci di raggi, coi centri su K, K', rispettivamente prospet­
tivi alle due coniche, essi risultano proiettivi tra loro. Sic­
come d’altra parte la proiettività fra i detti fasci risulta 
essa pure determinata, ove si facciano corrispondere i raggi 
dell’ uno proiettanti A , B, C, a quelli dell’ altra proiettanti 
A \B ',C r, così si conclude che il teorema dato innanzi è 
invertibile; ossia:

Se due coniche sono ri- Se due coniche sono ri­
ferite in modo che i loro ferite  in modo che le loro 
punti omologhi vengano prò- tangenti omologhe vengano 
i e t t a t i  rispettivamente da segate rispettivamente da 
due punti di esse secondo due tangenti di esse secondo 
fasci proiettivi, le due co- punteggiate proiettive, le due 
niche sono proiettive. coniche sono proiettive.

Questi teoremi riducono la costruzione della proiettività 
fra due coniche a quella della proiettività tra le forme di 
prima specie.

C o r o l l a r i o  1° — Sono proiettive due coniche K, K  di

l’intersezione (ulteriore) della tangente a K  in A, con IC. In 
particolare se le due coniche hanno in A la stessa tan-

uno stesso piano, aventi un 
punto comune A , che, che 
vengano riferite mediante una 
proiezione da A, cioè facendo 
corrispondere ad ogni punto P  
dell’una il punto P' dell’altra 
allineato con A . Al punto A  
considerato su K  corrisponde
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gente, il punto comune A  risulta unito nella proiettività tra  
di esse, e viceversa.

Corollario 2° — Se due coniche aventi una tangente in 
comune (giacenti o no in un medesimo piano) sono riferite 
fra loro, facendo corrispondere le (ulteriori) tangenti con­
dotte ad esse rispettivamente da un punto ideila tangente 
comune, le coniche risultano proiettive.

In particolare, si abbiano due coniche K ,  K '  giacenti in 
piani diversi ed aventi comune una tangente e il relativo 
punto di contatto A; si abbiano cioè due coniche tangenti 
in A. Riferendole tra loro nel modo detto innanzi, risulta 
posta tra di esse 
una proiettività sif­
fatta, che le tangenti 
omologhe s’ incon­
trano (su a) e quindi 
determinano altret­
tanti piani. Ora si 
consideri il punto 0, 
determinato da tre 
di questi piani tan­
genti a K ,  K ’, rispet­
tivamente nei punti (corrispondenti) D, D' ; B, B' ; C, C. Pro­
iettando da 0  una delle due coniche, per esempio K \  sul 
piano dell’ altra, si avrà una conica proiezione passante per 
B, C, D e tangente in A ad a, la quale non potrà diffe­
rire da K .

Risulta cosi dimostrato che:
Due coniche tangenti, poste in piani diversi, si possono 

riguardare come proiezione l’ima dell’ altra da un certo 
punto 0, pel quale passano tutti i piani determinati dalle 
tangenti di esse che s’ incontrano sulla tangente comune.

Od anche: Due coniche tangenti, non giacenti nello 
stesso piano, sono sezioni di un medesimo cono quadrico.

* Si deduce: Ogni conica può essere riguardata come
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proiezione eli un cerchio posto in un diverso piano e tan­
gente ad essa.

§ 67. Proiettività sopra una conica — Teorema 
d* Apollonio. — Il concetto di proiettività tra due coniche 
si applica ancora a due coniche sovrapposte, nel qual caso 
si ha una proiettività sopra una conica.

Si può allora parlare di proiettività inversa, di involu­
zione, di punti uniti, e quindi di proiettività iperbolica, el­
littica o parabolica, ecc.; precisamente corne sulle forme di 
l a specie.

Le costruzioni della proiettività sopra una conica si pos­
sono eseguire semplicemente nel modo seguente:

Sieno date sulla conica K  tre coppie di punti corrispon­
denti AA', BE', CC' die servono a fissare la proiettività. 
Volendo che tale proiettività non sia identica, supporremo 

' che una almeno delle dette coppie, p. e. AA', sia costituita 
di punti distinti.

Se immaginiamo di proiettare da A' i punti B, C.... della 
conica, e da A  i corrispondenti. B \ otteniamo due fasci 
proiettivi di raggi, aventi il raggio comune AA! unito e

perciò prospettivi. Le rette 
omologhe dei due fasci 
s? incontrano nei punti 
d’ una retta u. Ciò posto, 
il corrispondente Pr di un 
punto P dato su K, si 
ottiene proiettando P  da 
A' su u, e da A  sulla co­
nica il nuovo punto otte­

nuto. La retta u non varia se in luogo di A, A' si scel­
gono per la costruzione, due altri punti distinti B, B', cor­
rispondenti nella proiettività ; essa dicesi V asse eli colli- 
Reazione della proiettività.

L: affermazionè precedente si giustifica osservando che
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la u è la retta Pascal dell' esagono ABC A B C  iscritto nella 
conica, e perciò anche le rette BC , BC  (e le analoghe) s’in­
contrano su di essa.

Correlativamente si avrà:
Se a, a'; b, b'; c, c'.... sono tangenti distinte, corrispon­

denti in iuta proiettività sopra una conica, le rette che 
uniscono i punti ab', a'b; ac', a'c; be', b'c,.... passano per 
un  punto fìsso, detto centro di collineazione della proiet­
tività .

Mediante la polarità rispetto alla conica, due punti cor­
rispondenti si mutano in due tangenti corrispondenti, ecc., 
quindi V asse di collineazione di una proiettività sulla co­
nica si muta nel centro di collineazione, ossia:

Il centro e V asse di collineazione di una proiettività 
(non identica) data sopra una conicasono polo e polare 
rispetto alla conica.

La considerazione degli elementi di collineazione di una 
proiettività sopra una conica ha essenziale importanza per 
la determinazione degli elementi uniti. Risulta infatti dalle 
costruzioni assegnate innanzi che:

I l  asse di collineazione Le ( eventuali ) tangenti
d" una proiettività (non iden­
tica) sopra uiui conica, in­
contra (eventualmente) la co­

dila conica, condotte pel cen­
tro di collineazione cV una, 
proiettività, (non identica) so­

nica nei punti uniti della pra di essa, sono le tangenti
proiettività.

Il detto asse è dunque 
una retta secante, tangente,

unite della proiettività.
11 detto centro è dunque 

un punto esterno, un punto
o esterna, secondochè la prò- della conica, o un punto iii- 
ìeutività sopra la conica è terno, secondochè la proict- 
iperbolica, parabolica o ellit- tività sopra la conica è iper- 
tica. bolica, parabolica o ellittica.

Una proiettività sopra una conica viene subordinata da 
un' omografia del piano, che trasforma in se stessa la conica.

In questa omografìa il centro e V asse di collineazione
17
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sono sempre elementi uniti. Anzi, si vede subito, che essi 
sono elementi uniti associati tenendo presenti i §§ 49 e 57,

Si può assumere ad arbitrio l’asse o il centro di colli- 
neazione d’una omografia piana, che debba trasformare in 
se stessa una conica, e dopo ciò si possono ancora assumere 
due punti corrispondenti sulla conica ( fuori dell’ asse di 
collineazione) per determinare 1’ omografia.

Infatti la proiettività sopra la conica K  innanzi conside­
rata veniva determinata ed in modo unico (mediante la sua 
costruzione) dati due punti corrispondenti A, A' e l’asse di 
collineazione,

* Se, in particolare, si sceglie come asse di collineazione 
la retta all’ infinito, si avranno infinite affinità piane tra­
sformanti in sè stessa la conica, ed aventi come centro di 
collineazione il centro (proprio od improprio) di essa. Esiste 
un’ affinità così fatta nella quale si corrispondono due punti 
propri dati ad arbitrio sulla conica.

Ma nel caso della parabola vi sono altre affinità che la 
trasformano in sé stessa.

Si possono fissare ad arbitrio sulla parabola due coppie 
di punti propri corrispondenti (senza elementi comuni), ed 
allora si determina una proiettività sopra di essa in cui le 
suddette coppie si corrispondono e dove il punto all’ infinito 
è  unito; si ottengono così zo- (anziché c o 1)  affinità trasfor­
manti la parabola in sè stessa. Gli assi di collineazione di 
queste affinità sono i diametri della parabola, fra i quali è 
in particolare la retta all’ infinito.

Consideriamo dapprima le coniche a centro:
Le infinite affinità trasformanti in sè stessa una conica 

a centro sono equivalenti (§ 50). Infatti, se la conica data è 
un’ ellisse, una tale affinità trasforma in sè stessa la regione 
dei punti interni ad essa, la quale si può riguardare come 
un’area (finita) limite di due serie convergenti di poligoni 
(finiti) iscritti e circoscritti; ciò invero si deduce conside­
rando 1’ ellisse come proiezione di un cerchio. Se invece la
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conica data è-un’ iperbole, l’affinità nominata trasformami 
triangolo formato dagli asintoti e da un’ altra tangente, in 
un triangolo analogo; poiché due triangoli siffatti sono 
sempre equivalenti (§ 62), si conclude anche in questo caso 
che la detta affinità è equivalente.

Riferendosi al caso dell’ ellisse, si deduce il
T e o r e m a  d’ A p o l lo n io .  — Tutti i parallelogrammi iscritti 

in uri ellisse, aventi come diagonali due diametri coniu­
gati, sono parallelogrammi equivalenti.

Si considerino infatti due parallelogrammi le cui diago­
nali sieno diametri coniugati. L’ affinità equivalente trasfor- 
mante in sé la conica, che fa 
corrispondere ad un vertice 
di un parallelogrammo un 
vertice dell’ altro, farà corri­
spondere alla coppia dei dia­
metri coniugati costituita dalle 
due diagonali del primo pa­
rallelogrammo, la coppia co­
stituita dalle due diagonali del secondo. Dunque la detta 
affinità trasforma 1’ un parallelogramma nell’ altro; segue 
che i due parallelogrammi sono equivalenti, e. d . d.

Il teorema d’ Apollonio si può enunciare sotto altra 
forma, dicendo che: due parallelogrammi circoscritti ad 
uri ellisse coi lati paralleli a due coppie di diametri co­
niugati, sono equivalenti. Difatti ciascuno di essi è il doppio 
di un parallelogramma inscritto aventi come diagonali due 
diametri coniugati.

O s s e r v a z io n e .  — Risulterà poi provata (§ 70) 1’ effettiva 
esistenza di parallelogrammi iscritti in un’ ellisse aventi 
come diagonali due diametri coniugati ; mentre apparirà 
che siffatti parallelogrammi iscritti non esistono per V iper­
bole. Giacché si vedrà che nel primo caso due diametri 
(qualunque ed in particolare) coniugati sono sempre secanti, 
determinando due coppie di punti simmetrici rispetto al cen-
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tro che sono vertici d’ un parallelogrammo ; invece nel 2° caso 
due diametri coniugati sono 1’ uno secante e 1’ altro esterno.

Nondimeno il teorema d’Apollonio verrà esteso all’iper­
bole sotto altra forma (§ 70).

' Consideriamo ora le affinità piano trasformanti in sè 
stessa una parabola.

Vi è un’ affinità che fa corrispondere a due punti propri 
A B, della curva, altri due punti propri A' B . E per essa 
all’ arco ( o segmento ) AB  della parabola viene a corrispon­
dere 1’ arco A 'B  ; al settore parabolico (A B) (superfìcie rac­
chiusa dall’ arco e dalla corda A B) corrisponde il settore

(A'B') ; cd al triangolo 
ABC circoscritto al set­
tore (A B) che è formato 
dalla corda A, B e dalle 
tangenti negli estremi A 
e B, corrisponde il trian­
golo A'B'C  circoscritto 
al settore omologo (A'B).

Da ciò si deduce in­
tanto por la proprietà 
delle omografìe affini 

(§ 50) che il rapporto dell’area del settore parabolico al 
triangolo circoscritto ha un valore costante k :

( A B )  M & L  =  ,,
A B C A'B'C

Cerchiamo di calcolare il valore di questa costante.
A tal fine costruiamo il diametro coniugato alla corda 

AB, che è la retta congiungente il polo C ed il punto medio 
D della corda stessa.

Sia E  il punto in cui il detto diametro sega la parabola, 
e sieno G, F  i punti in cui la tangente in E  alla cui’va in­
contra le rette BC, AC rispettivamente.
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Si hanno allora, tra le aree, le seguenti relazioni :

(AB) =  (AB) +  (BE) +  AEB  

kABG == k (AGE +  BFE) +  AEB  =

=  k (ABC — GCF — AEB) +  AEB.

Ora osserviamo che essendo C, D coniugati rispetto alla 
conica, essi separano armonicamente E  e il punto all’ in­
finito della retta che li congiunge, ossia E  è punto medio 
di CD,

In forza di ciò dai triangoli simili ACD, GCE, si ricava 
AD =  2 GÈ, e analogamente BD — 2 FE , onde AB =  2FG.

Quindi paragonando le aree dei due triangoli AEB , GCF, 
che hanno la medesima altezza, si avrà

AEB  =  2 GCF,
e perciò

kABC =  k (ABC — 3 GCF) +  2 GCF,
ossia

A? 3 GCF =  2 GCF,

Come conclusione si vede dunque che:
2U area di un settore parabolico, è uguale ai —  del trian­

golo circoscritto,

§ 68. Involuzione. — Un’ involuzione sopra una conica 
è una proiettività non identica che equivale alla sua in­
versa, cioè una proiettività nella quale gli elementi omo­
loghi si corrispondono in doppio modo.

Si abbia sulla conica K  un’ involuzione, e si consideri 
V omografia che trasforma K  in so stessa, dalla quale l’in­
voluzione viene subordinata. Le rette congiungenti i punti
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coniugati della conica sono unite per P omografia, e cosi 
sono uniti i punti sezioni delle tangenti coniugate (tangenti 
nei punti coniugati ), sicché P omografia ( non identica ) 
avendo infinite rette unite ed infiniti punti uniti, è una 
omologia.

Segue che le congiungenti i punti coniugati della invo­
luzione sulla conica, passano pel centro U dell’ omologia ; 
ed anche che le tangenti coniugate s’incontrano sull’ asse u 
dell’ omologia, il quale risulta dunque polare di U rispetto 
alla conica (§ 57).

L’ omologia in questione è P omologia armonica o invo- 
lutoria (§ 48) che ha come centro U ed asse u, perchè due 
punti corrispondenti, scelti sulla conica, (e quindi anche due 
punti corrispondenti qualunque), separano armonicamente 
U e P intersezione della loro congiungente con u.

Si vede poi facilmente che u è P asse di collineazione 
della proiettività sulla conica, ed U ne è il centro di colli­

neazione (§ 67). Infattti se A A', BB' sono coppie di punti 
coniugati (allineati con U), le rette AB', BA' e (per la cor­
rispondenza in doppio modo) le AB, A'B' s’incontrano sul- 
P asse di collineazione, sicché questo viene individuato dalle 
intersezioni delle nominate coppie di rette. Ma tali interse­
zioni di rette corrispondenti cadono anche sull’ asse di omo-
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logia w, ed ugualmente lo determinano; dunque u è precisa- 
mente 1’ asse di collineazione della proiettività, e. d. d.

Correlativamente Z7, suo polo, è il centro di collineazione 
della stessa proiettività.

Possiamo riassumere i risultati ottenuti innanzi enun­
ciando il teorema:

Un9 involuzione sopra una conica viene subordinata da 
una omologia armonica, che trasforma in sè stessa la co­
nica, omologia avente come centro ed asse il centro e V asse 
di collineazione délV involuzione.

Ed anche:
Uri involuzione sopra una Un9 involuzione sopra una 

conica-luogo è costituita dalle conica inviluppo è costituita 
coppie di punti della conica, dalle coppie di tangenti alla 
allineate con un centro fisso con ica  intersecatesi n e i 
(centro di collineazione). . punti d i una retta fissa (asse

di collineazione).
Questo punto è esterno Questa retta è secante od 

-o interno secondo che V in- esterna secondo che V invo- 
voluzionc è iperbolica od el- luzione è iperbolica od el­
littica, littica.

Data una conica:

Ogni punto O del piano, 
che non le appartenga, può 
essere preso come centro di 
collineazione di una involu­
zione sopra la conica stessa.

Questa involuzione si può 
infatti riguardare come de­
terminata da due coppie di 
punti della conica allineati 
con 0. Di tali coppie se ne 
trova sempre una su ogni 
retta che unisca il punto 0

Ogni retta o del piano, 
che non le appartenga, può 
essere presa come asse di 
collineazione di una involu­
zione sulla conica stessa. 

Questa involuzione si può 
infatti riguardare come de­
terminata da due coppie di 
tangenti alla conica intersc- 
cantisi su o. Di tali coppie se 
ne trova sempre una per ogni 
punto sezione di o con una
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con un punto qualunque della tangente qualunque alla co­
conica : solo se la retta consi- nica ; solo se il punto consi­
derata è una delle due (even- derato è uno dei due (even­
tuali) tangenti per 0  alla co- tuali) punti della conica su 
nica, la nominata coppia di o, la nominata coppia di tan- 
punti coniugati si riduce ad genti coniugate si riduce ad
un punto, doppio per F invo­
luzione.

una unica retta, doppia per 
V involuzione.

O s s e r v a z io n e .  — Alle proiettività sopra una conica, e 
quindi in particolare alle involuzioni, si estendono senz’al­
tro i teoremi relativi al senso della corrispondenza, stabiliti
per le forme di l a specie (§§ 81, 37). Così ogni proiettività 
discorde sopra una conica, è iperbolica. Una involuzione
sopra una conica è ellittica e concorde, se due coppie qual­
siasi di punti coniugati si separano ; invece è iperbolica e 
discorde nel caso opposto, ecc.

In generale si può dire che si estendono alle coniche 
(e così pure ai coni quadrici) tutte quelle proprietà che 
sono relative alle forme di l a specie, considerate in sè stesse,
astraendo dai rapporti col rimanente spazio.

Perciò giova spesso di raccogliere le forme di l a specie 
e le coniche ( e i coni quadrici ) sotto la denominazione 
comune di form e elementari (rispettivamente di 1° e 2° 
ordine).

§ 69. Punti esterni ed interni, rette secanti ed 
esterne. — Dal § precedente risulta:

Data una conica

ed un punto 0 che non le ed una retta o che non le 
appartenga, si può vedere appartenga, si può vedere 
se esso sia esterno od interno, se essa sia secante od ester- 
esaminando se V involuzione /nc esaminando se V invola- 
sulla conica, avente 0 come zio ne sulla conica, avente o
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centro di collineazione, sia come asse di collineazione 
iperbolica od ellittica. sia iperbolica od ellittica.

Occorre perciò vedere se le coppie di elementi coniugati 
nella detta involuzione si separano o no. '

D’altra parte, secondo un criterio precedentemente sta­
bilito (§ 56):

Per vedere se

O risulti esterno od interno, o risulti secante od esterna, 
si deve esaminare la natura si deve esaminare la natura 
delV involuzione di rette co- deir involuzione di punti co­
niugate rispetto alla conica niugati rispetto alla conica.: 
nel fascio di centro 0. sulla punteggiata di soste­

gno o.
Ora i due criteri di giudizio, che così risultano, non pos­

sono naturalmente condurre a conclusioni differenti.
Ciò è chiaro a priori, ma si verifica anche immediata­

mente, poiché:
Se si proiettano da un Se si segano con una tan- 

punto della conica le coppie gente alla conica le coppie 
di un ’ involuzione sopra di tangenti di un’ invola- 
V asse di collineazione, si ot- zione, ed, i punti cosi otte- 
tengono su questa retta cop- nuti si proiettano dal centro 
pie di punti coniugati ri- di collineazione, si ottengono 
spetto alla conica. coppie di rette coniugate ri­

spetto alla conica.
Queste proposizioni non sono che una diversa espres­

sione del teorema di Staudt 
(§ «0 ).

Invero (a  sinistra) sia p la 
polare di P, centro di collinea­
zione della data involuzione su 
C; e sieno A, A' due punti di C 
allineati con P; D un terzo 
punto di C. Allora (per quel

//
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teorema) la retta p , coniugata al lato AA' del triangolo 
iscritto AA'D, sega AD , A'D in punti coniugati; ossia le 
proiezioni di due punti di C allineati con P, fatte da D su p, 
sono due punti coniugati, e. cl. d .

Ogni retta passante per Ogni punto d’ una retta 
un punto interno alla conica esterna alla conica è ester- 
è secante. no ad essa.

Limitiamoci a dimostrare il teorema a sinistra.
Sia 0 un punto interno alla conica C, ed a una retta per 

esso. Su a vi sono sempre dei. punti esterni a C, sezioni
di'a  con una tangente, il cui 
punto di contatto è fuori di a ; 
sia P un punto di a esterno 
a C. Le due involuzioni sopra 
la conica, aventi come centri 
di collineazione O, P, sono 
T una ellittica, 1’ altra iperbo­

lica; dunque hanno una coppia comune, costituita da due 
punti di C su a. E però a è segante, c. d. d.

O s s e r v a z io n e .  — La proposizione precedente traduce in 
sostanza, sotto una forma evidente rispetto all1 intuizione, 
il teorema sulla coppia comune a due involuzioni, dato nel 
§ 37. Basta riferire questo teorema ad involuzioni sopra una 
conica invece che sopra una forma di l a specie, il clic è 
perfettamente indifferente, trattandosi di proprietà ugual­
mente valide per tutte le forme elementari (secondo Y os­
servazione del precedente §).

Ora i due casi del citato teorema « una involuzione el­
littica ed una iperbolica hanno una coppia comune », « due 
involuzioni ellittiche hanno una coppia comune », vengono 
a corrispondere rispettivamente alle proposizioni intuitive 
« congiungendo un punto interno ad una conica con un punto 
esterno si ha una retta secante » c « congiungendo due 
punti interni ad una conica si ha una retta secante ».

Nel § 38 si è notata la condizione perchè due involu-
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zioni iperboliche, di una stessa forma di 1* specie, abbiano 
una coppia comune : occorre e basta che le coppie di punti 
doppi non si separino (oppure ab­
biano un elemento comune). Appli­
cando questa proposizione alle coni­
che, si deduce una proprietà che 
è pure evidente rispetto all’ intui­
zione :

Data una conica, e due punti A ,
B,. esterni, che non si trovino sopra 
una tangente, la condizione perchè 
la retta AB  riesca secante è che le coppie di tangenti con1 
dotte da A , B, alla conica (ossia le coppie dei punti di con­
tatto) non si separino.

.Sussistono i teoremi correlativi :

Data una conica,

sopra una retta secante, i in un fascio eli raggi col 
due punti della conica cleter- centro esterno, le due tan- 
rninano due segmenti coni- genti determinano due an- 
plementari, uno dei quali goti complementari, uno dei 
è costituito di punti interni quali è costituito di rette 
alla conica, V adiro di punti secanti la conica, V altro di 
esterni. rette esterne.

Stabiliamo l’enunciato a sinistra:
Sia C una conica, ed MX  una retta che la seghi nei 

punti M, X . Su questa si può 
considerare un punto A ester­
no a C, sezione di una tan­
gente a C nel punto P, di­
verso da M, N. Sia B un punto 
del segmento MX, che non 
contiene A, e sia B' V ulte­
riore intersezione di PB colla conica C. Il gruppo di punti 
della conica PMEX, è proiettivo al gruppo delle quattro
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rette P {AMEN), quindi le coppie PB', M N  si separano 
(sulla conica); segue, che l’ involuzione su C, che ha come 
centro di collineazione B , è ellittica; dunque B  è interno.

Se invece B  si fosse preso nel segmento MAN, si sa­
rebbe provato analogamente che esso è esterno a C.

O s s e r v a z io n e .  — La proposizione precedente è perfetta­
mente conforme alla nozione intuitiva che, fino da principio, 
ci siamo formati dei punti interni ed esterni rispetto ad una 
conica.

In una forma elementare le infinite coppie di elementi 
aventi un elemento fisso si possono riguardare come costi­
tuenti un’ involuzione degenere. Allora un punto d’una co­
nica può riguardarsi come il centro di collineazione di un’in­
voluzione degenere.

In un’ involuzione degenere vi è un punto doppio, v.ale 
a dire le involuzioni degeneri sono paraboliche.

Si può dire che le involuzioni degeneri separano le in­
voluzioni ellittiche da quelle iperboliche, conformemente 
alla locuzione che i punti della conica separano le due re­
gioni di punti, esterni ed interni.

§ 70. * Diametri reali ed ideali - Vertici. — Nel caso 
dell’ ellisse il centro è interno, quindi le rette pel centro di 
essa sono secanti, ossia:

Ogni diametro della ellisse sega V ellisse in due punti.
Per V iperbole i diametri diversi dagli asintoti si divi­

dono in diametri reali (secanti), ed in diametri ideali 
(esterni). I  diametri reali formano uno degli angoli degli 
asintoti ; i diametri ideali, V altro.

Due diametri coniugati sono V uno reale, V altro ideale, 
giacche essi debbono separare armonicamente gli asintoti.

Si può estendere la denominazione di reali a tutti i dia­
metri dell’ ellisse.

Allora si può dire: Nell’ellisse gli assi (§ 59) sono reali.
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Nell’ iperbole un asse è reale, l’altro ideale; il primo dicesi 
asse traverso o principale.

Definiamo ora, per ogni conica a centro, la lunghezza di 
un diametro.

Anzitutto la lunghezza di un diametri reale è la lun­
ghezza del segmento (finito) che lia per estremi (estremi 
del diametro) le intersezioni di esso colla conica.

Ora si consideri un’ iperbole K  ed un diametro ideale c 
di essa. Sia d il diametro conir 
in cui esso incontra K. Le tan­
genti a K  in A  D' sono paral­
lele a c ed incontrano gli asin­
toti in due coppie di punti, 
simmetriche rispetto al centro 
0  di K, che sono vertici di un 
parallelogrammo avente come 
diagonali gli asintoti stessi, e 
come mediane i diametri coniu­
gati e, d. La lunghezza CC della mediana c (ossia la lun­
ghezza. del lato del parallelogrammo, parallelo a c) si dirà 
« lunghezza del diametro ideale c ».

Per ragione di limite la lunghezza di un asintoto del- 
l’iperbole si deve riguardare come infinita.

.gato a e, e D, U  i punti
ic y /

j y ^ f /  

l  / i ^ 1l/̂ F
x L ^ y ì /U/ /

/ ! /  d r

I punti C, C' segnati nella figura si possono chiamare 
gli estremi del diametro ideale c.

Le intersezioni degli assi colla conica diconsi vertici.
Li ellisse ha quattro vertici 

( eccepito il caso del cerchio, 
in cui tutti i punti si possono 
riguardare come vertici), ed 
i segmenti AA \ BB\ che essi 
comprendono, costituiscono le 
lunghezze degli assi. Di tali 
lunghezze, una sarà, in gene­
rale, maggiore, e X asse corrispondente verrà detto asse

B'
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maggiore o principale, mentre 1’ altro verrà detto asse 
minore.

U ellisse che ha due assi uguali è un cerchio. Infatti, 
in tale ipotesi si può costruire un cerchio passante pei 4 
vertici dell' ellisse, il quale riesce tangente ad essa in que­
sti punti, e perciò non può differire dall’ ellisse stessa.

V  iperbole ha due vertici. Il segmento AA! da essi com­
preso costituisce la lunghezza dell' asse trasverso, mentre 
la lunghezza dell’ asse non trasverso vieil data dall’ altra 
mediana del rettangolo, di cui AA' è una mediana e gli 
asintoti sono le diagonali.

U iperbole che ha i due assi uguali è equilatera. Infatti, 
in questo caso gli asintoti, essendo le diagonali di un qua­
drato, riescono tra loro perpendicolari.

La parabola ha un vertice proprio (ed uno improprio) 
intersezione dell’ asse colla conica ; per essa non vi è luogo 
a considerare la lunghezza dei diametri (che sono infiniti).

Osservazione l a — Nell’ ellisse (eccepito il caso del cer­
chio) le lunghezze dei diametri variano, crescendo (con con­
tinuità) da un minimo ad un massimo, die corrispondono 
alle lunghezze dei due assi.

Nell1 iperbole le lunghezze dei diametri reali hanno sol­
tanto un minimo, dato dalla lunghezza dell’ asse trasverso, 
mentre le lunghezze dei diametri ideali hanno pur esse un 
minimo, che è lunghezza dell’ asse non trasverso.

Osservazione 2a — Riferendosi alla l a fig. della pag. 269 si 
vede che i parallelogrammi aventi come diagonali CC\ DD', 
(metà dei parallelogrammi aventi come mediane CC, DD') 
hanno area costante (§§ 62, 67). Si ha così V estensione al- 
V iperbole del teorema d y Apollonio già dato per 1’ ellisse. 
Questo teorema può ora enunciarsi dicendo:

Data una conica a centro, i parallelogrammi aventi 
come vertici gli estremi di due diametri coniuguti sono 
tutti fra  loro equivalenti.
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§ 71. Coniche omologiche. - Applicazioni. - A rea  del- 
l ’ellisse --  Se due coniche K, K' di un piano sono omolo­
giche, ossia se esse si corrispondono in un’ omologia, ed il 
centro 0  di questa appartiene ad una (K) delle due coniche; 
0  corrispondendo a sè stesso, appartiene anche all’ altra (K'), 
ed è un punto di contatto per le due coniche (§ 66).

Viceversa :
Due coniche di un piano tangenti in un punto, si cor­

rispondono in una determinata omologia, che ha come 
centro il punto di contatto; e correlativamente si corri­
spondono pure in un’ omologia, 
che ha come asse la tangente in 
quel punto.

Dimostriamo la prima parte 
dell’ enunciato.

Sieno K, K ' le due coniche; A 
il loro punto di contatto. Riferiamo 
proiettivamente le due coniche 
mediante il fascio A  ad esse pro­
spettivo (§ 66) : la proiettività tra di esse verrà subordinata 
da un’ omografia determinata, per la quale A  sarà un punto 
unito e tutte le rette per A  saranno unite. Questa omografia 
è dunque una omologia di centro A, che trasforma l’una 
nell’ altra le due coniche. Tale omologia è evidentemente 
unica.

Osservazione. — L’ asse della prima omologia è una 
retta clic incontra (eventualmente) negli stessi punti (uniti) 
le due coniche. Correlativamente il centro della seconda 
omologia, menzionata nell’ enunciato, è un punto pel quale 
passano (eventualmente) le stesse tangenti alle due coniche.

Corollario. * — Due parabole aventi gli assi paralleli 
sono omologiche affini ed omotetiche.

Se due coniche K, K ' sono omologiche, ed il centro 0  
d’omologia è esterno ad una di esse, esso è esterno anche 
all’ altra, e le due coniche hanno le medesime tangenti
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per 0; inoltre le rette per 0, seganti rispetto a K, saranno 
anche secanti rispetto a K f. Siccome queste secanti formano 
uno degli angoli delle due tangenti comuni a K, K ' (§ 69), 
si potrà dire che le due coniche risulteranno iscritte nello 
slesso angolo. Valgono le osservazioni correlative.

Viceversa possiamo stabilire i teoremi:
S e . due coniche di un 

piano sono iscritte in uno 
stesso angolo (formato da due 
tangenti comuni) esse si pos­
sono riferire omologicamente 
in due modi, prendendo co­
me centro d ’ omologia il ver­
tice dell' angolo nominato.

L  asse di ciascuna di 
queste om ologie segherà  
(eventualmente) le due coni­
che negli stessi punti.

Se due coniche di un 
piano hanno due punti co­
muni e comprendono come 
segmento interno lo stesso 
segmento (determinato dai 
due punti comuni ) esse si 
possono riferire om ologica- 
mente in due modi, pren­
dendo come asse la congiun­
gente i detti punti.

Pei centri di queste omo­
logie passeranno le (even­
tuali) coppie di tangenti co­
muni alle due coniche. 

Riferiamoci all’ enunciato a sinistra.
Sieno K  e K' le due coniche aventi comuni le tangenti

a, b\ e sieno A, A' e B, B' 
i rispettivi punti di contatto 
di a, b con K, K  ; infine sia 
0  == ab.

Si consideri per O una 
qualsiasi secante p  di K  la 
quale (essendo K, K' iscritte 
nello stesso angolo ab) ri­
sulta secante anche di IC; 
sieno P19 P2 le sue interse­
zioni con K, e P f  P2 le sue 

intersezioni con K .  Se esiste una omologia di centro O che 
trasforma una delle due coniche K , nell’altra IC\ questa
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omologia deve fai" corrispondere ad A , B  rispettivamente 
A 1, B\ ed alla coppia Px P2 la coppia iY P2', quindi a PY deve 
fare corrispondere P/, oppure P2'.

Ora, se facciamo per esempio corrispondere al punto P1 
di K, il punto PS di li', e ad A, B rispettivamente A ’, B\ 
resta fissata tra K, K! una proietti.vità ; questa viene subor­
dinata da un’omografìa che trasforma K  in K!\ ma tre 
rette per 0  (le a, b, p) sono unite, dunque l’omografìa no­
minata è un’ omologia di centro 0.

Ciò dimostra il teorema.
Si può fare una prima applicazione importante dei re­

sultati precedenti, proponendosi la determinazione delle co­
niche di un piano che toccano .due rette date e passano 
per 3 punti dati, non appartenenti ad esse e non giacenti 
in linea retta.

Affinchè il problema sia risolubile è anzitutto necessario 
che i 3 punti dati sieno interni ad uno stesso angolo delle 
due rette (inteso sempre 
1’ angolo nel senso grafico 
del § 5), perchè la conica 
da costruirsi, supposta esi­
stente, riuscirà tutta iscritta 
in un angolo delle due tan­
genti assegnate.

Ciò posto, sieno a, b le 
due rette, ed A, B, C ì tre 
punti, soddisfacenti alle 
condizioni indicate.

Si consideri una conica 
qualsiasi K  la quale toc­
chi q, b, e passi per ,4 : si 
designi poi con K x una conica, supposta esistente, che tocchi 
a, b, e passi per A , B, C.

La K' c la K x saranno riferite in una omologia ben de­
terminata avente come centro 0 =  ab, e per la quale A

18
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sarà un punto (unito) dell’ asse. In questa omologia, al punto 
B, corrisponderà uno dei due punti Bv B2, in cui la OB 
sega K  ; sia per esempio Bv Così a C corrisponderà uno dei 
due punti Cv C8, in cui OC sega K'\ sia per esempio Cv 
L’ asse della omologia sarà dunque la retta che congiungo 
A  col punto H  == (BC) . (B fij.

Ora, facendo corrispondere al punto B  il punto B1 o il 
punto B2ì ed a C, Cl o C2, si ottengono 4 omologie di cen­
tro 0, aventi A  come punto unito; ciascuna di queste omo­
logie viene perfettamente determinata, come quella innanzi 
considerata in cui a By C, corrispondono rispettivamente 
B» Cx.

Ciascuna delle 4 omologie trasforma la K! in una conica 
(come la Kx) tangente ad a, b, e passante per A , By C; e 
questa conica nasce a sua volta*da una sola omologia siffatta.

Si giunge così alla conclusione:
In  un piano, esistono 4 coniche che toccano due rette 

date e passano per 3 punti, non allineati, interni ad uno 
slesso angolo delle due rette.

Correlativamente: esistono 4 coniche che passano per  
due punti dati e toccano tre rette, non concorrenti, che 
intersecano in punti interni il medesimo segmento avente 
come estremi i due punti.

Osservazione l a. * — Riferendosi al primo enunciato, e 
gli elementi dati a, b, A, B , C, supponendosi propri, le 4 
coniche risulteranno tutte iperbole se i 3 punti A, B , C non 
sono interni allo stesso triangolo determinato dalle a, b e 
dalla retta impropria (ossia se appartengono a due angoli 
ab opposti al vertice, nel senso della Geometria elementare).

Osservazione 2a. — È facile vedere in base al teorema 
di Desargues, che la retta congiungente i punti di contatto 
delle rette a, b con una conica tangente, per A, B, C, sega 
la retta AB  in uno dei punti doppi dell’ involuzione deter­
minata dalla coppia AB  e dalla coppia dei punti comuni 
alla retta AB  e alle a, b] e analogamente si dica rispetto
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alle rette BC ed AC. Di qui si desume una semplice co­
struzione dei punti di contatto delle 4 coniche per A, B, C 
tangenti ad a, b, senza bisogno di considerare una conica 
ausiliaria K', appena sieno conosciuti i punti doppi delle 
involuzioni determinate nel modo anzidetto sui lati del 
triangolo ABC.

O s s e r v a z io n e  3a — Il teorema concernente l’omologicità 
di due coniche iscritte in uno stesso angolo formato da due 
tangenti comuni, si estende al caso di due coniche aventi 
comuni due tangenti immaginarie coniugate, cioè subordi­
nanti in un fascio la medesima involuzione ellittica di rette 
coniugate. Vale lo stesso ragionamento dimostrativo.

Si deduce quindi che esistono, in un piano, 4 coniche 
passanti per tre punti reali non allineati e tangenti a due 
rette immaginarie coniugate, purché queste non concorrano 
in uno dei tre punti.

Correlativamente esistono in un piano, 4 coniche pas­
santi per due punti immaginami coniugati e tangenti a 
tre rette reali non concorrenti, purché nessuna di queste 
contenga i due punti assegnati.
. Se si suppone che i due punti immaginarii suddetti sieno 

i punti ciclici del piano si ottiene il corollario:
Vi sono 4 cerchi tangenti a tre rette proprie di un 

piano, non concorrenti.
Sono il cerchio iscritto e i tre cerchi ex-iscritti al trian­

golo formato dalle tre rette.
Lasciamo allo studioso di completare T  analisi degli altri 

casi cui darebbe luogo la determinazione di una conica per 
tre punti e due tangenti o due punti e tre tangenti, quando 
alcuni di questi elementi si suppongano immaginarii.

* Una seconda applicazione dei teoremi relativi alle co­
niche omologiche, si basa sul

Corollario. — Un' ellisse si può riguardare come omo­
logica afflile d' un cerchio, che tocchi due tangenti paral­
lele della ellisse stessa.
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Si considerino le tangenti ad un' ellisse K  nei due ver­
tici À, B, situati sull’asse maggiore, ed un cerchio K' che

_ tocchi le due tangenti nei me­
desimi punti A, B.

L’omologia affine che tra­
sforma K  in K', trasforma an- 

-g- che il rettangolo circoscritto 
all’ ellisse, avente i lati paralleli 
agli assi, nel quadrato circo- 
scritto al cerchio che ha pure i 
lati paralleli agli assi. Deno­

tando con a, b, le lunghezze dei due semi-assi dell’ ellisse, 
le aree del rettangolo e del quadrato sono espresse da

4 ab  e 4 a".

Ora 1’ area del cerchio K' è n cà ; dunque quella dell' el­
lisse sarà data dalla proporzione :

x  : w a- =  4 a b : 4 cv.

Si ottiene cosi il resultato:
L ’ area cieli’ ellisse di semi-assi a, b, è : , .

x  — nab.



CAPITOLO XL

Problemi determinati.

§ 72. G eneralità  - P roblem i d i 1° grado. Vogliamo 
occuparci in questo capitolo di alcuni problemi geometrici 
determinati, e delle costruzioni atte a risolverli.

Occorrono avanti tutto poche parole di spiegazione sullo 
scopo e sul significato, secondo cui debbono essere intese 
tali costruzioni.

Lo scopo che ci proponiamo è essenzialmente pratico. 
Si tratta di ottenere ( costruire ), coll’ uso di strumenti asse­
gnati, la rappresentazione mediante un disegno, di elementi 
atti a soddisfare relazioni determinate, rispetto ad altri ele­
menti che si suppongono dati.

Limitiamoci alla Geometria del piano, e consideriamo 
quindi come elementi, i punti e le rette. Abbiamo un foglio 
le cui dimensioni si possono supporre teoricamente grandi 
quanto si vuole, il quale rappresenta il piano. In questo 
foglio si segnano colla matita dei « punti » immagini più 
o meno approssimate di punti geometrici, ma che si con­
siderano teoricamente non aventi dimensioni ; nello stesso 
piano si tracciano dei segmenti (più o meno prolungati) di 
« rette ». Si hanno così punti e rette dati nel foglio.

Possedendo una riga (sufficientemente lunga) si pos­
sono congiungere con una retta due punti dati nel foglio,
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e si può prolungare un segmento rettilineo, comunque pic­
colo, che sia tracciato nel foglio stesso.

Un punto può esser dato fuori del foglio, assegnando 
due rette, che abbiano una parte nel foglio, e non s’incon­
trino in esso. Mediante la riga, un punto dato fuori dal fo­
glio può esser congiunto con un punto segnato nel foglio 
con una costruzione che si basa sul teorema dei triangoli 
omologici; questa costruzione viene'appresa insieme all’uso 
degli strumenti nel disegno.

Una retta può essere data fuori del foglio, allorché sieno 
dati due punti di essa, nel modo detto innanzi.

Si riesce allora (basandosi pure sul teorema dei triangoli 
omologici) a dare colla riga il punto d’intersezione di essa 
con una retta del foglio, tracciando un’ altra retta del foglio 
che passi per quel punto. Infine si può anche determinare 
in un senso analogo, il punto in cui s’intersecano due rette 
date fuori del foglio, assegnando due rette del foglio che 
passino per esso.

Le costruzioni nominate, effettuabili colla riga, sono dette 
costruzioni l in e a r ie permettono in sostanza di eseguire 
(nel piano) qualsiasi proiezione e sezione.

Mediante costruzioni lineari si possono risolvere nume­
rosi problemi costruttivi determinati; tutti quei problemi 
che diconsi di l.° grado (perchè dipendono, nella Geometria 
analitica, dalla risoluzione di equazioni di primo grado). Di 
essi abbiamo già avuto molti esempi; anzi sono tali tutti i 
problemi (delle Geometria piana) che abbiamo risoluto fin 
qui: la costruzione del 4.° armonico dopo tre elementi in 
una punteggiata o in un fascio di raggi ; la costruzione della 
proiettività fra punteggiate o fasci di raggi, o quella del- 
L omografia o reciprocità fra due piani; la determinazione 
dell’ ulteriore intersezione di una conica con una retta pas­
sante per un suo punto già assegnato; la costruzione dei- 
fi ulteriore elemento unito di una proiettività in una forma 
di l.a specie, quando è dato un elemento unito, eec. ecc.
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* Ma già per questi problemi di l.° grado, come poi per 
quelli di natura più elevata, si presenta la distinzione fra 
problemi grafici e problemi metrici. Nei primi si considerano 
soltanto relazioni grafiche, mentre nei secondo, si tien conto 
anche di rapporti metrici.

Ora in questi ultimi problemi si debbono riguardare come 
dati gli enti metrici fondamentali che costituiscono Passo- 
luto, cioè la retta impropria e P involuzione assoluta su di 
essa. Soltanto dopo che questi enti sieno stati dati, i pro­
blemi metrici potranno considerarsi indifferentemente come 
i problemi grafici : e, trattandosi di problemi di l.° grado, 
risolversi colla sola riga.

.Dare la retta impropria del piano significa (secondo ciò 
che è stato avvertito innanzi) darne due punti, mediante 
due coppie di rette (parallele); dunque la retta impropria 
si dovrà considerare come data, allorché è segnato nel foglio 
del disegno un parallelogrammo. Soltanto dopo ciò si potrà 
effettuare linearmente la costruzione della parallela per un 
punto ad una retta qualsiasi.

Dare P involuzione assoluta (sulla retta impropria) del 
piano, vorrà dire individuarla mediante due coppie di punti 
coniugati, ossia mediante due coppie di rette ortogonali.

Dunque si potranno dare gli enti metrici fondamentali 
del piano assegnando in esso un quadrato, il quale coi 
suoi lati consecutivi e còlle sue diagonali ci fornisce appunto 
due coppie di rette perpendicolari, cioè due coppie di punti 
improprii coniugati nell’ involuzione assoluta.

Dopo ciò qualunque problema metrico si potrà trattare 
come un problema grafico, ponendo in relazione gli altri 
elementi dati con i nominati enti metrici ( cfr. P osservazione 
del § 50). In particolare si potrà risolvere colla sola riga 
ogni problema metrico di l.° grado.

I problemi tipici di questa categoria sono quelli relativi 
alla costruzione della parallela o della perpendicolare con­
dotta per un punto, ad una retta data. Abbiamo già accen-
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nato come si risolva il primo di questi problemi: e si rico­
nosce subito come il secondo si riconduca, immcdiamente 
alla costruzione dell’ involuzione assoluta, sopra la retta im­
propria, involuzione che abbiamo appunto individuata.

O s s e r v a z io n e .  — Si possono istituire nello spazio con­
siderazioni analoghe a quelle istituite relativamente ai pro­
blemi della Geometria piana, considerando qui come co­
struzioni lineari quelle che consistono nella determinazione 
di elementi « punti, rette e piani », gli uni mediante gii 
altri, ed introducendo opportuni enti metrici fondamentali, 
allorché si tratti di problemi metrici. Ma noi lasceremo da 
parte tali problemi, che la Geometria descrittiva insegna a, 
trattare sistematicamente, risolvendoli mediante costruzioni 
da" effettuarsi nel piano. Ci riferiremo dunque, nel seguito, a 
problemi della Geometria piana, e noteremo che il piano in 
cui si opera può essere scelto ad arbitrio, giacché sopra di 
esso possono eventualmente proiettarsi le figure che venis­
sero date in un piano diverso.

$ 73. Problem i di 2° grado. — Si dicono di 2° grado 
quei problemi costruttivi determinati aventi due soluzioni 
al più, la cui risoluzione si può ridurre, mediante proiezioni 
e sezioni, alla determinazione delle intersezioni di una retta 
qualunque (del suo piano) con una certa conica fissata. Un 
problema di 2.° grado riesce determinato o impossibile, se- 
condochè la conica data viene incontrata no dalla retta 
con cui deve segarsi; nel l.° caso ha due o una soluzione, 
secondochè la retta è secante o tangente alla conica; nel 
2° caso si dice anche che ha due soluzioni immaginarie.

Sono dunque di 2° grado quei problemi, che si risolvono 
graficamente coll’ uso della sola riga, usando altresì di une 
conica fissa completamente tracciata, della quale si possono 
quindi determinare le intersezioni con ogni retta del suo piano.

Vedremo poi che questa conica, fondamentale per le co­
struzioni, può essere sostituita con un’ altra presa ad arbitrio.
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I problemi di 2.° grado si riconducono analiticamente 
alla risoluzione di equazioni di 1° grado e di una equazione 
di 2® grado, cioè alla estrazione di un radicale quadratico.

Sia data, nel piano (in cui operiamo), una conica fon­
damentale K, completamente tracciata. Allora si possono 
risolvere graficamente i seguenti problemi di 2.° grado: 

l.° P r o b le m a .  — Determinare ( ove esistano ) gli elementi 
uniti eli una proiettività posta in una punteggiata o in un 
fascio di raggi.

Si può supporre che la forma sia una punteggiata a 
(eventualmente sezione del dato fascio di raggi).

P

Su a sieno AA’, BE', CC, tre coppie di punti omologhi, 
che definiscano la proiettività. Da un punto P  della conica 
K  si proiettino su K  i punti A, B, C, A', B \ C", rispettiva-

/ 4 B C \mente in A1; Bv C\, A \, B\, C\. La proiettività ^

che dalla corrispondenza delle due terne resta fissata su 
K, è quella che si ottiene segnando colla K  i raggi proiet­
tanti da P i punti di a che si corrispondono nella proietti-

(
A. J3 C\
4’ B’ r )  ‘ Se su ^  vi sono pun^  unilb questi sono 

proiettati in punti uniti della proiettività su a, e viceversa.
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Ora, i punti uniti della proiettività su K  (ove esistano) 
sono le intersezioni di K  coll’ asse di collineazione della 
nominata proiettività (§ 67), e possono costruirsi come 
intersezioni di tale asse di collineazione s colla conica ; pro­
iettati da P su a essi danno (ove esistano) i punti uniti 

A 
A '

Ciò vale ugualmente anche nel caso particolare in cui 
la proiettività su a sia un’involuzione.

Osservazione. In particolare dal problema precedente si 
apprende dunque la costruzione degli elementi doppi d ’una 
involuzione iperbolica data in una forma di 1a specie.

Come esercizio si determinino ancora.
1) la coppia comune a due involuzioni date in una forma 

di l a specie (sotto le condizioni dei §§ 37, 38).
2) in particolare la coppia di un’involuzione ellittica che 

separa armonicamente due elementi coniugati.
2.° Problema. — Determinare (ove esistano) i punti 

comuni ad una conica, individuata mediante cinque punti 
(o cinque tangenti), e ad una retta; ancora determinare 
le tangenti condotte alla conica da un punto.

Sicno A, B, C, D, E  cinque punti che definiscono una 
conica (di cui tre non in linea rettaj ed a una retta del 
piano, non passante per uno di essi, di cui vogliamo le in­
tersezioni (ove esistano) colla conica.

Proiettando (§61) da A , B i punti C, D, E , si ottengono 
pue terne che definiscono la proiettività tra i fasci di raggi 
A, B generatori della conica ( ABCDE). Sulla a, considerata 
come sezione dei due fasci, resta individuata una proietti­
vità i cui punti uniti (ove esistano) sono le cercate inter­
sezioni di a colla conica (ABCDE): essi si costruiscono 
dunque usando la costruzione data innanzi.

Nel caso eccepito, in cui a passi per uno dei cinque punti 
A , B , C, D, E , il problema di trovare V altra intersezione 
di a colla conica, è stato già risoluto (linearmente) in più

dalla proiettività B C 
B' C)■ che erano domandati.
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modi (§§ 63, 64). Del resto col metodo qui seguito esso si 
ricondurrebbe al problema di costruire F altro punto unito 
di una p ro ie ttiv i sopra una retta, dato un punto unito (§ 30).

Per condurre da un punto le tangenti alla conica 
(ABCDE) (ove esistano) si devono costruire correlativa­
mente i raggi uniti di una proiettività, nel fascio che ha 
per centro il punto.

Osservazione l.a — Se la conica è data mediante 4 punti 
e la tangente in uno di essi, o mediante 3 punti e la tarn 
geote in due di essi, si può sempre applicare la costruzione 
precedente. Il procedimento correlativo si eseguirà, invece, 
se la conica ò data mediante 5 tangenti o 4 tangenti e il 
punto di contatto di una di esse, ecc.

Osservazione 2.a — La risoluzione del problema consi­
derato vale con qualche aggiunta anche pel caso in cui la 
conica sia data mediante 5 punti o 5 tangenti di cui 2 (o 4) 
sieno immaginarii. Limitiamoci a considerare il caso di 
una conica data mediante tre punti reali A, B , C, non al­
lineati, e due punti immaginarii coniugati, i quali vengono 
assegnati come punti doppi di un’ involuzione ellittica / a 
sopra una retta p  non passante per A, B; C. Allora ò suf­
ficiente (secondo il § 63) costruire il polo P  di p  rispetto 
alla conica, e trovare quindi i punti di essa intersezioni 
delle rette PA e PB.

In particolare viene così risoluto il problema di interse­
care un cerchio dato mediante tre punti, con una retta.

Osservazione 3.a — La risoluzione del problema prece­
dente ci dimostra che:

Ogni problema eli 2:0 grado risolubile graficamente, 
quando è data una certa conica fondamentale ( tracciata) 
è anche risolubile ugualmente quando è data in luogo di 
essa un' altra conica fondamentale. È pure indifferente 
che si sappiano costruire le intersezioni di una retta qual­
siasi colla conica fondam entale, o che si sappiano condurre 
ad essa le tangenti per un punto qualsiasi\ La possibilità
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di una di queste due operazioni grafiche permette la ri­
soluzione di tutti i problemi di 2° grado.

Nel 2.° caso bisogna trasformare per dualità le costru­
zioni che sono da effettuarsi nel primo caso.

In particolare *: Tutti i problemi grafici di secondo
grado si possono risolvere coll' uso di un cerchio fisso, 
del quale si sappiano determinare le intersezioni con una 
retta qualsiasi, o a cui si sappiano condurre le tangenti 
per un punto qualsiasi. E la scelta di un opportuno cerchio, 
come conica fondamentale per le costruzioni, corrisponde 
all’ esigenza pratica che la detta conica sia ( un’ ellisse ) tutta 
contenuta nel foglio del disegno.

3.° Problema. — Determinare (ove esistano) le coniche 
passanti per 4 punti (di cui 3 non in linea retta) e tangenti 
ad una retta.

Se la data retta a passa per uno dei 4 punti dati A , B, C, A  
ove essa non contenga un altro dei 4 punti, sappiamo (§ 63) 
die vi è una conica così determinata, della quale possono 
costruirsi quanti si vogliano punti e tangenti. Suppongasi che 
a non passi per uno dei 4 punti. Su a le intersezioni delle 
coppie di lati opposti del quadrangolo A B C D appartengono 
ad una involuzione, i cui punti doppi ( ove esistono ) sono i 
punti di contatto delle coniche per A , B, C, D, tangenti ad a 
(§ 65). Una di tali coniche resta definita, noto il suo punto 
di contatto con a, perchè allora se ne conoscono 5 punti.

Correlativamente si risolve il problema correlativo.
Osservazione. Come esercizio fondandosi sulla estensione 

del teorema di Desargues si può:
1) determinare le coniche per due punti immaginarli e 

due reali, che sono tangenti ad una retta reale assegnata 
(sotto le condizioni di esistenza);

2) in particolare determinare i cerchi passanti per due punti 
propri e tangenti ad una retta ( che non contenga uno di essi ).

Si ritrova in quest’ ultimo caso la nota costruzione ele­
mentare.
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Come esempio del cosidetto metodo dei tentativi giova 
considerare il seguente

4.° Problema. — Iscrivere (ove sia possibile) in una 
conica, un triangolo, i cui lati passino ordinariamente 
per 3 punti fissati.

Sia S  la conica data, e Plf P2, P3 i tre punti che suppo­
niamo. non appartenenti ad essa (tale caso particolare del 
problema si esaurirebbe facil­
mente). Si consideri su S  un 
punto A e si unisca con Pp si 
determini V ulteriore intersezio­
ne B di S con Px A , e si unisca 
B con P2 ; si determini 1’ ulte­
riore intersezione C di BP2 con 
S, e si unisca C con P3 e si 
seghi ulteriormente la conica S 
nel punto A! con la retta CP3. Se il triangolo A B C  iscritto 
nella conica S soddisfacesse alle condizioni poste, in modo 
che fosse appunto AB  il lato di esso passante per Px, do­
vrebbe A! coincidere con A.

In generale ciò non accadrà, A essendo stato scelto ad 
arbitrio sulla conica S . Però variando A  sulla conica S, va­
rierà anche A', e mediante le costruzioni poste risulterà 
fissata fra i punti come A, A ’ una corrispondenza biunivoca ; 
si può vedere facilmente che tale corrispondenza è una 
proiettività. Infatti i punti A, B della conica (allineati con P{) 
si corrispondono nella involuzione che ha per centro di 
collineazione ; così B , C si corrispondono nell’ involuzione 
che ha per centro di collineazione P2 ; e C A' nell’ involuzione 
che ha per centro P3; dunque la corrispondenza fra A, A! che 
nasce applicando successivamente tre proiettività involutorie 
su S, è la proiettività prodotto di queste tre involuzioni.

Ciò posto, si applichi a tre punti della conica S  la co­
struzione applicata ad A; risulta allora fissata su S  una 
proiettività i cui punti uniti ( se esistono ) risolvono il prò-
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blema. Infatti, un punto unito di essa, preso come punto A  

e congiunto con Pl ecc., dà luogo ad un triangolo iscritto 
in S, i cui lati passano ordinariamente per Pu Pt, P3.

I punti uniti della proiettività posta su S  si determinano 
(ove esistano) come intersezioni di S  coll’asse di collinea- 
zione § della proiettività.

Si possono eseguire per esercizio le costruzioni indicate, 
individuando la S  mediante 5 dei suoi punti e servendosi 
di una conica fondamentale K  del suo piano (ad esempio 
di un circolo). Questa conica interviene soltanto per deter­
minare le intersezioni di S  con s ; tutte le altre costruzioni 
sono lineari.

Applicando ancora il metodo dei tentativi, si può risolvere 
il seguente

5.° Problema. Proiettare un’ involuzione data su una 
inetta, in un’ altra involuzione egualmente data su un’ altra 
retta, essendo le due involuzioni ambedue ellittiche o am­
bedue iperboliche.

Sieno a, b le due rette che supponiamo date in un piano 
c si designano con / a / b le due involuzioni sopra di esse.

Anzitutto i centri di pro­
iezione cercati debbono ap­
partenere alla retta che uni­
sce i punti jP„ Pb coniugati 
di P  == a b, rispettivamente 
in / a, I b. Preso ora su questa 
retta p  un punto A, si fissi 
ancora su a un punto A"a e 
si proietti da questo A  in X b 
su b ; quindi si costruisca il 
coniugato A'b di Xb, in / b, 

e si proietti su p  da A'a, coniugato di ATa in / a. Indicando 
con A ' la proiezione ottenuta di X'b, nasce fra A , A ' su p, 
al variare di A , una proiettività avente come punti uniti i 
punti cercati, da cui l’ involuzione / a è proiettata nella / b.



— 287 —

O s s e r v a z io n e .  La proiettività ausiliaria considerata è 
un’ involuzione, poiché in essa Pa, Pb si corrispondono in 
doppio modo, ed è discorde e quindi iperbolica avendo le 
/ a / b il medesimo senso.

Del resto resistenza delle due soluzioni del problema ò 
evidente nel caso in cui le / a / b sieno involuzioni iperboliche, 
e quando esse sieno ellittiche risulta anche dalla seguente 
costruzione che permette di determinare egualmente i centri 
di proiezione domandati:

Si costruisca la coppia di punti coniugati in / a che se­
parano armonicamente PPa (§ 38), e analogamente la coppia 
di punti coniugati in / b che 
separano armonicamente PPb; 
si ottengono cosi i vertici di 
un quadrangolo completo di 
cui P è un punto diagonale, e 
di cui gli altri due punti dia­
gonali X, Y  forniscono le solu­
zioni del problema proposto.

Come caso particolare si 
possono 0 determinare i due 
centri da cui un’ involuzione ellittica sopra una punteg­
giata,, di un dato piano, viene proiettata nell’ involuzione 
assoluta.

Una soluzione di questo problema fu già indicata al § 41.
O s s e r v a z io n e .  — Quando di un problema di 2.° grado è 

data una soluzione, si può ottenere l’altra risolvendo un 
problema di l.° grado.

0 Abbiamo considerato fin qui generalmente i problemi di 
2° grado grafici, accennando solo ad alcuni problemi me­
trici che si presentavano come casi particolari.

Volendo ora considerare, in tutta la lora generalità, i 
problemi metrici, sappiamo (secondo il § 72) che si debbono 
aggiungere ai dati, gli enti metrici fondamentali del piano 
(retta impropria ed involuzione assoluta). Abbiamo già ve-
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duto come questi enti possono essere dati semplicemente 
mediante un quadrato, che sia tracciato nel piano, il qùale 
sarebbe dunque da aggiungere qui alla conica fondamentale 
assegnata. Ma più utilmente si possono fissare i dati . che 
occorrono perla  risoluzione dei problemi metrici di 2° grado 
assegnando un circolo il cui centro sia noto. Infatti viene 
data così la retta impropria del piano come polare del centro 
suddetto, e Y involuzione assoluta come involuzione dei 
punti-coniugati rispetto al cerchio su questa retta.

Concludiamo dunque che:
Tutti i problemi di 2.° grado, grafici e metrici, si r i­

solvono linearmente quando è dato un cerchio fondam en­
tale fisso ed il relativo centro.

Citiamo come esempio il seguente: '
Problema. — Costruire gli assi di una conica a centro.
Anzitutto si può supporre di avere determinato (linear­

mente) il centro O della conica, e così pure due coppie di 
diametri coniugati: aa\ bb', di essa (per O).

Si ha allora nel fascio 0  un’ involuzione definita dalle cop­
pie aa', bb\ della quale si debbono determinare i raggi coniu­

gati orto gonali. Si supponga che il cer­
chio K  fondamentale per le costruzioni, 
avente un centro dato C, passi per 0; 
sieno A, A' e B, B 1 i punti in cui esso 
sega ulteriormente a, a! e b, b'. L’involu­
zione degli angoli retti del. fascio 0, se­
gata col cerchio K, determina su di esso 

un’ involuzione il cui centro di collinoazione è C ( perchè 
gli angoli retti sono iscritti in un semicerchio ). Ora si deve 
trovare la coppia comune a questa involuzione ed a quella 
definita dalle coppie A A' e B B'. Essa si determina segando 
il cerchio colla retta che congiunge C al punto d’ incontro 
delle AA' BE' ( centro di collinoazione della seconda involu­
zione nominata). Questa coppia comune XY, proiettata 
da 0, fornisce gli assi x, y domandati.



— 289 —.

Come esercizio si costruiscano ancora gli asintoti della 
data conica, suppósta un’ iperbole ( supposto cioè che le 
coppie a a b U  non si separino); e si determinino (in ogni 
caso) i vertici di essa conica.

§ 74. * Problemi risolubili colla riga e col compasso.
— Il punto di partenza delle nostre costruzioni è stato F uso 
dello strumento « riga », il quale permette di effettuare 
(nel piano) tutte le costruzioni lineari, cioè il tracciamento 
di rette e la determinazione delle loro mutue intersezioni. 
Problemi più elevati esigono altre costruzioni, che non si 
possono più effettuare colla sola riga.

Generalmente queste costruzioni consistono nel traccia­
mento di « curve » più elevate della retta: ed il nominato 
tracciamento si può far dipendere dall’ uso di strumenti 
di disegno più complessi della riga. Si presentano allora 
due criteri per la classificazione dei problemi costruttivi:

1) la natura delle curve dal cui tracciamento può farsi 
dipendere la risoluzione domandata ;

2) la natura degli strumenti atti al tracciamento delle 
nominate curve.

Il primo criterio guarda propriamente alla semplicità 
delle curve sotto l’aspetto geometrico, mentre il secondo 
criterio guarda alla semplicità meccanica del tracciamento.

Accanto ai due criteri menzionati se ne può porre un 
terzo; quello, dato dalla Geometria analitica, dove si guarda 
alla natura delle operazioni di calcolo, algebriche, o trascen­
denti, da cui si può far dipendere la risoluzione domandata.

Ora, secondo tutti e tre i criteri, si presentano in prima 
linea i problemi di l.° grado (grafici e metrici).

Si possono collocare subito dopo i problèmi di 2.° grado 
(grafici e metrici). Invero:

1) Le costruzioni che occorrono per la risoluzione di 
essi dipendono dalle intersezioni delle rette del piano con

19



—  290 —

un cerchio fisso, di dato centro; ed il cerchio è sotto molti 
aspetti la linea più semplice, dopo la retta.

2) Il tracciamento del cerchio occorrente all’ uopo, si 
può effettuare nel disegno collo strumento « compasso », 
che è uno dei più semplici dopo la riga.

3) La risoluzione analitica di tali problemi dipende da 
un’equazione del 2.° grado (e da equazioni del l.° grado), 
ossia richiede soltanto l’estrazione di un radicale quadratico 
( ed operazioni razionali sulle quantità che corrispondono 
agii elementi dati); una siffatta estrazione è l'operazione 
irrazionale più semplice che comparisca nell’ algebra.

Ai problemi di 2.° grado si possono collegare quelli, com­
ponenti una classe più ampia, che, senza essere di 2.° grado, 
si riducono però a successivi problemi di 2.° grado: ossia i 
problemi che si risolvono nel disegno coll’uso di una co­
nica fondamentale fissa, la quale, nel caso dei problemi 
metrici, si suppone essere un cerchio di cui è dato il centro.

Fra questi problemi citiamo, come esempio, quelli che 
hanno per iseopo di costruire una conica data per tre punti 
e due tangenti, o per tre tangenti e due punti, la cui riso­
luzione è in sostanza contenuta nel § 71; e quelli concer­
nenti alcuni casi di determinazione degli elementi comuni 
a due coniche, che saranno trattati nel § 75.

Ora tutti questi problemi sono evidentemente risolubili 
cogli strumenti « riga e campasso »; ma viceversa, non è 
chiaro a priori che tutti i problemi costruttivi risolubili 
colla riga e col compasso si riducano a successivi problemi 
di 2.° grado, e si risolvano quindi coll’ uso della riga e d’ un 
cerchio fisso di dato centro.

Tale fatto può tuttavia essere stabilito. Basta notare che 
l’uso degli strumenti « riga e compasso » corrisponde alla 
possibilità di risolvere i due problemi fondamentali seguenti :

1) determinazione delle intersezioni di un cerchio con 
una retta;

2) determinazione delle intersezioni di due cerchi.
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Ora, il primo di questi due problemi è stato già risoluto 
e ricondotto nel § 73, alla determinazione delle intersezioni 
di una retta col cerchio fondamentale fissato a priori. Il 
secondo problema si riduce al precedente, bastando sosti­
tuire ad uno dei cerchi l’asse radicale dei due, il quale 
si può costruire linearmente secondo la via indicata in fine 
al § 40, cioè procedendo nel modo seguente. Si prendano due 
punti, rispettivamente sopra i due cerchi, e si determinino 
le ulteriori intersezioni della loro congiungente coi cerchi 
stessi, colle costruzioni lineari del § 63; si ottengono così, 
sopra la retta considerata, due coppie d’ un’ involuzione, il 
cui centro, (coniugato del punto all’ infinito) appartiene al- 
1’ asse radicale. Un secondo punto di quest’ asse può essere 
egualmente determinato, e così l’asse stesso viene costruito 
linearmente.

Resta così stabilito che:
Tutti i problemi costruttivi determinati, che sono riso­

lubili colla riga e col compasso, si possono risolvere colla 
riga e coll’ uso di un cerchio fisso eli ciato centro.

Questo resultato può anche essere espresso sotto un’ altra 
forma, atta a porne in luce l’ importanza pratica.

Nelle considerazioni precedenti il cerchio figurava come 
conica-luogo, ma può supporsi dato invece come conica-in­
viluppo; in altre parole si può supporre possibile l’opera­
zione del condurre per un punto esterno le tangenti al 
cerchio fondamentale, invece della operazione correlativa 
di segare il cerchio con una retta. È questa una immediata 
conseguenza del principio di dualità nel piano. Del resto, 
appena si sappia effettuare una delle due operazioni corre­
lative sopra menzionate, si effettuerà subito linearmente 
P altra.

Avvertito ciò, potremo riguardare come ciato un cerchio- 
inviluppo, allorché (invece del compasso) si possegga lo 
strumento « riga a due bordi ».

La riga a due bordi permette di costruire una striscia
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compresa fra duc rette parallele, di cui la lunghezza é teori­
camente lunga quanto si vuole, e la largezza l é determinata.

Ora con questo strumento si pos­
sono costruire le due tangenti per 
un punto esterno P, al cerchio di 
centro fissato 0  che ha come raggio I. 
Basta infatti fare scorrere la riga in 
modo clic un bordo passi per 0, fin­
ché T altro venga a passare per Py 
operazione effettuabile in due modi.

Così concludiamo :
Tutti i problemi costruttivi determinati, che si possono 

risolvere colla riga e col compasso, si possono anche ri­
solvere colla sola riga a due bordi.

Ma, perché tale conclusione risulti dimostrata vera anche 
nella pratica, dove la lunghezza della riga a due bordi é 
finita, occorrerebbe mostrare come la costruzione indicata 
innanzi relativa ad un punto P  troppo lontano da 0, si 
possa sostituire con una costruzione analoga relativa ad 
un altro più vicino ad O. Lascieremo da parte la dimostra­
zione di tale possibilità.

Dopo i problemi di 2.° grado o riducibili a problemi 
di 2.° grado, i quali si possono risolvere determinando le 
mutue intersezioni di rette e di cerchi, vi sono altri pro­
blemi più elevati che non si possono più risolvere nello 
stesso modo. Lsempi di problemi siffatti compariscono fino 
dalla Geometria, elementare. Basterà ricordare i problemi 
classici della trisezione dell’ angolo, della duplicazione del 
cubo e della quadratura, del circolo, sui quali si sono affa­
ticati invano i geometri greci.

Questi problemi si possono considerare oggi come riso­
luti, in quanto si é stabilito che la soluzione come era do­
mandata dai greci, col solo uso della riga e del compasso, 
non è possibile: e d 'altra parte si sono trovati strumenti 
più complessi, capaci di fornirla. *
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•- Sebbene l’esame di siffatte questioni esca dal nostro 
quadro, non possiamo trattenérci dal dedicare ad esse al­
cune osservazioni, collo scopo di chiarire la nozione di ri- 
solubilità dei problemi geometrici.

Ogni problema determinato, in tutti quei casi nei quali 
esistono soluzioni, deve considerarsi risolubile. Ma la co­
struzione degli elementi che forniscono la soluzione effettiva 
può richiedere necessariamente F uso di linee o di strumenti 
più elevati di quelli che si hanno a disposizione, ed in que­
sto senso essere relativamente impossibile. Così è impossi­
bile risolvere i 3 problemi nominati, tracciando solo rette e 
circoli e determinando le loro mutue intersezioni, ossia col- 
F uso degli strumenti « riga e compasso ». Tale impossibi­
lità è posta in luce dalla trattazione analitica di quei pro­
blemi. La trisezione dell’ angolo e la duplicazione del cubo 
portano analiticamente alla risoluzione di un’ equazione cu ­
bica, la quale dovrebbe potersi ottenere con sole estrazioni 
di radicali quadratici, affinchè i problemi stessi riuscissero 
risoluti con rette e circoli; invece questa equazione importa 
generalmente, in modo necessario, F estrazione di un ra­
dicale cubico.

Quanto alla quadratura (o alla rettificazione) del circolo, 
si tratta di un problema anche più elevato, giacche esso 
dipende analiticamente dal calcolo del numero di Lùdolf tt. 
Se la quadratura del circolo si potesse ottenere colla riga 
e col compasso, si potrebbe• anche ottenere un’equazione 
algebrica, a coefficienti razionali, di cui iz fosse radice; ed 
anzi una tale equazione dovrebbe potersi risolvere con sole 
estrazioni di radicali quadratici. Ora, anche prescindendo 
dall’ ultima condizione, è stato dimostrato dal L in d e m à n n  

(Mathematische Annalen, 1882) che n non soddisfa ad alcuna 
equazione algebrica a coefficienti razionali, sicché il pro­
blema della sua determinazione (ossia quello della quadra­
tura-; del circolo ) è un problema trascendente, invece che 
algebrico.
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Ma se i tre problemi classici sopra menzionati sono irrh 
solubili colla riga e col compasso, la loro risoluzione deve 
essere cercata coll’uso di linee piu elevate del cerchio, o 
di strumenti più elevati del compasso.

Per i due primi problemi (del 3.° grado) basta il traccia­
mento di coniche, e quindi uno strumento (compasso ellit­
tico, iperbolico o parabolico) atto a tracciare queste linee.

L’ultimo invece richiede linee o strumenti più elevati, 
eppure si risolve oggi aneli’ esso, nel disegno, coll’uso dello 
strum ento « integrafo » di Abdank-Abakanowicz.

Lasciando da parte le precedenti considerazioni, andiamo 
ora a parlare del problema delle intersezioni di due coniche, 
cominciando dai casi in cui esso si riduce a problemi di 2° 
grado, per venire poi a delimitare la classe dei problemi di
3.° grado.

§ 75. Intersezioni di due coniche aventi due ele­
menti comuni dati. — Il problema generale di determi­
nare gli elementi comuni a due coniche di un piano non è 
di 2.° grado e non si può ridurre alla risoluzione di succes­
sivi problemi di 2.° grado : ciò si può stabilire analiticamente 
dimostrando che la sua risoluzione dipende da un’ equazione 
irriducibile di 4.° grado.

Sono tuttavia problemi di 2.° grado, o si riducono a pro­
blemi di 2.° grado, e si risolvono quando si ha nel piano 
una conica fondamentale fìssa, i problemi relativi a tali in­
tersezioni, ove già sieno dati due elementi (punti o tan­
genti) comuni alle date coniche. Ci riferiamo alle coniche, 
luogo, lasciando che si traducano per dualità questi svi­
luppi.

Anzitutto notiamo che (§ G3) due coniche non possono 
avere più di quattro punti comuni, altrimenti coincidereb­
bero. Se in un punto comune esse hanno altresì comune la 
tangente, deve ritenersi che ivi sieno riuniti almeno, due 
punti (infinitamente vicini) comuni alle due coniche.
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Dopo ciò si vogliono risolvere, in un dato piano (ove 

operiamo) i seguenti problemi:
l.° Problema. — Determinare le (eventuali) ulteriori in­

tersezioni di due 'coniche aventi due punti comuni dati.
Sieno K, IV  due coniche (d’un piano) aventi comuni 

due punti A, B. Si proiettano ad esempio da A, B  i punti 
di K  su IV. Si ottiene su IV una proiettività di cui si può 
determinare l’asse di collineazione u; i suoi (eventuali) 
punti d’ intersezione con IV sono anche comuni a K. La 
prima parte della costruzione si effettua linearmente ove le 
K, IV sieno individuate per 5 clementi (stante le costru­
zioni dal § 63). Le intersezioni di IV  (o K) colla retta u si 
determinarlo colla costruzione di 2.° grado indicata (§ 73), 
data nel piano una conica fissa.
La costruzione diventa semplicis­
sima se una delle coniche K, IV 
è completamente tracciata, e può 
quindi assumersi come conica fon­
damentale.

O s s e r v a z io n e .  — Le due co­
niche K, IV hanno oltre A, B:

a) due punti comuni Mx, Nx, 
se u riesce secante per una di 
•esse (e quindi per ambedue), e 
non passa per A, B,

b) un punto comune di con­
tatto (cioè colla stessa tangente), se u è tangente fuori di 
A, B a K, IV  ;

c) nessun punto comune, se u è esterna a K, IV \ ma 
in tal caso si potrebbe dimostrare che le due coniche de­
terminano sopra u la medesima involuzione di punti coniu­
gati, cioè che la u ha comuni con esse gli stessi punti im- 
maginarii.

Le due coniche K, IV hanno un punto di contatto in A  
o in B, se u passa per A o B.
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Se le due coniche K , K ' hanno oltre ad A , B un altra 
punto comune dato M, l’ulteriore intersezione Nx si co: 
struisce linearmente. 11 punto Nx può cadere eventualmente 
in A , B , M, essendo allora uno di questi un punto di contatto.

Se le due coniche K , IC hanno comuni A , 5  e la tan­
gente in uno di essi, per esempio in M, esse hanno in ge­
nerale comune un altro punto, che si costruisce linearmente. 
Eccezionalmente questo punto può cadere in B , che sarà 
allora punto di contatto, oppure in A  che si direbbe un 
punto di contatto tripunto.

Questi vari casi offriranno utili costruzioni, da eseguirsi 
come esercizi.

Osservazione 2a. — La costruzione che risolve il pro­
blema proposto non vale pel caso in cui i punti comuni 
alle due coniche, che si suppongono dati, sieno irnma- 
ginarii.

Ma si può assegnare un’ altra costruzione valida anche 
per questo caso. Ci limitiamo ad accennarla proponendo 
die essa venga sviluppata come esercizio:

Sia p  la retta, su cui le due coniche date K  e K ' segano 
la medesima coppia di punti, reali o immaginarii coniugati, 
che sono conosciuti come punti doppi di un’ involuzione /. 
Se Ky K ' non sono bitangenti, la p  ha, rispetto ad esse, due 
diversi poli P, P', la cui congiungente a =  PP', ammette lo* 
stesso polo A  rispetto ad ambedue le coniche suddette. Il 
punto A  appartiene alla p, e per esso passa una seconda 
retta p' segante le K , K ' nei medesimi punti reali o imma- 
ginarii coniugati.

Questa retta p’ si determina nel modo seguente.
Sopra la a si hanno due involuzioni di punti coniugati,, 

che ammettono una coppia comune BC, costituita di punti 
reali o immaginarii coniugati. In ogni caso (§ 38) si può 
costruire il coniugato armonico del punto pa rispetto a BC ; 
si ottiene così un punto che proiettato da A , dà la retta / /  
domandata.



In particolare * si domanda, come esercizio, di determi­
nare le intersezioni di due cerchi, uno dei quali sia dato 
mediante tre punti. Si ottiene, per la via accennata, una 
nuova costruzione del loro asse radicale (§ 40).

O sservazione 3.a — È ovvio poi che la risoluzione del 
problema trattato innanzi vale (stante il § 63) pel caso in 
cui fra i punti che servono a determinare una delle due 
coniche K , K \  a ll’ infuori dei loro punti com uni A y B, ci 
sieno due punti immaginari^

2.° Problema. — Determinare le (eventuali) ulteriori 
intersezioni di due coniche aventi un dato punto comune 
di contatto.

Sieno K, IC due coniche aventi il punto comune A , ed 
in esso la stessa tangente a. Riferiamo prospettivamemte le 
due coniche come sezioni del fascio A; esse risultano allora 
omologiche (§ 71), e V asse di omologia le sega negli (even­
tuali) ulteriori punti che esse hanno comuni.

Si può costruire il detto asse linearmente, allorché le 
due coniche sieno definite per 5 elementi.

Infatti si costruiscano 3 coppie di punti corrispondenti 
BB, CC, D B  (sezioni di K, K ’ con 3 raggi per 4̂). Le rette 
corrispondenti BC, BC' ; BD, B B , ccc. s’ incontrano sul- 
P asse d’ omologia.

Osservazione l . a — Se u non passa per A, le due coniche 
K, K' hanno fuori di .4 due punti comuni, o un punto di 
contatto, o nessun punto, secondochè u è secante, tangente 
o esterna (ad una e quindi) ad ambedue le coniche.

Se u passa per .4, ma non è la tangente a, le 7t, K r 
hanno in A  un contatto tripunto, e vi è una ulteriore in­
tersezione di A", K ’ fuori di A , la quale può essere determi­
nata linearmente. In tal caso si dice che le due coniche si 
osculano in A . Se u coincide con «, le K, K ' non hanno ulte­
riori intersezioni, ossia hanno un contatto quadripunto in A.

Si può vedere come esista una conica K " passante per 
due punti dati fuori di una conica K, ed avente un con-
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tatto tripunto con K  in un dato punto. Similmente esiste 
una conica K r avente un contatto quadripunto con una data 
K  in un punto, e passante per un altro punto fuori di K.

Si potrà assegnare in ambedue i casi (linearmente) 
quanti si vogliano punti di K.

Emerge dalle precedenti considerazioni che, come si può 
dire che due. coniche (semplicemente) tangenti in un punto 
hanno ivi riunite due intersezioni infinitamente vicine, così 
un contatto tripunto o quadripunto si possono riguardare 
come equivalenti a tre o rispettivamente a quattro interse­
zioni infinitamente vicine delle due coniche.

Osservazione 2.a — Secondo il § 63 la risoluzione del 
problema viene data anche per il caso in cui una delle 
due coniche A, A”', sia determinata (oltreché dal punto A  
e dalla relativa tangente) da tre punti, due dei quali sicno 
imma gin arii.

In particolare * merita di essere rilevato che: In ogni 
punto di una conica, vi è un cerchio osculatore, avente con 
essa, nel punto dato, un contatto tripunto.

3.° Problema. — Determinare le (even tu a li) interse­
zioni eli due coniche aventi due date tangenti comuni.

Questo problema è di grado superiore al 2.°, perchè com­
porta fino a 4 soluzioni; tuttavia la sua risoluzione si può 
far dipendere da quella di due successivi problemi di 2.° 
grado.

Sicno A, A ' due coniche, tangenti alle rette tv t2 che 
s’incontrano in O. Sappiamo che uno degli angoli tY t2 (con­
tenente K) è tutto costituito di rette secanti A", V altro di 
rette esterne. Se A, K ’ sono contenute in diversi angoli ^4 , 
esse, salvo che abbiano comune uno o ambedue i punti di 
contatto con tXì t2, non hanno alcun punto comune.

Supponiamo dunque che K, A ' sieno iscritte nello stesso 
angolo tl9 t2\ escludiamo inoltre che tXì t2 abbiano lo stesso 
punto di contatto colle due coniche, giacché questo caso ci 
riconduce al problema precedente. Ogni retta per 0  segante
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una conica sega anche F altra. Sia c una tal retta ed A A X) B B \  
le coppie segate su c da K ,K '. Possiamo riferire-proiettiva- 
mente le due coniche K , K' facendo corrispondere i punti Tl5 
T\, e T2, in cui esse sono toccate da tl9 t2ì e i punti A , B' 
oppure i punti A , B^. Tanto per T uno quanto per F altro 
riferimento le due coniche risultano omologiche (§ 71), e 
gli assi delle omologie, determinati dalle intersezioni delle 
rette corrispondenti, interse­
cano le dette coniche nei me­
desimi punti. Si ottengono 
così, se i detti assi sono se­
canti, 4 intersezioni delle due 
coniche date.

Osservazione. — In ogni 
caso si potrebbe provare che 
le due coniche determinano 
su ciascuno dei nominati assi 
la stessa involuzione di punti 
coniugati, onde se mancano 
due o tutte e quattro le intersezioni reali, esse vengono so­
stituite rispettivamente da una o da due coppie di punti 
immaginarii comuni alle coniche stesse.

In modo correlativo si risolve il seguente:
G.° Problema. — Determinare le tangenti comuni a due 

coniche aventi due punti cornimi dati.
Lasciamo svolgere la costruzione relativa come esercizio. 

E proponiamo come esercizio di trattare i casi, cui danno 
luogo i problemi 5.° e 6.° quando i punti o le tangenti co­
muni che vengono dati per le due coniche, sieno immagi­
narii. La medesima costruzione è ancora applicabile.

In particolare * si determinino le tangenti comuni a due 
cerchi.

§ 76. Problemi di 3.° grado — Determinazione degli 
elem enti uniti di un’ omografia piana. — Asse d’ una
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congruenza nella stella. — Diremo problema fondam en­
tale di 3.° grado il problema di determinare le ulteriori in­
tersezioni di due coniche d’ un piano, aventi un dato punto 
comune non di contatto. Questo problema non è riducibile 
a problemi di l.° grado e di 2.° grado. Esso non può essere 
risoluto colla riga e col compasso, ma coll’ uso di istru- 
menti più elevati (come il compasso ellittico, ecc.) atti a 
tracciare le coniche. Sono problemi di 3.° grado tutti quelli 
che possono ridursi linearmente alla risoluzione del pro­
blema fondamentale sopra nominato.

I problemi di 3.° grado hanno tre soluzioni reali al più e 
una almeno; giacché due coniche (d’ un piano) aventi comune 
un punto, non di contatto, hanno comune al più altri tre., 
punti reali e almeno uno, come ci proponiamo di dimostrare.

Premettiamo il seguente :
Lemma. — Sieno K  una conica ed O un punto esterno;

una involuzione di cui A , B  sono punti doppi; vi è dunque 
una delle nominate intersezioni in ciascuno dei due archi 
AB  della conica. Viceversa ogni punto di un arco AB , con­
giunto con 0, dà una retta di co . Ora vogliamo dimostrare 
che tale corrispondenza biunivoca fra  le rette delV angolo 
co e i punti d ’ un arco AB è ordinata, cioè che mentre un 
punto si muove sulla conica descrivendo un arco AB , il 
raggio che lo unisce ad 0  si muove nel fascio descrivendo 
l’angolo c o .

Su K  si prendano due punti qualunque C, D d’ un arco 
AB , tali che per esempio D segua C nell’ ordine (ACB) di 
Ji, e quindi ACDB sieno susseguentisi ; facciamo vedere ( e

q a, b le tangenti condotte da 0  a K;
A , B i loro punti di contatto. Si 
indichi con co l’angolo ab costituito 
delle rette per 0  secanti la conica 
(§ 6b). Le intersezioni di una retta 
dell’ angolo co con K  separano A, B  
su A', perchè si corrispondono in
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cosi sarà stabilito il lemma. ) eli e si susseguiranno; nel fa­
scio 0, le rette :

a == OA, c === OC, d =  OD, b ~  OB.

A tal fine si seghino le rette a, e, d, b, colla AD, rispet­
tivamente nei punti A, C„ D, Ex ; basta dimostrare che sono 
susseguentisi i punti A, Ct, D, Bv ossia che A, D sepa­
rano c„ A ’

Ora ciò segue dal § 69. Invero il punto Cl è interno alla 
conica K, giacché i punti d’ in­
tersezione C, C  di e con K  se­
parano i punti A, D su K, per­
chè C  segue a B nell’ ordine 
(ACDB)) invece Bì è esterno a 
K  appartenendo alla sua tan­
gente b. Con ciò il lemma è 
stabilito.

Dopo ciò si può dimostrare 
il seguente

T e o r e m a .  — Due coniche cV un piano aventi comune un 
punto non di contatto, hanno almeno un altro punto co­
mune, e correlativamente due coniche di un piano aventi 
una tangente comune che le tocchi in punti diversi, hanno. 
comune almeno un' altra tangente.

Sieno K, K ' due coniche d’ un piano aventi comune il 
punto A, non di contatto. Si consideri la tangente in A  alla 
conica K, la quale in­
contrerà in un altro 
punto B' la conica K'.
Per B\ si conduca la. 
seconda tangente (oitre M 
la B'A) alla K) sia. C 
il suo punto di contatto 
colla K  c G ' la sua ul­
teriore intersezione con A''.
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Si indichi con X l’ angolo B'(AC) del fascio B' costituito 
dalle secanti di IC, cioè l’angolo in cui è iscritta la K. Una 
retta m di X incontra K  in due punti M, Mx, e la IC  in un 
punto M ’ oltre B'. Ora fra le rette m dell’ angolo X ed i 
punti analoghi ad M, Ml su K, o ad M ’ su IC, nasceranno 
delle corrispondenze ordinate, per le quali risulterà stabilito 
un riferimento ordinato dell’ angolo X rispettivamente ai due 

B’ archi' AC della conica IC, e all’ arco
AC, che non contiene B\ della IC: 
in conseguenza i tre archi nominati 
risulteranno pure riferiti ordinata- 
mente fra loro.

Riferiamo ora proiettivamente le 
due coniche K, IC come sezioni del 

M' fascio A, e sia C\ la proiezione di C
su K] ai due archi AC di K  vengono a corrispondere i due

archi (complementari) B'C\ di IC. 
Ora i due archi B'C\ risultano ri­
feriti in corrispondenza ordinata 
(prospettica) ai due archi AC di K  
e quindi in corrispondenza all’arco 
AC" di IC, che non contiene B'.

Vi sono da distinguere due casi:
1. ° B', C\, non separano A, C.

Allora si ha su IC una corrispondenza ordinata tra l’arco 
B'AC\, e l’arco interno AG’ che non contiene B'. Mentre un 
punto si muove su IC descrivendo il l.° arco, il corrispon­
dente si muove descrivendo il 2.°; perciò (§ 19) vi è in AC  
almeno un punto unito (diverso da A), evidentemente co­
mune alle due coniche K, IC.

2. ° B'C'i, separano A, C.
Allora se, su IC, facciamo muovere un punto descrivendo 

1’ arco AC  che non contiene B’, i corrispondenti punti de­
scriveranno gli archi complementari B’C\ in senso tra loro 
opposto; dunque uno di questi due archi verrà descritto in



— 303 —

senso opposto al nominato arco AC. In esso i due punti 
mobili corrispondenti (che si vengono incontro) s’incontre­
ranno in un punto unito, come si può provare colle ' consi- - 
derazioni del § 19; questo punto unito, diverso da A, risul­
terà evidentemente comune alle due coniche.

In ogni caso dunque le coniche li, K ' hanno (oltre A) 
almeno un altro punto comune, c. d. d.

O s s e r v a z io n e .  — Un ulteriore esame della questione, se­
guendo i medesimi principii, permetterebbe di assegnare 
precisamente i casi in cui le due coniche date con un punto 
comune, abbiano ancora un altro o altri tre punti comuni, 
oppure (in diverso modo) si tocchino; e ciò avuto riguardo 
alla loro posizione relativa, cioè all’ esistenza di punti del- 
l’una esterni o interni all’ altra, ecc.

Quando poi sieno date, in un piano, due coniche, senza 
che si sappia a priori se esse hanno qualche punto comune, 
considerazioni di simil natura permetterebbero di decidere 
se vi sono intersezioni o no; quest’ ultimo caso corrispon­
dendo all’ipotesi che le due coniche sieno ciascuna esterna 
all' altra, oppure che una di esse sia interna all’ altra.

A questi resultati (ed ai correlativi) perfettamente rispon­
denti alla nostra intuizione, perviene con ragionamento ri­
goroso il sig. M a c c a f e r r i  nella Nota « Su di un teorema 
fondamentale relativo agli elementi comuni di due coniche nel 
piano » (Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, 1895).

Infine quando si abbiano in un piano due coniche senza 
punti (reali) comuni, si può domandare, se le coniche stesse 
abbiano sempre comuni dei punti immaginar».

Seguendo l’ordine di ragionamenti che sviluppiamo nel 
cap. XIII, riferendoci al confronto di una conica (reale) e di 
una polarità uniforme (conica immaginaria) si perverrebbe 
a mostrare che esistono sempre due coppie di punti imma­
ginarii comuni alle due coniche (e correlativamente).

Noi lasceremo d’ inoltrarci in siffatta analisi, e passeremo 
invece a sviluppare le conseguenze del teorema innanzi sta-
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bilito, proponendoci la risoluzione del seguente problema di
3.° grado: “

Determinare i punti uniti eli un’ omografia piana non 
omologica.

Si prenda nel piano dell’ omografìa un punto A, non unito ■ 
e non. appartenente ad alcuna retta Imita, ciò clic può 
sempre farsi, perchè la data omografìa non è una omo­
logia.

Sia A' il punto corrispondente ad A, ed A" il punto cor­
rispondente ad A'. I punti A, A', A" non si trovano sopra 
una retta, giacché questa dovrebbe essere unita.

Ora i fasci A. A', e così i fasci A', A ”, risultano riferiti 
proiettivamente dall’ omografìa, e tale, riferimento non è 
prospettivo, perchè le rette AA', A'A" non sono unite.

I primi'due fasci genereranno una conica K  passante 
X' per .4, A', e tangente in A' alla 

retta A'A"; i secondi fasci gene­
ri reranno un’ altra conica K ’ pas­

sante per A ’, -4", e tangente in 
A' alla -1.4'. Le due coniche, a- 
vendo in comune il punto A’. 
dove non si toccano, si incon­

treranno ulteriormente in qualche punto; in un punto al­
meno, od in tre punti al più. Questi punti d’ intersezione, ed 
essi soli, saranno i punti uniti dell’omografia.

Infatti, sia X  un punto (diverso da A') comune alle due 
coniche ; alle' rette .4A", A'X, corrispondono rispettivamente, 
nell’ omografìa, le A’A', A 'X , o quindi ad A' corrisponde A' 
stesso.

- Viceversa, se X  è un punto unito dell’omografia, alle 
rette AA', A'X, corrispondono rispettivamente le A'X, A ”.X. 
e quindi A' si trova sulle due coniche K, K'.

Correlativamente si possono costruire le rette unita del- 
L omografìa, le quali si ottengono anche come rette asso­
ciate ai punti uniti (§ 49).
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Si deduce che:
In  ogni omografia piana vi è almeno un punto unito, 

ecl almeno una retta unita.
Ora, col principio di dualità nello spazio, dedurremo 

ancora:
In  ogni omografìa di una stella vi è almeno una retta 

unita, ed almeno un piano unito.
C o r o l l a r i o .  * — In particolare, in una congruenza, data 

in una stella propria (§ 54), vi saranno almeno una retta 
unita a ed un piano unito ad essa ortogonale.

Ora si consideri la congruenza nel fascio di piani di asse 
a ; questa potrà essere diretta o inversa (§32). Esaminiamo 
i due casi :

1) Se la congruenza nel fascio a è diretta, tutti i piani 
per a possono essere sovrapposti simultaneamente ai corri­
spondenti, eseguendo una rotazione attorno ad a\ anzi questa 
rotazione può effettuarsi in due modi, descrivendo (in senso 
opposto) angoli supplementari. Ora una rotazione siffatta 
sovrapporrà tutti i raggi della stella ai corrispondenti, o li 
porterà ad occupare posizioni simmetriche rispetto ad a 
(generando nella stella una congruenza con un fascio a di 
piani uniti, la quale (§ 54) sarà identica oppure sarà una 
simmetria rispetto ad a); anzi avverrà appunto che, ese­
guendo la rotazione in un senso opportuno, ogni raggio 
venga sovrapposto all’ omologo, mentre dalla rotazione nel- 
T altro senso esso sarà portato nella posizione simmetrica. 
Si vede dunque che la congruenza nella stella può venire 
generata da una rotazione attorno alla retta a ; la quale evi­
dentemente è unica retta unita, se si esclude il caso che 
tutti i piani per a sieno uniti, caso in cui si ha una sim­
metria rispetto ad a e sono uniti tutti i raggi della stella 
perpendicolari ad a.

2) Se la congruenza nel fascio di piani a ò inversa, si
hanno per a due piani uniti di simmetria, ed in ciascuno
una retta unita (ortogonale ad a) sezione col piano unito

20
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ortogonale ad a. Vi è dunque un triedro rettangolo a b cy 
di elementi uniti. Ora, poniamo che nel lascio unito di piani 
avente come asse b, si abbia una congruenza diretta; poiché 
per b vi sono due piani uniti, potremo concludere che tutti 
i piani per b saranno uniti, e la congruenza della stella 
dovrà essere una simmetria rispetto a b. D’ altra parte, se 
invece nel làscio b si ha una congruenza inversa, (simme­
tria rispetto ai piani ba, bc), è facile vedere che la con­
gruenza della stella è una simmetria rispetto a e; infatti 
ad ogni raggio x  deve corrispondere l’intersezione del piano 
simmetrico di ax  rispetto ad ac col piano simmetrico di bx 
rispetto a bc. In conclusione la congruenza della stella (nella 
nostra ipotesi 2.a) è una simmetria rispetto ad un asse, ge­
nerabile colla rotazione di due angoli retti attorno a que­
st’ asse (§ 54).

Riassumendo abbiamo dunque:
Ogni congruenza in una stella propria può essere ge­

nerata da una rotazione attorno ad un asse fisso.
Questo asse di rotazione è sempre determinato ed è 

T unica retta unita della congruenza, ove questa non sia 
una simmetria.

In particolare si deduce:
Data una congruenza nel piano improprio, esiste sempre 

una retta unita, sopra la quale resta subordinata una con­
gruenza diretta, ed un punto unito, polo di questa retta 
rispetto alla polarità assoluta. La congruenza (supposta 
non identica) del piano improprio possiede soltanto un 

.punto ed una retta uniti, oppure è un’ omologia armonica 
(simmetria). ' a



CAPITOLO XII.

* Proprietà focali delle coniche.

§ 77. Fuochi. — Un punto del piano di una conica pel 
quale le rette coniugate sono perpendicolari, cioè tale che 
T involuzione dei raggi coniugati per esso sia quella degli 
angoli retti, dicesi un fuoco della conica.

O s s e r v a z io n e .  — Un fuoco di una conica è un punto del 
suo piano per cui si hanno come tangenti (immaginarie) le 
rette (isotrope) che vanno ai punti ciclici.

Occupiamoci anzitutto della ricerca dei fuochi per le co­
niche a centro.

Poiché P involuzione (degli angoli retti) costituita dai 
raggi coniugati che passano per un fuoco è ellittica, i fuochi, 
;se esistono, sono interni alla conica.

Se un fuoco cade nel centro della conica, questa è un 
circolo (§ 59) ed allora non vi sono altri fuochi. Escludiamo 
questo caso.

Sia F  un fuoco d'ima conica a centro C, diverso dal 
centro 0  di essa; si conduca il diametro OF. La retta per 
F  coniugata ad OF è, per la definizione di fuoco, perpendi­
colare in F  alla OF stessa; quindi il diametro OF è perpen­
dicolare (ad una e in conseguenza) a tutte le corde coniu­
gate, esso è dunque un asse della conica. Perciò ogni fuoco 
deve trovarsi sopra un asse della conica.
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Ora, 1’ asse OF della conica C a cui appartiene un fuoco
F  (poiché F  è interno) deve 

l '  segare la conica in due punti 
A, A', (vertici), e quindi, se la 
conica stessa è un’ iperbole, 

~jjr~ deve essere l’asse principale 
(§ 70).

Conduciamo rispettivamen­
te in A, A ’ le tangenti t, t! 

alla conica, perpendicolari all’ asse AA'.
Proiettando da un punto della 4 4 ' i punti d’ incontro di 

t, t' con un’ altra tangente della C, si ottengono sempre due 
rette coniugate (§ 60, teorema a destra) giacché A A' è la 
polare del punto all’infinito tt'\ in particolare la proprietà 
enunciata sussisto ancora se le nominate intersezioni di t, f  
con una diversa tangente di C, vengono proiettate da F] e, 
poiché F  è un fuoco, i raggi proiettanti debbono in tal caso 
essere ortogonali. Dunque da un fuoco posto sull’ asse AA! 
di C, si vede sotto angolo retto il segmento (finito) inter­
cetto sopra una qualunque tangente di C (diversa da t, t') 
dalle t, f.

Viceversa, tale proprietà serve a caratterizzare il fuoco, 
giacché un punto dell’ asse AA! dal quale si veda sotto an­
golo retto il segmento finito intercetto sopra una tangente 
da t, t\ è un punto pel quale passano due coppie di raggi 
coniugati ortogonali ; onde l’involuzione dei raggi coniugati 
per esso è quella degli angoli retti.

Ciò posto, distinguiamo i due casi dell’ ellisse e del- 
l’iperbole :

a) La conica C sia un’ellisse; sieno 4 4 ', BEH le due 
coppie di vertici, sezioni di essa cogli assi. Suppongasi che 
il segmento -4,4' sia maggiore di BR, e si conduca in B’ la 
tangente all’ ellisse (perpendicolare a BBr) ad incontrare t, if 
rispettivamente in H t H ’. Il cerchio di diametro H H ' in­
contra l’asse .4.4' in due punti F, F r, da ciascuno dei quali
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si vede sotto angolo retto il segmento H H '\ questi due punti 
(e non altri punti dell’ asse AA') 
sono fuochi dell’ ellisse C. Se si ^  
ripete la costruzione scambiando 
gli assi AA', BE , si stabilisce la ^
‘rion esistenza di fuochi sull’ asse 
BBf, perchè il circolo analogo a ÿ 
quello considerato innanzi, su cui 
essi dovrebbero trovarsi, non sega F asse BE. Infine se le 
lunghezze dei segmenti ^4.4', BE, sono eguali (caso del 
cerchio, § 70) si ottiene un solo fuoco comune ai due assi, 
ossia la ellisse ha un fuoco nel centro (cfr. § 59).

Resta dunque stabilito clic, eccepito il caso del circolo, 
l’ ellisse lia due fuochi appartenenti all’asse maggiore (o 
principale);

Inoltre il procedimento indicato fornisce la costruzione 
dei fuochi dell’ ellisse.

Indicando con 2cc, 2b le lunghezze dei due assi, si ha che 
i fuochi dell’ ellisse sono i punti dell’ asse principale simme­
trici rispetto al centro e distanti da esso di c — \/ cr — b2 
(vedi figura).

b) La conica C sia un’iperbole; sieno A, A' i suoi ver­
tici, e t, f  le rispettive tan­
genti in essi. I due a s in ­
toti sono segati dalle tan­
genti t, t'in  due coppie di 
punti HH', K K ’] e que­
ste sono le coppie di ver­
tici opposti di un rettan­
golo che ha per mediane 
gli assi. Ora un fuoco dell’ iperbole, supposto esistente, ò 
caratterizzato dal fatto di essere un punto dell’ asse A A ' da 
cui si vede sotto angolo retto il segmento HH' (o KK')] 
esistono dunque per l’ iperbole C due fuochi sull’asse tra­
sverso AA', e si costruiscono come sezioni dell' asse stesso
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col cerchio circoscritto al rettangolo H KKH', cerchio avente 
il centro nel centro 0  dell’ iperbole.

Se 2a, 2b sono rispettivamente le lunghezze AAf del- 
l’asse principale (trasverso), e dell’ asse ideale (§ 70), i fuochi 
ditteranno-dunque dal centro della lunghezza c =  \/cd  +  b\  

Le lunghezze 2a, 2b dei due assi essendo uguali per ‘ 
l’ iperbole equilatera, in tal caso i due fuochi disteranno dal 
centro di c =  \ / 2 .a.

Riassumendo, possiamo enunciare il 
T e o r e m a .  — In  una conica a centro avente le lunghezze 

degli assi 2a, 2b, esistono due fuochi posti sull’ asse prin­
cipale e distanti dal centro di \Za2 zt b2, dove il segno 
superiore vale per V iperbole, ed il segno inferiore per 
V ellisse. Quando a =  b V ellisse si riduce ad un cerchio,. 
ed i fuochi vengono a coincidere nel suo centro.

Questo teorema racchiude la più semplice costruzione 
dei fuochi.

Il ragionamento che ha servito alla ricerca dei fuochi 
per le coniche a centro, ci lia anche mostrata la seguente 
proprietà caratteristica di essi, di cui abbiamo fatto uso: 

Data ima conica a centro, il segmento intercetto sopra 
una tangente qualunque di essa dalle tangenti nei vertici 
dell’ asse principale, è veduto da un fuoco sotto angolo retto.

Rivolgiamoci ora a cercare se esistono fuochi nella pa­
rabola. Dimostreremo che ne esiste uno, e vedremo come 
esso possa determinarsi.

Come per le coniche a centro, si 
prova che se la parabola ha un fuoco Fy 
questo appartiene all’asse ed è interno 
àlla parabola ; inoltre da F  deve vedersi 
sotto angolo retto il segmento H H ' di 
una qualsiasi tangente, intercetto dalla 
tangente t nel vertice, e dalla retta al- 
T infinito (tangente t’ nel vertice all’ in­
finito della conica).
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Viceversa, una tale proprietà caratterizza il fuoco della 
parabola.

Ora, si consideri una qualunque tangente propria della 
parabola diversa da t) questa segherà la t in un punto pro­
prio H. La perpendicolare ad HM  in H  incontrerà l’ asse 
della parabola in un punto proprio F.

Il punto F  così determinato è un fuoco, perchè da esso 
escono due coppie di raggi coniugati ortogonali: l’asse e 
la sua perpendicolare, la retta FH  e la parallela ad HM. 
Viceversa, per ciò che è stato detto innanzi, non vi sono 
altri fuochi della parabola, oltre F.

Si conclude il
T e o r e m a :  La parabola ha u n  fuoco che è un punto in­

terno dell9 asse.
Il fuoco della parabola si costruisce nel modo preceden­

temente indicato, che ha servito a determinarlo.
Il luogo dei piedi delle perpendicolari alle tangenti 

della parabola, condotte dal fuoco, è la tangente nel vertice.
O s s e r v a z io n e .  — Per questa proprietà la tangente nel 

vertice della parabola dicesi podaria del fuoco.

§ 78. D irettrici. P ro p rie tà  focali angolari. — Per lo
studio delle proprietà (focali) inerenti ai fuochi delle co­
niche, giova considerare le polari dei fuochi, dette- direttrici 
(ciascuna corrispondente ad un fuoco).

L’ ellisse e l’iperbole posseggono due direttrici perpendi­
colari all’ asse principale ed esterne alla conica ; il cerchio 
ha come unica direttrice la retta all’ infinito.

La parabola possiede una direttrice perpendicolare all’asse.
Il punto d’intersezione di ciascuna direttrice coll’ asse 

principale, insieme al fuoco corrispondente, separa armoni­
camente la coppia dei vertici appartenenti all’ asse.

Sia P un punto qualunque del piano, esterno ad una 
data conica, e sieno T, T  i punti di contatto delle tangenti 
alla conica condotte da P. Sarà T T  la polare di P\ quindi



— 312

il punto Q, intersezione della T T  colla direttrice d polare
. del fuoco F, sarà il polo della 
retta PF. Ne segue che le rette 
FP, FQ uscenti dal fuoco F  
saranno coniugate e quindi 
perpendicolari fra loro. D’altra 
parte il punto Q' intersezione 
della retta T T  colla PF (po­
lare di Q) è il coniugato armo­

nico di Q rispetto a T,T ; quindi il gruppo di raggi F (T T  QQ') 
ottenuto proiettando da F  il gruppo armonico T T  QQ' sarà 
esso pure armonico; ma poiché i raggi FQ, FQ' (=  FP) 
sono ortogonali, gli altri due raggi FT, F T  saranno ugual­
mente inclinati sui nominati (§ 17).

Si deduce il
l.°  T e o r e m a .  — Le rette congiungenti un fuoco di una 

conica coi punti eli contatto di due tangenti, sono ugual­
mente inclinate sulla retta che unisce il fuoco al punto 
cV intersezione delle due tangenti.

In particolare le tangenti ad una conica negli estremi di 
una corda passante per un fuoco, s’ incontrano sulla per­
pendicolare alla corda nel fuoco.

Si consideri ora un triangolo circoscritto ad una conica, 
formato da tre tangenti m, n, p  di essa, ed avente come

vertici (rispettivamente opposti 
ai detti lati) i punti M, N, P. 
Sieno il/,, Ny, Pt rispettiva­
mente i punti di contatto delle 
tangenti in, n, p  colla conica. 
Se F  è un fuoco della conica 
si ha pel teorema precedente:

NFP1 =* —  AfFP^ NXFP — - -  MXFNX,
& &

onde NFP =  ~  N iFP„
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Di qui si deduce che, comunque si vari la tangente m della 
conica (diversa da n, p), restando fisse le n , p , V angolo 
sotto cui è visto dal fuoco il segmento intercetto da n, p  
su m, resta costante. .

Ossia, si ha il
2. ° Teorema. — Il segmento finito intercetto sopra uria 

tangente variabile di una conica da due tangenti fisse, è 
visto da un fuoco sotto un angolo costante, che è la metà 
d i uno degli angoli form ati dai raggi proiettanti dal fuoco 
i punti di contatto delle due tangenti.

Un caso particolare di questo teorema è quello dato nel 
paragrafo precedente, ove le due tangenti fìsse sono le tan­
genti nei vertici dell’ asse principale (una delle quali è la 
retta all’ infinito se si tratta d’ una parabola).

Ritorniamo al l.° teorema, e supponiamo che uno, T  dei 
punti di contatto T, T , delle tangenti'ivi considerate, sia 
un vertice della conica sull’ asse 
principale. Conservando le nota­
zioni ivi poste, sarà la retta PF  
una bisettrice dell1 angolo T F T . Se 
(supponendo la conica a centro c 
non un cerchio) si considera V altro 
fuoco F', sarà ancora F'P una bisettrice dell’angolo T F ’T .

Ora siccome il punto P si trova sulle bisettrici degli an­
goli T F T  e T F T  esso dista ugualmente dalle tre rette 
TF, TF, F F segue eli e la retta PI" biseca uno degli an­
goli F T F ' . La retta TP essendo la tangente in T  alla co­
nica, si conclude il

3. ° Teorema. — Data una conica a centro, la tangente 
in un 'punto biseca uno degli angoli form ati dai raggi 
proiettanti dai fuochi il detto punto (si può dire che la 
cosa vale anche per il circolo ove ogni tangente è ortogo­
nale al raggio che va al punto di contatto).

Osservazione. — La tangente in un punto alla conica 
biseca l’angolo esterno dei raggi proiettanti il punto. dai
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fuochi, considerando come angolo interno di essi quello che 
sega sull’ asse principale il segmento FF' interno alla co­
nica; tale segmento interno è finito nel caso dell’ellisse, 
infinito per l’ iperbole.

Se nel l.° teorema applicato alla parabola si suppone 
che uno, T , dei punti di contatto delle tangenti ivi consi­
derate, sia all’ infinito, si deduce il seguente:

4.° Teorema. — Buta una para­
bola, la tangente in un punto bi­
seca uno degli angoli form ati dal 
raggio che unisce il fuoco al punto e 
dal diametro passante per il punto 
stesso.

Osservazione. — La tangente in T 
alla parabola è bisettrice dell’ angolo 
esterno formato dalle nominate rette, 

considerando come angolo interno di esse quello che sega, 
sull’ asse il segmento F T ^  interno alla parabola.

§ 79. Proprietà focali segmentarie. — Abbiamo fin 
qui esaminato le proprietà focali angolari, cioè quelle che 
esprimono relazioni d’ angoli ; esaminiamo ora le proprietà 
focali segmentarie.

Il segmento finito che unisce un punto proprio d’una 
conica ad un fuoco si suole designare col nome di raggio 
focale o vettore del punto.

Sopra una conica prendiamo 
due punti ad arbitrio T, 7V e 
congiungiamoli con un fuoco F  
Risulta dalla dimostrazione del
l.° teorema (del paragrafo pre­
cedente) che la retta FQ con­
giungente il fuoco F  col punto 
comune alla corrispondente di­
rettrice d e alla retta T T  è
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una bisettrice dell’angolo TFT', quindi (per una nota pro­
prietà elementare)

F T  : F T  =  TQ : T'Q. #

Ora consideriamo per T, T  rispettivamente le perpendi-, 
colar! TU, TV  alla retta d. Si avrà :

e quindi

ossia

TQ : TQ =  TU '. T V , 

F T  : F T  =  TU : T V  

TF  : T u  — T F  : T V .

Esprimendo in parole tale relazione si ha il
5.° Teorema. — Le distanze d ’ un punto di una conica 

da un fuoco e dalla corrispondente direttrice sono in  
rapporto costante.

Questo rapporto è quello secondo il quale un vertice 
della conica divide il segmento dell’ asse compreso tra il 
fuoco e la corrispondente direttrice.

Nelle coniche a centro tale rapporto relativo ad un fuoco 
ed alla direttrice sua polare, uguaglia il rapporto relativo 
all’ altro fuoco ed alla corrispondente direttrice, per la sim­
metria della conica rispetto all’ asse non principale.

Il nominato rapporto si designa con e e si chiama ec­
centricità della conica.

Se si tratta di una conica a centro, ed a è la semi-lun- 
gliezza dell’ asse princi­
pale, b la semilunghezza 
dell’ altro asse; la di- 
za dei fuochi dal centro 
è (§ 77): c =  Va? b\ 
dove il segno — vale per 
l’ellisse ed il segno +  
per l’ iperbole.
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Allora dico che 1’ eccèntricità è :

e _  _£_ _  V<£
s . a a

. Per dimostrarlo riferiamoci, p. e., alla ellisse indicata 
nella figura. Allora si ha (considerando i segmenti in va- 

FAlore assoluto) e = D A'
Ora OA =  a , OF =  e, FA =  OA — OD =  a  — c ; d’ altra

orparte (poiché il gruppo AAXFD è armonico) OD =  — , onde

DA — OD — OA = —----a =  —  (« — e); quindi e =  — .

La cosa si dimostra nello stesso 
modo per l’ iperbole trattandosi di 
segmenti presi in valore assoluto.

Nella parabola l’ eccentricità è 
uguale ad 1, vale a dire che ogni 
punto della parabola è equidistante 
dal fuoco e dalla direttrice ; ciò segue 
dal fatto che il vertice della para­

bola è il punto medio del segmento dell’asse compreso tra 
il fuoco e la direttrice (coniugato armonico del punto ai- 
fi infinito dell’asse).

Si può dunq'ue enunciare il 
6.° Teorema. L’ eccentricità di una conica è: 

per l’ ellisse
Va2e =s - — b2

per, la parabola  

per P iperbole
e  —  1 ,

1,

_  K a 2 +  b2 >  ±

O s s e r v a z io n e .  — L’ eccentricità di un cerchio è  nulla.
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Si consideri una conica a centro di eccentricità e, di cui 
F, F' sieno i fuochi, e T un 
punto qualunque. Sieno U, V 
piedi delle perpendicolari con­
dotte da T  sulle direttrici d, d' 
polari di F, F'. Si avrà:

_  TF __ T F  .
6 TU T V ’

quindi (per un noto teorema sulle proporzioni)
_  TF  4- TF' _  TF  — TF ' .

6 TU +  TV ~  TU — TV ’
ora, (intendendo di prendere i valori assoluti dei segmenti 
indicati) si ha che nell’ ellisse è costante la somma T77+ TVy 
distanza delle due direttrici; invece nell’iperbole è costante 
la differenza TU — TV, che esprime in questo caso la di­
stanza delle due direttrici.

Dunque si ha il
7. ° Teorema. — La somma dei raggi focali di un punto 

qualunque d’ una ellisse è costante ed uguale alla lunghezza 
delV asse principale (somma dei raggi focali di un vertice).

La differenza dei raggi focali di un punto qualuuque 
di una iperbole è costantey ed uguale alla lunghezza del- 
V asse principale.

8. ° Teorema. — Se di un fuoco , di una conica a centro, 
si costruisce il punto simmetrico rispetto ad una tangente 
variabile, il luogo di questo punto è un cerchio che ha per 
centro V altro fuoco, e per raggio la lunghezza delV asse 
principale.

Per brevità riferiamoci nella di­
mostrazione al caso dell’ ellisse.
Sia A  un punto di essa, a la re­
lativa tangente, P  il punto sim­
metrico di un fuoco F  rispetto 
ad a. Il punto P si trova sul rag­
gio che dall’ altro fuoco F ’ va al
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punto A  (in forza del 3° Teorema, § 78) e quindi dista da F ’ 
di A P  +  A F ' =  A F  -j- A F ', cioè della lunghezza dell’ asse 
principale c. d . d .

9.° Teorema. — R isp e tto  a d  im a  co n ica  a  c e n tr o , i l  luogo  
d e i  p i e d i  d e lle  p e r p e n d ic o la r i  a b b a ssa te  d a  u n  fu o c o  so p ra  
u n a  ta n g e n te  v a r ia b ile , è u n  cerch io  che h a  p e r  d ia m e tr o  
P a sse  p r in c ip a le .

Riferendoci alla medesima ellisse, sopra considerata, di 
fuochi F , F ', consideriamo ancora la tangente a  in un 

j j  punto A  di essa, e chiamiamo M
il piede della perpendicolare ab­
bassata da F  su a.

Prolunghiamo F M ad incontrare 
F A  nel punto P  simmetrico di F  
rispetto ad a, e congiungiamo M  
col centro 0  dell’ ellisse.

Allora si vede che i triangoli OFM , F 'F P  sono simili ed 
1

è O M  =  -0- F 'P , donde risulta il teorema.

Osservazione. — Il cerchio di cui si parla nell’ enun­
ciato, per la sua proprietà menzionata, dicesi p o d a r ia  del 
fuoco F  (o F ').

Ricordiamo che rispetto alla parabola, la podaria è la 
tangente nel vertice (cfr. § 77).

Sussiste poi per la parabola il seguente:
IO.0 Teorema. — L e  ta n g e n t i  a lla  p a ra b o la  u s c e n ti  d a  

u n  q u a lu n q u e  p u n to  d e lla  d ir e t tr ic e  sono  p e r p e n d ic o la r i  
f r a  loro.

. Sieno IL, K  i due punti di contatto 
delle tangenti condotte ad una para­
bola da un punto M  della direttrice d. 
Tali punti sono estremi d’una corda 
passante pel fuoco F , perpendicolare 
alla retta F M . Sieno poi K ,  K ‘ i piedi 
delle perpendicolari condotte rispet-
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tivamente da H , K  su cl. I triangoli rettangoli HH'M, HFM  
sono uguali perchè (pel 5.° e 6.° teorema) HIT =  HF\ 
quindi T angolo HMF =  HMH ', e similmente FM K — K M K ;

sicché HMF =  — , c. cZ. cZ.

§ 80. Costruzioni relative ai fuochi. — I teoremi che 
ah)damo stabilito, concernenti i fuochi delle coniche, per­
mettono di effettuare elementarmente molte costruzioni re­
lativo ad esse. Ad esempio si possono usare i teoremi 3.° 
■e 4.° del § 78 per costruire la tangente in un punto ad una 
■data conica a centro, di cui si conoscono i fuochi, o ad una 
parabola di cui si conosce il fuoco e la direzione dei dia­
metri.

Noto un fuoco F , la corrispondente direttrice cl e V ec-

—>
centricità e di una conica, si può co­
struire per punti la conica, conducendo 
tante parallele alla cl (in modo che rie­
scano secanti) e segando ciascuna di F l­
esse col cerchio di centro F  il cui

1 4raggio sta nel rapporto e alla distanza e~w 
della retta da d (5.° teor., § 7U).

È opportuno tener presento un' altra costruzione della 
conica che si desume come caso particolare di una costru­
zione data nel § 63. Se infatti si determina il vertice zi della 
conica (dividente il segmento perpendicolare alla diret­
trice pel fuoco secondo il rapporto e), si conosce un punto 
della conica, l’involuzione subordinata da essa nel fascio 
Che lia come centro il fuoco, e la polare del fuoco (un 
punto reale c due punti immaginarli colle rispettive tan­
genti).

La costruzione della conica si effettua quindi per punti 
nel seguente modo:

Si determini anzitutto il punto Al coniugato armonico 
di A rispetto ad F  e all'intersezione di FA  con d ; e si
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proiettino da A, A ’ le coppie di punti coniugati su cl (interse­
zioni dirette perpendicolari per F); 
questi raggi proiettanti s’ incon­
trano in punti della conica.

Si osservi il caso particolare 
della parabola.

Una costruzione per tangenti 
della cònica individuata dai me­

desimi dati, si ottiene semplicemente nel seguente modo 
(cfr. § 77):

Si conducano le perpendicolari a, a' alla AA' in A,A'
(vertici della conica), e si congiun­
gano i punti P, P' di esse il cui 
segmento è visto dal fuoco F  se­
condo un angolo retto.

La costruzione vale anche pel 
caso della parabola colla modifi­
cazione dovuta all’ essere A' un 
punto improprio.

Dato un fuoco F  e due tangenti a, b coi relativi punti 
di contatto A, B, la conica può costruirsi per tangenti, con­
giungendo i punti a, b il cui segmento è visto da F  sotto

1’ angolo —  AB F (2° teor., § 78), ecc.

O s s e r v a z io n e .  — Dato il fuoco F  e la direttrice d di una 
Y  parabola si possono determinare facil­

mente le intersezioni di essa con una 
retta r pel fuoco. Invero, si determinino

_____  le bisettrici degli angoli di r coll’ asse,
e per i punti d’ intersezione di queste 
con d si conducano le perpendicolari 
a d\ esse incontreranno r  nei punt 

cercati (cfr. il 5.° e 6.° teorema del precedente §).
Se di una conica sono dati i due fuochi ed una tan­

gente (non passante per uno di essi), oppure un fuoco e tre
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tangenti si possono usare le costruzioni che risultano come 
casi particolari dal § 63 (coniche individuate da 5 tangenti 
di cui una coppia o due coppie sono immaginarie). La­
sciamo svolgere tali costruzioni come esercizio.

Se si suppone, nel 2.° caso, che una delle tre tangenti 
(reali) assegnate, sia la retta impropria, si ottiene una co­
struzione della parabola individuata per mezzo del fuoco e 
di due tangenti (proprie).

È notevole in particolare la seguente costruzione ele­
mentare della parabola per tangenti, noto il fuoco F  ed il 
vertice V, quindi la tangente t in V, 
normale all’ asse VF.

Per i punti H  di t si conducano le 
perpendicolari ai raggi FH\ si avranno 
così tante tangenti della parabola (§ 77).

Se dunque si vogliono condurre le 
tangenti alla parabola per un punto 
esterno P, esse potranno costruirsi, de­
terminandone le intersezioni con t, che sono i punti comuni 
a t ed al cerchio di diametro PF.

O s s e r v a z io n e .  — Le coniche a centro, di un piano, che 
hanno i medesimi fuochi diconsi omofocali. Esse costitui­
scono una schiera di coniche aventi 4 tangenti base imma­
ginarie (§ 65), cioè le due coppie di tangenti immaginarie 
condotte dai punti ciclici del piano.

Vi è nella schiera una conica tangente ad una retta data 
(non passante per uno dei fuochi); e vi sono due coniche 
per un punto aventi in esso come tangenti le bisettrici degli 
angoli formati dai raggi focali. Una di queste è un’ellisse e 
1’ altra un’ iperbole (colle tangenti) perpendicolari.

Tutte le parabole con lo stesso fuoco e lo stesso asse 
compongono pure una schiera di parabole omofocali, aventi 
comuni due tangenti immaginarie coniugate pei punti ci­
clici (intersecantisi nel fuoco), la tangente impropria e il 
relativo punto di contatto.

21
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Vi è nella schiera una parabola tangente ad una retta 
(propria) non passante pel vertice; e vi sono due parabole 
omofocali passanti per un punito e perpendicolari fra loro.

Le relative costruzioni sonò state precedentemente in­
dicate.



CAPITOLO XIII.

' Le proprietà metriche dei coni quadrioi.

§ 81. G-li assi dei coni quadrici. — Le proprietà gra­
fiche dei coni quadrici si ottengono subito, per dualità o 
per proiezione, da quelle delle coniche, e si possono qui ri­
guardare come note. Il cono quadrico ò definito come fon­
damentale per una polarità non uniforme della stella. Esso 
può riguardarsi come cono-luogo di rette, o come cono-in­
viluppo di piani ed ammette corrispondentemente due ge­
nerazioni con fasci proiettivi di piani o di raggi (non pro­
spettivi), ecc.

Abbiamo già avvertito (§ 56) che il cono quadrico può 
riguardarsi come una super’fid e  di punti, correlativamente 
alla concezione di Una conica come insieme di piani tangenti.

Sotto questo aspetto si presentano alcune proprietà, di 
cui non abbiamo avuto occasione di notare le correlative, 
perchè nello studio delle coniche siamo rimasti nel piano.

Dato un cono ed un punto A, diverso dal suo vertice O, 
si dirà piano polare del punto A, il piano polare del raggio 
OA nella stella 0.

I piani polari dei punti di una retta a  non passante per O, 
formano un fascio il cui asse a' passa per 0; a' dicesi la 
r e tta  p o la re  d i  a.. Il piano Oa è il piano polare di a ’. Quindi 
la a' contiene i poli di a  rispetto alle coniche sezioni coi 
piani per essa.

Se a passa pel vertice 0, la sua polare riesce indetermi-
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nata, perché tutti i punti di a hanno lo stesso piano polare 
rispetto al cono ; ogni retta di questo piano può riguardarsi 
come polare di

Due punti dello spazio si dicono coniugati rispetto al 
cono, se il piano polare dell’ uno passa per F altro.

Due punti coniugati rispetto ad una conica, sezione piana- 
dei cono, sono anche coniugati rispetto al cono.

Sopra una retta a, non passante pel vertice del cono, si 
ha una involuzione di punti coniugati rispetto al cono; 
questa è anche F involuzione di punti coniugati determinata 
sulla retta a da una conica qualsiasi, sezione del cono con 
un piano per «.

Dopo ciò passiamo a guardare i coni quadrici sotto 
F aspetto metrico, e cominciamo perciò a distinguere i coni 
propriamente detti, col vertice proprio, dai cilindri, che 
hanno il vertice improprio.

Riferiamoci dapprima ai coni, escludendo per ora i ci­
lindri dalle successive considerazioni.

Abbiamo notato che i poli d’ una retta, non passante pel 
vertice d’ un cono quadrico, rispetto alle coniche segate dai 
piani per la retta, sono sulla polare di questa; dunque si 
ha in particolare:

Una retta pel vertice dy un cono quadrico, contiene tutti 
i centri delle coniche, sezioni dei piani paralleli al piano 
polare della retta.

Una retta pel vertice d’ un cono, che sia perpendicolare 
al proprio piano polare, dicesi un asse del cono.

Un asse di un cono quadrico contiene i centri di tutte 
le coniche sezioni coi piani perpendicolari ad esso.

Quindi :
Gli assi di un cono quadrico sono assi di simmetria di 

esso ; cioè insieme ad un punto del cono sta sul cono anche 
il suo simmetrico rispetto ad un asse.

Gli assi di un cono sono le rette pel vertice aventi lo 
stesso piano polare rispetto al cono e rispetto alla polarità
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ortogonale della stella (§ 54). Per comodità di ragionamento 
seghiamo la stella con un piano non passante pel vertice, 
e scegliamo come piano secante il piano all’ infinito ; la ri­
cerca degli assi del cono si riduce così alla ricerca dei 
punti del piano improprio, che hanno la stessa polare ri­
spetto alla conica K  sezione del cono e alla polarità asso­
luta 7u, che è una particolare polarità uniforme (§ 54).

Indicata con T  la polarità rispetto a K, i punti aventi la 
stessa polare in r, 7T, sono i punti uniti dell’omografia pro­
dotto Tk, ossia i punti uniti dell’ omografìa in cui si corri­
spondono i poli d’ una retta rispetto a n, T,

Si debbono distinguere due casi:
1. ° L’ omografia Tre è una omologia. Allora il centro 

d’ omologia P ha come polare in n, T, una retta, p , unita 
per 1’ omologia; e poiché p  non appartiene a P, essendo n 
uniforme, la p  sarà 1’ asse dell’ omologia. Su questo asse le 
polarità ir, 7" determinano la medesima involuzione di punti 
coniugati.

Ora, nel nostro caso, si avrà sull’ asse p  dell’ omologia 7 Vr, 
una involuzione di punti coniugati rispetto al cono, che 
coinciderà colla involuzione assoluta di ogni piano per la 
retta impropria p. Dunque le sezioni del cono coi piani pa­
ralleli contenenti p  (non passanti pel vertice), sono circoli 
(§ 59). I centri di questi circoli stanno sopra la polare di p, 
che passa per P  e quindi è un asse del cono, ortogonale ai 
piani secanti. In conseguenza il cono si può considerare 
come un cono di rotazione attorno a questo asse (§ 56).

2. ° L’ omografia Ttz non è un’ omologia. Vi è sempre 
almeno un punto unito di essa, P, avente la stessa polare p  
rispetto a ir, T. Su p  le due involuzioni di punti coniugati 
rispetto a tt, T, non coincidono ; ma una almeno di queste 
involuzioni (quella rispetto a ir) è ellitica; quindi (§ 37) esse 
hanno una coppia comune RS. I punti P, R , S  sono i punti 
uniti dell’ omografia Tk, vertici d’un triangolo coniugato, 
comune alle due polarità n, T. Proiettando P, R , S, dal ver-
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tice del cono, si hanno dunque tr e  assi, a due a due orto­
gonali. Si conclude:

U n cono q u a d r ic o  h a  tre a s s i , a  d u e  a  d u e  o r to g o n a li, 
o p p u re  è u n  cono d i  r o ta z io n e , e d  in  q u e s t’ u ltim o  caso  
p o ss ie d e  i n f i n i t i  a s s i  c o s ti tu e n ti  u n  fa s c io  e la  p e r p e n d i ­
c o la re  a d  esso.

Escluso il caso del cono di rotazione, consideriamo i tre 
assi a , b , c d’ un cono quadrico. Poiché essi sono gli spigoli 
d' un triedro coniugato, uno di essi, p. e. a , sarà interno al 
cono, e gli altri due esterni (§ 57); il primo verrà denomi­
nato a sse  p r in c ip a le .

Le sezioni piane ortogonali all’ asse principale a  sono 
ellissi tutte simili fra loro (perchè appartengono a piani 
prospettivi paralleli); i loro assi sono paralleli ai due assi 
b , c del cono. Le sezioni piane ortogonali ad un asse non 
principale, sono iperbole coll’ asse trasverso parallelo al- 
l’asse principale del cono, eco.

I tre piani ortogonali determinati dagli assi a due a due 
sono p i a n i  d i  s im m e tr ia  del cono quadrico, cioè insieme 
ad un punto appartiene al cono anche il suo simmetrico ri­
spetto a ciascuno dei piani nominati.

O s s e r v a z io n e .  — Guardando soltanto al contenuto gra­
fico delle considerazioni precedenti, esse appariscono dirette 
a trattare un caso del problema seguente:

« Date, in un piano, due polarità, determinare i punti del 
piano che hanno la stessa polare rispetto ad esse ».

Questo problema (ove non riesca indeterminato) è del 
3° grado. Si possono discutere, per esercizio, i vari casi cui 
esso dà luogo, supponendo ambedue le polarità uniformi o 
ambedue dotate di conica fondamentale; quest’ultima ipo­
tesi conduce ad un’analisi piu minuta.

§ 82. Sezioni circolari e rette focali del cono qua­
drico. — Cerchiamo in generale se fra le sezioni piane (pro­
prie) d' un cono quadrico vi sieno dei circoli.
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Anzitutto si vede che, se un piano sega un cono secondo 
un circolo, lo stesso avviene di ogni piano parallelo, giac­
che la proprietà caratteristica perchè un piano seghi un 
•cono secondo un circolo, è che l’involuzione di punti co­
niugati sulla retta all’ infinito del piano sia l’involuzione 
assoluta (in cui si corrispondono le dirèzioni ortogonali ap­
partenenti alla giacitura). Si tratta dunque di trovare le rette 
all’ infinito, sopra le quali si ha come involuzione di punti 
coniugati rispetto al cono, l’ involuzione assoluta.

In altre parole si tratta di trovare, nel piano all’ infinito, 
le rette sopra le quali la conica K  sezione del cono, e la 
polarità assoluta ir, subordinano la medesima involuzione 
di punti coniugati.

Indichiamo ancora con T  la polarità rispetto alla co­
nica K  (nel piano all’ infinito).

Se l’omografìa prodotto Tu è un’ omologia ( cioè se il 
cono è di rotazione), 1' asse p  dell’ omologia è appunto, come 
si è notato, una retta sostegno della stessa involuzione di 
punti coniugati in ir e in T. Dico che, in tal caso, non vi 
sono altre rette dotate di questa proprietà. Infatti, si consi­
deri un punto qualunque A del piano, 
fuori di P, p', esso ha due polari di­
stinte rispetto a ir, T, le quali s’ incon­
trano in u n  punto coniugato di A ;  ma 
queste due polari si corrispondono nel- 
1’ omologia T k  e però s’ incontrano 
su  p. Ora, data una retta a, i punti (diversi dal punto P  e 
dal punto p a )  che sono coniugati ai punti di essa contem- 
.poraneamente rispetto a ir, T, sono su p, e quindi non pos­
sono stare su a, se non è a =  p.

Si escluda il caso in cui la T n  sia un’omologia. Essa, 
ha allora (come sappiamo) tre punti uniti A, B, C, che sono 
i punti all’ infinito degli assi del cono.

I lati del triangolo A B C  non sono sostegno d’una stessa 
involuzione in ir, T.
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Ogni punto diverso da A, B, C ha due polari distinte ri­
spetto a tt, T, e perciò vi è un punto coniugato ad esso in 

p  p/ ambedue le polarità. Si consideri una
qualsiasi retta p  diversa dai lati del 
triangolo ABC. Essa ha due poli P, P \ 

? distinti, nelle due polarità. Ogni punto
di p  (diverso da A, B , C) ammette come punto coniugato 
in at, T , Pintersezione delle due polari; queste polari, va­
riando il punto su p, descrivono due fasci proiettivi coi 
centri P, F .

I detti fasci sono prospettivi, se la retta PF  ha lo stesso 
polo rispetto a tt, 7"; questo polo è allora su p, ed è uno 
dei punti A, B, C. Escluso tale caso, i detti fasci non sono 
prospettivi, quindi generano una conica, che ò il luogo dei 
punti coniugati dei punti di p, tanto in tt che in T.

Dunque, data una retta jj, diversa dai lati del triangolo 
ABC, i punti coniugati dei punti di p , tanto in n che in Ty 
costituiscono una conica o una coppia di rette, che diremo 
luogo corrispondente a p. Avviene il 1° di questi casi o il 2°r 
sccondochè p  non passa per A , B , C, o all' opposto passa 
per uno di questi tre punti. Se p deve essere sostegno della 
stessa involuzione di punti coniugati in tt, 7t, essa deve far 
parte del luogo corrispondente, e perciò deve passare per 
uno dei punti A , B , C.

Si consideri ora una qualsiasi retta p  pel punto A, di­
versa dalle AB , AC, e sia P  il punto 
in essa incontra la BC. Il punto P  ha 
rispettivamente in n, T, due punti co­
niugati Pl9 P2, che sono i poli di p  ri­
spetto a .

Il luogo corrispondente a p  è allora 
costituito dalla retta BC =  P, P2, po­

lare dal punto A, e dall’ asse di prospettività p' dei due 
fasci Pl7 P2ì descritti dalle polari (rispettivamente in tu, T)
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dei punti di p  (diversi da À). La retta / /  passa per A , giae 
chè P, A, sono due punti coniugati tanto in n che in T.

Variando p  per A , varia p r passando sempre per A; alla 
retta AB  viene a corrispondere la AC (polare di B), e vi­
ceversa.

Ora consideriamo la corrispondenza (non identica) cosi 
ottenuta tra le rette p , p \  nel fascio A , e dimostriamo che 
essa è proiettiva. Siccome il legame che definisce la rela­
zione tra p 9 p \  è reciproco, così resterà dimostrato che le 
coppie p  p'y si corrispondono in una involuzione del fascio.

Per fare la dimostrazione accennata, prendiamo una retta 
r per B , diversa da BA, BC, e costruiamo la retta r', luogo 
dei punti che sono coniugati dei 
punti di r, così nella polarità n 
come nella T. Due rette/?, //, cor­
rispondenti nel fascio A , segano 
rispettivamente le r, f  , in punti 
coniugati; ma siccome la corri­
spondenza tra le coppie di punti coniugati su r, r' è una 
proiettività (§ 60), anche la corrispondenza intercedente fra 
le coppie di rette p , p\ pel punto A , sarà una proiettività, e 
quindi una involuzione, c. cL cl.

Relativamente ai fasci B e C, si possono istituire ana­
loghe considerazioni. Si avranno così, nei fasci A, B, C, tre 
involuzioni / a , /b, le .

I lati del triangolo ABC, per ciascun vertice, costitui­
scono una coppia della involuzione. L’involuzione stessa 
sarà quindi ellittica o iperbolica, secondochè due rette co­
niugate in essa separeranno o no i lati- del triangolo ABC, 
passanti pel loro punto comune.

In base a tale osservazione vediamo cosa possa dirsi in­
torno al senso di queste involuzioni.

Riferiamoci per ciò a quelle considerazioni sui triangoli, 
che abbiamo introdotte nel § 53.

Sia P un punto del piano, fuori dei lati del triangolo ABC,
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appartenente quindi ad una delle quattro regioni triango­
lari del piano definite dal triangolo ABC ; e si designi con 
P  il punto coniugato ad esso rispetto ir, T  (intersezione 
delle due polari di P). Il punto P  cadrà fuori della regione

triangolare P . ABC, poiché la polare 
p? di P  rispetto a ir è certo esterna ad 

essa regione, essendo la 7r una po­
larità uniforme;

Ora i punti P, P , vengono pro- 
™ tati dai punti A, B, C, secondo cop­

pie di rette, coniugate rispettivamente nelle involuzioni 
I \ , /b , l e . Ma, di queste coppie, due separeranno i lati del 
triangolo ABC passanti pel loro punto comune, ed una no : 
in conseguenza, delle tre involuzioni I \ , In, le , una sarà 
iperbolica e due saranno ellittiche. Si deduce che esistono 
due rette del piano, passanti per uno dei vertici del trian­
golo ABC, (e precisamente per uno dei due vertici esterni 
a K  — § 69) che sono sostegno della stessa involuzione (el­
littica) di punti coniugati nelle polarità ir, T.

Ricordando il significato delle polarità -, T, che sono 
rispettivamente la polarità assoluta, e la polarità rispetto 
alla conica, sezione del cono col piano all’ infinito, si 
deduce :

Un cono quctdrico, che non sia un cono di rotazione, 
ammette due fasci impropri di piani d i sezione circolare; 
e può quindi riguardarsi sempre come un cono circolare 
obliquo (§ 56).

Un cono di rotazione ammette come sezioni piane cir­
colari soltanto quelle fa tte  coi piani ortogonali all’ asse d i 
rotazione.

In  un cono quadrico, che non sia di rotazione, i piani 
d i sezione circolare sono paralleli a due piani (ciclici) 
pussanti per un asse non principale.

Ciascun piano ciclico gode della proprietà caratteristica 
di contenere come involuzione di rette coniugate l ' involu-
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zione degli angoli retti. I piani ciclici d’ un cono qua- 
drico presentano dunque una analogia coi fuochi delle 
coniche.

Ma ai fuochi delle coniche fanno anche riscontro, per 
un cono quadrico, due rette pel vertice che diconsi rette 
focali. Una retta focale può definirsi come, l’asse di un 
fascio di piani nel quale l’ involuzione dei piani coniugati 
è quella degli angoli retti. Da questa definizione segue su­
bito che:

Segando un cono quadrico coi piani (non passanti pel 
vertice) ortogonali ad una, retta focale, si ottengono coni­
che che hanno un fuoco sulla nominata retta focale.

La determinazione delle rette focali di un cono quadrico 
costituisce un problema correlativo alla determinazione dei 
piani ciclici. Infatti le rette focali corrispondono ai punti del 
piano all’ infinito, che sono centri di fasci, nei quali P invo­
luzione delle rette coniugate rispetto alla conica C, sezione 
del cono, è anche l’involuzione delle rette coniugate rispetto 
alla polarità assoluta tu.

Possiamo dunque concludere che:
Un cono quadrico, non di rotazione, possiede due rette 

focali poste in uno dei piani di simmetria per V asse prin­
cipale.

Un cono di rotazione possiede una sola retta focale, 
che è V asse di rotazione.

O s s e r v a z io n e .  — Guardando il loro contenuto grafico, 
le considerazioni che ci hanno condotto alla determinazione 
delle sezioni circolari di un cono quadrico, o correlativa- 
mente a quella delle rette focali, appariscono relative al 
problema generale seguente:

« Date, in un piano, due polarità, determinare le rette, 
su cui viene subordinata la stessa involuzione di punti co­
niugati, o i fasci di raggi in cui si ha la stessa involuzione 
di rette coniugate ».

Od anche: Date, in un piano due coniche, reali-o imma-



gin arie, determinare i loro elementi comuni (reali o imma- 
ginarii).

Questo problema viene risoluto nel caso in cui una delle 
due polarità è uniforme e l’altra è dotata di conica fonda- 
mentale, cioè (riferendosi alla seconda forma dell’ enunciato) 
nel caso di una conica reale e di una conica immaginaria.. 
Sono interessanti gli altri due casi (di cui si può fare la di­
scussione per esercizio) ; soprattutto il caso in cui si abbiano 
due coniche fondamentali, reali, cui si è alluso in un’ osser­
vazione del § 76.

§ 83. Asse e rette focali del cilindro quadrico. —
I coni quadrici col vertice all’ infinito sono stati denominati 
cilindri (quadrici). Un cilindro è dunque il luogo delle rette 
parallele ad una data, condotte pei punti d’una conica.

Ogni piano non parallelo alle generatrici d’ un cilindro 
lo sega secondo una conica. Questa è una ellisse, una iper­
bole o una parabola, secondochè il piano all’ infinito è 
esterno, secante o tangente rispetto al cilindro; corrispon­
dentemente il cilindro dicesi : ellittico, iperbolico, parabolico.

Nella stella impropria col centro nel vertice (all’infinito) 
del cilindro, vi è una polarità rispetto a cui il cilindro è 
fondamentale. Il piano all’infinito ha come polare una retta 
che dicesi asse del cilindro. Questo asse è una retta pro­
pria pel cilindro ellittico ed iperbolico, impropria pel cilindro 
parabolico.

La conica sezione cT un cilindro, non parabolico, con 
un qualunque piano, che non sia parallelo alle generatrici, 
ha il centro sulV asse.

Tutte le sezioni piane di un cilindro parabolico sono 
parabole, il cui punto alV infinito è sulla generatrice al- 
V infinito (asse) del cilindro.

Infatti, la retta all’ infinito del piano secante è la polare 
del punto d’ intersezione del piano stesso coll’ asse, rispetto 
alla conica sezione.



Consideriamo i cilindri aventi asse proprio, cioè esclu­
diamo, per il momento, i cilindri parabolici.

Vi è una involuzione di piani coniugati per l’asse a del 
cilindro, la quale possiede una coppia (almeno) di piani co­
niugati ortogonali a, p. Segando il cilindro con un piano or­
togonale ad uno dei due piani a, jS, si ottiene una conica 
che ha come (diametri coniugati ortogonali ossia come) assi 
le intersezioni del piano con a, p. In conseguenza i due 
piani a, p sono piani di simmetria pel cilindro, cioè se un 
punto è sul cilindro, vi è anche il simmetrico del punto ri­
spetto ad a, p. Se tutti i piani per a sono ortogonali ai co­
niugati, le sezioni piane del cilindro ortogonali all’ asse sono 
circoli, ed il cilindro può quindi ritenersi generato dalla ro­
tazione d’uria sua generatrice attorno all’asse; allora esso 
dicesi cilindro di rotazione o cilindro circolare retto.

Concludiamo :
Un cilindro, non parabolico e non di rotazione, am­

mette due piani eli simmetria ortogonali per V asse, i  quali 
contengono gli assi eli tutte le coniche sezioni del cilindro 
coi piani perpendicolari. Il cilindro di rotazione ha tutti 
ì piani per V asse come piani di simmetria ed è caratte­
rizzato da questa proprietà.

È poi facile vedere che:
Un cilindro parabolico ammette un piano di simmetria 

jxtrallelo alle generatrici, contenente tutti gli assi delle 
parabole segate da piani ad esso ortogonali.

O s s e r v a z io n e .  — Il cilindro ammette inoltre come piani 
di simmetria quelli ortogonali alle generatrici.

Si osservi ancora che il cilindro ammette pure come assi 
di simmetria le rette che incontrano ortogonalmente 1’ asse 
e giacciono in uno dei due piani di simmetria pel medesimo. 
Tali rette costituiscono, in generale, due fasci impropri.

La determinazione delle rette focali del cilindro (le quali 
si definiscono come per il cono) è molto agevole.

Il cilindro, non parabolico e non di rotazione, ammette
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due l'ette focali parallele alV asse, che sono il luogo dei 
fuochi delle coniche, sezioni ortogonali del cilindro. Il ci­
lindro di rotazione ammette uri unica retta focale che è 
V asse.

Il cilindro parabolico possiede pure una sola retta fo ­
cale, luogo dei fuochi delle parabole sezioni ortogonali.

Pel cilindro il problema delle rette focali non ha più, 
come pel cono, lo stesso rapporto colla determinazione delle 
sezioni circolari.

§ 84. Sezioni circolari del cilindro. — È evidentemente 
impossibile segare con un piano un cilindro iperbolico o pa­
rabolico secondo un circolo. Occupiamoci di esaminare se 
possono invece ottenersi sezioni piane circolari del cilindro­
ellittico.

Anzitutto nel cilindro di rotazione, ed in esso soltanto, 
sono sezioni circolari quelle coi piani ortogonali all’asse. 
Non vi sono in esso altre sezioni piane circolari. Infatti, 
basta osservare che sopra ogni piano obliquo all’ asse del 
cilindro vi sono due punti del cilindro stesso, posti sopra 
una perpendicolare all’ asse, la cui distanza dall’ interse­
zione coll’ asse ( centro della conica sezione ) è minore di 
quella di ogni altro punto della conica sezione.

Consideriamo il cilindro ellittico, non di rotazione.
Il problema di segarlo secondo un circolo, consiste nel 

segare con un piano secondo l’ involuzione degli angoli retti, 
l’ involuzione dei piani coniugati per 1’ asse.

In primo luogo, dunque, il piano secante dovrà segare 
secondo un angolo retto il diedro retto dei piani di simme­
tria a ,  J3, passanti per l’asse. Perche ciò avvenga il piano 
stesso deve contenere la direzione ortogonale ad uno dei 
due piani a, |3; infatti la sua retta all’infinito deve segare 
secondo due punti coniugati nella polarità assoluta le rette 
all’ infinito a, b dei piani a, j3, quindi (poiché a, 6 sono pure
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coniugate nella polarità assoluta) deve contenere uno dei 
due poli A, B delle rette a, b.

Si consideri il diedro di altri due piani coniugati per 
P asse del cilindro. Un piano passante per uno dei punti al- 

'l’ infinito A, B, e secante anche questo diedro secondo un 
angolo retto, sega P involuzione dei piani coniugati per 
P asse, secondo P involuzione degli angoli retti ; vale a dire 
è un piano di sezione circolare del cilindro; e lo stesso ac­
cade per ogni piano parallelo ad esso. Ora, si indichino con 
in, n , le rette all’infinito dei piani coniugati, costituenti il 
nominato diedro; allora i piani di sezione circolare sono 
quelli la cui retta all’ infinito passa per uno dei due punti 
A, B, e sega le rette ni, n in punti coniugati rispetto alla 
polarità assoluta.

Ma le rette m, n non sono coniugate nella polarità as­
soluta (essendo escluso il caso del cilindro di rotazione); 
per conseguenza se si fa corrispondere a ciascun punto di m 
il coniugato su n rispetto alla polarità assoluta, le ni, n 
risultano riferite proiettivamente (§ 60), e la proiettività tra 
ni, n non è una prospettività, perchè il punto comune ad 
esse non è coniugato di se stesso (essendo la polarità uni­
forme). Dunque le rette che segano in, n in punti coniu­
gati rispetto alla polarità asso­
luta, inviluppano una conica K  
di cui le in, n sono tangenti.
Indichiamo con O il vertice del 
cilindro che è comune alle rette 
m, n ; i punti di contatto M, N, 
di ni, n con K, sono i coniugati 
di 0  (rispettivamente su di esse) 
nella polarità assoluta, quindi stanno sulla retta AB  polare 
di 0 . E poiché le coppie di rette imi, ab si separano, es­
sendo ellittica P involuzione dei piani coniugati per P asse 
del cilindro (§ 37), anche le coppie di furiti AB, MN  do­
vranno pure separarsi. Segue che dei due punti A, B, l’uno
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è esterno, F altro interno alla conica K  (§ 69). Per quello 
esterno passano due tangenti a K , che sono le cercate rette 
alF infinito dei piani di sezione circolare del cilindro.

Si conclude :
Il cilindro ellittico, non di rotazione, ammette due fa - ' 

sci impropri eli sezioni piane circolari', contenenti ambe­
due la direzione perpendicolare ad uno dei due piani eli 
simmetria per V asse.

In altre parole il cilindro ( quadrino) ellittico può rite­
nersi in due modi come un cilindro circolare obliquo.

Il cilindro di rotazione ammette come piani di sezione 
circolare soltanto i piani ortogonali alV asse.

Osservazione. — Vogliansi le due sezioni piane circolari 
del cilindro ellittico, passanti per un dato punto dell' asse.

Si consideri F ellisse sezione del cilindro, con un piano 
ortogonale all’ asse, ellisse che ha il suo centro sull’ asse.
I detti piani di sezione circolare del cilindro passano per 
uno degli assi della nominata ellisse. Si osserverà che questo 
asse è precisamente F asse maggiore dell' ellisse stessa.



CAPITOLO XIV.

Proiettività tra forme di 3.a specie.

§ 85. Definizioni. — Allorché si concepisce lo spazio 
due volte, per esempio in momenti differenti, si parla di 
due spazi.

Due spazi si dicono omografici allorché sono riferiti in 
modo che ad ogni elemento, punto o piano, dell’ uno, cor­
risponda un elemento, rispettivamente punto o piano, nel- 
T altro, in guisa che ad un punto e ad un piano di uno 
spazio che si appartengono, corrispondano sempre, nell’altro 
spazio, un punto e un piano che si appartengono. Si dice 
omografia la corrispondenza fra i due spazi. Un esempio * 
si ha supponendo di effettuare un movimento dello spazio 
riguardato come rigido ; i punti e i piani dei due spazi, cor­
rispondenti alla posizione finale e alla posizione iniziale del 
movimento, risultano riferiti omograficamente.
. Una omografia tra due spazi si può riguardare anche 
come una corrispondenza biunivoca soltanto fra i punti di 
due spazi punteggiati, o soltanto fra i piani di due spazi 
di piani.

Sussiste allora la proprietà fondamentale che « mentre 
un punto si muove in un piano di uno dei due spazi, il 
corrispondente si muove nell’ altro spazio, giacendo sempre 
in un piano (omologo al primo) ». Questa proprietà si deve
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considerare come la proprietà caratteristica, che distingue 
1’ omografia dalle altre corrispondenze biunivoche (non omo- 
grafiche) che si potrebbero pensare fra due spazi ; corrispon­
denze nelle quali ai punti d’ un piano corrisponderebbero i 
punti d’ una superficie non piana.

È ovvio fare l’osservazione correlativa.
Duo spazi si dicono reciproci o correlativi, allorché 

sono riferiti in modo che ad un elemento, punto o piano 
dell’ uno, corrisponda un elemento, rispettivamente piano o 
punto, nell’altro; in guisa che a due elementi (punto e 
piano) di uno spazio che si appartengono, corrispondano 
sempre, nell’ altro, due elementi (piano e punto) che si ap­
partengono. La corrispondenza intercedente fra due spazi 
reciproci dicesi reciprocità o correlazione.

La reciprocità si può anche riguardare come una corri­
spondenza biunivoca tra i punti di uno spazio punteggiato 
e i piani d’uno spazio di piani, dove ai punti di un piano 
(del primo spazio) corrispondono sempre i piani per un 
punto (del secondo).

Si abbracciano 1’ omografia e la reciprocità tra due spazi, 
sotto il nome comprensivo di proiettività tra due forme di 
3a specie.

Si può dire che:
Bue forme di specie sono proiettive, allorché sono 

riferite in modo che agli elementi di una form a eli 2a 
specie nelV una corrispondano sempre gli elementi di una 
form a di 2a specie nelV altra.

Due forme di 3a specie proiettive ad una terza sono pro­
iettive fra loro.

Due forme di 3a specie ambedue omografiche o ambedue 
reciproche ad una terza, sono omografiche.

Due forme di 3a specie, di cui 1’ una è omografica e V al­
tra è reciproca ad una terza, sono reciproche.

Queste proposizioni si possono raccogliere nell’ enunciato 
(cfr. §§ 16, 21):
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II prodotto di due proiettività tra form e di Sa spicele è 
una proiettività; e precisamente iu ï omografia o una reci­
procità secondochè le proiettività componenti sono della 
stessa natura o di natura diversa.

Osservazione. — Si confronti questo § col § 43.

§ 86. Teorema fondamentale. — Sieno 2, 2' due spazi 
omografici. Sia a una retta dello spazio 2. Conduciamo per a 
due piani a, p ; e sieno a', jB', i loro omologhi in 2\ Ai punti 
della retta a corrispondono in 2' punti appartenenti ad a' e 
a JB', cioè punti della retta a' =  o! jB'.

Si lia dunque che:
Nell1 omografia tra due spazi, ai punti di una retta in 

uno spazio corrispondono sempre punti d1 una retta (omo­
loga) nell1 altro.

E correlativamente: Nell1 omografia tra due spazi, ai 
piani dell1 uno passanti per una retta, corrispondono sem- 
pre i piani per una retta (omologa) nell1 altro.

Viceversa si ha:
Se tra i punti di due Se tra i piani di due

spazi intercede una corri- spazi intercede una corri­
spondenza biunivoca, in cui spondenza biunivoca, in cui 
ai punti d1 una retta del- ai piani d1 una retta del-
V uno corrispondono sempre, V uno corrispondono sempre, 
nell1 altro, i punti d 1 una nell1 altro, piani per una 
retta, la corrispondenza è retta, la corrispondenza è
una omografia. un1 omografia.

Dimostriamo V enunciato di sinistra.
Per dimostrarlo bisogna far vedere che ai punti di un 

piano a appartenente ad uno dei due spazi, corrispondono 
sempre i punti di un piano nell’ altro (confronta il § pre­
cedente).

Si indichino con 2, 2' i due spazi. Sia a un piano, p. es. 
di 2, e si scelgano in esso una retta a ed un punto A  fuori 
di a. Ad a, A  corrispondono in S' rispettivamente una retta a
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ed un punto A' che non si appartengono (se A ' fosse su a', 
anche il suo omologo A in 12 sarebbe su a). Ora ai punti 
di una retta b, giacente nel piano a  e passante per A ,  cor­
rispondono i punti di una retta U per A' in 2 '; e siccome b 
incontra a, bf incontrerà a' (nel punto omologo di ab). 
Segue che b’ giacerà nel piano a' == A' a', proiettante a ' da 
A e siccome b è una qualsiasi retta per A  in a, segue 
che a tutti i punti del piano a  corrispondono punti del piano 
o! in 2', c. d. d.

Ripetendo i ragionamenti precedenti collo scambiare in 
uno (solo) dei due spazi 2, 2', i punti ed i piani, si ottiene :

Data una reciprocità tra due spazi, ai punti d’ una 
retta dell9 uno corrispondono nell9 altro, i piani passanti 
per una retta (omologa).

Se tra i punti e i piani di due spazi intercede una 
corrispondenza biunivoca, in cui ai punti dy una retta 
dell uno corrispondono sempre, nell'altro, i piani peritila  
retta, la corrispondenza è una reciprocità.

Ossia, riassumendo :
La proiettioità tra: due forme di -D specie è una cor­

rispondenza biunivoca, che gode della proprietà caratte­
ristica di fa r  corrispondere agli elementi di una form a  
di D specie dell' una, gli elementi di uria form a di D 
specie (omologa) dell' altra.

Tornando alla considerazione di due spazi omografici 
2, 2', facciamo ora la seguente osservazione : Se a, a! sono 
due piani corrispondenti rispettivamente in 2, 2 '; tra i punti 
di essi intercede una corrispondenza biunivoca in cui ai 
punti d’ una retta corrispondono i punti d’ una retta, vale a 
dire un'omografìa.

Due rette omologhe a, a\ rispettivamente in 2, 2', pos­
sono considerarsi come appartenenti a due piani corrispon­
denti omografici; dunque (§ 44) esse sono proiettive.

Si ha così T enunciato ( cui uniamo a destra il corre­
lativo):



Nell’ omografia tra due speui

due piarli omologhi sono omo- due stelle. omologhe sono  
grafici ; due punteggiate omo- omografiche; due fasci eli 
toghe sono proiettive. piani omologhi t sono \ pro­

iettivi.
Inoltre sono proiettivi due fasci eli raggi omologhi, i 

quali si possono considerare come fasci omologhi di due 
piani omografici.

Scambiando per uno dei due spazi i punti coi piani, si 
ha analogamente :

Nella reciprocità tra due speui, un piano e linei stella 
omologhi sono reciproci; una punteggiata e Un fascio di 
piani, o due feisci eli reiggi omologhi sono proiettivi.

Ossia, riassumendo:
Se due form e di Sa specie sono proiettive, due forme 

eli 2a o di 1* specie, che si - corrispondono in esse, sono 
proiettive.

Questo teorema costituisce il teorema fondamentale della 
proiettività tra forme di 3a specie.

§ 87. Determinazione della proiettività tra forme di 
3a specie. — Gli sviluppi di questo § procedono parallela­
mente a quelli del § 45.

Noi vogliamo esaminare la questione relativa al modo 
di porre Tomografìa (e la correlazione) tra due spazi 2, 2'.

Svolgiamo perciò le seguenti osservazioni analoghe a 
quelle relative alT omografia piana, accompagnandole (a de­
stra) colle osservazioni correlative riferentesi ad una figura 
meglio rappresentabile.

Sieno A, B due, punti di 2 Sieno a, j3, due piani di 2; 
e A!t B' due punti di 2'. Sieno a', due piani di 2'. Sieno 
a , et, rispett. le rette deter- a, et, rispettivamente le rette 
minate dalle coppie suddette : (di 2, 2 ') determinate dalle

a == AB , et =  A B .  dette coppie di piani (a =  «3,
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Poniamo che tra 2, E' in- a! s= a'j}'). Poniamo che tra 
terceda un’omografia tu in cui 2, 2', interceda una omogra- 
Â, A r, e fi, fi' si corrispon- fia t u  nella quale a, a', e |3, jS', 
dano. si corrispondano. In questa

In quest’omografia si cor- omografia le rette a, a! si 
rispondono pure le rette a, a' corrispondono ; e tra i piani

e tra le stelle A, A! inter­
cede un’ omografìa, subor­
dinata alla data, che si può 
chiamare t u a  ; analogamen­
te fra fi, fi' intercede un’ o- 
• mografia t u b  , subordinata a t u .

Alla retta a, corrisponde 
la a’ tanto in tua come in 
tub ; anzi tua c tub subordina­
no tra i fasci a ed a' la 
stessa proiettività 7ra. Osser­
vato ciò, la costruzione dei- 
fi omografia tu, supposta data 
tra 2, 2', si può ridurre alla 
costruzione delle omografie 
tua, tub.

Impariamo s u c c e s s iv a ­
mente a costruire fi elemento 
omologo in t u  :

a, a', intercede un’ omografia, 
subordinata alla data, che si 
può chiamare t u  « ; e analoga­
mente tra j3, p', intercede 
un’ omografìa tujs subordina­
ta a t u .

Alla retta a, corrisponde 
la a' tanto in tu* come in tû  ; 
anzi Tua e t u / 3  subordinano tra 
a ed a' la stessa proietti­
vità T u a .  Osservato ciò, la co­
struzione dell’ omografìa t u ,  

supposta data tra. 2, 2', si può 
ridurre alla costruzione delle 
omografie piane t u *  ,  t u / 3  .

Impariamo s u c c e ss iv a ­
mente a costruire fi elemento 
omologo in t u :
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1) di un punto di E non 
appartenente ad a ;

2) di un piano qualsiasi di 
E non passante per A, B ;

3) di un punto di E, appar­
tenente ad a.

1.) Sia dato in E un punto 
P  fuori di a; vediamo come 
si può costruire il suo omo­
logo Pf in E'.

Il punto P viene proiettato 
•da A, B secondo due rette 
.m, il, che giacciono in un pia­
no o contenente a. Le loro 
omologhe rispettive in tta , tcb , 
sono due rette m \ rì, che giac­
ciono nel piano o' per a\ cor­
rispondente ad o in 7ra. Il punto 
P' =  m! n ' è il corrispondente 
di P in 7z.

2) Sia dato in E un piano 
■p, non passante per A, B. 
Prendiamo in esso tre punti 
JP,, P2ì P:v fuori di a e non in 
linea retta; questi verranno 
proiettati da A  secondo i tre 
spigoli di un triedro.

. Costruiamo i punti P\, P '2, 
P'z che corrispondono a Pv P2, 
P:ì] essi non possono trovarsi 
in linea retta perchè sono 
proiettati da A  secondo i tre 
spigoli di un triedro; perciò 
si trovano in un piano p',

1) di un piano di S non 
passante per a ;

2 ) di un punto qualsiasi di 
E fuori di a ,  J3;

3 ) di un piano di E pas­
sante per a.

1 ) Sia dato in S un piano 
P  non passante per a ; ve­
diamo come si può costrui­
re il piano p' che gli corri­
sponde in E'.

Il piano p sega 'a, (3, se­
condo due rette m, n, che 
s’incontrano in un punto 0 
di a. Le loro omologhe rispet­
tivamente in Tra , tt/s sono due 
rette />?/, ri' che s’incontrano 
nel punto 0' di a\ corrispon­
dente ad 0  in 7ra. Il piano 
p' EEE ni' n' è il corrispondente 
di p in tt.

2 ) Sia dato in E un punto 
P fuori di a, JS. Conduciamo 
per esso tre piani p2, p3, 
non passanti per a, e non ap­
partenenti ad un fascio: questi 
segheranno a secondo i tre 
lati di un triangolo.

Costruiamo i piani p\, p'2, 
p'3, che corrispondono a p17 p2, 
P 3 ;  essi non possono apparte­
nere ad un fascio, perchè se­
gano a! secondo i tre lati di 
un triangolo. I detti piani 
hanno dunqué comune un
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che è il corrispondente di p 
in n.

3) Sia dato un punto T  
di 2 su a. Consideriamo un 
piano p passante per T, che 
non contenga a, e costruia­
mone l’omologo p' in 2'; il 
punto T  =  a' p' è l’omo­
logo di T.

Vediamo cosi che se tra 2, 
2' intercede una omografia in 
cui A, A! e B, B' si corrispon­
dono secondo le omografie 
«a, nn (subordinanti tra a, a' 
la stessa proiettività wa), que­
sta omografia è determinata 
dalle costruzioni precedenti.

Ora noi ci poniamo la se­
guente questione :

Sieno date negli spazii 2, 
2' le coppie di punti AB  e 
A 'E ) e tra le stelle 4̂̂ 4' e 
BE, rispettivamente due o- 
mografie tta , ttb facenti cor­
rispondere ugualmente alla 
retta a =  AB  la retta a' =  AIE , 
e subordinanti fra a, et! la me­
desima proiettività «a.

Esisterà sempre tra 2, 2' 
un’ omografia w, la quale fac­
cia corrispondere A, A' e B, E  
e subordini fra queste coppie 
di stelle le omografie asse­
gnate 7TA, «B?

punto P', clic è il corrispon­
dente di P  in 7t.

3) Sia dato un piano t  di 
2 per a. Prendiamo su t  un 
punto P, fuori di a, e co­
struiamone 1’ omologo P' in 
2'; il piano t '  =  a' P  è 1’ omo­
logo di T.

Vediamo cosi che, se tra 
2, 2' intercede una omogra­
fia in cui a, a! e /3, p  si cor­
rispondono secondo le omo­
grafie no. , ir,? ( subordinanti 
tra «, a' la stessa proietti­
vità ?ra) questa omografia è 
determinata dalle costruzioni 
precedenti.

Ora noi ci poniamo la se­
guente questione:

Sieno date negli spazi 2 ,2 ' 
le coppie di piani a|3 e a'p' ; e 
tra a, a! e ,2, p  rispettivamente 
due omografie tt-/ , tt(3 facenti 
ugualmente corrispondere al­
la retta a =  aj3 la a' ss a'p, 
e stabilenti tra a, a' la me­
desima proiettività subordi­
nata wa. Esisterà sempre tra 
2, 2' un’ omografia w, la quale 
faccia corrispondere «, a! e 
P, e subordini tra queste 
coppie di piani rispettiva­
mente le omografie asse­
gnate 7T« , Ttjì ?
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La risposta è affermativa.
Infatti possiamo porre tra 

2, 2' una omografìa soddisfa­
cente alle date condizioni, nel 
modo seguente :

1) Dato un punto P  di 2 
fuori di a, che sia proiettato 
da A, B secondo le rette ni, 
n, facciamogli corrispondere 
il punto P, determinato dalle 
rette tri, n' corrispondenti acl 
ni, n rispettivamente in tta, 
-rrirle quali s’ incontrano, gia­
cendo in un piano per a\

2) Dato un qualsiasi piano 
P, non passante per A, B , 
prendiamo in esso tre punti 
P{, P2, P:v fuori di a e non 
giacenti in linea retta, e co­
struiamo i punti Pi, P2\ P/ 
che ad essi corrispondono 
colla costruzione 1); questi 
punti determinano un piano 
p' che facciano corrisponde­
re a p. Il piano p' così ot­
tenuto viene a dipendere sol­
tanto da p e non dai punti 
ausiliarii P l5 P2, P3 scelti su p.

Invero considerando tutti 
i punti P  del piano p e pro­
iettandoli da A , B , si ha fra 
le due stelle una prospettività 
(sezione comune il piano p). 
Ponendo ora fra A, A' e B, B' 
rispettivamente le omografìe

La risposta è affermativa. 
Infatti noi possiamo porre 
tra 2, 2' una omografìa sod­
disfacente alle date condizioni, 
nel modo seguente:

1) Dato un piano p di 2 
non passante per a e segante 
a, |3 rispettivamente secondo 
le rette ni, n (vedi fìg. alla 
pagina 342), facciamogli cor­
rispondere il piano p deter­
minato dalle rette tri, ri, cor­
rispondenti ad m, n rispetti­
vamente in ora , <Kp, .

2. Dato un qualsiasi punto 
P di 2 fuori di a, J3, condu­
ciamo per P tre piani p1? p2, p3, 
non passanti per a e non for­
manti fascio, e costruiamo i 
piani p\, p \ ,  p'3, corrispondenti 
ad essi colla costruzione 1); 
questi piani si segano in un 
punto P’ che facciamo corri­
spondere a P.

Il punto P' così ottenuto 
viene a dipendere soltanto da 
P e non dai piani ausiliari 
Pi, p2, p3, condotti da P.

Invero, considerando tutti 
i piani p condotti per P, e se­
gando con essi a, (3, si ha tra 
a, j3 una prospettività (di cen­
tro P). Ponendo ora tra a, a, 
e j3, p, rispettivamente le o- 
mografìe tt*, r.p, nasce tra
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tua , tub nasce fra A' e B' 
un’omografia, nella quale tut­
ti i piani per a' (corrispon­
denti in tua , k b  ai medesimi 
piani per a) sono uniti; dun­
que (§ 46) quest’omografìa 
è una prospettività, vale a dire 
tutti i punti intersezioni delle 
coppie di rette m' n' omolo­
ghe di in ri (rispettivamente 
in tua, k b ) stanno in un me­
desimo piano p'.

Resta così provato che la 
costruzione 2) fa passare da 
un piano di 2, non contenen­
te A, B , ad un determinato 
piano di 2', e viceversa.

Tale costruzione, applicata 
ai piani per A  o per B con­
duce pure ai loro omologhi 
in tua , k b .

Si ottiene dunque fra i piani 
dei due spazi una corrispon­
denza biunivoca subordinante 
fra le stelle A, A' e B, B' le 
omografìe tua , tu* . Ed in que­
sta corrispondenza ( per la 
natura della costruzione), ai 
piani per un punto in 2 fuori 
di a, corrispondono sempre i 
piani per un punto fuori di a ' 
in 2', e viceversa.

Resta da far vedere che 
anche ai piani per un punto 
di «, in 2, corrispondono i

a ' ,  |S', una omografìa; ma in 
questa omografìa tutti i punti 
di a! (corrispondenti in t u * . , 
Tu/3 agli stessi punti di a) sono 
uniti, dunque (§ 46) l’omo­
grafìa stessa è una prospet­
tività; vale a dire tutti i piani 
P r contenenti le coppie m ’n' 
omologhe di mn (rispettiva­
mente in tu« , tt/3 ) passano per 
uno stesso punto P\

Resta così provato che la 
costruzione 2 fa passare da 
un punto di 2 fuori di a ,  (3 ad 
un determinato punto di 2' e 
viceversa.

Tale costruzione, applicata 
ai punti di a o di j3, conduce 
pure ai loro omologhi in t u *  , 
tt/3 . Si ottiene dunque fra i 
punti dei due spazi una cor­
rispondenza biunivoca subor­
dinante tra <*, ol e j3, JS', le omo­
grafìe t u *  , tu , 9  . Ed in questa 
corrispondenza (per la na­
tura della costruzione ), ai 
punti d’un piano in 2 non 
passante per a, corrispondono 
sempre i punti di un piano 
in 2' non passante per a\ e 
viceversa.

Resta da far vedere che 
anche ai punti di un piano 
passante per a in 2, corri-
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piani per un punto di a' in 2'. 
Per ciò basta osservare die 
a due piani qualunque di 2 
la cui intersezione non sia 
incidente ad a, corrispondono 
sempre in 2' due piani la cui 
intersezione non è incidente 
ad a e viceversa; quindi a 
due piani di 2 aventi comune 
un punto di a debbono cor­
rispondere in 2' due piani 
aventi comune un punto di a' 
(e viceversa).

Dunque la corrispondenza 
posta tra 2, 2' è un' omo­
grafìa.

L’unicità di tale omogra­
fìa (in cui A , A' e B , E  si 
corrispondono rispettivamen­
te in tta , ttb ) è già stata pro­
vata precedentemente.

Dunque si ha il teorema:
Fra due spazi 2, 2' esiste 

un’ omografia determinata, 
in cui a due stelle A, B del- 
Tuno (2 ) corrispondono ri­
spettivamente due stelle A', 
B' délV nitro fili), per modo 
che fra  A, A' e B, B' inter­
cedono rispettivamente due 
omografie assegnate, subor­
dinanti la stessa proietti- 
vita tra i fasci di piani di 
assi AB, A'B'.

. Di questo teorema si può

spondono i punti di un piano 
per a\ in 2', e viceversa. Per 
ciò basta osservare che, a due 
punti qualunque di 2 non 
posti in un piano per a, cor­
rispondono sempfe in 2' due 
punti non giacenti in un piano 
per a\ e viceversa; quindi a 
due punti qualsiansi di 2, 
posti in un piano per a, deb­
bono corrispondere due punti 
di 2 ' in un piano per a' ( e vi­
ceversa).

Dunque la corrispondenza 
biunivoca posta tra 2, 2', è 
un’ omografia.

Che tale omografia (in cui 
a, a' e fa fa si corrispondono 
rispettivamente in , tt/s ) 
sia unica, è già stato provato 
precedentemente. Dunque si 
ha il teorema:

Fra due spazi 2, 2' esiste 
uri omografia determinata, 
in cui a due piani a, |3 del- 
V uno (2) corrispondono ri­
spettivamente due piani a', fa 
dell9 altro (2'), in modo che 
tra a, a' e fa fa intercédano 
rispettivamente due omogra­
fie piane assegnate, subordi­
nanti la stessa proiettività 
fra  le rette afa afa.

enunciare V analogo relativo
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alla determinazione di una correlazione tra gii spazi 2, 2', 
facendo corrispondere a due piani a, |3 di 2, due stelle reci­
proche A, B in 2', in modo che tra la punteggiata «(3 ed il 
fascio di piani AB  venga ad intercedere la stessa proiettività.

Dal teorema innanzi enunciato discende un altro modo 
di determinazione della omografia (o della correlazione) fra 
due spazi.

Si abbiano, in uno spazio 2, 5 punti A, B, C, D, E, di 
... . a  cui 4 qualunque non giacciano

in un piano, o, come si dice 
più brevemente, 5 punti indi- 
pendenti; similmente si ab- 

B biano 5 punti indipendenti^!',B',
C", D', E', in un altro spazio 2'.

Chiamiamo lq, È, le proie­
zioni di E  fatte da D, A, rispetti­
vamente sui piani ABC, BCD; 
analogamente E\, E',, le pro­
iezioni di E' rispettivamente da 
D\ Al su ABC ', B'C'D'.

Stante P indipendenza dei 
punti A, B, C, D, E, e quella 

C di .1', B\ C\ D\ E', le quaterne
di punti ABCEV BCDE„, A'B'C'E\ , B'C'D'E',, non possiedono 
terne di punti in linea retta.

Il punto E  viene proiettato dalla retta AD sulla BC nel 
punto 2?„, che è ugualmente la proiezione (su BC) di E\ . 
da A, e di Et da D. Così il punto E' viene proiettato dalla 
retta A'D', sulla B'&, nel punto E'V:, che è ugualmente la 
proiezione (su B'C) di E \  da A', e di E \  da JD'.

Dopo le precedenti osservazioni è facile vedere che 
esiste tra 2, 2' una omografia, che potremo indicare con

( A., f ,  C', facente corrispondere A, A'; B, B'; C, C;V4 Bt C D h ]
D, D'; E, E'.

C
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Invero si ponga tra i piani ABC, A'B’C' V omografia
(A B C E A  
\A 'B  C' B 'J determinata dalle due quaderne di punti ABCEV

A' B' C E \ ; similmente si ponga tra i piani BC D, B  C D'

(
B C D E  \
B  C B  E ’ )' ^ ueste due omografìe subordi-

(
B C E  \B> ç, j?,1] tra le rette BC,

ECf, onde (pel teorema precedente a destra) esiste tra S, E' 
una omografia determinata elle fa corrispondere le coppie 
di piani ABC, A'B'C  e BCD, EC'D\ e che subordina tra 
di essi le omografie nominate. Tale omografìa tra E, E' fa 
appunto corrispondere A , A ’; B , E ; C, C) D, Df; E , E'. Vi­
ceversa una omografìa tra E, E', che faccia corrispondere 
queste 5 coppie di punti fa anche corrispondere (alla retta 
ED la E ’D' e però) ad E x, E \, e così ad E2, E \\  quindi essa 
non può differire dall’ omografìa assegnata innanzi. Si può 
svolgere ugualmente la dimostrazione considerando le stelle 
A, B e A \ B ' e osservando come tra A, A' e B, E  vengano 
determinate due omografìe, nelle condizioni del precedente 
teorema a sinistra.

Si conclude il teorema :
Tra due spazi, esiste una determinata omografia, in cui 

a 5 punti indipendenti deW uno corrispondono ordinata 
mente 5 punti indipendenti delT altro.

Correlativamente (se si dicono indipendenti 5 piani di 
cui 4 qualunque non appartengano ad una stella);

Tra due spazi, esiste una determinata omografia,r in 
cui a 5 piani indipendenti delV uno corrispondono ordi­
natamente 5 piani indipendenti deW altro.

Similmente, facendo lo scambio dei punti coi piani nei ra­
gionamenti che si riferiscono ad uno (solo) dei due spazi, si ha: 

Tra due spazi, esiste una determinata correlazione, in  
cui a 5 punti indipendenti deir uno corrispondono ordi­
natamente 5 piani indipendenti dell altro.
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Ossia, riassumendo :
Tra due form e di 3.* specie, esiste una determinata 

proiettiviià, in cui a 5 elementi indipendenti dell9 una 
corrispondono ordinatamente 5 elementi indipendenti del- 
V altra.

§ 88. Omologia. — Allorché si considera un’ omografìa 
tra due spazi 2, 2', e si tien conto del fatto che ciascun 
punto dello spazio può esser pensato come appartenente a 
S o a Ï ,  si viene a riguardare i due spazi come sovrap­
posti, e si può porre la questione di assegnare gli elementi 
uniti dell’ omografia, cioè gli elementi che coincidono coi 
loro corrispondenti. In luogo di parlare di « omografia tra 
spazi sovrapposti » si può anche parlare di « omografia 
dello spazio »,

Se in una omografia dello spazio vi sono 5 punti o 5 piani 
uniti indipendenti, 1’ omografia è identica, ossia fa corrispon­
dere ad ogni punto e ad ogni piano sé stesso.

È questo un corollario immediato del teorema del § pre­
cedente, giacché la corrispondenza dei detti 5 punti (o piani) 
a sé stessi, determina una omografia, e giacché la corri­
spondenza identica è appunto omografica.

Dunque, se in un’ omografia dello spazio, la quale non 
sia identica, vi sono 5 punti uniti, 4 almeno di essi giacciono 
in un piano (e correlativamente).

In un piano che contenga 4 punti uniti vi ò un’ omo­
grafia subordinata identica, se tre (almeno) di quei punti 
non sono in linea retta. Dunque se in una omografia non 
identica dello spazio vi sono 5 punti uniti, di cui 3 non in 
linea retta, vi è un piano tutto costituito di punti uniti 
( e di rette unite ). Correlativamente, se nell’ omografia vi 
sono 5 piani uniti, di cui 3 non passino per una retta, 
vi è una stella tutta costituita di piani uniti (e di rette 
unite).

Stabiliamo ora il teorema:
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Se in un’ omografia dello spazio vi è un piano di ele­
menti uniti, vi è anche una stella di elementi uniti, e vi­
ceversa.

Si abbia nello spazio un’ omografìa non identica, dotata 
di un piano a di punti uniti (e di rette unite).

Sieno AA', B B  due coppie qualunque di punti corrispon­
denti, che possiamo supporre non poste sopra una stessa 
retta. Le rette AB , A ’B  si corrispondono; ima la AB  in­
contra il piano a in un punto unito, quindi questo punto 
appartiene anche alla A 'B ; segue che le rette AB, A'B ', e 
perciò anche le AA \ BB' giacciono in un piano. Dunque le 
rette congiungenti le coppie di punti corrispondenti del- 
1’ omografìa, sono a due a due incidenti, e siccome ( eviden­
temente) esse non giacciono tutte in uno stesso piano, do­
vranno passare per uno stesso punto 0 (§ 8). Questo punto 
0  è unito, ed ogni retta OA per esso è unita, poiché ad A  
corrisponde un punto A' allineato con A , 0, in modo che 
la AAf passa per 0. similmente ogni piano j3 per 0  è unito, 
essendo unite tutte le rette (costituenti un fascio) passanti 
per 0  e giacenti in

Così è dimostrato il teorema. L’inverso si stabilisce cor­
relativamente.

La particolare omografia (non identica) dello spazio, in 
cui esiste un piano e (quindi anche) una stella di elementi 
uniti, dicesi omologia; il piano e il centro della stella di- 
consi rispettivamente piano d’omologia e centro d’ omo­
logia.

Il centro ed il piano di un’ omologia possono assumersi 
ad arbitrio e 1’ omologia risulta quindi determinata ove si 
dieno inoltre due punti corrispondenti, allineati col centro, 
ma distinti da esso e fuori del piano.

Nel caso particolare, in cui il centro ed il piano d’omo­
logia si appartengano, si ha la così detta omologia speciale.

Segue dalla definizione che:
In  una omologia dello spazio :
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1. due piani e due rette corrispondenti s’ incontrano 
sul piano cV omologia.

2. due punti corrispondenti sono allineati col centro 
d' omologia, e due rette corrispondenti giacciono in un 
piano passante pel centro.

In ogni piano (unito) pel centro si ha, come omografia 
subordinata, una omologia che ha come asse F intersezione 
del piano considerato col piano d’omologia, e come centro 
il centro d’ omologia.

Come corollario (cfr. § 47):
Se A A', BB' sono due coppie di punti omologhi eli una 

omologia dello spazio di centro P e piano tt; ed M, N sono 
le rispettive intersezioni delle rette AA', BB' con ir, si ha

P Al A A' P N B B\

e correlativamente.
* O s s e r v a z io n e .  — Il birapporto (PMAAr) ha dunque un 

valore costante (indipendente da .4, A') che dicesi Y invariante 
assoluto dell' omologia; lo stesso numero ammette anche la 
definizione correlativa. Esso è uguale ad 1 se P, M  coinci­
dono; ossia se P appartiene a n.

Se (PMAA') =  — 1, V omologia dicesi armonica, perchè 
in essa due punti corrispondenti qualsiasi separano sempre 
armonicamente il centro e F intersezione della loro congiun­
gente col piano d’ omologia.

L’ omologia armonica è involutoria, ossia in essa i punti 
corrispondenti si corrispondono in doppio modo.

L’omologia dello spazio presenta i seguenti casi partico­
lari metrici degni di nota.

1 ) Il centro d’ omologia P è improprio e il piano ir 
è proprio.

Si ha allora P omologia affine, nella quale a ciascun 
punto A  corrisponde un punto A \ posto sopra una retta AA 
di direzione assegnata, e tale che le distanze di A, A', da ir 
sono in un rapporto costante ( dato dall' invariante assoluto).
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In particolare F omologia affine può essere armonica, ecl 
allora essa è una simmetria obliqua od ortogonale rispetto 
al piano tt.

. 2) Il centro P  è proprio, ed il piano n è improprio.
Si ha allora una omotetia (di centro P), in cui due 

punti corrispondenti sono allineati con P, e sono tali chele 
loro distanze da P  stanno in un rapporto costante ( rapporto 
cV omotetia). Questo rapporto è uguale a quello di due qual- 
siansi segmenti finiti corrispondenti ( ed è dato dall’ inva­
riante assoluto).

In particolare si ha F omotetia armonica, ossia la sim­
metria rispetto al centro P.

3 ) Il centro P e il piano tt d’omologia sono ambedue 
impropri.

i:  omologia equivale allora ad una traslazione dello spazio 
nella direzione assegnata rial centro, e si può riguardare 
come un caso particolare dell’ omotetia, corrispondente al 
valore 1 del relativo rapporto.

§ 89. Omografìa assiale e biassiale. — Se in una omo­
grafia, non identica e non omologica, dello spazio, vi sono 
5 punti uniti, tre (almeno) 5 piani uniti, tre (almeno) di 
di essi sono sopra una retta essi passano per una retta 
la quale risulta tutta costi- che è F asse d’un fascio di 
tuita di punti uniti. piani uniti.

Sussiste il teorema:
Se in un1 omografia dello spazio vi è una retta di punti 

uniti, vi è anche {almeno) un fascio di piani uniti; e 
viceversa.

Si abbia un’omografia (non identica) dotata di una retta 
a di punti uniti.

.Se tutti i piani per a sono uniti, il teorema è già veri­
ficato. Se no, vi saranno per a due piani uniti al più. Si 
scelga .4 fuori di questi (eventuali) piani uniti per a. Sia 
A' l’omologo di A] A ” l’omologo di A \ Se ..A" è sulla retta

23
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A A , questa risulta unita; essa non sarà incidente ad a, al­
trimenti il piano Act sarebbe unito; tutti i piani per la retta 
unita AA' incontreranno a in un punto unito, e però sa­
ranno uniti. In caso opposto il piano A A A "  incontrerà a 
in un punto unito (il/), e perciò sarà unito (poiché al 
piano A A M  deve corrispondere lo stesso piano AA"M). 
Variando A , si potranno ottenere analogamente infiniti 
piani uniti, e perciò vi sarà un inscio (o una stella) di piani 
uniti, c. cL cl.

Il teorema inverso si dimostra correlativamente.
L’omografia dello spazio, non identica e non omologica, 

in cui esiste una retta a di punti uniti, e (quindi anche) 
una retta b asse d’un.fascio di piani uniti, dicesi omografia 
assiale. In essa a, b sono in generale rette sghembe; ma 
possono anche essere incidenti, o coincidere.

Se ( come a ) anche b è una retta di punti uniti, 1’ omo­
grafia dicesi biassiale. In questo caso b ed a sono rette 
sghembe o coincidenti, altrimenti il piano ba sarebbe tutto 
costituito di punti uniti e V omografia sarebbe un’ omo­
logia. Se a, b sono rette distinte (sghembe), l’omografia 
biassiale dicesi iperbolica; se a, b coincidono, essa dicesi 
parabolica, le rette a, b diconsi gli assi dell’ omografia 
biassiale.

Un piano passante per un asse d’ una omografia bias­
siale, è sempre unito ; in esso si ha, come omografia subor­
dinata, un’ omologia di asse a, il cui centro è l’ intersezione 
coll’ altro asse.

Nell’ omografia biassiale ogni punto, che non stia sopra 
uno degli assi, appartiene ad una retta unita; correlati­
vamente in ogni piano, non contenente un asse, vi è una 
retta unita .

Riferendoci alla prima parte dell’ enunciato, sia P  il punto 
in questione. Se 1’ omografia biassiale è iperbolica, vi è una 
retta per P  incidente ad «, 6, ia quale risulta unita. Questa 
retta è la sola retta unita per P, altrimenti P  (intersezione
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di due rette unite) sarebbe un punto unito. Se invece 
T omografia biassiale è parabolica, si consideri V omologia 
subordinata da essa nel piano (unito) P a ; la retta che 
unisce P al centro di questa omologia (su a), è una retta 
unita per P ; ancora la retta unita per P è unica, non es­
sendo P un punto unito.

Se P, P' sono due punti (distinti) corrispondenti in 
un’ omografia biassiale, la retta PP  è la retta unita per P. 
Se 1’ omografia' biassiale è iperbolica, la nominata retta in­
contra a, b in due punti distinti M, N.

Se Px, P\, sono altri due punti (distinti) corrispondenti, 
ed iVj, i punti (uniti) in cui la retta P1? P\ incontra a, b, 
dimostreremo che :

Si ha la relazione:

M N P P ' 7z Mx N, P1 P\.

Infatti, se uno dei due punti M, N  coincide rispettiva­
mente con uno dei punti Mj, N» p. es.: coincide con Mu 
i punti PP', P1P'i ,  giacciono in un piano unito per b, e 
sono due coppie di punti corrispondenti di una omologia 
di centro M  ed asse b, quindi sussiste le relazione prece­
dente (§ 47).

In caso opposto, si può considerare una retta (unita) 
ausiliaria M N X, e su questa due punti (distinti) corrispon­
denti P2, P \)  si avrà:

M N P P ' tt: M N y P2 P'2 n Mx N, P1 P\, c. cl. d.

* O s s e r v a z io n e .  — Il lurapporto (M NPP) ha dunque un 
valore costante (indipendente da P). Esso dicesi inva­
riante assoluto dell’ omografia biassiale. Esso è uguale ad 
1 se M ; N  coincidono, ossia se 1’ omografia biassiale è pa­
rabolica (caso limite).

Se (M NPP) =  — 1, due punti corrispondenti qualunque 
separano armonicamente le intersezioni della loro congiun­
gente cogli assi, e V omografia biassiale dicesi armonica.



Tale omografìa biassiale ò inaolutoria, ossia in essa gli ele­
menti corrispondenti si corrispondono in doppio modo.

Ci limiteremo a menzionare il seguente caso particolare 
metrico dell’ omografìa biassiale, degno di nota :

L’omografìa biassiale iperbolica abbia un asse b all’ in- 
iinito (in un piano) ortogonale all’asse proprio a. Allora 
due punti corrispondenti 1\ P' si trovano sopra una perpen­
dicolare (incidente) ad a, ed il rapporto delle loro distanze 
da a (invariante assoluto) è costante.

Se quel rapporto è uguale a — 1, 1’omografìa (biassiale 
armonica) è una simmetria ortogonale rispetto alV asse a.

§ 90. * Omografie particolari sotto V aspetto me­
trico. — Consideriamo un’omografìa tra due spazi 2,.2'. 
Al piano improprio di uno dei due spazi, p. e. di 2', corri­
sponde nelT altro, 2, un certo piano 1, clic dicesi piano li­
mite di questo spazio. Generalmente il piano X sarà un 
piano proprio, ed allora ad ogni segmento AB  di una retta 
di 2, non appartenente al piano X, corrisponderà, in 2', un 
segmento finito se AB  non ha alcun punto comune col 
piano X, ed invece un segmento infinito quando avviene il 
contrario.

Se il piano X è improprio, 1’ omografìa tra 2, 2' dicesi 
omografia affine o affinità . L’ affinità tra due spazi è, dun­
que, un’ omografìa in cui i piani impropri dei due spazi si 
corrispondono.

L’affinità tra due spazi è determinata da 4 coppie di 
punti o di piani propri omologhi, indipendenti.

Se due spazi sono affini, ad un segmento fluito o infi­
nito di una retta (propria) dell’uno, corrisponde un se­
gmento ugualmente fluito o infinito di una retta (propria) 
dell’ altro.

Punteggiate (proprie) corrispondenti in spazi affini, sono 
simili.
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L’ omografìa tra due piani (propri) corrispondenti è 
un’ affinità.

Spazi affini ad un terzo risultano tra loro affini ; ossia : il 
prodotto di due affinità spaziali, è un’ affinità.

L’ affinità tra due spazi fa corrispondere a due piani pa­
ralleli dell’ uno, due piani paralleli dell’altro; quindi ad ogni 
parallelepipedo," un parallelepipedo.

Ora in un modo analogo a quello seguito nel § 50, si 
può provare che: il rapporto dei volumi di due parallelepi­
pedi corrispondenti è costante. E se ne trae la seguente pro­
prietà generale delle affinità spaziali:

Nell' affinità spaziale il rapporto di due volumi corri­
spondenti è costante. In particolare questo rapporto può 
essere uguale ad 1, nel qual caso due volumi corrispondenti 
sono sempre equivalenti: si ha allora V equivalenza affine.

Un caso particolare molto importante dell’affinità spa­
ziale, è la similitudine. Essa può definirsi come un’ omo­
grafia tra due spazi, che fa corrispondere i piani impropri 
e le polarità assolute di essi. Si può anche dire che una si­
militudine nello spazio è un’ omografia che lascia fermo il 
piano improprio e subordina in esso una congruenza (§ 54). 
Spazi simili ad un terzo sono simili fra loro; ossia: il pro­
dotto di due similitudini spaziali è una similitudine.

In una similitudine spaziale, due piani omologhi sono 
sempre simili (§50) perchè le loro rette improprie sono 
congruenti (§ 41). Ad ogni angolo (formato da due rette 
proprie non parallele) corrisponde sempre un angolo uguale. 
Ad ogni diedro corrisponde pure un diedro uguale. Da ciò 
segue che, non solo due triangoli (finiti) corrispondenti, 
sono simili; ma sono pure simili due tetraedri (finiti) cor­
rispondenti. Quindi:

In  una similitudine spaziale, il rapporto di due se- 
gmenti (fin iti) corrispondenti è costante.

Infatti, due segmenti qualsiasi considerati in uno' dei 
due spazi, ove non giacciano in un piano, sono i lati opposti
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di un tetraedro, a cui corrisponde nell’ altro spazio un te­
traedro simile.

Due figure omologhe in una similitudine dello spazio si 
trovano nella condizione di avere angoli e diedri corrispon­
denti uguali, e segmenti corrispondenti proporzionali; per­
ciò tali figure sono simili nel senso della Geometria ele­
mentare. Però (riguardando i due spazi come sovrapposti) 
vi è luogo a distinguere una similitudine diretta ed una 
inversa, come vedremo bene in un caso particolare (nel 
caso della congruenza).

Fra le similitudini dello spazio enumeriamo quelle trias­
siali (iperboliche) e quelle omologiche (§§ 88, 89).

Data una similitudine biassiale iperbolica, uno dei suoi 
assi, b, deve giacere nel piano all’ infinito, poiché questo 
piano è unito ; 1’ altro asse, a, sarà una retta propria. Ora 
in ogni piano (unito) per a si avrà una similitudine omo­
logica avente come asse a, di cui il centro apparterrà 
alla b ; una tale similitudine omologica sarà una simmetria 
ortogonale rispetto ad a (§ 50). Si conclude che la simi­
litudine biassiale dello spazio è una simmetria ortogonale 
rispetto ad a.

Data una similitudine omologica, essa avrà il piano a o 
il centro A  all’ infinito. Nel primo caso, la similitudine è 
un’omotetia o, in particolare, una traslazione (§ 50). Nel 
secondo caso (supposto proprio il piano « d’omologia), il 
centro A  sarà il polo della retta all’ infinito di « rispetto 
alla polarità assoluta, ossia sarà il punto all’ infinito delle 
perpendicolari al piano a.

In ogni piano (unito) per A resterà subordinata una si­
militudine omologica che sarà precisamente una simmetria 
ortogonale rispetto all’ intersezione del piano stesso con a 
(§ 50). In conclusione, la similitudine omologica dello 
spazio è, in questo caso, una simmetria ortogonale rispetto 
al piano «.

Dunque, riassumendo, avremo:



Nello spazio, una similitudine biassiale iperbolica {non 
identica) è una simmetria ortogonale rispetto ad un 
asse; una similitudine omologica è una simmetria ri­
spetto ad un piano, o una omotetia {in particolare una 
traslazione ).

Il rapporto di una similitudine dello spazio può essere, 
in particolare, uguale ad l ;  si ha allora la congruenza. 
Spazi congruenti ad un terzo risultano congruenti fra loro ; 
ossia: il prodotto di due congruenze spaziali è una con­
gruenza.

In una congruenza dello spazio, figure omologhe hanno 
angoli, diedri, e segmenti corrispondenti uguali ; perciò esse 
diconsi figure congruenti o uguali.

Esse possono tuttavia essere direttamente uguali, cioè 
uguali nel senso della Geometria elementare, ossia sovrap­
ponibili con un movimento ; invece può riuscire impossibile 
di sovrapporle, nonostante r  uguaglianza dei loro elementi, 
per la loro inversa disposizione, ed allora si dicono inver­
samente uguali.

L’esempio più semplice di quest’ ultimo caso è pòrto 
dalla simmetria ortogonale rispetto ad un piano.

Infatti, si considerino p. e. due tetraedri (simmetrici) 
che si corrispondono in una tale simmetria. Un movimento 
che sovrapponesse P un tetraedro all’ altro si potrebbe con­
cepire come un movimento di tutto lo spazio collegato 
rigidamente al tetraedro mobile, e quindi darebbe luogo 
ad un’omografìa col piano improprio unito, la quale (fa­
cendo corrispondere i due tetraedri) non potrebbe differire 
dalla simmetria proposta. Dunque nel movimento anzidetto 
tutti i punti del piano di simmetria dovrebbero restar fermi; 
ma ciò costituisce un assurdo, perchè, fissando i punti di 
un piano, restano fermi anche tutti i punti dello spazio 
rigidamente collegati con quelli, sicché il movimento stesso 
non sarebbe più possibile.

Un esempio più generale di congruenza inversa si de-



— 360 —

duce dal precedente, operando come segue. Si considerino 
due figure simmetriche ( ortogonalmente rispetto a*d un 
piano ), e si sposti mediante un qualsiasi movimento l’una 
di esse; si otterranno sempre due figure inversamente 
uguali.

Risulterà poi clic P esempio precedente si può riguardare 
come il caso generale della congruenza inversa.

Se fra le similitudini biassali ed omologiche, enumerate 
innanzi, si cercano le congruenze, si trovano ( oltre P iden- , 
tità ) : la simmetria ortogonale rispetto ad un asse e la 
traslazione, che sono congruenze dirette: la simmetria ri­
spetto ad un piano o ad un centro, che sono congruenze 
inverse.

§ 91. * Congruenze. — Approfondiamo lo studio delle 
congruenze generali dello spazio. .

Sul piano all’infinito si ha (almeno) un punto unito A, 
centro di un fascio nel quale viene subordinata una con­
gruenza diretta. La retta a polare di A , rispetto alla pola­
rità assoluta, è pure unita, e su di essa viene puro subor­
dinata una congruenza diretta (§ 76).

Ora A è il centro di una stella impropria unita, nella 
quale viene subordinata una congruenza diretta. Questa 
equivarrà o ad una rotazione attorno ad una retta (propria)

oppure ad una traslazione, parallela ad un piano, di tutti 
i raggi della stella (§ 50 - Oss. 3.a).

Nel fascio improprio di piani di asse a sarà subordi­
nata una conguenza, la quale potrà essere diretta o in­
versa. Corrispondentemente ai due casi la congruenza 
stessa dello spazio si dirà diretta o inversa; mostreremo 
poi che tale distinzione dà luogo alla distinzione delle due 
specie di uguaglianza tra le figure, menzionata nel prece­
dente §.

Abbiamo ora 4 casi da considerare:
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l.° La congruenza nella stella impropria A è una ro­
tazione attorno alla retta propria a', e la congruenza nel 
fascio improprio di piani a è diretta. Allora i piani per a 
(ortogonali ad a'), e così pure i punti di a', subiscono per 
effetto della congruenza, una traslazione. Possiamo effettuare 
la nominata traslazione, operando una traslazione di tutto 
lo spazio, parallelamente alla ct\ Dopo ciò si ottiene una 
nuova congruenza nella quale si corrispondono le nuove 
posizioni P1 occupate dai punti P dello spazio, dopo la tra­
slazione, ed i punti P  omologhi dei detti punti P.

Ora, nel fascio di piani ci ( come sulla retta impropria a, 
ad essa ortogonale) vi è (per ipotesi) una congruenza 
diretta, la quale può essere generata in due modi da una 
rotazione del fascio attorno ad a' nell’ uno o nell’ altro 
senso. Effettuando ancora questa rotazione, in uno qua­
lunque dei due sensi, i piani a I \  verranno sovrapposti ai 
piani a 'F , ed i punti P1 verranno portati ad occupare 
nuove posizioni P \,  tali che le rette F  P \ saranno tutte 
perpendicolari incidenti alla a\ Quindi fra i punti P\ P\ 
intercederà una congruenza biassiale di assi a, a\ la quale 
(§ 90) sarà identica, oppure sarà una simmetria ortogonale 
rispetto ad ci'.

Si passa dall’ uno all’ altro caso con una rotazione di 
due angoli retti attorno ad et', e perciò si ò condotti all’ uno 
o all’ altro caso, a seconda del senso in .cui è stata effet­
tuata la rotazione attorno ad c t\ che ci ha condotto dai 
punti Px ai punti P',. Scegliendo opportunamente questo 
senso, si portano dunque a coincidere i punti Px ai punti P.

Così la congruenza si trova generata da un movimento 
dello spazio, il quale si compone:

a) di una traslazione parallela ad et'; 
fi) di una rotazione attorno ad et'.

Un tal movimento dello spazio si dice un movimento 
elicoidale attorno ad a'.

Questo movimento si riduce ad una semplice rotazione
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(la traslazione essendo nulla) se su a' si ha l’ identità, 
cioè se a è una retta di punti uniti, e quindi la congruenza 
è assiale; in caso diverso il movimento non lascia fermo 
alcun punto proprio, ossia la congruenza non ha punti 
uniti propri.

Il movimento nominato si può ridurre ad una traslazione 
parallela ad a in questo caso tutti i punti impropri sono 
uniti, cioè si ha sul piano improprio l’ identità, e la con­
gruenza è una particolare omologia (§ 88).

2. ° La congruenza subordinata nella stella impropria A  
è una traslazione secondo una giacitura a', e la congruenza 
nel fascio improprio a è ancora una congruenza diretta, 
ossia traslatoria.

Allora la congruenza dello spazio equivale essa stessa 
ad una traslazione, la quale può essere composta eseguendo :

a) prima una traslazione ortogonale ai piani del fa­
scio improprio a, la quale sovrapponga ogni piano per a 
all’ omologo ;

J3) poi una traslazione parallela ai piani di giacitura a' 
e ortogonale alle rette della stella impropria A (quindi pa­
rallela ai piani per a), la quale faccia sovrapporre ogni 
retta per A  alla corrispondente.

3. ° La congruenza subordinata nella stella impropria A 
è una rotazione attorno ad una retta propria a', e la con­
gruenza nel fascio improprio a è inversa, vale a dire è una 
simmetria rispetto ad un piano a per a.

Anche sulla retta unita a' viene subordinata una con­
gruenza inversa, cioè una simmetria rispetto al punto 
A! =  a ' a.

Ora si può effettuare attorno ad a! una rotazione, la quale 
porti un qualunque punto P  dello spazio ad occupare una 
nuova posizione P ,, in modo che la coppia PtP' giaccia 
sempre in un piano per a' e dalla stessa parte di essa, vale 
a .dire si trovi sopra una parallela ad a'. Dopo questa ro­
tazione si effettui la simmetria ortogonale rispetto al piano a ;
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il piano per P1, ortogonale ad a', verrà sovrapposto al-piano 
per P’, ortogonale ad a! stesso, e quindi il punto P, verrà 
sovrapposto al punto P'.

Così la congruenza viene in questo caso generata, ese­
guendo una rotazione attorno ad a ' ,  ed una susseguente 
simmetria ortogonale rispetto al piano « ortogonale ad a ’.

Se la rotazione nominata attorno ad a' è di due angoli 
retti, la congruenza risulta una simmetria rispetto al cen­
tro A ' .  Se invece la detta rotazione è nulla, si ha una sim­
metria ortogonale rispetto ad a.

4.° La congruenza subordinata nella stella impro­
pria A  è  una traslazione secondo una giacitura a ’, e la 
congruenza subordinata nel fascio improprio a  è inversa, 
vale a dire è una simmetria rispetto ad un piano a ( orto­
gonale alle rette per A).

Allora la congruenza dello spazio si può comporre ef­
fettuando :

a) prima una traslazione dell’ intero spazio nella di­
rezione parallela alla giacitura a' ed ortogonale alle rette 
per A  (ossia parallela al piano a), sovrapponendo cosi ogni 
retta per A. all’omologa;

(;) poi una simmetria ortogonale rispetto al piano a.
Questa generazione appare come un caso limite di quella 

relativa al caso 3.a
In particolare, se la traslazione parallela ad a' è nulla., 

la congruenza si riduce alla simmetria ortogonale rispetto 
al piano «.

Riassumendo i resultati ottenuti, avremo il
Teorema. — V i  s o n o  n e l l o  s p a z i a  d u e  s p e c i e  d i  c o n ­

g r u e n z e :

I. C o n g r u e n z e  (  d i r e t t e  )  g e n e r a b i l i  c o n  u n  m o v i ­

m e n t o  e l i c o i d a l e  a t t o r n o  a d  u n  a s s e ;  il quale può ri­
dursi in particolare ad una semplice rotazione attorno ad 
un asse o ad una traslazione ( congruenze dirette assiali ed 
omologiche ).
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IL Congruenze ( inverse) generabili con un movi­
mento di rotazione attorno ad un asse ed una susseguente 
simmetria ortogonale rispetto ad un piano perpendicolare 
a questo asse, oppure con un movimento di traslazione ed 
una susseguente simm etria ortogonale rispetto ad un piano 
parallelo alla direzione del moto traslatorio ; in partico­
lari simmetrie rispetto ad un piano o ad un centro (con­
gruenze inverse omologiche).

Due ligure corrispondenti in una congruenza diretta 
sono direttamente congruenti od uguali, cioè sovrapponi­
bili con un movimento. Invece due figure corrispondenti 
in una congruenza inversa sono inversamente congruenti, 
cioè hanno gii elementi corrispondenti (angoli e segmenti) 
uguali ciascuno a ciascuno, ma disposti in modo inverso, 
sicché è impossibile (come è stato notato — § 90) di so­
vrapporle con un movimento.

La distinzione fra la congruenza diretta e V inversa nello 
spazio, appare così analoga a quella stabilita per il piano. 
Ma, mentre due figure inversamente congruenti in un piano 
sono sovrapponibili con un movimento uscendo dal piano, 
manca qui (inerentemente alla nostra intuizione dello spa­
zio) il modo di istituire una considerazione analoga.

Osservazione l.a — La parte I del teorema stabilito si 
può anche enunciare sotto la forma seguente, che presenta 
utili applicazioni nella statica dei sistemi rigidi:

Il movimento di un corpo rigido nello spazio, ove si 
abbia riguardo al suo passaggio dalla posizione iniziale alla 
posizione finale, può sempre considerarsi come un movi­
mento elicoidale.

Osservazione 2.a — Le relazioni della Geometria me- • 
trica dello spazio, si deducono tutte (in aggiunta alle no­
zioni grafiche) dalle nozioni di « uguaglianza d’angoli e 
di segmenti. » Ora queste due relazioni fondamentali si 
possono definire come relazioni grafiche degli elementi dati 
(angoli o segmenti) col piano improprio e colla polarità
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assoluta, cioè col cerchio immaginario clic costituisce l’as- 
soluto dello spazio.

In primo luogo, P uguaglianza di due angoli ab, a'b', può 
essere espressa dalla possibilità di far corrispondere i punti 
all’ infinito di a, a' e di b, b' in una congruenza del piano 
improprio, cioè in una omografìa di esso che trasformi in 
sè stessa la polarità assoluta (§ 54).

Invece l’uguaglianza di due segmenti (propri) AB, A 'B , 
può venire espressa (in infiniti modi diversi) dalla possibi­
lità di far corrispondere i punti A, A' e B, B' in ima con­
gruenza diretta dello spazio. Ora, le condizioni perchè un 
omografia dello spazio sia una congruenza diretta (nel caso 
generale in cui non si tratti d’un’ omografia assiale) con­
sistono in ciò che essa trasformi in sè P assoluto, e che 
non abbia alcun punto unito proprio. Infatti una tale omo­
grafia sarà anzitutto una similitudine, ed avrà una retta 
unita propria a' passante per un punto unito improprio A 
ed associata al piano improprio nella stella A ; c poiché 
su a' si avrà un’omografia parabolica col punto unito A 
(cioè una congruenza), la similitudine in questiono sarà 
una congruenza (diretta).

Dalle considerazioni precedenti risulta che :•
Tutte le relazioni della Geometria metrica dello spazio 

si possono definire come relazioni grafiche delle figure 
coll’ assoluto.

§ 92. * Estensione della legge di dualità nello spazio.
— La legge di dualità nello spazio si estende con conside­
razioni analoghe a quelle che hanno permesso P estensione 
della legge di dualità nelle forme di 2.a specie.

Si dicono proprietà proiettive delle figure nello spazio, 
le proprietà che si trasmettono inalterate a tutte le figure 
omografiche.

Tutte le proprietà grafiche sono proiettive. Ma tra queste
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ultimo vi sono puro delle proprietà metriche ( proprietà 
m etrico-proiettive)  che per altro possono sempre enunciarsi 
sotto forma grafica (Oss. 2a del prec. §), riuscendo allora 
indipendenti dall’assoluto (cfr. § 55). Ora, adoperando una 
reciprocità dello spazio, avremo che:

A d ogni figura dello spazio corrisponde una figura cor­
relativa, e ad  ogni proprietà  pro iettiva  della prim a figura  
corrisponde una proprietà pro iettiva  della seconda, la 
quale viene dedotta  collo scambio degli elem enti « punto  
e piano  » .  Ciò vale comunque la proprietà  proiettiva della  
prim a figura sia stata d im ostra ta’, e quindi anche se nella 
dimstrazione in parola si sieno impiegati concetti metrici, 
non contenuti nei postulati I, II, III, IV, V, VI, sui quali ab­
biamo fondato la Geometria proiettiva.

Invece, dalla non esistenza di un ente dello spazio, che 
abbia un significato metrico correlativo al piano improprio 
e alla polarità assoluta di esso, si trae che: La legge d i  
dualità dello spazio non vale, p er  le proprietà  metriche, 
non proiettive, delle figure in esso contenute.

O s s e r v a z io n e .  — La estensione della legge di dualità 
dello spazio per la Geometria proiettiva è stata stabilita 
a posteriori, valendosi di una reciprocità. Ma a questo 
riguardo può farsi la seguente osservazione. I postulati 
della ordinaria Geometria metrica possono enunciarsi come 
proposizioni grafiche, allorché si tenga conto dell’ inter­
pretazione grafica delle nozioni metriche in relazione al- 
1’ assoluto.

Allora si può riconoscere che tali proposizioni non sono 
logicamente indipendenti dai postulati della Geometria pro­
iettiva, ma possono anzi dimostrarsi in base a questi. Cosi 
ogni ragionamento della Geometria metrica può trasfor­
marsi in un ragionamento della Geometria proiettiva, fon­
dato sui postulati di essa, dove si consideri in modo spe­
ciale un piano ed una certa polarità di esso (costituenti 
l’assoluto); tale ragionamento è traducibile colla legge di
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dualità e conduce ad un teorema correlativo del primo 
ogni qualvolta questo sia un teorema proiettivo, ossia riesca , 
indipendente dagli enti speciali considerati.

Per tal modo-*si può dire che si viene a stabilire a priori 
P estensione della legge di dualità dello spazio.



APPENDICE

I. Gruppi di proiettività. — Abbiamo definito il con­
cetto di prodotto di più proiettività (sopra la retta, nel 
piano ecc.). Un insieme G di proiettività dicesi costituisce 
un gruppo, quando sono soddisfatte le due condizioni se­
guenti :
- 1 ) il prodotto di due qualunque proiettività di G, appar­
tiene a G;

2) insieme ad ogni proiettività di G, appartiene a G an­
che F inversa.

Segue da questa definizione che « ad ogni gruppo ap­
partiene la proiettività identica ».

Tutte le proiettività della retta, tutte quelle del piano o 
dello spazio, formano altrettanti gruppi. Anche le omografie 
del piano formano un gruppo, e così le omografie dello 
spazio; ma le correlazioni del piano (o dello spazio) prese 
da sole non formano un gruppo, perchè il prodotto di due 
correlazioni non è una correlazione, ma un’ omografia.

Si possono considerare, del resto, gruppi fin iti, composti 
di un numero finito di proiettività, c gruppi che ne conten­
gono un numero infinito; tra questi ultimi si considerano 
.più particolarmente i gruppi continui, che definiremo tra 
poco.

Le proiettività di un gruppo finito sono cicliche.
24
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Infatti se la proiettività n appartiene ad un gruppo fi­
nito G (dato sopra una retta, o in un piano ecc.), appar­
tengono a G le proiettività n3..., e poiché la serie di 
queste non può essere indefinita si dovrà trovare in essa 
una proiettività nD che riproduca una delle precedenti; sia:

na - nm CQn n  -> m>

Allora,
ì t “ - «i =  1 ,

è l’ identità, ossia n è ciclica d’ordine n  — m.
Si deduce di qui, in particolare, che più proiettività in 

numero finito, di una forma, costituiscono un gruppo se è 
soddisfatta la condizione 1) richiesta dalla definizione; la 2) 
ne viene di conseguenza.

Evidentemente non si può dire lo stesso per un gruppo 
di infinite proiettività, giacché se n è una proiettività non 
ciclica, la serie indefinita n n*__n*___  soddisfa alla con­
dizione 1) ma non alla 2).

Diamo qualche esempio di gruppi finiti di proiettività. 
a) Sopra la retta il gruppo cìclico composto dalle po­

tenze
1 it i t 1-1

di una proiettività ciclica d’ordine n.
b) il gruppo della proiettività della retta che trasfor­

mano in sé stessa una terna di punti ABC. Questo gruppo
A  
A

zioni che hanno come punto unito uno dei tre punti e scam-

B C
B C Y>

le tre involu-consta di 6 proiettività: l’identità

biano gli altri due ( A B C \  ( A B C \  ( A B C \  
\ A C B y  \ B A C ) '  \ C B A ) ; le due

proiettività cicliche del 3° ordine ^  c  A ) ’ in­

verse l’una dell’ altra.
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c) Il gruppo delle proiettività di una retta che trasforma 
in sè stessa una quaterna di punti ABCD.

Esso consta in generale dell’identità e di tre involu­

zioni : t A B C  D\  
\ B A D C )>

( A B C  D\  ( A B C D \
[ d c b a )' \ c d a b ) ’

Ma se ABCD è una quaterna armonica, 'il gruppo sud­
detto comprende l’identità, 5 involuzioni, e due proiettività 
cicliche del 4.° ordine; cioè, oltre le nominate, comprende

le involuzioni : ( A B C D \  ( A B C D \  
{ B A C D ) '  \ A B D C ) , e le proiettività

cicliche ( A B C D \  /  A B C D \  
\ C D B A f  \ D C A B ) ‘

d) Nel piano si possono costruire numerosi gruppi 
finiti di proiettività, e in particolare di omografie.

Sono notevoli i gruppi d’omografie trasformanti in sè 
stessa una conica, e subordinanti su di essa le proiettività 
di un gruppo, i quali sono in uno stretto legame coi gruppi 
di proiettività della retta. Infatti proiettando la conica da 
un suo punto, sopra una retta, le proiettività sopra la co­
nica sono proiettate in proiettività della retta che formano 
pure un gruppo.

Viceversa questa costruzione, essendo dato sopra una 
retta un gruppo di proiettività, permette di ottenere un 
gruppo di proiettività sopra una conica, e un corrispondente 
gruppo di omografie del piano.

Come esempio si può considerare il gruppo delle proiet­
tività di una conica che trasforma in sè stessa una quaterna 
armonica su di essa. Il corrispondente gruppo di 8 omo­
grafie del piano, è contenuto in quello delle 24 omografie 
che trasformano in sè stesso un quadrangolo completo.

2. — Passiamo ora a dare qualche nozione elementaris­
sima intorno ai gruppi continui di proiettività.

Occorre per ciò definire le potenze ad esponente fratto  
o irrazionale di una proiettività.
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Ci limiteremo ad accennare la cosa riferendoci al caso 
delle p ro ie ttiv i sopra la retta, dotate di due punti uniti 
distinti o infinitamente vicini.

Sia data dunque, su una retta, una p ro ie ttiv i -ir, iper­
bolica o parabolica. Èssendo n un numero intero qualsiasi, 
si pone il problema di costruire una p ro ie ttiv i

JL
=  7 Z  •

defluita dalla condizione
iQin =  7T.

Se n è pari, la potenza n11 di una qualsiasi p ro ie ttiv i è 
concorde; quindi per resistenza di &, dobbiamo supporre 
che 7T sia concorde. Cercheremo di costruire Q restando nel 
campo delle p ro ie ttiv i concordi.

Dati due punti A , A' clic si corrispondono in tt, vi è un 
segmento da essi determinato che non contiene punti uniti.

Facciamo corrispondere ad A  un punto X  di cotesto se­
gmento; si dà origine così ad una p ro ie ttiv i (concorde) 
ben definita, che possiamo indicare con (AA'), avente gli 
stessi punti uniti di t:.

I punti X  possono ora essere distribuiti in due classi; 
assegniamo ad una prima classe quei punti X x per cui
___________________ ._______  F omologo An di A  nella

]  Y M  * A' p ro ie ttiv i (AAT)n, cade en­
tro il segmento AA' ; e alla 

seconda classe i punti À'2 per cui A a cade fuori del segmento 
suddetto. Si ottiene per tal modo una partizione soddisfa­
cente alle condizioni richieste dal postulato della conti­
guità. Il punto di separazione P dà luogo ad una proietti­
v i  fì == (AP), tale che

• a n ==
m

Si può quindi definire la potenza tt n, mediante la rela­
zione simbolica



Infine se (ji ò  un numero irrazionale, dato come elemento 

di separazione di due classi di numeri razionali 0 —j e 0 --j, 

si definirà tjj- mostrando che i gruppi di punti corrispon-
m p

denti ad un punto A  della retta nelle proiettività tt n e n 4 
ammettono un punto di separazione, il quale, al variare 
di A, descrive una punteggiata proiettiva a quella descritta 
da A .

Dal procedimento che abbiamo rapidamente abbozzato, 
si trae la conclusione seguente :

Data sopra una retta, una proiettività concorde ir, iper­
bolica o parabolica, ed un esponente qualsiasi r, resta de­
finita  una determinata proiettività concorde tt1’, avente gli 
stessi punti uniti e quindi petmutabile con -tt, per modo 
che vengono sempre soddisfatte le relazioni

718 Tir =  7T -r “h s ,

(nrY =  7Trs.

Questa conclusione può anche essere estesa al caso dello 
proiettività ellittiche.

Ma noi non ci dilungheremo su ciò.
Ci limitiamo piuttosto a notare come, in forza dell’enun­

ciato precedente, si possono ritenere definite le potenze ad 
esponente qualsiasi per un’omologia piana o spaziale che 
subordini proiettività concordi sopra le rette unite pel centro.

In particolare restano definite le potenze di un’ omologia 
(speciale) il cui centro appartenga all’ asse o al piano di 
punti uniti.

Medesimamente si possono ritenere definite le potenze 
di un’omografia piana dotata di tre punti uniti, la quale, 
faccia corrispondere a sè stessa ciascuna delle quattro re­
gioni determinate dal triangolo dei tre punti, poiché una 
tale omografia subordina sui lati del triangolo delle proiet-
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tività concordi e resta determinata quando sono date due 
di queste proiettività.

3. — Sopra una retta, in un piano o nello spazio, si abbia 
un gruppo di proiettività G, e per ogni proiettività n di G, 
sia definita in modo ben determinato la potenza 7tr, ad 
esponente qualsiasi r, in guisa che

1) insieme a n appartenga sempre al gruppo anche a rcr;
2) valgano le due relazioni fondamentali

7CS =  TC r+

( r J ) a =  7rrs;

allora il gruppo G dicesi continuo.
Possiamo citare subito alcuni esempli di gruppi contìnui.

a) Sopra la retta tutte le proiettività concordi formano 
un gruppo continuo. Tutte le proiettività concordi con un 
dato punto unito, oppure quelle con due dati punti uniti 
(distinti o infinitamente vicini) formano ancora dei gruppi 
continui.

Invece il gruppo composto di tutte le proiettività della 
retta non è continuo, nel senso della parola definito in­
nanzi (*), perchè una proiettività discorde non ammette po­
tenze ad esponente pari.

b) Nel piano tutte le omografie che lasciano fermi i 
vertici d’un triangolo e trasformano in sè stesse le quattro 
regioni triangolari relative a questo, compongono un gruppo 
continuo.

Tutte le omologie concordi del piano aventi un deter­
minato asse, formano ancora un gruppo continuo. E dentro

(*) Qui è opportuno avvertire che il significato da noi dato alla 
parola « gruppo continuo », in riguardo a trasformazioni proiettive 
reali, è molto più restrittivo del significato consueto che Lie ha 
stabilito, nella teoria generale dei gruppi di trasformazioni, con ri­
guardo al campo delle variabili complesse.
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questo formano pure un gruppo continuo tutte le omologie 
speciali, collo stesso asse, giacché il prodotto di due di esse 
è  sempre un’omologia speciale col medesimo asse.

Così, prendendo come asse la retta impropria del piano, 
si ha (cfr. § 47) che le traslazioni del piano formano un 
gruppo continuo.

c) Nello spazio si possono citare esempi1 analoghi a 
quelli considerati nel piano.

Ci fermeremo a menzionare esplicitamente il gruppo con­
tinuo costituito dalle omologie speciali  (cioè di quelle che 
hanno il centro e il piano d’omologia appartenentisi) le 
quali posseggono un dato piano d i punti uniti, gruppo di 
cui è caso particolare metrico il gruppo delle traslazioni. 
Nel gruppo indicato vi è una determinata omologia che fa 
corrispondere due punti dati fuori del piano dei punti uniti.

Noteremo inoltre come il gruppo suddetto sia costituito 
di omologie permutabili, e possa venir generato partendo 
da tre omologie generiche di esso iq, tc2, it3 di cui si mol­
tiplichino le potenze, per modo che it3rs tt/ 2  ir1ri sarà l’espres­
sione generale d’un’omologia del gruppo,

Segue di qui come due gruppi di omologie speciali pos­
sono essere riferiti, in modo che al prodotto di due omologie 
dell’ uno corrisponda il prodotto delle omologie corrispon­
denti, e alle potenze di un’ omologia le uguali potenze del- 
l’omologa ( riferim ento p er  isomorfismo). Questo riferi­
mento si ottiene fissando nel 1° gruppo tre omologie gene­
riche «„ iTj, ìTs, e nel 2° altre tre lì,, û 2, ù3, ed associando 
quindi le omologie

7T/3 W2r2 7t,rl, &/3 Û/2 £ì,rl
dei due gruppi, che corrispondono ai medesimi valori degli 
esponenti i\, r3.

Che il riferimento cosi ottenuto soddisfi effettivamente 
alle condizioni enunciate di isomorfismo, dipende stretta- 
mente dal fatto che i gruppi di potenze Tr,ri, ir2r2, ic3r3, ge­
neranti per moltiplicazione il primo gruppo, e similmente
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û 1Pi, 'û 2rs, û sP3 generanti il secondo, sono permutabili, ondo 
si hanno per riguardo al primo gruppo di forinole .

(TC3s3 .*T2s2 7T,s1 )  (7T3r3 7T./2 TT^l )  “  T T /s4" s3 ** ^ i rl" f8 l ,

(7T3r3 T T / 2  )  s =  7T3r3 s ÌT g V

e si hanno pure le forinole analoghe per riguardò al secondo.
O s s e r v a z io n e .  — Dato, nel piano o nello spazio, un gruppo 

continuo ( o o 1 )  costituito dalle potenze d’un’omografìa, im­
punto generico viene portato dalle omografie di esso nei 
punti di una curva, che dicesi una traiettoria del gruppo.

Le traiettorie dei gruppi continui o o 1 conducono ad una 
famiglia di curve notevoli che sono state studiate da Klein. 
e Lie ( Mathematisehe Anrialen Bd. IV e Comptes rendus de 
T Académie des Sciences de Paris, 1870).

Le traiettorie dei gruppi oo1 contenuti nei gruppi di omo­
logie, considerati innanzi, sono rette.

II. Geometria astratta. — Noi abbiamo cercato di porre 
in luce come la Geometria proiettiva si riferisca a concetti 
intuitivi, psicologicamente ben definiti, e per questo appunto 
non abbiamo tralasciato occasione di mostrare la concor­
danza fra le deduzioni e l’intuizione. D’ altra parte però, è 
stato avvertito fino dal principio che tutte le deduzioni sono 
fondate soltanto sopra quelle proposizioni, desunte imme­
diatamente all’ intuizione, le quali vengono enunciate come 
postulati.

Sotto questo punto di vista la Geometria svolta appare 
come un organismo logico, nel quale i concetti elementari 
di « punto » « retta » e « piano » ( e quelli definiti mediante 
questi) figurano soltanto come elementi di alcune relazioni 
logiche primitive (i postulati) e di altre relazioni logiche 
che ne vengono dedotte (i teoremi). Il contenuto intuitivo 
di quei concetti resta perfettamente indifferente. Da questa 
osservazione scaturisce un principio molto fecondo, che in­
forma tutta tutta la moderna Geometria : il principio della 
sostituibilità■ degli elementi geometrici.



Si abbiano dei concetti comunque definiti i quali vengano 
convenzionalmente designati coi nomi di « punto », « retta » 
e « piano »; e suppongasi che tra di essi intercedano le re­
lazioni logiche fondamentali enunciate dai postulati della 
Geometria proiettiva. Tutti i teoremi della detta Geometria 
avranno ancora significato e validità, ove si intenda di con­
siderarli non più come esprimenti relazioni fra « punti », 
« rette » e « piani » intuitivi, ma invece come relazioni tra 
i concetti dati, i quali sono stati convenzionalmente desi­
gnati coi detti nomi.

In altre parole : La Geometria proiettiva può essere con­
siderata come scienza astratta, e ricevere quindi interpre­
tazioni diverse da quella intuitiva, fissando che gli ele­
menti {punti, rette e piani) di essa, sieno concetti comun­
que determinati, tra i quali intercedono le relazioni logiche 
espresse dai postulati.

Un primo corollario di questo principio generale è la 
legge di dualità dello spazio. Per stabilirla, basta invero fis­
sare che il nome « punto » designi P ente intuitivo « piano »r 
e il nome « piano » designi Pente intuitivo « punto » ; os­
servando che (fissato convenientemente il significato di al­
cune denominazioni) i postulati della Geometria proiettiva 
Vengono così soddisfatti.

Per dedurre dal principio posto nuove conseguenze im­
portanti, occorre osservare un’estensione che possono rice­
vere i resultati stabiliti intorno all’ omografia tra due spazi.

Il teorema che concerne la determinazione delle proiet­
t i v i  tra due spazi ( § 87 ) si estende al caso di due spazi 
astratti, essenzialmente distinti, in ciascuno dei quali gli 
elementi ricevono un significato arbitrario, tale da soddi­
sfare i postulati della Geometria proiettiva. Occorre però 
modificare la dimostrazione del testo, la quale è fondata 
sopra la costruzione del § 22, giacché qui non avrebbe più 
senso il proiettare una punteggiata da uno spazio in un 
altro.
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Basta precisamente mostrare che due spazi astratti S, S: 
possono esser riferiti omograficamente, in un modo almeno. 
Dopo ciò, combinando questa omografia che si suppone co­
struita, colle proiettività entro uno dei due spazi, si otterrà 
una proiettività facente corrispondere a 5 elementi indipen­
denti di S, 5 elementi indipendenti di S"; e d’altra parte ri­
sulterà che questa proiettività è unica, giacché si avrebbe 
altrimenti in uno dei due spazi una proiettività non identica 
con 5 elementi uniti, indipendenti (cfr. § 23).

Ora si potranno riferire omograficamente due spazi astratti 
S, S', essenzialmente distinti, procedendo nel modo se­
guente :

Si considerino rispettivamente in essi due gruppi G, G' 
di omologie speciali, aventi un medesimo piano di punti 
uniti, e si riferiscano i detti gruppi per isomorfismo come 
è stato indicato (App. I, 3). Dopo ciò si facciano corrispon 
dere le omologie del gruppo G stabilito in S, ai punti in 
cui esse portano un punto A, assegnato ad arbitrio fuori 
del piano dei punti uniti; e analogamente si riferiscano 
le omologie del gruppo G' stabilito in S' ai punti in cui 
esse portano un punto A' dato fuori del piano dei punti 
uniti.

Nasce cosi tra i punti di S, S' una corrispondenza biuni­
voca che trasforma le omologie di G in quelle di G', per 
modo che alle potenze d’un’ omologia contenuta in G cor­
rispondono le potenze dell’ omologia corrispondente in G'. 
Pertanto ad una retta di S, che può essere considerata come 
traiettoria di un gruppo oo1 contenuto in G, corrisponderà 
in S' una retta, traiettoria del gruppo trasformato conte­
nuto in G'. E perciò la corrispondenza costruita tra S, S' 
sarà un’ omografia ( § 85 ).

Cosi i teoremi del § 87 possono considerarsi estesi al caso 
di due spazi astratti, essenzialmente distinti, i cui elementi 
abbiano un significato arbitrario, purché in ciascuno spazio 
vengano soddisfatti i postulati della Geometria proiettiva.
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III. Trasformazioni dello spazio che mutano sfere in  
sfere. — Possiamo indicare un’ elegante applicazione della 
Geometria astratta, che ci porterà a determinare le trasfor­
mazioni dello spazio che mutano sfere in sfere.

Consideriamo tutte le sfere e i circoli dello spazio che 
passano per un punto 0 ,  considerando per estensione i piani 
e le rette per 0  come s f e r e  e c i r c o l i  d i  r a g g i o  i n f i n i t o .

Valgono allora g e n e r a l m e n t e  per le sfere e i circoli del 
suddetto sistema le proprietà seguenti:

a )  Due sfere si segano secondo un circolo (per 0 ) .

b ) Tre sfere non aventi comune un circolo, hanno co­
mune un (altro) punto fuori di 0 .

c) Una sfera ed un circolo che non le appartenga si 
segano in un punto fuori di 0.

d )  Due punti fuori di 0  appartengono ad un determi­
nato circolo (per 0).

e )  Tre punti, fuori di 0 ,  che non si trovino sopra un 
circolo (del sistema) appartengono ad una determinata 
sfera.

/ )  Un circolo ed un punto fuori di esso appartengono 
ad una determinata sfera.

Le prime tre proposizioni cadono in difetto corrisponden­
temente alla circostanza che le sfere e i circoli per 0  pos­
sono t o c c a r s i  in O.

Si può togliere ogni eccezione introducendo la locuzione 
dei p u n t i  (impropri) i n f i n i t a m e n t e  v i c i n i  a d  0 ,  il cui in­
sieme deve essere riguardato come una sfera (s f e r a  d i  

r a g g i o  n u l l o  ), e convenendo inoltre di riguardare tutti i  

p u n t i  a l l '  i n f i n i t o  come r i u n i t i  i n  u n  p u n t o  s o l o  c o m u n e  

a i  p i a n i  p e r  0 .

Non ci fermiamo a sviluppare queste considerazioni per­
fettamente analoghe a quelle del § 2.

È facile verificare come dopo le convenzioni suddette, 
restino soddisfatti tutti i postulati della Geometria proiettiva, 
ove s’intenda che la parola « punto » abbia il significato
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di'un punto'ordinario, diverso da 0, o di un punto, infini­
tamente vicino ad esso; la parola « retta » denoti « cerchio, 
(o retta) passante per 0  »; ed infine la parola « piano »< 
denoti « sfera (o piano) passante per 0  ».

Pertanto le sfere passanti per O vengono concepite come 
gli.elementi (piani) di uno spazio astratto ;2, in cui vale la 
Geometria proiettiva. È poi. notevole che in S resta anche 
definita una Geometria metrica convenzionale, analoga alla 
metrica ordinaria, ove si consideri la sfera di raggio nullo,, 
costituita dai punti infinitamente vicini ad 0, come il piano 
improprio di 2; e si fissi in esso come polarità assoluta 
quella, relativa alla sfera stessa, che vien data dalla pola­
rità ortogonale della stella O.

Ora noi potremo riferire proiettivamente lo spazio astratto 
2, allo spazio ordinario di piani S, e daremo luogo cosi ad una 
trasformazione puntuale, facente corrispondere i-piani alle 
sfere passanti p e r '0. Ai. piani, per 0  corrisponderanno in 
particolare i piani per un punto 0 \  omologo del punto in cui 
convenzionalmente si considerano riuniti tutti i punti all’in­
finito del primo spazio.
. Fermiamoci a considerare il caso notevole in cui 1’ omo­

grafia posta tra sia una similitudine, cioè in. cui si
facciano corrispondere al piano improprio di S e alla sua 
polarità assoluta, la sfera di raggio nullo di centro 0 (  piano 
improprio di 2‘) e la relativa polarità (polarità ortogonale 
della stella 0).

In questo caso è chiaro (§ 54) che a due cerchi uscenti 
da O corrisponderanno due rette form anti un angolo 
eguale.

Vediamo allora che cosa corrisponda ad un cérchio C 
non passante per 0, posto in un piano per 0.

Si prendano su C due punti fissi A , B , ed un punto va­
riabile P) e si costruiscano i cerchi a, b passanti per A, P, O, 
e per B, JP, 0.



Gli angoli secondo cui si tagliano in 0 (or in P ) i sud­
detti cerchi a, b, non variano al 
variare del punto P  su C, giac- 
-che riferendoci alla figura si vede 
•che uno di questi angoli è uguale 
alla somma degli angoli rettilinei 
GAP +  OBP =  APB — ÂÔB, e 
può sempre essere espresso in tal 
modo ovè si prendano gii angoli 
indicati con segni opportuni.

Segue di qui che al cerchio C 
corrisponderà, in un piano per 0 \ 
una linea luogo delle intersezioni 
delle rette omologhe di due fasci 
A', B \ direttamente uguali ( rette che corrispondono ai cer­
chi a, ò), ossia che « un cerchio giacente in un piano per 
O viene trasformato in un cerchio ».

Se ne deduce quindi che la trasformazione posta muta 
una qualunque sfera non passante per 0, in una superfìcie 
segata dai piani per (J secondo circoli, ossia in una sfera.

Concludiamo così, riassumendo :
Se le sfere passanti per un punto si considerano in 

senso convenzionale, come i piani di uno - spazio astratto 
nel quale si prenda come assoluto la. sfera di raggio nullo 
*■e la polarità ad esso relativa, una. similitudine posta fra  
questo spazio astratto e lo spazio ordinario, dà luogo, in 
quest’ ultimo, ad una trasformazione che muta le sfere in 
sfere.

Osservazione l .ft — Le trasformazioni che mutano sfere 
in sfere costituiscono un gruppo, noto sotto il nome di 
gruppo delle trasformazioni per raggi vettori reciproci.

Questo gruppo viene generato dalle inversioni rispetto 
•alle sfere combinate (per moltiplicazione) colle similitudini.

Le trasformazioni eli e mutano sfere in sfere hanno la 
proprietà caratteristica di far corrispondere a due linee se-
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c a n t i s i  s e c o n d o  u n  c e r t o  a n g o l o , d u e  l i n e e  s e c a n t i s i  s e c o n d o  

u n  a n g o l o  e g u a l e .  Quando le trasformazioni suddette ven­
gono definite col procedimento indicato innanzi, tale pro­
prietà risulta subito dal paragone dell’ angolo formato 
da due cerchi contenenti 0  che passino per un (altro) 
qualsiasi punto P  (angolo eguale a quello che i cerchi 
stessi formano in 0) coll’angolo delle due rette corrispon­
denti.

Si può dimostrare che l’accennata proprietà è caratte­
ristica, cioè che « l e  t r a s f o r m a z i o n i  p u n t u a l i  d e l l o  s p a z i o  

c o n s e r v a n t i  g l i  a n g o l i  (  t r a s f o r m a z i o n i  c o n f o r m i )  m u t a n o  

l e  s f e r e  i n  s f e r e  », ricorrendo alle nozioni relative alla i n ­

v o l u z i o n e  d e l l e  t a n g e n t i  c o n i u g a t e  ad una superficie in un 
punto. La superficie che corrisponde ad una sfera in una 
trasformazione conforme, dovrà avere in ciascun punto 
come involuzione delle tangenti coniugate l’involuzione degli 
angoli retti, che corrisponde all’involuzione analoga appar­
tenente al punto omologo della sfera data; ma questa pro­
prietà caratterizza appunto la classe delle superficie sfe­
riche.

Osservazione. 2.a — Discende dalle considerazioni sopra 
esposte che « il sistema dei cerchi di un piano passanti per 
un punto può essere considerato, convenzionalmente, come 
un piano rigato, avente come assoluto il cerchio di raggio 
nullo che ha il centro in quel punto e l’involuzione ( orto­
gonale) relativa ad esso ».

Ponendo fra questo piano astratto e un piano ordinario, 
una similitudine, si dà origine ad una t r a s f o r m a z i o n e  f r a  

i  d u e  p i a n i  c h e  m u t a  i  c e r c h i  d e l l ’ u n o  n e i  c e r c h i  d e l l ’ a l ­

t r o  ( t r a s f o r m a z i o n e  p e r  r a g g i  v e t t o r i  r e c i p r o c i ) .

L’A d l e r  ha osservato che mediante una trasformazione 
siffatta il resultato di S t e i n e r  concernente la risolubilità 
dei problemi di secondo grado colla riga ed un cerchio 
fisso (§§ 73, 74) si traduce nel teorema di M a s c h e r o n i :
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T u t t i  i  p r o b l e m i  r i s o l u b i l i  c o l l a  r i g a  e  c o l  c o m p a s s o  s i  

p o s s o n o  r i s o l v e r e  c o l  s o l o  c o m p a s s o  (*).
IV. Coordinate proiettive. — Noi andiamo ora ad as­

segnare una nuova applicazione del principio della sosti­
tuibilità degli elementi geomètrici, proponendoci il problema 
della rappresentazione analitica dei punti dello spazio me­
diante coordinate.

Per precisare i termini del problema ci proponiamo di 
far corrispondere biunivocamente ai punti (propri ed im­
propri) dello spazio, i mutui rapporti delle quaterne di 
numeri x v  æ %, x 3, æ v  ( c o o r d i n a t e  p r o i e t t i v e  o m o g e n e e )  in 
modo che i piani vengano rappresentati da equazioni lineari.

Indichiamo con 2' l’ insieme dei gruppi omogenei di va­
lori a?! x t x 3 x t . E designiamo 1’ elemento di 2', cioè la qua­
terna x, x 3 x 3 x t , definita a meno di un fattore di propor­
zionalità, col nome di, « p u n t o  a n a l i t i c o  » ; e similmente 
col nome di « p i a n o  a n a l i t i c o  » P insieme dei punti anali­
tici definito da un’ equazione lineare omogenea

a x =  «, x 1 +  a t x t  a 3 x 3 - \ -  a i x i  —  o

(dove le a  sono costanti).
Date le precedenti convenzioni, possiamo considerare 2' 

come uno « s p a z i o  a n a l i t i c o  », al quale possiamo estendere 
convenzionalmente tutte le denominazioni stabilite perdo 
spazio ordinario, e pel quale andiamo quindi a verificare i 
postulati della Geometria proiettiva.

Stabilire per lo spazio (intuitivo) 2 un sistema di coor­
dinate proiettive omogenee (ciò che è richiesto dal nostro 
problema), equivarrà quindi a porre tra i punti di 2 e di 
2' una corrispondenza biunivoca, in cui ai punti di un piano 
in 2 corrispondono in 2' i punti di un piano (analitico); 
vale a dire il nostro problema si ridurrà cosi al problema

(*) Cfr. l’articolo del sig. Daniele; nel volume « Questioni ri­
guardanti la Geometria elementare » raccolte da F. Enriques, Bo­
logna, Zanichelli 1900.
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di porre un’omografìa tra lo spazio .2 e lo spazio (anali­
tico) r .

Cominciamo dunque dall’ accennare rapidam ente, alla 
verifica dei postulati della Geometria proiettiva per lo spazio ' 
analitico S'. -

Anzitutto si deve chiamare « retta  (a n a l i t i c a ) » l’insieme 
dei punti analitici comuni a due piani analitici

^  f  « x  — fa +  fa ^ 2  +  f a  -fa 4 -  a 4 x 4 =  o  .
'  \  b s —  b , a?, +  ò2 æ , +  b 3 x 3 b t x t =  o . V

La retta nominata è comune non solo ai due piani no­
minati, ma anche a tutti i piani

A ax - f  jx =  o,

i quali al variare dei parametri X, jj, ( o del loro rapporto ) 
descrivono un fasc io .

Se (yl y* y$ yA ), zA) sono due sistemi di soluzioni
delle equazioni (1) (ossia due punti della retta), tutte le altre 
soluzioni sono date da

fa =  Vi 4~ h -1 '
■ « 2  =  t-Ut +  P - 2  

x 3 == X y 3 p -o3
fa — * in 4- h -4 :

variando il rapporto À : si hanno cosi tutti i punti della
retta.

Ora si possono subito verificare i postulati del l.° gruppo : 
a) b) e) d) e) f )  (o I, II, III -  cfr. i §§ 2, 3).

Infatti essi si traducono subito in note proprietà dei si­
stemi di equazioni lineari.

Consideriamo per esempio il postulato a): « due punti 
appartengono ad u n a  retta ».

Si abbiano due punti analitici (yl fa y3 di), (.sì fa*3 sì); 
essi appartengono ad u n a  retta analitica costituita dai punti

O'Ul 4"  ̂Uì 4"~ IA-ì2> l'Vz 4" ^4 4
(dipendenti dal rapporto dei parametri X: p).
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Il postulato b).è verificato per definizione.
Il postulato c) « tre punti, non appartenenti ad una 

retta, appartengono ad un piano » si verifica come segue:
Sieno ( t/i y„ y3 y j ,  ( 4?,-xrs s4), ( ul u3u3 u j  tre punti ana­

litici, non appartenenti ad una retta, cioè incapaci di sod­
disfare due equazioni lineari e quindi tali che non si abbia.no 
valori di X, jx, per cui jl.

ih =  V-Vi +  (i — 1, 2, 3, 4).

I punti (jq), (-'i ), (w,) individuano il piano costituito dai 
punti ( l y i +  iiæ1, +  vjq) (?: =  1, 2 , 3, 4)\ piano che ha 
come equazione:

sy> ao /V)co j  co 2 cX-' 3 ^

-Vi Vi Vz Vi _
*>l *2 £3

^3  M4

II postulato cl) viene verificato subito, perchè tre equa­
zioni lineari omogenee indipendenti (cioè tre piani analitici 
non aventi comuni gli infiniti punti di una retta) hanno 
comune un solo sistema di soluzioni, definite a meno di un 
fattore (cioè un punto analitico).

È facile verificare analogamente i postulati e), /) .
Consideriamo ora i postulati IV, V, VI, del 2° e 3.° gruppo 

(§§ 5, 6, 18); ed accenniamo come essi possano, verificarsi 
per la retta analitica, donde segue la loro verifica per le 
altre forme di l.a specie.

I punti

■A =  ÌUi +  {i — 1, 2, 3, 4).

di una retta analitica, vengono ordinati in due sensi oppo­
sti secondo i valori crescenti, o decrescenti, del rapporto l: p. 
Si ottengono cosi due ordini (l’uno inverso dell’ altro),

2 5
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aventi come primo elemento lo stesso punto (gì ), che cor­
risponde al valore

—  =  oo (X  s s  l ,  p  =  o ) ;
r

questo punto è un punto qualunque della retta.
I detti ordini soddisfano a tutte le proprietà degli ordini 

naturali d’una retta intuitiva ( aggiunto il punto improprio ). 
Cosi si verificano i postulati IV e VI, quest’ ultimo corri­
spondendo alla introduzione dei numeri irrazionali. È poi 
anche facile verificare il postulato V, osservando che 1’ ope­
razione del p r o i e t t a r e  viene rappresentata, nello spazio ana­
litico, da una sostituzione lineare.

Si può dunque affermare che « v a l g o n o  p e r  lo  s p a z i o  

a n a l i t i c o  t u t t i  i  p o s t u l a t i  d e l l a  G e o m e t r i a  p r o i e t t i v a , e  

q u i n d i  t u t t i  i  t e o r e m i  d i  e s s a  ».
Ciò premesso, si può porre un’ omografìa tra lo spazio 

intuitivo 2, e lo spazio analitico 2', fissando che a 5 punti 
indipendenti di 2, corrispondano 5 punti indipendenti di 2'. 
Potremo fissare in 2' i punti:

( 1000), ( 0100), (0010), (0001), ( 1111),

poiché i sistemi di numeri sopra indicati sono tali che 
(il determinante di 4 di essi non è nullo, e perciò) 4 qua­
lunque di essi non soddisfano ad una stessa equazione li­
neare, ossia sono punti analitici indipendenti. Possiamo de­
signare con

A v  A 2, A 3, A 4, E ,

i punti di 2 corrispondenti ai nominati punti di 2'.
Siccome questa corrispondenza determina 1’ omografìa 

tra  2 e 2', così possiamo concludere:
V o l e n d o  r a p p r e s e n t a r e  i  p u n t i  d e l l o  s p a z i o  c o n  c o o r ­

d i n a t e  p r o i e t t i v e  o m o g e n e e  (  i n  g u i s a  c h e  V e q u a z i o n e  d e l
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piano risalti lineare), si può fissare in esso 5 punti indi- 
pendenti :

A A 2, A31 A4ì h ,

e fa r  loro corrispondere rispettivamente i gruppi di coor­
dinate

(1000), (0100), (0010), (0001), (1111);

ma dopo ciò restano determinate, a meno d i un fattore 
di proporzionalità, le coordinate di ogni altro punto dello 
spazio.

I punti A l9 A21 Aò, Av diconsi punti fondamentali, o 
vertici del tetraedro fondamentale, del sistema di coordi­
nate; il punto E  dicesi punto unità.

O s s e r v a z io n e  l.a — È facile assegnare il significato geo­
metrico delle coordinate x ì di un punto P o meglio dei 
loro mutui rapporti. Noi ci limiteremo ad enunciarlo. Si 
proiettino E  e P dalla retta

«lm =  A  Am
sopra la retta

«ik =  At A k,

spigolo opposto del tetraedro fondamentale, e si indichino 
con Eik, Pik le proiezioni; allora il birapporto

M i A  E ìk Pìk) =  — .

Per dimostrare questa proposizione basterebbe far vedere 
che colla costruzione indicata vengono effettivamente defi­
niti, a meno di un fattore, 4 numeri ( coordinate omogenee ) 
appartenenti ad un punto P  dello spazio, in guisa che, va­
riando P  in un piano, i detti numeri soddisfino sempre ad 
una equazione lineare.

O s s e r v a z io n e  2.a — La rappresentazione dei punti dello 
spazio con coordinate proiettive omogenee è stata stabilita
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in base ai soli postulati I, II, III, IV, V, VI, della Geometria 
proiettiva. Questi postulati bastano dunque a fondare tutta 
la Geometria analitico-proiettiva.

O s s e r v a z io n e  ?>.a — Scaturisce in particolare dalle pre­
cedenti osservazioni che il birapporto di 4 elementi di una 
forma di l.a specie (p. e. di 4 punti di una retta) può defi­
nirsi senza intervento di nozioni metriche.

O s s e r v a z io n e  4.” — Le omografie dello spazio, allorché 
i punti di questo vengono rappresentati con coordinate 
proiettive omogenee, vengono rappresentate da sostituzioni 
lineari omogenee sulle coordinate.

Si dimostri per esercizio.
O s s e r v a z io n e  5.a — Dalle coordinate proiettive omogenee, 

che abbiamo definito nel modo più generale, si desumono 
come casi particolari le più usuali rappresentazioni dei 
punti dello spazio che occorrono nella Geometria ana­
litica.

In particolare, si assuma come tetraedro fondamentale 
quello costituito da tre piani a due a due ortogonali:

æl =  0, x t =  0, x 3 =  0,

e dal piano all’ infinito : x t =  0. Allora i rapporti
/yo /va /y»
c C /j  c ^ 2  0 O 3

/y» * / y j  * syt *
0 O 4  cX^4 cvO 4

formati colle coordinate proiettive omogenee di un punto P, 
diventeranno le sue coordinate cartesiane ortogonali relative 
alla terna di piani x 1 =  0, x z =  0, x 3 =  0.

V. Elementi immaginari. — La rappresentazione dei 
punti dello spazio mediante coordinate ( proiettive) conduce 
ad allargare lo spazio stesso coll’ introduzione dei punti 
(e quindi delle rette e dei piani) immaginari. Nell’ordine 
d’idee della Geometria analitica, in cui ora ci troviamo, 
questi elementi immaginari si presentano come enti con­
venzionali, corrispondenti' a valori complessi delle coordi­
nate, e traggono la loro origine dall’ utilità- di stabilire un
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perfetto riscontro del campo geometrico col campo ampliato 
dei numeri. Essi permettono di tradurre in linguaggio geo­
metrico i calcoli che conducono alla soluzione di uh. pro­
blema; operando su quantità comunque complesse, e giun­
gendo pure talvolta, per tal via, alla determinazione di 
quantità reali.

Dopo aver riconosciuto il fatto che « le elementari 
leggi delle operazioni algebriche trovano la loro espres­
sione in tutto un ordine di proposizioni fondamentali della 
Geometria proiettiva dello spazio, quando i punti dello spazio 
stesso vengano rappresentati con coordinate proiettive (*) » ; 
non può sorgere alcun dubbio sulla legittimità dell’uso 
degli elementi immaginari in tale campo della Geometria: 
la giustificazione risiede in ciò che le leggi fondamentali 
del calcolo algebrico sono valide nel campo dei numeri 
complessi, come in quello più ristretto dei numeri reali. Di- 
guisa che, ragionamenti appartenenti alla Geometria proiet­
tiva, istituiti sulla considerazione di elementi reali, si esten­
dono al caso in cui alcuni degli elementi stessi sieno immagi­
nari, conducendo pur talvolta a dei resultati in cui entrano 
soltanto elementi reali.

Quest’ ultima circostanza si presenta sempre, quando si 
abbiano due elementi immaginari coniugati (cioè aventi 
coordinate complesse coniugate) mediante i quali si deter­
mini un terzo elemento; così per esempio quando si deter­
mina la retta congiungente due punti immaginari coniu­
gati, ecc.

Ora possiamo vedere come gli elementi immaginarii de­
finiti per via analitica, rispondono ■ all’ esistenza degli stessi 
enti geometrici che ci hanno suggerito l’uso della locuzione 
« coppia di punti immaginarii » introdotta nel § 38 (cfr. an­
che 1’ osservazione a pg. 148).

(9 Vengono eccepite le proposizioni che si riattaccano alla no­
zione della disposizione naturale di una forma elementare.
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Sì consideri infatti un punto immaginario

P =  ( x j +  iyv x ì +  iyt, x 3 +  iy3, æt +  iy4) 

e si consideri il punto ad esso coniugato

P  =  (æ1 — iyx, x 3 — iyt, x s — iy3, x t — iy4 ).

La retta P P' che congiunge i due punti è reale, come 
si riconosce scrivendone le equazioni. Sopra di essa vi è 
una ben determata involuzione ellittica (reale) di cui P, P  
sono i punti doppi.

La coppia eli punti immaginari coniugati P, P', corri­
sponde dunque alla reale esistenza di una involuzione el­
littica sopra una retta reale.

È chiaro poi come P indicata involuzione ellittica, che ha 
come punti doppi i punti immaginari coniugati P, P , sia 
permutabile con ogni proietti vita (ellittica) per cui P, P  
sono punti uniti.

Nasce ora il problema di staccare i due punti coniu­
gati costituenti la coppia, cioè di distinguerli l1 uno dal- 
l’altro, collegando a ciascuno di essi un diverso ente geo­
metrico.

Immaginiamo di proiettare la coppia P P  sopra uno spi­
golo del tetraendo fondamentale, p. e. su an =  Ax A*, dallo 
spigolo opposto a3i\ saranno

Pi =  (a?i +  iUi, x 2 +  ùJv o, o)
Pi' =  (#i — iyi, x t — iyv o, o)

le rispettive proiezioni di P, P , e basterà staccare i due 
punti della coppia P4 /y  per ottenere la distinzione di P, P .

Ora consideriamo un qualsiasi punto M  della retta a12, 
come determinato dal rapporto A +  ï>  della sua seconda 
coordinata alla prima; potremo attaccare i due sensi opposti 
della retta ai due segni positivo e negativo, da cui il coef­
ficiènte ji. può essere affetto.
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Allora i due punti P„ Pt’, corrispondono a due rapporti 
immaginari coniugati :

Xl +  {>!

Xi — «fi,

_ x t - f  iyt 
~ x 1 +  iyx 
_ x ì — iyt 
” x x — iy ì

e quindi vengono collegati a due sensi opposti della retta «12, 
e cosi staccati l’uno dall’ altro.

Ai due sensi della retta ai2 corrispondono d’altronde 
due sensi opposti della retta PP' (proiettata da u3i su «12): 
così i punti P, P  vengono attaccati a due sensi opposti 
della retta che li congiunge, e per tal modo distinti l’uno 
dall’ altro.

Possiamo dunque concludere che:
La considerazione di un punto immaginario nello spa­

zio, corrisponde alla complessiva considerazione di una 
involuzione ellittica sopra una retta reale, e eli un senso 
di questa retta.

. Questa interpretazione degli immaginari in Geometria 
è dovuta a S t a u d t  (Beitrüge zur Geometrie der Lage), 
che partendo da essa, con minute considerazioni, ha esteso 
per via sintetica al campo più largo, comprendente gli ele­
menti immaginari, la parte fondamentale della Geometria 
proiettiva.

In molte questioni tuttavia basta introdurre gli imma­
ginari a coppie (di elementi coniugati), ciò che può farsi 
in un modo molto più semplice. Il S e g r e  ha sviluppato 
questa trattazione in uno scritto che abbiamo già avuto oc­
casione di citare nel § 38.

VI. Cenno storico-critico sulla genesi dei concetti 
fondamentali della Geometria proiettiva. — È utile
gettare un rapido sguardo alla genesi dei principali concetti 
che stanno a base della Geometria proiettiva.
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1. Sebbene la Geometria proiettiva, intesa come scienza, 
appartenga al secolo XIX, se ne possono riconoscere i 
germi fino nella Prospettiva di E u c l id e  e di E l io d o r o .  Col 
fiorire delle arti, e segnatamente della pittura e dell’ archi­
tettura, nel Rinascimento, la Prospettiva ebbe numerosi 
cultori, come L. B. A l b e r t i  e L e o n a r d o  da V in c i ;  G u ido  
U b a ld o  d e l  M o n te  ne dimostrava più tardi i principii ma­
tematici (1G00) (*).

La considerazione delle figure geometriche dal punto* di 
vista della Prospettiva, tende a porre in rilievo le loro pro­
prietà grafiche, discernendole dalle proprietà metriche e in­
duce così ad una concezione più generale delle figure stesse.

Inóltre nella Prospettiva sono implicitamente contenute 
le due operazioni del proiettare e segare, fondamentali per 
la Geometria proiettiva. La prima operazione trova infatti 
riscontro nel processo della visione, per cui si conducono 
dal centro dell’occhio (centro di proiezione) tutti i raggi lu­
minosi che vanno ai punti di una figura; e la seconda ope­
razione corrisponde alla formazione della immagine della 
figura veduta, sopra un quadro assegnato ( piano di sezione).

Sembra che spetti a D e s a r g u e s  (1593-1661) e a P a s c a l  
(1623-1662) il merito di aver applicato nella Geometria, e 
segnatamente nella teoria delle coniche, i metodi della 
Prospettiva (2).

Le coniche erano state considerate dagli antichi come 
sezioni del cono circolare retto, e più generalmente da A p o l­

l o n i o  (247 a. C.) anche come sezioni d’ un un cono circolare 
obliquo; questo geometra aveva dato di esse uno studio 
approfondito, ponendone in luce molte delle più belle prò-

(b Si può consultare a questo proposito la « Histoire des Scien­
ces Mathématiques en Italie » di Guglielmo Libri (Parigi — Jules 
Renouard et C. 1838).

(2) Cfr. Chasles: « Aperçu historique sur V orìgine et le déve­
loppement des méthodes en Géométrie.... » (Bruxelles, 1837).
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prietà. Ma non pare che alcuno, prima di Desargues, abbia 
avuto l’idea feconda di cercare il fondamento comune delle 
proprietà delle coniche nel fatto che esse sono proiezioni di 
un cerchio.

Tale concezione sta a base delle trattazioni di Desargues 
(1639) e Pascal (1640), mirabili non meno per l’originalità 
dei punti di vista che per i nuovi ed importanti resultati 
(cfr. p. e. i teoremi dei §§ 64 e 65).

Ma ciò che a noi preme di rilevare, è come T introdu­
zione dei metodi della Prospettiva nello studio delle coniche 
appaia rispondente allo spirito di generalità, che animava 
oramai le ricerche scientifiche, mentre le anguste divisioni 
della Geometria dei Greci più non soddisfacevano al bisogno 
di raggruppare molte verità in una sola e di farle scaturire 
in modo più luminoso da uno stesso principio. .

La concezione di Desargues permetteva di considerare 
come rientranti in una sola famiglia le tre specie di coniche 
(ellisse, iperbole, parabola) che per lo innanzi erano state 
tenute distinte, e ciò conformemente alla considerazione dei 
punti impropri, dovuta allo stesso Desargues.

Abbiamo già spiegato ( nota a pag. 10 ) la genesi psicolo­
gica dell’ idea di riguardare due rette parallele come aventi 
comune un punto air infinito (*).

Certo la spiegazione di questa genesi non serve a giusti­
ficare con tutto rigore l’uso dei punti impropri nella Geo­
metria; nè si sa, d’ altra parte, quale giustificazione ne desse 
il Desargues, che probabilmente si riferiva (come esplicita­
mente fece il L e ib n iz )  a delle nozioni di continuità. Ma la 
nominata giustificazione esige un esame critico delle propo­
sizioni fondamentali della scienza, che può essere dato sol­
tanto dal maturo spirito d’ analisi proprio dei nostri tempi.

(*) L’ idea analoga di considerare due piani paralleli come 
aventi comune una retta all’ infinito è molto posteriore (dovuta a 
Poncelet ).
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D’altronde nel metodo delle proiezioni i punti impropri 
si presentano da sé, ed, in quanto non ci si scosti dal detto 
metodo, trovano in esso il fondamento del loro legittimo uso.

E la storia della Matematica ci avverte che tutti i con­
cetti fondamentali, venuti ad allargare le idee dominanti 
nei vari campi di essa, sono stati introdotti nella scienza in 
un modo analogo, trovando solo più tardi la loro piena ed 
esatta giustificazione (‘).

2. Lo spirito di generalità, di cui si è riconosciuto 
un’ esplicazione nei metodi geometrici di Desargues e di 
Pascal, ha la sua più alta espressione nella Geometria ana­
litica c r e a ta  da D es C a r t e s ,  coll’ applicazione dell’ algebra 
alla teoria delle curve, nel 1G37.

Prescindendo dall’ uso delle figure c ravvicinando, sotto 
uno stesso tipo di equazione, enti geometrici di forma dif­
ferente, si veniva ad introdurre nella Geometria quello stesso 
carattere di astrazione e di universalità, che è proprio dei 
procedimenti analitici.

L’attrattiva che la nuova scienza esercitò sugli spiriti 
più elevati fu cosi potente, che, quindi innanzi, per un lungo 
periodo di tempo, ogni altro metodo d’investigazione geo­
metrica fu quasi negletto. Cosi, in conseguenza del rinnova­
mento portato nelle Matematiciìe dalle idee di Des Cartes, 
mentre nasceva il Calcolo infinitesimale, l’ indirizzo di De- 
sargues e di Pascal ebbe pochi continuatori. Sono tuttavia 
da citare i nomi di D e L a  H i r e  (1640-1718) e di L e P o iv r e  
(1704), geometri che riattaccandosi in parte al citato indi­
rizzo, ed in parte alla Geometria degli antichi, arricchirono 
di bei resultati la teoria delle coniche. In particolare De La 
Hire pose i fondamenti della teoria delle polari, che pare 
fosse contenuta solo in germe nell’ opera di Pascal, e che.

f1) Cosi si dica p. e. relativamente all’ introduzione nell’ algebra 
dei numeri irrazionali, negativi e complessi, venuti ad allargare il 
primitivo campo dell’ aritmetica.
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ad ogni modo, non era stata tramandata dopo di lui. Ancora 
ricorderemo il « Traité de Perspective » di L a m b e r t  (1759), 
nel quale sono fatte applicazioni del metodo delle proiezioni 
ad uso tecnico, come già Desargues insegnò, trattando nu­
merosi problemi di Gnomonica, ecc.

3. Ma, se lo spirito analitico aveva dominato quasi so­
vrano nella Geometria durante il secolo successivo alle sco­
perte di Des Cartes e di Leibniz, la reazione, osservaT H a n -  

k e l  (x), non poteva mancare. Essa si riattacca più da vicino 
alla tecnica che alla scienza. Le arti e le industrie, ed i pro­
blemi della Prospettiva, della Gnomonica, del taglio delle 
pietre, delle macchine, che le interessano, esigevano soluzioni 
più spedite e dirette, rispondenti ai progrediti bisogni; nè in 
questo la tecnica del disegno poteva venir sostituita da pro­
cedimenti analitici.

Abbracciando insieme questi vari problemi tecnici in una 
teoria scientifica, M o n g e  creò la Geometria descrittiva (1795), 
nella quale egli seppe fondere armonicamente vari indirizzi 
della Matematica pura ed applicata (sublime caratteristica 
di un uomo di genio!). E quanto, anche nella teoria, egli si 
sia levato alto, viene attestato dal fatto che egli « potè fare 
dell’ Algebra colla Geometria, come Cartesio aveva fatto 
della Geometria coll’ Algebra » (2).

Nella Geometria di Monge e della sua scuola non c’è 
ancora la Geometria proiettiva. Ivi si fa uso sistematico del 
metodo delle proiezioni, soltanto nel caso particolare delle 
proiezioni ortogonali. Ma i concetti analitici, profondamente 
assimilati e luminosamente trasformati, hanno ormai por­
tato ad un più alto grado di generalità la concezione degli 
enti geometrici coll’ introduzione degli elementi immaginari 
e con quella del principio di continuità, di cui P o n c e l e t

P) Cfr. la prefazione storica al suo libro « Die Elemente der 
projeetivisehen Geometrie » (Teubner — Lipsia, 1875).

(2) Cfr. Chasles « Aperçu historique ecc. »
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doveva fare più tardi un uso così fecondo, sia pure che non 
riuscisse a giustificarlo in modo del tutto soddisfacente.

Ed ecco la « Géométrie de position » di C a r n o t  (1803 ), 
ispirata a questa più vasta concezione degli enti geometrici, 
nella quale, ad esempio, appare generalizzato il concetto del 
quadrilatero (semplice) noto agli antichi, colla considera­
zione del quadrilatero completo, cui si aggiunse più tardi il 
quadrangolo completo.

La citata.« Géométrie de position » e l’ « Essai sur la 
théorie des transversales » del medesimo autore, debbono 
essere ( secondo lo C h a s l e s  ) ravvicinati all’ opera di Monge, 
in quanto questi lavori si vogliano riattaccare ai metodi di 
Desargues, Pascal, La I-Iire e Le Poivre, e considerarli come 
una continuazione di essi nel duplice ordine di relazioni gra­
fiche (o descrittive) e metriche, ormai differenziatesi.

Ma 1’ opera di Monge, come quella che conteneva una ge­
neralizzazione immensa dei metodi della Prospettiva, e poneva 
in una stretta relazione di reciproca dipendenza la Geometria 
del piano e dello spazio, deve considerarsi come la più efficace 
preparazione della nuova scienza che ha permesso più tardi 
di penetrare tutti i rami della Geometria, e sostituirvi con 
successo i procedimenti della Geometria degli antichi.

4. La scienza nuova preparata da tanti elementi, la 
Geometria proiettiva propriamente detta, sorge col « Traité 
des propriétés projectives des figures » di P o n c e l e t  (1822). 
Nel quale trattato si fa uso sistematico delle proiezioni e se­
zioni intese nel senso più generale, e si ricercano appunto 
sistematicamente quelle proprietà delle figure piane, che 
hanno carattere d’invarianza rispetto alle operazioni nomi­
nate (proprietà proiettive); tra queste si trovano in prima 
linea le proprietà grafiche, e quindi .le proprietà metriche 
che si riattaccano alla nozione del rapporto anarmonico 
(o birapporto).

Tutta V opera di Poncelet è dominata dall’ idea di ricon­
durre, mediante proiezioni, lo studio delle figure piane a quello
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di qualche caso particolare notevole ; cosi lo studio delle co­
niche a quello del cerchio ( come già Desargues e Pascal), lo 
studio di un quadrilatero a quello di un parallelogrammo, ecc.

Inoltre a Poncelet si deve la considerazione generale del- 
P omologia solida, fondamento della Prospettiva in rilievo, 
mentre l’omologia piana (che si riattacca al teorema dei 
triangoli omologici, dovuto a Desargues, ed ora più sempli­
cemente dimostrato col metodo di Monge) già si trova con­
siderata da De La Hire per dedurre le coniche dal cerchio.

Un alto interesse deve anche essere attribuito allo svi­
luppo dato da. Poncelet alla teoria della polarità rispetto ad 
una conica, teoria di cui abbiam detto doversi al De La Hire 
i teoremi fondamentali. E segnatamente un merito di Pon­
celet di avere concepito la polarità come uno strumento 
generale e fecondo per dedurre sistematicamente nuove pro­
prietà (grafiche e metrico-proiettive) delle figure. Questo stru­
mento permise, p. e., al B r ia n c i i o n  di dedurre dal teorema 
di Pascal sull’ esagono iscritto ad una conica, il teorema, 
sull’ esalatero circoscritto, che porta il suo nome.

Ma vi è nell’ uso di queste considerazioni qualche cosa di 
più che un metodo conducente alla scoperta di nuove pro­
prietà geometriche; G e k g o n n e  (autore degli « Annales de 
Mathématiques » dal 1810 al 1831) assorgeva da esse ad uno 
dei più bei principii della moderna Geometria: il principio 
di dualità.

5. Di poco posteriore all’ opera di Poncelet, colla quale 
sorge in Francia la Geometria proiettiva, è il « Barycen­
trisela Calcul » di M ò b iu s  (1827) che, seguendo un indi­
rizzo analitico-proiettivo, porta un nuovo ed importante con­
tributo a questa scienza.

Si deve a Mòbius uno dei concetti fondamentali della mo­
derna Geometria, cioè il concetto generale di corrispondenza 
biunivoca o trasformazione, nel piano c nello spazio. Ed 
anche a Mòbius stesso appartiene la considerazione di quelle 
particolari corrispondenze che stanno a base della Geometria
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proiettiva: le omografie o collineazioni. Esse occupano nella 
Geometria proiettiva un posto analogo a quello che spetta 
al concetto del movimento nella Geometria metrica. Come 
il movimento permette di mutare la posizione di una figura 
dello spazio, senza alterarne le reciproche relazioni metriche 
(che comprendono tutte le relazioni considerate dal geo­
metra), cosi P omografia fornisce una trasformazione delle 
figure, per la quale in generale non tutte le relazioni di 
esse, ma soltanto le relazioni grafiche (e le metrico-proiet- 
tive) vengon mantenute. Ed anzi le omografie sono, fra le 
corrispondenze biunivoche, le sole che sieno dotate della 
proprietà di conservare le relazioni grafiche, giacché queste 
relazioni hanno come contenuto essenziale F appartenersi di 
punti e piani o di punti e rette, e la condizione di non alte­
rare tale appartenenza serve appunto a definire le omografìe 
tra spazi o piani (§§ 85, 43).

A Mòbius, abbiamo detto, si deve la considerazione gene­
rale delle omografie; conviene aggiungere che Tomografia 
tra due piani non differisce dal riferimento mediante proiezioni 
e sezioni, la cui nozione si riattacca a Poncelet, e deve anche 
esser notato che Mòbius suppose per l’omografia la condizione 
di continuità, proprietà che può invece esser dedotta dalla 
definizione, dato il teorema fondamentale di Staudt.

Ma, non solo le omografie, bensì anche le correlazioni o 
reciprocità includenti il concetto del cambio di elemento 
(esteso poi immensamente dal Plücker), trovano posto nel­
l’opera di Mòbius; nella quale, dunque, figurano per la prima 
volta,, in tutta la loro estensione, le proiettività, come oggi 
si considerano nella Geometria proiettiva.

6. Accanto, a Mòbius deve esser posto tra i fondatori 
della Geometria proiettiva lo Steiner 0), di cui la « Syste- 
matische Entwickelung... » fu pubblicata nel 1832. Le proiet-

P) Egli fu uno dei più fecondi ingegni geometrici di tutti i 
tempi. Con lui si apre un nuovo periodo nella storia della Geometria
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tività assunsero nelle sue mani, un nuovo ufficio, dando 
luogo alla generazione della figure geometriche ; cosi p. es. 
è dovuta allo Steiner la generazione proiettiva delle co­
niche ( § 61 ) che abbraccia entro di sè la descrizione orga­
nica di Newton, ecc.

Ed anche sotto questo aspetto 1’ ufficio delle proiettività 
può essere paragonato a quello dei movimenti.

Il cerchio, la sfera, il cilindro ed il cono di rotazione trag­
gono origine, in differenti modi, dal movimentò di un elemento 
generatore; in modo analogo molte curve, superficie, ecc. 
( le coniche, le quadriche, le cubiche gobbe, le superficie del
3.° ordine, ecc.) ammettono semplici generazioni mediante 
proiettività tra forme fondamentali, e possono essere fa­
cilmente studiate per questa via.

7. Se ora gettiamo uno sguardo alla Geografia proiet­
tiva, quale essa, per opera specialmente di Poncelet, Mòbius 
e Steiner, si è formata, vediamo clic, mentre i suoi principali 
risultati si sono venuti distinguendo da quelli della Geometria 
metrica, la dimostrazione di molte proposizioni grafiche viene 
ancor fatta ricorrendo al concetto della misura. Ora, mentre 
le nozioni grafiche si basano sopra un minor numero di con­
cetti e di postulati, s’ introducono cosi dei concetti e dei po­
stulati non necessari che limitano inutilmente la generalità 
della scienza. E non si pone in rilievo l’ intimo spirito, che 
pure la nuova scienza ha fatto nascere, per cui due figure 
proiettive vengono concepite come perfettamente analoghe a 
due figure uguali nell’ antica Geometria. Studiate sotto questo 
aspetto, con istrumenti confacenti all’ indole delle proprietà 
che s’indagano, tali figure dovranno presentare le stesse dif­
ficoltà di studio, cosi p. es. il cerchio non apparirà più semplice 
di una conica qualsiasi, sicché non converrà di ricondurre

coll’ inizio della Geometria superiore, che per opera di Chasles, 
Plucker, Cayley, Cremona, Clebsch, ecc. raggiunse presto uno 
sviluppo elevato.
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alla definizione di esso la definizione delle coniche, di cui le 
proprietà grafiche (o le proiettive) scaturiranno invece in modo 
più naturale e luminoso da una definizione generale proiettiva, 
come quelle dovute a Steiner (§ 61) o a Staudt (§ 56).

Lo scopo di rendere indipendente nei suoi metodi e nei 
suoi principii la Geometria proiettiva dalla metrica, caratte­
rizza 1’ ultimo periodo della evoluzione della nuova scienza, 
nel quale, per opera di S t a u d t  ('), essa ha ricevuto il suo 
assetto definitivo.

Il problema fondamentale a cui si collega il raggiungimento 
del fine menzionato, si può far consistere nella determinazione 
della proiettività tra due rette. Se tale proiettività vien defi­
nita come un riferimento mediante proiezioni e sezioni, si ri­
conosce subito che essa resta determinata da tre coppie di 
punti omologhi, basandosi sulla costanza del birapporto di 
4 punti per le operazioni citate ; ma s’introduce cosi, nella 
dimostrazione, un concetto metrico da cui si vuole invece 
prescindere.

Ora, la via da seguire si presenta spontanea allorché si 
Assi 1’ attenzione sulla omografia fra due piani (o spazi). Due 
rette omologhe di questi piani risultano riferite fra loro in 
una corrispondenza biunivoca, di cui lo studio appare subito 
interessante, sia per penetrare più addentro nella considera­
zione dell’omografìa, sia perchè tale corrispondenza si pre­
senta a prima vista come una (apparente) generalizzazione 
della proiettività definita mediante 'proiezioni e sezioni. In­
fatti, si dimostra subito che la citata corrispondenza gode 
della proprietà di conservare i gruppi armonici (§ 44), cioè 
di lasciare invariato il valore del birapporto di 4 punti ogni 
qual volta esso sia — 1; sorge quindi la questione se'il detto

(') « Geometrie der Lage » ( 1847 ) — « Beitràge zur Geometrie 
der Lage (1856-57-60).

Della vita e dell’opera di Staudt discorre il Suore in uno studio 
clic precede la traduzione italiana della Geometria di Posizione 
(Torino, Bocca, 1889).
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birapporto resti invariato sempre, anche quando lia un va­
lore qualunque, diverso da — 1; ih altre parole, sorge la 
questione se, data, tra due rette, una corrispondenza biuni­
voca che conservi i gruppi armonici, essa equivalga ad un 
riferimento delle due rette mediante proiezioni e sezioni.

Si è cosi condotti alla questione fondamentale, cui Staudt 
ha dato risposta affermativa, dimostrando quella proposi­
zione che ha ricevuto appunto il nome di teorema fonda­
mentale della proiettività.

Per tal modo, la nozione di gruppo armonico, che può 
esser posta graficamente mediante il quadrangolo (Desargues) 
e corrisponde d’altra parte ad una così semplice definizione 
metrica, è divenuta la base dell’edilìzio innalzato dallo Staudt, 
essendo presa da lui come punto di partenza di una nuova 
definizione della proìettività tra due rette (o forme di l.R specie). 
La quale definizione, appunto perchè sorta dallo studio del- 
Pornografia, presenta considerevoli vantaggi nella trattazione 
di questa, permettendo di eliminare la superflua condizione 
di continuità che Mòbius vi aveva introdotto.

Con Staudt le relazioni grafiche, che costituiscono la parte 
sostanziale della Geometria proiettiva, vengono ordinate in 
un corpo di dottrina completamente distinta da quello delle 
proprietà metriche. Tale purezza di metodo rende possibile 
Pesame critico dei postulati della nuova scienza (Klein, Lü- 
rotii e Zeuthen, Darboux, Pascii, De Paolis ecc.), e ne fa rico­
noscere il grande carattere di generalità, per cui essa abbraccia 
entro di sè anche la Geometria (non euclidea) che prescinde 
dal postulato d’Euclide sulle parallele (Cayley, Klein).

Inoltre il principio di dualità, primitivamente dedotto da 
una trasformazione delle figure per reciprocità, appare ormai 
dimostrato a priori dal fatto che gli elementi fondamentali 
entrano simmetricamente nelle proposizioni grafiche elemen­
tari, che costituiscono i postulati della Geometria proiettiva 
( aggiunte, pel piano, le considerazioni che abbiamo istituite 
nel § 9).

2(ì
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8. Ma l’importanza attribuita alla separazione delle pro­
prietà grafiche dalle metriche non deve l'ar dimenticare il 
grande interesse di queste ultime; anzi la possibilità di subordi­
nare sistematicamente la Geometria metrica alla proiettiva è 
da riguardarsi come uno dei più begli acquisti della nuova 
scienza.

Che la speciale considerazione degli elementi impropri 
permetta di far scaturire relazioni metriche da relazioni 
proiettive (queste ultime riducibili a relazioni grafiche), ap­
pare già dai lavori di Poncelet, di Chasles ecc.; ma è grande 
merito di Cayley (‘) avere rilevato che tutte le proprietà me­
triche delle figure si possono riguardare come relazioni proiet­
tive (o grafiche) di esse con quegli enti particolari che co­
stituiscono P assoluto (§§ 50, 54, 91), cioè coi punti ciclici 
( involuzione assoluta ) nel piano, con la polarità ortogonale 
nella stella e col cerchio all' infinito delle sfere (polarità 
assoluta) nello spazio.

In seguito si vide che non solo P ordinaria Geometria eu­
clidea, ma anche la non euclidea poteva venire subordinata 
in un modo analogo alla Geometria proiettiva ( Klein in rela­
zione a Cayley - 1871). E gli scambievoli rapporti della Geo­
metria proiettiva colla metrica apparvero lumeggiati dal 
confronto dell’ indirizzo proiettivo colle memorabili ricerche 
di Riemann, Beltrami, Sciilàfly, mediante P introduzione 
del concetto fondamentale di gruppo di trasformazioni 
(Klein e Lie).

9. Traendo le sue origini da problemi essenzialmente 
tecnici della Prospettiva, della Gnonomica, ecc., la Geometria 
proiettiva è venuta sorgendo dal campo della pratica al campo 
di una teoria sempre più elevata e feconda, che sta a fonda­
mento dei successivi sviluppi della Geometria superiore. Essa

(f) « A Sìxt Memoir on Quanties » Coll. math. pap. II. Cfr. 
anche Laguerre. « Noie sur la théorie des foyers ». Nouvelles An­
nales de Mathématiques, 1853.
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ha seguito cosi la legge universale di evoluzione delle scienze, 
che consiste appunto in un processo di astrazione e di gene­
ralizzazione. Ma, come le altre scienze, anche la Geometria 
proiettiva, corrispondentemente al suo progresso teorico, ha 
veduto allargarsi il campo delle applicazioni, riuscendo alla 
sua volta non solo a dare una risposta ai problemi tecnici 
che in principio le dettero impulso, ma portando altresì 
nuovi ed inattesi risultati di grande valore pratico.

Abbiamo già accennato ai numerosi problemi che ricevono 
la loro soluzione dai metodi descrittivi di Monge e della sua 
scuola, ed in questi abbiamo riconosciuto i germi dell’ opera di 
Poncelet. Alla sua volta all’ estensione cosi ottenuta nell’ uso 
delle proiezioni si deve collegare la nuova Prospettiva di Cousi- 
nery (1828), e l’importanza che ha acquistato nella Geometria 
descrittiva il metodo delle proiezioni centrali, da cui Fiedler 
ha fatto derivare tutti gli altri metodi di rappresentazione.

Ma un nuovo ordine di applicazioni si ha nel campo della 
Statica grafica. Queste sono dovute principalmente a Cul- 
mann (') (« Lehrbuch der graphischen Statile », Zurigo, 1866) 
ed a Cremona (« Le figure reciproche della Statica grafica », 
1872), i quali seppero ricondurre a semplici ed eleganti co­
struzioni, date dalla Geometria proiettiva, numerosi problemi 
tecnici relativi alla fabbricazione di volte, ponti, ecc.

Dalle quali applicazioni, paragonate allo svolgimento teo­
rico della nostra scienza, sorge un grande ammaestramento 
confortato ad ogni passo dalla storia della Matematica. I vari 
rami della Matematica pura ed applicata si annodano e si 
collegano fra loro per vie inaspettate; e le idee, che traggono 
origine da elementari problemi della pratica, sembra debbano 
maturarsi per una lunga elaborazione di pensiero, nelle re­
gioni più alte della teoria, prima che possano discendere fe­
conde nel campo di attività della vita.

(') In parte preceduto da Maxwel (Phil. Magazine, 1864).
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