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correspondance.

GÉOMÉTRIE. — Sur les surfaces algébriques irréguliéres.
Note de M. Federigo Enriques, presentee par M. Emile Picard.

D’après Clebsch et M. Ncelher, élant donnée une surface algébrique 

f(x, y, z) = o,

d’ordre m, on pent former généralement des integrales doubles de pre­
mière espèce

fpi^yüdxdr

qui restent toujours fìnies sur la surface; il faut, pour cela, que les Q 
soient des polynomes, de l’ordre m — 4» adjoints à f, c’est-à-dire (pour se 
borner au cas ordinaire) qu’ils s’annulent sur la courbe double dey"= o. 
Ce nombre des polynomes Q linéairement indépendants est ce que fon 
appelle le genre géométrique pg de f.

Or, en désignant par N un entier suffisamment grand, on pent évaluer 
le nombre des polynomes d’ordre N adjoints à f, d’après une formule 
donnée dans tonte sa genera lite par M. Noether.

Faisons dans cette formule

N = m — 4 ;

dans le cas que Fon envisage comme étant le plus general, on obtient ainsi 
le nombre pg. Mais il pent arriver que la valeur pa ainsi obtenue diffère 
de pg', precisemelit que I on ait

Paj^ Pg’

C’est Cayley qui, ayant aper^u le premier la curieuse circonstance qui 
précède, a appelé Fattention sur ce que le nombre pa, quand il n est pas 
égal à pg, fournit un nouvel invariant des surfaces. M. Zeuthen établit 
ensuite une démonstration de 1’invariance de pa, sous quelques restrictions, 
dont on s’est affranchi par des recherches plus récentes.

On appelle pa le genre numérique ou arithmétique de f, et Fon dit qu’une 
surface est reguliere si

Pa = Pg»
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qu’elle est irrègulière dans le cas contraire

Pa^ZPg’

On connati plusieurs exemples de surfaces irrégulières; aux surfaces 
réglées (remarquées par Cayley) on a a joule les surfaces possédant un fais- 
ceau irrationnel de courbes qtielconques, les surfaces hyperelliptiques, etc.

J’ai remarqué, il y a cinq ans, que tons ces exemples rentrent dans une 
meme famille de surfaces que I’on pent definir par la proprietà suivante : 
il existe sur la surface une sèrie continue de courbes algébriques qui n est 
pas renfermée dans un système linéaire de courbes du méme ordre. Lors- 
qu’une surface renferme une Ielle sèrie de courbes, elle est irrègulière.

Tout récemment je suis parvenu à établir la proposition réciproque que 
j’ai communiquée le n décembre igozjà 1’Académie de Bologne. On a done 
le théorème :

Sur une surface reguliere toutes les courbes algébriques d’un ordre donnése 
partagent en un nombre fini (> o) de systèmes linéaires. Au contraire, sur Une 
surface irrègulière, elles donnent- lieu à des series algébriques non linéaires, 
ou à une infinite continue de systèmes linéaires de courbes du méme ordre.

D’une manière plus précise, sil’on envisage sur la surface un de ceS sys­
tèmes complets qu’on appelle réguliers, et dont la dimension effective r est 
égale à la dimension virtuelie, on trouve qu ii est contehu dans un système 
non linéaire de dimension r 4- pg—pn.

Le théorème que je viens d’énoncer ramène la construction des surfaces 
irrégulières à celie des séries algébriques non linéaires de groupes de points 
sur les courbes. Cette construction d’une surface renfermant une sèrie non 
linéaire de courbes a étéremarquée par M. Humbert (Comptes rendus, i8g3), 
qui a, le premier, appelè l’atlenlion sur la question des systèmes non 
linéaires de courbes pouvant apparlenir aux surfaces algébriques. M. Hum­
bert a montré comment on pent obtenir, par la construction qui précède, 
des intégrales de Picard de première espèce, c’est-à-dire des intégrales de 
differentielles totales

J'P dx 4- Q dy,

qui restent toujours finies sur la surface.
On voit ma in tenant que : sur une surface irrègulière il y a toujours des 

intégrales de Picard de la première espèce.
Or rappelons un récent résultat, oblenu par M. Severi, d’après lequel, si 
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une surface algébrique admet des integrales de Picard de la seconde espèce, 
elle est irrégulière. Le théorème de Severi »’applique a fortiori au cas où il 
y a des integrales de première espèce.

Par consequent :
La condition nécessaire et süffisante pour (pie la surface algébrique f 

admette des integrales de première espèce, peni ótre e.Tcprimèe par

Pa<Pg'

Partant : si, sur f, il y a des integrales de Picard de la seconde espèce, ily 
en a aussi de la première, et les courbes algébriques tracées sur f donnent lieu 
à une infimtè de syslèmes linéaires de courbes du meine ordre, composant des 
series continues non linéaires.

Peut-on aller plus loin? Peut-on Irouver une relation numérique entre la 
difference pg — pa et le nombre des integrales de première espèce attaché es 
à la surface?

M. Severi croit pouvoir y parvenir en démontrant par le procede direct 
la réciproque de son théorème citò ci-dessus. Il m a méme communiqué le 
resultai suivant : pg—pa est égal à la difference entre le nombre des inte­
grales de Picard de seconde et de première espèce attachces à la surface.

M. Castelnuovo pense que la relation entre pg — pa et le nombre des 
integrales de première espèce pourra ótre établie en poursuivant l’étude 
des systèmes non linéaires de courbes tracées sur la surface.


