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Discorso del Prof. F. Enriques

I NUMERI E 1 INFINITO

§ 1 - Il significato empirico dei numeri

1. INTRODUZIONE. - Ogni uomo ragionevole possiede il
concetto dei numeri naturali 1, 2, 3, 4... La spiegazione
pil’ immediata che possiamo darne consiste nel richia-
mare le esperienie elementari che sottostanno alla sua ge-
nesi nella nostra mente; é questa appunto’la via che si
tiene nell’ insegnamento rivolto a bambini, i quali non
possiedono ancora la nozione astratta del numero.

Le esperienze da cui nasce il concetto del numero sono
relative a gruppi o classi di oggetti (elementi) la cui na-
tura & affatto arbitraria; il solo requisito & che si tratti di
oggetti individuabili, cioé che non variino o sfumino o si
confondano fra loro durante !’ esperienza. Ai bambini si
offrono a tal uopo vart esempi: dita, noci, mele, sassi,
lapis, uomini ecc.

Vi sono d’ altronde due serie di esperienze elementari
che corrispondono all’ uso diverso dei numeri cardinali e
dei numeri ordinali.

2. NUMERI CARDINALI. - Per deflnire i numeri cardinali
si parte dalle esperienze seguenti :

Si abbiano due classi di oggetti dati (intendo dati ma-
terialmente davanti agli occhi):

(a) == (@, «y . . )
(b) - (b\ be e -)

Cerchiamo di associare ad ogni elemento della prima
classe un elemento della seconda, riunendo materialmente
gli elementi sssociati o ponendo un contrassegno che
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valgh a riunirli idealmente nella nostra mente; se 1’ asso-
ciazione suddetta si pud porre in modo che viceversa ogni
oggetto della seconda classe risulti cosl associato ad uno
della prima senza eccezione, si ha fra gli elementi delle
due classi (o, come si dico anche, fra le due classi) una
corrispondensza biunivoca; diremo allora che le due classi
(@) (b) souo equivalenti’ e scriveremo

(a) = (b). *

L’ equivalenza fra classi di-oggetti soddisfa alle tre pro-
prietd fondamentali che seguono:
1) Proprieta riflessiva :

(@) = (a).

Basta associare ad ogni elemento di (a) se stesso
2) Proprieta simmelrica:

se (@) = (b)
: (b = (a).

Infatti )’ assnciazione di due elementi a, b, ¢ un’ opera-
zione mentale simmetrica, cioé indipendente dall’ ordine in
cui si considerano i due elementi associati.

3) Proprieta transitiva :

se (@) = (b)
e (b) — (C),
anche (@) = (e).

Infatti se un elemento 4 si pensa associato ad uno b, e
questo b ad un c, restano associati nel pensiero « e c. (La
corrispondenza cosi ottenuta fra (a) e (¢) dicesi prodotto
di quelle poste fra (a) e (b) e fra (b) e (¢).

A queste proprietd si aggiunge la seguente :

4) Se una classe (b) contiene tutti gli clementi di
(a) e qualche altro elemento, le due classi (a) e (b) non
sono equivalenti.

Si abbiano le classi

(@ = (i «, . .
D) =a a, ...,

dove si suppone per semplicitd che la classe () contenga
un solo elemento, h, oltre gli a.
Se fosse
(@) = (b),

si avrebbe fra ‘le due classi una corrispondenza biuni-
voca. In questa ad h corrisponderebbe un certo elemento
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a; &i (a). Togliamo . ed a; dalle due classi rispettiva-
mente; avremo : .

(@ By .. @iy Biyr..) = (@, 8.0 Qg g Uiy, ..)

Ora fra queste due classi intercede una corrispondenza
in cui ad a; corrisponde un certo elemientd a, ; tolti a; ,
ay rispettivamente dalle due classi, rimangono classi equi-
valenti e cosl via di seguito. Ma seguitando a togliere
successivamente gli oggetti di una classe, malerialmente
dati, la classe si esaurisce; si arriva pertanto a ridursi al
caso di una classe composta d’ un solo oggetto a, ; e si
trova che questa dovrebbe essere equivalente ad una classe
che contiene anche un altro elemento :

(ar) = (ar as)

Questa conclusione & evidentemente assurda perché se
si fa corrispondere I’ elemento a, della prima classe all'uno
o. all’ altro elemento della seconda, rimane sempre in que-
8 onda classe un elemento a cui non viene associato
alcun elemento della prima.

Il ragionamento riesce ugualmente (a fortiori) se la
classe () contiene pid di un elemento oltre gli (a).

La proprietd 4) sipud enunciare in altro modo, ponendo
la seguente :

DEF. - Se (a) e (b) sono due classi e 1a classe (a) ¢
equivalente ad una classe contenuta in (b) e non coinci-
dente con (b), cioé ad una parte di (b), 1a classe (b) si
dice prevalente ad (a), e si scrive:

%) > (a).

Allora la proprieta 4) si pud enunciare dicendo :

4) Se di due classi (a) (b) I’ una ¢ prevalente al-
I'altra, le due classi non sono equivalenti.

O pit brevemente (tenendo presente 1a prop. 3): Una
classe non pud essere equivalente ad una sua parte,

Confrontiamo ora due classi qualunque di oggetti ma-
terialmente dati. Si ha:

5) Date due classi (a) (b), o esse sono equivalenti o
una di esse é prevalente all’ altra (cioé guesta ¢ equiva-
lente ad una parte di quella).

Tale proprietd si dimostra in base allo stesso principio
sperimentale adoperato per stabilire la 4). Togliamo da
ciascuna delle due classi (@) (b) un elemento, p. es:

a, N bl )

e assnciamnon idealmente questi elementi; la questione é ri-
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dotta al confronto delle classi residue. Ma cosl operando
ripetutamente si giunge ad esaurire una delle due -classi,
p. es. (a), mentre !’ altra (b) pud essere . contemporanea-
mente esaurita o non ancora esaurita. Risulta quindi che
(a) = (b} oppure (b) - (a).
Infine notiamo che:
6) Se di tre classi (a) (b) (v)

(@) '> () e (b) > {e),

anche
(w) = (e);
se
@ >@® e (b =)
anche

(x) > (c).

Questa proprieta risulta immediatamente dalla defini-
zione della prevalenza.

7) COR. - Se di due classi (a) e (b):
(a) ~ (b)’

(b) — ((l).
Invero se cosi fosse risulterebbe :
(@) - (a)

coutro la prop. 4); (cfr. {a 1).

Oss. - In altri termini la relazione di prevalensu /Ira
classi soddisfa alla proprietd transitioa (6) ma non a’le
proprietd simmetrica e riflessiva.

Le precedenti proposizioni conducono a dlstrlbun'e le
classi o gruppi d’ oggetti in classi di classi per modo che:

a) Insieme ad una classe, appartengono alla mede-
sima classe di classi le sue equivalenti;

b) Ingieme alla classe C non pud trovarsi nella me-
desima classe di classi una parte di C.

In base a questa distribuzione si pud costruire un con-
cetto astratto, che vale come contrassegno delle classi (e-
quivalenti) appartenenti ad una medesima classe di classi,
cioé un ente che corrisponde ad una qualsiasi delle cla551
suddette pensata come sostituibile (uguale) ad un’altra
qualunque di esse. Questo concetlto ¢ il numero (cardi-
nale) degli oggetti di una classe. L’ equivalenza delle
classi (a) (b) si trasforma quindi nell’ uguaghanza:

non pud essere

namero elementi di (a) = numero elementi di (b);
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il significato di questa uguaglianza consiste appunto nel-
I indicare I’astrazione anzidetts, il cui resultato & I'identith
del concetto astratto — numero cardinale corrispondente

alla classe di classi { (@ @) ..."

3. ASTRAZIONE E UGUAGLIANZA. ~ La definizione data
del numero si basa sopra un’ operaziope logica : 1’ astra-
zione, di cui conviene chiarire il sigmificato.

Data una classe di oggetti la mente pud sempre co-
struire il concetto astratio dall’ elemento della classe : per
es. dalla classe (Tizio, Caro....) si ricava il concetto a-
strajto di womo, da una classe di rette parallele si ricava
il concetto di direzione ecc. La costruzione del concetto
astratto dell’ elemento di una classe, ha questo significato
psicologico : & la flnzione di un guid comune agli elementi
della clasee, ciascuno dei quali viene immaginato per cosl
dire come somma del quid comune ¢ di un quid diverso
che ne caratterizza 1'individualitd. Cosl ad es. si concepisce
un ente astratto «1’uomo» di cui Tizio, Caio ecc. si ottengono
coll’aggiunta di determinati caratteri, una direzione (astrafta-
mentie determinata) comune a tutte le rette parallele ecc.

La finzione anzidetta ci spiega anche il significato del-
I’ uguagliansa. L’ uguaglianza di due oggetti non ha di per
sé alcun significato. se non per riguardo ad una classe in
cui essi si trovino riuniti. L’ uguaglianza di due oggetti é
sempre relativa al concetto astratio di una classe in cui essi
vengono considerati ; p. e8. segmenti uguali sono quelli che
appartengono ad un medesimo sistema di segmenti gene-
rato dalle possibili posizioni di un segmento (rigido) che
si muove liberamente nello spazio. Il sigmficato psicolo-
gico dell’ uguaglianza & la finzione di ritrovare lo stesso
quid identico negli elementi della classe; in altre parole
ogni eguaglianza si concepisce come «somma di un’iden-
tith e di una diversita ». (*)

() La finsione psicologica che & nell’ astrazione ha dato luogo alla
celebre controversia filosofica fra realisii ¢ nominalisti. 1 isti (a
capo dei quali si pud porre Platone), si rappresentavano il concetto
astratto come uns vers essensa reale delle cose, proiettando nel
mondo esteriore il prodotto della costrusione mentals. Cosi per es.
un dato cavallo bianco verrebbe pensato come ottenuto dalla riunione
di yna cavallinita astratta coi caratteri speciali dell’ individuo.

1} inutile agginangere che ci sono dei cavalli, ma non esiste la ca-
vallinith ¢ nemmeno i} cavallo-tipo come animale del mondo concreto.
Perd i motivi che ¢’ inducono a dare lo stesso nome a tutti i cavalli
ponendoli in uno stesso gruppo (specie) d'animali, implicano certi
raf‘?orﬁ di somiglianea, nel quali consiste tutto il significato reale
dell’ idea astratta.

Vol. IT 24
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All’ uguaglianza spettano le proprietd riflessiva, simme-
trica e transitiva che esprimono qui le proprietd fonda-
mentali del processo logico d’ associazione e astrazione.
Viceversa ogni relazione fra oggetti qualsiansi, che goda
delle tre proprietd suddette, pud considerarsi come un’ ugua-
glianza, perché essa porge un modo determinato di
classificazione degli oggetti dati, ove si pongono in una
medesima classe gli oggetti legati dalla relazione indicata.

Si aggiungano le osservazioni seguenti:

In luogo di considerare 1’ uguaglianza come una rela-
zione fra due oggetti a, b di una classe, rispetio all’ a-
stratta, si pud considerare 1’ astratto funzione di a come
uguale all’ astratto funzione di b; ad -esempio invece di
dire che due segmenti sono uguali, si pud dire che la lun-
ghezza di un segmento & uguale alla lunghezza dell’ altro.
Questo giudizio riveste allora la forma di una identita, ma
il suo valore non tautologico si desume dalle considera-
zioni che seguono.

Ogni concetto astratto corrisponde ad una classe di
oggetti. Cid che i logici designano come estensione del
concetto & 1’insieme degli oggetti che compongono la classe
suddetta ; cosl due concetti aventi la medesima estensione
contengono gli stessi oggetti. Accanto all’ estensione i lo-
gici considerano la comprensione del concetto, cioé¢ Y in-
sieme delle proprietd (per cosl dire esterne) che -caratteriz-
zano la classe di oggetti corrispondente. Ora due serie di-
verse di proprietd possono definire la medesima classe di
oggetti; cosl per esempio la classe dei triangoli equila-
teri coincide con quella dei triangoli equiangoli.

Affermare 1’ uguaglianza di due concefti astratti signi-
fica in generale riconoscere che due classi definite me-
diante proprietd diverse, ciod differenti dal punto di vista
della comprensione, sono identiche dal punto di vista del-
I’ estensione, ossia contengono gli stessi elementi.

Questa analisi del significato dell’ uguaglianza ° appar-
tiene ad A. Padoa.

Ritornando al caso in cui si considera I’ astratto di una
classe come funzione di un suo elemento, si vede qui un
modo particolare di definire comprensivamente quel con-
cetto astratio, che rimane sempre identico, dal punto di
vista dell’ estensione, .quando si muta I’ elemento scelto
nella classe considerata.

4., NUMERI ORDINALL - Per definire i numeri ordinali
si parte dalle esperienze che seguono:

Una classe di oggetti (materialmente) dati si pud or-
dinare (mediante un’ opportuna disposizione nello spazio,
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©. mediante contrassegni o semplicemente nel pensiero),
pensando .un elemento di essa come primo e glji aliri ele-
xmenti, ad eccezione di uno (I’ ultimo) come dati successi-
vamente uno dopo !’ altro; si ottiene cosi una classe or-
dinata o serie nella quale:

1) dati due elementi qualunque uno di essi succede
all’ altro, e questo precede quello;

2) se I’elemento ¢ succede a b e b succede ad a,
anche ¢ succede ad a;

3) ogni elemento, a, ad eccezione dell’ ultimo, ha un
successivo immediato, b, di guisa che non vi é alcun ele-
mento che succeda ad a e preceda b,

4) ogni elemento, ad eccezione del primo, ha un pre-
cedente immediato, di cui é il successivo.

Cid posto si cansiderino due serie o classi ordinate :

(@) = (e, @y a; . .. «y...)
() = (by by by, . .. bn. ..

~erchiamo di stabilire fra di esse una corrispondenza
biunivoca ordinata per modo che:
1) al primo elemento, a,, di («¢) corrisponda il primo,
by, di (b);
2) se due elementi «, b si corrispondono, si corri-
spondano anche i loro successivi.

In forza di queste condizioni ad «, successivo da «, in
(a), dovra corrispondere b, successivo di b, in (b) e quindi
ad a,, b, ecc. Cost procedendo si otterrd -effettivamente
una corrispondenza ordinata (completa) fra (a) e (b) se le
due classi sono equivalenti; altrimenti, se p. es. (b) > (a)
si porrd una corrispondenza ordinata fra («) ed una parte
di (), restande senza corrispondenti gli elementi che suc-
cedono in (b) al corrispondente dell’ultimo di (a); si pud
anche dire che si ha in questo caso una corrispondenza
ordinata parziale o similare fra le due-serie.

Si considerino ora tre serie qualungue

W) = Wy Wy o o s U e )
)y == (b, by ... by, . )
() = (e, ¢ o ooenn ),

ed, essendo «, un elemento qualsiasi di (¢), si supponga
soltanto che ciascuna delle classi considerate, sia preva-
lente alla parte
luy . . . ay)
In tale ipotesi:
si pud porre una determinata corrispondenza ordinata



384

(completa o parziale) fra le serie (a) e (b), ed in questa
al-;’ elemento a, corrisponde un detérminato elemento B, di
®; B
si pud porre analogamente una deéterminata corrvi-

spondenza ordinata (completa o parziale), fra le ¥orie
(a) e (¢), ed in questa ad a. corrisponde un determinato
elemento ¢n.

Ebbene: se si confrontano le serie (b) (¢) ponendo tra
di esse la corrispondenza ordinata (compléta o parziale),
in questa all’elemento b, corrisponde I’ alémento c,.

In forza di questa proprieth si pud porre la seguente

DEF. - Elementi di due serie che si corrispondono in
una corrispondenia ordinata s dicono di ugnale posto.

Questa relazione gode delle proprieta di un’ ugua-
glianaa (riflessiva, simmetrica e transitiva).

Diventa quindi possibile classificare gli elementi di
quante si vogliono serie ponendo in una medesima classe
tutti gli elementi di ugual posto (e arrestando la classifi-
cazione alla serie minima). Nel quadro seguente si ve-
dono appunto costruite le classi K, K, . . . Ka i cui ele-
menti, disposti sopra una verticale, appartengono alla se-
rie (a) (b) (¢) ... ed occupano in esse ugual posto:

K | K | |Ka
|

(¢) = a, a, . e | a®

b) = b, by ... ba

(¢) = ¢ Co .ol Cn

Il concetto astratto dell’ elemento della classe K, si
dice numero d’ ordine dell’ elemento a, nella serie (a),
ed ugualmente numero d’ordine di b, in (b) ecc.

Questo numero (ordinale) é il segno del posto di a. e
di tutti gli elementi di ugual posto nelle serie considerate.

5. - CONFRONTO FRA NUMERI CARDINALI E NUMERI OR-
DINALI.

Ad ogni numero ordinale ( »), connotante il posto di
a, nella serie

altl,...an..

corrisponde un numero cardinale, ciod quello che designa
il numero degli oggetti della classe

(@ a, . . . an)

Viceversa si riprenda la distribuzione delle classi in
classi di classi equivalenti, stabilita al n. 2. In forza delle
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praprieta (1...7) quelle classi di classi (K, K,...K,...)
si {rovano disposte in una serie ordinata come indica il
seguente quadro :

K| K | K., |
!
(a,) { (@ @) |...] a4, a ... an
(by) | (b b,) (b, by . . . b
() | (e ¢) (e e 0ot Cn

Pertanto al numero cardinale n che designa il numero
degli oggetti di ciascuna classe di K., corrisponde un nu-
mero ordinale, cioé quello che connota il posto di K,,
nella serie

K K,... K.

E chiaro che la corrispondenza fra numeri ordinali e
cardinali e quella fra cerdinali e ordinali testé definite,
sono I’ una inversa dell’ altra.

Ora immaginiamo di associare ad ogni numero cardi-
nale (n.) il suo corrispodente ordinale ( n,); costruiamo
cosl le classi:

(1. 10)-. (2o 20 ---(ncno)---

Dalla classe (ncn, ) possiamo ottenere per astrazione
il concetlo del numero astratto n, simbolo comune di un
numero cardinale e del corrispondente ordinale.

Nota. - Nell’uso comune s’ impara difatti a operare
sopra numeri astratti (1, 2, 3...) ciascuno dei quali riceve
por il significato di numero cardinale, e concretamente di
numero degli oggetti di una certa classe, oppure di nu-
mero ordinale, e precisamente di numero d’ ordine di un
elemento di una certa serie.

Dal doppio uso dei numeri come cardinali e ordinali é
nata alla fine del secolo scorso la questione largamente
dibattuta nel pubblico « se il secolo ventesimo cominci col
1 gennaio 1900 o col 1 gennaio 1901 ».

La questione consiste in questo: il numero (1900 o
1901) che si scrive nella data, riferendosi alla comune
cronologia dell’ éra cristiana, designa il numero cardinale
degli anni compiuti a partire dalla (presunta) pascita di
G. C., oppure il numero d’ ordine dell’ anno in corso per
riguardo ad una serie di anni che ha la medesima
origine ¥

Nel primo caso il principio del secolo ventesimo sa-
rebbe il 1. gennaio 1900, nel secondo il 1.” gennaio 1901.

Ora I’ Aritmetica, o qualsiasi considerazione a priori,
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¢ incapace di sciogliere una questione -di questo genére*
tanto ‘varrebbe pretendere di sciogliere a priori la‘ ‘que-
stione se chi parla di un « piede» intenda riferirsi al 'si-
stema metrico inglese o a quello di un altro paese in cui
si usi una misura diversa collo stesso nome.

La risposta si deve domandare alla storia. La quale
¢’ insegna che quando (con Dionigi il Piccolo) s’ intro-
dusse 1’uso di contare gli anni dalla nascita di G. C., il
numero che figura nella data fu impiegato come numero
ordinale. Percio il secolo ventesimo ¢ cominciato col 1.°
gennaio 1901. :

‘Per curiosita rxcorderemo che una questione analoga -a
quella testé indicata sorse anche alla fine del secolo deci-
moottavo, e si trova una nota dell’ astronomo ARAGO che
ne definisce chiaramente i termini, nel senso che si & in-
dicato qui sopra.

§ 2 - La serie infinita dei numeri. ;
6. EMPIRISMO I: IDEALISMO. — L’ analisi che abbiamo
svolto ha messo in evidenza due serie di esperienze sopra
le classi di oggetti, i loro diversi aggruppamenti, corri-
spondenze, ordini, le quali conducono al concetto astratto
di numero (cardinale e ordinale). Da questo punto di vista
le proprietd fondamentali dei numeri appariscono come
proposmom sperimentali. Ma & il caso di domandarci :

1.° Fino a che'punto o in che senso ! esperlenza é
su,ﬂicxente a giustificare tali proposizioni.

2. Fino a che punto I’ esperienza ¢ necessaria per
stabilire il concetto del numero e le proprieth ad esso
inerenti.

La prima domanda si riferisce all’ osservazione'-»se-
guente :

Operando sopra oggettl e gruppi di oggetti materlal—
mente dati non si arriva in fatfo che a numeri non troppo
grandi. Un uomo, occupato a contare 10 ore il giorno per
50 anni della sua vita, arriverebbe press’a poco ad un
miliardo. Le esperienze effettive che dovrebbero verificare
le proprietd di numeri cosi grandi m’chiederebbero un
tempo assai maggiore, donde segue un’immensa difficolta
pratica per ottenere siffatte verifiche, quando non si vogha
ricorrere all’ opera simultanea di vart uomini.

Ma una simile impresa, volta alla diretla verificazione
delle proprieta aritmetiche dei grandi numeri, non é stata
mai tentata — che si sappia — dalla societd umana; e
nondimeno 1’ uso dei numeri superiori ad 1 miliardc’ ri-
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corre .di frequente anche in faccende pratiche, p. es.- nel
bilancio dei grandi Stati moderni, e !’ applicazione delle
proprietd fondamentali dei numeri non solleva alcun
dubbio. '

Bisogna dunque ammettere che la coscienza di cui: si
tratta non deriva dalla pura esperienza bruta del conteggio
su classi di oggetti.

Ed invero se 1’ intelligenza di certi animali o dei sel-
vaggi pud essere misurata dal numero massimo cui essa
pud giungere, per I’uomo civile non esiste aleun massimo
nella serie dei numeri. La nostra mente supplisce alle e-
sperienze effettuate con esperienze immaginale, la cui
possibilita di ripetm'one indeflnita ci porge la costru-
Zione ideale di una serie infinita di numeri.

Dunque il fondamento dell’ Aritmetica si trova non sol-
tanto nelle esperienze elementari sulle classi di oggetti
materialmente dati, ma anche nella. facolth della mente di
immaginare esperienze piu estese e predeterminarne il
resultato mercé la combinazione e ripetizione di processi
gid esperiti.

Da questa osservazione si passa naturalmente a dlseu-
tere la seconda domanda enunciata di sopra:

Fino a che punto & necessario operare sopra oggem e
gruppi di oggetti materialmente dati ? Si pud fondare 1I' A~
ritmelica senza ricorrere al mondo esterno, col semplice
esame riflesso del nostro pensiero?

chiaro anzitutto che la natura degli oggetti su cui si
esperimenta ¢ affatto indifferente al resultato delle espe-
rienze elementari che sottostanno al concetto di numero;
é anche indifferente che si ricorra ad esperienze visive,
auditive o tattili ecc. Non vi é quindi difficoltda ad am-
mettere che si possa anche ricorrere semplicemente ad e-
sperienze mentali. Un uomo, dotato di sufficiente forza di
astrazione, il quale sia cieco-sordo-muto e paralizzato, pud
pensare degli oggetti anche senza immaginarli in modo
preciso, e operare con associazioni e astrazioni pura-
mente ideali sopra classi di oggetti pensati. Queste espe-
rienze mentali sostituiscono le esperienze elementam su
oggetti concreti, analizzate innanzi.

A questo punto di vista si riattacca la fesi idealistica
che: le esperienze elementari conducenti alla definizione
dei numeri non vertono sulle proprieta obiettive degli
oggetti o delle classi d’ oggetti considerati, ma esprimono
piuttosto le leggi operative del nostro stesso pensiero, del-
I’ associazione e dell’ astrazione logica. E cosl, in tale
aspetto, le proposizioni fondamentali sui numeri si pale-
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sano non piu come enunciati di fatto (a posteriori) ma
come verith necessarie (a priori) che rispondono alla strut-
tura e alla funzione della mente. )

Nella filosofia moderns la tesi idealistica ¢ espressa da
KANT che riconosce come pertinente allo spirito umano
quelle proprieta per cui qualcosa di reale viene pensato
come un « oggetto », Questa veduta & stata poi svolta e
determinata nel senso del subbiettivismo, mercé un’intui-
zione sintetica della realtd sensibile che, ritornando al pen-
siero di ERACLITO, figura la realtd stessa come un con-
tinuo fluire, un divenire e un confondersi delle cose sen-
sibili, dove non & possibile alcuna rigida distinzione di og-
getti (HEGEL); allora la determinazione di un oggetto che
il pensiero distacca dal reale e assume come alcunché di
fisso, appare una convenaiione o finzione arbitraria dell’in
telletto, e le leggi secondo cui si combinano gli oggetti (in
particolare quindi le relazioni numeriche) risultano a for-
tiori subiettive ed inerenti alla funzione intellettuale.

In contrapposto alla tesi idealistica suddetta, sta la tesi
empirica che, tra i filosofi moderni, ha trovato il suo as-
sertore in STUART MILL; questi mantiene che le relazioni
numeriche esprimono fatti poiché corrispondono ad aspet-
tative determinate: I’ Aritmetica non é un’opinione, per-
ché i cassieri non possono disporre ad arbitrio merceé ope-
razioni mentali del contenuto della loro cassa, ed invece
il controllo di cassa da luogo ad una previsione, fondata
sulle regole di calcolo, che i1esce ad ogni momento ve-
rificata.

Il contrasto fra le due tesi empirica ed idealistica con-
duce infine ad una veduta critice che si pud formulare
come segue:' I principi della teoria delle classi, i numeri
e le lorc relazioni, corrispondono ugualmente alle leggi
logiche (assiomi) dei processi d’ associazione e d’ astrazione
cui da luogo il pensiero, e a proprietd generali dei gruppi
di oggetti reali, sotto la condizione d’invarianza di questi
e nei limiti in cui tale condizione ¢ soddisfatta.

In quei principi si riconosce dunque un duplice conte-
nuto subiettivo e obiettivo, il cui confronto pud essere
spiegato dicendo che: i pensieri vengono associati nel-
1" intelletto in modo corrispondente a quello con cui si pos-
sono associare in gruppi dei sassi. Resta la questione fi-
Insofica di sapere se sia la mente umana che ha per cosi

! Ctr. F. ENRIQUES. Problemi della scienza, Zanichelli, 2.2 ediz.
1810, Cap. M.
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dire 1mitato nei suoi processi I’ esperienza del riunire og-
gotli materiali, o se viceversa la natura dell’ intelletto de-
termini a priori quelle operazioni ed esperienze: ma una
tale questione non ha alcun senso positivo perché non ci
é date immaginare 1’ intelletto umano isolato dalla realta
sensibile che lo circonda, pii che questa realtd all’ infuori
del pensiero che la rappresenta. La facolld di osservare e
sperimentare e quella di ragionare costituisecono infatti i
due lati inseparabili di un medesimo sviluppo psicologico
che sfugge al nostro esame obiettivo perdendosi nelle te-
nebre dell’ infanzia.

Dal punto di vista idealistico riterremo solo la veduta
che ¢ possibile la costruzione dei numeri e dell’Aritmetica
movendo da un puro esame rifiesso del pensiero e .delle
sue.operazioni associative. Ma avvertiremo che per quanto
1’ anzidetto esame tenda in ultima analisi a scoprire leggi
del nostro modo di pensarc, implicite in ogni esperienza
ragionata, queste leggi o assiomi (a priori) non si pos-
sono scoprire che mediante una riflessione obiettiva (a po-
steriori) sui prodotti del pensiero stesso (FRIES); tale é p.
es. I’ analisi dei linguaggi naturali o dei possibili linguaggi
convenzionali o sistemi di segni mercé cui si tende a fon-
dare la logica grammaticale o simbolica.

Insisteremo infine su cid, che: per costruire la serie
infinita dei numeri, non bastano gli "assiomi logici espri-
menti le proprieta fondamentali dell’ associazione e astra-
zione, ma occorre un postulato esistenziale affermante la
ripetibilitd indefinita dell’ atto del pensare, o la possibiliti
di determinare a priori una serie illimitata di associazioni,
I’ infinita della serie dei numeri importa appunto questa
potenzialith della mente umana che si traduce nel postu-
lato: dato un numero qualsiasi, esiste sempre un numero
successivo ad esso.

Nota. - Il riconoscimento che la serie dei uumeri ¢é
infinita stabilisce, si pud dire, una linea di demarcazione
fra la mentalitd dell’ nomo minimamente civilizzato e la
mentalith del selvaggio. Infatti I’ intelligenza dei selvaggi,
come quella degli animali, si suol misurare col numero
piu alto a cui essa arriva, al disopra del quale sembra
non concepire che una pluralitd indistinta.

La considerazione puramente empirica dei numeri
trova rispondenza nei sistemi naturali di segni o dl suoni
coh cui i numeri si rappresentano. La rappresentazione
convenzionale dei numeri mira a rendere esprimibili i nu-
meri piu alti, e nella sua forma pid evoluta esprime un
processo di formazione della serie infinita.
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11 sistema di numerazione moderno basato sul posto
delle cifre e sulla considerazione dello zero fu scoperto
dall’ indiano BRAHMA-PRIESTER, venne nell’ 800 a cono-
scenza degli- Arabi. e si diffuse in Europa nel 1200. !

7. -+ CLASSI FINITE ED INFINITE.

Quando si nltrepassd‘. coll’ immaginazione il dato reale
dell’ esperienza e ci si solleva alla considerazione della
serie infinita dei numeri, si hanno — nel pensiero — non
piu classi di oggetti effettivamente rappresentati o pensati
ma classi di oggelti pensabili, in delerminate condizioni,
ciod elementi supposti. Ora si presentano innumerevoli
modi di estendere colla supposizione i dati sperimentali,
e nascono cosl diverse classi infinite di oggetti: un esem-
pio é offerto dalla classe di punti che costituisce la retta;
anche qui i punti non possono essere tutti effettivamente
pensati uno dopo !’ altro, ma pur tuttavia sono supposti
come pensabili in guisa da dar luogo a talune relazioni
di ordife ecc.

Perd I’ estensione del concetto di classe alle classi in-
finite d4 luogo a modificare le relazioni analizzate nel § 1.
In quel paragrafo si é usato infatti ripetutamente il prin-
cipio sperimentale che « togliendo, uno dopo !’ altro gli e-
lementi d’ una classe, si arriva. ad esaurire la classe»,
principio che significa appunto la finitezza della classe
considerata. Non valendo pii questo principio vediamo
cadere la prop. 4) del § 2: una classe infinita puo essere
equivalente ad una sua parte.

Data la serie dei numeri

1,23, ...n...,

¢ chiaro ch’essa & equivalente a quella che si ottiene to-
gliendo il primo numero :

2,34, ...n ...
perché fra le due intercede la corrispondenza :
n =n 4 1

Parimente, mercé una riduzione proporzionale (simili-
tudine) un segmento, una retta, una figura qualsiasi del
piano o dello spazio, pud essere posta in corrispondenza
con una sua parte.

Sembra che vi sia qui una proprieta generale: tutte le
volte che & data una classe infinita, riconosciamo in essa
una parte equivalente al tutto.
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Cerchiamo di provare che questa proprieta sussnste m-
fatti per ogni classe inflnita. -

Anzitutto : se una classe & numerabdile, cioé pud essere
fatta corrispondere biunivocamente alla serie inflnita dei’
numeri 1, 2, 3..., essa ¢ equivalente ad una sua parte
(quelia ohe corrisponde alla serie 2, 3, 4,...). ‘

In secondo luogo: se una classe C contlefhe una’ serie
S, si-pud porre come innanzi una corrispondenza fra S ed
unasunpnrteedlnpaﬂtem far ocorrispondere ad ogni
elemento di C, fuori di S, 98 stesso; con e¢id resta pro-
vato che C & eqmvaleme ad una sua parte.

* In terzo luogo si consideri una ‘classe C qualsiasi: si
scelga in C un elemento arbitrario che si designerd con
1, quindi un secondo elemento che si designerd con 2, e
cosl via. Se, dopo un numero finito di scelte la clas_se é
esaurita, essa corrisponde ad ‘una classe finita (1, 2. 3. ..

.n)ed é finita come questa; se cosl non & sembra che la
classo C contenga una classe numerabile in corrispondénza
colla serie infinita (1,2, 3 ..), e perd che essa sia equi-
valente ad una sua parte :

Tuttavia questa deduzione contiene un punto delicato :
infatti essa suppone la possibilita di compiere entro C,
non solo un numero grande di scelte, ma un numero in-
finito di sceite arbitrarie. Questa possibilith trascende le
facoltd del pemsiero umano, a meno che non si possa fis-
sare una regola che determini a priori le scelte succes-
sive dipendentemente da un numero finito di operaszioni.
Una regola siffatta ¢ facile a trovare per tutte le classi di
cui il nostro pensiero ha effettivamente costruito un’ im-
magine ; ma 1’ indeterminatezza del concetto generale di
classe lascia indecisa 1a questione se la possibilith di una
tal regola sia data per ogni classe. Facendo 1’ ipotesi affer-
mativa, che si traduce in una eventuale registrazione del
concetto di classe, si ha dunque che: la possibilita di
stabilire una corrispondenia fra uno classe ed una sua
parte appartiene a tutte le classi infinite e -costituisce
quindi un carattere distintivo fra le classi inflnite e le
classi finite.

8. POTENZA DELLE CLASSI INFINITE.

Ora accenneremo come la teoria dei numeri cardinali,
relativi a classi finite, abbia dato luogo ad una esten-
sione per le classi infinite. Il concetto di poterza di una
classe, dovuto a G. CANTOR, risponde appunto al conceﬁo
di numero cardinale in_ﬂmto

A bhase di questa teoria di CANTOR sta I’ osservazione
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che il confronto di due classi infinite pud dar lyogo, come
per le classi finite, a un giudizio di equivalenza o di pre-
valenza. .

Due classi sono equivalenti se tra gli elementi dell’una
¢ quelli dell’altra intercede una corrispondenza biunivoca.
Tale relazione soddisfa, ceme per il caso delle classi finite,
alle proprietd riflessiva, simmetrica e transitiva.

Una classe & prevalente ad un’altra quando si pud
porre una corrispondenza biunivoca fra gli elementi di
questa e gli elementi di una parte di quella. Come per le
classi finite, la prevalenza fra classi infinite soddisfa alla
proprietad transitiva; ma, a differenza di quel caso, soddi-
sfa anche alla proprieta riflessiva; inoltre essa pud soddi-
sfare anche, in qualche caso, alla proprietd simmetrica,
che non appartiene mai alla prevalenza fra classi flnite.

Queste differenze si riconducono alla circostanza fonda-
mentale che:

Una classe infinita pud essere contemporaneamente
equivalente e prevalente ad un’altra,

Perd sussiste il

TEOREMA DI BERNSTEIN: Se A ¢ B sono due classi,
ciascuna delle quali é prevalente all’altra, A e B sono
classi equivulenti.

Dimostriamo questo teorema fondamentale valendoci
delle semplificazioni dovute a Peano e a Padoa.

Secondo I’ipotesi, ¢ data una corrispondenza biunivoca
fra A e una parte B di B’ e un’altra corrispondenza biu-
nivoca fra B e una parte A’ di A. In questa seconda cor-
rispondenza a B’ corrispondera una parte A" di A.

Si ha cosl una corrispondenza fra A e A” parte di A,
cioé una corrispondenza univoce similare fra A, A’, che
non ¢é invertibile per gli elementi di A’-A"; si tratta di
porre una corrispondenza biunivoca (ra A ed A’, e per cio
bastera determinare una parte C di A’ in tal guisa che to-
gliendo C da A e da A’ rimanga una corrispondenza uni-
voca invertibile, ossia biunivoca, fra A-C e A’-C; infatti,
ponendo allora in C la corrispondenza identica, si avra
una corrispondenza biunivoca fra A ed A’. Ora la possibi-
lita di determinare la classe C nel modo anzidetto, risulta
dal seguente

LEMMA. = Se si ha una corrispoudenza univoca simi-
lare fra una classe A ed una sua parte A’, cioé una cor-
rispondenza, biunivoca fra A ed una parte A” di A’, si
pud sempre determinare una parte C di A’ tolta la quale
rimanga una corrispondenza biunivoca fra A-C ed A’-C.

Si indiehi con = la -corrispondenza data fra A" e A, e
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si consideri I'insieme degli elementi P di A’ a cui corri-
sponde in z' (r=1,2..) un elemento di A’-A"; I'insieme
di questi P preso insiemne ad A’- A" costituisce la classe C
che volevasi determinare.

Il teorema di Bernstein permctte di distingere i se-
guenti casi nel confronto di due classi infinite A & B:

1° le-due classi sono eguivalenti; in tal cago si dice
che esse hanno uguale potenia ;

2° le due classi non sono equivalenti, ed una di esse,
p. e8. A, & prevalente all’altra B; in tal caso si dice che
la potensa di A, & maggiore di quella di B;

3.° le due classi non sono comparabili nel senso
che non si sa porre unsa corrispondenza fra I’una e l’altra,
o fra una di esse e una parte dell’altra,

Quest’ uitima eventualith, che non sembra potersi esclu-
dere, implica una limitazione della teoria delle potenge di
CANTOR: si suppone sempre di riferirsi a classi compara-
bili, che dieno luogo ad uno dei giudizi 1), 2).

La prima classe inflnita che viene considerata da CAN-
TOR & quella (di minima estensione) costituita dai numeri
naturali: 1, 2, 3... n... —. Ogni classe i cui elementi si
possono far corrispondere ai numeri naturali si dice nume-
rabile. Tutte le classi numerabili hanno la stessa potenza,
che & la potenza minima che possa appartenere ad una
classe infinita.

CANTOR dimostra poi che la classe dei punti di un
segmento (o della retta non & numerabile, cioé che la po-
tenza del continuo ¢ maggiore di quella di una classe nu-
merabile.

Le ricerche ulteriori di CANTOR in questo dominio lo
hanno condotto a conclusioni assolutamente impreviste al
senso comune; p. es. che il continuo rettilineo ha la stessa
potenza della superficie (quadrato o piano), del volume
.(cubo o spazio) ecc. Tuttavia si pud costruire una classe
avente potenza maggiore del continuo; infatti 1’insieme di
tutti i possibilt gruppi di punti d’un segmento ha potenza
maggiore di questo ecc.

Infine aceenneremo ad una importante questlone posta
da CANTOR, che rimane per ora insoluta: se esista qualche
classe (gruppo di punti sulla retta) che abbia potenza inter-
media fra il numerabile e il continuo.

9. SERIE FINITE E INFINITE.

Una classe infinita, alla stessa guisa di una classe
finita, pud concepirsi come una serie ordinata, per modo
che:
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.5 1) dati due elementi della serie uno di essi succede
all’ altro (e questo. precede quello);

2) se Pelemento ¢ succede a b e b succede ad a,
anche ¢ succede ad a. ,

- Ma P’ordine di una secrie infinita non soddisfa sempre
alle -proprieta 3) 4) indicate al § 4 per I’ ordine di una serie
finita; cosl p. es. la serle dei punti di una retta & ordi-
nata, ma dato un punto non vi & un successivo jmme-
diato né un precedente immediato di esso, Infatti I’ esistenza
di un successivo immediato (e di un precedente immediato)
si deduce dall’esistenza di un successivo, (e risp. d’un
precedente), tenuto conto della finitezza della serie: se b
@ suecessivo ad ¢, ma vi sono elementi dopo a e prima
di b, si prenda uno di questi, ¢; se ¢ non & successivo im-
mediato ad a, si prenda un elemento successivo ad a e
precedente a c¢ e cosl di seguito; se la serie data & finita,
la successione dei tentativi si esaurisce e conduce al suc-
cessivo immediato di a.

Come in una serie infinita pud darsi che per un ele-
mento (non ultimo) manchi il successivo immediato e di
un elemento (non primo) non vi sia alcun precedente imme-
diato, cosl pud anche accadere che una serie infinita non
possegga un primo né un ultimo elemento. La serie 1, 2,

. : 1
3...n...non ha ultimo elemento; la serie... -, —5-

37 R
1, 2, 3..., non ha né primo, né ultimo elemento.

CANTOR chiama bene ordinata una serie che soddisfa
al seguente requisito:

3) la serie ha un primo elemento, ed ogni serie con-
tenuta nella data come parie ha sempre un primo elemento.

Questa proprieta & legata coll’esistenza di un succes-
sivo immediato. Si ha infatti il teorema:

In una serie bene ordinata ogni elemento, che non sia
ultimo, ha un successivo immediato.

Sia a un elemento (non ultimo) di una serie bene or-
dinata; gli elementi successivi ad e formano una serie,
parte della data, che & come questa bene ordinata, e quindi
ha un primo elemento, b; b & succcssivo immediato di a.

Nota — Il teorema anzidetto non & invertibile. P, es,
nella serie

1.1 2, 1

ro3 , Lo,

ogii elemento ta un  successivo immediato, ma pure la
parte
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1 1
Tr R "é'_’ 3';
non . possiede primo elemento.
Ora p trovare un criterio distinttvo delle serie
finite dalle influite; esso & dato dal seguente
TeOREMA DI PIERI. Una serie & finita se & bene ordi-
nata. insieme alla sua inversa. .
- . 8i abbia la serie ben ordinata:

.2

S=a,@a a...;
se essa non & finita contiene la serie numerata
8§ =, 8y Gy... 0Qn...

corrispondente a tutti i valori di a, sia che esistano dope
gli elementi di questa serie altri elementi oppur no; in
ogni modo s & parte di §. Ma se prendiamo gli elementi
di § e quindi di s, nell’ordine inverso, la serie S cost ot-
tenutd non & bene ordinata, perché contiene una parte (8)
senza primo elemento.

10. — IL PRINCIPIO D'INDUZIONE MATEMATICA E I NU-
MERI TRANSFINITL. - Si abbia una reiazione qualsiasi R, di-
pendente da un numero ; se questa relazione & verificata -
per x =1, e se dall’essere verificata per x = n, Si de-
duce ch’essa sussiste per x — n 4+ 1, allora la relazione
sussiste in generale per tutti i valori di x =1, 2, 3... n...;
in simboli

se R (1) = 0,
e da R (n) = 0
si deduce R (n+ 1, =0,
si ha R (m) = 0,

(m designando un numero comunque grande).

Il principio qui enunciato ¢ conosciuto sotto il nome di
principio d’induzione matematica; ed il suo riconosci-
mento come principio logico risale a MAUROLICO.

Noi abbiamo gid fatto uso ripetutamente del pensiero
di induzione nel § 1, ammettendo la possibilith di esaurire
nel pensiero una classe di oggetti materialmente dati, col
toglierne successivameute un elemento dopo 1’ altro. In que-
sta maniera il principio d’induzione esprime una condizione
di possibilita del pensiero umano rispetto ad ogni classe
finita, possibilitd d’immaginare tutti gli oggetti della classe
come effettivamente pensati uno dopo 1’altro; e si tratta
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invero di possibilita logica piuttosto che pratica; 1 ipotesi
che ingrandisce — occorrendo — la rapidith del pensiero
e finge un tempo assai grande a sua disposizione, riesce
in realtd ad ingrandire la facolthd del pensiero, press’a poco
come il microscopio ingrandisce la vista, senza decampare
dalle regole logiche ed in ispecie senza condurre mai ad
una contraddizione.

D’ altra parte si pud interpretare il principio d’ induzione,
non gia a partire-dall’ipotesi di una classe finita comunque
data, ma come possibilith della serie infinita che corri-
sponde ai numeri naturali

1,2 3. ..

Esso precisa allora il postulato esistenziale riconosciuto
alla fine del § 6, affermando che 1’operazione con cui si
passa da un termine della serie al successivo conduce ad
ogni termine della serie. Si ha cosl una proprietd caratte-
ristica della serie degli atti del pensiero che si pud deter-
minare psicologicamente fissando un modo generale di
passaggio da un pensiero al successivo; tale é p. es. la
serie delle riflessioni del pensiero su se "stesso:

A, il pensiero di A, il pensiero del pensiero di A ecc.

Ma si ha ancora una proprietd caratteristica delle serie
inflnite che possono porsi in corrigpondensq ordinata
colla serie dei pensieri e quindi colla serie dei numeri
naturali

1,2, 3...n...

Invero si consideri una serie infinita, bene ordinata, S,
il cui termine generale, ordinatamente corrispondente al

numero n della serie 1, 2, 3.... n.... si possa designare
con n.
Osserviamo che essendo data una relazione
R (x) — O,

tutti i numeri & che la verificano (supposto che ce ne sia
qualcuno) formano una classe, Quindi si pud enunciare il
principio d’induzione come segue:

Se una classe C contiene il primo elemento (x=1)
della data serie S, e se dall’ ipotesi che essa contenga un
qualsiasi elemento (:c ==n) di S, 8t deduce che contiene
ancora il suo successivo immedialto (x =n + 1), la classe
C contiene tutti gli elementi di S (PEANO).

Questo principio appunto distingue la serie dei numeri
(o quelle che sono con essa in corrispondenza ordinata) da
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altre possibili serie bene ordinate come p. es. la seguente:

1 . 3 7

1,1 R 1 R 1 —8—...,2,...

Infatti & chiaro che una serie ben ordinata per cui valga

il postulato di PEANO, si pud porre in corrispordenza biu-
nivoca ordinata colla serie dei numeri naturali

1,2 3...n...

Ora la considerazione di serie ben ordinate non soddi-
sfacenti al postulato di PgANO, conduce ad estendere il
concetto ordinario dei numeri ordinali considerando numeri
ordinali infiniti. tali sono i numeri trangfiniti di G. CANTOR.

Si abbia una serie ben ordinata, S, che non soddisfl al
postulato di PEANO; allora vi sono in.essa degli elementi
successivi a quelli che portano un qualsiasi numero d’or-
dine n per quanto grande; la serie di tali elementi, S, (suc-
cessivi alla serie 1, 2, 3...) & una parte di S, e percid pos-
siede un primo eiemento ®; il successivo di @ si pud de-
signare con o | 1 e cosl via.

Si ha cosl una serie

S=123...,0,04+10+2...,20,204+1,...,...

che si pud immaginare indefinitamente proseguita.

Il simbolo o che desgigna il primo elemento della serie,
successivo ai numeri naturali (finiti) si puod considerare
come il pia piccolo numero ordinale inflnito (trasfinito).
Se¢ nella serie vi & un elemento successivo ad

2020, 3e...,

questo si pud designare con . Si comprende quindi Ia
possibilith che la serie contenga anche elementi

0} o' ..., 09 ecc.

Le serie dei numeri trangfiniti qui considerati, troc:
una immagine geometrica in una serie di punli che si
costruisca opportunamente sopra la retia in guise che:
o corrisponda ad un punto limite della serie1,2,3...,.2 @
ad un punto limite della serie o -} 1,0 | 2,...; o® «ad
un punto limite della serie o, 20, 30, ... ecc.

Nora. - Quando la serie dei numeri transtiniti & co-
munque prolungata mediante una costruzione mentale d/-
pendente da un numero flnito di convenzioni, immagi-
nando un successivo 0o dopo o, o°, .., e quindi un suc-

Vol. I 25
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cessivo dopo @@, @*e, o*e,.. ecc., si cade sempre in classi
numerabili.

Si pud anche dimostrare che ogni serie ben ordinata di
punti susseguenti sopra la retta (a cui conduce 1’imma-
gine geometrica dei trasfiniti definita innanzi) ¢ numerabile.

* Nasce ora la questione se sia possibile disporre i punti
di un continuo (p. es. d’un segmento) in una serie bene
ordinata, di guisa che il numero cardinale che designa la
potenza del continuo, si presenti come un numero della
serie.dei transfiniti. Tale questione proposta da CANTOR,
ha dato luogo a numerosi tentativi, i quali perd debbono
ritenersi tutti come infruttuosi, perché le pretese dimostra-
zioni conducenti a bene ordinare il continuo suppongono la
possibilita dl compiere effettivamente col pensiero infinite
operazioni di scelta, (non predéterminate da qualche cri-
tehio esterno) cioé sono affette dal vizio del trascendenta-
lismo.

Percid nello stato attuale della questione rimane dubbio
se il continuo possa essere bene ordinato. Perché tale
buon ordinamento avesse un senso positivo bisognerebbe
farlo dipendere da un criterio determinato o determinabile
a partire da una realtd, mediante un numero finito di atti
arbitrarii del pensiero; ed un siffatto criterio non sembra
potersi assegnare.

La prova negativa esigerebbe invece di dedurre una
contraddizione dall’ipotesi di una serie ben ordinata avente
la potenza del continuo. Non sembra potersi rigorosamente
affermare che I’impossibilith di una costruzione positiva
implichi necessariamente la possibil.ta di questa dimostrga-
zione negativa.

Anche a prescindere dalla probabile impossibilita di
estendere la serie dei transfiniti fino ad avere una serie
ben ordinata della potenza del continuo, i numeri cardinali
e ordinali estesi al di 14 de’ numeri naturali finiti condu-
cono a due specie diverse di numeri infiniti, poich¢ dal
punto di vista cardinale si avrebbe

o=0-}+l=...=2a=...mo*'=...,

ciascuno di questi numeri corrispondendo ugualmente ad
un insieme numerabile.



