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’».,.devono mcessantemente a1utarsx € completar51. Questa remproca -
' j,penetrazxone &l pegno d'un’ smuro _progresso.. Essa - 1mped1ra aj \_'/
.matemat101 d1 perdere i loro sforz1 in. Iavon d1 speculazmne pura,\- .
i fare un’' opera stenle, come:'lo, fu in"passato, ..per buona pa.rte, o
; quella de1 ﬁlosoﬁ grec1 essa’ arrestera gli. sperlmontatorl sulla via .
- dell’ empmsmo e 11 obbhghera a: sottomettersx al severo controllo ,
‘:_dellanahsl.‘ S ‘ . IR

‘ Cos1, sxgnorx, apphcando ad uso". nostro, la bella. d1v1sa della :
_ nostra osplte, la nazione “belga, troveremo ms1em‘e la; Forza nel- :
‘1’Umone. :

C’ BQURLET.._ e

T numéri m‘m ar‘chimedei. e

ta
i

: 1 Rlassunto delle proprleta del numeri - reall. — Rlassumlamo
.'le prmmpah proprleta de1 numer1 reah°" s :
: 1. OPERAZIONI - I numer1 reah costltulscono un’ car]ﬁa d1
‘ ent1 trasformato in se stPsso dalle operaznom di somma e ﬁroa’oltw S
'.a —[—- b a b - i

N ;

PROPRIETA FONDAMENI‘ALI DELLE OPERAZIONI '—'—“.:Lé KR
; somma e il prodotto soddlsfano alle proprleta commutatwa e as-’
" socxatwa, o Sl
: a+b--b-}—a ab—-ba. AE GOV (A
(a.—l—b —[—c—a+(b+c) ab)c—a(bc)'

) (I Questo scrltto & ‘una’ parte dell’amcolo «Sux numen realx» Lhe vedra prossxma- o
;mente la luce presso’ editore, Zanichelli nei Calleclanea e Quesnom nguardantx le Mate-.
£ matxche elementan», nfacxmento del volume pubbhcato neI 1900 . ;




3. PROPRIETA DELLO ZERO. ——-Es1ste un: numero ben. deter—j
- mmato «lo zero. (o) », che, per qualunque Valore d1 a, soddlsfa alla,
condlzxone. . . . ,

L ) (a,-—‘—a,:\b—b . .
i ha, qualunque.sia a, . =" q/vv
. .‘ “ . o ao’-;o T E
7-ab=o,;'-‘v
e L .. PEER A
- IR Com 'a=o, ob=o.
" 4 OPERAZIONI INVERSE. — I numer1 reali COStltulsconO un,

. corpo rlspetto all’operazmne mversa della. somma, cxoe é sempre:
--possxbxle la soz‘z‘mzzone. a-—b I numeri reall, tolto lo zero, costi--
“tuiscono pure un corpo rispetto- all’operazwne inversa della moltx—‘b

¢ ¥

- .
l1ca21one, ciod .& sem re’ possibile la dzwswne. -
. - . B A i p p Ciad et < b R ;. :
’ P . «' ‘,‘ ‘m‘ A N v-"’

: 5 ORDINAMENTO —1I numer1 reah formano una serle ordx-

' nata, cxoe se’ o e

T ‘a':=f|'=b;'o_'a>bob>a.(a_.‘\<-yb),' , ,
ese fv,~'_,'_,,.'a">b_,b>c, anche a>c_. Lo

6 CONTINUITA — La. serle ordmata de1 numeri rea.l S c‘o‘n-—

‘ ._tmua nel senso di Dedekmd ciog: se Ia serie . stessa & divisa i
due part1 (classi contlgue) per modo che ogm ‘numero - appartenga.,
“ad. una delle: due partl, ed ogni numero della, pnma ‘parte_sia mi-
* nore'di cxascun numero della seconda, allora esiste un masszmo della.'
te _‘pnma. parte o un minimo- della seconda. (Segue che la serle dei -
S numeri - susseguenti .ad un- dato, ‘0 quella -dei numer1 susseguennw

B .ad un dato e precederm ad un altro, SOfo pure serie contmue)

“7. NUMERI POSITIVI. — I numen reah susseguent1 allo 0‘

'(posmw a>o ) formano un corpo rlspetto alle’ operazxom d1 somma,
prodotto e, d1vxslone. R oo T T :

R - - P B - e s e . K

. .:,'38 CONDIZIONE DI DISEGUAGLIANZA 0 DI SOT’I‘RAZIO\IE. - Se‘
a,,b sono. due numer1 reah e pOSlthl, ed o R

S e L DI
el R

B
N




.-A| N s ' Y ‘
i’ numeri., realr e: posxth la. dlﬁerenza'

-

c__a—b (oss1a a—-—b-{—c)

"ViéeVersa se — essendo a,b,c posmvx —
BRI K o c-——a—b (a_—b+c)
siha .- .. " .
’ e ,' ‘-.a>b._ o
9 L’JNIrA — E51ste un. numero posmvo ben - determmato

% l’umta (1)» tale che, qualunque sia il numero reale a, oo e

‘_a'l:a, o o . S “

10, GLL INTERL' — I numeri somme di unitd .(infers positivi o
«numeri naturali ») formano entro la serie ordmata dei numeri reah

una’ serie bene ardmata (in cui ad n’ succede n - 1) (x):

I numeri interi-e positivi formano un.corpo rispetto, alla somma,

e soddxsfano alla condizione d dzseguaglzanza, cioé: se a e'b sono

! \

- interi POSIUVI ed a>b.a.—,b,e un numero intero posmvo.,‘ e

n PROPOSIZIONE DARCHI_MEDE — Dat1 due numer1 reah e' .

posmw a, b, e51ste .sempre’ qualche mtero positivo n. per cu1

.\v't
.na>b

3

Queste proprxeta dei numen reah si rlattaccano al duphce aspetto ‘
Sin’ cu1 ‘essi - si presentano, ciog al” fatto che. la totalitd' dei numeri’

reali nasce dall’estensxone dei numeri ‘naturali ordinali ed.i- numen '

reall posxtxv1 nascono come estensmne dei numeri natura.lx cardl-

nali; per _esempio sono essenzxalmente pra;)rzeta cardinali le prop 7),

8), 1 I) ' . . . i “

> 'L’ insieme: delle propneta cardmah de1 numerx reah e, posnt1v1,4

rlsponde alla condizione: che quest1 numeri ‘si possano- nguardare
come « rapport1 di grandezze » .0 come «trasformazioni di- un _si-

stema di grandezze in se .stesso (moltlphcamonl) »; €. 010 per ri-

L, kA»A

mentn o

(1) Una serie dlce51 bene ordmata (Cantor) se oam parte di- essa ha un pnmo eIe- -




1 X, . - e -

- guardo ad un- sxstema dx grandezze carattenzzato dalle seguenn» :

proprxeta.-' e . \ .

. Sommabilitad somma commutatlva e assomatlva — Ordma-
" mento soddlsfacente alla’ condlzxone di- dlseguaghanza = Proposx-ﬁ
- zione’ dArchnmede — Continuita o mtegnta o ’ .

Ora poiché queste ‘proprieta ‘ delle grandezze sono anche pro-'
'pneta dei- numeri reali e positivi, 0051 puo -dirsi’ che «7 numerz
'realz ‘e poszizm farmano, essi, slessi, un. (partlcolare) szstema & gran- .
dezze soddzsfacente alle condizioni indicate ». La. maggiore determi-
nazione: del sistema- dei numerx e in- rapporto colla deﬁmzxone di .
. una seconda operazione oltre la somma 11 prodotto rlspetto a’
- cui le grandezze numeriche formano. pure un- “COrpo; A

La relazione fra numeri e grandezze pud anche essere espressa
. sotto forma geometrica. La serie dei numeri reali si: pud porre in -
,corrlspondenza bmmvoca ordmata coi punti d’una retta. E la serie -
~dei numeri reali e posmw colla serie dei punti d’una. semiretta. Al-u_ N
‘lora le proprzeta per cui i numeri reali poszth /br)hano un sistema dz gran- -
“dezze si traducono nei postulatz di: Congruenza fra- segmentl, ordiné
‘contmuo dei segmenti crescenti, ~postulato d’Archimede." In, partl- .
‘colare appare di qui che. la prop. d’Archlmede(I 1) é conseguenzaf‘f"
della contmmta nel senso. di- Dedekind (prop 6) ' -

¢

-

2 I trasfmm di Cantor come numeri non archnmeden.,—- Ci pro- ‘
wpomamo ‘ora di estendere 1lconcetto del numero ' reale la.sc1ando ca-
‘dere’ la..condizione ‘&’ Archimede, per modo che la 'serie dei nuovi

numeri . (nan archimedei): comprenda un znﬁnzto w o un mﬁmieszmo'
atz‘uale U] rlspetto all’umta' T ‘ :

o n < a) on > 77
"._per qualunque intero posmvo B g :

'

T R (n:n. 1)'.-‘
S1 tratta d1 védere ﬁno a che punto- si possono conservare pex"'

'numerx non- arch1mede1 le proprleta de1 numeri . ordman sopray-‘

‘rlassunte R . . S T I L TR o
An21tutto le: proprxeta de1 numeri mterll

Una .generalizzaziono de1 numeri mterl p051t1v1 é data da1 tra-_-

"sﬁmtl di: Cantor . o B PN IV S

oo . '

R TRy Ta L o I



-comprendentx un: 1nﬁn1to attuale w. Ma se st conserva pez tra.sy‘inztz~ s
i Cantor il concetto ordmale della’ samma (rltenendo che n +w desi= -
gm « il numero 1mmed1atamente successwo alla serie . .

si-trova -

Sl puo toghere questo mconvemente modxﬁcando la deﬁmzwne e
della somma, e premsamente ponendo I B Sl

(aw+b)+ Cw—l—d)=(a+c)m+(b+d

Tuttav1a quectl trasﬁmtx non. soddlsfano mteramente alle pro- i
"prleta, (10) dei’ numer1 mterx p051t1v1- formano una serxe ben ordi- v
‘nata, cost1tuxscono un’ corpo rxspetto alla somma, ma non. verzﬁamo’
v da condzzwne a’z sottrazzone p01che, pur essendo LR ‘

” - HEE RN

Cfionesiste. -1

Se si vuole soddlsfatta questa COI’ldlZlOtle agglungendo ai precea'entz
jrasﬁmz‘z .f R L

1 E

'

st pera’e la- wna’zzzone clze 7. z‘msﬁmtz sz‘essz formzno una serze-ben ordi-. . g7
naia, po1che non. esxste un’ mlmmo della serie decrescente i

, Cos1 la proprleta de1 numen mten pOSItIVl d1 formare una serle ;
ben ordmata \appare mcompatlbﬂe .colle: altre proprieta (zo) de1 nu-lv"f
mer1 interi positivi in ‘un 51stema. non' archlmedeo.

, Questa mcampalzbzlzta di mm serze ben: ora'mata dinteri posztzvz non
arc/umea’ez cot postulatz a’elle grandezze numerzcke, $7 rzcona’uce ‘al legame "
per cut la. condzzzone d’An‘/zzmede dzpende come wnsegumza a’alla con-
tmuzla nél- senso’ di. Dea’ekzna’ o A o
Infatt1 se 51 con51derano 1 numer1




: 'per b reale =0 'e per a mtero e posxtxvo, si. ottxene una’ serle cono
_-_'tmua. nel senso d1 Dedekmd (prop 6) poxche la'pa_rtlzxone in’ classn

. ammette (come ogm altra part1z1one analoga) un’ numero hmlte
** (w).: Ora 'seé la serie’ ‘suddetta potesse. riguardarsi> come una: sene ds

' ggrandezze sodd;sfacente alla condlzlone di dxseguaghanza, 'si- de-;

g'durrebbe la: prop d’Archxmede, m contrasto coll’ 1pote51

Una serie’ d1 numen non’ arch1mede1 posxt1v1 aw-]—-b ' SOddl—
sfacente alla’ condmone di sdttrazxone conterra non solo 4 numerx;.
corrlspondentl a-b posxtlvo,, ma anche quelh corrxspondentx a b ne-'
gatlvo, Una serie. sxﬂ'atta L T v

.

aw+b (bzo)

“non sara . pitt contmua nel senso dl Dedekmd ‘ma’ sard, una serzeu
_"contmua nel senso’ di Cantor se @ amtmua rzspetto ab. Infattl due suc- ‘
‘_cessmm una crescente e l’altra decrescente di numen

anw—}-bn,a w+b'

- sdranno’ da rltenere convergentl'solo nel caso che — per ‘n- assai
’ grande — 51a Ap'== a,,__an+,j .,+, .‘.-.r-_-a. e. che ba b +,...,__
b"bn+,.'.. formmo successioni convergentl, nel qual caso am-.
-mettono il- numero-hmxte aw+11m ba’; 5 m spec:e 1é successxom T .
2,300 W—1,0—2. ., mon- sono convergentx perche &
-,(w-—m)—n>n._.;,~ Sl
Si . noti- che il sxstema aw—]-—b ove a percorre valorx mten cor-
, 'Frlsponde al contmuo ‘non archlmedeo ‘citato . da Veronese che’si
| pud’ rappresentare geometrxcamenfe con un sistema di rette parallelej '
" prese- nell ordxna d1 successxone da. sxmstra a’ destra & dal basso-.,',

}_all’alto. .

\




Sl puo generalxzzare 11 51stema stesso facendo varzare anclze
in moa’o conimuo. Con cidé non cessa di valere la contmulta nel’ senso
di Cantor, e.si- cqnservano del parl le propneta. delle grandezze T

‘ numerlche. A questa - estensione si ‘¢ condotti 1ntanto da.lla condx-- S

' .zione che eszsla per.a’ qualunque 11 proa’olla aw:

‘_ alle propneta commutatxva, assocxatlva e dlstnbutwa.

: Ma. la. condleone che i numheri non’ archxmedel formmo in corpo ,‘
nspetto ad’ un’ operazxone avente le proprleta del prodotto porta
altre conseguenze che dobb1amo esammare p1u da v1cmo :

Sx tratta. d1 vedere se possa. deﬁn1r51 11 prodotto (aw —|—- 6) (cw —|— ) )
“in gulsa che" 11 51stema. suddetto forml un . corpo, ] soddlsfacendo

Emdenlemenle una lale a’eﬁmzzone dzpende dalla poszzzone

perche }‘

Ma facendo in’ tal gulsa, e 1n generale se a < 00 a__o e
ﬁ <o, non 51 soddlsfa alla condlzlone ) che z numerz pasztzw
(> o)’ fo7 Mmino. un carpo rzspetio al proa’oilo ‘ R

-t

Pomamo mvece w2 _ aw+ﬂ con a>o o ¢on a__o e\ ﬂ>o

puo costltuxre un corpo rlspetto al’ prodotto 0051 deﬁmto.
A tal ﬁne si consxdermo due numen :

y >O) ’

o A,'y (x > o,




(w—.—x)'(w,—-y)-—,,r) ——(x—-}—_y)w—]—xy

'jf%a—w+ﬁhwww+ﬂ

L Dunque m ﬂfé‘-mn modo Z numerz poszth aw—}—b con a.>o pos—“.'.
o “sono farmare un corj)o rzspetz‘o aa’ un operazzone clze goa’a delle praprzeta‘
RS a’el prodotto. SR - RO &
o0 Noray— L’lp‘)tes1 Pl‘ecedente (a>o B3 o)e lnCOmpatlblle‘..:‘z
. anche con’ le ‘proprieta dello’.zero nspetto alla. totahta dei numerr -
' : aw+6- eszstono dei dwzsorz del[o zero, c1oe de1 numerl dlver51 da O
1 cui prodotto: & o4 T ‘ -
Invero perche sxa D

1

w—wuw—m’

N

basta determlnare x y m modo che

2 x?l-y)w—l-xy—o g
g {a—(x+y)}to+ ﬂ-{-xy)—
x—{-a'—a _ xy—-—'—ﬁ, e

"o

4 Corpo dei numeri ton archxmedel. Abblamo dlmOStI‘atO che o

se. si’ parte da ‘un’ 51stema di grandezze non archlmedeo, _conte-
o nente ‘una sola’ spec1e d1 umta mﬁmte attuah .rispetto all’unita prm-
A c1pa1e (1), .si- ottiene un 51stema d1 numer1 aw—{—b a>o) che non..
- puod formare un corpo relatlvamente ad un’ operaz1one soddlsfacente
+alle proprleta "del prodotto. ‘Un- corpo di numer1 “non arch1mede1
: p051t1v1 (in ‘cui si<supponga definito- il prodotto) dev essere pill.
esteso e precxsamente deve contenere una nuova umta w’, mﬁmta

d ordme superlore rxspetto ad w; 010 Xy daccordo con l’mtulzlo' e .

Ora rlchlamandcr le proprleta. de1 numer1 A p1u umta 51‘ ha‘
v che un’ 51stema dx numerx della forma aw +bw+c non puo




tino le’ proprxeta della somma é del prodotto qumd1 sie condott1'

‘a considerare w® come una“nuova umta mﬁmta d’ordme superlore SIS

rispetto ad wz, ‘e cosi via di seguxto. e B SR v-"'":"-
I numerll della forma o - L ' : "

N

‘a,.w"'-l— _an_, "t + . .+ a1 W +a
: dove n percorre tum ivalori-0, 1, 2,3 ..., e,.dentro 11 sxstema__
o di questi, i numeri posxt1v1 (a,,>o) “danno, luogo ad‘un corpo . di
"ﬁnumerl non arch1medex soddisfacente alle, proprleta della somma"
¢ .del prodotto, ‘alla contmulta. nel senso di Cantor, e alla conch
"v.zxone di. diseguaglianza delle grandezze numeriche. - T
. Ma nel sistema anzidetto non- ¢ p0551b11e la d1v151one. RN
Per rendere -possibile la divisione occorre" B
10 agglungere le ser1e delle umta 1nﬁmtesune _

-0 conSIderare numeri formati con mﬁmte unila- m_ﬁm’fesz’me, 5

quah rlsultano p. es. dalla d1v151one T
N B . . ’

SO a—{—-b 1)( ‘+ a’)) S

sviluppahdo (6+a7))—“ ‘cor;;_la" _série binorniriale.‘ - PR
In conclusmne un corpo . a'z numeri non arc/zzmedez po.mwz ‘entro

cut szeno possibili le operazzom di somma, prodotio, e divisione, contiene - .

- numerz ‘con un numero . arbitrariamente grande (ma Sfinito) di, unita in-" i

: /inzte e con un numero mﬁmto dz umid mﬁnzleszme, a’el/a forma

a) . a, w"+ @y w"'—.',—}— —|—a w-—{—ao+26,,77"’ R
La condizione . a’z contmuzla di Cantor non dlce p1u nulla nspetto‘_
- a numeri d1 ‘questa forma, ma essa pud surrogarsi con la condi-
: zwne che ogni szstema di 1 numer:. formalz con. un numero ﬁmz‘o di unitd
" sia’ continuo (nel senso di Cantor) Questa condlzmne 1mporta la con-. .
" tinuitd rzspello ai coqﬁtzenlz ay; a,, a2 .ot b‘, 52 N , alla’ quale i per- )
- viene egualmente ~— in base alla’ possxblhta del -prodotto — se Sl
- suppone che uno - solo de1 coeﬁimentl varu in modo contmuo. ‘."

-




-

_ Il 51stema corrxsponde ai* corp1 contmux d1 numer1 non. archl-
medel, contenentl il mzmmo szslema po.mézle a’z unit irriducibili.: E
' '\'possxblle ottenere - corpi p1u generalx in .cui.si, considerino anche )
.- potenze non intere di w; tali sono i corpi- d1 numen di Veronese»",'
- e-quelli. dei monosemzz di Lev1-C1v1ta. S T C
‘ Ma, tra.lascxa.ndo questa ‘possibile generalxzzazmne, ndi- ci- pro- i
pomamo di vedere ora come. si possa effettlvamente costrulre un '

'corpo m1n1mo dx numeri non archxmedel. : RN

NN

\ 5 Numerl funznonah non archlmedel. =~ Per COStruu‘e eﬂ'ettwa-
S mente un corpo minimo di numen non archlmedel, soddxsfacente '
oo alle condlzlom indicate mnanz1, ricorreremo all'idea . gemalmente B
’svolta da Hilbert,’ cui daremo una sv1luppo adatto a.llo scopo che
o qu1 viene proposto. _ : B PR
Con51der1arno le funzxom razxonah fra.tte del tipo’ '

SO _af taite

T W e X T AL

Due funzioni siffatte » LR s ( L 4
e (t) Al S
N (p(t) ’/’(t) PR

si possono confrontare per ! assa1 grande accade allora che (escluso"
il caso d’uguaghanza) da un certo punto in p01 :

N

. f x M L ,v.‘. ) | ) ;4_‘ B -’ \j)._.l

. R ’ . ¢’ ‘ 1/) = - . ’ '
o oppure . .. T Lo

IR . .1-—;1—'(0 ’
.'-).‘A , , N lq; W N

o i

o T ’ ok




Con cid - le funzxom anz1dette vengono ordmate in" una ser1e dx;- i
funzmm crescentl. Gli ‘enti d1 questa serie, ciog 1e Eunzwm che! succe-,',;,_',,-}‘, o
dono alla costante (> o), si.possono rlguardare come mumeri- po-. )

v smw, cost1tuent1 un- corpo rlspetto -alle operazmm di somma, pro ‘

= Lmswme de1 numeri’ — funmom =o, forma. a.nche un corpo
‘r1spetto alla sottrazione: Orai ‘numeri - che abblamo deﬁmto sono
numen non a.rchlmedex r1duc1b111 alla. forma

9

a0 —{—a g; W' “ —I— + 4, +b1 VR :

.

l‘”=f~’7=7" N

.',,.\
(2% \

NOTA. — nguardo all’estenswne del corpo de1 numerl funz1o- o
nah definito innanzi, avvertiamo che in esso 'si. possono assumere .

" ad arb1tr10 qua.nt1 si. voghano coefﬁmentl a, ; a,,._,, ao, b,, L

' j .+, bm, ma'non la serie- mﬂmta biybyiii ER :
81 possono generahzzare i numen funzlonah suddett1 con51de-' .
rando e pzu genemlz serie convergentz e T AR

- \ an t + +ao 2(} z-—mﬁ‘

»(anche non nascentl dalla lelSlOl’le "d1' fu,m‘om raz1onah fratte) e
compa.randole nel modo indicato mnanzx per le funz1on1 ra.zwnah.v
Allora la"serie dei coefﬁmentl biy:by C.0, 81 pud assumere ad- a.rbl-' ,
trlo compat1bllmente con certe dlsuguaghanze,v. SR

A




T . S 8 “y L.t T . .. .

[T
Al

E lecito del res ' '
t° tOgllere questa resmzxone consxderando anche

e serie dwergenlz “: b t purche si mOdlﬁChl 11 modo di con= .
. fronto d1 B : o

. - .
L v zémt ' “:L‘m m,

cercando quale sia i1+, segno della. dxfferenza

-

AEEREN , L g et e et
i C o - ‘6’"1”" x'—'z‘xcmt: N B

_ ﬁer n et crescem‘z ‘dove t si faccza crescere as.s‘az rapzdamente 77spetto
aa’ n. : .

© 6. Confronto del numen non archnmedel .coi numeri reah. _— Con- :
Vfrontlamo i numeri non. archimedei’ costruiti testé . conie numerxs,

- funzionali (hxlbertlam) coi numeri - reali, tenendo presenti le pro--

_ prietd 1)... 11) di questi, ‘enunciate al n.. 1. Vedlamo allora. che:
i nostri numeri .non archlmedel soddlsfano come i numen reah
 alle ‘condizioni 1) 2) 3) 4)¢ 5) 7) 8) o), iciod: e
. L'insieme dei numeri - non ; archlmedex( forma un. corpo ri-
_spetto alle operazxom di 'somma e prodotto (1) e alle: loro inverse,.
~sottrazxone e d1v1sxone (4) quelle operazioni da.nno luogo alle pro-; -
" prieta commutatxva, associativa e distributiva (2)%e alle proprieta. -
dello zero (3)-e dell’umta (9). L'insieme dei numeri non archimedei.
. & ordinato per numeri crescenti in ‘guisa che fra due numeri disu-
- guali’ ne esiste sempre qualcuno’ maggxore dell’uno e-minore’ del-
Taltro (5) I numerl non archimédei 'seguenti allo’ zero (posmw) for—
‘e soddisfano ‘alla condizione di sottraz1one delle . grandezze (8)
" I’abbandono della condizione - d’ Archimede n) c1 ha portato a -
_ modxﬁcare necessarxamente le propneta 6) IO) o )
Non vale per la serie dei numeri non archxmedex la conti-
' nuita. nel senso di Dedekmd 6). In luogo di essa si ha che agm
sistema di numeri " formato con' un numero finito .d’unita zrrza’uczbzlz n-
Jinite ed. mﬁmz‘eszme & continug nel senso di Cantor e perd: integro (i Coef-
ficienti percorrono ‘tutti i valori reall) La cond1z1or1e di 1ntegr1ta, .
’51 pud render soddisfatta — -come si ‘& detto” — anche rper il si-
stema dei numeri formati ‘con- infinite unitd. . S -
“ I numer1 non archlmedel mten e posxt1v1 R

a,.w —F...—|—ao—{—26my




R
b

=99 — AT

i (con a, 6 mterl a,, > o) non formano p1u una serie ben ordmata (Io),-

. ma: COStltUlSCOHO bempre un corpo rxspetto salla _somma e al pro- o

- dotto R : : . ' o

" "In sostanza- tutt:e le proprleta cardmah de1 numen reali (ecce—-

: zmn fatta per la prop. :d’ Archimede) appartengono ai nostri numeri |
" non- archxmedel' le propneta ordinali si estendono solo in parte,.
modxﬁcandom le 6), 11) ' ‘ : :

!

N

Su alcune possnblh mterpretazxom de1 numen
' non archxmedel. e

wet : /. »

T Ol'dllll d’inflmto di Du Bms Reymond — Nella teona dell accre:- "

K scxmento delle funzioni di Du'Bois Reymond si sogliono ‘confron: .

tare . g11 ara’mz d’infinito" o d’mﬁmtesxmo delle funzioni d'una;’ varia-’
bile'.¢ crescenh o decrescerm oltre ogni ‘limite (ad-es. per t—'oo)

Essendo f(’) e (p(t) due funzmm crescentx si. cerca se
im ’(t)
.’—°°,<pu) i
o .,f._-ﬁ.-‘ e ilﬂ f( —cost (==]—-o), | ‘ )
A °°_ ¢>(t) S ‘.

‘nei tre casi si dlce rzspett che l’ordme d’mﬁmto di- f & magglore
uguale o minore di quello di ¢.. Analogamente si dica per. gh
. ordini” d mﬁmtesxmo salvo lo- scambxo delle parole maggzore e~
‘-mmore SRS I - o : P R
In ,partlcolare gll ordlm d’mﬁmto delle funzmm |

- N

"'_at—l—ao,at—l—at—-l—a

sono rxspett uguah a quelh dx'

- R

&\.-.-_. . \‘4\‘1.‘,‘
T S, L



T 100

Y
R

‘“.e"si: ldsciano ‘rappresentare” coi -numeri naturali®

BN

S possono consxderare am’mz d’mﬁnzfo frattz ed zrrazwnalz cor-"
, “rlspondentl a potenze ¥ con x fratto 0 1rrazxona1e Ma i nwnerz__-;
= -realz non esauriscono. la serze dez posszézlz ora’mz a”mﬁmto delle funzzonz "

Infattl' ' ‘ : R S . P
‘ s 1° l’ordme d’mﬁmto di alcune funz1om p.:es di e‘ ' é supéridre -
: ad ogm numero reale e posmvo n'? SRR

. "20. 1’ord1ne d'mﬁmto d1 alcune funzwm, per es. d1 logt deve
kntener51 >0 ma mfenore ad ogm numero reale e pos1t1vo n. i

3° esxstono funzxoru crescenn 11 cu1 ordme d’znﬁmto & mcom- j,

. Ao
parablle perche f(l) per ¢ crescente puo non tendere ad un hmlte

ed Oscﬂlare fraoeoo S o T
Suppomamo di aver dehmltato un corpo dx funzxom compren-‘

»dente ¢% per x reale qualsiasi, i cui ordini d’mﬁmto sieno. compa.- B
rabxh Questi®ordini d’mﬁmto, in cui si* trovano mﬁnm ed infinite-

~ simi attuali: nspetto ad I,. costltuxscono una classe 4] grana’ezze nan :

T arc/zzmedee potranno rlguardar51 come numen soddxsfacentl alle B
T ;jproprxeta mdlcate nel prec § 1. : e

o . : Tt
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Sx tra.tta percm d1 vedere come possano deﬁn1r51 la. somma e-
_,11 prodoﬂo di due ordm1 a, /S’ P Ty i '
. “La somma si deﬁmsce subxto

[N B - e

. a—ord mf f(t) B
ﬂ—ord inf. (P(i) RS ' N
a—|—-ﬂ—ord. mf fc;o, ’_T 5 '. o " o -

: : 'x:-': ot .
_‘:,;e rlmangono soddxsfatte le proprleta assomatlva e commutatxva o
Postulando ora la proprleta dlstrlbutxva del prodotto, si avra. L

."per n. mtero e posmvo R T
’ 4 . R
a na—-ord mf f" (t)
',formula che per estensxone conduce alla deﬁmzlone generale deh o

' prodotto IR IR . Lo

§f(t)$

» nlg-—-‘-ord mf log"t
;r‘,lgn——ord. 1nf log t"

= ord mf nlog £

. 10 ”t"l\
g =0

t_—_-éonlogt '— : L

8 Probablllta._f“I ‘numeri non archlmedel trovano apphca—-‘
21one in.un problema dit probablhta che qu1 cmamo a txtolo d’e—~ o
semplo d’una classe piu. generdle R T A
- OSE supponga d1 far cadere un punto P entro un quadrato, ‘e 51
Postuh che:  “ s L ARERRETTRN SR

410 date ‘nel quadrato due aree equwalentz vi sza uguale proéa— L
ézlzta che P cada nell’una o nell’altra, R R L

P

L



\‘ far

g0 date due linee di ‘ugual lung/zezéa vt sta pure ugual praba—

: .6zl£la che P cada sull'una o sull’altra T o

- mero della: forma T ST

Cio’ posto si consideri la probablhta che P cada. in un luogo S -{— 5 .

-?fcontenuto nel quadrato e constltulto da un’area’ S-{contorno incluso) .

N .

‘e da una linea s fuori- di S; questa prababzlzta 2. espressa da un nu-

I

'déve o < a.<'x ,ed 7. & uh 'in-ﬁ"nités’ir'nb ‘Se* c—[—dn 'cc')rr,isponde alla

probablhta che ‘P cada in_un. luogo analogo S’+s la-somma S

l

'

I3

corrlsponde allav probablhta che P cada entro .‘ e

~supposto tuttav1a che S S s; §-ron abblan partl comum‘ questa.
-condizione, puo sempre soddisfarsi sostltuendo ad" ¥, s Jun’ area--
equlvalente e una lmea d’ugual 1unghezza, purche s:a.

| Cetecn
Il prodolto o e

: ' ~ ~ ( -}—bq) (c—[—a’n)—ac—{— (ad+ éc) 7)—]—6d7) o .. :   :

corrlsponde alla prababzlzta composia che lancxando .due punt1 P Q '

»questl cadano rispett. in S -5’ ed S’+s . Analogamente si deﬁ '

nlscono i prodotti di piu numeri. - R :
7 numeri- misuranti- le ])rababzlzta cost. a’aﬁnzle sona numeri non ar- -

. chimedei ordinarii cqmpresi fra o e'1, ma: l’znlerpretazzone a’wenta di-

fettosa per i numerz con coejiczentz negaizz'z

"a‘;h]i”

Infatt1 si. con51der1 un rettangolo A d’area a< T s con un lato 1,_ g
di lunghezza 1; si presenta Tidea di misurare con ‘@ -~ 7 la proba—
bilitd che un punto cada entro il rettangolo escluso 1l lato ‘15 ma
“allora somimiamo ad A 'un rettangolo B d’area 4 (< 1 ,—\—“a) ‘avente

H



ey T

.Acomune ‘con A 11 lato 1 3 la probabﬂlta che P cada ini A-|- B v1ene

datada..__."_‘;. PR ! o
NOTA. — Per rzmuovere questo maonzzenzente si sarebbe 1ndott1 a.‘

- porre opportune convenzxom, operando su aree prwe dz .una parte

del contorno.che possano sommarsi dando luogo ad aree analoghe,;_ .
ad-es. le aree. rettangolarx con la base orizzontale private dirdue .

latx consecut1V1 (a destra ein alto) soddlsfano a ta.le proprleta '
. LY Lo LI s . ,

9 Angolo di due curve. — Due curve tangentl ad-es. un cerchlol‘

= »{:on una sua tangente formano un'-angolo che non. pud, dirsi nu]lo:ﬁ,,;.’

‘ma & inferiore. ad . -ogni. angolo rettilineo (come gia osservava Eu--
chde) "Questo angolo fu considerato “da- Giordano (1220) sotto il -
nome di angulus conlzngem‘zae, e (ampano alla ﬁne del. secolo XIII,".

-ebbe ad osservare che esso non & una grandezza della stessa specie -

degli angoli- rettllmel. L T D S

s

-Le discussioni mtomo alla suddetta graudezza mﬁmtesxma, assai -
v1ve nel . periodo di elaborazmne del calcolo- 1nﬁmte51male, condus-

sero con Newton a comparare fra loro gli angoli. di contmgenza '
merce le derxvate ‘d’ordine superiore" delle fun21om. o o

" Ora p0551amo mostrare che gli angoh di contmgenza cons1de-
rati’ accanto aglx angoh rettilinei ordinarii, da.nno luogo adun con-"
+cetto’ pil, generale dell’angolo di due linee (analntnche) come elemento : .
., d"una classe’ a’z grana’ezze non arc/umedee mzsuraézlz da mmzerz a’ella
_ fomza- : '

- i '

L 59&},—&4_17—lf‘ésn?ﬂ-_-'-_:_(éoz;O)-’"'
A tale scopo si con51dermo due parabole d ordme n —{-— 1 R C C’
_aventi un contatto d’ordme z nel _punto (o o)

P R
B ,‘__vv.\ '.‘,."

._._/agx+ +anx +an+1x,,+! P
._j’———aix"“ +aﬂxn+an+x x"+l!_"‘ : .

hmxtandocn agh arch1 d1 esse che sono da una parte dell’ongme,
p es. per. y >o. Le due curve C, C msxeme al cerchlo N

r

N . ool . 12"_{;3'/2.;:__; "y o \., -



determmauo un area - a(r) che dlventa mﬁmtesxma d’ordme n+ 4
con 7: 11 Lo ' :

S AEER L
R o , limo T a(r)' ' é PRV L
T .J’-—O Lynbr T BT

:~.\~:_'s cornspondera alla misura dell’angolo CC ghe"si-‘é.‘s':s"ixmeréy'p'?r de- .
finizione ‘data da. RN B W e T

o *j_~zV? R e A

“In partlcolare st puo cosi espnmere l‘angolo d1 contmgenza dx

una parabola C SRR R
el T }’___aix-{—a,,,.*_xx”'i'l

“con lla-,rett_ai_ IRV Sl e et

co T SRR -“_y=a1‘x. ' ‘ '
‘che ha con essa un contatto d’ordme 7,0 l’angolo d1 contmgenza,
dx una: parabola C o

.J_a x+ +anx +an+‘xn+xvv-,
con la parabola C" ' ‘ v | K
‘;y—_-.?aix+ e .+'a;,':éf',
Lo '\;. T v

R ,questa retta.o curva C’ Venendo consxderata come ‘una parabola
dordme nd 1 corrxspondente ad angy=o0..

CIO posto si puo deﬁmre in’ genemle l’angolo d1 due qualsxans;
curve analltlche : I

-\*ﬁ.'f—%x+%ﬁ+~5.
o y_a x‘.i_a x,2 +_...',-"

-passant1 per 1or1gme Oe con51derate da: una parte di’ O (a.d es,
Pery>0) T e

. Questa deﬁmzlone si 1asc1a rldurre, medlante somma e dlfferenza,
,'.‘ al caso pm sempl;ce dell'angolo compreso fra una curva
' - 4 A ) " - "
( B ‘\. S E _y:—__ a, x+ a2 x_, __i_._'“,., o
7 ed una retta - . o n
;, ISR . A oy e ali o . )
< M .
f é b
: . , .




.

“[deterrﬁinarido_ G '
nel modo seguente- S 'f e i‘- SERNEEE ]

preso posmvamente ‘o negatlvamente secondoche l’elemento d1 pa-‘
rabo]avche si con51dera 51 trova da parte opposta della retta e

' rlspetto a.'la tangente suddetta, oppure dalla mede51ma. parte' '

.

. . . = LA L ey Lo
j*aix+a x* +a x3 ST
= a, x, " fese
J’ a1x+_2 ,s .

preso negatxvamente o posmvamente secondoche esso & contenutoff .
‘0 no nell’angolo determmato dalla seconda parabola .con. la retta

"'J’——agx ecc-v:. e T
» Con cxo ‘s ha una semphce mterpretazmne geometrlca dex nu*.‘
‘ men non archlmedel ’ "' U e

O

o et L
come mxsure delle grandezze d1 un s1stema ma 1n questo smtema.' ;
: non’ vi sono. grandezze corr:spondentl ai numeri 1nﬁmt1 w w’ T

- che nascerebbero dalla d1v151one dei precedenn '

P
R BN

g ‘R. . Universith, Bolognav;‘vc S T T
: + F.-ENRIQUES. . "

3° b 77 & l’angolo di contmgenza delle pa.rabole osculatr1c1"-"" S




