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Caritoro I

Polarita e curve covarianti

1. Introduzione storica. — La polaritd rispetto ad una
conica, i cui germi si trovano mnelle opere - degli antichi
{APOLLONIO, PAPPO), si puod riattaccare a DESARGUES (1639),
che ne scopri le proprietdh fondamentali. Al lume della con-
cezione proiettiva di DESARGUES (cui risale I’introduzione dei
punti all’infinito) la polare ’un punto appare come una
“generalizzazione del diametro bisecante un sistema di corde
parallele e — al tempo stesso — come congiungente i punti
di contatto delle tangenti condotfe dal polo. Gli sviluppi
posteriori della teoria mettono capo alla sua sistemazione
nella scuola di Moxar, dove, dopo il maestro, sono da anno-
verare BRIANCHON, GERGONNE, SERVOIS e specialmente PON-
ceLET. Ivi la polare, che DrsArGURS designava come « tran-
sversale de 'ordonnance », riceve appunto il nome di « polare »
(GrreONNE), mentre SERVOIS introduce il nome di « polo ».
La proprietd proiettiva della polaritd come corrispondenza,:
cioé che « le polari d’un faseio formano un fascio », viene
riconosciuta da Moxae riferendosi alle quadriche (& noto che
questa proprietd condusse piu tardi a detinive la polaritd indi-
pendentemente dalle forme di 2° ordine — cosi da servire di
base ad una nuova trattazione di queste forme — StauDT, 1848).
Il rapporto della teoria delle polari colle proprietd diame-
trali delle coniehe appare luminoso mnell’ ordine d1’idee di
Poxorrur, al quale si deve in particolare il chiaro riconosci-
mento della « retta all’ infinito, lnogo dei punti all’infinito
del piano ».

Ora la teoria generale delle polari nello studio delle forme
algebriche si presenta come naturale estensione dei due
modi di considerare la polare d’un punto rispetto ad una
conica, cio
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1) quale congiungente i punti di contatto delle tangenti
condotte dal polo,

2) e quale generalizzazione proiettiva del diametro.

Sorgono cosl due ordini di concetti e quindi due defini-
zioni generali delle polari, che mettono in evidenza il signifi-
cato e il valore della teoria.

1) Nello studio delle curve piane, la polare scaturisce
naturalmente dal « problema della tangente », quando si cer-
chino i punti di comtatto delle tangenti condotte ad una
curva f da un punto qualsiasi del piano. Questa considera-
zione suppone che la curva stessa venga concepita non pitt
come « data in un tratto limitato », secondo la vedutasdel-
I’ Analisi differenziale, ma « nella sua interezza » secondo la
veduta sintetice (o integrale) che conviene alla teoria quali-
tativa delle funzioni, particolarmente algebriche.

Anzitutto Moxar () (1895) ha fatto la scoperta fonda-
mentale che la curva di contatto del econo circosecritto ad una
superficie d’ordine n appartiene ad una (determinata) super-
ficie d’ordine n — 1 (quella che fu poi designata come super-
ficie polare del vertice del cono). Questa scoperta contiene il
resultato a cui pervenne pitt tardi (1817) PoNCELET nell’ ana-
lisi del problema delle tangenti che si possono condurre ad
una curva piana per un punto.

Se fley) =0 & una curva algebrica d’ordine n (> 1), la
tangente in un punto (wy) ha per coefficiente angolare

of

, o
Y=— —oF "

8y

Ove questa tangente sia assoggettata ad avere una data
direzione, cioé a passare per un punto all’infinito (‘—/ :k), il
T

suo punto di contatto dovrd soddisfarve all’equazione

P
o Y

che ¢ d’ordine n — 1. Da ¢id Poxcerur deduce, per proie-

() Op. e, § 8.
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zione, che sempre i punti di contatto delle tangenti condotte
ad f da un punto stanno sopra una curva @’ ordine » — 1.
Qui conviene avvertire che I’esame diretto della questione
sembra contraddire al resultato precedente: infatti se nel-
I’equazione della tangente

)
s=L (X —0)+L (Y —y=0,
si riguardano X e Y come costanti e @, y come variabili, si
ha un’equazione @’ovdine n anziché n —1; e da cid si &
tratti a concludere che per un punto possano passare in gene-
rale »* tangenti ad f, anziché n(n — 1) come segue dal resul-
tato precedente. PoNcuLET (') spiega questa apparente con-
traddizione — che gid aveva ingannato WariNg — notando
che le due curve f e ¢ hanno comuni » punti all’infinito,
che non sono punti di contatto delle tangenti condotte dal
punto (XY).

BosiLuier (1827) riprendendo la trattazione del problema,
serive esplicitamente .la procedente equazione ¢(xy) =0 e nota
che — facendo sistema colla f=0 — le si pud sostituire la
curva

Play) + nflwvy) =0,

la quale si riduce effettivamente all’ ovdine n — 1. Quindi
Bosiunisr studia la corrispondenza fra i poli e le curve
polari osservando che le polari dei punti di una retta formano
un fascio; inoltre egli introdace le polari successive e giunge
al teorema fondamentale che esprime la legge di reciprocita:
se la polare d’ordine » di un punto P> passa per P’, la polare
d’ordine 2 — » di P passa per P.

Una notevole sempliticazione della teoria delle polari
si ha con 1'introduzione delle eoordinate omogenee, come ha
mostrato PLUCKER (1829). Infatti se I’ equazione di f & seritta
sotto forma omogenea ’

S, 2,2,) =0,

P equazione della tangente in un punto (z, 2,2,) diviene

of of I 0.
aw, U Vo, Ve oy, 1 =0

() Ofr. L. 2°, § 19.




] LIBRO TERZO

allora — tenendo fisse le y; — 1’equazione precedente rap-
presenta senz’altro una curva d’ordine n — 1, che & la polare
del punto (v,).

Dalla espressione precedente si passa subito a quella
delle polari successive; PLUCKER ne trae anche la definizione
della polare mista di due punti.

Ora I’ espressione differenziale delle forme polari si estende
al caso d’un numero qualunque di variabili, e cosl, da una
parte, alle superficie, varieta ecc., dall’altra parte alle forme
binarie, cioé ai gruppi di punti. Su questo terreno s’incontra
I altra definizione delle polari che proviene dalla generaliz-
zione del punto medio ’un segmento e della divisione
armonica.

2) Attraverso Dr La Hire (1679) le concezioni di
DusareUuErs in ordine alle proprietd diametrali delle coniche
e alla loro generalizzazione proiettiva, passano nella scuola
di NEWTON, ove vengono estese a curve (’ordine superiore.

Nell’ « Enumeratio » di Newrox del 1704 si trovano con-
siderate le coniche diametrali e i diametri delle cubiche;
questi ultimi vengono definiti in rapporto a fasci di rette
parallele, considerando su ognuna di tali rette il punto per
cui la somma algebrica delle distanze delle intersezioni della
curva riesce nulla.

Un teorema postumo di COTES, che trova posto nel trat-
tato di MAC-LAURIN (1748), esprime una proprietd (proiettiva)
generale in ordine alle trasversali di una curva uscenti da
un punto 0, la quale si riduce alla proprietd del diametro,
mandando O all’infinito. Cosi «’introducono, in relazione a
gruppi dati su una retta per O, quei punti che furono poi
chiamati da PoxcrrLer « centri delle medie armoniche ».

Ad illuminare le anzidette concezioni non e¢i voleva meno
che I’elaborazione ’idee onde riesce costituito, coll’ opera di
Poxcrner, I’organismo della Geometria proiettiva. La defini-
zione sintetica della polare ’un punto rispetto ad una curva,
come luogo dei centri delle medie armoniche sopra le trasver-
sall per esso, si trova in una memoria di PONCELET del-
I'inverno 1816 la quale rimase lungamente inedita e fu pub-
blicata nel citato volume del 1864; ma una parte di questi
studi venne in luce, nelle altre memorie accennate del nostro
autore, fino dal 1817.

Nelle vedute che PoxNcpLeT svolge durante gli anni
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1817-1832, deve riconoscersi 1'ispirazione dei lavori di Gras-
SMANN (1842) e di De JoNquii:res (1857), come pure delle
ricerche di StriNnr (1848) tendenti a costituire una teoria
sintetica delle curve, quale fu sistemata, con lo sviluppo delle
dimostrazioni, dal CrEmonNa, nella sua <« Introduzione »
del 1861.

Venuto meno da parte nostra un particolare interesse per
lo sviluppo sintetico come tale, rimane, qual frutto della com-
petizione delle scuole, un duplice ordine di trattazione delle
polari, che mette in evidenza profondi rapporti e da luogo a
.confronti altamente suggestivi. Il lettore che, mon volendo
soffermarsi sui metodi, ecrchi soltanto di raggiungere rapida-
mente il possesso dei resultati, potra attenersi esclusivamente
alla teorin fondata sull’espressione differenziale delle polari
§ 2), ricercando nei successivi §§ 3, 4 le dimostrazioni dirette
dei teoremi, in base a semplici verifiche analitiche.

Conviene aggiungere che I’importanza essenziale della
teoria delle polari per lo studio delle curve algebriche, risulta
bene lumeggiata dal posto che a codesta teoria spetta, tanto
nella trattazione analitica quanto nella trattazione sintetica
delle curve; tale circostanza mostra infatti come il concetto
delle polari sia intimamente legato ai diversi problemi che
la considerazione delle curve puo suggerire. In particolare
giova a noi rilevare che, nello studio dei problemi fonda-
mentali attinenti alle curve piane, la polaritd costituisce la
forma pitt semplice e, si puo ben dirve, la via maestra di una
trattazione algebrica diretta.

I1 significato proiettivo della polare le conferisce uno spe-
ciale valore nello studio delle formazioni invarianti (HESSE,
STEINER, CAYLEY, CLEBSCIT); e il comportamento delle polari
nei punti singolari porge un istrumento potente per 1’ analisi
delle singolaritd. Rinviando al prossimo libro uno sviluppo
approfondito di quest’ultimo argomento, ci proponiamo di
riprendere in questo la trattazione clementare delle curve piane
(che gid presentammo da un altro punto i vista) indicando
anche — sulla base della polarith — la soluzione algebrica
pitt dirvetta dei problemi che si collegano alle formule di
PLUCKER ¢ poi alla determinazione delle curve singolari (do-
tate di punti doppi o di cuspidi) che sono contenute in un
fascio o in una vete; dalla quale seguono i caratteri delle
accennate curve covarianti.




10 LIBRO TBRZO

2. Espressione differenziale delle forme polari. — Sia
definito sulla retta un grappo di » punti, mediante 1’equa-
zione omogenea di grado n:

S, w,) =0;
dicesi gruppo polare di un punto, (y) = (y,v,), rispetto ad f=0,
il gruppo degli » — 1 punti

) cf
5,5 Y+ ?/’:0

Questa definizione si giustifica facendo vedere che il gruppo

aa J Y, + 37‘ y, =0, dipende soltanto dalla posizione dei punti

f=0e del polo (y), e non dalla scelta delle coordinate proiet-

tive i essi.
Infatti se eseguiamo un cambiamento di coordinate, effet-

tuando su @,, «, la sostituzione lineare

« B
. T Sl
I’ espressione
of of
3, Y, + 3, Y.

si trasforma in
. of
aTL“yi afb ?/27
dove si designa con f la trasformata di f:
f(iliz) =faZ, + 32,, 1%, + 8Z,).

Cid si verifica notando che

aj F . of
“3, T 50,
f —s L ¥

0z, ' owm, + o, ’

_ 1
Y= m (5" 17 B"/z)

[y

1
= 5 gy (1Y als).
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Nel caso n =2 il gruppo polare di (y) rispetto alla coppia
=0, si riduce al coniugato armonico di (y). )

Ora la definizione data dei gruppi polari si laseia succes-
sivamente estendere; cosl si definisce la curve polare di un
punto (y) = (y,v,¥,) rispetto ad una curva piana d’ordine n

f(a'ﬂ'e'va) =03

\

questa polare & data dall’equazione

of af of
w, Ve Ve =0

la quale dipende soltanto dalla posizione del polo e dalla
curva fondamentale f— 0, restando il primo membro inva-

riato — a meno di una costante moltiplicativa — per una
sostituzione lineare, cioé per un cambiamento delle coordinate
proiettive.

Nel caso n =2, la polare di (y) rispetto alla conica f=0

& la retta polare, che si definisce geometricamente nel modo
ben noto. '

I’ operazione per la quale da una forma f Q’ordine n (in

due o pilt variabili) si passa a una forma polare velativa a un

punto (y), si pud designare simbolicamente, introducendo per

cx g .1
comodita il fattore numerico o0 oon

_igd
y'_ngaxi'h’

pertanto la polare di (y) vispetto a f verra designata con A,f.
L’applicazione reiterata dell’operatore A, conduce a co-
struire le polari successive A,%f, e cosl in particolare:
1) Sopre la retta, e rispetto al gruppo di n punti

.f(a’l fvg) ==

il secondo gruppo polare, o polare d'ordine n -— 2, del punto (y),
sary
1 o f f 27‘
A?':A A :_—-.__‘_;II?'!_‘) Y. 1 0__
Z/f Z/( !/f) ')lr'(’ll—-l) \afl;i”'/l q a JIJZ J
e successivamente si avranno gruppi polari d’ordine n — 3,....
fino a un ultimo punto polare (n—1)-mo di (y).
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2) Nel piano, e rispetto alla curva d’ordine n
Sz w,2,) =0,
la seconda curva polare, o polare 1’ordine n — 2, di (y) sard

1 f _
A”f_n-(n_j)°§ 9%, 0%, Yy =0,

e successivamente si avranno curve polari d’ordine n —3....,
fino a una (n— 2)-ma polare o conica polare A, "f=0,e
a una (n — 1)-ma polare, o rette polare A, ~'f=0.

La polarita, cioé 1'operazione A, ha carattere proiettivo,
vale a dire: la polare A,f ¢ un covariante simultaneo del
punto (y) e della forma f.

Infatti, come per le forme binarie e ternarie, si verifica
in generale che una sostituzione lineare sulle x, ....x, (e quindi
sa Y, ...Y,) trasforma

Ayf:O in A;f_—_()
Si deduce che anche le forme polari successive
AZ/Q.f: A?//-\.7/.707

hanno del pari carattere proiettivo.

Ora il teorema di BuLrro ci permette i enunciare che:

La condizione necessaria e sufficiente perché un punto (y)
annulli la sua forma polare, rispetto « wna forma fondamen-
tale f, ¢ che esso annulli la f.

Infatti, se deve essere

of - _
a,v 7/1 a 7/) eses — 0
per ‘
. ’l’{ :y” w.?:yg"",
si avrd
of
Z 9_?/_1 Y, =
ma
of \
Z a—?/—z Yi=— nf(yi?/z e )y

quindi
' JW.Y;.) =0 c. d. d.
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In particolare dunque:

Sopra la retta, i punti che appartengono al proprio
gruppo polare sono i punti del gruppo fondamentale f—0.

Nel piano, i punti che appartengono alla propria polare
sono i punti della eurva fondamentale f—20.

Osservazione. B ovvio che (y) annullando la polare Af
annulla anche le polari successive; viceversa se (y) annulla
una delle polari successive A,”f, annulla anche A, "f... e
quindi f.

" Nello sviluppo della teoria delle polari ricorrono due
teoremi fondamentali che qui vogliamo dimostrare, partendo
dalla generale espressione differenziale col metodo di Joa-
CHIMSTHAL (cfr. L. 1° § 12).

Legge di reciprocita :

Awn_rf(y) - Ayrf(x%

ciod: se il punto (¥) annulle la polare r-ma di (y), (y) annulle
la polare (n — v)-ma di (x).

Per dimostrare I’identita precedente si sviluppera in
serie di TAvLor la funzione

SOz, + P“?/i))

considerando una volta come incrementi le 2z, e un’altra
le py,; uguagliando i coefficienti di X"p”—" nei due sviluppi
indicati, si ottiene appunto 1’identitd che costituisce il nostro
teorema.

Teorema di permutabilitec di PLUCKER (!):

ASA () = A, A (),
cio®: la polare S-WQM (2) rispetto alla polare r-ma  di () equi-
vale alla polare r-ma di (y) rispetto alla polare s-ma di (2).

Infatti 1’ operazione A;°A,” si pud rappresentare simboli-
camente col prodotto

P J ) 4
<Za—% 51) <Za7z "Ji) ’

(!) Journal fiir Math. Bd. 5, pag. 34

'
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dove s’intenda che il prodotto

_?L)tf AL
ow,) \ow,)

venga sostituito con
A+t

sese

o, 1 0, ...

La precedente espressione mette in evidenza il teorema
di permutabilitd. B poi chiaro che la permutabilitdh cosi sta-
bilita degli operatori A,, A, si estende al caso di pilt ope-
ratori e permette di definire la forme polare mista di pit
punti. (), (2)...., indipendentemente dall’ordine di essi.

Nota. La legge di reciprocita e il teorema di permuta-
bilitd di PLUCKER si possono anche riattaccare, con vantaggio,
alla rappresentazione simbolica delle forme secondo CLEBSCH-
ARroNHOLD. (Cfr. L. 1° § 6).

Seriviamo simbolicamente

f=a," = (0,2, + a, %, + ...)"
dove ricordiamo che i prodotti simbolici

Wy, Wy e Oy,

vanuo sostituiti con
(61112 ceveg e

La polare del punto (y) rispetto ad f diventa

da," da," f—1 n—1
f—— 3, Yotz = Yot | = (a,y 4 ayy, + ) = a,"a,.
Da questa rappresentazione simbolica di A,f, si deduce

similmente
A/ (@) = ay""a,",
e
AzsAy'l‘f(w) — awn—r—sayra,z.r_

Di qui appunto seguono senz’altro le identita che costi-
tuiseono i due teoremi sopra enunciati:

Ayrf(x) == (’/xn_r(‘yr - “yrawn—‘r - Awn—rf(?/)’
©
Azs AZ,"f(:v) =a,’ ayramn—-r—s — ayrazsalwn—s—r — Ayr Azs‘ 7 (,v)
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3. Gruppi polari sopra la retta: espressione delle forme
polari per le radici di f(x) =0. — Come gid abbiamo notato
nella introduzione storica, 1’ espressione differenziale delle
polari prende origine nella teoria delle curve f(z, x,,) =0,
ove I’equazione

of of of

BP0 = 59, + S+ 5, =0

sorge direttamente dal problema di condurre le tangenti alla
curva per il punto (y). I soltanto per estensione formale che
s’introdueono, in quest’ordine di idee, i gruppi polari sopra
la retta, cioé le forme polari nel campo binario, sebbene la
semplicitd delle formule ¢i abbia consigliato a cominciare da
questi la trattazione del paragrafo precedente.

D’altra parte le forme polari relative a una binaria
f(z,z,) =0 ammettono una notevole espressione algebrica per
le radici del polinomio associato f{x) —=0; qui viene posto in
luce il significato geometrico della polarita sulla retta, come
naturale estensione della corrispondenza fra i coningati armo-
nici rispetto ad una coppia di punti f, = 0. Vedremo poi che
la nozione dei gruppi polari sopra la retta conduce ad una
definizione sintetica delle curve polari, quale trovasi svolta,
per esempio, nella « Introduzione » del CREMONA.

Siano \

4, = (ay, ay,) h=1, 2...n,

gli » punti del gruppo f(z,%,) = 0; se prendiamo come polo il
punto 0 = (01), il gruppo primo polare di O sard:

2
2 =0.
E)'v .
Seriviamo
f(q’txz) = (%, 0p, — 2, n ),

dove per brevitd si & introdotto il simbolo del secondo
membro a designare un prodotto di » fattori ottenuti facendo
h=1, 2...n. Verra

of

a'v — Zay, ({vl (py — Ty dy,)

n—i4

dove la sommatoria si estende ad n termini, in ciasecuno dei
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quali @, moltiplica un prodotto di » — 1 fattori, h percor-
rendo gli n — 1 valori (complementari) diversi da k.

Passiamo dalle coordinate omogenee alle coordinate car-
tesiane, ponendo

T, =1, v, =a; a,=1, ¢;, =ay

I’ equazione del gruppo pol(u' di O diverrd (trascurando il
segno)
<Eak($ —lp)y—, =03

si ha cosi 1’espressione algebrica della prima forma polare
dell’ origine, in funzione delle radici di f(x)=0.
La suddetta equazione esprime la relazione segmentaria

S 044(XAp)n, =0

ove X ilesiO‘na un punto del gruppo polare.
~_In modo del tutto analogo I’equazione del gruppo polar
r-mo di O,

o _

dx,” ’
si riduce alla forma algebrica:
1) E(("k)r(‘v - “’h)n—-r = 07
ossia alla relazione segmentaria

2) E(O—’lk)r (XAh)n—r == O;

la quale mette senz’altro in evidenza la legge di reciprocita

enunciata nel paragrafo precedente: s¢ X appartiene al gruppo

polare r-mo di O, O appartiene al gruppo polare (n — r)-mo di X.
La 1) sviluppata diviene

I} (g e TR

=Z(ap)p—r & A= (r + 1) D p) ppy T A . =0,

,vn—r—s p—

. s\ . . . o 1
designando ( » ) il numero delle combinazioni di » + s og-

getti ad » ad r; la 3) moltiplicata per »! riproduce identice.-,
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o"f

mente I’espressione della —=
oz,”’

che, per z,=1, v, ==,

="t " BT O BT A - gy
&
(r—+1)!

4 gn—
rle.@ -+ 11

N WI1—7"—1
Cpg @ 4= eeee

D’altva parte 1’ equazione 3) mostra direttamente che,
dato il gruppo fondamentale e il polo O: il gruppo polare
r-mo rispetto al polare s-mo, & il gruppo polare (7 + 1)-mo,
cioe sussiste la propricia operativa della polaritd per cui la
deduzione del polare r-mo pud riguardarsi come potenza -ma
dell’ operazione che fa passare al primo polare; questa ope-
razione & stata designata nel precedente paragrafo con A,f,
sicché la proprieta operativa si traduce con

A F=A,"AS.

Ritorniamo all’equazione segmentaria 2); essa pud essere
assunta come definizione del gruppo polare r-mo, che allora
si presenta come naturale estensione del coniugato armonico
rispetto ad una coppia di punti. Infatti dividiamo la 2) per
il prodotto 0A,-0A4,....04,, essa assumera la forma equiva-
lente

/

XAy 11y
i 2 (01111)11—7‘~ 0 cloo 2 (DX - O-Ah)n—r_ O’

che per n=2, »=1 si riduce all’equazione del coniugato
armonico di O rispetto ad 4,4,:

XA, XA,
04, 04
per questo motivo i punti che costituiscono il gruppo polare
r-mo di O diconsi centri armonici d’ordine (9 grado) n —r del
punto O (DB JoNQUILRES, CREMONA), ¢ — per r—1 — il
centro armonico di prim’ordine dicesi anche centro delle medie
armoniche (PONCELET).
Nell’ipotesi che i punti O e X siano diversi da A4,.... 4,,

. . _ X4\ . .
la relazione segmertaria 4) divisa per (Z)}—’l si riduce alla
n

F. ENRIQUES - I, 2
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forma equivalente

XA]I . _Xf_lﬂ N - .
5) N (Hak 5] =80, 4=,

dove (XO0A,A,),_, designa un prodotto di m — 2 birapporti.

La 5) mette in evidenza il caratiere proiettivo della defi-
nizione dei centri «rmonici, cio® che il gruppo polare r-mo
costituisce un gruppo covariante del polo e del gruppo foun-
damentale. Infatti tale asserzione corrisponde ad un’identita
formale che basta provare per O generico, ed & pur lecito
prescindere da quei centri armonici che eventualmente coin-
cidano con qualcuno dei punti 4,, giacché questi sono sen-
z'altro legati invariantivamente al gruppo 4, ... 4,.

In particolare la 5) mostra che se il punto O va all’in-
finito, il centro delle medie armoniche diventa il centro delle
medie distanze, cioé il punto per cui la somma algebrica delle
distanze da 4,.. A4, riesce nulla.

Osservazione. Giova osservare che se i punti Ay dy,
vengono a coincidere in un unico punto @, =0, designando
con ¥,, 9, le coordinate di O, I’equazione 2) si riduce alla

) a,"" =0,

che & appunto la rappresentazione siinbolica dello »-mo gruppo
polare; da cid si trae una nuova dimostrazione dell’ equa-
zione 2). Pitt in generale si dimostra in tal modo che il
gruppo polare s-mo i 0" == (2) rispetto al polare r-mo di 0= (y)
¢ dato dall’equazione segmentaria

6) Z(O’Al)s(O-A-k)r(XAh)n—r-—s - O;

la quale corrisponde all’equazione simbolica

a’a,"a," " =0.

~

Dalla 6) appare subito la permutabilite delle operasziont
polari relative i poli O, O, c¢ioé che: il gruppo polare s-mo
di O rispetto al polare r-mo di O, coincide col polare r-mo
di O rispetto al polare s-mo di 0. La 6) puo essere verificata
direttamente partendo dalla 2); si ha cosi la dimostrazione
della permutabilith delle operazioni polari, sulla base della

definizione algebrico-geometrica.
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Abbiamo veduto come le due definizioni date dei-gruppi
polari, definizione differenziale e definizione algebrico-geo-
metrica, permettano ugualmente di riconoscere il loro carat-
tere proiettivo e la legge di veciprocita; c¢i varremo pure di
ambedue le definizioni per illuminare sotto duplice aspetto
le deduzioni che seguono.

Anzitutto cerchiamo quando accada che un palo O appar-
tenga ad un swo gruppo polare. A tal uopo poniamo O0—=2X
nella 2); quest’ equazione si riduce a .

XA,- XA, .. XA, = 0;

bisogna dunque che il polo O appartenga al gruppo - fonda-
mentale.

La dimostrazione in base alla espressione differenziale
«delle forme polari, si riconduce al Teorema di EULERO, come
€ stato gid notato (per un numero qualunque di variabili) in
fine al paragrafo precedente.

Cerchiamo ora quando accada che il (primo) polare di O
-contenga un punto, 4,, del gruppo fondamentale.

Percio mnotiamo che, posto X—=4,, r=n—1, la 2) si
Tiduce a

O4,- A, A, A A, =0;

si conclude che @l primo polare di un punto, non apparte-
qnente al gruppo fondamentale f, conticne un punto di f soltanto
nel caso in cui questo sie doppio (o multiplo)- per f.

La deduzione in base all’espressione differenziale delle
forme polari si ottiene scrivendo

nfiw, ’02)— af T 07 2, =0,
3/’ 9.7" —0-
a,v I.’/i aq/_z Y, = 07

se queste due equazioni lineari omogenee debbono coesistere
per valori di «,%,, y,v, tali che {44::%, si deduce
® T, 1

oF _of
S, Bw, O

Vogliamo ora approfondire 1’esame dei gruppi f dotan
~di punti multipli.
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Supponiamo percid che f contenga un punto i-plo (¢ > 1)

_/1 = Al - A2 T eeee — 44{.
Allora la 2) si serive
i 04 XA [ Xy Xy XAy |4~ XA Y 04X dp) sy =0

(hy E=144-1,....m).
Di qui si trae che:

1) se 0= 4, il punto A appartiene al polare di O con
la molteplicitd i — 1; questa molteplicitd non pud in aleun
caso essere superiore ad ¢ — 1, perché dividendo per XA e
facendo poi X =4 si trova

i-0A[Ad; . A, | == 0;

2) se 0=A, il suo polare contiene A con la molte-
plicitd i, e, tolto A, & costituito dal polare di A rispetto al
gruppo residuo A, .. 4,; ricordando che un punto appar-
tenente al proprio polare appartiene al gruppo fondamentale,
si vede cosi che la molteplicitd di 4 per il suo polarc non
puo in alecun caso superare i — 1. ’

In particolare per i=n il polare di A riesce indetermi-
nato, venendo rappresentato da

XA A4 =0.

Tenendo presente che il polare r-mo & il primo polare
rispetto allo (» — 1)-mo polare, si perviene induttivamente al

Teorema. Se il gruppo fondamentale f contiene un punto
i-plo, A, questo ha la molteplicita i — » per i polari r-mi dei
punti diversi da A, dove s’intende che 4 non appartenga a
questi polari ove ¢ — 1 <0; invece tutti i polari del punto
i-plo A contengono A come i-plo, quelli @ ordine n — r < i
risultando indeterminati,

La dimostrazione di questo teorema in base all’espres-
sione differenziale delle polari, si riduce ad una verifica im-
mediata ; seriviamo

=z (22,),
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dove f,_,(0 1)=E0; il grappo polare r-mo del punto i-plo (0 1) &
"

ox,’ Lt Om,!

:O,

dove la derivata che compare nel secondo membro & identi-
camente nulla per » >n —¢ cioé per n —1r <i; invece il
gruppo polare 7-mo i un punto (1 0) diverso dal punto i-plo &

0.

” , ,
: g@? — 7 (Z) & oy (r —1)! (71 1) g i af ’jv—z i

- Osservazione. Anche la precedente dimostrazione analitica
mette in evidenza che: il gruppo polare di un punto i-plo si
compone del punto contato ¢ volte e del polure rispetto al gruppo
residuo.

Questa osservazions rientra d’altra parte come caso par-
ticolare nel seguente principio che puo anche porsi a fonda-
mento del teorema generale sulla moltiplicitd dei gruppi
polari in un punto ¢-plo.

Principio di formazione della polare rispetto ad un gruppo
composto di n--m punts:

~

A fo= By f 4+ — Jaye.

n -i— nm = m

Questo prineipio che segue immediatamente dall’ espres-
sione differenziale delle polari, si deduce con uguale facilitd
dalla loro espressione algebrica per le radici di f=0 e p=0.

Infatti, designando con A,....4, i punti di f e con B,.... By,
i punti di ¢, il gruppo polare di O rispetto ad fe & dato da

(X Ay)y Z (XB))yy—, OB, + (XBy),, 2 (XAp)n—, 04y :‘0‘7

dove f e ¢, che sono definiti a meno di un fattore, possono

. . m ,
assumersi ugunali a —— (X4, ——(XB),, -
< o <@ ( h)na N+ m ( /m

n—+m

I’ anzidetto prineipio si applica ai gruppi dotati di un

punto multiplo, decomponendoli in questo punto e nel gruppo
residuo.

I primi grappi polari dei punti (y) rispetto al gruppo
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fondamentale d’ordine n f(z,2,) =0, formano la '(/1

n—1
oF of
=Y, +—y,=0;
o, Yt oz, Y !

. . 1 \ . . .
il teorema precedente dice che questa y o priva di punti
fissi quanto f non ha punti multipli, ed ha invece come punto
fisso (4 — 1)-plo ogni punto i-plo di f.

In ogni caso la ¢ 1cosshifuita dai gruppi polari di f

B - -

possiede 2n — 4 coincidenze, le quali si ottengono annullando
il diseriminante della forma

of

A
e,

of

1 .
Yu -*“@:z:2

¥,=0

cioé (L. 1% § 2) il determinanie lessiano

| o
T— | cw,* Owx, 0z,
e

Cosi si ottiene una interpretazione geometrica el cova-
réante hessiano di f: equagliato « zero esso rappresenta © punti
doppi dei primi gruppi polari.

Se f=0 ha un punto i-plo, questo & multiplo secondo
2i — 2 per lo hessiano.

Cio si verifica subito direttamente; ma si pud anche
notare che un punto i-plo di f=0 si stacca ¢ — 1 volte
dalla _(/i_l dei gruppi polari, sicché resta una g;_i che ha

21 — 2 — 2 coincidenze fuori del punto suddetto.

In particolare, se il gruppo f=0 consta di un punto
(n — 1)-plo e un punto semplics, il gruppo hessiano si riduce
al primo punto .contato 2n» — 4 volte. '

Se il gruppo f=0 si riduce a wun punto n-plo, il cova-
riante hessiano si annulle identicamente, perché dovrebbe avere
una radice multipla di un ordine, 20 — 2, superiore al suo
grado. In questo caso viene a mancare la '(’/:;_1 dei gruppi polari

perché tutti i gruppi polari coincidono mel medesimo punto
(n—1)-plo.
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Reeciprocamente: I’ annullarsi identico dell’ hessiano. esprime
la condizione perché il gruppo f==0 si riduca & wn punto con-
tato n volte ().

Infatti, 1’hessiano ha 2n — 4 radici, ¢ quindi non puod
aunullarsi identicamente finché esiste una ,(/:'l_l dei gruppi

polari, non intieramente degenere, i cui punti doppi corri-
spondono appunto a quelle radici. Percido se H si annulla
identicamente, tutti i gruppi polari coincidono in un mede-
simo; i punti di questo saranno multipli per f=0, e desi-
gnando con 4(>>1) la molteplicitd di uno di essi per f, si
dovra avere
i << n
e
St —1)=n—1;

¢id porta che la sommatoria consta di un solo termine e
che ¢ —=mn, cio® il gruppo fondamentale f—=0 & costituito di
un punto n-plo. ' c. d. d.

4. Curve polari. — Riferiamoci, nel piano, ad una curva
fondamentale
fle,v,2,) =0,

Lia definizione delle curve polari si puo ricondurre a quella
dei gruppi polari sopra la retta; a tale scopo basta conside-
rarve le rette (trasversali) condotte per il polo e su ciascuna
di queste la polarita relativa al gruppo delle intersezioni con f.
Infatti sussiste il

Teorema. La polare di un punto (y) rispetto alle curva fé
il tuogo dei gruppi polari di (y) sulle trasversali condotte per esso.

Basterd verificare la proprietd enunciata per il punto (100),
scegliendo come trasversale per esso la retta z, =0. Allora
la polare del punto &

af(mlm2$:¥) — O
o,
e le intersezioni di essa con x, —0 sono date da
_?,;;_'2_ =0 . (f(’bl’vz):f(’bl’bz()))
1

(Y) Cfr. § 21.
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che & precisamente I’equazione del gruppo polare del punto
di coordinate y, =1, y, =0, rispetto ad flz,x,) =0.

Il teorema sopra enunciato permette di ricondurrve la
definizione delle curve polari di un punto O a quella dei
gruppi polari sopra le trasversali per esso, e quindi di defi-
nirve geometricamente lae polare r-ma di 0, come luogo dei
centri armonici di grado n —» di O (§ 3) rispetto ai gruppi
sezioni di f colle suddette trasversali. Quando si adotti questa
definizione geometrica, occorre per altro dimostrare che: il
grappo polare r-mo di O, rispetto al @, segato da f sopra
una traversale, O, descrive una curve & ordine n — r, al variare
di o per 0. Del che pud darsi la seguente semplicissima di-
mostrazione sintetica (*). Poich¢ O non fa mai parte di G,,
non puod accadere — per alcuna posizione particolare di o —
che O appartenga al @, _, polare; si deduce che la curva
luogo di G, & d’ordine n —» (e non > n — 7).

Il prinecipio fecondo che viene applicato in questa dimo-
strazione pud essere designato come

Lemma di PoNCGBLET: Se una curva algebrica piana C,
incontra la retta variabile di un fascio O in m punti fuori
di O, e se non esistono rvette particolari del faseio per ecui
qualeuno dei suddetti m punti venga a coincidere con 0, la
curva C ¢ d'ordine .

Infatti se essa fosse d’ordine m —+4-s con s> 0, possede-
rebbe il punto O come s-plo e si avrebbe in O almeno una
tangente prineipale secante C, fuori di 0, in meno di m punti.

La dimostrazione precedente, fondata sul lemma di Pox-
ceLetr, contempla direttamente il caso di un polo O fuori di f.
Ma se poi O si fa muovere con continuitd finché venga ad
appartenere ad f, la curva luogo dei gruppi polari sulle tra-
sversali per O, conserva necessariamente il suo ordine mel
passaggio al limite. E cosi ogni restrizione vien tolta.

Osservazione. Dalla definizione delle curve polari come
Inogo dei gruppi polari sulle trasversali di un fascio, si dedu-
cono immediamente le due proprietd fondamentali gia rico-
nosciute, partendo dall’ espressione differenziale, nel (§ 2), cioé:

1) La proprietd operativa: la polare r-ma rispetto alla
polare s-ma & la polare (r - s)-ma;

(1) Cfr. PoxcrLET « Applications @’Analyse et de Géométrie », t. IT,
pag. 148. Ivi & trattato il caso della retta polarve.
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2) 1a legge di reciprocitd: se la polare r-ma di O passa
per 0’, la polare (n — »)-ma di O passa per O.
Il teorema di permutabilitd di Pruckmr (la polare r-ma
di O rispetto alla polare s-ma di O coincide con la polare s-ma
di O’ rispetto alla polare »r-ma di O0) pud pure esser dimostrato
in quest’ordine di idee, ma mnon risulta pitt in modo cosi
immediato come partendo dall’espressione differenziale (Cfr.§2).
Chi desideri conoscere la dimostrazione sintetica puo trovarla
in una nota di CrEMONA pubblicata negli Annali di Ma-
tematica (1864) (!). '

Sia data una curve fondamentale f(v,z,%,) =0 prive di
parti multiple; in base alla definizione della polare di un punto
come luogo dei gruppi polari sopra le trasversali per esso, si
riconosce che:

La polare di un punto O, non appartenente ad f, passa per
4 punti di contatto delle tangenti condotte ad f per O.

Infatti se A & il punto di contatto i una tangente per O,
il gruppo sezione di f con la retta OA ha un punto doppio
in A e quindi il gruppo polare di O rispetto a questo con-
tiene A, e viceversa (§ 3).

La verifica analitica di questa proposizione & immediata,
perché I’ equazione '

of o or .
971?/1 +é;.2?/2 +§x—3 Y, =0,

dove si considerino come variabili le 2 o le ¥, rappresenta
la polare di (y) o la tangente in ().

La precedente considerazione geometrica, oppure 1’esame
analitico, permettono ugualmente di precisare il teorema
sopra enunciato come segue:

Se una tangente (propria) per O ha nel punto semplice A
un contatto i—punto'(?}Z‘Z), per A passano tutte le polari
d’ordine » — 1,...n — 741, e queste hanno in A rispettiva-
mente ¢ —1,....1 intersezioni riunite con la tangente.

Passiamo a considerare la polare di un punto O appar-
tenente alla curva f, supponendo dapprima che esso sia sem-
plice per f. Se la tangente in O ha con f un contatto i-punto

(f) Cfr. Opere, tomo II, pag. 137.
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(1=2), 1 gruppi polari di O su questa retta posseggono O
come i-plo, quelli d’ordine << ¢ risultando indeterminati; si
deduce che:

Se in wn punto semplice O la cwrca f ha un contaito
t=punto colla tangente (i = 2), tutte le curve polari di O, & or-
dine =14, hanno ivi lo stesso contatto i-punto colle tangente;
le polari @ ordine < i contengono codesta retta come parte.

In particolare « la tangente in O ¢ la retta polare di O »,
come d’altronde appare subito dall’ equazione

Ao ) = A, () = 0.

I’ osservazione fatta relativamente al passaggio delle
polari per i punti di contatto delle tangenti condotte da un
punto, sussiste tanto per le tangenti proprie che per le tan-
genti improprie, e cosi permette di riconoscere che tutte le
polari d’ordine n — 1,...n — ¢ +4- 1 passano per un punto i-plo
della curva f. Questa proprieti puo essere precisata come segue:

Un punto i-plo delle cuwrva f (i 2>1) appartiene come
(¢ — 1)-plo_alle prime polari ¢ quindi come (i —r)-plo alle
polari r-me; la molteplicitah non puo essere maggiove dié —
se il polo non appartiene ad una tangente prineipale.

Sia 4 il punto i-plo, «,....«¢; le tangenti principali ed O
il polo, che supponiamo dapprima in un punto generico del
piano. La retta OA incontrera la carva f in altvi m =n —14
punti B, B,.... B;;, nei quali si avranno m tangenti b 0,....0,,.
Per costruire la polare di O rispetto ad f, si debbono consi-
derare le trasversali per O e su ciascuna costruirve il gruppo
polare di Oj; allo scopo di riconoscere il comportamento di
codesta polare nel punto 4, si potra sostituire la curva f coin
le n rette @, ...a; b ....0,,, le cul intersezioni colle trasversali
per O, vicine ad OA, sono prossime alle intersezioni con f.
Allora la polare di O risulta — per il principio di formazione
rispetto a gruppi composti (cfr. § 3) — ecombinando linearmente
due curve g, 4, costitnite: la prima dalla polare di O rispetto
ad «,....a;, presa insieme a b,....0,,, e la seconda dalla polare
di O rispetto a b,...h,,, presa insieme ad @, ,..q;.

Ma — per il carattere proiettivo della polarith — la
polare di O rispetto alle i rette «,...a; ¢ costituita da ¢ — 1
rette le quali proiettano da A il gruppo polare di O sopre
una trasversale. Si deduce che la polave di O rispetto ad f
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verrd, approssimata, nell’intorno di 4, dalle anzidette &-— i
rette polari di O rispetto ad «,....«;, le quali sono tangenti
principali per le curve del fascio- determinato dalle ¢, $;
infatti le ¢ rette nominate, ed esse sole, hanno ¢ intersezioni
con le ¢, ¢ riunite in 4. Concludendo, la polare di O che passa
per A ed ¢ ivi approssimata da ¢ — 1 vette, possiede il punto A
come (i — 1)-plo. c. d. d.

Il ragionamento svolto per un polo O generico, si pud
ripetere quando si dia ad O una qualsiasi posizione partico-
lare diversa da 4, purché si determinino sempre b,....b,, se-
condo la legge di continuitd; cosl se la retta 04 va ad
incontrare /' in un altro punto multiplo — »-plo — B, » fra
le b ...b, diverranno le tangenti principali in B. Ma, per
posizioni particolari di O, la moltiplicitdh della polare in A
puo risultare maggiore di § — 1.

Due casi occorrve qui esaminare: il caso in cui la retta 04
risulti tangente ad f fuori di A, ¢ quello in cui O appartenga
ad una tangente principale in 4. Il primo caso da luogo
soltanto ad una difficoltdh apparente, in quanto si ha una
retta b, passante per A; & lecito rimuovere la difficolta so-
stituendo per esempio a b, e b, una conica a esse tangente
che non passi per 4. Ma il secondo caso pud dar luogo ad
una effettiva ipermoltiplicitd della polare di O in A ; ¢id accade
precisamente quando le ¢ tangenti principali in A sono riunite
in una sola, come vedremo poi con I’esame analitico. Qui
ci limitiamo a motare che quando O non appartiene a una
tangente principale in 4, le 4 — 1 rette polari di OA vispetto
ad «,...a; non passano per O, e cosi O sta fuori delle tan-
genti principali anche della sua curva polare; quindi in virtl
della proprieta operativa si pud concludere che la polare r-ma
di O (r << i) passa per O con la molteplicith ¢ — » e non con
molteplicitdh maggiore.

Pagssiamo a esaminare il caso in cui il polo O coincida
col punto multiplo 4. Avremo che:

Le successive polari di un punto i-plo (i > 1) per la curva f,
posseggono il punto con la stesse molteplicita ed hanno ivi le
medesime tangenti principali; le polari & ordine > i risultano
indeterminate.

Infatti basta comsiderare i gruppi polari del dato punto O
sopra le trasversali per esso e in ispecie sopra le tangenti
principali.
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Segue in particolare dal teorema precedente che:

La polare & ordine @ di un punto i-plo é costitwite dalle i
tangenti principali (distinte o coinecidenti). Per escludere il
dubbio cui potrebbe dar luogo il caso in cui le fangenti prin-
cipali distinte fossero in numero < i, basta osservare che la
curva polare (d’ovdine i del punto O, la quale consta di
i rette per O non pud contenere aleuna retta diversa dalla
tangente principale, giacché su una tale refta il gruppo
polare ’ordine i di O & costituito precisamente da O stesso
contato i volte e non ¢ indeterminato.

Osservazione. Il comportamento in un punto, A, i-plo per f
della polare di un punto qualunque 0, si puo dedurre da
quello della polare del punto A stesso, in base al teorema
di permutabilitd-di PLUCKER. Occorre far vedere che la po-
lare {’ordine i — 2, cioé la polare (n — ¢+ 1)-ma di A = (z)
rispetto alla prima polare di O = (y) é indeterminata. A tale
scopo basta osservare che la polare (12 — 7 -+ 1)-ma di A vispetto
ad fé indeterminata, e quindi, per il teorema di permutabilitd:

Axn—i—lAyf — AyAxn——i—if’

si deduece identicamente

Aa;n-i_lAyf o 0 .

La verifica analitica dei teoremi sul comportamento delle polare

in un punto multiplo di f, si pud fare ponendo il punto (001)

nel punto i-plo, e prendendo come punto esterno il punto (100).
Scriveremo dunque

.

f=filw,2,) 2w, fi (@,2,) 2, 4 (0, 2,),

dove fj desigra una forma d’ordine N nelle z,, @,. Lia polare
del punto (001) sara
of

Sy = (n—i)fie, e+ fr_ =0,
]

e quindi avra nel polo un punto i-plo e come tangenti prin-
cipali le medesime i rette costituenti la polare d’ordine i:

fiw,w)=0.
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Invece la polave del punto (100) sard

?-_f_ _a_f_f L S +af,?’ 0,
ox, o, s o,
dove 3% ¢ una forma (’ovdine i —1, e quindi avrad nel punto

1
i-plo di f la moltiplicitd ¢ — 1.

Risulta nuovamente di qui che le tangenti prineipali
della polare di (109) nel punto i-plo (001) sono date dalle
rette polari del primo punto rispetto alle tangenti principali

. o,
di f, essendo rappresentate da a—g =0.
: v,

Ora, ritornando a considerare la molteplicita della curva
polare di (100) nel punto i-plo di f, si vede che in un solo
caso questa molteplicita potrd superare i — 1, cioé quando sia
identicamente

ofi __

3w, = 0
e quindi

fi:k.’l:gi;-

nel qual caso le i tangenti principali in A coincidono in una
sola, ¢ il polo si trove su questa. '

Le polari dei punti del piano rispetto ad una curva fon-
damentale f(z,2,) =0, formano il sistema lineare

of 'f)f 0
7./1 Y, EE]:J&,:O,

dove i parametri sono le coordinate del polo. Codesto sistema
lineare ha effettivamente la dimensione due,ciod le prine polari
costituiscono wuna rete, salvo 4wl caso. che la curve f consti di
n rette di un fuscio.

' Infatti se le polari dei tre punti (100) (010) (001) non
sono linearmente indipendenti, sussistera identicamente una
relazione a coefficienti costanti

of f f_ .
S, "V, 5,

allora la polare del punto O = (abc) & indeterminata, e quindi
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— per il teorema precedente — il punto stesso ¢ n-plo per
la eurva f, la quale consta quindi di n rette per O.

Giova notare che, reciprocamente, se la f possiede un
punto n-plo O, le sue polari non formano pitt una rete ma
un fascio, essendo costituite da gruppi di n — 1 rette per O,
ciascuno dei quali corrisponde ugualmente a tutti i punti di
una refta per O: questo fascio si riduce a un’unica retta
(n—1)-pla se le n rette coincidono. Tenendo conto che le
polari dei punti del piano rispetto ad f formano una rete,
possiamo enunciare i resultati ottenuti innanzi come segue:

Data una curve f, priva di parti mltiple ¢ non costituita
da n rette &’ un fascio, la rete delle sue prime polari possiede
come punts base ¢ punti multipli di f e precisamente ogni punio
base i-plo della rete (1= 1) ¢ (i 4+ 1)-plo per f; i punti in cui
une curva polare seqe la f fuori dei punti base, sono ¢ punti
di contatto delle tangenti condotte dal polo.

In forza delle dimostrazioni precedenti, si puo aggiun-
gere che: in uan punto é-plo di f, a tengenti distinte, la rete
delle polari possiede un punto dbase (i — 1)-plo « tangenti
variabili; invece se 1 tangenti principali di f nel punto i-plo
cotncidons in una sola, questa rette fisse figure v — 1 volte
nel gruppo delle tangenti principali di tutte le curve polari
della rete. Infatti le tangenti principali & una curva polare di
un punto generico rispetto ad f sono, come si & visto, le
polari del punto rispetto alle tangenti principali di f. In par-
ticolare se la f possiede un nodo, in questo punto le curve
poleari hanno una tangente variabile; invece s¢ la f possiede
una cuspide, le curve polari toccano ivi la tangente cuspidale.

Ritorniamo alla considerazione della rete delle curve polari
rispetto ad f, per osservare che questa & proieftiva al piano
punteggiato dei poli, sicehé ai punti di una retta corrispon-
dono curve polari formanti un fascio.

La dimostrazione analitica di ¢io & contenuta nella espres-
sione delle polari '

agx[;yi—l“% P +§£;?/3:0'

(La dimostrazione sintetica si fa in base al principio di
Layt — libro 2°, § 14 — osservando che le curve polari dei
punti di una retfta hanno comuni i punti, di cuni la retta &
polare, intersezioni di due di esse). :
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Osservazione. Le deduzioni sul comportamento delle polari
di f in un punto multiplo, valgono anche mnel caso che la
curva f contenga una parte multipla (di molteplicitd ¢ > 1)
Inogo di punti i-pli:

S=9;

la ¢ entra allora ¢ — 1 volte nella polare di un punto qual-
siasi. Cio si verifica anche direttamente in base al prineipio
di formazione delle polari rispetto a una curva composta:

Ay Jfifo =i A + Se byt

nw,; +n n, —|—’l?

tenuto conto che
e i W

5. Jacobiana di una rete. — Consideriamo una rete di
curve d’ordine n:

A S(@, 0, %,) = P, Ty %) v Y(@, 2, 2,) = 0.

Il luogo dei punti doppi delle curve della rete si ottiene
eliminandec 2, p, v, fra le tre equazioni lineari omogenee

+pt4+v=0 (t=1, 2, 3),

e perd viene rappresentato annullando il determinante (fun-
zionale) jacobiano :

F ¥
ox, o, o,
. Difed) | f 2%
Dz, %,2,) | o, oz, o,
¥ ooy
o, o, o, |.

Quel luogo dicesi appunto curva jacobiana della rete, ed
& di ordine 3n — 3. _
La curva jacobiana resta definita ugualmente se alle tre
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curve f, o, I, si sostituiscono altre curve della rete da essa
determinata, sicehé lo jacobiano Dired) risulta un combi-
- D(.’l:l.’l,‘;.,:vn)

nante delle forme f, o, b, cioé un covariante di esse che, a

prescindere da un fattore funzione delle A, 1, v, non muta

sostituendo alle f, o, ¢, delle loro combinazioni lineari:

hib e +vid (=1, 2, 3).

Iia curva jacobiana di una rete si lascin anche definire:

1) come luogo dei punti di contatto di due curve della

rete; infatti il fascio da esse determinato contiene una curva
con punto doppio; A

. .2) come luogo dei punti le cui rette polari rispetto

alle curve della rete formano un fascio; infatti le prime polari

di un punto (y) centro d’un tale fascio, passano per un punto
della jacobiana, sicché le tre equazioni lineari

o %, L
Z@;i?/i—oy Zéxi?/i—‘o7 Za“_,c—i?/i_——,

risultano compatibili. -
Se le curve (d’ordine n) della rete sono rappresentate
in coordinate cartesiane da: :

A f@y) =+ pop(y) -+ v dlay) =0

e, z,
x:x’ Y=—]
3 Z,

Iequazione della jacobiana si ottiene eliminando 2, p, v, fra
I’equazione precedente e le sue derivate rispetto ad =z, v;
essa & dunque

f oo ¢
of . Qo 0
Jfeh) = |5 5 a‘i —0.
of % W
oy dy - %y
Posto
_% %
x_x3’ y_m.;’
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si ha:
v, fwy) = flo,2,2,), 2 9@y) =o(@,2,3,), @, "d@y)= (@ 2,,),

o flwy) __ ofle, 2, 1,3) - of (wy) ’c)f(fcl'a;g%)
T T T wy, 0B dy o, 77

fom,)  o@,2,e) b@,,)

a * "".3‘ ar “i 273 a 1*Y2*¥3
@, T fley), oley), Wey)t = f(’val;fo) \o('bazw) cP(fgx’ffv)

e, %, ;) 09(2,2,%,) W, 2,3,)
o, o, o, ’

Ora, in virtt del teorema di BEuLERrO, sostituendo ad
S 2,3), o 2,2), )

le espressioni equivalenti

f(x1m2$3)_‘“~i;{ €, 'i—af'l' —l—gf;wai

1§ do dp %
9@ @,w) = 2w a0, e b
( 1 .3) a{v 1 3:2,2 ax 3

4’(‘”1“’25”3)—_ ‘ aLp T, +aq) T,y +"a_qi/v z

o |,
si ottiene

fz e,y (@,2,0,) (22,9,

e, v,2,) Op(x,2,2,) M(®,2,2,) | % D(prq))
o, ox, ox, n D(z, v, 3)

' af_(x1 T %) (T, 0,%,) (T, 2,%,)
o, oz, o,

Si conclude che per

p=" y—'E a:‘—l
~—m3? / x3’ 3 9

ed essendo f, @, b dello stesso ordine m, sussiste I identita

) TifCen), o), Hop) =1 politls.

F. ENRIQUES - II.
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L’ identitd stabilita prova che il determinante

I f(zy), o(@y), @y,

apparentemente d’ ordine 3n — 2, si riduce effettivamente & or-
dine 3n — 3, annullandosi il complesso dei termini di grado
pit elevato. Di cid si pnud porgere anche una verifica diretta.
Pongasi invero
) ’ ¢
f=rfo+fit o+ a
=@, + ¢, + - —+ @n

=10, + ¢, 4 e+

ove con fi, g;, §; si designano forme di grado ¢ in z, y; il
termine di grado 3n —2 in J sard J(/,, 2,¥,) e si riconosce
che questo determinante & identicamente nullo, sostituendo
in esso:

_ 1y %
fa= (L o+ T2y)

’ a?n | a~Pn
‘ Pn (az Ty ?’)

a 7N a, n
) Yn 1 b
o= (% v oy ?/).

In forza dell’identith 1) daremo pure al determinante
I fzy), »(zy), d(xy)t il nome di jacobiano delle funzioni
Szy), olzy), b(@y). :

Osservazione. Giova avvertire che, qlmndo Jy @, ¥ sono
d’ordine diverso, le due curve

D(feb)
J(fo)—(0 e ——LT7
(7%%) Dz, x,2,).

non coineidono pitt: J =0 ‘rappresenta la curva Jjacobiana

della rete ). f(zy) + po(2y) + v b(wy) =0, nella quale le curve

@’ ordine minore vengono completate con la retta all’ infinito;
_Difey) _y

D(x,w,w,)

Jy @, b che si dice curve jacobiana delle tre curve e pud essere

definifa come il lnogo dei punti le cui rette polari rispetto
alle tre curve date appartengono ad un fascio.

invece appresenta una curva covariante delle
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Possiamo riconoscere la sostanziale differenza che inter-
D(f+9)
D(v,2,,)
per semplicitd, questi determinanti nel caso in cui ¢, ¢ ab-
biano uno stesso ordine m diverso dall’ordine n di f; avremo

cede fra i due determinanti J(fed) e calcolando,

Y - o
. ’:W'f(xi {b'g'b";) (P(/l/l @, 563) (L(Q,l g;gxa)
v Difed) |- o % N
m D(%,%,%;) o, o, A
of B o
o, o, %, 3

e quindi, per v, =1, o, =2, ¥, =Yy

: __ |9 o

1 DUfed) _ oo (n S

Pl = T flow), #(oy), 4a) 4 (3 — 1)l e
dy oy |’

Quanto alla jacobiana della rete )f -+ pep—+ vd =0, nel-
I’ipotesi in cui f, ¢, ¢ abbiano ordini diversi, n, m, p, dove
n=m=7p (p<n), osserveremo che il determinante J sard di
grado '
n4+m—4+p—2<3n—3,

\

quindi la retta all’infinito.fa parte della jacobiana della rete,
contata

(mn—m)+Mm—p)—1
volte. '

Per determinare le molteplicita delle curva jacobiana ned
punti base di una rete, non si ha aleun vantaggio ad adope-
rarve le coordinate omogenee; ci riferiremo pertanto all’ espres-
sione dello jacobiano J(fpd) in coordinate non omogenee.

Poniamo che I’origine ¥ =9y =0 sia un punto di molte-

plicitd @ (>0) per f, ¢, ¢; allora J( fob) contiene z, y al grado
minimo

P — 140 —1=38i—2,

ma il complesso dei termini di grado 3i —2 & il determi-
nante identicamente nullo:

J(fi:d;) =0;
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percio: un punto i-plo per f, o, , ¢ in generale (3i — 1)-plo per
la curve jacobiane della rete Af + pp —-vp =0.

Ma la molteplicitdh del punto O =—(00) per Ja suddetta
jacobiana pud risultare superiore al mumero indicato. Pon-
gasi, per esempio, che O sia i-plo (¢ >0) per f ed abbia
per ¢, ¢ diverse molteplicita », s:

P <r<s. (s > 1)

In questo caso mello sviluppo di J(f9d), » e y figu-
rano al grado minimo

P+ —14+s—1=@{—+7r+35) —2;

e quindi O ha per la jacobiana (almeno) la molteplicita
i +7r-+s—2, che puo superare 3i — 1.

In particolare si consideri il caso di una rete con un
punto base semplice O; questo punto sard in generale doppio
per la jacobiana, ma potrd diventare triplo, e 1’analisi com-
pleta delle circostanze in cui si avvera tale ipermolteplicita
si puod far dipendere dall’esame delle reti di coniche, nel
modo che segue. :

Pongasi che la cubica jacobiana di una rete di coniche | C|
possegga un punto triplo nel punto base O e si spezzi quindi
in tre rette @, b, ¢ per 0. Un punto generico A di « & doppio
per una conica C della rete, la quale si spezza nella retta
¢ =A0 e in un’altra vetta; due casi possono presentarsi,
secondoche questa retta residua di ¢ coincide con ¢ stessa o
e diversa da « e quindi variabile con A. In questo secondo
caso la retta « appartiene ad infinite coniche della rete |C|,
formanti un fascio, e le rette residue di ¢ formano pure un
fascio; in particolare vi & dunque una conica spezzata in «
e in un’altra retta « per O, conica che ha un punto doppio
in A.

La stessa conclusione si pud ripetere per le rette b, c¢;
ciascuna delle fre rette «, b, ¢, fa parte — in ogni caso —
d’una conica con un punto doppio in O, conica costituita da
due rette distinte o da una retta contata due volte. Ora combi-
nando linearmente due coniche €' aventi in O un punto doppio,
si ofterrd un faseio col punto base doppio O; e combinando
linearmente due coniche del fascio con un’altra conica fuori
di esso, si otterrd una rete di coniche tangenti a quest’ultima
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nel punto 0. Si conclude dunque che la nostra rete — nel-
Iipotesi che la jacobiana consti di tre rette per O — & costi-
tuita da coniche aventi, nel punto base semplice O, la me-
desima tangente.

Viceversa, se le coniche € di una rete col punto base
semplice O, posseggono in O una tangente fissa «, imponendo
alle ¢ di toceare un’altra retta per O si ottiene un fascio
di C aventi in O un punto doppio, cioé formate da o' coppie
di rette costituenti mnel fascio O un’involuzione I. Allora
si assumano per definire la rete tre coniche C, due delle
quali con O doppio; la molteplicitdh della jacobiana di | C|
in O risulterd unguale a tre: precisamente codesta cubica
jacobiana consterd della retta « (facente parte di un fascio
di coniche C spezzate) e delle due rette doppic dell’involu-
zione I definita — come si ¢ detto — nel fascio O.

Si conclude: la condizione necessaria ¢ sufficiente affincheé
un punto base semplice sia triplo anziché doppio per la jaco-
biana di une rete di coniche é che in esso le coniche della rete
abbiano la medesima tangente.

Osservazione. Giova osservare che la dimostrazione pre-
cedente confempla il caso in cui la cubica jacobiana consti
di tre rette «, b, ¢ distinte; i casi di coincidenza possono
riguardarsi come casi limiti e si costruiscono direttamente
come segue:

1) Assumendo nel fascio A una involuzione non dege-
nere avente due vette doppie b, ¢ ed una conica tangente
alla b, si da luogo alla coincidenza « = b;

2) assumendo nel fascio A una involuzione degenere
costituita da una refta fissa b e da una retta variabile, e
prendendo una conica qualsiasi per O, si da luogo ad una
rete per cui b= c;

3) se nel caso 2) la conica considerata tocea b, la jaco-
biana si riduce a codesta retta contata tre volte: « =0 = c.

Dalla considerazione della rete di coniche si passa a
quella di una rete di curve qualunque (d’ordine n > 2),
sostituendo all'e curve

F=f +fot it fa=0
P =@, @yt e =0
dl):(!Ji +"pz = +q)“ = O’
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le coniche approssimanti
Ji+f=0, v 4+0,=0, ¢+, =0,

le quali vengono combinate linearmente quando si combi-
nano linearmente le f, o, .
Dovremo distinguere tre casi secondoché

1) le suddette tre coniche approssimanti sono linear-
mente indipendenti e quindi danno luogo ad una rete;

2) le tre coniche suddette appartengono ad un fascio

e quindi la conica approssimante alla curva Af 4 ne 4 v =0

rlsulta :Lpprosmnanfe per tutte le curve di un f‘msuo dl questa
rete; '

3) tutte le curve della rete Af 4 po + vq:_—_() posseg-
gono la medesima conica approssimante:

fitlfi=o +o =0+ LP»-

Nel caso 1) se la curva jacobiana della rete kf—i— no +1g=0
deve avere un punto triplo nel punto base semplice O, lo
stesso deve accadere per la curva jacobiana della rete di
coniche approssimanti, giacehé nel determinante jacobiano
J(feb) i termini di secondo grado provengono solo dai ter-
mini di grado 1 o 2 delle f, 9, }. Ci0 posto le coniche ap-
prossimanti alle curve della rvete, e quindi queste stesse curve,
avranno in O una tangente fissa. Reciprocamente, se cio accade
la rete contiene un fascio di curve ceon un punto doppio,
entro il quale si possono prendere due curve determinatrici
della rete, e quindi ]:L jacobiana ha in O un punto di molte-
plicita 2 4-2 41 — 2 =3 (almeno).

Nel caso 2) si consideri il fascio delle curve 2 f+po-4- v;;-—O
aventi una medesima conica approssimante, ', che puo sup--
porsi non avere in O un punto doppio, essendo O punto base
semplice per la.rete. Imponiamo ad una curva del fascio di
toceare in O una retta diversa dalla tangente a C'; la curva, F,
del fascio cosl definita non ha pilt una conica approssimante
determinata giacché questa dovrebbe in pari tempo coinci-
dere con la C ed avere in O un punto doppio, come accade
per le curve della rete dotate di punto doppio. Si conclude
che I"anzidetta I7 possiede in 0 un punto triplo, mancando
nell’ equazione F'=0 i termini di primo e secondo grado.
teciprocamente, se la rete Af --pp 4+ vd =0 contiene una
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curva dotata di punto triplo, questa pud prendersi al posto
di una delle f, o,  per determinare la rete e si deduce che la
jacobiana possiede in O un punto di molteplicitd 34-14-1—2=3
(almeno).

Le ipotesi 1), 2) si avverano contemporaneamente se le
curve della rete hanno una tangente fissa e pereid la rete
contiene un fascio di curve aventi in O un punto doppio,
~mentre per una di queste curve il punto O diviene triplo.
Dal fatto che la rete pud essere determinata mediante tre
curve una delle quali ha un punto triplo, la seconda un
punto doppio, e la terza un punto semplice in O, si conclude
che la molteplicith di O per la jacobiana vale almeno
34+-241—2=4.

Questa molteplicita diviene pitt elevata, cioé almeno
uguale a 5, se la rete contiene due curve aventi in O, un
punto triplo. I ¢id che accade appunto nel caso 3); infatti
imponendo alle curve della rete di possedere una tangente
diversa da quella della conica approssimamente fissa, si defi-
nisce un faseio di curve per cui la conica approssimante &
indeterminata, cioé che hanno in O un punto triplo.

Viceversa se la rete contiene due curve con un punto
triplo, si vede subito che le curve di essa posseggono la me-
desima conica approssimante, cio¢ si avvera I’ipotesi 3).

Dall’ analisi fatta basterd trarre la conclusione che:

Un punto base semplice per una rete di curve d ovdine n
(n=>2) ¢ precisamente doppio per la curve jecobiana, salvo in
due casi che portano unae molteplicita almeno uguale a 3:
se le curve della rete posseggono nel punto base una tangente
fissaw, oppure se la rete contiene una curve avente in quello un
punto triplo. Quest’ ultimo caso suppone n > 2 e porta che le
coniche a,pprossunantl a tre curve della rete non siano linear-
mente indipendenti. ®

Il precedente teorema si pud anche dimostrare col cal-
colo diretto dei termini di secondo grado che figurano nello
sviluppo del determinante jacobiano J(fo9).

Poniamo come innanzi

JS=F+Sfite.
=9t +=-
b=1d, + b, +.




40 L1BRO TERZO

i termini di secondo grado nello sviluppo di J(fp?) sono quelli
stessi che compaiono nello sviluppo di

Ji+ 1 P+, b, + q)z
- ~ o, . o Bp 3, 0
JUi+Tos @it9y b, +b)= -37121+—§%~ 5%"*‘3—,; cq,:i 3{.;2

of, , oy % dp, P, aq"z

Ty w ey W Tl

Hssi vengono dati dalla somma di tre determinanti:

fz P b, ’ f; Py 4’1 f1 Py '1"1
O, B |, % % 2| [ dn 2
o dr % [ 0v dx v o %% o
o, Op | 1, Op S| 12 g D,
W W Wl |lw w W Wy

Ora & facile verificare che la somma degli ultimi due deter-
minanti equivale al doppio del primo mutato «li segno. A
tale scopo nel secondo determinante sottragghiamo 1’ultima
linea dalla prima, cido che in forza del teorema di EuLero

./1 ac?i o,

equivale a sostituire f\, ¢,, ¢, con - 5 T By O 3y U in modo
analogo nel terzo determinante si possono sostituire f,, ¢,, ¢,
o, 9o
cOo > 2
n 2 Y, 3 Ly, Jy Cio posto, con facile trasformazione,
il secondo determinante si riduce a
sy %, O
@’ ' W .
% % W
. o o
oy oy oy

Effettuando 1’analoga trasformazione sul terzo determinante
e sommandolo al secondo, con I’applicazione del teorema

di EUuLERO (2f, = =, 2+ f “2q,...), si trova appunto il doppio
2 = T dy Yy Pl
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del primo determinante mutato di segno. In conclusione 1’in-

sieme dei termini di secondo grado nello sviluppo di J(fo¢) &
dato da

Ja v 9, ji'*‘j; P+ P, ¢1_F'¢2
N o WO 97, o,

v 2x v | ow o v

y Yy & oy oy dy |’

essendosi sommato il determinante identicamente nulloJ( f,9,9,).

Ora la condizione necessaria e sufficiente affinche la jaco-
biana della rete Af - pe —+ vy =0 abbia nell’origine una mol-
teplicita superiore a 2 ¢ data dall’annullamento del deter-
minante sopra scritto, dove le derivate di f,, ¢,, 4, sono delle
costanti. Tale condizione importa che le -coniche approssi-
manti f, + f,, ¢, + 9,, ¢, -+, appartengano ad un fascio,
ogni qual volta non siano nulli i minori estratti dalla matrice

P o,

(3]

[ %%,
v °%x on

o, B, 9
oy oy

Ma se f,+ 1., @, +¢,, b, -+, appartengono ad un fascio,
ciod se sussiste una relazione lineare a coefliciente non tutti
nulli '

alf, +1;) 4+ b(e, + ;) 4o, +9,) =0,
la curva
F = af + bp + ¢,

possiede un punto triplo (almeno) nell’origine. Se invece sono
nulli i tve minori estratti dalla precedente matrice, ¢io significa
che le curve f, ¢, ¥ hanno nell’origine la medesima tangente
il cui coefficiente angolare &

o 9, o,
= w O

y T
oy oy oy

Nella deduzione che precede si ¢ visto che la conica




42 LIBRO TBRZO
approssimante la curva jacobiana della rete
lf_i" Mo —l~_‘/(.l) - 0’

nel punto base sempliée 0, &

So e by
o, % S |_,
Qx w dw |
oy dy 9y

Ora entro la suddetta rete | C{ esiste sempre una curva dotata
di punto doppio in O, che pud assumersi come curva ¢; la
conica approssimante ad J(f¢ ) =0 diventa quindi

o, 39,
2 oz
by :Oa
f, 99,
oy oy
essendo
%, _ 8 _
ox- oy

La rete ha in O tangente variabile se

oxr ox
., +0,
of, 97,
y oy

e le tangenti principali nel punto doppio.della jacobiana sono
le tangenti alla curva ¢ dotata di punto doppio:

¢, =0.

Nei casi in cui la jacobiana della rete |C| acquista un
punto triplo in O:

of, O,

ox o :
“%:‘07

o O,

oy oy
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la curva ¢ considerata innanzi diviene indeterminata o pos-
siede un punto triplo in 0, e cosi b, diviene indeterminata
‘o identicamente nulla. In questi casi si possono determinare
le tangenti principali nel punto triplo della jacobiana di | C|,
che sono le rette formanti la jacobiana delle rete delle coniche
approssimanti le C, oppure le tangenti alle curva ¢ dotate di
- punto triplo; 1 avrd in O precisamente un
Jpunto triplo se le tangenti principali (quadripunte) cosi defi-
nite restano determinate, cioé

1) se [ ('| contiene una sola curva detata di punto
multiplo in O che ha in O un punto triplo,

2) oppure s¢ — || avendo tangente fissa in 0 — le
coniche approssimanti a formano effettivamente una rete,
nel qual caso abbiamo gid indicato la costruzione delle rette
che formano la sua jacobiana.

Per dimostrare "asserto conviene caleolare i termini di terzo
ordine nello sviluppo del determinante J( 7 ¢$). Questi termini
provengono anzitutto dallo jacobiano J(f, +f,, ¢, %, $,+D,)
delle coniche approssimanti, e in secondo luogo da tre deter-
minanti cui danno origine le parti del terz’ ordine f,, ¢,y ¥,
cosl la cubica approssimante la J(foP) =0 dotata di punto
triplo in O sard rappresentata da

J3 - 'T(fl '}“.7027 Py -+ Pay "Pi -+ "pz) -+ D:;

dove D, & la somma di tre determinanti:

‘ fs D3 N fi Py "1"1 f1 o, b
of, p, W, | s % % 1O O, o,
or v oz v o oz ¢ v om
o P9 %, o 3 2 oy 3, Py
dy % dy %y dy % oy |

Per calcolare D,, poniamo nel primo determinante

Jy= 5(cf?‘ &+ aj; J),....,

e negli altri due
of, 87‘1

fl'_:a'b'l"‘l“ J?/?'"’
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risulta allora che la somma di questi & uguale al primo
determinante salvo un fattore numerico:

of, %p, oY

—_ 9| Y4 Tt Vi

D, = ¢ v v
ofy 2, b,

dy % dy

Cid posto distingniamo i due casi in cui J(fpd)=0
possiede un punto triplo in O:
1) le curve € hanno taungente fissa in O; allora

e quindi D, & identicamente nullo;
2) le coniche approssimanti a |C| formano un fascio,
siceché identicamente

J(f1 +.f21 ¢+ P, q)i’i_q’z):();

allora esiste in |C'| una curva dotata di punto triplo e, sce-
gliendo questa come curva ¢, si trova — a prescindere. dal
fattore numerico —

of, o,
or ox
Dy,=1d,| .

of 9%,
. ' % oy |’
essendo .

o, 3, _,

or Oy ’

’equazione D, =0 si riduce a ¢, =0 quando la rete |C'| non
possiede tangente fissa in O:

o, %,

o o
+0,

o o

oy
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diseguaglianza corrispondente all’ipotesi che la rete | '] non
contenga altra curva dotata i punto multiplo in O oltre la
nominata che ha in O un punto triplo.

6. Nota sull’annullamento identico del determinante jaco-
biano. — In ¢io che precede si suppone sempre 1 esistenza
effettiva della jacobiana della rete determinata dalle curve

Sz, X,n,) =0, '19(‘,”1 ®,,) =0, '-p(:v1 z,%,) =0,

D(fp1)
mente. Ora questo determinante ¢ nullo non soltanto quando
le f, @, ¢ non siano linearmente indipendenti (nel qual caso
i termini di una colonna sono combinazioni lineari a coeffi-
cienti costanti di quelli delle altre due), ma anche nel caso
in cui una delle tre funzioni f, ¢, ¥, sia funzione delle rima-
nenti, cioe quando le f, ¢, ¢ siano legate da una relazione
funzionale ‘

cioé che il determinante non si annulli identica-

F(f, %, 4) =0;
infatti, in tale ipotesi,
OF of 0JoF 29 oI 9)

7 e =0,

o B, Oy B, | 00 &

Reciprocamente & noto che 1’annullamento identico del
D(f9)

determinante -———T—
Dz, ,,)

significa 1’ esistenza di un legame

funzionale (') ‘
F(fy # 9)=0.

Nel nostro caso, in cui f, ¢, ¥ sono forme algebriche dello
stesso ordine, questo teorema pud essere precisato, giacché
il procedimento dimostrativo che serve a riconoscere la rela-
zione F'—0 mostra anche come si possa costruire F' mediante
eliminazioni, sicché F(f, ¢, ) =0 risulta una equazione alge-
brica omogenea che, divisa per una potenza di f, si riduce

al tipo
!
A o
ST

() Cfr. per es. S. PiNcHERLE « Lezioni di Caleolo infinitesimale ».
Bologna, 1915, pag. 257.
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Ove non si voglia ritornare salla dimostrazione del teo-
rema relativo ai determinanti funzionali, si pud pervenire
alla conclusione sopra indicata sostituendo alle considerazioni
precedenti una verifica diretta.

. . :vi :v-) . \ . | .
soltanto dai rapporti = =, = =1y, sieccheé si puo scrivere

Osserviamo anzitutto che il quoziente dipende

Colr vimy) _ ply)
Ml z,m)  flay)
‘e analogamente
bz, 2, x,)  dlay) .
= ——— = Y(xy).
Fwwyw) ey )

Ora verifichiamo che il determinante funzionale delle @, U

_D(fed)
D(z,,w,

= O(zy),

€, come D 2.0 identicamente nullo. Infatti:

b, U, B, W,

D@T) & T
Dy ~ |dp, 3f 3 “f
- Yy ? oy 2 z/

)

J? J°

Questo determinante moltiplicato per f* é uguale alla somma
di quattro determinanti:

A VIV R IR
¢ o

d ’c)z(’) x® o ¥
T PV b PN B PO
Rr & 2 o, 9 ., <L
ayf ayf / T | 9y ayf - | oy? v

2

17 ultimo determinante &
primi tre equivale a

evidentemente nullo; la somma dei

I P $

of - o
Fageh=r-| L @

ox v
F B M
dy %y 2y
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Ricordando che, per z,=1,

1 D(fed)
T(fod) = n D(v,x,,)’
si conclude che & anche ' . -
. D@Y) |
\ D(y)
e percio le
=% pr=?
— f
sono_ legate da una relazione funzionale
7(® «_b) —0
(Y=
e. d. d.
I1 significato di questa relazione funzionale é che, moven-

9

dosi sopra una curva 7‘: cost. a partire da un suo punto

. f
generico, resta sempre 4"— cost,; quindi le curve dei due fasci

¢ —cf=0,d—cf= O, passanti per uno stesso punto gene-
rico del piano avranno una parte comune.

Ora se le curve del fascio » — ¢f =0 souno irriducibili,
ciascuna di esse apparter v pure al fascio del medesimo ordme
¢ —ef =0, ossia — in questa ipotesi — le curve f, 9, J appar-
teranno ad un medesimo fascio. Se invece le curve del
fasecio @ — ¢f sono riducibili, le loro componenti variabili
formeranno un fascio, con le curve de! quale saranno com-
poste — a prescindere da parti fisse — anche le curve

b—ef=0.

In conclusione possiamo enunciave il

Teorema: Se la curva jecobiana di tre curve del medesimo
ordine f, ¢, ¥ & indeterminata: o queste curve appartengono ad
un fascio, o sono composte — all’ infuori di parti comuni —
dalle curve di un fascio; la jacobiana di una rete diventa
dunque indeterminata soltanto se la rete & formata di curve
riduecibili, composte di parti fisse e di parti variabili in un
fascio.
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It chiaro, reciprocamente, che, per una rete siffatta, la
jacobiana & indeterminata, giacché ciascuna curva del fascio
nominato f4 parte — contata due volte -—— di una curva
della rete.

La dimostrazione del teorema precedente si pud anche
collegare semplicemente al principio di [Layi (L. 2°, § 14).
Infatti dall’equazione algebrica omogenea

I(fy %, 9 =0,

di cui designeremo il grado con m, si conclude subito che
f=0 per p=10=0, tranne nel caso che manchi, in F, il
termine f7; ma questa apparente eccezione si toglie sosti-
tuendo ad f una combinazione lineare Af —-np 4 v). La curva
=0 passando per le intersezioni delle curve dello stesso
ordine =0 e =0, il principio di Lad£ dice appunto che f
¢ una combinazione lineare delle ¢, P, oppure che le f, o, 1,
— a prescindere da parti comuni — sono composte con le
curve di un faseio.

Infine si pno richiedere una dimostrazione geometrica
del teorema precedente che non faceia appello alla proprietd
del determinante funzionale di dare col suo annullamento la
relazione F=0. Una tale dimostrazione puo essere fornita in
vari modij; il pit semplice sembra quello che qui rapidamente
accenniamo ().

A tale scopo ricordiamo il teoremb di BErrINT (Ofr. L. 2°,
§ b), che le curve di una rete non possono avere punti doppi
variabili e pertanto le parti variabili delle curve della rete
sono formate di punti semplici.

Ora data una rete la cui jacobiana sia indeterminata, un
punto generico 4 del piano & semplice per oot curve della
rete e doppio per una di queste; quindi le o' curve della
rete passanti per 4, e formanti un fascio, posseggono in 4
una tangente fissa «. Si deduce che le curve della rete soddi-
sfano tutte a una medesima equazione differenziale del primo
ordine che fa corrispondere al punto 4 la retta associata «
(Cfr. L. 2° §§ 14, 28); segue che le dette curve della rete
sono composte — a prescindere da parti fisse — con le curve
di un fascio, integrali dell’equazione differenziale predetta.

(!) Cfr. BErTINI - « Introduzione alla Geometria Proiettiva degli
Iperspazi », pag. 235.
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7. Hessiana di una eurva. — Dicesi hessiana di una curva
Slay) =0 la curva, d’ordine 3n — 6, jacobiana della rete delle
sue prime polari. In virttt del teorema di permutabilita di
PLUCKER, la curva hessiana, liogo dei punti doppi delle prime
polari, si pud definire anche come lwogo det punté la cui conica
polare ha un punto doppio. '

Infatti se la prima polare di O ha un punto doppio P,la retta
polare mista di P contato n — 2 volte e di 0 & indeterminata,
e quindi la conica polare di P possiede in O un punto doppio.
0io risulta anche dall’espressione analitica del determinante
hessiano che &

& & 7
dz,* Ox,0v, O, ow,
S
v ox,%x, 9v,” Oz, 0w,
A

ow, v, OJx,o0x, ox,* |’ .

e pud riguardarsi quindi come il diseriminante della conica po-

lare del punto ():

o f 0° 0?

AL ly)=A,/ f(fv)—— / +23 af 1/17/0+....+a S
3

I1 luogo dei puuti le cui eurve polari hanno un punto
doppio costituisece, in generale, una nuova curva covariante
della data f, che dicesi curva steineriana e che si pud anche
riguardare come il luogo dei punti doppi delle coniche polari.
I punti della hessiana e della steineriana si corrispondono
biunivocamente: la conica polare di un punto della prima
ha come doppio il punto omologo, o contugato, dell’altra;
la prima polare di questo ha un punto doppio in quello.
Per le cubiche, hessiana e steineriana cotncidono.

Accanto alle nominate curve si suole anche considerare,
sotto il nome di cayleyane, I’ inviluppo delle rette che uniscono
i punti coniugati della hessiana e della steineriana (efr. § 22);
vedremo I"interesse della cayleyana nella teoria della cubica.

L’ importanza della hessiana risulta dal seguente

Teorema: Se un punto semplice della curva f appartiene
alla lessiana, e un flesso di f; viceversa ogni flesso di f

5 ¥, =0,

€880 ¢
appartienc alle hessiand.
Se P appartiene all’hessiana sard punto doppio per la

F. ENRIQUES - II. 4
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polare rispetto ad 7 di un certo punto O: sia p questa polare,
Ora se P appartiene anche ad f, la retta OP risulta tangente
ad fin P, e per di pitt ha ivi due intersezioni (almeno) con la
polare p: ¢id significa che il punto I & punto doppio per il
gruppo &, polare di O rispetto al gruppo G, intersezione della
retta OP con la curva f. Quindi nel gruppo @ il punto P deve
essere punto triplo; cioe la tangente OP deve avere in I’ tre
intersezioni riunite con la f, vale a dire essere tangente di flesso, .

Dimostriamo ora la seconda parte del nostro teorema, cio¢

che ogni flesso della curva ¢ comune alla sua hessiana. Per questo

“ei serviremo. deila seconda definizione della hessiana, cioé fa-
remo vedere che se I & un flesso la conica polare di I si spezza
(nella tangente di flesso e in una retta residua). Infatti siccome ¥
é un flesso, la tangente di flesso ¢ ha in F #re intersezioni
riunite con la curva; tutte le successive polari di I dovendo
avere tre intersezioni con la ¢ riunite in F, la conica polare.
si spezza nella ¢ e in una retta residua.

Giova avvertire che il teorema precedente puod essere pre-
cisato nel senso-che: se un punto semplice, I’, di fappartiene alla
sua hessiana, I, P & un flesso di fin cui la tangente ha con fun
contatto tripunto e non pitt elevato sempreché le due curve f, I

non si toechino.

Infatti riprendendo
la dimostrazione prece-
dente si puo dimostrare
che —escluso il contatto
di f con I"hessiana —
la curva p, polare di 0,
ha come tangenti prinei-
pali, nel punto doppio P,
due rette, distinte la O P,
le quali separano armo-
nicamente la OP e la
tangente ad h.

A tale scopo consi-
deriamo un puanto P,
vicino a P, su Iy P’ &
doppio per una curva
polare p', la quale insieme a p determina un fascio di polari; al
limite, quando P’ tende a P, codesto fascio diventa il fascio delle
polari per P, i cui poli variano sulla retta OP. Ora, designando

-
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con @, b le tangenti principali a p in P e eon ', " quelle
a p in I, prossime alle «, b, si vede che la retta determinata
dai punti «b’, «'b diviene la coniugata armonica di PP’
rispetto ad @, b. D’ altra parte il fascio delle p, p’ possiede la
nominata vetta «l’, «'h come tangente fissa, ed al limite questa
tangente fissa diviene la retta OP tangente comune ad f e
alla polare di P. (Cfr. I..°, § 5; Vol. I, pag. 182).

Il ragionamento precedente permette di invertire la dedu-
zione ottenuta: se nel pnnto semplice P la f & toccata dalla
hessiana b, la tangente PO coincide con una delle tangenti
principali della p, polare di O dotata di punto doppio in P, -
cloé PO ha contatto tripunto (almeno) con p e quindi quadri-
punto (almeno) con f. Si conelude che un punto semplice, ove f
& toceata da h, costituisce per f un jlesso & ordine superiore
cioé un punto dove la f ha con la tangente un contatto ¢-punto
con ¢ > 3. (Giova avvertire che la nomenclatura qui adottata
differisce da quella ehe si usa nello studio della forma delle
curve 7reals, ove si riserva il nome di flesso al caso in euni
— essendo ¢ dispari — la curva attraversa la tangente).

Ora il teorema stabilito si pud completare nel senso che:
se in un punto semplice P la f ha un contatto ¢-punto con la
. tangente (flesso @’ ovdine 4 —2), in P la f ha con 1’ hessiana h un
contatto (¢ — 2)-punto. In base ad una rapida intuizione infi-
nitesimale ¢io si puo giustificare come segue: nell’ ipotesi fatta,
il fascio delle curve polari passanti per P ¢ costituito da curve’
aventi in P> un contatto (¢ — I)-punto, e quindi contiene ¢ — 1
curve infinitamente vicine dotate di punto doppio; i primi ¢—2
fra i punti doppi nominati si succedono sopra la retta .tan-
gente in I? ad f e alle curve polari del nostro fascio. Ma
I"indazione che suggeerisce 1 affermazione preceaente, ha
bisogno di essere convalidata con un caleolo divetto. I1 quale
serve in pari tempo a dimostrare tutto ¢io che fino ad ora
abbiamo riconosciuto intorno al passaggio della hessiana per
i flessi della curva f.

Sia f(@,2,v,) la nostra curva, che abbia nel punto (010)
come bangente la retta v, = 0, rvetbta avente ivi un. confatto
¢-punto, dove i > 2,

Possiamo scrivere I’ equazione della curva

S, v,v) = w2, 4w, A -y, =0,

dove u; ¢ una forma binaria di grado ¢ in 2, «,.
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(%3
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Se la retta x; =0 ha in (010) un contatto i-punto con f,
sard
Uy =T " Un—y,

dove w,—; non si annulla per , =0.
Noi ei proponiamo di trovarve le intersezioni della hessiana
con la retta x,=0. Queste sono evidentemente date da

’

9%, Py Uy,
ox* Oz, 0w, O,
A— 3w, T uw, Oy, | 0
oz, 0x, o=, o, ’
Uy, Uy, %
A =Un—s
o, oz,
: My,
Ora notiamo che, se la —*—! si annullasse per z, =0
) 3 E i
2
nel punto (010), sarebbero nulle le tre derivate
of  of 9
ox,’ oz,” O,’

e quindi il punto (010) sarebbe un punto doppio per la f.
Inoltre, essendo u,, —=,%%,_;, si ha che:

R e e ers o .
—= & divisibile per x,7~2 e non per x, a pofenza superiore
2 1 1 ?
o,
Ru C e )
o & divisibile per z,t,
cx, o,
%, e e e .
8 » o 2
At é divisibile per z°

2

Cid posto, il determinante A risulta divisibile per
e non per x, a potenza superiore, quindi la hessiana ha con
la tangente ad f ¢ — 2, e non pit, intersezioni riunite in (010);
in particolare per ¢=—=2 resta di nuovo provato che: il punto
semplice (010) & un flesso quando e solo quando esso appar-
tiene all’hessiana.

Coneludiamo pertanto enunciando il

Teorema: Le intersesiont della curva f con la lessiana che
cadono in punti semplici di f sono i flessi della f stessa; preci-
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samente un flesso d’ordine ¢ — 2 (ove la curva ha un contatto
i-punto con la tangente) da luogo « un contalto (i — 2)-punio
di f con la hessiana.

Risulta da questo teorema che nel caso generale in cui
la curva non possiede punti doppi, o multipli, i suoi flessi
sono tutte le intersezioni di f con la hessiana. Ma se la f
possiede un punto doppio questo appartiene pure alla hessiana,
giacche la sua polare ha ivi un punto doppio.

Cerchiamo quale sia precisamente la molteplicita dei
punti doppi della curva f per la sua hessiana.

Dimostreremo che:

In un nodo di f la lessiana possiede parimenti un nodo con
le stesse tangenti principali; in una cuspide ordinaria di f la
hessiana possicde un punto triplo ed ha ivi come t(mgent'é Prin-
cipali la tangente cuspidale di f, contata due foolte e un’ alira
retta distinte da quella.

Di questo teorema forniremo una dimostrazione di carat-
tere prevalentemente sintetico, che si appoggia alle proprieta
generali della jacobiana di una rete; una seconda dimostra-
zione, costituente la verifica analitica diretta, si incontrerd
nello sviluppo del teorema pitt generale che segue.

Il caso del nodo si esaurisce subito: le polari di f for-
mano una rete che ha in quel punto, 0, un punto base sem-
plice con tangente variabile e che contiene una sola curva
avente in O un punto doppio; questa curva & la polare di O,
e quindi le sue tangenti principali, cioé le tangenti princi-
pali di f, sono le tangenti principali della jacobiana della
rete delle polari, ossia della hessiana di f.

Nel caso in cui O sia una cuspide, la rete delle polari
ha come taugente fissa la tangente cuspidale o; se la cuspide
¢ ordinaria, la suddetta rete non pud contenere una curva
dotata di punto triplo, giacché il relativo polo sarebbe con-
giunto ad O da una retta avente con f quattro (almeno) inter-
sezioni riunite. Si deduce che le coniche approssimanti le polari
di f nel punto O formano una rete, la cui jacobiana consta
delle tre tangenti principali della hessiana di f. Codesta jaco-
biana & costituita dalla tangente fissa o e dalle rette doppie
dell’involuzione, nel fascio O, a cui danno luogo le coniche
riducibili della vete che sono le coniche approssimanti delle
polari dei punti di o; questa involuzione possiede o come
retta doppia (corrispondente alla polare di 0), sicché o figura
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due volte fra le tangenti principali della hessiana di f. Si
aggiunga che la terza tangente principale ¢ ccerto distinta
da o, finché O & — per f — una cuspide ordinarvia; infatti,
in tale ipotesi, la nominata involuzione nel fascio O non pud
essere degenere, giacché avrebbe o come rvetta fissa, mentre

la polare di un punto della fangente cuspidale — diverso
da O — deve avere con o due sole infersezioni.

Riferiamoci al caso pitt generale in cui la curva f pos-
segga un punto di molteplicita ¢ (=2) e dimostriamo, con
verifica analitica diretta (') che:

Se la cwrea f, @ ordine n, possiede wn punto é-plo O, con
2<i<mn, la sua hessiana I possiede in O la moltepliciie
3t —4, ed ha ive come tangenti principaii le ¢ tangenté prin-
cipali di f e le 2i — 4 rette costituenti il gruppo hessiano di
quelle nel fascio O la wmolteplicita di O per I diviene 3¢ — 3
soltanto nel caso @ cui il gruppo delle tangenti principali ad f
st riduca ad wna retta contata @ volte (svanimento del relativo
grappo hessiano) e allore quelle retta figure 2i—2 volte
fra le tangenti principali di h; aggiungasi che la moltepli-
citdh di O per b non supera 3¢ —3 se O & — per f — una
singolaritd  ordinaria (dove la tangente ha un contatto
(¢ + 1)-punto) ed allora la nominata retta non puo fignrare
pitt che 2i —2 volte fra le tangenti principali di h.

Seriviamo 1’equazione di f nella forma

Sz, v,2) = w0, + w2, 4 s A Uy @, + Uy, =0,

dove u,. & una forma binaria di grado r nelle z,z,. Se la
flz,2,2,) =0 ha un punto é-plo nel punto (001), avremo
Uy =0, n,=0,... w;_, =20,

ciod :
S v,2) = w2, w2+, =0,

e il grappo delle ¢ tangenti nel punto é-plo (001) sard dato
dall’ equazione
' u; =0.

(') Cfr. Brint., « Ueber die Hesse’sche Curve ». (Math. Annalen,
Bl 13, 1878).
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I equazione della hessiana &

I

oy ¥y ey
or* Oz, dw, o, o,
A

ox,ov, o’ O, 0w,
OB s

ox, v, Ox,0w, Ouw,°

55

Occorre 1’espressione dei termini di pitt basso grado che
compariscono nel determinante precedente.

Questi termini

LRI
. 2
o,

Py
’c)fv a'v

’ a'ui
(’ib — ?/) a—,vl

sono dati da:

o,
ov, o,

)
%y,
oz,*

o
o,

(n—1)

(n — ) —7— 1u,

duy
(n — 1) = %,
(n — %) au‘

Poiché A & di grado 3i — 4, resta provato che un punto

i-plo per la curva

per

8

la sua hessiana.

in generale, multiplo secondo 3i —4

Se nel determinante A sottragghiamo dall’ultima colonna
moltiplicata per ¢ — 1 la prima moltiplicata per v, e la seconda
moltiplicata per a;,, otteniamo, a meno di un fattore numerico,

non nullo per » > 4:

0%uy %,
ox,*  Ow, o,
. %, 0
- . e . 2
ox, v, o,
ou; Uy u,
o, o,

Ora, se indichiamo con H il determinante

9%, 9%,

ox,* Oz, ox,

2, 2,

R o%u,
ox, 0v, o, |,
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che rappresenta lo hessiano del gruppo di rette u; =0 appar-
tenenti al fascio 0, si ha — a meno di un fattore numerico —

A=, H.

Siccome A = 0 rappresenta il gruppo delie 3¢ — 4 tangenti
alla curva N, hessiana di f, nel punto (001), si ha che ¢ di
queste rette coincidono con le ¢ tangenti ad f, e le rima-
nenti 2i —4 ne costituisecono il gruppo hessiano. Qui appare
che I avrd in O una molteplicitd superiore a 3t — 4 quando
svanisca H (essendo per definizione u;==0). Cido porta che
le 4 tangenti u, =0 coincidano in una sola retfa contata
volte (efr. § 3).

Per approfondire lo studio di questo caso poniamo

u; —=un,°

) .
supponendo le ¢ tangenti riunite nella x, = 0: allora, come &
facile verificare, i termini di grado inferiore in 2, x, nel-
I’ equazione di h sono dati dal determinante

) %, N
Wt — 1)z, (ke <} i n— ), !
(@ =1z, o, o, (n—tm,
gy, uyy, . (n— i — 1) sy
oz, o, o> ° o,
. . ou . . )
in —dz,=t m—i—1) j:" (n—i)n—i—1)a 1

formato coi primi termini delle seconde derivate di f. I ter-
mini di grado inferiore nelle z,; x, sono quelli che moltipli-
cano @,; dunque le tangenti alla hessiana nel punto 4-plo
della f(z,2,%,) =0 sono

a-uiﬂ_fv“_z__o
ox,> ! o

Si conclude che: un punto i-plo con tutte le tangenti
riunite & multiplo secondo 3i — 3 per la hessiana, 2¢ —2.delle
tangenti a questa coincidendo colla tangente della curva 7 nel
detto punto i-plo.

Si aggiunga che (per n >14) la molteplicith del punto
i-plo per la hessiana non pud superare 3i — 3 ove non si
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. . 0%y .
annulli identicamente aqj—';-‘—; e che inoltre fra le rvette rap-

Wy

Uy .
presentate da —87“2‘—_—.:0, non pud trovarsi la x, =0 se non

a patto che questa retta abbia con f un contatto (i -+ 2)-punto,
mancando, in tal caso il termine in «,"" di ;. : ma in
ambedue questi casi la f possiede in O una singolaritd
straordinaria.

Infine osserviamo esplicitamente che la restrizione » >4
& essenziale; infatti il fattore numerico che comparisee nello
sviluppo di I si annnlla, per » =4, sicché in questo caso la
hessiana svanisce identicamente (Cfr. paragrafo seguente).

8. Curve aventi una parte comune colla hessiana: inde-
terminazione della hessiana. — Dai teoremi dimostrati rvisulta
come corvollario che: se la curva f ha une parte comune con
la sue hessiena, questa porte ¢ une retta o une componente
multiple di f.

Cio segue senz’altro dal teorema che un contatto i-punto
di f con I costituisce un flesso ' ordine 4, per qualsiasi valore
di 4. Ma la deduzione si ottiene gia dalla conoscenza che le
intersezioni semplici colla hessiana sono flessi (caso i =1),
appoggiandosi alla nozione fornita dal ealeolo differenziale
che una curva y =y(2) i cui punti siano flessi & una retta,

.in quanto la condizione analitica corrispondente & espressa
dall’ equazione differenziale

d*
d2?

=0.

Ii appena necessario rilevare la coincidenza di questa
condizione analitica con la nostra definizione dei flessi. Posto
il flesso nell’origine, la curva algebrica, che si suppone avere

ivi un punto semplice, sara approssimata in quel punto dalla
parabola

Y = ax + b2® +"....;

affinché la tangente y — ax abbia un contatto tripunto si ha
la condizione

_(1&yy
b= (i_)‘ dw é)n.‘::o—— 0-

Ora, a complemento della osservazione precedente, no-

-
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tiamo che: se lae curva f conticne una parte multipla ot
— contata © (> 1) volte — la ¢ figura 3i — 3 volte nella hes-
siana di f.

Infatti i punti di ¢ sono punti é-pli di f in cui le ¢ tan-
genti coincidono.

Si aggiunga che: @ punti semplici delle curva o, non
appartenenti alla parte residua di f, ed aventi per la hessiana
una molteplicita superiore « 3t — 3, sono ¢ flessi della .

Invero si supponga che ¢ passi semplicemente per il
punto (001) e abbia ivi come tangente la z —=0: la sua
equazione sard del tipo

aw, v, + (br* + cx, @, + dz?) 3,7 4 ... =0,

e quindi i termini di grado ¢+ 1 in =z, per la f saranno
dati da

Wiy, = 10 (b, - e, + da, T @,0) + ok v, 4 akya e,
essendo

x372—7717, + ]';1 ‘{l;l ‘,va'n-—nu——i + 7.;2 'Iv;_), ‘,v:)ﬂ—?‘l‘l,l—i __|_ —— 0’

I’equazione della parte vesidua di f (tolto ¢?); siecché la con-
dizione per la ipermolteplicita della hessiana in quel punto,

AL

o equivale a d =0, cioé

ciod 1’annullamento identico di

alla condizione che la tangente v, =0 abbia tre intersezioni
riunite con la ¢. La qual conclusione si accorda anche con
Ia osservazione geometrica che la parte residua della hessiana
di f, tolta la ¢*—3, & la jacobiana della rete costituita dalle
curve polari di f, private della parte fissa @?—'.

L’avvertenza fatta in ordine alla ipermoltiplicitd della
hessiana di mma curve i-pla v, vale anche a dimostrare che
questa curva non puo figurare nelle hessiana di f pitt che
3i — 3 volte, salvo il caso che essa sia una »etia.

Risulta anche, dal teorema concernente le parti multiple
di f, che « se la hessiana di f & indeterminata, cioé il deter-
minante hessiano si annnlla identicamente, la curva f consta
soltanto di rette (semplici o multiple) », giacché ogni com-
ponente é-pla di f puo riguardarsi allora come facente parte
della sua hessiana, ed avente per questa una molteplicitd
superiore a 3¢ — 3.
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Ma il teorema precedente pud essere preeisato nel modo
seguente: :

Una curva @ ordine n la cui hessiana sia indeterminaie
st compone di n rette per wn punto.

Aunzitutto ¢ chiaro che se f possiede un punto n-plo la
sua hessiana & indeterminata, poiché la conica polare di un
punto qualunque ha un punto doppio. Ora per dimostrarve
I’enunciato precedente basta riferirsi al caso di una curva
composta di rette: supporremo dunque che f contenga » rette
distinte, semplici o multiple, ¢, «, ....a,; designando con 4, (= 1)
la molteplicitd di @, si avrd

n = ;-:a .

Le polari di f saranno curve 9, _,, d’ordine n — 1, con-
tenenti la retta «; contata ¢, — 1 volte; all’infuori di queste
parti fisse le »,_, conterranno delle curve variabili ¢,_,
d’ordine » — 1. II sistema delle ¢,_, avrd come punti base.
i punti comuni a due o pitt rette «;; se per uno di questi
punti, P, passano s (> 1) rette a,, p. es. &, d,...a;, codesto
punto avrd precisamente per le ¢,_, la molteplicitd s — 1,
giacché — tenuto conto delle molteplicita delle rette «,«, ....
passanti per quel punto — si ha che esso ha per f la mol-
teplicita

I R RTITE B N

e quindi hd la molteplicitd

b A e g — 1
per le '
’ Pp—y == al"i_] . (ogiﬁ‘l- v gL Oy

Si aggiunga che le 9,_, non hanno in P alcuna tangente
fissa p; si esclude anzitutto che le 9,_, possano tutte toccare
una medesima retta p diversa dalle «,a,....a;, perché la po-

lare d’un punto di una tale p non pud avere pilt che

G by e 44, — 1

N

intersezioni con p riunite in P; in secondo luogo si esclude
che le ¢,_, tocchino una delle vette @, «,....¢; per P, giacehd
la polare di un punto fuori di @, rispetto ad f si puo de-
terminare combinando lincarmente due curve composte: la.
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prima della polare rispetto ad (1,2""2....((,;"" presa con «.,'71 e
Paltra di «,51 presa con a,2....q, .

Cid posto, se la hessiana di f deve essere indeterminata,
bisogna che la jacobiana di tre curve qualsiansi ¢, sia inde-
terminata, e percio le ¢,_, debbono appartenere ad un fascio
o essere composte colle curve d’un fascio (cfr. § 6). La prima
ipotesi condurrebbe subito alla conclusione enunciata, che
tutte le rette «,...a, passano per un punto z-plo di f
(cfr. § 4); ma occorre esaminare la seconda ipotesi pitt ge-
nerale. '

Se le ¢,._, sono composte colle curve d’un fascio, le (rr— 1)
intersezioni di due di esse sono tutte assorbite dai punti
base I’ e ciascun punto base (s — 1)-plo, essendo a tangenti
variabili, ne assorbe precisamente (s— 1)* (efr. il prossimo § 12,
oppure: L. 2°) § 13); avremo dunque:

(r— 1> =3(s — 1)

D’altra parte, poiché un punto s-plo di 9,_, & comune

ad s fra le o rette «, a,...a,, sard

rr—1) s(s —1)
5 Z 9

2
Dalle due uguaglianze scritte si trae
r—1=23(—1),
conclusione che sarebbe incompatibile colla
(r— 1) =3 (s — 1,

ove la sommatoria comprendesse piltt che un termine.
Si deduce che tutte le rvette «,..«, passano per uno
stesso punto:
r—=-s.

il

Quel punto & n-plo per f, e le polari di f formano un
fascio costituito da gruppi di rette di una g:l_l entro il faseio
medesimo (cfr. § 3).

Osservazione. Per n—2, Ja condizione di spezzamento
d’una conica, data dall’annullamento del determinante hes-
siano, si riduce alla solita, poiché¢ codesto hessiano & il di-
seriminante di f. '
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9. Nota sulla teoria delle forme polari generalizzata e
sull’espressione di una forma d’ordine 22 come somma di
potenze n-me. — *Lia definizione di polare pud essere genera-
lizzata nel modo seguente: si consideri una curva d’ordine »
rappresentata simbolicamente da

S 2,2) = a,” =0,
e una curva di classe m (<< n)
Pl uytty) = 1, =0

la curva di ordine n — m rappresentata simbolicamente dal-
I’ equazione
« 772((,1/?1—73220
% x .

dicesi curva polare della ¢ rispetto alla f. In particolare, se
la ¢ si riduce a un punto P contato m volte, la polare di ¢
diviene la polare m-ma di P rispetto ad f, e se invece la ¢
si riduee all’insieme di m punti P, P,...P, la polare di ¢
diviene la polare mista di P, P,....P,,.

Se la curva polare della o rispetto alla f & indeterminata,
la ¢ dicesi apolare rispetto alla f.

Se una curva » ha la classe m uguale all’ ordine n della f,
allora non vi & pilt luogo a considerare la curva polave di ¢:
in questa ipotesi la forma polave

(t‘x?n([’xﬂ—ﬂl — ({y‘%ﬂ

diviene d’ordine zero, cioé si riduce ad una funzione bili-
neare dei coefficienti delle f ¢ v che (seguendo BATTAGLINI)
dicesi Parmonizzante delle due forme; questo armonizzante &
simmetrieo rvispetto alle due forme, essendo-identicamente

. a,t =ua,".
Se U armonizzante
a,” =0,
le due cwrve f=a," =0, o =u," =0, diconsi ciascuna apo-

lare rispetto all’ altra oppure armoniche fra loro.
It facile riconoscere il fatto generale che: se la forma ¢
di classe m <n & spessata in due altre:

P=9,%P,,
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la polare di @ rispetto ad f ¢ la polare di o, rispetto alla’
polare di o,. ‘

- Quindi, in particolare: una forma o, di classe m << n che
sia apolare rispetto ad f, costituisce una curva armonica ad f
insieme ad una qualsiasi eurva di classe n —m. Vale pure
la proposizione inversa che scaturird dalle considerazioni che
seguono.

La formazione delle polari e dell’ armonizzante mette in
luce il loro carattere invariantivo (efr. T.. 1°, § 15), ehe risul-
terd anche dal significato geometrico della relazione d’armonia.

Intanto osserviamo che:

Tutte le curve di classe (o d’ordine) n armoniche ad une
date @ ordine (o visp. classe) n formano un sistema lineare
di dimensione .

N—1 (N: nn 44, 3)).

2

Le¢ curve T' di classe (o d’ordine) n armoniche ad r curve
indipendenti C,....C,. &’ ordine (o risp. di classe) n sono «armo-
niche a tutte guelle del sistema lineare o<"—'| (| definito dalle
suddette C....C, e formano un sistema lincare |I'| di dimen-
sione N — o Il sistema |[T'| dicesi associato a |C|, ¢ |C &
allora associato a [ T'r.
~ Questi enunciati si giustificano ricordando la bilinearitd
dell’ armonizzante «,”, e ricordando che un sistema lineare
e di curve d’ovdine (o di classe) n, & delinito da 7 equa-
zioni lineari fra i coefficienti, ritenuti come coordinate delle
curve stesse (efr. T.. 1°, § 14).

Usando del lingnaggio degli iperspazl si puo dire che la
relazione d’armonia pone una correlazione fra due spasi Sy,
uno dei quali vappresenta il sistema lineare delle curve-luogo
(I’ordine n) e I"altro il sistema lineare delle curve-inviluppo
(di ugual classe). Si noti che la correlazione anzidetta non
¢ degenere, sicché non esiste alcuna curva d’ordine n (la cui
equazione mon svanisca identicamente) che sia armonica a
tutte le curve di classe n.

Da ¢io segne come covollario la proposizione a cui si &
gid sopra accennato: se une curva di classe m << n, w,” =0,
sommata  ad una gquadunque  cwrea """ =0 da una
curva  armonica «lle = a,” =0, essa ¢ -apolare vrispetto
alla f.
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Infatti per ipotesi svanisce identicamente la polare d’or-
dine 0 di a,”ug" =" rispetto ad f, che ¢ I’ armonizzante delle
due forme; ora codesta polare si oftiene come polare di ug"—"
rispetto alla polare di w,™:

,",lﬁl a,waz—m f— O y

ossia & 1'armonizzante delle due forme ug"="™, a,”a,"";
poiché questo armonizzante ¢ nullo qualunque sia ug"—", segue
che la forma «,™«,"~" & identicamente nulla. c. d. d.

Il teorema precedente permette di costruire le curve di
classe m << n apolari rispetto & una curva f di ordine n.

Se la f & una conica non vi sono punti apolari rispetto
ad essa, tranne nel caso di degenerazione di f. Ma se la f &
una cubica esiste nn sistema lineare o<* di coniche inviluppo
apolari rispetto ad f; esso si oftiene infersecando i sistemi oot
di coniche che insieme ai punti del piano formano curve di
terza classe appartenenti al sistema associato ad f (fra codesti
sistemi ve ne sono tre linearmente indipendenti).

Similmente si ftrova che una quartica affatto generale
possiede un sistema lineare oo di curve di terza classe apo-
lari, ma non possiede in generale una conica inviluppo apo-
lave, giacche fra i sistemi o' di coniche inviluppo residui
delle coniche del piano rispetto al sistema associato ad f ve
ne sono in generale 6 linearmente indipendenti.

Ora cerchiamo il significato geometrico della relazione
d’armonia. : .

Una curva «,”* =0 &’ ordine n & armonice a ogni suo
punto contato n wvolte, e vieeversa se un punto contato n volte
& armonico alla curva «,” =0 esso appartiene alla curva.

Infatti indichiamo con « 2,2, le coordinate del punto (x);
I’equazione del detto punto contato n volte &

’ll,a” — (‘u,i'.’/.1 - Uy, - 163'/.3)”= O,

sieche 1’ armonizzante
a,t =10

ogni qual volta il punto (z) appartenga alla «," =0,
Correlativamente : une curva di classe n ¢é armonica a ogni
suae tangente contata n volte, e viceversa tutte le rette che
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contate »n volte danno curve armoniche alla data, sono ad
essa tangenti.

N(n—+3)

Osserviamo che N = ——; tangenti generiche di una
-t

curva di classe n (che nen siano base per una schiera — si-
stema lineare oo i curve inviluppo — di classe n), quando
vengano contate ciasecuna n volte, costituiscono N curve
linearmente indipendenti; altrimenti, in forza del teorema
precedente, tutte le curve di classe n che hanno comuni con
la data N —1 tangenti avrebbero comuni con essa tutte le
altre tangenti. Si deduce che: ‘

Il sistema lineare oo®—1 associato ad una curva di classe n
¢ definito dalle tungenti «lla curva contate n volte, e correla-
tivemente. Si ha cosi il significato geometrico della relazione
d’armonia.

Osservazione. Generalizzando il teorema precedente si
vede che: la polare di una curva p di classe m << n rispetto
ad una curva & ordine n é il lwogo dei punti che, contati n—m
volte, formano con o curve armoniche ad f.

La teoria delle polari generalizzata trae origine ed im-
portanza dal problema di « esprimere una forma @ ordine n
come somma di polenze n-me di pitt forme lineari @, a,.... ».

Questa proprieta si traduce in effettive condizioni (’ugua-
glianza non appena il numero di codeste forme vale » < N.

Invero Sussiste il

Teorema fondamentale. La condizione necessaria e suffi-
ciente perche une forma ternarvia, f, & ordine n, si esprimae
come somma d¥ r (=< N) potenze n=Mey @, .ty & che tutte le
curve di classe n tangenti allo r-latero @, ....a,, =0 sieno @¢rmo-
niche ad f. Un tale r-latero si dird armonico ad f.

La dimostrazione de¢l teorema si svolge come segue.

La condizione & necessaria: infatti ogni curva tangente
alle » rette & armonica con ciasecuna di esse contata n volte,
e quindi anche con Ia curva data f. Viceversa, se tutte le
‘eurve tangenti alle » rette sono armoniche alla f, esse costi-
tuiscono un sistema linearve, il cni associato contiene f: ora
questo sistema associato ¢ determinato dalle » rette contate n
volte, ¢ quindi f si esprime linearmente per esse.

Il teorema precedente porge la costruzione dei polilaters
di N o N—1 lati armonici ad una curva f d’ordine n.
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Si otterrd un N-latero armonico ad f assumendo ad
arbitrio N—1 rette generiche «,...ay_, ed associandovi una
tangente alla eurva armonica ad f che ¢ determinata dalla
condizione di toccare le «,...ay—1.

Si otterrd un (N —-1)-latero armonico ad f assumendo ad
arbitrio N—2 rette generiche del piano «,...ay—z, ed asso-
ciando a queste una fra le n*— (N — 2)_—_——-—("'—125——)‘_2) +1

2
residue tangenti base alla schiera delle curve di classe n che
sono armoniche alla f e toccano le «,...ay 2. .

In particolare, per n =2, si otterri un quadrilatero armo-
nico ad une conice f scegliendo ad arbitrio tre rette gene-
riche a,, «,, @, el associandovi la quarta-tangente fissa della
schiera di coniche armoniche ad f toceanti «,, «,, a,. Le tre
coppie di vertici del quadrilatero, costituendo coniche invi-
luppo armoniche ad f, sono coppie di punti coniugati. 10 chiaro
che ogni quadrilatero di cui dne coppie di vertici opposti
sono coniugati & armonico ad f; segue da cid che « se due
coppie di vertici opposti d’un quadrilatero sono coniugate
rispetto ad f, altrettanto avviene per la terza coppia » (teo-
rema che sotto altra forma & stato enunciato da Hessg, 1840).

Una classe notevole di polilateri armoniei ad una curva f
d’ordine n ¢ costituita dagli (n +1)-goni coniugati (REYE, 1870;
Rosanns, 1873) che si definiscono come segue.

< Anzitutto un n-gono si dice coniugato ad f se, considerato
come una curva di classe n, ¢- armonico ad f: presi ad
arbitrio n — 1 vertiei, il luogo del punto che insieme ad essi
costituisee un n-gono coniugato & la retta polare mista di
quei punti, cio¢ la curva polare dell’ (n —1)-gono da .essi
costituito. '

Ora un (i —+ 1)-gono si dirvd coniugato ad f se gli n+1
n-goni formati coi suoi vertici sono coniugati ad f, cioé se
la retta polare mista di » — 1 qualunque fra i suoi vertici
contiene i due rimanenti.

Per n=2 gli (n+ 1)-goni coniugati sono i triangoli
coniugati delle coniche.

Gli (n--1)-goni coniugati ad f sono oco”+!: indicando con

u, =0, wg = 0, Uy = o0,....,

le equazioni di » -+ 1 punti — in coorditate di rette — la

F. ENRIQUES - II. 5
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condizione perché essi formino un (n--1)-gono coniugato
ad f=a," si traduce in n 41 equazioni che si ottengono
annullando n+1 prodotti simbolici di grado n, del tipo ag e, .....

Se si aggiungono » -1 equazioni lineari rispettivamente
nelle «, 3, y..., esprimenti che i vertici dello (- 1)-gono
debbono appartenere ad n -1 rette date, la costruzione dello
(n + 1)-gono viene a dipendere dalla risoluzione di un sistema
di 2n 4-2 equazioni n-lineari in 2n -+ 2 variabili, sistema che
ammette in generale un numero finito di soluzioni.

Un (n—4-1)-gono coniugato ad f, considerato come poligono

(4= 1n . . .
completo di (——9— lati, dea hiogo « wun polilatero armonico.
-
Osserviamo anzitutto che le curve di classe n iscritte
(n 4+ 1)n

nello -latero sono ~" ¢ mnon i pit; invero se, per

2
esempio, codeste curve formassero un sistéma lineare oc”*!,
dovrebbe ogni curva di classe » tangente a tutti i lati meno
uno toccare di conseguenza anche I’ultimo lato; invece cio
non accade per una curva di classe n che si formi aggiun-
gendo agli n+1 vertici dello (n + 1)-gono fuori di codesto
lato, un punto qualsiasi del piano che non cada sul lato
stesso. Cio posto & agevole riconoscere che gli »-4-1 n-goni
formati con n vertici del mnostro (n--1)-gono, costituiscono
n-+1 curve di classe n linearmente indipendenti; giacche
combinando linearmente » di quei gruppi di punti si ottiene
un sistema lineare di curve inviluppo degeneri da cui si
stacca il vertice ad essi comune. Segue quindi il teorema.

Vediamo ora come si costruisea un (n -+ 1)-gono coniu-
gato, nei casi n =2, 3.

La costruzione del triangolo coniugato a una conica &
ben nota: preso ad arbitrio un vertice 4 nel piano della
conica, ma fuori di questa, basta aggiungervi due punti B, C
che appartengano alla polare di A e siano coningati ad f;
le coppie di punti B, C' separano armonicamente le interse-
zioni della retta con la conica.

La costrozione di un quadrangolo coniugato rispetto ad
una cubica f, si ottiene come segue. Prendansi ad arbitrio due
punti generici A e B nel piano della cubica e sia p la loro
retta polare mista; un qualsiasi punto € di p forma con 4
e B un triangolo coniugato ad f, ma questo triangolo non
fa parte, in generale, di un quadrangolo coniugato, giacehd
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il quarto vertice D di un tale quadrangolo deve stare su p ed
anche sulle polari miste di AC e di BC. Ora ¢ facile vedere
che, al variare di C sopra p, le due rette polari miste di AC
€ BCO descrivono dne fasei proiettivi (rispettivamente di centro B
¢ A); 1 punti uniti della proiettivita che essi determinano su p,
insieme ad A e B, formano un quadrangolo coniugato ad f.

Per ogni curva (o per ogni sistema di eurve) d’ordine.»
si pone il problema di ridurne I’ equazione alla forme canonice,
costituita da una sommea del minor numero possibile di po-
tenze n-me. Vediamo a quali sviluppi e costruzioni dia luogo
questo problema per i casi pilt semplici: n =2, 3, 4.

a) Coniche e trilateri armonici. Una conica non dege-
nere non possiede Dbilateri (e tanto meno unilateri) armonici,
giacché 'equazione e *x* + «,*x,> = 0 rappresenta una coppia
di rette passanti per il punto (001). Un trilatero armonico ad
una conica ¢ dato da un friangolo coniugato; preso come
triangolo fondamentale delle coordinate, e facendo una scelta
opportuna del punto-unitd, si ottiene 1’equazione della conica
sotto la nota forma canonica

f=2+2+2°=0.

La costruzione i un trilatero armonico a partire da un
lato @ si pud fare correlativamente a quella ricordata innanzi,
ove si parte da un vertice. Ma il teorema fondamentale sui
polilateri armonici conduee anche alla costruzione seguente:
le coniche armoniche ad f e tangenti ad ¢ formano un sistema
lineare oo®, ||, di coniche inviluppo; le coppie di rette b e ¢,
che insieme ad « costituiscono un trilatero armonico, sono
tangenti ad oo?, anziché ad o', coniche ¢. Sappiamo gia che
codeste coppie formano 1'involuzione delle refte coniugate
ad f per il polo di «; osservando che |¢| & un qualsiasi
sistema oc® di coniche-inviluppo con una tangente fissa, e
traducendo per dualitd si deduce:

In ogni sisteme lineare ~* di coniche (lnogo) con un punto
base A, esiste un fascio di coniche spessate in una retla per A
¢ in una residua rette @ (in generale non passante per A)
sulla quale le dette coniche segano le o= coppie di una g; , sicché
le oo! coniche per un punto di una coppia passano di con-
seguenza per il coniugato.
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Osservazione. Il fatto che una conica non degenere f am-
metta oc® trilateri armonici (friangoli coniugati) fra cui si
trovano dei triangoli degeneri in due rette una delle quali
contata due volte, sembra a prima vista econtraddire alla non
esistenza di Dbilateri armoniei. Infatti se si serive f come
somma di tre quadrati di forme lineari, due delle quali ven-
gano a coincidere, pare si otftenga f come somma di due
quadrati soltanto.

Ma in realtd, se il passaggio al limite si effettua tenendo -
ferma la conica f, I’equazione limite di f viene a svanire:
invero sia per es.

f=27 4+’ —a° =0,

e si assuma il trilatero armonico

@,
(@, — ({'ﬂ;:})(‘fvi — 7;) T, =0,

si avra

2 a '/v' 2 2 9 2 2
(ml—(m:s)'——(r((vl ——76‘) + (1 — a2, =1 — «®))2,* -+, —,7,

che diventa identicamente nullo per i valori ¢ ===1 cui
corrisponde la degenerazione del trilatero in bilatero; se invece

si divide per 1 — «®, i coefficienti di (v, — «ax,)® e di (:vl ——")
' a

diventano infiniti.

Passiamo al caso di due coniche f e p. lisiste in gene-
rale (cioé quando f e % non si toccano) un trilatero armonico
o triangolo coniugato comune, che permette di ridurne simul-
taneamente le equazioni alla forma:

f=a24+2+2>=0, 9=a’2*+ ¢’ @¢,*z,? =0.

Codesto triangolo & costituito, come & noto, dai punti uniti
dell’omografia prodotto delle due polaritd rispetto alle due
coniche (vi sono infiniti triangoli coniugati comuni nel caso
del doppio contatto delle due coniche, in cui la suddetta
omografia diventa un’omologia).

Ora — per il teorema fondamentale — il triangolo coniu-
gato comune ad f e ¢ & caratterizzato dalla condizione che
le o<* coniche ad esso iseritte appartengono al sistema oc®
associato al fascio di fe p. Osservando che codesto sistema &
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un sistema lineare qualunque di o<® coniche-inviluppo privo
di tangenti fisse, e traducendo per dualitd, si deduce:

Per un sistema lineare o< di coniche (110g0), sensa punti
base, esiste un triangolo tale che tuite le (~=*) coniche passanti
por un wvertice passano di consequenza per gl altri due.

Consideriamo ora due triangoli coniugati ad una mede-
sima conica f. Per ciascuno di essi vi & un sistema lineare oc?
di coniche inviluppo iseritte; e siccome i due sistemi o=* sono
immersi nel sistema =o' associato ad f, essi hanne una conica
comune. Vale anche la considerazione correlativa, e pereiod si
conclude il noto teorema di StrINER (1832): Due triangoli
coniugati ad una conice sono insieme iscrittd in una conicw ¢
circoscritti ad ww’ altra.

Viceversa: s¢ due triangoli sono insieme circoscritit (o
iserittd) ad una conica, sono anche coniugati rispetto ad wn’alira
conica ¢ pero (BRIANCHON, 1817) éseritti (o circoscritti) ad une
terza.

Infatti i due sistemi lineari co® delle coniche inviluppo
iseritte mei due trilateri posseggono una conica comune e
quindi stanno in un sistema oof, cui & associata una conica;
rispetto a questa i due triangoli sono coniugati.

Come corollario si otfiene (con Di Paoris) il

Teorema di Poncelet (cfv. L. 20, § 1, pag. 164): Date due
coniche f e, se vi & un triangolo iscritto all’ una e circoscritto
all’ altra, ve ne sono infiniti. ,

Infatti si costruisea un secondo triangolo circoseritto a ¢
ed avente due vertici su f, il terzo vertice si troverd sulla
stessa conica @ che ¢ determinata dai due punti anzidetti
presi insieme ai tre vertici del primo triangolo.

In seguito a ¢id si ottiene una semplice interpretazione
geometrica della relazione d’armonia fra due coniche. Si noti
che i triangoli coniugati rispetto ad una conica f sono oc® e
che in ciascuno di essi-sono iseritte «o* coniche armoniche alla
data; parrebbe dunque che le coniche armoniche ad f fossero oo®
anziché o' come accade effettivamente; si deduce pertanto:

Se due coniche sono armoniche, ciascuna di esse & iscritta (e
similmente circoseritia) ad infiniti triangoli coniugati all altra (*).

() Cfr. Smita « Proceedings of the London math. Soc. », t. 6, pag. 94;
Rosanes « Math Annalen, Bd. 6 »; DArRBoUX « Bullettin de la Soc, Math »,
t. 1, pag. 348,
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b) Cubiche ¢ quadrilateri armonici. Una cubica f non
possiede in generale trilateri armonici, per cui f possa ridursi
alla forma:

f=a2?+a,2° + a2

o (per una scelta conveniente del punto unitd)
=2+ 42’

Infatti le combinazioni lineari di tre cubi danno luogo
a o® anziché ad o' cubiche, e perd a cubiche proiettivamente
particolarizzate (le cubiche equianarmoniche di cui discorre-
remo nel prossimo capitolo).

Invece una cubica generale f possiede oo quadrilateri
armonici che si costruiscono come segue: si ricordi che f am-
mette un sistema lineare =<* di coniche inviluppo apolari, v;
scelta ad arbitrio una rvetta generica «, vi ¢ una schiera di
coniche ¢ tangenti ad «, le altre tre tangenti Dbase della
schiera, b, ¢, d, formano con ¢ un quadrilatero armonico.

Infatti, le o' coniche iseritte in @b ¢ d essendo -apolari
rispetto ad f, associandole ai punti del piano si ottengono
curve (i 3* classe armoniche, fra le quali ve ne sono 6 linear-
mente indipendenti; cido significa che tutfe le =* curve di
3" classe iseritte in « b e d sono armoniche rispetto ad f, e
quindi @b e¢d & un quadrilatero armonico c. d. d.

Perché la dimostrazione precedente sia conelusiva occorre
osservare che le curve di 3" classe iscritte in un quadrilatero
@b ¢d non possono mai formare un sistema lineare sovrabbon-
dante di dimensione 7 >>5; invero se cosl fosse, il sistema
residuo di tre punti rispetto al nominato, darebbe luogo a pit
che o<! comniche iscritte nel quadrilatero.

I quadrilateri armonici ad una cubica f si trovano in
una interessante relazione con la cubica h, hessiana di f ().

Invero si noti che le coppie di punti apolari rispetto ad f
appartengono ad I e costituiscono su questa oc! coppie di
punti corrispondenti, per modo che la conica polare di un
punto ha come doppio il punto corrispondente. Ora le tre
coppie di vertiei opposti di un quadrilatero armonico (costi-

() Questi quadrilateri iseritti in 7% sono considerati da CREMONA
« Introduzione », n. 134, (Opere, t. I, pag, 439).
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tuendo coniche iscritte e quindi apolari) daranno tre coppie
di punti corrispondenti su h. Segue da cido (D Paouis) che
il quadrilatero armonico determinato da una retta ¢ ha come
vertici le tre intersezioni di « con la hessiana e i loro tre punti
corrispondenti.

¢) Quartiche e pentalateri armonici. Le combinazioni
lineari di quattro quarte potenze di forme lineari ternarie
‘contengono 12 coeffticienti, e perd danmo luogo a oc!* quar-
tiche. Si comprende percio come !’esistenza d’un quadrilatero
armonico per una quartica f, imponga a questa 3 condizioni
(essendovi oo'* quartiche) e quindi non possa avverarsi per
una f generale.

Contiamo invece i parametri che figurano (omogenea-
mente) nella combinazione lineare di cinque quarte potenze:
essi sono 15, ciod altrettanti quanti i coefficienti della quar-
tica generale; sembra dunque — a prima vista — che una
quartica generale, f, debba possedere un numero finito di
pentalateri armonici. Ma d’altra parte, se f possiede un pen-
talatero armonico, bisogna che la conica iscritta in esso sia
apolare rispetto ad f, ed abbiam visto che una quartica gene-
rale f non possiede coniche apolari, poiché 1’ esistenza di una
siffatta conica si traduce in una relazione fra i coefficienti di f.

Come spiegare la contraddizione? Questa c¢i ammonisce
che non & lecito usare i computi di costanti dimenticando i
criteri che ne rendono legittima 1"applicazione (cfr. L. 1°, § 26).
Lia determinazione di un pentalatero armonico ad f implica
una riduzione a forma canonica dipendente da 15 equazioni
fra altrettante variabili; ma non si puo affermare « prioré
che tali equazioni sieno in generale compatibili; se.non lo
sono, come risulta in fatto dalla non esistenza d’una conica
apolare ad una quartica generale, avverrd che ogni quartica f
particolare, la quale sia dotata di un pentalatero armonico,
dovra possederne infiniti.

Che una quartica non possegga in generale un pentalatero
armonico, contrariamente alla apparenza del computo delle
costanti, & stato scoperto da CrLeBscH ('), il quale ha asse-
gnato 'invariante di sesto grado della f che si annulla quando f
puod esprimersi come somma di cinque quarte potenze, cioé.
quando esiste per f una conica apolare.

() Journal fiir Mathematik, Bd. 59, pag. 143.
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Ora dimostreremo che 1’anzidetta econdizione non & sol-
tanto necessaria, ma altresl sufliciente per 1’esistenza di co!
pentalateri armonici ad f ('). Avremo dunque il

Teorema: Una quartica non possiede in generale alcun
pentalatero armonico; condizione necessaria e sufliciente per
Uesistensa di un tale pentalatero & U esistensa & una conica
apolare ¢, che si esprime con I’annullamento dell’ invariante
di sesto grado di CLuBSCH. Se questa condizione ¢ soddisfatta,
la guartica possiede (non uno ma) o' pentalateri armonici,
che si costruiscono come seqie.

Osserviamo anzitutto che le o' curve di 4* classe armo-
niche ad # hanno comuni con ¢ o' gruppi di 8 tangenti,
componenti una serie lineare g; (?); cio si vede meglio tradu-
cendo per dualitd: un sistema lineare =** di curve del 4° ordine
determina sopra una conica luogo, C, una serie di gruppi-se-
* zione g;, quando tutte le (uartiche composte di C e delle
oo® eoniche del piano appartengano al nominato sistema oo!,
Ora la determinazione dei pentalateri armonici ad f, circo-
seritti a o, si riduce (per dualitd) alla determinazione dei
gruppi di 5 punti, &, che appartengono ad o<* anziché ad
co? gruppi dell’indicata (/; ; ¢ pertanto codesti (r, sono i gruppi
d’una involuzione g;, ottenuta su C come serie comune a
quattro (/4 , residue di quattro terne di punti linearmente indi-
pendenti rispetto alla ¢'.

Dunque i pentalateri armonici a f formano una involu-
zione g: di gruppi di tangenti della conica apolare ¢. Si esclude
che una f dotata di conica apolare possa possedere in genec-
rale pitt che oo! pentalateri armonici, in base al precedente
computo i costanti, poiche 1’ esistenza «(’una conica apolare ¢&
espressa dall’annullamento ’un solo invariante della quartica.

10. Notizia storica e complementi: pentacdro di Sylvester
della superficie cubica. — Le brevi indieazioni che seguono

() Cfr. LURoTH, « Math. Annalen », Bd. 1.

(3 Per le nozioni elementari che qui ‘occorrono sulle involuzioni di
7n—-
n
§ 6, Vol. I, pag. 192; pit tardi torneremo con maggiore ampiezza su tale
argomento (L. 5°).

(n —1)-ma specie, g"~! appartenente ad una retta (o conica) efr. L. 2°




CAPITOLO 1 ' 3

si possono completare dallo studioso con la lettura della me-
moria di Di Paornis « Aleune applicazioni della teoria gene-
rale delle curve polari » (*), nonché¢ del libro di W. F. MEYER
« Apolaritiit und rationale Curven » (Tubinga, 1883). In queste
opere e nel § 5 dell’articolo di Brrzonart (Pascal’s Reper-
torium pag. 281) si troveranno in particolare gli esatti rife-
rimenti bibliografici, a cui qui si accenna nella forma pilt breve.
L2 ovigine del problema di rappresentare un polinomio
(0 una forma) di grado n eome somma di potenze n-me di
espressioni lineari, si pud riattaccare alla forma canonica
dell’equazione di una conica (o d’una quadrica) riferita agli
-assi. Si presenta qui un caso parbicolare metrico che — colla
creazione della Geomestria proiettiva — doveva naturalmente
suggerire I'idea generale dei triangoli (e dei tetraedri) coniugati.
Una generalizzazione essenziale di questa teoria si ha
colla scoperta del pentaedro armonico ’una superficie di
3° ordine, dovuta a Synvesrer (1851) (*): I equasione &’ una
superficie cubica generale puo esprimersi ennullando la somma
di 5 cubi, e questa rappresentazione ¢ possibile in un sol modo
(in rapporto a un gruppo ben determinato di 5 piani che
corrispondono alle espressioni lineari elevate a cubo).
Vista la grande importanza di questo resultato daremo
un rapido cenno delle dimostrazioni che vi eonducono:

1) La scoperta di un pentaedro armonico della superficie
cubica, nell’ordine di idee della memoria di SYLVESTER, sorge
da un semplice computo di costanti, che tuttavia esige qualche
osservazione per assumere un valore rigoroso. Vi sono o<’ super-
ficie cubiche e oc'* pentaedri; combinando linearmente 5 piani
contati tre volte si ottengono dnnque superficie cubiche in cui
figurano 19 parametri; da cio appare clie ogni superficie cubic:
ammetta un numero finito di rappresentazioni pentaedrali.
La vera scoperta di SYLvesTer & unicita di tale rappre-
sentazione, che 1’autore accenna di aver desunto dall’esame
della hessiana della superficie cubica. La dimostrazione di
questa unicitd puod farsi semplicemente come segue: i 10 vertici
d’un pentaedro armonico danno quadriche polari spezzate; si

(!) Memorie dell’Ace. dei Lincei, vol. 3, 20 giugno 1886.

(3) « On elimination, trasformation and canonieal forms » Cambridge
and Dublin Math. Journal, vol. 6, (1851).

Cfr. SrrINER, « Uecber dic Flichen dritten Grades », Journal fiiv
Math., Bd. 53, pag. 139, (1856).
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tratta dunque di stabilire ehe il numero delle quadriche spezzate
appartenenti a un sistema lineare o=® (quale & il sistema delle
quadriche polari) vale precisamente 10; ora, osservando che
questo numero (ove non divenga finito) resta costante per
ogni sistema lineare ©<® di quadriche, basterd calecolare il
numero delle quadriche spezzate passanti per 6 punti gene-

riei, che ¢ appunto —1)((;): 10.

Per completare il conto di costanti che conduce alla sco-
perta del pentaedro di SYLVESTER, occorre verificare che una
superficie cubica dotata di rappresentazione pentaedrale, p. es.

=2+ +a+a+ (2, +, +2,+2,) =0

non possiede infiniti pentaedri armonici. Una tale verifica si
otterrd agevolmente notando che — nel caso opposto — il
lnogo dei vertici costituirebbe una linea di punti le eui qua-
driche polari si spezzano, la quale incontrerebbe la super-
ficie f; i punti d’incontro dovrebbero essere per f punti doppi
o punti per cui la sezione col piano tangente ha un punto triplo.

La prima dimostrazione completa dell’ esistenza del pen-
taedro di SyrLvester ¢ dovuta a CrLeBscH (') (186G0) e a
CreMONA (%) (1868). Il ragionamento di questi autori sviluppa
appunto I’osservazione, gia contenuta in SYLVESTER e STEINER,
che i 10 vertici del pentaedro vengono dati dai punti doppi
della superficie del 4° ordine hessiana della cubica f.

2) Una dimostrazione divetta, senza partire dalla hes-
siana, & dovuta a REvY®r (%)) (1872), il quale — valendosi della
teoria delle polari generalizzata — dimostra prima 1’ esistenza
di infiniti esaedri armonici e da (uesti-deduce 1’esistenza del
pentaedro. La deduzione della equazione pentaedrale dalla
-equazione esaedrale di una superficie cubiea, si ottiene anche,
col BELTRAMI (*), in base alla decomposizione delle funzioni
razionali fratte. La dimostrazione di REYE si pud svolgere,
in connessione coi teoremi che prima abbiamo dato per le
cuarve, nel modo seguente.

(Y) Journal fiir Math., Bd. 58, pag. 109.

(3) Nel suo classico « Mémoire de Géometrie pure sur les surfaces de
troisiéme ordre », Journal fiir Math., Bd. 68.

(3) Journal fiir Math. Bd. 72.

(Y) Istituto Lombardo, 1879 - Cfr, Opere, Vol. I, pag. 151.
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Si suppone estesa alle superficie il teorema che: la con-
dizione percheé 1’equazione di una superficie f, d’ordine n, si
esprima come combinazione lineare delle potenze n-esime di
» piani & che tutte le superficie di classe n inscritte nel po-
liedro costituito dai detti piani siano armoniche alla f.

Vi sono oot esaedri armonici ad f; uno di questi viene
determinato dandone ad arbitrio uno spigolo «; i 4 piani «,
B, v, 3, non passanti per «, sono le facce del tetraedro coniu-
gato al fascio delle quadriche polari dei punti di «. Invero
se b e ¢ sono due spigoli opposti del tetraedro anzidetto le
terne di punti prese da «, b, ¢ sono armoniche rispetto ad f,
e percio le « e b sono spigoli opposti del tetraedro coniugato
alle quadriche polari dei punti di ¢; le due facce di questo
tetraedro passanti per «, insieme ad «, 8, v, 3, formano un
esaedro che si dimostra essere armonico ad f. Merita anche
di essere notata I’analogia di questi esaedri (che risultano
iseritti nella hessiana di f) coi quadrilateri armonici ad una
cubica piana. '

Ora le ==* quadriche iscritte in un esaedro armonico sono
apolari rispetto ad f, in particolare sono apolari le co* qua-
driche iseritte nella sviluppabile cubica che tocca i 6 piani
dell’esaedro (si rammenti che, come 6 punti determinano una
cubica gobba per ecui passano le =o* quadriche di una vete,
cosl — correlativamente — 6 piani generici determinano una
sviluppabile cubica che ¢ circoseritta ad o<* quadriche).

Osservando che tutte le quadriche apolari ad f formano
un sistema lineare o<* di quadriche-inviluppo, si pud dimo-
strare che due sviluppabili cubiche siffatte hanno a comune
5 piani, i quali formano il pentaedro di Syrvesrer. Affinché
lo studioso possa ricostruire tale dimostrazione, tradurremo
per dualitd i principi su cui si fonda: due cubiche gobbe
hanno a comune 5 punti allorché appartengono ad una mede-
sima quadrica e sono — su questa — cubiche di diverso sistema
(bisecanti le generatriei di diverso sistema); due cubiche gobbe
giacenti su una quadrica sono di diverso sistema se non pos-
seggono ‘infinite corde comuni (*).

Alle notizie precedenti aggiungeremo che, ove si voglia
effettivamente esprimere una forma cubica quaternaria come
somma di 5 cubi, conviene formare il covariante di quint’ or-

(Y) Cfr. p. es. ENrIQUES, « G. Descrittivae », Parte II, § 41.
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dine che rappresenta il pentaedro, il quale & stato ealcolato
da GOrDAN (') (1871). Questo covariante svanisce soltanto nei
casi di degenerazione del pentaedro (studiati da RODEMBERG
e Lu-PAign).

La considerazione delle forme binarie armoniche risale
a BATrAGLINI, ehe vi ha dedicato diversi lavori pubblicati
dall’Accademia di Napoli fra il 1864 e 1868. Nelle prime me-
morie del 1864 1’autore introduce 1’ armonizzante di due
forme binarie eubiche e quartiche e considera i sistemi lineari
associati che con queste forme si possono costruire. Nel 1867
questi concetti sono estesi alle forme binarie di grado qua-
lunque e se ne fa applicazione al problema di esprimere una
forma binaria come somma di potenze di forme lineari. Questi
e altri importanti resultati sono stati estesi dallo stesso Baw-
TAGLINI alle forme ternarie nel 1868. All’analogo soggetto
si riferiscono le ricerche di Rosanus pubblicate nel Journal
fiir Mathematik negli anni 1872 ¢ 1873; nell’ ultima memoria
RosANES (sotto il nome di forme coniugate) considera le forme
armoniche con un numero qualunque di variabili.

Indipendentemente dai citati lavori, i principi della teoria
delle polari generalizzata si trovano in CrLiFrorD (1868) e in
varie memorie del Rryg, contenute mnel Journal fiir Mathe-
matik, a partire dal 1870. Al Rrvr stesso, di cui abbiamo
citato le ricerche sul pentacdro di SYLVESTELR, ¢ a ROSANES,
. appartengono le principali applicazioni di questa dottrina. La
quale fu poi sistemata e ricevette ulteriori sviluppi per opera
di D Paowis, nella citata memoria del 1886 e nelle sue lezioni
tenute all’ University di Pisa; questa sistemazione sopratutto
abbiamo tenuto sott’occhio nella redazione del precedente
paragrafo. Nell'indicato articolo di BERZOLARI si troveranno
riferimenti bibliografici sulle pitt recenti ricerche.

(%) Math. Annalen, Bd. 5.



Carirorno II

I1 problema delle intersezioni
e i caratteri plueckeriani delle curve

11. Intersezioni di due curve: metodi di formazione della
resultante. — Due curve floy) =0, o(vy) =0 & ordint n, m
posseggono, in generale, nm punti comuni., .

Questo teorema, enuneciato da Mac-LAURIN e dimostrato
da Buniro, CradMer e Bizour (Y), da cui viene comunemente
designato, si oftiene eliminando una delle variabili, y, fra le
equazioni delle due curve, cio che conduce ad una equazione
resultante R(x) =0 di grado wm. Nel libvo 2°, § 13, abbiamo
esposto una dimostrazione del suddetto teorema basata sul
principio di corrispondenza; qui stimiamo opportuno di pren-
dere in esame i procedimenti algebrici dell’ eliminazione,
sopratutto per analizzare i casi particolari in eui si da luogo
a radiei multiple della resultante.

L’ eliminazione di y fra le equazioni f(zy) =0 e p(vy) =0,
equivale alla rvicerca della condizione perché le due equazioni
suddette, considerate rispetto alla variabile y, ammettano una
radice comune; in questa considerazione @ figura come un
parametro da cui dipendono i coefficienti delle due equazioni.
Pertanto il problema della eliminazione si riduce alla forma-
zione della condizione R(a, b)) =0 che deve essere soddisfatta.
dai coefficienti «, b di due equazioni di grado n, m:

f) =a,y" +a,y" '+ ... +a, =0,
oY) =0y 4 by A= e A= b =0,

affinche esse abbiano una radice in comune.

() Cfr. L. 2°, § 13.
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La condizione anzidetta si esprime, com’¢ mnoto, annul-
Jando un polinomio omogeno nelle due serie di varviabili «, D,
che si chiama resultente di f, . I metodi per la costruzione
dell’equazione resultante R =0 si riducono fondamentalmente
ai tre seguenti.

1) II metodo delle funawm simmetriche, detto anche
primo metodo di Eunrro o metodo di BULERO-CRAMER
(1748-1750) (*), muove dall’osservazione che la condizione
necessaria e sufficiente affinché le equazioni di grado n, m

=y +a y "' +..+a, =0
@) = byy™ 4 b, Y™t A= o 4 by, =0

abbiano una radice comune, si esprime annullando il prodotto
delle differenze delle radici

Iy, — &)

wetty B=T1, 2...m).

]

(i:l,

Il prodotto II appare una funzione simmetrica della v,

¢ delle 4, che, mediante le formule di NrwToON, viene a dipen-
. . s e by

dere razionalmente dai rapporti dei coefficienti —%, b—’ Mol-

¢0 0
tiplicando per «,”b,",

R = a,b," U (y; — Vi)

diviene un polinomio omogeneo (forma) nelle due serie di
variabili «, b: ,
R = R(a,a,....a,b,D,...0,,),

che contiene le @, b rispettivamente ai gradi m, n e che si
definisce come il resultante dei due polinomi f e .

2) Il metodo delle divisioni successive, o algoritmo di
BucLipe per la ricerca del massimo comun divisore, fu ado-
perato da STrvIN (1585) per trovare 1’ equazione resultante
di due equazioni di terzo o quarto grado, quindi fu usato
da LrmBN1z (1683) per cercare la radice éomune a due equa-

(!) Per la bibliografia efr. 1’articolo di NerTo-Li VasseurR nella
cdizione francese della Lncyclopédie des Sciences Mathématiques, t. T,
vol. 2, pag. T4.
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zioni di quinto grado e da Dr Gua (1740), a cui & stato tal-
volta attribuito.

Supposto n=m si divida il polinomio f per ¢, quindi o
per il resto della divisione precedente, e cosi di seguito;
lasciando indeterminati i coeflicienti di f, ¢, 1’ultimo resto
a cui si perviene & una costante rispetto ad g, cioé una
funzione (razionale) dei coefficienti @, b, che col suo annul-
lamento d& la condizione necessaria e sufficiente affinché
le due equazioni f—0, ¢ =0 abbiano una radice comune.

Nell’intento di agevolare il calcolo effettivo, BULERO (1748)
ha modificato il metodo precedente osservando che se f e @
posseggono un fattore comune di grado >0:

\

.f:.f1F7 "P:cxoiF’
si ha
VER ::Rfi;

poiché una tale identita deve sussistere ove si determinino
convenientemente i polinomi o,, f, d’ordine n —1, m —1
(al pit), si deduce un sistema di equazioni lineari, Ia cui eon-
dizione di compatibilita porge un’equazione che deve essere
soddisfatta affinché f e ¢ abbiano radici comuni.

Bizour (1764) ha sviluppato questo metodo con varie
modificazioni ed & pervenuto a sharazzare 1’equazione resul-
tante dai fattori estranei che vi si introducono. Il metodo
di Bizour & stato approfondito da Jaconr (1836) e da
CavucHY (1840); in particolare JacoBI ne ha dedotto per primo
la espressione del resultante sotto forma i determinante
{bezoutiano).

Giova notare che il metodo delle divisioni successive
conduce anche a determinare, sotto forma razionale, le con-
dizioni perché due equazioni f=—0, ¢ =0 ammettano pil
radici comuni (LAGRANGE 1870, SYLVESTER 1853).

3) Il metodo dialitico di Syrnvestir si puo riattaccare

a FerMAT (1650) e 8’incontra poi in HupbDg, il cui procedi-
mento & usato da NewroN per due funzioni di terzo e quarto
grado; esso ha anche una stretta relazione col metodo pre-
cedentemente indicato di Eurgro, in quanto riconduce la
ricerca della risultante alla condizione i compatibilita di un
sistema di equazioni lineari. .
SyYLvesTER (1839) osserva che la compatibilita delle eqna-
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zioni f(y) =0, o(y)=0 porta la compatibilita del sistema,
delle m 4+ n equazioni '

JSy)=0

yf(y) =0
l) ,ym.——if(y) _ O
B ?(y) =0
yp(y) =0

e o o o o o

Yy 'e(y) =0;

le 1) si possono riguardare come equazioni lineari in n+m —1
incognite:

— — o — gmtn—t,
Y=Y Yo=Y Yman—y=Y"""";

la condizione di compatibilitd si esprime annullando il deter-
minante dei coefficienti, che & una funzione razionale omo-
genea di grado m nelle @ e di grado n nelle b. -

Ora sussiste il seguente

Teorema fondamentale. II resultante R(w, b) di dwe polinoms

) =ay" + e,y " + ... +a,
?(1) = Doy DY A s = b,

¢ un covariante di 1 e », determinato, « meno di un fattore
numerico, dalle due condizioni:

I) di essere un polinomio omogeneo di grado m nelle «,
e di grado n nelle b;

II) di annullarsi ogniqualvolia le due equazioni f=0,
0 =0 abbiano una radice comunc.

Sia invero F(«, b) un polinomio omogeneo nells ¢ e b, che
si annulli ogniqualvolta le f=0 e ¢ =0 abbiano una radice
comune. Formiamo il resultante R(«, b) definito innanzi col
metodo delle funzioni simmetriche; siccome F(a, b)=0 si
annulla ognignalvolta R(a, b) =0 (poiché allora f=0 e ¢=0
banno una radice comune), si deduce (Cfr. L. 1°, § 2)

F=Ro,

dove § & un polinomio omogeneo nelle « e b, che si riduce a.
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una cosftante numerica, cio¢ indipendente dalle «, b, quando F
abbia, come R, i gradi m, n.

Risulta poi, d&l sxomhcato dell’ eqmzmne R=0, che R
¢ un covariante simultaneo di f, %.

Il precedente teorema permette di calcolare R ricorrendo
a qualsiasi rapido procedimento di formazione che dia una
condizione necessaria di compatibilita, senza bisogno di assicu-
rarsi @ priori che questa sia altresi.sufficiente per I’ esistenza
di una radice comune delle f—0 e ¢ =0, purché tuttavia
codesta condizione venga espressa mediante I’annullarsi di
una forma omogenea di grado m nelle @ ed n nelle b.

Cosl in particolare si otterrd 1’ espressione del resultante R
mediante il determinante fornito dal metodo dialitico di
SYLVESTER: '

(t, @, Gy oo oo e Gy 0 0....0
0 «, Y (N @y 0....0
0 0 Y (S Wy p.o...0
00 0 0 ety
b, b, ...... by 0.0 O 0 0....0
0 by, oo by b0 0 0 0....0
0 0 0 e b

Osserveremo infine che I’espressione di R come prodotto
delle differenze delle radiei di f—=0 e ¢ =0, o — piu diret-
tamente — quella fornita dal determinante di SYLVESTER,

by

mettono in evidenza (') che: il resultante é una funzione iso-
barica dei coefficienti a,., b;, cioé una sommatoria

Zay ay,enby by oy
dove la somma degli indici ha il valore costante (peso)
¥y A e 8, 8, e =M.
Ora, ritornando alle due equazioni

S@y) =0, o9(zy)=0,

(t) Cfr. per es. CAPELLI - « Istituzioni... », pag. 567.

F. ENRIQUES - II, 6

m linee

n linee
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di grado complessivo n, m, poniamo

flay) =Say(w)- g

oly) = b, (2) -y,

dove «; e b; sono polinomi di grado ¢ in « e dove — escludendo
posizioni particolari degli assi — supporremo a,==0, b,=4=0;
avremo:

R(a, b) = R(x),

dove R(x) risulta, in generale, un polinomio di grado nm in .
Alle am radici di R(v)=0, che supponiamo distinte e finite
(caso generale), corrisponderanno altrettanti punti comuni alle
due curve f=0 e 9 =0. Infatti se ad una radice R(x)=0
corrispondono due valori per y, e quindi due punti comuni
alle due curve, eseguendo un cambiamento degli assi coordi-
nati si otterrebbe un resultante di grado superiore ad nm. In
questo senso si pud concludere che: due curve d’ ordine n, m
hanno in generale nm punti comuni.

Le eccezioni che occorre considerare sono tre:

1) I’annullamento identico di R(w);
2) I’abbassamento del suo grado;
3) la presenza di radici multiple dell’equazione R(z)=0.

1) Il caso 1) si tratta nel modo pitt diretto calecolando
il resultante R(x) =0 col metodo delle divisioni successive:
se riesce identicamente R(x)=0, il resto mnon nullo, Y(xy),
che lo precede mnella serie, ¢ un fattore comune a f e .
Pertanto, escludendo, come faremo nel seguito, che le curve
f e o (non aventi direzioni asintotiche parallele all’ asse 1,
essendo a,==0, b, == 0) abbiano una parte comune, resta escluso
P annullamento identico di R(x).

2) Se il grado di R(x) si abbassa, 1’equazione R — 0 pos-
siede qualche radice infinita. In questo caso si trovano punti
all’infinito comuni alle due curve f—=0 e ¢ =0, cioé solu-
zioni asintotiche comuni alle due equazioni. La difficoltd rela-
tiva a questo caso si rimuove con una sostituzione lineare
sopra le z, 9, oppure con l'uso delle coordinate omogenee,
giacché allora il resultante riesce una forma esattamente di
grado nm.

3) Per studiare il caso in cui I’equazione R(x) =0 possieda
radici multiple, occorre stabilire una distinzione.
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In primo luogo nasce una radice r-pla, v—z, di R(z)=0
(r > 1), se vi sono + punti comuni a f, ¢ sopra una retta x—=
parallela all’asse y; a tale radice rispondono dunque 7 valori
distinti di y. Questa circostanza & relativa a posizioni spe-
ciali degli assi: eseguendo una piccola rotazione degli assi
z e Yy, R—=0 appare limite di un’equazione resultante con r
radici distinte che si avvicinano ad o.

In secondo luogo puo accadere che ad una radice r-pla
di f=0, corrisponda un solo punto, P, comune ad f, ¢, del
quale si dice allora che assorbe r intersezioni delle due curve.
Si riconosce che questa circostanza & indipendente dalla posi-
zione degli assi, giacché eseguendo un piceolo movimento
della curva o, si pud ottenere una curva che inecontri f in »
punti distinti aventi per limite P; la verifica rigorosa di
questa possibilitd si fa nel modo pint semplice in base all’ os-
servazione, sviluppata nel paragrafo seguente, che P ¢ punto
multiplo per una delle due curve o punto ove le due curve
hanno la tangente comune.

Noteremo in fine che tutti i casi in cui la R(z) =0 pos-
siede radiei multiple si ottengono sovrapponendo i due casi
esaminati innanzi. Ora la convensione relativa all’ assorbimento
di pit intersezioni in un punto comune alla f e ¢ permette
di enunciare il

Teorema. Due curve &’ ordine n, m hanno sempre nm
puntt comuni, distinti o in parte coincidenti. ’

12. Intersezioni assorbite da contatti e punti multipli. —
Il probleme di determinare quante dntersezioni di due curve
vengano assorbite in un punto comune, comprende, nel suo
svolgimento, tutta la teoria delle singolarita, che verrd svolta
‘nel libro guarto. Qui ¢i limiteremo ad alcune osservazioni pre-
liminari e alla trattazione dei casi elementari ehe occorrono
pitt generalmente. A tale scopo supporremo nel seguito che
le curve f e ¢, senza parti comuni, siano riferite ad assé
coordinati con orientazione generica, escludendo cosi, via via,
quelle complicazioni che appaiono nascere da posizioni speciali
degli assi; intanto resta escluso che due punti comuni alle
curve f e o si trovino sopra una relta parallela all’asse v.
Oltre a ¢id, usando coordinate cartesiane, supporremo che il
punto comune alle f e ¢ sia un punto a distanza finita; non
importa ormai chiarire come a questo caso si riduca anche
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quello dei punti all’infinito, attraverso 1’uso delle coordinate
omogenee, ovvero con una sostitnzione lineare.

Ci appoggeremo sopra i lemmi seguenti.

Lemma I. Il resultante del polinomio f(zy) e del poli-
nomio composto ¢(zy)-d(xy) & il prodotto dei resultanti
di fepedife: ‘

R(f, ob) = R(f, ¢)- R(f, ¥).

Cio segue immediatamente in base alla espressione del
resultante fornito dal metodo delle funzioni simmetriche

R =1y, —v:),

ove si distinguono le g  radici di =0 e quelle di $=0.

Lemma II. Il resultante di f e ¢, a meno di un fattore
namerico, & uguale a quello di f e Af+4pp, essendo A, p
costanti diverse da zero;

R(f, 9) = R(f, M ~+ 19).

Cio consegne immediatamente dal teorema fondamentale
sul resultante.

Lemma III. Se z, ¢ una radice i-pla della resultante
R(f, 9)= R(x)=0, corrispondente a un punto che assorbe i
intersezioni delle curve f e o, il prodotto

D:(2) — ¥ (2)) = R(x)

diviene infinitesimo d’ordine ¢ per v =x,.

Sotto forma geometrica questo lemma si suole enunciare
come segue:

Regola d¢ HALPHEN (*): II numero delle intersezioni di
due curve piane che vengono assorbite in un punto comune, O,
é uguale alla somma degli ordini di infinitesimo dei segmenti
determinati dalle intersezioni delle due curve con una retta,
prossima ad O, la cui distanza da O venga assunta come
infinitesimo del prim’ordine.

Qui & da osservare che la regola di HALPHEN sussiste
anche per qualsiasi posizione particolare degli assi coordinati,

() Bullettin de la Soc. Math. de France, t. 3 (1874, 75), pag. 76.
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purché s’ intenda che i segmenti infinitesimi di cui discorre
I’ enunciato siano quelli prossimi ad O.

Incidentalmente notiamo che, come caso particolare, cer-
cando le intersezioni di una curva f(ay) =0 con la retta y—=,
si ottiene una nuova e pilt semplice giustificazione della regola
di ZuurHEN (1873), velativa ai punti uniti d’una corrispon-
denza f(xy) =0, che gia abbiamo dimostrata, in base alla con-
siderazione delle curve approssimanti, nel § 1 del L. 2°
(Vol. I, pag. 161). :

Ora applicheremo i tre lemmi precedenti all’esame dei
seguenti casi, dove — oceorrendo di eseguire qualche caleolo —
supporremo, per semplicitd, che il punto comune alle curve
J e ¢ venga collocato nell’origine delle coordinate.

1) Un punto semplice comune alle curve f e ¢ in cui
gueste abbiano diversa tangente, conta sempre per une sola
interseszione delle due curve.

Infatti, designando con «, «’ i coefficienti angolari delle
tangenti ad f e ¢ nel punto comune O = (00), la sola dif-
ferenza che, per =0, si annulla nel prodotto II(y,—v)
¢ — a meno di infinitesimi d’ordine superiore al primo —
¥y, — vy, =@ —2o)2. Cosi le f e ¢ hanno in O una sola inter-
sezione, come le tangenti da cui vengono approssimate.

2) Un punto semplice comune alle due curve f e ¢ in cui
esse abbiano la stessa parabola osculalrice @ ordine (r—1)=1
e diversa parabole osculatrice d’ ordine r (ciod la stessa tan-
gente e le stesse parabole osculatrici fino all’ordine r —1, e
diverse parabole osculatrici d’ovdine r, 4 1....) conta precisa-
mente per 1 interseziont delle due curve.

Infatti si designino le parabole osculatrici d’ordine 7 con

Y, =, %+ a0 A e 2y BT A,

Y, =, % 4 0, 8 e + 2 T A0, 7

la differenza y, —y,” che compare nella espressione di R,
diventa infinitesima come (z, —2,)2": le due curve hanno
tante intersezioni quante le prime parabole osculatrici dello
stesso ordine che non ne hanno infinite.

3) Il caso in cui un punto O sia semplice per f e
multiplo per ¢ si pud ricondurre al precedente sostituendo
a ¢ una curva del fascio /=42 ( 3= 0), in virth del lemma II.
Infatti tutte le eurve del fascio f 729 =0, per A==0, hanno
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in 0 un panto sempliee, altrimenti tutte le curve, e anche f,
avrebbero un punto multiplo,

Mediante la considerazione delle parabole osculatrici ad
29 =0, questo rmetodo permette di stabilire che:

Un punto semplice per f ed r-plo per o (r>1) vale in
generale per 1 interseziont delle dwe curve; la molteplicita
@ intersezione diventa =1 sollanto nel caso che vi sic contatto
(tangente comune) di f con un ramo di o.

A questo resultato si arriva pitt semplicemente osser-
vando che mnel prodotto I(y, — y,") vi sono r differenze
infinitesime:

/ ’ ’
Yo=Y Yo=Yy Yy —Yrs

dove y., 9,y Yy ...y, sONO infinitesimi del prim’ordine; escluso
il eontatto di f con un ramo di ¢, codeste differenze sono
del pari infinitesimi del prim’ordine. Nel caso di contatto
accade invece che una di codeste differenze diviene infinite-
sima d’ordine > 1.

4) Un punto r-plo per f ed s-plo per » (r >1, s > 1)
assorbe in generale vs intersezioni delle due curve; la molte-
plicita @ interseztone diventa = rs soltanto nel caso che le due
curve abbiano qualehe tangente principale comune (contatto
di rami). /

Infatti si vipete la dimostrazione precedente ove si con-
siderano le rs ditferenze 4y, —y,” che diventano infinitesime
nel prodotto (y;, — y.).

Per precisare 1’analisi relativa al caso dei punti multipli
con tangenti comuni, occorre distinguere i rami in cui la
curva puo essere decomposta nell’ intorno di un punto multiplo
(Cfr. L. 1° §§ 11-12).

Ofterremo cosi i seguenti enunciati:

5) Le intersesioni di due curve che vengono assorbite in
un punto multiplo comune, 0, si ottengono sommando le inter-
sestont dei rami deila prima coi rami delle seconda.

Suppongasi dapprima che il punto O sia un punto mul-
tiplo a tangenti distinte tanto per I’una che per I’altra curva:
sia. r-plo per f ed s-plo per 9. Allora nell’intorno di O la
funzione algebrica y(x) definita da flzy) =0 si lascia decom-
porre in 7 funzioni o rami y,(2), ¥,(®)...y,(%), e cosl la fun-
zione algebrica 9'(x) definita dalla » si decompone in s rami
¥, ®), 9, (®) ...y (®); Pordine di infinitesimo del prodotto
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I(y, —v.') equivale alla somma degli ordini di infinitesimo delle
differenze che vi figurano come fattori, per i—=1....», k=1....5;
questi ultimi designano le moltiplicita di intersezione dei rami
di f e ¢, ciod le molteplicita di intersezione delle parabole
osculatriei che li approssimano sufficientemente.

La deduzione precedente vale anche nel caso in cui una,
o ambedue le curve f, ¢ possegegano rami d’ordine v > 1.
ticordiamo (L. 1°, §§ 11-12) che quando alcune fra le tangenti
principali di f si confondono in una sola, non & in generale
possibile distinguere + funzioni ¥,(2)....y,(x), accadendo che
un certo numero di radici dell’equazione f(vy)=0: y,(¥)....y, (%),
(formanti — come si dice — un ciclo) vengano scambiate per
un giro della variabile complessa x attorno al punto zevo;
allora 9, ...y, costitniscono una sola funzione a v valori che
si chiama ramo (cuspidale) d’ ordine v della curva f. It chiaro
che se la f e la ¢ posseggono in O dei rami d’ordine > 1,
si potra valutare I'ordine di infinitesimo del prodotto [I(y; — vy
sommando gli ordini di infinitesimo dei prodotti parziali che
contengono le differenze relative a una coppia di rami di f e ¢:
il prodotto parziale relativo a due rami d’ordine v, |r con-
tiene precisamente vy differenze e perd diviene infinitesimo
d’ordine vt almeno, il easo di ipermolteplicitiy corrispondendo
all’ipotesi che i due rami abbiano la tangente cuspidale
comune.

Un punto O, che sia multiplo a tangenti distinte
per f e o, assorbe precisamente rs —+ Ek interseziont delle due
curve, designando #, s le molteplicita di O, e designando
genericamente L 1’ordine di contatto di un ramo (lineare)
di f con un ramo di ¢, cioé 1’ordine della parabola oscula-
trice comune ai due rami.

Cio risulta combinando le proposizioni 5) e 2).

In particolare: se in O le due curve f e ¢ posseggono I
tangenti comunt, le intersesiont assorbite sono precisamente
rs + h, ¢ non piw, ove i rami tangenti posseggano una diversa
curvatura, ossia una diversa costante caratteristica, designando

1 d*
2 dv?
parabola osculatrice del 2° ordine.

Per quanto concerne i rami @’ ordine super]ore, ci llml-
teremo al caso delle singolaritd ordinarie, in cui & escluso il
contatto di diversi rami fra loro, ed ogni ramo ’ordine v

che vale a determinare la

con questo nome la cost
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possiede una tangente cuspidale (v 4~ 1)-punta e viene appros-
v-4-1-

v -
da una curva del tipo y’ ="+ con ¢== 0, (Cfr. L. 1° § 12);
occorre considerare queste curve approssimanti in luogo di
limitarsi alla prima approssimazione (a meno di infinitesimi
d’ordine > 1) fornita dalle tangenti, quando si tratta di valu-
tare le intersezioni di due rami, nel caso di contatto.

7) Un ramo lineare e un ramo cuspidale ordinario @ or-
dine v > 1 posseggono (nell’origine) y oppure v + 1 intersezioni,
secondoché hanno tangenti distinte oppure hanno la medesima
tangente.

Abbiamo gid notato che le intersezioni sono v, escluso il
caso di contatto; supponiamo dunque che si’abbia un ramo
lineare

simato — a meno di infinitesimi d’ ordine superiore a

Y =ax’ + ¢,

e un ramo cuspidale d’ordine v,
Y=ot 4y  (e0),
con la medesima tangente
y=20;

‘¢ designa un infinitesimo @’ordine superiore a 2, ed n un
infinitesimo {’ordine superiore a v+ 1. Basta osservare che
le v differenze :

v
(a2® +¢) — Vew+1 "

1 > ==
, riducendosi a — ¢’ @ ¥ ; il prodotto

. v =
sono dell’ ordine

di codeste v differenze ¢ dunque un infinitesimo d’ordine v—+-1.

c. d. d.

8) Due rami cuspidali & ordine diverso v, 1, Posseggono

in generale (nell’origine) vp intersezioni; nell’ ipotesi che il

ramo & ordine pit grande, v, sic ordinario, ¢l numero delle inter-

seziont cresce del pit piccolo dei due ordini, p, quando © due
rami s toccano.
|

Per quanto & detto innanzi possiamo limitarei al caso di
due rami tangenti all’asse delle @ sostituiti dalle due curve
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approssimanti
Y’ = e’ 1 (¢=0)

y* = daP+s (@30, s=>1).

Basta quindi notare che I’ordine di infinitesimo di una
differenza
1 v+1 1 p+o

'z ¥ —d'z

& uguale a - 41 nell’ipotesi v > p, sicché il prodotto delle vy

differenze analoghe riesce infinitesimo d’ordine vy —4p. Alla
conclusione si arriva anche divettamente formando I’equa-
zione resultante delle due date, che (a prescindere dalle solu-
zioni asintotiche) &

ot (L — g7 p(pto)y |

Osservazione. 11 ragionamento precedente non & infirmato
dalla circostanza che la curva y*= da"**° dia luogo a pil che
un ramo, come pud accadere per o > 1.

Se ora si suppone |1 =v, si trova

9) Due rami cuspidali ordinari dello stesso ordine v e
dotati della medesima tangente:

N oY1 YV J,V+1
PY=cx" 4, Y=da" 4+,

hanno precisemente v* -+ v intersezioni e non pitt, purche sieno
diverse le loro costanti caratteristiche:

c+d.’ ’

Osservazione. Si pud notare che ove una delle suddette
costanti caratteristiche divenga 0, (caso in cui uno solo dei
due rami degeneri, dando luogo ad una singolaritd straordi-
naria) il numero delle intersezioni rimane sempre v —+4-v.

Finalmente, raccogliendo i resultati 5)....9), si ha:

10) Se wn punto O ¢ r-plo ordinario per la curve f
e s-plo ordinario per ¢ (r=1, s=1), ¢ se © due gruppi di r, s
tangenti principali alle due curve contengono h rette comunt,
le intersesiont assorbite in O sono 78—+ I questo numero non
pud crescere se i rami (ordinaril) tangenti di f e ¢ sono & or-
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dine diverso o — pur essendo dello stesso ordine — posseggono
diverse costanti caratteristiche.

Il caso contemplato nel criterio 10) si puo designare bre-
vemente dicendo che le curve f e ¢ aventi il punto O come
punto multiplo ordinario, rispettivamente »-plo ed s-plo, pos-
seggono ivi dei contatti semplici pei loro rami. B il criterio
di riconoscimento sopra enunciato visulta chiarito dalle
seguenti:

Osservaziont sulle curve approssimanti. Se una curva f
possiede mnell’origine, O, una cuspide ordinaria d’ordine 7,
tangente all’asse y =0, la curva approssimante y” = ka"*!
che ne determina la costante caratteristica

y" 1 AT (y7)

s — ]' D —
T ,,‘33 T (4= da Tt

si lasecia definirve. come segue: vi ¢ un faseio di curve d’or-
dine r 4-1:y"=722""', aventi in O una cuspide (ovdinaria)
d’ordine # e possedenti un flesso d’ordine »» — 1 nel punto
all’infinito dell’asse ¥, ove sia data come tangente la retta
all’infinito; in codesto fascio la curva che approssima f &
Punica per cui il numero delle intersezioni con f assorbite
in O risulti superiore a »*~+; insomma la curva approssi-
mante & definita nel detto faseio come curve osculatrice ad f,
avente con f un contatto superiore al contatto semplice.

Cio che precede vale non soltanto per » > 1, caso in
cui f possiede propriamente una cuspide (ramo d’ordine = 2),
ma anche per r =1; nel qual caso la y = ka® diviene la para-
bola osculatrice ad f. Avuto riguardo a cio, la curva oscula-
trice ad f:y"="Fka"+!, nel caso r > 1, si potra designare come
iperparabola osculatrice al ramo cuspidale di f.

Un significato diverso dalle parabole e iperparabole oscu-
latrici, capaci di approssimare wun ramo di f, hanno le curve
approssimants alle f che vengono definite dal complesso dei
termini di un certo grado (assai basso) figuranti nell’ equazione

‘f(a;y) =, (TY) 4 Uy (RY) F s 42, = 0.

La prime curva approssimante o approssimante @’ or-
dine 7 u,=0, & costituita dall’insieme delle tangenti prin-
cipali ad f nel punto #-plo O, e porge — come sappiamo —
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un’ approssimazione della curva nell’intorno di 0, a meno di
intinitesimi (’ordine > 1. "

La seconda curva approssimante, d’ordine r—+1: w,+u,. .., =0,
si lascia definire mercé la seguente proprietd ecaratteristica:
la detta curva, completata colla retta all’infinito contata
w — (r + 1) volte, determina con f un fascio contenente una
curva che possiede in O un punto (r -+ 2)-plo.

In modo analogo si puo definire la curva approssi-
mante (i -1-1)-me :

Uy == Wy A= ues = Uy =0,
per i =2, 3..... _

Le curve approssimanti ad # in un punto »-plo 0, all’ in-
fuori della prima (uw,. = 0) non sono definite come « covarianti
(proiettivi) di f », dipendendo anche — come si & detto —
dalla retta «ll’ infinito del piano. Tuttavia appare dalla defi-
nizione data che: le curve approssimanti ad f nell’intorno
del punto r-plo O, non dipendono dall’ orientazione dei due
assi coordinati per O, cio¢ possono dirsi « covarianti rispetto
« rotazioni degli assé per O ». Cid si rende manifesto anche
dall’ osservazione che una sostituzione lineare omogenea su , ¥
muta I’ equazione

Wy Uy b= e = Uy =0,
in un’ altra
Wp Uy vee =2y =0,

dove i, ; ¢ la forma trasformata di wu, ;.
Ora I’importanza delle curve approssimanti nella teoria
delle intersezioni delle curve algebriche, risulta dal seguente
Teorema. Se la curva f=—= i, 4- U, + cee Uy =0, pos-
siede nel punto O un punto r-plo ordinario, le parabole e iper-
parabole osculatrict ai suot rami sono ugualmente definite rispetto
alle seconda approssimante

Wy = Uy, =0,

Per dimostrare ’asserto si consideri un ramo di f (d’or-
dine v=>1) tangente alla retta y = ax; poiché u, contiene il
fattore (y — aw)’, vi & un ramo dello stesso ordine tangente
alla medesima retta, che appartiene alla curva w, 41, ., =0;

basta provare che i due rami nominati — che designeremo
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con f,, 9, — hanno fra loro & >v*+ v intersezioni assor-
bite in 0. Ora f,, intersecato coi rami di a, —+ u, ., = 0 diversi
da ¢,, d& luogo ad v(r — v) intersezioni assorbite in O; per
ottenere le & intersezioni di f, con ¢, basta determinare le
intersezioni di f, con u, + u,,, =0; ma a questa curva si
puo sostituire la ’

J— (e 4ty = U yy + ere + Uy =0,

che sega f, in (almeno) v(» 4+ 2) punti assorbiti in 0; si deduce
quindi

YT+ 2) =E - v(r — ),
E=v 42y >v* v c. d. d.
Allo stesso resultato si arriva effettuando una rotazione
degli assi coordinati in guisa che la tangente al ramo f, di-
venga y =20, e tenuto conto che le curve approssimanti sono

invarianti rispetto alle sostituzione lineari omogenee su w, .
Si avra allora

"‘7‘ — a")‘—‘/, v a;’)‘——vyv + (‘7'_‘,_1, Vet mr_,v—-i yv-l—i + veen _|__ (l'()’)"' 11’
. 741 "y -1
WUpgey = Gy, o A=l BTY = ses =g, oy, Y
e poiché, sul ramo f, ¥ & infinitesimo d’ordine superiore ad =,
dall’ equazione f=0 si ricava, a meno di infinitesimi d’ordine
superviore:

py v &Y A gy, 8T =0,
sicché la costante caratteristica di f, vale

lim ?/V - Apiyy 0
z=0 X’ T! Up—y,y

Osserveremo infine come dal teorema dimostrato risulti
che « per accertare il contatto semplice dei rami di due
curve

' Up = Wpgy = wee = Uy =0

Us = Ugyy - veee 2y, =0,
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basta accertare il contatto semplice delle curve approssimanti

Up Uy, =0, g+ Us, =0 ».

A questa conseguenza si pud anche pervenire valutando
la molteplicita della radice x=—=0 per I’equazione resultante,
scritta col metodo di SYLVESTER; il che puod effettuarsi con
un procedimento di Voss (Math. Annalen, t. 27, 1886) che il
SEGRE (') ha richiamato e applicato nelle questioni d’inter-
sezione di due curve.

13. Complemento alla storia del teorema di Bézout: dimo-
strazioni geometriche. — Per verita i metodi algebrici diretti,
che porgono la formazione del resultante, costituiscono la via
maestra per trattare il problema delle intersezioni di.due
curve piane e per caleolare il numero delle intersezioni assor-
bite in un punto. Ma accanto a quei metodi conviene pur
segnalare 1 metodi geometrici, anche in vista delle genera-
lizzazioni che vi si connettono.

1) Dimostrazione basata sulla degenerazione &’ una curva.
Il numero delle intersezioni di una eurva d’ordine m e d’una
curva d’ordine n (giacenti in un piano) si trova essere uguale
al prodotto mn, facendo variare con continuita una delle due
curve fino a che essa degeneri in un gruppo di rette.

Questo ragionamento a cui in sostanza ricorre il CREMONA
nel n. 32 della sua « Introduzione » (Cfr. Opere, t. I, pag. 347),
deve essere riattaccato al principio di continuite di PONCELET
(efr. il cap. IV).

2) Dimostrasione di Poncelet. PONCELET (« Analyse des
transversales », 1831) (*) ha indicato una interessante dimo-
strazione del teorema di Bizour, che si puod riguardare come
divetta interpretazione del resultante di floy) = f(y) =0
e o(@y) =9(y) =0, espresso come prodotto delle differenze
delle radici. Si consideri un fascio di rette parallele, p. es. le
parallele all’asse ¥, e su ciascuna di queste si riportino in
grandezza e segno, a partive dall’asse @, le mn distanze fra.
i punti intersezioni della retta con f e ¢ (m e n designano

(1) Giornale di Matematiche, t. 36,
(3 Journal fiir Math., Bd. 8. Cfr. « Traité des propriétés proiectives »,,
t. II, (1886), n. 240, pag. 223.




94 LIBRO TERZO

i rispettivi ordini delle due curve che si suppongono non
passare per il punto all’infinito, O, dell’asse ¥); gli estremi
dei segmenti cosi definiti descerivono una curve, che PONCELET
denomina « deriveta di f e ¢ ».

L’ordine di questa curva derivata si ottiene osservando
che essa non contiene O ed & segata da una retta per O
{parallela all’asse y) precisamente in mn punti. Ora le mn
intersezioni della suddetta curva all”’asse x corrispondono
alle mn intersezioni di f e ¢.

Si noti che la curva derivata di PONCELET permette
ancora di riconoscere che « un punto #-plo per f ed s-plo
per ¢, con tangenti diverse, assorbe s intersezioni delle due
curve ». Per cio & sufticiente osservare che in tale ipotesi la
ceurva derivata avrd sull’ asse un punto di moltiplicitd rs senza
esservi tangente; si riconosce anche come la molteplicita (’in-
tersezione aumenti quando vi & un contatto fra i rami delle
due curve. _

3) Dimostrazione di Chasles col principio di corrispon-
denza (1872): efr. L. 2°, § 13.

14. Nota sulla teoria generale della eliminazione e sulle
intersezioni delle varieta algebriche. — La teoria della eli-
minazione si estende al caso di pitt equazioni contenenti pitt
variabili, ma questa estensione da luogo a una difficolta che
conviene prendere in esame.

Osserviamo anzitutto come si risolva il problema di deter-
minare le soluzioni comuni a due equazioni in tre variabili

frys) =0, z(vys) =0,

ciod la curva gobba intersezione delle dwe superficie f e . 11
problema si riduce alle considerazioni svolte nel precedente
paragrafo in uno dei due modi che segue:

1) Consideriamo f e ¢ come funzioni della sola z, e
calcoliamo quindi il loro resultante che sard funzione razio-

nale di z, y:
R = R(zy);

I’equazione R(xy) =0 rappresenta la proiezione sul piano (zy)
della curva gobba f—=¢ =0; codesta curva R viene in gene-
rale d’ordine mn, designando con m e n gli ordini di f e @,




CAPITOLO II 95

e ad ogni suo punto generico corrisponde un punto comune
alle due superficie. Casi di eccezione si presentano solo in
rapporto a parficolari posizioni degli assi: quando le due
superficie contengono il punto all’infinito all’asse z 1’ordine
di R si abbassa; quando la curva R o una sua parte risulti
una curva doppia (o multipla) ogni suo punto & proiezione
di due (o pit) punti della curva comune ad f e ¢ (distinti o no).

In conclusione: due superficie & ordiné my n hanno comune
une curve d’ ordine mn, che eventualmente pud contenere una
curva di contatto, oppnre una curva multipla per una o per
ambedue le superficie, da contarsi piti volte.

2) Il metodo precedente estende direttamente quello
adoperato per la ricerca delle intersezioni di due curve piane;
possiamo invece ridurci direttamente al resultato di codesta
ricerca seguendo la via che MoxGr (1795) ha indicato per
la costruzione gratica delle intersezioni di due superficie.

Si ponga nelle equazioni di f e ¢

s—=av+ by +¢

con @, b, ¢ costanti generiche (di regola si potrd prendere
semplicemente z =r¢), si ottengono allora in un piano due
curve d’ordini m, n che hanno mn intersezioni; risulta cosi mn
I’ordine della curva gobba comune alle due superficie.

Ora passiamo a determinare le intersesioni dé tre superficie

fayz) =0, wlayz) =0, Uayz)=0

d’ordini m, n, p, supponendo che esse non abbiano una curva
comune.

Il primo metodo che si presenta alla mente, come gene-
ralizzazione di quello seguito per due ecurve piane, consiste
nel considerare f=0, ¢ =0, = 0, come equazioni in 2, deter-
minando quindi le equazioni resultanti

R(fo) =R, (xy) =0
" R(ed) = B (2y) = 0;
eliminando y fra queste equazioni si otterrd una equazione

in x: R(R,R,,)= R,,(r)=0, che dovrd necessariamente
essere soddisfatta nei punti comuni alle f, ¢, . Ma codesta
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equazione R, (v)=0, che & del grado mn-np=mn’p, con-
tiene anche delle soluzioni estranee, come ebbe a riconoscere
Bizour (1779), il quale sembra per primo aver determinato
il numero delle intersezioni di tre superficie.

Il significato di tali soluzioni estrance si rende chiaro
dal punto di vista geometrico; infatti le curve

Ry(vy) =0 e R, (xy) —0

sono le proiezioni ortogonali sul piana (2y) delle due curve
gobbe (f¢) e (¢d); ora un punto comune ad R,, R,,, pro-
viene mnon soltanto da un punto comune alle due curve
gobbe (fp) e (¢d), ma anche da due punti appartenenti rispet-
tivamente a queste curve che si trovino sopra una parallela
all’asse z.

Per scartare le soluzioni estranee della R, () =0, che
non corrispondonc a intersezioni delle f, o, b, occorre consi-
derare accanto alle curve R,, R,,, anche la R, (zy)= R(f{)=0
che passa per una parte soltanto dei punti comuni alle prime
due e precisamente per quelli che convengono al nostro pro-
blema (eseluse soltanto particolari posizioni degli assi). Ora i
punti comuni alle fre curve predette verranno dati annul-
lando il massimo comun divisore D(x) dei polinomi

—Rpm(-{v) e 1{77271(11;) — R(Rm Rn)*

Per valutare il grado di D e quindi il numero dei punti
comuni alle tre superficie f, o, ¢, si hanno vari metodi che
porgono cosl diverse dimostrazioni del

Teorema di Bizour: Tre superficie degli ordini m, n, p
noN @VEnts ¢n comune uNE CUrva, Posseggono mnp interseziont
(distinte o no).

I) Bizour cerca di determinare tre polinomi f,(zy2),
v,(vyz), ¥,(vyz), per modo che :

S +p 9+

risulti indipendente da y, z; ci0 conduce alla risoluzione di
un sistema di equazioni lineari che si trovano in numero
sufficiente quando si prendano f,, ¢,, ¥, rispettivamente di
grado mnup — m, mnp — n, map — P.
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La fanzione di grado mnp della @
.fl.f'*“%CP—*".l’.?

cosl determinata, si annulla evidentemente nei punti per
cui f—=¢=1%=0; ma la dimostrazione che reciprocamente
ogni radice di essa corrisponde in generale a un punto comune
alle tre superlicie, esige un esame assai delicato che & stato
portato a compimento rigoroso soltanto in tempi recenti, da
ScHyMipT (1886). Agginngasi che il polinomio D(z), costruito

— come sopra ¢ detto — quale fattore comune delle due
resultanti R, R, si puo facilmente porre sotto la forma

D) =f.f .9+ b (Y.

IT) I1 metodo di EuLERrRO-CRAMER, esposto nel prece-
dente paragrafo, opportunamente esteso da. Poisson (1799)
permette di determinare la condizione necessaria e sufficiente
percheé tre equazioni fra due variabili

J@y) =0, oly)=0, dxy)=0

abbiano un punto-radice comune. A tale scopo si considerino
i punti (2;9,) comuni alle curve f e p e si costruisca il
prodotto

(v, Y,) -

?

Questo essendo una funzione simmetrica delle radici della
resultante R(fp) (costruita rispetto ad & o a ) sard anche
nna funzione razionale dei coefficienti di f e ¢; il suo annul-
larsi di evidentemente la condizione necessaria e sufficiente
perché le tre curve f, », b passino per un medesimo punto,
e tale condizione verrd- definita come « equazione resultante »
delle floy) =0, p(zy) =0, b(vy) =0.

Se le f, v, b sono di grado rispettivo m, n, p, I’ equazione
resultante predetta trovasi essere di grado mn nei coefficienti
di ¢; ma poiché la sua definizione & simmetrica rispetto
ad f, ¢, 1, si deduce che il suo grado rispetto ai coefficienti
di f vale np e vispetto a quelli di ¢ vale mp. Cid che occorre

() Cfr. per es. CavrrLr « Istituzioni », n. 1025, pag. 557.

F. ENRIQUES - II. 7
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richiamare a tale scopo & soltanto che un’equazione alge-
brica fra pit variabili ridotta a forma intera resta definita dai
~suoi zeri a meno di un fattore numerico. (Cfr. I. 1° §
pag. 11).
Ora se sono date tre equazioni di grado my n, p fra tre
variabili
flays) =0, o(zys) =0, bys) =70,

formiamo la loro vesultante riguardandole come equa'/,ioni
111 Y, 7; questa resultante contenendo i coeflicienti di f, ¢, d,
ai gradi np, mp, mn, sard, in generale, di grado mup rispetto
ad z; dal che segue il teorema di BEzov 1‘.

Giova anche notare che la indicata resultante di f, o, J,
rispetto ad =, coincide colla D(x) =0 delinita, cercando il
massimo comun divisore di R,,,(¥) ¢ R,,.(%), come sopra ¢
detto.

III) Ai metodi precedenti debbono aggiungersi I metodi
geometrici che conducono a determinare in modo piu gene-
rale le intersezioni di una curva gobba con una superficie.

E una circostanza degna di rilievo che la concezione
geometrica dei problemi algebrici conduce spesso ad una
posizione nuova e pitt generale di essi, cosl come la consi-
derazione fisica suggerisce un pitt ](11'00 modo di porre e trat-
tare i problemi delle equazioni differenziali (¢io-che PoINCARE
ha avuto luogo di mettere in luce, in maniera particolarmente
efficace e suggestiva).

La ricerca delle intersezioni di tre superficie f, o, b si
riduce alla ricerea dei punti comuni alla eurva (fp) — inter-
sezione delle prime due superficie — colla superticie 4. Ma
questo problema, considerato sotto I’ aspetto geometrico, rientra
in quello pit generale ’intersecare una curva gobba con una
superficie; la pura Algebra attinge pitt tardi dalla Geometria
la visione di questo problema ove sono date pilt equazioni in
tre variabili aventi una semplice infinitd di soluzioni comuni,
alle quali si aggiunge una nuova equazione indipendente.

Ora il teorema di Bfzorr risulta come ecorollario del
‘seguente

Teorema: Un« curve (algebrica) gobba & ordine n ¢ una
superficie (algebrica) d’ ordine m (che non contenga la curva
0 una sua parte) hanno mn punti comuni.

In questo enunciato figura 1’ordine della curva gobba che
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si definisce come numero delle intersezioni della eurva con un
piano genervico ('): questo numero non cambia al variave del
piano, eccepito il caso che la curva contenga come parte una
linea giacente in esso. Infatti prendendo su un piano due
centri di proiezione generici A e B, si ottengono due coni
proiettanti la curva il cui ordine equivale al numero delle
intersezioni di essa col dato piano; segue da c¢i0 che tutti i
coni proiettanti la curva da punti esterni sono del medesimo
ordine, ¢ quindi ece.

Ora del teorema sopra enunciato ricordiamo le pitt note-
voli dimostrazioni.

a) Dimostrasione basata sulle degenerazione della super-
ficie in . piani.

Allo stesso modo che la dimostrazione analoga pel caso
di due curve piane (notata nel precedente paragrafo) questa
dimostrazione ha come presupposto il prinecipio di continuita
di Poxcrrnmr; il Sarnmox vi ricorre nel suo Trattato sulla
Geometria analitica dello spazio (n. 331), e cosl sostanzial-
mente il CreyvoNa nel n. 21 dei suoi « Preliminari ad una
teoria geometrica delle superficie » ().

Giova notarve che al ragionamento precedente si pud dare
immediatamente forma rigorosa nel caso cui si vifervisce il
teorema i Brzour, ove si tratta delle intersezioni di tre
superficie  flrys) =0, olryz) =0, b(zyz)=0, giacché a tal
nopo basta conoscere 1 esistenza dell’equazione (resultante)
D(x) =0, definita, come si & detto in prinecipio, quale fat-
tore comune delle due vesultanti R,,(v) e R,,(x). Cosi
appunto, per valutare il grado di D(w), procede il Carurur
nelle sue « Istituzioni » (n. 1026, pag. 578), traducendo in
forma algebrica il concetto della degenerazione di una super-
ficie in piani.

b) Dimostrasione di PoNcurer (1831) (%), estensione del-
I’analoga per le curve piane. La curva dervivata di una curva
gobba d’ordine n e di una superficie d’ordine m si costruisce
appunto, come nell’analogo problema piano (efr. § 13), in rap-
porto ad una stella di rette parvallele e ad un piano fisso
secante; essa riesce parimente d’ordine mn e le sue mn inter-

() Cfr. per es. ENRIQUES. « Geometria Descrittiva », Parte II, § 21,
(*) Ace. di Bologna, 1865-67. Ctr. Opere, t. 11, pag. 303.
(*) L. e, n. 2415 « Traité », t. 1T, pag. 224.
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sezioni col detto piano forniscono le intersezioni della super-
ficie e della curva date.

Alla dimostrazione di PONCELET, che sembra esser stata.
dimenticata dai geometri, si pud dar forma proiettiva; ci
soffermeremo un momento su questa traduzione, in vista di
ulteriori generalizzazioni di cui faremo cenno pitt avanti. Per
semplicita di discorso supporremo dato il teorema di BfizouT
nel piano, da ecui segue che due superficie d’ordine m, n
hanno comune una curva d’ordine mn.

Sia f una superficie d’ordine m e € una curva d’ordine =,
la quale venga proiettata da un punto generico secondo un
cono v dello stesso ordine. Le superticie f e ¢ avranno comune
una curva K @’ ordine mn, di cui debbonsi determinare le
intersezioni con (. A tale scopo, poiché C e K giaceiono sullo
stesso cono o, eseguiremo una trasformazione biunivoeca sopra
il eono, che sostituird alla curva ¢ una sezione piana (arbi-
trariamente scelta) C’ del cono v (non passante per il vertice)
e alla curva K una curva K’ del medesimo ordine min.

I accennata trasformazione sopra o si puo definire come
segue: una generatrice del cono incontra Ce ¢’ in due punti
A e A’ che sono sempre distinti dal vertice O;si puod quindi
determinare sulla retta una proiettivitd in cui O sia punto
unito ed 4, A" punti omologhi, hastando aggiungere per es. la
condizione che la proiettivitd stessa sia parabolica (PONCELET)
oppure che sia involutoria;'al variare della generatrice si
ottiene una trasformazione biunivoca del cono in se stesso.
Siccome la curva K’ omologa a K non passa per 0, ed & inter-
secata da un piano per O — come I{ — in mn punti, segue
che essa & pure d’ordine mn. (Per prevenire possibili obbie-
zioni si noti che la trasformazione indicata subordina due
proiettivitd non degeneri sopra una corda di ¢ per O, che &
generatrice doppia del cono o).

¢) Dimostrazione col principio di corrispondenza (cfr. L. 2°,
§ 13) che Fourger dette per il caso delle -intersezioni di tre
superficie (b marzo-1873) e che riconobbe poi valere in gene-
rale per le intersezioni di una curva gobba con una superficie
(9 luglio 1873).

d) Dimostrazione di HAnpHEN (') (25 giugno 1873)
basata sulla rappresentazione monoidale delle curve gobbe.

() Bullettin- de la Soc. Math., t. 2, pag. 34.
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Si consideri dapprima la curva gobba C, intersezione com-
pleta delle due superficie d’ordine m, n:

s —floy) =0, olzy)=0

(la prima ¢ un monoide cioé una superficie — d’ordine m —
dotata di un punto (m — 1)-plo, la seconda & un cono col
vertice in quel punto); le intersezioni di codesta curva gobba
con la superficie d’ovdine p

b(zyz) =0,

si determinano come segue: sostituendo, in ¢, 7= flzy) e
facendo sistema delle due equazioni

CP(Q’?/) =0, 'IJ(Q;?/: f('vy)) =0,

sl trovano mnp punti, che corrispondono ad altrettante inter-
sezioni della curva ¢ con la superficie .

Ora non accade sempre che una curva gobba C sia inter-
sezione completa di un monoide e di un cono avente il suo
vertice nel punto multiplo di quello, ma CayYLEY ('), (1862)
ha osservato che ogni curva gobba C d’ordine m pud sempre
ottenersi come intersezione parziale di un cono dello stesso
ordine avente il vertice in un punto qualunque dello spazio
¢ di un monoide d’un certo ordine m avente quel punto
come (m — 1)-plo, i quali avranno comune — oltre ¢ — sol-
tanto un gruppo di (m — 1)n rette; allora togliendo le inter-
sezioni di queste con la superficie P, si otterranno le np
intersezioni di ¥ con C.

I procedimenti algebrici che concernono 1’eliminazione
di due variabili fra tre equazioni, si estendono senz’altro al
caso in cui si tratti di eliminare n — 1 variabili fra » equa-
zioni, e conducono cosi alla diretta generalizzazione del teorema
di Bfzour.

Date n equazioni fra n variabili, degli ordind m,m,....m,,,
le quali non posseggano infinite soluzioni comuni, vi sono
MMy, punti-radict che le soddisfano simultaneamente.

() Comptes Rendus, t. 54, pag. 53.

(=]
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Ma, come sopra abbiamo notato, la concezione geome-
trica allarga la posizione del problema; si é quindi condotti
a cercarc in generale le intersezioni di due o pitt varieta
algebriche aventi diverse dimensioni e contenute in un mede-
simo spazio S,,.

Occorre naturalmente conosecere I’ordine di.ciascuna varie-
rietd, designandosi come ordine di una varietd ¥, ad » dimen-
sioni in §,, il numero delle intersezioni di ¥, con un S,_,
generico. Si prova che questo numero ¢ costante al variare
dello S,,_,., tranne il caso in cui tale spazio incontri la varietd
secondo una eurva, superficie ecc.. Vale a tal uopo lo stesso
ragionamento ‘adoperato innanzi per le curve gobbe, che si
estende induttivamente da n — 1 a n. L’ipotesi che il teorema
sia dimostrato per lo S, _, porta ad assumere, come ¢& noto,
che un cono (di prima specie) V, ., di S, sia intersecato da
un S,_, per il suo vertice secondo un numero di generatrici
(nguale all’ordine del cono) che rimane costante al variave
dello S,,_,, almeno finche resti finito. Ora proiettando una 7,
da due punti di un §,,_,. si hanno due coni algebriei (1. 1°,
§ 23) i quali segano lo S,,_, secondo due gruppi di gene-
ratrici congiungenti le intersezioni di 7,. eon lo §,_,; i due
gruppi contengono lo stesso numero (i generatrici e percid
il cono proiettante ¥, da un punto esterno qualsiasi ha un
ordine costante, che designa anche il numero costante delle
intersezioni di 7, con un S,_, (che non abbia con esso a
comune una linea o varieti).

Il problema generale che sopra abbiamo posto riceve
risposta dal seguente: '

TEOREMA FONDAMENTALE SULLE INTERSEZIONI DI DUE

VARIETA ALGBBRICHIEI: Due variete (algebriche) V:L, V:ﬂr di
dimensioni » e n-—— v ¢ di ordini m e p, hanno in generale mp
intersezioni; fa eccezione il caso in cui esse abbiano a comune
una linea o varietd pitt estesa.

Dal teorema fondamentale segue che unae J™ ¢ una J*
r

n

La dimostrazione del teorema fondamentale anzidetto
riesce una immediata estensione di quella relativa al caso
di una curva gobba e di una superficie, finché si tratta
d’ intersecare una curva Vlme una ipersuperficie VL] di §,,.

, e . . wm P 5.
Ma gia nel caso di due superficie Vz e V7, di 8,, esten-

dove r 4 s >mn, hanno in generale ¢ comune une V"_’f ece.
r8—
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sione sembra dar liogo a nuove difficolta. Cosl p. es. il metodo
di degenerazione non & applicabile, ove non sia risoluta prima
la questione, assai delicata, se una superficie di S, possa sempre
ridursi per continuitd a un sistema di piani.

In ordine storico la prima dimostrazione generale del
teorema fondamentale ¢ stata fornita da HaneHEN (1. ¢., 1873)
e — da NoTHeER (') (1877) esten-
dendo la rappresentazione monoidale delle curve gobbe. Pit
tardi (1888) il Prerr (*) ha esteso le dimostrazioni di CHASLES

y Fourwr basate sul principio di corrispondenza, facendo uso
(lel principio di corrispondenza generalizsato a forme lineari

di pitt dimensioni (*).

Ma la pitt semplice dimostrazione del nostro teorema
fondamentale si ottiene estendendo la dimostrazione data
— per r=1, n =3 — da Poxcrrer (*). A tale scopo ci rife-
riremo alla forma modificata c¢he sopra abbiamo esposto, e
procederemo per induzione completa come segue:

Pongasi che il teorema fondamentale sia stabilito per

m p
aa Ve una V

4 .
cuna V_ di S, hanno generalmente a comune una curva

m
s N el ) @l 3
di 8, _;, e pereio si sappia che una V|

1—r

gobba d’ordine mp (segata da un S,_l in mp punt,)
Cid posto sieno date in 8, una V. e una V._ non aventi

comune una curva. Si proietti la V:_”' da un punto generico O
secondo nn cono ¥V “:1 Questo sard segato dalla Vnp__,, secondo
una curva KX d’ordine myp, di cui occorre trovare le interse-
zioni con Vrm.

A tal uopo si porrd sul cono V ;1 una trasformazione

. m . . . . . i
che muti V,_ In una sezione iperpiana V7 e Kin una curva K,

(*) Math. Annalen, Bd. 11, pag. 570.

(3) Giornale di Mat. di Napoli, vol. 26, pag. 251.

(®) « Una corrispondenza [m, m'] in uno spazio 8, possiede in gene-
rale sn +m’—+ In; punti uniti, »; designando 1’ ordine (lelh, varietd ¥ cor-
rispondente ad un S, ». Questa estunsxonv del punclplo di coruspondvnla
si riattacea (mﬂtutto a Saraox (Treatise on Analytic Geometry of three
dimensions, 2" ed.,, 1865, pag. 511); Carorarr ¢ Pier1 (Rendic. Lincei,
Marzo 1887) ‘han trattato il caso pilt generale. La formula relativa al
piano & stata anche completata da ZrurneN. (Comptes rendus, Giugno, 1874)
pel caso in cui esista una curva “di punti uniti.

(*) Cfr. ENrRIQUES : Rendic. Ace. Bologna, 1915.
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non passante pel verbice del cono, e quindi dello stesso
ordine mp. Una siffatta trasformazione si definisce per mezzo

. . o e N . . m .
di una proiettivita sopra ogni generatrice del econo V', fis-

sando che il vertice O sia unito e che si corrispondano le
s & . . m M . . . .
intersezioni della retta con V', V. ; a tali condizioni basta

7
aggiungere che la proiettivita anzidetta sia parabolica o
involutoria.

15. Classe d’una curva: abbassamento prodotto da un
punto doppio o multiplo. — Nel seguito esclideremo le curve
dotate di parti multiple, e porremo via via alcune restrizioni
in rapporto alle singolaritd di cui esse si suppongono dotate.

Si abbia una curva f @ ordine n, dotata di singola-
rita elementari: 3 nodi e & cuspidi ordinarie.

Valutiamo la classe, m, di f. A tale scopo occorre inter-
secare f colla polare (’un punto generico O; questa polare, o,
ha 1'ordine » — 1 e le sue intersezioni con f, fuori dei punti
doppi, sono i punti di contatto delle m tangenti ad f eondotte
per O. Ora ¢ passa semplicemente per un nodo di f, avendo
ivi una tangente (variabile) diversa dalle tangenti principali
di f; inoltre ¢ passa semplicemente per ogni cuspide di f
toccando la tangente cuspidale (§ 4); le intersezioni di f e ¢
assorbite nel nodo sono dunque 2, e quelle assorbite nella

~

cuspide sono 3 (§ 12, criterio 7), sicché sussiste la relazione
1) m=n(n—1)—22 — 3k. ‘

La quale si puo anche esprimere dicendo: La classe d’ una
curva generale & ordine n vale n(n —1); ogni nodo abbassa
la classe di 2 e ogni cuspide ordinaria di 3.

Dalla 1) deduciamo per dualita una relazione ove figu-
rano le singolarita tangenziali della curva.

Si & gia accennato (L. 1° § 11; efr. anche L. 2° § 19)
che al punto doppio corrisponde per dualita la tangente doppia
e precisamente: al nodo la tangente doppia propriamente
detta a contatti distinti, ed alla cuspide la tangente di flesso.
Ora notiamo. che la polaritd permette di precisare queste
osservazioni (in modo anche piu evidente che le considera- .
zioni del L. 2°) § 19):

1) La tangente doppia corrispondente per dualitd a un
nodo & una retta che tocca la curva in due punti semplici,
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salvo il caso che una tangente principale del nodo sia anche
tangente altrove oppure tangente di flesso del relativo ramo.
Infatti, nelle condizioni anzidette, se si sceglie O sopra una
tangente principale del nodo, la polare di O tocca semplice-
mente il ramo del nodo, ¢ si vede quindi che la nominata
tangente principale conta una volta sola fra le tangenti alla
curva per O.

. 2) Ad una cuspide ordinaria corrisponde per dualita
una tangente di flesso ordinaria, avente contatto tripunto in
un punfo semplice, escluso il caso c¢he la nominata tangente
cuspidale tocehi altrove la relativa curva. Infatti nelle con-
dizioni anzidette, preso O in un punto generico della tangente
cuspidale, la sua polare ha nella cuspide un punto doppio
con tangenti diverse dalla tangente cuspidale, dove si assor-
bono 4 anziché 3 intersezioni della polare stessa con la curva.

Supponiamo che la curva f, rignardata come inviluppo,
possieda parimente singolaritdh tangenziali elementari: t tan-
genti doppie (a contatti distinti) e i tangenti di flesso (ordinarie).

Sussistera la relazione duale della 1):

2) n=m(m — 1) — 2t — 31.
Nel caso delle cubiche, essendo

n— 37 T = O,
si deduce
St=m(m — 1) — n;

e, per le cubiche trriducibili, si hanno i seguenti casi:

Aggiungasi che: ¢ flessi di una cubica irriducibile (indi-
cati nel quadro che precede) sono sempre distinti fra loro e
distinti dall eventuale punto doppio (nodo o cuspide).

Infatti si esclude la possibilitd che due flessi della cubica
coincidano in un punto semplice, osservando che questo
sarebbe un punto di contatto della hessiana e pero un punto
ove la tangente ha contatto quadripunto (§ 7). Si esclude
« priori che un flesso possa sovrapporsi ad un punto doppio
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~ (senza bisogno di esaminare il comportamento della hessiana,
che analizzeremo pitt avanti); basta osservare che, ove una
tangente di flesso venisse a sovrapporsi ad una tangente
prineipale della eubica nel punto doppio, questa retta avrebbe
quattro intersezioni colla cubica e perd se ne staccherebbe.

Le formule 1), 2) si possono estendere al caso in cui la
curva f possegga singolarita pit elevate. Limitiamoci al caso
di un punto 7-plo ordinario O (» > 2): la curva f constera,
in generale, di s (<< »r) rami per 0, degli ordini v,v,....v;, €
contando v; volte la tangente all’/-mo ramo si otterra il gruppo
delle » tangenti principali ad f in O (v, 4+, + we + vy =17).

Allora la polare di un punto generico rispetto ad f pos-
siedera in O un punto (r — I)-plo, e nel gruppo delle sue
tangenti principali figurera v; —1 volte la tangente ad un
ramo ’ovdine v; > 1 di f, giacche le tangenti principali della
curva polare costituisecono il gruppo polare rispetto alle tan-
genti principali di 7 (§ 4).

Cosl ad ogni ramo cuspidale @’ovdine v, (> 1) di f, cor-
risponde un ramo cuspidale d’ordine v; — 1 della polare (non
escluso il caso di degenerazione in rami d’ordine inferiore).
Si deduee (§ 12, eriterii 8) e 10)) che il numero delle interse-
zioni di f con una sua polare generica, assorbite in O, vale

rir—1)4+3(v, — 1) =2r(r — 1)+ (r —s):

Un punto r-plo ordinario con s (=) tangenti principali
distinte, abbassa la classe della curva di »(r — 1)+ (r— ), cioé

, : r(r —1) ) ., .
equivale nelle formule 1) ad (T puntt doppi, fra cui r— s
cuspidi. -

Correlativamente: una tangente »-pla di f, con s contatti
g 1 s

distinti, equivale, agli effetti della formula 2), ad 7—972————1)

tangenti doppie, fra cui » — s tangenti di flesso.

Il concetto di riguardare un punto multiplo di una curva
come equivalente ad un certo numero di punti doppi, agli
effetti delle relazioni fra i caratteri della curva, appartiene
al CAYLEY (!); esso pud essere illustrato mercé semplici con-
siderazioni di limite,

(*) Quarterly Journal, t. 7.
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Comineciamo dal caso pilt semplice dimostrando che:
Un punto r-plo, « tangents distinte, si puo riguardare come

r(r—1)

limite di 5 nodi.
-

Questa proposizione ha carattere intuitivo, quando ei si
riferisca a una curva f con # rami reali passanti per un
punto O: basta invero spostare di poco codesti rami, perche
essi — in luogo di passare per un medesimo punto — s’in-

r(r—1)

contrino a due a due in 5 punti. Questa operazione si
-

puo tradurre analiticamente come segue: si consideri un ramo
della curva f, rappresentato dallo sviluppo in serie

Y =2 & 4 %,3° ...}
cambiamo questo ramo in
Y=z 2,8+ %, 4 ...,

dove = & sufficientemente piceolo; in tal guisa si fa subire al
ramo sbtesso una piccola traslazione.

Operando analogamente sui vari rami, ed escludendo
relazioni particolari fra gli ¢, resta- definita, ¢n senso diffe-
rensiale, cio¢ nell’intorno del punto O, una curva formata
di r rami, o elementi, vicini ai rami di f e intersecantisi a due

L or(r— 1
a due in ( = )

nodi. Questa curva, f, ha per limite f, e la

sua considerazione vale a farei riconoscere come il punto r-plo O

abbassi la classe di n(n — 1) unitd, ¢id che ha ricevuto innanzi
una dimostrazione diretta.

. - . rr—1)

Ora giova osservare che la curva f, dotata di ———

2
nodi tendenti al punto »-plo 0, & stata definita soltanto in
senso differenziale; ove si consideri la f in senso integrale,
merceé la continunazione analitica delle funzioni che la deter-
minano, si ha invero una curva d’ordine rn (formata da »
curve traslate di f) che possiede altri punti doppi e anche »
punti »-pli. Sorge quindi la questione di dimostrare che:
Una curve f, dotate di un punto r-plo O a tangenti
distinte, pud riguardarsi come limite di una curve algebrice

r(r —1)

, . )
dello stesso ordine possedente
Jluire in O.

nodi che vadano « con-
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A tale scopo si consideri il sistema (non lineare) }f!
costituito dalla totalita delle curve d’ ordine » che posseggono
un punto »-plo; tenuto conto delle due costanti arbitrarie
da cui dipende la posizione del punto, la dimensione del
sistema &:

n(n—+4-3) @ -+4-1)
2 2

o~

+ 2,

e quindi, per r > 2, ¢ minore della dimensione del sistema }o!

- ‘s . Cr(r—1
costituito dalla totalita delle curve d’ordine n con =1
punti doppi, poiche quest’ultima dimensione vale

I

Lo

am—+3) r(r—1)
2 2

(o risulterebbe superiore al detto numero ove qualche punto
doppio fosse conseguenza dei rimanenti). Ora si potra affer-
mare che una f & limite di curve @, ove si faccia vedere che
il sistema }f{ ¢ contenuto in j7{, ossia che le condizioni
algebriche per Iesistenza di un punto »-plo per una curva
d’ordine n rientrano come caso particolare nelle condizioni

. . r(r—1) . .
per !’esistenza di —g punti doppi.

Per vedere la cosa con la massima chiarezza e precisione
sotto forma geometrica ('), ed anche in vista degli sviluppi
che seguiranno, facciamo una trasformazione per dualita, con-
tinuando a chiamare f e » le curve duali delle precedenti: si

. . r(r —1
verifica che una tangente »-pla o deve contarsi per " -—b——)
tangenti doppie sovrapposte, osservando che con gli » punti

. . orr—1 . .
di contatto si possono formare »~—;)~—) coppie, ciascuna delle

quali & coppia di punti di contatto di una bitangente che
coincide con la o.

Ora se la tangente »-pla o della curva f non é a contatti
distinti, ma possiede per es. un contatto ’ordine v con v > 1,
accade che una curva p, di ugual ordine e classe di f, avente

(!) Per ottenere la verifica algebrica dell’ asserto, occorre scrivere le
condizioni perche una curva algebrica possegga un certo numero di punti
doppi; le quali sono date in forma semplice ed elegante in una lettera
di HerMiTE che si trova nel vol. 84 del Journal fiir Mathematik (pag. 298).
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per limite f, possiederd u tangenti doppie prossime
ad o, fra le quali vi saranno v — 1 tangenti di flesso; infatti
la o possiederd y — 1 intersezioni con la sua hessiana pros-
sime al contatto (v -+ 1)-punto di o con f. Pertanto il teorema
precedente pud essere completato come segue:

Se¢ wna curva f possiede un punto r-plo ordinario con s
rami (Qordine v ..vg, v, 4 v, =17) essa puod riguardarsi
come limite di une curve 9, di uguale ordine e classe, dotata
di UL—————D punti doppi, fra cui r—s (= 3(v— 1)) cuspidi

5 , . ; L uspidi.

16. Numero dei flessi d’una curva: abbassamento prodotto
da un punto doppio o multiplo. — Nel seguito s’intendono
escluse, non soltanto le curve possedenti parti multiple, ma
anche quelle curve ridueibili che contengano delle rette come
parti, casi in cui una curva f ha infiniti punti a comune
colla sua hessiana (§ 8).

Appunto per mezzo della hessiana I, e delle sue inter-
sezioni con la curva f, vogliamo determinare il numero dei
flessi di f che, se I’ordine » >> 3, non pud pil essere desunto
dalle formule 1) e 2) del precedente paragrafo.

Una curva f generale & ordine n (priva di punti doppi)
possiede Sn(n — 2) = n(3n — 6) flessi, intersezioni di f colla
stia hessiana.

Ma questo numero si abbassa in corrispondenza a punti
multipli di f, giacché questi appartengono pure, come mul-
tipli, ad h. '

Calcolando le intersezioni di f ed h che vengono assor-
bite in un punto doppio, dimostreremo il .

Teorema. Un nodo delle curve f abbassa di 6 4l numero
dei flessi; tale abbassamento puo superare G soltanto wel caso
che una tangente principale sia tangente di flesso per il relativo
ramo ; una cuspide ordinaria assorbe precisamente 8 flessi della
CUTVE.

Sussiste dunque la formula

1) ¢t =3n(n — 2) — 63 — 8k,

dove i designa il numero dei flessi, computati gli eventuali
flessi relativi ai rami di un nodo, e dove un flesso d’or-
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dine s (in cui la curva ha s+ 2 intersezioni con la tangente)
conta per s flessi del 1 ordine.

La dimostrazione del teorema enunciato, cioé il computo
delle intersezioni di j colla hessiana I assorbite in un punto
doppio, si svolge come segue:

@) Nel caso in cui la curva f abbia un nodo 0, sap-
piamo (§ 7) che h possiede pure O come doppio ed ha ivi
le stesse tangenti principali. Per questo fatto si assorbono
in 0 p =06 intersezioni di f ed Nh; per escludere che se ne
assorbano di pitt bisogna mostrare che i rami tangenti di fed I
posseggono diversa costante caratteristica ¢ quindi diversa
parabola osculatrice. '

b) Se O & una cuspide per f, sappiamo che I ha in O
un punto triplo e che due tangenti ad I coincidono con la
tangente cuspidale di f. Per questo fatto vengono assorbite
in O p = 8 intersezioni delle due curve; ad escludere che ne
vengano assorbite di pitt basta mostrare che N possiede un
ramo di second’ordine avente una costante diversa da quella
di f(§ 12, eriterio 9).

Ora il calecolo delle costanti caratteristiche riposa per
ciascun caso su un lemna di riduzione, il cui significato geo-
metrico si puo esprimere dicendo: se una curva

Sley) =u, 4+, 4 ees 42, =0,

d’ordine n > 3, dotata di un punto doppio (nodo o cuspide)
nell’orvigine O, possiede in O pitt che o (=6, 8) intersezioni
colla sua hessiana, altrettanto accade per ogni altra curva
dello stesso ordine che abbia la medesima cubica appros-

‘simante
w, 4=, = 0.

Dimostriamo infatti i due lemmi seguenti:

Lemma di riduzione per il nodo. Se f possiede in O un
nodo, le costanti caratteristiche dei rami di & in O dipendono
soltanto dall’ordine di f e dalla sua cubica approssimante.

Sappiamo (§ 12) che la parabola osculatrice ad un ramo
di f dipende soltanto dai coefficienti u, e w,. Ora basta mo-
strare che i termini di $econdo e terzo grado in I dipendono
soltanto da wu,, wu,.

Seriviamo il determinante hessiano della forma

Slays) = Sugen,
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dove si pouga = 1. Troviamo:

ef 3f o ui
v w9y 2 (n— &) %
‘1 - i o*f | Oy
h :I 323y e ‘ Z(n — 1) e
N, ‘ N . o
M n—1) h?)% Y (n—i) %’;3 D (n—i)n—i— D, |.

Appare allora che i termini di ultimo (pitt basso) grado
in «, y dello sviluppo di h provengono soltanto dai termini
di ultimo grado di f, cioé dal determinante

o, o, au,,
2 2 . =9
oa? 0wy (n )
LT R, 97,7
L, u,u, | = ; . a;, ayi‘ (n — ‘)) !
t, e,
(n —2) ,ﬁ (n—2) ay” (n —2)(n — 3)u, |;

invece i termini di penultimo grado, nello sviluppo di b,
proverranno soltanto da u,, u,, e precisamente saranno dati
dalla somma di tre determinanti:

R T R TR TR T2 P I T T TN

costruiti in modo che in una linea ﬁOlII‘l u, e nelle altre
due wu,.
Lemme di ridusione per la cuspide: Si abbia una curva

=, v+, 4 oo 2y,

dotata di una cuspide ordinaria in O; la hessiana h (che &
dotata di un punto triplo in 0) possiede del pari un ramo
del second’ordine con la medesima tangente cuspidale, e la
costante caratteristica di questo ramo dipende soltanto dal-
Iordine e dalla cubica approssimante di f. (Non si esclude
a priori la degenerazione del detto ramo, che corrisponde-
‘rebbe all’ annullamento della costante caratteristica). Anzi
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sappiamo (§ 12) che, data una curva con punto triplo nel-
T ariod .
I’ origine:
PY) = 2, BY® 26, Y° A= 2@ A2y, BY A e =0 (2,5 0),

dotata di ramo cuspidale tangente all’asse y =0, la costante .
caratteristica di questo ramo vale

LR (O B
E=lim =5 "t — a,

~.

sard k== 0, ossia si avra una cuspide ordinaria di , nell’ipo-
tesi o,, == 0.
Cio posto seriviamo

h=2,2y° 4 =0, ¥° + 2,,@"' + ...,

ricordando che I possiede in O un punto triplo di cui due
tangenti coineidono econ y =0; la costante caratteristica del

ramo cuspidale di I sara ];:-—Zl".
“12

‘Ora, nello sviluppo del determinante hessiano, il coeffi-
ciente «,, dipende soltanto dai termini di secondo e terzo:
grado di f; bastera dunque mostrare che anche « , dipende
soltanto da codesti termini. Ma nello sviluppo di It i termini
di quarto grado si otterranno sommando 6 determinanti del

tipo

% _az.?__’i, (:n — % ?l_tz

o o dy ) 5

. 0%t 0%t . Oy

U | — 7 7 a9

Uy WUy U | ay e (n—r) 3
(n—3s) %%“ (n— ) aa%s (n—s)(n—s—1)uy |,

dove ¢ 41 +4+s=8

(=2, r=2, s=2,

Uy = @y, Y7)

Pertanto- dobbiamo mostrare che nei tre determinanti
contenenti I’indice 4 non figura 2*, cioe¢ che, per y =0, si ha

[ g, | = w,u, u, | = | u, u,u, |=0. .
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Per il secondo e il terzo determinante cid risulta evidente
dall’osservare che i termini della prima linea sono nulli in
quanto wu, = a,,%*; invece il primo determinante si annulla
perché (per y=0) sono nulli i termini dell’ultima linea.

Basandoci sui precedenti lemmi di rviduzione forniremo
due diverse dimostrazioni del teorema gia enunciato intorno
al <« numero dei flessi assorbiti in un punto doppio di f ».

Prima dimostrazione diretta: calcolo delle costanti carat-
teristiche dei rami della hessiana.

) Casgo del nodo.

Scriviamo

== Uy, = BY A VA, Y0, BY A=, Y-

avendo preso — per semplicitd — come assi z, ¥y le tangenti
prineipali del nodo. Allora sappiamo (§ 12) che la parabola
disecond’ordine, osculatrice al ramo di f che tocca 1’asse y =0, &

« 5
§=— 30 a2
@,

¢id si verifica intersecando questa parabola colla eurva f=0,
perché Pequazione resultante in « viene di 4° — anziché di 3° —
grado.

Lo hessiano T di f si potra scrivere:

JE— 9e — ” 3
h=wv, 4+ v, + ...= 2, 8Y 4+ 2, 0° 4 ...,

e la parabola di second’ordine, che oscula il ramo della curva
=0 tangente all’asse y =0, sard

. ' - o
Vogliamo calcolare la costante caratteristica ———o—f—" del

11
predetto ramo di I, la quale, come vedremo, si esprime in

. ST .
funzione dell’analoga costante caratteristica — —*° relativa ad f.

11 :
Adottando le notazioni precedenti, abbiamo

v, = | w, Uy U,

7

vy =g, |-, g, || w,

F. ENRIQUES - II. 8
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Il caleolo di ¢, & stato gid fatto, seguendo BRILL, in
condizioni pitt generali (§ 7); appunto da quel calcolo si
¢ dedotto u, = u,, ossia (nel nostro caso) v, =z, 2y. Quello
stesso caleolo, facendo attenzione al coefliciente trascurato, ci
permette di determinare z  ; ma giova invece sviluppare di
nuovo (per v, = a,,ay) il determinante |u,u,u, |, gincché cia-
scuno dei tre determinanti che occorre poi calcolare per
avere v, ha due linee comuni con v,.

Si trova cosi

0- @, (n—2a,,y
v, — a,, 0 (n— 2)a,,
(n—2)a,,y (n— 2),, @ (n —2)(n — 3)a,, vy |,
ossia

v, =(m—1L)(n—2a, 2y,

o, =m—1)(n—2a,’.

Dopo cio occorre calcolare il primo termine di v, : #,,2";
cioe il valore che v, assume per y—0. Si svolgera semplice-
mente questo calcolo tralasciando addirittura quelli fra i
termini dei tre determinanti che danno v,, nei quali figuri
il fattore y. Con tale avvertenza si trova

6a,, 2a,, 3(n — 3)a,,@* |
Uy Uy Uy | y—y = | @y, 0 (n—2)a,x
1
0 (n— 2)a,, = 0 ‘,
cioé -
6 3(n — 3)
Wy 2y Uy | y—y =— (D —2)t; > @y NP ==3m—1)n—2)a,,*a,?"
1 n— 2 :
Si ha poi
0 @, 0
[y Uy Uy | gy = | 24, % 2a,,w (n — 3)a,,2* | =0;
0 (n—2)a,,x 0

I’annullamento identico di questo determinante risulta dal-
l'osservazione che i qunattro termini situati ai vertici del qua-
drato sono zero, e questa osservazione rende superfluo anche
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il calcolo, fatto innanzi, degli altri termini del determinante

medesimo.
In fine
0 @, 0
|2ty Uy 2y |y = Sy 0 (e — e,
C 3 — 3)a,,@? (n — 8)a,, =’ (m—3)(n — 4)aw,,2® |,
ciod
1 n—2 ' : '
Uy Uy Uy | gy = — (n — 3)a,, gy, 2* =2(n — 1)(n — 3)a,,> a,,2°.
3 n—4 :
Si ricava ‘ .
(V3) =0 = — n(n — N)a, > a,, 2%,
tgy = — N( — 1)¢t112(¢30,

e quindi, essendo .« , = (n — 1)(n — 2)a,?,

Ogo M Qyy

a, n—2a,’ .

Appare cosi che la costante caratteristica —0— del ramo
. ‘11
. o . . n
di I differisce per il fattore numerico — P dalla costante
—

caratteristica relativa al ramo tangente di f; e perd quando
t, F0 (n>2) le due costanti caratteristiche sono fra loro
diverse: i dne rami di f ed T non possono avere un -contatto
d’ordine superiore al primo. Il caso d’eccezione: «,,— 0 cor-
risponde all’ipotesi che I’ asse @ abbia 4 intersezioni riunite
con f, cio® sia tangente di flesso per un ramo di f; nel qual
caso la cubica approssimante contiene il suddetto asse come
parte.

- b) Caso della cuspide:

Scriviamo, come innanzi,

S=uy -ty e = @, Y A @y B A 0, VY A €Y A @ Y-

verra
- —_— 02 3 4
h=v,+v, +..=c, 29 + 2, 9¥° 4+ o,z + ...,
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essendo — per il caleolo di BriLn (§ 7) —

i . o,
BWEY Y (6atyy® 4= 2a,,9).

Lo stesso caleolo di Brivnn, facendo. attenzione al coeffi-
ciente trascurato, permette di determinare «,, (¢ anche «,,
che non ci interessa); ma giova qui sviluppare di nuovo diret-
tamente il caleolo di v,, giacché i determinanti che si pre-
sentano servono per il caleolo di quelli che daranno poi .

Avremo

Vy == | Uy Uy Uy | [ Uy 2y 0y | |20 2, 0, |

Ora, poiché u,—=a,,y* non contiene z, i termini della
prima linea nei due determinanti |w,,u, |, {u,n,u,| sono
nulli. Resta

- 3] E—
6a,,v+2a,,y —
vy =|uu, u, | = 0 Aty 2(n — 2)a,,y
0 20 -—2)ay,y (n—2)(n —3)a,y* |,

dove abbiamo omesso di calcolare il secondo e il terzo ter-
mine della prima linea che non hanno influenza sul valore
del determinante. Sviluppando si trova

. 1 n—2 1 n—2
v, =2-6(n — 2)a,, a,,’ : Y’ +2-2(n—2)a,, a,,” 78,
: n—3 2 n—3
ossia
oy, = — 12(n — 1)(n -— 2)a,, @,,>.

Dopo cid occorre calcolare il primo termine di ¢, ;2
cioé il valore che v, assume per y = 0. Avremo:

v, =] u,u, | |y, |, u,u, | 4

A=, | - wg w,u, |+ [ w, u .

Ora il secondo, il terzo e il sesto determinante si annul-
lano identicamente perché, come i & stato notato nel calcolo
di v, i termini della loro prima linea sono identicamente
nulli. Anche il primo e il quarto determinante si annullano
per y =0, giacché sono nulli per y =0 i termini della loro
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terza linea, gia sopra determinati nel calcolo di v,. Per conse-
guenza resta

6a,, 2a,,® 3(n —3)a,,2*
()= = | Uy 2,y ly=0 = 0 s ‘ 0
3(n — 3)a,x® (n—3)a,x* - (n—3)(n— 4)a,,2*

Sviluppando si trova

. 2 1
(8 gy = 8( — 8) g, 05, ot =— 3(n—1)(n— )y, a2,
3n—3) n—4 '

oy =—3(n — 1)(n — 3)a,a,’.

Ricordiamo che, come si & visto innanzi nello svolgimento
del lemma di riduzione, la costante caratteristica del ramo

(cuspidale) di I tangente all’asse y=—=0, & dato da — %o 5

12

questa costante vale dunque

%10 :} (”_3) i‘:ﬁ;g
%y 4 (—2) a,’

Appare cosi che la costante caratteristica del predetto
%ﬂ) di f per il fattore nu-

ramo di N, differisce da quella (—
.. 02

merico —;L%f:—;, e perd quando «,,5+0 (n>2) le due
costanti caratteristiche sono fra loro diverse: i due rami di f
e h non possono avere pitt di 6 intersezioni assorbite nel-
Porigine. Cid & vero anche nel caso n — 3, in cui, 1’anzidetto
ramo di h si riduce all’asse y =0 contato due volte. Il caso
d’eccezione: «,,— 0 corrisponde all’ipotesi che 1’asse y =0
abbia 4 intersezioni riunite con f, caso in cui f non possiede
pilt una cuspide ordinarie e che da luogo a una degenera-
zione della cubica approssimante. Aggiungasi 1’ osservazione
che essendo a,, =40, » >> 3, risulta «,,5=0 e perd h possiede
sempre un ramo cuspidale ordinario tangente ad y =0.

Seconda dimostrazione fondata sulla degenerazione della
curva f.
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Invece di sviluppave il caleolo delle costanti caratteri-
stiche dei vami di f, si puo ragionare come segue. Se alla
curva f, d’ordine n, si sostituisce una curva dello stesso ordine
avente la medesima cubica approssimante, il numero delle
intersezioni di f colla hessiana assorbite in O, cio¢ 1’abbas-
samento del numero dei flessi prodotto dal punto doppio O,
non cambia. Ora osserviamo che, per n=3, e supposta f
irriducibile, il numero (?) che si tratta di determinare vale
precisamente 6 o 8 secondoché O & un nodo o una cuspide
(Cfr. la tabella relativa alla cubica nel § 15). Se n >4, &
lecito sostituire ad f una curva spezzata in una cubica

@y =1, +t, =0,
e in una residua curva
Py = Uy =05 4 eeee -+ ’l/‘n‘_3 =0 |
non passante per O (v,==0), tale che nella sua equazione
manchino i termini di primo grado (v, = 0); infatti la curva
$2pn—s =0,

avrd come cubica approssimante la medesima cubica
VP, = v, U, vy, =0,

La ¢,_, potra supporsi priva di punti doppi. Allora la
hessiana della curva composta »,9, ,=0, d’ordine 3n — 6,
seghera la curva stessa:

1) nei 3n — 9 punti comuni a ¢, e ¢,_,, assorbenti
ciascuno almeno 6 intersezioni;

2) nei o flessi di ¢, (tre o uno secondoché O & nodo o
cuspide) e negli (n — 3)(3n — 15) flessi di Pr—s}

3) infine nel punto O, che conta per p intersezioni, dove &

p=9—o.
Si avrd cosi
1;(3'11 —6)=6(3n — 9) + (n — 3)(3n — 15) 4+ +op,

e quindi
3n® — 6n=>3n* — 6n — 9 40 4 p,

c+p=9,
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sicche si conelude: -

cioé per

S
(=2}

e per

&

=1, p=! e. d. d..

La dimostrazione precedente suppone n > 4 Ma se fosse
p > 9 -—o0 per una quartica

f=u,+u,+u, =0,
sommando ad f una curva

P=0) F Uy e (v, 4= 0),

si otterrebbe una curva

avente la medesima cubiea approssimante
v, 4 v, =0,

e si dedurrebbe quindi che anche per codesta curva (d’ordine
> 4) I’abbassamento del numero dei flessi prodotto da O vale
p>>9 —o; il che contraddice il resultato stabilito.

Cosl la dimostrazione viene resa completa per tutti i casi;
sotto la condizione espressa che la cubica approssimante di f
sia irridueibile, il che esclude i nodi possedenti un ramo dotato
di flesso e le cuspidi straordinarie.

Osservazione. Lia dimostrazione che precede si pud ren-
dere indipendente dai caleoli su eui abbiamo basato i lemmi
di riduzione, merceé semplici considerazioni di continuita. Per
semplicitd di discorso riferiamoci al caso del nodo.

Anzitutto dimostriamo che: per una curva generale d’or-
dine n >4 un nodo, dove le tangenti principali non siano
di flesso, diminuisce di 6 il numero dei flessi. Infatti fra le
curve f dotate della suddetta singolarita, vi sono curve dege-
neri in una cubica e in una residua curva d’ordine n-— 3,
per le quali 1’abbassamento del numero dei flessi prodotto dal
nodo vale 6 e non pitu di 6; mentre codesto abbassamento
pud aumentare, ma non diminuire, passando dalla curva ge-
nerica di una determinata famiglia ad una curva particolare,
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limite di essa.Ora se per una particolare curva f accade che
un nodo abbassi di pitt che 6 il numero dei flessi, bisogna
che un flesso della curva generica, avente per limite f, venga
a sovrapporsi al nodo, cioé che una tangente principale ac-
quisti contatto tripunto col suo ramo (quadripunto con la
_eurva). '

Lo stesso ragionamento si pud ripetere per la cuspide,
dimostrando prima che (per una curva d’ovdine n>4) la
cuspide ordinaria diminuisce in generale di 8 il numero dei
flessi, ¢ notando poi che quando — per una curva parti-
colare — un flesso venga a sovrapporsi alla cuspide, la tan- .
gente cuspidale acquista contatto quadripunto, si che non si
ha pit una cuspide ordinaria.

B ovvio che il caso n =4, escluso nelle precedenti con-
siderazioni, si tratta come innanzi, sommando alla quartica
un’altra curva.

Passiamo a valutare I'abbassamento del numero dei flessi
che viene prodotto da un punto #-plo ordinario, per » > 2.
Si tratta di determinare le intersezioni della curva f con la
hessiana I, che vengono assorbite in un tal punto O.

Supponiamo che in O si abbiano s <+ tangenti princi-
pali distinte, corrispondenti a rami d’ordine v, ....v;; e sia dap-
prima s > 1. 11 comportamento di I in O, dato dal teorema
di Brinn (§ 7), permette di affermare che le intersezioni di f
ed I assorbite in O sono almeno

rB3r —4) 4+ r + 32 —2) =3r(r — 1) 4- 2(r — 5);

infatti A ha in O un punto (3r — 4)-plo e possiede in gene-
rale come tangenti principali le r tangenti di f, pitt altre 2+ — 4
tangenti che formano il gruppo hessiano delle » nominate
nel fascio O; per ogni ramo d’ordine v >>1 di f accade che
altre 2v — 2 tangenti di i vanno a coincidere con una tan-
gente di f. Si puo dimostrare che il numero delle interse-
zioni di f ed N assorbite in O & precisamente quello espresso
dalla formula precedente, salvo il caso che vi siano rami
lineari di f dotati di flesso; a tale scopo occorrerebbe calcolare
in questo caso, come gid si & fatto per r =2, le costanti
caratteristiche dei rami di h, escludendo contatti superiori al
contatto semplice. '
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Lo stesso procedimento & applicabile al caso s=1 (ramo
cuspidale d’ordine »); occorre soltanto ricordare che in questo
caso N possiede in O un punto di molteplicita 3r — 3 anziche
3r—4, e che 2r — 2 tangenti principali di b coincidono con
la tangente di f; cosi — dopo aver escluso contatti superiori
inecompatibili eon una cuspide ordinaria — si concludera che
il numero delle intersezioni di I ed f assorbite in O vale

P(3r —3)+2r —2=3r(r —1)4+2(r —1),

resultato che coincide con quello che verrebbe espresso dalla
formula precedente per s —1.

Riassumendo otterremo il

Teorema: Un punto r-plo ordinario con s rami, i cus rami
lineari non posseggano flessi, assorbe

3r(r — 1) +2(r — 8)

. . , r(r—1)
Slessi, equivalendo cost @ —;——
cuspidi. - )
In luogo di giustificare la deduzione precedente, svilup-
pando il caleolo delle costanti caratteristiche cui si & sopra
accennato, basterd giustificare I’equivalenza qui enunciata,
fondandoci sulle considerazioni di limite del precedente pa-
ragrafo. .

Ricordiamo dunque che se una curva f possiede un punto
r-plo ordinario O, con s rami, essa puo ritenersi come limite

punti doppi, fra cui r —s

. . . 7
di una curva p, di uguale ordine e classe, avente

punti doppi, fra cui r —s cuspidi (cefr. pag. 108). Ora fra le tan-
genti condotte alla ¢ da un punto generico, P, del piano, non ve
ne & alcuna il cui punto di contatto sia prossimo ad 0, giacche
il punto »-plo abbasserebbe la classe di pitt che 7(r — 1) -+ (r—s)
unita. Se dunque il punto I’ viene preso sopra una tangente
propria p di », il cui punto di contatto sia prossimo ad O,
al limite la retta p deve diventare una tangente principale
di f. Effettivamente per un punto P, preso sopra una tan-
gente principale (fuori di 0), accade che la retta PO assorbe
un’ altra tangente condotta per I’ alla curva; né puod assorbire,
invece che una, due tangenti di pitl, se essa non ha » + 2
intersezioni con f in O, caso che deve escludersi — oltreche
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per i rami cuspidali ordinari — anche per i rami lineari di f,
in virttt delle nostre ipotesi. Cio posto risulta che la curva ¢
non possiede aleun flesso prossimo ad O (neppure sul ramo
di un nodo); in conseguenza il numero delle intersezioni di f
ed I assorbite in O si ottiene come limite delle intersezioni
di ¢ con la propria hessiana che vengono assorbite nei nodi
e nelle cuspidi in vicinanza di 0, ond’é dato da
t

r—1)

6L -2 — s).

2 e. d. d.

17. Le formule di Pliicker e I’equazione del genere. —

Riassumiamo le formule ottenute nei precedenti paragrafi.

Si abbia una curva f, che per semplicita supporremo irri-
ducibile, dotata di singolaritd ordinarie, e se ne designi:
con n I’ordine,
con & il numero dei nodi,
¢on & il numero delle cuspidi,
valutando come equivalente ad ﬂ;l_) punti doppi, fra cui
2 .

r — s cuspidi, un punto r-plo con s rami; si designi similmente:
con m la classe, ‘
con t il numero delle tangenti doppie a contatti distinte,
con ¢ il numero dei flessi,

valutando come sopra I’equivalenza delle tangenti multiple, e

includendo nel numero 4 ogni flesso che eventualmente appar-

tenga al ramo lineare d’un punto multiplo; allora
7 set caratter:
n, 9, k, m, T, 4,

sono legati dalle tre relaziond indipendenti:

1) m=n(n —1)— 23— 3k
2) w=mm—1)—2: — 31
.3) = 3n(n —2)— 65 — 8k.

Le prime due relazioni risalgono a PoNCELET (1818-1831)
che vi giunse con considerazioni di continuitd (efr. L. 2°
§ 19 e il Cap. IV di questo Libro): PLUCKER (1834-1839),
oltre a svolgere la dimostrazione di codeste relazioni, vi ha
aggiunto la formula 3) ed altre formule che mne dipendono;
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percio 1’insieme delle relazioni fra i sei caratteri n, &, k, m, T, 1,
ha ricevato il nome di gruppo delle formule di PLUCKER.

A questo gruppo di formule appartengono le seguenti,
che si deducono (cfr. L. 2°, § 21, Vol. I, pag. 266) combi-
nando le 1) 2) 3):

4) I = 3m@m — 2) — 6t — 8¢,

) = n(n — 2)(n® —9) — [n(n —1) — 6](23 —|— 3k) +
+ 253 —1) —1—6570 + h(l., —1),

6) 5= 1 5 m(m—2)(m* —9) — [m(m —1) — 6] (2r—l 31)+
+ 2t(z —1) +6Lz—|—— i(i— 1),

7) 3m —i=3n—Fk,
8) n(n- ;|— 3) 5ok — o)z.(nz.9+ 3) T — 9%

— 1) (n — ,— —2 .
9 (n ])o(nl 2) S — (m 1)‘)(’” ) T — .

- -l

La dimostrazione del gruppo di formule 1)....9) importa
sostanzialmente la dimostrazione di due formule: per esempio
della prima, da cui si deduce per dualitd la seconda, e della
terza, che PLUCKER ottiene col calcolo diretto del numero dei
flessi; questo caleolo ha preso forma piu significativa mediante
I'introduzione della curva covariante di HusSE (1844).

Ora, in luogo di basarsi sulla formula 3), si pud dimo-
strare in modo diretto qualcuna di quelle che seguono, per
esempio valutare il numero delle tangenti doppie d’una
curva d’ordine n, che vale in generale %11(1@—2)(1@2—9),
ricercando poi la diminuzione prodotta sul detto numero dalla
presenza di punti doppi. A questo proposito PLUCKER stesso
osserva (') che la diminuzione del numero delle tangenti
doppie prodotta da un punto doppio O, viene data dalle
tangenti per G alla curva, ciascuna delle quali & da contare
due volte per ragioni di continuitd (cfr. Cap. IV).

() « Theorie der Algebraischen Curven », pag. 209.
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La deferminazione delle tangenti doppie ad una curva
d’ordine n si pud fare con calcolo diretto, assegnando una
curva che seghi la data nei punti di contatto delle tangenti
doppie; questa via & stata percorsa anzitutto da Cavimy (')
nel 1846 e poi da Jacosr (1850) (?), il quale sembra non fosse
interamente persuaso dell’uso del principio di dualithd, a cui
PLUCKER ricorreva.

Accanto ai due modi di deduzione delle formule di
Pliicker, ove si apprende a valutare (dopo la classe) il numero
dei flessi o delle tangenti doppie, si presenta un terzo modo
ove si tratta di stabilire direttamente qualcuna delle equa-
zioni simmetriche fra i caratteri plueckeriani, e segnatamente
Ia 9). Questo modo ha grande importanza perché mette in
Ince il significato d’un carattere fondamentale delle curve,
designato eol nome di genere (efr. L. 2°, § 23). Al quale si
riferiscono le seguenti considerazioni.

(n—1(n—2)

Chiamasi « genere » ’espressione p = o —3—F
-

che figura nella formula 9); essa designa il numero dei punti
doppi che manca alla curva (irreducibile) d’ordine n per
averne il massimo. Infatti si & dimostrato (L. 2°, § 23) che
codesta espressione & = 0 nell’ ipotesi, che qui sottintendiamo,
della irriducibilita, giacché altrimenti la curva data f avrebbe
pitt che n(n — 1) intersezioni con una curva d’ordine n — 1
che passi »r—1 \'olte per 00'11i punto r-plo di f e contenga
(n — L)(n +

______9___*

~

altri Z(T pnnbl semplici della f stessa.

Introducendo il genere p, la formula 1) si pud serivere
m=2n-+2p —2+L.

Ora ricordando che le rette congiungenti le cuspidi sono
da ritenere come tangenti improprie « rami della curva
(efr. L. 1°, § 11; L. 2° § 23) si ha che: il numero delle tan-
genti a rami di una, curva d’ordine n e genere p, passanti

() Journal fiir Math., Bd. 34, pag. 37.

(3 Journal fiie Math., Bd. 40, pag. 37. Cfr. CresscH, ibidem, Bd. 63,
(1864). Altri sviluppi nello stesso ordine d’idee appartengono a SALMON
(1858) ¢ Cayrey (1859). Cfr. CrepscH-LINDEMANN, « Lezioni » trad. fr,
t. 11, p. 64.
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per un punto generico vale
2n +2p — 2.

Questo resultato si pud estendere, valutando il numero
delle tangenti altrove a rami della curva, che passano per
un suo punto semplice o multiplo. Gid .nel L. 2°, §§ 19, 23
abbiamo fatto questa valutazione per il caso (i un punto »-plo
a tangenti distinte; qui, riprendendo il calcolo sulla base della
teoria delle polari, imporremo soltanto la restrizione che si
tratti di punti multipli ordinari. '

Sia dunque O un punto »-plo ordinario della curva f (r=1);
vogliamo valutare le tangenti alla curva condotte per O,
all’infoori delle tangenti principali che la toccano in O stesso,
ed escludendo dapprima che qualche tangente principale risulti
tangente in qualche altro punto della eurva, oppure tangente
di flesso per il relativo ramo; tenuto conto dell’ipotesi fon-
damentale relativa alle singolaritd ordinarie, abbiamo dunque
che le tangenti principali in O posseggono r -+ 1, e non pit,
intersezioni con f.

Posto 'O nell’origine, seriviamo 1’equazione della curva

=+ tpy, + s +u,, =0

le tangenti ad f per O sono date dalle intersezioni di f con

la polare ¢ di O, che — passando attraverso le coordinate
omogenee — si trova espressa da:

D= (0 — 1N, 4 (0 — 1 — Dtyy, 4 e = 0

quindi, per ottenere le tangenti altrove ad f per 0, occorre
cereare quante sono le intersezioni delle due curve f e ¢,
assorbite in O. -

Ora le curve f e b posseggono in O un punto di uguale
molteplicita 7, colle medesime tangenti principali. Per questo
fatto le intersezioni assorbite in O sono 7* -+ r. Occorre rico-
noscere che i rami di f e  non posseggono contatto supe-
riore al contatto semplice, affinché si possa concludere che
non viene assorbito in O un numero d’intersezioni > 7*-- 4.
Ma questo riconoseimento ¢ immediato se le tangenti prin-
cipali ad f posseggono (r--1) ¢ non pitt intersezioni con f.
Infatti si assuma (operando un’eventnale rotazione degli assi
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coordinati) la retta y =0 come tangente ad un ramo, d’or-
«line v, di f; sara
J— Y 4l —N .
Up =@ Y sy @y r—y F0);
e se la y=0 ¢ tangente (»r + 1)-punta di f:
Wy = Cppy, o7 4 i

Uiy, g +0.

Allora la costante caratteristica del ramo di f tangente
ad'y=0 & data da

con

v @

. 1q -

¢ = lim j’ == — Tkl
w=0 g1 @y, r—y

sicché ¢ =£ 0 (cfr. le osservazioni che terminano il § 12); I’ana-
loga costante pel ramo tangente di ¢ vale

i (n — ) )
T m—r—0°
sicché ¢ == c.

Si conclude che le intersezioni di f e b fuori di O sono
n(n — 1) — r(r 4+ 1); ma, per avere le tangenti a rami con-
dotte da O ad f, codesto numero va diminunito di 2 per ogni
punto doppio, nodo o cuspide — o di s(s — 1) per ogni punto
s-plo — che la curva f possegga fuori di 0, cosl come aceade
quando si cercano le tangenti per un punto esterno. Per tal
modo, designando con 3’ il numero dei punti doppi di f fuori

di O, il numero delle tangenti cercate risultera:

n(n—1) —rir 4+ 1) — 27,
e poiche

(n—1n—2) o@—1) ¥
= D Ty T

y4
il detto numero verrd espresso da
2(n —r) 4 2p — 2.

Nel computo precedente si sono esclusi due casi parti-
-colari che, mediante una convenzione basata sul principio di
continuita, si lasciano ricondurre alla formula precedente. In
primo luogo, se accade che una tangente principale per O
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tocehi la carva in un altro punto A, ¢ chiaro che essa deve
computarsi fra le tangenti altrove alla curva condotte per O.
In secondo luogo, se un ramo lineare di f per O possiede un
flesso, la relativa tangente dovri ritenersi come tangente in
un punto infinitamente vicino ad O condotta per 0, e figurera
precisamente s — 2 volte nel gruppo delle tangenti altrove
ad f per O, quando il Hesso anzidetto dia lnogo a un contatto
s-punto; il che, ove non si voglia ricorrere a considerazioni di
continuitd si pud facilmente provare con una verifica dirvetta.

Riassumendo: .

St abbia una curva irriducibile &’ ordine n e genere p
{dotata di singolarita ordinarie); il nwmero delle tangeriti altrove
alla curva condotte per un punto r-plo O (r == 0), computate in
esso le tangenti proprie e le tangenti improprie @ rami cuspi-
dalt, vale

2y 4 2p — 2,

designando v=mn — il numero delle intersezioni variabili
della curva con le rette per O; il numero delle tangenti altrove
viene calcolato defalcando dal numero totale delle tangenti
per O il gruppo delle # tangenti principali contato 2 volte.

Dopo avere cosl rilevato il significato caratteristico del
genere, ritorniamo alla formula 9), che si pud designare come
« equazione del genere », in quanto esprime che «il genere
di una curva come luogo & uguale al genere della curva
come inviluppo ». Ora questa equazione potrd essere dimo-
strata direttamente in base ad un teorema generale d’inva-
rianza del genere, tenuto conto della corrispondenza biuni-
voca fra curva luogo e curva inviluppo, dove ad ogni punto
corrisponde la relativa tangente. Si avra cosi un nuovo modo
di dimostrazione della formula 3), la quale si potra dedurre
dalle 1) 2) e 9), senza rvicorrere alla hessiana e agli sviluppi
dei §§ 7 e 12.

Converra premettere le seguenti

Osservazions preliminari sulle corrispondenze birazionali
Jra curve:

Si abbia una curva algebrica irriducibile

poniamo X e Y funzioni razionali di = e y che, ridotte allo
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stesso dominatore possono seriversi:

v 2@y eulry)
0, (0y)’ oy(ey)’
@ o, in forma omogenea.

’ < () b

X, =9y (@2,7), X,=oq(@,2), X, =q@72,2),

dove, per semplicita di discorso, viene supposto che ¢, 9,, ¢,
siano dello stesso ordine (bastando altrimenti moltiplicare
per una potenza di w,).

Il luogo dei punti che corrispondono ai punti di f nella
trasformazioue «) ¢ una curva algebrica

F(XY)= F(X, X,X,) =0,

la cui equazione si dedunce eliminando le «, y, oppure le z,z,%,, -
fra le relazioni «) e I’equazione f—0.

In generale la trasformazione univoca che fa passare dalla
curva f alle F & univocamente, cioé razionalmente, invertibile
fra le due curve.

Infatti dato un punto (XY) di F, per trovare i punti
di f'ehe gli corrispondono nella trasformazione inversa della «),
occorre risolvere il sistema delle tre equazioni

x— 7@ 2y

le quali debbono essere compatibili e definiranno, in gene-
rale, una sola coppia di valori «, y. Per escludere il ecaso
particolare in cui ad (XY) corrispondano pitt punti (2y) di f,

si potra scegliere in modo arbitrario la funzione razionale ™
: P
la quale assumera lo stesso valore in un certo gruppo G di

punti della f, purché si prenda poi la C‘D— in modo che essa
riceva valori diversi nei punti di G. g

In cio che segue supponiamo che la corrispondenze fra fe IF
sia effettivamente biunivoca, cioé birazionale. Mentre a un
punto generico di f corrisponde un determinato punto di F,
(e cosi ad un punto generico di I’ corrisponde un punto di f),
potranno esistere su f (e analogamente su I') dei punti d’ ecce-




CAPITOLO 1L 129

zione per cui le formule della trasformazione riescono inde-

terminate; tali sono i punti di f dove si abbia contempo-
faneamente

9, =9, =¢, =0.

Quando si presenta questa eccezione & naturale chiedersi
se essa possa venire rimossa, definendo in base alla legge di
continuitd i mutui rapporti di X,, X,, X,, che si presentano

sotto la forma indeterminata ~. A tale scopo svolgeremo le
considerazioni seguenti.

Le curve o, + o, + vp, — 0 formeranno in generale una
rete; va eccepito un solo caso che considereremo in appresso.
Ora la trasformazione «) fra le due eurve f e F appare subor-
dinata ad una trasformazione razionale A) fra i rispettivi
piani, la gnale viene rappresentata dalle medesime formule.
Questa trasformazione si definisce geometricamente ponendo
una proietéivite fra la rete iop, 4 pop, +-vp, =0 e il piano
rigato 2 X, + X, +vX, =0, in guisa che ad ogni elemento
(curva) della rete corrisponda una retta, e ad ogni fascio di
carve un fascio di rette. Appare cosi che la trasformazione 4)
non sard in generale univocamente invertibile, perché¢ — a
prescindere dai punti base della rete ip, + po, +vp, =0 — si
dovranno ritenere come omologhi di un punto (X) nella cor-
rispondenza A’), inversa di A), i punti comuni alle curve del
fascio corrispondente al fascio di rette di centro (X); il
numero d di questi punti, cio¢ il numero delle intersezioni
rariabili di due curve della rete (grado della rete) sard, in
generale, d > 1. (Nel caso particolare d =0 la trasforma-
zione A) fard corrispondere ai punti () del primo piano i punti
della eurva F=0, e non sard invertibile per i punti fuori di
questa). La ftrasformazione A’), in cui ad ogni punto (X)
corrispondono d > 1 punti (z), fard corrispondere alla curva F
una carva composta della fe di una parte complementare 0,
che viene descritta dai d — 1 punti coniugati di un punto
variabile su f, ritenendo come coningati i punti () che hanno
un medesimo omologo in /). T.a corrispondenza biunivoca
fra le curve f e I7 pud venire ugualmente subordinata ad
una trasformazione razionale fra il secondo piano ed il primo,

ove si estendano ai punti (X) fuori di F le formule della
trasformazione inversa di «).

SO

F. ENRIQUES - II.
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Jio posto torniamo a considerare un punto base per la
rete 2, -1y, -1- vy, == 0, che designeremo con 2, nell’ ipotesi
in cui esso appartenga ad f (e dia quindi luogo ad una eccezione
per la corrispondenza a). Se I’ ¢ punto semplice per £, le curve
della rete che toceano f in I? (o che hanno in /2 un contatto
ulteriore qualora il contatto si avverasse gidv per tutte le eurve
della rete) formeranno un fascio a cui risponderd un fascio di
refte, e cosl verra determinato per continuita I’ omologo di I
su I 1eceezione considerata ¢ soltanto apparente.

Ma pongasi invece che P sia doppio o r-plo, con r -2,
per f, a tangenti distinte; allora le curve della rete passanti
per I’ e toceanti (o toceanti ulteriormente) un ramo di f,
formano un fascio; si vede quindi che a I’ corrispondono in
generale due o » punti semplici di F; solo eccezionalmente
i due punti anzidetti potranno sovrapporsi in un punto doppio
di F. Qualora poi il punto doppio d’eccezione su f divenga
una cuspide, i due punti omologhi vengono a coincidere.

[’ osservazione precedente permette di riconoscere che ad
un punto semplice P di f corvisponde un punto semplice I’
di F, semprech¢ P’ non sia eccezionale per la trasformazione
inversa; similmente I’omologo di un punto P doppio o mul-
tiplo, per f, che non sia punto base della rete trasformante,
sard an punto I”” di uguale molteplicita per F, salvo il caso che
esso sia un punto di eccezione della trasformazione inversa.

Le cose dette si estendono al caso, eccepito innanzi, in
cui le v, 0,0, appartengano ad un fascio di curve (unisecanti f),
Ps

sicehé si abbia ™' =k 2, e I'= X — kX =0 risulti una retta:
ld - T‘

ai nodi di f corvisponderanno coppie di punti di questa
retta, ece. Quindi i resultati ottenuti si potranmo riassumere
nel seguente enunciato che ha una validiti assolutamente
generale, anche fuori delle ipotesi relative alle singolarita
delle c¢nrve in cui per semplicita ¢i siamo posti:

Una corrispondenza birazionale fra due curve puo rite-
nerst biunivoca sensa eccesione ove i pensi ciascun punto mul-
tiplo come resultante dalla sovrapposizione di tanty punti quanti
sono ¢ rami (lincari o cuspidali) delle curve che vi passano.

Cio posto veniamo al

TREOREMA DI INVARIANZA DBEL GENEBRE. Se fre duwe curve
wrriducibili dotate di singolarita ordinarie, intercede une cor-
rispondensa birazionale, le due curve Tanno lo stesso genere.
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Di questo teorema fondamentale si posseggono varie dimo-
strazioni (cefr. la Notizia storica che segue); riprodurremo qui
la semplice dimostrazione dovuta al BerriNt ().

Immaginiamo le due curve f ¢ I' collocate in un medesimo
piano e proiettiamole rispettivamente da due punti generici 0
e O del piano stesso; le intersezioni. dei ragei proiettanti i
punti omologhi deserivono una curva p che ¢ in corrispon-
denza birazionale con le f e I'; designando con », N gli ordini
di f, F, la curva v sara intersecata dalle rette per O in » punti
variabili e dalle rette per O in N punti. La considerazione di
questa curva ausiliaria permette di riconoscere che le tangenti
(proprie o improprie) a rami di /' condotte per O sono anche
tangenti a rami di », stcché f e o, essendo intersecate dalle
rette per O ugualmente in n punti variabili, avranno lo stesso
genere; in modo analogo si trova che » ed I' hanno pure il
medesimo genere, e da cio si conclude "uguaglianza dei generi
di fe I

Il riconoscimento che le tangenti a rami di f per O coin-
cidono con le tangenti a rami di » condotte per il medesimo
punto, si basa sostanzialmente sul fatto che la corrispondenza
fra f e @ € biunivoca senza eccezione fra i rami, sicché una
retta che incontra un ramo di f in due punti infinitamente
vicini gode della stessa proprieta rispetto al ramo omologo
di o, e viceversa.

Una analisi pitt minuta vale a illustrare le circostanze
della corrvispondenza. Per semplicitis supporremo che f e F
posseggano soltanto nodi e cuspidi ordinarie; sara facile vedere
le modificazioni di ragionamento che occorrono nel caso di
singolaritd ordinarie piu elevate.

Notiamo anzitutto come prendono origine le singolarita
della curva ». In primo luogo (uesta curva possiederd come
multipli i punti O e 0'; le tangenti in O (e cosl in 0), pos-
sono supporsi distinte e non di flesso per i relativi rami, in
quanto passano per i punti omologhi delle intersezioni di 00’
con F, dove O e O' sono — come si & detto — punti gene-
rici del piano. '

In secondo luogo nasce un punto doppio di ¢ quando a
due punti distinti 4 e B di f, allineati con 0O, rispondono due
punti A" e B di F, allineati con 0', oppure quando ad 4, B

() Giornale di Matematiche, t. 7, (1869).
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corrisponde un punto doppio di F, o infine quando si corri-
spondono due nodi delle due curve; questi ultimi due casi
possono invero ritenersi casi particolari del precedente. Aggiun-
gasi che il punto doppio di ¢, cosi determinato, deve supporsi
sempre a tangenti distinte, ove si escludano posizioni partico-
lari di O, O'. Infatti vi ¢ in generale per O un numero finito
di rette contenenti coppie di punti (distinti o sovrapposti in
un nodo) a cui rispondono coppie di punti allineati con O0';
soltanto quando due fra le nominate rette per O coincidono,
cido che si traduce in una equazione fra le coordinate di O,
puo aversi un punto doppio di » dove la curva ¢ costituita da
due rami tangenti (singolaritd straordinaria detta tecnodo).

In terzo luogo nasce una cuspide di ¢ quando si corri-
spondono due cuspidi di f e F, oppure due punti semplici P, P’
dove si abbiano come tangenti le OP e O’ P'; ma quest’ ultimo
caso si puod escludere evitando posizioni particolari di 0, 0.

Cid posto: una retta generica per 0, 7, sega fin n punti
distinti a cui corrispondono » punti distinti di p; a noi occorre
esaminare quando due delle intersezioni di » con f, o con o,
vengono a coincidere. It lecito escludere che O si trovi sopra
una tangente principale in un punto doppio di f, oppure sopra
una tangente doppia o di flesso. Allora:

1) Se due delle intersezioni di » con f vengono a sovrap-
porsi in un nodo, i punti omologhi a questo sono distinti o
sovrapposti in un nodo di »; in ogni caso la r non risulta
tangente a un ramo di p, altrimenti pitt di due intersezioni
di r con f sarebbero venute a coincidere.

2) Se due intersezioni di » con f vengono a coincidere
in un punto semplice di contatto, a questo punto corrisponde
un punto semplice di » con la medesima tangente (la quale
non puo essere (i flesso).

3) Se invece due intersezioni di f eon r vengono a
“coincidere in una cuspide P, a questa corrisponde un punto
semplice, P, di » con la tangente OP, oppure una cuspide.

Reciprocamente se due delle intersezioni di » con ¢ ven-
gono a coincidere in un punto semplice, altrettanto accade
per le intersezioni omologhe di f, perch¢ a punti distinti
corrisponderebbero punti distinti o sovrapposti in un nodo;
se invece due intersezioni di 7 con 7 vengono a coincidere
in una cuspide questa corvisponde — come abbiam visto —
ad una cuspide di f; la coincidenza di due intersezioni di »
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in un nodo di » risponde, come abbiam visto, ad una retta r
secante f in dune punti distinti o sovrapposti in un nodo.
In conclusione le
2n +4-2p — 2

tangenti altrove ad f condotte per O (tangenti in punti sem-
plici o rette congiungenti le cuspidi) sono ugualmente tan-.
genti a o, e percid ¢ ha lo stesso genere p di f. Altrettanto
si pud dire per p ed F, sicche si conclude che f e F hanno
lo stesso genere . c. d. d.

Osservasione. Se 1 punti O e 0" eadono nei punti all’infi-
nito degli assi @ e y, la curva ausiliaria ¢(Zj) =0 si. ottiene
da f(zy) =0 colla trasformazione omologica:

T—2x
( o 6.7(:7;17))
a ) A y = 0(zy) = =<
T
BASad
¢ dalla curva ¢(Zy) =0 si passa alla F(XY)=0 ponendo
. b (@) N o
«,) Kl 4’3 zy) dove (L‘('ﬁf?_’):%g?g(’jq{)‘
~ ’ Y=y b (2y) @y i2H(zY)!

Cosl la dimostrazione dell’invarianza del genere viene
basata sulla decomposizione della trasformazione birazionale «)
nelle due trasformazioni omologiche «,) «,) (fatta prima
un’eventuale rotazione degli assi coordinati allo scopo di
escludere particolari posizioni di 0, 0O').

Qui giova rilevare che le tangenti (proprie e improprie)
a rami di f condotte per O corrispondono ai punti di dira-
mazione della funzione algebrica y(x), o della corrispon-
denza [vy] sulla retta o sul piano complesso (L. 2°, §§ 24, 36).
Da ¢ido si pud trarre una nuova dimostrazione dell’ invarianza
del genere nella trasformazione omologica «,); infatti un punto
di diramazione di y(z), girando attorno al quale si produce
lo scambio di due valori di %, risulta pure punto di dirama-
zione per ¥(Z), dando luogo al medesimo scambio dei corri-
spondenti valori di 7.

Del teorema d’invarianza del genere si puo fare una
]
semplice applicazione al caso delle curve razionali.
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Dicesi razionale una curva i cui punti (xy) eorrispondono
birazionalmente ai valori d’un parametro ¢, sicché si abbia
una rappresentazione parametrica del tipo:

wll) y_p, (e
Py(8) ?,(2)’ b, (2y)

dove v, 9,, 9,, b, b, designano dei polinomi. Ora, per defi-

nizione, una curva razionale & in corrispondenza biunivoca

colla vetta su cui & disteso il parametro ¢ e percid il suo

T =

: 1 . )
genere vale, come per n=1: p=—=_5(1 — 1)(1 — 2)=0.

Dunque: le curve raszionali sono di genere zero; propo-
sizione di eui abbiamo gia fornito mma dimostrazione diretta,
sulla base del prineipio di corrispondenza, nel L. 1°, § 23.

Notizia storica. La scoperta dell’invarianza del genere
per trasformazioni birazionali dell’equazioni algebrica f(ay) =0
proviene dall’idea di Rirrdraxy (1857) di rappresentare con
un continuo superticiale 1’insieme dei punti reali e complessi
di f=0: il genere di f corrisponde all’ovdine di connessione
della superficie di Riemann (efr. L. 29 §§ 34-36).

Da questo punto di vista viene messa in luce 'inva-
rianza del genere per qualsiasi trasformazione biunivoea e
continua senza eccezione, e quindi in particolare per ogni
trasformazione biunivoca analitica, cio¢ birazionale, eseguita
sulla f=10. Dopoch¢ Cresscir (1864) ebbe rilevato 1’impor-
tanza del genere nella teoria delle curve (cfr. la nota storica
nel § 23 del libro 2°, vol. I, pag. 285), il teorema dell’inva-
rianza ha ricevuto varie dimostrazioni algebriche: anzitutto
una verifica diretta bhasata sull” analisi delle formule di tras-
formazione viene data da CLuBscH ¢ GORDAN (1866) (*), mentre
il CremoxaA (1866) porge del teorema una dimostrazione
geometrica che si fonda sulla considerazione delle superficie
rigate (*). Se si pongono in piani diversi due curve d’or-
dine n e 2/, fra cui intercede una corrispondenza biunivoca,
le rette che uniscono i punti omologhi formano una rigata
di grado n -+ n'; questa possiede una curva doppia il cui
ordine N si esprime per i caratteri plueckeriani n, 2, k, ed

(1) Cfr. le lezioni di Crusscu-LiNpeMANN, trad. fr., t. III, pag. 8.
(®) Preliminari di una teoria geometrica delle superficie, n.° 54.
Cfr. Opere, t. II, pag. 328.
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W', 7, I delle due curve:

ol

N=—=un —}- ,7,,1'_(_’)_",5.)_—__'.‘.)) -2 - ) — wn . )_'(_”,;;:;%,) - s -+ ]l;’7

2 2
dal che si deduce I’uguaglianza dei generi.

A queste dimostrazioni segue quella di BrrriNi (1869),
che sopra abbiamo svolto. Oltre alla particolare semplicitd
del concetto informatore, questa dimostrazione ha anche il
pregio i rispecchiare il passaggio che pud farsi dalla super-
ficie di Riemann rappresentativa della curva f alla superticie
della trasformata. Infatéi la trasformazione che si eseguisce
sopra (xy) viene qui decomposta in due trasformazioni ele-
mentari operanti sopra una sola variabile; ora quando si
:aambia ¥ in una funzione Y(wy) lasciando ferma la z, restano
immutati nel piano rappresentativo della 2 I punti di dira-
mazione, dai quali dipende Ia costruzione della superficie a
fogli che porge la riemanniana di f° (efr. L. 2°, §§ 34 e 36).

Il teorema dell’invarianza del genere appare sotto una
nuova luce nella teoria delle funzioni razionali, o serie lineari
~(/,|, e ‘(/:, sopra una curva; al quale punto di vista si possono
collegarve diverse dimostrazioni del teorema: (BRILL e NOTHER,
1874 Swearp, 1894; ExriQues, 1899, 1914). Cosi, in partico-
lare, il genere si presenta qui in rapporto al diseriminante
delle funzioni algebriche o, geometricamente, in rapporto
al numero delle curve di un fascio che toceano la curva
data; la valutazione di questo numero si fa direftamente
in funzione del genere ¢ del grado n della serie _gi segata
dal fascio, dal che segue pure una semplice dimostrazione
del teorema ’invarianza (').

18. Nota sui caratteri delle curve gobbe: formule di
Cayley. — Le velazioni plueckeriane fra i caratteri di una
curva algebrica piana si lasciano estendere alle curve gobbe
— appartenenti allo spazio di tre dimensioni — ed anche
alle curve iperspaziali. L.a prima estensione & dovuta a
Caviry (1843) (%), la seconda a Viroxgesk (1881) (°). Noi ci

(Y) Cfr. le Lezioni di Crepscu-LiNpeyany, trad. fr, t. IIT, pag. 8.

() Journal de Math., t. 10, pag. 245; Cambridge and Dublin. Math.
Journal, t. 5, pag. 18.

() Math. Annalen, Bd. 19, pag. 195.
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limiteremo a indicare brevemente come sorgano le formule
di CAYLEY.

Premetteremo un breve riassunto di:

Nozioni generali sulle curve gobbe e sulle rigate. Ricor-
diamo anzitutto la definizione delle curve algebriche dello
spazio ('), conforme a quella generale delle varietd negli spazi
a quante si vogliano dimensioni (L. 1°, § 23, Vol. I, pag. 137):
dicesi curva algebrica il luogo dei punti (xyz) che viene rap-
presentato da equazioni parametriche del tipo

o — o, (uv)
o, (uv)
__ paluw) W) —
1) Y= ) p(ur) =0,
_ ?3(ltv)
T o)

dove 9,, ¢,, ©;, ®,, » sono simboli di funzioni razionali intere,
e dove ¢, v,, ¢,, ?,, possono supporsi in generale dello stesso
grado. Se mnella rappresentazione precedente o,, @,, ¢, ¢, non
contengono v, nel qual caso la ¢ — 0 si riduce a v = cost., si
ha una curva rasionale. :

Le curve rappresentate dalle equazioni 1) sono in gene-
rale gobbe cioé non giacciono in un piano. Una curva alge-
brica dello spazio, si potrd sempre definire come parte comune
a due o pitu supertficie che si ottengono eliminando u ¢ v fra le
equazioni precedenti. Una curva che costituisea 1’ intera inter-
sezione di due superficie IF—0, ® =0, dicesi intersezione
complete. Ma vi sono curve che non possono rigunardarsi come
intersezioni complete di due superficie: I’ esempio pitt semplice
¢ offerto dalle curve gobbe razionali il cui ordine & un numero
primo, cioé dove ¢,, ¢,, ¢, € ¢, sono funzioni di grado primo;
il primo caso ¢ quello notissimo della cubica gobba.

Ora ogni curva C, comune a due o piu superficie alge-
briche, viene proiettata da un punto generico secondo un
cono algebrico; infatti 1’intersezione completa di due super-
ficie viene proiettata secondo un cono algebrico, e percio la
curva comuite a tre (o piu) superficie sara proiettata da un
punto qualunque secondo il cono algebrico che si ottiene

(!) Cfr., per es. ENRIQUES « G. Descrittiva » Parte 11, Cap. I1L
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come parte comune dei coni proiettanti le intersezioni com-
plete delle tre superficie a due a due. Se si sceglie come
centro di proiezione il punto all’intinito dell’ asse z, supposto
avere rispetto a ¢ una direzione generica, la C verra proict-
tata parallelamente all’asse s secondo un ecilindro algebrico
p(xry) =0, le cul generatrici saranno segate in un sol punto
da Cj si otterra quindi una rappresentazione parametrica dei
punti di C, che rientra come caso particolare nella 1), mediante
formule del tipo

r=2x
2) | =y Play) =0,
L
v (2y)

e nella quale si deve prescindere dalle rette parallele all’asse =
che si ottengono in corrispondenza ai punti (2y) per cui
v,=0 e ¢, =0. Qui giova osservare che la rappresentazione
precedente non corrisponde ad una curve gobba generale — in
rapporto alla definizione 1) — se non quando ¢, e ¢, soddisfino
a particolari condizioni e legami; se ¢, e ¢, si assumono @ priori
nel modo pitt generale, accade che la curva rappresentata
abbia un ordine m superiore all’ordine n di ¢, e passi per il
punto all’infinito dell’asse s (con la molteplicitz‘m m — n).
Una curva algebrica gobba dicesi irriducibile se & proiet-
tata da un punto generico secondo un cono irriducibile; basta
percio che sia irriducibile il cono che proietta semplicemente
la curva da un punto particolare (per modo che una genera-
trice di esso incontri in un sol punto la curva). L irriducibi-
lith di una curva gobba, come quella di una curva piana,
(efr. L. 2° § 32) significa: in primo luogo che si puo passare
con continuitd da un punto della curva a un altro qualsiasi,
cio¢ che la curva da luogo a una superficie di RIEMANN con-
nessa; in secondo luogo che, nel passaggio anzidetto, insieme
al punto variabile (zy z) variano con continuita le derivate
successive delle sue coordinate. _
Tutti i coni proiettanti semplicemente una curva gobba
dai punti dello spazio che sono fuori di essa hanno lo stesso
ordine, che dicesi ordine della curve e designa il numero
costante delle sue intersezioni con un piano il quale non ne
contenga una parte (cfr. § 14). Quando il centro di proie-
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zione O viene a cadere sopra la curva €, il cono proiet-
tante O(C) si riduce in generale d’ordine n -—1, staccandosi
il piano osculatore in 0. Il detto cono si abbassa all’ordine
n—2, ecec. ove O sia un punto doppio o multiplo della curva,
cio¢ ‘tale che ogni piano per O abbia ivi due o pitt interse-
zioni riunite con la €. Si noti ehe nasce un punto doppio
della curva C, quando in ¢ si segano due superficie aventi
in O lo stesso piano tangente.

Cosl dal punto di vista precedente, come dal punto di
vista della rappresentazione parametrica 1) assunta come defi-
nizione delle curve gobbe, appare che I’ esistenza d’un punto
doppio costituisce una particolaritc che non appartiene alle
curve gobbe pitt generali di un dato ovdine. Cio vale anche,
rispetto alla stessa rappresentazione parametrica 1), dove si
supponga che la curva o(ur) =0 possegea dei punti doppi,
purche le ¢, @,, 2., 2,, sieno assunte in modo che si annul-
lino in codesti punti (il che & lecito di ritenere come il caso
generale).

Ora risulta da quanto precede che la proiezione di una
curva gobba C fatta da un centro O sopra un piano =, ¢ in
generale una curva «(’ordine n, ma si rviduce ad una curva
d’ordine n — 1 se O cade in un punto (semplice) della curva.
Siccome tutte le proiezioni piane di ¢ sono fra loro in cor-
rispondenza biunivoca, ¢ quindi birazionale, esse avrannmo lo
stesso genere p (cfr. paragrafo precedente), il quale si desi-
gnera come genere della curva. Segue di qui che la curva
piana d’ordine » proiezione generica della curva gobba C,
possiede sempre dei punti doppi (o multipli) all’infuori dei
punti doppi c¢he provengono per proiezione dagli even-
tuali D punti doppi effettivi della C; precisamente si avra:
)f__(" —2)‘£n —3)

2

— D, e percio si troveranno almeno

y (0 — D) — 2) (e —2)(n — 3) . .
;ﬂif*—Ds*z”“—z*“—Dﬁ—"'—ﬁ

punti doppi siftatti, cioé tanti punti doppi apparenti, corri-
spondenti a corde della curva gobba passanti per il centro
di proiezione.

A complemento delle nozioni elementari che qui riassu-.
miamo sulle eurve gobbe, giova ricordare che le tangenti ad
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una curva gobba ¢ costitniscono una rigate sviluppadbile, ciod
una rigata generata, come inviluppo, dal movimento di un
piano (osculatore alla (). In tutti i punti di una gencratrice
si ha il medesimo piano tangente, che & il piano osculatore
suddetto. Questa proprietd caratterizza, come & noto, le rigate
sviluppabili, indipendentemente dalla algebricitd; mentre per
ogni rigata gobba (cio¢ mnon sviluppabile) il piano tangente
varia col variare del punto di contatto sopra una generatrice,
per modo che si hanno ~* anziche ~c' piani tangenti (*).

B pure noto che nna sviluppabile, come serie oc! di piani,
costituisce Pente duale di una curva nello spazio, questi piani
essendo in generale osculatori ad una curva gobba. In par-
ticolare fra le sviluppabili figura il cono inviluppo di piani
come ente duale della curva piana, le genervatrici del cono
corvispondendo alle tangenti della curva piana. Qui si avverta
che ’insieme delle tangenti ad una curva piana si pud con-
siderare come una rigata sviluppabile la quale ricopre il piano
tante volte quante ne indica la classe della curva. Correla-
tivamente il sistema ~=* dei piani passanti per le generatrici
di un cono si riduee ad una stella multipla secondo 1’ ordine
del cono.

~ Una rigata algebrica, sviluppabile o no, considerata come
lnogo di punti, costituisce una superficie rappresentata da
un’ eqnazione fiwys) == 0; a tali superficie riferiamo le seguenti
considerazioni, dove s'intende generalmente eccepito il cono (e
la sviluppabile piana). [’ ordine di una rigata, ossia il numero
delle sue intersezioni con nna retta generica, & uguale al
numero delle generatriei della rigata incidenti alla retta, e
sotto questo aspetito si designa col nome di grado della rigata.
La definizione del grado essendo correlativa di se stessa, il
erado di una rigata designera anche la classe dell’inviluppo
degli o< piani passanti per le generatrici della rigata; per
una rigata gobba questi piani sono i piani tangenti alla super-
ficie, mentre per una rigata sviluppabile, costituita dalle tan-
genti a €, essi risultano tangenti alla curva € e solo impro-
priamente alla superficie da quelle generata.

La rigata sviluppabile costituita dalle tangenti alla curva
gobba C, possiede la ' come spigolo di regresso o curva cuspi-
dale: s’ intende che ogni punto O di € & doppio per la super-

(") Cfr,, per es. ENrRIQUES « G Deserittiva » Parte II, Cap. IT ¢ VL
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ficie e da luogo ad una cuspide per qualunque sezione fatta
con un piano per O. Viceversa, ogni rigata che possegga una
curva direttrice cuspidale ¢ sviluppabile, perché ogni gene-
ratrice incontra la curva in un punto, per il quale passa
anche la generatrice infinitamente vicina, che riesce cosi inci-
dente alla prima. Questo teorema infatti appartiene alla geo-
metria differenziale; vale quindi in particolare per le rigate
algebriche considerate nella loro interezza, purché irriducibili.

Una rigata algebrica gobba (irriducibile} non possiede,
per quanto si & detto una curva cuspidale; ma ogni rigata
di grado n>2 possiede una curve doppia (eventualmente
sostituita da una curva di molteplicitd pit elevata) luogo dei
punti per cui passano due generatrici della rigata, nella quale
(essendo la curva nodale) si attraversano due falde della
superficie. Si prova 1’effettiva esistenza di una curva doppia
che incontri le generatrici della rigata in n — 2 punti, nel modo
che segue.

Si mandi per una generatrice p un piano qualsiasi =
che seghera la rvigata secondo una ulteriove curva k,_, d’ or-
dine n — 1. La k,_, interseca p in » — 1 punti, ma uno solo
di questi, 4, ¢ punto di contatto proprio del piano z con la
superficie, giacché il piano tangente in un punto variabile
di p varia per p, descrivendo un fascio proiettivo alla pun-
teggiata dei punti di contatto (teorema di CHASLES). Per-
tanto gli altri » — 2 punti comuni a k,_, ¢ a p, fuori di A,
resteranno fissi al variare del piano = per p, e costituiranno
1 punti doppi della rvigata; i quali, al variare della genera-
trice p, descrivono una curva.

Per una rigata generale, ciot¢ per la pitt generale super-
ficie soddisfacente alla condizione di contenere o<! rette (ossia
per la rigata che corrisponde ad una curva generale della
quadrica di 8, rappresentativa dello spazio rigato — efr. I.. 1°,
§ 195 vol. I, pag. 118), si ha effettivamente una curva nodale
e non una curva multipla di ordine > 2, né una curva cuspi-
dale. Accade invece che una parte della curva doppia divengs
cuspidale se la rigata & sviluppabile; in questo caso la curva
cuspidale, spigolo di regresso, tocea semplicemente le gene-
ratrici, e fuori di essa rimane, per n >4, una curva nodale
che interseca le genetrici in n — 4 punti e che costituisce il
lnogo dei punti per cui passano due tangenti alla eurva gobba
spigolo di regresso. L7 osservazione precedente si giustific:
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osservando che, nel caso di una rigata sviluppabile, la proiet-
tivita fra i punti di una generatrice p e i piani per p diventa
degenere; ad un punto generico corrisponde 1’unico piano
tangente lungo la generatrice che oscula lo spigolo di regresso ¢
in un punto P, e cosi ad un piano generico per p corrisponde,
come punto di contatto (improprio), I'unico punto P della gene-
atrice. Ora accadrd che la sezione della rigata con un piano =
per p, sara — oltre p — una curva k,_, avente con p un
contatto tripunto nel punto I’; le rimanenti n —4 interse-
zioni di k,_, con p restano pure fisse, al variare del piano «
per p, e forniscono punti della curva nodale.

A quanto abbiam deftto vogliamo aggiungere 1’avverti-
mento esplicito che, oltre la curva dirvettrice doppia (o mul-
tipla), una rigata puo anche possedere delle generatrici doppie
(o multiple). Cosi, per esempio, se una curva gobba C pos-
siede una tangente doppia, questa costituisece una generatrice
doppia per la rigata delle sue tangenti; precisamente sarad
una retta nodale, dove si attraversano due falde della super-
ficie, se si tratta di una tangente a contatti distinti; invece
sard una retta cuspidale, nell’intorno della quale la super-
ficie consta di una sola falda, qualora si tratti di una tangente
di flesso della C.

Passiamo ora a stabilire per le curve gobbe le

Formule di Cavoey. A questo scopo essendo data una
curva algebrica gobba ¢, considereremo una sua proiezione
piana (" fatta da un punto generico; i caratteri di €’ forni-
scono caratteri di ¢, fra i quali si trova nn primo gruppo di
tre relazioni, in corrispondenza alle formule di PLuckiR rela-
tive alla C'. I’ applicazione della legge di dualita nello spazio,
ove alla curva gobba si associ la sviluppabile dei suoi piani
osculatori, permette di dedurre dalle relazioni trovate altre tre
velazioni fra i caratteri di €. Si hanno cosi 6 relazioni indi-
pendenti, che costituiscono il gruppo delle formule di CAYLEY.

Noi supponiamo che la curva (', proiezione piana gene-
rica di O, sia dotata soltanto di singolarita elementari, e cosi
— dualmente — per la curva sezione piana della sviluppabile
osculatrice formata dalle tangenti a €. In tali ipotesi si
avranno a considerare per la curva (' i seguenti caratteri:

1) [2ordine n, che & anche I’ordine della proiezione

piana C'; ¢ dualmente:
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2) la classe ', cioe il numero dei piani osculatori alla
curva gobba che passano per un punto generico; le tracce
dei piani osculatori della curva gobba € sul piano di ¢ sono
tangenti di flesso per questa curva proiezione.

3) Il numero d dei punti doppi apparenti, eioé il numero
delle corde della curva gobba (' che passano per un punto;
alle quali corrispondono punti doppi della proiezione €, non
provenienti da punti doppi di C. Dualmente:

4) il numero d’ delle « rette intersezioni di due piani
osculatori a € » che appartengono ad un piano generico.

) Il namero D dei nodi della curva ¢, e dualmente:
6) il numero D" dei piani biosculatori alla C.

) Il numero Lk delle cuspidi di ¢, e dualmente:

8) i1l numero k' dei piani stazionari, cio¢ dei piani
aventi un contatto quadripunto con la curva C.

9) Il numero ¢ dei piani bitangenti alla curva gobba
che passano per un punto generico, cioe la classe della svi-
luppabile costituita dai piani bitangenti; le tracce di codesti
piani sul piano della curva ¢’ sono tangenti doppie per questa
curva proiezione. Dualmente:

10) Pordine t' della curva nodale della rigata sviluppa-
bile eircoscritta alla C.

Infine si avranno ancora a considerare i tre caratteri
auto-duali della rigata sviluppabile circoseritta alla curva
gobba C':

11) il rengo » di C, grado della rigata, cioé il numero
delle tangenti a C che sono incidenti ad una retta generica;

12) il numero 7' delle tangenti doppie di C, generatrici
doppie della predetta rigata;

13) il numero N delle tangenti di flesso, aventi contatto
tripunto con C, che sono generatrici cuspidali della rigata
sviluppabile.

- Scriviamo per la curva C ', proiezione piana della C, le tre
formule di PrLucksr 1, 2, 7, del § 17, dalle quali seguono le
altre dell’intero sistema 1....9; otterremo cosi le prime tre
Jormule di CAYLEY:

[

-1 &

1) r=n(n—1) — 2(d+ D) — 3k,
2) n=g9(r—1)—20 + 1) — 3n 4- N),

3) 3or—an)y=0 -+ N)—1Fk;
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dalle quali si deducono per dualitd nello spazio le altre tre
formule

4) r=n'(n'—1) — 2(d'~+ D) — 3I/,
5) W =2 -—1) — 2t + 1) — 3(n-+ N),
6) 3r—n)y=0+4N)—L.

Queste sei relazioni sono indipendenti e permettono di
calcolare 6 fra i caratteri nominati della curva gobba C,
quando si conoscano i rimanenti.

A codesti caratteri si pud aggiungere il genere p della
curva gobba, cioé il genere delle sue proiezioni piane, le quali
si trovano in corrispondenza biunivoca 1’una coll’altra. Del
genere p si possono dare le seguenti espressioni notevoli:

p= 13 n—1)n =9 —(d-+-D)—k

P :é (W —"1n—2) —(d'+D)—F

2):% r—Dr—2)—F+T1)— @+ N)

2):% (r—NHor —2)—EF+1) — (n + N);

alle quali aggiungiamo la formula
r=2n+2p —2—F%,
che, per curve gobbe prive di cuspidi, si riduce alla forma

r=2n 4+ 2p — 2.

Si consideri una curva gobba C, di dato ordine n, varia-
bile in dipendenza di parvametri; accade che la C poss:
acquistare nodi e cuspidi apparendo allora come particolariz-
zazione della C generale. In modo analogo si possono avere,
per C particolari, delle tangenti doppie o' di flesso, nonchd
dei piani biosculatori. Ma per quanto sopra & stato osservato,
una curve gobba di dato ordine che sia generale ai sensi
della rappresentazione parametrica assunta come definizione,
non possiede punti doppi; similmente si pud vedere che essa
non. possicde neppure tangenti doppie o di flesso, giaccheé
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le rette dello spazio essendo ~* ¢ le tangenti ad una curva o',
I esistenza di una tangente doppia porta due condizioni per
la curva; infine una curva gobba generale non possiede nep-
pure piani biosculatori, I’esistenza di un tal piano portando
per la curva une condizione. Cosl per le curve gobbe generali

si ha
D=k=D=T1T=N=0;

allora le formule di CAYLEY permettono di esprimere 6 carat-
teri delle curve gobbe generali in funzione di due di essi,
per esempio dell’ordine e del rango (oppure del genere,
essendo =2n -+ 2p — 2). Avremo le espressioni seguenti:

d= ;1,311(11 —1)— M— ~' nn—3)—(p—1) (Cfr. 1)
n :; r 21) —2) (Cfr. 3)
t— ;-1),; r(r — 10) + 8n/t- (Cfr. 2)
}; r(r—4) (Cfr. 5)
K= :Sr —8n=4(n+3p — 3) ' (Cfr. 6
d = -1)4 1O — n)? — 220 + 2T | (Cfr. 4).

Vi & luogo a chiedere se possa trovarsi un’ulteriore rela-
zione che permetta di esprimere anche il rango ’una curva
gobba generale per il suo ordine. I.”analogia colle curve piane
farebbe credere a questa possibilitd, inducendo a ritenere che
le curve gobbe d’ordine dato formino una sola famiglia, i
cui elementi dipendono da parametri variabili in modo con-
tinuo. Ma il fatto ¢ che « Pordine ¢ il rango (o il genere)
@ una curva gobba costituiscono caratteri indipendenti ». Cio
risulta dalla scoperta fatta da SaryoN (1849) (') di una seconda
specie di quartiche gobbe, oltre a (quelle che si oftengono come
intersezioni complete di due quadriche e che hanno il rango 8
e il genere 1.

Vediamo come si sia condofti alla considerazione di tali
curve trattando il problema della

Classificazione delle quartiche gobbe. Prendiamo le mosse
dell’ osservazione che: ogni quartica gobba (meduuln]e) appar-

() Cambridge and Dublin. Math. Journal, t. 3, pag. 23.
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tiene ad una superficie del second’ordine o quadrica. Infatti
le quadriche dello spazio dipendono linearmente da 9 para-
metri (I’ equazione del secondo grado in 2, 4, z contiene 10 coef-
ficienti) sicché esiste una quadrica passante per 9 punti di
una quartica, e percio (§ 14) contenente la quartica.

Ora sia C una quartica, e @ una quadrica passante per
essa. La C dovra avere quattro intersezioni con ogni conica
sezione piana di ¢ e quindi in particolare colla sezione d’un
piano tangente, cioé complessivamente quattro intersezioni
con due generatrici di diverso sistema della ¢. Potrd acca-
dere che la C incontri le generatrici di ciascun sistema in
due punti, oppure che incontri le generatrici d’uno dei due
sistemi in un punto e quelle dell’altro in tre punti. B escluso
che C possa incontrare una retta in quattro punti essendo
irreducibile, giacché un piano per tale retta, contenente un
altro punto di C, avrebbe cinque intersezioni con C e quindi
dovrebbe contenere I’intera curva.

Si possono effettivamente costruire su @ quertiche di
prima specie intersecanti le generatrici dei due sistemi in due
punti; tali sono le intersezioni di ¢ con un’altra quadrica.
Si verifica che tutte le quartiche di prima specie si ottengono
in tal guisa come intersezione completa di @ con un’altra
quadrica, contando il numero dei parametri che entrano
linearmente nella determinazione delle quartiche di prima
specie e delle intersezioni complete delle quadriche con ¢.
Queste ultime sono o=* giacché le quadriche sono oo e per
la.curva comune a due quadriche f—0 e ¢ = 0 passano le oo!
quadriche del faseio Af+4-pp=—=0; e altrettante sono le quar-
tiche (i prima specie appartenenti a (), giacché tutte si otten-
gono come sezioni di @ coi eoni del quart’ordine che le proiet-
tano da un punto O di @, i quali posseggono come rette
doppie le due generatrici di ¢ per O.

D’altra parte si possono costruire su @ quartiche di
seconda specie, intersecanti in tre punti le generatrici d’un
sistema: @, b,... e in un punto le generatrici del sistema
opposto. A tale scopo occorre segare @ con una superficie
cubica passante per «, b; la curva sezione, privata delle due
rette «, b, ¢ una quartica che sega le generatrici di @ inci-
denti ad «, b in un punto, ed invece sega le generatrici
sghembe ad «, b, cioé le generatrici dello stesso sistema, in
tre punti. Si prova che tutte le quartiche di seconda specie

F. ENRIQUES - II. 10
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giacenti su ) e secanti « e b in tre punti, sono sezioni par-
ziali di superficie cubiche passanti per « e b, mediante un
semplice computo delle costanti che entrano linearmente nella
determinazione delle nostre curve. Le superficie cubiche dello
spazio sono o', e quelle che passano per le due rette date «, b,
soddisfano a 4 -+ 4 =8 condizioni, sicché¢ a prima vista vi
sono o't quartiche-sezioni su @; questo numero si rviduce di 4,
poiché per ogni quartica passano co! superficie cubiche linear-
mente indipendenti, fra cui =* spezzate in @ ed in un piano
residuo. Ordunque esistono, su €, o7 quartiche di seconda
specie intersecanti @ e b in tre punti. D’altra parte esistono
esattamente o<’ quartiche di seconda specie intersecanti le
generatrici @« e b in tre punti; come si vede contando i coni
del 4° ordine proiettanti la curva da un punto O di @, i quali
soddisfano alla condizione di possedere come tripla la gene-
ratrice appartenente al sistema di « ¢ come semplice Ialtra
generatrice. Si conclude che tutte le quartiche di seconda
specie si otfengono, su (), come sezioni parziali di superficie
cubiche, nel modo anzidetto.

Ora osserviamo che, essendo € una quartica di prima
specie, per un punto generico O dello spazio passano due
corde di C, che sono le generatrici della quadrica conte-
nente C' e O; cosl il numero dei punti doppi apparenti di ¢!
vale d =2. Invece se la ¢ & una quartica di seconda specie,
preso il punto O in un punto generico della quadrica conte-
nente C, vi & per O una trisecante di ¢ che equivale a tre
corde; pertanto quando O ¢ un punto generico fuori della
quadrica vi sono per esso tre covde di C, e quindi il numero
dei punti doppi apparenti di C' vale ora d—=3.

Al diverso numero dei punti doppi apparenti si lega il
diverso valore del genere delle due quartiche: per la quartica
di prima specie il genere vale p =1, e per la quartica di
seconda specie p —=0. Cio & d’accordo col fatto (efr. § 17) che
la quartica di seconda specie & una curva razionale come la
sua proiezione piana. Le coordinate x, vy, s dei punti della
curva si esprimono infatti come funzioni razionali di un para-
metro; si ottiene effettivamente questa espressione parametrica
cercando I’intersezione variabile della quartica con un piano
condotto per una sua trisecante, questo punto dipende razio-
nalmente dal parametro che determina il piano entro il fascio.

Viceversa: una curva gobba razionale del quart’ordine,
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senza punti doppi, € una quartica di seconda specie; sicehé
si ottiene la pilt generale quartica i seconda specie ponendo
%, 1, 5 funzioni razionali fratte di quarto grado di un para-
metro ¢ con lo stesso denominatore. Infatti la curva senza
punti doppi che cosl viene rappreseitata ha 1’ordine n =4
e il genere p =20, quindi d=3.

A quanto abbiam detto sulla classificazione delle curve
gobbe ’ordine n—4, aggiungiamo che per n > 4 non bastano
neppure i caratteri n e d a determinare una famiglia di curve
gobbe; intervengono nella classificazione nuovi caratteri indi-
pendenti, sicchd la classificazione stessa viene a costituire un
problema straordinariamente complesso; al quale si riferiscono
eli studi di HanrueNx e NOTHER del 1882 (%),

Ma non & qui il luogo per trattare di tale argomento,
cni si @ voluto acceunare soltanto a scanso di erronee indu-
zioni o interpretazioni dei resultati precedenti.

Osservazione. Nelle formule di CAYLEY scritte innanzi,
non si fa differenza fra 1 punti doppi apparenti e i punti
doppi effettivi della curva, comparendo in esse la somma d-- D
(e similmente si dica per riguardo ai caratteri duali). A questa
civcostanza si collega la possibilith che, per variazione con-
tinua, qualeuno dei punti doppi apparenti della curva venga
sostituito da un punto doppio effettivo.

Cosl, ad esempio, la curva razionale del quart’ordine che
si ¢ designata come quartica gobba di seconda specie, ed &
rappresentata parametricamente dalle equazioni

v — () et +-0, A, A dt 4o,

o ()
) a0, -0, - dyt +-e,
V=50 — ) " blo) =0,

() et -0 P Ao P HA-d ey
b(t) (1)

acquista un punto doppio nell”origine quando si faccia
d—=¢=d,—=e¢,—d,=e¢,=0,
(') HarpHEN « Mémoire sur la classification des courbes gauches

algébriques » (Journal de I'Eeole polytec., 1882); NOTHER « Zur Grundle-
gung der Theorie der algebraischen Raumkurven » (Berliner Abh., 1882).
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diventando allora comune ad o' quadriche che vengono deter-
minate dal passaggio per il punto doppio e per altri 7 punti
della curva; mentre nel caso generale quella quartica appar-
tiene ad una sola quadriea, sulla quale viene segata da una
superficie cubica che ne contiene due generafrici di uno
stesso sistema. Ma poich¢ la quartica gobba di seconda specie, -
senza punti doppi, possiede tre punti doppi apparenti, risulta
che quando la curva acquista un punto doppio, questo sosti-
tuisce uno dei tre punti doppi apparenti.

~ Qui importa avvertire che la quartica razionale con punto
doppio, considerata innanzi, si presenta anche come caso par-
ticolare di una quartica di prima specie, intersezione (completa)
di due quadriche, quando queste diventano tangenti; nella
quale particolarizzazione il punto doppio effettivo non sosti-
tuisce pitt un punto doppio apparente, ma sié aggiunge ai due
posseduti dalla quartica di prima specie.

I’ esempio precedente mostra che le curve gobbe con
punti doppi effettivi si possono ritenere generalmente come
enti particolari di diverse famiglie di curve dello stesso ordine,
aventi fra loro diverso genere.

Chiuderemo questo paragrafo scrivendo la

TABELLA DEI CARATTERL DELLE CUBICHE E QUARTICHE
GOBBE GENERALI E DELLA CURVA INTERSEZIONE COMPLETA
DI DUE SUPERFICIE.

Cubica gobba. La cubica, essendo segata dai piani per una
corda in un sol punto variabile é curva razionale (L. 2°, § 23);
si avra:

n=3, p=0, r=+4
d=1, n’»:: 3, t=0, =0, k'=0, d=1.
Quartica gobba di prima specie.

n=4, p=1, r=38
d=2, =12, t=8, =8, k'=16, ' =38.

Si osservera la seguente verifica: il carattere n'=12 si
ottiene anche notando che la proiezione della quartica fatta
da un suo punto ¢ una cubica con 9 flessi, e tenendo conto
che il piano osculatore in un punto, 0, della quartica deve
contare per tre fra i piani della sviluppabile osculairice pas-
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santi per O, poich¢ O ¢ intersezione di tre piani osculatori
infinitamente vicini.
Quartica gobba di seconda specie.

n=4, p=0, r—==6
d=3, =6, t—=4, t'=6, I'=4, d —=6.

La classe della curva si pud anche valutare, come per la
quartica di prima specie, osservando che la proiezione di ¢!
da un suo punto & una cubica con punto doppio, che ha
percid 3 flessi. Si veritica anche che la quartica possiede
4 piani stazionari i cui punti di contatto si ottengono su
questa curva razionale come punti uniti di una corrispon-
denza [3, 1]: infatti se ad ogni punto 4 si fa corrispondere
il punto A’, intersezione del pizmo' osculatore in 4, si ottiene
la predetta corrispondenza [3, 1].

Curva intersezione completa di due superficie & ordine ., v.

Seguendo una delle vie che vengono appresso indicate,
si trovano, nel caso generale, i seguenti caratteri della nostra
curva C:

D=k=D=T=N=0-
1 . _ 1
n=p, d=,w—1b—1), p=gu@-+u—=4+1
=V 4-p —2)
n = 3u(v+p — 3)
1 . ‘ '

t= 51 v 4+ p— 22 — 10(p +v — 1) 4+ 28 ¢

’ 1 [>) ( )

t=3 (v 4= —2) 3wy +p —2) —4 {

k= (6 + 6v — 20)
' 1 D) "~
d = 5 W YOpv(y 4= — 3)° — 22( +v) + TL ¢,

In virth delle formule di CayLuy basta calcolare, oltre
1ordine n = pv, un altro dei caratteri, per esempio d o0 7 0 p.
CAYLEY (1845), al termine della citata memoria che con-
tiene le relazioni fra i carvatteri delle curve gobbe, da, senza

dimostrazione, il valore del numero dei punti doppi appa-
renti di una C dntersezione completa di due superficie f, e ,.
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Questo numero si lascia scoprive facilmente, riducendosi
per continuitd al caso particolare in cui, per esempio, la. o,
degeneri in v piani. Si avvertird che i punti doppi di ¢,
comuni a due sezioni piane, non corrispondono a corde della ¢
condotte per un punto, e quindi non sono limiti di punti
doppi apparenti. Cosi il numero dei punti doppi apparventi
della C' si oftiene calcolando le rette passanti per un punto-
che si appogal.mo ad una coppia di sezioni di f, in punti
distinti, ciod fuori dei p punti che esse hanno in comune:

\

v 1
d= (‘}))(W — p.) =, (v — Di(p—1).

VAN

Lo stesso numero ¢ si pud valutare mercé un ecalcolo-
analitico diretto, che si trova svilappato dal Saratox (') (1849).
In questo modo si prova che i punti doppi di una proiezione
piana €’ della € si ottengono segando la ¢ (1’ ordine uv) con
una curva d’ordine (. — 1)(v — 1) che passa semplicemente
per i punti doppi di €'. II qual vesultato si connette ad un
teorema pertinente alla geometria sopra una curva stabilito
dal NorHER (%), che da ragione del fatto che la (f viene segata
in 2p — 2 punti da una superficie &’ ordine p--v —4.

Indipendentemente dal numeéro dei panti doppi apparenti
della C; Saryox (1849) ne ha pure determinato il rango (7).
Cid puo farsi sinteticamente come segue. Si tratta di trovare
il numero delle tangenti a ¢ che incontrano una retta «.
A tale scopo si consideri un punto A varviabile sopra «; le
sue polari rispetto ad f e v deserivono due fasei proiettivi di
superficie d’ordine p— 1 e v— 1, le cui intersezioni variabili
generano una superticie d’orvdine p—+v —2 (efr. L. 29, § 17);
questa superficie interseca la ¢ in pv(p-t-v —2) punti, che
sono I punti di contatto delle tangenti di € incidenti ad «..

19. Nota su aleuni caratteri delle superficie: formule di
Salmon. — Un’altra applicazione delle formule di PLUCKER,.
che ne costitnisce una interessante estensione, concerne i

- piani bitangenti delle superficie.

(!) Cfr. il citato trattato di Geometria a tre dlmcnsmm, n. 343.
(®) Math. Annalen, Bd. 8, pag. 511, (1874),
(*) Cf:. SarLmon, ibidem, n. 342.
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Sia f(z, 2,7, z,) = 0 una superficie algebrica generale 4’ un
certo ordine n, priva di punti doppi, siceché in un. punto
qualsiasi di essa esista un piano tangente determinato:

P 2
5{1 Y, _1_ ?f lﬁ_l"' f /'/ —1'7?,5 J1:O’

Il piano tangente in un punto generico sega f secondo
una curva dotata di nodo; ma vi & su S una curva parabo-
lica, lnogo di punti la cui sezione col piano tangente pos-
siede una cuspide. Per nessuna superficie irreducibile all’in-
fuori delle sviluppabili (che sono superficie rigate dotate d’ nna
curva cuspidale) pud accadere che non solo o' punti ma
~=* punti sieno parabolici (*).

Ora: la curva parabolica & una superficie generale d@ or-
dine n ¢ la curva gobba d’ ordine 4n(n — 2) intersezione della f
colla swe hessiana:,

|
"= o,

Infatti si consideri la hessiana di f. Iissa & il luogo tanto

dei punti doppi delle superticie prime polari

of .
281 1:=0,

(quanto dei punti le cui quadriche polari hanno un punto
doppio; la coincidenza delle due detinizioni si vede, come al § 7
(pag. 49), in base al teorema di permutabilitd di PLUCKER.

Ora se f ed h hanno comune un punto (semplice) O,
esisterd, nel piano tangente ad f in 0, un punto P, diverso
da 0, la cui polare ha in O un punto doppio. Ma la superficie
polare di P contiene le curve polari di P rispetto alle sezioni
piane di f, fatte coi piani per la vetta PO. Si deduce che
tutte codeste sezioni piane hanno la I’0 come tangente di
flesso in O, salvo la sezione col piano tangente, che ha in O
una cuspide e la PO come tangente cuspidale. Invero abbiam
visto (§ 4, pag. 29) che se un punto doppio O di una curva
¢ doppio per la polare di un punto P, diverso da O, occorre -
che O sia una cuspide e PO la tangente cuspidale (s(m]vo casi
particolari di singolaritd superiori).

(!) Cfr. per es. ENRIQUES « G. Descrittiva- » Parte II, § 48,
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Viceversa si prova che un punto O, parabolico per f,
appartiene alla hessiana h, dimostrando che la quadrica polare
di O possiede un punto doppio P. Infatti si consideri una
sezione i f fatta con un piano che contenga la tangente
principale in O; rispetto a questa sezione, O ha una conic:
polare dotata di un punto doppio P, che si trova sulla detta
tangente prineipale; ora P & anche punto doppio per la conica
polare di O rispetto alla sezione col piano tangente, la quale
ha in O una cuspide; si deduce che P & doppio per la qua-
drica polare di O e quindi appartiene all’hessiana. ec¢. d. d.

I piani tangenti alla superficie f, condotti per un punto
qualunque 4, inviluppano un cono circoscritto, le cui genera-
triei sono le tangenti ad f per A. La f essendo una super-
ticie generale dell’ordine »n, il cono cirvcoseritto da un punto
generico & d’ordine n(n — 1), uguale alla classe delle sezioni
piane di f, e di classe n(n — 1)), questo numero designando
la classe delle superficie f, cioé il numero dei piani tangenti
ad f che passano per una vetta p; infatti le polari di due
punti qualunque di p si segano secondo una eurva d’ordine
(n —1)* che ha comuni con f i punti di contatto dei piani
tangenti condotti da p (*); la curva gobba d’ordine n(n — 1)
secondo cui il suddetto cono tocea f, ¢ intersezione completa
di f con la prima polare di A ¢ dicesi contorno apparente
di f rispetto ad A; essa verrd designata con C.

Ora del cono circoscritto ad f da A, conosciamo due
caratteri; I’ordine ¢ la classe; occorre un altro carattere per
la risoluzione delle formule di Pruckrr ad esso relative.
A tale scopo basta determinare, per es., il numero delle gene-
ratriei cuspidali del cono, che sono le tangenti a C per 4, cio¢
le tangenti principali di f (rette aventi un contatto tripunto
con la superficie) passanti per A. K percio si osservera che il
punto di contatto, D, di una tale tangente prinecipale, appar-
tiene alla secomnda polare di A, e reciprocamente. Cosl le
generatrici cuspidali del cono A(C) sono date dalle interse-
zioni di ¢ con la seconda polare, cioé sono in numero di

k=mnn— 1)n—2).

© Meree le formule di PLtCKER si trovano ora: il numero 2

(1) La classe di una superficie generale fu trovata da PoNCELET
nel 1824, Cfr. Journal fiir ‘Math., Bd. 4, (1828).
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delle generatrici doppie del cono A(C), il numero = dei piani
Dbitangenti ad esso, e il numero ¢ dei piani stazionari (tangenti
lungo una generatrice di flesso). Questi caratteri hanno un
significato evidente rispetto alla superficie f, tranne 1’ ultimo,
a proposito del quale giova osservare che: un piano stazionario
del cono circoscritto A(C) deve ritenersi piano stazionario della
superficie f, cioé piano tangente ad essa in due punti infinita-
mente vicini. I piani stazionari di f sono i piani tangenti nei
punti parabolici (SALMON, 1847 (1)) ; infatti se un piano « sega f
secondo una curva dotata di cuspide I°, con tangente cuspi-
dale p, la tangente p ¢ coniugata a tutte le altre tangenti
per P, il che significa che il piano tangente nel punto infi-
nitamente vicino a P su p coincide con =. (Cio si vede anche
osservando che il paraboloide osculatore ¢ in questo caso un
cilindro parabolico).

Cid posto abbiamo che: _ :

Per un punto esterno ad una superficie generale @ ordine n
PUSSANO .

E=nn—1)(n—2)
tangenti principali, '

3 ::—é n(n — 1)(n — 2)(n — 3)

rette bitangentt,
i =4n(n — 1)(n — 2)
piani stagionart, ¢

T= é n(n— 1)(n — 2)n* — »° +n—12)

piani bitangents.

Queste formule sono dovate a SALMON (?), che inizio lo
studio della questione nel 1846. '

Di alcuni fra i numeri determinati nell’enunciato pre-
cedente si pud dare una facile verifica. Anzitutto siccome la
curva C' & intersezione completa della f d’ordine n con una

(t) Cfr. G. Analitica a tre dimensioni, n. 269.

(3) Cambridge and Dublin Math, Journal t. 2 (1846), t. 4 (1849). Tran-
sactions of the R. Jrish Aead., 23, 1857.

Cfr. CREMONA: « Preliminari di una teoria geometrica delle super-
ficie », parte seconda, n. 61 e scguenti, Opere, t. II, pag. 334 e seg.
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polare d’ordine » — I, il numero dei punti doppi apparenti
della O, in relazione a un punto generico dello spazio,
sara (§ 18)

—

5+ k=_nn—1)70n—2).

Lo

In secondo luogo i punti di econtatto dei piani tangenti
stazionari condotti da A sono le intersezioni del contorno
apparente ¢ con la curva parabolica di f, che & d’ordine
4dn(n — 2), quindi, intersecando questa linea parabolica con
Ia polare di A si avra:

t=dn(n-—2)y-(n—1).

Qui vi & luogo ad osservare che reciprocamente la cono-
scenza di i permetterebbe di determinare 1’ordine della curva
parabolica. E cosi la conoscenza di = ¢i porge il numero delle
intersezioni che la polare di A, d’ordine n—1, ha con la
curva K luogo dei punti di contatto dei piani bitangenti ad f;
onde si frae ordine di K: il luogo dei punti di contatto dei
plani bitangenti ad una superficie genevale & ordine n ¢ une
curva @ ordine

i — 2)(n® — 4 n — 12).

Osservagione. Se il punto .1 cade sopra la superficie f, il
cono cireoseritto da A si riduece d’ordine

nn—1)—2,

staccandosi due volte il piano tangente in A ; ora il contorno
apparente ¢ acquista in 4 un punto doppio, e le tangenti
principali in esso sono le tangenti principali di f per 4. La
seconda polare di A toeca in A la f e possiede le medesime
tangenti prinecipali, quindi (se 4 & punto generico di f) la C
ha con questa polare esattamente 6 intersezioni riunite in 4;
si trova cosi il numero delle rette condotte per A che hanno
altrove un contatto tripunto con la superficie:

F=F—6=n(n—1)(n—=2)—a.
Cio posto si puo caleolare il numero 3 delle bitangenti

ad f per A che tocecano f in punti distinti da A; infatti si
conosce il genere della C che, per 'acquisto di un punte
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doppio, diminuisee di un’unita in confronto al caso generale;
seQue

.1 )
8=y (0 —3)(n — ) +n-+2).

Infine calcolando il numero dei piani bitangenti al cono
cireoseritto A(C), si troverebbe uno di pitt che nel caso gene-
rale; ma & da osservare che il piano tangente ad fin 4 tocea
il predetto cono circoseritto secondo le due tangenti prinei-
pali, giacche le due tangenti principali della’ curva sezione
col piano tangente in A assorbono 4 fra le tangenti condotte
da A, in confronto ad una sczione generica per A. Cosi il
numero dei piani bitangenti alla superficie condotti per A
conserva il suo valore T ==z. Nello &tesso modo il numero dei
piani stazionari condotti per A conserva il suo valore ¢ =i.
Iinvarianza di © e di 4 risulta chiara e priori se si prende A
fuori della rigata sviluppabile generata dai piani bitangenti
o, rispettivamente, dai piani stazionari di f, designando < e ¢
le classi di codeste sviluppabili.

Applichiamo i resultati precedenti al caso delle superficie
cubiche: »=23. Osservando che un piano bitangente sega la
superficie, f; secondo una curva composta di una retta e d’nna
coniea, si deduece: La superficie cubica generale contiene 27 rette.

Infatti il cono circoseritto alla superficie ' da un punto O,
situato su di essa, & un cono del 4" ordine, evidentemente:
privo di generatrici doppie; percid vi sopo 28 piani bitan-
genti al detto cono (§ 17); uno di questi & il piano tangente
ad £ in 0, gli altri 27 sono i piani proiettanti da O le 27 rette
giacenti sulla superficie. '

Appunto mediante la considerazione del cono circoseritto
da un punto (che egli assume fuori della superficie) CAYLEY (%)
(1849), adoperando le formule di SALMON, ha dimostrato I’ esi-
stenza di 27 rette appartenenti ad una superficie cubica, e ha
trovato anche le proprieta fondamentali d’incidenza che vi
si riferiscono. Ma la scoperta delle 27 rette appartiene a
SALMON (?), che vi & giunto movendo dall’ equazione canonica
della superficie cubica: f=w,p, 4+ 2,4,=0, ove si pone in
evidenza una retta p : @, =2, = 0. Annullando il discriminante

() Cambridge and Dublin. Math. Journal, t. 4.
(%) Cfr. CavrLey, L c.
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della conica sezione d’un piano =z, + o, =0, si ottengono
b5 piani, passanti per la retta p, che intersecano la superticie
secondo una coppia di rette; cosl si trovano sopra f 10 rette

S\

incidenti alla p, distribuite in 5 trilateri, di cui p & un lato.
‘Ora, partendo da un trilatero pgr, si troveranno altre 84-8=16
rette appartenenti ad f che, insieme alla p e alle rette ad

~

essa incidenti, danno tutte le 27 refte appartenenti ad f.

g

Cosl appare anche che le 27 rvette di f si distribuiscono

-
.27 . L C o .
in “3 =4b piani tritangenti, cio¢ secanti f in altrettanti
trilateri.

Per ottenere mediante un calcolo analitico diretto le
27 rette della superficie cubica f, si & condotti a serivere le
condizioni perché una retta » incontri quattro sezioni piane
di f: ¢, C,, 0, C; selarsiappoggia alle €' in punti distinti,
essa giace su f. Ma cosl procedendo (') si ottengono anche
soluzioni estranee al problema, quali sono le rette che passano
per un punto comune a due C e si appoggiano alle altre due.
Valutando il grado della rigata generata dalle rette che si
appoggiano a (¢, C,, C,, si trova 2-3-3-3=054; ma da
questa rigata si staccano 9 coni cubici, sicehé rimane una
rigata di grado 27. Questa incontra C, in 3-27 =81 punti, a
cui corrispondono altrettante rette incidenti a C,, C,, C,, C,;
ma occorre qui scartare le rette che passano per un punto
comune a C, e a una delle ¢, C,, C,, sicché rimangono

81 —6-3-3 =27
rette. ]

D’altra parte Saryon (1849) ha dimostrato che I’ insieme
delle 27 rette di una superficie cubica f, costituisce I’inter-
sezione completa di f con una superlicie del nono ordine, di
cui ha seritto I’ equazione, anche in forma invariante (1857) (*).

Osservazione. Agginungeremo che: un punto doppio conico
(le cui tangenti principali formano un cono irriducibile del
2° ordine) diminuisece la classe della superficie cubica da 12 a 10,
¢ diminuisce il numero delle rette di 6; si trovano infatti su f
6 rette passanti per il punto doppio ed altre 15 rette. Si

() Ctr. per e¢s. ENRIQUES. « G. Descrittiva ». Parte TI, § 54.
() Cfr. anche per notizic complementari I articolo 1II, C. 6 « di
F. MeyEr nella Encyclopiidie der math. Wissenschatten,
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osservino ulteriormente i casi in euni la f acquista 2, 3, 4
punti doppi conici: la superficie cubica con 4 punti doppi
ha il massimo numero di punti doppi che possa avere senza
possedere una retta doppia; essa & di classe 4 e contiene
soltanto 9 rette, cio¢ i 6 spigoli del tetraedro formato dai
4 punti doppi, ed altre 3 rette incidenti alle tre coppie di
spigoli opposti del detto tetraedro. Tutti questi risultati si
trovano con lo stesso metodo del cono circoscritto, e la loro
dimostrazione puo costituire un utile esercizio per il lettore.

Aggiungeremo la notizia che SALMoN nel 1855 (cfr. Tran-
sactions of the Jrish Aec. vol. 23, pag. 461), studiando la svi-
luppabile circoscritta dei piani bitangenti ¢ riuscito anche a
determinare il numero dei piani tritangenti a¢ une superficie
generale & ordine n, che vale

(17 n(n— 2)(n— 4’4 T’ — 450 +114n°— 1110245481 — 960).
D

20. Punti doppi delle curve di un faseio. — Si abbia un
faseio di curve d’ordine n:

)‘f(‘vi @, 563) -+ P“\o(xi 2, Q’J) =0.

Le curve del fascio dotate di un punto doppio si otten-
eono- annullando simultaneamente i minori estratti dalla.
matrice :

¥ O
dp Odp O
or, o, O,

cioé ponendo:

- o o9 % -
b v, dx, Oz, 0w, 0,
. ro_ U,

dw, dx, Om, 0m,

3) f % % __,

dv, dw, Oz,0v,

Infatti le equazioni 1), 2), 3) si ottengono eliminando X e p
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fra le 3 equazioni

of op
2
, R dw,

=0 (t=1, 2, 3),
-.che vengono verificate dalle coordinate di un punto () doppio
per una curva del fascio.

Ora le curve rappresentate dalle equazioni 1) e 2) sono
d’ordine 2(n -—1) e s’intersecano in 4(n — 1)* punti; queste
intersezioni sono comuni anche alla curva 3), quando non
appartengono simultaneamente alle due curve

scartando cosi gli (n — 1)° punti comuni a queste, rimangono
3(n — 1)* punti doppi per le curve del nostro fascio. Si con-
clude che: un fascio di curve d’ ordine n contiene in generale
3(n — 1) curve dotate di punto doppio.

I1 gruppo dei punti doppi d’un fascio, rappresentato
dalle equazioni 1) 2) 3), dicesi gruppo jacobiano del faseio.
Esso puo definirsi geometricamente interpretando le prece-
denti equazioni, come segue (*): si considerino tre punti non
in linea retta (i vertici del triangolo fondamentale per le
coordinate); le prime polari di questi punti rispetto alle curve
del dato fascio formano tre fasci proiettivi; il nostro gruppo
jacobiano & costituito dai punti per cui passano tre curve
omologhe di questi fasci; invero le curve 1), 2), 3) sono gene-
rate come luogo delle intersezioni delle curve omologhe, da
due tra i fasei proiettivi anzidetti (Cfr. L. 2°, § 17).

Il . gruppo jacobiano puo contenere dei punti multipli,
-oppure puo diventare indeterminato, le curve 1) 2) 3) avendo
una componente comune, nei casi che esamineremo in appresso.

Intanto giova osservare che, ove le curve del fascio siano
rappresentate in coordinate cartesiane non omogenee da

M(xy) 4 pp(vy) =0,

il gruppo jacobiano si ottiene annullando i minori estratti

(*) Cfr. CreMoNa « Introduzione.... », Opere t. I, pag. 392.
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dalla matrice:

T
v %y -

" S
Oy 7

Le tre equazioni cosi ottenute: .

‘ of X o __
1) e =0
: % of
1D w! "0
.ar
1) U % _

Qxdy yor

dove si faccia v, —1, v ==, y ==x,, risultano combinazioni
lineari delle precedenti 1), 2) e 3), per il teorema di BrLERo.

Nel sistema scritto innanzi, le prime due equazioni sono
{'ordine superiore alle 1), 2); ma nella ricerca delle soluzioni
comuni si debbono seartare le soluzioni improprie all’ infinito,
cioé le intersezioni della retta ¥, =0 con la curva 3), che qui
sono state introdotte; per veritd queste soluzioni vengono
scartate automaticamente, quando si passa alle coordinate
cartesiane facendo x, —1.

Osservasione. I1 gruppo jacobiano puo essere definito anche
in relazione a due curve flz,2,2,), ¢ x,2,)=0 di ordini
diversi: n, m. Annullando la matrice formata con le derivate
parziali di f e o, si determina appunto un gruppo di

(e — 1) 4= (e — D)(m — 1) 4= (m — 1)*

punti, covariante di 1 e ¢, che dicesi jucobiano delle due curve.
Proprietd generale del gruppo jacobiano, valida per curve
di ordine uguale o diverso, & che @ punti di esso posseggono -
la medesima retta polare rispetio alle due curve.

Qui occorre notare che se si serivono le equazioni delle
due curve @ ordine diverso in coordinate non omogenee:

flay) =0, olzy) =0,
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I’ annullamento della matrice

Cof of

w oy T
'3@ op ‘,
1 O T ?

non rappresenta pitt il gruppo jacobiano delle due curve
definito inmanzi, bensl il gruppo jacobiano del fascio che
esse determinano quando la curva d’ordine minore venga
completata con la retta all’infinito; ed & chiaro che que-
st’ultimo gruppo non & legato proiettivamente alle due curve:
‘nominate.

Riferiamoci al gruppo jacobiano d’un faseio, supponendo
che esso non sia indeterminato, cioé che le curve 1), 2), 3),
oppure le I), II) III), abbiano in comune un numero finito
di punti. Ci proponiamo di ricercare quanti punti del gruppo
jacobiano vengano assorbiti:
@) in un punto che sia r-plo per una curva del fascio
e cada fuori dei punti base;
D) in un punto base r-plo per le curve del fascio.
«) Sia un punto P, fuori dei punti base del fascio
A 4 up =0, r-plo (con »=2) per una curva di questo; si
puod supporre che P sia #-plo per f e non appartenga a .
of of
L 0’ ~L — (),
oz oy
¢ quindi (r — I)-plo (almeno in generale) per le eurve I) 1I);
non appartenendo esso alla o =10 figurerd, appunto (r — 1)
volte nel gruappo jacobiano, salvo a contare un numero mag-
giore di volte nei casi che procediamo a esaminare.
In primo luogo supponiamo che il punto r-plo, P, di f
sia a tangenti distinte e cada nel punto origine (00). Il detto

of _ o 9
w0 Yy
¢ r-plo per f=0. Tenuto conto che 9(00)==0, si deduce

che la curva I) ha in P precisamente la molteplicitd » — 1,

Il punto P sard (r — 1)-plo per le curve

punto sard (r — 1)-plo per le enrve — 0, mentre

. . of
ed ammette come tangenti le » — | rette tangenti alla 2:?/ =0;

similmente Ia curva II) ha in P la molteplicitd » — 1 e tocea
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2
§)I: 0. Ma queste due curve g: 0
o ow :

e a'?—;:() (polari dei punti all’infinito degli assi) non hanno

ivi le vette tangenti alla

in P tangenti comuni se, come si & supposto, le tangenti
principali della curva f sono distinte. Si conclude dunque che
un punio r-plo per una cwrea del fascio, che sia jfuori dei
punti base ¢ dove si abbiano tangenti distinte, e esattamente
la molteplicita (r — 1) per 1 gruppo jacobiano, equivalendo
cosi a (r— 1)* punti doppi del fascio.

Il punto P assorbe un maggior numero di punti del
gruppo jacobiano quando le tangenti ad f in esso non sono
distinte. La stessa analisi precedente mostra che se v (> 1)
tangenti coincidono in una retta, questa figura come v —1
tangenti comuni alle due curve I) e II), sicché: un punto
r-plo P con v, v,,... tangenti coincidenti conia in generale per

r— 1243 —1)

punti doppi del fascio. Un esame pitt minuto permetterebbe
di riconoscere che tale & precisamente 1’ equivalenza del punto
r-plo P, quando si escluda il caso di singolarita straordinarie.

b) Poungasi ora che il fascio 2f--pp =0 possegga un punto
base r-plo, P, il quale cada nell’ origine (00). Il punto P sara
allora (2 — 1)-plo per le curve I) ¢ II); ma accade che queste
curve abbiano 29 -— 2 tangenti comuni. Infatti, serivendo come
pitt volte si & fatto:

=+ i —I}— vy D=0 = Py ey

i termini di pitt basso grado nella equazione I) vengono dati
dal determinante:

v g
oy " o| W
i - -

e | T o
Ly T dy 2w |

dove il passaggio & giustificato dal teorema di BULERO; e
similmente i termini di- pitt basso grado nell’equazione II)

. ENRIQUES - II. 11
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sono dati dal determinante

.av % %
| oz ¥ ‘_?_/ o %y
’ ox o o y |

Ammettendo che le curve I) e II) abbiano in P contatti
semplici, si trova che I’ assorbe (27 —1)* 4 27— 2 interse-
zioni delle due curve; ma da questo numero dobbiamo sot-
trarre il numero #° che designa le intersezioni delle f e =,
nell’ipotesi che le curve del fascio abbiano in P tangenti
variabili. Cosl siamo tratti a dedurre che: un punto base r-plo
del fascio, « tangenti variabili, assorbe in generale

(r— 1(3r+ 1)

punti del gruppo jacobiano.

Occorre riconoscere piit precisamente sotto quali condi-
zioni la conclusione viene veramente giustificata. Per cid si
dovrebbe calcolare le costanti caratteristiche dei rami delle
due curve (§ 12); ma possiamo dispensarci da questo calcolo
in base all’osservazione che 1'equivalenza del punto P pud
essere valutata, invece che per il fascio Lf 4+ po =0, per il
fascio delle curve approssimanti A(f, =4 /) - 1M@p—-2,4 ) =0,
almeno in quanto non risulti per quest’ ultimo fascio supe-
riore al numero sopra indicato (» — 1)(3r +1). Infatti i termini
di grado 2r—1 ¢ 2r nelle equazioni I) e II) dipendono
appunto da £y, fiy 90y Pro-

Ora un fascio di curve C,,, d’ordine » 1, dotato di
un punto base 7-plo I, la cui curva generica sia irriducibile,
possiede

(r+4+17—2=2r41

punti base semplici, che sono distinti da P, se si hanno in 7’
tangenti variabili; invero codesti punti base possono divenire
fra loro infinitamente vicini, ma non essere sostituiti da punti
multipli senza che si distacehi da tutte le curve del fascio
qualche retta per P. Nel fascio anzidetto, ove si abbiano
2r4-1 punti base semplici distinti 4,....4,,,, sono conte-
nute 2741 curve dotate di punto doppio, ciascuna delle
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quali viene deferminata dalla condizione di contenere un
punto generico della retta PA,. Infatti una tale curva risulta
composta della PA; stessa e di una curva residua d’ordine 7,
avente in P un punto (r—1)-plo, la quale generalmente
segherd PA; in un punto D fuori di P, che riesce cosi punto
doppio per la C,, ; e viceversa una C,,, che abbia come
doppio un punto D, fuori di P, contiene come parte la vetta PD,
la quale risulta passare per uno dei 2741 punti base A,;;
invero non ¢ possibile che la curva residua (d’ordibe r) con-
tenga essa tutti 1 punti A,, risultando in tal caso avere
(r— 1) =4 (27 4+ 1) > »(r + 1) intersezioni con una C,., gene-
rica. Cosl nel fascio aunzidetto figurano precisamente 27 -1
curve dotate di punto doppio, fuori del punto »-plo P, e
quindi P assorbe '

3r* — (2r 1) =(r—1)3r41)

punti del gruppo jacobiano.

Con ¢id resta provato che un punto base r-plo, a tangenti
variabili, per un faseio qualsiasi di curve C, assorbe precisa-
mente (r — 1)(3r 4~ 1) punti del gruppo jacobiano, purché la
cneva d’ordine r --1 approssimante la ¢ generica del fascio
sia irridueibile, e purché ancora le curve approssimanti
spezzate (da cui si distacca una retta I’A;) non abbiano un
pinto doppio infinitamente vicino a P. I facile riconoscere
che ambedue queste condizioni vengono soddisfatte se si
esclude che il fascio delle eurve date O contenga una curva
che abbia in P una singolaritda straovdinaria. Invero i
crappi delle » tangenti variabili alle curve del fascio formano
1nna (/: che ha 2r — 2 ragei doppi; questi raggi doppi sono
tangenti euspidali per altrettante curve €, e soltanto nel caso
di singolaritd straordinarvie possono coincidere con qualcuna
delle 2r 4-1 rette PA;, che sono tangenti di flesso avendo
742 intersezioni riunite con la C da esse toceata ; ma — escluso
questo caso, e quindi anche che la ,(/}. suddetta abbia qualche
raggio fisso — si vede che le curve approssimanti alle €
generiche devono essere irriducibili, altrimenti tutte le rette
per I sarebbero tangenti di flesso per le €, e inoltre appare
che le curve approssimanti spezzate hannmo un punto doppio
distinto da P. Concludiamo pertanto che: wn punto r-plo «
tangenti variabdli per un fascio di curve, assorbe (r — 1)(3r 4-1)
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punti del gruppo jacobiano; se un punto di questo gruppo viene
@ cadere infinitamente vicino « P, nasce nel fascio une curva
dotata di singolarita straordinaria (punto doppio infinita-
mente vicino a P).

Il metodo precedente permette anche di riconosecere che:
per > 1 una tangente fissa nel punto base r-plo P non accresce
la molteplicita di P per il gruppo jacobiano. Invero basta
provare la cosa per un fascio di curve d’ordine » 4 1; allora
si vede che la curva del fascio che contiene come parte la
tangente fissa p ha un punto doppio, intersezione di p colla
parte residua, che sta in generale fuori di I, Sia, per es. r=2;
abbiamo un fascio di cubiche con un punto doppio P, nel
quale & data una tangente fissa p, e con 4 punti base semplici
ABCDj si verifica che la conica ABCDP non tocca in gene-
rale p, e che — (’altra parte — la conica tangente a p in P
e passante per tre dei punti ABCD non riesce tangente alla
retta che proietta da P il quarto punto; cosi stando le cose
la molteplicita (i P per il gruppo jacobiano del faseio di
cubiche vale 7, come se non vi fosse tangente fissa in P,

Ma la conclusione non sussiste per »—=1. Infatti in un
fascio di coniche aventi un punto base di contatto 2, il punto P
assorbe 2 punti doppi del fascio, mentre un punto semplice
non ne assorbe aleuno.

Questa osservazione si puo genervalizzare; si ha che:
mentre la presensa di wuna tangente fisse (o anche di L <"r
tangenti fisse) i wn punto base r-plo P non aumenta in generale
la molteplicita di P per il gruppo jecobiano, tale moltepliciia
cresce wecessariamente se sono fisse in P tutte le r tangenté,
nel qual caso il fascio contiene una curva parficolare dotata
di un-punto (7 +4-1)-plo (almeno). Ricerchiamo infatti la mol-
teplicita di P per il grappo jacobiano quando P sia »-plo
per f ed s-plo per v, con s > r. Allora le curve I), IT) hanno
in P la molteplicita (r4-s—1) e quindi le intersezioni delle
due curve assorbite in I’ sono in generale

(r--s—1)%

ammesso che le curve f ¢ o non abbiano tangenti comuni
in P, il numero precedente deve essere diminuito di rs e
quindi la molteplicita di P nel gruppo jacobiano risulta

(r+4-s— 1) — s,
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Si pud provare che tale, ¢ non maggiore, & precisamente
la suddetta molteplicitd di P, cioé che le curve I) e II)non
si tocecano in. P, quando le tangenti ad f e ¢ in P siano » + s
rette tutte distinte. Scriviamo invero

.f:.fr ey =P A e

i due gruppi di tfuloentl in P alle due curve I) e II) sono
~dabl da

, afa' P
L) cy o Vo?/ ]7
) a% by, -af’ -

Anticipando un teorema sulla indeterminazione del gruppo
jacobiano che viene svolto in appresso in questo stesso para-
grafo, possiamo ammettere che ove le due curve I') e IT')
abbiano comune una refta p per P, questa dovra essere comune
ai dne gruppi di rette f,=0 e ¢, =0, oppure dovrd essere
componente doppia per una curva del fascio Af,. +pe, =0.
Per escludere la scconda ipotesi basta osservare che tutte
le curve di questo fascio, all’infuori della ¢, — 0, hanno come
tangenti in P le refte f,, =10, e quindi p dovrebbe essere una
retta doppia del gruppo f,.=0 o del gruppo v;=0. In con-
clusione: se le curve f e » hanino comune un punto P di mol-
teplicita diverse, v ¢ s, @ tangenti distinte, ¢ se le due curve
non hanno tangenti comuni, il punto P conta precisamente per

(r-+s—1°—rs

punti doppi del fascio.
Per s =2 -+ 1 si deduce che: un punto base r-plo a tan-
genti fisse ha in generale la molteplicita

3N —r=0—-1)3r4+1)+ (r+1)

per il gruppo jacobiano del fascio.
Fra le civcostanze che acerescono questa molteplicitd vale
la pena di notare le seguenti:
se v fra le tangenti fisse coincidono in un’unica retta,
la molteplicitd cresce di v —1;
la molteplicita cresce pme di v—1 se la curva del
fascio che possiede P come (1 --1)-plo ha v tangenti coincidenti.
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[ analisi delle intersezioni delle curve I) IT) — da cui
si tolgano i punti comuni ad f e ¢ — permette di ricono-

scere i risultati anzidetti e di precisarne i casi di eccezione.
Osservasione. Ricordiamo le equazioni

of . v N
P — =
8m1+”ax1 0
A o __
Va0

dalle quali — eliminando X e p — abbiamo dedotte le 1), 2), 3)
rappresentanti il grappo jacobiano del fascio Af + pe =203 se
fra quelle tre equazioni si eliminano invece =z,, ®,, x,, si
ottiene un’equazione omogenez in 2, p:

4) ' D(Oy) =0,
o, per p=1,
D(1) =0,

ove D designa il discriminente di Lf 4 po.
Il grado del discriminante D si pud determinare ricor-
dando che il resultante i fre equazioni di grado m:

D (xy) =0, b(xy) =0, b, (xy) =0,

¢ di grado m® rispetto ai coeflicienti delle ), b,, &, presi sepa-
atamente, e quindi ¢ complessivamente i grado 3m? rispetto
ad essi. Le equazioni 1), 2), 3) sono di grado n —1 rispetto ai

rapporti ’b_'l’ — e contengono linearmente nei coefficienti il

U3 s

' " . .
rapporto 0 o il parametro A per p = 1; si deduce che I’ equa-

zione resultante D—0 ¢ di grado 3(n — 1) rispetto a 2.

Questa equazione 4) svanisce identicamente se vi ¢ un
punto base multiplo oppure una componente fissa del fascio
~avente intersezioni variabili con le curve residue; in tutti gli
altri casi D non ¢ identicamente nullo, come risulta dal teo-
rema di BrrriNr che abbiamo dimostrato mel L. 2°, § 5, ¢
di cui forniremo pitt avanti, in questo stesso paragrafo, una
dimostrazione algebrica diretta.
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; Riferiamoci al ecaso gencrale in cui il fascio non pos-
siede punti base multipli e il suo gruppo jacobiano non diventa
indeterminato. Allora ad ogni punto del gruppo jacobiano
corrisponde una curva del fascio dotata di punto doppio e
vieeversa, tranne il easo in cui si abbia una curva dotata di
due (o pitt) punti doppi, la quale corrispondera a una radice
doppia dell’ equazione D()) = 0.

Ora i punti del gruppo jacobiano si possono ritenere
corrispondenti in modo univoco alle radiei di un’equazione
R(x) =0, ottenuta come resultante delle equazioni compati-
bili I), II), III), dove si suppongono gli assi orientati in
modo generico. Avremo dunque in generale una corrispon-
denza biunivoea fra le radici delle due equazioni di grado
3 — 1)°: '

D) =0, Rz)=0.

Come abbiamo detto, ad una radice doppia della D(X)—=0,
possono corrispondere due radici di R(z)=0; ma invece ad
ua radice doppia di R(x) =0 non puod corrispondere che
una sola radice, che dovrd del pari esser doppia, della D(x) =0.
Quindi si pud dive che, se due punti del gruppo jacobiano
divengono infinitamente vieini (coincidendo in un punto di
molteplicitiy 2 per il gruppo stesso), anche due curve dotate
di punto doppio del fascio divengono infinitamente vicine.
Ma I'avvicinamento indefinito di due punti del gruppo jaco-
hiano da luogo a due casi:

a) alla presenza di due punti base semplici del fascio
infinitamente vicini;
b) oppure ad una curva del fascio dotata di cuspide.

Questi due casi corrispondono dunque a fasei determi-
nati da curve infinitamente vicine dotate di punto doppio.
Invece nel L. 2°, § 5 (Vol. I, pag. 183) abbiamo dimostrato
che se due curve dotate di punto doppio si avvicinano inde-
finitamente restando fissa una di esse, il fascio limite da loro
determinato possiede due punti base semplici infinitamente
vicini. Questa conclusione pud sembrare contradetta dal resul-
tato dell’analisi precedente. Conviene pertanto rendersi conto
in qual modo effettivamente due curve dotate di punto doppio,
che variano avvicinandosi indefinitamente, possono definire
un faseio limite contenente una curva dofata di cuspide,
senza che questa cada in un punto base del faseio. A tale
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scopo oceorre far variare, insieme alle due curve, anche I’ an-
golo delle loro tangenti principali, nel modo che procediamo
ad esaminare.

Potremo riferirci ad un fascio di cubiche, giacché ove
sia dato un fascio d’ordine superiore per cui I’origine sia
punto doppio del gruppo jacobiano, sard lecito sostituire alle
curve del fascio le loro cubiche approssimanti. Assumasi per
semplicitd il fascio di cubiche

H=y—k*4+2=0,

che contiene la curva -

¥ — ke’ =20

dotata di cuspide nell’origine, e la retta ali’infinito contata
tre volte, sulla quale pertanto si trovano 1 punti base del
fascio. Il fascio anzidetto puo ritenersi come limite, per e =0, di
Doe=y —fa® — k'’ 4- 2 =0;

proveremo che questo faseio variato contiene due curve dotate
di punto doppio, cio¢ la

=t — k' =0,

e una seconda curva, prossima a questa, il cui punfo doppio
si trova sull’asse y =0 a una distanza « dall’ origine, definita
in funzione di =.

Infatti scriviamo che la curva f) . possiede un punto
doppio (x, ¥); avremo le tre equazioni:

foe=1 — @ — kot -2 =0,

afl e P 2
———ax’ = — 2%x — 3ka®* =0,
2
Tre % = 0.
oy
La terza equazione da
y=0;

by

la seconda ¢ soddisfatta, oltreché per  —0, per
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la prima, postovi y =0, da
A= c*a® 4 ka’.

Quando ¢ (che a meno del segno di il coefficiente ango-
lare delle due tangenti principali di #* — ¢*2® — ka® = 0)
diventa infinitesimo, anche 2 diventa infinitesimo come <?,
e X diventa infinitesimo di ters’ ordine rispetto ad z. Questa
circostanza spiega perché il punto (00) divenga una cuspide
per la curva f,, anziché un punto base di contatto pel fascio
di curve f;\’o; invero questo fascio sega sulla retta y =10
una (/; che ha nell’origine un punto triplo (efr. L. 2°, § 5,
Vol. 1, pag. 179).

Quantunque il calcolo fatto imnanzi sia relativo ad un
caso semplice, esso pud riguardarsi caratteristico del caso
generale; il fascio

y* — ka® 4+ by, + b yv b,y 4 ....) =0,

contenente la cubica cuspidata mnell’ origine e non avente
questo punto come base (b,, == 0), ¢ limite del fascio

Y —e*a® — ka® + (b, 4+ 0,,% + 0o,y +....) =0,
che contiene la cubica

¥ —

P — k' =0

m

dotata di nodo nell’origine e una seconda cubica, prossima
alla prima, avente parimente un nodo (xy); il calcolo effet-
tivo permette di trovare le coordinate di questo punto doppio

e il parametro 4 della curva corrispondente, che — a meno
A’ infinitesimi d’ ordine superiore — sono:
2s? 1)
=% 01 (.22 3
g o §y=—= 2+ ko
s Y= 7ag,C )
e’ + ko’
7\: b .
00

Cosi viene pienamente rimossa I’apparente contraddizione
segnalata innanzi.

Ora ritorniamo alla questione di contare quanti punti doppi
delle eurve di un fascio vengono assorbiti in un punto multiplo.



170 LIBRO TERZO

Le formule sopra riferite appartengono al CreEMONA (')
I1 Carorarnr (*) ne ha dedotto una formula molto notevole
dove figura il numero s dei punti base, supposti a tangenti
variabili, e il genere p della curva generica del fascio.

Designando con n I’ordine, con 7, 7,....7; le- molteplicitd
dei punti base del fascio, e con & il numero dei punti del
gruppo jacobiano jfuori dei punti base, si ha in generale,

secondo le formule precedenti:

=3 —1)*—Z@r — 1)Br+1)

Di qui, tenuto conto che
(r—1Br+1)=3I(3r*—2r)—s,
segue
=3 — 1) —n* —28r(r — 1) +s,
53=2(n—1)(n —2)—1—23r(r —1)4s.

Ma il genere delle eurve del fascio vale
S

__(n—1)(n—2) _ 3" rir —1)

_ 2 2 7
quindi, un fascio di curve di genere p con s punti base, sem-
plici o multipli, & tangenti variabili, contiene in generale

cwrve dotate di un punto doppio fuori dei punti base.

I casi in cui 3 risulterebbe minore del numero precedente
si sogliono riguardare come casi limiti, dove qualche  punto
doppio del fascio si sia avvieinato indefinitamente ad un punto
base; in tal modo si estende la validita della formula di
Carorart al caso in cui il fascio contenga qualche curva
dotata di singolaritd straordinaria, intendendo che 1’espres-
sione « fuori dei punti base » vada interpretata conforme

(1) Sopra aleunc questioni nella teoria delie curve piane. Annali di
Matematica, 6. 6, 1864. (Opere, t. II, pag. 138). \

(*) Sopra i sistemi lineari triplamente infiniti di curve algebriche
piane. (1881). Cfr. « Memorie di Geometria i IETTORE CAPORALI », Na-
poli 1888, pag. 171.
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al principio di continuitd, cioé escludendo dal gruppo jaco-
biano del fascio ogni punto r-plo a tangenti variabili con-
tato (r— 1)(3r 4+ 1) volte, come vi figura nel caso generale.
Per rimuovere 1’eccezione relativa al caso di punti base con
tangenti fisse, converrebbe ulteriormente dimostrare che un
tal fascio pud ritenersi dotato di punti base infinitamente
vieini per modo che ciascun punto »-plo assorba #? intersezioni
delle curve del fascio. Ma cio richiede 1’analisi completa delle
singolarita straordinarie, che verra svolta nel libro quarto.

Nota. Coi caratteri su menzionati 3, s, p, velativi ad un
- faseio di curve, si puo formare 1’ espressione

I=5—s—4p,

la quale avra costantemente il valore — 1, comunque si scelga
il fascio anzidetto. Codesta espressione, estesa ai fasei di curve
sopra una superficie, fornisce del pari un invariante che porta
il nome di dnvariante di ZuUuTHEN-SEGRE ('). Per esempio
sopra una quadrica, un fasecio  di coniche (sezioni piane per
una retta) contiene 2 coniche dotate di punto doppio, sicché

8:2, .S':'.?;, 7)‘-:0,
e per la quadrica visulta ‘

I=0.

Indeterminaszione del gruppo jacobiano & un fascio. Ora
ricerchiamo i casi d’indeterminazione del gruppo jacobiano
del fascio

M(xy) + po(vy) = 0.

Anzitutto U indeterminazione assoluta del gruppo jacobiano
porta la coincidenza delle curve f=0 e =0, e non puo
quindi avverarsi per due curve determinanti un fascio (non
degenere). Infatti se le equazioni I) II) debbono essere iden-
ticamente soddisfatte per funzioni f e ¢ mnon identicamente

(1) Cfr. ZevrnrN, Math, Annalen. Bd. 4, (1871); SEGRE, Atti dell’Acea-
demia di Torino, Vol. 31, (1896); CASTELNUOVO-ENRIQUES, Annali di Mate-
tica, t. 6, scrie 3, (1910), pag. 184.
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nulle, f e ¢ debbono soddisfare alle equazioni a derivate
parziali:

% o N ¥
o o o Yy

N
ossia
‘ dloge dlogf dloge dlogf.
o o dy oy’
ed integrando si deduce |
?:cosb.

Pongasi invece che il gruppo jacobiano del fascio
Of +~ 1o =0 s¢ia indeterminato nel senso che le equazioni
I), II) e III) vengano soddisfatte dai punti d’una curva
d(zy) = 0. Possiamo supporre che P sia irriducibile, bastando
altrimenti prendere in considerazione una sua componente;
inoltre — escludendo eventualmente posizioni particolari degli
assi — si puo anche ammettere che D=0 definisca una fun-
zione algebrica irviducibile y = y(z) (non essendo su di essa
@ = cost). Cid posto, se la ¢ non fa parte di f, sulla detta

T

curva ¢, ossia per y —=y(2), avremo identicamente

oo 2
@y ¢
of T Rf T
o oy
e moltiplicando la seconda equazione 'per y'—(—/(m) e com-
ponendo: d’l'
acp , 09
?__ Y Yoy dy
FToo o df
35 TV 5y
cio®

dlog o =dlog f;

di qui, integrando, si deduce

¢ .
=, = cost.
J

sopra la curva $—=0.
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Cio significa che la curva ¥, sopposta non far parte di f,
fa parte di un’altra curva del fascio, che pud addirittura
assumersi come curva ¢. Allora, per i punti de]la , le I) e II)
danno

O dp o
Sy im0

ciod dicono che la & componente doppia (o multipla) di o.

Tenendo conto anche del caso, escluso innanzi, in eui
faccia parte insieme delle curve f e ¢, cioé sia parte fissa
delle curve del fascio, concluderemo che:

Se il gruppo jacobiano &’ un fascio riesce indetermindato,
in guisa che di esso venga @ far parte una curva ivreducibile §,
questa ¢ una componente fissa per tutte le curve del fascio,
oppure una componente doppia o multipla per una curva del
fascio stesso.

Questo teorema include il teoreme di BERTINI che « la
curva generica d’un faseio non pud avere punti doppi varia-
bili fuori dei punti base o delle parti fisse comuni alle curve
del fascio »; cosl questo teorema, che abbiamo gia incon-
trato nel L. 2° § b, riceve qui una nuova dimostrazione.

Al teorema dimostrato innanzi si possono aggiungere
211011116 osservazioni. '

Anzitutto una ecurva ¢, che sia componente comune
delle f e ¢ e quindi delle 1f - pp»=—=0, & veramente appar-
tenente al gruppo jacobiano del fascio. Cid & chiaro geome-
tricamente, sia nel caso in cui ¢ abbia intersezioni variabili
con le parti residue del fascio, sia nel caso opposto in cui
risulta componente doppia per una particolare curva del fascio.

L’esame delle equazioni 1), 2), 3) conferma questa con-
clusione: infatti le curve 1) e 2) posseggono la ¢ come
parte comune, mentre questa non & contenuta nelle curve
of —0 ¢
o, ? O,
remo, pounendo in essa

f=4f e p=dg: _
F %, ) (¥ b % \_
¢ 2 ‘*/)(a b+ “’) <ao;4’+afc-’)(am2“’+’a‘{>—°’

sicché appare che i due. termini non moltiplicati per ¢ si eli-
dono reciprocamente.

= 0; bastera verificare ¢i0 per la 1) che scrive-
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Ora si pud dire che: una curva o, & ordine m, comune
alle f e ¢ equivale a

3 — 1) —3(n —m — 1)* = 3m(2n — m — 2)

punti del gruppo jacobiano del loro fascio, vestando (in gene-
rale) fuori di essa i punti doppi del fascio determinato dalle
curve residue. :

Cerchiamo invece 1’ equivalenza nel gruppo jacobiano di
una eurva ¢, d’ordine m, che sia i-pla (con ¢ >1) per una
curva 9 del fascio (e non appartenga ad f). A tale scopo basta

osservare che, nelle equazioni 1) e 2), il fattore ¢ compare alla

a

C
potenza ¢ — 1, e che il fattore J—! compare pure in had Cid
! I o,

posto i punti comuni alle curve 1) e 2), fuori di J, saranno
120 —2 —m(t— 1)

S . . . . . of
di qui si deve togliere il numero dei punti comuni a 5.7;—:0

dp oo . o
e =— =20, che sono fuori di ¥, cioé
aa’lt
(n—1))n — 1 —m(i— 1){;

si deduce che: dato un fascio & ordine n, il quale possegga
una curva dotata di una parte i-pla, §, &’ ordine m (mi < n),
P equivalensa di ' nel gruppo jacobiano @

(i — Iym}3(n — 1) — (6§ — Dm ;
oltre a questa curva si ha un gruppo jacobiano costituito di
3(n —1)> — (i — 1)m}3(n — 1) — (¢ — L)m{
punti, fra i quali ﬁg_.;;urano gli |
m(n — mé)

punti comuni alla ¢ e alla p‘u‘ e residua (contati ciascuno
una volta).
21. Curve singolari di una rete. — Si consideri una rete

di curve d’ordine n

X (wy) - p(ey) -+ vi(@y) = 0;
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¢i proponiamo di ricercare le curve della rete dotate di due
punti doppi e quelle dotate di una cuspide.

Domandiamoeci anzitutto se la jacobiana, luogo dei punti
doppi delle curve della rete, possegea o meno delle singola-
ritd puntuali. A questa domanda risponde il seguente

Lemma. La jacobiana di wuna rete non possiede in gene-
rale punti doppi.

Infatti un punto doppio pud nascere solo da quattro cir-
costanze particolari che vengono messe in luce dall’ analisi
seguente.

Pongasi il dato punto doppio nell’ ovigine, O, delle coor-
dinate. Si pud sempre supporre che due delle curve scelte
a determinare la rete, per es. ¢ ¢ 4, passino per 0, ed anzi che ¥
abbia in O un punto doppio. Distingueremo in f, ¢, ¢ i termini
dei vari gradi serivendo

F=fh+f il 0 9=, 49,4 ict0n, d=0,4 .+,

Dobbiamo annullare i coefficienti dei termini di primo
grado nel determinante jacobiano J(f, v, ¢), nel quale manca
gia il termine di grado zero poiché si & presa b con un punto
doppio nell’origine. Codesti termini di primo grado proven-
gono dallo sviluppo di J(f, +f,, ¢,, ¥,) e sono dati da

Y
=
&

| . 1 - o
0 : ? Y2
o | Jo a Ty 0 %
— ._‘_;2 +~13 . :‘f
AN R LA R )
oy oy o ox oy oy

Pertanto il complesso dei termini di primo grado di J si
annulla identicamente nei seguenti casi: '

1) Se &
Sy =0,
ciod se O ¢ un punto base per la rete.
2) Se & .
%3, _
ox Ty
cio¢ identicamente
P, =0;

in questo caso anche la curva o, come ¢, ha in O un punto
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doppio e quindi O é un punto base doppio per un fascio di
curve della rete. ‘
3) Se ¢ identicamente

oy __ O
LT
cio®

in questo caso la rete conticne una cwrve () che ha in O un
punto triplo.

4) Se, non essendo nulli ambedue gli elementi della
prima colonna né ambedue quelli della seconda, sussiste LL
proporzione

Op, . 2, __ b, 9,
o’ 3/ Tty
Scriviamo
b, = av® + 2bxy + ey’
) PR . .
essendo i d e =1 delle costanti, = e 3, si trova
¢ %y ’ !

da cui segue intanto

la curva P possiede in O una cuspide la cui tangente cuspi-
dale coincide con la tangente di », per modo che il fascio
rp+ub=0 possiede tre punti base infinitamente vieini.
Agginngasi che questa tangente cuspidale riesee una tangente
prineipale della curva jacobiana nel punto doppio O, come si
verifica facilmente calcolando i termini di secondo grado di .J,
ove si puo assumerc b, = y*. Il caso i cui stiamo trattando ¢
caratterizzato dalla civcostanza che: il Jascio con tangente fissa
determinato nella rete da una delle curve cuspidate (che sono
in generale in numero finito) e come tangente fissa la tan-
gente cuspidale.

I quattro casi csaminati in cui la jacobiana della rete
possiede un punto doppio, corrispondono a particolarizzazioni
della rete, e precisamente i casi 1) 2) 4) implicano wna con-
dizione, mentre il caso 3) implica due condiziond.

Cio posto consideriamo una rete di carve d’ordine
affatto generale, escludendo le particolarvita 1), 2), 3), 4);
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rappresentiamo la rete in coordinate omogenee con 'equazione

= fi@ @,y 4 u, fol@2,0,) 4+ u,fie, 2,2,) =0:

Riferiamo proiettivamente la rete | f| al piano (y) assu-
mendo e w,w, come coordinate di rette nel piano (y), cio®
chiamando <« rette » le « curve f ». Cio equivale a porre fra
il piano () e il piano (y) la trasformazione razionale

Yy, =s(2,w,2), Y, :.f-:(fvf‘vzfv:;)a Ys :f:;(.xi'/vzﬂ":;)’

nella quale, viceversa, ad un punto (y) corrispondono gli n?-
punti base di un faseio di curve I , :
© Vi & nel piano (y) una curva € luogo di punti per cui
due degli »* punti base (¥) corrispondenti coincidono; cosi
ad un punto, A, di C corrisponde un fascio di curve f che
possiede in uno degli omologhi A’ una tangente fissa; questo
fascio contiene una curva dotata di punto doppio in 4/, e
percid A" sta sulla jacobiana di |f!. Ora si pud vedere che
Jla curva € ¢ Uinviluppo delle rette cni corrispondono le f
della rete dotate di punto doppio; infatti due f infinitamente
vieine dotate di punto doppio determinano un fascio con due
punti base infinitamente vieini. (Cfr. il ragionamento svolto
per il teorema di Brrriyt nel L. 2°0 § 5).

Cerchiamo di valutare i caratteri della curva C.

Anzitutto la classe di ¢ ¢ data dal numero delle curve f
dotate di punto doppio che appartengono ad un fascio e
quindi vale (§ 20)

M=3(n— 1) '

I/ ordine N di € viene fornito dal numero delle curve f
che appartengono ad un fascio di curve tangenti entro cui
si trova una data f della rete; il punto base di contatto per
un tale fascio appartiene alla jacobiana, e cosi il numero N
¢ dato dalle intersezioni di f con la jacobiana suddetta,
cioe vale :

N =3n — 3)n=3n(n — 1).

Olire a questi due numeri si trova subito il genere P
della curva €, poiché esso equivale al genere della jacobiana
di f, essendovi fra le due curvé una corrispondenza biuni-

T. BNRIQUES - II. 12
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voea (§ 17); si trova cosl

_ (3n —4)(3n —H)

2

P

La conoscenza dei tre caratteri M, N, P permette di
determinare gli altri caratteri plueckeriani della curva C
(o i loro equivalenti), ciod il numero A dei nodi, il numero K
delle cuspidi, il numero 7' delle tangenti doppie e il numero I

“dei flessi.
Richiamiamo anzitutto le formule di Pliicker (§ 17):

M=2N +2P —2—K, N=2M~+2P—2—1,
(da cui K— I = 3(N — M)); queste formule ci porgono
1) L= 3(n—1)(4n —5),
2) I=12(n — 1)(n — 2).
Alle formule ricordate si aggiungono pure le seguenti:
M= NN —1)—2A — 3K, N:M(M—il)—21’—3I;

le quali, ove si introducano i valori precedentemente calco-
lati di £ e I, danno

3) A::—i(n—l)(n—Q)33n2 43 — 8¢,
;3 : 0,2
4) T=5m—1)(n—2)3n*—3n —111.

Quale significato hanno i caratteri cosi caleolati A, K, T"e I,
della curva C?

Anzitutto a un nodo di € corrispondono nel piano (z)
due coppie di punti coincidenti, quindi il A dato dalla for-
mula 3) esprime il numero dei fasci di curve bitangenti conte-
nuti nella rete | f

Se invece di un nodo si considera una cuspide di C, a
questa corrisponde un punto della jacobiana della rete tale
che le curve di questa che vi passano hanno ivi un contatto
di second’ordine (inveece che due punti distinti di confatto
semplice); dunque il K, espresso dalla formula 1), ¢ i numero

.
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det fasci di curve f dotati di tre punti dase infinitamente
vicing,

I caratteri duali 7' e I rispondono alla questione pro-
posta in principio di questo paragrafo.

Il T, espresso dalla formula 4), & il numero delle curve f
dotate di due punti doppi; infatti si ¢ visto che ad una tan-
gente, p, della curva C corrisponde nel piano (z) una curva f
che possiede un punto doppio nel punto omologo al punto di
contatto di p.

Infine lo I, espresso dalle formula 2), ¢ il mumero delle
curve cuspidate della rete. Infatti la curva f, che corrisponde
ad una tangente di flesso di C, deve contare per due fra le
curve dotate di punto doppio in ogni fascio a cui essa appar-
tenga, cosi come la tangente di flesso conta per due fra le
tangenti condotte a C da un suo punto generico; si deduce
(§ 20) che la suddetta f, non possedendo due punti doppi
distinti, ¢ dotata di cuspide.

Le considerazioni ed i ecalcoli precedenti si estendono
facilmente al caso in cui la rete | f| possegga r (> 0) punti
hase semplici o multipli, dove supporremo che si tratti di
punti base a tangenti variabili. Designeremo con ¢ la molte-
plicitd generica di un punto base, ¢ cosl sara d —=n* — X il
namero delle intersezioni variabili di due curve della rete
{grado della rete). Codesto punto i-plo sard (3¢ — 1)-plo per
la jacobiana e — mnell’ipotesi pilt generale — la rete non
aved altre singolaritd, sieché il suo genere varrd

P (3n —4)(B3n —35) 2 (3¢ — 1)(31 — 2)
2 - 2
Qui conviene ricordare anzitutto che in un faseio di curve
di genere p con s punti base a tangenti variabili esistono
¢+4-4p —1 curve dotate di un punto doppio fuori dei punti
base (Cfr. § 20).
Ora si designi con p il genere delle curve f:

) (v —1)(n—2) T (i —1)

1 — 2 Lieal - 9 ’
e si noti che un fascio di curve f possiede s =n* — X (#* — 1)
punti base, giacché un unico punto base ¢-plo sostituisce @*
punti base.
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Cio posto avremo per i caratteri della curva C:

M=s+4dp—1=w—3@F —1)+4p—1=d+r+4p—1,
N=@3Bn—3n—3Ii3i—1)=3n(n—1) —3Z*+4+2i=2(d+-p—1),
P=9p+1—r.

Allora, ripetendo i calcoli fatti precedentemente, si otten-
gono i valori di K, I, A, T. Pertanto si conclude che:
In una rete di curve f, di grado d ¢ di genere p, dolaic
di r punti base semplici o multipli « tangenti variabili, vi sono
in generale:
A=2}(d+ p)* — 1Tp — dd + 2r + 4 fasci di curve
bitangenti,
K= 3((Z ~+6p — 1 —1) fasci di curve osculatrici,

((l +4dp+r—1)P —3d—T8p —r—+3! curve do-

tate di due punti doppi, ¢
I =24p curve cuspidate (').
Nota. Si noterdr, come eccezione essenziale al teorema,
il caso in cui la rete possegea curee fondamentali facenti
parte di o' curve f spezzate; nel qual caso si troverebbe un
fascio di rette che si stacea (una o piu volte) dall’inviluppo C.

22, Qaratteri della hessiana e della steineriana. — Iana-
lisi dei vari casi in cui pud nascere un punto doppio per la
jacobiana di una rete si pud applicare al caso speciale di
una rete di polari, ¢ cosl permette di stabilire che la hessiana
di una eurva f non possiede in generale punti doppi fuori
di f. Qui giova osservare che questa applicazione aggiunge
qualche cosa a guanto abbiamo stabilito. Invero la rete dellv
n(n —=4-5

<)

polari di una curva f d’ordine », dipende, come f, da -

costanti arbitrarie, mentre tutte le reti di curve d’ordine

. s . —1 - 2
(n — 1) dipendono, come i piani dello spazio ad (—i-—)—(i—

(1) Queste formule, che pongono in ana forma generale ¢ semplice i
risultati- gid conseguiti dal CreMONA, appartengono al CAPORALI (Sopra
i sistemi lineari triplamente infiniti di enrve algebriche piane; 1. c.
pag. 181, 182) che le ha dedotte dallo studio della rappresentazione piana
delle superficie razionali, ¢ dalla congiderazione del cono eircoseritte
ad esse da un punto.
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(n —1)(n +2)

dimensioni, da 3 ~———3——— — 6 costanti; percid appena
-

n >> 3 la rete delle polari di una f generica appare una rete
di curve @’ ordine n — 1 essenzialmente particolare; si potrebbe
quindi dubitare che la particolarizzazione portasse con sé&
I’esistenza di singolarita della jacobiana che ¢ 1'hessiana di f.
Ma per escludere il dubbio basta prendere in esame le tre
specie di singolaritd che una jacobiana puod possedere fuori
dei punti base della rete.

Supporremo per semplicitd che la curva f non possegga
punti doppi, e cosl la rete delle polari sia priva di punti base.

1) Si ha una singolaritd di prima specie della hessiana

— caso 2) del precedente paragrafo — quando esiste un punto O
che & doppio per un fascio di curve polari. Ora i poli di codeste
curve appartengono alla retta o, polare di O; ma poiché le
seconde polari dei punti di o vengono a passare per O, si
deduce che tutti i punti di o appartengono alla conica polare
(i 0, e pereid questa conica — contenendo la retta o, polare di O
rispetto ad essa — deve ridursi alla retta o contata due
volte. Siccome fra le o<" coniche del piano (concepite come
inogo di punti) ve ne sono o degeneri in una retta contata
Jdue volte, cosi la condizione che la conica polare del punto O
si riduca ad una retta contata due volte implica tre condizioni
sempliei, ¢ Pesistenza di un punto O siffatto, di cui non venga
prefissata la posizione, cio¢ 1’ esistenza di una singolarita di
nrima specie per la hessiana di f, si traduce in une condizione
sarticolarizzatrice della f. Questa si pud scrivere facilmente,
in base all’analisi del precedente paragrafo. _

Pongasi infatti O nell’origine delle coordinate, e o nella
retta all’infinito. Affinché le curve

of 0. -
g Gro T 20T - 0 Y A = 0,
2

%:.(Lm d-a, v+ 20,y + .. =0

abbiano un punto doppio in O si hanno 5 condizioni lineari
nei coefficienti di f:

Uy == g = @, == Gy, = t,, = 0.

Queste equazioni debbono potersi soddisfare quando si
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effettui una trasformazione di coordinate in cui si dispone
di 4 costanti essenziali (le coordinate di O e di 0); ¢io implica
una condizione di compatibilith che & una relazione partico-
lare fra i coeflicienti di f. Giova notare che se un punto
doppio di prima specie della hessiana viene a cadere sulla
sua retta polare o, accade che la prima polare di O passi
per O e abbia ivi un punto doppio, dal che segue che O
diventa doppio per f.

2) Si ha una singolaritd di seconda specie per la hes-
siana di f — caso 3) del precedente paragrafo — quando
esiste una curva polare, o, dotata di punto triplo. Designamo
con O questo punto ¢ con O il polo della ¢; si vede allora
che la cubica polare di O deve avere un punto triplo in 0’,
cioé deve constare di tre rette per O'. L’esistenza di un
punto O, triplo per una curva polare, si traduce in due con-
dizioni per f.

Invero pongasi O nell’ origine e assumasi come punto
coniugato O il punto all’infinito dell’asse delle x; affinché
la polare di questo

Ap
C‘f N 2 a
5=t 2, v+ a,, Y+3a,, 20, 2y +a,, y*+4a,, 4. =0

abbia O come punto triplo si hanno le G condizioni lineari
Uy ==ty ==y == by, ==ty = @, = 03

queste equazioni debbono potersi soddisfare disponendo delle
4 costanti essenziali da cui dipende la posizione di O e 0,
sicch¢ eliminando queste costanti si ottengono appunto due
relazioni fra i coefficienti di f.

3) Una singolaritd di terza specie della hessiana di f'
— caso 4) del precedente paragrafo — si ottiene quando esista
un fascio di polari osculatrici che contenga una curva dotata
di cuspide nel punto di contatto O. Per una f generale vi ¢
un numero finito di fasei di curve polari osculatrici e un
numero finito «i polari cuspidate, ma quelli non contengono
queste. Pongasi invero che la retta o, polare di O, sia la retta
all’infinito e che O cada nell’origine; inoltre la polare del

. . .Y a .
punto all’infinito dell’ asse delle 2, cioé la ’c)flo,
cuspidata nel fascio; si trova allora la condizione aggiuntiva che

=0, sia la curva
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df . of
la tangente della g)’/ = 0 sia Ja tangente cuspidale della ;g

Scrivendo questa condizione si riconosce che essa riesce indi-
pendente dalle rimanenti, che pure sono indipenidenti fra loro,
per modo che essa implica una particolarizzazione proiettiva
della curva f.

Coneludiamo che I« hessiana di una curve generale & priva
di punti doppsi.

Basandoeci quindi sulla conoscenza del genere della hes-
siana, si possono ottenere i caratteri della curve steineriana,
Inogo dei punti la cui polare rispetto ad f possiede un punto
doppio, ossia lnogo dei punti doppi delle coniche polari di f
(§ 7). A tal fine occorre tener presente che la corrispondenza
fra i poli e le curve polari ¢ proiettiva, cio¢ che ai punti di
una refta corrispondono le polari di un faseio (§ 4). Se poniamo
fra il piano (2) della f e un piano (y) una reciprocity, il piano
rigato (i) risulta rifevito proiettivamente alla rete delle eurve ¢
polari di f e quindi, come nel paragrafo precedente, vi ¢ luogo
a considerare in (y) la curva C inviluppo delle rette corri-
spondenti alle @ dotate i punto doppio; ora la € & la curva
reciproca della steineriana di f. Si deduce che:

_ Per una cwrva generale & ovdine n, i caratteri della steine-
riane (ordine, classe, numero dei nodi, delle cuspidi, delle
tangenti doppie e dei flessi) sono dati da

=0.

V= O(” - ,J) 9
= 3(n — D(n —
(n — D)(n— 3)(3n* — 9n — b),

k= '12(70, — 2)(n — 3),

[a]

) o 2
=5 (n — 2)(n — 3)(3n*> — 3n — 8),
i =3(n — 2)(4n —9).

I punti doppi della steineriana corvispondono alle polari
dotate di due punti doppi e le cuspidi alle polari cuspidate;
le tangents doppie invece corrispondono i fasci di polari bitan-
genti ¢ le tangenti di flesso ai fasci di polari osculatrici.

Gli sviluppi del precedente paragrafo permettono di rico-
noscere in qual modo si modifichino i numeri precedenti
quando la curva fondamentale f possegga un nodo; il caso
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in ecui essa possegga una cuspide esige esame pitt minuto.
Giiova poi notare che:

se una curca possiede un punto triplo le sua steineriand
¢ indeterminate, e viceversa.

Infatti se la f possiede un punto triplo tutte le polari
hanno in esso un punto doppio; viceversa se tutte le polari
hanno un punto doppio, per il teorema di Brrrint (L. 3°,
§ 20) esso & un punto base della rete e quindi & triplo per la f.

Osservagione. Se (x) ¢ un punto variabile della hessiana 1,
ad esso corrisponde in generale un punto coniungato della steine-
riana, la cui polare ha in () un punto doppio; questo punto
coniugato () si ottiene in funzione razionale di (z):

Y = (2, x,,) (t=1, 2, 3);

aggiungendo a queste tre equazioni la equazione della hessiana

hz,v,2,) =0

ed eliminando =z,, x,, x,, si ottiene I’equazione s=0 della
steineriana, che ¢ anche data direttamente annullando il diseri-
minante della curva polare di (y). Ora quando f acquista un
punto triplo O, s si annulla identicamente, ma le relazioni
Yy, =;(x, 2,2,) conservano il loro significato, annullandosi le
tre y, solo quando (») cada in 0. Cosl la curva descritta dal
punto (¥) quando (2) varia su I, porge un nuovo covariante s’
che prende il posto.della steineriana.

Si vede senza difficolta che 1"ordine di & & in generale
di 7 unitd inferiore a quello di s, giacché il punto base
doppio O conta per 7 nel gruppo jacobiano di un fascio qua-
lunque della rete delle polari di f (Cfr. § 20).

Notizia storice. Che la hessiana di una curva generale
sia priva di punti doppi fu ammesso dal Crumona, il quale,
basandosi su questo implicito presupposto, ne dedusse i carat-
teri della steineriana (Introd. n. 118, Opere, t. I, pag. 426). 11
COrEMONA — in luogo del genere — valuta il numero dei flessi
della steineriana; a tal nopo egli considera la curva K inviluppo
delle rette polari dei punti della hessiana: questa curva K si
compone della steineriana e delle sue tangenti di flesso, ma per
averne I’ ordine occorre conoscere la classe della hessiana.

Nelle Lezioni di CurBscH-LINDUEMANN si segue una via
sostanzialmente analoga, da cui erroneamente si vuol desu-
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mere il gencre della hessiana ¢ dimostrare cosi che questa
curva ¢ in generale priva di singolarita.

La dimostrazione rigorosa di questo fatto & dovuta a
Dern Puzzo (*) (1883); il quale svolge sostanzialmente 1’ana-
lisi ¢he noi abbiamo esposta dapprima per la jacobiana di
una rete ¢ applicata poi alle reti i curve polari.

Quanto alle singolaritd della steineriana conviene rvicor-
dare che anzitutto STRINER (1848) enuncid come questa curva
possegga 12(n — 2)(n — 3) euspidi. Poi CLrBsCH, avendo tro-
rato lo stesso numero di polari cuspidate, sospettd che i poli
di questi fossero le cuspidi della steineriana e dimostrd questa
proprietd per il caso di n=4= (1861) (*). L’esame completo
delle singolaritd della sbteineriana appartiene al CREMONA
(1. e., 1861) in cui si trova appunto il riferimento di CrLeBSCII.

23. Notizia storieca sulle curve eovarianti. — L’introdu-

. . . D(f,eeefn) 5. .

zione del determinante funzionale, —('f‘—fi, di » funzioni
D@, ....xy)

\

con n variabili, ¢ dovuta a Jacosr (]) (1841), che ha messo
in luce il significato del suo annullamento identico, cioé I’ esi-
stenza di una corrispondente relazione fra f,...fs.

Il significato dell’equazione D(m: , nel caso di
D(;'ﬁ v, T,)

tre forme ternarie, & stato rilevato da Hessn (*) (1844), rife-
rendosi al caso della rete delle polari di una cubica: la curva
che si ottiene annullando il determinante delle derivate seconde
viene ivi definita geomefricamente come luogo dei punti le
cui rette polari passano per un punto, proprieta che si estende
alla jacobiana di tre curve qualunque (°).

Nella stessa memoria di Hussi viene riconoscinto che i
flessi della cubica sono le intersezioni di questa con la nomi-
nata eurva covariante; anzi la ricerca di HESSE muove appunto
dal problema di determinare i flessi, considerati come punti
di curvatura nulla. Dal nome di hessiano dato al determi-

(Y) Rendiconti dell’ Ace. di Napoli, t. 22, pag. 203.

(*) Jonrnal filr Math., Bd. 59, pag. 131.

(®) « De determinantibus functionalibus », Journal fiir Math., Bd. 22,
pag. 319.

(%) Journal fiir Math., Bd. 28, pag. 97.

(®) Cfr. SYLvesTER « Philos. Transactions » CXLIII. Parte 111, pag. 546,
(1853). — CrEMOMA « Introduzione » Opere, t. I, pag. 898.
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f
a’bl a;”vk
hessiana di f, dato alla h =0 (Cremoxi). Il nome di curva
jacobiana di tre curve, usato da SynLvestrsr e adottato dal
CrrMoONA, ha dato luogo alla designazione « jacobiana di una
rete » che, dopo qualche incertezza, ha finito per prevalere
sulla designazione « hessiana d’una rete » usata pure dal
CRrEMONA (cfr. la nota 77 dei revisori in « Opere », 6. I, pag. 489),
fissandosi cosi per la hessiana il significato pit ristretto di
« jacobiana di una rete di polari ».

STEINER (') (1848) riguardando la curva hessiana di una
data (che egli chiama Kerncurve) come lnogo dei punti doppi
delle sue polari (pag. 4) & tratto a considerare, accanto a
codesta curva, anche il luogo dei poli corrispondenti, cioe la
curva che da Iui appunto il CrexoxA ha designata col nome
di steineriana.

Acecanto alle nominate curve vi ¢ luogo a considerare
anche inviluppo delle rette ehe unisecono i punti coniugati
della hessiana e della steineriana, ¢ioé una nuova curva eova-
riante a cui i1 CrrEMoNA ha dato il nome di cayleyana, in
onore di CAYLEY che ne sviluppo la teoria per riguardo alle
cubiche (?).

Effettivamente la cayleyana ha particolare importanza
nello studio di queste curve, giaccheé in tal caso convengono
ad essa diverse definizioni geometriche. Anzitutto CAYLEY ha
incontrato tale curva (1844) studiando la corrispondenza invo-
lutoria che viene determinata sopra una linea del terz’ordine, o,
da due punti aventi il medesimo tangenziale: le eonginngenti
1 punti coniugati inviluppano una curva di terza classe, che
pitt tardi (1856) ha ritrovato partendo da una cubica f di
cui ¢ sia I"hessiana (come vedremo, data la ¢, si pud definive
in tre modi diversi una f di cui 2 & hessiana).

Nella citata memoria del 1856, CayLry ha pure scoperto
la proprietd fondamentale che: la cayleyana di una ecubica
(da lui designata col nome di pippienae) & anche 1inviluppo
delle rette che costituiscono le coniche polari spezzate.

Lo studio delle tre curve covarianti, hessiana, steineriana

nante h = (SYLVESTER), & vennto quello di curva

(1) Journal fiir Math., Bd. 47, (1854).
(%) Journal de Mathématiques, t. 9, pag. 285, (1844). Philos. Tran-
sactions, vol. 147, pag. 415, (11 dec. 1836).
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¢ cayleyana, & stato proseguito da OrEMONA (') (1861) e da
CLeBson (%) (1861, 1865). '

La cayleyana di una curva generale & ordine n ( > 3)
ha © sequenti caratteri: ’

ordine: 3n(n — 2)(5n — 11),

classe: 3(n — 1)(n — 2),
(
nwmero dei punti doppi: :)2 (n—2)(5bn — 13)(5n*— 191n+-16),

: , .9 0/ s

numero delle tangenti doppie: 5 (n— 2)°(0* — 2n — 1),
e

numero delle cuspidi: 18(n — 2)(2n — b),

numero dei flessi: 0.

Per n=3 accade che la cayleyana, anziché essere di
classe 6, diviene una curva di terza classe contata due volte,
d’accordo con la circostanza che la hessiana c¢oincide con la
steineviana sicelé ogni tangente della cayleyana nasce qui da
due anziche da un punto della hessiana. B ovvio pertanto
che non sono pitt applicabili le formule che forniscono gli
altri caratteri della curva.

La molteplicita della curva jacobiana J, in un punto
comune a tre curve date, ¢ stata ricercata con procedimenti
sintetici, abttraverso una generazione proiettiva di J, dal
Ormyoxa (I e.), e poi dal DorrLEMANYN, dal Gucoia e dal
GurpBALDI (*). Questi ha determinato analiticamente i easi in
cui la jacobiana di tre curve, aventi un punto di molteplicita
vispettiva r, s, ¢, possiede ivi un punto di molteplicitd supe-
riove ad »—-8+4-1 — 2.

I1 modo di comportarsi della hessiana in un punto doppio
della eurva (caso generale) ¢ stato riconosciuto fino da
Husse (*) (1850). I1 caso del punto é-plo & stato studiato dal
Brinn nella citata memoria del 1878 ¢ da KorTer (°) (1888).

() Introduzione. Arvticoli XX-XXIV.

() Journal fiir Math., Bd. 59, (pag. 125) ¢ Bd. 64 (pag. 288).

Cfr. « CLeBsCH-LINDEMANN » trad. francese, t. II, pag. 102.

(®) Circolo Mat. di Palermo, t. 8, (1893-94).

(*) Journal fiar Math., Bd. 40.

() « Die Hesse’sche Curve in rein geometrischer Behandlung ».
(Math, Annalen, Bd. 34).
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Giova notare che per le singolarita straordinarie, gid nel caso
dei punti doppi, occorrono varie complicazioni, per esempio:
un tacnodo ovdinario (punto di contatto ordinario di due rami
lineari) ¢ in generale #riplo per la hessiana ('), ma esso puod
divenire quadruplo anche vestando il tacnodo ordinario; cio
accade se le curvature dei due rami sono uguali e di segno
opposto, caso che viene designato dal SuGre (. ¢.) come
‘tacnodo simmetrico od armonico (*).

Delle singolarita che la hessiana d’una curva pud avere
fuori della curva abbiamo discorso nella speciale notizia sto-
rica che chiude il § 22.

Il teorema sull’indeterminazione della hessiana (esistenza
d’un punto n-plo per la forma f d’ordine n) ¢ stato enun-
ciato da Husse (1851) (°) per le forme con un numero qua-
lunque di variabili, ma la dimostrazione & seorretta, ed anzi
il teorema stesso non vale piit per le forme (con parti mul-
tiple) in cui entri un numero di variabili >»4 (*). Cio spiega
le difficoltd che presenta 1’estensione di questo teorema dal
caso semplicissimo delle forme binarie (efr. L. 2°, § 5) al caso
delle forme ternarie e quaternarie (curve e superficie). La
prima dimostrazione rigorosa per le curve ¢ dovuta al
GorpaN (°), quella elementare del testo viene svolta in una
nota di CHISINI nel Giornale di Matematiche (1915).

Il teorema sull’indeterminazione della jacobiana d’una
rete, che qui si prende come base, ¢ dato sostanzialmente
sotto forma algebrica dal Pascu (1881) (°) ed il suo enunciato
geometrico s'incontra in A. Luvr (1896) (*); noi ne abbiamo
dato una dimostrazione pill diretta, aggiungendo poi la ele-
gante dimostrazione geometrica dovuta al BrrriNt (I. c.).

(1) Cfr. SEGRE « Giornale di Matematiche » vol. 36, pag. 48.
(3) Cfr. anche SugrE « Rendic. Lincei » (19 sett. 1897).

(®) Journal fitr Math., Bd. 49, pag. 117. (Cfr. Bd. 56, pag. 263).
() GorpaN ¢ NOTHER « Math. Ann. » Bd. 10, pag. 547, (1876).
(®) Sitzungber. der phys. med. Soc. Erlangen (183 dee. 1875).
(®) Math. Ann., Bd. 18, pag. 84.

(") Giornale di Mat., t. 34,




Cariroro III

La cubica piana

24. I1 teorema di Salmon e la condizione di proiettivita
fra due cubiche. — Ci proponiamo di applicare la teoria della
polaritd allo studio delle cubiche: considereremo sempre
cubiche érriducibili e, dove non si avverta il contrario, sensa
punti doppi. ‘

Ricordiamo anzitutto i risultati ottenuti, cio¢ che:

una cubica C, senza punti doppi, & di classe 6 (§ 17);
per un punto di essa possono condursi in generale quattro
tangenti altrove alla cubica (ibidem); la hessiana e la steine-
riana coincidono in una medesima curva del 3° ordine (§ 7),
la quale sega la curva data nei suoi 9 flessi, tutti distinti fr
loro (§ 15).

Dimostriamo ora che:

Le quattro tangenti condotte alle cubica da un siwo punto, P,
Jormano wn bivapporto costante al variave di P sulla cubiea ('),
che dicesi anche modulo di questa.

Per dimostrare che il detto birapporto non varia, basterd
far vedere che, spostando P sulla ¢, di un infinitesimo ds,
il birapporto assume un incremento infinitesimo d’ordine
superiore rispetto a ds.

Sia dunque P’ un punto della cubica C,, infinitamente
vieino a P. La conica polare del punto P, che & tangente
in P(§4) e quindi passa per I, sega ulteriormente la C, in
quattro punti: Q, Q,, Q,, Q,; le rette PQ, PQ,, P9Q,, I’Q,,
sono le quattro tangenti uscenti da P. La conica polare
di P’ intersecherd la ¢, in quattro punti Q) @., 9., @,

(*) Cfr, anche per la dimostrazione, SALmoN « Journal fiir Math. »
Bd. 42, pag. 274, (1851). Un altra dimostrazione del teorema si & incon-
trata mel L. 2°, § 22,
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infinitamente vicini ai punti Q,, @., @.,, ©,; le rette
PQ/ P, PQ/, P'Q, sono le quattro tangenti uscenti da P
Per il teorema di STEINER il birapporto delle quattro rette

rQ., PQ,, PQ, PQ,
& uguale al birapporto delle quattro rette
P9, PQ, PQ, P9,

essendo P’ sulla conica polare di I. Se dimostreremo che
: I’angolo formato dalla coppia di refte
P\
’ ’ ’
P9, re,

¢, come gli altri tre analoghi, un infinitesimo
d’ordine superiore rispetto a PP, sara dimo-
strato che il primo birapporto differisce. dal
secondo per infinitesimi d’ordine superiore.
Percio notiamo che @, punto di C, infini-
tamente vicino a ¢@,, si trova sulla tan-
gente PQ,. Ora 1"area del triangolo @, Q,/'P’,
che ha la Dbase @, Q," infinitesima, ¢ un infi-
nitesimo d’ordine superiore rispetto PP’; ma

R

o quest’ area & % PP/ - sen Q;P(Ql', quindi

1 IPangolo @, P'Q, ¢ un infinitesimo d’ordine
superiore rispetto a PP c. d. d.

Il birapporto « delle quattro tangenti, condotte alla C,
da un suo punto P, che -abbiamo dimostrato risultare indipen-
dente da P, costituisce un invarianie assoluto rispetto alle
trasformaziont proiettive della cubica. Per verita « dipende
irrazionalmente dai coefficienti dell’equazione della cubica, ma
in seguito vedremo che 1’invariante assoluto, introdotto nel
§ 4 del L. 1° come funzione del birapporto, cioé

41 — o 4 2)?

7= (2 — ])2(7' — 2)*(2z — 1)2’

si esprime razionalmente per i coefficienti suddetti, cio¢ porge
un invariante assoluto rasionale della cubica stessa.

Se la quaterna delle tangenti condotte da P alla C, ¢
armonica (z=——1) oppure equianarmonica (z=1--&e=—¢),
la cubica si dice rispettivamente armonica ed equianarmonica.
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Se nella quaterna anzidetta due tangenti coinecidono, si
ha z=1, (0, =), ¢ la cubica possiede un punto doppio. Il
birapporto = diventa indeterminato .soltanto se tre tangenti
della quaterna coinecidono (L. 1°,§ 4) cioé per le cubiche dotate
di cuspide.

Ritorniamo alle cubiche C,, senza punti doppi. Quando il
punto P da cui si conducono le quattro tangenti alla C, si fa
variare sulla curva fino a cadere in un flesso F, la quaterna
delle tangenti si riduce alla tangente di flesso ¢ ad altre tre tan-
genti. Essendo F un punto della hessiana la sua conica polare
si spezza, e poiché F ¢ semplice per la cubica, questa conica
non puod avere in I un punto doppio (§ 4); deduciamo che
la nominata conica si compone della tangente in I7 (tangente
di flesso) e di un’altra retta che contiene i tre punti di con-
tatto delle tangenti uscenti da I, la quale riceve il nome di
polare armonica del flesso. Allora il birapporto costante della
cubica viene espresso come birapporto di quattro punti
appartenenti alla polare armonica di un tlesso, cioé delle
intersezioni di questa retta con la cubica e con la tangente
di flesso. Da tale osservazione si trae che:

Condizione necessaria e sufficiente perche due cubiche C, ¢
0, siano proiettive, & che esse abbiano lo stesso invariante asso-
{uto (ossia lo stesso modulo).

Si ripete qui il ragionamento gia svolto nel L. 2°, § 22.

Che la condizione sia necessaria, cioé che due cubiche
proiettive fra loro abbiano lo stesso invariante & cosa evi-
dente: resta quindi a dimostrarsi che la condizione & anche
sufficiente, cio¢ che due cubiche C, e (), aventi lo stesso
invariante, possono proiettarsi I’una nell’altra.

Sia I' un flesso della C,, e HKLM le intersezioni della
polare armonica di I con la tangente i flesso e con le altre tre
tangenti uscenti-da F, sia inoltre ¥’ un flesso di C," e H'K'L'M’
i quattro punti analoghi di HKLM; per ipotesi sussiste I’ ugua-
glianza fra i birapporti

(IKLM) = (H'K'I/ M).

Sia ora P un punto qualunque della C, e sia @ I intersezione
di FP con la polare armonica di I”; e sia @ il punto della
polare armonica di I7° tale che

(II'K'L'Q) = (HKL),
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P’ una delle due ulteriori intersezioni di €, eon la retta F'¢'.
Counsideriamo la proiettivitd che trasforma il piano della C,
nel piano della €)', in modo che i quattro punti FHKP cadano
nei punti F'H'K'P’'. Questa proiettivitd porterd il punto ¢,
intersezione di HI con I’ nel punto ' intersezione di H'K”
con I'P’, e inoltre, essendo

(HICLM )y = ('K I/ M)
(HKLQ) = (II'K'T/Q),

portera anche L in L e 3/ in 31, e quindi trasformerd la
cubica C; in una cubica C," che coinciderd con la €/, avendo
a comune con essa dieei punti, di cui tre sono rinniti in F’,
due in K', due in I/, due in M’ e il decimo & dato da P'.

Ricordiamo che esistono quattro permutazioni per cui resta
invariato il birapporto di quattro elementi in posizione gene-
riea: quando perd si voglia tener fermo uno prefissato fra i
quattro elementi, vi & la sola identitd che lascia invariato il
birapporto suddetto. Se invece i quattro elementi formano un
grappo armonico vi ¢, oltre 1’identita, una sola permutazione
che non ne altera il birapporto; mentre, se i quattro elementi
formano un gruppo equianarmonico si hanno, oltre I’ identita,
due permutazioni siffatte (I. 1°,§ 4). Ora 1’omografia che tra-
sforma la C; nella ', trasformando il gruppo FHKP nel
gruppo F'II'K' P, deve portare un flesso della ¢/, in uno dei
9 flessi della ) ¢ portare P’ una nell’altra le relative tangenti
inflessionali, inolire deve trasformare il gruppo delle altre tre
tangenti uscenti dal flesso medesimo nel gruppo analogo; si
puod invece scegliere il punto 22, omologo di 22, fra i due punti
intersezione di ¢, con la retta (). Da quanto precede =i
deduce immediatamente che:

Lsistono 9-2=18 omografic che trasformano Uwne icl-
Paltra due cubiche di wguale modulo se (uesto ha un valore
generico, ma queste omografie diventano 9-2-2=236 se le duc
cubiche sono armoniche ¢ 9-2-3 =254 se¢ sono equianarmoniche.

In particolare: per una cubica gererale esistono 15 ono-
grafie che la trasformano in sé stessa; ne eststono 36 per
cubica armonica ¢ 54 per une cubica equienarmeonica,

Osservazione. Dal fatto che 1"uguaglianza dei hirapporii
delle quattro tangenti, ossia degli invarianti assoluti delle
relative quaterne, esprime la condizione di proiettivita di due
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cubiche, si deduce che: le cubica possiede un solo invariante
assoluto. Questa coneclusione si accorda con la circostanza che
Pequazione della cubica confiene 9 parametri essenziali, mentre
vi sono o<* omografie piane e vi ¢ in generale un numero
finito di omografie che trasformano una cubica in se stessa.

Possiamo completare 1 risultati precedenti determinando
le trasformazioni proiettive di due cubiche con punto doppio;
questo caso corrisponde al valore J =1 dell’invariante asso-
lnto, ma sfugge alle considerazioni fatte, dove era essenziale
riferirsi a quaterne di tangenti con elementi distinti.

Qui occorre fare una distinzione secondo che si tratti di
cubiche dotate di punto doppio a tangenti distinte (reali o
no) oppure di cuspide, ricordando -che: nel primo caso per un
Hesso passa una tangente altrove alla curva fuori della tan-
cente di flesso, mentre nel secondo caso non ve ne ¢ alcuna.

1) Se due cubiche O, ¢ C',, dotate di punto doppio O
¢ O, si debbono trasformare proiettivameute 1’una nell’ altra,
bisognerd anzitutto che 0, 0’ e le relative tangenti princi-
pali si corrispondano; se inoltre ad un flesso F' di €, si as-
socia uno Iy fra i tre flessi di €', la proiettivita in cui si
corrispondono I e I” fard anche corrispondere le tangenti
condotte da I ¢ I’ alle due cubiche, ¢ precisamente fra loro
le due tangenti i flesso e le due tangenti altrove, nonché i
loro punti di contatto > ¢ I’. Si vede cosi che le condizioni
precedenti determinano, in sei modi diversi, quattro coppie di
rette omologhe nei piani di €, ¢ di €/, cioé le FP e F'P,
PO e PO, le due tangenti di flesso e due tangenti principali
rispettivamente in 0 e O (scelta possibile in due modi). Con
¢io resta provato che una trasformazione proiettiva di ¢ in C,’
¢ suscettibile di sei determinazioni al pit. Ma d’altra parte,
fissando -—— in wuno dei sei modi anzidetti — quattro coppie di
rette omologhe nei piani di C, e di €., si determina un’ omo-
grafia che trasforma la prima cubica in un’altra avente a
comune con O, dieci punti (cinque riuniti in 0, tre in F’ e
due in P’) e perd coincidente con C.,'. Si conclude che:

Due cubiche dotate di nodo sono trasformabili proiettive-
mente U una nell’ altra én 6 modi diversi, e in particolare ogni
cubica con nodo ammette ¢ trasformaszioni protettive in se stessa.

Il caso delle cubiche con cuspide si puo trattare come
limite del precedente. Qui per stabilire una proiettivitd

F. ENRIQUES - 1II. 12
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'

fra le due cubiche C, e C, si dovranno associare: le due
cuspidi-O ¢ O, i due flessi F e F’ (ciaseuna curva ne pos-
siede uno solo) e le relative tangenti, cioé le tangenti cuspi-
dali e di flesso; in tal guisa si ottengono soltanto tre coppie
di rette omologhe, ¢ per determinare la proiettivitd é lecito
ancora scegliere arbitrariamente sulla seconda curva il punto ',
corrispondente ad un punto § prefissato sulla prima. D’ altra
parte una omografia cosi determinata fa corrispondere a C,
una cubica avente con €, dieci punti comuni (sei in O, tre
in I, e uno in ') e perod coincidente con essa. Si conclude che:

Due cubiche dotate di cuspide sono trasformabili proietti-
vamente Uuna nell’ altra in o=* modi; in particolare una cubica
con cuspide ammette o' trasformasioni proiettive in se stessa,
essendovi une trasformazione che porta I’uno nell’altro due
punti generici della curva.

Questa conelusione & (’accordo col fatto che vi sono oc*
omografie piane, le quali laseiano invariata la famiglia delle o<”
cubiche dotate di cuspide.

25. Invarianti di- Aronhold e equazione normale. — Cer-
chiamo i esprimere 1’invariante assoluto J di una cubica
f=2aya'y* =0 (i+%=3)

in funzione dei coefficienti «. Designando con « il birapporto
costante delle quattro tangenti condotte alla curva da un suo
punto, si ha — per definizione —

%%)

(22

4(1 — o4
(= 1)z — 2

3

J =

57
1)?
sicché J risulta indipendente dall’ordine delle quattro tan-
genti e percid univocamente definito in rapporto ad f; sard
dunque J funzione razionale dei coeflicienti «:

_ Aa)
" B’

dove A e B sono polinomi aventi lo stesso grado, dovendo .J
dipendere soltanto dai rapporti dei coefficienti.

Per determinare il grado di A e B, basta cercare quanic
sono le cubiche di un fascio che posseggono un dato inva-
riante assoluto; & chiaro infatti che mutando i coefficienti «
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in @42, il grado di d(e + ') e B(a -+ ') rispetto a A &
precisamente il ora,do complessivo rlspetto ai coefficienti «
dei due polinomi 4 e B.

Si consideri un fascio oenemle di cubiche e sia P uno
dei suoi punti base, che collochiamo nell’origine delle coordi-
nate. Sopra una refta p per I°, che non contenga altri punti
base, le cubiche del fascio segano una involuzione di coppie
di punti (efr. L. 2°, § 2), che ha due punti doppi; percio vi
sono due cubiche del fascio tangenti a p. Segue di qui che
le =<' quaterne di rette tangenti alle nostre cubiche per I
formano, nel fascio di raggi P, una serie (razionale) d’indice 2
cioé una servie tale che una retta determina due quaterne:
il parametro A delle cubiche del fascio figura al secondo grado
nell’equazione di una quaterna.

Ora le quattro tangenti condotte da P ==(00) ad una
cubica del fascio verranno rappresentate annullando una
forma del quarto grado: o(xy) =0, e I’espressione dell’inva-
riante -assoluto & (L. 1°, § 4) :

dove i ¢ di secondo grado e j di terzo grado nei coefficienti
di ». Siccome questi coefticienti contengono 2 al secondo grado,
segue che:

1) .J contiene % al dodicesimo grado, cioé vi sono 12 cu-
biche del fascio per cui U invariante assoluto assume un valore
generico. In particolare vi sono 12 cubiche con punto doppio
per cui J =1, d’accordo con la deduzione del § 20: ¢id risulta
anche direttamente ove si riprenda la costruzione delle cubiche
del fascio tangenti ad una retta p per P; considerando come
omologhe due rette per P tangenti a una medesima cubica
del fasecio, si ottiene una corrispondenza [6, 6] i cui 12 raggi
uniti vanno ai punti doppi delle cubiche del fascio.

2) Ma vi sono nel fascio 4 cubiche equianarmoniche per
ceui J=0, le quali conteranno ciascuna per 3 in rapporto
alle radiei dell’ equazione che si ottiene annullando il nume-
ratore di J:4=0. Sara dunque A il eybo di una forma di
«quarto grado nei coefficienti di f; cioé

A=-8?
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dove S designa un invariante razionale di quarto grado (e
di peso 4) della cubica.

3) Similmente vi sono nel fascio 6 cubiche armoniche
per cui J=rco, ¢ cosi I’equazione B =20, che si ottiene annul-
lando il denominatore di J, ammette 6 radici doppie, ossia

B=1",

dove 7' designa un invarviante razionale di sesto grado (e di
peso 6) della cubica. '
In coneclusione: _
La cubica piana possiede un invariante di quarto grado, S,
e un invariante di sesto grado, T, per meszo dei quali si esprime
U invariante assoluto :
S
J:_—'._ ——1—75 N

le condizioni
: S§=0, I'=0,

esprimono che la cubica ¢, rispettivamente, equianarmonica ed

armonica.

I/ unicita dell’invariante assoluto, gid osservata nel para-
grafo precedente, porta che ogni altro invariante della cubica
si esprime razionalmente per S e 7. In particolare gli inva-
riantt S ¢ T sono definiti dal loro grado a meno di fattori
numeriei; il discriminante della cubica viene dato da S* — 1'*
(J =1 per le quaterne con raggio doppio) e cosl i fattori
numerici e¢he compariscono nella definizione di 8§ e 7' sono
il quadrato e il cubo d’una medesima costante.

Nota. Gli invarianti § e 7' della eubica sono stati intro-
dotti da Aroxmornp (') (1849); ma il loro significato. geome-
trico viene in chiara luce soltanto con la scoperta di SALMON
relativa al birapporto delle quattro tangenti condotte per
un punto P della cubica. SALMON, partendo dalla ricerca di
.questo birapporto, ritrova gli invarianti di AroNmHoLD, dan-
done il caleolo effettivo. '

Qui giova avvertire che ove si assuma 1’espressione del-
I'invariante assoluto in rapporfo alla sopra nominata quaterna:

4@

(') Journal fiir Math., Bd. 39, pag. 149.
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non ¢ lecito ritenere @ priori che ¢ e j siano funzioni razio-
nali dei coefficienti della cubica f, cid0 che abbrevierebbe le
considerazioni precedenti. Infatti, a differenza dell’ invariante
assoluto .J, gli invarianti relativi ¢ e j dipendono non soltanto
dalla quaterna delle tangenti per P, mma anche dal sistema
delle coordinate a cui questa quaterna viene rviferita (I. 1°,
§ 2); ora i tre raggi fondamentali di questo sistema mnon
vengono definiti razionalmente in funzione delle quattro tan-
genti nominate, sicché ¢ ed j sembrano dipendere irrazional-
mente dai coefficienti di f (!).

Se, richiamando la notazione simbolica, si serive la cubica
sotto la forma

3 7 83— 5 3, 3 ___.p
ay® =0, =¢,* = e, = 1,7,

si possono costruire due invarianti del quarto e del sesto
grado in base al teorema del libro primo, § 15, (vol. I,
pag. 98), e cosi si ottengono — a meno di fattori numerici —
le espressioni di S e di 7":

S = (abe)(abd)(aed)bed)
T = (abe)(abd)(ace)bef)(def)?,

dalle quali & facile passare alle espressioni effettive.

I1 calcolo dell’invariante assoluto di una cubica diventa
particolarmente semplice quando I’equazione di questa sia
ridotta ad una forma normale, cui si riattaccano importanti
conseguenze. ,

Sia data una cubica C,, senza punti doppi, di equazione

flay)=0.

Con una proiezione di C,, equivalente ad una trasfor-
mazione delle coordinate, si pud fare in modo che un flesso
di’ 0, divenga il punto all’infinito dell’asse y e la sua polare
armonica divenga 1'asse x (cio¢ y =0). Di pitt sard lecito
suppc;rre che la tangente di flesso nel punto all’infinito del-

. LJ

() La rappresentazione degli invarianti e covarianti della forma
binaria delle quattre tangenti ¢(wy) =0 per mezzo delle forme invarian-
tive di f, & stata data completamente da HARNACK <« Math. Annalen »
Bd. 9, pag. 218, .
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I’asse y sia divenuta la retta all’infinito del piano. Prescin-
diamo — per un momento — da quest’nltima supposizione.
In ogni easo la curva O, sara intersecata in due punti
simmetrici rispetto all’asse », +y e — v, dalle perpendico-
lari all’asse . Percio ¥* sara funzione razionale di z, del
3° grado, cio¢ -
v = ()
b()
‘17 equazione della cubica sard
Y (@) = o(z),

del 3° grado, e percid ¢ & di 1° grado e si pud porre (divi-
dendo eventualmente per una costante)

)=z — a.

Per x—=a si ha y=o, cioé la retta x=a ¢ la tangente
~di flesso di C, nel punto all’infinito dell’asse y. Se dunque
si suppone che codesta tangente sia la retta. all’infinito,
I’equazione della cubiea diventa B

dove ¢ & un polinomio di terzo grado
P(z) = a,2° + @, + a,x + a,.

' Allora, poiché ¢ =0 ¢& 1’equazione delle quattro tangenti
condotte dal punto all’infinito dell’ asse y alla cubica, si ottiene

8 4

J =

dove ¢ e j sono gli invarianti del polinomio ¢ considerato
come polinomio del quarto grado col primo coefficiente nguale
a zero; e percio si deduce

S=rp%, T=5p°

I

olss.

con p fattore numerico arbitrario.
Con una nuova trasformazione di coordinate, cambiando
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in ¥ — I’equazione della cubica si ridurrd alla forma

5 9
y* =Lz’ — pr 4-9);

e cambiando ancora y in Vk-y, I’ equazione precedente assu-
mera la forma normale

Yy =2a*— pr—+q.

Partendo da questa equazione si calcoleranno gli inva-
rianti della cubieca.
Si.ha (L. 1° § 5; Vol. I, pag. 34):

i=3p, j=27q, '
e quindi

§S=3sp, T= g—psq.

Determiniamo il fattore numerico o prendendo per conven-
stone p—=1, risulterd
27
§S=3p, T= o O

e quindi il diseriminante della cubica

] 12 O 2
D=8 —1T°"=2 (1) —-Z([),

differisce per il fattore 57

§ 4 del L. 1° (Vol. I, pag. 30), abbiamo definito come discri-
minante della quaterna ¢ = 0. :

La  cubica & equianarmonica per p = 0 e armonica
per ¢ =0.

Di qui si deduce 1’interpretazione degli invarianti Se 7'
data da AroNHOLD (1849). In primo luogo:

La forma cubice ternaric floyz) (equicnarmonica) per
cut S=0 si puod esprimere come somma di tre cubi, ciod, per
una scelta conveniente del punto uniti:

5
da 4p* —27¢° (: LL) che, nel

o7
,3

=2 4+9y* + 5%
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Si ha infatti dalla precedente forma normale

f=2"—y's+ ¢,

e basta quindi ridurre la forma binaria ¢(yz) = — 9’z +2° a
una somma di due cubi, il che si effettua considerando i due
punti uniti della proiettivita ciclica del terz’ ordine definita
dalla terna di punti ¢(yz) =0 (Cfr. L. 1°, § 5).
I’ equazione
® _*_?/3_*_53:0

mette in evidenza che: la lessiana di una cubica equianar-
monica st riduce a un trilatero; infatti lo hessiano della forma

2% - ,y:; 458 & (331'-3/5.

Questa proprietd & caratteristica per le cubiche equianar-
moniche, come vedremo pitt avanti (§ 28).

In secondo luogo: la cubica (armonica) per cui T=0 ¢
la hessiana della propria hessiane. Infatti il determinante
hessiano della forma

f=2—y*s — paz’ (g==0)

&
6z 0 — 2ps
h= 0 — 2z —2y |=24p2*s — 242y’ + 8p7°,
—2ps —2y — 2o

e calcolando lo hessiano di v si tro

8. 6% p*- f.
Vedremo piu tardi che la proprieta espressa dall’enun-
ciato precedente caratterizza le cubiche armoniche (Cfr. § 28).
E degna di nota la circostanza che il fascio

Y= N2' — pr +q),

definito dal variare di 2, & costituito tutto di cubiche di ugual
modulo: 1’invariante assoluto .J che, come abbiamo visto, si
esprime quale funzione razionale fratta di 12° grado in 2, si
riduce qui costante, cio¢ indipendente da 2. Non & questo il
solo caso in cui si presenta tale circostanza particolare, ciod
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Pannullamento dei coefticienti di % nell’ espressione di J(4);
anzi si hanmo diverse famiglie di fasci di cubiche di ugual mo-
dulo, di cui qualche esempio & stato incontrato da S. Kanror
e che sono state classificate da O. CHISINI (*). Fasci siffatti,
dove non sieno formati di cubiche con punto doppio, godono
della proprietd che J mnon pud assumere il valore 1 senza
divenire in pari tempo indeterminato, sicehé le cubiche dotate
di punto doppio appartenenti al fascio debbono possedere
una cuspide o una singolavitd derivata come caso particolare
dalla cuspide, cio¢ spezzarsi in conica e retta tangente o in
tre rette per un punto. Quest’ ultima circostanza contrassegna
il fascio y*=A(z® — pr 4+ ¢) sopra nominato: per A =0 si
ottiene infatti una cubica spezzata nella retta all’infinito e
nella retta y =0 contata due volte, e per X = oo si ottengono
tre rette parallele

2P —pr+q=0.

Aggiungiamo 1’ osservazione che anche le cubiche con
punto doppio Ppossono essere rappresentate da un’equazione
. \
normale del tipo

Y =o@)=21"—pr+q.

L’esistenza d’un punto doppio porta che ¢(x) = 0 possieda una
radice doppia:

#(@) = (& — @)@ — o),
e, affinché manchi il termine in x?,
c=—2a:
P=3¢*, q=2a".
Se poi il punto doppio della cubica deve essere una

cuspide, occorre che ¢(x) = 0 abbia una radice tripla,‘'e quindi,
riducendo alla forma normale priva di termine in 2°,

p(z) =27,

p=q=0.

(!) Rendiconti del Circolo matematico di Palermo, 1916.
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Si noti in fine che 1’equazione mnormale della cubica con

cuspide:
Y =2

pone in evidenza le infinite irasformaszioni proiettive della

curva (§ 24): , . , ‘
v=cz, Yy =cd'y,

dove « & un parametro arbitrario.

26. Forma delle cubiche reali. — La riduzioue della cubica
alla equazione normale, implicando la scelta (i un flesso (e
della relativa polare armonica), non si effettua razionalmente
in rapporto ai coeflicienti della cubica; ma se questa é reale,
cioé rappresentata da un’equazione a coefficienti reali, ’equa-~
zione di nono grado dei flessi possiede certo almeno una radice
reale, e percio ¢ sempre possibile ridurre la cubica alla forma

Y =k’ — pr 4 q),

con una trasformaszione reale. Ora, per ridurre & all’ unita,
occorre cambiare y in VE-y, cid che costituisce ancora una
trasformazione reale se k >~ 0; se invece k ¢ negativo, lo si
ridurra prima positivo cambiando » in — %, con che 1’equa-
zione precedente diviene

Y =Rk(— 2+ pr 4 q) = — k(z* — pr — q),

cioé assume ancora la forma normale, dove non ¢ fatta alcuna
ipotesi circa il segno di (p e di) g.
L’ equazione normale della cubica

Y =9@) =22 —pr+q

permette di riconoscerne la forma. A tale scopo conviene
distinguere due casi:
1) La »(x) =0 ammette tre radici reali «, b, ¢, dove

. d <b<ec.
Allora
. (@) = (v — @)@ — b)(x — ¢),
e si vede che _
Y= Vo)
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riesce reale soltanto per

‘e per .

Corrispondentemente si hanno due rami reali di C;: un ramo
chiuso a forma di ovale che & intersecato da ogni retta,
non tangente, in due o in nessun punto (ramo pari segato
da una retta qualsiasi non tangente in' un numero pari di
punti); e un ramo aperto, segato da ogni retta non tangente
in uno o in tre punti, uno dei quali puod anche essere il punto
all’ infinito dall’asse y (ramo #mpari incontrato da ogni retta
non tangente in un numero dispari di punti).

Ora si vede che il ramo pari di ¢, non pud possedere una
tangente di flesso: questa infatti, dovendo avere un numero
pari di intersezioni col ramo stesso, e avendone gia tre riu-
nite nel flesso, dovrebbe averne almeno quattro, il che &
assurdo, appartenendo il ramo a una curva del terz’ordine.
Invece il ramo impari possiede due flessi simmetrici rispetto
all’asse « (oltre quello all’infinito). Si arriva a questa con-
clusione considerando una retta
per il punto ¢, congiungente un : e
altro punto del detto ramo, e
percio secante il ramo in tre
punti ¢, d, ¢ (d < e). Infatti assu-
miamo questa vetta (secante il /7 N\
ramo in tre punti) come asse x, e I\ _/b c X
consideriamo quindi la funzione y,
distanza dei punti del ramo cde
dalla nominata retta. Questa fun-
zione si annulla in tre puntie, d, ¢,
quindi, per il teorema di RoLLE (*),
la sua derivata si annulla fra ¢ e d, e fra d ed e¢; ma fra le
due radici della devivata prima ¢'é una radice della derivata
seconda, pereid quest’ ultima si annulla in un certo punto
fra ¢ ed ¢. Dove la derivata seconda si annulla ivi é un
flesso, quindi tra ¢ ed ¢ vi & almeno un flesso. c. d. d.

Semplici considerazioni intuitive mostrano ancora che
non ci sono altri flessi reali sul ramo impari, poiché se ne

‘() Cfr. per es. S. PINCHERLE « Lezioni di Calcolo infinitesimale ».
Bologna 1915, pag. 116.
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dedurrebbe 1’esistenza (i tangenti doppie (a contatti distinti).
Ma per dar forma rigorosa a tali considerazioni occorre entrare
in un’analisi delicata che — indi-
pendentemente dalla particolarizza-
zione metrica della cubica a cui ci
riferiamo — fu svolta da MoBius (!)
(cfr. Cap. IV). Si puo evitare questa
analisi, adoperando il teorema di
Mac-Lauriy, che fu gia incontrato
nel libro 1°, § 22 e di cui porgiamo
una nuova dimostrazione nel para-
grafo seguente: «la retta congiun-
gente due flessi sega la cubica in
un terzo flesso ».

I flessi del ramo aperto di C,
si presentano a coppie simmetrici
. rispetto all’asse x; se vi sono piu
coppie di flessi, vi sard al disopra dell’asse x un primo flesso F,
a cui segue, per ordine di ascissa, un secondo flesso F,. Desi-
gnando con F, il flesso simmetrico di F,, il segmento F, I/,
insieme con I’arco determinato
sul nostro ramo dai medesimi
estremi, forma una curva chiusa
finita, in cui non penetra la tan-
gente di flesso in F, (altrimenti
vi sarebbe una quarta interse-
zione di questa retta con la cu-
biea). Si deduce che il punto I,
giace al disopra della nominata
tangente di flesso in I, ¢ percid
la retta F,F, penetra nella re-
gione limitata dalla suddetta
~ curva chiusa, e quindi sega 'arco
di curva F,F/ in un punto F,
di ascissa minore che F; questo punto F, dovrebbe essere
un flesso; ma tale conclusione & assurda giacche, per ipotesi,
non vi sono flessi di ascissa minore che F,.

In conclusione la cubica possiede in tutto ¢re flessi reali

(Y=g

-
~
|l
o~

g Tmmmm e

—
xlo

[
-

(1) Ueber die Grundformen der Linien dritter Ordnung. Leipziger
Abhandlungen, Bd. I, 1852,
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(uno dei quali & all’infinito) (') sopra il ramo impari; questa -
curva si presenta dunque come una parabola campaniformis
cum ovali, secondo la denominazione di NEWTON.
2) La ¢(x) =0 possiede una sola radice reale x=a e
due radici immaginarie coniugate.
Allora si ha
p(2) = (x — a)d(@),

dove (z) & un polinomio di 2° grado, che conserva sempre
lo stesso segno, p. es. '

b(z) > 0.
Si vede quindi che

y=Vem=Ve—a Vi@
riesce reale per
T =,

e si ha corrispondentemente un solo ramo aperto, sul quale
— come nel caso precedente — si trovano due flessi reali, cltre
quello all’” infinito. I/ andamento
della eurva riesce bene caratteriz-
zato dalla designazione di pare-
bola pura campaniformis, datole da
NEWTON.

La riduzione al tipo normale
essendo ancora possibile in modo
reale per le cubiche (irridueibili) =€ -
dotate di punto doppio o di cuspide
(giacché in ogni caso vi & un nu-
mero dispari di flessi e quindi al- :
meno uno reale), possiamo studiare
la forma delle cubiche dotate di
punto doppio, a cui si & eondotti y'=7x(x" )
dalla discussione dei casi seguenti.

3) I’ equazione o¢(x) =0 ammetta una radice’ doppia
«=1", e un’altra radice reale c¢; siccheé, riducendo ¢(z) alla

R R L R L T Y )

R Rl 4

() Indipendentemente dalla visione della forma particolare della
cubica considerata, osservazione fondamentale che la retta congiungente
due flessi reali conticne un terzo flesso veale, permette di riconoscere che
« una cubica reale non pud avere pitt di tre flessi reali ». Infatti, se ne
sono dati quattro, si arriva a costruire pitt di nove flessi reali, il che &
assurdo.
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forma normale in cui manea il termine in 2* (o— 2a):

y= Vo) = (= —a)Ve+ 2¢;

si vede pertanto che la curva ¢ composta di un solo ramo
corri .spondente a = — 2.

Vi & un punto doppio per ¥ =« e questo & un nodo (a
tangenti reali) o un punto isolato, secondoché

a«>0 oppure a<<0;

corrispondentemente si hanno la parabole nodate ¢ la para-
bola punctata i NBWTON.

La parabola nodata non
possiede alcun flesso all’in-
fuori di quello all’infinito.

Per dimostrarlo si puo
ricorrere a diversi metodi;
diamo qui la preferenza al
metodo che si fonda sulla
razionalita della cubica do-
tata di punto doppio, poiche
esso vale a mettere in luce
la differenza fra la para-
bola nodata e la parabola
punctata.

Lia cubica C, essendo
dotata i punto doppio, 0, si
laseia rappresentare (per proiezione da questo) sopra una retta r
in guisa che alle terne di punti segate dalle rette del piano
corrispondano su 7 le terne di punti di un’involuzione di

seconda specie g:. Ora se la C possiede due flessi, a questi
corrispondono su = due punti A e B che, contati tre volte,
appartengono alla g:, mentre al punto doppio O corrisponde
una coppia di punti, O, e 0,, appartenente a oo* terne della (/i
Si’ deduce che la coppia 0,0, appartiene a una terna
della g; determinata da 4° e B’, cioé a una terna della proiet-

tivita ciclica del terz’ordine che ha come punti uniti A e B.
Ma questa conclusione ¢ assurda se A, B, 0,, O, sono insieme
reali: quando 4 e B sono reali, la proiettivita del terz’ ordine
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risulta immaginaria, e cosi la coppia O, 0, risulta pure imma-
ginaria, cioé il punto doppio della cubica, O, deve essere un
punto isolato anziché¢ un mnodo; se invece 0,, 0, sono punti
reali, uno almeno fra i punti A e B (corrispondenti a flessi
della cubica) deve essere immaginario.

[La dimostrazione indicata si puo svolgere in forma lie-
vemente diversa, ove non compare pilt la nozione della razio-
nalita della cubica con punto doppio. Se una cubica C, dotata
di punto doppio O possiede pitt di un flesso reale, essa ne pos-
siede tre ABC, appartenenti ad una retta «. Allora la €, & tra-
sformata in se stessa da due omologie armoniche che scambiano
AB e AC, e quindi dall’ omo-
grafia prodotto che scambia
cielicamente ABC. La proiet-
tivita cielica del terz’ ordine, y
cosl definita sopra «, possiede
come punti uniti le traccie
0,0, delle tangenti alla cubica
nel punto doppio O: segue che
0, e 0, sono immaginaril.

Il ragionamento che pre-
cede prova che la parabola
nodata non pud avere altri
flessi fuori di quello all’infi-
nito, mentre esso permette di g?-% ?(x=1)
costruire una cubica razionale
dotata di due — e quindi di
tre — flessi reali, il cui punto
doppio deve essere un punto isolato.

D7 altronde si riconosce direttamente che la parabola -
punctata possiede, oltre quello all’ infinito, due flessi (reali)
simmetriei rispetto all’asse 2, ripetendo qui il ragionamento
fatto in generale per il ramo impari di una cubica senza
punti doppi.

4) L’ equazione ¢(r)=0 ammetta una radice tripla
a=b=c:

) o) = (& — )",
ol@) = 2* (@=0)

riducendo ¢ alla forma 2* — px -+ ¢q che abbiamo assunta come
normale (p =¢=0).
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In questo caso la cubica ¥°=«(x) ha una cuspide nel-
Porigine e viene designata da NewroN come paradola cuspi-
data (semicubica). Questa curva, per le formule di PLUCKER,
non possiede altro flesso che il punto
all’ infinito dell’asse .

Ora i cinque tipi di eubiche, con
tangente i flesso allinfinito, si rae-
colgono sotto la comune denomina-
zione di parabole divergenti, che bene
ne esprime 'andamento. La riduzione
dell’ equazione della cubica a forma
normale si pud interpretare come una
proiezione, sicché essa esprime il ce-
lebre teorema (genesis curvarum per
umbras) enunciato da Newrox al ter-
mine della sna IEnumeratio:

Tutti i tipi delle cubiche reali si
deducono proiettivamente dai cingque
tipi delle parabole divergenti: parabola campaniforme con o
senza ovale, parabola nodata, punctata e cuspidata.

Per quanto sopra abbiamo detto, la proiezione di una
cubica in una parabola si effettua mandando all’infinito una
retta di flesso (Cuasnus (Y)), ed & anche lecito aggiungere la
condizione che il diametro fornito dalla polare armonica del
flesso all’infinito rvisulti normale alla direzione segnata dal
flesso, e quindi sia asse di simmetria ortogonale.

Dal punto di vista metrico si debbono distingunere i vari
casi cui da luogo la posizione della retta all’infinito rispetto
alla curva; un ramo di una parabola divergente puo dare
origine cosi fino a fre rami, congiunti attraverso all’infi-
nito. Per tal modo si oftengono tutfi i tipi di cubiche
metricamente distinti, che sono classificati nel citato lavoro
di NEw71ON.

Ma, secondo la veduta proiettiva che qui adottiamo, gli
archi di curva separati da punti all’infinito si riterranno
sempre costituire un unico ramo o circuito; si avranno quindi
cubiche (unipartite) con un ramo, e cubiche (bipartite) con
due rami. La proiezione di una parabola conserva la parita e
disparita dei suoi rami, e cosi: le cubiche unipartite (sense

R I T TR

(¥ =y
1
=
=

o

(f) Apercu Historique. Nota 20.
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punto doppio) posseggono un rano impari dotato di tre flessi
reali, e le cubiche bipartite posseggono un ramo impari con tre
JSessi mm e un ramo pari senza flessi.

Aggiungeremo che la distinzione fra rami pari e nnpml
per le curve algebriche, risulta subito dalla legge di con-
tinuitd per cui le intersezioni reali con un ramo possono
divenire immaginarie soltanto a coppie, attraverso un con-
tatto. Ma questa distinzione vale indipendentemente dalla
algebrieitd, potendosi fondare sulla natura topologica del
piano proiettivo, e sulla- distinzione che ivi ricorre di due
specie di linee chiuse, seguendo StaupT e MOBIUS. Queste
considerazioni ci riserviamo riprendere e sviluppare pitt avanti
(Cap. IV).

Per una mwmigliore intuizione della forma delle cubiche,
eiova aggiungere, ai cinque tipi delle parabole divergenti di

30G~8E¥—100%Y’=n
g d g-X+xy’=0

Newtox, i cinque tipi di CHASLES, che corrispondono ad una
diversa particolarizzazione metrica, mandandosi all’infinito la
polare armonica d’un flesso, il quale diviene centro dé sim-
metria della curva. II basterd all’uopo disegnare due figure
con riferimento alle speciali cubiche, la prima unipartita e
la seconda bipartita, di cui viene indicata 1’equazione.

F. ENRIQUES - II, 14



210 LIBRO TERZO

Osservasione. SYLVESTER ha avvertito e OREMONA (*) (1854)
ha dimostrato, che si pud riconoscere se una cabica sia uni-
partita o bipartita, in funzione del segno del discriminante

D=8 —17
Riduciamo 1’equazione della cubica alla’ forma normale

Y=o —pr g,
dove

(P"
o
.).

S = 3p, T__——q, D__i‘-(flp — 27¢%)

Allora si vede (*) che: per D >0 'equazione &* — pr 4+-q¢=10
ha una sola radice reale, mentre per D < 0 essa ha tre radici
reali (caso irriducibile dell’equazione di terzo grado). Si de-
duce che le cubiche con discriminante positivo sono unipartite
e quelle con discriminante negativo sono bipartite. In parti-
colare per 7’= ¢ =0, il segno di D & uguale a quello di § ossia
a quello di p: le cubiche wrmoniche per cui S>>0 sono wuni-
partite e quelle con S <0 sono bipartite; se anche S=p =0
la curva ha una cuspide, d’accordo con la indeterminazione
del valore del birapporto relativo alle sue quattro tangenti
condotte da un punto.

Si aggiunga che, per

D=4p’ —27¢* =0,

si ha una cubica con nodo o con punto isolato secondo che

T <0 oppure 7' > 0; infatti 1"equazione 2° — pxr -+ ¢ ha in

questo caso una radice doppia @ e una radice semplice — 2a,
or

. <. . Py N . .

sieche il segno i T=+ ¢=—27a’ ¢ Vinverso di quello
ad

di @, da cui abbiam visto dipendere la distinzione fra parabole

nodate e punctate.

La conclusione ottenuta per le cubiche armoniche, che
esse Ppossono essere unipartite o bipartite secondo il segno
dell’ invariante S, sembra contraddire al teorema fondamentale

(Y) Opere t. II, pag. 100.
(*) Cfr. per es. CAPELLI « Istituzioni di analisi algebrica ». Cf:p XIV,§5.
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che due cubiche sono proieftive quando hanno il medesimo
invariante assoluto, e analoga contraddizione apparisce in
ordine alle cubiche dotate di punto doppio che — estenden-
dosi il teorema fondamentale per il valore J=1 dell’in-
variante assoluto — debbono formare, dal punto di vista
proietfivo, una sola famiglia. Ma la contraddizione si toglie
osservando che due curve reali, trasformabili 1’una nell’ altra .
con una proiettivitd complessa, non sono sempre trasforma-
bili eon una proiettivita reale. Accade qui un fatto analogo
alla distinzione che si stabilisce mel campo reale fra le
superficie del second’ordine rigate e non rigate, mentre nel
campo complesso tutte le superficie di second’ordine, che
non sieno coni, formano una sola famiglia di superficie proiet-
tivamente identiche.

Precisamente si ha:

Condizione necessaria ¢ sufficiente affinché due cubiche reali
stano proiettive nel campo reale, ¢ che esse abbiano uguale U in-
variante assoluto J :% ¢ il segno dell’ invariante T, supposto
T==0; per T=0 la condizione di proiettivita reale é espressa
dall uguaglianza del segno di S valida anche, per cubiche
irvidueibili, nel caso limite §—0, che porta I'esistenza di
una ecuspide. '

Infatti si prendano le equazioni- di due cubiche sotto la
forma normale

P =0 —pr+q

Yy =2 —pr+4,

0, introducendo coordinate omogenee col sostituire ad « e ¥
T,y

AT
2y* =2a* — pas® + ¢2°
2y = — p'ar® + ¢,
Posto
= (g4 0)

si sostituiscano %, 9, ¢ con
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con ci0 I’equazione della prima cubica, diviene
sy = 2® — Ppaz’ 4 23795,

e quindi coincide con quella della seconda essendo

q' prnd cz3q
e

P Y

qz qlz

e pero, estraendo la radice cubica reale,.
P =*p.

Ma la sostituzione sopra indicata, che pone due trasforma-
zioni proiettive reali quando >0, da luogo a due trasfor-
mazioni immaginarie per « << 0; e poiché vi sono soltanto,
nel caso generale, due proiettivitd che trasformano una cubica
nell’ altra facendo corrispondere due flessi assegnati di esse,
cosi si conclude che per z <0 le nostre cubiche non sono
proiettive nel campo reale. Il caso particolare delle cubiche
equianarmoniche (§=0) non da luogo ad eccezione, quan-
tunque le trasformazioni proiettive ehe fanno corrispondere due
flessi assegnati siano ora sei anziché due; imperocché le nuove
proiettivita che mnascono dal sostituire z con =z, o con &,
dove ¢ ¢ una radice cubica dell’ unitd, sono immaginarie.
Invece il caso 7'=0 di origine ad un particolare esame,

\ e

giacché per ¢=¢ =0 il rapporto % ¢ indeterminato.
Seriviamo le equazioni normali di due cubiche armoniche
(I'=0)
Y= —pe,
=o' — ',
o, in forma omogenea,

2y = — pas’

2.___ 3 Y 2
2y = ot — p'ws?,

’

1L, 1 1
) T S\ o > .
e, posto 11; =3, sostituiamo @, y, z con =, (132) 2.y, 32.2. Si ot-

tengono cosl le trasformazioni proiettive della prima cubica
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nella seconda, che lasciano fermi gli assi; due di queste tra-
sformazioni sono reali per 3 >> 0, mentre le quattro trasforma-
zioni sono tutte immaginarie per 3§ <.0. c. d. d.
Osservagione. In ultima analisi, come tipi proiettivi reali

delle cubiche equianarmoniche ed armoniche si possono pren-
dere le '

yﬂ f— fv:; i ]’
e

y? =z’ 2= 1).

27. Counfigurazione dei flessi. — Nel § 24 abbiamo veduto
che una cubica ammette sempre due trasformazioni proiettive
in s¢ che lasciano fermo un flesso F, la relativa polare
armonica e le tre intersezioni di questa con la curva. Una
di queste due trasformazioni & 1’identita, 1’altra é una omo-
logia armonica: un flesso e la relativa polare armonica sono
centro ed asse di una omologia © che trasforma la cubica in se
stessa. Cio & d’accordo col fatto che la conica polare di I, e
quindi (staccando la tangente in I7) la polare armonica di F,
viene costruita come luogo dei coningati armonici di F'rispetto
alle coppie di punti della cubica allineati con F (§ 4). Nel
aso particolare metrico che corrisponde all’equazione nor-
male, 1I’omologia armonica si riduce alla simmetria che ¢ stata
notata nel § 25.

Ora I’omologia armonica di centro F, trasformando in
se stessa la cubica, deve trasformare in s¢ il gruppo degli
otto flessi all’infuori di F; e poiché I’asse d’ omologia incontra
la eurva nei tre punti di contatto delle tangenti condotte
da F, e perdo non contiene aleun flesso, si deduce che gli otto
flessi suddetti sono a coppie su quattro rette per F. Cio for-
nisce una dimostrazione del :

Teorema di MACG-LAURIN ('): La retta che unisce due flessi
di una cubice contiene un terzo flesso.

Le rette che contengono tre flessi sono state da mnoi
denominate rette di Mac-Lawrin. Basandoci sulla esistenza
di 9 flessi, abbiamo dedotto, con PLUCKER (1835), che vi sono

9\ 1
2)3

=12 rette di Mac-Laurin, di cui 4 passano per un flesso;

«

(1) Nel L. 2° § 22 si ¢ visto come al teorema stesso si pervenga par-
tendo dalla proprietd fondamentale dei nove punti base d’un fascio di
cubiche.
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le quali formano quattro trilateri (inflessionali), in guisa
che ciascun trilatero contenga i move flessi. Uno di questi
trilateri si costruisce prendendo come lato una retta di
Mac-Laurin «; per i tre flessi su « passano, oltre «, 3-3 =29
rette di Mae-Laurin, sicché ne restano fuori due: b e ¢; sie-
come le nove rette anzidette si ottengono gidy congiungendo
i flessi di b con quelli «, si conclude che b e ¢ non hanno
comune un flesso, ¢ perd «, b; ¢ formano un trilatero conte-
nente i nove flessi. '

Ora, volendo approfondire lo studio della configurazione
dei flessi, aggiungeremo anzitutto 1’ osservazione seguente: le¢
tre rette di un trilatero «, b, ¢, contenente © nove flessi, non
passano per wun medesimo punto, cio¢ formano un effettivo
triangolo. Imfatti i quattro trilateri insieme alla cubica data
appartengono ad un medesimo fascio che ha come punti base
i nove flessi; questo fascio ha un gruppo jacobiano di dodici
punti; un frilatero le cui refte non passino per un punto ne
fornisce tre, ¢ cosi si trovano tutti i dodiei punti, mentre se
al faseio appartenesse una cubica dotata di punto triplo, ciod
se vi fosse un trilatero costituito da tre rette concorrenti, il
detto punto triplo conterebbe per quatéro mel gruppo jaco-
biano (§ 20) ('). ,

Come abbiamo osservato, i nove flessi di una cubica f
sono punti base per un fascio di cubiche, che verrd deter-
minato dalla f e dalla sua hessiana h. Si ha il:

Teorema (*). Twite le cubiche del fascio Lf —+ ph hanno
come flessi i move punti base.

Infatti preso un punto base F, la conica polare di esso
rispetto a una qualunque cubica del fascio, riesce spezzata,
staccandosi la polare armonica di F rispetto f; invero quattro
punti di questa retta si ottengono come coniugati armonici
di F rispetto alle quattro coppie di flessi di f allineati con F.

Il fascio Af +4-ph =0, di cui le cubiche hanno i flessi in
comune, si chiamera, con OREMONA, fascio sizigetico.

Lia costruzione e la proprieta del fascio sizigetico sono
basate unicamente sul fatto che la retta congiungente due

» () Si pud anche fornire una dimostrazione pitt elementare dell’enun-
ciato, basata unicamente sulla proprietd fondamentale della configurazione
dei flessi. .

() Cfr. L. 2°, § 22, (vol. I, pag. 274) ¢ il Teorema di HEssk nel seguente
paragrafo.
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fra i nove flessi della cubica contiene un terzo flesso. Per-
tanto si deduece che il teorema di Mae-Laurin esprime la pro-
prieta caratteristica della configurazione dei nove flessi, ciod:

Se nove punti del piano sono tali che la retta congiun-
gente due di essi ne contiene un terzo, essi sono i flessi delle
cubiche di un fascio (che viene determinato da due fra i
quattro trilateri contenenti i nove punti).

Lo studio delle proprietd geometriche della configurazione
dei flessi, dovuto a Mac-LAURIN, PONCBLET e PLUCKER, & stato
da HeSsE non soltanto approfondito, come vedremo pilt avanti,
ma anche messo in relazione con le proprietd dell’ equazione
algebrica dei nove flessi, cio¢ dell’ equazione del nono grado
resultante di f=0 ¢ della hessiana I = 0. HEsSsE nel 1846 (V)
osserva che la proprietd fondamentale del gruppo dei nove
flessi conduce ad esprimere una radice della predefta equa-
zione come funzione razionale di altre due. Sotto questo punto
di vista I’equazione dei. nove flessi appare come estensione
delle equazioni di grado primo, risoiubili per radicali, consi-
derate da ABEL (caso metaciclico). Hrssr riprendendo e svol-
vendo tali ricerche riesce a dimostrare la risolubilita per
radicali dell’ equagione dei nove flessi.

Lo sviluppo effettivo, in rapporto ai covarianti della
«ubiea, si trova in una memoria di ARONHOLD del 1849 (?) e
poi in un’altra di CLesscH de! 1860 (*). Queste memorie con-
tengono anche importanti resultati che faremo conoscere nei
seguenti paragrafi; qui vogliamo dimostrare la proprietd anzi-
detta che « I’equazione dei nove ftlessi, resultante di f=0
¢ =0, & risolubile per radicali »,

A tale scopo si risolverd anzitutto un’equazione di
quarto grado che vale a staccare uno fra i quattro trila-
teri del fascio Af + ph=0. Percid si annullera il diserimi-
nante di Af 4+ ph =0; si otterrd cosi un’equazione di dodi-
cesimo grado in !7_: che sard il cubo perfetto di un’equazione
di quarto grado (costruibile razionalmente), in rapporto alla
cireostanza che il fascio contiene 4 cubiche trilatere dotata

(Yy Journal fiir Math., Bd. 34, pag. 193.
(3} Journal fiir Math,, Bd. 39, pag. 140, Ctfr. Bd. 55, pag. 97.
(® Journal fiir Math, Bd. 58, pag. 229.
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ciascuna di tre punti doppi. Ora, per ottenere i flessi, occor-
rerd staccare. i tre lati di un trilatero, ¢i0 che conduce a
risolvere 1’equazione cubica da cui dipende la determinazione
dei tre punti doppi della cubica trilatera; si dovrd poi inter-
secare la cubica con le tre rette di Mac-Laurin che sono i
lati del nominato trilatero.

Osservaziont sulla realita. Abbiamo veduto che,’tra i nove
flessi di una cubica reale, ve ne sono tre reali A, B, C appar-
tenenti a una retta reale d. Ora gli altri sei flessi si distri-
buiscono in tre coppie di punti immaginari coniugati, e quindi
fra le rette di Mac-Laurin, che ne congiungono due, si tro-
rano tre refte reali. D’altra parte vi &€ almeno una retta reale
di Mac-Laurin per ciascuno dei flessi 4, B, (' fuori della retta d,
giacché per ognuno dei punti suddetti passano quattro rette
rappresentate complessivamente da un’equazioune reale. Si
conclude che per A, B, C passano rispettivamente tre rette
reali di Mac-Laurin «, b, ¢, congiungenti le tre coppie di
flessi immaginari coniugati. B cosi si ha con PLUCKER (183));
nella configurazione dei-flessi di wune cubica reale vi sono quattro
rette di Mac-Laurin reali, di cui tre costituiscono i lati di un
trilatero inflessionale, mentre la qguarta contiene i tre flessi reali,
ciascuno dei quali appartiene a un lato del detto trilatero;
sono pure reali quattro vertici di triangoli inflessionali, cio¢ i
tre vertici del trilatero reale e il vertice opposto alla retta che
contiene i tre flessi reali nel relativo trilatero inflessionale (%).

Aggiungiamo che nove punti reali del piano non possono
essere flessi neppure per una cubice immaginaria.

Invero una cubica immaginaria

Jlay) -+ ip(zy) =0

(dove f e » sono reali), pud possedere fino « 9 punti reali,
comuni alle cubiche
f=0, ¢=0.

Ma, se vi sono nove punti rveali comuni a f=0 e =0, che
sieno flessi per
f+ 1 = 07

(Y) Cfr. PLUCKER « System der Analytischen Geometric », Berlino, 1835,
pag. 285. :
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tutte le cubiche pei nove punti, e quindi anche le cubiche
reali /=0 e ¢ =0, hanno i medesimi flessi. I} questa con-
clusione contraddice al teorema che la =0 possiede sol-
tanto tre flessi reali.

28. Fascio sizigetico. — Risulta dal precedente paragrafo
che il fascio determinato dalla cubica f e dalla sua hessiana h
¢ costituito di cubiche aventi.a comune i nove flessi; perciod
la hessiana di una qualunque cubica Af - ph =0, passando
per i nove punti base di questo fascio, deve appartenerve
al fascio medesimo (L. 1°, § 14). Ora questa proprietd pud
essere (imostrata direttamente, e dalla nuova dimostrazione
seguono anche notevoli conseguenze nello studio del fascio
sizigetico.

Premettiamo il

Lemma. Le hessiane delle cubiche di un faseio formano
una serie razionale d’indice 3, ciod contengono razionalmente
al terzo grado il parametro del fascio.

Cio ¢ evidente, perché il determinante hessiano di f—+ e
¢ del terz’ordine.

Ora si ha il

Teorema. Se ad un fascio di cubiche, non contenente una
terna di rette passanti per un punto, appartengono le hessiane
di quattro curve del fascio medesimo, tutte le cubiche del
faseio hanno in questo le loro hessiane.

Si ha qui una conseguenza del precedente lemma. Anzi-
futto una serie d’indice 3 mon pud avere piu di tre curve
comuni con un faseio, senza che questo si staccehi dalla serie
(nella geometria astratta cio si traduce dicendo che « una retta
non puo avere pitt di tre punti comuni con una linea, piana
o gobba, ’ordine tre »). In secondo luogo, se la serie delle hes-
siane delle cubiche di un fascio contiene il fascio, bisogna
che la serie suddetta coincida col fascio contato tre volte,
altrimenti vi sarebbe mnel fascio qualche curva avente una
hessiana nel fascio ed una fuori di esso, cio¢ avente la hes-
siana indeterminata; e una tale cubica si dovrebbe comporre
di tre refte passanti per un punho S 8).

Il teorema precedente si puo applicare al faseio determi-
nato da una cubica (senza punti doppi) e dalla sua hessiana;
infatti sappiamo che questo contiene quattro cubiche trilatere
ognuna delle quali & hessiana di se stessa (§ 8), mentre non
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vi & nel fascio aleuna cubica costituita da tre rette concor-
renti (§ 27). Si conclude dunque il

Teorema di Hessu: 1l fascio determinato da una cubica
e dalla suw hessiana contiene le hessiane di tutte le sue curve;
e, poiché la serie — d’indice 3 — delle hessiane si riduce al
fascio contato tre volte, ogni cubica ¢ hessiana di tre altre,
le quali appartengono al fascio sizigetico avente come punti
base i swot nove flossi.

Per approfondire lo studio del fascio sizigetico conviene
ridurne P’ equazione ad una forma canonica, dalla quale
appunto Husse (') (1844) ha dedotto il suo teorema. A tale
scopo osserviamo che le cubiche del fascio hanno un inva-
riante assoluto J variabile, giacchd questo invariante, che &
diverso da 1 per le cubiche prive di punti doppi, si riduce
uguale ad 1, senza divenire indeterminato, per le cubiche trila-
tere. Segue da c¢id che il fascio contiene in generale 12 cubiche
aventi un dato valore per J, 4 cubiche equianarmoniche e
G armoniche. Ora abbiamo veduto (con ARONHOLD, 1849) che
I’equazione di una cubica equianarmonica si pud ridurre alla
forma

vt 4w 42, =0,

ed allora la sua hessiana &
6*x, z, v, = 0.

Si deduce che: il fascio sizigetico st puo rappresentare sotto
la forma canonica

x4+, 42, — 3, 2w, =0 ()

e, per un conveniente valore di X, questa equasione é atia «
rappresentare una qualsiasi cubica senza punté doppi.
Partendo dalla forma canonica

.3 3 3 —
, —{_xz +'v1 —3)@1.’62%3——-0,

si verifica subito che .la hessiana di una cubica del fascio

(1) Cfr. L. 2° § 22, (vol. I, pag. 279).
() Il coefficiente numerico — 3 viene introdotto per semplicitd di
calcolo, in relazione agli sviluppi che seguono.
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appartiene al faseio. Infatti si ha

6z, —3w, — 3z,
h=| — 3=, 62, — 3z,
— 3, — 3, 6z, |,

e quindi I’equazione I =0 si riduce a

2+, + 2, — 3px, %0, =0,

dove
4 — 23

b="g5 -

Questa equazione rappresenta nel fascio (ossia, astrattamente,
sopra una retta) una corrispondenza [3, 1]; le quattro. coin-
cidenze corrispondono alle cubiche trilatere del fascio, che
sono hessiane di se stesse (§ 8). Una di queste cubiche trila-
tere, la x,v,x, =0, si ottiene per A =—oc, le altre tre sono
date dalle radici dell’ equazione
. 4—=2
o3

ossia dalle tre radici cubiche dell’unita :
}\:1’ g, 32 263 .

Le cubiche trilatere corrispondenti ai suddetti valori di 2,

oltreché di se stesse, sono anche hessiane di altre cubiche

del fascio che vogliamo determinare. A tale. scopo si fard

successivamente p—oc, 1, ¢, €, e si calcoleranno i coruspon-

denti valori di A, diversi da, . .
Anzitutto per p= oo, si trova I’equazione

)\2 = 0,
che ammette la radice doppia
A=0.

Se poi si prende, per es., p =1, si trova

22480 —4 =0,
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e dividendo per 2 — 1 viene
X244 +4+4=0,
che ammette la radice doppia
A= —2, )
Analogamente per p—-= e ¢* si trova un’equazione di secondo

grado con radice doppia:

A= — 25, — —252.

Risulta di qui che ciascun trilatero del fascio sizigetico costi-
tuisce I’hessiana di una sola cubica irriducibile, da contarsi
due volte; ¢, come appare in relazione al trilatero A — oo, le
quattro cubiche irriducibili aventi per hessiana un trilatero
sono le cubiche equianarmoniche del fascio. Queste curve rispon-

dono agli elementi doppi della (]1i che resta definita entro il

faseio mediante la corrispondenza [3, 1] fra le cubiche e le
Joro hessiane.

Riprendiamo questa corrispondenza [3, 1] e consideria-
mone il quadrato, che & una corrispondenza [9, 1]; questa
avra 10 coincidenze, che sono date dai 4 trilateri e dalle
6 cubiche armoniche del fascio, le quali abbiam visto essere
Tiessiane della propric hessiana: visulta cosi che questa proprieté
¢ caratteristica per le cubiche armoniche.

Per calcolare i valori del parametro 2 corrispondenti alle
cubiche armoniche del fascio, porremo

4= 4—
b= YT 3ur 7

esprimendo v per 2 e ponendo poi v=12, si trova un’equa-
zione di nono grado in 2 che, divisa per 2* —1, da

20— 200 — 8 =0.

Risulta da quanto precede che gli invarianti S ¢ 7' delle
cubiche del fascio sono, a meno di fattori numerici,

=208 —1), T=>2—200—8§,

jacché S=0 e T =0 rappresentano le cubiche equianar-
g
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moniche ed armoniche. Dividendo §* per 7' si otterra I'in-
variante assoluto J, il cui fattore numerico dovra essere
determinato in modo che per A =oo (cubica z x,2,=0) sia
J =1. Cosl si conclude che ¥’ espressione dell’ invariante asso-
luto delle cubiche del fascio sizigetico é -

NP — 1)

J= (05 — 2023 —8)"

Giovera riportare la tabelle delle coordinate dei flessi
appartenenti alle cubiche del fascio sizigetico

z®+ 2, + o, — 3, 2,0, = 0;
si ottengono semplicemente segando la cubica equianarmonica
T, + 2’ 2, =0
coi lati del triangolo hessiano

2, 2,2, =0,
e sono quindi:

( 0, 1, — 1) ( 07 1, — €) ( 01 1, — &)
(—— 52, 07 1) (— 17 07 1) (— g, O, 1)
(1, —5 0) (1, —¢ 0) . ( 1, —1, 0)

e—es).

Si pud anche notare che la riduzione delle coordinate dei
flessi alla precedente tabella, si effettua con trasformazione
reale per una cubica reale. Infatti nel fascio sizigetico c’é
un trilatero (inflessionale) composto di tre rette reali che si
assumerd come trilatero @, 2,2, —0; con cio I’equazione della
cubica si ridurra alla forma

av® + bx,® + cv,’ + dov, 2, 2,=0,

e la scelta del punto unitd, che rende a, b, ¢ uguali ad 1,
dipende dall’estrazione di radici cubiche, che & sempre effet-
tuabile in modo reale.
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Osservazione. Per completare gli sviluppi precedenti giova
considerare che cosa divenga il fascio sizigetico di una cubica,
quando questa abbia un punto doppio, O.

Se O & un nodo anche la hessiana ha in O un nodo, con
le stesse tangenti, e quindi la cubica e la sua hessiana deter-
minano un fascio di cubiche aventi in comune un nodo a tan-
genti fisse ¢ tre flessi in linea retta.

Infatti si prova che la conica polare di un flesso F della
cubica data, rispetto a tutte le curve del fascio, si spezza,
dovendo contenere tre punti della polare armonica di I, cioé
il coniugato armonico di F rispetto agli altri due flessi e il
punto doppio O, in cuni la nominata polare armonica deve
riuscire tangente alla conica polare di F.

Ora il fascio sizigetico delle cubiche con nodo, essendo
costituito da cubiche di ugual modulo (J =1), non -countiene
pit curve equianarmoniche, e perd la sua equazione non puod
pit ridursi alla forma canonica

.+, 42, — 3z, 2,0, = 0.

La circostanza che si presenta qui, nel passare da una cubica
generale ad una con punto doppio, si rende evidente secri-
- vendo l'equazione generale del fascio sizigetico mella forma

ax® + bx,® + cx® — dz, %z, = 0.

Se si vuole che il fascio, contenente il trilatero =,%,2, =0,
acquisti un punto doppio in uno dei vertici di questo, per es.
in (001), bisogna che divenga ¢=0, e allora non & pitt pos-
sibile rendere « =b=c¢ =1 con una scelta conveniente del
punto unita.

I1 fascio sizigetico di cubiche con mnodo si rappresenta
invece coll’ equazione canonica

=2+, — 3\, x,2,=0.

Da questa equazione appare che la hessiana di una cubica f
del fascio appartiene ancora al fascio, essendo data da

x4+, — 3px, 2,0, =0,
con
)\3

A __A
p= P 3"
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Pertanto la cubica h ¢ hessiana della sola f, prescindendo
dalla cubica z,*+2," =0, degenere in una terna di rette, che
corrisponde a A =0 e la cui hessiana ¢ indeterminata (§ S).

Dunque: una cubica dotata di nodo é hessiane di una sola
cubica irriducibile (avente lo stesso nodo, colle stesse tangenti).

Passiamo alle cubiche dotate di cuspide. Lia hessiana di
una tal curva si spezza nella tangente cuspidale contata due
volte e mella retta che unisce il flesso alla cuspide (§ 7);
conforme a ragioni di continuitd, il fascio determinato
dalla cubica data e dalla sua hessiana risulta parimente
costituito di curve cuspidate con un flesso comune nel punto
hase semplice, le quali ammettono la medesima hessiana
degenere. .

Tutto ¢id si convalida serivendo 1’equazione del fascio.
Non & possibile adoperare qui una forma limite della prece-
dente equazione canonica, poiché viene a degenerare il trila-
tero fondamentale per le coordinate x,v,x,=0. Ma si pud
prendere 1’equazione della cubica cuspidata sotto la forma

. v, +2,° =0,
e allora il fascio da questa determinato con. I’ hessiana ¢
2w, + 0+ 2,2, = 0;

si vede cosi che tutte le curve del fascio hanno la stessa
hessiana
2,2, =0.

Questa conclusione & d’accordo col fatto che una cubica dotata
di cuspide non & hessiana di alecuna altra cubica (irriducibile).

29. La cayleyana e le tre involuzioni di punti coniugati
sopra una cubica. — Ricordiamo che per una curva generale
d’ordine n (> 2) alla curva hessiana, luogo dei punti doppi
delle prime polari, ossia luogo dei punti le cui coniche polari
hanno un punto doppio, corrisponde la curva steineriana,
lnogo dei punti doppi delle coniche polari, ossia luogo dei
punti le cui prime polari hanno un punto doppio: congiun-
gendo i punti coniugati della hessiana e della steineriana si
ottiene una curva inviluppo che ha ricevato il nome di
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cayleyane (*). Per n =3 la steineriana coincide con la hes-
siana, alla quale appartengono dunque infinite coppie di punti.
coniugati P, P’: la conica polare di P ha un punto doppio
in P’ e reciprocamente. La cayleyana &, per definizione, 1’ invi-
luppo delle rette congiungenti le coppie di punti coniugati
della hessiana.

Ora si ha il

Teorema: La cayleyana di wna cubica coincide con la
curva inviluppo delle rette facenti parte di coniche polari
spezzate.

Sia p una retta della cayleyana che contenga la coppia
di punti coniugati P, e P’, e seghi ulteriormente la hessiana
in un terzo punto O; mostreremo che la conica polare avente

p P

un punto doppio in O contiene come parte la retta p. Infatti le
coniche polari di P e P’ sono spezzate e formano due coppie
di lati opposti di un quadrangolo completo ABCD avente due
punti diagonali in P’ e P. Le coniche polari dei punti di p
formano il fascio che ha come punti base ABCD; in parti-
colare la conica spezzata polare di O & costituita dalla terza
coppia di lati opposti del quadrangolo, cioé dalle rette AC
e BD intersecantisi nel punto diagonale O', coningato di O.
Cio posto si vede che le rette polari di P, P', O, passano per 0';
invero le prime due sono le rette P'0" e PO, coniugate armo-
niche di p rispetto alle coppie di lati del quandrangolo per P, P;
la retta polare di O passa naturalmente per il punto doppio O
della conica polare. Segue che la conica polare di 0" con-

(1) Cfr. il § 23, nel quale sono dati i riferimenti delle memoric di
CAYLEY a cui sono dovuti i principali resultati che formano oggetto di
questo paragrafo.
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tiene P, ', 0, cio¢ contiene la retta p; questa retta fa dunque
parte di una eonica polare spezzata, che ha O come punto
doppio.

La dimostrazione precedente si inverte. Sia p una retta
facente parte della conica polare spezzata di un punto O';
sia ‘0 il punto doppio di questa conica, P ¢ @ le intersezioni
ulteriori di p c¢on la hessiana. Mostreremo che I’ e § sono
punti coningati.

Si considerino le coniche polari spezzate di P e ¢, i cui
punti doppi verranno designati con P’ e @ (risultera poi
P'=0, ¢ =1DP). Le due coppie di rette AB-CD, AD-BC
costituenti le nominate coniche polari sono i lati opposti
di un quadrangolo ABCD, che ha come punti diagonali
P e ' le coniche polari dei punti di p passano per ABCD,
¢ quindi — in particolare — la conica polare di O sara
costituita dalle rette AC e BD, ¢ il punto ad esse comune
sara il punto O’ coniugato ad 0. Ora, poiché la conica polare
di F contiene p, si deduce che la retta polare di P passa
per 0" e quindi ¢ la P’'0’, e cosi la retta polare di @ é la Q0.
Ma poicheé le rette PP’ ed O'P’ debbono separare armonica-
mente le AD, BC, si conclude che P deve trovarsi sulla
veta P'Q'; lo stesso accade di @. Pertanto P’ e @ si tro-

vano sulla retta p ¢ coincidono quindi — a parte I’ordine —
con le intersezioni di p con la hessiana fuori di O, cioé
con @ e P. e. d. d.

In conclusione abbiamo dwe diverse definizioni per la
cayleyana di una cubice: ‘

1) come inviluppo delle congiungenti le coppie di punti
coniugati della hessiana;

2) come inviluppo delle rette facenti parte di coniche
polari spezzate.

Preso sulla hessiana un punto generico O, si hanno per
esso tre rette della cayleyana, cioé: la retta che congiunge O
al punto coniugato O ¢ le due rette p e p° componenti la
coniea polare spezzata (di 0') che ha il punto doppio in O.

Osservandp che la hessiana non fa parte della curva
invilappata dalle tangenti della cayleyana, si deduce che:
La cayleyana é una cuwrva di terza classe.

A questa conclusione si pervienc anche in modo diretto,
partendo da ciascuna delle due definizioni sopra riferite.

Anzitutto partendo dalla prima definizione, le tangenti

F. ENRIQUES - II, 15
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alla cayleyana per un punto A si presentano come coinci-
denze doppie di una corrispondenza [3, 3], nel fascio A. Infatti
si mandi per 4 una retta p la quale seghi la hessiana nei
punti P, P,P,, e si costruiscano i loro comiugati P,/'P, P.';
proiettando questi punti da A si ottengono tre rette che fac-
ciamo corrispondere alla retta p. La corrispondenza [3, 3], cosi
detinita nel fascio 4, possiede 6 coincidenze, ¢id ehe darebbe
la classe della cayleyana uguale a 6 (conforme alla formula
generale indicata nel § 23); ma le tangenti alla cayleyana
confano due volte come raggi doppi della nominata corri-
spondenza, perché ciascuna di esse coincide con due rette
omologhe.

In secondo luogo, partendo dalla seconda definizione,
occorre trovare le coniche polari che passano per un
punto A. Ma le coniche polari formano una rete e quelle
che passano per A formano un fascio; al fascio apparten-
gono tre coniche spezzate, di cui fan parte tre rette della
cayleyana passanti per 4. Di nuovo appare cosi che la cayle-
yana & di classe 3.

E si noti che la conoscensza della classe della cayleyana,
determinata attraverso le due diverse definizioni di essa, per-
mette di semplificere la dimostrasione del teorema di identifi-
cazione che sopra abbiamo svolto; infatti bastera dimostrare,
per esempio, che le rette congiungenti due punti coningati
dell’hessiana fan parte di coniche polari spezzate, risparmiando
la dimostrazione della proprieta inversa.

Sopra la hessiana I di una cubica data, f, si considerino
le coppie di punti coniugati P, P’. Abbiamo visto che la
retta p= PP’ fa parte della conica polare di un punto (,
che ¢ il punto coniugato alla terza intersezione, O, di p con h.
Ora P ¢ punto doppio di una conica polare composta di due
rette AB, CD, ¢ percido le infinite coniche polari passanti
per I’ formano un fascio che ha in P una tangente fissa:
questa tangente & la rvetta p. Ma se si fa muovere I’ sulla
" hessiana I, si ottiene una conica polare con punto doppio
infinitamente vicino a P, la quale appartiene al detto fascio;
si deduce (§ 7, pag. 50) che la tangente in I’ alla hessiana h
¢ coniugata armonica di p rispetto alle due rette AB e CD,
e quindi la nominata tangente ¢ la retta PO’ che congiunge I’
al punto O, coniugato di O.
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Dunque: le tangenti in duwe punti coniugati P, P’ della
hessiana si segano sulle lessiana stessa, ¢ precisamente nel
punto coniugato alle tersa intersezione delle curve colla
rette PP,

Il resultato precedente pud anche essere espresso dicendo
che la tangente in P alla hessiana ¢ la retta polare di I, e
percio: .

La  hessiane ¢ Uinviluppo delle rette polari dei suoi
punti.

Cio posto si considerino sopra una cubica generale f i
quattro punti P, P,P,P, che hanno un medesimo tangen-
ziale O. Le rette polari di P, rispetto alle cubiche sizigetiche
ad f, formeranno un fascio a cuni apparteranno: la retta P, O,
polare rispetto ad f, e le rette polari di P, rispetto alle tre
cubiche o, 9,, ¢, (contenute nel medesimo fascio) di cui /" &
hessiana. Queste ultime tre rvette toccheranmo f rispettiva-
mente nei tre punti coniugati a I, e andranno a passare
tutte per il punto O; pertanto i coningati di P, (in relazione
alle cubiche ¢, 9,, ¢,, di cui f & hessiana) saranno i tre punti
distinti P,, P,, P,: infatti le quattro rette OP , OP,, OP,, OP,,
polari di P, rispetto alle cubiche f, @, ©,, ©,, formano un
birapporto uguale a (uello delle quattro curve (ossia dei rela-
tivi parametri) del fascio sizigetico.

Si conclude che:

I punti & una cubica che Tanno il medesimo tangensiale
si corrispondono in tre corrispondense dnvolutorie, una delle
quali rimane determinata dalla separazione in coppie di una
quaterna di punti siffatti. I punti corrispondenti in una delle
tre involusioni sono coniugati rispetto ad una delle tre cubiche
che haniio come hessiana la data.

Osserviamo: dal Libro secondo (§ 22) resulta che, sepa-
rando in coppie la quaterna dei punti di una cubica che
hamnmo lo stesso tangenziale 0, si ottengono tre trasformazioni
involutorie della curva in se stessa, ciascuna delle quali si
puo costruire mediante due proiezioni fatte da punti della
cubica stessa. Ora si vede che queste tre trasformazioni invo-
lutorie non dipendono dalla scelta arbitraria del punto O,
essendo definite come involuzioni di punti coningati rispetto
alle tre cubiche di cui la data ¢ hessiana.

D?altra parte la costruzione delle tre involuzioni & stret-
tamente connessa ai tre sistemi di coniche tritangenti che
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abbiamo trovato mnello stesso paragrafo del libro secondo.
Infatti se P ¢ I» sono due punti della cubica aventi lo
stesso tangenziale O, e se @ & un altro punto avente come
tangenziale 1/, il coniugato @ di @ si ottiene come sesta
intersezione della conica passante per P, P, 0, 9, M, giacche
la conica spe//am QM O M (leve riuscire tritangente alla
cubiea eome la PO- 0

Nota. Una conseguenza importante delle considerazioni
che precedono ¢ il

Teorema di HerMire (') (1860): Una rete affatio generale
di coniche si puo rviguardare come rete delle coniche pol(ub
rispetto ad wna cubicae (ben determinata).

Infatti si consideri la cubica J, jacobiana della rete; su
questa riesce determinata wne involuzione di punti coniugati:
i punti coniugati P, P’ vengono definiti dalla condizione che
le rette polari di P, rispetto a tutte le coniche della rete,
passano per I, e reciprocamente.

Ora esiste wune cubica €, di cui J & hessiana, ed in rap-
porto a cui si corrispondono come coniugati due punti Pe P’
(aventi lo stesso tangenziale). La rete ‘delle coniche polari
rispetto a C contiene le coniche spezzate della nostra rete,
e percid coincide con questa.

Il teorema di Hunyrire da forma precisa al resultato che
si pud prevedere in hase a un computo di costanti; infatti
le cubiche piane sono o<* come le reti di coniche (piani di
uno spazio astratto S.), sicche appare « priori che una rete
generale di coniche sia la rete delle polari rispetto a una
cubica (0 a un numero finito di cubiche); percid basta esclu-
dere che una rete di polari possa Lorrlsponder a infinite
cubiche diverse, e si esclude questa ipotesi rilevando che essa
porterebbe I’ esistenza di una cubica con punto doppio le cui
_polari dovrebbero avere un punto base.

Qui giova ricordare che, come & osservato nel § 22, lo
stesso computo di costanti prova che, per n > 2, una rete di
curve d’ordine n non & in generale una rete di polari.

() Journal fiic Math., Bd. 537, pag. 371. In base a questo teorema la
cayleyana si potrd definire come invilnppo delle coniche spezzate di una
rete comunque definita; sotto tale aspetto In curva di CAYLEY si ¢ a noi
presentata nel L. 27, § 26: Vol. I, pag. 306.
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30. La configurazione delle polari armoniche e la schiera
sizigetica delle cayleyane. — ILe polari armoniche dei nove
flessi di una cubica € formano una configurazione duale di
quella dei flessi (Hurssn, 1847). Infatti la proprietd caratteri-
stica espressa dal teorema di MAc-LAURIN « la congiungente
due flessi contiene un terzo flesso » si deduce (§ 27) dal
fatto che il gruppo dei nove tlessi ¢ trasformato in sé dal-
I’omologia armonica che ha per centro un qualsiasi flesso F'
e per asse la relativa polare armonica p; ora questa omologia
trasforma in se stesso anche il gruppo delle nove polari armo-
niche, e percio le 8 polari armoniche fuori di p si dividono
in 4 coppie di rette secantisi su p: per i punto comune «
dice polari armoniche passa una terse polare armonwica.

Ora, come 1 nove flessi si distribuiscono a terne sopra
12 rette formanti 4 trilateri inflessionali, cosl le nove polari
armoniche passeranno a terne per 12 punti, 4 dei quali si
troveranno sopra ciascuna delle polari armoniche ; e questi
12 punti daranno origine a 4 ftriangoli. Ma non si ottengono
cosl nuovi elementi della configurazione, giacché i detti trian-
goli sono formati dai vertici dei trilateri inflessionali: le polari
armoniche det tre flessi appartenenti « una rette di Mac-Laurin
passano per il vertice opposto del trilatero inflessionale deter-
minato da codesta retta.

I enunciato si dimostra basandosi sul fatto che le polari
armoniche dei nove flessi sono fisse per tutte le cubiche del
fascio, giacché vengono costruite a partire da questi punti
(§ 27). Infatti se abe & un trilatero inflessionale ed F un flesso
sopra «, la polare armonica di I7, rispetto alla cubica trila-
tera «be, & la polare di I7 rispetto alla conica degenere be, ¢
quindi passa per il punto (bc). '

Cio posto, le nove polari armoniche formeranno il gruppo
base di una schiera sizigetica di curve di terza classe, a cui
spetteranno tutte le proprietd duali di quelle spettanti al
fascio sizigetico di curve del terz’ ordine, c¢he ha come punti
base i nove flessi: tutte le curve di terza classe anzidette
avranno dunque le nove polari armoniche come tangenti
cuspidali. Queste curve hanno un significato importante, in
(uanto si presentano come cayleyane delle cubiche del fascio
sizigetico.

Infatti, essendo data una cubica fondamentale, la conica
polare di un suo flesso si spezza unella tangente -di flesso ¢
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nella polare armonica; percio queste due rette fanno parte
della cayleyana. ‘

Si deduoee il

Teorema. Le cayleyane delle curve del ters’ ordine di un
Jascio sizigetico, aventi in comune i nove flessi, formano la
schiera sizigetica delle curve di terza classe che hanno come
tangenti euspidali le nove polari armoniche dei flessi suddetti (*).

Questo importante resultato si puod convalidare scrivendo
I’equazione della eayleyana della cubica

=o'+ 4-0’— 32,2, =0 ().

Pongasi che la conica polare del punto (y) si spezzi in
due rette w, =0, v,,=0; si avra Pidentita

(xlg - ;‘mz x::).’/x + (‘Uzg - )“Iv.’i T, )?/.' 1= ("v::2 - 7"/l"l fvz)y:} ==
= (w2, + 0,2, + w,2,)(V, T, + 0,0, +0,2,);

e, uguagliando i coefficienti delle x:

Yy =0, — MY, =00,
Yo = U0y — MYy = UV, Uy
Yy =30y,  — Wy, = v, 4+,

da cui:
re, v+ u,, + u,r, =0

M, v, -, v, -, ¢, =0
dg v, - u, v, +u,v, =0,

onde, eliminando le v, v,, v,, che entrano qui linearmente,
si ottiene

! PRTIRE T TR
o A, w, |=0.
P, w, A,

Sviluppando, si ha I’equazione della cayleyana:

2342
3 3 a7 3 - A oAy —
W, =, -y T W UMy = 0.

A}

() Cfr. CremMoxA « Introduzione » (Opere, t. I, pag. 450).
() Cfr. le Lezioni di CLEBSCH-LINDEMANN, trad. fr., t. II, pag. 246.
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Questa equazione mette in evidenza che: wne curve di
tersa classe C ¢ la cayleyana di tre curee del ters’ ordine. Per
determinare una di queste cubiche, si costruiranno anzitutto
i suoi nove flessi, i quali vengono determinati, colla costru-
zione duale delle polari armoniche, dalla configurazione delle
nove tangenti cuspidali della data curvva-inviluppo € (che ne
sono le polari armoniche); dopo ¢io si determinerd una cubica
scegliendo come tangente ad essa in uno dei flessi una delle
tre rette di (' passanti per il punto.

31. Trasformazioni proiettive delle cubiche e della confi-
gurazione dei flessi. — Nel § 24 abbiamo veduto che una
cubica generale possiede 18 trasformazioni proiettive in se
stessa le quali formeranno un gruppo I';: Vi é un sotto-
gruppo I', che lascia fermo un flesso assegnato e contiene
—- oltre I’identitd — 1’omologia involutoria che ha per centro
questo flesso e per asse la sua polare armonica. Lo studio
delle anzidette trasformazioni proiettive deve essere riattac-
~cato ad Hussg (1844).

I equazione canonica della cubica

pone in evidenza le 18 trasformazioni proietiive di I',, (')
queste si ottengono moltiplicando due fra le o, =,, @, per = e =
(essendo ¢ una radice cubica immaginaria dell’ unitd) e anche
scambiando fra loro le tre variabili nei sei modi possibili,
Cosi le 2,, %,, 2, vanno ordinatamente nelle

90 ..

Ty Byy By5 Xy, 2y, €

Tyy By, 70, T,
Ty By ST, €W

T
Ty Ty T, &k

° 2 . 2 ey

By Tyy Tyy X, ETy, T, &, 8, T,
2 ne

2, w,, £, &,

N
Tyy Tyy By5 Xy, =W, S5 Ty, E°F, Wy,

In questa tabella ficurano I'identitd e 8 omografie cicliche
tal . ()

(*) Cfr. KrLuin, Math. Annalen, Bd. 4.
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del terz'ordine corrispondenti alle prime tre linee, noncheé
4 involuzioni corrispondenti alle ultime tre linee. Ora si ha il

Teorema: Il gruppo T' . di wne cubica generale contiene,
oltre Uidentita ¢ le 9 omologic armoniche aventi il centro i un
Jesso, anche & omografie cicliche del ters” ordine (non omolo-
giche) che lasciano fermi i quatiro triangoli inflessionati. Gli
elementi uniti per ciascuna di tali omografie costituiscono wno
dei 4 triangoli, che corrisponde cosi a 2 omografie, quadrato
Puna dell’altra; i vertici (e parvimenti i lati) degli altri tre
triangoli formano tre cicli dell’ omografic medesimaer.

Infatti uno qualunque dei 4 triangoli preso come fonda-
mentale per le coordinate (@, .r,v, =0) permette di ridurre la
cubica all’ anzidetta forma canonica:

f=a 4o+ — 3w a2, =0.

Allora si vede che: tutte le omograﬁe cicliche del 3° ordine
indicate nella precedente tabella lasciano fermo il triangolo
x,w,2, =0, ma soltanto due di esse, cio¢ quelle (mon iden-
tiche) segnate nella prima linea, che sono il quadrato 1’una
dell’ altra, hanno come elementi uniti-i lati e 1 vertici del
triangolo stesso. Le due omogratie del 3° ordine che hanno
come friangolo di elementi uniti un altro fra i quattro trian-
goli inflessionali si troveranno dunque fra quelle che permu-
tano ciclicamente x, =0, », =0, z, =0.

Si pud agginngere che I intiero gruppo delle cubice, I,
¢ generato per moltiplicasione dalle 9 omologic armoniche -m;
(i=1, 2...9) relative ai 9 Hessi.

Cid resulta dalla precedente tabella o dalla sempliee con-
siderazione che segue: se 1, 2, 3 designano tre flessi in linea
retta, I’omogratia prodotto w,w, produce su 1, 2, 3 la sosti-
tuzione ciclica del 3” ordine A

(13)(12) = (1 2 3),

¢ quindi ¢ un’omogratia del 3° ordine che lascia fermi i tre
lati del triangolo inflessionale determinato dalla retta 123,
Esaminiamo ora particolarmente il caso delle cubiche
armoniche ed equianarmoniche.
Una cubica armonica possiede un gruppo T, di 36 tra-
sformazioni proiettive in s¢, che contienc il T', della cubie:
generale, Il sottogruppo delle omogratfie di T',, che lasciano
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CAPITOLO III

fermo un flesso & un I', ciclico del quart’ordine. Cid risulta
dall’ equazione normale

y = — px

che viene trasformata in s¢ mutando 2 in —a e ¢ in 4y (il
quadrato di questa omografia & 1’omologia armouica che lascia
fermo il flesso posto nel punto all’infinito dell’ asse ¥).

Ora per ogni flesso esistono, nel corrispondente T',, due
trasformazioni proiettive del quart’ordine, cio¢ quella di cui
sopra & scritta 1’equazione e il suo enbo (y =— iy, ¥ = —=),
le quali non lasciano fermo alecun altro flesso; pertanto la
cubica armonica possiede, fuori del T, 2-9=18 trasforma-
gioni proiettive del quart’ ordine, che completano il T, .

La cubica equianarmonica possiede un gruppo I',, di 54 tra-
sformazioni proiettive in ‘se stessa. Quelle che lasciano fermo
un flesso formano un sottogruppo ciclico T, che si genera
moltiplicando I’omologia armonica col centro in quel flesso
per un’omologia ciclica del terz’ ordine avente come asse il
lato del trilatero hessiano che passa per il flesso, e come
centro I'intersezione della tangente di flesso con la relativa
polare armonica. Cio risulta dall’equazione normale

y=a"+q,

che viene trasformata in sé (oltreché dall’omologia involu-
toria y = — ), dalla omologia ciclica del terz’ ordine z' = =
avente come asse © =0, e come centro il punto all’intinito
dell’ asse @; si verifica con un semplice calcolo dirvetto che la
retta =0 appartiene alla hessiana della mnostra cubica,

data da
2(y? — Gg) = 0.

Questa equazione mostra anche che il centro dell’omologia
ciclica del terz’orvdine predetta & il vertice del trilatero hes-
siano opposto ad =0. Le quali conclusioni vengono anche
fornite da facili ragionamenti geometrici.

Si ¢ visto che la cubica equianarmonice possiede fuori-
del T',, pertinente alla cubica generale, 6 omologic cicliche del
ters’ ordine che hanno come centro ad asse un wvertice ¢ il lato
opposto’ del ‘trilatero hessiano (ad ogni asse e centro corrispon-
dono due omologie quadrato 1’ una dell’altra). Ora si puo
riconoscere che le mominate omologie cicliche generano, per
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moltiplicasione col T, U intiero gruppo I',,. Cid risulta nel
modo pilt semplice scrivendo I’equazione della cubica equia-
narmonica sotto la forma canonica

xi:; —+ .’623 - .’1;33 — ()“

Infatti questa equazione ¢ trasformata in se stessa dalle
54 sostituzioni che -si ottengono moltiplicando una, o pid,
delle 2; per ¢ e permutandole fra loro; le nuove sostituzioni
del T'., si deducono dalla tabella relativa alla cubica gene-
rale moltiplicando le omogratie del I', che in essa figurano,
per le omologie cieliche del terz’ovdine z,'—:x; e v,/ ==z,

Giova anche rilevare che: P esistenza di un’ omologia ciclica
del ters’ ordine trasformante in s¢ le cubica caratterizsa la
cubica equianarmonica. :

Questa proprieta importa che le tre tangenti di flesso, i
cui punti di confatto appartengono a un lato dell’hessiana,
passino per un punto che ¢ il vertice opposto del trilatero
hessiano. Viceversa se tre tangenti di flesso, 1 eui punti di
contatto siano in linea retta, passano per un punto, la cubica
& cquianarmonica e la retta contenente i tre flessi ¢ un lato
del triangolo hessiano. Infatti, mandiamo nel punto all’infi-
nito dell’asse y il punto di concorso delle tre tangenti e fac-
ciamo coincidere con Dasse « la retta che mne contiene i
punti di contatto, I’equazione della cubica assumera la forma

= f.@),

esprimente che la curva appartiene al fascio determinato
dalle tre tangenti di flesso nominate e dalla retta « =0 dal-
I’anzidetta equazione appare che la cubica & trasformata in
s¢ dall’omologia ciclica del terz’ordine y —ey. Si verifica
anche che la retta y = 0 fa parte della hessiana.

Ogni trasformazione proiettiva che lasei invariata una
cubica, trasforma anche in sé il gruppo dei suoi nove fessi @, ..
Ma invece una omografia che trasformi in sé il ¢, non lascia
sempre invariate le singole cubiche formanti il fasecio sizige-
tico che ha il &, come gruppo di punti base, poiché scambia
fra loro le cubiche di questo fascio. Pitt precisamente le omo-
gratie del I', che lascian ferma una cubica generale, lascian
ferme tutte le cubiche del fascio; ma, oltre a queste, sono
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trasformazioni proiettive del fasecio, quelle del I'y, o del T'.,
che lasciano ferme una cubica armonica o equianarmonieca.

Che cosi si ottengano tutte le trasformazioni proiettive
del fascio, e quindi del @,, risulta da ¢id che una trasfor-
mazione proiettiva del fascio ne permuta circolarmente gli
elementi e percio lascia ferme due cubiche particolari; se una
di queste & un trilatero, ’altra ¢ la cubica equianarmonica
di cui esso & hessiano.

Ora Pintiero gruppo delle trasformazioni proiettive del G,
si puo determinare mediante I’ isomorfismo meriedrico che
lega codesto gruppo al gruppo di proiettivitd che viene deter-
minato sopra la retta », su cui viene disteso il parametro
del fascio: questo isomorfismo fa corrispondere all’identiti il
gruppo ', , che lascia ferme tutte le cubiche del fascio sizi-
getico. Si consideri il I',, costituito dalle omogratie che lasciano
ferma una delle quattro cubiche equianarmoniche del fascio,
corrispondenti ai punti A, B, (', D di »: si avranno su r le
proiettivita di un gruppo I', che lasceranno fermo un sol punto
della quaterna, per esempio 4, e permuteranno (ciclicamente)
B, C, D. Infatti ciascuna omogratia del T'.,, fuori del I',,,
laseia ferma oltre la nominata cubica equianarmonica anche
il suo trilatero hessiano; non ci sono nel fascio altre cubiche
unite, altrimenti lo sarebbero tutte. Moltiplicando i gruppi
analoghi a I'y che corrispondono a B, C, D, si ottiene un
gruppo I', di proiettivitd che lascian ferma la quaterna
(ABCD); la quaterna (ABCD) risulta equianarmonica, d’ac-
cordo coi valori, 2 = o, 1, ¢, &%, che ne rappresentano i punti
(§ 28), e il I',, comprende tutte le trasformazioni proiettive
della quaterna (I.. 1°, § 4).

Merce 1'isomortismo [1, 18] tra il T, ¢ il gruppo delle
trasformazioni del @, si deduce che (uest’ultimo ¢ un T,
costituito di 12.18 =216 omografie. I1 T',,, comprende non
soltanto le 4 (54 — 18) =144 trasformazioni proiettive che
lasciano ferme le singole cubiche equianarmoniche del fascio
sizigetico (dalle quali risulta per moltiplicazione), ma anche
altre 3.18=2>54 trasformazioni proiettive, che operano sulla
quaterna (ABCD) producendo gli secambi (AB)(CD), (AC)BD),
(AD)(BC). Queste trasformazioni lasciano invariate due eu-
biche c¢he — non essendo le” equianarmoniche del fascio né le
loro hessiane trilatere — saranno armoniche, hessiana 1'una
dell’altra. Invece le anzidette 144 trasformazioni che laseiano
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ferma una cubica equianarmonica, permutano le sei cubiche
armoniche, separandole in due cicli del terz’ ordine.

Queste conclusioni sono d’accordo c¢on ¢id che abbiamo
veduto, nel quarto paragrafo del libro primo, sul gruppo T',
di una quaterna equianarmoniea (ABCD): infatti i1 T'), lascia
ferma un’altra quaterna che ¢ hessiana della prima e a eni
corrisponde, nel fascio sizigetico, la quaterna delle cubiche
trilatere, e possiede ancora una sestina invariante rappresen-
tata dal covariante T della quaterna; a questa sestina che
contiene le tre coppie di punti doppi delle involuzioni per-
mutabili (AB)(CD), (AC)(BD), (AD) BC), corrisponde nel fascio
la sestina delle cubiche armoniche.

Possiamo concludere enunciando il

Teorema. Fsistono 216 omonografic trasformanti in sé¢ la
configurasione dei flessi di wuna cubica, le quali formano un
gruppo T, . in isomorfismo meriedrico [1, 18] col gruppo tetrae-
drico sopra la retta. Il T',,, comprende:

18 omografie che lasciano ferme tutte le cubiche del
fascio sizigetico, formanti un sottogruppo invariante I'  ;

altre 144 omogratie che lasciano ferma una cubica equi-
anarmonica del detto fascio (col relativo trilatero hessiano),
permutando ciclicamente le rimanenti tre;

ed infine altre 34 omografie cicliche del 4° ordine che
laseiano invariate due cubiche armoniche del fascio, hessiana
Puna dell’altra.

Osserveremo che la considerazione del gruppo d’omo-
gratie T, ., permette di ritrovare facilmente molte proprietd
del fascio sizigetico, gia ricomosciute in modo diretto: per
esempio che i quattro trilateri inflessionali sono ciaseuno la
hessiana di una sola cubica (equianarmonica), ¢ che le sei
cubiche armoniche del fascio sono — a coppie — hessiana
IPuna dell’altra. ‘

Anche le questioni di realite concernenti la configura-
zione dei flessi d’una cubica reale, vengono qui lumeggiate
e completate.

32. Nota sulla superficie di Riemann relativa a una
cubica. — Alla cubiea piana senza punto doppio (cio¢ di
genere p=1), considerata come luogo di punti reali e im-
maginari, corrisponde una superficie di Riemann di cui si
puo prendere come tipo il toro o anello. La costruzione di
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questa riemanniana visulta infatti dall’ equazione normale della
cubica

Y= — pa +q;

la funzione a due rami y(v) possiede 4+ punti di dirama-
zione, cio¢ le radici dell’equazione 2 — pa+4-¢=0, a cui si
aggiunge il punto all’infinito (corrispondente alla tangente
di flesso). Si ottiene cosi una superticie di Riemann a due
fogli che, mediante la semplice trasformazione di CLIFFORD,
si riduce a una superficie anulare (efr. L. 2", § 38; vol. I,
pag. 382).

Ora KLeiN () ha osservato che la costruzione della
superticie di Riemann relativa alla cubica (o in generale
ad una corva qualsiasi) si puo riattaccare alla nozione
della forma della curva reale, che viene assunta come linea
di passaggio fra pitt fogli, mediante il procedimento che
segue.

Per chiarezza si cerchi dapprima di costruire la super-
ficie di Riemann, R, relativa ad una conica reale, per esempio
ad una ellisse C, che verra considerata come inviluppo delle
sue tangenti. I punti della superficie R corrispondono hiuni-
vocamente alle tangenti reali e immaginarvie di €. Facciamo
che a una tangente reale di C corvisponda il suo punto di con-
tatto, mentre a una tangente immaginaria venga associato
il punto reale in cui essa interseca la tangente coniugata,
questo punto corrispondendo cosl a due tangenti diverse.
Per tal modo la superficie B viene rappresentata sulla regione
di piano interna a C, contata due volte: ogni punto interno
a (, come intersezione di due tangenti immaginarie coniu-
gate, & immagine di due punti di R, mentre i punti della linea
di contorno, come intersezioni di due tangenti infinitamente
vicine, risultano immagini di due punti coincidenti di R. La
superticie R, i cui punti corrispondono biunivocamente agli
elementi (punti o tangenti) reali o no di C, viene cosi rap-
presentata doppiamente sulla regione di piano interna alla
ellisse O, dove la C tigura come curva di passaggio fra due
porzioni di R, allo stesso modo che la superficie di un
cllissoide, il quale venga proiettato sul piano da un punto
esterno in gunisa che C risulti immagine del contorno appa-

(B Math, Annalen; Bd. 7, pag. 358.

.
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rente. In conclusione questo ellissoide fornisce la superficie
di Riemanm R.

Il procedimento indicato si estende alle cubiche. Alla
curva data di terz’ordine si sostituirda una curea di tersa
classe, C, che se ne deduce con una correlazione del piano.
La superficie di Riemann, R, relativa alla data cubica, si
trova in corrispondenza hiunivoea con I’insieme delle tangenti
a C. Ora, ad una tangente reale di ' si fard corrispondere
il suo punto di contatto, ed invece ad una tangente imma-
ginaria il punto reale in cui essa interseca la tangente coniu-
gata; per tal modo la R viene rappresentata sopra una super-
ficie piana doppia avente per contorno la linea inviluppo C,
e cioé sopra la regione di piano per cui passano due tangenti
immaginarie (ed una tangente reale) alla curva di terza
classe C.

Per costruire R occorre riconoscere la forma delle linee
di terza classe, (. Queste possono essere costituite di uno o
di due rami, corrispondendo per dualita alle cubiche unipartite
¢ bipartite. Al ramo impari della cubica, che contiene tre
flessi in linea retta, corrisponde per dualitai una curva tricu-
spide, €, priva di flessi, le cui tangenti cuspidali passano
per un punto; al ramo pari (se esiste) corrisponde per dua-
lita una curva, C,, priva di flessi e di cuspidi. Riconosciamo
che: le linee C, e (,, considerate
come luogo di punti sono curve
pari. Anzitutto la curva complessiva
C=0C 40, & di ordine 3-2=¢6,
ossia & una curva pari; percio se
uno dei suoi rami fosse impari anche
I’ altro ramo dovrebbe essere impari,
e quindi le ¢, e C, si segherebbero
in un punto (‘) che risulterebbe
doppio per C; invece la ¢ non pos-
siede punti doppi, fuori delle tre cuspidi di C,.

La curva tricuspide C,, essendo un ramo pari, equivale
topologicamente a un cerchio, cioé¢ separa il piano in due

(1) Con una deformazione continua due rami impari possono sempre
ridursi a due rette, e cio ha per effetto di togliere eventualmente un numero
pari i intersezioni; si vede cosl che due rami impari hanno almeno un
punto comune; a tale proposito vedi § 34. (Cfr. StaupT « Geometria di
Posizione », § 1). .
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regioni; dimostriamo che quella contenente il punto, 0, comune
alle tre tangenti cuspidali, & la regione interna e per ciascun
punto di essa vi sono quindi, come per 0, tre tangenti a €,

mentre — passando da un punto interno a un punto della
regione esterna — due fra le tangenti nominate divengone

immaginarie, & cosl per un punto esterno vi ¢ una sola
tangente alla C,.

Per dimostrare che O & inferno al ramo C, oceorre sta-
bilire che ogni retta per O sega C, in due punti; ora questo
accade per le tre tangenti cuspidali che concorrono in O,
quindi anche per tutte le refte comprese mei loro angoli,
giacché una retta secante del fascio O potrebbe divenire
non secante solamente passando per la posizione di una
delle tre rette dell’inviluppo, che sono le nominate tangenti
cuspidali. (Taluno potra chiarire questo ragionamento tra-
sformandolo per dualitd, cid che porta a considerare la figura
del ramo impari di una cubica, con la guale si ha maggior
familiarit).

Invece la curva C,, costituita da un ovale senza tlessi,
divide il piano in due regioni, in guisa che per i punti della
regione esterna passano duwe tangenti ad essa, mentre per i
punti interni non ne passa alcuna. Si deduce che C, (se esiste)
comprende nel suo interno €, giacehé altrimenti si avrebbe
un punto, esterno a ¢, e interno a (f, per cui passerebbero
cinque tangenti di =0, C,.

Cio posto distingniamo due casi, secondo 1" esistenza o
meno del ramo ovale C,.

Primo caso: curva O costifuita di un ramo tricuspide C,
e di un ovale C, a cui C, é interno. Lia superficie di Riemann,
relativa a C, viene rappresentata doppiamente sopra la regione
di piano compresa fra le due curve €, ¢ C,, in guisa che (|
e (, tigurano come curve di passaggio. Ora la suddetta regione
piana, considerata dal punto di vista topologico, equivale a
una corona cireolare, che, contata due volte, si puo considerare
come un toro schiacciato, o anche come proiezione doppia
di un toro di ¢ui i nominati cerchi costifuiscano il contorno
apparente.

Secondo caso: curva € costituita dal solo ramo trieu-
spide C,.

La superficie di Riemaunn, relativa a C, viene rappresen-
tata doppiamente sulla regione di piano esterna a €, figu-
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rando €, come linea di passaggio. Ma dal punto di vista
topologico questa regione equivale alla regione piana esterna
ad un cerchio, e percio la nostra riemanniana equivale alla
superficie dell’iperboloide di rotazione ad una falda avente
il detto cerchio come cerchio di gola, il quale iperboloide per
proiezione ortogonale ricopre due volte la nominata regione.
La superficie dell’iperboloide ad una falda, considerata nello
spazio proiettivo, costituisce ev1dentemente una superficie anu-
lare, equivalente al toro.




OAPITOLO Iv

Appendice: realita e continuita;
geometria numerativa.

A complemento degli sviluppi contenuti in questo libro
raccogliamo qui alcune note storiche, dalle quali prendiamo
occasione per illustrare importanti prinecipii di ricerca.

Gli argomenti trattati possono apparire, a prima vista,
senza connessione fra loro; giacché chi cerchi, per esempio,
il possesso delle prinecipali nozioni di geometria numerativa,
potra dispensarsi dallo studio delle questioni di realitd, che
occupa la prima parte del capitolo. Ma il legame fra le idee
dominanti queste diverse parti appare dallo sviluppo storico:
cosl appunto si riconosce in qual modo le considerazioni sulla
forma delle curve abbiano suggerita quella visione della con-
tinuita, che porge un fecondo principio di scoperia nei pit
varl campi della ricerca geometrica.

Aggiungeremo che, trattando come applicazioni del prin-
cipio di continuitd i primi problemi della geometria nume-
rativa, usciamo dall’ambito della geometria piana che forma
I’argomento di questo libro, per riferire alcuni resultati fon-
damentali della teoria delle curve gobbe (*).

'33. Introduzione: cenno storico sulla elassificazione delle
cubiche e delle quartiche. — Nella teoria delle curve, cui si
riferiscono gli sviluppi precedenti, vediamo un ordine di pro-
blemi con carattere nettamente algebrico: 1’immaginario
‘essendo posto alla pari del reale, si tratta in ultima analisi
di formare sistemi d’equazioni algebriche, investigare i rap-

(*) Ringraziamo la signorina D.* Braxca ZuccHr che ha disegnato la
maggior parte delle ficure occorrenti in questo Capitolo e e¢i ha pure
aiutato con informazioni hibliografiche concernenti la forma delle curve.

F. ENRIQUES - II. 16
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porti di dipendenza, e quindi ealcolare i gradi delle equazioni
resultanti che designano le soluzioni cercate. Ma lo scopo
algebrico, che oggi appare in prima linea, non ¢ originario;
negl’inizi della Geometria analitica, ¢ massime per DESCARTES
e Newrox, l'interesse immediato si riattacca al problema
geometrico concreto di determinare la forma della curve
appresentata da un’equazione algebrica reale; e a questo
scopo vengono subordinati i principali problemi ond’é uscito
il corpo di dettrina che forma oggetto deila nostra esposi-
zione. Nominiamo in ispecie i1 seguenfi:

1) Ricerca della forma delle curve in senso differensiale,
cioé nell’intorno d’un punto: determinazione della tangente
e dei massimi e minimi, approssimazioni successive e sviluppi
in serie di Taylor, analisi dei punti singolari.

2) Comportamento dei rami di curva all’infinito: asin-
toti e sviluppi in serie (convergenti asintoticamente) di
CRAMER, singolarita all’infinito ece. .

3) Proprieta di simmetria delle curve considerate nella
lovo integrita: diamefri e curve diametrali, e quindi curve
polari (cfr. § 4).

Per intendere storicamente lo sviluppo della teoria cosi
disegnato, giova riportarsi all’intuizione metrica delle figure
che precede la costituzione della Geometria proiettiva. Questo
punto di vista ¢ dominato dalla distinzione fra rami chiusi
ed aperti, iperbolici e parabolici, che prende origine nello
studio delle coniche, ¢ si estende naturalmente alla eclas-
sificazione newtoniana delle cubiche. L’osservazione di Dr-
SARGUES, circa la possibilita di derivare da quelle del
cerchio le proprietd proiettive delle coniche, e cosi. la
genesis per wmbras, mercé cui NEwroN deriva le cubiche
dalle parabole divergenti, non porta ancora un concetto
unificatore delle varie specie di curve proiezioni di una
medesima. ’ ,

Infatti 1’ accennata generazione, che NrwroN (1704)
enuncia senza dimostrare al termine della sua « Enumeratio »,
costituisce per I’ Autore un semplice complemento anziche
un prineipio. Fondamento della classificazione newtoniana ¢
invece la distinzione delle cubiche in quattro famiglie, che
si ottiene considerando una conica diametrale, in rapporto
ad un punto all’infinito della curva. Preso come asse gy una
retta per questo punto, I’equazione della curva assume la




CATITOLO 1V , _ 243
forma ,
1) ylaz - D) 4- ylea® - dw - 0) — (fa - 92° +ho + 1) =0,
dove manca il termine in 4"

Il Tuogo dei punti di mezzo delle corde parallele all’ asse ¥
¢ la conica

2) 2axy 4- 20y +- c2* 4+ dv+-e¢ =0,

cioé — in generale — un’iperbole avente un asintoto paral-
lelo all’asse y, che & pure asintoto della cubica. L'iperbole
«diametrale riferita agl’asintoti acquista un’equazione del tipo
ay =1k, sicché la corrispondente trasformazione di coordinate
porta

b=c=d=0.

Pertanto, se a==0, I’equazione della cubica — dividendo
per @ — si riduce:
I) Y - ey = J@° - g2* - hw - 1.

Quando sia « =0 la conica diametrale diventa una parabola,
corrispondentemente alla circostanza che due punti all’infi-
nito della eubica coincidono, ma il terzo punto rimane distinto
finché ¢==0, sicché prendendolo come punto all’infinito del-
I’asse y si ottiene ancora la riduzione al tipo I). Se invece
=0 e ¢=0, (la cubica ha come tangente di flesso la retta
all’infinito) e I’iperbole diametrale si riduce alla retta

2by - dv 4-e =0,

da completarsi colla retta all’infinito; codesta refta diame-
trale si puo assumere come asse @, tranne che sia parallela
all’asse y, ¢ In questo caso pud assumersi come asse y salvo
che diventi la retta all’infinito. Corrispondentemente si often-
gono, accanto alla I), le tre famiglie di cubiche: '

1I) Y= fr' 4~ g2 4+ ha +4- 1,
I1I) 2y = [2° -I- g2° + he -4,
IV) y == f2* 4- g2° - h 4- <.

Newrox analizza quindi le cubiche delle varie famiglie
risolvendone 1’ equazione rispetto ad y. Cosi ad esempio per
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le cubiche della prima famiglia, egli & condotto a distinguere
i casi in cui vi sono tre asintoti reali, oppure un asintoto reale
¢ due immaginari, oppure la cubica tocca la retta impropria
(che assorbe due asintoti) e possiede ulteriormente wn asintoto
proprio, o infine la cubica possiede wun «sintoto e un punto
doppio «ll’ infinito, ecc.

Anche le classificazioni delle cubiche che seguono a quella
di NEwroN, per opera di EULERO e CRAMER, riposano sopra
un’ intuizione metrica, prendendo come punto di partenza il
comportamento della curva all’infinito e I’esistenza o meno
di asintoti: si distinguono ulteriormente gli asintoti che hanno
semplice contatto colla curva, i quali sono accostati da due
rami aperti giacenti da bande opposte, e gli asintoti che sono
tangenti di flesso, i quali vengono accostati da due rami, o
da due lati d’un ramo, giacenti in uno stesso semipiano.

Frattanto perd il nuovo concetto unificatore della Geo-
metria proiettiva guadagna rapidamente terreno: in forza di
tale concetto tutto il capitolo concernente le proprietd asinto-
tiche delle curve doveva ridursi allo studio delle proprietd
differenziali relative all’intorno d’un punto, o dei pumti, in
cui la enrva & segata da una retta qualunque. Infatti Pox-
CELET ha messo in chiaro che i punti all’infinito del piano
debbono ritenersi costituire una rette impropria, la quale
— secondo il punto di vista delle proiezioni -— non si distingue
dalle rette, nel significato proprio della parola.

Sorge cosl la nozione dei rami reali &’ une curvae in senso
proiettivo. I la distinzione in rami che qui viene fatta signi-
tica: riducibilite della curva nel campo reale, due rami appa-
rendo come curve rappresentative di funzioni algebriche che
non si prolungano per continuiti analitica 1’una nell’altra
mentre la variabile si muove nel eampo reale; s’intende che
il prolungamento non avvenga neppure abttraverso un punto
critico, come accade invece per due archi di un ramo nel
punto di contatto di una tangente parallela all’asse y o i
una cuspide. Codesta distinzione dei rami in senso integrale
reale, non deve dunque confondersi con la distinzione dei
rami in senso differensiale che occorre nello studio delle sin-
golaritd e che significa riducibilita della funzione algebrica
nell’intorno di un punto (efr. L. 1°, §§ 11, 12, L. 2°, § 30),
mentre la variabile si muove in tutto il campo complesso.
Alla quale si pud riattacare, come ¢ detto innanzi, la distin-
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zione dei rami in senso metrico, che viene subordinata alla
classificazione dei tipi proicttivamente distinti, tagliando 1a
curva con la retta all’intinito.

Alla classificazione proiettiva si attacca ora 1'interesse
essenziale. Cosi COHASLES (1835) mette in luce il vero signifi-
cato della riduzione delle cubiche alle parabole divergenti,
scoperta da Nrwrox (efr. § 26): ne segue la pitt semplice
discussione della forma delle cubiche in rapporto all’equa-
zione mnormale, che noi abbiamo svolto nel citato § 26, sulle
tracce del Sararox (1852). Tattavia la elassificazione che
Pruckrr di delle cubiche nel « System der analytischen
Geometrie » (1835) ¢ sempre concepita dal punto di vista
metrico, quantunque per altri riguardi vi appaia 1’ influenza
del pensiero di PoxcurnnT, segnatamente per quanto con-
cerne il concetto della continuitd di cui discorreremo pilt
avanti. ‘

Il punto di vista proiettivo compare nella scuola tedesca
per opera di StraubpT e MOBIUS da cui riceve un importante
ineremento. SrAuDT (1847) pone i prineipi dell’analisi topo-
logica del piano proiettivo reale distinguendo le linee chiuse
pari e impari; Mopros (1852) (') svolge da questo punto di
vista la classiticazione delle curve del terz’ ordine. Frattanto
Bunnavrrers (1852) () intraprende la classificazione delle curve
di terza classe.

Di buon’ora le ricerche di Nmwrox sulla forma delle
cubiche dettero impulso ad analoghe ricerche concernenti le
quartiche. Qui & da menzionare anzitutto la eclassificazione
dovuta all’abate, di Bracwvroexe (1830-1832) (?), il quale
distingue 1 quattro casi in cui I’ equazione della quartica
possa ridursi di grado 1, 2, 3 rispetto a una variabile, oppure
simanga essenzialmente i grado 4, cioé i casi in cui la quar-
tica possegga all’infinito un punto triplo, oppure doppio o
semplice, o invece non abbia alecun punto reale all’infinito.
Brnsro e CraMig, nei loro citati trattati del 1848 e 1850,
viprendono lo studio delle quartiche, analizzandone la forma
in rapporto alle intersezioni con la retta all’ infinito; tuttavia

1 Leipziger Abh. 1.
(*) Atti dell’Istituto Veneto, 1TI, 4.
(*) Mémoires de PAcadémie de Sciences de Paris.
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queste ricerche non sono scevre da errori e vi si rivela una
insufficiente nozione delle curve asintotiche, tangenti od oscu-
latriei ad una data in un punto all’infinito.

Una classiticazione acecurata delle quartiche, basata sopra
un esatto concetto delle curve asintotiche, venne svolta da
PLUCKER nel suo trattato del 1839. PLUCKER osserva anzitutto.
che se una curva d’ordine n, f,, = 0, possiede come asintoto
una retta p =0, I’equazione della curva si lascia porre sotto

la forma
l)fn—i —I‘fn—g — Qa

e che il polinomio f,_, si riduce all’ordine n —m (m > 2)
qualora 1’asintoto p possegga con la curva f, un contatto
m-punto.

Quando la curva f, =0 toeca in un punto O la retta
all’infinito, vi ¢ una parvabola osculatrice che tocca in O la
curva con un contatto quintipunto; designando con '

P A-2g=0
questa parabola, 1’equazione f, =0 assume la forma
(1)2 -+ 7‘(1).7;1—3 -+ (P 1= ‘r).fn-—:: '{_.fn—q = 07

dove p, ¢, r sono polinomi di primo grado.

Le equazioni canoniche relative alle curve asmtotlche,
che si ottengono proseguendo quest’ordine di considerazioni,
permettono a Pruckir di classificare tutti i tipi di (|n¢u't1c.he
in rapporto alle intersezioni con la retta all’ infinito del piano,

che — a seconda della realitd o meno di questi (uattro punti,
¢ delle loro possibili coincidenze — danno luogo ad 8 classi,

distinte poi in diversi tipi.

Nuove ricerche sulle forme delle quartiche vennero intra-
prese da Cayvrney (1863) (') e poi da ZwvvrHex (1874); la clas-
sificazione stabilita da quest’ ultimo porge risposta ai problemi
fondamentali che qui si presentano; ne riferiremo particolar-
mente nel § 35.

34. La classificazione proiettiva delle cubiche e il me-
todo di piccola variazione. — A fondamento della clas-

sificazione proicttiva delle curve reali, sti la proprieta

(1) « On Quartics Curves » Phil, Magazine. Vol. 29.
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topologica del piano proiettivo di possedere due specie di
linee chiuse (*):

linee (bilatere) che dividono la superticie piana in due
parti, cioé linee topologicamente equivalenti ad un cerchio;

e linee unilatere equivalenti ad una rette, per cui non
¢ possibile distinguere un lato destro e un lato sinistro, seam-
biandosi P uno coll’altro quando si percorre la linea.

Le linee della prima specie sono caratterizzate dalla pro-
prieta di possedere un numero pari @ intersezioni con una
retta (computati debitamente i contatti), e pereid si dicono
linee pari; invece le linee della seconda specie sono linee
impari, aventi un numero dispavi d’intersezioni colle rette
del piano. Accade infatti che, mutando con continuitd la
posizione (’una retta variabile, possa mutare il numero delle
intersezioni (reali) che essa ha con una linea chiusa, ma i
punti d’intersezione spariscono o compaiono sempre a coppie,
attraverso i contatti, ¢ pereid il numero anzidetto si man-
tiene sempre pari o dispari al variare della retta.

In forza di questa stessa osservazione (di PoxcrLzm) si
ha con MoBIUS:

Una linea pari Itw sempre wn wwmero pari d’ intersesioni
con qualsiast altre linea chivsa del plano, pari o impari. Die
linee chivse tmpari hanno wn numero dispari d’interseziond;
pereid (uesto numero non pud mai essere zero.

Ora si possono fare alcune facili osservazioni eirea I rami
o cireniti che compongono una curva algebrica, e in parti-
colare una cubica.

1) Una curva algebrica reale si compone di rami o
cirewiti distinti in senso proiettivo, che possono essere linee
pari (bilatere) o impari (unilatere).

2) Una curva algebrica senza punti doppi non puo
possedere due rami impari; giaceh¢ questi avrebbero almeno
un punto comune, che risulterebbe doppio per la curva.

3) Una curva algebrica d’ordine pari, senza punti doppi,
non pud possedere rami impari, una curva d’ordine dispari
contiene certo un ramo impari ed altri eventuali rami pari.

4) In particolare le curve di ters’ ordine, prive di punti
doppi, possicderanno sempre wun ramo impari ed eventual-
mente anche un ramo pari. Quest’ulbtimo ramo & un’ ovale,

() Cfr. L. 2%, § 35.
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cio¢ una linea chiusa bilatera prive di flessi. Infatti una tan-
gente di flesso dovrebbe avere (almeno) una quarta interse-
zione col ramo pari. '

5) Un ramo impari (non reftilineo) possiede sempre un
numero dispari di flessi, e un ramo pari ne possiede uir
numero pari (o zero).

Infatti sia ¢ una linea chiusa tracciata nel piano proief-
tivo e P un punto generico di essa, ove la tangente p lascia
IPintorno di P tutto da una parte. Quando si percorre la
linea C, partendo da I’ e ritornando
in P, in un dato verso, la tangente p
ritorna sempre alla posizione iniziale
dopo essere passata dall’uno all’altro
lato della linea ogniqualvolta il punto
di eontatto ¢ passato per un flesso di C.
Ora se la C ¢ una linea bilatera accade
che — dopo un giro — il lato della
lines, ¢! a cui appartiene p, diciamo
p- es. il lato destro, ritorna in se stesso,
quindi nel movimento di I’ si deve
incontrare un numero pari di fessi.
Se invece la € ¢ unilatera, percor-
rendo I’ la linca il lato destro si

cambia col sinistro; affinché la tangente p si trovi — dopo
il giro compiuto — dal lato opposto a quello da cui siamo
partiti, bisogna che I’ abbia incontrato su € un numero dispari
di flessi. ¢ d. d.

6) Un ramo impari, privo di nodi o di cuspidi, possiede
almeno tre flessi.

MoBrus stabilisce questa proposizione proiettando la curva
sopra una sfera, dal suo centro, ¢ riferendosi all’intuizione
della linea cosl tracciata sopra la sfera, dove deve esser pos-
sibile passare da un punto della sfera al suo opposto. Il
ragionamento di Moprus si rende pitt chiaro, restando nel
piano, ove si mandi all’infinito un flesso della curva impari,
sicché i due archi C e €’ della curva, che si riattaccano
all’infinito, giacciano dalla medesima parte dell’asintoto «.
Allora, percorrendo di seguito i due archi ¢ e C’ della curva
senza attraversare il punto all’infinito, ’angolo della tan-
gente con 1 asintoto, che dapprima cresce a partire dallo zero,
deve poi ridursi congruo a zevo; eio ¢ possibile in due modi:
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se la tangente compie un giro completo, caso in cui la curva
possiede un mnodo; oppure se vi & qualche flesso (o cuspide)
ove s’inverta la direzione della tangente.

Senza fare appello all’intuizione precedentemente invo-
cata, si pud dimostrare la proposizione 6) nel modo seguente,
che si applica immediatamente al ramo d&’una cubica, ma
appare anche estendibile a curve d’ordine superiore.

Sia dunque ¢ il ramo impari di una cubica, che possiede
certo un flesso F. Preso su C un punto P, vicino ad F, il suo
tangenziale P’ si trova su € dall’altra parte di F. Questa
osservazione fondamentale si riattaceca al fatto che la tan-
gente di flesso lascia da bande opposte due archi countigui
di curva i quali volgono ad essa la loro convessita.

Ora, quando P si muove percorrendo la linea C, a partire
da F e in un dato verso, P’ percorrerd la medesima linea
chiusa in senso inverso, giacché, proseguendo P il suo movi-
mento, non potra invertirsi la
direzione del movimento di I’
fino a che I’ non cada in un
nodo oppure in un flesso
(punto di contatto di una tan-
gente stazionaria) dove I’
coineide con I’’. Si deduce
che P e P, movendosi in
senso opposto a partire da I,
s’ incontreranno sulla cubica
un’ altra volta almeno, cio
che accade in un flesso. No-
tisi che, se la corvispondenza fra P ¢ P’ fosse univocamente
invertibile, si troverebbe soltanto un secondo punto unito (di
flesso), come accade per le proiettivitd discordi sulla retta;
ma la corrispondenza [PI’] non ¢ univocamente invertibile,
d’accordo colla necessitd, che si abbia su € un numero dispari
di flessi, e quindi tre almeno. ' c. d. d.

[Osserveremo che ove si voglia estendere il ragionamento
Precedente al caso di linee impari ¢, d’ordine > 3, si deve
considerare la possibilitd che un punto P, secelto in un certo
fratto di C, possegga piu tangenziali ', I’"...., e che due di
questi — p. es. P’ e P”" — vengano a coincidere, divenendo
poi immaginari quando P prosegue a percorrere la ('; ma
questa eventualita, che non permette di estendere senz’altro
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il ragionamento precedente, porta che la linea C possieda
una tangente doppia a contatti reali e contenga un flesso
nell’arco racchiuso fra questi due punti; si riconosce allory
che lo stesso arco possiede un secondo flesso]. ‘

7) La cubica dotata di nodo si puo rignardare come
rinnione di- un ramo pari K (occhiello) e di un ramo impari i,
che si congiungono nel nodo 0; & appena necessario avver-
tire che ciasecuna delle due linee suddette si chinde ad angolo
nel nodo stesso. Nella parte fuori dell’occhiello, che costi-
tuisce il ramo impari, la cubice nodate possiede wun flesso. Per
dimostrarlo in quest’ordine di idee procediamo come segue.
' Anzitutto il ragionamento svolto inmanzi, alla prop. 5,
dove si considera Pintiera cubiea come una linea chinsa, non
cade in difetto per la circostanza che la linea attraversi se
stessa, sieché siamo autorizzati ad affermare 1’ esistenza di un
flesso almeno. Questo non potra certo cadere sul ramo pari X
come gia abbiamo notato. Ora se I' ¢ un flesso, appartenente
a K, si riconosce che la linea K’ viene divisa da I ¢ da O in
due archi tali che ciascun punto dell’uno ha il suo tangen-
ziale sull’altro, donde segue che K’ non contiene altri flessi.
Infatti basta osservare che ogni punto P’ di I{” ¢ tangenziale di
due punti della cubica (che per ipotesi ha un punto doppio)
e che uno di questi punti descrive 1’occhiello A, mentre P’
deserive K'; si deduce che sopra K si ha fra i punti P e i
loro tangenziali P’ una corrispondenza biunivoca discorde, le
cui due coincidenze cadono una in I' e Paltra in O.

In conclusione una cubica dotata di nodo possiede un
solo flesso reale. K questa conclusione si aceorda col passaggio
alla forma limite della cubica con cuspide, per cui le formule
di PLUCKER danno un solo flesso, giacehé mel passaggio si
vede invariato il numero dei flessi reali.

8) Il ramo impari d’una cubica non pud avere pit di
tre flessi e quindi (per la prop. 6): il ramo impari &’ une

cubica, che non possegga
M, un nodo, contiene preci-
M, samente tre flessi.

/—\ Mosrus stabilisce

¢ questa proprieta attra-
/ S \ verso le seguenti:

f «) Una cubica

non pud avere due massimi o due minimi rvispetto ad una
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retta, poiche si troverebbe una tangente doppia o una retta
che incontri la linea in
4 punti. _

b) Se tra due
punti, A e B, del ramo
impari ' una cubica,
vi sono due flessi, ¢’¢e
anche un massimo o
un minimo rispetto alla /'A
retta A B. B

Cio posto se si avessero quattro flessi A, B, ', D, si
troverebbero due massimi o minimi fra due punti, il che &
escluso dal lemma «).

I lemmi «) ¢ b) su cui riposa la dimostrazione .della
prop. 8 hanno carattere intuitivo, ma occorre un’analisi deli-
cata se si vuol procedere con rigore. Ce ne dispenseremo
prendendo un’ altra via che si basa su considerazioni di con-
tinwite, delle quali si mette cosi in evidenza la grande fecon-
dita in quest’ ordine di questioni. '

Consideriamo una cubica variabile: con variazione con-
tinua dei parametri si pud passarve dalla cubica generale uni-
partita alla hipartita e viceversa, attraverso una forma limite
di passaggio in cui 'ovale si riduca ad un punto isolato;
frattanto il ramo impari della cubica variabile conserva sempre
lo stesso numero di flessi, imperocehe i flessi reali” possono
divenire immaginari soltanto a coppie attraverso forme di
passaggio in cui due flessi eoincidano, mentre siftatta coinci-
denza non pud aversi- che in un nodo della cubica (essendo
escluso il caso i una tangente quadripunta).

Ci0o posto, il numero dei flessi che appartengono al ramo
impari di una cubica generale sara uguale al numero dei
Hessi della cubica dotata di punto ixolato; ora su questa curva
razionale la corrvispondenza fra il punto P e il suo tangen-
ziale P’ ¢ una corrispondenza [2, 1], che al massimo avra tutte
e tre le coincidenze reali: il numero dei flessi reali (coinci-
denze di P e I’’) non potra dunque superare 3, e sard preci-
samente uguale a questo numero. c. d. .

Soltanto nel caso in cui la cubica aequisti un nodo, con-
giungendosi in questo il ramo imparvi e il ramo pari, si per-
dono due flessi della curva. Il modo di sparizione di questi
due flessi si rende chiaro osservando le forme delle cubiche




292 LIBRO TERZO

prossime ad una cubica nodata. Pongasi il nodo nell’ origine
delle coordinate e assumansi come assi le tangenti principali;
allora I’equazione della cubica prende la forma

2y - gy (vy) =0
e le cubiche, prossime alla nominata,
2y -k4-9,=0 e ay—Fk4 o, =0,

posseggono come coniche approssimanti rispettivamente le
iperbole

vy+Lk=0 e zy—Lk=0,

le quali appartengono alle due coppie di angoli opposti deter-
minanti dalle rette @, y. Se, per es.,, un ramo della prima
iperbole si trova mnell’angolo
occupato dall’ oechiello della
cubica, accade che la cubica
variata

Yy +LEk4-9, =0
¢ bipartita, mentre la
vy —k--9,=0

¢ unipartita (s’ intende per &
assai piceolo); la prima cubica
si ottiene raccordando i due
archi del ramo impari K’ che si
congiungono angolarmente nel nodo e, dall’altra parte, i due
archi dell’occhiello K; la seconda (vedi fig. a pag. 253) nasce
raccordando ciascun arco di K con I'arco di K’ che I’incontra
ad angolo nel mnodo. I’ esame di tali raccordi mostra che
nascono in ogni caso due flessi della cubica variata, poiché:

«) non nasce alcun flesso raccordando due archi che
volgono ambedue la concavita all’angolo compreso;

b) nascono invece due flessi raceordando due archi vol-
genti ambedne la convessita all’angolo compreso;
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¢) e finalmente nasce un flesso se si raccordano due

archi uno dei quali volga la concavitd e 1'altro la convessita

all’ angolo compreso.

Riassumendo i risultati ot- (K

tenuti abbiamo che: ‘

- Le cubiche reali danno

luogo « due famiglie topologi-

camente distinte entro il piano
protettivo :

I) cubiche composte
d’un solo ramo impari, con tre
flessi,

II) e cubiche composte
di un ramo impari, con tre
flessi, e d’un ovale.

Come forme di passaggio
tra le due famiglie si hanno:
III) le cubiche dotate di nodo, ehe posseggono un flesso,
IV) e le eubiche dotate di punto isolato: ramo impari
con fre flessi.
Infine la forma di passaggio fra le III) e IV) ¢

V) la cubica con cuspide, costituita da un ramo im-

pari con un flesso. '

K\

Le counsiderazioni di continuita, mercé cui abbiamo sta-
bilito il numero dei flessi reali d’una cubica, vale anche a
dimostrare 1’ esistensa dei due tipi di cubiche generali, pos-
sedenti uno o due rami. Infatti il metodo di piccola variazione
di cui sopra & fatto uso, permette — come si ¢ visto — di
riconoscere che vi sono cubiche dei due tipi in prossimitd
d’una cubica dotata di nodo; & anche chiaro che ve ne
sono in prossimita ’una cubica dotata di punto isolato,

giacché — mutando in senso opposto un parametro della
cubica — codesto punto & suscettibile di scomparire, come

un cerchietto nullo che diviene immaginario, oppure di dive-
nire un ovale.

Lo stesso metodo si puo applicarve partendo, non pitt da
una cubica irreducibile dotata di punto doppio, ma da una
cubica composta (i conica e retta secante: tutti i tipi di
cubiche reali si ottengono cosi, con piccola variazione, dalia
Jigura & una conica presa imsiéme con una retta secante. Il
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passaggio alle cubiche generali con uno o due rami, viene
indicato dalle annesse figure:

a )

/

Come notizia storice diremo che le considerazioni di
continuita di cui qui & fatto uso appartengono a un ordine
d’idee largamente sviluppato da PONCELET, che sard ripreso
ed esaminato nel seguito. Per lo studio della forma delle
cubiche codeste considerazioni ricorrono nella classificazione
di PLUCKER (1835).

Infatti questa classificazione si basa sulla riduzione
della cubica generale alla forma canonica abc— Ad’e =0,

I
A,
>




B
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dove «, b, ¢, d, ¢ sono cinque rette ; PLUCKER assume la
retta ¢ all’infinito, la retta e contiene i tre tangenziali dei
punti all’infinito, ed @, b, ¢ sono i tre asintoti. Pertanto la
forma della cubica viene dedotta per continuitd a partire dal
caso degenere del ftrilatero «be (che corrisponde a 2=0).
PLUOCKER considera le varie posizioni della retta ¢ rispetto al
detto trilatero, e la posizione dei centri critici o punti doppi
delle cubiche del fascio ottenuto al variare i 2; appaiono
cosi le cubiche con punto doppio come forme di passaggio
fra cubiche con uno e due rami.

Pitt tardi il metodo di piccola variazione ha ricevuto un
impiego sistematico ‘come modo per dimostrare 1’ esistenza di
certe forme delle curve reali; cosi per esempio nelle ricerche
di HARNACK, che menzioneremo pitt avanti.

35. Cenno sulla forma delle quartiche. — Una curva piana
del quart’ ordine, priva di punti doppi, si compone soltanto
di rami pari: il numero di questi rami non puo superarve 4.
Infatti se una quartica, K, potesse possedere b rami pari, una
conica contenente un punto di eciascun ramo avrebbe con
esso un’ altra intersezione (almeno) e quindi segherebbe K in
10 punti!

Analoghe considerazioni provano che una quartica, la
quale possegea un ramo interno ad un altro, & costituita sol-
tanto da questi due rami, giaccheé si arriva altrimenti ad un
assurdo, intersecando la curva con una retta che congiunga
un punto di un ipotetico terzo ramo con un punto interno
ai due primi.

Ora si pud riconoscere che: esistono quartiche senza punti
doppi, rappresentate da equazioni a coefficienti reali, che pos-
seggono 4, 3, 2, 1 rami o anche O rami (caso in cui la curva
¢ interamente immaginaria).

Quartiche siffatte si trovano come curve prossime ad una
coppia di coniche. In prossimitd di una coppia di ellissi
immaginarie, rappresentate da equazioni rveali, si trovano
curve del quart’ordine senza rami reali. In prossimita di una
coppia di coniche reali, con quattro intersezioni reali, si tro-
vano quartiche reali costituite da 1, 2, 3, 4 rami. Infatti, rvife-
rendoci all’ annessa figura, si puo passare ad una quartica priva
di punti doppi, prossima alla coppia di coniche ABCDEFGH,
ABCDE'F'G'H’, collegando gli arvchi che convergono a cia-
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seuno dei punti doppi 4, B, ¢, D in due modi diversi: p. es.
collegando in A le coppie di archi DHA, DH’A e BEA, BE'A,
oppure le DHA, BE'A ¢ DH'A, BEA ecc.

EI

Si ottengono cosi 2*=—=16 forme di quartiche prossime
alla nominata coppia di coniche, e fra queste si riconoscono
curve composte di 4, 3, 2, 1 rami. '
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La costruzione precedente (i luogo in ogni caso a quar-
tiche dotate di 8 flessi reali: vi sono due flessi che scompaiono
nella forma limite, riunendosi in un nodo, cosi come abbiamo
veduto per la cubica. Ora, facendo variare i parametri di
una quartica, pud accadere che i flessi reali scompaiano, o
nascano, a coppie; le' forme di passaggio in cui due flessi
vengono & coincidere pos- :
sono corrispondere: o a
quartiche con un nodo,
o a quartiche con una
tangente quadripunta. In
realtd soltanto in questo
secondo caso, quando una
bitangente a contatti -
reali si trasforma in una
bitangente a contatti im-
maginari, si perdono ef- .
fettivamente due Hessi; /
passando attraverso ad un
nodo rinascono sempre due flessi al posto dei due che si perdono.

Le osservazioni che precedono mostrano che la semplice
applicazione del metodo di piccola variazione, a partire dalla
forma limite di una coppia di coniche, non basta a porgere
un’ adeguata conoscenza dei caratteri proiettivi reali delle
quartiche rveali. Una classificazione che tenga conto di questi
caratteri si ottiene con ZruTHEN ('), in base ad una distinzione
delle tangenti doppie, cui vogliamo rapidamente accennare.

ZEUTHEN chiama bitangenti di prime specie @’ una quar-
tica reale: _

«) le rette che tocecano un ramo della curva in due
punti reali;

b) e le rette (veali) aventi colla curva due contatti
immaginari coniugati. ‘

Il nome di bitangenti di seconda specie viene attribuito alle

¢) rette che toccano in due punti reali due diversi rami
della curva.

L’ importanza di questa distinzione ¢ relativa all’ osser-
azione seguente :

Una quartica reale generale, variando per continuita,

(N Math. Annalen, Bd. 7, pag. 411.

F. ENRIQUES - 1I. 17
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"non pud perdere o acquistare bitangenti di prima specie.
Infatti:

1) attraverso a forme di passaggio dotate di tangente
quadripunta le bitangenti di prima specie @) vengono soltanto
scambiate colle b);

2) le bitangenti di prima specie possono riunirsi a
coppie, ¢ divenire immaginarie, passando attraverso quartiche
dotate di punto doppio, ma un esame approfondito (') per-
mette di riconoscere che, in tal caso, per ogni coppia di
bitangenti di prima specie perduta nel passaggio da una ad
un’ altra forma, prossima alla forma limite, si acquista sempre
una nuova coppia siffatta.

Conseguenza di questa osservazione & che tutte le quar-
tiche generali posseggono lo stesso numero di bitangenti di
prima specie, giacché si pudo passare per continuitd da una
quartica =0 ad una =0, entro il fascio Af 4 py =0.

Ora, per valutare il numero costante delle bitangenti di
prima specie, basta riferirsi ad un caso particolare. Si consi-
deri, per esempio, la quartica razionale, dotata di tre punti
doppi: :

\ E)

Q= (y* —a*) (v — 'l)<’L — 2) — 2 [yi’ + wlr — 2)| =03

le curve, prossime alla nominata,
Q==1,

non hanno intersezioni con Q@ =0, e
— a seconda del segno di k — giaceciono
tutte all’interno o  tutte all’ esterno di
essa.

Nel primo caso (curva interna) si
ha una quartica . composta di quattro
rami (unifolia), eiascuno dei quali possiede

una tangente doppia. Questa quartica di PLUCKER possiede
dunque 4 bitangenti di prima specie, e possiede inoltre 24 bitan-
genti di seconda specie giacché le tangenti comuni a due
rami sono qui (come per due cerchi) in numero di 4 e le

Lo . 4.3
coppie di rami sono =6: PLUCKER ha mostrato applmro

2

*) ZEU'mEN, L e
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con tale esempio che una quartica puo avere tutte le 28 hitan-
genti reali. Ora ne deduciamo che: ogni quartica generale
possiede quatiro bitangenti di prima specie.

Su questo resultato ZwuuriurN fonda la classificazione delle
quartiche piane non singolari.

Quando un ramo della quartica, (che per semplicitd di
discorso supponiamo finito) ¢ toccato da una retta « in due
punti reali 4, B, in ciascuno di questi punti la curva volge

A 8

alla refta la sua convessiti, mentre ognuno dei due archi
compresi fra i punti di contatto, A e B, contiene un tratto
che volge ad « la sna concavita; pertanto in ognuno dei due
archi AB esistono due punti (almeno) in cui si passa dal
coneavo al convesso, i quali sono flessi della quartica oppure
punti in cui la tangente alla curva ¢ perpendicolare ad «: &
facile vedere che vi ¢ un arco A B, compreso fra le perpen-
dicolari ad «, per eui i punti di passaggio suddetti sono flessi.
Vieeversa se un ramo (pari) d’una quartica contiene due flessi,
8 trova che esso possiede una bitangente (di prima specie)
che lo tocea in due punti reali.

Da tali considerazioni Znrurnex deduee che wuna quar-
tica puo avere al pilt otto flessi reali. I rami (pari) della
curva ricevono il nome di ovali, wunifolia, bifolia, trifolia
e quadrifolia, a seconda del numero delle bitangenti che
I toceano in due punti reali: questo numero, che ¢ la
meta del numero dei flessi, vale 0 per un ovale, 1 per un
unifolinum ece.

Aggiungeremo che I’analisi di ZrvTHEN classifica le quar-
tiche in rapporto alle diverse posizioni che esse sono suscet-
tibili di assumere rispetto al quadrilatero delle quattro bitan-
genti di prima specie; in particolare giova qui I’ osservazione
che i punti di contatto di una delle nominate bitangenti,
supposti reali, non possono separare le intersezioni della retta
medesima con altre due bitangenti, onde segue (L. 2°, § 275
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vol. I, pag. 316) che « i punti di contatto di tre bitangenti
di prima specie si trovano sopra una conica ».

36. Il teorema di Harnack e altre proprietd generali
concernenti la forma delle curve. — Alcune delle consi-
derazioni che s'inecontrano nello studio delle cubiche e delle
quartiche sono suscettibili di essere estese, e conducono
cosi a teoremi generali in ordine alla forma delle curve
aigebriche. ' '

Il primo teorema che qui s’incontra, concerne il numero
dei rami, ed ¢ dovuto a A. Harxack (') (1876):

Una curve pianae @& ordine n  possiede «l massimo
(n —1)(n —2)

5 41 ramt, ed une curva (irviducibile) d’ ordine n
5 .

(n—1)(n—2)

[5)

-

dotata di 5 punti doppi possiede al massimo —3+1
rami, cioé
il -massimo nwmero deb rami reali che puo possedere une
curve di genere p vale p—+-1.
Dimostriamo prima che la curva d’ordine n, senza punti
doppi, o con 3 >0 punti doppi, non pud avere piu che

(n—1"n)(n—2)

*)
—

rami; riconosceremo poi che codesto massimo ¢ effettivamente
raggiunto.

Notiamo anzitutto che una curva d’ordine =, priva’ di
punti doppi, non pud possedere che un solo ramo impari, che
esiste veramente quando n & dispari. Cid posto pongasi che
una curv a 7" d’ ordine n, priva di punti doppi, possegga

(n

-+ 2 ramij; si puo allora determinare

— _9
(n 1)‘511 2) 1

(a]meno)

una curva o, d’ordine n—2, che passi per

punti presi ciascuno sopra un ramo pari di f, ed inoltre per
altri » — 3 punti seelti sopra 1’ultimo mmo (l)itl‘i o impari):

—1D(n —2
allora la 7 segherd ciascuno dei nommam B )( ) -1

rami pari di f in un altro punto, siceche il numero totale

(Y) Math, Annalen, Bd. 10, pag. 189,
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delle intersezioni di f e ¢ risulterd almeno

92

— 9
2 ((j—l— bin — 2 )+ 1) +n—3=n(n—2)--1;

ma questa conclusione & assurda, essendo f una curva irri-
“dueibile.

Questo ragionamento si estende al caso in cui la eurva f,
supposta irriducibile, possegga un certo numero & di punti doppi
In questo caso la f conterra un certo numero v di rami lmpdr

—1)
dove v avra la stessa parvitda di n; si avranno quindi —-—‘-)

) -
punti doppi almeno, intersezioni di codesti rami a due a due,
. . s (v—1) Co
ed inoltre altri d =2 —-L;;—— pnnh doppi, provenienti da

ad

intersezioni di due rami o di un ramo con se stesso, o punti

(e —1)(n —2)
9

isolati. Pongusi che f contenga almeno — 042

ami; allora si costruira, come inmanzi, una curva ¢ d’ordine
n—2, avente con f pil (,ho w(n — 2) 111te1scuom. A tale scopo

v(v —1)

hastera far passare o per i 6— - d punti doppi, ed

inoltre per un punto scelto sopra ciascuno dei suoi rami pari
per n—4-v—4 (v>0) punti scelti sopra un ramo impari
(oppure ancora sopra un ramo pari qualora sia v=0). Si
dimostra che effettivamente f e » avranno pitt che n(n — 2)
intersezioni fra loro, distinguendo i due casi in cui » sia pari
o dispari. Le osservazioni fondamentali che servono all’uopo
sono le seguenti:
1) un ramo pari di f ha un numero pari di intersezioni
con gli altri rami e percido deve avere un numero pari di
intersezioni con una 7 che passi per i punti doppi apparte-
nenti ad esso (e ¢id qualunque sia il numero di volte in cui
il ramo taglin se stesso);
2) un ramo impari di # ha un numero dispari o pari
di intersezioni con gli altri rami secondoché n (e v) & pari o
dispari; nel primo caxo codesto ramo vien intersecato dalla
cueva pari ¢, d’ordine » — 2, in un altro punto almeno fuori
dei punti doppi appartenenti ad esso; nel secondo caso vale
la stessa conclusione tenuto conto che la v & @’ ordine impari ¢
che il detto ramo contiene un numero pari di punti doppi,
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intersezioni con altri rami (la conclusione non viene infirmata
dalla cireostanza che il ramo attraversi sé stesso un numero
qualunque di volte).

Il ragionamento svolto prova, come si ¢ detto, che una

(n — 1)(n — a) - \
~ — 8, non puod

curva irriduecibile di genere p= :

avere pitt che p—+ 1 rami, almeno se essa ¢ dotata soltanto
di punti doppi. In realtd il easo in eni ~i presentino singo-
larita pitt elevate non da luogo ad eccezione; ma non ci sof-
fermeremo su c¢io, limitandoci ad avvertire che ove si abbia
-un punto é-plo (01 dinario) di f occorre imporre alla o di pas-
sare per quesfo con la molteplicitd i — 1.

Ora vogliamo prm"ue che existono effertivamente curve
d’ordine n per eui ¢ raggiunto il massimo numero i rami:
(v —T1)n—2)

> -- 1. A tal nwopo faremo uso, con HARNACK,

-
di un procedimento induttivo, supponendo che esista una
curva, f,_,, d'ordine n—1, la quale possegga il massimo

. . (=2 —3) ) )
numero i rami, Ty -~ +4-1, e tale c¢he un ramo di

essa abbia n — 1 intersezioni con una refta, «; in tale ipotesi
‘costruivemo una curva d’ordine n, prossima alla eurva spez-
vata af, _, =0, la quale constera di

(n— "2)(;: —3 ) L (= ) = (i::_lb))(n —2)

ami, e tale che uno di questi incontri la retta « in n
punti. v

Consideriamo n rette parallele p p,...p,, seganti ¢ in n
punti, P P,...P,, che appartengano tutti ad uno stesso
seemento avente come estremi due intersezioni di f,_, con
Ia «; nel fascio di curve

ey A= MY Py =0

Vi sono curve, f,, prossime ad «f, _,, e contenenti un punto
interno a uno degli n — 1 occhielli formati dalla retta « col
amo di f,, che la sega in »— 1 punti; curve f, siffatte
segano la retta « nei punti fissi P, P,....P°, ¢ percio debbono
contenere n — 1 rami prossimi all’anzidetto ramo di f,_,, ¢
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tutti interni agli n — 1 occhielli anzidetti, sicché conterranno
in tutto

(e —2)(n — 3)

— Dn—2
5 -+ ll+(')t~1)—.l4:(ﬂ'——l)(gt—~)+1

2

ami; inoltre un ramo della f,, sega la retta & mei punti
P P,..P,. _ '

Per chiarire la dimostrazione il letlore pud con vantaggio
riferirsi per es. al caso particolare n =4, che & illustrato dalla
annessa figura.

BRPP

f,

Una lieve moditicazione del ragionamento precedente
permette anche di costruive curve di un dato ordine i, con
1,2,...n—3 punti doppi, aventi il massimo numero di rami
compatibile col loro genere, ¢ quindi di riconoscere che per
ogni genere p esistono curve possedenti il numero massimo
di rami: p-+1. Ma un esempio di tali curve, ove si lasei
cadere la restrizione delle singolarita elementari, si puod trarre
pitt semplicemente dall’esame delle curve che (in rapporto
alla teoria delle funzioni abeliane) denominansi iperellittiche:

Y= flw).

Se f & un polinomio di grado 2p 42, la curva 5’ = fiv)
¢ di genere p (cfr. I 2°) Cap. ILL, § 38); & facile vedere
c¢he essa contiene esattamente p 41 rami nel caso che gli
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zeri di fiz) siano tutti reali: vi sono allora sull’asse & 2p + 2
segmenti consecutivi determinati da codesti zeri, e alternati-
ramente codesti segmenti corrispondono a valori positivi e
negativi di f(z), e quindi a valori reali ¢ immaginari della y.

Altre dimostrasioni del teorema di HARNACK possono riu-
seire interessanti in vista dell’importanza del resultato.

Una dimostrazione semplicissima si pud dare in base al
concetto delle funzioni razionali sopra una curva, i cui gruppi
di livello formano un’involuzione _q; . Si dimostra in quest’ or-
dine di idee (vedi I.. 5°) che, a differenza di ¢id che accade
sopra una retta, nn gruppo di a punti che debba apparte-
nere ad una g; (cioé il gruppo dei poli di una funzione razio-
nale) non puod essere dato ad arbitrio sopra una curva di
genere p >0, finché ¢ n << p-41; inveece <« p - 1 punti
presi ad arbitrio sopra una curva di genere p formano un
gruppo di una g;“_l, che rimane in generale determinata dal

gruppo ». Ora, se una curva f di generc p conticne p—+1
rami distinti, si puo costruire sopra di essa una g;_H reale
scegliendo p + 1 punti appartenenti a rami diversi, ed allora
al variare, nel campo reale, del parametro ¢ corrispondente ai
gruppi dell’involuzione, non puo mai accadere che il punto
“di un gruppo esca dal relativo ramo, giacch¢ le radici reali
di un’equazione possono sparire soltanto a coppie attraverso
una coincidenza; si deduce che la curva f non pud possedere
un (p—+ 2)-esimo ramo reale, giacch¢ un punto di questo
determinerebbe un gruppo reale della g]') o che dovrebbe pos-
sedere un punto reale sopra ciascuno degli altri rami.

Anche la rappresentazione dei punti immaginari di una
curva algebrica mediante una superficie di Riemanx, F, con-
duce a riconoscere il teorema di HanNACK. .\ tale scopo
giova rappresentare F sopra una. superficie doppia F' i cui
punti corrispondano alle coppie (i punti immaginari coniu-
gati di F. I p rami reali della curva f verranno ora rappre-
sentati da orli della superficie (doppia) F’'; e pertanto, ove
si attribuisea a I’ uno spessore, si avra una rappresentazione
univoca di F sulle due facce di F’, costituenti la superficie
di un disco (piano o curvo) dotato di p — 1 fori (almeno). Se
la superficie ' deve avere il genere p bisogna che sia

p—1<p. e d. d.
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Hiuserr (1890) (Y), proseguendo le ricerche di HARNACK,
¢ pervenuto a importanti risultati che qui ¢i limiteremo a
menzionare per informazione dei leftori. Anzitutto egli nota
che il numero dei rami (pari), di una curva d’ordine », che
possono essere contenuti uno dentro dell’altro, ¢ al massimo

N .1 : . S N ,
5 1 per n pari, e ‘:’(“' — 3) per n dispari; inoltre dimostra

che il massimo numero dei rami di una curva gobba &

4

(n—2)*-1-1 oppure 211;("' — D —3)+1,
secondoche 1’ordine n & pari o dispari; e questi massimi sono
effettivamente raggiunti.

Mentre HARNACK estendeva i risultati pertinenti alla
classificazione delle cubiche e delle guartiche per quanto con-
cerne il numero dei rami i una curva d’ordine n, KLuix
— in una memoria dello stesso anno 1876, che si trova accanto
a quella del predetto autore mnell’indicato volume 10 dei
Math. Annalen — perveniva a una relazione generale fra i
aratteri reali di una curva, che le ricerche di ZwurHeN
lasciano riconoscere per n—4. ‘

Nioé visto infatti (§ 35) che una quartica piana possiede
sempre 4 bitangenti di prima specie, ¢ che per ogni bitan-
gente a contatti reali si hanno due flessi, sicche, designando
con i il numervo dei flessi reali e con 7 il numero delle tan-
genti isolate, sussiste la relazione

i1 27" =8,
Kurix generalizza questa relazione dimostrando che per una
curva d’ordine n, senza punti doppi, si ha

=42 =n(n —2).

La dimostrazione di questo vesultato si fonda sul principio.
di continuita, osservando che il numero ¢ + 27" rimane inva-
riato al variare della curva ’ordine n, quando in questa

() Math. Annalen, Bd. 38 (1891), pag. 115. Ulteriori sviluppi trovansi
in recenti lavori di Brusorrr nei Rendiconti dell’ Istituto Lombardo e
negli Annali di Matematica,
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coincidano due tlessi o due bitangenti isolate, oppure una
bitangente isolata si cambi in una tangente a contatti reali
o viceversa. La relazione di Krrin risulta quindi dimostrata,
quando =i facein vedere, con 1’autore, che esistono curve
d’ordine n, prive di Dbitangenti isolate, aventi il massimo
numero di flessi n(n — 2).

Aggiungeremo che la relasione di KuriN fra i caratteri
reali di une curva & ordine n si estende al caso di curve
dotate di singolaritd; se si hanno soltanto singolarita elemen-
tari, ¢ si designa con m la classe, con L' il numero delle
cuspidi reali e con 3”7 il numero dei punti isolati reali, si ha

WA= 4-2T" = m - 423",

37. Nota sulla rappresentazione analitica dei rami reali. —
In cio che precede i rami delle curve algebriche sono stati
considerati come puro oggetto di visione geometrica; qui
vogliamo accennare rapidamente ai problemi cui da Tnogo la
considerazione propriamente algebrica. Si tratta di rappre-
sentare analiticamente i suddetti rami, cioé di « risolvere nel
campo reale U equazione algebrica fley) —0 », secondo lo stesso
spirito che presiede alla ricerca delle radici reali d’una equa-
zione flz) =0, mediante serie o frazioni continue ece.

I problemi a cui vogliamo accennare sono, per (uanto
crediamo, in gran parte nuovi; in vista di tale ecircostanza
si vorra accordare un intervesse anche alla semplice posizione
di domande, cui non si reehi, nel seguito, una completa
risposta. ’

Sia C un ramo reale della curva algebrica flzvy) =0; la
rappresentazione analitica del ramo (¢ si lascia riattaccare,
nel modo pitt naturale, alla costrusione @ una funsione rasio-
nale t =t(zy), la quale non asswma mai dwe volte lo stesso
valore net punti di ¢ (neppure in punti infinitamente vicini
di ); una tale funzione verra da noi designata col nome di
Junzione normale del ramo.

Pongasi che sia costruita una funzione normale ¢ = i(zy)
di ¢'; allora la rappresentazione analica del ramo C, consi-
derato nella sna integrita, si ottiene mediante sviluppi che
valgono ad esprimere per il parametro ¢t le funzioni alge-
briche a(t) e y(t), funzioni ad un valore nel campo reale. A
tale scopo giova richiamare una semplice trasformazione con-
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forme del piano, la quale viene comunemente usata nello
studio delle equazioni differenziali a comportamento regolare
in tutto il campo reale (').

La trasformazione conforme a cui alludiamo & quella che
viene posta dalla funzione

At _
1) r=¢ . ()\: ‘),

(;;*t .i__i ‘:)((

¢ vale a rappresentare biunivocamente la striscia del piano
t=t, +it,, di larghezza «, che ha per mediana 1’asse reale
t,=0, sul cerchio |t/ <"1 del piano della variabile complessa = ().

Ora le- funzioni algebriche reali 2(t) e #(t), che sono ad un
valore sull’asse rveale della vaviabile ¢, e non posseggono su
quest’ asse punti di diramazione, si mantengono regolari entro
una striscia eonvenientemente picecola avente come mediana
I’asse medesimo, salvo — in generale — un numero finito
di poli. Quando si eseguisce la trasformazione 1), le x(t) e y(t)
si convertono in funzioni di t che risultano regolari entro il
cerchio iz =<1, salvo un numero finito di poli.

Pertanto le 2(z) ¢ y(z), moltiplicate per un prodotto del
tipo (z — 2)(z —3)...., diverranmo regolari entro il cerchio [z < 1,
¢ perd saranno sviluppabili in serie di potenze di 7, conver-
genti entro Iintiero cerchio: si ottiene cosi la rappresenta-
sione analitice del ramo reale Oy nelle sua integrite.

In ordine alla questione di « costruire funzioni normali
corrispondenti ai rami rveali d’una curva algebrica » ei limi-
teremo a trattare alcuni casi particolari.

1°) I curva data sia una cubica:

=t —pr .
Qui si ottiene gid una funzione algebrica normale del ramo
impari prendendo ¢ =y, imperoceh¢ le rette y = cost. segano
codesto ramo in wn punto. Per avere una funzione normale
del ramo pari (nel caso in cui questo esista), basta porre ¢
nguale al parametro delle rvette d’un faseio che abbia il suo

(1) Cfr. p. es. PAINLEVE « Lecons sur la théorie des dquations diffé-
rentielles professées & Stockholm », Parigi 1897, pag. 547,
(?) Cfr. p. es. Goursar « Cours d’analyse mathématique », t. 2, pag. 6.
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centro O in un punto del ramo; giacché tali rette segano il
ramo anzidetto in un punto fuori di O.

2°) La curva data, f, avente un certo genere jp, pos-
segea il massimo numero di rami reali, cioé¢ p —4-1 rami.

Qui si costruisce facilmente una funzione algebrica che
riesce contemporaneamente normale per ciascuno dei p -1
rami; a tale scopo occorre invocare un teorema generale della
geometria sopra una ecurva, che gia abbiamo avuto occa-
sione di menzionare, e che ricevera la sua dimostrazione nel
Libro 5°: data una curva di genere p, esiste una funzione
razionale dei punti di essa che possiede p+-1 poli assegnati ad
arbitrio, e tale funzione riceve p—+1 volte ciascuno dei suoi va-
lori, ¢ioe in p--1 punti; i gruppi di p—+4-1 punti analoghi descri-
vendo una involuzione ,(/:47l sopra la curva.

Applichiamo il teorema anzidetto, per costruire una fun-
zione 1= t(xy) sopra la curva f, assumendo un polo su ciascun
ramo di f. La funzione ¢ cosi ottenuta riesce normale per
ciaseun ramo, imperocche ¢ facile riconoscere che ad un valore
reale qualunque di ¢ corrisponderanno sempre p-+1 valori
reali di @ e y, c¢io¢ p-+1 punti di f appartenenti a p 1
rami diversi. Questa aftermazione si giustifica in base al prin-
cipio di continuitd, per cui ¢ impossibile ehe un punto cor-
rispondente a ¢ sopra un ramo cessi di appartenervi (diven-
tando immaginario o passando sopra un altro ramo) senza
che si passi per una posizione in cui due punti omologhi a ¢,
appartenenti a rami diversi, dovrebbero coincidere. I3 si
avverta che questo ragionamento, ove apparentemente si
suppoune che i p-4-1 rami di f non abbiano punti comuni
(modi per f), si estende al caso in cui all’opposto due rami
di 7" abbiano punti comuni, non potendosi passare da un ramo
all’altro attraverso uno di tali punti.

38. Sulla storia del principio di eontinuita. — Nello studio
della forma delle curve algebriche abbiam visto presentarsi ta-
lune considerazioni di continuita, a cui si riattacca una veduta
generale, caratteristica della moderna (Geometria, in contrap-
posto all’antica. Vale la pena di sforzarsi a comprendere
storicamente (uesta veduta, traverso le ombre metafisiche
che ne oscurano le origini; soprattutto perche idee e dottrine
che si svolgono oggi come indipendenti, trovano in essa il
loro punto d’unione.
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A tale scopo conviene prender 1¢ mosse un po’ da lontano.

Il passaggio dal finito all’infinito o all’infinitesimo, cio¢
il passaggio al limite, & un’idea che si presenta fino dall’an-
tichita, col sorgere (i una matematica razionale: nella geo-
metria greca quest’idea s’incontra colla teoria dei rapporti
di grandezze incommensurabili e colla misura del cerchio e
delle pivamidi, cui fanno seguito le pil ‘vaste ricerche di
ArcrmiMeps. Tuttavia lo spivito di rigore, che si affermo di
buon’ora in guella matematica, pose ostacolo allo sviluppo
dei metodi infinitesimali propriamente detti, costringendo
questi modi di ragionamento entro forme precise: procedi-
menti di esaustione, riduzione all’assurdo, ece.

In quest’ordine di idee, I’appello alla continuita, la dove
si presenterebbe naturale, viene sempre surrogato con un
ragionamento diretto; cosi per esempio Eucrnipk dimostra
espressamente nella Prop. 32 del Libro 3° dei suoi Elementi il
caso limite della proprietid generale relativa all’angolo iscritto
in un arco di cerchio, che trovasi contemplata nella Prop. 27,
dove sarebbe bastato cambiare una corda in una tangente.
Iid & anche degno di nota che — per difetto di visione della
continuita — ArorLpoNro (nel terzo secolo a. C.) mancod la-
scoperta del fuoco della parabola, per la quale egli avrebbe
dovuto far divenire infinita una certa « area applicata » da
cui dipende la costruzione generale data per le altre coniche (‘).
Ma, con lo sviluppo delle idee che portarono alla formazioue
dell’ analisi intinitesimale, le nozioni di continuitd appaiono in
tutti i rami delle Matematiche come mezzo naturale (’esten-
sione delle proprietiv conosciute. Questo movimento ('idee,
che si svolge agl’inizi della scienza moderna, prepara anche
I’odierna veduta della Geometria, appartenente alla scuola
di. MoxGr e di PonceLrr, che ravvisa nelle figure trasfor-
mabili per continuitd 1’ una nell’altra una fondamentale iden-
titd di natura, superando le anguste divisioni e classificazioni
della Geometria greca. Cosi nei « Paralipomena ad Vitellic-
nem » di KepPLERO (*) (1572) si trovano osservazioni sul pas-
saggio dall’una all’altra specie di coniche e anche sul « fuoco
cieco » (all’infinito) della parabola; e vi si parla di una
analogie fra le varie coniche che pud servire di guida alla

1y Cfr. C. Tayror, Cambridge, Phil. Soc., Vol. IV, pag. 14.
() Cfr. TAYLOR, L e,
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scoperta delle loro proprietd o meglio alla estensione delle
proprieta dall’uno all’altro caso: « plurimum namque amo
analogias, fidelissimos meos mamstros, omninm naturae arca-
norum conscios ».

Intanto, per un fenomeno naturale di dilatazione del
pensiero onde le dottrine scientifiche tendono a universa-
lizzarsi nelle Metatisiche, le grandi idee che stanno alla base
dell” Analisi infinitesimale e della Meccanica assurgono a piu
alto significato nella costruzione del sistema filosofico di
LyisNiz, Qui anche la legge di continuita appare come « prin-
¢ipio »; il filosofo riprendendo I'antico adagio scolastico
« Natura non faecit saltus» vuol dargli una base razionale (*):
« Lorsque la différence de deux ecas peut étre diminuée
an-dessous de toute grandeur donnée, in datis, ou dans ce
qui est posé, il faut qu’elle se puisse trouver aussi diminuée
au-dessous de toute grandeur donnée in -quaesitis, ou dans ce
qui en résulte; ou pour parvler plus familiérement, lorsque
les cas (ou ce qui est donné) s’approchent continuellement
et se perdent enfin I’un dans I’autre, il faut que la suite des
événements (ou ce qui est demandé) le fassent aussi ». 1§ il
carattere logico del prinecipio (conforme allo spirito del razio-
nalismo leibniziano) si scorge ancor meglio nel principio pit
wenerale cui I’autore stesso si riattacca: « Daltis ordinatis
etiam (uaesita sunt ordinata ».

Tacendo delle applicazioni tilosofiche fattene nella « Teo-
Jdicea » e nei « Nuovi saggi sull’ intelletto umano », si trovano
espliciti appelli alla legge di continuitd nella corrispondenza
matematica di LBiBN1Z con BERNOUILLI e VARIGNON (*); ma
lo spirito di quella legge & passato soprattutto nei successori
eolla sistematica applicazione dell’ Analisi infinitesimale.

(Qui interessa notare che un riferimento diretto alla con-
tinuita s'incontra anche nel ragionamento geometrico, fino
dai primi Trattati ove sono esposti i resultati di DBSARGURS
e PascArn sulle coniche. Cosi nel Trattato di SidsoN (prop. 48
del V libro) trovasi 1’ estensione del Teorema di PAscAL,
sull’ esagono iscritto ad una conica, al caso d’un pentagono,
dlove un lato viene surrogato dalla tangente in un vertice.

() Nouvelles de la république des lettres (1687). Cfr. ced. Erdmann,
XXIV, pag. 104.
(» Math. Schriften, ed. Gérhardt, 11, pag. 432 ¢ IV, pag. 93.
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Esempio significativo di passaggio al limite nei casi in cui
colla particolarizzazione di certi elementi viene a cadere sia
la dimostrazione sia anche il significato letterale della pro-
prieta che si vuole estendere!

Ora I'idea della confinuita si palesa in un nuova luce
colla ricerca di collegare — traverso forme limiti di pas-
saggio — le proprieta di figure variabili che, secondo 1’ in-
tuizione ristretta dell’antica geometria, appaiono come casi
assolutamente disgiunti: questo & appunto il significato gene-
rale del principio accolto nella scuola francese del secolo deci-
monono, il cui archetipo si lascia riconoscere mnel gia citato
prineipio d’analogia di Kurrero. 18 qui in particolare si puo
scorgere il legame della continuitd collo sviluppo di concetti
onde s'introducono nelle Matematiche le quantiti negative.
e.le immaginarie.

Chi - consideri il carattere peculiare della dimostrazione
geometrica euclidea, vi ravvisa un metodo di distinzione onde
uno stesso teorema dia luogo a molteplici casi in ordine a
diverse diseguaglianze fra i dati, cui rispondono differenti
posizioni di certi elementi caratteristici. Inoltre proprieta
aftfatto analoghe, ove p. es. differenze di segmenti prendono
il posto di somme ece., tigurano 1’una accanto all’ altra come
teoremi distinti, senza alcun rapporto fra loro.

La trattazione analitica svela un legame fra simili casi,
ponendo fra di essi un’unitdh formale: accade infatti che
figure distinte dal puuto di vista euclideo si lascino riattac-
care ad una medesima formula o gruppo di formule, dove
— oltrepassando certe diseguaglianze — alcuni elementi
mutano di segno o divengono immaginari. Che, anche in
quest’ultimo caso, le formole possano essere suscettibili di
qualche effettiva interpretazione geometrica (reale), ebbe a
riconoseersi occasionalmente fino da MAC-LAURIN, che inter-
preta il prodotto delle distanze di un punto da altri due
immaginari coniugati come quadrato della distanza da un
punto ausiliario (*).

Ma Yuso sistematico dell’immaginario in geometria, s’in-
troduce colla scuole di MonaE. Ed a MoxGr stesso ¢ dovuta
la felice intuizione che consiste nell’estendere ad una figura,
in cui vengono a mancare (diventando immaginari) taluni

(1) Cfr. il trattato trad. JoNQuUitres, pag. 197, n. 2,
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elementi ausiliari, le proprieta che sono state dimostrate sotto la
particolare ipotesi dell’ esistenza reale di codesti elementi. Cosi
p. es. egli dimostra la proprietd fondamentale delle rette polari
rispetto ad una quadriea, riferendosi al caso in eui per la retta
di cui si cerca la polare passino due piani tangenti reali ().

Del metodo che MoxGE adopera senza curarsi di dimo-
strarlo, ed anzi senza farvi neppure aleun accenno, vuol fornire
una giustificazione la teoria delle correlazioni di CArNoT (%) e
il principio di continuita di PoNCELET.

Il metodo di Carxor consiste nel counfrontare una figure
primitive con tutte quelle (correlative) che possono dedursene
per variazione continua delle sue parti, senza violare la legge
di reciproca dipendenza stabilita tra di esse (*). La teoria delle
figure correlative ginnge fino a porgere I’ interpretazione delle
quantita negative ed immaginarie, generalizzando il significato

delle relazioni geometriche, in tal guisa che — dove venga a
mancare il significato (i una certa proprieta -— si passi

senz’ altro dalla figura data ad una figura correlativa.

PoNceELET viprende queste speculazioni ed afferma pit
nettamente la visione unificata che si oftiene per ciascuna
famiglia o sistema di figure variabili con continuita, affran-
candosi dalle diseguaglianze fra i loro elementi: frutto di
tale visione & il concetto dello stato generale o indeterminato
per contrapposto a uno stafo particolare del sistema (*); la
quale distinzione — come PONCELET avverte — si presenta
facile in ogni singolo caso.

Il carattere peculiare dell’ antica concezione geometrica,
la rigida disgiunzione di casi a cui da luogo I’analisi delle
figure in rapporto a varie diseguaglianze fra i dati, appare
in nuova luce secondo i principi di Carxor e di PoNCcrLET.
Pei (uali si riesce a superare la difficolta attinente alla cir-
costanza che « le relazioni segmentarie non permangono
generalmente immutate quando qualeuno dei segmenti in
esse contenuto diventi nullo o infinito, accadendo allora che
questo segmento muti di segno ». La veduta pilt importante

(1) « Géométrie descriptive », Parigi 1807, art. 36-40; ctr. PONCELET.
« Traité... » t. II, pag. 75.

(3 « De la corrélation des figures de Géométrie », Parigi 1801, —
« Géométrie de position », Parigi 1804.

(*) Cfr. « Géométrie de position » art. 28, 78.

(1) « Traité... » 2* ed. Introduction pag. XV.
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a cui si perviene in tal modo & che « una relazione grafica
o metrica, dimostrata per una figura i cui elementi soddisfino
a certe diseguaglianze, si estende senz’altro al di la di queste,
purché — nei casi metrici — si tenga conto delle possibili
variazioni di segno dei segmenti che vi compariscono, e sup-
posto sempre che gli elementi fra cui la relazione intercede
mantengano la loro realitd ». Cosl p. es. date due rette parallele
@ e b, ¢ un punto P fuori della striscia da esse compresa, la
differenza delle distanze di P da ¢ e b si mantiene costante;
quando P passa entro la striseia, annullandosi una delle distanze
predette, il corrispondente segmento cambia segno e la « dif-
ferenza costante » si muta in una <« somma costante ». Cosl
ancora la proprietd rvelativa alla costanza della somma dei
raggi focali nell’ellisse si- converte mnell’analoga proprieti
relativa alla differenza dei raggi focali nell’ iperbole, passando
attraverso la forma limite della parabola, in cui uno dei raggi
focali diviene infinito.

Diciamo ora che, come negli sviluppi di CaArRNOT, anche
nelle idee di PoxceLrr sulla continuitd geometrica rimane
sempre qualcosa di oscuro: nella mente creatrice del geo-
metra vi ¢ un largo e fecondo principio che possiamo valutare
dalle sue applicazioni e dai progressi che ne sono conseguiti,
ma nell’espressione del principio stesso, quando si tratta di
assegnare la formula generale e soprattutto di ricercarne il fon-
damento, 1’autore non riesce a dare qualcosa i preciso, smar-
rendosi spesso nella Metafisica. Cosi nella lettera a TERQUEM
del 23 Novembre 1818 () PoNCELET esprime il pensiero che la
weneralita dell’Algebra debba appartenere anche alla pure
Geometria ed abbia radice in un assioma primitivo comune ai
varl rami delle Matematiche ; quest’ assioma viene riconosciuto
nel < principe de permanence ow continuité indéfinie des lois”
mathématiques des grandeurs variables par succession insen-
sible ». Ii tale principio I’autore rvitiene che non possa in
aleun modo provarsi o ridursi ad altro, costituendo « une de
ces vérités premiéres qu’il est impossible de ramener & des
idées plus simples, parce-qu’elles ont leur source et leur cer-
titude immediates dans notre maniére de voir autant que
dans les faits, dans la nature des choses (?). '

(1 « Applications d’Analyse ¢t de Géométrie », t. II, pag. 593,
() « Applications.... » t. 11, pag. 336.

F. ENRIQUES - II, 18
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Rimane tuttavia un vantaggio peculiare del punto di
vista a cui si colloca PoNCELET, di dominare il pitt vasto
orizzonte geometrico, contenendo in sé i germi di diverse
dottrine che si vedono svolgersi separate nei successori. Accade

infatti che — per sfuggire alle critiche cni accenneremo pilt
avanti — la teoria geometrica dell’immaginario venga a

sciogliersi da ogni legame colla continuita.

Questo indivizzo appare gia nel principio delle relaziond
contingenti dello CHASLES (!), che — rinunziando almeno prov-
visoriamente ad una base puramente geometrica — ritiene il
procedimento di MoxNgr sufficientemente giustificato dall’ana-
lisi algebrica. Vi sono, egli dice, due specie di parti e pro-
prieta delle figure: parti e proprietd integranti o permanenti
e all’opposto secondarie o contingenti; le relazioni perma-
nenti comunque stabilite attraverso all’uso di parti e rela-
zioni secondarie (cio¢ con la considerazioni di enti suscet-
tibili di diventare immaginari) sono vere indipendentemente
dall’ esistenza di quest’ ultime parti. CrmasLeEs opina che una
giustificazione a posteriori possa darsi nei singoli casi, libe-
rando la dimostrazione delle proprieta permanenti dalla con-
siderazione di elementi contingenti.

Del resto tali considerazioni, come quelle con cui pitt tardi
lo CgASLES introduceva gli elementi immaginari a coppie
nelle forme di prima specie, sono ben lungi dal porgerei una
teoria geometrica dell’ immaginario in forma rigorosa, che
puo dirsi sorgere soltanto con lo Stacpr (1856) (°). In (uesta
dottrina non resta pitt aleuna traccia del principio di conti-
nuitd, ma si ha soltanto una rappresentazione degli elementi
immaginari mediante involuzioni della forma, a cui si associa
un senso determinato.

D’altra parte Pidea della confinuitd si ravvisa ancora
come principio vivo di scoperta in altre ricerche coltivate
pure da continuatori di PONCELETL, p. es. nelle ricerche di
Geometria numerativa proseguite dal Dr JoNQUIERES ecc.
(efr. §§ 41 e 42). E non vi ha dubbio che ogni geometra
potra trarre da quell’idea potenti suggestioni, quasi in ogni
ordine di problemi!

(1) « Apergu Ilistorique » 3me époque, § 12-17, pag. 200 e seg.: Cfr. note
XXV e XXVI.
(® Cfr. L. 2°, § 29.
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39. Il principio di Poncelet esaminato nelle sue appli-
sazioni. — Per chiarive il contenuto del principio di conti-
nuita secondo PoncrLEr, giova soprattutto esaminare I’ uso
fattone dall’ autore, uso che ne costituisce una giustificazione
storiea e pragmatistica.

Un bell’ esempio- dell’ utilitd che puo fornire il passaggio
dal reale all’immaginavio nelle dottrine geometriche, & offerto
dalla teoria dei fasei di coniche, le cui proprietd vengono
ridotte a quelle dei fasci di eerchi: gli sviluppi un po’ lunghi
¢ minuziosi di PoNcELET sulle corde ideali delle coniche ten-
dono insomma a questo resultato che, fra 1’altro, mette in
nuova luce il teorema di DrsARrRGUES sul quadrangolo iseritto
in una conica (').

Per vedere con quale facilita si pud impiegare il pas-
sageio dal reale all’immaginario in quest’ordine. di questioni,
giova considerare pitt da vicino la proprieta della corda ideale
comune, o asse radicale (%), di due cerchi che non si segano.

Dati due ecerchi, si consideri la retta « congiungente i
loro centri e siano A, A" e B, B’ le sue intersezioni con le
due curve; allora esiste su « un punto O, hen determinato,
per cui -

O0A-0A'=0B-0B;

la perpeundicolare ad « in O, qualora incontri uno dei due
cerchi 1i incontra entrambi nei medesimi punti comuni A
e N, ¢ in tal caso le tangenti ai due cerchi condotte da un
punto esterno I’ della rvetta AN, riescono nguali perché il loro
quadrato uguaglia il prodotto PP - PN. Ora, se i due cerchi
non si segano, i punti A e N riescono immaginari, ma, in
forza della continuitd, permane sempre 1'uguaglianza delle
tangenti condotte ai due cerchi da un punto della retta per-
pendicolare in O alla « (%).

Ad illuminare altri aspetti del principio di continuity di
PoxceLeT, richiameremo ora la sua osservazione che i punti
all’ infinito del piano debbono costituire una rette all’ infinito,
la quale veduta illumina il concetto delle _prozn"'z?ot(‘tv asintotiche

() « Traité... » Sezione T, Cap. Il e 111, Cfr. ENRIQUES « G. Proiettiva »,
§ b3, osservazione 3%

(3 Cfr. PoNCELET « Traité... » nn. 69-70,

() Denominazione di GavLrier e Tounrs. Journal de 1’ Ecole Polyt.,
t. 15, (1812).
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delle curve; a quest’ordine di idee sono da riattaccare le
considerazioni del nostro L. 17, §§ 1, 9, ricordando che Pox-
CRLET stesso avverte come un cerchio di raggio infinito degeneri
in una retta propria e nella retta all’infinito (‘).

Il metodo delle proiesioni, cioé infine 1’intera Geometria
proiettiva secondo il concetto di PONCELET, appare una gran-
diosa applicazione del principio di continuita. Infatti quel
metodo consiste nel dedurre le proprieta proiettive delle tigure
pitt generali da speciali casi limiti in cui aleuni elementi vanno
all’infinito, cioé dai casi particolari metrici.

D’altra parte la considerazione dei punti che vanno a
distansa infinite e di quelli che divengono infinitamente vicini,
permette a Poxcrrrr di analizzare le circostanze relative
alla scomparsa di talune fra le intersezioni di una curva con
una retta, avvertendo che queste intersezioni possono divenire
immaginarie soltanto a coppie, attraverso un contatto (*). Pitt
oltre egli si spinge ad analizzare la produzione delle singo-
laritd delle curve (°), e di qui & eondotto pitt tardi a ricono-
scere come applicazione del principio di continuita la relazione
che esprime la classe di una curva per mezzo dei caratteri
della curva luogo (*). Questa relazione si puo dedurre come
segue. '

Anzitutto se una curva

J@y) = 1 (2y) + oo + Tul(zy) =0

possiede un punto doppio nell’origine O, la retta OP, che
congiunge O ad un qualsiasi punto P del piano, assorbe 2 fra
le tangenti condotte da P; infatti per una piceola variazione
della curva la conica approssimante degenere f,(zy)=0 si
muta in nuna ellisse o in una iperbole

Soxy)-+k= 0,

la quale possiede due tangenti per P vicine alla retta OP;

() Cfr. « Traité.... » pag. 48, 49.

() « Applications.... », t. II, pag. 350.

() Ibidem, nota o pag. 3533. »
(*) Journal fiir Math., Bd. 4 (1829); Cfr. « Traité.... », IT ed., t. II, pag. 67

e seg. - Journal fiir Math,, Bd. 8, (1832): Cfr. « Traité... », II ed., t. II,
pag. 216, nn. 233-237.
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nel caso del punto isolato occorre determinare il segno di &
in guisa da assicurare la realita dell’ ellisse infinitesima che
qui si presenta.

Ora il numero, nt, delle tangenti condotte da un punto a
una curva generale d’ordine n, si lascia determinare facendo
spezzare la curva in due o piit altre. Per esempio la riduzione
ad » rette da subito

2. nn—1)

m= 5 =n(n—1).
-

PoxcrLET nota anche che, mentre un nodo abbassa la classe m
di 2, una cuspide ordinaria la abbassa di 3, giacché in tal
caso un’altra fra le tangenti condotte da P viene a sovrap-
porsi a PO (efr. 1’ osservazione del I.. 1°, § 11, vol. I, pag. 78);
si oftiene cosl la relazione

m=mnn —1)— 22 — 3L,
o similmente la duale
n=m(m —1) — 2t — 3¢ (').

Importa notare che questo modo di deduzione si estende alla
relazione che esprime t per », m, 3, k, la quale pud essere
assunta come terza formula di Proocxmr. Al’uopo vale il
seguente ragionamento accennato da Pruckir (3). Se una
curva acquista un punto doppio O, il numero delle sue tan-
genti doppie diminuisce in corrispondenza alle tangenti altrove
alla curva condotte per O, e ciascuna di codeste tangenti
conta generalmente per 2, come appare particolarmente
intuitivo nel caso che O sia un punto isolato (ellisse infini-
tesima); mel caso di una cuspide ordinaria ogni tangente
viene a contare per 3. Ora il numero delle tangenti doppie
di una curva generale d’ordine n si puo calcolare spezzando

.

. . Lon—3
la curva in coniche oppure in --»;,i coniche e una cubica

se m ¢ dispari: giova infatti evitare lo spezzamento in rette
che da luogo a qualche ditficolta. T'enendo conto che la con-
giungente due punti doppi assorbe quattro tangenti doppie,

() Cfr. § 17; vedi anche L. 1°, § 21.
(®) « Theorie der algebraischen Curven », IL parte, § 4, n. 63, pag. 209,
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si trova, per la curva generale d’ordine n,

T= L nn—2)(n*—9) (M.

Aggiungeremo che una relazione eqnivalente alla prece-
dente (terza formula di PLUCKER) pud anche ottenersi con
analogo ragionamento, valutando la diminuzione del numero
dei flessi portata da un punto doppio. Abbiamo gid veduto
(§ 16) come P'uso della cubica approssimante conduca a rico-
noscere che codesta diminuzione vale 6 per il nodo e 8 per
la cuspide ordinaria; si ha gia qui un’applicazione del prin-
cipio di continnita. Ora & facile dedurne il numero dei flessi
d’una curva generale d’ordine i ; basta infatti fare spezzave
la curva in coniche e cubiche; si trova cosi la nota formula:

i = n{3n — G).

Oltre a questi modi di dedugione delle formule di PLUCKER
basati sulla conténuita, se ne possono indicare altri, e in ispecie
una interessante dimostrazione di D .JoxqQuitres, che incon-
treremo nel § 42.

40. Analisi critica del principio di continuith di Poncelet.
— Nel rapporto sopra una memoria di PoNCELET velativa alle
proprieti. proiettive delle coniche, presenfato all’ Accademia
di Parigi nella seduta del 5 gingno 1820, il relatore CATvCHY
cosi giudica il valore del principio di continuiti:

« (e principe n’est, & proprement parler, qu’une forte
induetion, & ’aide de laquelle on étend des téorémes établis,
@’abord & la faveur de certaines restrictions, aux cas ot ces
mémes restrictions n’existent plus. Etant appliqué aux courbes
du second degrd, il a conduit I'auteur a des résultats exaets.
Néanmoins, nous pensons qu’il ne saurait étre admis généra-
lement et appliqué indistinetement & toutes sortes de questions
en Géométrie, ni méme en Analyse. En lui aceordant trop de
confiance on pourrait tomber uelques fois dans des erreurs
manifestes. On sait, par éxemple, que dans la determinination
des intégrales définies, et par suite dans I’ évaluation des lon-
gueurs, des surfaces et des volumes, on rencontre un grand

) Cfr. § 17.
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nombre de formules qui ne sont vraies qu’anfant que les
valeurs des quantités qu’elles renferment restent comprises
enfre certaines limites ».

A vero dire gli errori cui allude Cauvcuy sono soltanto
possibili fuori dell’ipotesi della algebricitd che deve ritenersi
un sottinteso in questo ordine di ricerche. Tuttavia appaiono
giuste le osservazioni di GERGONNE espresse in una nota, a
pag. 73 del tomo 11 dei snoi « Annales », che accompagna
la pubblicazione del rapporto di CavcHY: « Il faut employer
le principe de M. PoNCELET, ainsi que le tour de dimonstration
introduit par MoNGE, & peu prés comme on employait le calcul
différentiel lorqu’on n’en voyait pas bien encore la métaphy-
sique, ¢’est-d-dire uniquement comme instraument de déeou-
verte; mais ce n’en seront pas moins des instruments trés
précieux, car le plus souvent, en mathématiques, découvrir
est tout; ce ne sont pas d’ordinaire les démonstrations ui
embarassent beaucoup ».

Pit tardi (1827) lo stesso GERGONNE in una nota a pag. 135
del tomo 18 degli « Annales » cosi si espresse: « je persiste
a penser (ue M. PONCELET a gravement compromis ses doc-
trines en mélant au classique que tout le monde admet, le
romantique (ue, pour ma part, je suis fort loin de repousser,
mais sar lequel enfin on discute encore... ».

Oggi, dopo un secolo quasi di lavoro e di critica, & lecito
chiedere un giudizio pitt preciso intorno al contenuto mate-
matico e alla significazione rigorosa del principio di PONCELET;
per il che giova portarsi sopra un terreno estraneo alle preoc-
cupazioni puristiche del suo autore.

Bsaminiamo partitamente i diversi principi che, secondo
quanto risulta dallo studio storico fatto innanzi, si possono
viguardare contenuti nella veduta generale della continuitd.

1) Principio del passaggio al limite: se %, @, ..y, SONO
clementi di una figura variabile, dipendenti algebricamente
da pitt parametri: 2%, ....4,., ogni relazione algebric:

che viene verificata nell’intorno di un gruppo di valori ()
viene verificata anche al limite (per A, = %;).
Questo principio, restando nel campo algebrico, non da

lnogo ad aleuna eccezione; occorre soltanto mnotare che la
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relazione » =0 nel passaggio al limite pud svanire identi-
camente, ed allora la proprietd da essa espressa, fuori del
limite, appare perduta in codesto passaggio. In simili casi
conviene cercare un’applicazione pilt espressiva della legge
di continuita, operando sulla ¢ fuori del limite (per esempio.
con divisione per un % che si annmulla, ece.) in guisa da otte-
nere al limite una vera equazione fra le x. Come esempio
relativo a tali circostanze bhasta richiamare I’ osservazione che
quando una conica luogo si riduce ad una retta contata due
volte, la corvrispondente conica inviluppo, pensata come 1’in-
sieme delle rette che hanno due intersezioni riunite con la
curva, diviene indeterminata; invece, se la conica variabile
passa al limite in un modo determinato, essa si riduce ad
una retta con due punti di diramazione assegnati, e il corri-
spondente inviluppo tende alla coppia dei due fasci che hanno
per centro codesti punti. Cosi la retta doppia

Y =0,
concepita come limite della conica
Y = k(v — a)(x — D),

per k=0, deve rvitenersi avere come punti di diramazione
@ e b.

2) Principio di estensione delle velazioni, al di 1a di
date diseguaglianze: la relazione algebrica

10(/7 z) =10

supponendosi dimostrata per i valori di 7 ¢he soddisfano a certe
diseguaglianze, si estende senz’altro a tutti i valori di 2.

La legittimita dell’ estensione risulta senz’ altro dalla pro-
prieta fondamentale per un’ equazione algebrica di grado n di
divenire un’identita quando possegga pilt di » radici, o — in
un ordine di idee pilt elevato — dalla proprietd fondamentale
delle funzioni analitiche di essere determinate da un loro
elemento. Ma occorre tenere presente un’awvvertensza essen-
ziale: se le x sono funzioni razionali (monodrome) dei para-
metri %, I’estensione non da luogo ad aleuna difficoltd; se
invece l¢c @ sono funzioni algebriche « pit valori, la relazione

qo()\, ) =10
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sussistera in generale solo quando si associno conveniente-
mente i rami di «,, «,,...%,,, ¢ precisamente, se la relazione
¢ data agli inizi per certi valori delle w;, saranno da associare
fra loro i rispettivi prolungamenti analitici, ottenuti per un
medesimo cammino di variazione delle 2.

Il caso pitt semplice che vale ad illuminare ’osservazione
precedente, si riferisce alle relazioni che posson sussistere fra
i segmenti di una figura; il segmento concepito come funzione
delle coordinate dei suoi estremi ¢ espresso da una radice
quadrata che cambia di segno quando il radicando diventa
nullo o infinito (del prim’ordine). '

3) La legittimite del calcolo sugli immagineri consegue
in particolare dal principio precedente, almeno in quanto si
abbiano in vista le relazioni reali di uguaglianze cui si per-
viene attraverso tali caleoli. Dal punto di vista geometrico, ¢id
equivale a giustificare I’ introduzione delle coppie di elementi
immagineri coniugati. 1 uso piu vasto degli elementi imma-
ginari, come oggetto proprio della conoscenza geometrica,
riceve la sua piena giustificazione merce lo sviluppo dell’al-
gebra dei mumeri complessi e della teoria delle funzioni,
siech¢ puo ben dirsi che Caucny stesso — che abbiam visto
eritico severo del principio di continuitd di PoxeELET — ha
contribuito pitt di ogni altro a darne la vera giustificazione.
Per chi si ponga invece dal punto di vista della geometria
pura giova qui richiamare gli sviluppi di Sravupr che abbiamo
altrove citati (Ofr. L. 2°, § 29). Perd occorre aggiungere che,
ove Pedifizio della costruzione scientifica venga elevato sopra
una base geometrica anzich¢ algebrica, accade che i postulati
relativi essenzialmente all’intuizione dello spazio reale, per es,
alla nozione dei due versi di una retta ece., conducono a pro-
prietd espresse da diseguaglianze anziché da eguaglianse, per
le quali pitt non vale il principio di estensione.

4) Prineipio di indusione dal caso limite al caso gene-
rale : poicheé le proprieta algebriche delle figure variabili si
conservano passando dallo stato generale a uno stato limite,
la conoscenza relativa a quest’ultimo caso permette di risalire
induttivamente al caso generale. Cosi Ia conoscenza della forma
di una curva dotata di punti doppi permette di scoprire talune
proprieta di forma delle curve prossime a quelle (§ 34). Cosi
ancora la determinazione di un numero (grado (' un’equazione)
dipendente dall’elemento variabile di un sistema, si lascia ricon-
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durre — con le dovute cautele — alla determinazione ana-
loga per enti particolari del sistema, come abbiamo ve-
duto prima nella dimostrazione delle formule di PoNCELET
¢ PLUCKER.

Ora la giustificazione del principio che qui si invoca,
richiede uno speciale esame dell’ordine di problemi in ecui
il principio stesso assume un senso determinato. Noi esa-
mineremo in particolare le applicazioni che concernono la
geometria numerative, ¢ ne analizzeremo poi criticamente il
prineipio.

41. Sviluppo della geometria numerativa. — Il principio
di continuitd di PoNcELET offre la base di un metodo atto a
risolvere le (uestioni numerative, dove si tratta di determi-
nare il numero delle soluzioni di un problema geometrico deter-
minato, senza scrivere effettivamente I’ equazione algebrica, o
la resultante del sistema di equazioni, da cui esso dipende;
abbiamo veduto che in (uesto senso PoONCRLET stesso si valse
della continuita, facendone applicazioni importanti. Tuttavia
non si puod tacere che, come nella formulazione generale del
principio, anche in queste sue applicazioni il pensiero di
PoxcrELET non si manifesta con la chiarezza che noi abbiamo
cercato di recare nella sua esposizione; s’incontrano qui oscu-
ritd ed incertezze, frutto fors’anche di dubbi sull’accoglienza
che altri avrebbe fatto a tal genere di ragionamenti, onde
riesce difficile al lettore di cogliere il vero spirito e il valore
del metodo. Pertanto non dobbiamo meravigliarei se fra i
continuatori dell’opera di Poxcrner, che si volsero pilt spe-
cialmente alle questioni numerative, 'uso del prineipio di
continuita, come <« principio di eonservazione del numero »,
appare dapprima timidamente, e solo a poco a poco diviene
un istrumento sistematico della ricerca.

I geometri, cui qui accenniamo come fondatori della geo-
metria numerativa, dopo PoxcrLET, sono STEINER, DE Jox-
QUIBRES, COreMONA, Cnaswps, CAYLEY, ZRBUTHEN, fino a
Scauserr al cui « Kalkiil der ab/,ahlenden Geometrie » (1879)
si riattaccano alcune fra le pilt moderne ricerche (*). B i

(!) Una esposizione gencrale di queste ricerche trovasi nel recente
bellisgimo trattato di ZrurHEN: « Lehrbuch der abzihlenden Methoden
der Geometrie » 'Teubner, Lipsia 1914,
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problemi fondamentali intorno a cui si svolge codesto movi-
mento secientitico si lasciano riattaccare ai tre temi seguenti:

1) teoria delle caratteristiche dei sistemi di coniche o
di curve;

2) caratteri delle curve gobbe, in particolare secanti e
corde comuni-a pilt curve, trisecanti e quadrisecanti di una
curva; :
3) problema degli spazi lineari secanti, nella geometria
degli iperspazi.

Appunto a proposito di problemi generali della teoria
delle caratteristiche, il Du JoNxQUIBRES, in una memoria
del 1866 ('), enuncia espressamente il prineipio di cui ha gia
fatto largo uso che « si possono concludere legittimamente
le proprieta di una curva generale di grado m da quelle di
~un’ altra curva particolare di ugual grado, purche si tenga
esatto conto della influenza esercitate dalle particolarita di
questa sulla questione proposta ». Aggiunge che c¢io segue in
fine dalla legge di continuite, a cui sono sottoposte le fun-
zioni algebriche, e viene a dire che il numero delle soluzioni
di un problema resta invariabile per (ualsiasi particolarizza-
zione della figura, pureh¢ si tenga il debito conto delle solu-
stoni multiple. Nofa anche che vi sono casi pitt imbarazzanti
d’indeterminazione, quando il numero delle soluzioni diventa
infinito, avvertendo che tali particolarizzazioni devono essere
evitate per il successo del metodo. II D JoNQUIERES invoce:
in appoggio del « principio » cosi formulato I’ autorita di Pox-
CBLET e I’esempio di Citasnis, CAYLEY, (REMON.A, ZEUTHEN,
che in vario modo hanno adoperato quest’ordine di consi-
derazioni.

Come si vede, il D JoxQuikres ha esplicitamente avver-
tito le due circostanze notevoli che occorre temer presenti
nelle applieazioni della continuita alla geometria numerativa,
ciod il calcolo delle molteplicite delle soluzioni e I’esclusione
dei casi in cui il numero che si cerca divenga infinito; cir-
costanze a cui si collegano difficoltd che esamineremo in
concreto a proposito dei problemi fondamentali sopra indicati.

Poco dopo la citata memoria di Dr JoNQuikREs, in una
nota dello Scinupirr del 1374 (*) §’incontra la seguente for-

(1) Journal fiiv Math., Bd. 66, pag. 289. Cfr. in ispecie pag. 312.
(}) Gottingen Nachrichten, 1874, pag. 267.
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mulazione del principio, che — dallo SCHUBERT appunto —
riceve il nome di principio della conservazione del numero
(Prineip der Erhaltung der Anzahl):

Abbiasi una varietd (algebrica) ~* di enti I, ai quali si
imponga una condizione (algebrica) di dimensione k (equiva-
lente a I condizioni semplici), che sia definita da assegnate
relazioni fra ’ente T' e un altro ente I, che si suppone defi-
nito insieme a I'. Allora il numero (finito) degli enti I' che
soddisfano alla data condizione si conserva invariato per
(ualsiasi particolarizzazione dell’ ente I, per la quale il
numero stesso non divenga infinito. ’

[7una o Paltra di queste formulazioni, se pure vi si
riscontri qualeosa di indeterminato, lasciano chiaramente
intendere il significato del principio che viene posto in opera
nelle ricerche numerative e che vogliamo appunto illustrare
esaminandone 1’uso; rimandiamo a pitt oltre le osservazioni
critiche e le giustificazioni ecui il principio stesso ha dato
Jnogo mnegli sviluppi pitt recenti.

42, Appunti sulla teoria delle caratteristiche. — Gia
nel § 25 del libro secondo abbiamo dato qualche nofizia sui
problemi della teoria delle caratteristiche, in cui si tratta di
determinare il numero (finito) delle coniche, o curve, soddi-
sfacenti a certe condizioni, ¢ in particolave alle condizioni di
passare per dati punti e di avere contatti A’ordine assegnato
con curve date. Ivi abbiamo espressamente rilevato la diffi-
colta che si presenta in ordine alle soluzioni improprie del
problema (coniche degeneri eeec.); e su questo argomento
non abbiamo qui nulla da aggiungere. Ma vogliamo ripren-
dere la considerazione di tali questioni dal punto di vista
della conservazione del numero, che pure fu ivi fugacemente
accennato.

Prendasi come esempio il problema elementare di con-
tare le curve di una serie ~'} ('{ che toccano una curva K,,,
d’ordine n (incluse nel numero che si cerca anche le solu-
zioni improprie). ’

Con D JoxQurkres (1861) (') possiamo procedere come
segue. Si sostituisea la ceurva data K, con una curva (razio-
nale) avente il massimo numero di punti doppi compatibile ¢on

) Journal de Math., serie II, t. 6, pag. 113.
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(n — )(n

la sua irviducibiliti, cioé pmm doppi. Allora,

designando con p .I'indice «le]]a serie ) (', cio¢ il numero
delle ¢ passanti per un punto generico, si ha che le ¢ segano
sopra I(,, una serie parimenti d’indice p: i punti di contatto
delle €, tangenti a K, si ottengono quindi come punti uniti
di una corrispondenza sopra la curva, e il loro numero si
determina in base al principio di corrispondenza, trattandosi
di una curva razionale.

Per passare dal caso della K, razionale al caso della A,
senza punti doppi (0 con un diverso numero di punti doppi),
occorre riconoscere quante ¢/, tangenti a i, vengano assor-
bite da una ¢ passante per un punto doppio di K,. A tale
scopo D JONQUIBRES fa spezzare opportunamente la curva A,;
per esempio, per n =4, si sosfituira alla curva K, con tre
punti doppi la K, con 4 punti doppi composta di due coniche,
le quali sono ancora curve razionali: in questo modo si trova
che il quarto punto doppio diminuisee di 2 il numero delle ¢/
tangenti a K, sicehé si conclude che ogni conica passante
per un punto doppio di A, (o in generale di K,) conta per
due curve tangenti.

Nel citato § 25 del L. 2° delle nostre ILezioni (pag. 298
del Vol. I), questa influenza di un punto doppio sul numero
delle coniche (o curve) tangenti & stata giustificata rapida-
mente con 1’accenno al fatto che il fascio di rette col centro
nel punto doppio si staceca due volte dall’ inviluppo della
curva K,. Ove si approfondisca questa giustificazione si fa
capo ancora a considerazioni di continuita: per esempio, ta-
cendo variare la serie d’indice p delle coniche C, si puo
immaginare che essa diventi un inviluppo di rette, ¥, di
classe p, aggiungendosi alle rette variabili di questo una retta
fissa; in tal guisa appare che le ;v coniche C' passanti per
un punto doppio, 0, di C, contano ciascuna per due coniche
tangenti, cosl come una retta (tangente impropria) che passi
per O conta due volte nell’inviluppo di K.

Nella citata memoria di De JoNQUIERES del 1861, la for-
mula che dd il numero delle curve di una serie ; C'{ tangenti
ad una K, riceve alcune interessanti applicazioni, cui vogliamo
qui brevemente accennare.

Anzitutto un caso particolare di quella formula permette
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i determinare il numero delle curve C, di un fascio, che toe-
ano una K, generale: designando con m I'ordine delle C si
trovano precisamente

2mn - (n — 1)(n — 2) — 2

curve ¢ tangenti a KI,. Ora il Du JoNQUIkREs deduce da
questa formula il numero dei flessi di una curva generale
d’ordine n, ¢ arriva poi, con semplici considerazioni di con-
tinnitd, a valutare il numero delle tangenti doppie, porgendo
cosl una elegante dimostrazione delle formule di PLUCKER (che
egli accenna potersi estendere al caso di K&, dotate di sin-
golarita). .

Per numerare i flessi di una K,, generale, Di JONQUIERES
considera le curve polari dei punti di una retta »; queste
enrve O, formano un fascio che contiene

2 —D-4-n—1)0n—2) —2 =(n—1H(3n —2) —2=3n* —dn

C'._, tangenti a A,,. I'ra queste C,_, tangenti vi sono le »
earve polari delle intersezioni di # con K,; all’infuori di
queste restano

3 — 6n=3n(n — 2)

C._, tangenti nei flessi della K,,; infatti una refta (non bitan-
gente) che conta per due fra le tangenti a K, condotte per
un punto O, deve avere un contatto tripunto con la A, o
essere tangente nel punto O.

Per nuamerare le tangenti doppie della K, il Di JoNQUIERIES
insegna diversi procedimenti. Riferiremo soltanto il seguente
che costituisee un antecedente storico immediato (') della
dimostrazione data da Brck delle formule di PLUCKEE.
(Cfr. § 28 I.. 2°, Vol. 1, pag. 331).

Ifaceiamo subire alla ecurva K, una traslazione (o un’omo-
Jogia) infinitesima, che porterd K, in una K,'. Le due curve
X, e K, hanno a comune n*(n — 1)* tangenti, essendo questo

(!) Brck non sembra averne avuto conoscenza e — nella sna memoria
iel vol. 14 dei Math. Annalen — ecita soltanto il lavoro del 1854 di STEINER
che. nella ricerca delle normali ad una eurva ID, passanti per un punto 0,
fa subire a Kp una rotazione infinitesima attorno ad O (efr. Journal fiiv
Math, Bd. 44, pag. 333).
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namero il prodotto della loro classe; ora queste tsingenti si
riducono alle

1) 3n(n — 2) tangenti di flesso di K, contate ciascuna
tre volte, '

2) alle »n* tangenti nei punti comuni a K, e K, da
contarsi ciasecuna una volta

3) e finalmente a

W —17°—9nmmn—2)—n° _ nn—2)n*—9)
S e e E e

tangenti doppie di I(,, da contarsi ciascuna due volte.

Cosl si determina appunto il numero delle tangenti doppie
della curva K,, ma occorre invero giustificare le afferma-
zioni contenute mnel ragionamento precedente, che non si
trova approfondito dal Dr JONQUIERES. A tale scopo osserve-
remo che:

1) Una tangente di tlesso della K, risponde per dualitd
ad una cuspide, la quale sappiamo appunto assorbire tre
intersezioni di una curva eon la curva infinitamente vicina
(Libro 27, § 28; Vol. I, pag. 328). i

2) Ouando si eseguisce sopra la curva K, una omologia
intinitesima di centro 0 ¢ di asse o, avviene che rimangono
ferme, e pero. sono tangenti comuni a K, e K, le n(n — 1)
tangenti condotte da O a K,,, che corrispondono alle n(n — 1)
intersezioni di K, e K, fuori dell’asse di omologia. Ora si
vede che anche le n tangenti nei punti comuni a K, e all’asse o
debbono ritenersi comuni alle due curve omologiche; cid cor-
risponde per dualita al fatto che i punti di contatto delle
tangenti econdotte da O sono comuni alle due curve.

3) I infine evidente come una tangente doppia a A,
figuri due volte, in relazione ai due punti di contatto, fra le
sangenti comuni a K, e A,.

Non entra fra gli scopi di questo paragrafo dare un pit
ampio ragguaglio dei resultati ottenuti nella teoria delle
ravatteristiche; basti dire che in ispecie nella memoria del
Du JoxqQuiires del 1866 ¢ contenuta una formula generalis-
sima che costituisece un antecedente storico di quelle con cui
SEGRE ¢ CASTELNUOVO (nel 1889) hanno risoluto essenziali

problemi numerativi concernenti le serie lineari ¢” sopra una
n
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curva (cfr. L. 5°). Qui vogliamo piuttosto indicare 1’uso che
puo farsi in tali problemi delle equazioni funzionali di CAYLEY.
A tale uopo ci varremo del seguente esempio (‘).

Si tratti di determinare il numero delle coniche €' che
hanno un contatto sestipunto con una curva K, d’ordine n,
atfatto generale. Questo numero essendo designato con f(n),
potremo esprimere il numero f(n + 3) considerando una curva
composta d’una K, e d’una cubica K,:

Ff 4+ 3) = f(n) 4+ £(3) 4- an,

dove si ammette che ciascuno dei 3n punti doppi di K,,,
comuni a K, e a K,, assorba « soluzioni del problema.
Ora ricordiamo (cfr. [.. 2y § 22; Vol. I, pag. 277) che

A3y =27

per la cubica K, generale, ottenendosi i punti sestatici come
intersezioni di K, colle polari armoniche dei 9 flessi; invece,
proprio in forza di tale costruzione, per una cubica dotata
di punto doppio il numero delle coniche con contatto sesti-
punto si riduce a 3. Segue di gni:

S 4=-3) = f(n) + 27 4 3-24n.

Questa relazione costituisce un’ equazione funzionale che, inte-
grata, fa conoscere f,,.

A tal fine deriviamo due volte 1’equazione precedente:
si avra

L -=3)=f"(n) 1324
1'(n 4 3) = f'(n) = cost.

Quindi si deduce
Fon) = om® 4 5n A, -

e resta soltanto da determinare le costanti «, 3, y; il che «i
ottiene con metodo sperimentale, cio¢ ricorrendo ad esempi
particolari.

() Ctr. Cayney, Philos. Transactions. Vol. 158, parte I, pag. 75, (1873),
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Per esempio possiamo determinare le suddette costanti
ricorrendo a cubiche e curve composte di cubiche:

fB)= 92-+33+y=2T
f(6) =862+ 63 +71=2-2T + 9-24
Ji9) =815+ 93 +1=3-27 -+ 27-24.

Di qui, eliminando «, segue

e perod

E per una curva dotata di 2 nodi:
fln, 3) = 120> — 27Tn — 243,
che & la formula di CAYLEY.

43. Curve gobbe: trisecanti e quadrisecanti. — Dei metodi
della geometria numerativa offrono esempi luminosi i pro-
blemi in cui si tratta di determinarve il grado della rigata
costituita dalle rette trisecanti una curva gobba e il numero
delle sue quadrisecanti.

Notiamo anzitutto e¢he una curvae gobba érreducibile, C, pos-
siede nna semplice infinita di trisecanti, costituenti una rigata
di grado >0, oppure non possiede alcuna trisecante (rigata
di grado zero); non puo possedere o<* {risecantt, costituenti una
congruense, poiché questa ipotesi porterebbe che tutte le corde
della ¢ sieno trisecanti, il ¢he & impossibile. Presi infatti su ¢
due punti qualunque P’ e @, ipotesi fatta porta che la retta 0
incontri ¢ in un punto R; segue da ¢id che le tangenti in 1, ¢
debbono incontrarsi, giacché la congiungente di R col punto
di C infinitamente vicino a P deve incontrare C nel punto
infinitamente vieino a . Ora la propricta che le tangenti
d’una curva a due a due §'incontrino trae come conseguenza
che la curva stessa sia piana.

F. BENRIQUES - II. 19
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Quanto alle quadrisecanti d’una curva gobba, esse sono
in generale in numero finito, trattandosi d’una ulteriore con-
dizione imposta alle trisecanti; ma non si pud escludere il
caso che esistano infinite quadrisccanti, la cui rigata deve
essere ritenuta come una rigata i trisecanti contata quattro
volte.

I problemi di determinare il grado della rigata delle tri-
secanti di una curva gobba, e il numero delle sue quadri-
secanti (supposto finito), si riattaceano a CAYLEY (1863), che
adoperd per la loro risoluzione il metodo delle equazioni fun-
sionali (cfr. § 42) movendo dal presupposto che i numeri da
determinare dipendano soltanto dall’ordine e dal numero dei
punti doppi apparenti (o dal genere) della curva, che si assume
priva di punti doppi eftetltivi.

Se si uniscono due curve gobbe C, C* degli ordini n, n¥,
possedenti rispettivamente d, d* punti doppi apparenti, si
ottiene una curva € -+ C* d’ordine n +-n* con nn® +d + d¥
punti doppi apparenti, e:

1) la rigata delle ftrisecanti di C —+ C* risulta dalla
somma delle analoghe rvigate relative alle due componenti,
pit la rigata delle corde di € incidenti a C* e la rigata delle
corde di C* incidenti a ('

2) le quadrisecanti di C-- 0% sono le quadrisecanti
di € e di C% pil le trisecanti di una delle due curve inci-
denti all’altra, pitt le corde comuni di ¢ e O%.

Da ¢id si rieavano le equazioni funzionali capaci di deter-
minare il grado fln, d) della rigata delle trisecanti di C, e il
numero (i, d) delle sue quadrisecanti.

Tuttavia, per giustificare il presupposto di tale determi-
nazione, si ¢ condotti a. ricercare se in ogni famiglia di curve
gobbe di un dato ordine e con un dato numero di punti
doppi, dipendenti da parametri variabili in modo continuo,
si trovino curve opportunamente degeneri. K si riconosce
allora che lo spezzamento (’una curva, generalmente irredu-
cibile, non pud mai condurre a curve che non sieno tra loro
connesse, ¢io¢ che non abbiano punti comuni. Diguisaché il me-
todo di CavLey deve modificarsi prendendo in considerazione
curve composte di parti con punti comuni (Proquer 1873 (')).

(" Cfr., per le citazioni ulteriori, il Cap. XXXI di BerzoLari nel
« Pascal’s Repertoriam » vol. II, pag. 905,




CAPITOLO 1V 291

D’altra parte, fino dal 1869, Zwurnex (*) & riuscito a
determinare i numeri relativi alle trisecanti e quadrisecanti
delle curve gobbe con una pura applicazione del principio
di corrispondenza, che riesce esente dalle delicate difficoltd
cui da origine il metodo delle degenerazioni.

Finalmente i problemi stessi si lasciano trattare anche
col metodo che Di JoNQUIERES e Brek hanno adoperato per
stabilire le formule di Prucknr (cfr. § 42), considerando una
curva gobba come limite di pitt curve che si avvicinano
indelinitamente (*).

Noi limiteremo i nostri sviluppi ad un cenno del primo
e del terzo metodo.

Applicheremo il metodo di degenerazione alle curve razio-
nali (senza punti doppi effettivi) cioé alle curve (irreducibili),
d’ordine n, col massimo numero di punti doppi apparenti:

(n—T1)(n —2)
d—=—

5 .

Una curva, C,, siffatta ¢ di genere zero essendo tale una
sua proiezione piana, e percid & una curva razionale, cioé
ammette una vappresentazione parametrica dove, supposti gli
assi orientati in modo generico, le x, ¥y, = si esprimono come
funzioni razionali fratte, di grado n, 'di un parametro ¢, col
medesimo denominatore. Infatti la curva o(zy) =0, proie-
zione ortogonale della C,, dal 'punto all’ infinito dell’ asse z
sul piano =0, ammettera (L. 2°, § 23, pag. 282) una rap-
presentazione parametrica:

r = ?‘(¥) Yy = F‘OJ(t)

- T T
?,(1) ?,(%)
dove 9, 9,, v, possono ritenersi polinomi di un medesimo
grado nj; e, appunto perché si sono supposti gli assi ovientati
in modo generico, la terza coordinata z dei punti di C,, risul-
tera funzione univoca, e percid razionale, del parametro ¢ che
determina il corrispoundente punto (zy) di ¢. Siavrd dunque:
P,(1)

="

o0

() Annali di Mat., serie 2, t. 3, pag. 173.
() Ctfr. Becr, Naturf, Gesellschaft in Zurig Jahrgang 52, 1907.
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presentandosi in questa frazione lo stesso denominatore ¢, che
nelle precedenti, giacché codesto denominatore deve essere
uguale a ¢,, 0 a un suo divisore, essendo n il numero delle inter-
sezioni della C,, con un piano qua]unque ax+by—+-cz+d =20,
e non puo presentarsi un divisore di ¢, s¢ non, eventualmente,
per posizioni particolari dell’asse z. _

Pertanto scriveremo la rappresentazione parametrica della
carva C,, sotfo la forma seguente:

t + f/ tn'—f + veee '_*" 177,—1t+ 5(’/7._

‘/v =~
50 3, t'n-—i o Bt
1) . Bt - Bt A s B T30
Y= s eyt 5,
. tn Y tn—l s Y n—i i +‘7,1

oot +4-c t"—‘—l— N

Ora vediamo che, nella famiglia delle curve C,, si;tro-
vano — in corrispondenza a valori particolari dei parametri —
curve C,, degeneri in una curva razionale (,,_, e in una retta »,
aventi un punto comune. Infatti basta porre

J—— . J— o — 3 —
Ipe—y == %n == dn—y =— ﬁn =Yn=0n— 0

per ottenere una (', che si spezza nella curva razionale

(=}
I
+
+
o2

3

i

o gn—1 2

Dyt R ]
A 7n—A Py
Ot 5 T o

0
~
l

R O A e nl (I
VT T e e,

e nella retta vt—=y=0; la quale incontra la curva 2) nel punto

<0 0, L”——), corrispondente al valore t =0 del parametro.
On—y/
Si noti che la curva razionale degenere Cpy + 1,
avente un punto doppio effettivo, O, comune a C,_, e 7,
(n— T)(n —2)

possiede, come la (; generale, —————= punti doppi
-d
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(n — 2)(n — 3)
[5)

-

apparenti, giacche vi sono punti doppi appa-

renti di ¢, e m—2 rette per un punto che incontrano
— fuori di 0 — la Oy, e la 7:

@————22,(” —3) e —0— (n—1)}n—2) )

2 2

Ora il grado della rvigata delle trisecanti di (', e il numero
delle sue quadrisecanti dipenderanno soltanto dall’ordine n.
1’ asserto si pud giustiticare @ priori in base all’ osservazione
che le curve razionali C,, formano una sola famiglia, dipen-
dente da 4n parametri vaviabili in modo continuo; « poste-
riori se me ottiene la prova mediante la determinazione
effettiva degli anzidetti numeri, che fin d’ora possiamo desi-
gnare, per comoditd di discorso, coi simboli f(n) e @(n).

Anzitutto il grado della rigata delle trisecanti f(n) sari
uguale a f{n — 1) aumentato del grado della rigata delle
corde di C,_, che si appoggiano ad 7 in un punto diverso
da O. Per determinare questo grado, occorre trovare le rette
incidenti a C,_,, 7, s, essendo s un’ altra’ retta qualunque.
Poniamo che s divenga incidente ad »; allora le rette nomi-
nate divengono le corde di (,_, passanti per il punto (7 s)
~e quelle (che non passano per 0) giacenti nel piano (v s),
sicché il loro numero vale

(n—2)(n—3) @—3)(n—2)
7 5 —+- 5

-

—(n— D(n—3).

Si avra dunque

Jn) = fn —1) -|— (n — 2)(n — 3).

Derivando tre volte questa equazione funzionale (alle diffe-
renze) si trova

S () = f"(n — 1) = cost.,
e perd, integrando: '

\

f(n) = an® 4-dn® 4 ¢cn ~+d,

dove le costanti «, b, ¢, d, si lasciano determinarve - sperimen-
talmente, cioé coll’ esame di casi particolari.
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Ma, anche senza ricorrere a tale integrazione, si puo deter-
minare f(n) in modo diretto facendo degenerare successiva-
mente la C,_, ecc., in guisa che la O, si riduca all’insieme
di n — 1 rette sghembe r,, 7,,...7,_, e di una retta, », inci-
dente ad esse. Allora la rigata delle trisecanti di C, si
compone di

»

n—1\  (n—1)(n—2)(n—3)
( 3 >_ 2-3

rigate quadriche determinate dalle terne di direttrici retti-
linee r;, r;, 5. Si deduce
(n— Din —2P(n —3)
flny = ez i =2 = 9),

Ora si puo applicare lo stesso metodo al calcolo di ¢(n),
ma s'incontra una difficolta che occorre segnalare.
La curva degenere

Ty, A e - Py 0y

a cui si riduce per continuita la C,,, possiede (per n—1=4)
una quadrisecante, fuori di #, per ogni quaterna di rette
formata colle »;; ma resta dubbio se e quante volte sieno da
computare nel numero p(n) le stesse rette »; e la r. A prima
vista ciascuna delle 7, avendo infiniti punti comuni colla C,,
degenere, pofrebbe sostituire qualche quadrisecante della C,,
generale; ma il dubbio si esclude osservando che le quadri-
secanti di ,, sono generatrici quadruple della rigata delle
trisecanti, mentre le rette 7, non sono affatto generatriei
(bensi direttrici) della rigata stessa, velativa alla C, degenere.
Non cosl pud dirsi della retta », che ¢ generatrice multipla

. n—1 . N I
secondo ( 4 ) per questa rigata, ¢ pno gnindi essere limite

”

. w—1 .1
di ’L/( N ) quadrisecanti di ¢ ; pertanto della » resta

dubbio con quale molteplicitd, =, figuri cffettivamente nel
numero @(n).

Per superare la difficoltd conviene riferirsi a un’altra
degenerazione della (), ‘che si deduce subito dalla prece-
dente: si riduea C,, ad n — 2 rette sghembe r,, #,,ue.ry_, ©
ad una conica C, incidente ad esse. Allora il numero o(n)
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o) =2 (n Z 2‘) . <n ;)— 2) ’

essendovi due refte incidenti a 4 fra le dirvettrici r;, ed una
retta incidente a C, e a tre #; (in corrispondenza al quarto
punto d’intersezione di C, ecolla quadrica determinata da
queste tre rette). Si trova quindi

verrd dato da:

. — 2)(n—3)(n — 4)(n — 5) (n — 2)(n — 3)(n — 4)
‘f’(:) =2 5.3.4 5.3 ’
cio
n) = (n-—2)(n —43) (e — 4)

Risoluto il problema per le €, razionali (con

d= (n— 1)(n —2)
2

punti doppi apparenti) si pud passare al caso di curve di
genere qualunque, cioé di curve (irreducibili) d’ordine n con
d < (——1—1)—" 2) punti doppi appaventi. Il passaggio & assai
facile se si ammette che i numeri da determinare dipendano
soltanto da n e d, sicché possano venir designati con f(n, d)

e ¢(n, d). Valutiamo p. es. che cosa divengano quei numeri
per una curva composta d’una C,_, razionale e di p rette,
Py Ty, corde di essa: la quale C,=0C,_, +r +...+17p,

possiede
n—1 (11 —
(=D =2

d=

.J

punti doppi apparenti e puo quindi riguardarsi virtualmente
come una curvae riducibile di genere p.

In queste condizioni il calcolo di f(n, d) e o(n, d) non
offre difficolta. Per avere f(n, d) occorre aggiungere al grado
della rigata delle trisecanti di C,_,, il grado della rigata
costitnita dalle corde di C,_, incidenti a una retta r;, molti-
plicato per it numero p delle r;, nonché due volte il numero
delle terne formate con le rette 7;. Per avere ¢(n, d) occorre
aggiungere al numero delle quadrisecanti di C,,_, il numero
delle ftrisecanti i essa incidenti alle r;, pitt il numero delle
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~corde di C,—, incidenti a due r;, pitt il numero delle rette
incidenti a tre »; e alla C,_,, pill infine il numero delle rette
incidenti a quattro r,. I caleoli relativi si affettuano facil-
mente: cosi per avere le trisecanti di C,_, incidenti ad
una r; basta intersecare la rigata delle trisecanti con 7y,
togliendo le intersezioni che cadono nei punti comuni a ¢,_,
e alla r;, dove si avverta che la rigata delle trisecanti possiede
la C,_, razionale come curva multipla secondo I’ordine

(n—p—2)(n—p—23)

’
2

poiche per ogni suo punto passano tante trisecanti, essendo
questo il numero dei punti doppi di una curva proiezione
Cr_p—y; per determinare il numero delle corde di C,_,
incidenti a due rvette basta far diventare queste incidenti

come vedremo pitt avanti (pag. 298). Cosl si arriverebbe alle
formule:

f(n, (Z):(,,,,_._)J)( nin — 1))

pn, &)=, dd —4n+-11) — 014— n(n — 2)(n — 3(n — 13).

Ma queste formule potranno in tal guisa ritenersi dimo-
strate per tutti i valori di n e d?

Intanto la degenerazione di una €, in una 0,1_2,‘con 1) corde
\ . - - . (n —])(w,
€ certo impossibile per p > n, cioé per d <—F—F-——— " — .
In tal caso occorre almeno modificare il procedimento prece-
dente prendendo a considerare curve composte (’una curva
razionale e di rette o coniche trisecanti, quadrisecanti, ecc.

Tattavia, perche le formule anzidette vengano dimostrate
per questa via, occorrerebbe sapere « priori che i numeri cer-
cati dipendono soltanto dai caratteri » e d: Su questo punto
potra sollevarsi ragionevolmente un dubbio, ove si .avverta
che le curve gobbe d’ordine n con d punti doppi apparenti
danno luogo, in generale, a diverse famiglie, per modo che
non si puo passare per continuitd dall’una all’altra. Occor-
rera pertanto esaminare piti profondamente le possibili dege-
nerasiont @ una cwrva gobba per variazione continua dei suoi
parametri, onde riconoscere se in ogni famiglia si rinvengano
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curve composte di curve razionali e di rette (e quindi curve
riducibili a gruppi di rette). Il quale esame importa un’ analisi
delicata, svolta recentemente da F. SEveRI (). ‘

Noi non c¢i addentreremo in siffatta analisi e forniremo
invece un’altra dimostrazione diretta delle formule prece-
denti, cioé la dimostrazione di Bnrck, cui si & poc’ anzi
accennato.

Come punto di partenza, in ordine al problema delle
trisecanti, assumiamo la ricerca del grado della rigate delle
rette che si appoggiano a tre curve direttrici Cp,, C,, C, di
dati ordini: m, n, 7; questo problema con cui & inizia la
citata memoria di CAYLEY, si risolve con un ben noto metodo
ricorrente (*) che qui brevemente riprendiamo. Il grado cer-
cato, cioé il numero delle generatrici della rigata che si appog-
giano ad una retta «, si designi con d(m, m, r); allora
considerando la rigata che ha come curve direttrici le C,,, C,,,
¢ intersecandola con la C,., si trova

Sy, n, r) =rd(m, n, 1)
e, analogamente

D, n, r)=mnrd(l, 1, 1) = 2mnr,

essendo $(1, 1, 1) il grado della quadrica determinata da tre
direttrici rettilinee.

Inoltre la rigata determinata dalle curve divettrici C,,,
C,, C,, contiene le tre curve C,,, C,, C, con le molteplicita
rispettive: nr, rm, mn. Infatti per ogni punto della C,, pas-
sano n»r rette incidenti a C,, e C,, sicché vi sono appunto nr
falde della superficie rigata che §’inerociano lungo la C,,, ece.

Si puo aggiungere che se due curve, per es. C,, e C,,
hanno un punto (semplice) comune, dalla rigata delle rette inci-
denti a C,, C,,, C, si distacca il cono &’ ordine r che proietta
C,. Il caso in cui le tre curve C,,, C,, C, abbiano uno stesso
punto comune, O, esige un’analisi pitt delicata, perché tutte
le rette della stella O vengono a tigurare impropriamente nella
rigata. Tattavia il metodo precedente permetterebbe di rico-
noscere che, tolta la stella suddetta, la rigata che ha per diret-

(Y) Rendiconti dell’ Ace. dei Lincei, 2 e 16 maggio 1915.
(®) Cfr. per es. F. ENRIQUES « G. Descrittiva », Parte II, § 55.
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triei 0, O, C,., diviene orva di ordine 2mnr — (m - n4-r—1),
salvo il ecaso in cui le tre curve abbiano nel punto comune un
medesimo piano tangente, cio che div luogo ad una riduzione
ulteriorve. (Allo stesso resultato si perviene anche facendo
degenerare le tre curve in guisa da contenere tre rette pas-
santi per un punto).

Passiamo a considerare la rigata delle corde di wna curva
C,, che si appoggiano « una C,,. Questo caso pud essere stu-
diato come limite del caso precedente, dove si portino a coin-
cidere le curve (', e C,.. A tale scopo conviene assiumere come
curva C, la 0, stessa trasformata con una traslazione infini-
tesima o, pilt generalmente, con un’ omologia infinitesima di
centro A e di piano «: la vigata I@ che ha per curve diret-
triei le O, C,, C,=C,, si riduce alla rigata R, delle corde
di C,, incidenti a C,, contata due volte, pitt la rigata R, delle
rette incidenti a €, e €, che toccano il cono proiettante A(C,,)
nel punto d’appoggio con la €, ; infatti i due punti A’appoggio
di una retta incidente a ¢, e C, potranno restare distinti al
limite o divenire infinitamente vicini; in quest’ ultimo caso la
retta diventa tangente al eono su cui si trova, insieme a C,,
la curva trasformata infinitamente vicina. Allora determi-
nando il grado della rigata R, si ottiene quello della R,. Ma lo
stesso metodo con cui si determina quel grado conduce diret-
tamente allo scopo.

Pongasi che la curva €, abbia d punti doppi apparenti;
ii grado della rigata delle ‘corde di C,, incidenti a C,, verrd
espresso da mna funzione 0O(m; n, d). Per calcolare 6 basta
osservare che esso equivale al numero delle corde di C,,
che sono incidenti a €, e¢ ad una retta, sicehe

O(m; n, d)=m91; n, d).

Ora 0(1; n, d) & il numero delle corde di C,, che si appog-
giano a due rette sghembe «, b; facciamo diventare le «, b,
incidenti; le covde incidenti ad @ e b si riducono alle d corde

passanti per il punto (ab), ¢ alle M‘;——l) corde giacenti nel
- piano (ab); pertanto: -
1) O n, (l):m%n(n—-——l)—i—d .

2
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Inoltre la eurva €, visulta multipla per la rigata secondo
la molteplicitd m(n — 1), poiché tante sono le generatrici della
rigata passanti per un punto della C,. Si avverta poi che
quando la C,, abbia un punto (semplice) O comune con la ¢,
dalla rigata anzidetta si stacca il cono d’ordine n — 1 che
proietta da O la C,,.

Ora procediamo a determinare il grado della rigate delle
trisecanti alla carva C,, grado che si & designato con f(n, d).
A tale uopo conviene particolarvizzare la rigata precedente
facendo tendere C,, a C, (m =n); percido si assumerd come
curva (f,, la trasformata di €, mediante un’omologia infi-
nitesima di centro A e di piano «.

Osserviamo subito che le due curve (¢, e O, = C,
hanno qui n punti comuni, intersezioni col piano «, e quindi
le corde di C,, incidenti a C,, formano una rigata che con-
tiene n coni d’ordine n — 1, staccati i quali si riduce del-
I’ordine

B(n; n, d) — n(n — 1) = n(’—(n;l) -4 (l) —n(n —1).

2

Ora questa rigata limite, I, consta di una rigata, R , costi-
tnita dalle ftrisecanti di C,,, contata tre volte (poiché una tri-
secante figura tre volte come corda che si appoggia ulterior-

mente alla curva data, in rapporto alle tre coppie della terna
dei punti di appoggio) ed inoltre di una rigata, E,, costituita

dalle corde di €, che toccano — in uno dei punti d’ap-
poggio — il cono proiettante A(C,). Di quest’ultima rigata

possianmo valutare il grado, N,, intersecandola con una refta
che passa per il vertice del cono. Le intersezioni di una
siffatta retta @ corrispondono: in primo luogo ai piani tan-
genti alla C,, per a, e precisamente in ognuno di questi piani
si trovano n—2 corde della C, passanti per il punto di con-
tatto, le quali sono generatrici della rigata R,; in secondo
lnogo « incontra R, anche nel vertice A del cono, e preci- .
samente incontra ivi ¢ gemneratrici di R, che sono le corde
di C, per A, ognuna delle quali deve essere contata due
volte in quanto ha comuni con la trasformata di C, 1 due
punti infinitamente vicini ai punti d’appoggio su C,. Si
trova

%) N,=n—2))nn—1)—2d!+2d



300 LIBRO TERZO

e cosl si deduce:
n(n n(n —1) ) : . \
3) f(n, d)=n ~+ (7) n(n—1)—[(n—2)n(n —1) — 2d{+2d

cioe il grado della rigata delle trisecanti vale:

| nn—1
3) fou, @)= @ —2) a — "= DI
| ? 6
Aggiungasi che la rigata delle trisecanti di Cy, il cui ordine
& espresso dalla formula precedente, contiene la curva C, con
la moltiplicita

N — NN (N -—
L"Z)(l—é)—p:d—n—l—‘z,

poiché la proiezione piana di C,, fatta da un suo punto, & una

. . — 1 —2
curva d’ordine n —1 di genere p— (ﬂ-————)—)(lb—) — d, che
(n— 2)(n — 3) -

9 — p punti doppi.

ha dunque

Si avverta inoltre che la rigata delle trisecanti di una
carva O, irriducibile e senza punti doppi effettivi, & general-
mente irrviducibile. Se la C,, acquista nun punto doppio, limite
di un punto doppio apparente, ¢ naturale che si stacchi il
cono proiettante la curva da questo punto. Ma se la ¢, non
ha punti doppi, la rigata delle trisecanti non pud spezzarsi
in due superficie distinte, giacch¢ verrebbero cosl separate
razionalmente due parti della (,, che percio sarebbe riduci-
bile. Puo bensi darsi che le trisecanti di ¢, formino una super-
ficie rigata multipla, il che accade:

1) quando la €, possiede una serie ~=' di vy-secanti

.
.

- . L N . . N
con vy > 3; ognl v-secante conta allora per ()) trisecanti e cosl
)

la rigata delle v-secanti, contata secondo quest’ordine di mol-
teplicita, forma appunto la rigata delle trisecanti;

2) quando la (), stia sopra una superficie quadrica,
segando le generatrici di ciaseun sistema in tre o pitt punti;
riferendosi al caso pitt semplice di una €, che seghi in tre
punti i due sistemi di generatrici, si vede che la rigata delle
trisecanti deve ritenersi formata da due rigate quadriche
sovrapposte ¢ percio &, in questo caso, (’ordine 4.




CAPITOT.O IV 301

Osservazione. Se per una curva gobba (,, (irreducibile) non
esistono trisecanti, il grado della rigata di esse dovrd esser
nullo e cosi pure la molteplicitd della C,; si avrd pertanto

__n(n—1)

d 8

, d=mn—2

da cui

nn—1) "—9

6 ’

A)
n=3 o n=—+4.

Effettivamente per le cubiche gobbe e per le quartiche di
prima specie (§ 18) non esistono trisecanti, mentre vi é una
rigata quadrica di trisecanti per le quartiche di seconda specie.
Da quanto precede si deduce che per n >4 la curva C,, pos-
siede sempre una rigata di trisecanti di grado >0, sicché:

n(n —1)
d > - HGN#”
quella, d > n — 2, che abbiamo incontrata nel § 18.

Segue in particolare che wna curva piana sensa punti
doppi, @ ordine m >3, non puod essere protesione (da un punto
semplice) di wna ciwrva gobba & ordine n = m —+ 1.

. Questa diseguaglianza ¢ assai pit espressiva di

Passiamo a determinare il numero delle quadrisecanti
di C,. A tale secopo considereremo una curva C,, trasformata
di C, mediante una omologia infinitesima di centro A e
piano «: le trisecanti di C,, che si appoggiano a C,, forniranno:
» 1) quadrisecanti di C,, da contarsi ciascuna quatfro
volte in rapporto alle quattro terne che si possono estrarre
dalla quaterna dei punti di appoggio;
2) e le NV, trisecanti di (), che toecano in un punto
della curva il cono proiettante A(C),). :
Ora, la rigata delle trisecanti di C,, & del grado f(n, d),
che abbiamo imparato a valutare. Bssa avrd eon C, nf(n, d)
intersezioni; ma sono da togliere le intersezioni che cadono
sul piano « di omologia, in numero di », da contare ciascuna
(d — n~-2) volte, secondo la molteplicita della C,, per la rigata
delle trisecanti. Si avra dunque:

4) nf(, d) — n(d —n—+4-2) = 4p(n, d)-+ N.\.,;i
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la quale equazione permette di ricavare o(n, d) quando sia
noto N,.

Per valutare N, occorre considerare la rigata delle corde
di (¢, che toceano in un punto della curva il cono A(C,),
e intersecarla con la curva infinitamente vicina ¢,. Quella
rigata & di grado N,, sicehe le intersezioni con (', sono nN,;
ma sono da togliere le intersezioni di C), e C, appartenenti
al piano « di omologia, le quali stanno ferme quando C, tende
a (7,. Qui bisogna procedere con attenzione.

Vi sono due speeie di generafrici della rigata che pas-
sano per un punto P> di C,, cioe- hy=n —2 rette p, che
toceano il cono A(C,) in P, e :

,=2n—1)~4-2p —2=nn — 1) — 2d — 2

rette p, che tocecano il cono suddetto in un punto @ diverso
da P. Orbene, quando I’ appartiene al piano z, si direbbe a
prima vista che ivi siano assorbite %, -I- h, intersezioni di C,
con la rigata delle corde di ¢, tangenti al cono A(C,,), essendo
h,—+ I, la molteplicita di €, per la detta rigata. Ma occorre
avvertire che le h, falde della superficie rigata, corrispondenti
alle generatrici p,, toceano il cono A(C,) e quindi la C,; cosi
il numero delle intersezioni assorbite in ciasecuno degli » punti
comuni a ¢, e ad = vale

14

) 2h, 4= T, =20 — 2) 4+ n(n — 1) — 2d — 2.

Cio posto le nN,— (2, 4 1,) intersezioni residue di C,
con la rigata delle corde tangenti al econo, ¢i danno:

1) Le N, trisecanti di €, tangenti al cono A(C,,) in uno
dei punti di appoggio, da contarsi ciascuna due volte in quanto
si consideri appartenente a ¢, 'nno o altro degli altri due
punti d’appoggio della retta con la curva.

2) Le t corde di €, bhitangenti al cono A(C,) nei due
punti di appoggio con la curva, da contarsi ciascuna due
volte; il numero di queste corde, pari al numero dei piani
bitangenti che passano per un punto, ¢ gid stato designato
con t e vale (§ 18)

1 .
t:E! i — 2)y(n® — 9) — [n(n — 1) — 6] 2d -+ 2d(d — 1).

3) Le d corde di €, appartenenti al cono A(C),), cioé
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le corde di O, per A; le quali — al pari delle corde bitan-
genti — si appoggiano a ¢, e (, in due coppic di punti

infinitamente vicini, e che andranno contate 6 volte, come
risulta  dall’ osservazione seguente. Abbiamo veduto che le
corde di O, passanti per A sono generatrici doppie per la
rigata delle corde tangenti al cono 4(C,); ma delle dune falde
della superficie rigata, che passano per la corda, una tocca
la €, in uno dei due punti d’appoggio, 2 ¢ @, della corda
stessa, ¢ D’altra nell’altro, giacché le due generatrici della
rigata infinitamente vicine alla °Q sono: la vetta che da P
proietta il punto di ¢, infinitamente vicino a @, e quella che
da @ proietta il punto infinitamente vicino a P. Pertanto
Ia nostra rvigata delle corde tangenti al cono ha ceon la C,
6 intersezioni corrispondenti alla P¢), essendovi tre interse-
zioni vicine a I (e cosi a ), due sopra una falda ¢ una
sull’ altra.

4) Le corde di (), che giacciono in un piano osculatore
per A: essendovi n'=3n(n — 2)— 6d piani osculatori a C,
per A, il numero delle rette nominate vale

(n— 3 = (n—3))3n(n—2)—6d!{.
Pertanto si giunge alla formula
6) N, — (2h, 4+ It,)n __.J.—l—"t+6d—l—(n—3)n,

dalla quale si ricava:

) N,=3 — bn(n — 2)(n — 3) + 2n(n + 5)d — 4d(d +-11)

1
Ricordando la 4) si deduce che il numero delle quadrisecanti
di C,, supposto finito, vale

LOI -

1 1
8) o, (l)__~ (d —4n--11) — 57 n(n — 2)(n — 3)(n — 13).
Osservasione., Si avrd g(n, d)==0 nell’ipotesi, essenziale
per il ragionamento precedente, che non esistano infinite
- quadrisecanti (efr. § 45).

44. Nota sulla molteplicita delle soluzioni nelle determi-
nazioni di numero. — I’ applicazione del prineipio di conti-
nuitd, e in particolare della conservazione del numero, urta
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spesso nella difficoltd fondamentale di valutare la molteplicita
con cui certi elementi figurano, in un dato caso particolare,
fra le soluzioni del problema proposto. Questa difficolta, giova
notarlo, si riduce generalmente a valutare la molteplicita di
intersczione di eurve, superficie, ece. Anche nei casi in ecui
si tratti di determinare elementi che non sono punti, per es.
rette dello spazio ordinario, codesta deduzione si lascia effet-
tuare sempre in modo diretto, introducendo il linguaggio
della geometria degli iperspazi; e cosl per es. rappresen-
tando le refte dello spazio orvdinario coi punti di una quadrica
dello S, (L. 1°, § 19), ece.

Ora, quanto ai modi di riconoscere la molteplicitd con
cui una certa soluzione appartiene ad un dato problema,
conviene osservare anzitutto che codesta molteplicita risulta
in taluni casi semplicemente dalla legge di continuita, in
quanto I’accennata soluzione si presenta come limite di due
o piu soluzioni semplici, pertinenti a un caso pitt generale.
Cosl, per es. & evidente che una tangente doppia, «, di una
curva piana, figura due volte fra le tangenti alla curva con-
dotte da un suo punto generico, 0, in quanto codesta tan-
gente « appare come limite di due tangenti semplicei passanti
per un punto viecino ad 0, i cui punti di contatto si avviei-
nano a quelli di «. Cosi ancora un punto »r-plo, a tangenti

it ; . . o — 1 .
distinte, di una curva piana, figura come — ) nodi nel-

I’abbassamento della classe (efr. § 14). B in modo analogo,
nella rvicerca del grado della vigata delle trisecanti di una
curva gobba C, tre volte era contata ognuna delle trisecanti
fra le corde di (' che si appoggiano alla curva infinitamente
vicina €, perché ogni trisecante apparve appunto come limite
di tre corde siffatte, in rapporto alle tre coppie formate coi
tre punti di appoggio, e¢ce. Ma, in altri casi, la valutazione
della moltiplicitd spettante alla soluzione di un problema,
riesce piu difficile; e giova percid rifervirsi ad alecuni metodi
particolari che permettono di superare tale difficolti.

1) Anzitutto accade che le soluzioni del problema pro-
posto vengano fornite da elementi uniti di una corrispondenza
in una forma di prima specie; dove tuttavia sono in generale
da seartare come soluzioni estranee alecuni degli elementi uniti
della corrispondenza medesima. In questo caso si puo invocare

¢

la regole di ZuurHex, che abbiamo spiegata nel I.. 27 § 1.
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Qui giova avvertive che, senza bisogno di calcolare diretta-
mente gli ordini di inlinitesimo che entrano nella regola
suddetta, questa pud ricevere una applicazione indiretta nei
modi che seguono.

2) Senza bisogno di valutare effettivamente gli orvdini
di infinitesimo che entrano in campo, pud darsi che si rico-
nosea come una data corrispondenza — considerata nell’intorno
di un elemento unito, P — equivalga, a meno di infinitesimi
d’ordine superiore, ad un’altra corrispondenza, per la quale
la molteplicitd dell’elemento unito P risulti pit facile a deter-
minarsi. In questo caso la stessa molteplicita appartiene a P
anche per riguardo alla prima corrispondenza. Un esempio
di questo metodo si ¢ offerto nel cenno sulla teoria delle
caratteristiche contenuto nel 1. 2", § 25 (Vol. I, pag. 296).
3) Quando la molteplicitdh 2 di un elemento unito P
si riconosea uguale per due (o pit) corrispondenze, ma in
nessuna di queste appaia il suo valore, si ottengono in gene-
rale due (o pitt) equazioni, dove A figura fra le incognite e
che — in certi ecasi — permettono di determinare il valore
suddetto. Un esempio relativo a ¢io viene offerto da ZrurHeN
in ordine al problema delle trisecanti ad una curva gobba (!).
4) Anche indipendentemente dal metodo di corrispon-
denza, ¢ chiaro che la moltepliciti con cui un elemento P
compare fra le soluzioni di un problema, dipende dalle pro-
prietd differenziali della figura nell’intorno di P, sicche é
lecito sostituire alla figura stessa una figura approssimante e
cosl passare da un dabto caso ad un altro ove entrano diversi
ralori di certi caratteri. L’applicazione esatta di questo me-
todo richiede di valutare 1’ordine (’approssimazione di cui si
& (iseorso; ma in molti casi una rapida intuizione ci avverte
che la molteplicifa da determinare riesce senz’altro indipen-
dente da certi caratteri, il che puod essere facilmente verificato
nella pratica. Allora la molteplicitd stessa si valuterd sper.-
 mentalmente, riferendosi ad uno o pitt esempi particolari.
Come esempio riprendiamo il problema delle quadrise-
«anti di una curva gobba, (,,, che abbiamo trattato facendo
subire a €, una variazione (omologica) infinitesima; la ricerca
conduce a determinare le trisecanti a C,, tangenti ad un cono
proiettante A(C,), e per questo occorre intersecare la rigata

() Cfr. Annali di Mat., serie II, t. 3, pagg. 184, 185.

. ENRIQUES - II. 20
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delle corde tangenti al cono A(C,) ¢on la curva variata O,,:
si ottengono cosl, oltre le trisecanti tangenti al cono, anche
le corde giacenti in piani bitangenti per il centro di omo-
logia A, le corde giacenti in piani osculatori per A, e final-
mente le corde di C, passanti per A; di queste ultime
riesce piu difficile valutare la molteplicita con cui figurano
fra le soluzioni del problema, che pur dimostrammo essere
A==6. Qui riprendiamo 1’ analisi del paragrafo precedente
lasciando A indeterminata, e mostriamo come si possa valutare 2
riferendosi all’esempio della quartica razionale (n—4; d=3),
per cui, evidentemente, il numero delle quadrisecanti é nguale
a zero.

Ordunque scriveremo per la quartica C, la formula 6) del
paragrafo precedente, che, essendo

n=4, d=6, N,=18, =2, h,=4, t=4, W=6,

assume la forma
3

N, =13 —; .
2

D’altra parte la formula 4), tenuto conto che il numero delle
quadrisecanti vale (4, 3)=0, e che il grado della rigata
delle trisecanti ¢ f(4, 3) =2, diviene

N,= 4.
Quindi si ricava ~=6. c. d. d.

Se, invece di un solo coefficiente di molteplicita X, fossero
rimasti incogniti due coefficienti, sarebbe bastato aggiungere
all’equazione precedente quella relativa ad un secondo caso
particolare, per es. al caso della quintica razionale (non gia-
cente sopra una quadrica) che si pud trattare direttamente
con altri metodi.

Giova anche avvertire che le equazioni di cui si tratta
sono da risolvere in numeri interi e positivi, sicché pud acca-
dere che anche una sola equazione basti a determinare pilt
incognite. Cosi il solo esempio della quartica permetterebbe
~di determinare oltre la molteplicita, %, delle corde per A, che
sopra abbiamo valutata, anche la molteplicitd p con cui
appartengono al problema le corde bitangenti al cono A(C,),
qualora non si vedesse direttamente che ¢ =2. Infatti si
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¢ condotti all’ equazione

3k -4 26,
che da

A=2, y=>5 oppure 21=06, p=2,

siccheé basta riconoscere la paritd di p (che dipende dalla
simmetria dei due punti d’appoggio delle corde bitangenti)

per concludere
)\ = () H —_— .J .

In fine chiuderemo queste osservazioni rilevando che,
nei problemi della geometria numerativa, si deve dar valore
a qualsiasi metodo di ricerca, per quanto imperfetto. La cosa
essenziale & di regola scoprire la formula che risponde al
problema; a posteriori si riesce sempre a darne una dimo-
strazione. Da questo punto di vista I’induzione da casi par-
ticolari, e quindi il metodo sperimentale, costituisce il pitt
valido istrumento di progresso della geometria numerativa.
Tisso & in pari tempo istrumento sicuro di verifica, poiché
ad anticipare la certezza logica che solo pud fornire una
critieca approfondita e spesso delicata, vale ancora in modo
eccellente la conferma di svariati esempi.

45. Caso in cui il numero delle secluzioni del problema
diventa infinito: formule d’equivalenza. — Un problema rela-
tivo alle curve gobbe varrd anche ad illustrare il caso, gia
segnalato da Dr JoNQuires, in cui si ha eccezione al prin-
cipio «li conservazione del numero perché il numero (gene-
ralmente finito) (i cui si tratta diventa infinito.

In ordine a tale eccezione vi ¢ da avvertire quanto segue:

1) Quando un problema generale comporta n soluzioni,
e in un dato caso particolare si pud accertare 1’esistenza (h
pitt che n soluzioni (rvadici della medesima equazione alge-
brica di grado u), si deduce che questo caso comporta infi-
nite soluzioni e quindi (se si tratta di punti) una curva o in
generale una varieta algebrica i soluzioni.

Una prima applicazione di questa avvertenza ci da il prin-
cipio di Prucknr-CLupsci, criterio di compatibilitd @ un
sistema d’equazioni (efr. I.. 1°, § 26): se il numero delle solu-
~zioni del problema generale & 0, questo numero non pud
divenire >> 0 in un caso particolare, senza diventare infinito.
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Una seconda appiicazione viene offerta dalla proprieta
caratteristica del fascio di curve piane (cfr. L. 2°) § 14): per
un punto generico del piano passa una curva d’un fascio | C|,
quindi un punto comune a due C & comune a infinite, cioé a
tutte le C. ‘

Finalmente un terzo esempio interessante ci & porto dal
teorema di Kummer sulle congruense del prin’ ordine di raggi
(sistemi algebriei di rette, tali che per un punto generico dello
spazio ne passi unae) (').

" La teoria generale delle congruenze di raggi stabilisce
che un raggio generico della congruenza & incidente a due
ragei infinitamente vicini della medesima, in due punti gene-
ralmente distinti che si chiamano fuochi. 1. esistenza dei due
fuochi si lascia riconoscere semplicemente ricorrendo alla
rappresentazione degl’iperspazi. La congruenza ha per imma-
gine una superficie appartenente alla quadrica di 8, che rap-
presenta. la varietd delle rette; ora le rette incidenti ad una
data hanno per immagini i punti d’un iperpiano tangente
alla quadrica, ¢ questo sega la nostra superficie secondo una
linea dotata di punto doppio, la quale contiene due punti
infinitamente vicini al punto di contatto. Ma quando Ia con-
gruenza X sia del prim’ordine, avremo che ogni fuoco di essa
appartenendo a due, apparterrda a infiniti raggi della con-
gruenza, i quali formeranno un cono o una stella: nel primo
caso la congruenza stessa & una stella, nel secondo vi souo
fuochi costituenti una linea. Allora i raggi di X sono corde
di questa linea, che si prova poi essere una cubica gobba
oppure una curva composta d’una curva d’orvdine n e d’una
refta (n — 1)-secante (non eseluso il caso di due rette infini-
tamente vicine). Si ha cosi il teoreme di KuMMER: « una con-
gruenza di raggi del prim’ordine, ¢che non sia una stella, & costi-
tuita dalle corde di una cubica gobba, oppure ’una curva
composta ’ana parte d’ordine n e ’una retta (n — 1)-secante ».

2) Quando un problema comporta in generale n solu-
zioni e, per particolari valori dei parametri, ne esistono
infinite, formanti una certa curva o varietd V, la V equi-

(9 « Ueber die algehraische Strahlensysteme, in’s besondere iiber die
der ersten und zweiten Ovdnung ». Ace. di Berlino 1886. Cfr. (anche per
notizie bibliografiche) diversi studi di Faxo negli Annali di Matematica
e negli atti dell’ Acead. di Torino (dal 1893 in poi).
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vale a un certo numero m fra le n soluzioni del caso gene-
rale, di guisa che — fuori di ¥ — rimangono (in generale)
n — m soluzioni isolate. Cosl per esempio un’omografia piana
possiede in generale 3 punti uniti; quando vi & una retta di
punti uniti (caso dell’ omologia) codesta retta equivale a
2 punti uniti.

Similmente tre superficie degli ordini m,, -m,, m,, §in-
contrano in generale in m m,m, punti (§ 14), ma questo
numero diventa infinito se le dette superficie passano per
una medesima curva C; in tal caso la C comune equivale
ad un certo numero d’intersezioni, sicehe, tenuto conto della
equivalenza di C, pud dirsi ancora che il numero m,m,m,
delle intersezioni viene sempre conservato. Il calcolo della
accennata formula d’equivalenza costituisee un nuovo pro-
blema numerativo che esamineremo fra poco. Qui vogliamo
ancora indicare la seguente avvertenza:

3) Se un problema, generalmente determinato, com-
porta — in un caso particolare infinite soluzioni formanti
una varietd continua V, I’equivalenza di ¥ ¢ sempre un
numero positivo quando il caso particolare si presenti come
limite del caso generale in cui si ha un numero finito di
soluzioni (esistendo, fuori di ¥, n — m < n soluzioni isolate
limiti di una parte di quelle del caso generale). Ma per un
problema generalmente determinato ove entrano parametri
e caratteri variabili in modo disereto, pud aversi in un caso
particolare una infinita di soluzioni equivalente ad un numero
negativo. Anzi, se la formula che di il numero delle soluzioni
d’un problema porge in qualche caso un numero negativo, si
conclude che in codesto caso (anziché nessuna) vi sono infinite
soluzioni, la cui varietd ha appunto un’equivalenza negativa.

Questa conclusione si giustifica ogniqualvolta la formula
che (LL il numero cercato sia dedotta mnella sola ipotesi che
(questo numero sia finito (o nullo). Trattandosi di un numero
essenzialmente positivo, la circostanza che la formula dia un
numero negativo costituisce un assurdo, che si risolve rieco-
noscendo infondata 1’ipotesi, del numero finito di soluzioni,
da eni si & partiti.

Un semplice esempio di equivalensa negativa vien porto
dal problema di determinare il numero delle trisecanti di
una curva ¢ dello spazio che incontrano una retta generica
(grado della rigata delle trisecanti). Per una curva d’ordine =
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con d punti doppi apparenti, il detto numero vale

N:(nv—‘.’,)%d—:"'(%_—l);

Ora questo numero diventa negativo per n =3, d =0,
cioé per le cubiche C prive di punti doppi apparenti,- risul-
tando allora N = —1. Ci0 significa che per una tale C .esi-
stono infinite trisecanti inecidenti ad una vetta, ossia che le
trisecanti di ¢ non formano pitt una varietd oc! ma oo?;
il che porta di conseguenza che la C sia una curva piana.
Infatti una cubica senza punti doppi apparenti & piana e
tutte le oc? rette del suo piano sono sue trisecanti.

Un secondo esempio viene offerto dalle curve gobbe in
cui il genere p & abbastanza elevato rispetto all’ordine u,
cioé il nmumero d dei punti doppi apparenti & abbastanza
piccolo, cosl da rendere negativo il numero delle quadrise-
canti:

'}; d(d — 4n+11) — 5]1 nmn — 2)(n — 3)(n — 13);

allora la curva possiede una serie di infinite quadrisecanti
(o una serie di rette v-secanti con v >4) che formano una
rigata (multipla per v > 4). Per esempio si consideri la curva, C,
d’ ordine »n =38, intersezione completa d’una quadrica @ e
d’una superficie, 7, del 4° ordine; si ha, per la C, d =12,
giacché la proiezione piana di ¢ da un punto di ¢ possiede
due punti quadrupli equivalenti a 6 + 6 =12 punti doppi;
quindi la formula delle quadrisecanti da il numero

12(12—4-8—!—11)—%8-6-5-(—5):——4.

=

A tale civcostanza risponde il fatto che esistono due
serie oo! (i quadrisecanti la C, costituenti le due schiere di
generatrici della quadrica €: ciascuna schiera ha 1’equiva-
lenza — 2.

Vediamo ora come la determinazione dell’equivalenza
@’una infinitd di soluzioni dia luogo ad un nuovo problema
numerativo, che possiamo sciogliere nel caso — in qualche
modo tipico — dove si tratta delle intersezioni di tre super-
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ficie passanti per una curva C. Designando con m, m,, m,,
gli ordini di tre superficie F,, F,, F,, passanti (semplice-
mente) per C, e con » e d 'ordine e il numero dei punti
doppi apparenti della C (supposta priva di punti doppi effet-
tivi), il numero delle intersezioni di F,, F,, F,, foori di C,
verra espresso da una funzione :

fln,, my,, my; n, d,

giacché verificheremo che dipende in fatto da questi soli
elementi, e I'equivalenza delle curva C rispetio alle intersezioni
delle tre superficie verra data da

m;, My, m, — film, m,, my; 0, d).

Per calcolare la funzione f, da eui dipende la formula
d’equivalenza, conviene usare il principio della conservazione
del numero, considerando il caso di una F & ordine m, 41,
che degeneri in un piano «, affatto generico, ed in una super-
ficie I, d’ ordine m,, passante per C. Poiché le superficie F,, F,,
hanno — fuori di ¢ — una intersezione d’ordine m,m, — n,
che viene incontrata dal piano z in m,m, — n punti, si deduce:

Sy, my, my 415 0, d)=f(m,, m,, m; n, d)—+mm, — n.

Questa relazione, in cui ¢ lecito permutare m,, m,, m,,
porge un sistema di equazioni funzionali capace di determi-
nare f. A tale scopo, anziché ricorrere ad una integrazione,
basta esprimere f(m,, m,, m,; n, d) per mezzo di f(n,n,n; n, d),
quest’ ultimo numero potendosi calcolare direttamente, come
vedremo.

Infatti, applicando ripetutamente 1’ equazione precedente,
avremo:

Jng, my, mys ny d) = f(m,, my,, n; ny, d)—-(m, — n)(m,m, — n);
e quindi

SO, my, ny n, d)y=Ff(m;, n, w; n, d)4-(m, —n)(m,n —n),
Sy, wy ny ny d)y=f(n, n, n; n, d)~+ (m, — n)(n*—n),

sicché

Sy, mgy my; 0y d)=7f(n, n, n; 0, d)--n,m,m, —n(m, ~+m,~+n,) +3n* —n®
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Per determinare f(n, n, n; n, d) si considereranno i coni
proiettanti la curva C da tre punti generici I°,, P,, P,.
I coni P(C) e P,(C) s intersecano, fuori di ¢, secondo una
curva K d’ordine n(n — 1), che ha comuni con € un certo
numero & di punti; il cono P, (C) sega K in n*(n—1) punti i
quali — tolte le 2 intersezioni di ¢ e K — danno n*(n — 1) —a
punti comuni a P (C), P,(C) e P,C), fuori di C. Cosi resta
soltanto da calcolare =«.

Per trovare i punti comuni a C e K si consideri un
piano variabile w, passante per P, e P,, e le sue intersezioni
A A, .4, con la curva C; le rette P, A, ¢ P, A, si segano,
fuori dei punti 4; in a(n — 1) punti B, B,.... Bywu_1), apparte-
nenti a K. Ora si vede che qualche punto A viene a coincidere
con qualche punto B quando il piano w sia tangente alla
curva 9 oppure quando contenga una corda di C passante
per P, o per P,. Precisamente, ad un piano = tangente a C
risponde un punto comune (ove non si ha contatto essendo P,
e P, generici), ed invece a un piano = che contenga una
corda per P, (o per P,) rispondono due punti comuni a C
e I, ciod i due punti di appoggio della corda.

Si deduce (efr. § 18)

r=204+2p — 24 4dd=n(n - 1)+ 2d.
Pertanto si conclude:

o Sy vy ny ny dy=mn(n —1>—2d,
e (uindi

Sy ne,ymy; oy d)y=mn(n—+1)-4-2d 4+m m,m,—n(m ~-m,~+m,);

cosl U equivalensa della curva C, rispetto alle intersezioni di
tre superficie & ordiné m,, m,, m,, passanti per essa, vale

n(m, + m, -+ nt, — n—1) -+ 2d.

46, Cenno sul problema degli spazi secanti e sul calcolo
simbolico dello Schubert. — Lo sviluppo della geometria nu-
merativa, specialmente nelle ricerche pitt recenti che si riat-
taccano a ScHUBERT, ha messo in evidenza un problema
fondamentale concernente le figure elementari degli iperspazi,
a cui molte determinazioni di numero si lasciano ricondurre.
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Tale & il problema degli spazi secanti, dove trova impiego
un simbolismo introdotto da HALPHEN (1873) e svolto siste-
maticamente da SCHUBERT a partire dal 1874 ().

Sappiamo che nell’ordinaria geometria proiettiva dello
spazio a tre dimensioni occorre la considerazione delle forme
fondamentali di punti, piani e rette, ciod delle seguenti:

1) forme fondamentali di punti: retta punteggiata,
piano punteggiato, spazio punteggiato;

2) forme fondamentali di piani; fascio di plam stella
di piani, e spazio di piani; A

3) forme fondamentali i rette: fascio di rette (passanti
per un punto e giacenti in un piano), stella di rette, piano
rigato, complesso di rette incidenfi ad una retta data, e
spazio rigato (totalitd delle rette).

Ora codeste forme si lasciano generalizzare come segue.
Si designi in generale con |r| lo spazio lineare di » dimen-
sioni, e si consideri una serie di spazi |¢a,| |, |....| .|, dove
0<a,<a,..<a,, e tali che ciascun || appartenga allo
| @4, | che segue; chiamasi forma fondamentale di spazi |r|,
il sistema degli |»| che hanno comune con |e,| un punto,
con |a,| una retta,.. e che giacciono nello |a,|. La condi-
zione (caratteristica), imposta ad un || di S,, di appartenere
al detto sistema verrd indicata con (@, «,...«,); essa & di
dimensione:

r(r -+ 1)

(r—+Dn — )

- E“i 9 (2)

ciodé equivale a tante equazioni indipendenti fra le coordinate
degli |r|. Cosl per esempio la condizione imposta a una retta
dello spazio ordinario che debba appartenere ad un faseio si
designa con (02), ¢ la condizione perché un punto giaccia in
un piano si laseia designare col simbolo analogo (12), dove
la condizione d’incidenza relativa ad una retta (¢,—1) gia-
cenbe nel piano (¢, =2), & una conseguenza della condizione
imposta alla retta di giacere in codesto piano, ma viene qui
aggiunta per dare al simbolo la forma tipiea che sopra
abbiamo mdu,u ta.

(Y « Kalkiil der abziihlenden Geometrie ». Lipsia 1879: Mittheilungen
der Math. Gesellschaft in Hamburg 13d. 1 (1886).
(®) Cfr. per es. BErRTINI « Introduzione... », pag. 40.
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Il problema degli spazi secanti consiste nel contar
che appartengono simultaneamente a pitt forme fondamenta]l
assegnate, nell’ipotesi che le dimensioni di queste sieno tali
da determinare un numero finito di soluzioni del problema.
Ora, conformente all’uso della logica matematica, s’intro-
durranno il prodotto e la somma di due condizioni analoghe:
il prodotto («,a,...a,)b,b,....0,) indichera che allo |7 ]| sono
imposte simultaneamente le condizioni

(g, ctt,) € (b, ...
invece la somma
(g, .cectty) 4+ (Db, ....0,)

indicherd che lo |r| deve soddisfare all’una o all’altra delle
due condizioni. '

Cio posto, la risoluzione del problema degli spazi secanti
si riduce a: esprimere un prodotto simbolico di due condiziont
caratteristiche per mezzo di una somma di condizioni analoghe.
Vediamo di spiegare la possibilitd e il significato di tale
riduzione riferendoci a qualche esempio.

Si tratti anzitutto di contare le rette dello spazio ordi-
nario che sono incidenti a quattro rette date. Qui occorre
caleolare il prodotto di quattro condizioni nguali: (13)*. A tale
scopo osserveremo che, quando due delle rette direttrici diven-
tano incidenti fra loro, la condizione (13)* si decompone nella
somma di due altre, giacché il sistema delle rette incidenti
alle dette due direftrici si riduce ad una stella pitt un piano
rigato; cosi seriveremo

(13)>=1(03) 4 (12).
Pertanto avremo
(13)'=1(03) + (12) > =(03)* + 2(03)(12) + (12)%;
ora
(03 =(12)>’=(01)=1
(03)(12) =0,

in quanto vi é una retta, determinata dalla condizione (01),
comune a due stelle o a due piani, ed invece non vi & in
generale aleuna retta comune ad una stella e ad un piano.
Si dednce che il numero delle rette incidenti a quattro diret-

trici date vale
(18)* =
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Un altro esempio ci & offerto dal computo delle vette
dello spazio a 4 dimensioni che sono incidenti a 6 piani dati.
Qui si tratta di ridurre ad una somma di condizioni caratte-
ristiche la sesta potenza .

: ' (24)°,

Ora la condizione (24)* si risolve nella somma di due condi-
zioni, facendo divenire i due piani incidenti, eio®é aventi una
retta comune:

(24)* = (14) + (23).
Quindi avremo

(24)" = (24) ) (14) 4 (23){ =(24)(14) + (24)(23).

Ma la condizione perché una retta sia incidente ad un piano
e ad una retta si scinde in due altre, quando la retta e il
piano divengono incidenti, cosl come & espresso dalla ugua-
olianza simbolica:
(24)(14) = (04) + (13).
Similmente si ha
) (24)(23) = (13);
e percio:
(24 =2(13) + (04). .
Quindi si trovera

(24)° = 4(13)% - 4(13)(04) + (04)*;
ma
(13)*=(01) =1,
(13)(04) =0

(04’ = (01) =1,
sicehé si conclude
(24)°=5:

vi sono 5 rette di S, éncidenti o 6 piant dati e cosi dualmente
b piani incidenti a 6 rette (cfr. L. 2°, § 6).

I problemi che precedono offrono esempio d’un fatto
generale: qualunque condizione algebrica imposta ad un ||
si riduce sempre ad una somma i condizioni caratteristiche,
per il che basta risolvere in tal modo ogni prodotto di con-
dizioni caratteristiche. La possibilitd di tale risoluzione costi-
tuisce un resultato fondamentale dovuto allo SCHUBERT, che
vi pervenne nella citata memoria del 1886; la effettiva tra-
sformazione dei prodotti in somme, e quindi la risoluzione
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del problema degli spazi secanti, si pud ormai effettuare in
tutti i casi grazie ai layori di SCHUBERT ('), CASTELNUOVO (*),
Pirri (°) e GIAMBELLT (*).

Alle notizie che precedono aggiungeremo 1’ osservazione
esplicita che le pilt diverse condizioni algebriche possono
venire espresse mediante condizioni caratteristiche, ricorrendo
al metodo di degenerazione.

Si tratti per esempio di esprimere la condizione perche
una retta dello spazio ordinario tocehi una superficie d’ordine n.
Facciamo degenerare la superficie in n piani: il sistema delle

Do R I . (e —1 .
rette tangenti si ridurrd all’insieme degli J—O——) complessi

lineari speciali formati dalle rette incidenti alle mutue inter-
sezioni dei nominati piani, ciaseun complesso dovendosi con-
tare due volte, come si contano le rette per un punto doppio
nell’inviluppo d’una curva piana.

Cid posto, la condizione di contatto i una retta con una
superficie d’ordine n potrd venire designata con

(x) = n(n — 1)(13).

Pertanto si dedurrd che il numero delle rette tangenti
a tre superficie degli ordini n, m, p, ¢ vale

(@) = nmpg(n — 1)(m — 1)(p — 1)(¢ — 1)(13)* =
=2nmpq(n — NH(m — 1)(p — 1)(¢ — 1).

Un altro esempio viene offerto dal problema delle trise-
canti e quadrisecanti delle curve gobbe: la trattazione -di
questo problema col metodo di degenerazione, che abbiamo
spiegato nel § 43, si lascia tradurre facilmente col simbolismo
di ScauBErT. Diventa quindi possibile 1'estensione al ecaso
in cui si tratti di determinare in generale gli spazi plurise-
canti ad una curva data in un iperspazio. Questo problema

() Acta mathematica, t. 8, 1886.

(*) Rendiconti della Ace. dei Lincei, 1889.

(* Tre note nei Rendiconti dell’Istituto Lombardo, 1893, 1801 1395.
(*) Memorie dell’ Accademia di Torino, 1902,
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generale & stato trattato da OASTELNUOVO, TANTURRI, SEVERI
e GIAMBELLI ('), ecc.

47. Il prineipio di conservazione del numero e la critica
contemporanea. — Le molteplici applicazioni e conferme di
diverso ordine attestano ampiamente la feconditd del prin-
cipio di conservazione del numero, porgendone in qualche
modo una dimostrazione sperimentale, ¢ posteriori. Ma, secondo
I’ esigenza razionale della costruzione matematica, occorre
accertare il suo valore « priori, che solo pud garantirei conho
il dubbio di possibili errori.

Ora la dimostrazione razionale del principio di conserva-
zione del numero & fondata sulla continuitd delle relazioni
algebriche, in quella misura in cui si & certi che le soluzioni
del problema particolare, a cui ci riferiamo per determinare
il « numero » cercato, sono soltanto le soluzioni-limiti del
problema generale. Il che pud venire accertato nei vari casi
da un’analisi appropriata, ma lasecia sussistere un dubbio
quanto all’applicazione generale del principio.

Del qual dubbio si fece autorevole interprete lo HiLBERT
in una Conferenza « sur les problémes futurs des mathéma-
tiques » tenuta nel Congresso matematico di Parigi del 1900.
It non tardarono le critiche di Stupy e di Komx (1903)
che, adducendo esempi di eccezione, sollevarono gran rumore
fra i geometri, specialmente nel Congresso i Heidelberg
del 1904.

(Qui conviene osservare che, per diversi motivi, I nostri
ambienti scientifici appaiono assai disposti ad ingrandire il
peso dei dubbi o delle difficolta che si sollevino contro qualche
acquisto o metodo, allorquando una critica negativa viene
presentata da qualche uomo autorevole senza approfondire i
motivi che, spiegando il dubbio o 1'eccezione, dovrebbero
illuminare 1I’aspetto positivo della questione. Per fortuna in
questo caso — come in altri — i dubbi non fermarono 1’ opera
di progresso della geometria numerativa; uno dei massimi
cultori di questa, lo ZruTHEN, si limitd a rispondere che il
principio di conservazione del numero va adoperato bene, eiod

(Y) Cfr., anche per la bibliografia, la memoria di GraAMBELLI pubbli-
cata dall’ Aceademia di Torino nel 1908, Tuttavia si consiglia di iniziare
la’ lettura di queste ricerehe cominciando da quelle meno generali.
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colle cautele note a chi & avvezzo ad adoperarlo, le quali
non consentirebbero ad alcuno di cadere — per errore — nei
casi (’eccezione segnalati dalla critica.

Troviamo qui il concetto aristoeratico della scienza, proprio
di coloro che, fidandosi ad un’alta intuizione, aprono le vie del
progresso; ma di fronte a (uello la storia mostra il continuo
affermarsi della tendenza democratica che, traducendo I’ intui-
zione dello scopritore in termini logici, vuol dare a twfti il
mezzo di riconoscere ed appurare la verita.

In questo caso bastava approfondire 1’esame delle stesse
eccezioni sollevate dai critici, per rispondere ad ogni dubbio
e porre il principio della conservazione del numero sopra una
base rigorosa. Il che ¢ stato fatto dal Smverr (1912) in una
memoria « Sul principio della conservazione del numero » (%),
ove si trova anche un cenno dei tentativi precedenti. ‘

Isaminiamo dunque le eccezioni addotte da KoHN e da
Stupy. Fra queste troviamo anzitutto delle eccezioni irrile-
vanti, relative a casi in cui il problema proposto si traduce
con disequaglianze anziché con equazioni algebriche.

Cosl il Koy osserva che il numero delle rette incidenti
ad una quaterna di rette in 4 punti distinti, si abbassa
da 2 ad 1 quando due rette della quaterna s’incontrino:
infatti in tal caso una delle due soluzioni del problema
generale ha per limite la retta che passa per il punto d’in-
contro e s’appoggia alle altre due della quaterna. Perd la
condizione che esclude la coincidenza di due punti in un
dato gruppo, non si esprime con un’equazione algebrica ma
con una diseguaglianza.

Similmente lo Stuny considera le intersezioni di due
cubiche gobbe, C, e C,, tracciate sopra un medesimo cono
quadrico il cui vertice O ¢ comune ad esse; vi sono in gene-
rale 4 punti comuni a C, e O, fuori di O; ebbene, quando
si faccia degenerare (', in tre generatrici del cono per O, il
numero delle intersezioni di €, e C, fuori di O si riduce a 3!
Ma & facile riconoscere che ci0o avviene perché uno dei 4 punti
del caso generale si avvicina indefinitamente ad O nella dire-
zione della tangente a C,. B gida — « priori — pud dirsi che
la condizione imposta ai 4 punti di essere fuori di 0, stret-
tamente intesa, si traduce con una disequagliansa; nel senso

(!) Rendic. del Circolo Matematico di Palermo, t. 33, (10 Marzo).
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lergo che le si conferisce di solito, codesta condizione vicne
espressa dall’ equazione che si ottiene cercando i punti comuni
a C, e O, e liberandosi (una volta) del fattore corrispondente
al punto fisso comune O; ma in tal caso non si esclude che
« per certe particolarizzazioni qualcuno dei 4 punti cercati,
fuori di O, venga a sovrapporsi ad O ».

Maggior valore hanno le eccezioni seguenti.

Si consideri, nello spazio ordinario, un lnogo ¥ costituito
dall’ insieme di una superficie f d’ordine n e di una curva
C: V=7f-+C. Una retta generica. ha con ¥V n punti comuni,
che sono le sue intersezioni con f; ma, se la retta viene ad
incontrare la curva C, il numero dei punti che essa ha comuni
con V diviene n —+ 1.

Un’altra eccezione costituisce 1’ esempio piti celebre addotto
nella ecritica dello Stupy: il numero delle proéettivita che
lasciano invariate una quaterna di punti sopra la retta & in
generale 4 (compresa 1’identitd), ma esso diventa rispettiva-
mente 8§ e 12 nei casi armonico ed equianarmonico. Ora questo
caso si lascia ridurre allo stesso tipo della eccezione prece-
dente. Per il che giova esaminare la questione in tufta la
sua generalita.

Per precisare in generale le condizioni di validitd del
prinecipio della conservazione del numero, giova riferirsi al
significato algebrico del principio stesso, svolgendo le consi-
-derazioni che seguono.

Pongasi che per un ente I, dipendente da certi para-
metri, si abbia in generale un numero finito n di soluzioni
di un dato problema algebrico. Supporremo dapprima per
semplicitd che gli enti I' si possano rappresentare coi punti
di uno spazio lineare ad » dimensioni S, =(z,2,...2,) cioé
che essi dipendano univocamente da # paramefri indipendenti.
La nostra ipotesi porta che, per un punto generico (z) di §,.,
esista un numero finito di soluzioni di un problema algebrico
in cui le x; figurano come parametri; codeste soluzioni cor-
risponderanno ai valori di certe quantitd ¥y, ....9;, radiei di un
sistema di equazioni

1) S, r"'” YionlYs) =03

cosl il sistema 1) ammetterd in generale un numero finito
>0 di soluzioni (y,....9,). Ove si consideri lo spazio ad r—+s
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dimensioni S, ; = (%, ...®p, ¥, ....Y;), si ha dentro questo una
varietd V¥ rappresentata dal sistema 1), la quale interseca
in » punti lo spazio lineare generico S; rappresentato dalle
equazioni :

@, = cost. .... v, = cost.: .

\

questo ¢ il significato della ipotesi precedente.

Ora il principio della conservazione del numero afferma
che, per ogni posizione particolare di Sy, la ¥ avrd eon S,
n intersezioni, tranne il caso che abbia con essa a comune
una curva o superficie ece. Questa affermazione & stata gid
giustificata nel caso che la V sia una varietd irriducibile di
dimensione 7 nello 8, (cfr. § 14, pag. 102). La stessa affer-
mazione continua a sussistere anche nel caso che la T si
spezzi in pitt varieta irvriducibili, ngualmente di dimensione 7.
Ma si ha invece una eccesione essenziale al principio se la 7~
sia composta di varieta i dimensione diversa, cioé contenga,
insieme a parti di dimensione », anche parti costituenti varieta
con un numero minore di dimensioni, le quali non hanno in
generale alcuna intersezione con un S.

Il ragionamento svolto si estende ora al caso.che gli
enti I' non siano pitt suscettibili i essere rappresentati dai
punti di uno spazio lineare §,, ma costituiscano una varieta
algebrica a » dimensioni, W,, entro un S, ;= (2, ....%, ), la
(uale sara rappresentata da un sistema di p =t equazioni

2) ‘ (@, ey ) = 0.

Infatti questo caso si riconduce al precedente ove si consi-
deri, nello S, st = (T, cee®pyyy Y, ... Ys), 1a varietd ¥V di dimen-
sione 7 rappresentata dal sistema di equazioni

Ji=0, ¢, =0;

se la W, di S,,; era di ordine m, accade ora che la nomi-
nata V7 sia intersecata da un S;,_, v, =cost. (i=1, 2...1)
di S, ¢ in nm punti, essendo n il numero delle soluzioni ¥
fornite dal sistéma 1) in corrispondenza ad ogni punto
di W,. Questo numero @' intersezioni rimane costante al
variare di S;,, se la 17 & una varietd irriducibile di dimen-
sione r o consta di parti della stessa dimensione; si ha
un’eccezione essenziale se la ¥V contiene una parte di dimen-
sione inferiore. :
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In conclusione potremo riassumere la mnostra critica di-
cendo: il principio della conservazione del numero sussiste per
condiziont algebriche érriducidili o per condizioni equivalenti
alla somma di condizionti irriducidili delle stessa dimensione;
Ja eccesione il caso in cui le condisione imposta si scinda nelle
somma di condizioni di dimensiont differenti, nel qual caso
non si pudo nemmeno dire che la condizione di cui si tratta
abbia una dimensione (cfr. L. 1°, § 23, Vol. I, pag. 138).

Al lume del resultato generale ottenuto riprendiamo
I’esempio di Stupy relativo al numero delle proiettivita che
lasciano invariata una quaterna di punti sopra la refta.

“Accade qui che, esprimendo le condizioni perché una
proiettivita, non identica, lasei ferma una quaterna di punti G,
si trova che questa non & irriducibile, ma si scinde nella somma
delle seguenti condizioni irriducibili:

«) Condizione aftinché una proiettivitd sia involutoria
e laseci fissa una quaterna, permutandone tubti i punti.

3) Condizione aflinch¢ una proiettivitd sia involutoria
e lasci fissa una quaterna permutandone due soli punti.

1) Condizione affinché una proiettivitd sia ciclica del
terz’ ordine e lasei invariata una quaterna.

3) Condizione aflinehé una proieftivitd sia eciclica del
guart’ordine e lasci invariata una quaterna.

Ebbene la condizione z, equivalente a fissare che una
proiettivita sia involutoria e possegga due coppie di punti
coniugati & di dimensione 3, sicché data una quaterna vi &
in generale un numero finito di proiettivitd ehe la soddisfano.
Invece le condizioni §, v, 5 sono di dimensione 4, sicché nella
varvieta oo? delle proiettivita sulla retta non se ne trova aleuna
che soddisfi a una delle condizioni suddette rispetto ad una
(uaterna scelta in modo generico: la particolarizzazione proiet-
tiva della quaterna conduce cosi a trovare un maggior numero
di proiettivitd che la lasciano invariata.

Osservazione. Al termine della sua citata memoria, SEVERI
fa rilevare che nel problema degli spazi secanti si tratta sempre
di condizioni di ugual dimensione, e cosl il resultato della
critica & pienamente rassicurante quanto all’uso del principio
di conservazione del numero e del calcolo simbolico, in questo
campo di ricerche.

F. ENRIQUES - II : 21
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 LE SINGOLARITA
DELLE CURVE ALGEBRICHE




La teoria generale delle singolarita costituisce un argo-
mento &’ importanza capitale per la scienza delle curve e
delle funzioni algebriche. Un primo resultato di codesta teoria
consiste nella possibilita di trasformare una curva dotata di
singolaritd qualunque in un’altra dotata soltanto di singola-
ritd ordinarie o pilt semplicemente di nodi, riuscendo cosi a
eliminare, in un vasto ordine di questioni, la counsiderazione
diretta di singolarita superiori. Ma sarebbe in errore chi cre-
desse che codesto resultato possa tener luogo, a tutti gli
effetti, di uno studio diretto dei punti singolari, giacché tale
studio s’impone in numerosi problemi, dove appunto la pre-
senza i singolaritd rende ragione di paradossi e di eccezioni,
ed un’analisi approfondita di quelle porge il mezzo di sco-
prire nuove e pilt riposte veriti.

La trattazione contenuta in questo libro vuole mettere
in luce tre aspetti essenziali della dottrina: un aspetto aritme-
tico che si manifesta nello studio dei rami fondato sopra gli
sviluppi in serie di Puiseux (Cap. I); un aspetto pitt pro-
priamente geometrico, in rapporto colla teoria Dbasata sulle
trasformazioni quadratiche (Cap. II); e finalmente 1’aspetto
del Calcolo differenziale, a cui si riferisce il Cap. III.

Una breve Appendice tende a completare lo studio
delle singolarita delle curve piane, a cui si limitano gli
sviluppi dei tre ecapitoli anzidetti, accennando ai problemi
che sorgono dalla cousiderazione delle curve gobbe e delle
superficie.

Uno studio cosi approfondito da diversi punti di vista
pare mnecessario per guadagnare quella intima conoscenza
~delle singolaritd che, come abbiamo detto, ¢ richiesta nelle
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ricerche elevate, Ma al principiante conviene additare un
programma pit limitato.

A tale scopo proponiamo di seguire il seguente ordine,
cui si collega una esperienza d’insegnamento:

1) teorema di Puisrux sugli sviluppi in serie;

2) easo dei rami lineari, definizione in questo caso dei
punti multipli infinitamente vieini, esempio dei punti doppi
successivi;

3) decomposizione delle singolaritd mediante trasfor-
mazioni quadratiche e teorema di NOTHER.

Questo programma limitato risponde al concetto d’indi-
care, mediante I'esame dei casi e delle .questioni pitt sem-
pliei, i eriteri direttivi che valgono ad orientare nella dottrina,
ed in special modo a illustrarve in pitt sensi ¥ effettiva esistenze
dei punti infinitamente vicini, che di essa costituisce il prin-
cipale acquisto.

Per chi desideri approfondire la teoria delle singolarita,
segnatamente nei riguardi del Caleolo infinitesimale, appren-
dendo il significato e la forma delle condizioni differenziali
che caratterizzano i nominati punti infinitamente vicini, vale
I’avvertenza che il terzo Capitolo di questo libro puo essere
riattaccato immediatamente al primo, sebbene gli sviluppi
del Cap. IT sulle singolarita-limiti ne costituiscano un ante-
cedente storico atto a chiarirne il criterio direttivo.

Nella nostra esposizione concetti e resultati nuovi tro-
vansi fusi e coordinati con ricerche classiche; per la com-
prensione storica dell’argomento rimandiamo alla Notizia che
chiude il Cap. III.




Caritoro I

Le singolarita e gli sviluppi in serie di Puiseux.

1. Sviluppi di Puiseux: separazione dei rami. — Si con-
sideri la funzione algebrica y(») definita dall’equazione d’or-

dine n.in y
f('vg/) =0.

In un punto generico 2,, del piano complesso %, si hanno
n valori distinti della y: y,9,....y,,”. Cid essendo, si pud
anche descrivere un cerchio €, di centro z,, per modo che in
esso non cada aleun punto eritico, radice del discriminante
della funzione y(v). Allora ad ogni « entro €' corrisponderanno
n valori distinti e ben determinati della y: 4, v,....9,,, riattac-
cantisi per continuitd a y,y, ...y, I suddetti valori costi--
tuiscono, entro C, n funzioni analitiche distinte, rappresentabili
mediante serie di potenze di x — .

Pongasi ora che @, sia un punto singolare critico per la
funzione algebrica, corrispondendo ad un punto O multiplo per
la curva flwy) =0, o ad un punto di contatto di una tangente
y =-cost. In questo caso.alecuni fra i valori vy, ...y,
coincidono fra loro; possiamo supporre che (il punto O essendo
collocato mell’ origine delle coordinate x, y) sia , = 0, e si
abbiano pitt valori 4, coincidenti in y =0.

Deseriviamo attorno al punto 0, nel piano della variabile
complessa x, un cerchio C cosi piccolo da escludere qual-
siasi altro punto ecritico della funzione y(x). Allora ad un
punto Z di C, fuori di 0, corrispondono sempre n valori
distinti di y(z): 4,7, ...7,. Faceiamo muovere un tal punto 2,
entro C, deserivendo una linea continua /, c¢he non passi per 0.
Per ogni punto di questa linea vengono -definiti n valori
Y, 9Y, @y, @, che si riattaccano senza ambiguitdh — come
prolungamento analitico — ad #,9,....7,. Se in particolare
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“la linea ! compie un giro attorno ad =0, ritornando al

punto di partenza, resteranno definiti in questo n valori
Vi Vi, Tins

che — a parte I’ordine — riprodurranno nel loro insieme il
gruppo di valori

YiYsereln-

Dunque un giro della variabile = attorno. ad =0 produce
una sostitnzione sugli # valori corrvispondenti di Y(®): Y, e Ysn -

Questa (come ogni altra) sostituzione si decomporrd in
sostituziont cicliche del tipo:

(Y YY),

ed ¢ chiaro che la natura i tali sostituzioni dipende soltanto
dalla natura del punto singolare =0 e non dalla scelta del
punto @ con cui §’inizia il giro entro . Se il giro attorno
ad =0 produce NI sostituzioni cicliche

(YU, )y (Voo W) 5oy

la funzione algebrica y(x), considerata nell’intorno di =20,
si decompone in I funzioni polidrome irriducibili che costi-
tuisecono h rami della curva. Aleuni di questi rami saranno
— nelle ipotesi fatte — funzioni y,(x) che si annullano per =0,
cioé rami nell’intorno dell’ origine O (efr. L. 1°, § 11), altri
assumeranno valori diversi.

Consideriamo un c¢iclo d’ordine v:

(Y Y, Yy)s
dove
;=0 per =0,
Posto

=1

la funzione y,(x) (i=1, 2...v), definita come funzione a v
valori nell’intorno di # =0, diviene una funzione y,(¢); dico
che quest’ultima funzione & regolare (ad un valore) nell’intorno
di t=0.
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Infatti I’argomento di v =1¢" & v volte 1’argomento di ¢,
sicch® se a partire da un certo valore ¢, di ¢, prossimo allo
zero, si fa compiere a t un giro intorno a ¢ =0, « compie v giri
intorno ad # =0, di guisa che ciaseun vy;, subendo la sostitu-
zione identica (¥, v,....9,)", ritorna in se stesso. e. d. d.

Conviene osservare che 1’enunciato precedente & d’ac-
cordo col fatto che la funzione

ha v valori
27 (v—1)2ri

t, t,=te’ ,.. t,=te "

nell’intorno di * =0, e questi valori si permutano per un
giro attorno al detto punto secondo la sostituzione ciclica -

(t,tsumnt).

Si dedunce che il ramo della funzione algebrica y(z), cor-
rispondente al ciclo (y,9,....9,), si pud rappresentare svilup-
1

pando ¥ in v serie di potenze per t==2a":
Y=at 4+ bt’+ ....;

le v serie vengono dedotte 1’una dall’altra cambiando ¢ in et
ove si designi con ¢ una delle radici v-me dell’ unitd:

27l 4Tl

Dy

v
¢’y eV g

cio porta che si passi dall’una all’altra serie moltiplicando
il coefficiente i 1" per <. Per uno stesso valore di ¢ le v serie
coniugate porgono i valori y,9,...y, d’un medesimo ciclo.
Puiseux (1851), a cui appartiene 1’analisi precedente,
concepisce il ramo y(z) come il gruppo delle anzidette v serie
coniugate, e percid lo designa col nome di ciclo (usato poi
anche da HALpHEN). Il concetto sintetico dei rami come ele-
menti dell’ente « funzione » y(x), cio¢ come funzioni anali-
tiche irriducibili nell’intorno dell’ovigine, & di WEIEBRSTRASS;
il nome « rami », @id usato per la distinzione delle linee
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elementari reali incontrantisi nel punto singolare, s'intro-
duce qui con CAvLuY (') e NOTHER. -

Noj approfitteremo di questa varieta di denominazioni
per distinguerve ” ordine v del ciclo, c¢io¢ I’ ordine di polidromia
della funzione elementare y(x), e I’ordine del ramo, pensato
come « curva » indipendentemente dalla sua rappresentazione
analitica, cioé la molteplicitd per esso dell’origine O, che &
anche il numero delle intersezioni del ramo con una rvetta
generica vicina ad 0.
~ Per un ramo riferito ad assi coordinati in posizione gene-
rica I ordine del ramo ¢ uguale a quello del corvispondente ciclo,
avendosi lo sviluppo in serie

1l
Y=+ ,x ’ ..
con «,9=0, che, per y=22+ 3 con 3 piccolo, da in gene-
rale v valori di & prossimi allo zero. Ma il detto ramo d’or-
dine v possiede una tangente, che ¢ la retta

y=a,,

e, quando si assuma questa retta come asse gy, I’ordine del
cielo (corrispondente) diventa > v.

Pongasi che nell’indicato sviluppo manchino aleuni dei
termini successivi al primo; ove si designino soltanto i ter-
mini non nulli, si avra uno sviluppo del tipo

vy’ Yoy !

1) Yy=ar-+a,x " +ax ¥ ..,
con '

a,F0, a,F0, «,7F0....

Allora la tangente y = «,x avra, col ramo, v+ v intersezioni,
ed il ramo stesso si dird di classe v (HALPHEN): se st assume
come asse y la tangente ad un ramo &’ ordine v e di classe V',

(1) Cayrey distingue anche i rami parziali che corrispondono aiv fogli
della superficie di Rizyvany della funzione y(x): quando due punti 4 e B
d’un ramo si muovono avvicinandosi all’origine O sopra uno stesso ramo
parziale, la retta 4B tende alla tangente del ramo; invece se 4 e B s’avvi-
cinano ad O sopra rami parziali diversi, la retta 4B tende in gencrale
ad una retta qualunque per O. ‘
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I’ordine del ciclo diventa v+, ciod il ramo vz’enc rappre-

sentato da una serie precedente per la potenza di R . Infatti,
nell’ipotesi dell’enunciato, si ha nell’intorno del punto & =0
una funzione polidroma a v -+ valori y,(v) che si annullano
bubti per x =0, e si tratta di riconoscere che questi formano
un ciclo irriducibile (y,y,....9,..,). L7 irridueibilitd si dimostra
per assurdo, giacché altrimenti cambiando gli assi — per es.
permutandoli fra loro coll’inversione della serie ¥,(v) — si
otterrebbero pitt rami anziché uno solo.

Pitt in generale la somma degli ordini dei cicli (y,9,....9,)
per cui y;, =0, cioé Zv, & Pordine @ infinitesimo delle fun-
zione f(y0), ossia la molteplicita con cui I’origine figura nel
gruppo delle intersezioni della curva f con 1’asse y. Quest’ or-
dine dipende dalla molteplicita del punto O = (00) per la
curva f e dalla posizione degli assi: se gli assi sono in posi-
zione generale, Zv & ordine di molteplicitd » del punto O.
Invece se I"asse y ha un contatto @’ordine #' colla curva f
toccando uno o pitt rami di essa, cosi da assorbire altre 2’
intersezioni, si ha

Sv=1or—+1.

Rieapitoleremo le cose dette enunciando il

Teorema: Nell’ intorno & un punto r-plo qualsiasi (r =>1)
(collocato mnell’origine delle coordinate) una curve flvy)=20
st decompone in un certo numero h 1 dé ramié, degli ordini
9 YgeensVpy,y dote

T R N

i quali, rispetto ad un sistema di assi coordinati generici col-
P origine nel punto, vengono rappresentati da sviluppi in serie
i 1
di potense delle variabili o’i.
I rami d’ordine v,=1 diconsi anche lineari, ¢ — per
contrapposto — qua,ndo v; > 1 superlinears.
Giova avvertire cho per un ramo 1) @’ordine v, e non mi-

nove, ¢ numeri v, V', v'...., cio¢ gli esponenti a cui viene elevata
1

la 27, non possono avere tutti un medesimo divisore comune
o> 1; altrimenti lo sviluppo 1 si convertirebbe in una serie

~

<|0

procedente per le potenze di 2, sicché la y,(x) ritornerebbe
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. v . s . N .
in se stessa dopo ~ giri anziché — come si ¢ supposto —

dopo v giri, fatti intorno all’origine sul piano della variabile
complessa @. ‘
Osservagione. La sostituzione di PUISEUX

r—=—t,

si pud concepire come una trasformasione rasionale della
curva fvy) =0 in una curva F(yt)=0, che ha nell’origine
v rami lineari, non tangenti all’asse ¥, in corrispondeunza ad
un ramo d’ordine v della f orientato in modo generico, (o in
generale ad un ciclo d’ordine v). Se la f possiede I rami
A’ordine v,v,....v;, colla sostituzione

v=1t"
ove p & multiplo di v,v,...v,, si ofterrd una curva trasfor-
mata F(yt) =0, dotata soltanto di rami lineari, e dalla rap-
presentazione analitica di questi si dedurranno le serie di
Pciseux relative ai rami di f.

Questa osservazione riconduce il calcolo effettivo degli svi-
lupp? di Puiseux al caleolo delle serie di TAYLOR che rispon-
dono ai rami lineari d’una curva trasformata, di cui tratte-
remo nel § 3 e di nuovo nel Cap. IIL. Infatti si pud assumere
 priori

U.::-')'!,

designando r la molteplicita di O per f.

Pitt avanti (e segnatamente nei Cap. II e III) vedremo
come si raggiunge 1’economia del caleolo, determinando gli
ordini dei rami v,v,....v;,.

¢
2. Nota sulla rappresentazione parametrica dei rami, e
sulle trasformazioni puntuali. — Si consideri un ramo d’or-

dine v, definito mediante la rappresentazione parametrica:

/ v
5' x=1
V-

| y=a,t +at™ +a,t SR
(¢, &0, a,==0, a,==0...).

Conserviamo il parametro ¢ e facciamo compiere agli assi @, ¥

1)
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una rotazione attorno all’origine, ponendo

{ X =a,% +a,y
( Y= 61x+ (32?/'

\

©

Rispetto alle nuove coordinate, il ramo 1) verrd rappresen-
tato dalle formule

,

Y, v ! W, U
S X =(, +a, @)t +ayt’ lat” + (03t'+v + o]
v

), v ! .
Y=, + Bzal)t'+ ﬁﬁt',f aetv + a,t 4+ e f;

ed ¢ notevole che il parametro ¢ compare nelle serie 3) come
nelle 1) eogli stessi esponenti

. o ’ "
Yy VAV, Vv v,

In luogo della sostituzione lineare 2), eseguiamo sul piano (2y)
una qualsiasi trasformazione puntuale che sia regolare nel-
I’origine delle coordinate x —y =0, e trasformi questo punto
nell’ ovigine delle nuove coordinate X — Y — 0; poniamo
dunque: ‘

(| X=o @4,y 4o, v° + 20,8y + 0, Y° +....

4) ]
'Y= Br’v—l— [32?/ -+ ﬁuwg -+ 2[312‘”?/"" ﬁezyg"‘ eeree

Il ramo 1) verrd cosi trasformato in un ramo la cui rap-
presentazione parametrica rientra nel tipo generale seguente:

! v 2V 3v
X =c¢t 4+, et + ...

o . !
TP vk 2y
3) \ -+ & et - Sini Cina ey
J <
I v 2v 3V

/ Y=d,t +d,t”" +d,t" + ..

! . kY vky'4 ! .

“ “FZidint + Zinr Ainrt pal

in parole:

Il ramo trasformato di 1) mediante une qualsiasi trasfor-
mazione puntuale regolare nell’ origine, ammette une rappre-
sentazione parametrica mediante serie procedenti per le potense
di t, dove figurano gli esponenti

YA Ey IV Ty 17 e
(i=1, e i=k=1=...20).
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Nota. I’ ordine del ramo resta invariabilmeunte v; la classe
invece pud variare, per una trasformazione puntuale non
proiettiva. Per valutarla si pud supporre eseguita una ro-
tazione degli assi X, Y in guisa che si abbia nell’ espres-
sione 5)

¢,—=0 oppure d,=0,

cioe che l'asse Y (X =0) o rispettivamente 1’asse X risulti
tangente al ramo; supposto p.es. d, =0, la rappresentaznone
del ramo diverra del tipo

X= ctv —+ ..

6)
[ Y=at"+ ...
con >V (e nel caso concreto p—=2v o p="v V).

Una rappresentazione parangtrica del tipo 6) (ove e >v)
corrisponde ad un ramo d’ ordine v e di classe p. —v

Riprendiamo a considerare il ramo 5) nelle ipotesi piu
generali (assi X, Y orientati in modo generico).

Codesto ramo puo essere rappresentato esprimendo Y con
una serie procedente per

1
=X,

e la nuova rappresentazione parametrica si riduce alla 5)
ponendo

4k

) T= ¢, ¢ —+ ¢, & 4+ D et = eee
(6,40, i=1).

Siccome t e ¢ sono funzioni algebriche a v valori di X, e
codesti v valori subiscono la medesima sostituzione circolare
per un giro attorno ad X=0, la 7) si lascia ridurre ad una
sostituzione regolare su t, cioe alla sostituzione di T con una
serie che procede per le potenze intere di £, a cominciare
dalla prima.

Se seriviamo

8) T=1t)1 4y, A 1,0
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la potenza v-ma della serie rappresentata nel secondo membro,
dovra identificarsi colla serie che fornisce 1’espressione 7) di <”
Ma se v, == 0, nello sviluppo di t"=X viene a figurare
un termine iu %', il che & impossibile se oltre ad essere v > 1
si ha anche v'>1. Dunque da v>1, v">1, segue intanto
v,=0. In modo analogo si dimostra che la sostltuzmne 8) &
del tipo:

t=vt {145,045, + ..

PO ATES
+ 20t

9)

el

cioé: la serie che — nel secondo membro — moltiplica ¢,
contiene soltanto esponenti

WAk + I 4.,
dove

izk=>1>...20.

: LR
Ora lo sviluppo di v per t—=— X" sard una serie la quale deve
ridursi alla forma 5) quando si eseguisce sul parametro la
sostituzione 9). Si deduce che: ’
Il ramo trasformato di 1) per meszo della trasformazione

regolare 4), ammette une rappresentazione in serie di Puiseuwx,
del tipo: '

X= "Cv
1) Y=r¢1 + €7 +

kv’ Y-k -2y
+ ZnentT 4+ ZBynr0in% + ey

dove 4l parametro t figura clevato ad esponenti

Wk 4 4.
(=1, e i=k>=1>..20).

Ora 1’ espressione
_ w4 kY

11) - Y=¢ X+(’X+....+azkeikX Vo4
(=1, i=E>..>0),

costituira lo sviluppo di Puiseux trasformato di 1) nelle coor-
-dinate X, Y. Quindi si puo dire che: Dato uno sviluppo
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di Puiseux

PERVY v+

Yy=ar+a, " +a-x 7 4 ..,

i numerd v, ¥, v'..., che figurano negli esponenti della serie,
presi come moduli, definiscono un corpo di numert interi e
positivi

Wk 0 A,

che ¢ invariante rispetto ad ogni trasformazione puntuale
regolare su @, 1. ‘

Osservazione. B lecito considerare la formula 11) come
espressione generaliszata del ramo 1), rvispetto ad una qual-
siasi trasformazione puntuale (regolare).

3. Singolarith con rami lineari: punti multipli infinita-
mente vicini. — Il teorema a cui ci ha condotto I’analisi
di Puispux relativa ai punti »-pli di una curva f & affatto
generale. Un caso specialmente notevole & quello in cui si
abbiano » rami d’ordine 1 o — come si dice — rami lineari:
& il caso in cui i rami della funzione y(), considerati nel-
I’interno del punto regolare, siano funzioni ad un valore di
cui la prima derivata, e quindi anche tutte le successive
derivate, restino finite. Poniamo, al solito, il punto #-plo nel-
I’origine delle coordinate, assumendo assi x, ¥ in posizione
generale; gli # rami della funzione definita da

fy) =0

saranno funzioni regolari
YD) Ys() e (),

che si annullano per © =0, (non permutandosi fra loro per
un giro attorno al punto suddetto). Percid 1’ intorno della
curva f puod essere rappresentato mediante sviluppi in serie
di potenze intere:

Y,(2) = ax -+ bz* 4~ ...

Y,() = cx + da® -+ ...

@ o ¢ 4 o s s e 6 o s s s o

Due rami — p. es. y,, y, — potranno avere un contatto
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e

d’un certo ordine, coincidendo i primi coefficienti dei relativi
sviluppi:

«=c¢, b=d,...;

in tal caso si dice che i due rami, aventi comuni le parabole
osculatrici fino all’ordine ¢ incluso, hanno in comune (oltre 0)
@ punti infinitemente vicint successivi ad esso. Ma, per s assai
elevato, si troveranno certo due termini in 25+! con coeffi-
cienti distinti.

Determiniamo s in guisa che due qualsiansi fra i rami
Yy Yx abbiano al pitt s punti comuni suceessivi all’ovigine 0,
e che esistano effettivamente due rami aventi un contatto
(’ordine s (ciod (s—-1)-punto); si dird allora che il punto
multiplo O & una singolarite di specie s per la curva f. Per
un punto multiplo ordinerio, a tangenti distinte, si ha s=0,
non essendovi aleun contatto fra i rami lineari.

Per rappresentare convenientemente la curva f mnell’in-
torno del punto multiplo O di specie s, conviene tener conto
di un ordine ’approssimazione abbastanza elevato in cui la
rva puo essere sostituite da r parabole &’ ordine > s oscula-
trict ai rami di f. Tali parabole sono tutte distinte I’ una dal-
I"altra ed hanno fra loro i medesimi contatti che i rami di 7.

Ora la singolarita di specie s si pud ritenere costituita
da punti multipli infinitamente vicini ad 0, swccedentisi sui
rami lineari per 0. Se un ramo y, ¢ tangente ad altri », — 1,
il punto O, infinitamente vicino ad O sulla tangente al detto
ramo, si deve ritenere come multiplo d’ordine », (r, <r); se
poi lo stesso ramo ha un contatto 3-punto con altri r, —1
rami, il punto 0,, che succede ad O, su questi rami (o sulla
parabola di 2° ordine osculatrice), deve ritenersi come r,-plo
per f (r, =<7, e cosi via.

La locuzione relativa ai punti multipli infinitamente vicini
si giustifiea ugualmente sotto 1’aspetto geometrico ed anali-
tico in base alle osservazioni seguenti:

1) Se la curva f possiede dei punti multipli infinita-
mente vicini 0, 0, 0,,..., d’ordine », r,, 7,,...., succedentisi
sopra un ramo lineare (o sopra una parabola osculatrice) ogni
curva che passi (semplicemente) per O ha ivi » intersezioni
riunite con f; ogni earva che passi per 00, ha ivi riunite » 41,
intersezioni; ogni curva per 00,0, ha riunite r 41, 41,
intersezioni, ecc. '

F. ENRIQUES - II.

B
w
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2) Il passaggio per i punti O, 0,, 0,.... si traduce in

r(r+1) o, +1)  r(r,+41)
) ’ ’ ) S

ad

S

condizioni lineari per i coefficienti di f.
Anzitutto sappiamo che, per una curva f, il possesso di
r(r + 1)
2
zioni, dovendo il polinomio f cominciare coi termini di grado »:

un punto »-plo nell’origine O si traduce in condi-

F=1(@g) + Frri@y) - s

" Ora se si vuole che ogni curva tangente a una retta per O,
per esempio all’asse y =0, abbia » +r, intersezioni riunite
con f, & necessario e sufficiente che f si riduca di grado » 417,
in » quando si pone successivamente

y=0, y=27%, y=2o..y==a";

r(r, +1)

2

onde si ottengono appunto altre condizioni. Bd é

chiaro come il ragionamento si prosegua.

Le suddette condizioni relative ad O,, O,.... (lineari nei
coefficienti di f), si lasciano esprimere semplicemente come
condizioni differenziali che, come vedremo piit tardi, appaiono
anche quali condizioni limiti di quelle relative alla esistenza
di un punto #-plo che s’avvicina ad O nella direzione 00,,
e poi di un punto »,-plo che si avvicina ad O, sopra la para-
bola di second’ ordine 00,0,, e cosi di seguito.

Per scrivere le condizioni differenziali anzidette conviene
muovere dall’ osservazione seguente: se la curva flvy) =0
possiede, rianite nell’ origine, i intersezioni eon una parabola
Yy =), si annullano insieme ad [ i differenziali successivi
af, &*f,...d'f caleolati -sopra la curve p. Infatti, si designi
con y P’ordinata del punto di ¢ che ha come ascissa z, e si
designino con g, le ordinate dei punti di f che hanno la
medesima ascissa; il numero delle intersezioni di f e ¢ & dato
(L. 3° § 12) dall’ordine di infinitesimo del prodotto

I (Q/ - ?/kl)i

cioé dall’ordine di infinitesimo della funzione f(vy) calcolata
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sopra la parabola ¢. Si dovranno dunque annullare i differen-
ziali sucecessivi di f, ealcolati nell’ipotesi che y sia funzione
di . y=1o(2); cosl otteniamo:

(If—af %(lu——(}
dj_a fd’e*—l—~§§duh/-l 7411/ 4- %d"l—()
e T
Y=50), TL=5"0);

Svilupperemo pilt avanti il caleolo delle condizioni diffe-
renziali a cui conduce il procedimento sopra accennato. Qui
occorre avvertire che codeste condizioni, come la proprietd
geometfrica 1) di cui sono la traduzione analitica, corri-
spondono non soltanto a curve f costituite di rami lineari
¢ possedenti i punti multipli successivi 0,, 0,.... secondo la
definizione data innanzi, bensl anche a curve f possedenti
ami non lineari, sebbene il primo ecaso appaia da questo
punto di vista il caso generale. Pertanto si estende qui natu-
almente la definizione data dei punti multipli infinitamente
vicini suecedentisi su rami lineari: si dird che la f possiede
i punti suceessivi: 0, 0, Q,,.... con le molteplicita », »,, 7,,....
quando tutte le parabole passanti per 00, hanno » + 7, inter-
sezioni con f riunite in O, tutte le parabole per 00,0, hanno
r —-r, - r, intersezioni, ecec.

Questa definizione pitt generale si accorderd anche con
quella che avremo luogo di sviluppare in seguito, indipen-
dentemente dalla restrizione che i punti 0,0,... sucecedano

~ad O sopra un ramo lineare, basandoci sull’analisi dei rami
d’ordine superiore.

Osservasione. Conviene rilevare esplicitamente che la defi-
nizione dei punti multipli sueccessivi 0,,.0,,.... ¢ subordinata
per ciascuno alla condizione che il precedente o i precedenti
sieno gia riconosciuti possedere la molteplicitd assegnata.
Cosl p. es. quando si dice che la f possiede un punto triplo
ed un punto doppio infinitamente vicini 0, O,, si pongono
dapprima sei condizioni per O e poi altre tre relative ad O,
il cui valore ¢ subordinato ad essere O un punto triplo per f.
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~ Pitt precisamente si avverta che: Le condizioni perché f abbia
in O un punto triplo possono essere soddisfatte in senso largo
e in senso stretto. Hsse sono soddisfatte in senso largo, se
ogni retta o curva per O ha ivi riunite «lmeno 3 intersezioni
con f, cioé O & triplo o quadruplo ece. per f; sono verifi-
cate in senso stretto se le rette (o curve) passanti (sempli-
cemente) per O hanno in generale con f soltanto 3 intersezioni
ivi riunite. Ora quando si scrivono le sei condizioni espri-
menti che f possiede O come punto triplo, o — come si dice —
quando &’ impone ad f di possedere in O la molteplicita vir-
tuale 3, le suddette condizioni portano che la moltéplicita
effettiva di f in O sia = 3, nulla assicurandoci che esse deb-
bano essere verificate in senso stretto, in guisa che codesta
molteplicitd effettiva sia proprio 3. ‘

Pertanto se la f a cui si & imposto in O la molteplicitd
(virtuale) 3, viene ancora sottoposta alla condizione di pos-
sedere in O, la molteplicith (virtuale) 2, accade che:

1) se la molteplicita di O per f-é& effettivamente 3, il
punto O, risultera doppio almeno per f;

2) ma, se p. es. la f acquista in O un punto 4-plo, le
nostre condizioni esprimeranno soltanto che 0, appartiene
semplicemente ad f, giacché la singolarite costituitea da wun
punto 4-plo O colle tangente 00, é un caso particolare di quella
costituita da O 3-plo seguito da O, 2-plo.

Quest’ osservazione vale a chiarire il senso della defini-
zione data dei punti multipli infinitamente vicini e la distin-
zione fra molteplicite effettive, alle quali ci si riferisce di regola
nel discorso geometrico, e molteplicitas virtuali, quali risultano
definite per mezzo delle condizioni differenziali o algebriche,
ove non si aggiunga esplicitamente 1’ipotesi che tali condi-
zioni debbano essere soddisfatte in senso stretto, cioé che
- alle equazioni date si accompagni una ineguaglianza esclu-
dente molteplicitd superiori.

Ritornando dopo questi chiarimenti alla definizione gene-
rale data innanzi, giova distinguere punti multipli infinita-
mente viciné ad un punto (proprio) O, appartenenti ai sucoes-
sivi intorni @ ordine 1, 2....s. I punti 0,, 0,,.... dell’ intorno del
1’ ordine sono caratterizzati dalle rette 00,, 00,...., tangenti
" prinecipali ad f in O; designando con 7,, 7,.... le molteplicitd
di questi punti supposte =1 (cioé includendo anche i punti
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semplici di f appartenenti al detto intorno), si ha
Y0y . =1

I punti, sempliei o multipli, di f appartenenti all’intorno del -
2° ordine (su rami lineari) si troveranno su parabole per 00,
o per 00, ecc.; essi potranno designarsi rispettivamente con

O,y Opgeees; Ogy Oppuis v v v v o
¢ le loro molteplicita con

] . Tiry Tiaeered Tapy Togeres) o coe v u s
Si avra allora
T+, el =17,

Tyy A= Ty - e =17,

® o o o o e o o e s o o

In generale, nel caso delle singolarita costituite di ramé
lineari, la somma delle molteplicita des punti di f che apparten-
gono all’ intorno @ ordine I, e sono infinitamente vicini ad un
punto multiplo Oy, &’ ordine y, vale r, perché ci sono proprio 7
parabole ((’ordine = h) osculatrici ad f passanti per Os.

4. Punti doppi successivi: tacnodo e cuspide di seconda
specie. — Illustriamo le cose dette innanzi riferendoci ad un
semplice esempio. Si tratti di determinare le condizioni perché
una curva f possegga un certo numero di punti doppi infini-
tamente vicini 0, O,,... seguentisi sopra un ramo lineare.
Anzitutto, se 0 & un doppio per f, si deve avere nel punto:

of _of _

3o gy =0

f:()y

e quindi, se O cade nell’origine:

=, %+ a, Y + @, Y + @, T - ..ot

Aggiungasi la condizione che f possegga un punto doppio O,
L. . ) . ’ ,
vicino ad O nella direzione '—',zy, p. es. sull’asse @y =0.
dx

Per esprimere tale ipotesi dovremo scrivere che le parabole
tangenti alla direzione 3 hanno 4, anziché 2, intersezioni

con f.
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A tale scopo, indicando con y, la derivata seconda it
az?
relativa a una pambola generica, dovremo porre in f(xy)
Y =;9,2° e annullare identicamente rispetto ad ¥, i termini
-d

di grado 2 e 3 nello sviluppo: .

2
Jlvy) = f(m, (/)2 % ) = 5% -y, Yo g3 - @, 0% 4 @y, IL; T s

si troverd dunque
¢y =0, a,=0,

a,,=20.

- Queste condizioni si ottengono anche annullando, per y, qua-
lunque, le derivate seconde e terze di f calcolate sopra una
parabola generica tangente all’asse z; le quali — tenuto conto

che 8]_” =0 of =0 — si serivono

o Ty
. f
—9
jz—“ayz
OF g O
js %ﬁ’*‘3amay./u

onde si trae:

B o 3 _
w* 7 dxdy
2

A =0

Dalle condizioni precedenti appare che: lu singolaritd costi-
tuite da due punti doppt infinitamente viciné sé deduce come
caso particolare delle cuspide, quando s’ imponga alla curva di
avere un contatto quadripunto colla tangente.

Infatti, se il punto doppio attribuito ad f in O deve
essere una cuspide tangente all’ asse z, bisogna che sia:

oo ¥° -, 2Y + ¢,y = Y,
ossia
Uy =a,, =0;

e se si vuole che codesto asse abbia con f un contatto quadri-
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punto, anziehé tripunto, si deve scrivere:
a,,=0.

Che cosa diremo ora dei rami della curva f nel punto O?

In generale, quando la f possiede in O un nodo, vi sono
due rami toccati da due diverse tangenti y = y'z: per deter-
minare % si pone y =y, nel polinomio f(xy) e si cercano i
valori o di y, per cui si annulla il coefficiente di 2

%) Gyo 0 Y, + €y, =0.

Il trinomio che cosi viene annullato € — a meno di un coffi-
ciente numerico — la dervivata seconda della funzione iden-
ticamente nulla f(z, y(x)), che viene espressa da

o f o f 2f
- 2 > —= Y, =0,
o? -+ oz dy Yt oy® Y =0

Dopo cio si porra

’ Y,
g/:ya;—i—";*rc?

e si determinerd il valore 4" di g, di guisa che la parabola
cosi definita risulti osculatrice ad f; a tale scopo occorrera

annullare il coefficiente di 2* nello sviluppo di f(:v, Y —}—'lgz.'v?),

e si troverd cosi I’equazione lineare in 1,
VR (7 ’ ,2 /3
) GooY —+ 5 | Yy (g -0, Y Y 0y )= 0
-~ N

che determina ¥".
La quale equazione si ottiene ugualmente annullando la
derivata terza f(z, y(x)), eioé ponendo

R I A e
fs‘—'(a,i_l_y ay"i_?/ ‘9_’,7)702—0 ()

Supponiamo ora che il punto doppio, O, di f diventi una
cuspide il che porta che ¥y sia radice doppia dell’equazione z);

() L’ espressione generale delle derivate suceessive della funzione
f(x, y(x)) si troverd nel Cap. IIL; gli sviluppi di questo paragrafo, ravvi-
cinati a quelle formule, ne porgono una facile esemplificazione.
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per semplicita di discorso pongasi 3= 0. Allora 1’ equazione 3)
a cui soddisfa y” diventa impossibile (corrispondendo a y”=c<)
poiché

0
57/

.

fo=0,

I.OI —

SR (]
gy =
-

almeno se non si annulla insieme il termine noto della §),
che & f, =a,,, ciod finché si rimane nel caso della cuspide
ordinaria. Si deduce che in tal caso i due rami del nodo si
" confondono in un unico ramo del second’ordine, d’accordo
con la circostanza gid osservata nel L. 1° § 11, cheé altri-
menti la f dovrebbe aver quatblo intersezioni con Ia tangente
cuspidale.

Quando sia invece «,, =0, cioé il punto O, nella dire-
zione y' diventi doppio per f, I’equazione B) svanisce identi-
camente: tutte le eurve tangenti alla retta y —y'x avranno
quattro .intersézioni riunite con la f e, serivendo che la
parabola ' o

y=yz+Le

ha cinque intersezioni con la f, si ottiene una equazione di
a*y
W’
cioé i due valori di y” corrispondenti a due rami di f tan-
genti alla retta y = y'z. Per y'=0, I’anzidetta equazione a
cui soddisfa y” si serive

secondo grado in y, che ha per radice due valori di y'=

) g (%)+an”3+ao—0

*accordo coll’espresssione della derivata quarta di f(z, y(2)).
Ora se la v) possiede due radici distinte, cioé se il diseri-
minante
a,* —4a,,¢,,F0,

la singolarita costituita dai due punti doppi infinitamente
vieini 00, consta di due ramé tangenti che vengono appros-
. . ‘ - Y’
simati dalle due parabole osculatriei y:-—(/)—
golaritd dicesi tacnodo. -

Per ciascun ramo si possono determmare le successive

2*: una tale sin-
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parabole osculatrici, cioé i coefficienti dello sviluppo di
Mac-Laurin che vengono porti dalle derivate successive:
v Ay A . . . . .

Y"'=5ewi & cl0 st perviene, sia serivendo la condizione

perché una parabola

,lll N 2
g/:%m"—{—g%rvg

abbia 6 intersezioni con f, sia calcolando la derivata f; che
contiene linearmente y"’

Il coeﬂimente di y, nella equazione predetm vien dato .
dalla 5);— J,, e perd si annulla quando la y) possegga una radice

doppia: se cid accade senza che 1’equazione in y, svanisca
identicamente (f, ==0), allora i due rami del tacnodo tornano
a confondersi in un unico ramo del second’ ordine, che costi-
tuisce la cosidetta cuspide di seconda specie. A sua volta la
cuspide di seconda specie si riduce alla singolaritd, detta
tacnodo di seconda specie o oscnodo, che viene costituita da
due rami lineari con contatto tripunto, quando la radice
doppia ¥” di f(y")=0 aunulli anche f,. Cosi seguitando si
puo riconoscere che:

La singolarite costitwita da s >1 punti doppi successivi
ad 0, sopra un ramo lineare, & in generale un tacnodo di
specie s costituito de due rami lineari che hanno un contatto
@ ordine s. Il tacnodo di specie s ha come caso particolare la
cuspide di specie s per cui i due rami lineari si confondono
in un unico ramo del second’ ordine; e queste @ sue voltw
ammette come caso particolare il tacnodo di specie s - 1.

5. Rami di second’ ordine. — Vogliamo ora estendere
I’analisi delle singolarita, svolta innanzi pel caso dei rami
lineari, in guisa da comprendere singolaritd di qualsiasi natura.
A tale scopo conviene studiare in modo approfondito i rami
d’ordine >1 o superlineari, e discutere il problema delle
intersezioni o dei contatti che essi possono presentare.

Consideriamo dapprima un ramo del 2° ordine, che abbia
la sua origine nell’origine delle coordinate, e suppongasi che
sia a,s+lfvs+5 il primo termine della serie il cui esponente &
efféttivamente fratto; per assi generici sard s=>1, e la serie
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assumera in generale la forma
e A
1) Yy=a,%+ a,8° + oo + @05 + @5, T 2 4 @5, - L,

dove

N

=0, a;, 0,

mentre @,,.... @5, @sy,.... Possono anche esser nulli.
Intersechiamo il ramo 1) col ramo lineare

2) y:alx—i—ang—i—.“.—{—aim_"ﬂ? by @ 4,

dove i primi i coefficienti sono i medesimi che per la serie 1),
mentre lo (i + 1)-mo coefficiente ha un valore qualunque.
Facciamo una dopo 1’altra le due ipotesi seguenti:
1% ipotesi: i < 8 (@y, F= by ).
I due valori di y essendo designati con

8+

Y, =, %+ oo + 2 a5 v %A
s §+

Yo =, %+ vee + s 0° — a5, 2 4.,

si debbono cercare (cfr. L. 3°, § 12) i valori di . per cui il
prodotto

3) : Y, — Py, —y)=0.

Nell’equazione resultante 3) il primo membro & una serie
procedente per le potenze intere di %, la quale si ottiene
come prodotto delle due serie:

. 8 )
(@ — by )™ s+, v 2 — by 25 4,

' 8+
oi-4-1 o Y " i
(@ — by ) 4 i — @, 2 — b

Percio il termine di grado pitt basso che comparisca nella 3) &

((&H-{ 2+i) ,v~z+2.

si deduce che i rami 1) 2) hanno 2¢-+ 2 intersezioni riunite

(per © =0) essendo 2¢ + 2 I’ ordine di infinitesimo del prodotto.
Facendo successivamente
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si ha che il ramo 1) ha 2 intersezioni riunite in O con ogni
ramo lineare 2) che passi solo per la sua -origine O; esso ha
altre 2 intersezioni, ivi riunite, se ¢=—1; ancora altre 2
se i=2, e cosi via finché i =s— 1. Cio si esprime dicendo
che il ramo 1) possiede s — 1 punti doppi (O, ...0,_,) infinita-
mente viciné ad O e succedentisi sopra ¢l ramo lineare

Y=, 4 @ + oo 4 5 T,

2% ipotesi: i = s.
Caleoliamo ancora il termine di grado pilt basso nella
serie procedente per le potenze intere di 2 che resulta dal
prodotto

3) W — Py, —B).
Questo termine & in ogni caso
_ (02“_1 25+t

I rami 1) 2) hanno dunque 2s+ 1 intersezioni riunite [qua-
lunque sieno del resto i coefficienti dello svilappo 2) dopo
lo (s+ 1)-mo]. B quindi si pud dire che allo (s —1)-mo punto
doppio O,_,, successivo ad O sopra il ramo 1), succede un
s-mo punto, O;, semplice pel ramo stesso, cid che si esprime
dicendo che il ramo 1) & di specie s — 1.

Ma rileviamo una conseguenza che dice qualeosa di nuovo.
Un ramo lineare qualsiasi che passi per tutti i punti doppi
del ramo 1) infinitamente vicini ad O e per il successivo punto
semplice, non pudo mai avere un contatto ulteriore col secondo
ramo indicato, ¢ioé non pud passare per un (s + 1)-mo punto,
0Os..,, Successivo ad. O.

Quest’ultima conclusione ha un aspetto paradossale. Infatti
si affaceia naturalmente la domanda: che cosa succede di una
curva cui §’imponga un contatto superiore col ramo 1), ciod
che si costringa a soddisfare la condizione differenziale espri-
mente il passaggio per un (s -+ 1)-mo punto O,,, di 1), sue-
cessivo ad O?

La risposta che risolve il paradosso & la seguente: una
curva la quale abbia un contatto piv che (2s-+ 1)-punto col
ramo 1) di specie s — 1, possiede un punto doppio (o multiplo).
Ma di una curva o di un ramo di curva siffatto non si puo
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ancor dire che « passa propriamente per un punto Osy, suc-
cessivo ad O; sul ramo 1) ». '

Infatti se una curva f (d’ordine assai elevato) possiede
come punti doppi O, 0,,...0,_, (i <<s—1) e passa semplice-
mente per 0;...0;, questa f avra col ramo 1)

HA25—1)+1

intersezioni e si comporra — in generale — di due rami
lineari, uno dei quali passera per 00,...0; e 1'altro per
00,....0,_, e non per 0,. Se ora la f suddetta viene assogget-
tata ulteriormente ad wne nuova condizione, esprimente che
essa abbia col ramo 1) un contatto i -+ 2(s — 7) + 2{-punto,
tale condizione porta che le parabole d’ordine ¢+ 1, oscula-
trici ai due rami di f, coincidano e quindi che 0., , divenga
doppio per f, assorbendo cosi 4 intersezioni col ramo 1) in
lnogo di 2; invero se O,,, restasse semplice per f, i due rami
lineari della curva si confouderebbero in un ramo di 2° ordine
e questo dovrebbe passare ancora per O..,...(i -2 <s),
mentre — per quanto abbiamo gia veduto — un ramo del
2° ordine di specie ¢ (con ¢+ 1 punti doppi successivi) non
puo avere piut che 2(¢ +1) 41 intersezioni con un ramo lineare,
come quello cui appartengono 00,...0,4,. La f acquistando
dunque in 0, , un punto doppio e restando composta di due
rami lineari distinti, la condizione che esprimeva prima il
suo passaggio per il punto O, resta orva soddisfatta émpro-
priamente; uno dei rami lineari di f passerd per 00,....0,,,,
I’altro anche per 0, ...0,_,, ma in generale nessun ramo
di 1 passera propriamente per O, [cid che farebbe crescere
di un’altra unita le intersezioni col ramo 1)].

Suppongasi invece ¢ =s — 1, cioé si consideri una gene-
rica curva f assoggettata ad av ele come punti doppi tubti
gli s punti doppi, 00,...0,_,, del ramo 1), ed inoltre a pas-
sare semplicemente per il punto semplice O;. In questo caso
la f si comporrd — in generale — di due rami lineari, uno
passante per 00,....0; e ’altro per 00,....0,_, e non per Oy;
essa avra con 1) precisamente 4s -1 intersezioni. Se quindi
s’impone alla f suddetta una nuova condizione di contatto
col ramo 1), questa si esprimera ancora facendo coincidere
le parabole (d’ordine s osculatrici ai due rami della f stessa;
allora non accadra — in generale — che f acquisti O, come
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punto doppio, cioé che i due rami (restando separati) ven-
gano a passare per O;, bensi i due rami di f si confonde-
ranno in un ramo del 2° ordine

5) PJ=a,® ~+ . 4 ;0 +- bx‘HrcsAF‘-’ 4 Doy @

passante doppiamente per 00,....0,_, e semplicemente per O;;
soltanto per una condizione ulteriore una curva f possedente
tale singolaritd acquista O; come punto doppio, dando luogo
a due rami lineari distinti (cfr. § 4).

Infatti si verifica che il ramo 5) ha con 1) appunto 45+ 2
intersezioni (e non di pit se b’ , = ).

A tale scopo si dls‘omguono i due valou di 9 corrispon-
denti a un dato x:

1
_ Ly
U=, % 4 . + ;8" + o @ 24 b 2 4.
- 1 N
. 5
Po =, % - eeee + 0" — Do @ 24 Doy, a5 4L

I’ equazione che da le intersezioni dei rami 1) 5) sara

6) W, — 7)1, — 7.5 — §)Ws — §) =0,

dove il primo membro risulta una serie procedente per le
potenze intere di =.

In questa serie noi dobbiamo valutare il termine di grado
pitt basso che &

2 2 2 ds—+2
(e s+1 T b s—l~1) v 9

resta cosl provato che 1”equazione 6) possiede la radice =0
coll’ordine di molteplicitd 4s 4+ 2. c. d. d.

Soltanto nel caso particolare «;,, ==0b,,,, I’ anzidetto
termine sparisce e si ha come termine di grado pilt basso
nella 6): .
— 4 (@, — b))t

sicch®é i rami 1) 5) vengono ad avere (una intersezione - di
pitt ciod) 4s - 3 intersezioni, finché -

Bs.vs F= Dsopss
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mentre il numero delle intersezioni cresce ancora di una
unitd se @z, =bsy,, € cosi di seguito.

I resultati a cui siamo pervenuti si esprimono assai chia-
ramente col linguaggio dei punti infinitamente vicini, dicendo:

Sopra un ramo di second’ordine e di specie s — 1, si
hanno s — 1 punti doppi 0, 0,,....0,_, successivi all’origine O,
e poi dei punti semplici O, O, ,, Osy,....; il secondo punto
semplice Oy, ¢ satellite del primo Oy, per modo che ogni ramo
di-2° ordine passante propriamente per O, (cio& per 00,....0;)
passa in conseguenza anche per O,,, , mentre le condizioni
ulteriori di passaggio per O;,,, O;,,.. sono indipendenti
I’una dall’ altra.

Inoltre abbiam visto che un ramo di una curva f, il quale
passi propriamente per 00,...0,0;,,, & necessariamente di
2¢ ordine o d’ordine v >~ 2. Si verifichera poi che effettiva-
mente anche ogni ramo ('ordine v > 2 passante sempli-
cemente per O; passa in conseguenza per O,,, (ma non
per O, ,....).

Intanto possiamo foggiare una rappresentazione schema-
tica dei rami di 2° ordine, atta a porre in evidenza i resul-
tati stabiliti. Per spiegare chiaramente la cosa, prendiamo le
mosse dal rami lineari. '

I punti successivi di un ramo lineare possono rappre-
sentarsi (vedi figura) come estremi di avehi uguali apparte-

0

fed

0

nenti ad una eurva continua senza angoli, o come estremi
di segmenti sufficientemente piccoli di lunghezza invaria-
bile, costituenti una poligonale (iscritta) ad angoli ottusi;
la costanza degli archi o segmenti & d’accordo con la con-
venzione per cui il differenziale dell’arco ¢ si assume indi-
pendente da ¢ quando ci si riferisca alla rappresentazione
parametrica della curva x=—2(t), y = y(¢).

Ora per rappresentare un ramo del second’ ordine con
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s — 1 punti doppi successivi ad O potremo valerci (vedi
figura) di una curva ad angolo, o di una poligonale formata
di segmenti successivi '
uguali, in cui si tro-
vino due segmenti
0,-,0s, Os Os4, nOD
pit ad angolo ottuso
ma ad angolo retto.
Questo schema mette
in evidenza che il ramo
di second’ordine puod
avere fino ad s punti
sucecessivi ad O comuni
a un ramo lineare, ma
non pud averne s - 1. Inoltre esso lascia vedere che tutti i
rami di second’ordine aventi a comune gli s punti doppi
00,...0,_, e il primo punto semplice O; (che figura nel ver-
tice dell’ angolo retto), hanno necessariamente a comune anche
il punto semplice successivo O;,,.

Vedremo piu tardi come lo schema precedente si gene-
ralizzi in guisa da fornire la rappresentazione di un ramo
qualsiasi. Fin d’ora diciamo che un ramo del 3° ordine di
specie s — 1, sard rappresentato dalla fignra qui accanto, dove

' il punto O, si trova
Oy 0 sulla retta 0,0, per-
pendicolare ed O,_, O;.
Ora lo schema sugge-
risce la possibilitd di
ulteriori complicazioni,
dove s’immaginino
rami che si ripiegano
successivamente pitt volte ad angolo retto. Vedremo difatti
che la teoria dei rami superlineari & capace effettivamente
di tanta ricchezza di casi, e che questi trovano nello schema
accennato adeguata rappresentazione.

Il caso particolare dei rami di 2° ordine, & stato da moi
trattato a parte per preparare le menti a comprendere la
teoria generale dei rami superlineari, dove taluni punti (sem-
plici o multipli) successivi all’origine vengono seguiti da
gruppi di punti satelliti, con molteplicitd dipendenti da quelle
dei punti precedenti.




3)

352 o LIBRO QUARTO

6. Rami superlineari: loro intersezioni. — Due rami «(’or-
dine v, p aventi in comune I’origine O, hanno in generale |~
intersezioni assorbite in O; non ve n’¢ di piu se i due rami
hanno diversa tangente (cfr. L. 3°, § 12). Supponiamo invece
che i due rami abbiano anche la medesima tangente ; vogliamo

“cercare quante sono, in generale, le loro intersezioni.

Preso O come origine delle coordinate, scriveremo le
equazioni dei due rami sotto la forma seguente:

v+v' v+

1) y=ar+4ax’ +a,x 7 4.,
(=0, a,7+0, a,50...)

l—'-+l-", l—‘4+l»'~’+l-"" :
2) =br+ b * + ba:r N

(b=a, bI:i:(), b =+0....).
Per un dato valore della z, nell’intorno di v=0, si
avranno v valori di y: :

. v v+ ) . vy Y ARV
27 =1 Pats N r _— .
Vax’ 4e ooaw Y

(r=0, 1,.. v—1),

1') Y= ax +e

e 1 valori di #:
" Y p' pp L p m pHpp”
ot —m — ont

2y Yp—=ar—+e " ba P 4e ¥ bzx P4
(m=0, 1,u. p—1).

I’equazione resultante che fornisce le intersezioni dei
due. rami 1) 2) é:

r[;ln(?/r ?/m)——(yo ./0 ----(?/0 :’7;1.——1)"" (?/v—l—'ﬂo)"“(yv—l_ ?_/p.—l) =0.

Il primo membro di questa, 1I(y,, — 4,,), & una funzione
simmetrica delle ¥,, ¥,y....9,_q, € delle o, F,,..e¥y 1, © percio
riesce una funzione regolare di %, sviluppabile in una serie pro-
cedente per le potenze intere della x stessa..Si pud calcolare
codesta serie facendo il prodotto delle pv serie ottenute sot-
traendo la 2) dalla 1').



CAPITOLO 1 353

Si tratta per noi di calcolare il termine di grado pilt
basso in @, che c¢’indica la molteplicitd della radice x =0 per
I’equazione resultante 3).

Ora, se v ==p'v, codesto termine sard

LV ,
2mi PO+ 4v=1)  pv  (v+v)p niy'(v—1)  pv (v

e a, —e a, ,
oppure ‘
mivp/(p—1) v (v
, € b, = ’
secondoche

' < plv, ossia 1'<‘—”1
’ y no

. ‘1’ ]
' > p'v, ciod 5> %;
€sso sard invece
\’,

. ,
ani 2.—.@'—.m 1(v+v')
Ola,e —be F |.x =

rym
v/ L
2ng— 1 2ng—m v(-+1)
=Mla,e ¥ —be * |2
r,m

qualora
. V' r
w'=np'v, ossin —= L
\) p

Concludiamo pertanto che:

I due rami 1) 2), aventi la medesima tangente, posseg-
gono in ‘generale, oltve le v inlersezioni assorbite dall’origine
comune O, ancora un contatio equivalente a tante intersezionts
quante sono le unita contenute mel piv piccolo fra i due
numeri pv' e wv; nel caso particolare

! r
W' =p'v (V— = 9’—) ’
A o

si ha un contatto superiore a pv' soltanto se «,°=7°, desi-

. . . .Y ! !
gnando p il minimo denominatore delle frazioni 7=%:%.
Infatti vi sono allora dei valovi di r, m per cui

’ ’
.Y .
2 — 1 271:ii—~m
v
ace =D,e ,

F. ENRIQUES - II. 23
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ossia

omd 4 (m—7)
a,=Dhe H

in questo caso, dopo un certo numero di giri della variabile
complessa & intorno a £ =0, la -

v+

y=ar+a,x "’
si cambia nella

!

ol
y=br + b " (b =ua)

sicech® i primi termini dei due rami 1) e 2) danno una mede-
sima funzione polidroma a p valori; potremo esprimere cio
dicendo che i gruppi di coefficienti (aa,) e (bb,) sono equiva-
lenti, e seriveremo (a«,) = (bd,).

Supponiamo dunque

i ! "
p.‘}' - [,!,"/, cloe —— -‘i (: e )
w
e contemporaneamente
? P
a’ =5, ciod a,=Dhe

e cerchiamo, in questo caso, il numero delle intersezioni dei
rami 1) 2).
Riprendiamo a considerare il prodotto

per ottenere il termine di grado pitt basso in =, bisognerd
moltiplicare i termini di grado pilt basso (non nulli) che com-
pariscono effettivamente negli sviluppi delle differenze

Ypr — ?7m .
Ora, tenendo conto che : -

14-P =ty _ptp
g v B

il termine pitt basso nello sviluppo di 7, — 7,, &

' 4 /

1) e r 2 € m 14 e
e f a,—e¢ ? bz P ,
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se

/ P’ .
fﬂ:ia r . 2wi—m
¢ ?a,—e P b0
essendo

’
2TE =Py
a, — bie e

¢id accade se

r=zm—+p, (mod. p).
Le differenze ¥, — ¥,, per cui si ha invece

r=m-+p, (mod. p)

contengono come termine di grado piu basso

NV gy

2T r
ae YV oxw V.
oppure
A " /. "
2ﬂ-ip—+P' m BRI
b,e B B
secondoché )
’ " ’ " 4 ”
v +v +p . Y
— < bR , €ioé — <C P'—,
/. P ) B
o all’ opposto
’ ” ’ ” rr "
vy +v -+ . v
g A , cioé — li;
v M v o

i due termini hanno invece lo stesso grado se

Il numero delle differenze suddette ¥, — 7,, per cui

r=m-9p, . (mod. »)
¢ precisamente
. e VR
—=pP- =,
4 ve
. e —S essendo rispettivamente i massimi comuni divisori di v, v’
e dip, .

Infatti la congruenza

r=m-p, (mod. 9),
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dove :
r=0, 1,...v—1; m=0, 1,..p. —1,

v . PO . " .
ammette - soluzioni in corrispondenza a ciascuno dei p va-

lori di m.
Pertanto il termine di grado piu basso nel prodotto
[1( Yr—1m) sard in generale di grado

(w,_!ﬂ)wrv pov VAV

, . "
‘ =pv4-pv 4 %
oppure di grado o
W
secondoché
. V" IJ'"
v TR
oppure
‘I" - ].L" .
. v
Ma la diseguaglianza
) v
v T
equivale a
v B < v
o Mo

sicche, ricordando che per 1potes1 py - v =pv 4 'y, si puo
dire che
Nel caso %—_—% , (aa,)) = (bbi), il numero delle intersezioni
dei due rams 1) 2) supera in generale pv -+ pv' =pv - p'v, del
Pite piceolo fra i due numeri
" "o
AN "ﬁ_,
4 p
e designando — come si & detto — i massimi comuni
divisori rispettivamente di p, p' e di v, V. '
Si ha fra i due rami un contatto ulteriore soltanto se

py'' vt
—_—=

g e
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¢ contemporaneamente
(ea, a,) = (bb,b,),

ciod se i due rami

vV v-+Vv pp e

a—+a,x’ +ax ¥ e bx+dbaxt" +bax P

costituiscono una medesima funzione polidroma a pp, valori,
dove si designi con p, il minimo denominatore delle frazioni

Infatti I’equivalenza dei rami a.nz1dett1 porta r anntrllamento
di qualeuno dei fattori .=~ . - -

Coyy R A
212 r 'ZTE'LP! B

v
ae 7. —bye

che entrano nel coefficiente di

v " . n”
p.v+p.v’+ aid YA w
@ P =z e
per

rEm4p, - , (mod. p).

Per valutare quante intersezioni aumentino in’questo caso
seriviamo
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si avrd
. VY4 . I+ n
2ne vy *r 2T Ll m
ae Y —be PF =
/ 1 ! " 3
- ong (E -+ P )r o2ng (E -+ e )(m——r)
—e P PPy a,— b, e P PP .o
Ora, posto S
' m—r=p, +47,

se

4 "
: and (P— -+ f )(m—r)
a,—b,e ¥

o
2 e

si annulla per un certo valore di

m—r=5u, -+ &97
dove ~ ~
9=Dp, + 4,04

la differenza stessa si annulla sempre e soltanto ove sia

m—r=p, +(p, +4q,p,)0

indicando ¢, un qualsiasi numero intero. Poiché

m=0, l..p—1

r=0, l...v—1,
. [18% . qs .
si hanno o valori di.m — o per cui, oltre a essere
ES

pl
ant — (m — 1)
a,=Dbe °?
& anche _
! "
gm'(i + i’_) (m — 1)
a,="b,e ¥ P ;

risulta cosi che nel prodotto

II (?h- - gm)

——
i

VoY gy
LY . . . s
entrano ‘T fattori per cui & nullo il termine in 2 v
P

s che

V+v’+y/’+v"l

N . . . . T
sard rvimpiazzato generalmente dal termine in 2

op-
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: p -
pure da quello in @ ® , secondocheé
m \/HI

IH IJ' !
< oppure > > o

dunque — nelle ipotesi precedenti — se

A

v T

i due rami 1) 2) avranno un numero &’ intersesioni equale al
pit piceolo fra ¢ due numers

n

‘ % 4w
v _*_ v' + -
. . P 994

IH

Pe,

b

?

Vit v - “ 4+

v . . . o Cog L
dove —‘;—, oo, sono rispettivamente © massimi comuni divisori
74 b

di ', “ (cioé di p, }L, p') e di v, é (cioé di v, v, ¥v"). Un

contatto Pt elevato si avra soltanto se

mn ' . . '/J.”’ ] mn
e quindi W _”—,
v [ PP, 004

\:-
=

€ cdhtemporaneamente

(ae, @,a,) = (b, b,b,)

intersezioni in

e in tali ipotesi si avranno, in generale,
21

pil, designando con p, il minimo denominatore delle frazioni

(ﬂ_ﬂ_ " )
v BeR,0,)

B ormai evidente come si prosegua I’esame nel caso che
da luogo aun contatbo piu elevato fra i due rami 1) e 2). Enun-
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ceremo pertanto il resultato generale a cui si perviene, rica-
pitolando le conclusioni ottenute col seguente

TEOREMA FONDAMENTALE SULLE INTERSEZIONI DI DUR
RAMI:

Sié abbiano (hw rami di ordine v, W, aventi in comune
P origine O:

v+ V-V VoVt y Vv VD
y=azx+azr’ +a,2 ° +..+azx " +as 7 + .,
pep! e NS IRENASEE e
y=br+bx " +bar * 4..+bax W +b . * + iy
dove a; =0, b0’ per i =1, 2....s,

€ suppongasi che sussistano le relazioni sequenti:

' ' o' NG l'_"! . o i p'm . o'

v o PP’

v
J© u® o Yo D
e T =T = ’ ’
M P R M B

oA )
dove &, %, .. designano frazioni ridotte at minimi ter-

it
P P P2
mini, ¢ contemporaneamente

a=>, (aa,)= (D), (aa,a,)= 0b,D,)...(aa,...a;)= bb,...b;).

In questo caso i due rami hanno un numero & interseziont
uguale al pit pzccolo fra ¢ due numeri

‘ P«V P'V’” IJ'V(H-I)
= v —I— w' + 0 -+ 071 + e+ e
P [J.” . Vl‘v’" . : V{.L(H_l)
N=vyp 4+ +— 3 -+ — oo, -+ p__?i""PS—l ’
dove -
[ Pk
e 0" PPy,
e similmente
v v v

gooes

e’ op, PPyenePs—y’ -
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sono ¢ massimé comuni divisori rispettivamente di

’ ron 4 ()
i o, R ppplap
e di
w, o WY, WY e v,
Se anche
(s-+1) (s+1) (s+1)
v P P
_ - b
v w I N

ciascuno dei due numeri A, e X', che risultano wuguali, designa
ancora il numero delle intersezioni fra © due rami, purché
non St

(@, ...@s ) = (0D, .... 0y 4,)

7. Punti multipli successivi appartenenti ad un ramo
superlineare. — Si abbia un ramo @’ordine v(>->1), e di ori-
gine O:

v+v/ vy

1) y=ar+ax "’ +ax ¥ .. (a0, a,F0,..);

cerchiamo il massimo comun divisore di v, v/, eseguendo le
divisioni successive di cui le formule seguenti indicano i
quozienti ed i resti:

V="hv+v,

v="hv,+v,

Vo1 = hc Vs,

. A . . V' o . . . .
Si otterra cosl lo sviluppo di 5 in frazione continua limitata :

Intersechiamo il ramo’ 1) con un altro ramo qualsiasi, d’un
certo ordine | avente la medesima origine e la medesima
tangente :

!

p
2) _ y=ax+bz " +.. (0, F=0).
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Supponiamo '
‘ p'I vl
e si abbia: wotov?
p= hp+-p,
p=hp +p,

iy = Pty =+ gy,
B = Fopp By Ay,
dove

( < g, kﬂq Zi: hi—f-i; .
per conseguenza

’

A .
e h, + .. 1

e 1

Ty 4 — .
- ki+1+..

Distingniamo due ipotesi:
I) i pari e quindi, supposto per fissare le idee %, < ity
1 !

B M i '
_}L—>T/_ ossla v >p,v"

II) ¢ dispari e quindi, supposto sempre k., < M,
}l-' v . ’ '
=< ossia vl <pv.
] v o

Designando con 2 il numero delle intersezioni fra i due
rami 1) e 2) si avra, nelle due ipotesi rispettivamente:
1) A=pv —+pv,
w' = p(hy +v,) = hpy +py,,
v, = (h, 1, + o)V, =Ty 1y vV, =y Yy,
Bo ¥V, = oy vy + Vvy) =iyl Vy -+ 15V,

-----------------

(g Vi—y = Ba(Pgve Vigy) = Rilhe¥s 7 BiVigy

- == ; 3
g Vigg = (Boaeg Prrs + Wipo Vit == Bicts Priks Vs 7 Pis Vi
L}
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e quindi

A= (h -+ 1)‘1,‘/ -+ hl Ry i R T hi [,Li‘)i—i—‘ ki+1 PitiVi+i —!— Pit-o Vit
IT) A=vp 4+ v,
v = (It ) = hvp +wp,,

v, == Ty, Y, = lyv, e, + Vol

----------------------

Vil = (Vs = Vi Yy == T Vlty 4 Vo Py
Vies P = VorBop oy A Pags) = By Vi iy =+ Vi By

e quindi ancora
A= (b= 1) =Ry e vy T Vo iy Vi Bee

Questo resultato si puod esprimere semplicemente dicendo che:
i due rami 1) 2) hanno comuni h—-T, + ... +~n; +E;y, +1
punté infinitamente vicint successivi all’ origine 0, e precisa-
mente: h punti di moltiplicita rispettive v, w; h, punts di mol-
teplicitd v,y 1 ;e Ty punti di molteplicita v, pi; quindi ki,
punti di molteplicit® vy, Py, ed un ultimo punto di molte-
plicite v, per ¢l primo ramo (h;y, >k;,) e di moltepli-
¢itd Py, (=0) per il secondo.

S’intersechi il ramo 1) col ramo 2) lasciando b, arbi-
trario (54=0) e facendo successivamente :

Bl 1 1
P-——vh_l_?" h—}—3,.... h—i—hi_*_l
/ 1
—=T - , - N
I, 4 1 h +1 h, 4+ !
12 73 Y, 41
Y 1
u—"h_‘_hl—i—. 1’ h+74—l—, 1
A — LT
1 )i il
hc—1+§ I°_1+hg’
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si dovra dire che: ' !

Il ramo
| vy
1) y=ar+a,x "’ + .,
dove
v 1
—=h+-— 1
v R S
R [ = - 1
» 'h’c’
v="hv +v,
v=DNly,+v,
Vo—1= Rgvgy (v=1,)

posszede mﬁmtamente vicing all’ or zgme 0

h punti - v—ph, 0’0

h1 punt@ v -ph, O,H_1 Oh+,....0,,,,_h ,

e = e o = & e s e o4 o e s . e e s e e o

h.° puntt ‘lo“p]l, 0h+h1+""+7lc__i i eese Oh_,_hl_'_.....'_hc';

i quali punti possono essere definiti come punm wcce(lentwo
sopra rami, nel modo che segue:

1) I punti O 02...0h0h_H si succedono sop'ra la ttm—
gente al ramo di classe V', cioé sui rami lineari:

y=ar+b2*, y=ax—+ b 2>+ ...,
tangenti alla retta suddetta.

2) La posizione degli I, — 1 punti v-pli successivi
ad Opn,., e del primo punto v,-plo, 05 4, risulta fissata dal-
I’appartenenza ai rami d’ordine ¢t =2, 3..,h, +1:

. aed
y=arx+bax 2, y=ar+bzx 3,..

1
h+4 ——
vy = at + by Mt

i quali rami passano per 00, ....0; colla molteplicitd ¢ mentre
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passano semplicemente per O, , e per ¢-—1 punti successivi
come viene indicato dai simboli

(020,70 047 Oppey Oy
(03 013 --~-0h,3 Oh—H1 Oh+21 0h+31)

e ® o o o o e s e * e ° s s e e e

Jog~+1 hy+1 hy+1 1 1 1)
(0 “ 01 ) '"'Oh 1 0/l+i 0h+2 woes Oh-l—hi—f-i )-

3) La posizione degli n,—1 punti v,-pli, O 45,45+ Onanytny,
e del primo punto v,-plo 0n+hl+n,+1 & plenamente definita
dall’appartenenza a rami per cui

Y et e e —
’ B+ 2 hy 2 B
s hWtg Ry |

la cui molteplicita nei punti suddetti viene posta in evidenza
dai simboli :

2 2 2] 2 2 ES
(070, M.... 0, O0p i, * e Opon,” Onpnyey Oiny-r2t)

3, 31 37 3 3 1 1 1
(O M0, M e 03 O0p i evee Opion® Oy Oneienes 0n+ni+s)

© o o e 2 & s o 8 ® o o e e s 8 e 8 e 6 & o & 2 o & e o s+ e e o 3 s s »

hylhat-1) () hylha+1) Ny(ha+1)
(01 2 01 L2 ""Oh 1ME2 Oh—l—i cene Oh h Oh‘i—hi—l—l .."Oh""‘hi'*‘h)""‘i)

® 4 s s s o e e s s e o ° e e e s s e s s e s s e s e v e e > v e s e e s e e s e e & o

I punti v-pli, 0,0,...0,, e il primo punto v-plo, 0y,
seguentisi sopra una retta, sono punti liberi, suscettibili -di
variare con continuitd ove questa retta si deformi in un
ramo lineare qualsiasi; in questo senso il ramo 1) appare
caso particolare di un ramo

. h+l+¥
1) y=(a+ @)%+ a2 + e + @ 2" +a, S R

del quale si dimostra (e risulterd dallo sviluppo dell’ analisi
seguente) che possiede I punti v-pli ed un punto v,-plo suec-
cedenti all’origine O sopra un ramo lineare (e possiede di
seguito a questi altri punti multipli, come il ramo 1).

Il ramo 1) si deduce da 1') facendo

'

¢, =0, a,,=0... a,;=0,
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e percio si pud dire che i punti liberi del ramo 1) sono deter-
minati, I’uno dopo 1’altro, in rapporto ai valori particolari
a, 0, 0,...0 dei coefficienti dello sviluppo 1').

Invece i successivi punts multiple (o semplics) v,-pli
v,~Pli....v-pli, che seguono ad O sopra il ramo 1), dipendono

v+v/ vy
. . MRS ht14— .
dall’esistenza d’un termine a,2 ¥ = «,x ¥ nello sviluppo

suddetto, ma non dal coefficiente «,(==0) di questo termine,
poiché sono comuni a tutti i rami:

vy

y=ar+bx ¥ + ...

Percio codesti punti devono ritenersi satellité dei precedenti

0,0,...0,,, o, si pud dire, del primo punto v,-plo Oy, (v, <<v),

la cui esistenza — sul ramo d’ordine v — dipende proprio
h.-;-l-c—11

da quella di un termine non nullo in = Y.

La posizione e le molteplicitd dei punti satelliti di 0,
sono definiti — come si & detto — dalla posizione e dalla
molteplicita v, del punto 0, ., su un ramo qualsiasi d’ordine v,
e percio dai valori aritmetici di v, v (v, < V).

Ma i suddetti punti satelliti risultano ugualmente defi-
niti — per quanto concerne la loro posizione — come punti
multipli suceessivi appartenenti a tutti i rami di ordine arbi-

. v
trario . che posseggono O,*, 0, " dove %:7‘; le molte-

plicita dei punti suddetti per questi rami stanno a vv,v,...v;

nella stessa proporzione che p a v. In particolare il ramo

d’ordine minimo che passa (propriamente) per 1’ultimo di

quei punti, 0’”"’1*""""”3’ ha I’ordine ¢ uguale al minimo deno-
v — I

’
. . Y
minatore della frazione 7’ 7V __ P .

v 0
Procediamo a determinare i punti multipli successivi
appartenenti al ramo

vy vy

1) y=ar+ax "’ 4a,x ¥ A ..

(=0, « 540, a=0..),

e pil precisamente di quelli che dipendono dal terzo termine
della serie.




CAPITOLO I 367

Percio intersechiamo il ramo 1) .col ramo

pep/ B p”
2) y—arx+ax * +dbor P 4.,

dove b,==0 ha un valore arbitrario, e dove

E|E

Il numero delle intersezioni dei due rami sard ugunale a
’ 4
v v A=y Y 2,
dove X designa il pitt piceolo fra i due numeri

4
Vc!‘ln ¢ B,

v . g
VGZE e [_1,025

essendo rispettivamente i massimi divisori comuni a v, v
e, p (cfr. § 6).

r 172

Sviluppiamo ;— e Ll in frazione continua e si abbia
] ] .
v’ 1
— =5k _
Vs + ]'71 =+. <y 1
T 1
ki—l—i .
. 1
B
r 1
(5} ]51 + .. .. 1
FR+1
l.
SRS .
Ty

supponendo
iy, <lKiyy;
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sara
U4
v = lvs+vgy,
T — 7‘71 Vot -+ Vots
Vori = Fiy Vorirs Vo
VO-‘—G'—-i e kc: v6+6’ (v0+5' frend Vo.i)
o . .

B = F s+ oy,

Wy = 7‘71 Wogey T Pots

e e o o s o o o s s e

Bopi = li_H Popigey T Mogits

® o 4 o o o o o o o s o s s o s

Procedendo come innanzi si trova che

= Rvobts = Ryvay o e BVo oy T Vo oy, T Vo Poteie®

E analogamente questo resultato s’interpreta dicendo
che « i due rami hanno comuni dopo Opip t..in; ancCOTa
E+Fk,..k;+ 1y, punti successivi di molteplicitd rispettiva
Yoy VoqyreYorinr © Fay Moyys s Potiny ed un ultimo punto di
molteplicitd v;,,,, per il primo ramo e di molteplicitd ., +2
per il secondo ».

Nel caso v; =1, basta prendere p=v (e quindi p,c———l),
p’ =1, 2,... per avere rami 2) il cui numero d’intersezioni
con 1) cresce, sopra vp —vp', di una unitd per volta; cosl i
punti di 1) sucecessivi al punto semplice Oy ...,y appariscono
come punti semplici.

Nel caso v; >>1 si avranno in generale — dopo Oy 4.y js —

y altri & punti successivi di molteplicith v, e poi k, punti
Yoy Pl ey punti v, -pli (o vo,-pli), essendo vy, y=v, il
massimo comune divisore di v, v, v".

I punti v;-pli ed il primo punto v, -plo, successivi ad
Onypeing, dovranno ritenersi come punti liberi, la posizione
di 0,,14_....4_;164_i dipendendo dal valore del coefficiente @, nello
sviluppo 1) e la posizione di Oy, ... pg4s .. POtendosi ritenere
data in rapporto con un coefficiente nullo dello sviluppo
medesimo; ed invece i punti del ramo 1) suecessivi al primo
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punto v_, -plo, 0,1_F....+,Zc+k+i, debbono ritenersi come satel-
liti di questo punto ece. ecec. Cid spiegheremo pitt diffusa-
mente fra poco in rapporto al caso generale.

Frattanto senza indugiare in ripetizioni inutili, powhe
si mantiene qui piena analogia cogli sviluppi precedenti, pos-
siamo enunciare il resultato generale a cui conduce il prose-
guimento della discussione, ricapitolando cosl tutti i resultatl
ottenuti nella seguente:

Proposizione fondamentale. Si abbia un ramo @ ordine v

vy’ VY ey D
1) y=ar+ e, "’ .., v Y —+ .
o (@, =0, @y, +0,..)

€ sceriviamo i .

N L p' ! . ot V(m+1) p(m-l-l)

- — __" T e—— , eese =

v e v Pe, v PO, el

(=1, p,>1..)
(¢41)

dove le funzioni ° sono irriducibili. Supponiamo che m sia
T
il pitt piceolo indice per cui
. . V=00 000 Py
sicché
om >1.

La posizione dei punti multipli successivi del ramo 1)
dipende dai coefficienti &, @, Gyyuu.@,y, € dai numeri inters, essen-
zialmente positivi, v( > 1), vy VViym+ds gl ording di molte-
plicita dei punti suddetti sono i resti delle divisioni successive:
VIV, VIV Yoy Vayy V VgV WV e, Che conducono alla
determinaszione del massimo comun divisore di

Wy WY ey WY Ly,
Nelle ipotesi fatte si ha:
, v
m. ¢ d. (W)=Y,= . == 0,000 Py
rn : v
M. ¢ Ao (WY') = Vg =— = 0gesm

POy

m. ¢. d. (VV’V”----‘/(M)):Pm (> 1)7
m. C. (l. (y\/v”"”y(m—l—l)):1

(se v, v sono primi fra loro si porra 2, =v=0).

F. ENRIQUES - II. ) 24
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In particolare se nella serie 1) s’incontrano pitt termini
successivi contenenti le potenze con esponenti interi,

v 2v hv

r=2a', ?*=0",.., =2,

si avranno h — 1 punti successivi ad O di molteplicita v, aventi
come coordinate i coefficienti degli I — 1 termini suddetti.
E parimente se accade che nella successione dei numeri
vy, ¥y "o 8’incontri un v+ uguale al massimo comun divi-
sore di v, V.., v&: v+ —=m, ¢. d. (v'....v®), si troverd un punto
di molteplicita vé+) avente come coordinata e, 5 e succedente
all’ultimo punto di uguale molteplicitd che appartiene al
gruppo determinato dal coefficiente a; del termine (i + 1)-mo

vy v ® ’

della serie: a;2 Y .
Ora, presa una serie 1) qualsiasi, distinguiamo il caso
tipico in cui per ogni valore di 7:

VD <. e d. (v, Vv @),

In tal caso al coefficiente «;, che figura mnel (i -+ 1)-mo
termine della serie,. corrispondera uno o pit punti multipli
secondo la natura dell’esponente del termine successivo, cioé
secondoché

VD — . e, d. (v....v'D)

oppure .
VD < m. e, d. (Vv ®).

Pertanto il primo punto multiplo che corrisponde a ciascun
coefficiente «; della serie 1), nel caso tipico, appare come
punio libero dipendente dalla coordinata a; (la cui conoscenza
si presume aggiunta a quella di @, @, ,....a;_1). Non cosi i punti
multipli suceessivi che appartengono al gruppo corrispondente
ad a;, giacché il valore del parametro «; resta determinato
dal primo punto multiplo del gruppo suddetto, mentre i
punti sucecessivi dipendono soltanto dalla natura aritmetica
di ve+1] ciod dall’ algoritmo euclideo delle divisioni successive
fra v@+D e il massimo comun divisore dei precedenti v. Piu
precisamente la posizione dei punti multipli sucecessivi corri-
spondenti al coefficiente «; resta determinata, rispetto al
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primo, dalla frazione continua:

) : . 1
VD i 6 do (Vo) = —
k4 )

i Lk, 4.

.
.

che pone in evidenza i quozienti di quelle divisioni. succes-
sive, e indiea cosl il numero dei punti del gruppo; mentre
le molteplicitd di tali punti risultano dzu resti delle divisioni
medesime.

Le cose dette per il caso tipico si estendono ad ogni caso,
riducendo formalmente la serie 1) al caso tipico, mercé 1’ag-
giunta di termini (énessensiali) con coefficienti nulli.

Si abbia dunque nella serie 1)

YD > qn, e. d. (Y0 v'®)
¢ quindi
’ 1
D em, ¢ de (Veery) =T - ———
v . ( ’ ) k, +1
]"'2 4.

* e

con k= 1. Al coefficiente «; corrispondera ora una successione
di punti multipli formanti un grappo G; = (P, P,... P, Py, ....)
che ¢'inizia con un gruppo di & punti la cui molteplicita &
uguale a m. ¢. d. (v...v"¥), cioé uguale alla molteplicitd del-
I’ultimo punto multiplo appartenente al gruppo G;_,, punto
la cui posizione dipende dalla coordinata «;_,.

Ora soltanto la posizione di P, si deve ritenere deter
minata dalla coordinata «;, mentre i k¥ punti P,....P; ¢ P,
debbono ritenersi corrispondenti a coordinate nulle, che ven-
gono a figurare come coefficienti della serie 1) completata
coll’aggiunta dei termini nulli che la riducono al caso tipico.
Quanto ai punti Py,...., la loro posizione resta fissata, in rap-
porto a queila dell’ ultimo punto libero P, ., del gruppo &, di-
pendentemente dagli elementi aritmetici della frazione continua

1

Jep -

7‘/) _*—

Il gruppo G; dei punti mudtipli del ramo 1), che corrisponde
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al coefficiente a; della serie di Puiseux, comprende in gene-
rale k-1 punti liberi, di coordinate a;, 0,....0, e &k, 4+, + ....
punti satellits dell’ ultimo punto libero, dove ¢ numeri k,, Ik, ....
vengono forniti dallo sviluppo in frazione continua di

] , . 1
v Tme e d. (Wi V) =T - —— 1
I, —4-—
o - .

.
.
.

La posizione dei punti satelliti ¢ determinata, in rapporto al
punto libero da cui dipendono, dagli elementi aritmetici di
questo sviluppo.

Le molteplicitd dei primi & punti liberi del grappo G:
sono date dal quoziente intero per difetto |v¢+D:m. ¢. d. (v....v'®) |,
mentre il (5 + 1)-mo punto libero ha una molteplicitd uguale
al resto della divisione qui accennata; a questo seguono b, —1
punti satelliti di uguale molteplicita, poi k, punti di molte-
plicitd inferiore ece.; gli ordini di molteplicita sono dati, come
si ¢ detto, dai resti delle divisioni successive per la ricerca
del . ¢. d. (v ....v'*1); questo massimo comun divisore designa
precisamente la molteplicita (pilt bassa) appartenente agli
ultimi punti del G;.

Fra i caratteri che mettono in evidenza la natura del
ramo 1), conviene in particolare considerare i tre seguenti:

1) la specie del ramo; cioé il numero s che designa
quanti sono i punti multipli di esso suceessivi all’origine O;

2) il rango del ramo, cioé la molteplicitd »( = p,,) (> 1)
che appartiene all’ultimo punto multiplo di esso;

3) il genere del ramo, cio¢ il numero g che designa
quanti sono i gruppi di punti- satelliti che figurano nella
successione degli s-1- r punti seguenti all’origine.

Osservasione. Si consideri la serie

1
vy RV L)

1) Y=ar + , " ere gy T Y + e

rappresentante un ramo di specie s e di rango r, e sia,
come innanzi, vy»+t) il primo fra i numeri v® che non ha
divisore comune coi precedenti; designamo inoltre con -
00,....0,0; ., ....04 . 1 punti successivi del ramo stesso.

J
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Si dovra dire che un altro ramo

Pt Pt (D
2) y=br+bw " 4.+l 3 “+ ...

ha comune col primo il punto O, se la serie 2) ha m 41
coefficienti ed m + 2 esponenti uguali a quelli della serie 1)
cioé se:

a=Db, a,=Db,,.. @yn=D,,

v v\ . P'” ‘I(m"'l) . P-("H_l)

p‘l
VIRV

prm— goeee —_— - .

w v, i
Pitt precisamente il punto O, che & semplice per il ramo 1)
sard di molteplicitd 2 (=1) per il ramo 2) ove sia p =2, e
quindi ciaseuno dei punti O; (¢ <r -s) abbia per il ramo 2) una
molteplicitd uguale a quella per il ramo 1) moltiplicata per A.

Se poi si considéra il punto semplice O, ., ., che succede
ad O, , sul ramo 1), questo punto verrd individuato dalla
coordinata a,,,,, sicché il ramo 2) avra in comune col ramo 1)
il detto punto O;,,,, qualora sia anche b, ., —=a,,,. Nel
caso che la serie 1) sia ridotta (formalmente) al caso tipico,
i coefticienti successivi @, ,, @y ,.... (di cui qualeano puo esser
nullo) individuano rispettivamente i punti O, 54,y Oppgipyeeee;
e quindi, in particolare, per |r—=—v, un ramo 2) parimente
rappresentato da una serie tipica, avri in comune col primo
i successivi punti O, , 0, ,,, assorbenti via via una inter-
sezione di pitt quando sia by, = @y Dy == Gpppg oo

I risultati ottenuti permettono anche di caratierizzare i

punti sueeessivi, 0, 0,,....0,,.,., del ramo 1) mediante le curve
razionali del tipo:

r=t’

_'_v’m—i—l)

' o' va. (M) Y 1
jl/:(ltv 4 (thv""—l—.... A @yt oAV + AT ,

bin-lq
dove ¢ variabile b,, ., ; queste curve d’ordine v 4V ... 4-vm+1),
per estensione di quelle considerate nel § 12 del L. 3°, po-
tranno designarsi come iperparabole osculatrict di grado r -+-s;
per b, ., = a,,, si avrd 1’iperparabola osculatrice dello stesso
ordine v+ +-....4-vm+D e di grado » + s - 1, avente un’ulte-
riore intersezione col ramo (e non di pilt se si suppone

“m+2 :l: O)'
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Avvertiamo in fine come da quanto precede visulti che:
la singolaritd di un ramo di genere g si puod definire mediante
le intersezioni del ramo con rami di genere g — 1, assog-
gettati a possedere come punti semplici i due punti liberi
che precedono immediatamente 1’ultimo gruppo di punti
satelliti del primo ramo; imperoccheé si possono definire in
tal modo la molteplicitdh di questi due punti da cui dipen-
dono i suceessivi. .

NoOTA SULLA DEFINIZIONE DEL PUNTI INFINITAMENTE VI-
cINI. Lesistenza dei punti snecessivi infinitamente vicini, sopra
a rami per una data orvigine, riesce definita nmel modo che i
logici designano come definizione per astrazione.

La successione di punti 00,....0; corrisponde a tuatte le
coppie di rami aventi quei punti (e non altri punti) a comune,
la quali coppie vengono concepite come coppie ecquivalenti.
L’equivalenza che serve a definire il concetto astratto dei punti
infinitamente vicini, si traduce, come si & visto, nell’uguna-
glianza di un certo numero di coordinate, coeflicienti delle
serie di Purswux, e di taluni elementi aritmetici (esponenti,
termini di uno sviluppo in frazione continua e unitd comuni
al primo termine diseguale). In particolare (cfr. pag. 363)
si possono sempre considerare rami passanti .per i punti
0...0,_,0,;, per cui 0,_ e 0; siano punti semplici (0,_, &
certo semplice quando & semplice 0;, se a questo non succe-
dono altri punti satelliti); tutti questi rami vengono caratte-
rizzati dal fatto di avere a comune un certo numero ¢ di
termini della serie e 1’ esponente del (¢~ 1)-mo termine. Cosi
puo anche dirsi che una sueceessione di punti 00,....0; viene
sempre <lefinita mediante un fascio di iperparabole osculatrict
di grado i.

Veramente vresfa cosi definito un gruppo di punti
G;=00,....0;, piuttosto che singolarmente i punti che lo
costitniscono. Ma I’individualita di questi punti risulta defi-
nita induttivamente per differenza quando si paragonino i
gruppi G, e G,.

8. Caratteristica di un ramo: schema grafico. — Risulta-
dal paragrafo precedente che le molteplicitd dei punti di un
ramo '

vy AR RIS

1) Yy=ax+ ¢, 7 - e ;% v + ...
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dipendono essenzialmente da quei termini in cui v non &
divisibile per il massimo comun divisore dei v precedenti.
I’ importanza speciale di questi termini nel problema @’ inter-
sezione di due rami & stata segnalata da Syurm (1) (1873) e
HarpHEN (?) (1874), i quali hanno designato i termini stessi
come termini caratteristici dello sviluppo di Puiskux, ed
hanno introdotto dei numeri caratteristici a definire la natura
aritmetica dei loro esponenti (3).

In qualunque maniera questi numeri vengano introdotiti,
la loro -conoscenza contiene potenzialmente la conoscenza, sia
degli ordini di molteplicita dei punti successivi del ramo, sia
delle relazioni fra i punti satelliti e i punti liberi da cui
dipendono. Ma, affinché codesti ordini e codeste relazioni
appaiano esplicitamente in evidenza, conviene assumere come
numeri caratteristici gli ordini di molteplicitd che, in ciascun
gruppo di punti liberi, appartengono ai due ultimi punti del
gruppo, limitandosi a considerare le coppie in cui il primo dei
duize numeri sia maggiore di uno. Cid significa che nella serie 1),
i cui primi m -1 termini definiscono la singolarita del ramo,

IRRVEEAL)
si considereranno i termini caratteristici ¢,z = "7 e si assu-
meranno come coppie caratteristiche le coppie di numeri

M. ¢ do (WD) =0, _ o
@ ‘ I y(@

W e— ?i_l "-'Pm | p_——_o— 9
e M

(!) Proceedings of the London. Math. Soc. Vol. VL
(%) Journal de Math., 3* serie, t. 2; oppure Appendice alla trad. franc.
del trattato di SArmon sulle curve piane.
(®) Precisamente HATLPHEN considera gli esponenti dei termini carat-
‘7

teristici e le frazioni caratteristiche che — ridotte ai minimi ter-

s. P
.. . . 7 . . . .
mini -— indiea con -"; SMiTH invece considera i numeri
i
’ @)
Ai=p0uelpyy € Yy=V+V .V .
Piu tardi (1890) NoTHER, in una Nota del Circolo Mat. di Palermo
(. IV), dove in sostanza vengono valutate le molteplicith successive dei
punti di an ramo per mezzo di trasformazioni quadratiche, ha considerato
come combinazioni caratteristiche le coppie di numeri
(i)

A, =Pl € ap=Vv".
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dove il secondo numero rappresenta il resto della divisione
di v® per pgi_ ...p,. Cosl, richiamando altre notazioni del
precedente paragrafo, al ramo 1) corrisponderanno le coppie
caratteristiche:

Vs Vis Vo3 Vg seee
essendo

’
\

’
VvV, —=V — vy
! v

’

Vo=m. ¢. &. (W) =12, c0.0m

‘/I/
L4

5 vi—vy_ |—
—+-1 o v

, ecc.

Il numero g delle coppie caratteristiche, pari al numero dei
termini caratteristici della serie 1), costituisce quel carattere
che abbiamo designato come genere del ramo.

Ora, per indicare esplicitamente le molteplicita dei punti
successivi appartenenti al ramo 1) d’ordine v e la relazione
dei gruppi satelliti ai punti che da essi dipendono, ci var-
remo del simbolo:

(070! 0l0" o, oF]o, 0% o0 o 1)

L h+1 h+2.... H+1.... Hik H-tk+1 HA-k+-2....

H=h~4N + .+ I

che si designera come simbolo caratteristico o caratteristica
del ramo. '

Qui ogni gruppo di punti satelliti appare racchiuso entro
una parentesi quadra, e gli esponenti dei due punti liberi che
precedono una tale parentesi costuiscono una coppia carat-
teristica: vi sono ¢ parentesi quadre per un ramo di genere g.

Aggiungasi che nel simbolo caratteristico di un ramo di
specie s e (i rango # figurano s+ -1 punti; I’ ultima paren-
tesi quadra comprende almeno +» — 1 punti coll’esponente 1,
e soltanto questi nel easo in cui O;,, (Seguente ad 0,”) sia
punto libero.

Un ramo lineare

Y =az + ¢, % a, + 2 + ...

resta semplicemente designato da (0').
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Un ramo ordinario d’ordine v corrisponde all’ equazione
pilt generale
14> 1+
y—=oar+a,r '4+a,rv V4. .
dove

o, == 0;
un ramo siffatto & di classe 1, specie 0, rango v, e genere 1,
(per v>1) e non contiene punti multipli successivi all’ori-
gine; la sua caratteristica. &

(00,1 10,"....0,t]).

Osservagione. Il ramo orvdinario risulta cosl caratterizzato,
giacché — per quanto precede — ogni ramo d’ordine v >1
e di classe v > 1, ossia ogni ramo per cui o, =0, possiede
punti multipli (almeno un punto v-plo o v,-plo, successivi
all’ origine.

Sussiste ora 1’importante

Teorema. L« caratteristica &’ un ramo é invariante per
trasformasziont puntuali, regolari nell’ origine.

Infatti per una trasformazione puntuale regolare nel-
I’origine, lo sviluppo

v-+v/ VvV
1) y=ar+a,v "’ +a,x ¥ ..,
dove
vV =17 +v,, ecc.

verra trasformato in una forma generalizzata (§ 2) che,
ordinata per le potenze crescenti della x, non differisce dalla
forma della serie 1), ove questa venga ridotta al caso tipico
con I'aggiunta di termini nulli inessenziali. Pertanto, a norma
della proposizione fondamentale, il ramo trasformato possie-
dera come il primo la caratteristica

(070!...0/ 0% [ 0%,...0¢]...).

L h-1 |

I due rami avranno quindi uguali I’ordine, il rango e il
genere, ma mnon, in generale, la classe, che costituisce un
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carattere proiettivo mon invariante per trasformazioni rego-
lari puntuali d’ordine > 1.

Aggiungasi che: anche 1’ordine dié contatto di dwe rami
¢ invariante per una trasformaszione regolare.

Infatti se la resultante R(x) =0 delle equazioni dei due
rami possiede il fattore 2™ (avendosi dunque m intersezioni
riunite per & —=0), sostituendo ad x uno sviluppo in serie di
potenze intere di X e Y, che pud supporsi cominciare dai
termini di primo grado, si ottiene una equazione R(XY)=0,
la quale §’inizia coi termini di grado m in X, Y; associando
questa equazione alla trasformata dell’equazione di un ramo
si ottengono (almeno) m intersezioni dei due rami corrispon-
denti ad X =Y =0; se ne ottengono precisamente m data
Iinvertibilita della trasformazione regolare.

L’ invarianza della molteplicita d’intersezione di due rami,
o curve algebriche, pnd anche essere dimostrata geometrica-
mente mediante la regola di Hanrar~ (L. 3°, § 12), e si puo
dedurne una dimostrazione geometrica dell’invarianza della
caratteristica di un ramo.

Se f=0 e =0 sono due curve aventi in 0 m intersezioni
riunite, la regola di HALPHEN dice che m ¢ uguale alla somma
degli ordini di infinitesimo dei segmenti compresi fra i punti
segati da f e p sopra una retta generica vicina ad 0. Questa
regola vale anche se alla retta si sostituisce un ramo lineare tan-
gente, il che ha per effetto di cambiare ¢li infinitesimi di eui si
discorre soltanto di infinitesimi d’ordine superiore; cid posto
emerge senz’altro ’invarianza della molteplicita d’intersezione
di /e 9, giacché una trasformazione puntuale regolare:

1) muta un ramo lineare vicino ad O in un ramo lineare
vicino al punto omologo,
2) conserva gli ordini di infinitesimo nell’intorno di O.

Cio posto si dimostrerd geometricamente I’invarianza della
caratteristica di un ramo per trasformazioni regolari, proce-
dendo in modo induttivo dai rami di genere g — 1 ai rami
di genere ¢, ove si richiami I’osservazione del precedente para-
grafo che la singolarita di un ramo di genere g puod essere defi-
nita per mezzo delle sue intersezioni con rami di genere ¢ — 1.
Bastera quindi adoperare la proprieta che una trasformazione
regolare puntuale muta un ramo lineare (¢ =0) in un ramo
lineare, facendo corrispondere ordinatamente i punti suceces-
sivi all’orvigine del primo a quelli del secondo.
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Ora il teorema ’invarianza vale a chiarvire la distinzione
fatta innanzi fra punti liberi e punti satelliti di un ramo.
Infatti una trasformazione puntuale ha per effetto di defor-
mare il ramo, mutando in generale la posizione dei suoi punti
liberi, mentre rimane invariato il rapporto dei punti satelliti
al punto libero c¢uni succedono.

Il ramo d’ordine v >- 1 di caratteristica

PN Y YL [ 1 "s} Vs Vs Yo+1 [ Vo1 1 )
(0"0,08 | 0}, 07 |07 02 O O L

puo sssere adeguatamente rappresentato da uno schema
grafico che gii si & presentato, per v=—2, nel § 5.

Si deseriva un primo arco di linea, o una poligonale con
lati ngunali assegnati, ad angoli ottusi, 00,....0; 0y ,, quindi si
volti bruscamente (p. es. a destra) ad angolo retto, segnando
su una retta (a nguale distanza) gli h, punti v-pli 0;,, -"'OIH—hl
e il primo punto v,-plo Oy 4, ; nuova voltata ad angolo
retto a sinistra, cioé dalla banda di piano opposto a quella
che contiene 0,, e cosi di seguito. Lia regola stabilita de-
termina la desecrizione della curva fino all’ultimo punto
O = Op oy geins Satellite di 0,5 poi si ha ancora un
tratto libero di curva (poligonale ad angoli ottusi) che com-
prende i punti Opy ... O ryy, al quale ultimo segue il gruppo
dei punti satelliti di Oz s,, € cosl via. La curva prende un
andamento libero e senza angoli vetti dopo 1’ultimo punto
semplice O, ,. che figura nel simbolo caratteristico.

A chiarimento della costruzione indicata diamo qui lo
schema corrispondente al ramo i ordine 420 e di caratteristica

420() 420 130 130() 130() 30 10() 10() 10 10 100 3 34 30) 10 1O 1
)0, w0, [Oe 0,%°0,*...0,,"°0,,"°0 ]013 w0570, [020'021 0s5' 0y 0,, ])

v=420, s=21, r=3, ¢=2.
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In questo schema non importa segnare le molteplicita
dei punti O;; questa risulta determinata quando si conosca
I’ultimo punto semplice O,, che figura entro il simbolo carat-
teristico. Cosl il punto O,, che precede il vertice dell’angolo
retto e fronteggia i punti 0,,'0,,'0,,' appartenenti all’altro
lato, avra la molteplicitd

3:1—]—1—|-1;

saranno quindi tripli anche i punti 0,,0,,, e percio il punto O, ,
che precede il vertice dell’angolo retto O, e fronteggia i
punti 0,,20,,%0,,°0,,°% avra la molteplicita

19 20 21 229

10=3+3+3+41.

Similmente si trova che sono 10-pli i punti 0,,0,,0,, e quindi
la molteplicita di O0,, (e percio anche di 0,,, O,, O,) vale

30=10+4+10 4+ 10;
percio la molteplicita di O, (e quindi anche di O,, 0.) varra
130 = 30 + 30 + 30 4- 30 + 10,

e infine la molteplicita di 0,, che fronteggia 0.'*°0,**°0.'*°0*°,
sara .
420 =130 + 130 +- 130 + 30;

tale sara dunque la molteplicita di O,, 0,, 0,, 0, cioé 1’ordine
del ramo.

D’ altra parte quando si fissino le molteplicita (deerescenti)
dei due punti terminali sopra un tratto libero della linea-
schema, p. es. le molteplicita 420 di O, e 130 di O,, resta
determinata la costruzione della linea per tutta quella parte
— costituita da una poligonale ad angoli retti — che ne
figura i punti satelliti.

Riferendoci al mnostro caso vediamo che codesta parte
della linea non muta ove si cambino le molteplicita di 0,0,
proporzionalmente a 420, 130; mutera solo — in proporzione —
la molteplicitd dell’ultimo punto O,, a cui si riattacca un
uuovo tratto libero della linea.

Prendiamo p. es. 0,, O, colle molteplicitad (minime) 42 13;
si avra

42—=13-3+3
183= 3-4+4-1
3— 3. 1;
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si deduce che il tratto O, O, seguono tre tratti ortogonali, e pre-
cisamente che O, fronteggia 3 punti 13-pli e un punto 3-plo O,,
che O, fronteggia 4 punti 3-pli e un punto semplice O,,,
che 0,, fronteggia 3 punti semplici 0,,0,,0,,, essendo O,
I’ultimo punto che figura nella caratteristica del ramo.

Nell’esame dello schema grafico che precede si & pre-
sentata incidentalmente una nozione, a cui conviene dare
esplicito rilievo.

Se ad un punto i-plo, 0,, succede sul ramo un punto, 0, ,
di moltiplicita ¢, << i, e se precisamente

]) /I;:@lq_i—/l_) (’i’2<?/1)’

i ¢-+1 punti: 0;‘+ yonee 0;1+q0;3+q+1’ che nello schema appaiono
sul lato di un angolo retto di vertice 0,,,, si dicono fron-
teggiati da 0,. In luogo della locuzione che precede, diret-
tamente suggerita dallo schema grafico, si usera anche nel
seguito una locuzione equivalente, dicendo che O, ....0, 4,
sono punti prossimi ad 0,; e per generalita, nel caso che
ad 0, succeda un punto 0,,, di uguale molteplicitd, diremo
ancora che 0, , ¢ prossimo ad 0,. :

Ora 'uguaglianza 1) si potra tradurre in parole dicendo:
la molteplicita di un punto O, del ramo & uguale alle sommie
delle molteplicitac dei punti prossimt che gli succedono.

9. Analisi di una singolarith qualunque: punti multipli
infinitamente vicini su rami non lineari. — I resultati dei
paragrafi precedenti, intorno ai punti multipli sucecessivi dei
rami superlineari, e¢i consentono di estendere 1’analisi del § 3
e cosl di distinguere in unae singolarite qualunqgue un aggrup-
pamento di punti multipli infinitamente vicini, i quali si sue-
cedano sopra rami d’ordine =>1.

Infatti se la curva f possiede in O un punto multiplo
@’un certo ordine 7, la f stessa si decomporrd in generale in
un certo numero (=< 7) di rami d’ordine v, p....(v + 1 =4 ... =17),
e questi possederanno dei punti (semplici o) mukipli succes-
sivi d’ ordine '

P 2 T T

Un punto 0;, infinitamente vicino ad O sopra un ramo (ed
occupante il posto i-mo dopo 0) si dira multiplo per f secondo 7,
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se appartiene ai rami di f-con molteplicitd vispettive

vi(=0), pi(=0)yee,
dove
s = Vi + [ e

¢io suppone in ogni caso che gia il punto precedente O;_, sia
multiplo per f secondo

I punti, semplici o multipli, di f che si trovano al i-mo posto
sopra uno qualunque dei rami per O, si diranno appartenere
all’ intorno di ordine i di O.

Risulta dall’analisi del § 6 che due rami qualsiasi di f
posseggono un contatto d’ordine finito, cioé hanno comuni
un numero finito di punti successivi, multipli o semplici.
Esiste percido un numero s che designa un intorno di O cui
appartengono punti multipli infinitamente vicini ad O e tale
che i punti dell’intorno (s+-1)-mo, appartenenti ai diversi
rami di f, sono semplici e distinti fra loro; il numero s de-
signa la specie delle singolarita.

Ora la naturae della singolerite di una curva f, nell’intorno
di un punto r-plo O, verri pienamente definite rappresen-
tando approssimativamente la f con un sistema di v (=<7r)
iperparabole osculatrici ai suoi I rami, del tipo

v+ IREpETL)

y=av+a, v’ +..+ax

dove ogni iperparabola abbia col rispettivo ramo un talé con-
tatto che il primo punto del ramo che non. gli appartiene
sia un punto libero e semplice per f (cio® non appartenente
ad aleuna delle altre iperparabole). Nel caso dei rami lineari
le iperparabole si riducono a parabole.

In tal guisa si mette in evidenza che wne singolariti
qualsiasi viene pienamente definita come aggruppamento di punti
infinitamente vicinig, dei quali si assegnino la molteplicita ¢ la
posizione (in ispecie le relazioni di satellitismo) con la condi-
zione che a ciascuno dei detti punti, costituenti gli elementi
della singolarita, seguano nell’intorno successivo punti sem-
plici e liberi.

Awvvertenza sulle singolarite ordinarie. Le singolaritd di
specie 0, cio® i punti multipli a cui non sono infinitamente




CAPITOLO 1 383

vieini altri punti multipli, costituiscono singolaritd (puntuali)
ordinarie.
Questa definizione concorda con quella del L. 1°, § 12.
Infatéi una singolaritd O di specie 0 viene caratterizzata
dalle proprietd seguenti:
1) possiede soltanto rami di classe 1
2) due rami qualsiansi per O hanno tangenti diverse.
Percio un punto »-plo O di specie 0 & tale che ogni tangente
in O, la quale tiguri per ¢ >1 volte fra le » tangenti nel punto,
tocca semplicemente un ramo della curva e la curva stessa.
Viceversa questa condizione porta che sieno soddisfatte
le 1) 2), e quindi che O sia di specie 0.

Per rappresentare graficamente una singolaritd occorre
sovrapporre gli schemi grafici dei rami che la costituiscono,
come si vede p. es. nella figura ). Ma la semplice sovrap-

0121

01112 0‘11‘11

OHI

Fig. a)

posizione da origine ad un inconveniente, che 1’ annessa
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figura b) pone in evidenza: accade, specialmente in rapporto
alla rappresentazione fissata pei punti satelliti, che punti

%
Onz ,\\Q
O’ ¢ O“ ‘ Oul

Fig. d)

diversi vengano figurati nello
schema con punti sovrapposti.

Per ovviare a tale inconve-
niente, si puo variare la lunghezza
dei tratti compresi fra due punti
successivi, e conviene ingrandire
i tratti in proporzione alla molte-
plicita per f dei punti iniziali, per
modo che — tenuto conto delle
relazioni di prossimitd — si eviti
ogni sovrapposizione dei punti
successivi.

Per esempio la figura a), posto che 0,,,,, 0, ;55 010,y O35, 0,5
siano punti semplici, diviene

olnh
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dove, per mettere in rilievo la lunghezza dei tratti unitari,
sono stati agginnti i punti successivi 0,,,,,5 0,,,5,5 015115 Oyss~
Parimente la figura b), assume 1’aspetto seguente:

0\1211

0:14 olm /

* 041121
1
_ Omz
: . 4 1 .
5, 0 O |
) 1
0, —
10
0°%

Il diagramme in cui- st rappresentano graficamente © rami
di f per O, variando la lunghesza det tratti successivi in pro-
. porzione alla molteplicite dei punti iniziali, prenderd il nome
di aibero della singolarita.
I’ albero della singolaritd si deve ritenere interamente
descritto quando si sia giunti a figurare su ogni ramo il primo
punto libero che sia semplice per la curva.

F. ENRIQUES - II. 25
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Nota swi punti satelliti. 1’ albero delle singolarita mette
in luce la proprietd del gruppo G, comprendente tutti i punti
satelliti di un punto O,, che si trovano sui possibili rami
per O,: ad ogni punto O; satellite di O, che appartenga all’ in-
torno (i-— 1)-mo di questo, succedono, nel gruppo G, dwe punti
satelliti dell’ intorno i-mo; uno dei quali, 0;, si trova nello
schema grafico allineato col punto precedente O;_,, mentre
I’altro, O;,, si trova sopra la perpendicolare in O; alla retta
0;_,0;.

Vogliamo caratterizzare aritmeticamente i due punti satel-
liti succedenti ad 0;, e — per semplicitd di discorso — sup-
porremo che il punto O,, ultimo punto libero che precede i
punti del nostro gruppo @, sia vicino al punto proprio O,
nell’intorno del prim’ordine, corrispondendo alla direzione y'.

Il punto O; potra essere individuato come ultimo punto
satellite di O, sopra un ramo R(v,v,) dato dall’equazione

Yy

Y=y @z’ 4 . (v, < V).

. Vy . . .
Sviluppando 7‘ in frazione continua si avra

v, 1
v 1
hi+h2+. 1
.h_ +_
T—1 hc’
dove
hy =2,
e

i =N, + h, 4+ e. 4 Ig;

appare quindi che il punto O;_,, precedente ad O; sul detto
ramo, si ottiene cambiando h, in h, —1; con cid se h, >2
il punto O;_, figura come ultimo punto satellite su un ramo

R(y, 1) dove

con
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ed invece, se h,—2, 0;_, appare come ultimo punto satel-
lite di O, sopra un ramo R(y, 1,) per cui

dove
Wo_,=MNs_, +1.

Ora risulta di qui che i due punti successivi ad 0;, entro il
gruppo @, sono i punti satelliti estremi sopra rami R(w, =,)
dove: per O,

o1
T 1
A
e Ry A
e N0 —
Tt hy+17
mentre per O,
T, 1
T h{—F]l' :
b 1
'.ho__i._l_____—

(hc,—l)—i—%.

Le note formule ricorrenti, che servono per il calcolo
delle ridotte di una frazione continua, permetterebbero di

T
pena indugiarsi.

Alle cose dette fa riscontro il fatto che al punto O, suc-
cede un solo punto di G, cioé il punto O,,, satellite di O, sui
rami del second’ordine che passano per esso. Ad 0,, invece
succedono, come si & detto, due punti di G cioé i satelliti
0,, e 0, di 0,, sui rami di terz’'ordine R(3,1) e R(3,2) che
passano per esso, e cosi di seguito. In generale i punti di &
successivi ad un punto O; restano dunque divisi in due gruppi,
che diremo annessi ai due punti 0;, e 0;, succedenti ad 0.

T By Yy o lo
esprimere — per mezzo di — e 5 ma su cid non vale la
[+ '
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10. Intersezioni di due curve. — La definizione dei punti
(semplici o multipli) infinitamente vicini permette di valu-
tare, in una forma espressiva, quante sono le intersezioni di
due curve, f e o, che vengono assorbite in un punto multiplo
comune, O, ove si tocchino alcuni dei loro rami. Sussiste il
seguente :

Teorema fondamentale. Due curve f e ¢ abbiano in comune
il punto O e alcuni punti infinitamente vieini ad esso nei
successivi intorni d’ordine 1, 2,..., colle moltepliciti che ven-
gono designate dal seguente quadro:

0)
(t
0" 0,\"
Uy, 214
e T at—
7 e 7 Too
01" 0,1%... 0, 0,V . . .
y i ?th? ) )‘n - ?tzz

le intersesiont delle due curve che vengono assorbite in O

SONO :
rt 4+ 1t + Sritiy 4 ...

Infatti la dimostrazione del teorema risulta subito dalla
definizione di punti multipli infinitamente vicini e dal teo-
rema del L. 3% § 12, per cui le intersezioni di due curve si
ottengono intersecando i rami dell’una coi rami dell’altra,
associati in tutti i modi possibili.

La determinazione effettiva delle molteplicitd », 7, ...,
ty tiy tip...., velative alle curve f e ¢, esige il calcoloZdiretto
degli sviluppi di PuisEux e pud compiersi (anche indipen-
dentemente da codesto calcolo) mediante il procedimento di
riduzione offerto dalla trasformazione quadratica, che pren-
deremo in esame nel seguente capitolo.

Qui ci limiteremo ad osservare che nella determinazione
delle intersezioni delle due curve

=t 4+ iUy A e Uy, =0
P=" A vere + Vg + oo +0,, =0,
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¢ lecito surrogare f e ¢ con curve approssimanti

Jran =Up 4 oo + Uy =0

Prar = V¢ - veee + vy =0

«{’ordine abbastanza elevato.

Precisamente : il numero N delle intersezioni delle nominate
curve approssimanti &’ ordine r + h e t + k uguaglic il numero
delle intersesioni di f e o se sono soddisfatte le disuguaglianze:

N<rE+k+1), N<tlr-+h+1).

Infatti, adoperando la solita designazione del resultante
(L. 3% § 12) dove si ponga f=f— f,. 4, ¢ =¢ — Pr i1, AVIEMO

—R(f:P) - R(.ﬁ‘—!—h‘?t—l—k) —+ R(fr—l-h;) -+ R(cpt—i-k.?) -+ R(j%)’

dal che segue I’enunciato. (Cfr. gli esempi relativi all’inter-
sezioni di una curva con I’hessiana nel L. 3°, § 16).

Ora, chi seruti I’intima ragione del teorema precedente,
riconoscera facilmente che esso dipende da cid che. se la
curva approssimante .

Fran = Up = ceee + Uy, =0

possiede, sopra un ramo .per I’origine, s punti successivi di
molteplicitd » , 7,,....7;, con

roAr, A A, <,

anche la curva f possiede nei defti punti le medesime
molteplicita. . .

11. Punti prossimi: condizioni di esistenza d’una ecurva
con date molteplicith effettive. — Se O; & un punto multiplo
della curva f, appartenente all’intorno d’ordine ¢ di un punto
proprio O, si diranno prossimi ad O; i punti, appartenenti agli
intorni d’ordine 7 + 1...., che sono prossimi ad O; sui vari
rami di f passanti per esso.

Pertanto (pag. 381) avremo che: la molteplicita del punto O,
¢ uguale alle somma delle molteplicita dei swoi punti prossimd.
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I’ importanza della relazione stabilita si manifesta subito
nel problema seguente.

Si voglia costruire una curva f la quale possegga un
punto O di molteplicita » e — mnegli intorni successivi di
esso — altri punti multipli infinitamente vieini, con date mol-
teplicita. Per 1'esistenza di una curva siffatta si manifesta
necessaria la condizione che eciasecuno dei punti multipli
assegnati abbia un ordine di molteplicitd minore od uguale
alla somma degli ordini di molteplicita, dei punti prossimij;
imperocché fra i punti di una tale curva f, che sono pros-
simi ad un punto O;, si trovano, per ipotesi, i punti dati con
le molteplicita ad essi attribuite (ed eventualmente altri punti
non assegnati).

Ora vogliamo dimostrare che le relazioni di disegua-
glianza, riconosciute come condizione mnecessaria, porgono
anche la condizione sufficiente per I’esistenza di una curva f
che possegga i punti multipli assegnati, almeno considerando
curve 1 di un ordine abbastanza elevato.

Cominciamo dal caso elementare in cui & imponga ad f
una sucecessione di punti multipli 0, 0,, 0,,.... 0;, seguentisi
sopra un ramo. II supponiamo dapprima che si tratti di un
ramo lineare, i punti successivi del quale dovranno avere
per f molteplicita decrescenti o almeno non crescenti:

N N R A
In questo caso si cosfruisce nna curva jf, possedente le mol-
teplicita assegnate, sommando un certo numero di parabole
tangenti al ramo dato, e precisamente:

7; parabole d’ordine ¢+1 passanti per 00,...0; (cioé
aventi a comune la parabola osculatrice d’ordine 7);

7, — 1; parabole (’ordine ¢ passanti per 00,...0,_,,
¢ non per Og;....

¢ finalmente

»r —r, rette per O diverse dalla tangente 0O,.

Questa costruzione si estende al caso in eui i punti suc-
cessivi 00,....0; vengano dati sopra un ramo non lineare, salvo
che le disuguaglianze relative alla molteplicitdh dei punti
prossimi  porgono diverse relazioni di disuguaglianza fra i
numeri 77 ...7;. Per precisare la cosa, conviene osservare che
i punti 00,....0; appartengono sempre ad un ramo di ordine

s
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minimo per cui O; ¢ semplice, sicché questo appare come
ultimo punto del simbolo caratteristico o viene dopo di questo
(efr. § 8). Supponendo la successione dei punti 00, ....0;
definita sopra un ramo d’ordine minimo che la contiene, le
nostre diseguaglianze si esprimono come segue: se il punto O,
fronteggia sul ramo i punti (prossimi) Oy,,...0n %, dove
h-+L <14, avremo

- . . -
Tr = Tropy oo+ Vi

Allora si otterrd una curva f, avente le molteplicita asse-
gnate, sommando pit gruppi di iperparabole tangenti le
quali abbiano a comune col ramo dato I’ iperparabola oscu-
latrice di un certo grado.

Abbiamo cosi dimostrato che le disuguaglianze relative
alle molteplicitd dei punti prossimi esprimono la condizione
necessaria e sufficiente per I’ esistenza di una curva f, d’ordine
abbastanza elevato, che debba contenere etfettivamente punti
multipli assegnati, e ¢id nel caso in cui questi punti si sue-
cedano sopra un ramo. Per passare al caso generale converra
ora considerare pitt suceessioni di punti con la stessa origine,
date sopra pitt rami. Ma & chiaro che questo problema non
oftre nuove difficoltd in confronto al caso precedente, a cui
si lascia ridurre sommando curve che posseggano certe suc-
cessioni di punti multipli sui singoli rami; occorre solo avver-
tire che la distribuzione delle molteplicita di un punto 0, fra
i rami che le contengono pud dar lnogo ad una limitata arbi-
trarietd, ove la molteplicita », che si assegna alla curva f
in 0, sia maggiore (e non uguale) alla somma delle moltepli-
citd nei punti prossimi.

Designamo con v, v,...v;=1 le molteplicitd per il nostro
ramo dei punti suceessivi 00,....0; (questa designazione che
(qui conviene provvisoriamente adottare, non deve essere con-
fusa con quella del § 8 dove si segnavano con indiei diversi
le molteplicitd essenzialmente decrescenti). Prendiamo un
primo gruppo di »; iperparabole aventi a comune 1 iperpa-
rabola osculatrice di grado ¢; rimane allora da costruire una
carva f' passante per i punti 0O0,.... fino ad 0;_, al piu, ed
avente nel punto 0, la molteplicita

Ty — TV
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in forza delle condizioni poste, le differenze #, — v, (per

h=0, 1...) sono >0 e soddisfano ancora alle diseguaglianze

dei punti prossimi, come si deduce ricordando che, per il

nostro ramo, '
Vi = Ve T e T Vpgg

Cosl il problema pud risolversi applicando al pitt altre ¢ volte
il procedimento indicato.

Concludiamo enunciando il

Teorema: le condizione necessaria ¢ sufficiente per 1 esi-
stenza di curve, d’ ordine abbastanza elevato, che posseggano date
molteplicite in un gruppo di punti infinitamente vicini ad
un’ origine, & che la molteplicita assegnata in un punto del
gruppo non sia inferiore alle somma delle molteplicite asse-
gnate nei punti prossima.

12. Costruzione di una curva con punti multipli assegnati:
molteplicita virtuali. — Giova prender le mosse dall’ osser-
razione seguente:

Siano 0, O,,.... O; punti successivi sopra un ramo, e si con-
siderino 1 rami d’ordine minimo (0'), (0' 0,'),.... (0"%0,"%....0;*),
che valgono a definire i singoli punti. Se una curva f pos-
siede rispettivamente in 0, O0,,...0; le molteplicita =, 7,,....r;:

1) i rami (0) hanno con f (esattamente) » intersezioni,
2) i rami (00,) ne hanno r —+r7r,,

i4-1) i rami (0%0,"....0;*) ne hanno rv; 7,V 4 .. +17;.
1 (] 1Y

Viceversa, se sono soddisfatte le condizioni 1), 2),...74-1),
la curva f possiede i punti 0", 0,,....0,"%.

La prima parte dell’enunciato riesce evidente decompo-
neundo la f nei suoi rami, in base alla definizione dei punti
multipli sueccessivi comuni a due rami; e parimente resta sta-
bilita la proposizione inversa.

La precedente osservazione da luogo ad una definizione
geometrica dei punti multipli infinitamente vicing delle curve f
in base alle condizioni 1) 2)....¢ 4~ 1), la quale pone in evidenza
che: se due curve f e ¢ posseggono, in un gruppo — G —
di punti infinitamente vieini, le medesime molteplicita, anche
le carve del fascio 2f - pp =0 posseggono in quei punti le
stesse molteplicita.
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Si. deduce, (L. 1° § 14), che tutte le curve f possedenti
date molteplicitd nei punti di G formano un sistema lineare,
ossia: le condiziont di passaggio di una curve f per punti mul-
tipli infinitamente vicini sono lineari, come per punti multipli
distinti (efr. per i punti seguentisi su rami lineari il § 3)

Per vedere come effettivamente si scrivano le condizioni
anzidette, nel caso di punti su rami superlineari, riferiamoci ad
un semplice esempio: ad una curva f, che passi r volte per O
e s volte per il punto infinitamente vicino O,, per es. nella
direzione dell’asse », s’imponga di passare ulteriormente con
una certa molteplicita « per il punto O,,, primo satellite di O,,
che appartiene a tutti i rami di second’ ordine, (0°0,'[0,,']),
rappresentati da
) fe=1¢
1) j 5

: [ y=a,t’ 4+ bt* 4+ .....
Riconoseciamo anzitutto che, in forza del passaggio per 0”07,
la f possiede 2r -} s intersezioni coi rami 1), cioé eseguendo la
sostituzione 1) nell’equazione f(xvy) —0 si trova un’equazione
resultante F(t) =0 che contiene ¢ al grado minimo 27 4 s.
Trovandosi_O, sull’asse @, si verifica che spariscono in F' tutti
i termini di grado minore di 27 -3, come segue: scrivendo

Jf= .‘Jt‘aik iyt
il passaggio di f per O” si traduce nelle condizioni
a;;—0 per +k<nr,
e il passaggio per O,° nelle
@i =0 ’per b2k < 7 + s;
da cid si deduce:

;=0 per 2+ 3k <<2r+s.

Ora se la f deve passare per il punto O,, con la molte-
plicita =1, bisogna che manchi in F il termine che con-
tiene .¢ al grado 2r - s: questo termine contiene i coeffi-
cienti «;; per cui

i+k>r, i4+-2k>r4-s8, 20 +3k=2r+s,
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e quindi
i+k=r, i+2k=r-+s

t=r—s, k=s;
la condizione & dunque unica, essendo data da
Ay—5,5 — 0.

Se invece si vuole che f passi per 0,, con la moltepli-
citd u =2, si troveranno nello stesso modo altre due condi-
zioni, che corrispondono all’ annullamento dei -cofficienti
per cui

i+ k=r+1, (i+ k=7
| i+2%=r-+s | 2k =r—+s1-1,
ciod
s t—=r—s+2 | t—=r—s—1
{ k=s—1 { t=s+1.

K ormai chiaro come si prosegua la determinazione delle con-
dizioni accioceheé f passi per O,, con la molteplicitd « =3, 4....,

- . (e + 1
e che in generale si trovano 1+ 2 4.+ u= —(—0—)

condizioni. -

Lo stesso numero di condizioni si trova sempre rispon-
dere all’imposizione di un punto multiplo, definito in un certo
intorno di f sopra un ramo superlineare; ma il riconoscimento
di cio esige un’analisi approfondita che rimandiamo al Cap. I1I,
dove le condizioni su esposte vengono studiate con le for-
mule del calcolo differenziale; qui si ¢ voluto accennare al
modo come esse si ottengano con considerazioni puramente
algebriche. :

La possibilita di tradurre in forme differenziale le con-
dizioni di passaggio di f per punti appartenenti a rami
superlineari, si lascia riconoscere in modo analogo a cio
che avviene nel caso di punti succedentisi sopra rami
lineari.

A tale scopo occorre considerare la funzione composta

F(t) = f(2(t), y@)),




CAPITOLO I : 395

dove
1) T =

= at’ 4+ b

se la curva f deve possedere r intersezioni col ramo 1) per =0,
si debbono annullare, insieme ad F, anche le derivate succes-
sive di F fino all’ordine » — 1 incluso. Infatti codeste derivate
porgono i coefficienti delle successive potenze di ¢t nello svi-
luppo di MAc-LauriN di F(?).

Ora osserviamo che I’insieme delle equazioni lineari nei
coefficienti di f, che valgono ad esprimere la definizione geo-
metrica dei punti multipli infinitamente vieini, traduce quella
definizione soltanto in senso largo, in quanto permette di
affermare che un ramo (0O) ha con la curva f almeno 7 inter-
sezioni ma non esattamente r, e cosi di seguito. La definizione
intesa in senso stretto esigerebbe di aggiungere alle predette
equazioni lineari di condizione anche certe disequaglianze.
Questa circostanza si rende anche manifesta attraverso la defi-
nizione aritmetica dei punti multipli in rapporto agli sviluppi
di Puisrux, giacché ivi occorre escludere 1’annullamento dei
coefficienti dei termini essenziali negli sviluppi predetti.

Ordunque accade che entro il sistema lineare di tutte le
curve f possedenti certe molteplicitd nei punti del gruppo G,
esistono curve particolari aventi effettivamente molteplicita
diverse da quelle della curva generica. Per esempio se 00, O,
sono punti sueccessivi di un ramo di second’ ordine, nel sistema
lineare delle curve f (di dato ordine) possedenti i punti 0°0,'0,",
cioé aventi a comune una cuspide con la relativa tangente,
sono contenute le curve che posseggono i punti doppi 0°0;7,
cio¢ hanno in O un tacnodo con la tangente 00,. (Cfr. § 4).

Conformemente alla locuzione gid introdotta nel § 3,
diremo che la curva f possiede nei punti di un gruppo @
certe molteplicita virtuali r, r, r,.... quando i suoi coeflicienti
soddisfano alle condizioni lineari (di uguaglianza) che tradu-
cono in senso lato la definizione geometrica (o aritmetica)
delle molteplicita effettive.

Qui occorre avvertire che la definizione delle molteplicita
virtuali si applica non soltanto ad una f che appaia come
caso particolare di curve dotate di molteplicita effettive
¥y, T,y ¥y..., na anche quando tali curve non esistano, come
avviene se i numeri », r,, 7,... non soddisfano alle dise-
guaglianze fondamentali di prossimita.
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Osservazione. I1 problema di determinare le molteplicita
effettive che spettano ad una curva @’ordine abbastanza ele-
vato cui vengano assegnate certe molteplicita virtuali, in
modo affatto arbitrario, verrd da noi trattato nei prossimi
capitoli, sia con I’ausilio della trasformazione quadratica sia
con quello dell’ analisi infinitesimale. Qui ci limitiamo ad
una semplice avvertenza relativa all’ordine con cui deb-
bono prendersi le condizioni imposte da certe molteplicita
virtuali. Se si impone ad una curva f di possedere come
punti di molteplicita », r ,r,,...9;, i punti successivi di un
ramo (070,"10,”....0;*), bisognera anzitutto che la molteplicita
effettiva di 7 in O risulti " =»r, e se " =r anche »/ =r,.
Ma se invece » >, la curva f per questo solo fatto possiede
gia con tutti i rami (00,) »" anziché r interserzioni, sicche le
condizioni 2) relative al punto 0,”t vengono gia in parte sod- .
disfatte: la molteplicita effettiva di O, potra dunque risul-
tare < 7r,, avendosi soltanto la certezza che

r'=Zr,— 0 —r).

Proseguendo questo ordine di considerazioni, si riconosce
che in ogni caso: per il primo punto 0, della successione
00,....0;, la cui molteplicita effettiva 47, risulti diversa dalla
virtuale, si ha

7
Tn > T

invece per 1'ultimo punto Ok, a cui molteplicitd eﬁ‘ettlva sia
diversa dalla virtuale, si avr

’

T < Ty

almeno per la curva f pilt generale, di un ordine abbastanza
elevato.

Aggiungasi la spiegazione dei motivi per ecui, in tutto
cid che precede, si prendono a considerare curve di un ordine
abbastanza elevato. Si esige in primo luogo che il numero
dei coefficienti di f sia tale da poter soddisfare tutte le con-
dizioni relative ai punti multipli successivi assegnati. Ma
sopratutto si vuole ancora che queste condizioni siano indi-
pendenti, almeno nel senso che I’imposizione di dati punti
multipli, soddisfacenti alle disuguaglianze di prossimitd, non
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porti di conseguenza molteplicitd superiori a quelle assegnate
0 passaggio per altri punti infinitamente vicini. Ci0 accade
certo per curve d’un ordine assai alto, come risulta dalla
costruzione data nel § 11, la quale ci porge una curva avente
una data successione di punti multipli sommando parabole
ed iperparabole osculatriei.

Per curve d’ordine basso pud invece avvenire che il
passaggio per alcuni punti infinitamente vicini porti di con-
seguenza il passaggio per un punto successivo: cosi la tan-
gente ad una curva in un flesso contiene un terzo punto
della curva, e la conica osculatrice in un punto sestatico di
una cubica (L. 1°, § 22), (o in generale di una curva qua-
lunque), ha un sesto punto a comune con la curva oltre i
¢inque che valgono a determinarla. Invero legami di dipen-
denza di tal genere sono in tutto analoghi a quelli che
vengono presentati da certi gruppi di punti distinti in rela-
zione alle curve di un certo ordine che debbano passare
per esse (I.. 2°,§§ 15, 16).

Nota sulla separazione dei rami. Ad una curva f (d’or-
dine abbastanza elevato) s’imponga di passare per i punti
infinitamente vicini di un gruppo G con certe moltepli-
cita, assegnate in guisa da soddisfare alle disuguaglianze
fra gli ordini di molteplicitdh dei punti prossimi. Allora
esiste un sistema lineare di curve f che passano (propria-
mente) per i punti dati con molteplicitd effettive uguali
alle molteplicith assegnate. Sorge ' quindi la questione di
determinare in quanti rami si scinda la curva f. Alla
quale domanda si pud dare una risposta semplice e precisa
per la f pilt generale fra quelle che posseggono i dati
punti multipli. '

Se il gruppo G fosse cosl esteso da comprendere
I primi punti liberi che siano semplici per f, verrebbe
senz’ altro determinata la separazione dei rami di f e se
ne otterrebbe la rappresentazione gratica conforme al § 9.
Ma, ove @ non sia in questo senso completo, si pudo tut-
tavia dave una risposta semplice e precisa alla domanda,
sempre per la curva J piu generale fra quelle che pos-
seggono i dati punti multipli; invece per curve f par-
ficolari la domanda non ammette « priori una risposta
determinata.
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Per semplicita ei riferiremo al caso in cui il gruppo G
sia una successione di punti 00,...0; seguentisi sopra un
unico ramo (0”0, ....0;') e supporremo dapprima che le mol-
teplicith assegnate mei punti O, siano multiple dei numeri v,
secondo uno stesso numero:

T=0v, F,T= A ey = AL

In tal easo si riconosce che: « la curva f pitt generale
passante per 0"0,...0/* consta di X rami passanti semplice-
mente (e propriamente) per O; ». '

Nella costruzione del § 11 si ¢ mostrato infatti I’ esistenza
di una curva f, che passa per 0"0,"...0," e possiede A rami
distinti; anzi per una tale f, si possono assumere ad arbitrio ~
punti semplici Oii1,1 Oiiq,2.... Oiyq, 2, successivi ad 0; (nel-
Iintorno (§ 4 1)-mo di 0), punti liberi in posizione affatto
arbitraria.

Ora nel sistema lineare | f| delle curve che passano per
0"0,...0%, una curva generale f, avendo nei punti dati
molteplicitd effettive unguali alle virtuali, dovra contenere
rami passanti propriamente per O;; si concludera dunque
che essa consta di 2 rami distinti, ove si faccia vedere
che non puo contenere un ramo ’ordine v avente in 0;
la molteplicita o (» > 1). Infatti se questo accade per
una f di |f|, i punti di f prossimi ad 0;, non saranno
pitt A punti liberi distinti di coordinate arbifrarie, ma
aleuni di essi, O;ys.... Os4p, saranno satelliti di un punto 0,1,
salvo il caso che O;y1 abbia una molteplicita >> 1. E ma-
nifesto che le condizioni perché i punti O;is...0:p diven-
gano satelliti di 0;,; oppure perché O0;.; aecquisti una
molteplicita > 1, si traducono in relazioni fra i coeffi-
cienti della f scelta in |f|, non essendo tali condizioni
soddisfatte per la curva generica Af, 4-pf. Dunque la f &
una curva particolare del nostro sistema lineare.

Tenendo poi presente la costruzione delle curve con dati
punti multipli svolta nel § 11, si deduce in generale il

Principio della massima separazione dei rami: la curva
pilt generale fra quelle che posseggono dati punti multipli
si scinde nel massimo numero di rami compatibile col pos-
sesso delle date molteplicita effettive.
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Questo resultato fu gid stabilito nel § 5 per il easo par-
ticolare delle successioni di punti doppi. Anche la proprietd
ivi riconosciuta che il ramo di second’ordine di specie s pos-
siede come caso particolare la curva composta di due rami
con contatto d’ordine s--1, pud essere facilmente estesa.
Una curva, 9, composta di un ramo d’ordine vp passante
per Of (p>1), per valori particolari dei parametri da cui
dipende pud spezzarsi in p rami d’ordine v, aventi a comune
oltre O;' anche 0:°; cid accade quando si imponga alla ¢ di
. avere in O;1 la molteplicita p.
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Le singolarita :
rispetto alle trasformazioni quadra.tiche.

13. Riduzione delle singolariti mediante trasformazioni
quadratiche. — Richiamiamo le nozioni fondamentali sulle
trasformazioni quadratiche del piano, rinviando per maggiori
schiarimenti al L. 1°, § 17. »

Si ottiene una trasformazione quadratica (generale) fis-
sando che alla rete |¢| delle coniche per tre punti base 4, B, C
(non in linea retta) corrisponda proiettivamente la rete delle
rette del piano, in guisa che ad ogni fascio di ¢ corrisponda
un fascio di rette. Designando con ¢,, ¢,, ¢, tre coniche
linearmente indipendenti della rete, le formule della trasfor-
mazione sono: .

Y, =9 (‘Ivi @, 'Ts)

Y=, (mi Ty r"z)
Y = @5 (z,%,,),

o — in coordinate non omogenee —

D JCU I N )
s 2y)’ ()

Queste formule determinano un punto (y) corrispondente ad
un punto qualsiasi (2), fatta eccezione per i punti fonda-.
mentali A, B, C, per cui riesce ¥y, =y, —=1y,—0,0s8ia X e Y
. . 0 S
assumono la forma indeterminata 0" Allora, avvicinandosi ()
ad A in una certa direzione, il punto omologo (%) tende ad
un punto che deve ritenersi corvispondere a un punto infi-
nitamente vicino ad 4. Il luogo dei punti che corrispondono

F. BNRIQUES - II. 23
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ai punti infinitamente vicini ad A & una rette fondamentale, a;
percio alle vette per A corvisponderanno coniche degeneri
aventi come parte fissa la @, cioe, a prescindere da questa
parte fissa, corrisponderanno le rette di un fascio A (proict-
tivo al primo). Similmente ai punti B, C corrisponderanno
altre due rette fondamentali b, ¢, ¢ alle rette per B, C, rette
per B, C. -

Ora la trasformazione (uadratica & univocamente inver-
tibile: alle rette del piano (@) corrispondono nel piano (y)
(delle linee intersecanti in due puntile rette eio¢) coniche che
passano per i tre punti ABC intersezioni di be, ca, ab: si
vede infatti c¢he il punto A corrisponde alla retta @ = BC, ecc.

Le equazioni di una trasformazione quadratica a punti
fondamentali distinti si possono ridurre alla forma canonica,
gid incontrata nel L. 1°, § 17, come segue.

Sioassumano nel piano (v) i punti fondamentali della
trasformazione come punti (100), (010), (001), e analogamente
nel piano (y) i punti fondamentali omologhi; le equazioni
della trasformazione si ridurranno a

U T .
Sy Ty Ty
o, sotto forma intera (disponendo di un fattore di propor-
zione ¥,7,9.):
=YYy C=YYy C=YYs;

Ia sostituzione inversa ¢ data qui dalle formule

Y, = id

by — —__—_:’
Va,,,

che — tenuto conto del fattore arbitrario nelle coorvdinate

omogenee — divengono
Y, =0T, Y,=T,%, Y;=1707%,.
Ora, data una curva d’ordine =,
S 2,2) =0,

la sua trasformata ¢, in generale, la curva d’ordine 2n:

F@Y9) =LYy YsYiy Y,Y,) =0,
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che passa con la moltepliciti » per i punti fondamentali del
piano (y). Ma .se la f possiede come punto multiplo @ ordine #
un punto fondamentale del piano (z), p. es. (100), la trasfor-
mata di f si ottiene staceando il fattore y,”: '

J(@ @ ,,) =y,
Coxi appare come dalla f(y,vy,y,) =0, trasformata di una f
generale, si ritorni alla (v @,x,) = 0 colla sostituzione

=Y =Y, =YY

infatti, In f(y,y,9,) = 0 passando per i punti (100), (010), (001),
colla molteplicitd n, dalla f(@,2,, w,x,, ©v,,) si stacea il fat-
tore @ "w,"2,".

tichiamate queste mozioni, ei proponiamo di studiare
effetto delle trasformazioni quadratiche sopra le singolariti
di una curva f. I8 conviene prender le mosse da un caso
clementare che gidv incontrammo per incidenza nel § 23 del
L. 2% ma che qui vogliamo riassumere come base di ulterviori
sviluppi.

Sia f una curva qualunque d’ordine n, e si eseguisca nel
piano di £ una trasformazione quadratica supponendo che i
punti fondamentali A, B, ¢, siano fuori di 1, oppure che appar-
tengano ad essa c¢on cerfe moltiplicita 9, s, ¢, ma in tal caso
le rette fondamentali «, b, ¢ non siano tangenti principali; si
supponga ancora che le rette fondamentali «, b, ¢ non toc-
chino f e non passino per aleun punto multiplo di essa.

La curva f viene trasformata in una curva 1 d’ordine

20— (r+4-s-1-1) (r=0, s=0, t=0),

giacché alle intersezioni di /' con una retta corrispondono le

intersezioni di f con una conica per A, B, C. La f passera

per i punti fondamentali A, B, C, con le molteplicita
r=mn—(s-- t‘),

s=mn—(t4+ 1),

T |

=n—(r--s),

giacche alle intersezioni di f con wuma retta fondamentale,
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per es. a, fuori di B e (| corrispondono pnntl di f infinitamente
vieini ad A, ciod tangenti di  in A (invece al punto B, non
essendo « una tangente principale, corrispondera il gruppo
delle intersezioni i f con b, fuori dl A O’ e analogamente
si dica per (). Dall’ipotesi che le r intersezioni di f eon «
(fuori di B, C) sono punti distinti, segue che il punto A ¢ per fun
punto 7-plo a tangenti (hsnnte.

Ricordato questo caso elementare, esaminiamo che cosa
accada per posizioni particolari della retta fondamentale «.

Pongasi anzitutto che « divenga tangente ad f in un
punto 4,, diverso da B, (, e con un contatto v-punto (v > 1).
Allora la curva f pomedem in A un punto di molteplicita r
per cui v tangenti principali coincidono in una tangente,
a, = AA“ che ha 7 -+ 1 (e non pin) intersezioni con la cury g
mfattl alla «, corrisponde la retta AA, la quale ha i in 4, solo
una mterse/,lone con la f. Il ramo di- f tangente ad.a,, riesce
dunque un ramo ordinario d’ordine v (cuspide per v==2).

- Pongasi invece che la refta « contenga un punto A, di
molteplicita », (>1). In questo caso ad 4, corrisponderi
un punto A, mhmb(unente vicino ad 4, e si \*erlhca che tutte
le linee passantx semplicemente per AA1 hanno con f r—-7,
intersezioni, c¢ioé r, in pitt che le intersezioni di una linea
gencrica passante soltanto per A. Infatti alle linee per AA
corrispondono linee per A, che hanno ivi 7, intersezioni riu-
nite con .

La proprietd che abbiamo messo in rilievo per il
punto A di f, costituisce la definizione geometrica dei punti
multipli infinitamente vicini ad un punto proprio nell’intorne
del prim’ordine (efr. § 3), a tenorve della quale si deve dire
che A, e r-plo per f. ~ '

Viceversa avremo: ¢ punti multipli di une curva, injfi-
nitamente vicini ad un punto proprio O, nell’ intorno dei
primt’ ordine, si possono definire come trasformati di punti
propri dotati di uwguale molteplicila, per mezzo di una tra-
sformazione (uadratica; dove la definizione soddisfa al requi-
sito fondamentale che « due curve, f e 9, aventi a comune
oltre ad O un punto O,, infinitamente vicino ad esso, di molte-
plicita rispettiva », e s, hanno ivi riunite (almeno) » s, inter-
sezioni oltre quelle dovute alle molteplicita di O ». Infatti
basta porre in O un punto fondamentale della trasforma-
zione, ecscludendo che qualehe tangente principale sia una
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retta fondamentale per O: collo stesso ragionamento prece-
dente si vede che ad.un punto 0,, vicino ad 0 ed »,-plo per
la curva, corrisponderd un punto proprio O,, ancora 7-plo
per f, appartenente alla retta fondamentale o che corrisponde
ad 0. B si fa vedere che un punto O,, 7,-plo per f ed s-plo
per ¢, assorbe (almeno) 7, s, intersezioni delle due curve (oltre
yuelle dovute alle molteplicita di 0), riguardando, per esempio,
v come limite di una curva ruotata ¢ , e contando di quanto
diminuisece il numero delle intersczioni di /" e »,, fuori di O+
la diminuzione appare dal fatto che le curve trasformate 7 e @,
vengono ad avere a comune un punto proprio di moltepli-
¢ith r, e s, quando ¢, =

b chuuo che la trasfornmzione adoperata per ridurre la
singolaritdy straordinaria 0, si puo considerare come 1’inversa
della trasformazione usata innanzi per costruirla.

Si nofi che la definizione dei punti multipli infinitamente
vieini ad O, posta per mezzo di una trasformazione quadra-
tica, riesce indipendente dalla arbitrarvietd che rimane nel
costruirve la trasformazione con un punto fondamentale O e
altri due punti fondamentali generici; cio si pud riconoscere
anche senza usare dell’ osservazione fatta cirea le inter-
sezioni di " con rami o curve tangenti ad 00, rilevando che
i numeri inferiy i quali designano le molteplicita di f prossime
ad 0, non possono variare con continuita al variave dei para-
metri della trasformazione suddetta.

Riprendiamo la trasformazione in eui si corrispondono f
¢ / per esaminare cosa corrisponda su f a un punto 0,, infi-
nitamente vieino ad 0,, della curva 7. A tale scopo si distin-
guano due casi:

1) la tangente 0, 0, & diversa dalla retta fondamentale o;
2) la tangente 0,0, coincide con o.

Nel caso 1) si vede che al punto 0, corrisponde un
punto O, di f, sueeessivo ad O, sopra un ramo lineare 00, 0,
ed avente la medesima moltephut.b che 0, per f; eid segue
dall’ osservare che a un ramo lineare per 0, 0, corrisponde,
nel piano di f, un ramo lineare per 00,0, (in corrispondenza
biunivoea eol primo).

Invece per il caso 2) occorre ricordare che a un ramo
lineare tangente ad o corrisponde un ramo cuspidale ordi-
nario con la tangente 00, : percio al punto O,, avente per f una
certa molteplicita r,, corrispondera su f un punto 0,, appar-
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tenente all’intorno di second’ordine di 0, ma situato sopra
un ramo di second’ordine (0°0.'0,%).

Generalizzando le¢ cose dette, si oftiene senza difficolta il
resultato seguente:

se la curva f possiede infinitamente vicini ad O pit
punti multipli 0,0,....0;, seguentisi sopra un ramo lineare,
Ia curva trasformata di f, ove sia stato assunto O come punto
fondamentale, possiede punti multipli successivi 0, 0,....0;,
dotati delle stesse molteplicita, che si seguono sopra un ramo
lineare non tangente alla retta fondamentale o. Se invece la
curva f possiede infinitamente vicini ad O pitt punti mul-
tipli 0,0,....0;, seguentisi sopra un ramo ordinario d’un certo
ordine v, la curva frasformata i f possiede punti multipli
suceessivi 0, 0,....0;, seguentisi ugualmente sopra un ramo
lineare, il quale perd ha un contatto v-punto con la retta
fondamentale o.

Cost la trasformasione quadratica permette di definire i
punti nadtipli di f infinitamente vicing ad wn punto proprio O,
e prossimi ad esso, i quali divengono punti della retta o, ¢
precisamente punti propri di essa oppure punti successivi a
questi sulla stessa o. ,

In generale, essendo ) punto »-plo per f, si avranno
nell’intorno di prim’ordine dei punti O, 0,,... di moltepli-
citav »,, ¥,... (7, =1), ¢ negl’intorni d’ordine >>1 potranno
ancora trovarsi dei punti prossimi ad O, per es. i punti
0,15 0, ... di molteplicita »,,, r,,,.... successivi ad 0, ¢ cosi
i punti 0,,, 0,,,.... di molteplicita r,,, ,,,.... suceessivi ad 0,, ece.,
si avra allora la relazione fondamentate di prossimita:

r=r = b A=, A=y by e

Questa relazione, che gia incontrammo nel § 11, risulta
(qui dimostrata in modo semplicissimo: infatti la curva tra-
sformata f incontra la retta fondamentale o in » punti che
si riducono ai punti 0, 0,... di moltiplicita +, »r,... ed ai
punti infinitamente vieini a questi, econtati pure secondo le:
loro molteplicitd » 2, . 7, #,, ceeyenee €CC.

Osserviamo per incidenza che la loeuzione <« punti
prossimi » apparce qui giustilieata in rapporto alla circo-
stanza, bhene Ilnmeggiata dalla trasformazione quadratica,
che i punti prossimi ad 0, non appartenenti all’ intorno del
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prim’ ordine, si possono ritenere come limiti di punti di
questo intorno.

Noteremo in fine che la definizione dei punti prossimi
per mezzo della trasformazione (uadratica permette imme-
diatamente di comprendere da questo punto di vista la carat-
teristica e lo schema grafico di un ramo superlineare, che
abbiamo spiegato nel § 8; la nozione di quello schema risul-
tord cosi indipendente dall’analisi diretta delle singolarita,
che precede, nella nostra trattazione, il nominato paragrafo.

Nota. e cose dette si laseiano estendere al caso in eui
sadoperi invece della trasformazione quadratica una trasfor-
mazione birazionale (ecremoniana) del piano, d’ordine > 2.

‘Pongasi che le X e Y vengano espresse come funzioni
razionali di w», ¥

v 2@y P2y

-, ) - ) ?

2.(2Y) ?,(y)
con Dipotesi che queste formule siano univocamente, cioé
razionalmente, invertibili. In una siffatta trasformazione si
presentano come punti eccezionali, o fondamentali, i punti

tissi comuni alle eurve 9, =, -=», =0, ¢ quindi base per la
rete 2, -l- pp, -l vp, == 0. Precisamente ad un punto base sem-

plice della rete (con tangente variabile) corrisponde una retia
Jondamentale, ¢ cost a un punto doppio (a tangenti variabili)
una conica fondamentale, ece. '

Ora, essendo data una curva f che possegga in O una
singolariti straordinaria, la stessa riduzione della singolarita
¢he abbiamo oftenuta mediante trasformazioni quadratiche,
sioottiene anche con una qualsiasi trasformazione birazionale
¢he abbia in O un punto fondamentaie, base per la rete
29, = 1, 1= v, =0, a tangenti variabili. Accade cio¢ che ai
punti sempliei o multipli di 7 infinitamente vicini ad 0 nel-
I"intorno del prim’ovdine, corrispondono punti propri della
curva fondamentale o, omologa ad (0; ed inveee ai punti di £
che cadano in un intorno d’ordine superviore al primo, ma
siano prossimi ad 0, corrispondono punti impropri di o, infi-
nitamente vicini a qualeuno dei punti propri nominati.

In ¢io che precede abbiamo escluso che si abbiano punti
fondamentali infinitamente vieini ad 0, eio¢ c¢he O sia punto
base della rete trasformante con tangente fissa; analoga eselu-
sione si era fatta anche per le trasformazioni quadratiche.
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Ora, senza approfondire il soggetto, vogliamo qui osser-
vare che: se si hanno due punti fondamentali semplici 0, O,,
infinitamente vicini fra loro, la trasformazione mette in evi-
denza come punti propri i trasformati dei punti dell’intorno
di second’ordine di O, cioé i punti suceessivi ad O, sopra un
ramo per 00,.

14. Decomposizione di una singolarita. — Il procedimento
di riduzione, spiegato nel precedente paragrafo, permette di
sciogliere qualsiasi singolarita, O, di una curva f, mediante
una successione di trasformazioni quadratiche, ponendo in
evidenza i punti multipli di £, che cadono infinitamente
vieini ad O, come punti multipli propri di curve trasfor-
mate. Anzi questa decomposizione pud assumersi come defi-
wizione det punti muwltipli infinitamente wvicini, indipendente-
mente dall’analisi divetta che conduce a definirli mediante
le intersezioni di rami lineari (§ 3) e superlineari (§ 7).

Data la singolaritd, O, porremo anzitutto in evidenza i
punti (sempliei e) multipli 0, 0,...., vicini ad O nell’intorno
del prim’ordine, operando una trasformazione quadratica con
un punto fondamentale in O; successivamente prenderemo
un punto, O, della curva trasformata come punto fonda-
mentale della nuova trasformazione quadratica, e cosi por-
remo in evidenza i punti O, , O,... vicini ad 0, nell’in-
torno del prim’ordine, ¢ quindi vieini ad O nell’intorno del
second’ ordine.

Frattanto la singolarita appartenente al punto 0,, che puo
lasciarsi fuori del triangolo fondamentale della nuova trasfor-
mazione, si riproduce invariata, come faremo vedere precisa-
mente pitt avanti, per non interrompere il filo del nostro
discorso. (Cfr. Posservazione che chiude questo paragrafo).

Il procedimento indicato si puo ripetere a partire da 0, ....,
fino a porre in evidenza un (ualsiasi punto (semplice o mul-
tiplo) di f che si trovi successivo ad O sopra un qualunque
ramo e nell’ intorno d’un ordine s-1- 1 comunque elevato. Ed
& chiaro « priori che la serie dei punti multipli successivi
0,0,0,,,..., appartenenti ad un ramo di f, riesce cosi definita
merce successive trasformazioni quadratiche, indipendente-
meute dall’arbitravieta dei parametri (variabili in modo con-
tinuo) che figurano in queste, cosi come si ¢ gia notato, per i
punti dell’intorno del prim’ordine, nel precedente paragrafo.
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Ora, dopo aver decomposto in tal modo una successione
di punti multipli 0,0,,0,,,.... fino allo s-mo, si pud ripetere
lo stesso procedimento per le analoghe successioni 0, 0,, 0, ....
e cosi anche 0,,0,,,...., ecc.; si perviene in tal guisa ad una
curva trasformata di f, sulla quale si trovano come punti
propri i punti semplici o multipli che corrispondono ai punti
di 1 vicini ad O nell’intorno @’ordine s. Se la singolaritd O
¢ i specie s, cio¢ se non vi sono punti multipli di f vicini ad 0
al di 14 dell’intorno s-mo, la trasformazione detta innanzi
scioglie completamente la singolarita di f, nel senso che ai punti
vicini ad O nell’intorno (s 4 1)-mo corrispondono punti sem-
plici della curva trasformata; e cosi i punti multipli prove-
nienti dalle diverse successioni che appartengono ai rami
per 0, appaiono come punti multipli propri sopra un numero
finito di curve trastormate, e si distribuiscono in un certo
numero di serie di composizione della singolarita.

Ne la singolaritd O si suppone direttamente delinita in
hase alle intersezioni dei rami lineari e superlineari, si sa gid
che oltre un certo intorno s-mo i punti vicini ad O sono
semplici, poiché ogni ramo possiede un numero finito di punti
multipli e due rami non possono avere che un contatto d’or-
dine finito; cosi ad ogni singolaritd corrisponde un numero
finito che ne designa la specie: pertanto si deduce immedia-
tamente che qualungue singolaritea di wuna curve algebrica
plana st puo sciogliere con un numero finito di trasformaszioni
quadratiche, ¢ioé possiede un numero finito di serie di com-
posizione ugualmente finite.

Ma vogliamo qui supporre che il lettore ignori 1’analisi
diretta delle singolaritd contenuta nel precedente capitolo;
occorre allora dimostrare che ogni singolaritd ha una compo-
sizione finita, cio¢ che « il procedimento di riduzione spiegato
innanzi ha termine dopo un numero finito di trasformazioni
quadratiche », sicché « per ogni singolarita esiste un numero
che ne designa la specie ».

La dimostrazione richiesta si puo fornire (con NOTHER)
osservando che ogni punto i-plo (¢ > 1) di f vicino ad O, che
appartenga ad un intorno di qualsiasi ordine, ¢ (i — 1)-plo
almeno per le curve polari; segue da cid che la specie s di
una singolaritd pertinente ad una curva d’ordine n e di

. n(n—1) .. \
classe m non puo superarve - -—— —m: questo limite puod

)
-
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essere raggiunto soltanto ove si abbia una sola singolaritd,
costituita di s-1-1 punti doppi.

La proprieta che ogni punto i-plo (anche improprio) ¢
virtualmente (i — 1)-plo (almeno) per le polari, si puo dedurre
dalla proprieta analoga stabilita per i punti multipli propri
(L. 3% § 4), dove si faccia vedere che una singolarita costituita
di punti multipli infinitamente vieini nasce come limite dal-
Pavvieinarsi i pitt punti multipli ordinari, dotati di uguale
molteplicita; la trasformazione quadratica giustifica questa
considerazione come vedremo in modo preciso nel § 19,

Ma si puo evitave tali considerazioni di limite, come segue :

1) con una verifica analitica divetta, mercé cui si rico-
nosce il comportamento delle polari nei punti multipli infi-
nitamente vieini;

2) considerando, in luogo delle molteplicita delle polari,
I’abbhassamento del genere dovuto alla presenza di punti mul-
tipli successivi di /5 ragionamento dovuto a BERPINEL

Bsponiamo  per comoditd dello  studioso ambedue le
dimostrazioni.

1) Verifica analitica del comportamento delle polari.
Consideriamo nel piano della curva f (d’ordine n) la polare di
un punto (ualsiasi B, che assumiamo come punto (100). Preso
il puuto (010) nel punto »-plo 0, e il punto (001) in un altro
punto generico, eseguiamo la sostituzione quadratica

=Y, =Y, T,=1Y1Y,,

esattamente invertita da

X, T,

Y=

T, ——o= -

. lnv s e
\/mlwaﬂ“z; v T, 0,7,
Avremo

S, fv::) — yz,:f(?h Y Ys),

¢ la polare del punto B sara

~ 1 11
Cf r L e Dpe B 2
o T ¥ T e S
v, _
- 1 o 1 1 1 - 1 1 1
1 j 9 l af Ty TS 131 T 0.2 3
41 e I B R e e T 2
Yy ( 23y, IEETA 20y, /

of

Py iy L2 1o, 1y -)
=58 T YT S5, (—ay} Y7 )

BT g gy T ey Y
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sicch¢, moltiplicando per @, =1,v,,

AP LS 7 19f 19
fCT,LTIQ’ =1, (2 —T)alj Y, +‘)alj Y, +r)a,y;y3

da cui, per il teorema di BULERO:

az Y, + 4 Y.+ af Y, =2n — "')f—y

o, %, %,
f = o
3, x, =1," nj—~;”—ly1
’c)f
onde appare che la trasformata della curva. 3¢ __0, avente
come punto r-plo 0=(010), & la curva o
=g -y, =0,
of
()lﬂ,, ogni polare di f, e in parmcolare Ia polare 3;7:20’
1

pa»c A per i punti

0", 0,*..
di f appartenenti alla refta y, = 0, con molteplicitd rispettive

=>r,—1, =Zr,—1l..;

1

» altrettanto accadriy per una combinazione lineare di quella
polare con la f. of

Siodeduee che Ia curva a—&}--.q:O passa per O, 0,, O,...
con molteplicita, ot

r, =r—1, =Zr,—1l..;

ma, poiché le retta @, =0 passa per O ma non per 0,, 0,....,
segue che la polare di B (che ¢ un punto generico del piano
di f) passa per 0"~ (come si sapeva) e possiede in 0, O,.... .
molteplicita (virtuali) ' '

=

=r,—1, =r,—1...

[ia nostra veritica ¢ compiuta in tal modo per i punti
multipli appartenenti ad intorni del 1° ordine.
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Si passera quindi all’intorno del 2° ordine applicando il
resultato alla curva f (anzichd alla f cui si riferivano i pre-
cedenti ragionamenti). Un punto 0,,"* (r,, > 1), appartenente
all’intorno del 1° ordine di O,, avrd una molteplicita

=, —1 )
of

per le polari di f e in particolare per la 3, =0; si dedurra
1

qunindi che il punto 0, di f, appartenente all’intorno di
2° ordine di O, avra una molteplieitd

- = Ty — 1
per la polare di B:
of
S, — 0.

B cosi la verifica procede seguitando induttivamente, giacche,
compiuta per intorni @’ordine s — 1, si passa al caso di intorni
d’ordine s. '

Aggiungeremo che la trasformazione eseguita innanzi
permetterebbe di investigare pitt profondamente il compor-
tamento delle polari di f, ¢ quindi 1’ abbassamento della classe
dovuto a una singolarita straordinaria; ma di ciod tratteremo
pit avanti.

2) Abbassamento del genere in rapporto alla composizione
di una singolarited. Richiamiamo la dimostrazione dell’inva-
rianza del genere per trasformazioni quadratiche, che abbiamo
incontrato nel I.. 27, § 23,

Sia la curva f, d’ordine n, la quale passi per i punti
fondamentali 0, B, C, con le molteplicita », s, t, € non con-
tenga altri punti multipli appartenenti alle rette fonda-
mentali; la trasformata f sarda @ ordine 2n — r — s — ¢,
e avra le molteplicita n —s —1¢, n—t—r, n—1r—s, nei
punti fondamentali del secondo piano, mentre conservera le
altre molteplicitd di f; allora si veritica che il genere di f

—— 5

¢ nguale al genere di f.
Ora pongasi che la j° possieda mnell’ intorno del punto
r-plo, O, dei punti multipli infinitamente vieini 0,"..., e
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d’altra parte clie le rette fondamentali sian prese in modo
generico, sicch® non contengano altri punti multipli di f; il
calcolo precedente conduce al seguente resultato: si designi
come pseudo-genere, p, 1’espressione

(n—1)(n—2) (i —1)
2 — 2

dove la sommatoria viene estesa ai punti #-pli propri di f;e
sia p, analoga espressione, cioé lo pseudo-genere di f: si
trovera

P=p— Z“Lj——l-),
dove la sommatoria & estesa ai punti multipli appartenenti
alla retta fondamentale trasformata di 0. Cio posto si vede
che quando nell’intorno di O cadono punti multipli di f, lo
pseudo-genere di f pud essere abbassato con una trasforma-
zione quadratica (p, < p). ‘

Ma, operando successive trasformazioni quadratiche, 1’ab-
bassamento di p non puod proseguire indefinitamente, giacché
lo pseudo-genere non puo diventare negativo per una curva
irriducibile: si & dimostrato infatti (L. 2°, § 23) che una curva
Q’ordine » non puo possedere tanti punti di molteplicita i 4, ....
per cui sia -

(t—DE—2)_ (n—1)(n—2)
2 2 ) ’

Si conclude che ogni singolaritd pud essere decomposta
con un numero finito di trasformazioni quadratiche, e pit
precisamente che 1’ordine del massimo intorno di un punto
singolare O in cui cadono punti multipli di f, cio¢ « la specie
di 0, ¢ minore od uguale allo pseudo-genere ».

I’ analisi che precede mette in evidenza che nella valu-
tazione del genere, affinché questo risulti un carattere inva-
riante per trasformazioni quadratiche (e cosi risponda al noto
arattere topologico della superficie di RIEMANN), si deve
tener conto dell’abbassamento prodotto dai punti multipli
infinitamente vicini che vengono a complicare la singolarita
dei punti multipli propri; insomma il genere p deve ritenersi
definito da

(n —=1D(n —2) i(i — 1)
=y )

9 )

i
-
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dove la sommatoria va estese « tutti ¢ punti multipli, sie
propri che infinitamente vicini.

Osservasione. Rimane da  giustificare pitt precisamente
Paffermazione di cui innanzi facemmo uso, che per una sin-
golarita di £, 1a ‘quale non eada in un punto fondamentale o
sopra una retta fondamentale della trasformazione quadratica,
rimane invariata la serie dei punti multipli suceessivi -sopr:
ciaseun ramo, sicehe le diverse serie di composizione riescono
definite indipendentemente dall’ordine con ecui si procede a
sciogliere la singolarita.

Notiamo anzitutto che « la trasformazione quadratica ¢
regolare nell’intorno di ogni punto del piano fuori del trila-
tero fondamentale ». Infatti, se i punti fondamentali si fanno
cadere nei punti (00), (020), (~=0), l¢ equazioni in coordinate
eartesiane della trasformazione quadratica assumono la forma
canonica

—

ed allora nell’intorno di un qualsiasi punto (eb), con ¢5=0, H==0,
X e Y sono simultaneamente sviluppabili in serie di potenze
di @ —a« e y — b, mediante la nota formula hinomiale:

] 1 11 I I
l = “_—mt - _(l;) == (? — ;L_‘, (x — (6) -+ ;T’ (fl/ — (lr) i (v — (l,’) 4 ..
1 11, 1 . )
N RS Tt S e A Rt e Tl A R

Cio posto possiamo richiamare la duplice dimosfrazione svolta
nel § 8 del precedente capitolo: ivi si ¢ posta in primo luogo
la verifica analitica che la serie dei punti multipli suececessivi
di un ramo e la molteplicita (1’ intersezione i due rami rimane
invariata per trasformazioni puntuali regolari; in secondo
lnogo si ¢ pure stabilita questa invarianza in base alla defi-
nizione geometrica induttiva di codesti punti multipli, meree
le intersezioni con rami di specic inferiore.

Quest’ultima dimostrazione geometrica potrebbe essere
ripresa qui, dove ¢ introducano le molteplicita successive di
un ramo in base alla trasformazione quadratica. Ma, ad uno
studio delle singolarita basato sulle trasformazioni quadra-
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ticlie, conviene meglio la dimostrazione che segue, ove si tien
conto soltanto degli intorni del prim’ordine. della curva f e
delle sue trasformate.

Prendiamo le mosse dall’osservazione che: una trasfor-
mazione quadratica considerata nell’intorno (del prim’ordine)
di un punto («b), fuori degli elementi fondamentali, viene
rappresentata approssimativamente da una omografic

L1 L1 1,

Segue di qui che se la f possiede un punto r-plo O e
vicino ad esso, nell’intorno del prim’ordine, un punto r-plo 0,
messo in evidenza da una trasformazione quadratica =, anche
la trasformata f (corrispondente ad J per una trasformazione 7'
regolarve in 0), possiede un punto 7-plo 0 e vicino a (questo .
un punto r-plo 0 giacehe la trasformazione quadratica =,
atta a sepavare 0, da 0, si oftiene semplicemente trasfor-
mando la «, con ]’omog' afin © che rappresenta approssimati-
vamente 7' © =—=r<= ' -

Ora si demgni con f, la curva corrispondente ad finx,
la quale possiede il punto o -plo 0, e si designi invece
con f, la curva com\pondente 4(1 Jin @, la quale possiede
pavimente il punto r-plo O,. I'ra f, e f, intercede una tra-
sformazione bivazionale, 17, ch(-s si oftiene come prodotto di

tre trasformazioni quadratiche: Al ==, T'=—", Vogliamo dimo-

strave che la 1" & vegolare in 0, (¢ cosi nel punto omologo 0,),
sicche essa viene rappresentata approssimativamente da una
omogratia t'; allora quel che si & detto per 7 e fsi estendera
ad f, e f: se esiste una trasformazione quadratica =, che
mette in evidenza un punto, 0, , di f, nell’intorno di 0, si
costruird una tra%fornmx,ione 7,, capace di mettere in evidenza
un punto multiplo di /,, ,I, nell’intorno di 0,, trasformando
la =, con Tomogratia t'; cosl rvisulterd, dimostrato che anche
ai punti di # nell’intorno di second’ordine di 0 corrispondono
punti multipli di fne]l’intzorno di second’ordine di 0. Bd &
chiaro come la dlmost azione si proseguird per gli intorni
suceessivi,

i

Dunque, per dimostrare che 7 & regolarve, osserviamo
che nella 7" al punto 0, di f, viene a con%pondere senza
ambiguitd il punto 0, dl 7, ¢ reciprocamente, in modo che i
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due punti omologhi non sono fondamentali per 7". Quest’ os-

servazione geometrica basta a mostrare la regolarvita di 7"

in 0, (e in 0,); ma si pud dare una precisa verifica analitica.
A tal fine seriviamo

T'= T_Ci Tﬂ:i—l =1m T 77r1__1 — r[nl(r_: T)ni_l];

bastera dimostrare che 1’operazione che fignra fra le paren-
tesi quadre, cioé la trasformata di t—'7 mediante la =, &
regolare nel punto 0,. Percio si noti che, t differendo da 7’
per infinitesimi del second’ordine, la t—'7' differisce dal-
Pidentitd per infinitesimi di questo stesso ordine e quindi &
del tipo

m::—szi = 4 ar® + ...

Y =9+ 8y + ...

(non figura in 2’ la y, né in 4 la 2 perché questa proprieti
“vale per 7" e z). Operiamo nelle formule ® la sostituzione
quadratica =, avente come punto fondamentale il punto 0=(00)
e come retta fondamentale omologa la retta x —=1; le equa-
zioni di ©, & deducono dalla forma canonica

1 1
fv:f/) y:'yh

eseguendo su X'y, Y’ una omogratia che porti la retta all’infi-
nito in X =1, onde si avra

L _X—1
e i — T X
T X—1

Y=

\
o)

Trasformando w con =, si avra ora

X T x Tx
X'—1_X~—1 (X—1)2+

_?.,____,.,_Y_'_,_{g v

X—1_X—1_ ' (X—l)—_l_

—1
T, 0T, _{

iY—,———l—lv 1 e quindi anche 1 ¢
. X Ty Saunand X
regolare nel punto (11) della retta fondamentale X =1, che

Di qui appare che
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1T ... v
AL =0 e percio X’
.

& pure regolare. D’altra parte, dividendo le due serie e togliendo
il fattore X — 1, che figura insieme nel numeratore e deno-

’

XT

si pud assumere come punto 0, ; inoltre

minatore, si riconosce che ¢ anche regolare e quindi Y'.

15. Teorema di Nother: trasformazione di una curva in
un’ altra con punti multipli a tangenti distinte. — Sia f(vy) =0
una curva dotata di singolaritd qualunque, ed eseguiamo nel
stto piano una trasformazione quadratica m. Abbiamo osser-
vato che: ' :

1) un punto multiplo di f, che non appartenga agli
clementi fondamentali di =, viene trasformato in una singo-
laritd della stessa specie per la curva corrispondente ad f;

2) invece un punto singolare di specie s, che sia fon-
damentale per m, si eambia in una singolarita di specie s — 1.

Aggiungiamo che:

3) i nuovi punti multipli della curva trasformata di f
corrispondono alle rette fondamentali di w, e sono punti mul-
tipli a tangenti distinte se queste rette incontrano f in punti
distinti, fuori dei punti fondamentali.

Segue di qui che si possono sciogliere le singolarits di f
mediante successive trasformazioni quadratiche, in modo che le
nuove singolarita create da queste trasformazioni siano punti
multipli a tangenti distinte. B quindi si perverrd a una curva f,
trasformata di f, e dotata soltanto di singolarita ordinarie.

Ora, se la curva f possiede un punto, A, maltiplo a tan-
genti non disfinte, cioé origine di rami non lineari, si potra
fare scomparire questa singolaritd assumendo 4 come punto
fondamentale di una nuova trasformazione guadratica. Per-
tanto possiamo enunciare il

Teorema di NorHRER., Mediante un numero finito di ira-
sformasioni quadratiche, ogni curva f, dotata di singolariti
qualungue, st pud irasformare in wn’ altra curva dotate di
puntt maltipli « tangenti distinte.

Consideriamo la corrispondenza che intercede fra la curva
data 7 ¢ la trasformata f, dotata di punti multipli a tangenti
distinte. Avremo che: '

1) ad un punto semplice di f corrisponde un punto
semplice o multiplo di f;

F, ENRIQUES - 1T, 27
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2) ad un punto multiplo di f corrisponde su £ un gruppo
di punti, semplici o multipli a tangenti distinte; in particolare
ad un punto multiplo di f, a tangenti distinte, corrisponde
per la nostra costruzione un punto di uguale molteplicitd,
pure a tangenti distinte per la f.

Ma & lecito fare scomparirve ogni punto multiplo della f che
provenga da un punto multiplo di £, prendendolo come punto
fondamentale di una nuova trasformazione quadratica. Per-
tanto ogni curva f puo venire frasformata mediante sucees-
sive trasformazioni quadratiche in una enrva f, per modo che
ad ogni punto multiplo di- f corrisponda su f un gruppo di
punti sempliei; precisamente se (O ¢ un punto r-plo di f, ori-
gine di i rami & ordine v,y v,yenviy €ON v, vy A A=Vi=1,
al punto O corrisponderanno su f i punti semplici distinti,
(da contarsi rispettivamente v, v,,...v; volte).

Il teorema di Norner si applica non soltanto ad una
curva isolata, ma anche ad un sistema lineare di curve | f]|.
E chiaro anzitutte che una trasformazione quadratica (o anche
birazionale) del piano trasforma un sistema lineare di curve
algebriche

Il e, e,) 2 f (e, ) - e =0
in un sistema lineare

;‘1.72:1(?/1 ?/2?/:;) -+ >‘z.?;s('.’/1.7/2?/3) =0

’

le cui curve — concepite come punti di uno spazio lineare —
si eorrispondono proiettivamente.

Ora ricordiamo che per il teorema di BrrriNt (L. 2°, § 5,
o L. 3% § 20) una curva f, generica nel sistema, non possiede
punti multipli (propri) fuori dei punti base, comuni a tutte le f.
Cid posto, quando si prende un punto base di | 7| come punto
fondamentale di una trasformazione quadratica, si riduee con-
temporaneamente la singolarvita di tutte le curve generiche
del sistema. Cosl proseguendo, i arriverd ad un sistema
lineare | 1| trastormato di |f{, in cui la curva generica avra
soltanto punti mulbipli- a tangenti distinte, cadenti nei
punti base.

Ageiungeremo che le trasformazioni (uadratiche per cui
si passa da [ f| a ], possono supporsi scelte in guisa che
le rette fondamentali vis via assunte non passino per alcun
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punto base del sistema trasformando, ed allora i nuovi punti
base multipli ereati dalle nostre trasformazioni avranno tan-
genti variabili per le curve del sistema.

Potrd darsi tuttavia che |f| possegga un punto base, O,
con una tangente fissa, dove i rami (lineari) di due f qua-
lunque abbiano un certo contatto (s--1)-punto (s = 1); allora
prendendo O come punto fondamentale per una nuova tra-
sformazione si oftiene un nuovo sistema lineare ¢con un punto
base semplice-ove le curve hanno un contatto s-punto, sicché
proseguendo si arriva a togliere ogni contatto. In conclu-
sione possiamo enunciare che: ‘

Mediante un wwmero finito di trasformasiont quadratiche,
ogni sisteme lineare di currve piane puo essere trasformato in
un sistema lineare con punti base, semplici o multipli, « tangenti
variebili. Le trasformazioni che oceorrono a tale scopo sono
quelle stesse che valgono a ridurre a punti multipli con
tangenti distinte la curva composta di due curve generiche
del sistema.

Osservasione. 11 proecedimento spiegato innanzi mette in
evidenza che il teorema di BrErTINT sulla fissita dei punti
maliiply dv un sistemea lineare, si estende anche @i punti mul-
tipli infinitemente vicini.

Infatti se la ceurva generica del sistema || potesse avere
un punto multiplo variabile O, nell’ intorno di un punto base 0,
mediante una trasformazione quadratica col punto fondamen-
tale O si otterrebbe un nuovo sistema lineare le eui curve
avrebbero un punto multiplo variabile sopra una retta; e,
(uando si e riconoseiuto che il punto 0, deve restare lisso,
si rviconosce parvimente che debbono vestare fissi i punti mul-
tipli successivi ad 0., e cosl di seguito.

16. Il genere e I'estensione delle formule di Pliicker. —
Riprendiamo 1’ osservazione fatta nel § 14 in ordine alla defi-
nizione del genere 'una curva dotata di singolarita qualunque.
Data una curva f, d’ordine n, con punti multipli, distinti o
infinitamente vieini, di molteplicita »; (i=1, 2....), Pespressione

(n— D —2) ri(r; —1)
P = — A Z Ta\Te T 7

0 [3) !
= =

¢ invariante per trasformazioni quadratiche. Ricordando il
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teorema del I. 3° § 17, si deduce che p & pure invariante
per trasformazioni birazionali qualsiansi della curva f.

Infatti se due curve f e F si trovano in corrispondenza
birazionale, saranno pure in corrispondenza birazionale le
curve f e F dotate di singolaritd ordinarie, che si ottengono
da f e F mediante trasformazioni quadratiche, e pereio espres-
sione p avrd anche per f e F lo stesso valore. Cosi il teoreme
& invarianza del genere p viene liberato dalle restrizioni che
st erano dovute ammettere nella dimostrazione del 1. 3°, § 17.

Cio posto si consideri accanto ad una curva-luogo f, I’ in-
viluppo delle sue tangenti F: fra f e I' intercede una corri-
spondenza biunivoca dove ad ogni punto di f risponde la
relativa tangente; dunque f e F hanno lo stesso genere.
Vale quindi per una curva f, dotata di singolarita qualunque,
I equazione del genere:

(n —1)(n —2) ri(r (m — 1)(m —2 8;(8; — 1)
— 25— — 2

o T T Y ey T e e T e
- -~

dove n designa 1'ordine, m la classe, »; (i=1, 2...) la mol-
teplicita d’un punto multiplo di f e s; (i=1, 2...) la molte-
plicita ’una sua tangente multipla. La detta equazione, gia
da noi dimostrata pel caso di punti multipli e tangenti mul-
tiple distinte, viene ora estesa al caso di elementi multipli
infinitamente vicini.

Accanto all’ equazione del genere, abbiamo anche I’ esten-
sione a curve dotate di singolaritd straordinarvie delle altre
formule di Pr;if()l(mu, e precisamente della formula che vale
ad esprimere la classe in funzione dei caratteri della curva-
lnogo, nonche della formula duale. Questa estensione si giu-
stifica anzitutto nel modo pitt rapido, ricorrendo alla rappre-
sentazione reale della variabile complessa ¢ al significato topo-
logico del genere (L. 2°,§ 36, vol. I, pag. 573); ma ne daremo
poi una seconda dimostrazione indipendente da quei conecetfi.

Sia floy) =0 una curva d’ordine n e di classe m riferita
ad assi coordinati generiei; per il punto all’ infinito dell’ asse y
passeranuo precisamente m tangenti ad f. Ora nel piano della
variabile complessa @ si avranno: m punti di diramazione
semplici, corrispondenti alle nominate tangenti, ed altri punti
di diramazione corvispondenti ai punti multipli di f con
rami superlineari. S designi, come sopra, con v la moltepli-
cita. d’un ramo di 7 uscente da un suo punto singolare;
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avremo (cfr. L. 2°, § 36):
2) 2 +2p —2=m—4-Z(v —1)

dove la sommatoria va estesa a tutti i rami e a tutti i punti
singolari, ossia .
2% 2n~+4-2p —2=m 4+ Z(r — D),

designando I il numero dei rami che passano per ciaseun
punto r-plo di f.

La formula 2), o 2), si lascia anche dimostrare indipen-
dentemente dalla espressione del genere data per mezzo dei
punti di diramazione della funzione algebriea y(z), ¢che abbiamo
assunto dalla teoria riemanniana (e che potrebbe anche riat-
tacearsi agli sviluppi del L. 5°). Si tratta per cio di valutare
I abbassamento della classe dovuto ad una singolariti 0, sosti-
tuendo ai rami di f'le iperparabole osculatrici d’ordine abba-
stanza elevato.

Si osservi dapprima che 'abbassamento anzidetto, é uguale
al numero delle intersezioni di f colle sue polari ehe vengono
assorbite in 0; codesto abbassamento dipende soltanto dalla
natura delle singolarita O ¢ non dall’ ordine della curva f, che
puo supporsi elevato quanto si vuole. Infatti, se si aggiunge
alla f una curva arbitraria », non passante per 0, si ottienc
una curva composta, d’ordine elevato quanto si vuole, che
possiede in O la medesima singolarita; e I’ abbassamento della
classe prodotto da O nei riguardi della curva composta fo
equivale a quello relativo alla curva f.

Vi & di pilt: quando si procede a determinarce 1’abbassa-
mento della classe dovuto a una singolarvita 0, ricercando le
intersezioni di f con una sua polare, ¢ lecito sostituire alle
due curve altre curve abbastanza prossime, in modo che riman-
gano inalterati gli ordini di infinitesimo che compaiono nella
regola di Harruey (L. 37, § 12).

Ora & chiaro che se una curva ¢ ¢ abbastanza prossima
ad f, altrettanto avviene per le rispettive polari di un mede-
simo punto; emerge di qui che 1’abbassamento della classe
dovuto a una singolaritdh 0 & un caratiere differenziale della
curva f in 0, siceh¢ nella sua determinazione ¢ lecito sosti-
tuire ad f una qualsiasi altra curva che abbia contatti abba-

stanza elevati coi rami di f; in particolare una curva spez--
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zata in pitt eurve g, b,..., quali sono le iperparabole oscu-
latrici ai suoj rami.

Cio posto, vediamo come si valuti 1’abbassamento della
classe dovuto ad 0, prendendo le mosse dal caso elementare di
una curva composta (’ un solo ramo, a cui si sostituird un’iper-
parabola osculatrice p, rappresentata parametricamente da:

. x=1t"

CP) 5 \ ! . n-
(y=at"+ @t - a,t.

La eurva » si puo ritenere come limite d’una curva razio-

nale ® dello stesso ordine n: '

/ ot
a ”:-:;i(t;
D) ; ;
. ’ /:zpz(t)
LT T ()
,— D(n—2 . . .
la quale possiedera (L—l%@-——) punti doppi (L. 2°, § 23);

fra questi punti ve ne saranno precisamente

V(v — 1) + Z v;(v; ,___]_)

AN ,
2

che al limite vengono a riunirsi nel punto v-plo O di ¢ e nei
punti v,-pli infinitamente vieini, giacehé — per quanto abbiam
visto — la singolaritd 0 di p conta proprio per

A= 1) = S — 1)

punti doppi nella determinazione del genere (p =0) della curva.

Cid posto, il numero che indica I’abbassamento della
classe i 9 dovuto alla singolaritd 0, si valuterd in rapporto
alla curva razionale @, ¢ verrd dato da

A= ‘/(‘/ — ]) - EV,,;(V,; — l) -+ Ity

dove si designa con 1 il numero delle coincidenze delle ¢-

3

= cost.,

3

,(1)
t

T\

che si trovano prossime a ¢ ==0, cio¢ il numero delle tangentt -
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a @ parallele all’asse y e prossime ad esso. Ma al limite
la g: suddetta diviene:
g

at’ + a, " +- ... + @, 1" = cost.,

e quiudi possiede un gruppo dotato di punto v-plo in ¢ =0,
che equivale a v — 1 coincidenze (cfr. .. 2°, § 5). Si deduce

p=v —1.

Passiamo al caso di una curva f composta di pit rami,
supponendo per semplicitd di disecorso che questi sieno in
numero di due. Per quavto sopra ¢ detto ¢ lecito sosti-
tuire ad f una curva spezzata in due iperparabole oscu-
latriei: f=ob.

Movendo le due curve 9 e b si oftiene una curva com-
posta che possiede, oltre alle singolarith proprie dei due
rami, (¢) punti doppi vieini ad 0, dove si designa con (zd)
il numero delle intersezioni delle due curve che cadono in
quell’intorno. Allora I’abbassamento della classe di f dovuto
ad 0, verra dato da

Indichiamo con v e p le molteplicita di ¢ ¢ D nel punto 0,
e con v; e |; le molteplicita di v e $in un punto di 0;, mul-
tiplo per f, e successivo ad O sopra uno dei due rami (dove
— per generalitdh — bisogna supporre che uno dei due nu-
meri v; e i4; sia nullo quando il relativo ramo non passi per 0;).
Le molteplicita della curva f nei punti 0 e 0; verranno date da

; re=v 4P, 7=v;--p.
Si avred quindi

Ayg=w — 1) = B(s— 1) +v—1
Ay =it —1) 4= By — 1) +p —1

(#h) = w -+ o,
e percio '

d,=r@r—1)+3Sr0;—D4+r—2" @r—2=v—1+p—1).

Se, in luogo di due, si hanno I rami, il procedimento prece-
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dente mostra che I’ abbassamento della classe dovuto al punto O
vale '

A =r(r —1) +Zr(r; —1) 4+ r— DI
e, sommando gli abbassamenti analoghi relativi a tutti i punti
singolari, si trova la classe medesima espressa da

m=n(n —1) — Zr;(r; — 1) — I (v — 1), (ry=1),

dove la prima sommatoria si riferisce ai punti multipli distinti
e infinitamente vicini di f, e la seconda agli ordini dei loro

rami. Ponendo
(n —1)(n —2)

p=— — Sri(r— 1),
-
se ne deduce la formula 2). c. d. d.

Singolarita tangensiali. Alla formula 2), trovata innanzi,
se ne accompagna un’altra che si deduce per dualita.

Osserviamo anzitutto che: ad un ramo della curva luogo f,
A’ ordine v ¢ di classe V', corrisponde in una trasformaszione
per dualite di f, un ramo & ordine V' ¢ di classe v.

Per dimostrarlo conviene riferirsi ad una iperparabola
osculatrice ad f (’un ordine elevato:

(z=1¢
¢
/ y—=at’' +a, " 4-...;

cambiando y in y — «x si riconosce che la tangente al ramo
conta v volte fra le tangenti condotte da un suo punto
generico (y =) giacch¢ per ¢ =0 si ottiene ora una coin-
cidenza (v --v')-punta, invece che v-punta, dell’ involuzione che
rappresenta (sulla retta ove & disteso il parametro ¢) la serie
dei gruppi di punti segata sopra la curva dalle parallele
all’asse y. Cosi la nominata tangente al ramo costituisce una
tangente multipla d’ordine v' per I’inviluppo del ramo.

La formula duale di 2), estesa ai rami della curva-invi-
luppo relativi alle tangenti s-ple, si serivera dunque:

3) 2m4-2p — 2 =n 4 3V —1).
Jonfrontando le 2) e 3) si ottiene la relazione

3 —m) =2 —V),
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dove la sommatoria del secondo membro va estesa anche ai
rami per cui uno solo dei due numeri v, v/ & > 1 (rami ordi-
nari della curva-luogo, e punti semplici di flesso corrispon-
denti a rami ordinari della curva inviluppo).

Osservazione. Le formule 1), 2), 3) si riducono formal-
mente alle formule di PLUCKER relative al caso di singolarita
elementari quando si contino i punti multiplir;-pli (¢=0), distinti
od infinitamente vicini, come equivalenti a Zo—iﬁ)—:——l) punti

2
doppi, fra i quali si dovra ritenerve che vi siano » —nh=Y(v—1)
cuspidi in corrispondenza ad ogni singolaritd costituita di h
rami d’ordine v,v,... con v, + v, 4 .. =1

Pit avanti (§ 19) vedremo come gli equivalenti plucckeriani
qui introdotti rispondano a una definizione della singolarita
come singolarita limite, estendendo cosi il resultato gia sta-
bilito per 1 punti multipli ordinari (efr. L. 3°, § 15).

17. Curve passanti per punti infinitamente vicini: mol-
teplicita virtuali e molteplicita cffettive. — La trasformazione
quadratica offre il modo pitt semplice di stndiare geometrica-
mente le condizioni di passaggio d’una curva f per punti, sem-
pliei o multipli, infinitamente vicini ad un punto proprio O ('),
le quali si traducono in analoghe condizioni di passaggio per
“punti propri di curve trasformate. Precisamente, se il punto O
¢ r-plo per f, 'imposizione d’un punto #-plo, 0, (v =1),
nell’intorno di 1° ordine di f, si traduce nel]a lmp()sumne
d’un punto proprio 0,” per la curva f, punto appartenente
alla retta fondamentale AB che corrisponde ad 0. Percid le
U ak)

¢

—

condizioni richieste danno equazioni lineari nei coef-

ficienti i f, c¢he si traducono in altrettante equazioni lineari
fra i coefficienti di f, giacehe 1a trasformazione opera linear-
mente sui coefficienti delle due forme.

Ora il resultato si estende al caso in cui & impongano
successivamente ad f dei punti multipli (o semplici)

Olr’ O;,?."’.... 07;7‘7’.,

() Il metodo diretto per lo stndio della questione fu indicato nel
precedente Capitolo, e nel seguente se ne vedrd lo sviluppo dal punto (11
vista del Calcolo differenziale.
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succedentisi sopra un ramo lineare o superlineare (od anche
pitt serie di punti multipli sopra pit rami): le condizioni
perché f possegga queste molteplicita si traducono in

3, gl =
) 2 e
equaziont lineari nei coefficienti di f, ¢ queste sono indipen-
denti per curve & ordine abbastansa elevato.

Infatti, supposto dimostrato il teorema per la curva f e
per punti multipli appartenenti a intorni successivi fino al-
I’ordine s, segue la dimostrazione per la curva f e per intorni
fino all’ordine s+ 1.

Quando n & abbastanza elevato:

n(n -+ 3) (1, 4-1)
=
= )

’
2 2

esistono certo curve f d’ordine n soddisfacenti alle condizioni
date. Ma queste curve f non avranno necessariamente in 0
molteplicita effettive uguali ai numeri » assegnati. In primo
Inogo cid appare chiaro se s’imponga alla f di possedere un
punte 7, -plo successivo ad un punto r,-plo ove sia 7, ., > 7,.
Ma se i punti multipli assegnati 00, 0,...., sono presi sopra
un ramo superlineare, o su pitt rami lineari, occorre anche
che sia soddisfatta la diseguaglianza pilt espressiva che risnlta
dalla relazione fondamentale fra le molteplicita dei punti
prossimi (§ 13, cfr. la fine del § 8): la molteplicita assegnata
in un punto deve essere minore o uguale alla somma delle
molteplicitd nei punti prossimi fissati (*).

Questa condizione & anche sufficiente per 1’ esistenza di
una curva f, d’ordine abbastanza elevato, che possegga in pitt
punti infinitament