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DELLE CURVE P IA N E  B A SA T A  
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Capitolo I

Polarità e curve covarianti

1. Introduzione storica. — La polarità rispetto ad una 
conica, i cui germi si trovano nelle opere degli antichi 
(Apollonio, Pappo), si può riattaccare a D esargues (1639), 
che ne scoprì le jiroprietà fondamentali. Al lume della con­
cezione proiettiva di D esargues (cui risale l’ introduzione dei 
punti all’infinito) la polare d’un punto appare come una 
generalizzazione del diametro bisecante un sistema di corde 
parallele e — al tempo stesso — come congiungente i punti 
di contatto delle tangenti condotte dal polo. Gli sviluppi 
posteriori della teoria mettono capo alla sua sistemazione 
nella scuola di Monge, dove, dopo il maestro, sono da anno­
verare Bluanohon, Gergonne, Servois e specialmente Pon­
c e le t . Ivi la polare, che D esargues designava come « tran­
sversale de l’ordonnance », riceve appunto il nome di « polare » 
(Gergonne), mentre Servors introduce il nome di « polo ». 
La proprietà proiettiva della polarità come corrispondenza, 
cioè che « le polari d’un fascio formano un fascio », viene 
riconosciuta da Monge riferendosi alle quadriche (è noto che 
questa proprietà condusse più tardi a definire la polarità indi­
pendentemente dalle forme di 2° ordine —- così da servire di 
base ad una nuova trattazione di queste forme — Staudt, 1848). 
Il rapporto della teoria delle polari colle proprietà diame­
trali delle coniche appare luminoso nell’ ordine d’ idee di 
P on celet, al quale si deve in particolare il chiaro riconosci­
mento della « retta all? infinito, luogo dei punti all’infinito 
del piano ».

Ora la teoria generale delle polari nello studio delle forme 
algebriche si presenta come naturale estensione dei due 
modi di considerare la polare d’un punto rispetto ad una 
conica, cioè
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1) quale congiungente i jmnti di contatto delle tangenti 
condotte dal polo,

2) e quale generalizzazione proiettiva del diametro.
Sorgono così due ordini di concetti e quindi due defini­

zioni generali delle polari, die mettono in evidenza il signifi­
cato e il valore della teoria.

ì) Nello studio delle curve piane, la polare scaturisce 
naturalmente dal « problema della tangente », quando si cer­
chino i punti di contatto delle tangenti condotte ad una 
curva /  da un punto qualsiasi del piano. Questa considera­
zione suppone che la curva stessa venga concepita non più 
come « data in un tratto limitato », secondo la veduta/del­
l’Analisi differenziale, ma « nella sua interezza » secondo la 
veduta sintetica, (o integrale) che conviene alla teoria quali­
tativa delle funzioni, particolarmente algebriche.

Anzitutto Monge (x) (1895) ha fatto la scoperta fonda- 
mentale che la curva di contatto del cono circoscritto ad una 
superficie d’ordine n appartiene ad una (determinata) super­
ficie d’ordine n — 1 (quella che fu poi designata come super­
ficie polare del vertice del cono). Questa scoperta contiene il 
resultato a cui pervenne più tardi (1817) P on celet nell’ana­
lisi del problema delle tangenti che si possono condurre ad 
una curva piana per un punto.

Se f(xy) =  0 è una curva algebrica d’ordine n (> 1 ) , la 
tangente in un punto (xy) ha per coefficiente angolare

dl
dx

dy

Ove questa tangente sia assoggettata ad avere una data 

direzione, cioè a passare per un punto all’infinito il

suo punto di contatto dovrà soddisfare all’equazione

dx dì)

che è d’ ordine n — 1. Da ciò P on celet deduce, per proie-

(*) Op. c., § 3.
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zione, che sempre i punti di contatto delle tangenti condotte 
ad /  da un punto stanno sopra una curva d’ordine n — 1. 
Qui conviene avvertire che l’esame diretto della questione 
sembra contraddire al resultato precedente: infatti se nel­
l’equazione della tangente

si riguardano X  e Y  come costanti e x, y come variabili, si 
ha un’equazione d’ordine n anziché n — 1; e da ciò si è 
tratti a concludere che per un punto possano passare in gene­
rale ri2 tangenti ad / ,  anziché n(n — 1) come segue dal resul­
tato precedente. P o n c elet  (l) spiega questa apparente con­
traddizione — che già aveva ingannato W a r in o - —  notando 
che le due curve /  e cp hanno comuni n punti all’infinito, 
che non sono punti di contatto delle tangenti condotte dal 
punto (IT ).

Bojblllier (1827) riprendendo la trattazione del problema, 
scrive esplicitamente Ja precedente equazione y(xy) =  0 e nota 
che — facendo sistema colla / =  0 — le si può sostituire la 
curva

y(xy) nf(xy) =  0,

la quale si riduce effettivamente all’ ordine n — 1. Quindi 
B ob illìeu  studia la corrispondenza fra i poli e le curve 
polari osservando che le polari dei punti di una retta formano 
un fascio; inoltre egli introduce le polari successive e giunge 
al teorema fondamentale che esprime la legge di reciprocità: 
se la polare d’ordine r di un punto P passa per P', la polare 
d’ordine n — r di P' passa per P.

Una notevole semplificazione della teoria delle polari 
si ha con l’ introduzione delle coordinate omogenee, come ha 
mostrato P lucker (1829). Infatti se l’equazione di / è  scritta 
sotto forma omogenea

f(xia}ì<ct) =  0,

l’ equazione della tangente in un punto (xlxìx.J ili viene

df
dx{

df df
=  0 ?

0) Cfr. L. 2°, $ 19.
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allora — tenendo fisse le yf — l’equazione precedente rap­
presenta senz’altro una curva d’ordine n — 1, clie è la polare 
del punto (//*).

Dalla espressione precedente si passa subito a quella 
delle polari successive; P lu c k er  ne trae anche la definizione 
della polare mista di due punti.

Ora l’espressione differenziale delle forme polari si estende 
al caso d’ un numero qualunque di variabili, e così, da una 
parte, alle superficie, varietà ece., dall’altra parte alle forme 
binarie, cioè ai gruppi di punti. Su questo terreno s’incontra 
l’altra definizione delle polari elle proviene dalla generaliz- 
zione del punto medio d’un segmento e della divisione 
armonica.

2) Attraverso De La H lre (1679) le concezioni di 
Desargues in ordine alle proprietà diametrali delle coniche 
e alla loro generalizzazione proiettiva, passano nella scuola 
di Newton, ove vengono estese a curve d’ordine superiore.

Nell’« Enumeratio » di Newton del 1704 si trovano con­
siderate le coniche diametrali e i diametri delle cubiche; 
questi ultimi vengono definiti in rapporto a fasci di rette 
parallele, considerando su ognuna di tali rette il punto per 
cui la somma algebrica delle distanze delle intersezioni della 
curva riesce nulla.

Un teorema postumo di Cotes, che trova posto nel trat­
tato di Mac-Laurin (1748), esprime una proprietà (proiettiva) 
generale in ordine alle trasversali di una curva uscenti da 
un punto 0, la quale si riduce alla proprietà del diametro, 
mandando 0 all’ infinito. Così s’introducono, in relazione a 
gruppi dati su una retta per 0, quei punti che furono poi 
chiamati da P on celet « centri delle medie armoniche ».

Ad illuminare le anzidetto concezioni non ci voleva meno 
che l’elaborazione d’idee onde riesce costituito, coll’opera di 
P o n c elet , l’organismo della Geometria proiettiva. La defini­
zione sintetica della polare d’un punto rispetto ad una curva, 
come luogo dei centri delle medie armoniche sopra le trasver­
sali per esso, si trova in una memoria di P o n c elet  del­
l’inverno 1.816 la quale rimase lungamente inedita e fu pub­
blicata nel citato volume del 1864; ma una parte di questi 
studi venne in luce, nelle altre memorie accennate del nostro 
autore, fino dal 1817.

Nelle vedute che P on celet svolge durante gli anni
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1817-1832, deve riconoscersi l’ ispirazione dei lavori di G r a s- 
sm  a nn  (1842) e di De J o n q u ik r es  (1857), come pure delle 
ricerche di S t e in e r  (1848) tendenti a costituire una teoria 
sintetica delle curve, quale fu sistemata, con lo sviluppo delle 
dimostrazioni, dal C r em o n a , nella sua « Introduzione » 
del 1861.

Venuto meno da parte nostra un particolare interesse per 
Io sviluppo sintetico come tale, rimane, qual frutto della com­
petizione delle scuole, un duplice ordine di trattazione delle 
polari, che mette in evidenza profondi rapporti e dà luogo a 
confronti altamente suggestivi. Il lettore che, non volendo 
soffermarsi sui metodi, cerchi soltanto di raggiungere rapida­
mente il possesso dei resultati, potrà attenersi esclusivamente 
alla teoria fondata sull’espressione differenziale delle polari 
(§ 2), ricercando nei successivi §§ 3, 4 le dimostrazioni dirette 
dei teoremi, in base a semplici verifiche analitiche.

Conviene aggiungere (die l’importanza essenziale della 
teoria delle polari per lo studio delle curve algebriche, risulta 
bene lumeggiata dal posto che a codesta teoria spetta, tanto 
nella trattazione analitica quanto nella trattazione sintetica 
delle curve; tale circostanza mostra infatti come il concetto 
delle polari sia intimamente legato ai diversi problemi che 
la considerazione delle curve può suggerire. In particolare 
giova a noi rilevare che, nello studio dei problemi fonda- 
mentali attinenti alle curve piane, la polarità costituisce la 
forma più semplice e, si può ben dire, la via maestra di una 
trattazione algebrica diretta.

Il significato proiettivo della polare le conferisce uno spe­
ciale valore nello studio delle formazioni invarianti (H e s s e , 
S t e in e r , Oa y l e y , O l e b so ii); e il comportamento delle polari 
nei punti singolari porge un istrumento potente per l’analisi 
delle singolarità. Rinviando al prossimo libro uno sviluppo 
approfondito di quest’ultimo argomento, ci proponiamo di 
riprendere in questo la trattazione elementare delle curve piane 
(che già presentammo da un altro punto di vista) indicando 
anche — sulla base della polarità — la soluzione algebrica 
più diretta dei problemi che si collegano alle formule di 
P l u c k e r  e poi alla determinazione delle curve singolari (do­
tate di punti doppi o di cuspidi) che sono contenute in un 
fascio o in una rete; dalla quale seguono i caratteri delle 
accennate curve covarianti.
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2. Espressione diiferenziale delle forme polari. — Sia
definito sulla retta nn gruppo di n punti, mediante l’equa­
zione omogenea di grado n :

f(x lx.2) =  0;

dicesi gruppo polare di un punto, (y) =  (//,//.,), rispetto ad f =  0, 
il gruppo degli n — 1 punti

df 3/’

Questa definizione si giustifica facendo vedere che il gruppo
df 3 f
Ù~y^ d t  =  dipende soltanto dalla posizione dei punti

/ =  0 e del poZo (y), e non dalla scelta delle coordinate proiet- 
tive di essi.

Infatti se eseguiamo un cambiamento di coordinate, effet­
tuando su xn x2 la sostituzione lineare

a £

r s
Y espressione

si trasforma in

3 / 3 /

3 / ■ d f

dove si designa con f  la trasformata di / :

f(xl x2) =  f(axl -+- px, , ■{xi -+- m2).

Ciò si verifica notando che

d f _  df . df 
dx, ~ a dxl ~t~T dxt

dl  =  o J f
dx,_

ih ■

Vi :

dxi 
1

dx, ’

ab — py

z ib ;  — py*.)

(— m +  <*&*)•

ab — py 
1
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Nel caso n — 2 il gruppo polare di (y) rispetto alla coppia 
/ =  0, si riduce al coniugato armonico di' (?y).

Ora la definizione data dei gruppi polari si lascia succes­
sivamente estendere; così si definisce la curva polare di im 
limito (y) =  (yiy2ŷ ) rispetto ad una curva piana d’ordine n

f (XLX2Xz) — 0;  

questa polare è data dall’equazione

df
00/̂ Vi

df
+  S— Ih

df
dx?>y» =  o,

la quale dipende soltanto dalla posizione del polo e dalla 
curva fondamentale/ =  0, restando il primo membro inva­
riato — a meno di una costante moltiplicativa — per una 
sostituzione lineare, cioè per un cambiamento delle coordinate 
proiettive.

Nel caso n =  2, la polare di (y) rispetto alla c o n ic a /= 0  
è la retta polare, che si definisce geometricamente nel modo 
ben noto.

L’operazione per la quale da una forma / d ’ordine n (in 
due o più variabili) si passa a una forma polare relativa a un 
punto (y), si può designare simbolicamente, introducendo per

comodità il fattore numerico - , conn 7

a
dxt Vi\

pertanto la polare (li (//) rispetto a /  verrà designata con Ayf .
L’applicazione reiterata dell’operatore A;/ conduce a co­

struire le polari successive Ayif,  e così in particolare:
1) Sopra la retta, e rispetto al gruppo di n punti

/(®i =  0,

il secondo gruppo polare, o polare d’ordine n — 2, del punto (y), 
sarà
Ay2/ =  Ay(A?//)

1 ld\ f 3 a*f
‘d ^ y i 9 t + d ^

e successivamente si avranno gruppi polari d’ordine n — 3,.... 
lino a un ultimo punto polare (n-l)-mo  di (y).
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2) Nel piano, e rispetto alla curva (l’ordine n

=  0 ,

la seconda curva polare, o polare d’ordine n — 2, di (?/) sarà

e successivamente si avranno curve polari d’ordine n — 3...., 
fino a una (n — 2)-ma polare o conica polare Ayn_?/ = 0 ,  e 
a una (n — l)-ma polare, o retta polare àyn—Lf = 0 .

La polarità, cioè l’operazione A?/, ha carattere proiettivo, 
vale a dire: la polare Ayf  e un covariante simultaneo del 
punto (y) e della; forma f .

Infatti, come per le forme binarie e ternarie, si verifica 
in generale che una sostituzione lineare sulle x{ ,...xn (e quindi 
su y ia...yn) trasforma

hanno del pari carattere proiettivo.
Ora il teorema di E u ler o  ci permette di enunciare che: 
La condizione necessaria e sufficiente perchè un punto (y) 

annulli la sua forma polare, rispetto a ima forma fondamen­
tale f  è che esso annulli la f .

Infatti, se deve essere

A y /=  0 in A - / = 0 .

Si deduce che anche le forme polari successive 

A 2 f — A A fv . / -----?/ W ?

per

ma

si avrà

quindi
c. d. d.
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In particolare (Unique:
Sopra la retta, i punti che appartengono al proprio 

gruppo polare sono i punti del gruppo fondamentale/ =  0.
Nel piano, i punti che appartengono alla propria polare 

sono i jiuuti della curva fondamentale / =  0.
Osservazione. È ovvio che (y) annullando la polare Ayf  

annulla anche le polari successive; viceversa se (y ) annulla 
una delle polari successive Ayrf ,  annulla anche A e  
quindi / .

Nello sviluppo della teoria delle polari ricorrono due 
teoremi fondamentali che qui vogliamo dimostrare, partendo, 
dalla generale espressione differenziale col metodo di Joa- 
CHIMSTHAL (cfr. L. 1°, § 12).

Legge di reciprocità:

cioè : se il punto (x) annulla la polare r-ma di (y), (y) annulla 
la polare (n — r)-ma di (x).

Per dimostrare l’identità precedente si svilupperà in 
serie di Taylor la funzione

considerando una volta come incrementi le e un’altra 
le ppi} uguagliando i coefficienti di Xr [in'~r nei due sviluppi 
indicati, si ottiene appunto l’identità che costituisce il nostro 
teorema.

Teorema di permutabilità di P lu ck er (a):

cioè : la polare s-ma di (z) rispetto alla polare r-ma di (y) equi­
vale alla polare r-ma di (y) rispetto alla polare s-ma di {z).

Infatti l’operazione A /A /1 si può rappresentare simboli­
camente col prodotto

fO^i -+-

A/A =  A/'A//(æ),

(q Journal tur Matli. Bd. 5, pag. 31
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dove $’ intenda che il prodotto

fJLW-AY2
[dxj  [dxj -•

venga sostituito con
9^2+....

3;r/i dx2h.... *
La precedente espressione mette in evidenza il teorema 

di permutabilità. È poi chiaro che la permutabilità così sta­
bilita degli operatori Â , A*, si estende al caso di ' più ope­
ratori e permette di definire la forma polare mista di più 
punti (y), (0)...., indipendentemente dall’ordine di essi.

Nota. La legge di reciprocità e il teorema di permuta­
bilità di P lucker si possono anche riattaccare, con vantaggio, 
alla rappresentazione simbolica delle forme secondo Ol e b s c h - 
A ronhold. (Ofr. L. 1°, § 6).

Scriviamo simbolicamente

f  =  aœn =  (^i^i #2̂ 2

dove ricordiamo che i prodotti simbolici

vanno sostituiti con
a.L ai .... a ali l2 lr

aiLi2

La isolare del punto (y) rispetto ad /  diventa

1 Icìfl n Cìf! n \
Vl +  ~dat Vì +  •"•) =  +  =  aoon~ ia%

Da questa rappresentazione simbolica di Ayf ,  si deduce 
similmente

A vrf(x) =  aæn~ravr,
e

A/h,Zf(x) =  aæn- r- savrazs.

Di qui appunto seguono senz’altro le identità che costi­
tuiscono i due teoremi sopra enunciati:

A ,/f(x) =  « / - ’« /  =  ayr (tæn~r =  Aæn- rf(y),
e

A /A //(æ) =  =  a / a / a xn~s- r =  A /A //(» ).
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3. Gruppi polari sopra la retta: espressione delle forme 
polari per le radici di /(æ) =  0. — Come già abbiamo notato 
nella introduzione storica, l’ espressione differenziale delle 
polari prende origine nella teoria delle curve f((cLx.2xn) — 0, 
ove l’equazione

^ m  =  ì x . V‘ dx9y* + ?/s =  °

sorge direttamente dal problema di condurre le tangenti alla 
curva per il punto (?/). È soltanto per estensione formale che 
s’introducono, in quest’ordine di idee, i gruppi polari sopra 
la retta, cioè le forme polari nel campo binario, sebbene la 
semplicità delle formule ci abbia consigliato a cominciare da 
questi la trattazione del paragrafo precedente.

D’altra parte le forme polari relative a una binaria 
/(a;1a?2) =  0 ammettono una notevole espressione algebrica per 
le radici del polinomio associato /(æ) =  0; qui viene posto in 
luce il significato geometrico della polarità sulla retta, come 
naturale estensione della corrispondenza fra i coniugati armo­
nici rispetto ad una coppia di punti / 2 =  0. Vedremo poi che 
la nozione dei gruppi polari sopra la retta conduce ad una 
definizione sintetica delle curve polari, quale trovasi svolta, 
per esempio, nella « Introduzione » del C r e m o n a .

Siano
A.h =  (̂ 71.1̂ 712) à — 1) 2....?ì,

gli n punti del gruppo =  0 ; se prendiamo come polo il
punto 0 =  (0 1), il gruppo primo polare di 0  sarà :

Scriviamo
— (̂ 1̂ /12 *̂2 Ufi \) ni

dove per brevità si è introdotto il simbolo del secondo 
membro a designare un prodotto di n fattori ottenuti facendo 
7t =  l, 2 ....n. Verrà

3/*
^ <lhi (Xi(l'h‘2 ~  X2ahi)n—i ,

dove la sommatoria si estende ad n termini, in ciascuno dei



IO liIB L IO  X li l iZ O

quali akl moltiplica mi prodotto di n — 1 fattori, li percor­
rendo gli ». — 1 valori (complementari) diversi da li.

Passiamo dalle coordinate omogenee alle coordinate car­
tesiane, ponendo

--  l-J ■l' [  , C i..   1 7 C i 1   M’i ?

l’equazione del gruppo polare di 0  diverrà (trascurando il 
segno)

Xah{x — ah)n- i  =  0;

si lia così l’espressione algebrica della prima forma polare 
dell’origine, in funzione delle radici di f(x) =  0.

La suddetta equazione esprime la relazione segmentarla

^ O A u iX A jX -^ O

ove X  designa un punto del gruppo polare.
In modo del tutto analogo l’equazione del gruppo polare 

r-mo di 0,

si riduce alla forma algebrica:

1) y>(«k)r(x — ah)n_ r = z 0 , 

ossia alla relazione segmentala

2) ï(O A k)r (XAh)n- r  =  0;

la quale mette senz’altro in evidenza la legge èli reciprocità 
enunciata nel paragrafo precedente : se X  appartiene al gruppo 
polare r-mo di 0, 0  appartiene al gruppo polare (n — r)-mo di X. 

La 1) sviluppata diviene

3) S  | | =

=  s  -+- (r -f- l)S(rt^)M_,,_1. xn~r~ l +  .... =  0,

designando d numero delle combinazioni di r  -+- s og­

getti ad r  ad r; la 3) moltiplicata per r ! riproduce identica-
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mente 1’ espressione della che, Pei‘ ^2= 1 ,  x̂  — x̂

f =  X n +  Gi X n ~ L +  .... +  Cr X n -~r - h C r + LX n - r - 1 +  .... - \-  € n  ,

è
(r +  1)!r  ! c r x n ~ r - h  -— j— -  c r _hl  x n ~ r ~ l H - ....

D’altra parte l’ equazione 3) mostra direttamente che, 
dato il grappo fondamentale e il polo 0 : il grappo polare 
r-mo rispetto al polare s-mo, è il grappo polare (r-f-l)-mo, 
cioè sussiste la p r o p r i e t à  o p e r a t i v a  della polarità' per cui la 
deduzione del polare r-mo può riguardarsi come potenza r-ma 
dell’operazione clie fa passare al primo polare; questa ope­
razione è stata designata nel precedente paragrafo con Ayf \  
sicché la proprietà operativa si traduce con

A / + 7 - A / A  / / .

Ritorniamo all’equazione segmentarla 2); essa può essere 
assunta come definizione del gruppo polare r-mo, che allora 
si presenta come naturale estensione del coniugato armonico 
rispetto ad una coppia di punti. Infatti dividiamo la 2) per 
il prodotto OAl »OA2....OAn, essa assumerà la forma equiva­
lente

che per n =  2, r — 1 si riduce all’equazione del coniugato 
armonico di 0  rispetto ad Ai A2:

XAl _  XA2m 
0 A ~  O A j

per questo motivo i punti che costituiscono il gruppo polare 
r-mo di 0  diconsi c e n t r i  a r m o n i c i  d’ordine (p grado) n  — r del 
punto 0  (D e  J o n q u jè r e s ,  C rem o n a ), e — per r =  l  — il 
centro armonico di prim’ordine dicesi anche c e n t r o  d e l l e  medie 
a r m o n i c h e  ( P o n c e le t ) .

Nell’ipotesi che i punti 0 e X  siano diversi da Ar „.An,

la relazione segmentarla 4) divisa per (XAn\«~r 
\0 A , si riduce alla

F. ENRIQUES - II. 2
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forma equivalente

5) XA.], XA<
0 A h 0 A , / 97—7 •=  2(XOAhArX _ r = 0 ,

dove (XOAhA„)n_ r designa un prodotto di n — r bi rapporti* 
La 5) mette in evidenza il carattere proiettivo della deiì- 

nizione dei centri armonici, cioè die il gruppo polare r-mo 
costituisce un gruppo covariante del polo e del gruppo fon­
damentale. Infatti tale asserzione corrisponde ad un’identità 
formale che basta provare per 0  generico, ed è pur lecito 
prescindere da quei centri armonici che eventualmente coin­
cidano con qualcuno dei punti Ah, giacché questi sono sen­
z’altro legati invariantivamente al gruppo Al ..,.A„.

In particolare la 5) mostra che se il punto 0  và all’in­
finito, il centro delle medie armoniche diventa il centro delle 
medie distanze, cioè il punto per cui la somma algebrica delle 
distanze da A{...,An riesce nulla.

Osservazione. Giova osservare che se i punti A i .... An 
vengono a coincidere in un unico punto ax — 0, designando 
con yn y, le coordinate di 0, l’equazione 2) si riduce alla

(h/(^n~r =  0,

che è appunto la rappresentazione simbolica dello r-mo gruppo 
polare; da ciò si trae una nuova dimostrazione dell’ equa­
zione 2). Più in generale si dimostra in tal modo che il 
gruppo polare s-mo di 0' == (z) rispetto al polare r-mo di 0 — (y) 
è dato dall’equazione segmentaria

6) W A ^ 0 A h)r(^ A )n -r -s  =  0,

la quale corrisponde all’equazione simbolica

a /a y raxn- r~s =  0.

Dalla 6) appare subito la permutabilità delle operazioni 
polari relative ai poli O, 0', cioè che: il gruppo polare s-1110 
di 0  rispetto al polare r-mo di 0, coincide col polare r-mo 
di 0  rispetto al polare s-mo di 0'. La 6) può essere verificata 
direttamente partendo dalla 2); si ha così la dimostrazione 
della permutabilità delle operazioni polari, sulla base della 
definizione algebrico-geometrica.
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Abbiamo veduto come le due definizioni date dei-gruppi 
polari, definizione differenziale e definizione algebrico-geo- 
inefcrica, permettano ugualmente di riconoscere il loro carat­
tere proiettivo e la legge d i. reciprocità; ci varremo pure di 
ambedue le definizioni per illuminare sotto duplice aspetto 
le deduzioni die seguono.

Anzitutto cerchiamo quando accada che un polo 0 appar­
tenga ad un suo gruppo polare. A tal uopo poniamo 0 X  
india 2); quest’equazione si riduce a

XAi • XÀ2.... Xyi„ =  0;

bisogna dunque che iì polo 0 -appartenga al gruppo fonda- 
mentale.

La dimostrazione in base alla espressione differenziale 
delle forme polari, si riconduce al Teorema di E u ler o , come 
è stato già notato (per un numero qualunque di variabili) in 
fine al paragrafo precedente.

Cerchiamo ora quando accada che il (primo) polare di 0  
contenga un punto, An del gruppo fondamentale.

Perciò notiamo che, posto X = A n r =  n — 1, la 2) si 
riduce a

OAl • Ai A2.... Ai An =  0 ;

si conclude che il primo polare di un punto, non apparte­
nente al gruppo fondamentale f ,  contiene un punto di f  soltanto 
nel caso in cui questo sia doppio (o m u l t i p l o ) - / .

La deduzione in base all’espressione differenziale delle 
forme polari si ottiene scrivendo

, , 3 f
z) =  é r xi +dxl

V
dx, Vi

3/
dx.,'

. i l
dx. Vs

=  o,

— °5

«e queste due equazioni lineari omogenee debbono coesistere 

per valori di a^ay, ylyi tali che — =(= —, si deduce
® a ?/a

dxL dx. 0.

Vogliamo ora approfondire l’esame dei gruppi /  dotati 
di punti multipli.
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Supponiamo perciò che f  contenga un punto i-plo (*>  1)

A =  A1 =  A2 = .. . .  =  At .

Allora la 2) si scrive

i-OA'XA*-' .[X A i+iXAi+ì....XAnJ +XJLt '2l 0Ah{XAh)n_ i__, = 0

(à, h =  i-\- 1,....?*)•

Di qui si trae die:

1) se 0=\= A, il punto A appartiene al polare di 0  con 
la molteplicità i — 1; questa molteplicità non può in alcun 
caso essere superiore ad i — 1, perchè dividendo per XA*”"1 e 
facendo j>oi X -= A  si trova

i • OA | AAi_hl.... AAn J =(= 0 ;

2) se 0 — A, il suo polare contiene A con la molte­
plicità i, e, tolto A \  è costituito dal polare di A rispetto al 
gruppo residuo Ai_̂ l .... An ricordando che un punto appar­
tenente al proprio polare appartiene al gruppo fondamentale, 
si vede così che la molteplicità di A per il suo polare non 
può in alcun caso superare i — 1.

In particolare per i = n  il polare di A riesce indetermi­
nato, venendo rappresentato da

XAn~ L-AA =  0 .

Tenendo presente che il polare r-mo è il primo polare 
rispetto allo (r — l)-mo polare, si perviene induttivamente al

Teorema. Se il gruppo fondamentale f  contiene un punta 
i-plo, A, questo ha la molteplicità i — r per i polari r-mi dei 
punti diversi da A, dove s’intende che A non appartenga a 
questi polari ove i — r < 0 ;  invece tutti i polari del punta 
i-plo A contengono A come i-plo9 quelli d’ ordine n — r <Ci 
risultando indeterminati.

La dimostrazione di questo teorema in base all’espres­
sione differenziale delle polari, si riduce ad una verifica im­
mediata ; scriviamo

f = x L{fn_ t{
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dove</ }7_ 1(0 L) =j= 0; il gruppo polare r-mo del punto i-plo (0 1) è

dx/' * 1 dx0r o,

dove la derivata die compare nel secondo membro è identi­
camente nulla per r >  ?* — i cioè per n — r<Ci; invece il 
gruppo polare r-mo di un punto (1 0) diverso dal punto i-plo è

drf  
dx,r =  r ! i — r

f n — i A r  ( r  —  1 ) !
%

r  — 1 +  ....=  0.

Osservazione. Anche la precedente dimostrazione analitica 
mette in evidenza che: il gruppo polare di un punto i-plo si 
compone del punto contato i volte e del polare rispetto al gruppo 
residuo.

Questa osservazione rientra d’ altra parte come caso par­
ticolare nel seguente principio che può anche porsi a fonda­
mento del teorema generale sulla moltiplicità dei gruppi 
polari in un punto i-plo.

Principio di formazione della polare rispetto ad un gruppo 
composto di n-\-m  punti:

\

A?//cp =  —- —  cpA,, f - \----- —— /A 9.

Questo principio che segue immediatamente dall’espres­
sione differenziale delle polari, si deduce con uguale facilità 
dalla loro espressione algebrica per le radici di f = 0  e 9 =  0.

Infatti, designando con Ait...An i punti di f e  con B L....P>m 
i punti di 9, il gruppo polare di 0  rispetto ad /cp è dato da

(XAh)n £  OBk +  (XBt)m 2  (XAh)n_ l 0Ah =  0,

dove /  e cp, che sono definiti a meno di un fattore, possono

assumersi uguali a ——— (XAh)n, — -— (XP>i)m.& ìH - n r  h]n' n - h m y l m
L’anzidetto principio si applica ai gruppi dotati dì un

punto multiplo, decomponendoli in questo punto e nel gruppo
residuo.

I primi gruppi polari dei punti (//) rispetto al gruppo
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fondameli tale d’ordine n■ — 0, formano la (jn — l

df df
V‘ +  \te J *

=  0;

il teorema precedente dice che questa (/* è priva di punti
fissi quanto f  non ha punti multipli, ed ha invece come punto- 
fìsso ( i — l)-plo ogni punto i-plo di / .

In ogni caso la (/  ̂ costituita dai gruppi polari di f
possiede 2 n— 4 coincidenze, le quali si ottengono annullando 
il discriminante della forma

ÌL y  +  V
CX, dX:, Ut =  0

cioè (L. 1°, § 2) il determinarne hessiano

_ p f _
dxi dx.

y-f
dx.2dx1 dx22

Così si ottiene una interpretazione geometrica (lei cova­
riante .hessiano di f  : eguagliato a zero esso rappresenta i punti 
doppi dei primi gruppi polari.

S e / =  0 ha un punto i-plo, questo è multiplo secondo 
2i — 2 per lo hessiano.

Ciò si verifica subito direttamente; ma si può anche 
notare che un punto i-plo di / =  0 si stacca i — 1 volte 
dalla Q1 dei gruppi polari, sicché resta una ax che ha

n—1 n —i

2n — 2i — 2 coincidenze fuori del punto suddetto.
In particolare, se il gruppo / = 0  consta di un punto 

(n — l)-plo e un punto semplice, il gruppo hessiano si riduce 
arprimo punto contato 2n — 4 volte.

Se il gruppo f =  0 si riduce a un punto n-plo, il cova­
riante hessiano si annulla identicamente, perchè dovrebbe avere 
una radice multipla di un ordine, 2w — 2, superiore al suo 
grado. In questo caso viene a mancare la u dei gruppi polarin—ì
perchè tutti i gruppi polari coincidono nel medesimo punto 
(» — l)-plo.
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Reciprocamente: V annullarvi identico dell9liessiano esprime 
la condizione perchè il gruppo / = 0  si riduca a un punto con­
tato n volte (1).

Infatti, Vhessiano lui 2a — 4 radici, e quindi non può 
annullarsi identicamente iìncliò esiste una (/ dei gruppi
polari, non intieramente degenere, i cui punti doppi corri­
spondono appunto a quelle radici. Perciò se H si annulla 
identicamente, tutti i gruppi polari coincidono in un mede­
simo; i punti di questo saranno multipli p e r / = 0 ,  e desi­
gnando con i(> !l)  la molteplicità di uno di essi p e r /, si 
dovrà avere

hi <  n
e

2(i — 1) =  n — 1 ;

ciò porta che la sommatoria consta di un solo termine e 
che i =  n, cioè il gruppo fondamentale / =  0 è costituito di 
un limito n-plo. c. d. d.

4. Curve polari. — Riferiamoci, nel piano, ad una curva 
fondamentale

La definizione delle curve polari si può ricondurre a quella 
dei gruppi polari sopra la retta; a tale scopo basta conside­
rare le rette (trasversali) condotte per il polo e su ciascuna 
di queste la polarità relativa al gruppo delle intersezioni con / .  
Infatti sussiste il

Teorema. La, polare di un punto (y) rispetto alla curva f  è 
il luogo dei gruppi polari di (y) sulle trasversali condotte per esso.

Basterà verificare la proprietà enunciata per il punto (100), 
scegliendo come trasversale per esso la retta x:i — 0. Allora 
la polare del punto è

df(xLx2x.t) _  A
dx, ~~ ’

e le intersezioni di essa con æ3 =  0 sono date da

_  A

dx, ~~

(<) Cfr. § 21.
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che è precisamente l’equazione dei gruppo polare del punto 
di coordinate y L =  1, y2 =  0, rispetto ad / (æ ^ )  =  0.

Il teorema sopra enunciato permette di ricondurre la 
definizione delle curve polari di un punto 0 a quella dei 
gruppi polari sopra le trasversali per esso, e quindi'di defi­
nire geometricamente la polare r-ma di 0, come luogo dei 
centri armonici di grado n — r di 0  (§ 3) rispetto ai gruppi 
sezioni di f  colle suddette trasversali. Quando si adotti questa 
definizione geometrica, occorre per altro dimostrare che: il 
gruppo polare r-mo di 0, rispetto al Gn segato da f  sopra 
una traversale, 0, descrive una curva d9 ordine n — r , al variare 
di o per 0 . Del che può darsi la seguente semplicissima di­
mostrazione sintetica (f). Poiché 0 non fa mai parte di Gn, 
non può accadere — per alcuna posizione particolare di o — 
che 0  appartenga al G.n_ r polare; si deduce che la curva 
luogo di Gn_ r è d’ordine n — r (e non >  a — r).

Il principio fecondo che viene applicato in questa dimo­
strazione può essere designato come

Lemma di P on celet: Se una curva algebrica piana 0, 
incontra la retta variabile di un fascio 0  in m punti fuori 
di 0, e se non esistono rette particolari del fascio per cui 
qualcuno dei suddetti m punti venga a coincidere con 0, la 
curva C è d’ordine m.

Infatti se essa fosse d’ordine m -\-s  con s >  0, possede­
rebbe il punto 0  come «-pio e si avrebbe in 0  almeno una 
tangente principale secante (7, fuori di 0, in meno di m punti.

La dimostrazione precedente, fondata sul lemma di P on­
c e l e t , contempla direttamente il caso di un polo 0  fuori d i/ .  
Ma se poi 0  si fa muovere con continuità finche venga ad 
appartenere ad / ,  la curva luogo dei gruppi polari sulle tra­
sversali per 0, conserva necessariamente il suo ordine nel 
passaggio al limite. E così ogni restrizione vien tolta.

Osservazione. Dalla definizione delle curve polari come 
luogo dei gruppi polari sulle trasversali di un fascio, si dedu­
cono immediamente le due proprietà fondamentali già rico­
nosciute, partendo dall’espressione differenziale, nel (§ 2), cioè:

1) La proprietà operativa: la polare r-ma rispetto alla 
polare «-ma è la polare (r-|-«)-ma;

d) Cfr. P o n c e l e t  « Applications d’Analyse et de Géométrie », t. Il, 
pag. 148. Ivi è trattato il caso della retta polare.
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2) la legge di reciprocità: se la polare r-ma di 0  passa 
per 0', la polare (n — r)~ma di 0' passa per 0.

Il teorema di permutabilità di P l u c k e r  (la polare r - ma 
di 0  rispetto alla isolare s-ma di 0' coincide con la polare s-ma 
di 0' rispetto alla polare r-ma di 0) può pure esser dimostrato 
in quest’ordine di idee, ma non risulta più in modo così 
immediato come partendo dall’espressione differenziale (Ofr. § 2). 
Ohi desideri conoscere la dimostrazione sintetica può trovarla 
in una nota di C r e m o n a  pubblicata negli Annali di Ma­
tematica (1864) (1).

Sia data una curva fondamentale f(xix2x2) =  0 priva di 
parti multiple; in base alla definizione della polare di un punto 
come luogo dei gruppi polari sopra le trasversali per esso, si 
riconosce che:

La polare di un punto 0, non appartenente ad / ,  passa per 
i punti di contatto delle tangenti condotte ad f  per 0.

Infatti se A è il punto di contatto di una tangente per 0, 
il gruppo sezione di f  con la retta OA ha un punto doppio 
in A e quindi il gruppo polare di 0 rispetto a questo con­
tiene A, e viceversa (§ 3).

La verifica analitica di questa proposizione è immediata, 
perchè l’equazione

df
dxL

. K
dx.. y3 =  o,

dove si considerino come variabili le x o le y, rappresenta 
la polare di (y) o la tangente in (x).

La precedente considerazione geometrica, oppure l’esame 
analitico, permettono ugualmente di precisare il teorema 
sopra enunciato come segue:

Se una tangente (propria) per 0 ha nel punto semplice A 
un contatto i-punto ( i >  2), per A passano tutte le polari 
d’ordine n — 1,....» — i -h  1, e queste hanno in A  rispettiva­
mente i — 1,.... 1 intersezioni riunite con la tangente.

Passiamo a considerare la polare di un punto 0  appar­
tenente alla curva / ,  supponendo dapprima che esso sia sem­
plice per / .  Se la tangente in 0  ha con /  un contatto i-punto

O Cfr. Opere, tomo II, pag. 137.
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(i >  2), i gruppi polari di 0  su questa retta posseggono O 
come i-plo, (pielli d’ordine < i  risultando indeterminati; si 
deduce che:

Se in un plinto semplice 0 la curva f  ha un contatto 
impunto colla tangente ( i> 2 ) , tutte le curve polari di 0, d’ or­
dine > i j  hanno ivi lo stesso contatto impunto colla tangente; 
le polari (l’ordine <T i contengono codesta retta come parte,

In particolare « la tangente in 0  è la retta polare di 0  », 
come d’altronde appare subito dall’equazione

=  A?//(æ) =  o.

L’ osservazione fatta relativamente al passaggio delle 
polari lier i punti di contatto delle tangenti condotte da un 
inulto, sussiste tanto per le tangenti proprie che per le tan­
genti improprie, e così permette di riconoscere che tutte le 
polari d’ordine n — 1,.... n — i H- 1 passano per un punto i-plo 
della curva/. Questa proprietà può essere precisata come segue :

Un punto i-plo della curva f  ( / >  1) appartiene come 
( i — 1 )-plo alle prime polari e quindi come ( i — r)-plo alle 
polari r-me; la molteplicità non può essere maggiore d ii — r 
se il polo non appartiene ad una tangente principale.

Sia A il punto i-plo, aL....at le tangenti principali ed 0  
il polo, che supponiamo dapprima in un punto generico del 
piano. La retta OA incontrerà la curva f  in altri m — n — i 
punti nei quali si avranno m tangenti bi b2....l)m.
Per costruire la polare di 0 rispetto ad /', si debbono consi­
derare le trasversali per 0 e su ciascuna costruire il gruppo 
polare di 0; allo scopo di riconoscere il comportamento di 
codesta polare nel punto A, si potrà sostituire la curva/  con 
le n rette le cui intersezioni colle trasversali
per 0, vicine ad OA, sono prossime alle intersezioni con / .  
Allora la polare di 0  risulta — per il principio di formazione 
rispetto a gruppi composti (cfr. § 3) — combinando linearmente 
due curve cp, costituite: la prima dalla polare di 0 rispetto 
ad aL....au presa insieme a Zq e la seconda dalla polare
di 0 rispetto a Zq....Z>m, presa insieme ad ai ,...ai .

Ma — per il carattere proiettivo della polarità — la 
polare di 0 rispetto alle i rette a{ ....aL è costituita da i — 1 
rette le quali proiettano da A il gruppo polare di 0  sopra 
una trasversale. Si deduce che la polare di 0  rispetto ad f
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verni approssimato, nell’intorno di A, dalle anzidette i — i. 
rette polari di 0  rispetto ad ai ....ai9 le quali sono tangenti 
principali per le curve del fascio * determinato dalle cp, 
infatti le i rette nominate, ed esse sole, hanno i intersezioni 
con le <p,  ̂ riunite in A. Concludendo, la polare di 0  che passa 
per A ed è ivi approssimata da i — 1 rette, possiede il punto A 
come ( i — l)-plo. c. d. d.

Il ragionamento svolto per un polo 0  generico, si può 
ripetere quando si dia ad 0  una qualsiasi posizione partico­
lare diversa da A, purché si determinino sempre se­
condo la legge di continuità; così se la retta OA va ad 
incontrare /  in un altro punto multiplo — r-plo — J3, r fra 
le hi .... l)m diverranno le tangenti principali in B. Ma, per 
posizioni particolari di 0, la moltiplicità della polare in A 
può risultare maggiore di i — 1.

Due casi occorre qui esaminare: il caso in cui la retta OA 
risulti tangente ad /  fuori di A, e quello in cui 0  appartenga 
ad una tangente principale in A. Il primo caso dà luogo 
soltanto ad una difficoltà apparente, in quanto si ha una 
retta bl passante per A- ò lecito rimuovere la difficoltà so­
stituendo per esempio a 7>1 e b2 una conica a esse tangente 
che non passi per A. Ma il secondo caso può dar luogo ad 
una effettiva ipermoltiplicità della polare di 0  in A ; ciò accade 
precisamente quando le i tangenti principali in A sono riunite 
in una sola, come vedremo poi con l’esame analitico. Qui 
ci limitiamo a notare che quando 0  non appartiene a una 
tangente principale in A, le i — 1 rette polari di OA rispetto 
ad aL.... at non passano per 0, e così 0  sta fuori delle tan­
genti principali anche della sua curva polare; quindi in virtù 
della proprietà operativa si può concludere che la polare r-ma 
di 0 (r <  i) passa per 0 con la molteplicità i — r e  non con 
molteplicità maggiore.

Passiamo a esaminare il caso in cui il polo 0  coincida 
col punto multiplo A. Avremo che:

Le successive volavi di un punto i-plo ( i > i )  per la curva f ,  
posseggono il punto con la stessa molteplicità ed hanno ivi le 
medesime tangenti principali; le polari d’ ordine >  i risultano 
indeterminate.

Infatti basta considerare i gruppi polari del dato punto 0  
sopra le trasversali per esso e in ispecie sopra le tangenti 
principali.
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Segue in particolare dal teorema precedente che:
La polare (V ordine i di un punto i-plo è costituita dalle i 

tangenti principali (distinte o coincidenti). Per escludere il 
dubbio cui potrebbe dar luogo il caso in cui le tangenti prin­
cipali distinte fossero in numero <T i, basta osservare che la 
curva polare d’ordine i del punto 0 , la quale consta di 
i rette per 0  non può contenere alcuna retta diversa dalla 
tangente principale, giacche su una tale retta il gruppo 
polare d’ordine i di 0  è costituito precisamente da 0  stesso 
contato i volte e non è indeterminato.

Osservazione. Il comportamento in un punto, d, i-plo per /  
della polare di un punto qualunque 0, si può dedurre da 
quello della polare del punto A stesso, in base al teorema 
di permutabilità di P lucker. Occorre far vedere che la po­
lare d’ordine i — 2, cioè la polare (n — l)-ma di A =  (x) 
rispetto alla prima polare di 0 =  (y) è indeterminata. A tale 
scopo basta osservare che la polare (n — i +  1 )-ma di A rispetto 
a d / è  indeterminata, e quindi, per il teorema di permutabilità:

A f — A A n~i—lf"*x ij.ì------ J ?

si deduce identicamente

La verifica analitica dei teoremi sul comportamento della polare 
in un punto multiplo d i/ ,  si può fare ponendo il punto (001) 
nel punto i-plo, e prendendo come punto esterno il punto (100). 

Scriveremo dunque

/  - fi&i «2) • +  f i+ L(vl x3) • x * - * - 1 -f-.... + f n(osl x2) ,

dove f h designa una forma d’ordine li nelle xt , x2. La polare 
del punto (001.) sarà

=  (» — t i f i -+-.... -+- =  o ,

e quindi avrà nel polo un punto i-plo e come tangenti prin­
cipali le medesime i rette costituenti la polare d’ordine i:
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Invece la polare del punto (100) sarà

3/,2 /
dx,

* « -  
’dxt 3 ‘ +  .... +  ^ = 0 ,

3 f.
dove —  è una forma (l’ordine i — 1, e quindi avrà nel punto

i-plo di /  la moltiplicifcà i — 1.
Bisulta nuovamente di qui che le tangenti principali 

della polare di (100) nel punto i-plo (001) sono date dalle 
rette polari del primo punto rispetto alle tangenti principali

3 f.
di f  essendo rappresentate da —• =  ().

Ora, ritornando a considerare la molteplicità della curva 
polare di (100) nel punto i-plo di / ,  si vede che in un solo 
caso questa molteplicità potrà superare i — 1, cioè quando sia 
identicamente

^ - 0  
3s. ’ -

e quindi
f i  =

nel qual caso le i tangenti principali in A coincidono in ima 
sola, e il polo si trova su questa♦

Le polari dei punti del piano rispetto ad una curva fon­
damentale f (x {x2x.ò) =  0, formano il sistema lineare

a f  a f  df  A .
Ù'l Vl +  :È l y t ~h d ^ ya- 0ì

dove i parametri sono le coordinate del polo. Codesto sistema 
lineare ha effettivamente la dimensione due, cioè le prime polari 
costituiscono una rete, salvo il caso che la curva f  consti di 
il rette di un fascio.

Infatti se le polari dei tre punti (100) (010) (001) non 
sono linearmente indipendenti, sussisterà identicamente mia 
relazione a coefficienti costanti

df a —  +
ÓXl

I
dx9+  c, v = 0 .

' dx„ ’

allora la polare del punto 0 =  (ahc) è indeterminata, e quindi
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— pei* il teorema precedente — il punto .stesso ò à-plo per 
la curva / ,  la quale consta quindi di n rette per 0.

Giova notare che, .reciprocamente, se la /  possiede un 
pulito n-plo 0, le sue polari non formano più una rete ma 
un fascio, essendo costituite da gruppi di n — 1 rette per 0, 
ciascuno dei quali corrisponde ugualmente a tutti i limiti di 
una retta per 0: questo fascio si riduce a un’ unica retta 
(n— l)-pla se le n rette coincidono. Tenendo conto che le 
polari dei punti del piano rispetto ad /  formano una rete, 
possiamo enunciare i resultati ottenuti innanzi come segue:

Data una curva f ,  priva di parti multiple e non costituita 
da ìì rette (V un fascio, la rete delle sue prime polari possiede 
come punti base i pianti multipli di f  e precisamente ogni punto 
base i-plo della rete (i >  1) è (i l)-plo per f ;  i punti in cui 
una curva polare sega la f  fuori dei punti base, sono i punti 
di contatto delle tangenti condotte dal polo.

In forza delle dimostrazioni precedenti, si può aggiun­
gere che: in un punto i-plo di / ,  a tangenti distinte, la rete 
delle polari possiede un punto base (i — l)-plo a tangenti 
variabili; invece se r tangenti principali d i / n e l  punto i-plo 
coincidono in una sola, questa retta fissa figurée r — 1. volte 
nel gruppo delle tangenti principali di tutte le curve polari 
della rete. Infatti le tangenti principali a una curva polare di 
un punto generico rispetto ad /  sono, come si ò visto, le 
polari del punto rispetto alle tangenti principali di / .  In par­
ticolare se la /  possiede un nodo, in questo punto le curve 
polari hanno una tangente variabile; invece se la /  possiede 
una cuspide, le curve polari toccano ivi la tangente cuspidale.

Ritorniamo alla considerazione della rete delle curve polari 
rispetto ad / ,  per osservare che questa è proiettiva al piano 
punteggiato dei poli, sicché ai punti di una retta corrispon­
dono curve polari formanti un fascio.

La dimostrazione analitica di ciò è contenuta nella espres­
sione delle polari

df  3 f  3 f

(La dimostrazione sintetica si fa in base al principio di 
Lamé — libro 2°, § 14 — osservando che le curve polari dei 
punti di una retta hanno comuni i punti, di cui la retta è 
polare, intersezioni di due di esse).
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Osservazione, Le deduzioni sul comportamento delle polari 

di /  in un punto multiplo, valgono anche nel caso che la 
curva /  contenga una parte multipla (di molteplicità i >  1 ) 
luogo di punti i-pii:

/ =

la cp entra allora i — 1 volte nella polare di un punto qual­
siasi. Ciò si verifica anche direttamente in base al principio 
di formazione delle polari rispetto a una curva composta:

=  », 4- » , f i  A,jf2 +  », +  » /*  ’
tenuto conto che

5. Jacobiana di lina rete. — Consideriamo una rete di 
curve d’ordine ni

* f (xi *2 %) +  (a <P(® i *3) +  v <K*i æ2 *,) =  0.

Il luogo dei punti doppi delle curve della rete si ottiene 
eliminando X, p, v, fra le tre equazioni lineari omogenee

3 f  dcp 
*----- \r (X ^—3xt r 3xf

34>_
dx,. =  0 (i =  l, 2, 3),

e però viene rappresentato annullando il determinante (fun­
zionale) jacobiano:

D (frV\>)
I>(xlx2x3)

df dcp
dxi

df dp 9<Ji
dx2 dx2 dx2

y dcp 34»
dx3 dx3 3*8

Quel luogo dicesi appunto curva jacoMana della rete, ed 
è di ordine 3n — 3.

La curva jacobiana resta definita ugualmente se alle tre
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curve / ,  d>, si sostituiscono altro curve della rete da essa

determinata, sicché lo iacobiano risulta un comlri-
D ( x lx 2x .J

nante delle forme / ,  ó, cioè un covariante di esse che, a 
prescindere da un fattore funzione delle A, «x, v, non muta 
sostituendo alle / ,  cp, delle loro combinazioni lineari: 

+  +  (i =  l, 2, 3).
La curva jacobiana di una rete si lascia anche deli ni re:

1) come luogo dei punti di contatto di due curve della 
rete; infatti il fascio da esse determinato contiene una curva 
con punto doppio;

2 ) come luogo dei punti le cui rette polari rispetto 
alle curve della rete formano un fascio; infatti le prime polari 
di un punto (y) centro d’ 1111 tale fascio, passano per un punto 
della jacobiana, sicché le tre equazioni lineari

0, s£»<=« .

risultano compatibili.
Se le curve (d’ordine u) della rete sono rappresentate 

in coordinate cartesiane da:

^f(vy) +  [i y(?y) -i- v fKxv) =  0

l’equazione della jacobiana si ottiene eliminando A; g, v, fra 
l’equazione precedente e le sue derivate rispetto ad x, y ; 
essa è dunque

f 9 *

V  ' • dcp ' 34»
dx dx dx

Ì Ì dcp 34»
dy dÿ dy

X::_ ì i
V y —

= 0 .

Posto
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si ha:

x3nf(xy) =  f(xL x2 x3), x3ny(xy) =  ç(æ4 x.2 *„), x3nty{xy) =  ^  x3),

X.,, ¥(®?/) _  3/foi ««g»)
3æ 3æ,

-~-Jlf(xy), y{xy),”]>(xy){

n—i 3./'(æ?/) _  df{x‘x t x ,)
' 3 dy dx2

/(® iX2 x3) y{xLx2 x3) <K®!®2®3)

3 / (® i® 3®3) 3 'K * 1æ2a!3)
3^ 3æ. 3æA

dfjx^ x j  3<p(®,®«®a) d'iijx^x,)
3æ, 3æ„ 3æ0

Ora, in virtù del teorema di Eüiæro, sostituendo ad

/(®i®2®3)> 9(®i®a®a)>

le espressioni equivalenti

„ , 1 ( 3 /  3f  3/ )
/(® 1®2®3) — - 1 ÔT ®1 ■+■ ĝ T XÌ +  ®:’ n (. 3a;1 3®s ~3

, . l i  3cp 3cp 3cp )cp(a?±a;0 a?3) =  -  —  xL +  —  a?0 + ^ -  æ3 ~ J ni dxL 1 3æ2 ~ ox3 6 )
, / v 1 l 3<I> 3̂  3^ )
« W . )  =  i J ^ * I + j £ * , + 3 ï ;» . |-

si ottiene

/ ( ® i® 2 ® 3)  ? ( * ! * ,  ®a) <K ® i® *® s)

3/(æt x 2 x3) 3<p(a:1 a:3 æ3) St^æ, æ2 æ;i)
3»! 3*. 3æ1

df(x Lx2 x3) dy(xLx2 x3) d ^ x ^ )  
dx.2 3®2

Si conclude che per

3:r„

D ( M )

n D(xlx2 x3) ’

x:L x,
x — x ■> î)' —*• x » ®3 —

ed essendo / ,  cp, ò rfeZZo ordine n? sussiste V identità

1) J I /(» A  ?<»/), « » /) l =  -  •

F. ENRIQUES - I I . 3
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L’identità stabilita puova clie il determinante

J)f{xy), cf>(xy),

apparentemente (l’ordine 3n — 2, si riduce effettivamente d’ or­
dine 3 n — 3 , annullandosi il complesso dei termini di grado 
più elevato. Di ciò si può porgere anche una verifica diretta. 

Pongasi invero

f  =  fo +  / i  ■+■ •— +  /«
9 =  r-Po +  9i +  •••• +  9)i
4* =  4'o "+" 4h +  •••• +  4*11)

ove con çt, ’l» si designano forme di grado i in x, y; il 
termine di grado 3n — 2 in «T sarà J(fn'fn§n) e si riconosce 
che questo determinante è identicamente nullo, sostituendo 
in esso:

_ i / a ^
* * = n W * -

%i- ' n \ dx

dy

dy

y

y

In forza dell’identità 1) daremo pure al determinante 
J)f(xy), y(xy), <\>(xy)[ il nome di jacobiano delle funzioni 
f(xy), y(xy), ty(xy).

Osservazione. Giova avvertire che, quando / ,  cp, b sono 
d’ordine diverso, le due curve

J(fyb) =  0 e TXfrb)
D(xt x2 x$)

non coincidono più: J  =  0  rappresenta la curva jacobiana 
della rete lf(xy) -1- p <p{xy) -t- v b(xy) =  0 , nella quale le curve 
d’ordine minore vengono completate con la retta all’ infinito ; 

D(fr\>)invece -=r—----- - =  0  rappresenta una curva covariante delle
JJ( X l X 2X :})

/ ,  9 , <|> Che si dice curva jacobiana delle tre curve e può essere 
definita come il luogo dei punti le cui rette polari rispetto 
alle tre curve date appartengono ad un fascio.
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Possiamo riconoscere la sostanziale differenza che infcer-
X){ /xd>)cede fra i due determinanti J(fy^) e -r calcolando,JLsy.V̂ *̂3 )

per semplicità, questi determinanti nel caso in cui cp, <\> ab­
biano uno stesso ordine m di-verso dall’ordine n di / ;  avremo

X» D ( M )  

m D(xlxìxs)

11-  f(x1 x2 x.3) <p(xt x,_ xs) $(*, X ,  x3)
df dep d-b
dxi dxi dxt
df dep 34-
dx2 dx2 dx2

e quindi, per xB — l, xL =  x, x2 — y

ij./Kv)

39 34-
dx* dx
dep 341'
dÿ 3 y

Quanto alla jacobiana della rete ? ./+  (1 9 '-+- v<J> =  0 , nel­
l’ipotesi in cui / ,  cp, J- abbiano ordini diversi, n, in, p, dove 
n >  m >  p (p <  n), osserveremo die il determinante J  sarà di 
grado

jiH- m -+- p  — 2  <  3« — 3,

quindi la retta all’infinito-fa parte della jacobiana della rete, 
contata

(a — m) -+- (11 — p) — 1
volte.

Per determinare le molteplicità della curva jacobiana nei 
punti base di una rete, non si lia alcun vantaggio ad adope­
rare le coordinate omogenee; ci riferiremo pertanto all’espres­
sione dello jacobiano .7(/cp4-) in coordinate non omogenee.

Poniamo che l’origine x =  y =  0 sia un inulto di molte­
plicità i ( > 0 ) per / ,  cp, <!>; allora contiene x, y  al grado
minimo

i  +  i - l  +  i -  l  =  3i  —  2 ,
ma il complesso dei termini di grado 3 i — 2  è il determi­
nante identicamente nullo:
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perciò: un punto i-plo per / ,  cp, è in generale (3i — 1 )-plo per 
la curva javoibiana della rete À/-+- \iy +  vi =  0 .

Ma la molteplicità del punto 0  =  (0 0 ) per la suddetta 
jaeobiana può risultare superiore al numero indicato. Pon­
gasi, per esempio, che 0  sia i-plo (i >  0 ) per /  ed abbia 
per cp, diverse molteplicità r, s :

(s> $ )

In questo caso nello sviluppo di J (./̂ '̂ ), x e y figu­
rano al grado minimo

i -h r 1 +  s — 1 =  ( i -f- r +  s) — 2 ;

e quindi 0  ha per la jacobiana (almeno) la molteplicità 
i +  r +  s — 2 , che può superare 3i — I.

In particolare si consideri il caso di una rete con un 
punto base semplice 0 ; questo punto sarà in generale doppio 
per la jacobiana, ma potrà diventare triplo, e l’analisi com­
pleta delle circostanze in cui si avvera tale ipermolteplicità 
si può far dipendere dall’esame delle reti di coniche, nel 
modo che segue.

Pongasi che la cubica jacobiana di una rete di coniche | C\ 
possegga un punto triplo nel punto base 0  e si spezzi quindi 
in tre rette «, 7;, c per 0 . Un punto generico A di a è doppio 
per una conica C della rete, la quale si spezza nella retta 
a =  A0  e in un’altra retta; due casi possono presentarsi, 
secondochè questa retta residua di a coincide con a stessa o 
è diversa da a e quindi variabile con A. In questo secondo 
caso la retta a appartiene ad infinite coniche della rete |(7|, 
formanti un fascio, e le rette residue di a formano pure un 
fascio; in particolare vi è dunque una conica spezzata in a 
e in un’altra retta a per 0 , conica che ha un punto doppio 
in A.

La stessa conclusione si può ripetere per le rette 5, c; 
ciascuna delle ,tre rette a, 7i, c, fa parte — in ogni caso — 
d’una conica con un punto doppio in 0 , conica costituita da 
due rette distinte o da una retta contata due volte. Ora combi­
nando linearmente due coniche C aventi in 0  un punto doppio, 
si otterrà un fascio col punto base doppio 0 ; e combinando 
linearmente due coniche del fascio con un’altra conica fuori 
di esso, si otterrà una rete di coniche tangenti a quest’ulti ma
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nel punto 0 . Si conclude dunque die la nostra rete — nel­
l’ipotesi che la jacobiana consti di tre rette per 0 -- è costi­
tuita da coniche aventi, nel punto base semplice 0 , la me­
desima tangente.

Viceversa, se le coniche G di una rete col punto base 
semplice 0 , posseggono in 0  una tangente fissa imponendo 
alle C di toccare un’altra retta per 0  si ottiene un fascio 
di O aventi in 0 un punto doppio, cioè formate da oc1 coppie 
di rette costituenti nel fascio 0  un’involuzione I . Allora 
si assumano per definire la rete tre coniche (7, due delle 
quali con 0 doppio; la molteplicità della jacobiana di \ C\ 
in 0  risulterà uguale a tre : precisamente codesta cubica 
jacobiana consterà della retta a (facente parte di un fascio 
di coniche C spezzate) e delle due rette doppie dell’involu­
zione J definita — come si è detto — nel fascio 0.

Si conclude: la condizione necessaria e sufficiente affinchè 
un punto base semplice sia triplo amiche doppio per la jaco­
biana di una rete di coniche è che in esso le coniche della rete 
abbiano la medesima tangente.

Osservazione. Giova osservare che la dimostrazione pre­
cedente contempla il caso in cui la cubica jacobiana consti 
di tre rette a, b, c distinte; i casi di coincidenza possono 
riguardarsi come casi limiti e si costruiscono direttamente 
come segue?

1) Assumendo nel fascio A una involuzione non dege­
nere avente due rette doppie />, c ed una conica tangente 
alla b, si dà luogo alla coincidenza a — b ;

2 ) assumendo nel fascio A una involuzione degenere 
costituita da una retta fissa b e da una retta variabile, e 
prendendo una conica qualsiasi per 0 , si dà luogo ad una 
rete per cui b — c;

3) se nel caso 2 ) la conica considerata tocca fc, la jaco­
biana si riduce a codesta retta contata tre volte: a =  b =  c.

Dalla considerazióne della rete di coniche si passa a 
quella di una rete di curve qualunque (d’ ordine n >  %  
sostituendo alle curve9

f  — / i  +./•> +  •••• + f n  — 0

<¥> =  Ti +  +  •— <Pn == 0

4» =  H- à-> +  •••• -+- 'L  =  0,
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le coniche approssimanti

/ i  + / 2  =  'Pi "+" 9 *  —  0 ?  H ~  ^ 2  =  ^

le quali vengono combinate linearmente quando si combi­
nano linearmente le / ,  9,

Dovremo distinguere tre casi secondochè
1) le suddette tre coniche approssimanti sono linear­

mente indipendenti e quindi danno luogo ad una rete;
2) le tre coniche suddette appartengono ad un fascio 

e quindi la conica approssimante alla curva X/-j- pcp v<|> =  0 
risulta approssimante per tutte le curve di un fascio di questa 
rete;

3) tutte le curve della rete \ f  +  gcp +  '4> =  0 posseg­
gono la medesima conica approssimante:

fi  -I- / 2  =  9i +  ?2 =  rh  +  2̂‘

Nel caso 1) se la curva jacobiana della rete X/+- ;x? =  0
deve avere un punto triplo nel punto base semplice 0, lo 
stesso deve accadere per la curva jacobiana della rete di 
coniche approssimanti, giacche nel determinante jacobiano

i termini di secondo grado provengono solo dai ter­
mini di grado 1 o 2 delle / ,  9 , Ciò posto le coniche ap­
prossimanti alle curve della rete, e quindi queste stesse curve, 
avranno in 0  una tangente fissa. Reciprocamente, se ciò accade 
la rete contiene un fascio di curve con un punto doppio, 
entro il quale si possono prendere due curve determinatrici 
della rete, e quindi la jacobiana ha in 0  un punto di molte­
plicità 2 H- 2 -1- 1 — 2 =  3 (almeno).

Nel caso 2 ) si consideri il fascio delle curve X/H“|jL9 d-v^ = 0  
aventi una medesima conica approssimante, 0 , che può sup­
porsi non avere in 0  un punto doppio, essendo 0  punto base 
semplice per la.rete. Imponiamo ad una curva del fascio di 
toccare in 0  una retta diversa dalla tangente a 0 ; hi curva, F, 
del fascio così definita non ha più una, conica approssimante 
determinata giacche questa dovrebbe in pari tempo coinci­
dere con la 0  ed avere in 0 un punto doppio, come accade 
per le curve della rete dotate di punto doppio. Si conclude 
che l’anzidetta F possiede in 0 un punto triplo, mancando 
nell’equazione F =  0  i termini di primo e secondo grado. 
Reciprocamente, se la rete X/h- pcp +  vi =  0  contiene una
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curva dotata di punto triplo, questa può prendersi al posto 
di una delle / ,  cp, 'j> per determinare la rete e si deduce che la 
jacobiana possiede in 0  un inulto di molteplicità 3 + 1 + 1 —2— 3 
(almeno).

Le ipotesi 1), 2) si avverano contemporaneamente se le 
curve della rete hanno una tangente fissa e perciò la rete 
contiene un fascio di curve aventi in 0 un punto doppio, 
mentre per una di queste curve il punto 0 diviene triplo. 
Dal fatto che la rete può essere determinata mediante tre 
curve una delle quali ha un punto triplo, la seconda un 
punto doppio, e la terza un punto semplice in 0 , si conclude 
che la molteplicità di 0 per la jacobiana vale almeno 
3 + 2  +  1 — 2 =  4.

Questa molteplicità diviene più elevata, cioè almeno 
uguale a 5, se la rete contiene due curve aventi in 0, un 
punto triplo. È ciò che accade appunto nel caso 3 ); infatti 
imponendo alle curve della rete di possedere una tangente 
diversa da quella della conica approssimamente fissa, si defi­
nisce un fascio di curve per cui la conica approssimante è 
indeterminata, cioè che hanno in 0  un punto triplo.

Viceversa se la rete contiene due curve con un punto 
triplo, si vede subito che le curve di essa posseggono la me­
desima conica approssimante, cioè si avvera l’ ipotesi 3 ).

Dall’analisi fatta basterà trarre la conclusione che:
Un punto Tìnse semplice per una rete di curve d’ordine n 

(n >  2 ) è precisamente doppio per la curva jacobiana, salvo in 
due casi cbe portano una molteplicità almeno tignale a 3 : 
se le curve della rete posseggono nel punto base una tangente 
fissa, oppure se la rete contiene una curva avente in quello un 
punto triplo. Quest’ultimo caso suppone 2  e porta che le 
coniche approssimanti a tre curve della rete non siano linear­
mente indipendenti. #

Il precedente teorema si può anche dimostrare col cal­
colo diretto dei termini di secondo grado che figurano nello 
sviluppo del determinante jacobiano J(fyty).

Poniamo come innanzi

/  — f i  -L/g +  ••••

V =  Vi +  <?*+.*>.

$ — “+"•••• 5
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i termini di secondo grado nello sviluppo di Ji/cp'iO sono quelli 
stessi elle compaiono nello sviluppo di

 ̂ J(fi  + / s  > Vi +  Vi 1 +  t0):

f i  ■+" f i Vi +  Vi 4q •+■ 4**

d f i . A
dx dx

A + A
dx dx

. h i  
dx dx

A < A
dy dì)

A + A
dy dy dy dy

Essi vengono dati dalla somma di tre determinanti:

?* 4»* ! f i Vi 4». f i Vi v

A A A J a dVi 36-2 1 A dVi 3th
dx dx dx +  i dx dx dx dx dx dx

A A A \ A A A A dcpj 3'^j
dy dy dì/ \ dy dy dy dy dy 3?/

Ora è facile verificare che la somma degli ultimi due deter­
minanti equivale al doppio del primo mutato di segno. A 
tale scopo nel secondo determinante sottragghiamo l’ultima 
linea dalla prima, ciò che in forza del teorema di E ulero

A  o- Aequivale a sostituire f L, 9 ,, Jq, con A c X‘> dx x ; in modo

analogo nel terzo determinante si possono sostituire f t , 9 , ,  (Jq
0̂ )

con —  ?/, Ih tyV -  Ciò posto, con facile trasformazione, 

il secondo determinante si riduce a

A % A x h i xdx ' dx ' dx '*

A A 34q
dx dx dx

A A dA
dy dy dy

Effettuando l’analoga trasformazione sul terzo determinante 
e sommandolo al secondo, con l’ applicazione del teorema 

9 f  9 f
di Eulebo (2/g =  —-  x -t- ~  y , ....), si trova appunto il doppio
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del primo determinante mutato di segno. In conclusione l’in­
sieme dei termini di secondo grado nello sviluppo di J(fyty) è 
dato da

A Cf>, & a  + ./; ?i +  ?*

A 3'-Pi 3 |, A A 3'li
dx dx dx dx dx dx

A A 1 3<h A . A 3^
3 y 3 y 3 y 3 y 3 y 3 il

essendosi sommato il determinante identicamente nullo J’( / 1cp1̂ i).
Ora la condizione necessaria e sufficiente affinchè la jaco- 

biana della rete X / + jjiç 4 - v<p =  0  abbia nell’origine una mol­
teplicità superiore a 2 è data dall’annullamento del deter­
minante sopra scritto, dove le derivate di f n cpn <Jq sono delle 
costanti. Tale condizione importa che le -coniche approssi­
manti f  i 4 “ f  2 9 cp± -4— cp2 9 ^ 4 - 4*2 appartengano ad un fascio, 
ogni qual volta non siano nulli i minori estratti dalla matrice

■ •A  A
dx dx CX

dfi 3y1 3'jq
3 y 3 y 3?/

Ma se / i + Z , ,  Ti +  ^2? +i +  +2 appartengono ad un fascio, 
cioè se sussiste una relazione lineare a coefficiente non tutti 
nulli

a( f  i + / 2) +  KVi ■+■ %) “+■ ■+■ +*)=
la curva

F =  af-+- 4-c*+,

possiede un punto triplo (almeno) nell’origine. Se invece sono 
nulli i tre minori estratti dalla precedente matrice, ciò significa 
che le curve / ,  9 , t|> hanno nell’origine la medesima tangente 
il cui coefficiente angolare è

3/t 3?i 3+1
dx dx dx

A  ~ A 3_̂K
3 y 3 y 3 y

Nella deduzione che precede si è visto che la conica
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approssimante la curva jacobiana della rete

X/-|- -f-v4* =  0,

nel punto base semplice 0, è

A ï>2 'h

A dy. dtp.
dx dx dx

A A dtp.
dy dy dy

Ora entro la suddetta rete | G\ esiste sempre una curva dotata 
di punto doppio in 0, che può assumersi come curva la 
conica approssimante ad J ( f y p )  =  0 diventa quindi

4̂2

essendo

A  dy,
dx dx

A  dy,
dy dy

= 0 ,

dx 3 y

La rete ha in 0 tangente variabile se

+  0,

A  dy,
dx dx

A  A
dy dy

e le tangenti principali nel punto doppio della jacobiana sono 
le tangenti alla curva cp dotata di punto doppio:

4»* =  o.

Nei casi in cui la jacobiana della rete 101 acquista un 
punto triplo in 0 :

A  dfj 
dx dx

A  dy,
dy dy

4,2 =  0>
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la curva considerata innanzi diviene indeterminata o pos­
siede un punto triplo in 0 , e così d>.2 diviene indeterminata 
o identicamente nulla. In questi casi si possono determinare 
le tangenti trinci-pali nel punto triplo della jacobiana di | 0 |, 
che sono le rette formanti la jacobiana .della rete delle coniche 
approssimanti le C, oppure le tangenti alla curva 4> dotata di 
punto triplo ; la jacobiana di \ C\ avrà in 0 precisamente un 

. p̂unto triplo se le tangenti principali (quadripunte) così defi­
nite restano determinate, cioè

1) se | 6Y| contiene una sola curva dotata di punto 
multiplo in Ò che ha in 0 un punto triplo,

2 ) oppure se — |(7| avendo tangente fìssa in 0 — le 
coniche approssimanti a \C\ formano effettivamente una rete, 
nel qual caso abbiamo già indicato la costruzione delle rette 
che formano la sua jacobiana.

Per dimostrare l’asserto conviene calcolare i termini di terzo 
ordine nello sviluppo del determinante J(fyty). Questi termini 
provengono anzitutto dallo jacobiano 1 (^ -1- / , ,  Ti-t“T2? 
delle coniche approssimanti, e in secondo luogo da tre deter­
minanti cui danno origine le parti del terz’ordine / 3, ç8f ^3; 
così la cubica approssimante la J’(/<p+) =  0  dotata di punto 
triplo in 0  sarà rappresentata da

— JLti "P/2 ? Ti +  ?2 5 ’W ■+* 2̂) +  ^3 

dove D 3 è la somma di tre determinanti:

A fa & A rnri A A fi A

A A 34», 1 A Sfa 1 A A
dx dx dx dx dx dx dx dx dx

A àpi A d CD—t 1 1& A A
dy dy dy dij dy dy dy Sy dy

Per calcolare D3, poniamo nel primo determinante

f z

e negli altri due

f i

} ( a x + a v]

3/; a
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risulta allora che la somma di questi è uguale al primo 
determinante salvo un fattore numerico:

Va '4»s

V 3?!
dx dx dx

ìl i ì l i
dy dy dy

Ciò posto distinguiamo i due casi in cui J(fyty) =  0 
possiede un punto triplo in 0 :

1) le curve O hanno tangente fìssa in 0 ; allora

. v  _  ?ìì .
dx ' 3 y dx ' dy dx ' 3y

e quindi D, è identicamente nullo;
2) le con ielle approssimanti a C ; formano nn fascio, 

sicché identicamente

Vi "+* T-2> — 0;

allora esiste in 1(71 una curva dotata di punto triplo e, sce­
gliendo questa come curva 4*; si trova — a prescindere dal 
fattore numerico —

essendo

A

V  dl i  
dx dx

A  ì l i
dy dy ’

* h _  ì ì i  — o
dx ~  dy ~

l ’equazione Ds =  0 si riduce a 'l'3 =  0 quando la rete \ C\ non 
possiede tangente fissa in 0:

A  ì l i
dx dx

V  d'£i 
d y dy

=)=0,
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(lisegTiiiglianza corrispondente all’ ipotesi che la rete \ C\ non 
contenga altra curva dotata di punto multiplo in 0 oltre la d> 
nominata che ha in 0  un punto triplo.

6 . Nota sull’annullamento identico del determinante jaco- 
biano. — In ciò che precede si suppone sempre l’esistenza 
effettiva della jacobiana della rete determinata dalle curve

f (xi x2 ®3) =  0, y(%i X2 X3) =  0, ^(xi X % X:ì) =  0,

cioè che il determinante non si annulli identica-D i x ^ x j
mente. Ora questo determinante è nullo non soltanto quando 
le / ,  9 , <p non siano linearmente indipendenti (nel qual caso 
i termini di una colonna sono combinazioni lineari a coeffi­
cienti costanti di quelli delle altre due), ma anche nel caso 
in cui una delle tre funzioni / ,  9 , (p, sia funzione delle rima­
nenti, cioè quando le / ,  9 , <p siano legate da una relazione 
funzionale

F(f, 9 , +) =  0; ■
infatti, in tale ipotesi,

9F  3f  dF dy 9F  9'|i .
9/ dxt 9cp dxt d'b dxt

Beciprocamente è noto die Pannullamento identico del 

determinante significa P esistenza di un legame
■Dfo»*®*)

funzionale (l)
F(f, 9, 4>) =  0.

ìle i nostro caso, in cu i/, 9 ,  ̂ sono forme algebriche dello 
stesso ordine, questo teorema può essere precisato, giacché 
il procedimento dimostrativi che serve a riconoscere la rela­
zione F =  0 mostra anche come si possa costruire F  mediante 
eliminazioni, sicché F(f, 9, 4) =  0 risulta una equazione alge­
brica omogenea che, divisa per una potenza di f ,  si riduce 
al tipo

H -

(b Cfr. per es. S. Pinchkkle « Lezioni di Calcolo infinitésimale ». 
Bologna, 1915, pag. 257.
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Ove non si voglia ritornare snlla dimostrazione del teo­
rema relativo ai determinanti funzionali, si può pervenire 
alla conclusione sopra indicata sostituendo alle considerazioni 
precedenti una verifica diretta.

" to(X X x  ìOsserviamo anzitutto die il quoziente 3 dipendeJ(Xl X, xs)
*Xrsoltanto dai rapporti -- — x, =  y. sicché si può scrivere
X::, x3

e analogamente

<p(Xi x ì x -i) _  cp(æÿ.)

A x ì x ì xù n m

f(* iX2 xs) f(xy)

?

=  sr(a■»/)•

Ora verifichiamo che il determinante funzionale delle <h,

•è, come , identicamente nullo. Infatti:D(xlxìxsy

D($-If)
D(xy)

a? f
dxJ

df
te *

ì ì f - ì t ù
dx ■ dx ^

r P
a? f
dyJ

df
di,* 3y J 3y ‘

r . /2

Questo determinante moltiplicato p e r /4 è uguale alla somma 
di quattro determinanti:

V fdxJ dxJ
h f
dxJ

d f . 
dx ^

\ df  3t|> ,
dx ^ 3ar

a /
t e * dx*

3cp ,
3 y J a r

3? f  
3 y J

dl *  
a y w

df  * ì f
dy * dy ̂

a /
*v*

V  4»
a y ^

L’ultimo determinante è evidentemente nullo; la somma dei 
primi tre equivale a

f <P 4»

II dy 34»
dx 3o; 3x

df 3:p
dy dy a?/
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Bicordando elle, per x3 =  1,

J ( M )  =
1 D (fr y
n D ix ^ x .y

si conclude elle è anche

e perciò le

D(®*F)
D{xy) 0,

<j) — ì  w — 4 
/ ’ /

sono, legate da una relazione funzionale

f ( /4) = 0;
c. d. d.

Il significato di questa relazione funzionale è che, moven-

cost. a partire da un suo puntodosi sopra una curva -

generico, resta sempre | , =  cost, ; quindi le curve dei due fasci

<p — c / =  0, — cf — 0, passanti per imo stesso punto gene­
rico del piano avranno una parte comune.

Ora se le curve del fascio ? — c f =  0 sono irriducibili, 
ciascuna di esse apparterà pure al fascio del medesimo ordine 

— c f — 0, ossia — in questa ipotesi — le curve/, cp, ÿ appar­
teranno ad un medesimo fascio. Se invece le curve del 
fascio — cf sono riducibili, le loro componenti variabili 
formeranno un fascio, con le curve del quale saranno com­
poste — a prescindere da parti fìsse — anche le curve

$ — c f = 0 .

In conclusione possiamo enunciare il 
Teorema: Se la curva jacoMaua di tre curve del medesimo 

ordine /  <p,  ̂ è indeterminata: o queste curve appartengono ad 
un fascio, o sono composte — all’infuori di parti comuni — 
dalle curve di un fascio; la jacobiana di una rete diventa 
dunque indeterminata soltanto se la rete è formata di curve 
riducibili, composte di parti fisse e di parti variabili in un 
fascio.
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E chiaro, reciprocamente, che, per una rete siffatta, la 
jacobiana è indeterminata, giacche ciascuna curva del fascio 
nominato fa parte — contata due volte — di una curva 
della rete.

La dimostrazione del teorema precedente si può anche 
collegare semplicemente al principio di Lamé (L. 2°, § 14). 
Infatti dall’equazione algebrica omogenea

'■}») =  o,
di cui designeremo il grado con m, si conclude subito che 
/ = 0  per cp =  4̂ =  0, tranne nel caso che manchi, in F, il 
termine f m\ ma questa apparente eccezione si toglie sosti­
tuendo ad /  una combinazione lineare \ f gcp q- v̂. La curva 
/=  0 passando per le intersezioni delle curve dello stesso 
ordine 9 = 0 e 'J> = 0, il principio di Lamé dice appunto che/ 
è una combinazione lineare delle 9, oppure che le/, 9, d>, 
— a prescindere da parti comuni — sono composte con le 
curve di un fascio.

Infine si jniò richiedere una dimostrazione geometrica 
del teorema precedente che non faccia appello alla proprietà 
del determinante funzionale di dare col suo annullamento la 
relazione F — 0. Una tale dimostrazione può essere fornita in 
vari modi; il più semplice sembra quello che qui rapidamente 
accenniamo (i).

A tale scopo ricordiamo il teorema di Bertixl (Ofr. L. 2°, 
§ 5), che le curve di una rete non possono avere punti doppi 
variabili e pertanto le parti variabili delle curve della rete 
sono formate di punti semplici.

Ora data una rete la cui jacobiana sia indeterminata, un 
punto generico A del piano è semplice per co1 curve della 
rete e doppio per una di queste; quindi le co1 curve della 
rete passanti per JL, e formanti un fascio, posseggono in A 
una tangente fissa a. Si deduce che le curve della rete soddi­
sfano tutte a una medesima equazione differenziale del primo 
ordine che fa corrispondere al punto A la retta associata a 
(Ofr. L. 2°, §§ 14, 28) ; segue che le dette curve della rete 
sono composte — a prescindere da parti fisse — con le curve 
di un fascio, integrali dell’equazione differenziale predetta.

(fi Cfr. B e r t i n i  - « Introduzione alla Geometria Proiettiva degli 
Iperspazi », pag. 235.
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7. Hessiana di una curva. — Dicesi liessiana di una curva 
f(xy) =  0 la curva, d?ordine 3n — 6, jacobiana della rete delle 
sue prime polari. In virtù del teorema di permutabilità di 
Plucker, la curva liessiana, luogo dei punti doppi delle prime 
polari, si può definire anche come luogo dei punti la cui conica 
polare ha un punto doppio.

Infatti se la prima polare di Olia un punto doppio P,la retta 
polare mista di P  contato n — 2 volte e di 0 è indeterminata, 
e quindi la conica polare di P  possiede in 0  un punto doppio. 
Ciò risulta anche dall’espressione analitica del determinante 
liessiano che è

a y d:f
dæ* dxL dx3 dxt dxs

d-f ay ay
dXo dxL dx2 dx3

d*f a y ay
dxL dx.3 dx, dx3 9-V

e può riguardarsi quindi come il discriminante della conica po­
lare del punto (x) :

a * /
dxL +  2 +  + 2 £ „ . = o.

ìx ^ x ,V,V‘ + '»x’ V‘
Il luogo dei punti le cui curve polari hanno un punto 

doppio costituisce, in generale, una nuova curva covariante 
della data / ,  che dicesi curva steineriana e che si può anche 
riguardare come il luogo dei punti doppi delle coniche polari. 
I punti della liessiana e della steineriana si corrispondono 
biunivocamente : la conica polare di un punto della prima 
ha come doppio il punto omologo, o coniugato, dell’altra; 
la prima polare di questo ha un punto doppio in quello. 
Per le cubiche, liessiana e steineriana coincidono.

Accanto alle nominate curve si suole anche considerare, 
sotto il nome di cagleyana, l’inviluppo delle rette che uniscono 
i punti coniugati della liessiana e della steineriana (cfr. § 22); 
vedremo l’interesse della cayleyana nella teoria della cubica. 

L’importanza della liessiana risulta dal seguente 
Teorema: Se un punto semplice della curva f  appartiene 

alla liessiana, esso è un flesso di f  ; viceversa ogni flesso di f  
appartiene alla liessiana.

Se P appartiene all’liessiana sarà punto doppio per la
F. ENRIQUES - II. 4
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polare rispetto ad /  di un certo punto 0: sia p questa polare. 
Ora se P  appartiene anche a d /, la retta OP risulta tangente 
a d /in  P, e per di più lui ivi due intersezioni (almeno) con la 
polare p\ ciò significa che il punto P ò punto doppio per il 
gruppo G', polare di 0 rispetto al gruppo G, intersezione della 
retta OP con la curva / .  Quindi nel gruppo G- il limito P deve 
essere punto triplo; cioè la tangente OP deve avere in P  tre 
intersezioni riunite con la /, vale a dire essere tangente di flesso. , 

Dimostriamo ora, la seconda parte del nostro teorema, cioè 
che ogni flesso della curva è comune alla sua hessiana. Per questo 
ci serviremo della seconda definizione della hessiana, cioè fa­
remo vedere che se F è un flesso la conica polare di P si spezza 
(nella tangente di flesso e in una retta residua). Infatti siccome F 
è un flesso, la tangente di flesso t ha in F  tre intersezioni 
riunite con la curva; tutte le successive polari di F dovendo 
avere tre intersezioni con la t riunite in F, la conica polare 
si spezza nella t e in una retta residua.

Giova avvertire che il teorema precedente può essere pre­
cisato nel sensodie: se un punto semplice, P,di/appartiene alla 
sua hessiana, li, P  è un flesso d i/ in  cui la tangente ha con/un  
contatto tripunto e non più elevato semprechè le due curve/, li

non si tocchino.
Infatti riprendendo 

la dimostrazione prece­
dente si può dimostrare 
che— escluso il contatto 
di /  con l’hessiana — 
la curva p, polare di 0, 
ha come tangenti princi­
pali, nel punto doppio P , 
due rette, distinte da OP, 
le quali separano armo­
nicamente la OP e la 
tangente ad li.

A tale scopo consi­
deriamo un punto P', 
vicino a P, su Ir, P r è 
doppio per una curva 

polare p , la quale insieme a p determina un fascio di polari ; al 
limite, quando P' tende a P, codesto fascio diventa il fascio delle 
polari per P, i cui poli variano sulla retta OP. Ora, designando

□
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<3011 a, 1) le fallimenti principali a p in P e con a, V quelle 
a p in P', prossime alle a, &, si vede che la retta determinata 
dai punti ab', ab diviene la coniugata armonica di PP' 
rispetto ad a, 1). D’altra parte il fascio delle p, p possiede la 
nominata retta al/, ab come tangente tissa, ed al limite questa 
tangente lissa diviene la retta OP tangente comune ad /  e 
alla polare di P. (Cfr. L.°, § 5; Vol. I, pag. 182).

Il ragionamento precedente permette di invertire la dedu­
zione ottenuta: se nel punto semplice P la /  è toccata dalla 
liessiana li, la tangente PO coincide con una delle tangenti 
principali della p , polare di 0  dotata di punto doppio in P, 
cioè PO ha contatto tripunto (almeno) c o l i l e  quindi quadri- 
punto (almeno) con / .  Si conclude (die un punto semplice, o v e /  
è toccata da li, costituisce per /  un flesso (V ordine superiore 
cioè un punto dove l a /  ha con la tangente un contatto i-punto 
con i >  3. (Giova avvertire che la nomenclatura qui adottata 
differisce da quella che si usa nello studio della forma delle 
curve reali, ove si riserva il nome di desso al caso in cui 
— essendo i dispari — la curva attraversa la tangente).

Ora il teorema stabilito si può completare nel senso che: 
se in un punto semplice P la /  ha un contatto Spunto con la 
tangente (desso d’ordine % — 2), in P ia /.h a  con l’liessiana li un 
contatto (i — 2)-punto. In base ad una rapida intuizione infì- 
nitesimale ciò si può giustificare come segue: nell’ ipotesi fatta, 
il fascio delle curve polari passanti per P  è costituito da curve 
aventi in P  un contatto (/ — l)-punt<>, e quindi contiene i — I 
curve infinitamente vicine dotate di punto doppio; i primi i — 2 
fra i punti doppi nominati si succedono sopra la retta .tan­
gente in P  ad /  e alle curve polari del nostro fascio. Ma 
1’ induzione che suggerisce l’ affermazione precedente, ha 
bisogno di essere convalidata con un calcolo diretto. Il quale 
serve in pari tempo a dimostrare tutto ciò che lino ad ora 
abbiamo riconosciuto intorno al passaggio della liessiana per 
i flessi della curva / .

Sia /(^ L̂ 2:r>) la nostra curva, che abbia nel inulto (010) 
come tangente la retta cv:ì =  0, retta avente ivi un contatto 
Ppunto, dove i > 2 .

Possiamo scrivere F equazione della curva

f(xLx,x:ì) =  H- u-î V7” 1 -1- .... -1- Un — 0, 

dove Hf è una forma binaria di grado i in xn x2.
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Se la retta ^3 =  0 ha in (010) un coutatto i-piinto con / ,
sara

ìln --XL • 'Un—

dove un—i non si annulla per xL =  0.
TSToi ci proponiamo eli trovare le intersezioni della liessiana 

con la retta ay=:0. Queste sono evidentemente date da

A =

3 d'2un dll'n—i
dxL2 dxl dx2 3x±

3**» ' 3 2un dlln—L
dx2 dxl 3*2*' dx.2

dun—l 
dx.

3 Ufi—g 
3*o 2 « „ _ 2

=  0 .

CÌXl ^Ora notiamo che, se la si annullasse per ^  =  0dx2
nel punto (010), sarebbero nulle le tre derivate

_  _  
dxt ’ dx*? 3a?«?
3/ 3/

e (piindi il punto (010) sarebbe un punto doppio per l a / .  
Inoltre, essendo un =  xli ïin~-ii che:

3 îtn
3*7
C>'%1 

cXL dx2

è divisibile per * /~ 2 e non per ^  a potenza superiore, 

è divisibile per

è divisibile per * /

Oiò posto, il determinante A risulta divisibile per xf~~2 
e non per xi a potenza superiore, quindi la liessiana ha con 
la tangente a d /  i  — 2, e non più, intersezioni riunite in (010); 
in particolare per i — 2 resta di nuovo provato che: il punto 
semplice (010) è un flesso quando e solo quando esso appar­
tiene all’hessi an a.

Concludiamo pertanto enunciando il
Teorema : Le intersezioni della curva f  con la liessiana che 

cadono in punti semplici di f  sono i flessi della f  stessa ; preci-
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smunte un flesso iV or (linei — 2 (o\re la curva ha mi contatto 
i-ptinto con la tangente) dà luogo a un contatto (i — 2 )-punto 
di f  con la hessiana.

Eisulta da questo teorema che nel caso generale in cui 
la curva non possiede punti doppi, o multipli, i suoi flessi 
sono tutte le intersezioni di /  con la hessiana. Ma se la f  
possiede un punto doppio questo appartiene pure alla hessiana, 
giacché la sua polare ha ivi un punto doppio.

Cerchiamo quale sia precisamente la molteplicità dei 
punti doppi della curva f  per la sua hessiana.

Dimostreremo che :
In un nodo di f  la hessiana possiede parimenti un nodo con 

le stesse tangenti principali; in una cuspide ordinaria di f  la 
hessiana possiede un punto triplo ed ha ivi come tangenti prin­
cipali la tangente cuspidale di / ,  contata due volte, e un? altra 
retta distinta da quella.

Di questo teorema forniremo una dimostrazione di carat­
tere prevalentemente sintetico, che si appoggia alle proprietà 
generali della jacobiana di una rete; una seconda dimostra­
zione, costituente la verifica analitica diretta, si incontrerà 
nello sviluppo del teorema più generale che segue.

Il caso del nodo si esaurisce subito: le polari di /  for­
mano una rete che ha in quel punto, 0 , un punto base sem­
plice con tangente variabile e che contiene una sola curva 
avente in 0  un punto doppio; questa curva è la polare di 0 , 
e quindi le sue tangenti principali, cioè le tangenti princi­
pali di / ,  sono le tangenti principali della jacobiana della 
rete delle polari, ossia della hessiana di / .

Nel caso in cui 0  sia una cuspide, la rete delle polari 
ha come tangente fìssa la tangente cuspidale o; se la cuspide 
è ordinaria, la suddetta rete non può contenere una curva 
dotata di punto triplo, giacché il relativo polo sarebbe con­
giunto ad 0  da una retta avente con/quattro (almeno) inter­
sezioni riunite. Si deduce che le coniche approssimanti le polari 
di f  nel punto 0  formano una rete, la cui jacobiana consta 
delle tre tangenti principali della hessiana d i/ .  Codesta jaco­
biana è costituita dalla tangente fìssa o e dalle rette doppie 
dell’involuzione, nel fascio 0 , a cui danno luogo le coniche 
riducibili della rete che sono le coniche approssimanti delle 
polari dei punti di o; questa involuzione possiede o come 
retta doppia (corrispondente alla polare di 0 ), sicché o figura
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due volte fra le tangenti principali della hessiana di / .  8 r 
aggiunga che la terza tangente principale è certo distinta 
da o, finché 0  è — per /  — una cuspide ordinaria; infatti, 
in tale ipotesi, la nominata involuzione nel fascio 0  non può 
essere degenere, giacche avrebbe o come retta lì ssa 7 mentre 
la polare di un punto della tangente cuspidale — diverso 
da 0  — deve avere con o due sole intersezioni.

Riferiamoci al caso più generale in cui la curva f  pos­
segga un punto di molteplicità i ( > 2 )  e dimostriamo, con 
verifica analitica diretta ([) che:

Se la curva fi cV ordine a, possiede un punto i-plo 0, con 
2<ri<C n, la sua hessiana li possiede in 0 la molteplicità 
Si — 4, ed ha ivi come tangenti principali le i tangenti prin­
cipali di f  e le 2i — 4 rette costituenti il gruppo lessiamo di 
quelle nel fascio 0 ; la molteplicità di 0 per h diviene Si — 3 
soltanto nel caso in cui il gruppo delle tangenti principali ad f  
si riduca ad una retta contata, i volte (svanimento del relativo 
gruppo liessiano) e allora quella retta figura 2i — 2 volte 
fra  le tangenti principali di h ; aggiungasi che la moltepli­
cità di 0 per h non supera Si — 3 se 0  è — per /  — una 
singolarità ordinaria (dove la tangente ha un contatto 
(i -1- Impunto) ed allora la nominata retta non può figurare 
più che 2 i — 2 volte fra le tangenti principali di li.

Scriviamo l’equazione di /  nella forma

f i x ^ X 3) =  U0X:ìn -f- U ^ x f - 1 +  .... -1- Un-L^z +  un =  0 ,

dove ur è una forma binaria di grado r  nelle x1x2. Se la 
f(xLx2xs) =  0 ha un punto i-plo nel punto (001), avremo

ïtQ — 0, ,ul — 0,.... ili—i 0,
cioè

A xi*tx>) =  utx .... -I- un =  0,

e il gruppo delle i tangenti nel punto i-plo (001) sarà dato 
dall’ equazione

ih —  o .

(l) Cfr. Buill. « Ueber die Hesse’sche Curve ». (Matli. Annalen, 
B ì. 13, 1878).
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L’equazione della hessiana ò

y f 3* /
dx* dx, dx.2 dx, dx.

d~f 32/ d\f
dx, dx. dxf dx, dx.

a8/ a2/ a
dx3 dxt dxz dx2 dx,*

Occorre l’espressione dei termini di più basso grado che 
compariscono nel determinante precedente.

Questi termini sono dati da:

d*u{ d'hii
d x * dx, dx2

dhii y-Uj
dxi dx2 dx2*

(»»— <) 3«<
dx,

(n — i) 3-tt<
3*̂ 2

/ 3'Mj
1,1 -  *> s ;

( -s (n — i)(n — i  — 1 )uì .

Poiché A è di grado 3i — 4, resta provato che un punto 
i-plo per la curva è, in generale, multiplo secondo 3i — 4 
per la sua hessiana.

Se nel determinante A sottragghiamo dall’ultima colonna 
moltiplicata per i  — 1 la prima moltiplicata per xL e la seconda 
moltiplicata per æ2, otteniamo, a meno di un fattore numerico, 
non nullo per n >̂ i :

3*ut a *«,
dx* dx, dx.

y  tu dhii
dx, dx, W

3ih. dVj
dx. dx2

Ora, se indichiamo con H  il determinante
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die rappresenta lo hessiano del grupi>o di rette ul =  i) appar­
tenenti al fascio O, si lia — a meno di un fattore numerico —

A =  n j i .

Siccome A =  0  rappresenta il gruppo delie 3% — 4 tangenti 
alla curva 7i, hessiana di / ,  nel punto (0 0 1 ), si lui che i di 
queste rette coincidono con le i tangenti ad / ,  e le rima­
nenti 2 i — 4 ne costituiscono il gruppo hessiano. Qui appare 
che li avrà in 0  una molteplicità superiore a 3i — 4 quando 
svanisca R  (essendo per definizione u. -j- 0). Ciò porta che 
le i tangenti n( =  0  coincidano in una sola retta contata i 
volte (cfr. § 3 ).

Per approfondire lo studio di questo caso poniamo

■Ui =  æ*
«

supponendo le % tangenti riunite nella .^ .=  0 : allora, come è 
facile verificare, i termini di grado inferiore in xn x2 nel­
l’equazione di li sono dati dal determinante

•i)®i

d -1
dx2 dxi

i —2
?xt dx2

w

i( n— i)xt

(n—  i — 1 )

i—i

d"j+1
dx.

i(n —*)æti—:* (n — i — 1 ) 9»i+i
ex.. (n — i)(n — i — 1) x*

formato coi primi termini delle seconde derivate di f .  I ter­
mini di grado inferiore nelle xt', x2 sono quelli che moltipli­
cano æ3; dunque le tangenti alla hessiana nel punto *'-plo 
della /(æ1æ2æ3) =  0  sono

3 *it.
dx.,si+l XLU~ 0.

Si conclude che: un punto i-plo con tutte le tangenti 
riunite è multiplo secondo 3? — 3 per la hessiana, 2i —2 .delle 
tangenti a questa coincidendo colla tangente della curva /  nel 
detto punto i-plo.

Si aggiunga che (per n >  i) la molteplicità del punto 
i-plo per la hessiana non può superare 3 i — 3  ove non si



annulli identicamente dv.r e che inoltre fra le rette rap­

presentate da d:V,,2 =  0, non può trovarsi la .  ̂=  0  se non

a patto die questa retta abbia con /  un contatto (i +  2 )-punto, 
mancando, in tal caso il termine in v̂2i~hi di : ma in 
ambedue questi casi la /  possiede in 0 una singolarità 
straordinaria.

Infine osserviamo esplicitamente che la restrizione n >  i 
è essenziale; infatti il fattore numerico che comparisce nello 
sviluppo di h si annulla, per n =  i, sicché in questo caso la 
hessiana svanisce identicamente (Cfr. paragrafo seguente).

8 . Curve aventi una parte comune colla hessiana: inde­
terminazione della hessiana. — Dai teoremi dimostrati risulta- 
come corollario che: se la curva f  ha una parte comune con 
la sua hessiana, questa parte è una retta o una componente 
multipla di f.

Ciò segue senz’altro dal teorema che un contatto i-punto 
di f  con h costituisce un flesso d’ordine % per qualsiasi valore 
di i. Ma la deduzione si ottiene già dalla conoscenza che le 
intersezioni semplici colla hessiana sono flessi (caso i =  1), 
appoggiandosi alla nozione fornita dal calcolo differenziale 
che una curva y =  y(x) i cui punti siano flessi è una retta, 
in quanto la condizione analitica corrispondente è espressa 
dall’ equazione differenziale

È appena necessario rilevare la coincidenza di questa 
condizione analitica con la nostra definizione dei flessi. Posto 
il flesso nell’origine, la curva algebrica, d iesi suppone avere 
ivi un punto semplice, sarà approssimata in quel punto dalla 
parabola

y == ax bx2

.affinché la tangente y =  ax abbia un contatto tripunto si ha 
la condizione

Ora, a complemento della osservazione precedente, no-
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tiamo che: se la curva f  contiene una parte multipla <p< 
— contata i ( >  1) volte — hi cp  figura 3i — 3 volte nella lies- 
stana di / .

Infatti i punti di cp s o d o  punti /-pii (li /  in cui le i tan­
genti coincidono.

Si aggiunga che: ì punti semplici della curva 9, non 
appartenenti alla parte residua di / ,  ed aventi per la hessiana 
una molteplicità superiore a 3i — 3, sono i flessi della 9 .

Invero si supponga che 9 passi semplicemente per il 
punto (0 0 1 ) e abbia ivi come tangente la ^  =  0 : la sua 
equazione sarà del tipo

ax^.™-1 - f  (bxf - f  cxvx2 +  dx22) x fn~2 +  .... =  0,

e quindi i termini di grado i +  1 in xLx2 per la /  saranno 
dati da

ui_hL =  ìV“ 1(te1<+1 +  cxfx, dxli~ i x22) +  +  ak2xLix2,

essendo
x  n - m i  +  jCi Xi (C n - m i - L  +  +  _  =

l’equazione della parte residua di /  (tolto 9 *); sicché la con­
dizione per la ipermolteplieità della hessiana in quel punto,

g-2 ff,.
cioè l’annullamento identico di equivale a  ̂=  0 , cioè .

alla condizione che la tangente .r1= 0  abbia tre intersezioni 
riunite con la 9 . La qual conclusione si accorda anche con 
la osservazione geometrica che la parte residua della hessiana 
di / ,  tolta la cp3*~3, è la jacobiana della rete costituita dalle 
curve polari di / ,  private della parte fissa 9 *—1.

L’avvertenza fatta in ordine alla ipermoltiplicità della 
hessiana di una curva i-pla 9 , vale anche a dimostrare che 
questa curva non può figurare nella hessiana di f  più che 
3i — 3 volte, salvo il caso che essa sia una retta.

Risulta anche, dal teorema concernente le parti multiple 
di / ,  che « se la hessiana di /  è indeterminata, cioè il deter­
minante hessiano si annulla identicamente, la curva/consta  
soltanto di rette (semplici o multiple) », giacche ogni com­
ponente ?'-pla di /  può riguardarsi allora come facente parte 
della sua hessiana, ed avente per questa una molteplicità 
superiore a 3i — 3.
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Ma il teorema precedente può essere precisato nel modo 
seguente:

Una curva (V ordine n la cui hvssiana sia indeterminata 
si compone di n rette per un punto.

Anzitutto è chiaro che se f  possiede un punto n-plo la 
sua hessiana è indeterminata, poiché la conica polare di un 
punto qualunque ha un punto doppio. Ora per dimostrare 
l’enunciato precedente basta riferirsi al caso di una curva 
composta di rette: supporremo dunque che /  contenga r rette 
distinte, semplici o multiple, aLa2 ....ar ; designando con ih ( >  1 ) 
la molteplicità di ah si avrà

n =  S ih.
h

Le polari di /'saranno curve d’ordine n — 1, con­
tenenti la retta ah contata ih — 1 volte; all’infuori di queste 
parti fisse le 'Pìì_ l conterranno delle curve variabili cpr _ , ,  

d’ordine r — 1 . Il sistema delle cpr_ 1 avrà come punti base 
i punti comuni a due o più rette %; se per uno di questi 
punti, P, passano s ( > l )  rette ah, p. es. aia2....as, codesto 
punto avrà precisamente per le cpr __1 la molteplicità s — 1 , 
giacché — tenuto conto delle molteplicità delle rette ala2.... 
passanti per quel punto — si ha che esso ha per f  la mol­
teplicità

/  P -L •••• +  h 

e quindi hà la molteplicità

per le
-f- is — 1

yn_ L =  a^i 1-«2's 1 1 • Çr—i

Si aggiunga che le p̂r_ i non hanno in P alcuna tangente 
lissa si esclude anzitutto che le cpr__1 possano tutte toccare 
una medesima retta p diversa dalle a1a2....aS7 perchè la po­
lare d’un punto di una tale p non può avere più che

i i io +  •••• is -- 1

intersezioni con p riunite in P; in secondo luogo si esclude 
che le cpr_ A tocchino una delle rette a t̂., ....as per .P, giacché 
la polare di un punto fuori di a ^  rispetto ad f  si può de­
terminare combinando linearmente due curve composte: la
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prima della polare rispetto ad a./*.... arlr presa con <1 * 1  e 
l’altra di 1 presa con .... ar lr.

Ciò posto, se la liessiana di /  deve essere indeterminata, 
bisogna die la jacobiana di tre curve qualsiansi cp,,_A sia inde­
terminata, e perciò le yr—i debbono appartenere ad un fascio 
o essere composte colle curve d’ un fascio (cfr. § 6). La prima 
ipotesi condurrebbe subito alla conclusione enunciata, cbe 
tutte le rette ai ....ar passano per un punto ?i-plo di /  
(cfr. § 4); ma occorre esaminare la seconda ipotesi più ge­
nerale.

Se le cpr_ L sono composte colle curve d’ mi fascio, le ( r— l)2 
intersezioni di due di esse sono tutte assorbite dai punti 
base P e ciascun punto base (s — l)-plo, essendo a tangenti 
variabili, ne assorbe precisamente (s — l)2 (cfr. il prossimo § 12, 
oppure: L. 2°, § 13); avremo dunque:

( r - l ) *  =  H(s - l ) * .

D ’altra parte, poiché un punto s-plo di yr—L è comune 
ad s fra le r rette aLa2....ar , sarà

r(r — 1 ) — 1)

Dalle due uguaglianze scritte si trae 

r — l  =  S(s — 1), 

conclusione che sarebbe incompatibile colla 

( r - l ) *  =  2 ( « - l ) * ,

ove la sommatoria comprendesse più che un termine.
Si deduce che tutte le rette ai ..r ar passano per uno 

stesso i)unto:
r  =  s.

Quel punto è w-plo per / ,  e le polari di /  formano un 
fascio costituito da gruppi di rette di una g1 entro il fascio 
medesimo (cfr. § 3).

Osservazione. Per 2, la condizione di spezzamento 
d’una conica, data dall’annullamento del determinante ties­
si ano, si riduce alla solita, poiché codesto hessiano è il di- 
scriminante di / .
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9. Nota sulla teoria delle forme polari generalizzata e 
sull’espressione di una forma d’ ordine n come somma’ di 
potenze n-me. — *La definizione di polare può essere genera­
lizzata nel modo seguente: si consideri una curva d’ordine n 
rappresentata simbolicamente da

f(xLx2x.,)— axn =  0,

e una curva di classe m «  n)

9(^i «8) =  Uzm =  0:

la curva di ordine n — m rappresentata simbolicamente dal- 
l’equazione

a™a»-™ =  0

dicesi curva polare della <p rispetto alla f .  In particolare, se
la si riduce a un punto P  contato m volte, la polare di <p
diviene la polare m-ma di P  rispetto ad / ,  e se invece la cp
si riduce all’insieme di m punti P LP2....Pm la polare di cp
diviene la polare mista di Pi P2...,Pm.

Se la curva polare della 9 rispetto a l la /è  indeterminata, 
la cp dicesi apolare rispetto alla / .

Se una curva cp ha la classe m uguale all’ordine n della/, 
allora non vi è più luogo a considerare la curva polare di cp: 
in questa ipotesi la forma polare

diviene d’ordine zero, cioè si riduce ad una funzione bili- 
neare dei coefficienti delle f  e cp che (seguendo B a t t a g l i a i ) 
dicesi Y armonizzante delle due forme ; questo armonizzante è 
simmetrico rispetto alle due forme, essendo identicamente

, ««W =  aaW- "
Se V armon izzante

< r— 0,

le due curve f — axn =  0, çp =  uocn =  0, diconsi ciascuna apo­
lare rispetto alV altra oppure armoniche fra loro.

È facile riconoscere il fatto generale che: se la forma cp. 
di classe m <  n è spezzala in due altre :



62 LIBRO TERZO

la polare di rispetto ad f  è la polare di rispetto alla 
polare di cp2.

. Quindi, in particolare: una forma ^  di classe m <  a che 
sia apolare rispetto ad / ,  costituisce una curva armonica a d /  
insieme ad una qualsiasi curva di classe a — m. Yale pure 
la proposizione inversa die scaturirà dalle considerazioni che 
seguono.

La formazione delle polari e dell’armonizzante mette in 
luce il loro carattere invariantivo (efr. L. 1°, § 15), clic risul­
terà anche dal significato geometrico della relazione d’armonia.

Intanto osserviamo che:
Tutte le curve dì classe (o d’ordine) n armoniche ad una 

data (V ordine (o risp. classe) a formano un sistema lineare 
di dimensione

Le curve F di classe (o d’ordine) n armoniche ad r curve 
indipendenti Cl .... Cr d’ ordine (o risp. di classe) n sono armo­
niche a tutte qudle del sistema lineare oor—1 | C\ definito dalle 
suddette C[t...Cr e formano un sistema lineare | T | di dimen­
sione N — r. I! sistema j T j dicesi’ associato a |Cr|, e | C è 
allora associato a \T[.

Questi enunciati si giustificano ricordando la bilinearità 
dell’armonizzante «xn, e ricordando che un sistema lineare 

di curve (l’ordine (o di classe) a, è definito da r equa­
zioni lineari fra i coefficienti, ritenuti come coordinate delle 
curve stesse (efr. L. 1°, § 14).

Usando del linguaggio degli iperspazi si può dire che la 
relazione (V armonia pone una, correlazione fra  due spazi SN, 
uno dei quali rappresenta il sistema lineare delle curve-luogo 
(d’ordine a) e l’altro il sistema lineare delle curve-inviluppo 
(di ugual classe). Si noti che la correlazione anzidetto non 
è degenere, sicché non esiste alcuna curva d’ordine n (la cui 
equazione non svanisca identicamente) che sia armonica a 
tutte le curve di classe a.

Da ciò segue come corollario la proposizione a cui si è 
già sopra accennato: se una curva di classe m <  a, uym = :0, 
sommata ad- una, qualunque curva, u f ~ rn =  0 dà una 
curva armonica alla, f  — aœn =  0, essa è apolare rispetto 
alla f.
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Infatti per ipotesi svanisce identicamente la polare d’or­
dine 0 di uxmû n~~m rispetto ad j \  che è l’armonizzante delle 
due forme; ora codesta polare si ottiene come polare di 
rispetto alla polare di uym:

n™axn- m= Q ,

ossia è 1’ armonizzante delle due forme a%maxn~~m;
poiché questo armonizzante è nullo qualunque sia segue
che la forma arJ naxn~~m è identicamente nulla. c. d. d.

Il teorema precedente permette di costruire le curve di 
classe m<C n apolari rispetto a una curva /  di ordine n.

Se la /  è una conica non vi sono punti apolari rispetto 
ad essa, tranne nel caso di degenerazione di / .  Ma se la /  è 
una cubica esiste un sistema lineare oo3 di coniche inviluppo 
apolari rispetto ad / ;  esso si ottiene intersecando i sistemi 
di coniche che insieme ai punti del piano formano curve di 
terza classe appartenenti al sistema associato ad f  (fra codesti 
sistemi ve ne sono tre linearmente indipendenti).

Similmente si trova che una (piartica affatto generale 
possiede un sistema lineare coc di curve di terza classe apo­
lari, ma non possiede in generale una conica inviluppo apo­
lare, giacche fra i sistemi co4 di coniche inviluppo residui 
delle coniche del piano rispetto al sistema associato ad /  ve 
ne sono in generale 6 linearmente indipendenti.

Ora cerchiamo il significato geometrico della relazione 
d’armonia.

Una curva aœn =  0 d’ ordine n è armonica a ogni suo 
punto contato n volte, e viceversa se un punto contato n volte 
è armonico alla curva axn — 0 esso appartiene alla curva.

Infatti indichiamo con le coordinate del punto (*);
l’equazione del detto punto contato n volte è

u^1 =  (w1a1 H- u2t., H- w3a3)w =  0, 

sicché l’armonizzante
«*n =  0

ogni qual volta il punto (z) appartenga alla a ^  =  0.
Correlativamente: una curva di classe n è armonica a ogni 

sua tangente contata n volte, e viceversa tutte le rette che
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contate n volte danno curve armoniche alla data, sono ad 
essa tangenti.

Osserviamo die N =  tangenti generiche di una

curva di classe n (che non siano base per una schiera — si­
stema lineare di curve inviluppo — di classe a), quando 
vengano contate ciascuna n volte, costituiscono N  curve 
linearmente indipendenti; altrimenti, in forza del teorema 
precedente, tutte le curve di classe n che hanno comuni con 
la data N — 1 tangenti avrebbero comuni con essa tutte le 
altre tangenti. Si deduce che:

Il sistema lineare ooN~x associato ad una curva di classe n 
è definito dalle tangenti alla curva contate n volte, e correla­
tivamente. j$\ ha così il significato geometrico della relazione 
d’armonia.

Osservazione. Generalizzando il teorema precedente si 
vede che: la polare di una curva y di classe m <  n rispetto 
ad una curva d’ordine n è il luogo dei punti che, contati n — m 
volte, formano con cp curve armoniche ad / .

La teoria delle polari generalizzata trae origine ed im­
portanza dal problema di « esprimere una forma d’ordine n 
come somma di potenze w-me di più forme lineari a^i,.... ».

Questa proprietà si traduce in effettive condizioni d’ugua­
glianza non appena il numero di codeste forme vale r < N .

Invero sussiste il
Teorema fondamentale. l a  condizione necessaria e suffi­

ciente perchè una forma ternaria, / ,  di ordine a, si esprima 
come somma di r (< iY ) potenze n-me, a f,....a rn, è che tutte le 
curve di classe n tangenti allo r-latero aL....ar — 0 sieno armo­
niche ad f .  Un tale r-latero si dirà armonico ad / .

La dimostrazione del teorema si svolge come segue.
La condizione è necessaria: infatti ogni curva tangente 

alle r rette è armonica con ciascuna di esse contata n volte, 
e quindi anche con la curva data / .  Viceversa, se tutte le 
curve tangenti alle r rette sono armoniche a lla / ,  esse costi­
tuiscono un sistema lineare, il cui associato contiene / :  ora 
questo sistema associato è determinato dalle r rette contate n 
volte, e quindi f  si esprime linearmente per esse.

Il teorema precedente porge la costruzione dei politateli 
di N  o N —1 lati armonici ad una curva /  d’ordine n.
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Si otterrà un N-latero armonico ad /  assumendo ad 
arbitrio N —1 rette generiche aL..>.ay-1 ed associandovi una 
tangente alla curva armonica ad /  che è determinata dalla 
condizione di toccare le ^ ....^ -1  •

Si otterrà un (N—1 )-latero armonico ad /  assumendo ad 
arbitrio N —2 rette generiche del piano 2,--ed--asso­

ciando a queste una fra le n2 — (N — 2) =  —---- — +  1

residue tangenti base alla schiera delle curve di classe n che 
sono armoniche alla /  e toccano le

In particolare, per n =  2, si otterrà un quadrilatero armo­
nico ad una conica f  scegliendo ad arbitrio tre rette gene­
riche an «2, a> ed associandovi la quarta-tangente fissa della 
schiera di coniche armoniche ad /  toccanti aLJ a2J a3. Le tre 
coppie di vertici del quadrilatero, costituendo coniche invi­
luppo armoniche a d /, sono coppie di punti coniugati. È chiaro 
che ogni quadrilatero di cui due coppie di vertici opposti 
sono coniugati è armonico ad / ;  segue da ciò che « se due 
coppie di vertici opposti d’un quadrilatero sono coniugate 
rispetto ad / ,  altrettanto avviene per la terza coppia » (teo­
rema che sotto altra forma è  stato enunciato da H e s s e , 1840).

Una classe notevole di polilateri armonici ad una curva/ 
d’ordine m è costituita dagli (n -hl)~goni coniugati ( R e y e , 1870; 
R o s a n e s , 1878) che si definiscono come segue.

. Anzitutto un n-gono si dice coniugato ad /  se, considerato 
come una curva di classe n, è* armonico ad / :  presi ad 
arbitrio n — 1 vertici, il luogo del punto che insieme adessi 
costituisce un w-gono coniugato è la retta polare mista di 
quei punti, cioè la curva polare dell’ (n — l)-gono da . essi 
costituito.

Ora un (n -h 1 )-gono si dirà coniugato ad /  se gli n -t-1 
■tt-goni formati coi suoi vertici sono coniugati ad / ,  cioè se 
la retta polare mista di n — 1 qualunque fra i suoi vertici 
contiene i due rimanenti.

Per n — 2 gii (n +  l)-goni coniugati sono i triangoli 
coniugati delle coniche.

Gli (w-Hl)-goni coniugati ad /so n o  o o ^ 1 ; indicando con

wa =  0, =  0, uy =  0,...._, .

le equazioni di n + 1  punti — in coordinate di rette — la
F. ENRIQUES - II. 5
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condizione perchè essi formino un (n-bl)-gono coniugato 
ad f = a xn si traduce in a-b  1 equazioni che si ottengono 
annullando n -b l prodotti simbolici di grado n, del tipo a^a,{ .....

Se si aggiungono n -b 1 equazioni lineari rispettivamente 
nelle «, [3, y...., esprimenti che i vertici dello (n -b l)-gono 
debbono appartenere ad n -b 1 rette date, la costruzione dello 
(n -b l)-gono viene a dipendere dalla risoluzione di un sistema 
di 2n-b2 equazioni ^-lineari in 2n -b 2 variabili, sistema che 
ammette in generale un numero finito di soluzioni.

Un (n -b 1 )-çfono coniugato ad f, considerato come poligono

completo di ^  ^  lati, dà luogo a un polilatero armonico.

Osserviamo anzitutto che le curve di classe n iscritte
„ (n -b 1 )n , , 1#nello -— -—-—latero sono ocn e non di piu; invero se, per A

esempio, codeste curve formassero un sistema lineare oc”"4*1, 
dovrebbe ogni curva di classe n tangente a tutti i lati meno 
uno toccare di conseguenza anche l’ultimo lato; invece ciò 
non accade per una curva di classe n che si formi aggiun­
gendo agli î i-b l vertici dello (n -b l)-gono fuori di codesto 
lato, un punto qualsiasi del piano che non cada sul lato 
stesso. Ciò posto è agevole riconoscere che gli n -\- 1 a,-goni 
formati con n vertici del nostro (n -b l)-gono, costituiscono 
w +  1 curve di classe n linearmente indipendenti; giacché 
combinando linearmente n di quei gruppi di punti si ottiene 
un sistema lineare di curve inviluppo degeneri da cui si 
stacca il vertice ad essi comune. Segue quindi il teorema.

Vediamo ora come si costruisca un (a-bl)-gono coniu­
gato, nei casi n — 2, 3.

La costruzione del triangolo coniugato a una conica è 
ben nota: preso ad arbitrio un vertice A nel piano della 
conica, ma fuori di questa, basta aggiungervi due punti B, G 
che appartengano alla polare di A e siano coniugati ad / ;  
le coppie di punti C separano armonicamente le interse­
zioni della retta con la conica.

La costruzione di un quadrangolo coniugato rispetto ad 
una cubica/, si ottiene come segue. Prendansi ad arbitrio due 
punti generici A e B nel piano della cubica e sia p la loro 
retta polare mista; un qualsiasi punto C di p forma con A 
e B un triangolo coniugato ad / ,  ma questo triangolo non 
fa parte, in generale, di un quadrangolo coniugato, giacché
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il quarto vertice D di un tale quadrangolo deve stare su p ed 
anche sulle polari miste di AC e di 23(7. Ora è facile vedere 
che, al variare di C sopra p 1 le due rette polari miste di AC 
e BC descrivono due fasci proiettivi (rispettivamente di centro 23 
e A); i punti uniti della proietti vita che essi determinano su p, 
insieme ad A e 23, formano un quadrangolo coniugato ad / .

Per ogni curva (o per ogni sistema di curve) d’ordine r 
si pone il problema di ridurne l’equazione alla forma canonica, 
costituita da una somma del minor numero possibile di po­
tenze n-me. Vediamo a quali sviluppi e costruzioni dia luogo 
questo problema per i casi più semplici: n =  2, 3, 4.

a) Coniche e trilateri armonici. Una conica non dege­
nere non possiede bilateri (e tanto meno unilateri) armonici, 
giacché l’equazione a 2x 2 -4- a 2x 2 =  0 rappresenta una coppia 
di rette passanti per il punto (001). Un trilatero armonico ad 
una conica è dato da un triangolo coniugato; preso come 
triangolo fondamentale delle coordinate, e facendo una scelta 
opportuna del punto-unità, si ottiene l’equazione della conica 
sotto la nota forma canonica

/  =  x 2 +  X./ x.2 =  0.

La costruzione di un trilatero armonico a partire da un 
lato a si può fare correlativamente a quella ricordata innanzi, 
ove si parte da un vertice. Ma il teorema fondamentale sui 
polilateri armonici conduce anche alla costruzione seguente: 
le coniche armoniche ad /  e tangenti ad a formano un sistema 
lineare co3? |<p|? di coniche inviluppo; le coppie di rette b e c, 
■che insieme ad a costituiscono un trilatero armonico, sono 
tangenti ad ^ 2, anziché ad col? coniche <p. Sappiamo già che 
•codeste'coppie formano l’ involuzione delle rette coniugate 
ad /  per il polo di a- osservando che 19 1 è un qualsiasi 
sistema c>c3 di coniche-inviluppo con una tangente fìssa, e 
traducendo per dualità si deduce:

In ogni sistema lineare di coniche (luogo) con un punto 
base A, esiste un fascio di coniche spezzate in una retta per A 
e in una residua retta a (in generale non passante per A) 
sulla quale le dette coniche segano le oc1 coppie di una g1 , sicché 
le oo1 coniche per un punto di una coppia passano di con­
seguenza per il coniugato.
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Osservazione. Il fatto che una conica non degenere /a m ­
metta c>o3 trilateri armonici (triangoli coniugati) fra cui si 
trovano dei triangoli degeneri in due rette una delle quali 
contata due volte, sembra a prima vista contraddire alla nop 
esistenza di bilateri armonici. Infatti se si scrive f  come 
somma di tre quadrati di forme lineari, due delle quali ven­
gano a coincidere, pare si ottenga /  come somma di due 
quadrati soltanto.

Ma in realtà, se il passaggio al limite si effettua tenendo 
ferma la conica / ,  l’equazione limite di /  viene a svanire: 
invero sia per es.

f = x L2 -]-x22 — xs2 =  0, 

e si assuma il trilatero armonico

(®i — — 5 ) =  °»
si avrà

(®x — — a" -f- (1 — =  (1 — rt2) j x? -f- x»* — x32 f,

che diventa identicamente nullo per i valori a — ±  1 cui 
corrisponde la degenerazione del trilatero in bilatero; se invece

si divide per 1 — «2, i coefficienti di (xl — ax3)2 e di ». a
diventano infiniti.

Passiamo al caso di due coniche f  e ?. Esiste in gene­
rale (cioè quando f  e 9 non si toccano) un trilatero armonico 
o triangolo coniugato comune, che permette di ridurne simul­
taneamente le equazioni alla forma:

/ =  »A2 +  »22 H- =  0, ? =  a 2x 2 H- a.2x 2 H- a9*x* = 0 „

Codesto triangolo è costituito, come e noto, dai punti uniti 
dell’omografia prodotto delle due polarità rispetto alle due 
coniche (vi sono infiniti triangoli coniugati comuni nel caso 
del doppio contatto delle due coniche, in cui la suddetta 
omografia diventa un’omologia).

Ora — per il teorema fondamentale — il triangolo coniu­
gato comune ad /  e è caratterizzato dalla condizione che 
le coniche ad esso iscritte appartengono al sistema c>c3 
associato al fascio di /  e cp. Osservando che codesto sistema è
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un sistema lineare qualunque di <>o3 coniche-inviluppo privo 
di tangenti fìsse, e traducendo per dualità, si deduce:

Per un sistema lineare oc3 (u coniche (luogo), senza punti 
hase, esiste un triangolo tale che tutte le (^ 2) coniche passanti 
per un vertice passano di conseguenza per gli altri due.

Consideriamo ora due triangoli coniugati ad una mede- 
* sima conica / .  Per ciascuno di essi vi è un sistema lineare oc2 

di coniche inviluppo iscritte; e siccome i due sistemi sono 
immersi nel sistem a^ 4 associato ad / ,  essi hanno una conica 
comune. Yale anche la considerazione correlativa, e perciò si 
conclude il noto teorema di Stbinbr (1832): Due triangoli 
coniugati ad una conica sono insieme iscritti in una conica e 
circoscritti ad un’altra.

Viceversa: se due triangoli sono insieme circoscritti (o 
iscritti) ad una conica, sono anche coniugati rispetto ad un’altra 
conica e però (Brianchon, 1817) iscritti (o circoscritti) ad una 
terza.

Infatti i due sistemi lineari oo2 delle coniche inviluppo 
iscritte nei due trilateri posseggono una conica comune e 
quindi stanno in un sistema c>o4? cui ò associata una conica; 
dispetto a questa i due triangoli sono coniugati.

Come corollario si ottiene (con Db Paolis) il 
Teorema di Poncelet (cfr. L. 2°, § 1, pag. 164): Date due 

coniche f  e cp, se vi è un triangolo iscritto all’ una e circoscritto 
all’altra, ve ne sono infiniti.

Infatti si costruisca un secondo triangolo circoscritto a cp 
ed avente due vertici su / ,  il terzo vertice si troverà sulla 
stessa conica cp che è determinata dai due inulti anzidetti 
presi insieme ai tre vertici del primo triangolo.

In seguito a ciò si ottiene una semplice interpretazione 
geometrica della relazione d’armonia fra due coniche. Si noti 
che i triangoli coniugati rispetto ad una conica /  sono e 
che in ciascuno di essi sono iscritte cno2 coniche armoniche alla 
data; parrebbe dunque che le coniche armoniche ad/fossero oo5 
anziché come accade effettivamente; si deduce pertanto: 

Se due coniche sono armoniche, ciascuna di esse è iscritta (e 
similmente circoscritta) ad infiniti tria ngoli coniugati all’altra (i).

fì) Cfr. Smith « Proceedings of thè London math. Soc. », t. 6, pag. 94; 
R o sa n e s  « Math Annalen, Bd. 6 »; D a r b o u x  « Ballettili de la Soc..Math », 
t. 1, pag. 348.
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b) Cubiche e quadrilateri armonici. Una cubica f  non 
possiede in generale trilateri armonici, per cui /  possa ridursi 
alla forma:

/ — « , -l- a, x.3 +  «3æ33 

o (per una scelta conveniente del punto unità)

Infatti le combinazioni lineari di tre cubi danno luogo 
a oo8 anziché ad cubiche, e però a cubiche proiettivamente 
particolarizzate (le cubiche equianarmonielle di cui discorre­
remo nel prossimo capitolo).

Invece una cubica generale /  possiede co2 quadrilateri 
armonici che si costruiscono come segue : si ricordi che /  am­
mette un sistema lineare di coniche inviluppo apolari, cp; 
scelta ad arbitrio una retta generica a, vi è una schiera di 
coniche 9 tangenti ad «, le altre tre tangenti base della 
schiera, h, c, d, formano con a un quadrilatero armonico.

Infatti, le coniche iscritte in ah c d essendo ' apolari 
rispetto ad / ,  associandole ai punti del piano si ottengono 
curve di 3a classe armoniche, fra le quali ve ne sono 6 linear­
mente indipendenti; ciò significa che tutte le co5 curve di 
3a classe iscritte in ah c d sono armoniche rispetto a d / ,  e 
quindi ah c d ò un quadrilatero armonico c. d. d*

Perchè la dimostrazione precedente sia conclusiva occorre 
osservare che le curve di 3a classe iscritte in un quadrilatero 
ahed  non possono mai formare un sistema lineare sovrabbon­
dante di dimensione 5; invero se così fosse, il sistema 
residuo di tre punti rispetto al nominato, darebbe luogo a più 
che coniche iscritte nel quadrilatero.

I quadrilateri armonici ad una cubica /  si trovano in 
una interessante relazione con la cubica li. hessiana di /  (1).

Invero si noti che le coppie di punti apolari rispetto ad /  
appartengono ad h e costituiscono su questa ex:1 coppie di 
punti corrispondenti, per modo che la conica polare di un 
punto ha come doppio il punto corrispondente. Ora le tre 
coppie di vertici opposti di un quadrilatero armonico (costi-

( l) Questi quadrilateri iscritti in li sono considerati da C rem o n a  
« Introduzione », n. 134, (Opere, t. I, pag. 439).
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tuendo coniche iscritte e quindi apolari) daranno tre coppie 
di punti corrispondenti su li. Segue da ciò ( D e  P a o l i s ) che 
il quadrilatero armonico determinato da una retta a ha come 
vertici le tre intersezioni di a con la hessiana e i loro tre limiti 
corrispondenti.

c) Quartiche e pentalateri armonici. Le combinazioni 
lineari di quattro quarte potenze di forme lineari ternarie 
contengono 12 coefficienti, e però danno luogo a oc11 quar- 
tiche. Si comprende perciò come 1’ esistenza d’un quadrilatero 
armonico per una quartica / ,  imponga a questa 3 condizioni 
(essendovi quartiche) e quindi non possa avverarsi per 
una /  generale.

Contiamo invece i parametri che figurano (omogenea­
mente) nella combinazione lineare di cinque quarte potenze : 
essi sono 15, cioè altrettanti quanti i coefficienti della quar­
tica generale; sembra dunque — a prima vista — che una 
quartica generale, / ,  debba possedere un numero finito di 
pentalateri armonici. Ma d’altra parte, se /  possiede un pen- 
talatero armonico, bisogna che la conica iscritta in esso sia 
apolare rispetto ad / ,  ed abbiam visto che una quartica gene­
rale /  non possiede coniche apolari, poiché l’esistenza di una 
siffatta conica si traduce in una relazione'fra i coefficienti di / .

Come spiegare la contraddizione? Questa ci ammonisce 
che non è lecito usare i computi di costanti dimenticando i 
criteri che ne rendono legittima l’applicazione (cfr. L. 1°, § 26). 
La determinazione di un pentalatero armonico ad /  implica 
una riduzione a forma canonica dipendente da 15 equazioni 
fra altrettante variabili; ma non si può affermare a priori 
che tali equazioni sieno in generale compatibili; se^non lo 
sono, come risulta in fatto dalla non esistenza d’una conica 
apolare ad una quartica generale, avverrà che ogni quartica/ 
particolare, la quale sia dotata di un pentalatero armonico, 
dovrà possederne infiniti.

Che una quartica non possegga in generale un pentalatero 
armonico, contrariamente alla apparenza del computo delle 
costanti, è stato scoperto da C l e b s c h  (a), il quale ha asse­
gnato Vinvariante di sesto grado della /c h e  si annulla quando /  
può esprimersi come somma di cinque quarte potenze, cioè 
quando esiste per /  una conica apolare.

C1) Journal für Matliematik, Bel. 59, pag. 143.
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Ora dimostreremo die F anzidetto condizione non è sol­
tanto necessaria, ma altresì sufficiente per resistenza di co1 
pentalateri armonici ad /  (1). Avremo dunque il

Teorema: Tina quartina non possiede in generale alcun 
pentalatero armonico; condizione necessaria e sufficiente per 
V esistenza di un tale pentalatero è V esistenza d’ una conica 
apolare cp, che si esprime con F annullamento dell’ invariante 
di sesto grado di C l e b s c h .  Se questa, condizione è soddisfatta, 
la quartica possiede (non uno ma) co1 pentalateri armonici, 
che si costruiscono come segue.

Osserviamo anzitutto che le 0013 curve di 4a classe armo­
niche ad /  hanno comuni con cp oo7 gruppi di 8 tangenti, 
componenti una serie lineare g 1 (2); ciò si vede meglio tradu­
cendo per dualità: un sistema lineare co13 di curve del 4° ordine 
determina sopra una conica luogo, <7, una serie di gruppi-se­
zione f j \  quando tutte le quarticlie composte di C e delle 
co5 coniche del piano appartengano al nominato sistema oo13. 
Ora la determinazione dei pentalateri armonici ad / ,  circo- 
scritti a cp, si riduce (per dualità) alla determinazione dei 
gruppi di 5 punti, (1,, che appartengono ad anziché ad 
co2 gruppi dell’indicata (Ĵ ; e pertanto codesti Gr> sono i gruppi 
d’una involuzione g \ , ottenuta su C come serie comune a 
quattro (f , residue di quattro terne di punti linearmente indi- 
pendenti rispetto alla g7.

Dunque i pentalateri armonici a /  formano una involu­
zione g\ di gruppi di tangenti della conica apolare <p. Si esclude 
che una /  dotata di conica apolare possa possedere in gene­
rale più che oo1 pentalateri armonici, in base al precedente 
computo di costanti, poiché l’esistenza d’una conica apolare è 
espressa dall’annullamento d’un solo invariante della quartica.

10. Notizia storica e complementi: pentaedro di Sylrester 
della superficie cubica. — Le brevi indicazioni che seguono

F) Cfr. Lurotii, « Math. Ànnalen », Bd. 1.
(2) Per le nozioni elementari che qui ‘occorrono sulle involuzioni di 

( n — l)-ma specie, Qn l  appartenente ad una retta (o conica) cfr. L. 2°,i/ n
§ 6, Vol. I, pag. 192; più tardi torneremo con maggiore ampiezza su tale 
argomento (L. 5°).
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si possono completare dallo studioso con la lettura della me­
moria di D e  P a o l i s  « Alcune applicazioni della teoria gene­
rale delle curve polari » (A), nonché del libro di W .  F .  M e y e r  
« Apolari tilt und ragionale Ourven » (Tubinga, 1883). In queste 
opere e nel § 5 dell’articolo di B e r z o l a r i  (Pascal’s Reper­
tori iim pag. 281) si troveranno in particolare gli esatti rife­
rimenti bibliografici, a cui qui si accenna nella forma più breve.

L’origine del problema di rappresentare un polinomio 
(o una forma) di grado n come somma di potenze a-ni e di 
espressioni lineari, si può riattaccare alla forma canonica 
dell’equazione di una conica (o d’ una quadrica) riferita agli 
assi. Si presenta qui un caso particolare metrico che — colla 
creazione della Geometria proiettiva — doveva naturalmente 
suggerire l’idea generale dei triangoli (e dei tetraedri) coniugati.

Una generalizzazione essenziale di questa teoria si ha 
colla scoperta del pentaedro armonico d’una superficie di 
3° ordine, dovuta a S y l v e s t e r  (1851) (2): V equazione (V una 
superficie cubica generale può esprimersi annullando la somma 
di 5 cubi, e questa rappresentazione è possibile in un sol modo 
(in rapporto a un gruppo ben determinato di 5 piani che 
corrispondono alle espressioni lineari elevate a cubo).

Vista la grande importanza di questo resultato daremo 
un rapido cenno delle dimostrazioni che vi conducono:

1) La scoperta di un pentaedro armonico della superficie 
cubica, nell’ordine di idee della memoria di S y i v v e s t e r , sorge 
da un semplice computo di costanti, che tuttavia esige qualche 
osservazione per assumere un valore rigoroso. Vi sonoocly,super­
ficie cubiche e c^15 pentaedri; combinando linearmente 5 piani 
contati tre volte si ottengono dunque superficie cubiche in cui 
figurano 19 parametri; da ciò appare che ogni superficie cubica 
ammetta un numero finito di rappresentazioni pentaedrali. 
La vera scoperta di S y l v e s t e r  è l’unicità di tale rappre­
sentazione, che l’autore accenna di aver desunto dall’esame 
della hessiana della superficie cubica. La dimostrazione di 
questa unicità può farsi semplicemente come segue: i 10 vertici 
d’un pentaedro armonico danno quadriche polari spezzate; si

(fi Memorie dell’Acc. dei Lincei, voi. 3, 20 giugno 1886.
(2) « On élimination, trasformatimi and canonica! fornis » Cambridge 

and Dublin Math. Journal, voi. 6, (1851).
Cfr. S t e in e r , « Ueber die Flachen dritten Grades », Journal fiir 

Matin, Bd. 53, pag. 139, (1856).
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tratta dunque di stabilire che il numero delle quadriche spezzate 
appartenenti a un sistema lineare co3 (quale è il sistema delle 
quadriche polari) vale precisamente 10; ora, osservando che 
questo numero (ove non divenga finito) resta costante per 
ogni sistema lineare 003 di quadriche, basterà calcolare il 
numero delle quadriche spezzate passanti per 6 punti gene­

rici, che è appunto — f == 10.

Per completare il conto di costanti che conduce alla sco­
perta d e l  pentaedro di S y l v e s t e r , occorre verificare che una 
superficie cubica dotata di rappresentazione pentaedrale, p. es.

f ----X 2° -fi- X . /  - f -  X±Z -+- (Æjl +  X.z -fi- X 3 -p - XaY  —  0

non possiede infiniti pentaedri armonici. Una tale verifica si 
otterrà agevolmente notando che — nel caso opposto — il 
luogo dei vertici costituirebbe una linea di punti le cui qua­
driche polari si spezzano, la quale incontrerebbe la super­
fic ie /; i punti d’incontro dovrebbero essere per /  punti doppi 
o punti per cui la sezione col piano tangente ha un punto triplo.

La prima dimostrazione completa dell’esistenza del pen­
taedro di S y l v e s t e r  è  dovuta a O l e b s c h  (l) (1800) e a 
C r e m o n a  (2) (1808). Il ragionamento di questi autori sviluppa 
appunto l’osservazione, già contenuta in S y l v e s t e r  e S t e i n e r , 
che i 10 vertici del pentaedro vengono dati dai punti doppi 
della superficie del 4° ordine hessiana della cubica / .

2) Una dimostrazione diretta, senza partire dalla hes­
siana, è dovuta a R e y e  (3) (1872), il quale — valendosi della 
teoria delle polari generalizzata — dimostra infima resistenza 
di infiniti esaedri armonici e da questi deduce l’esistenza del 
pentaedro. La deduzione della equazione pentaedrale dalla 
equazione esaedrale di una superficie cubica, si ottiene anche, 
col B e l t r a m i  (4), in base alla decomposizione delle funzioni 
razionali fratte. La dimostrazione di R e y e  si può svolgere, 
in connessione coi teoremi che prima abbiamo dato per le 
curve, nel modo seguente.

(fi Journal fiir Matli., Bel. 58, pag. 109.
(2) Nel suo classico « Mémoire de Geometrie pure sur les surfaces de 

troisième ordre », Journal fiir Math., Bd. 68.
- (3) Journal fiir Math. Bd. 72.

(4) Istituto Lombardo, 1879 - Cfr. Opere, Voi. I, pag. 151.
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Si suppone estesa alle superficie il teorema elle: la con­
dizione perchè l’equazione di una superfìcie / ,  d’ordine ?i, si 
esprima come combinazione lineare delle potenze w-esime di 
r piani è che tutte le superfìcie di classe n inscritte nel po- 
liedro costituito dai detti piani siano armoniche alla / .

Vi sono oc4 esaedri armonici ad / ;  uno di questi viene 
determinato dandone ad arbitrio uno spigolo a; i 4 piani 
(3, y, 8, non passanti per a, sono le facce del tetraedro coniu­
gato al fascio delle quadriche polari dei punti di a. Invera 
se 1) e c sono due spigoli opposti del tetraedro anzidetto le 
terne di punti prese da fc, c sono armoniche rispetto a d /, 
e perciò le a e 1) sono spigoli opposti del tetraedro coniugato 
alle quadriche polari dei punti di c; le due facce di questo 
tetraedro passanti per a, insieme ad a, p, y, 8, formano un 
esaedro che si dimostra essere armonico ad / .  Merita anche 
di essere notata l’analogia di questi esaedri (che risultano 
iscritti nella liessiana di / )  coi quadrilateri armonici ad una 
cubica piana.

Ora le oo3 quadriche iscritte in un esaedro armonico sono 
apolari rispetto ad / ,  in particolare sono apolari le co2 qua­
driche iscritte nella sviluppabile cubica che tocca i 6 piani 
dell’esaedro (si rammenti che, come 6 punti determinano una 
cubica gobba per cui passano le co2 quadriche di una rete, 
così — correlativamente — 0 piani generici determinano una 
sviluppabile cubica che è circoscritta ad quadriche).

Osservando che tutte le quadriche apolari ad f  formano 
un sistema lineare di quadriclie-inviluppo, si può dimo­
strare che due sviluppabili cubiche siffatte hanno a comune 
5 piani, i quali formano il pentaedro di S y l v e s t e i l  Affinchè 
lo studioso possa ricostruire tale dimostrazione, tradurremo 
per dualità i principi su cui si fonda: due cubiche gobbe 
hanno a comune 5 punti allorché appartengono ad una mede­
sima quadrica e sono — su questa — cubiche di diverso sistema 
(bisecanti le generatrici di diverso sistema); due cubiche gobbe 
giacenti su una quadrica sono di diverso sistema se non pos­
seggono'infinite corde comuni (1).

Alle notizie precedenti aggiungeremo che, ove si voglia 
effettivamente esprimere una forma cubica quaternaria come 
somma di 5 cubi, conviene formare il covariante di quint’or-

(ò Cfr. p. es. Enriques, « G. Descrittiva? », Parte II, § 41.
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dine die rappresenta il pentaedro, il quale è stato calcolato 
da G o r d a n  (*) (1871). Questo covariante svanisce soltanto nei 
casi di degenerazione del pentaedro (studiati da R o d e m b e r g  
e  L e - P a i g e ).

La considerazione delle forme binarie armoniche risale 
a B a t t a g l i n e , che vi lia dedicato diversi lavori pubblicati 
dall’Accademia di Napoli fra il 1864 e 1868. Nelle prime me­
morie del 1864 l’autore introduce l’ armonizzante di due 
forme binarie cubiche e quarticlie e considera i sistemi lineari 
associati che con queste forme si possono costruire. Nel 1867 
questi concetti sono estesi alle forme binarie di grado qua­
lunque e se ne fa applicazione al problema di esprimere una 
forma binaria come somma di potenze di forme lineari. Questi 
e altri importanti resultati sono stati estesi dallo stesso B a t - 
t  a  g l i n t  alle forme ternarie nel 1868. All’analogo soggetto 
si riferiscono le ricerche di R o s a n e s  pubblicate nel Journal 
fiir Mathematik negli anni 1872 e 1873; nell’ultima memoria 
R o s a n e s  (sotto il nome di forme coniugate) considera le forme 
armoniche con un numero qualunque di variabili.

Indipendentemente dai citati lavori, i princijn della teoria 
delle polari generalizzata si trovano in C l i f f o r d  (1868) e in 
varie memorie del R e y e , contenute nel Journal fiir Mathe­
matik, a partire dal 1870. Al R e y e  stesso, di cui abbiamo 
citato le ricerche sul pentaedro di S ÿ l y e s t e r , e a R o s a n e s , 
■appartengono le principali applicazioni di questa dottrina. La 
quale fu poi sistemata e ricevette ulteriori sviluppi per opera 
di De P a o l i s , nella citata memoria del 1886 e nelle sue lezioni 
tenute all’Università di Pisa; questa sistemazione sopratutto 
abbiamo tenuto sott’occhio nella redazione del precedente 
Xiaragrafo. Nell’indicato articolo di B e r z o l a r i  si troveranno 
riferimenti bibliografici sulle più recenti ricerche.

{l) Math. Annalen, Bd. 5.



Ca pit o l o  I I

Il problema delle intersezioni 
e i caratteri plueckeriani delle curve

11. Intersezioni di due curve: metodi di formazione della 
resultante. — Due curve f(xy) =  Q, y(xy) — 0 iV ordini n, m 
posseggono, in generale, nm punti comuni.

Questo teorema, enunciato da M a o L a u r i n  e dimostrato 
da E u l e r o , C r a m e r  e B é z o u t  (a), da cui viene comunemente 
designato, si ottiene eliminando una delle variabili, ?/, fra le 
equazioni delle due curve, ciò che conduce ad una equazione 
resultante B(x) — 0 di grado uni. ìsel libro 2°,  ̂ 13, abbiamo 
esposto una dimostrazione del suddetto teorema basata sul 
principio di corrispondenza; qui stimiamo opportuno di pren­
dere in esame i procedimenti algebrici dell’ eliminazione, 
sopratutto per analizzare i casi particolari in cui si dà luogo 
a radici multiple della resultante.

L’eliminazione di y fra le equazioni f{xy) — 0 e y(xy) =  0T 
equivale alla ricerca della condizione perchè le due equazioni 
suddette, considerate rispetto alla variabile y, ammettano una 
radice comune; in questa considerazione x figura come un 
parametro da cui dipendono i coefficienti delle due equazioni. 
Pertanto il problema della eliminazione si riduce alla forma­
zione della condizione B(a, b) =  0 che deve essere soddisfatta 
dai coefficienti a, b di due equazioni di grado n, m:

f(y) =  «0yn +  ai yn~L ■+- • • an =  0,
<?(?/) =  y m +  ym~l •••• +  =  0,

affinchè esse abbiano una radice in comune.

(4) Cfr. L. 2°, } 13.
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La condizione anzidetto si esprime, com’è noto, annul­
lando un polinomio omogeno nelle due serie di variabili a, 6, 
che si chiama resultante di / ,  cp. I metodi per la costruzione 
dell’equazione resultante E — 0 si riducono fondamentalmente 
ai tre seguenti.

1) Il metodo delle funzioni simmetriche, detto anche 
primo metodo di E ulero o metodo di Eulero-Oramer 
(1748-1750) (A), muove dall’osservazione che la condizione 
necessaria e sufficiente affinché le equazioni di grado n, m

f(y) =  <hvn + -+- •••• -+- «i. =  o
viy) =  h y m-+- hiym~ l •••• -+- hn =  o

abbiano una radice comune, si esprime annullando il prodotto 
delle differenze delle radici

IKyt ~  Vu)
(i =  1, h =  1, 2....m).

Il p r o d o t t o  II a p p a r e  u n a  f u n z i o n e  s i m m e t r i c a  d e l l a  
e  d e l l e  y k' c h e ,  m e d i a n t e  l e  f o r m u l e  d i N e w t o n ,  v i e n e  a  d i p e n ­

d e r e  r a z i o n a l m e n t e  d a i  r a p p o r t i  d e i  c o e f f i c i e n t i  Mol-a0 o0
tiplicando per a0mb0n,

E =  a0mb0nU(?A-—?/;/)

diviene un polinomio omogeneo (forma) nelle due serie di * 
variabili a, i:

E =  E{aQ aL.... an b0 7q.... l m),

che contiene le «, l) rispettivamente ai gradi m, n e che si 
definisce come il resultante dei due polinomi f  e <p.

2) I l metodo delle divisioni successive, o algoritmo di 
Euclide per la ricerca del massimo commi divisore, fu ado­
perato da Stevin  (1585) per trovare l’ equazione resultante 
di due equazioni di terzo o quarto grado, quindi fu usato 
da Leibniz (1683) per cercare la radice comune a due equa-

(l) Per la bibliografia cfr. l’articolo di N etto -L e V a ss e u r  nella 
edizione francese della Encyclopédie des Sciences Mathématiques, t. I, 
voi. 2, pag. 74.
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zioni di quinto grado e da D e Gua (1740), a cui è stato tal- 
A7olta attribuito.

Supposto n >  m si divida il polinomio /  per cp, quindi 9 
lier il resto della divisione precedente, e così di seguito; 
lasciando indeterminati i coefficienti di / ,  9, l’ultimo resto 
a cui si jierviene è una costante rispetto ad ÿ, cioè una 
funzione (razionale) dei coefficienti a, &, che col suo annul­
lamento dà la condizione necessaria e sufficiente affinché 
le due equazioni / =  0 , 9 =  0 abbiano una radice comune.

N e l l ’ i n t e n t o  d i  a g e v o l a r e  i l  c a l c o l o  e f f e t t i v o ,  E u l e r o  (1748) 
h a  m o d i f i c a t o  i l  m e t o d o  p r e c e d e n t e  o s s e r v a n d o  c h e  s e  /  e  cp 
p o s s e g g o n o  u n  f a t t o r e  c o m u n e  d i  g r a d o  >  0  :

si lia
/? i =  <e\fi ;

lioichè una tale identità deve sussistere ove si determinino 
convenientemente i polinomi cpn f L d’ordine n — 1, m — 1 
(al più), si deduce un sistema di equazioni lineari, la cui con­
dizione di compatibilità porge un’equazione che deve essere 
soddisfatta affinchè f  e cp abbiano radici comuni.

B é z o u t  (1764) ha sviluppato questo metodo con varie 
modificazioni ed è pervenuto a sbarazzare l’equazione resul­
tante dai fattori estranei che vi si introducono. Il metodo 
di B é z o u t  è stato approfondito da J a c o b i  (1836) e da 
C a u c h y  (1840); in particolare «Ja c o b i  ne ha dedotto per primo 
la espressione del resultante sotto forma di determinante 
(1besoutiano).

Giova notare che il metodo delle divisioni successive 
conduce anche a determinare, sotto fprma razionale, le con­
dizioni perchè due equazioni / =  0, cpi—0 ammettano più 
radici comuni ( L a g r a n g e  1870, S y l v e s t e r  1853).

3) Il  metodo dialitico di S y lv ester  si può riattaccare 
a Fermât (1650) e s’incontra poi in Hudde, il cui procedi­
mento è usato da Newton per due funzioni di terzo e quarto 
grado; esso ha anche una stretta relazione col metodo pre­
cedentemente indicato di Eulero, in quanto riconduce la 
ricerca della risultante alla condizione di compatibilità di un 
sistema di equazioni lineari.

Sylvester (1839) osserva che la compatibilità delle equa-



80 LIBRO TERZO

zioni f(y) — 0, 9(1/) =  0 porta la compatibilità del sistema 
delle m -+- n equazioni

1)

le 1) si possono riguardare come equazioni lineari in n -t-m — 1 
incognite:

Vi =  y, y2 =  -  Vm+n-L =  ym+n~l -,

la condizione di compatibilità si esprime annullando il deter­
minante dei coefficienti, elle è una funzione razionale omo­
genea di grado m nelle a e di grado n nelle b.

Ora sussiste il seguente
Teorema fondamentale. Il resultante R(a, 7>) di due'polinomi

f(y) — «0?/” +  «l yn~ l +  •••• +  «n
?(?/) =  &0 ?/”* +  M m-1 +  ••••-+- ,

0 un covariante di f  e 9, determinato, a meno di un fattore 
numerico, dalle due condizioni:

I) di essere un polinomio omogeneo di grado m nelle ay 
e di grado n nelle 7;;

II) di annullarsi ogniqualvolta le due equazioni /  =  0, 
9 =  0 abbiano una radice comune.

Sia invero F(a, b) un polinomio omogeneo nelle a e &, che 
si annulli ogniqualvolta le / = 0  e 9 =  0 abbiano una radice 
comune. Formiamo il resultante R(a, 6) definito innanzi col 
metodo delle funzioni simmetriche; siccome F(a, b) =  0 si 
annulla ogniqualvolta R(a, 6) ==0 (poiché a l lo r a /= 0  e 9 =  0 
hanno una radice comune), si deduce (Cfr. L. 1°, § 2)

F = R 9 ,

dove 9 è un polinomio omogeneo nelle a e che si riduce a

f(y) =  o 
yfiy) =  0

J ym~ lf(y) =  o
| <?(?/) =  o
I ÎTP(ÿ) =  0

yn~ ‘f(y) =  0;
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una costante numerica, cioè indipendente dalle «, 6, quando F  
abbia, come l i , i gradi m, n.

Risulta poi, dal significato dell’equazione JR =  0, che B  
è un covariante simultaneo di / ,  cp.

Il xirecedente teorema permette di calcolare B  ricorrendo 
a qualsiasi rapido procedimento di formazione che dia una 
condizione necessaria di compatibilità, senza bisogno di assicu­
rarsi a priori che questa sia altresì-sufficiente per l’esistenza 
di una radice comune delle / =  0 e <p =  0, purché tuttavia 
codesta condizione venga espressa mediante l’annullarsi di 
una forma omogenea di grado m nelle a ed n nelle 6.

Così in particolare si otterrà l’espressione del resultante B  
mediante il determinante fornito dal metodo dialitico di 
S y l v e st e r  :

JR —

«0 a , .............. 0 0
0 «0 « i .............. 0
0 0 « 0 .............. . . . . .  an_ 2 an—* «n
: : : ; ;
ó ó 6 .
K h  • ...0 0 0 0 . . . . 0
0 \  . ...0 0 0 0 . . . . 0

ò ò ò . • • • • • •

Osserveremo infine che V espressione di B come prodotto 
delle differenze delle radici di / =  0 e <p =  0, o — più diret­
tamente — quella fornita dal determinante di Sy l v e s t e r , 
mettono in evidenza (*) che: il resultante è una funzione iso­
barica dei coefficienti ar , bs, cioè una sommatoria

har a*......br T)r?1 ' 2 'i ' 2 7

dove la somma degli indici ha il valore costante (peso) 

rL -f- r2 ~\~ •••• •+- si -f- s2 ••••:zz:: nvn.

Ora, ritornando alle due equazioni

f(xy) =  0, y(xy) =  0,

fi) Cfr. per es. Ca p e l l i  - « Istituzioni.... », pag. 567.
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di grado complessivo n, m, poniamo

fixy) =  x*i (x ) -yn~ i
v(py) =  2i>i (x)-ym- i,

dove e 6* sono polinomi di grado i in æ e dove — escludendo 
posizioni particolari degli assi — supporremo a0=f=0, &04=0; 
avremo :

B(a, b) =  B{x\

dove B(x) risulta, in generale, un polinomio di grado nm in x. 
Alle nm radici di JS(o?)==0 , clie supponiamo distinte e finite 
(caso generale), corrisponderanno altrettanti punti comuni alle 
due curve- / = 0  e <p =  0 . Infatti se ad una radice B(x) =  0 
corrispondono due valori per y, e quindi due punti comuni 
alle due curve, eseguendo un cambiamento degli assi coordi­
nati si otterrebbe un resultante di grado superiore ad nm. In 
questo senso si può concludere che: due curve d’ ordine ?i, m 
hanno in generale nm pienti comuni.

Le eccezioni che occorre considerare sono tre:
1) V annullamento identico di B(x);
2) l’abbassamento del suo grado;
3 ) la presenza di radici multiple dell’equazione B(x) =  0.

1) Il caso 1) si tratta nel modo più diretto calcolando 
il resultante B(x) =  0 col metodo delle divisioni successive: 
se riesce identicamente B(x) =  Q, il resto non nullo, <K#y)> 
che lo precede nella serie, è un fattore comune a /  e y. 
Pertanto, escludendo, come faremo nel seguito, che le curve 
f  e cp (non aventi direzioni asintotiche parallele all’ asse y, 
essendo aQ =(= 0, T)0 =j= 0) abbiano una parte comune, resta escluso 
l’annullamento identico di B(x).

2) Se il grado di B(x) si abbassa, l’equazione B =  0 pos­
siede qualche radice infinita. In questo caso si trovano punti 
all’ infinito comuni alle due curve /= =  0 e cp =  0, cioè solu­
zioni asintotiche comuni alle due equazioni. La difficoltà rela­
tiva a questo caso si rimuove con una sostituzione lineare 
sopra le æ, y, oppure con l’uso delle coordinate omogenee, 
giacché allora il resultante riesce una forma esattamente di 
grado nm.

3 ) Per studiare il caso in cui l’equazione B(x) — 0 possieda 
radici multiple, occorre stabilire una distinzione.
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In primo luogo nasce una radice r-pla, x =  %1 di Ii(x) =  0 
(r >  1), se vi sono r punti comuni a / ,  cp sopra una retta x =  oc 
parallela all’asse ?/; a tale radice rispondono dunque r valori 
distinti di y. Questa circostanza è relativa a posizioni spe­
ciali degli assi: eseguendo una piccola rotazione degli assi 
x e ÿ, JS =  0 appare limite di un’equazione resilitante con r 
radici distinte che si avvicinano ad a.

In secondo luogo può accadere che ad una radice r-pla 
di / =  0 , corrisponda un solo punto, P, comune ad / ,  cp, del 
quale si dice allora che assorbe r intersezioni delle due curve. 
Si riconosce che questa circostanza è indipendente dalla posi­
zione degli assi, giacche eseguendo un piccolo movimento 
della curva cp, si può ottenere una curva che incontri /  in r 
punti distinti aventi per limite P; la verifica rigorosa di 
questa possibilità si fa nel modo più semplice in base all’os­
servazione, sviluppata nel paragrafo seguente, che P  è punto 
multiplo per una delle due curve o punto ove le due curve 
hanno la tangente comune.

Noteremo in fine che tutti i casi in cui laP(a;) =  0 pos­
siede radici multiple si ottengono sovrapponendo i due casi 
esaminati innanzi. Ora la convenzione relativa all’assorbimento 
di più intersezioni in un inulto comune alla /  e cp permette 
di enunciare il

Teorema. Due curve (V ordine n, m hanno sempre nm 
punti comuni, distinti o in parte coincidenti.

12. Intersezioni assorbite da contatti e punti multipli. —
Il problema di determinare quante intersezioni di due curve 
vengano assorbite in un punto comune, comprende, nel suo 
svolgimento, tutta la teoria delle singolarità, che verrà svolta 
nel libro quarto. Qui ci limiteremo ad alcune osservazioni pre­
liminari e alla trattazione dei casi elementari che occorrono 
più generalmente. A tale scopo supporremo nel seguito che 
le curve f  e cp, senza parti comuni, siano riferite ad assi 
coordinati con orientazione generica, escludendo cosi, via via, 
quelle complicazioni che appaiono nascere da posizioni speciali 
degli assi; intanto resta escluso che due punti comuni alle 
curve /  e cp si trovino sopra una retta parallela all’asse y. 
Oltre a ciò, usando coordinate cartesiane, supporremo che il 
punto comune alle /  e 9 sia un punto a distanza finita; non 
importa ormai chiarire come a questo caso si riduca anche
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quello dei punti all’infinito, attraverso l’uso delle coordinate 
omogenee, ovvero con una sostituzione lineare.

Oi appoggeremo sopra i lemmi seguenti.
Lemma I. Il resultante dei polinomio f(xy) e del poli­

nomio composto <p(xy) • ty(xy) è il prodotto dei resultanti 
di /  e ? e di /  e

R(f, <p4») =  W ,  f) • M f,  'W-

Ciò segue immediatamente in base alla espressione del 
resultante fornito dal metodo delle funzioni simmetriche

■K =  r i(ÿ i —  yû),

ove si distinguono le y radici di 9 =  0 e quelle di tj> =  0.
Lemma II.  Il resultante di /  e 9, a meno di un fattore 

numerico, è uguale a quello di /  e \f-+- 119, essendo X, p. 
costanti diverse da zero;

E(J\ 9) =  £ ( / ,  \ f + W ) .

Ciò consegue immediatamente dal teorema fondamentale 
sul resultante.

Lemma III .  Se x0 è una radice i-pla della resultante 
_R(/, 9) =  B(x) — 0, corrispondente a un punto che assorbe i 
intersezioni delle curve f  e 9, il prodotto

li (ÿi(®) — ÿ* (*)) =  B(x)

diviene infinitesimo d’ordine i per æ =  .r0.
Sotto forma geometrica questo lemma si suole enunciare 

come segue:
Regola di H a l p h e n  (*): Il numero delle intersezioni di 

due curve piane che vengono assorbite in un punto comune, 0, 
è uguale alla somma degli ordini di infinitesimo dei segmenti 
determinati dalle intersezioni delle due curve con una retta, 
prossima ad 0, la cui distanza da 0 venga assunta come 
infinitesimo del prim’ordine.

Qui è da osservare che la regola di H a l p h e n  sussiste 
anche per qualsiasi posizione particolare degli assi coordinati.

(*) Bullettin de la Soc. Matli. de France, t. 3 (1874, 75), pag. 76.
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purché s’intenda che i segmenti infinitesimi di cui discorre 
1’enunciato siano quelli prossimi ad 0 .

Incidentalmente notiamo che, come caso particolare, cer­
cando le intersezioni di una curva f(xy) =  0 con la retta y — x, 
si ottiene una nuova e più semplice giustificazione della regola 
di Z e u t h e n  (1873), relativa ai punti uniti d’una corrispon­
denza f(xy) =  0, che già abbiamo dimostrata, in base alla con­
siderazione delle curve approssimanti, nel § 1 del L. 2 ° 
(Vol. I, pag. 161).

Ora applicheremo i tre lemmi precedenti all’esame dei 
seguenti casi, dove — occorrendo di eseguire qualche calcolo — 
supporremo, per semplicità, che il punto comune alle curve 
/  e 9 venga collocato nell’origine delle coordinate.

1) Un punto semplice comune alle curve f  e 9 in cui 
queste a b b i a n o  diversa tangente, conta sempre per tuia sola 
intersezione delle due curve.

Infatti, designando con a, a' i coefficienti angolari delle 
tangenti ad /  e 9 nel punto comune 0 =  (OO), la sola dif­
ferenza che, per æ =  0 , si annulla nel prodotto II(y t — yk') 
è — a meno di infinitesimi d’ordine superiore al primo — 
y L— y L' =  (x— a)x. Oosì le f  e 9 hanno in 0  una sola inter­
sezione, come le tangenti da cui vengono approssimate.

2) Un punto semplice comune alle due curve f  e 9 in cui 
esse abbiano la stessa parabola osculatrice (V ordine (r — 1) >1  
e diversa parabola osculatrice d’ ordine r (cioè la stessa tan­
gente e le stesse parabole osculatrici fino all’ordine r — 1, e 
diverse parabole osculatrici d’ordine r, r +  1....) conta precisa­
mente per r intersezioni delle due curve.

Infatti si designino le parabole osculatrici d’ordine r  con

?/1 =  oq X —f- oqar -\- .... oq»— 1X1 1 fi- &r X1
y L =  oq x +  oc2 x~ .... ctr—L x̂  1 fi- ccr x** 5

la differenza y i — y L' che co minare nella espressione di E , 
diventa infinitesima come ( o q ,— ur')xr : le due curve hanno 
tante intersezioni quante le prime parabole osculatrici dello 
stesso ordine che non ne hanno infinite.

3) Il caso in cui un punto 0  sia semplice per f  e 
multiplo per 9 si può ricondurre al precedente sostituendo 
a 9 una curva del fascio /  -f- X9 (X =)= 0 ), in virtù del lemma II. 
Infatti tutte le curve del fascio /  -\- A9 =  0 , per X 4= 0 , hanno
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Ìli 0  un punto semplice, altrimenti tutte le curve, e anche/, 
avrebbero un punto multiplo.

Mediante la considerazione delle parabole osculatrici ad 
f + l <p =  0, questo metodo permette di stabilire che:

Un punto semplice per f  e<i r~pi0 per cp ( r > l )  vale in 
generale per r intersezioni delle due curve; la molteplicità 
d’ intersezione diventa > r  soltanto nel caso che vi sia contatto 
(tangente comune) di f  con un ramo di cp.

A questo resultato si arriva più semplicemente osser­
vando che nel prodotto — yk') vi sono r  differenze
infinitesime :

ih  —  Ih ', Ih  — »*', - -  ih  —  V r  ;

dove y n y ' ,  y2'....yr' sono infinitesimi del prim’ordine; escluso 
il contatto di /  con un ramo di cp, codeste differenze sono 
del pari infinitesimi del prim’ordine. Nel caso di contatto 
accade invece che una di codeste differenze diviene infinite­
sima d’ordine >- 1.

4 ) Un punto r-plo per f  ed s-plo per v ( r>- l ,  s >  1) 
assortie in generale rs intersezioni delle due curve; la molte- 
plicità d’ intersezione diventa rs soltanto nel caso che le due 
curve alrbiano qualche tangente principale comune (contatto 
di rami).

Infatti si ripete la dimostrazione precedente ove si con­
siderano le rs differenze y t — yk' che diventano infinitesime 
nel prodotto — ?///)•

Per precisare l’analisi relativa al caso dei punti multipli 
con tangenti comuni, occorre distinguere i rami in cui la 
curva può essere decomposta nell’ intorno di un punto multiplo 
(Ofr. L. 1°, §§ 11-12).

Otterremo così i seguenti enunciati:
5 ) Le intersezioni di due curve che vengono assorbite in 

un punto multiplo comune, 0 , si ottengono sommando le inter­
sezioni dei rami della prima coi rami della seconda.

Suppongasi dapprima che il punto 0 sia un punto mul­
tiplo a tangenti distinte tanto per Turni che per l’altra curva: 
sia r-plo per /  ed s-plo per cp. Allora nell’intorno di 0 la 
funzione algebrica y(x) definita da f(xy) =  Q si lascia decom­
porre in r funzioni o rami y L(x), y/æ) e così la fun­
zione algebrica y(x) definita dalla p si decompone in s rami 
ìh'(x)j V>(x) l’ ordine di infinitesimo del prodotto
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II(y*— ykr) equivale alla somma degli ordini di infinitesimo delle 
differenze die vi figurano come fattori, per i =  l....r, h =  l....s  ; 
questi ultimi designano le moltiplicità di intersezione dei rami 
di /  e 9, cioè le molteplicità di intersezione delle parabole 
osculatrici che li approssimano sufficientemente.

La deduzione precedente vale anche nel caso in cui una, 
o ambedue le curve / ,  9 posseggano rami d’ordine v >  1. 
Ricordiamo (L. 1°, §§ 11-12) che quando alcune fra le tangenti 
principali di f  si confondono in una sola, non è in generale 
possibile distinguere r  funzioni y L(x)....yr(x), accadendo che 
un certo numero di radici dell’equazione/(œ?/) =  0: yA(æ)....ÿv(a;), 
(formanti — come si dice — un ciclo) vengano scambiate per 
un giro della variabile complessa x attorno al punto zero; 
allora y^...yv costituiscono una sola funzione a v valori che 
si chiama ramo (eusgridale) cV ordine v della curva / .  È chiaro 
che se la /  e la 9 posseggono in 0  dei rami d’ordine > 1 ,  
si potrà valutare l’ordine di infinitesimo del prodotto U.(yt — yk') 
sommando gli ordini di infinitesimo dei prodotti parziali che 
contengono le differenze relative a una coi>pia di rami d i / e  9: 
il prodotto parziale relativo a due rami d’ordine v, |i con­
tiene precisamente vjjl differenze e però diviene infinitesimo 
d’ordine v[x almeno, il caso di ipermolteplicità corrispondendo 
all’ ipotesi che i due rami abbiano la tangente cuspidale 
comune.

6) Un punto 0, che sia multiplo a tangenti distinte 
per f  e 9, assorbe precisamente + intersezioni delle due 
curve, designando r, s le molteplicità di 0, e designando 
genericamente lv l’ordine di contatto di un ramo (lineare) 
di /  con un ramo di 9, cioè l’ordine della parabola oscula­
trice comune ai due rami.

Ciò risulta combinando le proposizioni 5) e 2).
In particolare: se in 0 le due curve f  e 9 posseggono li 

tangenti comuni, le intersezioni assorbite sono precisamente 
rs à, e non piu, ove i rami tangenti posseggano una diversa 
curvatura, ossia una diversa costante caratteristica, designando

con questo nome la costante - —( che vale a determinare la2 dx~
parabola osculatrice del 2° ordine.

Per quanto concerne i rami d’ordine superiore, ci limi­
teremo al caso delle singolarità ordinarie, in cui è escluso il 
contatto di diversi rami fra loro, ed ogni ramo d’ordine v
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possiede una tangente cuspidale (v 1- l)-puuta e viene appros-
v -i— 1simato — a meno di infinitesimi d’ordine superiore a —-------

da una curva del tipo yv =  cœv-K con c =(= 0, (Ofr. L. 1°, § 12) ; 
occorre considerare queste curve approssimanti in luogo di 
limitarsi alla prima approssimazione (a meno di infinitesimi 
d’ordine >  1) fornita dalle tangenti, quando si tratta di valu­
tare le intersezioni di due rami, nel caso di contatto.

7) Un ramo lineare e un ramo cuspidale ordinario d’or­
dine v >  1 posseggono (nell’origine) y oppure v - h l  intersezioni, 
secondochè hanno tangenti distinte oppure hanno la medesima 
tangente.

Abbiamo già notato che le intersezioni sono v, escluso il 
caso di contatto; supponiamo dunque che si'abbia un ramo 
lineare

y =  ax2 H-e, 

e un ramo cuspidale d’ordine v,

y ' =  CÆv-hl -h y] (c =j= 0),

con la medesima tangente

y — 0 ;

e designa un infinitesimo d’ordine superiore a 2, ed y] un 
infinitesimo d’ordine superiore a v - h l .  Basta osservare clie 
le v differenze

V _____________

(ax2 s) — Vex'"*-1 +  y]

1 v-̂ -i
sono dell7 ordine — — , riducendosi a — c* x v ; il prodotto

di codeste v differenze è dunque un infinitesimo d’ordine v-f-1.
c. d. d.

8) Due rami cuspidali d’ordine diverso v, |x, posseggono 
in generale (nell’origine) vjx intersezioni; nell’ ipotesi che il 
ramo d’ ordine più grande, v, sia ordinario, il numero delle inter­
sezioni cresce del pili piccolo dei due ordini, (x, quando i due 
rami si toccano.

Per quanto è detto innanzi possiamo limitarci al caso di 
due rami tangenti all’asse delle x sostituiti dalle due curve
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yv =  ex**} 

ì f  — dx ix+3

89

(c=|=0)

(<Z=f=0, <T>1).

Basta quindi notare clie l’ordine di infinitesimo di una 
differenza

1 v-t-1 1 jx-4-a
cv x v — d)1 x |A

v —|— 1è ugnale a —-— nell’ipotesi v >  (x, sicché il prodotto delle v>x

differenze analoghe riesce infinitesimo d’ordine vjx-p-|x. Alla 
conclusione si arriva anche direttamente formando l’equa­
zione resultante delle due date, che (a prescindere dalle solu­
zioni asintotiche) è

^  œ(v-t—1 )n —  \y*x ( |A+o)v #

Osservazione. Il ragionamento precedente non è infirmato 
dalla circostanza che la curva y'1= d x '1~{~a dia luogo a più che 
un ramo, come può accadere per a >  1.

Se ora si suppone |x =  v, si trova
9) Bue rami cuspidali ordinari dello stesso ordine v e 

dotati della medesima tangente:

ìf  =  cx^ 1 +  s, yv — dx^ 1 ~h r/,

hanno precisamente v2 v intersezioni e non più, purché sieno 
diverse le loro costanti caratteristiche:

c ^ d :

Osservazione. Si può notare che ove una delle suddette 
costanti caratteristiche divenga 0, (caso in cui uno solo dei 
due rami degeneri, dando luogo ad una singolarità straordi­
naria) il numero delle intersezioni rimane sempre v2-j-v.

Finalmente, raccogliendo i resultati 5)....9), si ha:
10) Se un punto 0 è r-plo ordinario per la curva f  

e s-plo ordinario per cp ( r >  1, s >  1), e se i due gruppi di r, s 
tangenti principali alle due curve contengono h rette comuni, 
le intersezioni assorbite in 0 sono rs -H h ; questo numero non 
può crescere se i rami (ordinari) tangenti di f  e cp sono d’ or-
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dine diverso o — pur essendo dello stesso ordine — posseggono 
diverse costanti caratteristiche.

Il caso contemplato nel criterio 10) si può designare bre­
vemente dicendo che le curve f  e cp aventi il punto 0  come 
punto multiplo ordinario, rispettivamente r-plo ed s-plo, ï>os- 
seggono ivi dei contatti semplici pei loro rami. E il criterio 
di riconoscimento sopra enunciato risulta chiarito dalle 
seguenti t

Osservazioni sulle curve approssimanti. Se una curva /  
possiede nell5origine, 0, una cuspide ordinaria d’ordine r, 
tangente all’asse y — 0, la curva approssimante yr =  
che ne determina la costante caratteristica

si lascia definire come segue: vi è un fascio di curve d’or­
dine r -\- 1 : yr — aventi in 0  una cuspide (ordinaria)
d’ordine r e possedenti un fiesso d’ordine r — 1 nel punto 
all’infinito dell’asse ?/, ove sia data come tangente la retta 
all’infinito; in codesto fascio la curva che approssima /  è 
l’unica per cui il numero delle intersezioni con /  assorbite 
in 0  risulti superiore a r + r ;  insomma la curva approssi­
mante è definita nel detto fascio come curva osculatrice nd f 7 
avente con f  un contatto superiore al contatto semplice.

Ciò che precede vale non soltanto per r >  1, caso in 
cui /  possiede .propriamente una cuspide (ramo d’ordine > 2 ) , 
ma anche per r =  1 ; nel (piai caso la y =  lvxl diviene la para­
bola osculatrice ad / .  Avuto riguardo a ciò, la curva oscula­
trice ad / :  yr — 1vxr~hl, nel caso r >  1, si potrà designare come 
iperparaboia osculatrice al ramo cuspidale di / .

Un significato diverso dalle parabole e iperparabole oscu­
latrici, capaci di approssimare un ramo di / ,  hanno le curve 
approssimanti alla f  che vengono definite dal complesso dei 
termini di un certo grado (assai basso) figuranti nell’equazione

La prima curva approssimante o approssimante d’ or­
dine r : u r =  0, è costituita dall’ insieme delle tangenti prin­
cipali ad f  nel punto r-plo 0, e porge — come sappiamo —

1 dr+ L(yr) 
( r -M)!  dxr+ L ’

f(xy) =  ur (xy) +  wr+1 (xy) +  .... +  un =  0.
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un’ approssimazione della curva nell’intorno di 0, a meno di 
infinitesimi (l’ordine > 1 .

La seconda curva approssimante, d’ordine r+1  : ur-\~‘Ur+ L —0, 
si lascia definire mercè la seguente proprietà caratteristica: 
la detta curva, completata colla retta all’ infinito contata 
n — (r -I- 1) volte, determina con /  un fascio contenente una 
curva che possiede in 0  un punto (r 4- 2)-plo.

In modo analogo si può definire la curva approssi­
mante (i -1-1 )-ma :

ur 4- ur_hL 4- .... 4- ur+i — 0?
per i — 2, 3 .....

Le curve approssimanti ad /  in un punto r-plo 0, all’ in­
fuori della prima (ur — 0) non sono definite come « covarianti 
(proiettivi) di /  », dipendendo anche — come si è detto — 
dalla retta all’ infinito del piano. Tuttavia appare dalla defi­
nizione data che: le curve approssimanti ad f  nell’intorno 
del punto r-plo 0, non dipendono dall’orientazione dei due 
assi coordinati per 0, cioè possono dirsi « covarianti rispetto 
a rotazioni degli assi per 0  ». Oiò si rende manifesto anche 
dall’osservazione che una sostituzione lineare omogenea su x, y  
muta l’equazione

in un’ altra

i T T T

OIIT

Ur +  U r+ i  "+~ “.. 4 - Un =  0

dove è la forma trasformata di ur+t.
Ora l’ importanza delle curve approssimanti nella teoria 

delle intersezioni delle curve algebriche, risulta dal seguente 
Teorema. Se la curva f =  ur 4- ur.hL 4- .... +  un =  0, pos­

siede nel punto 0 un punto r-plo ordinario, le parabole e iper- 
parabole osculatrici ai suoi rami sono ugualmente definite rispetto 
alla seconda approssimante

ur 4- ur.hL = 0 .

Per dimostrare l’asserto si consideri un ramo di /  (d’or­
dine v>  1) tangente alla retta y =  ax\ poiché ur contiene il 
fattore (y — aa;)v, vi è un ramo dello stesso ordine tangente 
alla medesima retta, che appartiene alla curva ur -{~tir_hi =  0; 
basta provare che i due rami nominati — che designeremo
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con f n — hanno fra loro £;>v2-j-v intersezioni assor­
bite in 0. O ra/1? intersecato coi rami di ur +  ur+i =  0 diversi 
da <p1? dà luogo ad v(r — v) intersezioni assorbite in 0; per 
ottenere le £ intersezioni di / £ con <p1? basta determinare le 
intersezioni di f L con ur +  ur_hi =  0 ; ma a questa curva si 
può sostituire la

/ — (Mr -+- Wr+1) =  «r+2 +  •••• +  «» =  0,

che sega f L in (almeno) v(r4-2) punti assorbiti in 0 ; si deduce 
quindi

v(r 4- 2) =  Ç -f- v(r — v),

Ç =  v2 4- 2v >  v2 4- v c. d. d.

Allo stesso resultato si arriva effettuando una rotazione 
degli assi coordinati in guisa che la tangente al ramo f L di­
venga y =  0, e tenuto conto che le curve approssimanti sono 
invarianti rispetto alle sostituzione lineari omogenee su x, y. 
Si avrà allora

«r =  «r-v, v +  «»—v-i, v+i y'l+l +  .... -+- «of.Î/’’,

ur+l =  ar+h0xr+L ■+■ ,xry -+- .... +  «0? r+lyr+i

e poiché, sul ram o/1? y è infinitesimo d’ordine superiore ad x, 
dall’equazione / =  0 si ricava, a meno di infinitesimi d’ordine 
superiore :

«r-v, 0^ ’+1 =  0,

sicché la costante caratteristica di / t vale

lim
x = 0

V1 o

(lr—V, V

Osserveremo infine come dal teorema dimostrato risulti 
che « per accertare il contatto semplice dei rami di due 
curve

Ur 4 -  ...» 4 ~  Un —  0

?
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basta accertare il contatto semplice delle curve approssimanti

ur +  wf.+i — 0, us -1- ns+ L — 0 » .

A questa conseguenza si può anche pervenire valutando 
la molteplicità della radice a =  0 per l’equazione resultante, 
scritta col metodo di S y l v e s t e r ; il che può effettuarsi con 
un procedimento di Voss (Math. Annalen, t. 27, 1886) che il 
S eg ue  (*) ha richiamato e applicato nelle questioni d’inter­
sezione di due curve.

13. Complemento alla storia del teorema di Bézout: dimo­
strazioni geometriche. — Per verità i metodi algebrici diretti, 
che porgono la formazione del resultante, costituiscono la via 
maestra per trattare il problema delle intersezioni di. due 
curve piane e per calcolare il numero delle intersezioni assor­
bite in un punto. Ma accanto a quei metodi conviene pur 
segnalare i metodi geometrici, anche in vista delle genera­
lizzazioni che vi si connettono.

1) Dimostrazione basata sulla degenerazione A9lina curva. 
Il numero delle intersezioni di una curva d’ordine m e d’una 
curva d’ordine n (giacenti in un piano) si trova essere uguale 
al prodotto ma, facendo variare con continuità una delle due 
curve fino a che essa degeneri in un gruppo di rette.

Questo ragionamento a cui in sostanza ricorre il Cr em o n a  
nel n. 32 della sua « Introduzione » (Cfr. Opere, t. I, pag. 347), 
deve essere riattaccato al principio di continuità di P o ncelet  
(cfr. il cap. IV).

2) Dimostrazione di Poncelet. P o ncelet  (« Analyse des 
transversales», 183L) (3) ha indicato una interessante dimo­
strazione del teorema di B ézo u t , che si può riguardare come 
diretta interpretazione del resultante di f(xy) =  f(y) =  0 
e tp(xy) =  ç(ÿ) =  0, espresso come prodotto delle differenze 
delle radici. Si consideri un fascio di rette parallele, p. es. le 
parallele all’asse y , e su ciascuna di queste si riportino in 
grandezza e segno, a partire dall’asse a?, le mn distanze fra 
i punti intersezioni della retta con /  e cp (in e n designano

(9 Giornale di Matematiche, t. 36.
(2) Journal tur Matli., Bd. 8. Cfr. « Traité des propriétés proiectives »,, 

t. If, (1886), n. 240, pag. 223.
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i rispettivi ordini delle due curve die si suppongono non 
passare per il punto all’infinito, 0, dell’asse y); gli estremi 
dei segmenti così definiti descrivono una curva, die P o n c e l e t  
denomina « derivata' di /  e <p ».

L’ordine di questa curva derivata si ottiene osservando 
che essa non contiene 0  ed è segata da una retta per 0  
(parallela all’asse y) precisamente in mn punti. Ora le mn 
intersezioni della suddetta curva all’ asse x corrispondono 
alle mn intersezioni di f  e cp.

Si noti che la curva derivata di P o n c e l e t  permette 
ancora di riconoscere che « un punto r-plo per f  ed «-pio 
per 9, con tangenti diverse, assorbe rs intersezioni delle due 
curve ». Per ciò è sufficiente osservare che in tale ipotesi la 
curva derivata avrà sull’asse un punto di moltiplieità rs senza 
esservi tangente; si riconosce anche come la molteplicità d’in­
tersezione aumenti quando vi è un contatto fra i rami delle 
due curve.

3) Dimostrazione di Chasles col principio di corrispon­
denza (1872): cfr. L. 2°, § 13.

14. Nota sulla teoria generale della eliminazione e sulle 
intersezioni delle varietà algebriche. — La teoria della eli­
minazione si estende al caso di più equazioni contenenti pili 
variabili, ma questa estensione dà luogo a una difficoltà che 
conviene prendere in esame.

Osserviamo anzitutto come si risolva il problema di deter­
minare le soluzioni comuni a due equazioni in tre variabili

f(xyz) =  (ì, z(xys) — 0,

cioè la curva gobba intersezione delle due superficie f  e cp. Il 
problema si riduce alle considerazioni svolte nel precedente 
paragrafo in uno dei due modi che segue:

1) Consideriamo /  e cp come funzioni della sola z, e 
calcoliamo quindi il loro resultante che sarà funzione razio­
nale di z, y:

E =  E(xy) ;

l’equazione R(xij) — 0 rappresenta la proiezione sul piano (xy) 
della curva gobba / = < p  =  0; codesta curva E viene in gene­
rale d’ordine mn, designando con m e n gli ordini di /  e
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e ad ogni suo punto generico corrisponde un punto comune 
alle due superficie. Oasi di eccezione si presentano solo in 
rapporto a particolàri posizioni degli assi: quando le due 
superficie contengono il punto all’infinito all’asse 0 l’ordine 
di jR si abbassa; quando la curva R o una sua parte risulti 
una curva doppia (o multipla) ogni suo punto è proiezione 
di due (o più) punti della curva comune a d / e  cp (distinti o no).

In conclusione: due superficie d’ ordini n hanno colmine 
una curva d’ ordine mn, che eventualmente può contenere una 
curva di contatto, oppure una curva multipla per una o per 
ambedue le superficie, da contarsi più volte.

2) Il metodo precedente estende direttamente quello 
adoperato per la ricerca delle intersezioni di due curve piane; 
possiamo invece ridurci direttamente al resultato di codesta 
ricerca seguendo la via che M onge  (1795) ha indicato per 
la costruzione grafica delle intersezioni di due superficie.

Si ponga nelle equazioni di f  e 9

z — cix —|— by —{— c

con a, 6, c costanti generiche (di regola si potrà prendere 
semplicemente s =  c), si ottengono allora in un piano due 
curve d’ordini m, n che hanno mn intersezioni; risulta così mn 
l’ordine della curva gobba comune alle due superficie.

Ora passiamo a determinare le intersezioni di tre superficie

f(x)js) =  0, y(xys) =  0, tyxys) =  0

d’ ordini m, n, p, supponendo che esse non abbiano una curva 
comune.

Il primo metodo che si presenta alla mente, come gene­
ralizzazione di quello seguito per due curve piane, consiste 
nel considerare / =  0, y =  0, =  0, come equazioni in 3, deter­
minando quindi le equazioni resultanti

B(fy) =  Bp (xy) =  0 
B(yty) =  Bm(xy) =  0-,

eliminando y fra queste equazioni si otterrà una equazione 
in x: B(Bp Bm) =  Bpm(x) =  0, che dovrà necessariamente 
essere soddisfatta nei punti comuni alle / ,  cp, <J>. Ma codesta



9(> LIBRO TERZO

equazione Rpm(x) =  0, che è del grado mn • np =  mn2p, con­
tiene anche delle soluzioni estranee, come ebbe a riconoscere 
Bézout (1779), il quale sembra per primo aver determinato 
il numero delle intersezioni di tre superficie.

Il significato di tali soluzioni estranee si rende chiaro 
dal punto di vista geometrico; infatti le curve

Bp{.vy) = 0  e R Jxy)  =  0

sono le proiezioni ortogonali sul piano (xy) delle due curve 
gobbe (/cp) e ora un punto comune ad Rp, l im9 pro­
viene non soltanto da un punto comune alle due curve 
gobbe (/<p) e (cpi), ma anche da due punti appartenenti rispet­
tivamente a queste curve che si trovino sopra una parallela 
all’asse 0 .

Per scartare le soluzioni estranee della Rpm(x) =  0, che 
non corrispondono a intersezioni delle / ,  9, fj>, occorre consi­
derare accanto alle curve RP9 R m, anche la Rn(xy) =  R(fty) =  0 
che passa per una parte soltanto dei punti comuni alle prime 
due e precisamente per quelli che convengono al nostro pro­
blema (escluse soltanto particolari posizioni degli assi). Ora i 
punti comuni alle tre curve predette verranno dati annul­
lando il massimo commi divisore D(x) dei polinomi

 ̂ mn{.*0 —

Per valutare il grado di T) e quindi il numero dei punti 
comuni alle tre superficie / ,  9, <];, si hanno vari metodi che 
porgono così diverse dimostrazioni del

Teorema di Bézout: Tre superficie degli ordini m, n, p  
non aventi in comune una curva, posseggono mnp intersezioni 
(distinte o no).

I) Bézout cerca di determinare tre polinomi f L(xyz)9 
yfixyz), tySpyz), per modo che

/ jZ + T iT +  VJ»

risalti indipendente da y, s; ciò conduce alla l'isolazione di
un sistema di equazioni lineari che si trovano in numero 
sufficiente quando si prendano f i9 cpi9 i rispettivamente di 
grado mnp — m9 mnp — n, mnp — p .
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La funzione di grado mnp della x

f i f  +  7V9 '-lV]b

così determinata, si annulla evidentemente nei punti per 
cui / =  9 =  ò =  0 ; ma la dimostrazione che reciprocamente 
ogni radice di essa corrisponde in generale a un punto comune 
alle tre superfìcie, esige un esame assai delicato che è stato 
portato a compimento rigoroso soltanto in tempi recenti, da 
Schmidt (1886). Aggiungasi che il polinomio D(x), costruito 
— come sopra è detto — quale fattore comune delle due 
resultanti Rmn, si può facilmente porre sotto la forma

(V
II) Il metodo di Eulbko-Oramrr, esposto nel prece­

dente paragrafo, opportunamente esteso da. Poisson (1799) 
permette di determinare la condizione necessaria e sufficiente 
perchè tre equazioni fra due variabili

/(*? /) =  0, ff(xy) =  0, ty(xy) =  0

abbiano un punto-radice comune. A tale scopo si considerino 
i punti (xii/i) comuni alle curve /  e 9 e si costruisca il 
prodotto

Y[fb(x>iyi) .
%

Questo essendo una funzione simmetrica delle radici della 
resultante R(fy) (costruita rispetto ad x o a y) sarà anche 
una funzione razionale dei coefficienti di /  e 9; il suo annul­
larsi dà evidentemente la condizione necessaria e sufficiente 
perchè le tre curve / ,  9, fi> passino per un medesimo punto, 
e tale condizione verrà definita come « equazione resultante » 
delle f(xy) =  0, 9(3;?/) =  0, 'L(:u?/) =  0.

Se le / ,  9 , sono di grado rispettivo m, n, p, l’equazione 
resultante predetta trovasi essere di grado mn nei coefficienti 
di 4» ; ma poiché la sua definizione è simmetrica rispetto 
ad fi ¥1 fh deduce che il suo grado rispetto ai coefficienti 
di /  vale np e rispetto a quelli di 9 vale mp. Oiò che occorre

(A) Cfr. per es. Capelli. « Istituzioni », n. 1025, pag. 557.

F. EN11IQUES - IL 7
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richiamare a tale scopo è soltanto che un1 equazione alge­
brica fra più variabili ridotta a forma intera resta debilita dai 
suoi zeri a meno di un fattore numerico. (Ofr. L. 1°, § 2, 
Pag. 11).

Ora se sono date tre equazioni di grado ?a, n, p fra tre 
variabili

=  0, ?{xys) =  0, tyxys) ~  0 ,

formiamo la loro resultante riguardandole come equazioni 
in y, 2 ; questa resultante contenendo i coefficienti di / ,  9 , ò, 
ai gradi np, mp, mn, sarà, in generale, di grado mnp rispetto 
ad x; dal che segue il teorema di Bézout.

Giova anche notare che la indicata resultante di / ,  9 , ò, 
rispetto ad x, coincide colla D(x) =  Q definita, cercando il 
massimo commi divisore di Rpm(x) e R,m„{x), coinè sopra è 
detto.

I l i )  Ai metodi precedenti debbono aggiungersi i metodi 
geometrici che conducono a determinare in modo più gene­
rale le intersezioni di una curva gobba con una superficie.

È una circostanza degna di rilievo che la concezione 
geometrica dei problemi algebrici conduce spesso ad una 
posizione nuova e più generale di essi, così come la consi­
derazione fisica suggerisce un più largo modo di porre e trat­
tare i problemi delle equazioni differenziali (ciò-che Poixcare 
ha avuto luogo di mettere in luce, in maniera particolarmente 
efficace e suggestiva).

La ricerca delle intersezioni di tre superficie / ,  9, si 
riduce alla ricerca dei punti comuni alla curva (fy) — inter­
sezione delle prime due superficie — colla superficie d>. Ma 
questo problema, considerato sotto V aspetto geometrico, rientra 
in quello più generale d’ intersecare una curva gobba con una 
superficie; la pura Algebra attinge più tardi dalla Geometria 
la visione di questo problema ove sono date più equazioni in 
tre variabili aventi una semplice infinità di soluzioni comuni, 
alle quali si aggiunge una nuova equazione indipendente.

Ora il teorema di Bézout risulta come corollario del 
seguente

Teorema: Una curva (algebrica) gol)ha tV ordine n e una 
superficie (algebrica) cV ordine m (che non contenga la curva 
o una sua parte) hanno mn punti comuni.

In questo enunciato figura l’ordine della curva gobba che
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si definisce come numero delle intersezioni della curva con un 
piano generico (i): queste numero non cambia al variare del 
piano, eccepite il caso che la curva contenga come parte una 
linea giacente in esso. Infatti prendendo su un piano due 
centri di proiezione generici A e JB, si ottengono due coni 
proiettanti la curva il cui ordine equivale al numero delle 
intersezioni di essa col dato piano; segue da ciò che tutti i 
coni proiettanti la curva da punti esterni sono del medesimo 
ordine, e quindi eee.

Ora del teorema sopra enunciato ricordiamo le più note­
voli dimostrazioni.

a) Dimostrazione basata sulla degenerazione della super­
ficie in m piani.

Allo stesso modo che la dimostrazione analoga pel caso 
di due curve piane (notata nel precedente paragrafo) questa 
dimostrazione ha come presupposto il principio di continuità 
di P o n c e l e t ; il S alm on  vi ricorre nel suo Trattate sulla 
Geometria analitica dello spazio (n. 331), e così sostanzial­
mente il C rem ona  nel n. 21 dei suoi « Preliminari ad una 
teoria geometrica delle superficie » (2).

Giova notare che al ragionamento precedente si può dare 
immediatamente forma rigorosa nel caso cui si riferisce il 
teorema di B é z o ij t ,  ove si tratta delle intersezioni di tre 
superficie f(oeyz) =  0 , y(xyz) =  0, 'b(xys) =  0 , giacche a tal 
uopo basta conoscere 1’ esistenza dell’equazione (resultante) 
D(x) =  0, definita, come si è detto in principio, quale fat­
tore comune delle due resultanti Bpm(x) e l imn(x). Così 
■appunto, per valutare il grado di D(x), procede il C a p e l l i  
nelle sue « Istituzioni » (n. 1026, pag. 578), traducendo in 
forma algebrica il concetto della degenerazione di una super­
ficie in piani.

!>) Dimostrazione di P o n c elet  (1831) (3), estensione dei- 
fi analoga per le curve piane. La curva derivata di una curva 
gobba d’ordine n e di una superficie d’ordine m si costruisce 
appunto, come nell’analogo problema piano (cfr. § 13), in rap­
porto ad una stella di rette parallele e ad un piano fisso 
secante; essa riesce parimente d’ordine mn e le sue mn inter-

(l) Cfr. per es. Enriques. « Geometria Descrittiva », Parte II, § 21. 
(e) Acc, di Bologna, 1865-67. Cfr. Opere, t. Il, pag. 303.
(b L. c., n. 241; « Traité », t. II, pag. 224.
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sezioni col detto piano forniscono le intersezioni della super­
ficie e della curva date.

Alla dimostrazione di P o n c e l e t , che sembra esser stata 
dimenticata dai geometri, si può dar forma proiettiva; ci 
soffermeremo un momento su questa traduzione, in vista di 
ulteriori generalizzazioni di cui faremo cenno più avanti. Per 
semplicità di discorso supporremo dato il teorema di B é z o u t  
nel piano, da cui segue che due superficie d’ordine m, n 
hanno comune una curva d’ordine mn.

Sia /  una superficie d’ordine m e C una curva d’ordine nr 
la quale venga proiettata da un punto generico secondo un 
cono 9 dello stesso ordine. Le superficie /  e 9 avranno comune 
una curva K  d’ ordine mn, di cui debbonsi determinare le 
intersezioni con O. A tale scopo, poiché C e K  giacciono sullo 
stesso cono 9, eseguiremo una trasformazione biunivoca sopra 
il cono, che sostituirà alla curva O una sezione piana (arbi­
trariamente scelta) C  del cono 9 (non passante per il vertice) 
e alla curva K  una curva K r del medesimo ordine mn.

L’ accennata trasformazione sopra 9 si può definire come 
segue: una generatrice del cono incontra O e G' in due punti 
A e A  che sono sempre distinti dal vertice 0; si può quindi 
determinare sulla retta una proiettività in cui 0  sia punto 
unito ed A, A' punti omologhi, bastando aggiungere per es. la 
condizione che la proiettività stessa sia parabolica ( P o n c e l e t ) 
oppure che sia involutoria; ' al variare della generatrice si 
ottiene una trasformazione biunivoca del cono in se stesso. 
Siccome la curva K' omologa a K  non passa per 0, ed ò inter­
secata da un piano per 0  — come K  — in mn punti, segue 
che essa è pure d’ordine mn. (Per prevenire possibili obbie­
zioni si noti che la trasformazione indicata subordina due 
proiettività non degeneri sopra una corda di C per 0, che è 
generatrice doppia del cono 9).

c) Dimostrazione col principio di corrispondenza ( c fr .  L. 2°, 
§ 13) c h e  F o u r e t  d e t t e  p e r  i l  c a s o  d e l l e  - i n t e r s e z i o n i  d i  t r e  
s u p e r f ì c i e  (5 m a r z o  1873) e  c h e  r i c o n o b b e  p o i  v a l e r e  i n g e n e ­
r a l e  p e r  l e  i n t e r s e z i o n i  d i  u n a  c u r v a  g o b b a  c o n  u n a  s u p e r f i c i e  
(9 l u g l i o  1873).

d) Dimostrazione di H a l p h e n  (*) (25 giugno 1873) 
basata sulla rappresentazione monoidale delle curve gobbe.

(A) Bullettin-de la Soc. Malli., t. 2, pag. 34-.
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Si consideri dapprima la curva gobba (7, intersezione com­
pleta delle due superfìcie d’ordine m, n :

(la prima è im'monoide cioè una superfìcie — d’ordine m — 
dotata di un punto (m — l)-plo, la seconda è un cono col 
vertice in quel punto); le intersezioni di codesta curva gobba 
con la superficie d’ordine p

si determinano come segue: sostituendo, in 4*? z —f(%y) e 
facendo sistema delle due equazioni

si trovano mnp punti, che corrispondono ad altrettante inter­
sezioni della curva G con la superficie 4*

Ora non accade sempre che una curva gobba O sia inter­
sezione completa di un monoide e di un cono avente il suo 
vertice nel punto multiplo di quello, ma Oa y l e y  (4), (1862) 
ha osservato che ogni curva gobba C d’ordine n può sempre 
ottenersi come intersezione parziale di un cono dello stesso 
ordine avente il vertice in un punto qualunque dello spazio 
e di un monoide d’un certo ordine m avente quel punto 
come (m — l)-plo, i quali avranno comune — oltre G — sol­
tanto un gruppo di (m — 1 )n rette; allora togliendo le inter­
sezioni di queste con la superficie 4? si otterranno le np 
intersezioni di 4 con C.

I procedimenti algebrici che concernono l’eliminazione 
di due variabili fra tre equazioni, si estendono senz’altro al 
caso in cui si tratti di eliminare n — 1 variabili fra n equa­
zioni, e conducono così alla diretta generalizzazione del teorema 
di Bézout.

Date n equazioni fra  n variabili, degli ordini mLm2....mn, 
le quali non posseggano infinite soluzioni comuni, vi sono 
mim2...,mn punti-radici che le soddisfano simultaneamente.

* — A«y) =  °> — o

^(xys) =  0,

<p(® y) =  o, AAM h f (x y ))  —  o,
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Ma, come sopm abbiamo notato, la concezione geome­
trica allarga la posizione del problema; si è quindi condotti 
a cercare in generale le intersezioni di due o più varietà 
algebriche aventi diverse dimensioni e contenute in un mede­
simo spazio Sn.

Occorre naturalmente conoscere Vordine di.ciascuna varie- 
rietà, designandosi come ordine di una varietà Yr ad r dimen­
sioni in Sn il numero delle intersezioni di Yr con un 
generico. Si prova clic questo numero è costante al variare 
dello Sn__r , tranne il caso in cui tale spazio incontri la varietà 
secóndo una curva, superfìcie eoe.. Vale a tal uòpo lo stesso 
ragionamento adoperato innanzi per le curve gobbe, che si 
estende induttivamente da n — l a  n. L’ipotesi che il teorema 
sia dimostrato per lo Sr(_ L porta ad assumere, come è noto, 
che un cono (di prima specie) Yr,hl di S-n sia intersecato da 
un Sn—r per il suo vertice secondo un numero di generatrici 
(uguale alPordine del cono) che rimane costante al variare 
dello 8 n_ rj almeno finche resti finito. Ora proiettando una Vr 
da due punti di un $n_ r si hanno due coni algebrici (L. 1°, 
§ 23) i quali segano lo 8n_ r secondo due gruppi di gene­
ratrici congiungenti le intersezioni di Yr con lo $ a_ r; i due 
gruppi contengono lo stesso numero di generatrici e perciò 
il cono proiettante Yr da un punto esterno qualsiasi ha un 
ordine costante, che designa anche il numero costante delle 
intersezioni di Yr con un (che non abbia con esso a
comune una linea o varietà).

Il problema generale che sopra abbiamo posto riceve 
risposta dal seguente:

T e o r e m a  f o n d a m e n t a l e  s u l l e  i n t e r s e z i o n i  d i  d u e
——.ììl -rj-P

v a r i e t à  a l g e b r i c h e  : Due varietà (algebriche) Vr , Vn_r di 
dimensioni r e n — r e di ordini m e p, hanno in generale nip 
intersezioni; fa eccezione il caso in cui esse abbiano a comune 
una linea o varietà più estesa.

Dal teorema fondamentale segue che una y™ e una y v
dove r  -h s >  n. hanno in Generale a comune una Vmp eoe.

7 r + 8 —n
La dimostrazione del teorema fondamentale anzidetto 

riesce una immediata estensione di quella relativa al caso 
di una curva gobba e di una superficie, finché si tratta 
d’ intersecare una curva y ^ e  una ipersuperficie di Sn. 
Ma già nel caso di due superficie V™ e V* di S4, l’est en-



CAPITOLO II 103

sione sembra, dar luogo a nuove difficoltà. Così p. es. il metodo 
di degenerazione non e applicabile, ove non sia risoluta prima 
la questione, assai delicata, se una. superfìcie di S { possa sempre 
ridursi per continuità a un sistema di piani.

In ordine storico la prima dimostrazione generale del 
teorema fondamentale è  stata fornita da. H a l p h e n  (1. e., 1873) 
e — in modo più completo — da, N o t j i e r  (‘) (1877) esten­
dendo la rappresentazione monoidale delle curve gobbe. Più 
tardi (1888) il P i e r i  (2) ha esteso le dimostrazioni di C h a s l e s  
e F o u r e t  basate sul principio di corrispondenza, facendo uso 
del principio di corrispondenza generalizzato a forme lineari 
di più dimensioni Ç).

Ma la più semplice dimostrazione del nostro teorema 
fondamentale si ottiene estendendo la dimostrazione data 
— per r — 1, n =  3 — da P o n c e l e t  (4). A tale scopo ci rife­
riremo alla forma modificata che sopra abbiamo esposto, e 
procederemo per induzione completa come segare:

Pongasi che il teorema fondamentale sia stabilito per
r/ni ttP . TTmuna Vr e una Vn l r di Sn _1, e perciò si sappia che una Vr hl 

<■ mia Vl_r di S bau no generalmente a comune una curva 
gobba d’ordine mp (segata da un $r-i in mp punti).

Ciò posto sieno date in 8n una Vr c una V^_r non aventi 
comune una curva. Si proietti la V r (ùi mi punto generico 0 
secondo un cono F^_r Questo sarà segato dalla V*__r secondo 
una curva K  d’ordine m-p, di cui occorre trovare le interse-

T T mzumi con V .r
T T ììlA tal uopo si porrà sul cono Vrh1 una trasformazione 

(die muti Vr in una sezione iperpuuui Vr e K  in una curva A,

(J) Matli. Annalen, Bd. 11, pag. 570.
(2) Giornale di Mat. di Napoli, voi. 26, pag. 251.
(3) « Una corrispondenza [m, mi'] in uno spazio S r possiede in gene­

rale ìiH-fli'+SìiM punti uniti, -jq designando l’ordine della varietà II cor­
rispondente ad un Si ». Questa estensione del principio di corrispondenza 
si riattacca anzitutto a Salmon (Treatise on Analytic Geometry of three 
dimensions, 2!l ed., 1865, pag. 511); Caporali e Pieri (Rendic. Lincei, 
Marzo 1887) lian trattato il caso più generale. La formula relativa al 
piano è stata anche completata da Zeutiten. (Comptes rendus, Giugno, 1874) 
pel caso in cui esista una curva di punti uniti.

(4) Cfr. Enriques : Rendic. Acc. Bologna, 1915.
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non passante pel vertice del cono, e quindi dello stesso 
ordine mp. Una siffatta trasformazione si definisce per mezzo 
di una proietti vita sopra ogni generatrice del cono fis­
sando che il vertice 0  sia unito e che si corrispondano le
* * — — 1)1intersezioni della retta con Vr , Vr ; a tali condizioni basta 
aggiungere che la proiettività anzidetta sia parabolica o 
involutoria.

15. Classe d’ ima curva: abbassamento prodotto da un 
punto doppio o multiplo. — ìs'el seguito escluderemo le curve 
dotate di parti multiple, e porremo via via alcune restrizioni 
in rapporto alle singolarità di cui esse si suppongono dotate.

Si abbia una curva f  d’ ordine a, dotata di singola­
rità elementari: 5 nodi e le cuspidi ordinarie.

Valutiamo la classe, m, di / .  A tale scopo occorre inter­
secare /  colla polare d’un punto generico 0 ; questa polare, cp, 
ha l’ordine n — 1 e le sue intersezioni con / ,  fuori dei punti 
doppi, sono i punti di contatto delle m tangenti ad /condotte  
per 0. Ora 9 passa semplicemente per un nodo di / ,  avendo 
ivi una tangente (variabile) diversa dalle tangenti principali 
di / ;  inoltre cp passa semplicemente per ogni cuspide di f  
toccando la tangente cuspidale (§ 4); le intersezioni di /  e <p 
assorbite nel nodo sono dunque 2, e quelle assorbite nella 
cuspide sono 3 (§ 12, criterio 7), sicché sussiste la relazione

1) m =  n(n — 1) — 25 — 3 le.

La quale si può anche esprimere dicendo: La classe d? una 
curva generale d? ordine n vale n(n— 1),* ogni nodo abbassa 
la classe di 2 e ogni cuspide ordinaria di 3.

Dalla 1) deduciamo per dualità una relazione ove figu­
rano le singolarità tangenziali della curva.

Si è già accennato (L. 1°, § 1.1; cfr. anche L. 2°, § 19) 
che al punto doppio corrisponde per dualità la tangente doppia 
e precisamente: al nodo la tangente doppia propriamente 
detta a contatti distinti, ed alla cuspide la tangente di flesso. 
Ora notiamo che la polarità permette di precisare queste 
osservazioni (in modo anche più evidente che le considera­
zioni del L. 2°, § 19):

1) La tangente doppia corrispondente per dualità a un 
nodo ò una retta che tocca la curva in due punti semplici,
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salvo il caso clic una tangente principale del nodo sia anche 
tangente altrove oppure tangente di flesso del relativo ramo. 
Infatti, nelle condizioni anzidetto, se si sceglie 0 sopra una 
tangente principale del nodo, la polare di 0  tocca semplice- 
mente il ramo del nodo, e si vede quindi che la nominata 
tangente principale conta una volta sola fra le tangenti alla 
curva per 0.

2) Ad una cuspide ordinaria corrisponde per dualità 
una tangente di flesso ordinaria, avente contatto tripunto in 
un punto semplice, escluso il caso che la nominata tangente 
cuspidale tocchi altrove la relativa curva. Infatti nelle con­
dizioni anzidette, preso 0  in un punto generico della tangente 
cuspidale, la sua polare ha nella cuspide un punto doppio 
con tangenti diverse dalla tangente cuspidale, dove si assor­
bono 4 anziché 3 intersezioni della polare stessa con la curva.

Supponiamo che la curva / ,  riguardata come inviluppo, 
possieda parimente singolarità tangenziali elementari: t tan­
genti doppie (a contatti distinti) e i tangenti di flesso (ordinarie).

Sussisterà la relazione duale della 1): *

2) n'=m(m  — 1) — 2r — 3i.

Nel caso delle cubiche, essendo 

n — 3, t =  0,
si deduce

3 i =  m(m — 1) — n; 

e, per le diòiche irriducibili, si hanno i seguenti casi:

5 = lc == 0, II i — 9

0
7 II h h =  0, m =  4,- i — 3

0
7 II 0, II h-* m — 3, i =  1

Aggiungasi che: i flessi eli una cubica irriducibile (indi­
cati nel quadro che precede) sono sempre elistinti fra  loro e 
distinti dall9 eventuede punto doppio (nodo o cuspide).

Infatti si esclude la possibilità che due flessi della cubica 
coincidano in un punto semplice, osservando che questo 
sarebbe un punto di contatto della hessiana e però un punto 
ove la tangente ha contatto quadripunto (§ 7). Si esclude 
a priori che un flesso possa sovrapporsi ad un punto doppio
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(senza bisogno di esaminare il comportamento della hessiana, 
che analizzeremo più avanti); basta osservare che, ove una 
tangente di flesso venisse a sovrapporsi ad una tangente 
principale-della cubica nel punto doppio, questa retta avrebbe 
quattro intersezioni colla cubica e però se ne staccherebbe.

Le formule 1), 2) si possono estendere al caso in cui la 
curva f  possegga singolarità più elevate. Limitiamoci al caso 
di un punto r-plo ordinario 0 (r >  2) : la curva f  consterà, 
in generale, di s (<_ r) rami per 0, degli ordini vL v, .... vtV, e 
contando vz. volte la tangente all’ /-mo ramo si otterrà il gruppo 
delle r tangenti principali ad /  in 0 (v1 v2 .. . .  +  =  r).

Allora la polare di un punto generico rispetto ad /  pos- 
siederà in 0  un imnto ( r — l)-plo, e nel gruppo delle sue 
tangenti principali figurerà v* — 1 volte la tangente ad un 
ramo d’ordine 1 di / ,  giacché le tangenti principali della 
curva isolare costituiscono il gruppo polare rispetto alle tan­
genti principali di f  (§ 4).

Oosì ad ogni ramo cuspidale d’ordine v,,: ( >  1) di / ,  cor­
risponde un ramo cuspidale d’ordine v* — 1 della polare (non 
escluso il caso di degenerazione in rami d’ordine inferiore). 
Si deduce (§ 12, criterii 8) e 10)) che il numero delle interse­
zioni di f  con una sua polare generica, assorbite in 0, vale

r(r — 1) -I- S(v* — 1) =  r(r — 1) -f- (r — s) :

Un punto r-plo ordinario con s (<  r) tangenti principali 
(Ufitinte, abbassa la classe della curva di r(r — l)-f- (r — s), cioè

r(r — 1)equivale nella formula, 1) ad ——-— -punti doppi, fra  cui r — s 
cuspidi.

Oorrelativamente: una tangente r-pla di / ,  con s contatti
r ( r  —  1 )distinti, equivale, agli effetti della formula 2), ad ---  — -

tangenti doppie, fra cui r — s tangenti di flesso.
Il concetto di riguardare un punto multiplo di una curva 

come equivalente ad un certo numero di punti doppi, agli 
effetti delle relazioni fra i caratteri della curva, appartiene 
al Caylhy (j) ; esso può essere illustrato mercè semplici con­
siderazioni di limite.

(L) Qnarterly Journal, t. 7.
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Cominciamo dal caso più semplice dimostrando che:
Un punto r-plo, a tangenti distìnte, si può riguardare come

7. r(r — 1) limite di —— ----  nodi.

Questa proposizione ha carattere intuitivo, quando ci si 
riferisca a una curva /  con r rami reali passanti per un 
punto 0 : basta invero spostare di poco codesti rami, perchè- 
essi — in luogo di passare per un medesimo punto — s’in­

contrino a due a due in —— punti. Questa operazione si

può tradurre analiticamente come segue: si consideri un rama 
della curva / ,  rappresentato dallo sviluppo in serie

;/z=aiH - x 2r  +  .,..; 

cambiamo questo ramo in

'|/ = S + CCLX 4- Ci,x2 4-
dove s è sufficientemente piccolo; in tal guisa si fa subire al 
ramo stesso una piccola traslazione.

Operando analogamente sui vari rami, ed escludendo 
relazioni particolari fra gli e, resta definita, in senso diffe­
renziale, cioè nell’intorno del punto 0, una curva formata 
di r rami, o elementi, vicini ai rami di /  e intersecantisi a due 

r(r — 1)a due in ----    nodi. Questa curva, / ,  ha per limite / ,  e la

sua considerazione vale a farci riconoscere come il punto r-plo 0  
abbassi la classe di n(n — 1) unità, ciò che ha ricevuto innanzi 
una dimostrazione diretta. ^

Ora giova osservare che la curva / ,  dotata di ---- -----

nodi tendenti al punto r-plo 0, è stata definita soltanto in 
senso differenziale; ove si consideri la f  in senso integrale 
mercè la continuazione analitica delle funzioni che la deter­
minano, si ha invero una curva d’ordine rn (formata da r 
curve traslate di / )  che possiede altri punti doppi e anche r 
punti r-pli. Sorge quindi la questione di dimostrare che:

Una curva / ,  dotata di un punto r-plo 0 a tangenti 
distinte, può riguardarsi come limite di una curva algebrica

dello stesso ordine possedente ^ 7 nodi che vadano a con­
fluire in 0.
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A tale scopo si consideri il sistema (non lineare) )f[  
•costituito dalla totalità delle curve d’ ordine n che posseggono 
un punto r-plo; tenuto conto delle due costanti arbitrarie 
da cui dipende la posizione del punto, la dimensione del 
sistema è:

n(n-\-3) r (r -l-l) t 0 
2 2 '

e quindi, i>er r >  2, è minore della dimensione del sistema )cp(
 ̂ y{ y .— J \

costituito dalla totalità delle curve d’ordine n con - -- - — -  
punti doppi, poiché quest’ultima dimensione vale

3) r(r — 1)
2 2

(o risulterebbe superiore al detto numero ove qualche punto 
doppio fosse conseguenza dei rimanenti). Ora si potrà after- 
mare che una f  è limite di curve cp, ove si faccia vedere che 
il sistema )f[  è contenuto in ossia che le condizioni
algebriche per l’esistenza di un punto r-plo per una curva 
d’ordine n rientrano come caso particolare nelle condizioni

per l’esistenza di ì-^—r>—— punti doppi.

Per vedere la cosa con la massima chiarezza e precisione 
sotto forma geometrica (r), ed anche in vista degli sviluppi 
che seguiranno, facciamo una trasformazione per dualità, con­
tinuando a chiamare f e  ? le curve duali delle precedenti: si

v(v — 1)verifica che una tangente r-pla o deve contarsi per - - i}—-

tangenti doppie sovrapposte, osservando che con gli r punti
r(r — 1)di contatto si possono form are--------- coppie, ciascuna delle

quali è coppia di punti di contatto di una bitangente che 
coincide con la o.

Ora se la tangente r-pla o della c u r v a /n o n è a  contatti 
distinti, ma possiede per es. un contatto d’ordine v con v >  1, 
accade che una curva <p, di ugual ordine e classe di / ,  avente

(l) Per ottenere la verifica algebrica dell’asserto, occorre scrivere le 
condizioni perchè una curva algebrica: possegga, un certo numero di punti 
doppi; le quali sono date in forma semplice ed elegante in una lettera 
di H e r m i t e  che si trova nel voi. 84 del Journal tur Mathematik (pag. 298).



CAPITOLO II 109
. . . # r ( r __1)

per limite / ,  possiederà — -—— tangenti doppie prossime

ad o, fra le quali vi saranno v — 1 tangenti di flesso; infatti 
la 9 possiederà v — 1 intersezioni con la sua bessiana pros­
sime al contatto (v -4- l)-punto di o con / .  Pertanto il teorema 
precedente può essere completato come segue:

Se una curva f  possiede un •punto r-plo ordinario con s 
rami (d’ordine 'q q - ....-j-\>s =  r) essa può riguardarsi
come limite di una curva 9, di uguale ordine e classe, dotata 

r(r — 1)di ----    punti doppi, fra  cui r — s ( = S ( v — 1)) cuspidi.

1G. Numero dei flessi (Yuna curva: abbassamento prodotto 
da un punto doppio 0 multiplo. — Nel seguito s’ intendono 
escluse, non soltanto le curve possedenti parti multiple, ma 
anche quelle curve riducibili che contengano delle rette come 
partì, casi in cui una curva f  ha infiniti punti a comune 
colla sua liessiana (% 8).

Appunto lier mezzo della bessiana 7q e delle site inter­
sezioni con la curva / ,  vogliamo determinare il numero dei 
flessi di f  che, se l’ordine n >> 3, non può più essere desunto 
dalle formule 1) e 2) del precedente paragrafo.

Una curva f  generale d9 ordine n (priva di punti doppi) 
possiede 3n(n — 2) =  n(on — 6) flessi, intersezioni di f  colla 
sua hessiana.

Afa questo numero si abbassa in corrispondenza a punti 
multipli di / ,  giacche questi appartengono pure, come mul­
tipli, ad li.

Calcolando le intersezioni di f  ed li che vengono assor­
bite in un punto doppio, dimostreremo il .

Teorema. Un nodo della curva f  abbassa di 6 il numero 
dei flessi; tale abbassamento può superare 6 soltanto nel caso 
che una tangente principale sia tangente di flesso per il relativo 
ramo; una cuspide ordinaria assorbe precisamente & flessi della- 
curva.

Sussiste dunque la formula 

1) i — 3 n(n — 2) — Go — Sic,

dove i designa il numero dei flessi, computati gli eventuali 
flessi relativi ai rami di un nodo, e dove un flesso d’or-
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dine .v (in cui hi curva ha s -b 2 intersezioni con la tangente) 
conta per s flessi del 1° ordine.

La dimostrazione del teorema enunciato, cioè il computo 
delle intersezioni di /  colla hexsiana li assorbite in un punto 
doppio, si svolge come segue :

a) jSTel caso in cui la curva f  abbia un nodo 0, sap­
piamo (§ 7) che li possiede pure 0 come doppio ed ha ivi 
le stesse tangenti principali. Per questo fatto si assorbono 
in 0 p =  G intersezioni di /  ed li; per escludere che se ne 
assorbano di più bisogna mostrare che i rami tangenti d i/e d  li 
posseggono diversa costante caratteristica e quindi diversa 
parabola osculatrice.

b) Se 0  è una cuspide per / ,  sappiamo che li ha in 0 
un punto triplo e che due tangenti ad li coincidono con la 
tangente cuspidale di / .  Per questo fatto vengono assorbite 
in 0 p =  8 intersezioni delle due curve; ad escludere che ne 
vengano assorbite di più basta mostrare che li possiede un 
ramo di second’ordine avente una costante diversa da quella 
di /  (§ 12, criterio t)).

Ora il calcolo delle costanti caratteristiche riposa per 
ciascun caso su un lemma di riduzione, il cui significato geo­
metrico si imo esprimere dicendo: se una curva

f(xy) =  u2 -|- u., ~b .... -b u,n =  0,

d’ordine n >  3, dotata di un punto doppio (nodo o cuspide) 
nell’origine 0, possiede in 0 più che ? ( =  6, 8) intersezioni 
colla sua hessiana, altrettanto accade per ogni altra curva 
dello stesso ordine che abbia la medesima cubica appros­
simante

u H- u:> ~  0.

Dimostriamo infatti i due lemmi seguenti:
Lemma di riduzione per il nodo. Se f  possiede in 0 un 

nodo, le costanti caratteristiche dei rami di li in 0  dipendono 
soltanto dall’ordine di f  e dalla sua cubica approssimante.

Sappiamo (§ 1.2) che la parabola osculatrice ad un ramo 
di f  dipende soltanto dai coefficienti u2 e u.r Ora basta mo­
strare che i termini di secondo e terzo grado in li dipendono 
soltanto da u2, ti:ì.

Scriviamo il determinante hessiano della forma

f(xys) =  ÏHizn- i,
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'dW'i
2 > - ‘>3i l

2  (n — ï)(n — ̂  — 1)wf •

Appare allora che i termini di ultimo (più basso) grado 
in x7 y dello sviluppo di h provengono soltanto dai termini 
di ultimo grado di / ,  cioè dal determinante

d'U., d tu.
dx dy

3*«s 3S«, / ^ dU0
dx d y w (“ - 2 ) ÿ

3 ‘U
(n — 2 )(n — 3 )u,

dove si ponga 0 =  1. Troviamo:

d y a2/
dx' dx dy

h ■— . d\f a2/
li — dx dy

'2 («  —*)1
3%
dx E < —

invece i termini di penultimo grado, nello sviluppo di 7t, 
proverranno soltanto da u27 u:ì7 e precisamente saranno dati 
dalla somma di tre determinanti:

| ìt2 U2 | , | U2 U3 Un | , | U2 Un U.ò | ,

costruiti in modo che in una linea figuri u., e nelle altre 
due n2.

Lemma di riduzione per la cuspide: Si abbia una curva 

f =  ao >V "+"

dotata di una cuspide ordinaria in 0; la hessiana li (che è 
dotata di un punto triplo in 0) possiede del pari un ramo 
del second7 ordine con la medesima tangente cuspidale, e la 
costante caratteristica di questo ramo dipende soltanto dal­
l’ordine e dalla cubica approssimante di / .  (Non si esclude 
a priori la degenerazione del detto ramo, che corrisponde­
rebbe all’ annullamento della costante caratteristica). Anzi
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sappiamo (§ Ì2) che, data una curva con punto triplo nel- 
V origine :

<p(®y) =  3y 3 a . 0 ®1 +  a31* *y  +  .... =  0  (a13 #= 0 ) ,

dotata di ramo cuspidale taugente all’asse y — 0, la costante 
caratteristica di questo ramo vale

r ?/* 1hm -f =  
æ=0 æ 6

< W  =
dx:l

v-40 .

sarà fc =f= 0, ossia si avrà una cuspide ordinaria di cp, nell’ ipo­
tesi os40 =|= 0.

Ciò posto scriviamo

à =  zl2xif H- 5£#îÿ3 -H a4#«* -+-....,

ricordando che li possiede in 0 un punto triplo di cui due 
tangenti coincidono con y =  0; la costante caratteristica del

QLramo cuspidale di li sarà le = ----— .
1̂2

Ora, nello sviluppo del determinante hessiano, il coeffi­
ciente oci2 dipende soltanto dai termini di secondo e terzo 
grado di / ;  basterà dunque mostrare che anche a40 dipende 
soltanto da codesti termini. Ma nello sviluppo di li i termini 
di quarto grado si otterranno sommando 6 determinanti del 
tipo

3 ^  
dx2

d2v t
dxdy (» — *, 3«i 

1 dx

dsnr d-ur (■n — r }
9 ur

dx 9 y dy2 ] dy

9 il. , , dii, 
(— » *

(n — s)(n — s —

dove i +  r +  s =  8

( i > 2 ,  r >  2, s > 2 ,  u9 =  a0iy2).

Pertanto - dobbiamo mostrare che nei tre determinanti 
contenenti l’ indice 4 non figura a4, cioè che, per y =  0, si ha

I î l i  U 2 U 2 | =  | U 2 UA U2 1 =  1 y 2 u s u A | =  0.
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Per il secondo e il terzo determinante ciò risulta evidente 
dall’osservare che i termini della prima linea sono nulli in 
quanto — aQ2.ymì invece il inaino determinante si annulla 
perchè (per y — 0) sono nulli i termini dell’ultima linea.

Basandoci sui precedenti lemmi di riduzione forniremo 
due diverse dimostrazioni del teorema già enunciato intorno 
al «numero dei dessi assorbiti in un punto doppio d i / » .

Prima dimostrazione diretta : calcolo delle costanti carat­
teristiche dei rami della hessiana. 

a) Caso del nodo.
Scriviamo

/'— „ = at ! æ?/-t-«30 x -y + a 12 xy~+aos j/3+ .... ;

avendo preso — per semplicità — come assi ir, y le tangenti 
principali del nodo. Allora sappiamo (§ 12) che la parabola 
di second’ordine, osculatrice al ramo d i/ch e  tocca l’asse y —0, è

ciò si verifica intersecando questa parabola colla curva / =  0, 
perchè l’equazione resultante in x viene di 4° — anziché di 3° — 
grado.

Lo hessiano li di /  si potrà scrivere :

e la parabola di second’ordine, che oscula il ramo della curva 
7t, =  0 tangente all’asse y =  0, sarà

predetto ramo di 7t, la quale, come vedremo, si esprime in

h =  v3 v3 -+-.... =  <xu icy -+- <y.30x3 -+- ...

cc
Vogliamo calcolare la costante caratteristica------ del

*ii

funzione dell’analoga costante caratteristica------ relativa ad f.
li

Adottando le notazioni precedenti, abbiamo

v. ’X l . - y  ‘I l i )  I t i ) I ,
V I u:ì n2 u-2 I +  | n2 n3 u2 | +  | u2 n2 u3

F. ENRIQUES - II. 8
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Il calcolo di v2 è stato già fatto, seguendo Brill, in 
condizioni più generali (§ 7); appunto da quel calcolo si 
è dedotto ossia (nel nostro caso) v2 =  xnxy. Quello
stesso calcolo, facendo attenzione al coefficiente trascurato, ci 
permette di determinare au ; ma giova invece sviluppare di 
nuovo (per v2 =  aLlxy) il determinante j k>.2u2u2 j ,  giacche cia­
scuno dei tre determinanti che occorre poi calcolare per 
avere v., ha due linee comuni con

Si trova così

0 «ii (n — 2)aJ1?/

v2 = «ii 0 (n — 2)«11æ

(n --2 )« u  y (a — 2)«(1a? (» — 2)(» — 3)au *y
ossia

v, =  (n — l)(w — 2)allzxy, 
xn =  (n — l)(n — 2)anz.

Doj)o ciò occorre calcolare il primo termine di v3 loc30xz; 
cioè il valore che v3 assume per y =  0. Si svolgerà semplice­
mente questo calcolo tralasciando addirittura quelli fra i 
termini dei tre determinanti che danno nei quali figuri 
il fattore y. Con tale avvertenza si trova

?tg Ito 'Uf.j j y—n --*

G«30 x

a ,

0
cioè

| y=rro === (« 2)«n <*30

Si ha poi

2 ail x 3 (n — 3)«30ar

0 (n — 2 )au x

(n — 2 )au x 0

6 3(« — 3)

1 n  —  2

a 2 W g ■ J y—j ■

0

2 a2lx

x* =  —Sin— lXn — Zfa* c

«ii o

2ff,12Æ (ii — 3)a21ar 

(n — 2)aiix 0

=  0;

l’annullamento identico di questo determinante risulta dal­
l’osservazione che i quattro termini situati ai vertici del qua­
drato sono zero, e questa osservazione rende superfluo anche
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il calcolo, fatto innanzi, degli altri termini del determinante 
medesimo.

In fine

a 2 il, 1I3 j ?/~o —

0 a - ,

0

0

(11 — 2)«u æ

cioè

«0 H-2«3 U=0 =  — (« — 3)«uS«30 

Si ricava

3 ( i i  —  3 )r t30a;s ( n  —  3  ) f t21a r  ( »  —  3 ) ( ì ì  — ; 4 ) « . ,0 a 3

æ3 =  2(n — 1  ) ( n  — 3  )au2a30x3.
1 n — 2

3  »  — 4

(»a)v=* =  — »(» — lKl*«S0®*»

«30 =  —  « ( »  —  l j« U * « S 0 >

e quindi, essendo ,au =  (n — l)(n — 2)&u3,

_ 3̂0__  ̂ 3̂0
au _ ’ » — 2 an ' . ■

Appare così cfie la costante caratteristica — — del ramo
■ “ii

di li differisce per il fattore numerico------ . dalla costante
il ---  Jj

caratteristica relativa al ramo tangente di / ;  e però quando 
â Q 4= 0 (n >  2) le due costanti caratteristiche sono fra loro 
diverse: i due rami di /  ed li non possono avere un contatto 
d’ordine superiore al primo. Il caso d’eccezione : as0 — 0 cor­
risponde all’ipotesi che l’asse x abbia 4 intersezioni riunite 
con / ,  cioè sia tangente di flesso per un ramo di / ;  nel qual 
caso la cubica approssimante contiene il suddetto asse come 
parte.

6) Caso della cuspide:
Scriviamo, come innanzi,

/ = « *  +  « 3 4 -  •••• =  « 0 2 ? /' - I -  « 3 0 ^  + « 2 1  X - y  +  « i 2Xf  +  «03 y 3 -*-  •••• ;

verni
/t =  Dj +  t ( +  .... =  cciSxyi -+- a03if  +  a40æ* +  ....,
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essendo — per il calcolo di Brill (§ 7) —

«3 = r 3;tr if(()«,3l)x H- 2a,,y).

Lo stesso calcolo di B r il l , facendo attenzione al coeffi­
ciente trascurato, permette di determinare a12 (e anche a03 
che non ci interessa) ; ma giova qui sviluppare di nuovo diret­
tamente il calcolo di v3J giacché i determinanti che si pre­
sentano servono per il calcolo di quelli che daranno poi a40.

Avremo

v3 — | u2 U2 U3 | —|— | U2 'W'3 u2 I -+- I U2 u21.

Ora, poiché u2 =  a02y2 non contiene x, i termini della 
prima linea nei due determinanti \u2u.2u3\, \u 2u3u2\ sono 
nulli. Besta

6a30!CH-2asly

l’o =  U~ Ho U9 0

0

2«02 

2 (n —2 )a02y

2(n — 2)a0iy 

{n — 2)(n — 3)a02ÿ2 ,

dove abbiamo omesso di calcolare il secondo e il terzo ter­
mine della prima linea che non hanno influenza sul valore 
del determinante. Sviluppando si trova

1 il — 2 1 n — 2
=  2 • 6(n — 2)«30 «023

2 h — 3
xtf -+-2 • 2(n — 2)a2ia02~

2 n — 3

*i2 =  — 12(w — l)(n — 2)a30a02*.

Dopo ciò occorre calcolare il primo termine di v4 : a40x4, 
cioè il valore che v4 assume pev y == 0. Avremo :

v4 =  | u 1 u2 u2 | d- | u2 u4 ilo | d- | ii'-> il'o u 4 I d-
-I- | u:ì u3 u2 | d- | u3 u2 u3 | d- | u2 u3 u3 | .

Ora il secondo, il terzo e il sesto determinante si annul­
lano identicamente perchè, come già è stato notato nel calcolo 
di v.n i termini della loro prima linea sono identicamente 
nulli. Anche il primo e il quarto determinante si annullano 
per y =  0, giacché sono nulli per y =  0 i termini della loro



CAPITOLO II 117

terza linea, già sopra determinati nel calcolo di v3. Per conse­
guenza resta

‘U.ò U 2 ì l 3 J ?/—o ----

6 « 3 0 *

0

3 (n — 3 )a30x2

2 a2lx 3 (n — 3 )a.tox'

a 0, 0

(■n — 3)«21 x2 (n — 3 )(n — 4)a

Sviluppando si trova

('l)>/=0 3(n — 3)«03«30s
2 1 

3(» — 3) n — 4
x* =  — 3(n — 1)(% — 3)rt03«30

a40 — — 3(» — 1)(» — 3)«02«302.

Ricordiamo che, come si è visto innanzi nello svolgimento 
del lemma di riduzione, la costante caratteristica del ramo

(cuspidale) di li tangente all’ asse y — 0, è dato da —■ — ;
questa costante vale dunque

_  4̂0 _  1 (» — 3) rt,j
«12 4 (n — 2) «02 ‘

Appare così che la costante caratteristica del predetto

ramo di 7tr  differisce da quella f— ) di f  per il fattore nu-
• \ 0̂2/ ̂ n _3

merico — --------e però quando a30 4= 0 (n >  2) le due

costanti caratteristiche sono fra loro diverse: i due rami d i /  
e li non possono avere più di 6 intersezioni assorbite nel­
l’origine. Ciò è vero anche nel caso ?i =  3, in cui, l’anzidetto 
ramo di li si riduce all’asse y =  0 contato due volte. Il caso 
d’eccezione: a:ì0 =  0 corrisponde all’ipotesi che l’ asse y — 0 
abbia 4 intersezioni riunite con / ,  caso in cui /  non possiede 
più una cuspide ordinaria e che dà luogo a una degenera­
zione della cubica approssimante. Aggiungasi l’osservazione 
che essendo a30 4= 0, n >  3, risulta a40 4= 0 e però li possiede 
sempre un ramo cuspidale ordinario tangente ad y =  0.

Seconda dimostrazione fondata sulla degenerazione della 
curva / .
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Invece di sviluppare il calcolo delle costanti caratteri- 
sticlie dei rami di / ,  si può ragionare come segue. Se alla 
curva / ,  d’ordine n, si sostituisce una curva dello stesso ordine 
avente la medesima cubica approssimante, il numero delle 
intersezioni di f  colla liessiana assorbite in 0, cioè V abbas­
samento del numero dei flessi prodotto dal punto doppio 0, 
non cambia. Ora osserviamo che, per n =■ 3, e supposta f  
irriducibile, il numero (?) che si tratta di determinare vale 
precisamente 6 o 8 secondochè 0  è un nodo o una cuspide 
(Cfr. la tabella relativa alla cubica nel § 15). Se n >  4, è 
lecito sostituire ad /  una curva spezzata in una cubica

©3 =  M, -I- »3 =  0, 

e in una residua curva

¥n—3 =  vo -H +  •••• +  vn—3 =  ^

non j>assante per 0  (v0 =|= 0), tale che nella sua equazione 
manchino i termini di primo grado =  0) ; infatti la curva

=  0,

avrà come cubica approssimante la medesima cubica

^0?3 =  ô'M2 +  V0W3 = 0 -

La çn_ 3 potrà supporsi priva di punti doppi. Allora la 
hessiana della curva composta ?3cpn_ 3 =  0, d’ordine 3n — 6, 
segherà la curva stessa:

1) nei Su — 9 punti comuni a <p3 e cpn__3, assorbenti 
ciascuno almeno 6 intersezioni;

2) nei a flessi di cp3 (tre o uno secondochè 0  è nodo o 
cuspide) e negli (n — 3)(3»— 15) flessi di <pn_ 3;

3) infine nel punto 0, che conta per p intersezioni, dove è

p >  9 — a.
Si avrà così

n(3n — 6) >  6(3» — 9) -+- (n — 3)(3n — 15) +  a p, 

e quindi
3n2 — 6n >  3n2 — Qn — 9 +  a +  p, 

a -I- ? 9 ,
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sicché si conclude 

cioè per 

e per

? =  9 +  u, 

a =  3, ? =  6,

a — 1, p == 8 c. d. d.

La dimostrazione precedente suppone n >  4. Ma se fosse 
p >  9 — a per una quartica

f  — u2 +  -1- u4 =  0,

sommando ad /  una curva

cp =  v0 H- v2 -I- .... 

si otterrebbe una curva
f y  =  0

avente la medesima cubica approssimante

v0u2 +  v0n , = 0 ,

e si dedurrebbe quindi che anche per codesta curva (d’ordine 
> 4 )  l’abbassamento del numero dei flessi prodotto da 0  vale 
p > 9  — a; il che contraddice il resultato stabilito.

Così la dimostrazione viene resa completa per tutti i casi; 
sotto la condizione espressa che la cubica approssimante di /  
sia irriducibile, il che esclude i nodi possedenti un ramo dotato 
di flesso e le cuspidi straordinarie.

Osservazione. La dimostrazione che precede si può ren­
dere ìndipendente dai calcoli su cui abbiamo basato i lemmi 
di riduzione, mercè semplici considerazioni di continuità. Per 
semplicità di discorso riferiamoci al caso del nodo.

Anzitutto dimostriamo che: per una curva generale d’or­
dine n >  4 un nodo, dove le tangenti principali non siano 
di flesso, diminuisce di 6 il numero dei flessi. Infatti fra le 
curve f  dotate della suddetta singolarità, vi sono curve dege­
neri in una cubica e in una residua curva d’ordine n — 3, 
per le quali l’abbassamento del numero dei flessi prodotto dal 
nodo vale 6 e non più di 6; mentre codesto abbassamento 
può aumentare, ma non diminuire, passando dalla curva ge­
nerica di una determinata famiglia ad una curva particolare,
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limite (li essa. Ora se per una particolare curva /  accade che 
mi nodo abbassi di più che 6 il numero dei flessi, bisogna 
che un flesso della curva generica, avente per limite / ,  venga 
a sovrapporsi al nodo, cioè che una tangente principale ac­
quisti contatto tripunto col suo ramo (quadripunto con la 
curva).

Lo stesso ragionamento si può ripetere per la cuspide, 
dimostrando prima che (per una curva d’ordine n >  4) la 
cuspide ordinaria diminuisce in generale di 8 il numero dei 
flessi, e notando poi che quando — per una curva parti­
colare — un flesso venga a sovrapporsi alla cuspide, la tan­
gente cuspidale acquista contatto quadripunto, sì che non si 
ha più una cuspide ordinaria.

È ovvio che il caso n =  4, escluso nelle precedenti con­
siderazioni, si tratta come innanzi, sommando alla quartica 
un’altra curva.

Passiamo a valutare l’abbassamento del numero dei flessi 
che viene prodotto da un punto r-plo ordinario, per r >  2. 
Si tratta di determinare le intersezioni della curva /  con la 
hessiana li, che vengono assorbite in un tal punto 0.

Supponiamo che in 0 si abbiano s < r  tangenti princi­
pali distinte, corrispondenti a rami d’ordine e sia dap­
prima s >̂ 1. Il comportamento di li in 0, dato dal teorema 
di B r i l l  (§ 7), permette di affermare che le intersezioni d i /  
ed li assorbite in 0 sono almeno

r(3r — 4) +  r +  S(2y — 2) =  3r(r -  1) +  2(r -  s) ;

infatti li ha in 0 un punto (3r — 4)-plo e possiede in gene­
rale come tangenti principali le r tangenti d i/, più altre 2r — 4 
tangenti che formano il gruppo hessiano delle r  nominate 
nel fascio 0; per ogni ramo d’ordine v > l  di /  accade che 
altre 2v — 2 tangenti di li vanno a coincidere con una tan­
gente di / .  Si può dimostrare che il numero delle interse­
zioni di /  ed li assorbite in 0  è precisamente quello espresso 
dalla formula precedente, salvo il caso che vi siano rami 
lineari di /  dotati di flesso; a tale scopo occorrerebbe calcolare 
in questo caso, come già si è fatto per r — 2, le costanti 
caratteristiche dei rami di li, escludendo contatti superiori al 
contatto semplice.
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Lo stesso procedi mento è applicabile al caso .9 =  1 (ramo 
cuspidale d’ordine r); occorre soltanto ricordare die in questo 
caso li possiede in 0  un punto di molteplicità or — 3 anziché 
3r — 4, e che 2r — 2 tangenti principali di li coincidono con 
la tangente di / ;  così — dopo aver escluso contatti superiori 
incompatibili con una cuspide ordinaria — si concluderà che 
il numero delle intersezioni di li ed f  assorbite in 0 vale

r(3r — 3) b 2r — 2 =  3r(r — 1 ) -+- 2(r — 1),

resultato che coincide con quello che verrebbe espresso dalla 
formula precedente per .9 =  1.

Riassumendo otterremo il
Teorema: Un punto r-plo ordinario con s rami, i cui rami 

lineari non posseggano flessi, assorge

3r(r — 1) H- 2(r — s)

flessi, equivalendo così a —— punti doppi, fra  cui r — .9
cuspidi.

In luogo di giustificare la deduzione precedente, svilup­
pando il calcolo delle costanti caratteristiche cui si è sopra 
accennato, basterà giustificare l’equivalenza qui enunciata, 
fondandoci sulle considerazioni di limite del precedente pa­
ragrafo.

Ricordiamo dunque che se una curva /  possiede un punto 
r-plo ordinario 0, con .9 rami, essa può ritenersi come limite

di una curva y, di uguale ordine e classe, avente - - - - - -

punti dopili, fra cui r — .9 cuspidi (cfr. pag. 108). Ora fra le tan­
genti condotte alla cp da un punto generico, Ẑ, del piano, non ve 
ne è alcuna il cui punto di contatto sia prossimo ad 0, giacche 
il punto r-plo abbasserebbe la classe di più che r(r — 1) -f- (r—s) 
unità. Se dunque il punto P  viene preso sopra una tangente 
propria p di ?, il cui punto di contatto sia prossimo ad 0, 
al limite la retta p deve diventare una tangente principale 
di / .  Effettivamente per un punto P, preso sopra una tan­
gente principale (fuori di 0), accade che la retta PO assorbe 
un’altra tangente condotta per P  alla curva; nè può assorbire, 
invece che una, due tangenti di più, se essa non ha r -f- 2 
intersezioni con /  in 0, caso che deve escludersi — oltreché
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per i rami cuspidali ordinari — anclie per i rami lineari di f 7 
in virtù delle nostre ipotesi. Ciò posto risulta che la curva cp 
non possiede alcun flesso prossimo ad 0  (neppure sul ramo 
di un nodo); in conseguenza il numero delle intersezioni di /  
ed li assorbite in 0 si ottiene come limite delle intersezioni 
di cp con la propria hessiana che vengono assorbite nei nodi 
e nelle cuspidi in vicinanza di 0, ond’è dato da

1) +  2 (r — s). c. d. d.

17. Le formule (li Plücker e V equazione del genere. —
Riassumiamo le formule ottenute nei precedenti paragrafi.

Si abbia una curva / ,  che per semplicità supporremo irri­
ducibile, dotata di singolarità ordinarie, e se ne designi: 

con n l’ordine, 
con 8 il numero dei nodi, 
con le il numero delle cuspidi,

valutando come equivalente ad —— punti doppi, fra cui

r — s cuspidi, un punto r-plo con s rami; si designi similmente: 
con m la classe,
con ~ il numero delle tangenti doppie a contatti distinte, 
con i il numero dei flessi, 

valutando come sopra l’equivalenza delle tangenti multiple, e 
includendo nel numero i ogni flesso che eventualmente appar­
tenga al ramo lineare d’un punto multiplo; allora 

i sei caratteri
i i j  o, 7t-, m , t ,  i ,  

sono legati dalle tre relazioni indipendenti:

1) m =  n(n — 1) — 25 — 37c
2) n =  m(m — 1) — 2r — 3 i
3) i =  3 n(n — 2) — 65 — Sic.

Le prime due relazioni risalgono a P o n c elet  (1818-1831) 
che vi giunse con considerazioni di continuità (cfr. L. 2°, 
§ 19 e il Oap. IV di questo Libro): P l ü c k e r  (1834-1839), 
oltre a svolgere la dimostrazione di codeste relazioni, vi ha 
aggiunto la formula 3) ed altre formule che ne dipendono;
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perciò l’ insieme delle relazioni fra i sei caratteri », 3, le, m, t, i, 
ha ricevuto il nome di gruppo delle formule di P lucker.

A questo gruppo di formule appartengono le seguenti, 
che si deducono (cfr. L. 2°, § 21, Vol. I, pag. 266) combi­
nando le 1) 2) 3) :
4) lt — 3m(m — 2) — 6t — Si,

5) x =  - n(n — 2)(ir — 9) — [».(» — 1) — 6] (23 -I- Sii) -+-

—f- 25(5 ■—■ 1) -P 65/c —P — li(li — i)',li

6) 5 =  - m(m—2)(m? — 9) — [m(m — 1) — 6] (2t H- 3i) -+-
^ 9

-p 2x(x — 1) ~P 6 ci -p  ̂ i(i — 4)>

7)

8)

Sm — i — 3 n — li, 

nfnL ± S) _  s _  2fe =  m(m -P 3) _ x _  2 .

9)
(». — ] )(» — 2) (»t — 1)0» -  2)----------  J------------Ò---- li, =  ------------  T   l  .

La dimostrazione del gruppo di formule 1)....9) importa 
sostanzialmente la dimostrazione di due formule: per esempio 
della prima, da cui si deduce per dualità la seconda, e della 
terza, che P lu c k er  ottiene col calcolo diretto del numero dei 
flessi; questo calcolo ha preso forma più significativa mediante 
P introduzione della curva covariante di Hesse (1844).

Ora, in luogo di basarsi sulla formula 3), si può dimo­
strare in modo diretto qualcuna di quelle che seguono, per 
esempio valutare il numero delle tangenti doppie d’una

curva d’ ordine x, che vale in generale - n(n — 2)(n2 — 9),2i
ricercando poi ìa  diminuzione prodotta sul detto numero dalla 
presenza di punti doppi. A questo proposito P l u c k e r  stesso 
osserva (*) che la diminuzione del numero delle tangenti 
doppie prodotta da un punto doppio 0, viene data dalle 
tangenti per G alla curva, ciascuna delle quali è da contare 
due volte per ragioni di continuità (cfr. Gap. IV).

(l ) « Theorie der Algebraisclien Curven », pag. 209.
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La determinazione delle tangenti doppie ad una curva 
d’ordine n si può fare con calcolo diretto, assegnando mia 
curva che seghi la data nei punti di contatto delle tangenti 
doppie; questa via è  stata percorsa anzitutto da C a y l e y  i 1) 
nel 1846 e poi da J a c o b r  (1850) (2), il quale sembra non fosse 
interamente persuaso dell’ uso del principio di dualità, a cui 
Plucker ricorreva.

Accanto ai due modi di deduzione delle formule di 
Pliicker, ove si apprende a valutare (dopo la classe) il numero 
dei flessi o delle tangenti doppie, si presenta un terzo modo 
ove si tratta di stabilire direttamente qualcuna delle equa­
zioni simmetriche fra i caratteri plueckeriani, e segnatamente 
la 9). Questo modo ha grande importanza perchè mette in 
luce il significato d’un carattere fondamentale delle curve, 
designato col nome di genere (cfr. L. 2°, § 23). Al quale si 
riferiscono le seguenti considerazioni.

(n — 1 )(n — 2)Chiamasi «genere» l’espressione p — —----—--------  — o — le

che figura nella formula 9); essa designa il numero dei punti 
doppi che manca alla curva (irreducibile) d’ ordine n per 
averne il massimo. Infatti si è dimostrato (L. 2°, § 23) che 
codesta espressione è >  0 nell’ ipotesi, che qui sottintendiamo, 
della irriducibilità, giacche altrimenti la curva data/avrebbe 
più che ri(n — 1) intersezioni con una curva d’ordine n — 1 
che passi r — 1 volte per ogni punto r-plo di /  e contenga

altri —-----punti semplici della/stessa.

Introducendo il genere p, la formula 1) si può scrivere

m =  2n -I- 2p — 2 -f- le.

Ora ricordando che le rette congiungenti le cuspidi sono 
da ritenere come tangenti improprie a rami della curva 
(cfr. L. 1°, § 11; L. 2°, § 23) si ha che: il numero delle tan­
genti a rami di una, curva d’ordine n e generej>, passanti

(1) Journal fiir Matk., Bd. 34, pag. 37.
(2) Journal fiir Matli., Bd. 40, pag. 37. Cfr. Cl e b s c h , ibidem, Bd. 63, 

(1864). Altri sviluppi nello stesso ordine d’idee appartengono a S almon  
(1858) e Cayley  (1859). Cfr. Cl e b s c h - L i n d e m a n n , « Lezioni » trad. fr., 
t. II, p. 64.
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pei* un punto generico vale

2)i -b-2p — 2.

Quesfco resultato si può estendere, valutando il numero 
delle tangenti altrove a rami della curva, die passano per 
un suo punto semplice o multiplo. Già nel L. 2°, §§ 19, 23 
abbiamo fatto questa valutazione per il caso di un punto r-plo 
a tangenti distinte; qui, riprendendo il calcolo sulla base della 
teoria delle polari, imporremo soltanto la restrizione die si 
tratti di punti multipli ordinari.

Sia dunque 0  un punto r-plo ordinario della cu rv a /(r>  1); 
vogliamo valutare le tangenti alla curva condotte per 0, 
all’ infuori delle tangenti principali che la toccano in 0  stesso, 
ed escludendo dapprima che qualche tangente principale risulti 
tangente in qualche altro punto della curva, oppure tangente 
di desso per il relativo ramo; tenuto conto dell’ipotesi fon­
damentale relativa alle singolarità ordinarie, abbiamo dunque 
che le tangenti principali in 0  posseggono r-q-1, e non più, 
intersezioni con / .

Posto 0  nell’origine, scriviamo l’equazione della curva

f — ur -f- •••• +  un — 0 ;

le tangenti ad /  per 0  sono date dalle intersezioni di f  con 
la polare b di 0, che — passando attraverso le coordinate 
omogenee — si trova espressa da:

b =  (n — r)nr H- (n — r — l)wr+1 H-.... =  0;

(juindi, per ottenere le tangenti altrove ad /  per 0, occorre 
cercare quante sono le intersezioni delle due curve /  e 
assorbite in 0.

Ora le curve f  e b posseggono in 0  un punto di uguale 
molteplicità r, colle medesime tangenti principali. Per questo 
fatto le intersezioni assorbite in 0 sono r2 +  r. Occorre rico­
noscere che i rami di f  e f\> non posseggono contatto supe­
riore al contatto semplice, affinchè si possa concludere che 
non viene assorbito in 0 un numero d’intersezioni > r 2-i-r. 
Ma questo riconoscimento è immediato se le tangenti prin­
cipali ad /  posseggono (r +  1) e non più intersezioni con / .  
Infatti si assuma (operando un’eventuale rotazione degli assi
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coordinati) la retta y — 0 come tan gen tes! un ramo, d’or­
dine v, di / ;  sarà

« r  =  rtv. r —vV ‘ x> ' +  ••••, • («v, r - v  4= ° )  5

e se la y — 0 è tangente (r +  l)-punta di / :

. ~t~ ••••
con

«r+i.o +  O-

Allora la costante caratteristica del ramo di /  tangente 
mi y — 0 è data da

c =  lini — — ^±1^ ,
X —Q X'~*~L ^ y , r —V

sicché 0=^0 (cfr. le osservazioni che terminano il § 12); l’ana­
loga costante pel ramo tangente di A vale

/ (n — r)
C =  ;-------------—— 6*

( n  — r  —  1 )

sicché c=\=c.
Si conclude che le intersezioni di /  e ’b fuori di 0  sono 

n(n — 1) — r(r +  l); ma, per avere le tangenti a rami con­
dotte da 0  ad / ,  codesto numero va diminuito di 2 per ogni 
punto doppio, nodo o cuspide — o di s(s — 1) per ogni punto 
■ s-plo — che la curva /  possegga fuori di 0, così come accade 
quando si cercano le tangenti per un punto esterno. Per tal 
modo, designando con o il numero dei punti doppi d i/fu o r i 
di 0, il numero delle tangenti cercate risulterà:

n(n — 1) — ìfr +  l) — 23',
e poiché

_  o  — l)(a —-2) r(r — .1 )
V — 2 2 ° ’

il detto numero verrà espresso da

2(n — r) -f- 2p — 2.

ISTel computo precedente si sono esclusi due casi parti­
colari che, mediante una convenzione basata sul principio di 
continuità, si lasciano ricondurre alla formula precedente. In 
primo luogo, se accade che una tangente principale per 0
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tocchi la curva in un altro punto JL, ò chiaro che essa deve 
computarsi fra le tangenti altrove alla curva condotte per 0. 
In secondo luogo, se un ramo lineare di f  per 0 possiede un 
flesso, la relativa tangente dovrà ritenersi come tangente in 
un punto infinitamente vicino ad 0  condotta per 0, e figurerà 
precisamente s — 2 volte nel gruppo delle tangenti altrove 
ad f  per 0, quando il flesso anzidetto dia luogo a un contatto 
«-punto; il che, ove non si voglia ricorrere a considerazioni di 
continuità si può facilmente provare con una verifica diretta.

Riassumendo :
Si abbia una curva irriducibile d’ ordine n e genere p 

(dotata di singolarità ordinarie); il numero delle tangenti altrove 
alla curva condotte per un punto r-plo 0 (r >  0), commutate in 
esso le tangenti proprie e le tangenti improprie a rami cuspi­
dali,, vale

2v -4- 2p — 2,

designando v =  n — r il numero delle intersezioni variabili 
della curva con le rette per 0; il numero delle tangenti altrove 
viene calcolato defalcando dal numero totale delle tangenti 
per 0  il gruppo delle r tangenti principali contato 2 volte.

Dopo avere così rilevato il significato caratteristico del 
genere, ritorniamo alla formula 9), che si può designare come 
« equazione del genere », in quanto esprime che « il genere 
di una curva come luogo è uguale al genere della curva 
come inviluppo ». Ora questa equazione potrà essere dimor 
strata direttamente in base ad un teorema generale d’inva­
rianza del genere, tenuto conto della corrispondenza biuni­
voca fra curva luogo e curva inviluppo, dove ad ogni punto 
corrisponde la relativa tangente. Si avrà così un nuovo modo 
di dimostrazione della formula 3), la quale si potrà dedurre 
dalle 1) 2) e 9), senza ricorrere alla liessiana e agli sviluppi 
dei §§ 7 e 12.

Converrà premettere le seguenti
Osservazioni preliminari sulle corrispondenze birazionali 

fra  curve.
Si abbia una curva algebrica irriducibile 

f(:x y ) = f ( x lx.,x.,)==(); 

poniamo X  e Y  funzioni razionali di x e y che, ridotte allo
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stesso dominatore possono scriversi:

■■pÀ-cy) ’ %(xv) ’
o, in forma omogenea,

X L =  ^ i{xlx.2x ^ } X =  ^2(XlX2X^  X =

(love, per semplicità di discorso, viene supposto che <p4, cp2 , <p3 

siano dello stesso ordine (bastando altrimenti moltiplicare 
per mia potenza di x3).

Il luogo dei inulti che corrispondono ai punti di /  nella 
trasformazione a) è una curva algebrica

F(XY) =  FiX, I I , )  =  0,

la cui equazione si deduce eliminando le x, ?/, oppure le x^x.^. 
fra le relazioni a) e Pequazione/ =  0.

In generale la trasformazione univoca che fa  gassare dalla 
curva f  alla F  è univocamente, cioè razionalmente, invertibile 
fra  le due curve.

In fatti dato un punto (X Y ) di jF, per trovare i punti 
d i/c h e  gli corrispondono nella trasformazione inversa della a)r 
occorre risolvere il sistema delle tre equazioni

y ■fAavjj)
JW )  =  0,

le quali debbono essere compatibili e definiranno, in gene­
rale, una sola coppia di valori x, y. Per escludere il caso 
particolare in cui ad (XY)  corrispondano più punti (xy) di / ,

si potrà scegliere in modo arbitrario la funzione razionale ~
T::

la quale assumerà lo stesso valore in un certo gruppo G di

punti della / ,  purché si prenda poi la - in modo che essa 
riceva valori diversi nei punti di G. ^

In  ciò che segue supponiamo che la corrispondenza fra f e  F  
sia effettivamente biunivoca, cioè birazìonale. Mentre a un 
punto generico di f  corrisponde un determinato punto di F , 
(e così ad un punto generico di F corrisponde un punto di /) , 
potranno esistere su /  (e analogamente su F) dei punti d’ecce-
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sione per cui le formule della trasformazione riescono inde­
terminate; tali sono i -punti di /  dove si abbia contempo­
raneamente

<P1 =  ?2 =  <P3 =  0 -

Quando si presenta questa eccezione è naturale chiedersi 
se essa possa venire rimossa, definendo in base alla legge di 
continuità i mutui rapporti di X1? X2, X3, che si presentano

sotto la forma indeterminata - .  A tale scopo svolgeremo le 
considerazioni seguenti.

Le curve Àcpt +  ■+■ vep:ì =  0 formeranno in generale una
rete; va eccepito un solo caso che considereremo in appresso. 
Ora la trasformazione a) fra le due c u rv e /e  F  appare subor­
dinata ad una trasformazione razionale A) fra i rispettivi 
piani, la quale viene rappresentata dalle medesime formule. 
Questa trasformazione si definisce geometricamente ponendo 
una proiettività fra la rete XrpL (Jicp2 -1- vcp:3 =  0 e il piano 
rigato aXa \iX2 -f- vX =  0, in guisa che ad ogni elemento 
(curva) della rete corrisponda una retta, e ad ogni fascio di 
curve un fascio di rette. Appare così che la trasformazione A) 
non sarà in generale univocamente invertibile, perchè — a 
prescindere dai punti base della rete -h |np2 -P vï>3 =  0 — si 
dovranno ritenere come omologhi di un punto (X ) nella cor­
rispondenza .4'), inversa di A), i punti comuni alle curve del 
fascio corrispondente al fascio di rette di centro (X); il 
numero d di questi punti, cioè il numero delle intersezioni 
variabili di due curve della rete (grado della rete) sarà, in 
generale, d Z> 1. (Xel caso particolare d =  0 la trasforma­
zione A) farà corrispondere ai punti (x) del primo piano i punti 
della curva F =  0, e non sarà invertibile per i punti fuori di 
questa). La trasformazione A), in cui ad ogni punto (X) 
corrispondono d >  1 punti (æ), farà corrispondere alla curva F  
una curva composta d e l la /e  di una parte complementare 0, 
che viene descritta dai d — 1 punti coniugati di un punto 
variabile su / ,  ritenendo come coniugati i punti (x) che hanno 
un medesimo omologo in A). La corrispondenza biunivoca 
fra le curve f  e F può venire ugualmente subordinata ad 
una trasformazione razionale fra il secondo piano ed il primo, 
ove si estendano ai punti (X) fuori di F  le formule della 
trasformazione inversa di a).

F. ENRIQUES - II. 9
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Ciò posto' torniamo a considerare un punto base per la 

rete -1- -|- vx:, che designeremo con I\ n e l l ’ ipotesi
in cui esso appartenga a d /(e  dia quindi luogo ad una eccezione 
per la corrispondenza a). Se P  è punto semplice p e r / ,  le curve 
della rete che toccano /  in P  (o clic hanno in P  un contatto 
ulteriore qualora il contatto si avverasse già per tutte le curve 
della rete) formeranno un fascio a cui risponderà un fascio di 
rette, e così verrà determinato per continuità l’omologo di P  
su P : V eccezione considerata ò soltanto apparente.

Ma pongasi invece che P  sia doppio o r-plo, con r ;> 2, 
p e r / ,  a tangenti distinte; allora le curve della rete passanti 
per P  e toccanti (o toccanti ulteriormente) un ramo di / ,  
formano un fascio; si vede quindi che a P corrispondono in 
generale due o r punti semplici di F; solo eccezionalmente 
i due punti anzidetto potranno sovrapporsi in un punto doppio 
di P. Qualora poi il punto doppio d’eccezione su /  divenga 
una cuspide, i due punti omologhi vengono a coincidere.

L’osservazione precedente permette di riconoscere che ad 
un punto semplice P  di /  corrisponde un punto semplice P ' 
di P, semprechò P f non sia eccezionale per la trasformazione 
inversa; similmente l’omologo di un punto P  doppio o mul­
tiplo, per / ,  che non sia punto base della rete trasformante, 
sarà un punto P ’ di uguale molteplicità per P, salvo il caso che 
esso sia un punto di eccezione della trasformazione inversa.

Le cose dette si estendono al caso, eccepito innanzi, in 
cui le y1 cp̂cp., appartengano ad un fascio di curve (unisecanti /) ,

sicché si abbia ~j- =  k , e F =  I  — 1;X=() risulti una retta :

ai nodi di /  corrisponderanno coppie di punti di questa 
retta, ecc. Quindi i resultati ottenuti si potranno riassumere 
nel seguente enunciato che ha una validità assolutamente 
generale, anche fuori delle ipotesi relative alle singolarità 
delle curve in cui per semplicità ci siamo posti:

Una corrispondenza birazionale fra  due curve può rite­
nersi biunivoca senza eccezione ove si pensi ciascun punto mul­
tiplo come resultante dalla sovrapposizione di tanti punti quanti 
sono i rami (lineari o cuspidali) della curva che vi passano.

Ciò posto veniamo al
T e o r e m a , d i  i n v a i u a n z a  d e l  (t e n e r e . Se fra  due curve 

irriducibili dotate di singolarità ordinarie, intercede una cor­
rispondenza' birazionale, le due curve hanno lo stesso generer
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Di questo teorema Ibridameli tale si posseggono varie dimo­
strazioni (cfr. la Notizia storica che segue); riprodurremo qui 
la semplice dimostrazione dovuta al Beutini (i).

Immaginiamo le due c u rv e /e  incollocate in un medesimo 
piano e proiettiamole rispettivamente da due punti generici 0 
e ()' del piano stesso; le intersezioni, dei raggi proiettanti i 
punti omologhi descrivono una curva cp che è in corrispon­
denza Irrazionale con l e / e  _F; designando con n, N gli ordini 
di / ,  F, la curva cp sarà intersecata dalle rette per 0  in n punti 
variabili e dalle rette per 0' in N  punti. La considerazione di 
questa curva ausiliaria permette di riconoscere che le tangenti 
(proprie o improprie) a rami di f  condotte per 0 sono anche 
tangenti a rami di cp, sécche /  e cp, essendo intersecate dalle 
rette per 0  ugualmente in n punti variabili, avranno lo stesso 
genere; in modo analogo si trova che cp ed F  hanno pure il 
medesimo genere, e da ciò si conclude l’uguaglianza dei generi 
di /  e F. "

Il riconoscimento che le tangenti a rami di / p e r  0  coin­
cidono con le tangenti a rami di cp condotte per il medesimo 
punto, si basa sostanzialmente sul fatto che la corrispondenza 
fra /  e cp è biunivoca senza eccezione fra i rami, sicché una 
retta che incontra un ramo di f  in due punti infinitamente 
vicini gode della stessa proprietà rispetto al ramo omologo 
di cp, e viceversa.

Una analisi più minuta vale a illustrare le circostanze 
della corrispondenza. Per semplicità supporremo che f  e F  
posseggano soltanto nodi e cuspidi ordinarie; sarà facile vedere 
le modificazioni di ragionamento che occorrono nel caso di 
singolarità ordinarie più elevate.

Notiamo anzitutto come prendono origine le singolarità 
della curva cp. In primo luogo questa curva possiederà come 
multipli i punti 0  e 0 '; le tangenti in 0  (e così in 0 '), pos­
sono supporsi distinte e non di flesso per i relativi rami, in 
quanto passano j>er i punti omologhi delle intersezioni di 00' 
con JP, dove 0  e 0' sono — come si è detto — punti gene­
rici del piano.

In secondo luogo nasce un punto doppio di cp quando a 
due punti distinti fi e B di / ,  allineati con 0, rispondono due 
punti Af e B' di J?7, allineati con 0', oppure quando ad fi, B

(!) Giornale di Matematiche, t. 7, (1869).
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corrisponde un punto doppio di F, o infine quando si corri­
spondono due nodi delle due curve; questi ultimi due casi 
possono invero ritenersi casi particolari del precedente. Aggiun­
gasi elle il punto doppio di 9, così determinato, deve supporsi 
sempre a tangenti distinte, ove si escludano posizioni partico­
lari di 0, 0 In fatti vi è in generale per 0 un numero finito 
di rette contenenti coppie di punti (distinti o sovrapposti in 
un nodo) a cui rispondono coppie di punti allineati con 0';. 
soltanto quando due fra le nominate rette per 0  coincidono, 
ciò die si traduce in una equazione fra le coordinate di 0, 
può aversi un punto doppio di 9 dove la curva è costituita da 
due rami tangenti (singolarità straordinaria detta tacnodo).

In  terzo luogo nasce una cuspide di 9 quando si corri­
spondono due cuspidi d i / e  F, oppure due punti semplici P, P ' 
dove si abbiano come tangenti le OP e O 'P '; ma quest’ultimo 
caso si può escludere evitando posizioni particolari di 0 , 0 \

Ciò posto: una retta generica per 0, r, sega/*in n punti 
distinti a cui corrispondono n punti distinti di 9; a noi occorre 
esaminare quando due delle intersezioni di r con / ,  o con 9, 
vengono a coincidere. E lecito escludere che 0  si trovi sopra 
una tangente principale in un punto doppio di / ,  oppure sopra, 
una tangente doppia o di flesso. Allora:

1) Se due delle intersezioni di r con f  vengono a sovrap­
porsi in un nodo, i punti omologhi a questo sono distinti o 
sovrapposti in un nodo di 9; in ogni caso la r non risulta 
tangente a un ramo di 9, altrimenti più di due intersezioni 
di r con f  sarebbero venute a coincidere.

2) Se due intersezioni di r con f  vengono a coincidere 
in un punto semplice di contatto, a questo punto corrisponde 
un punto semplice di 9 con la medesima tangente (la quale 
non può essere di flesso).

3) Se invece due intersezioni di f  con r vengono a 
coincidere in una cuspide P, a questa corrisponde un punto 
semplice, P, di 9 con la tangente OP, oppure una cuspide.

Reciprocamente se due delle intersezioni di r con 9 ven­
gono a coincidere in un punto semplice, altrettanto accade 
per le intersezioni omologhe di / ,  perche a punti distinti 
corrisponderebbero punti distinti o sovrapposti in un nodo; 
se invece due intersezioni di r con 9 vengono a coincidere 
in una cuspide questa corrisponde — come abbiam visto — 
ad una cuspide di / ;  la coincidenza di due intersezioni di r
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in un nodo di y risponde, come abbiam visto, ad una retta r 
secante f  in due punti distinti o sovrapposti in un nodo.

In  conclusione le
2 n -|- 2p — 2

tangenti altrove ad /  condotte per 0  (tangenti in punti sem­
plici o rette congiungenti le cuspidi) sono ugualmente tan­
genti a <p, e perciò <p ba lo stesso genere p  di / .  A ltrettanto 
si può dire per ? ed F , sicché si conclude che f  e F  hanno 
lo stesso genere p. c. d. d.

Osservazione. Se i punti 0 e 0' cadono nei punti all’infi­
nito degli assi x e y, la curva ausiliaria y(xÿ) =  0 si ottiene 
ÛB,f(xy) =  0 colla trasformazione omologica:

■®i)
X =  X
_ _  y,(xy)
J v3(vy)

?/ = _ 8g(^ÿ)\.
e3(âÿ)/’

e dalla curva 9(27/) = 0  si jiassa alla JF(XT’) =  0 ponendo

•a.,) U  =  f4 1

[ T  — ÿ.
dove =  <P^9(ag){

’h M l )  <p») * 9 ( ^ ) 1

Così la dimostrazione dell’invarianza del genere viene 
basata sulla decomposizione della trasformazione birazionale a) 
nelle due trasformazioni omologiche a±) a2) (fatta prima 
un’eventuale rotazione degli assi coordinati allo scopo di 
escludere particolari posizioni di 0, 0').

Qui giova rilevare che le tangenti (proprie e improprie) 
a rami di /  condotte per 0  corrispondono ai punti di dira­
mazione della funzione algebrica y(x), o della corrispon­
denza [x y] sulla retta o sul piano complesso (L. 2°, §§ 24, 36). 
Da ciò si può trarre una nuova dimostrazione dell’ invarianza 
del genere nella trasformazione omologica infatti un punto 
di diramazione di y{x), girando attorno al quale si produce 
lo scambio di due valori di ?/, risulta pure punto di dirama­
zione per ÿ(Æ), dando luogo al medesimo scambio dei corri­
spondenti valori di fj.

Del teorema d’invarianza del genere si può fare una 
semplice applicazione al caso delle curve razionali.
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Dicesi razionale una curva i cui punti (xy) corrispondono 
birazionalmente ai valori d’un parametro £, sicché si abbia 
una rappresentazione parametrica del tipo:

dove cp.)? rp:{1 d>.2 designano dei polinomi. Ora, per defi­
nizione, una curva razionale è in corrispondenza biunivoca 
colla retta su cui è disteso il parametro t e perciò il suo

Dunque: le curve razionali nono di genere zero; propo­
sizione di cui abbiamo già fornito una dimostrazione diretta, 
sulla base del principio di corrispondenza, nel L. 1°, § 23.

Notizia, storica.. La scoperta dell’invarianza del genere 
per trasformazioni birazionali dell’equazioni algebrica f(xy) — 0 
proviene dall’idea di B ie m a n n  (1857) di rappresentare con 
un continuo superficiale l’ insieme dei punti reali e complessi 
di f =  0: il genere di /  corrisponde all’ordine di connessione 
della superfìcie di Biemann (cfr. L. 2°, §§ 34-36).

Da questo inulto di vista viene messa in luce l’inva­
rianza del genere per qualsiasi trasformazione biunivoca e 
continua senza eccezione, e quindi in particolare per ogni 
trasformazione biunivoca analitica, cioè birazionale, eseguita 
sulla / = 0 .  Dopoché Olebsoii (1864) ebbe rilevato l’impor­
tanza del genere nella teoria delle curve (cfr. la nota storica 
nel § 23 del libro 2°, vol. I, pag. 285), il teorema dell’ inva­
rianza ha ricevuto varie dimostrazioni algebriche: anzitutto 
una verifica diretta basata sull’ analisi delle formule di tras­
formazione viene data da C le b sc h  e G o r d a n  (1866) (a), mentre 
il C rem ona  (1866) porge del teorema una dimostrazione 
geometrica che si fonda sulla considerazione delle superficie 
rigate (2). Se si pongono in piani diversi due curve d’or­
dine n e ri, fra cui intercede una corrispondenza biunivoca, 
le rette che uniscono i punti omologhi formano una rigata 
di grado n-\- n -  questa possiede una curva doppia il cui 
ordine N  si esprime per i caratteri plueckeriani n, o, le, ed

6) Cfr. le lezioni di Clebscii-Lindemann, traci, fr., t. Ili, pag. 9.
(2) Preliminari di una teoria geometrica delle superfìcie, n.° 54.. 

Cfr. Opere, t. II,' pag. 328.
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ri, o', fr' delle due curve:

N =  )i n + ii(n — 3)
1_ rj —j -  /t* ----  li, li, ~j—

n(u — 3)
fc'.

dal clic si deduce P uguaglianza dei generi.
A queste dimostrazioni segue ({nella di B estin i (1809), 

clie sopra abbiamo svolto. Oltre alla particolare semplicità 
del concetto informatore, questa dimostrazione lia anche il 
pregio di rispecchiare il passaggio che può farsi dalla super­
ficie di Riemann rappresentativa della curva /a l la  superficie 
della trasformata. Infatti la trasformazione che si eseguisce 
sopra (xy) viene qui decomposta in due trasformazioni ele­
mentari operanti sopra una, sola variabile; ora quando si 
cambia y in una funzione Y(xy) lasciando ferma la t, restano 
immutati nel piano rappresentativo della x i punti di dira­
mazione, dai (piali dipende la costruzione della superficie a 
fogli che porge la rieinanniana di f  (cfr. L. 2°, §§ 34 e 36).

Il teorema dell’ invarianza del genere appare sotto una 
nuova luce nella, teoria delle funzioni razionali, o serie lineari 
(/ e ( f , sopra una curva; al (piale punto di vista si possono’ n n
collegare diverse dimostrazioni del teorema: (B r ill  e N other, 
1874; Segue, 1894; Enriques, 1899, 1914). Così, in partico­
lare, il genere si presenta qui in rapporto al discriminante 
delle funzioni algebriche o, geometricamente, in rapporto 
al numero delle curve di un fascio che toccano la curva 
data; la valutazione di questo numero si fa direttamente 
in funzione del genere e del grado n della serie q1 segata 
dal fascio, dal che segue pure una semplice dimostrazione 
del teorema <Pinvarianza (]).

18. Nota sui caratteri delle curve gobbe: formule di 
Cayley. — Le relazioni plueckeriane fra i caratteri di una 
curva algebrica piana si lasciano estendere alle curve gobbe 
— appartenenti allo spazio di tre dimensioni — ed anche 
alle curve iperspaziali. La prima estensione è dovuta a 
C a y l e y  (1845) (2), la seconda a V e r o n e s e  (1881) (3). NToi ci

(9 Cfr. le Lezioni di C le b s c i i - L in d e m a n n ,  trad. fi*., t. I l i ,  pag. 8.
(2) Journal de Math., t. 10, pag. 245 ; Cambridge and Dublin. Math. 

Journal, t. 5, pag. 18.
(3) Matli. Annalen, Ed. 19, pag. 195.
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l i m i t e r e m o  a in d i c a r e  b r e v e m e n t e  c o m e  s o r g a n o  le  f o r m u l e  
d i C a y l e y .

Nozioni generali sulle curve gobbe e sulle rigate. Ricor­
diamo anzitutto la definizione delle curve algebriche dello 
spazio (l), conforme a quella generale delle varietà negli spazi 
a quante si vogliano dimensioni (L. 1°, § 23, Vol. I, pag. 137): 
dicesi curva algebrica il luogo dei punti (xys)  che viene rap­
presentato da equazioni parametriche del tipo

dove cp1? cp2, cp3, <p4, <p sono simboli di funzioni razionali intere, 
e dove cp1? cp2J <p3, cp4, possono supporsi in generale dello stesso 
grado. Se nella rappresentazione precedente cp1? cp2, cp3, cp4 non 
contengono v, nel qual caso la cp =  0 si riduce a v =  costasi 
ha una curva razionale.

Le curve rappresentate dalle equazioni 1) sono in gene­
rale gobbe cioè non giacciono in un piano. Una curva alge­
brica dello spazio, si potrà sempre-definire come parte comune 
a due o più superficie che si ottengono eliminando u e v fra le 
equazioni precedenti. Una curva che costituisca l’intera inter­
sezione di due superficie JP =  0, <T> =  0, dicesi intersezione 
completa. Ma vi sono curve che non possono riguardarsi come 
intersezioni complete di due superficie: F esempio più semplice 
è offerto dalle curve gobbe razionali il cui ordine è un numero 
primo, cioè dove cp4, cpa, cp3 e <?4 sono funzioni di grado primo; 
il primo caso è quello notissimo della cubica gobba.

Ora ogni curva <7, comune a due o più superficie alge­
briche, viene proiettata da un punto generico secondo un 
cono algebrico; infatti l’intersezione completa di due super­
ficie viene proiettata secondo un cono algebrico, e perciò la 
curva comuile a tre (o più) superficie sarà proiettata da un 
inulto qualunque secondo il cono algebrico che si ottiene

Premetteremo un breve riassunto di:

1)

(4) Cfr., per es. Enriques « G. Descrittiva » Parte II, Gap. III.
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corne parte comune dei coni proiettanti le intersezioni com­
plete delle tre superficie a due a due. Se si sceglie come 
centro di proiezione il punto all’infinito dell’asse 0, supposto 
avere rispetto a G una direzione generica, la G verrà proiet­
tata parallelamente all’asse 5 secondo un cilindro algebrico 
xp(xy) =  0, le cui generatrici saranno segate in un sol punto 
da (7; si otterrà quindi una rappresentazione parametrica dei 
punti di G, che rientra come caso particolare nella 1), mediante 
formule del tipo

e nella quale si deve prescindere dalle rette parallele all’asse 5 
che si ottengono in corrispondenza ai punti (xy) per cui 
cp3 =  0 e cp4 =  0. Qui giova osservare che la rappresentazione 
precedente non corrisponde ad una curva gobba generale — in 
rapporto alla definizione 1) — se non quando cp3 e cp4 soddisfino 
a particolari condizioni e legami; se e cp4 si assumono'«priori 
nel modo più generale, accade che la curva rappresentata 
abbia un ordine ni superiore all’ordine n di <p, e passi per il 
punto all’infinito dell’asse 5 (con la molteplicità ni — n).

Una curva algebrica gobba dicesi irriducibile se è proiet­
tata da un punto generico secondo un cono irriducibile; basta 
perciò che sia irriducibile il cono che proietta semplicemente 
la curva da un punto particolare (per modo che una genera­
trice di esso incontri in un sol punto la curva). L’irriducibi­
lità di una curva gobba, come quella di una curva piana, 
(cfr. L. 2°, § 32) significa: in primo luogo che si può passare 
con continuità da un punto della curva a un altro qualsiasi, 
cioè che la curva dà luogo am ia superficie di E iem ann  con­
nessa:; in secondo luogo che, nel passaggio anzidetto, insieme 
al punto variabile (xys)  variano con continuità le derivate 
successive delle sue coordinate.

Tutti i coni proiettanti semplicemente una curva gobba 
dai punti dello spazio che sono fuori di essa hanno lo stesso 
ordine, che dicesi ordine della curva e designa il numero 
costante delle sue intersezioni con un piano il quale non ne 
contenga una parte (cfr. § 14). Quando il centro di .proie-
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zione 0  viene a cadere sopra la curva (7, il cono proiet­
tante 0(C) si riduce in generale d’ordine n — 1, staccandosi 
il piano osculatore in 0. Il detto cono si abbassa all’ordine 
n— 2, eec. ove 0  sia un punto doppio o multiplo della curva, 
cioè tale che ogni piano per 0  abbia ivi due o più interse­
zioni riunite con la C. Si noti che nasce un punto doppio 
della curva (7, (piando in (7 si segano due superfìcie aventi 
in 0  lo stesso piano tangente.

Così dal punto di vista precedente, come dal punto di 
vista della rappresentazione parametrica 1) assunta come defi­
nizione delle curve gobbe, appare che l’esistenza d’un punto 
doppio costituisce una particolarità che non appartiene alle 
curve gobbe più generali di un dato ordine. Ciò vale anche, 
rispetto alla stessa rappresentazione parametrica 1), dove si 
supponga che la curva y(uv) =  0 possegga dei punti doppi, 
purché le cp2 , :p.}, cp4, sieno assunte in modo che si annul­
lino in codesti punti (il che è lecito di ritenere come il caso 
generale).

Ora risulta da (pianto precede che la proiezione di una 
curva gobba (7 fatta da un centro 0  sopra un piano tt, è in 
generale una curva d’ordine n, ma si riduce ad una curva 
d’ordine n — 1 se 0 cade in un punto (semplice) della curva. 
Siccome tutte le proiezioni piane di C sono fra loro in cor­
rispondenza biunivoca, e quindi birazionale, esse avranno lo 
stesso genere p (cfr. paragrafo precedente), il quale si desi­
gnerà come genere della, curva. Segue di (pii che la curva 
piana d’ordine n proiezione generica della curva gobba Of 
possiede sempre dei punti doppi (o multipli) all’ infuori dei 
punti doppi che provengono per proiezione dagli even­
tuali D  punti doj)pi effettivi della (7; precisamente si avrà:

{n — 2)(n— 3) 74 .x . . ,-------- -------------- D, e perciò si troveranno almeno

\(n — 1)(m — 2) n ) ( (n — 2)(n — 3) ) _
I 2 i i 2 ) ~ n J

punti doppi siffatti, cioè tanti punti doppi apparenti, corri­
spondenti a corde della curva gobba passanti per il centro 
di proiezione.

A complemento delle nozioni elementari che qui riassu­
miamo sulle curve gobbe, giova ricordare che le tangenti ad
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una curva gobba 0  costi (Oliscono una rigata sviluppabile, cioè 
nini, rigata generata, come inviluppo, dal movimento di un 
piano (osculatore alla C). In tutti i punti di una generatrice 
si ha il medesimo piano tangente, che è il piano osculatore 
suddetto. Questa proprietà caratterizza, come è noto, le rigate 
sviluppabili, indipendentemente dalla algebricità; mentre per 
ogni rigata gobba (cioè non sviluppabile) il piano tangente 
varia col variare del punto di contatto sopra una generatrice, 
per modo che si hanno anziché piani tangenti (A).

È pure noto che una sviluppabile, come serie oc1 di piani, 
costituisce l’ente duale di una curva nello spazio, questi piani 
essendo in generale osculatori ad una curva gobba. In par­
ticolare fra le sviluppabili figura il cono inviluppo di piani 
come ente duale della curva piana, le generatrici del cono 
corrispondendo alle tangenti della curva piana. Qui si avverta 
die l’ insieme delle tangenti ad una curva piana si può con­
siderare come una rigata sviluppabile la quale ricopre il piano 
tante volte (piante ne indica la classe della curva. Correla­
tivamente il sistema dei piani passanti per le generatrici 
di un cono si riduce ad una stella multipla secondo l’ordine 
del cono.

Una rigata algebrica, sviluppabile o no, considerata come 
luogo di punti, costituisce una superfìcie rappresentata da 
un’equazione j\xìfa) =  0; a tali superficie riferiamo le seguenti 
considerazioni, dove s’intende generalmente eccepito il cono (e 
la sviluppabile piana). L’ordine di una. rigata, ossia il numero 
delle sue intersezioni con una retta generica, è uguale al 
numero delle generatrici della rigata incidenti alla retta, e 
sotto questo aspetto si designa col nome di grado della rigata. 
La definizione del grado essendo correlativa di se stessa, il 
grado di una rigata designerà anche la classe dell’inviluppo 
degli c>o" piani passanti per le generatrici della rigata; per 
una rigata gobba questi piani sono i piani tangenti alla super­
fìcie, mentre per una rigata sviluppabile, costituita dalle tan­
genti a (7, essi risultano tangenti alla curva C e solo impro­
priamente alla superficie da quelle generata.

La rigata sviluppabile costituita dalle tangenti alla curva 
gobba C, possiede la C come spigolo di regresso o curva cuspi­
dale: s’intende che ogni punto 0  di C è doppio per la super-

(b Cfr., per es. Enriques « G. Descrittiva » Parte II, Cap. II e VI.
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tìcie e dà luogo ad ima cuspide per qualunque sezione fatta 
con un piano per 0. Viceversa, ogni rigata che possegga una 
curva direttrice cuspidale è sviluppabile, perchè ogni gene­
ratrice incontra la curva in un punto, per il quale passa 
anche la generatrice infinitamente vicina, che riesce così inci­
dente alla prima. Questo teorema infatti appartiene alla geo­
metria differenziale; vale quindi in particolare per le rigate 
algebriche considerate nella loro interezza, purché irriducibili.

Una rigata algebrica gobba (irriducibile) non possiede, 
per quanto si è detto una curva cuspidale; ma ogni rigata 
di grado n >> 2 possiede una curva doppia (eventualmente 
sostituita da una curva di molteplicità più elevata) luogo dei 
punti per cui passano due generatrici della rigata, nella quale 
(essendo la curva nodale) si attraversano due falde della 
superficie. Si prova l’effettiva esistenza di una curva doppia 
che incontri le generatrici della rigata in n — 2 punti, nel modo 
che segue.

Si mandi per una generatrice p un piano qualsiasi a 
che segherà la rigata secondo una ulteriore curva lcn_ { d’or­
dine n — 1. La fcn_ 1 interseca p in n — 1 punti, ma uno solo 
di questi, A, è punto di contatto proprio del piano oc con la 
superfìcie, giacche il x>iano tangente in un punto variabile 
di p varia per p , descrivendo un fascio proiettivo alla pun­
teggiata dei punti di contatto (teorema di C h a s le s ) .  Per­
tanto gli altri n — 2 punti comuni a 7̂ 2_ 1 e a p, fuori di A, 
resteranno fissi al variare del piano oc per p , e costituiranno 
i punti doppi della rigata; i quali, al variare della genera­
trice p, descrivono una curva.

Per una rigata generale, cioè per la più generale super­
fìcie soddisfacente alla condizione di contenere rette (ossia 
per la rigata che corrisponde ad una curva generale della 
quadrica di S~ rappresentativa dello spazio rigato — cfr. L. 1°, 
$ 19; vol. I, pag. 118), si ha effettivamente una curva nodale 
e non una curva multipla di ordine >  2, nè una curva cuspi­
dale. Accade invece che una parte della curva doppia divenga 
cuspidale se la rigata è sviluppabile; in questo caso la curva 
cuspidale, spigolo di regresso, tocca semplicemente le gene­
ratrici, e fuori di essa rimane, per n >  4, una curva nodale 
che interseca le genetrici in n — 4 punti e che costituisce il 
luogo dei punti per cui passano due tangenti alla curva gobba 
spigolo di regresso. L’ osservazione precedente si giustifica
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osservando che, nel caso di una rigata sviluppabile, la proiet­
ti vità fra i punti di una generatrice p  e i piani per p  diventa 
degenere; ad un punto generico corrisponde l’unico piano 
tangente lungo la generatrice che oscula lo spigolo di regresso O 
in un punto P, e così ad un piano generico per p corrisponde, 
come punto di contatto (improprio), l’unico punto P  della gene­
ratrice. Ora accadrà che la sezione della rigata con un piano a 
per p , sarà — oltre p  — una curva avente con p un
contatto tripunto nel punto P; le rimanenti n — 4 interse­
zioni di 7i*n_ 1 con p restano pure Asse, al variare del piano a 
per p , e forniscono punti della curva nodale.

A quanto abbiam detto vogliamo aggiungere l’avverti­
mento esplicito che, oltre la curva direttrice doppia (o mul­
tipla), una rigata può anche possedere delle generatrici doppie 
(o multiple). Così, per esempio, se una curva gobba C pos­
siede una tangente doppia, questa costituisce una generatrice 
doppia per la rigata delle sue tangenti; precisamente sarà 
una retta nodale, dove si attraversano due falde della super­
ficie, se si tratta di una tangente a contatti distinti; invece 
sarà una retta cuspidale, nell’intorno della quale la super­
ficie consta di una sola falda, qualora si tratti di una tangente 
di flesso della (7.

Passiamo ora a stabilire per le curve gobbe le
Form ule di C a y l e y .  A  questo scopo essendo data una 

curva algebrica gobba C\ considereremo una sua proiezione 
piana C' fatta da un punto generico; i caratteri di C' forni­
scono caratteri di (7, fra i quali si trova un primo gruppo di 
tre relazioni, in corrispondenza alle formule di Pluoker rela­
tive alla C . L’applicazione della legge di dualità nello spazio, 
ove alla curva gobba si associ la sviluppabile dei suoi piani 
osculatori, permette di dedurre dalle relazioni trovate altre tre 
relazioni fra i caratteri di C. Si hanno così 6 relazioni indi- 
pendenti, che costituiscono il gruppo delle formule di C a y l e y .

Noi supponiamo che la curva <7', proiezione piana gene­
rica di (7, sia dotata soltanto di singolarità elementari, e così 
— dualmente — per la curva sezione piana della sviluppabile 
osculatrice formata dalle tangenti a (7. In tali ipotesi si 
avranno a considerare i>er la curva (7 i seguenti caratteri :

1) V ordine a, che è anche l’ordine della proiezione 
piana (7'; e dualmente:
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2) la classe ri, cioè il numero dei piani osculatori alla 
curva gobba che passano per un punto generico; le tracce 
dei piani osculatori della curva gobba C sul piano di C  sono 
tangenti di desso per questa curva proiezione.

3) Il numero cl dei punii doppi apparenti, cioè il numero 
delle corde della curva gobba C che passano per un punto; 
alle quali corrispondono punti doppi della proiezione 0', non 
prò venienti da punti doppi di 0. Dualmente:

4) il numero d! delle « rette intersezioni di due piani 
osculatori a C » che appartengono ad un piano generico.

5) Il numero D  dei nodi della curva 0, e dualmente:
6) il numero I)' dei piani ìriosculatori alla C.
7) Il numero fc delle cuspidi di C, e dualmente:
8) il numero /»'/ dei piani stazionari, cioè dei piani 

aventi un contatto quadripunto con la curva C.
9) Il numero t dei piani bitangenti alla curva gobba 

che passano per un punto generico, cioè la classe della svi­
luppabile costituita dai piani bitangenti; le tracce di codesti 
piani sul piano della curva 0' sono tangenti doppie per questa 
curva proiezione. Dualmente:

10) V ordine t' della curva nodale della rigata sviluppa­
bile circoscritta alla C.

Infine si avranno ancora a considerare i tre caratteri 
auto-duali della rigata sviluppabile circoscritta alla curva 
gobba C :

11) il rango r di C, grado della rigata, cioè il numero 
delle tangenti a C che sono incidenti ad una retta generica;

12) il numero T  delie tangenti doppie di C, generatrici 
doppie della predetta rigata;

13) il numero N  delle tangenti di flesso, aventi contatto 
tripunto con C, che sono generatrici cuspidali della rigata 
sviluppabile.

Scriviamo per la curva 0', proiezione piana della O, le tre 
formule di P luoker 1, 2, 7, del § 17, dalle quali seguono le 
altre dell’ intero sistema 1....9; otterremo così le prime tre 
formule di O ayley:

1)

■2 )

3)

r =  n(n — 1) — 2( d -h D) — ,

n =  r(r — 1) — 2 (t +  T) — 3 {ri +  N),

3(r — n) = (ri -1- N) — Ir,



dalle quali si deducono per dualità nello spazio le altre tre 
formule
4) r =  ri(ri —3) — 2(<Z'd- D ) — 377,

5) ri =  r(r — 1) — 2(7 -h T) -  ?>(n N),

fi) 3 (r — ri)'=  (n N) — 77.

Queste sei relazioni sono indipendenti e permettono di 
calcolare 6 fra i caratteri nominati della curva gobba C, 
(piando si conoscano i rimanenti.

A codesti caratteri si può aggiungere il genere p della 
curva gobba, cioè il genere delle sue proiezioni piane, le quali 
si trovano in corrispondenza biunivoca F una coll’altra. Del 
genere jp si possono dare le seguenti espressioni notevoli:

V =  \  (»■ —  1 ){n ~  2) —  (d - |-  D) — li

V =  i  -  1 )(n -  2) -  (d’ D ') —  li

P =  \  (r -  l)(r -  2) -  (t +  T) -  (»' +  N)

p =  - (r — i)(r — 2) — (t' +  T) — (n -+- N) ;

alle quali aggiungiamo la formula

r =  2 n +  2 p — 2 — h , 

che, per curve gobbe prive di cuspidi, si riduce alla forma

r =  2n -f- 2 p — 2.

Si consideri una curva gobba (7, di dato ordine n, varia­
bile in dipendenza di parametri; accade che la O possa 
acquistare nodi e cuspidi apparendo allora come particolari^- 
zazione della C generale. In modo analogo si possono avere, 
per C particolari, delle tangenti doppie c? di flesso, nonché 
dei piani biosculatori. Ma per quanto sopra è stato osservato, 
una curva gobba di dato ordine che sia generale ai sensi 
della rappresentazione parametrica assunta come definizione, 
non possiede punti doppi; similmente si può vedere che essa 
non. possiede neppure tangenti doppie o di flesso, giacché
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le rette dello spazio essendo e le tangenti ad una curva ooL7 
l’esistenza di una tangente doppia porta due condizioni per 
la curva; infine una curva gobba generale non possiede nep­
pure piani biosculatori, l’esistenza di un tal piano portando 
per la curva una condizione. Così per le curve gobbe generali 
si ha

allora le formule di C a y l e y  permettono di esprimere 6 carat­
teri delle curve gobbe generali in funzione di due di essi, 
per esempio dell’ ordine e del rango (ojipure del genere,, 
essendo r =  2a-j-2p — 2). Avremo le espressioni seguenti:

Vi è luogo a chiedere se possa trovarsi un’ulteriore rela­
zione che permetta di esprimere anche il rango d’ima curva 
gobba generale per il suo ordine. L’analogia colle curve piane 
farebbe credere a questa possibilità, inducendo a ritenere che 
le curve gobbe d’ordine dato formino una sola famiglia, i 
cui elementi dipendono da parametri variabili in modo con­
tinuo. Ma il fatto è  che « V ordine e il rango (o il genere) 
d’ una. curva, gobba, costituiscono caratteri indipendenti ». Ciò 
risulta dalla scoperta fatta da S a l m o n  (1849) (*) di una seconda 
specie di quartiche gobbe, oltre a quelle che si ottengono come 
intersezioni complete di due quadriche e che hanno il rango 8 
e il genere 1.

Vediamo come si sia condotti alla considerazione di tali 
curve trattando il problema della

Classificazione delle quartiere gobbe. Prendiamo le mosse 
dell’osservazione (ilio: ogni quartica gobba (irreducibile) appar­

i i  =  7s =  D ' =  T =  A =  ();

d =  r1 1 — 1 ) — r { =  ~ n( n — 3) — (p — 1)

n =  3(r — n) =  3(n -j- 2p — 2) 

t =  - ) r(r — 10) +  8a(*

t’ =  l r ( r -  4)

(Ofr. 1) 

(Ofr. 3) 

(Ofr. 2)

(Ofr. 5) 

(Ofr. 6) 

(Ofr. 4).

7,;' - ■= (ir — 8n =  4(n -+- 3p — 3) 

<(' — ~ ) !)(r — n)'2 — 22r -+- 27» 'Jj

(9 C a m b r id g e  a n d  D u b l in .  M alli .  J o u r n a l ,  t. 5, pn g .  23.
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tiene ad una superficie del second’ordine o quadrica. Infatti 
le quadriche dello spazio dipendono linearmente da 9 para­
metri (l’equazione del secondo grado in æ, y, 2  contiene 10 coef­
ficienti) sicché esiste una quadrica passante per 9 punti di 
una quartica, e perciò (§ 14) contenente la quartica.

Ora sia G una quartica, e Q una quadrica passante per 
essa. La O dovrà avere quattro intersezioni con ogni conica 
sezione piana di Q e quindi in particolare colla sezione d’un 
piano tangente, cioè complessivamente quattro intersezioni 
con due generatrici di diverso sistema della Q. Potrà acca­
dere che la C incontri le generatrici di ciascun sistema in 
due punti, oppure che incontri le generatrici d’uno dei due 
sistemi in un punto e quelle dell’altro in tre punti. E escluso 
die C possa incontrare una retta in quattro punti essendo 
irreducibile, giacché un piano per tale retta, contenente un 
altro punto di (7, avrebbe cinque intersezioni con G e quindi 
dovrebbe contenere l’intera curva.

Si possono effettivamente costruire su Q quartiche di 
prima specie intersecanti le generatrici dei due sistemi in due 
punti; tali sono le intersezioni di Q con un’altra quadrica. 
Si verifica che tutte le quartiche di prima specie si ottengono 
in tal guisa come intersezione completa di Q con un’ altra 
quadrica, contando il numero dei parametri che entrano 
linearmente nella determinazione delle quartiche di prima 
specie e delle intersezioni complete delle quadriche con Q. 
Queste ultime sono oo8 giacché le quadriche sono oo9 e per 
la curva comune a due q u ad rich e/= 0  e 9 =  0 passano le oo1 
quadriche del fascio X/-H[x<p =  0; e altrettante sono le quar­
tiche di prima specie appartenenti a Ç, giacché tutte si otten­
gono come sezioni di Q coi coni del quart’ordine che le proiet­
tano da un punto 0  di Ç, i (piali posseggono come rette 
doppie le due generatrici di Q per 0.

D’altra parte si possono costruire su Q quartiche di 
seconda specie, intersecanti in tre punti le generatrici d’un 
sistema: «, J,.... e in un punto le generatrici del sistema 
opposto. A tale scopo occorre segare Q con una superficie 
cubica passante per «, b; la curva sezione, pm rata delle due 
rette a, />, è una quartica che sega le generatrici di Q inci­
denti ad a, b in un punto, ed invece sega le generatrici 
sghembe ad «, cioè le generatrici dello stesso sistema, in 
tre punti. Si prova che tutte le quartiche di seconda specie

F. EN11IQUES - I I . 10
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giacenti su Q e secanti a e 1) in tré punti, sono sezioni par­
ziali di superfìcie cubiche passanti per a e />, mediante un 
semplice computo delle costanti che entrano linearmente nella, 
determinazione delle nostre curve. Le superficie cubiche dello 
spazio sono e quelle che passano per le due rette date a, é, 
soddisfano a 4-4-4 = 8  condizioni, sicché a prima vista vi 
sono oo11 quarticlie-sezioni su Q; questo numero si riduce di 4, 
poiché per ogni quartica passano superficie cubiche linear­
mente indipendenti, fra cui spezzate in Q ed in un piano 
residuo. Ordunque esistono, su Q, cc7 quarti che di seconda 
specie intersecanti a e 1) in tre punti. D’altra parte esistono 
esattamente quartiche di seconda specie intersecanti le 
generatrici a e 1) in tre punti; come si vede contando i coni 
del 4Ü ordine proiettanti la curva da un punto 0  di Q, i quali 
soddisfano alla condizione di possedere come tripla la gene­
ratrice appartenente al sistema di a e come semplice l’altra 
generatrice. Si conclude che tutte le quartiche di seconda 
specie si ottengono, su Q, come sezioni parziali di superficie 
cubiche, nel modo anzidetto.

Ora osserviamo che, essendo <7 una quartica di prima 
specie, per un punto generico 0  dello spazio passano due 
corde di (7, che sono le generatrici della quadrica conte­
nente G e 0; così il numero dei punti doppi apparenti di G 
vale d =  2. Invece se la G è una quartica di seconda specie, 
preso il punto 0  in un punto generico della quadrica conte­
nente (7, vi è per 0  una trisecante di G che equivale a tre 
corde; pertanto quando 0 è un punto generico fuori della 
quadrica vi sono per esso tre corde di (7, e quindi il numero 
dei punti doppi apparenti di G vale ora d =  3.

Al diverso numero dei punti doppi apparenti si lega il 
diverso valore del genere delle due quartiche: per la quartica 
di prima specie il genere vale p =  I, e pér la quartica di 
seconda specie p =  0. Ciò è d’accordo col fatto (cfr. § 17) che 
la quartica di seconda specie è una curva razionale come la 
sua proiezione piana. Le coordinate rr, y, 0 dei punti della 
curva si esprimono infatti come funzioni razionali di un para­
metro; si ottiene effettivamente questa espressione parametrica 
cercando l’intersezione variabile della quartica con un piano 
condotto per una sua trisecante, questo punto dipende razio­
nalmente dal parametro che determina il piano entro il fascio.

Viceversa: una curva gobba razionale del quart’ordine,
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senza punti doppi, è una quantica di seconda specie; sicché 
si ottiene la più generale quartica di seconda sj)ecie ponendo 
x, ?/, z funzioni razionali fratte di quarto grado di un para­
metro t con lo stesso denominatore. Infatti la curva senza 
punti doppi che così viene rappresentata ha l’ordine n — 4 
e il genere jp =  0 , quindi d =  3.

A quanto abbiami detto sulla classificazione delle curve 
gobbe (V ordine n — 4, aggiungiamo che per n >  4 non bastano 
neppure i caratteri n e d  a determinare una famiglia di curve 
gobbe; intervengono nella classificazione nuovi caratteri indi­
pendenti, sicché la classificazione stessa viene a costituire un 
problema straordinariamente complesso; al quale si riferiscono 
gli studi di H alphen e N otiier del 1882 (1).

Ma non è qui il luogo per trattare di tale argomento, 
cui si è voluto accennare soltanto a scanso di erronee indu­
zioni o interpretazioni dei resultati precedenti.

Osservazione. Nelle formule di C ayley scritte innanzi, 
non si fa differenza fra i punti doppi apparenti e i punti 
doppi effettivi della curva, comparendo in esse la somma d-{-D 
(e similmente si dica per riguardo ai caratteri duali). A questa 
circostanza si collega la possibilità che, per variazione con­
tinua, qualcuno dei punti doppi apparenti della curva venga 
sostituito da un punto doppio effettivo.

Così, ad esempio, la curva razionale del quart’ ordine che 
si é designata come (piartica gobba di seconda specie, ed è 
rappresentata parametricamente dalle equazioni

?,00 __ t l d- hi t° H- cy t~ H- d{ t +  e{
ò(t) — y <b(t)

cp.,(t )  a., 1)2t3 -l- 6»212 -I- d.21 +  e.2
à(t) ~~ ò(t)

___cp:ì( t)  a:ì t4 +  6;. t3 H -  6*;î t2 -1- t e:i
— <K0 ~~ <K*)

ìicquista im punto doppio nell’origine quando si faccia

dli =  el =  dì =  e., =  d.ì =  e3 =  0,

<Ko)=l=0>

(l) H a l p h e n  « Mémoire sur la classification des courbes gauches 
algébriques » (Journal de PÉcole polytec., 1882) ; N oth er  « Zur Grundle- 
gung der Théorie der algebraischen Raumkurven » (Berliner Abh., 1882).
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diventando allora comune ad °ol quadriche che vengono deter­
minate dal passaggio per il punto doppio e per altri 7 punti 
della curva; mentre nel caso generale quella quartica appar­
tiene ad una sola quadrica, sulla quale viene segata da una 
superficie cubica che ne contiene due generatrici di uno 
stesso sistema. Ma poiché la quartica gobba di seconda specie, 
senza punti doppi, possiede tre punti doppi apparenti, risulta 
die quando la curva acquista un punto doppio, questo sosti­
tuisce uno dei tre punti doppi apparenti.

Qui importa avvertire che la quartica razionale con punto 
doppio, considerata innanzi, si presenta anche come caso par­
ticolare di una quartica di prima specie, intersezione (completa) 
di due quadriche, quando queste diventano tangenti; nella 
quale particolarizzazione il punto doppio effettivo non sosti­
tuisce più un punto doppio apparente, ma si aggiunge ai due 
posseduti dalla quartica di prima specie.

L’esempio precedente mostra che le curve gobbe con 
punti doppi effettivi si possono ritenere generalmente come 
enti particolari di diverse famiglie di curve dello stesso ordine,, 
aventi fra loro diverso genere.

Chiuderemo questo paragrafo scrivendo la
TABELLxl d e i  c a r a t t e r i  d e l l e  c u b i c h e  e  q u a r t i c h e  

GOBBE g e n e r a l i  e  d e l l a  c u r v a  i n t e r s e z i o n e * c o m p l e t a

DI DUE SUPERFICIE.
Cubica gobba. La cubica, essendo segata dai piani per una 

corda in un sol punto variabile è curva razionale (L. 2°, § 23); 
si avrà:

n =  3, p =  0, r =  4
d =  1, r i =  3, t =  0, t' =  0, ¥ = Q ,  d'=  1.

Quartica gobba di prima specie. 

n =  4, p =  1, r — 8
d =  2, ri =  12, t =  8, t' =  8, 7c'— 16, ri'= 3 8 .

Si osserverà la seguente verifica: il carattere ri = 1 2  si 
ottiene anche notando che la proiezione della quartica fatta 
da un suo punto è una cubica con 9 flessi, e tenendo conto
che il piano osculatore in un juinto, 0, della quartica deve
contare per tre fra i piani della sviluppabile osculatrice pas-
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santi per 0, poiché 0 ò intersezione eli tre piani osculatori 
infinitamente vicini.

Quartica gobba di seconda specie.

n =  4, p =  0, r — 6

d =  3, w '= 6 , t =  4, «# =  6 , 7c' =  4, d' =  6 .

La classe della curva si può anche valutare, come per la 
quartica di prima specie, osservando che la proiezione di C 
da un suo punto è una cubica con franto doppio, che ha 
perciò 3 flessi. Si veridica anche che la quartica possiede 
4 piani stazionari i cui punti di contatto si ottengono su 
questa curva razionale come punti uniti di una corrispon­
denza [3, 1]: infatti se ad ogni punto A si fa corrispondere 
il punto A ', intersezione del piano osculatore in A, si ottiene 
la predetta corrispondenza [3, 1].

Curva intersezione completa di due superficie d’ordine jjl, v.
Seguendo una delle vie che vengono appresso indicate, 

si trovano, nel caso generale, i seguenti caratteri della nostra 
curva C:

D — lv =  Dr =  T =  N ~ 0

n =  |xv , d =  - |xv(|x — l)(v — 1), p =  \  H v +  n — 4) -+-1

r =  |xv(v H- jx — 2)

n  — 3|Jtv(v —f— [x — 3)

t =  [iv ) jxv(v {1 — 2)2 — .10(|i v — 1) 28 (
Z

t' — ì> lxv(v +  9 — 2)-ì M-V(v +  l-i — 2) — 4 ( 

li =  |xv(6;i +  6v — 20)

d =  [xv 5 9[xv(v -t- [x — 3)' — 22([x v) -+- 71 (.z

In virtù delle formule di O a y l e y  basta calcolare, oltre 
l’ordine n =  |iv, un altro dei caratteri, per esempio d o r o p. 
O a y l e y  (1845), al termine della citata memoria che con­
tiene le relazioni fra i caratteri delle curve gobbe, dà, senza 
dimostrazione, il valore del numero dei -punti doppi appa­
renti di una C intersezione completa di due superficie / {1 e cpv.
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Questo numero si lascia scoprire facilmente, riducendosi- 
per continuità al caso particolare in cui, per esempio, la■ <pv. 
degeneri in v piani. Si avvertirà che i punti doppi di C\ 
comuni a due sezioni piane, non corrispondono a corde della G 
condotte per un punto, e quindi non sono limiti di punti 
doppi apparenti. Così il numero dei punti doppi apparenti 
della G si ottiene calcolando le rette passanti per un punto 
che si appoggiano ad una coppia di sezioni di in punti 
distinti, cioè fuori dei g punti che esse hanno in comune:

(l — ( A 1''— i-1) =  2 S v — 1 )11 {iA — 1 ) •

Lo stesso numero d si può valutare mercè un calcolo 
analitico diretto, che si trova sviluppato dal Salmon (a) (1849). 
In questo modo si prova che i punti doppi di una proiezione 
piana C' della G si ottengono segando la C  (d’ordine gv) con 
una curva d’ordine (g— l)(v — 1) che passa semplicemente 
per i punti doppi di C'. Il qual resultato si connette ad un 
teorema pertinente alla geometria sopra una, curva stabilito 
dal N ò t i i e r  (2), che dà ragione del fatto che la G viene segata 
in 2 p — 2 punti da una superlicie d’ordine g -}-v— 4.

Indipendentemente dal numero dei punti doppi apparenti 
della (7, Salmon (1849) ne ha pure determinato il rango ("). 
Ciò può farsi sinteticamente come segue. Si tratta di trovare 
il numero delle tangenti a G che incontrano una retta a. 
A tale scopo si consideri un punto A variabile sopra a; le 
sue polari rispetto ad /  e z> descrivono due fasci proiettivi di 
superficie d’ordine \ i— 1 e v — 1, le cui intersezioni variabili 
generano una superlicie d’ ordine g v — 2 (cfr. L. 2°, § 17); 
questa superfìcie interseca, la G in [jtv(g-l-v — 2) punti, che 
sono i punti di contatto delle tangenti di G incidenti ad a .

19. Nota su alcuni caratteri delle superfìcie: formule di
Salmon. — Un’altra applicazione delle formule di P l u c k e r , 

che ne costituisce una interessante estensione, concerne i 
piani bitangenti delle superficie.

(1) Cfr. il citato trattato di Geometria a tre dimensioni, n. 313.
(2) Matli. Annalen, Bd. 8, pag. 511, (1874).
(3) Cfr. S a lm on , ib idem , n. 342.
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Sia f(;xlx.1x.,xì) =  () una superfìcie algebrica generale (l’un 

certo ordine n, priva di punti doppi, sicché in uip punto 
qualsiasi di essa esista un piano tangente determinato:

3/ 3 f
4 -  ih +  y 2 + ̂x i dx.,

3 / 3/
dx

Il piano tangente in un punto generico sega /  secondo 
una curva dotata di nodo; ma vi è su /  una curva parabo­
lica, luogo di punti la cui sezione col piano tangente pos­
siede una cuspide. Per nessuna superfìcie irreducibile all’in­
fuori delle sviluppabili (che sono superficie rigate dotate d’una 
curva cuspidale) può accadere che non solo co1 punti ma 
co2 punti sieno parabolici (1).

Ora: la curva parabolica d’una superficie generale (V or­
dine n è la curva gobba d’ordine 4n(n — 2) intersezione della f  
colla sua hessiana :

h = V f
3

=  0.

Infatti si consideri la hessiana d i/ . Essa è il luogo tanto 
dei punti doppi delle superficie prime polari

(p ia n to  d e i  p u n t i  l e  c u i  q u a d r i c h e  p o la r i  h a n n o  u n  p u n t o  
d o p p i o ;  l a  c o i n c i d e n z a  d e l l e  d u e  d e f i n i z i o n i  s i v e d e ,  c o m e  al § 7 
(p a g .  49), in  b a s e  al t e o r e m a  di p e r m u t a b i l i t à  d i P l u c k e u .

Ora se /  ed li hanno comune un punto (semplice) 0 , 
esisterà, nel piano tangente ad /  in 0, un punto P, diverso 
da 0, la cui polare ha in 0  uh punto doppio. Ma la superficie 
polare di P  contiene le curve polari di P  rispetto alle sezioni 
piane di / ,  fatte coi piani per la retta PO. Si deduce che 
tutte codeste sezioni piane hanno la PO come tangente di 
flesso in 0, salvo la sezione col piano tangente, che ha in 0 
una cuspide e la PO come tangente cuspidale. Invero abbiam 
visto (§ 4, pag. 29) che se un punto doppio 0  di ima curva 
è doppio per la polare di un punto P, diverso da 0, occorre 
che 0  sia una cuspide e PO la tangente cuspidale (salvo casi 
particolari di singolarità superiori).

(A) Cfr. per es. Enriques « G. Descrittiva » Parte II, § 48.
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Viceversa si prova die un punto 0, parabolico per / ,  
appartiene alla liessiana 7t, dimostrando die la quadrica polare 
di 0  possiede un punto doppio P. Infatti si consideri una 
sezione di f  fatta con un piano che contenga la tangente 
principale in 0; rispetto a questa sezione, 0  ha una conica 
polare dotata di un punto doppio P, che si trova sulla detta 
tangente principale; ora P è anche punto doppio per la conica 
polare di 0  rispetto alla sezione col piano tangente, la quale 
ha in 0  una cuspide; si deduce che P  è doppio per la qua­
drica polare di 0  e quindi appartiene all’hessiana. c. d. d.

I piani tangenti alla superficie / ,  condotti per un punto 
qualunque A, inviluppano un cono circoscritto, le cui genera­
trici sono le tangenti ad f  per A. La /  essendo una super­
ficie generale dell’ordine a, il cono circoscritto da un punto 
generico è d’ordine n(n — 1), uguale alla classe delle sezioni 
piane di / ,  e di classe n(n — l)2, questo numero designando 
la classe della superficie / ,  cioè il numero dei piani tangenti 
ad /  che passano per una retta p ; infatti le polari di due 
punti qualunque di p si segano secondo una curva d’ordine 
(n—  l)2 che ha comuni con f  i punti di contatto dei piani 
tangenti condotti da p (*); la curva gobba d’ordine n(n— 1) 
secondo cui il suddetto cono tocca / ,  è intersezione completa 
di [f con la prima polare di A e dicesi contorno apparente 
di f  rispetto ad A; essa verrà designata con C.

Ora del cono circoscritto ad f  da vi, conosciamo due 
caratteri; l’ordine e la classe; occorre un altro carattere per 
la risoluzione delle formule di P lijcker ad esso relative. 
A tale scopo basta determinare, per es., il numero delle gene­
ratrici cuspidali del cono, che sono le tangenti a C per À, cioè 
le tangenti principali di f  (rette aventi un contatto tripunto 
con la superficie) passanti per A . E perciò si osserverà che il 
punto di contatto, D, di una tale tangente principale, appar­
tiene alla seconda polare di A, e reciprocamente. Così le 
generatrici cuspidali del cono A(C) sono date dalle interse­
zioni di C con la seconda polare, cioè sono in numero di

n(n — l)(a — 2).

Mercè le formule di P lijcker si trovano ora: il numero 5

(b La classo di una superficie generale fu trovata da Poncelet 
nel 1824. Cfr. Journal fiir Matli., Bd. 4, (1828).
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«Ielle generatrici doppie del cono A(C), il numero r dei piani 
bitangenti ad esso, e il numero i dei piani stazionari (tangenti 
lungo una generatrice di flesso). Questi caratteri hanno un 
significato evidente rispetto alla superficie / ,  tranne l’ultimo, 
a proposito del quale giova osservare che: un piano stazionario 
del cono circoscritto A(G) deve ritenersi piano stazionario della 
superficie / ,  cioè piano tangente ad essa in due punti infinita­
mente vicini. I  inani stazionari di f  sono i piani tangenti nei 
punti parabolici (S a l m o n , 1847 (l)); infatti se un jfiano tu se g a /  
secondo una curva dotata di cuspide P, con tangente cuspi­
dale p , la tangente p è coniugata a tutte le altre tangenti 
per P, il che significa che il piano tangente nel punto infi­
nitamente vicino a P su p coincide con 7r. (Ciò si vede anche 
osservando che il paraboloide osculatore è in questo caso un 
cilindro parabolico).

Ciò posto abbiamo che:
Per un punto esterno ad una superficie generale d’ordine n 

passano
l i  —  n ( n  — l)(n — 2)

tangenti principali,

3 =  - n(n — 1 )(n — 2)(n — 3)Z
rette bitangenti,

i — 4u(a — 1)(m — 2)
piani stazionari, e

t =  - n(n — l)(n — 2)(A3 — n~ +  n — 12)

piani bitangenti.
Queste formule sono dovute a S alm on  (2), che iniziò lo 

studio della questione nel 1846.
Di alcuni fra i numeri determinati nell’enunciato pre­

cedente si può dare una facile verifica. Anzitutto siccome la 
curva C è intersezione completa della f  d’ordine n con una

d) Cfr. G. Analitica a tre dimensioni, n. 269.
(2) Cambridge and Dublin Math. Journal t, 2 (1846), t. 4 (1849). Tran­

sactions of thè R. Jrisii Acad., 23, 1857.
Cfr. Cremona: « Preliminari di una teoria geometrica delle super­

fìcie », parte seconda, n. 61. e seguenti. Opere, t. II, pag. 334 e seg.
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polare d’ordine n — 1, il numero dei punti doppi apparenti 
della G, in relazione a un punto generico dello spazio, 
sarà (§ .18)

8 ■ f~ A’ =  - il{Il l)~(ll — -1).

In secondo luogo i punti di contatto dei piani tangenti 
stazionari condotti da A sono le intersezioni del contorno 
apparente C con la curva parabolica di f\ elle è d’ordine 
An{n— 2). quindi, intersecando questa linea parabolica con 
la polare di A si avrà:

i —  4u ( n  — 2) • {h  — 1 ).

Qui vi è luogo ad osservare che reciprocamente la cono­
scenza di i permetterebbe di determinare l’ordine della curva 
parabolica. E così la conoscenza di ? ci porge il numero delle 
intersezioni che la polare di A, d’ordine n — 1, ha con la 
curva K  luogo dei punti di contatto dei piani bitangenti ad / ;  
onde si trae l’ordine di K : il luogo dei inulti di contatto dei 
inani bitangenti ad. una superficie generale d’ordine n è una 
curva d'ordine

n(n — 2 )(nA — n2 +  n — 12).

Osservazione. Se il punto A cade sopra la superficie / ,  il 
cono circoscritto da A si riduce d’ordine

«(» -  1) -  2,

staccandosi due volte il piano tangente in A; ora il contorno 
apparente G acquista in A un punto doppio, e le tangenti 
principali in esso sono le tangenti principali di f  per A. La 
seconda polare di A tocca in A la f  e possiede le medesime 
tangenti principali, quindi (se A è punto generico di f )  la C 
lia con questa polare esattamente 0 intersezioni riunite in A; 
si trova così il numero delle rette condotte x>ev A  che lianno 
altrove un contatto tripunto con la superficie:

=  7̂  —  6 =  itili —  J)(a — 2) —  fi.

Ciò posto si può calcolare il numero o delle bitangenti 
ad f  per A che toccano /  in punti distinti da A; infatti si 
conosce il genere della G che, per l’acquisto di un punto
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doppio, diminuisce di un’unità in confronto al caso generale;
segue

5' =  - (n - /à ) (n  — 4)(n2 +  n +  2).

lutine calcolando il numero dei piani bitangenti al cono 
circoscritto A(C), si troverebbe uno di più che nel caso gene­
rale; ma è da osservare che il piano tangente a d / in  A tocca 
il predetto cono circoscritto secondo le due tangenti princi­
pali, giacché le due tangenti principali della curva sezione 
col piano tangente in A assorbono 4 fra le tangenti condotte 
da A1 in confronto ad una sezione generica per A. Oosì il 
numero dei piani bitangenti alla superficie condotti per A 
conserva il suo valore t' =  t . Nello stesso modo il numero dei 
piani stazionari condotti per A conserva il suo valore i '— i. 
L’invarianza di r e di i risulta chiara a priori se si prendo A 
fuori della rigata sviluppabile generata dai piani bitangenti 
o, rispettivamente, dai piani stazionari di / ,  designando t e i 
le classi di codeste s\dluppabili.

Applichiamo i resultati precedenti al caso delle superficie 
cubiche: u =  3. Osservando che un piano bitangente sega la 
superfìcie, / ,  secondo una curva composta di una retta e d’itna 
conica, si deduce: La superficie cubica generale contiene 27 rette.

Infatti il cono circoscritto alla superficie /  da un punto 0 , 
situato su di essa, è un cono del 4° ordine, evidentemente 
privo di generatrici doppie; perciò vi sopo 28 piani bitan­
genti al detto cono (§ 17); uno di questi è il piano tangente 
ad f  in 0, gli altri 27 sono i piani proiettanti da 0 le 27 rette 
giacenti sulla superficie.

Appunto mediante la considerazione del cono circoscritto 
da un punto (che egli assume fuori della superficie) Ca y l e y  (*) 
(1849), adoperando le formule di Sa l m o n , ha dimostrato l’esi­
stenza di 27 rette appartenenti ad una superficie cubica, e ha 
trovato anche le proprietà fondamentali d’incidenza che vi 
si riferiscono. Ma la scoperta delle 27 rette appartiene a 
S alm on  (2), che vi è giunto movendo dall’equazione canonica 
della superficie cubica: /  =  x:iy2 -1- x4 =  0, ove si pone in 
evidenza una retta p : x.A =  .x4 =  0. Annullando il discriminante

(fi Cambridge and Dublin. Math. Journal, t. 1. 
(2) Cfr. Ca y l e y , 1. e.
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della conica sezione (l’ un piano y.x;ì~+-faA =  0, si ottengono
5 piani, passanti per la retta p , che intersecano la superfìcie 
secondo una coppia di rette; così si trovano sopra/ 10 rette 
incidenti alla distribuite in 5 trilateri, di cui p è un lato. 
Ora, partendo da un trilatero pqr, si troveranno altre 8-1-8 =  16 
rette appartenenti ad /  che, insieme alla p e alle rette ad 
essa incidenti, danno tutte le 27 rette appartenenti ad / .  
Così appare anche che le 27 rette di /  si distribuiscono

27 • 5in — - =  45 piani tritangenti, cioè secanti /  in altrettantio
trilateri.

Per ottenere mediante un calcolo analitico diretto le 
27 rette della superficie dubica / ,  si è condotti a scrivere le 
condizioni perchè una retta r incontri quattro sezioni piane 
di / :  </, ( / ,  67, (74; se la r si appoggia alle C in punti distinti, 
essa giace su / .  Ma così procedendo (*) si ottengono anche 
soluzioni estranee al problema, quali sono le rette che passano 
per un punto comune a due C e si appoggiano alle altre due. 
Valutando il grado della rigata generata dalle rette che si 
appoggiano a Cn (7,, (7.., si trova 2-3-3-3 =  54; ma da 
questa rigata si staccano 9 coni cubici, sicché rimane una 
rigata di grado 27. Questa incontra CA in 3-27 =  81 punti, a 
cui corrispondono altrettante rette incidenti a CL, <72, C:n <74; 
ma occorre qui scartare le rette che passano per un punto 
comune a 0 A e a una delle Cn (7,, 67, sicché rimangono

81 — 6-3.3 =  27
rette.

D’altra parte S alm o n  (1849) lia dimostrato che l’ insieme 
delle 27 rette di una superficie cubica / ,  costituisce V inter­
sezione completa di /  con una superficie del nono ordine, di 
cui ha scritto l’equazione, anche in forma invariante (1857) (2).

Osservazione. Aggiungeremo che: un punto doppio conico 
(le cui tangenti principali formano un cono irriducibile del 
2° ordine) diminuisce la classe della superficie cubica da 12 a 10, 
e diminuisce il numero delle rette di 6; si trovano infatti s u /
6 rette passanti per il punto doppio ed altre 15 rette. Si

(1) Cfr. pei* es. Enriques. « GL Descrittiva. ». Parte II, § 54.
(2) Cfr. anche per notizie complementari V articolo III, C. 6 a di 

F. Meyer nella Encyclopédie dei* math. Wissenscliaften.
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osservino ulteriormente i casi in cui la f  acquista 2, 3, 4 
punti doppi conici: la superficie cubica con 4 punti doppi 
lia il massimo numero di punti doppi che possa avere senza 
possedere una retta doppia; essa è di classe 4 e contiene 
soltanto 9 rette, cioè i 6 spigoli del tetraedro formato dai 
4 punti doppi, ed altre 3 rette incidenti alle tre coppie di 
spigoli opposti del detto tetraedro. Tutti questi risultati si 
trovano con lo stesso metodo del cono circoscritto, e la loro 
dimostrazione può costituire un utile esercizio per il lettore.

Aggiungeremo la notizia che Salmon nel 1855 (cfr. Tran­
sactions of thè Jrish Ac. voi. 23, pag. 461), studiando la svi­
luppabile circoscritta dei piani bitangenti è riuscito anche a 
determinare il numero dei piani tritangenti a una superficie 
generale d? ordine n, che vale

- u(n — 2)(w7— 4 7a5—45a4-f-114a3—l l l n 2d-548?i — 960).

20. Punti doppi delle curve di un fascio. — Si abbia un 
fascio di curve d’ordine n:

4- \xy(x,x2x3) =  0.

Le curve del fascio dotate di un punto doppio si otten­
gono- annullando simultaneamente i minori estratti dalla 
matrice:

cioè ponendo:

i)

2)

3)

i l df df
dxl dx2 dx2

3qj 3 cp 3cp

dxl dx2 3?*

3/ dy 3f  3cp __ q
dx2 dx3 dx3 dx2

dl  ìe. _ M. h .= o
dx3 dxi dxt dx3

c f  3 <p- 3 / 3 9 _q
2xl dx2 dx2 dxL

Infatti le equazioni 1), 2), 3) si ottengono eliminando X e (i
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3/
' 2X} ■>xa

3 cp 

d:c< (< =  1, 2, 3),

che vengono verificate dalle coordinate di un punto (x) doppio 
per una curva del fascio.

Ora le curve rappresentate dalle equazioni 1) e 2) sono 
d’ordine 2(n — 1) e s’intersecano in 4(a — l)2 punti; queste 
intersezioni sono comuni anche alla curva 3), (piando non 
■appartengono simultaneamente alle due curve

dl
dx„ =  0,

c'z>
= 0 ;

scartando così gli (n — l)2 punti comuni a queste, rimangono 
3(» — 1 y  punti doppi per le curve del nostro fascio. Si con­
clude che: un fascio di curve d’ordine n contiene in generale 
3{n — l)2 curve dotate di punto doppio.

Il gruppo dei punti doppi d’un fascio, rappresentato 
dalle equazioni 1) 2) 3), dicesi gruppo jacobiano del fascio. 
Esso può definirsi geometricamente interpretando le prece­
denti equazioni, come segue (4): si considerino tre punti non 
in linea retta (i vertici del triangolo fondamentale per le 
coordinate); le prime polari di questi punti rispetto alle curve 
del dato fascio formano tre fasci proiettivi ; il nostro gruppo 
jacobiano è costituito dai punti per cui passano tre curve 
omologhe di questi fasci; invero le curve 1), 2), 3) sono gene­
rate come luogo delle intersezioni delle curve omologhe, da 
due tra i fasci proiettivi anzidetti (Cfr. L. 2°, § 17).

Il gruppo jacobiano può contenere dei punti multipli, 
oppure può diventare indeterminato, le curve 1) 2) 3) avendo 
una componente comune, nei casi che esamineremo in appresso.

Intanto giova osservare che, ove le curve del fascio siano 
rappresentate in coordinate cartesiane non omogenee da

y i m  +  i f̂(xy) =  o,

il grappo jacobiano si ottiene annullando i minori estratti

(b Cfr. C r e m o n a  « Introduzione.... », Opere t. I, pii". 392.
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dalla matrice:
df df

— ■ A  CO
dx dy r

Le tre equazioni così ottenute:

II)

I)

III)
d f  d y  3 f  d y ___

dx dy dìf dx

dove si faccia x.. =  l, x — xn y =  x2? risultano combinazioni 
lineari delle precedenti 1), 2) e 3), per il teorema di Eulero.

Nel sistema scritto innanzi, le prime due equazioni sono 
d’ordine superiore alle 1), 2); ma nella ricerca delle soluzioni 
comuni si debbono scartare le soluzioni improprie all’ infinito, 
cioè le intersezioni della retta x:; =  0 con la curva 3), che qui 
sono state introdotte; per verità queste soluzioni vengono 
scartate automaticamente, quando si passa alle coordinate 
cartesiane facendo x:; =  1.

Osservazione. Il gruppo jacobiano può essere defluito anche 
in relazione a due curve /{x^x^x.,), =  0 di ordini
diversi: n, m. Annullando la matrice formata con le derivate 
parziali di f  e y, si determina appunto un gruppo di

punti, covariante di f  e cp, che dicesi jacobiano delle due curve. 
Proprietà generale del gruppo jacobiano, valida per curve 
di ordine uguale o diverso, è che i punti di esso posseggono 
la medesima retta polare rispetto alle due curve.

Qui occorre notare che se si scrivono le equazioni delle 
due curve d’ordine diverso in coordinate non omogenee:

o — l)2 -\- (n — 1)('M — 1) H- (m — 1)"

f(xy) =  0, y(xy) =  0,
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P annullamento della matrice

¥ ¥
dx dy

3cp dy
dx dÿ

gruppo

/

definito innanzi, bensì il gruppo jacobiano del fascio che 
esse determinano quando la curva d’ordine minore venga 
completata con la retta all’ infinito; ed è chiaro che que­
st’ultimo gruppo non è legato proiettivamente alle due curve 
nominate.

Riferiamoci al gruppo jacobiano d’un fascio, supponendo 
che esso non sia indeterminato, cioè che le curve 1), 2), 3), 
oppure le I), II) III), abbiano in comune un numero finito 
di punti. Ci proponiamo di ricercare quanti punti del gruppo- 
jacobiano vengano assorbiti:

a) in un punto che sia r-plo per una curva del fascio 
e cada fuori dei punti base;

b) in un punto base r-plo per le curve del fascio.
a) Sia un punto P, fuori dei punti base del fascio 

À /-|-4ucp =  0, r-plo (con r >  2) per una curva di questo; si 
può supporre che P  sia, r-plo per /  e non appartenga a cp.

Il punto P  sarà (r 3 /■' 3 fl)-plo per le curve — =  0 , ^  =  0,

e quindi (r — l)-plo (almeno in generale) per le curve I) II); 
non appartenendo esso alla cp =  0 figurerà appunto (r — l)2 
volte nel gruppo jacobiano, salvo a. contare un numero mag­
giore di volte nei casi che procediamo a esaminare.

In primo luogo supponiamo che il punto r-plo, P, di /  
sia a tangenti distinte e cada nel punto origine (00). Il detto

punto sarà (r — l)-plo per le curve |^  =  0, =  0, mentre

è r-plo per / = 0 .  Tenuto conto che <p(00)=(=0, si deduce 
che la curva I) ha in P precisamente la molteplicità r — 1,

0 ;
3 f

ed ammette come tangenti le r — 1 rette tangenti alla — 

similmente la curva II) ha in P la molteplicità r — 1 e tocca
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dfivi le rette tangenti alia ^- =  0. Ma queste due curve—=  0 ° dx '*»-
3 fe —- =  () (polari dei punti all’infinito degli assi) non lianno

3/_

in P tangenti coni uni se, come si è supposto, le tangenti 
principali della curva/sono distinte. Si conclude dunque clic 
un punto r~plo per una curva, del fascio, che sia fuori dei 
punti base e dove si abbiano tangenti distinte, ha esattamente 
la molteplicità (r — l)2 per il gruppo jacobiano, equivalendo 
così a (r — .1 )2 punti doppi del fascio.

Il punto P  assorbe un maggior numero di punti del 
gruppo jacobiano quando le tangenti ad /  in esso non sono 
distinte. La stessa analisi precedente mostra elle se v ( >  1) 
tangenti coincidono in una retta, questa figura come v — 1 
tangenti comuni alle due curve I) e II), sicché: un punto 
r-plo P con vi7 v. , t a n g e n t i  coincidenti conta in generale per

(r — l)3 +  2(v — 1)

punti doppi del fascio. Un esame più minuto permetterebbe 
di riconoscere che tale è precisamente l’equivalenza del punto 
r-plo P, quando si escluda il caso di singolarità straordinarie.

b) Pongasi ora che il fascio \f-\-  jvp =  0 possegga un punto 
base r-plo, P, il quale cada nell’ origine (00). Il punto P sarà 
allora (2r — l)-plo per le curve I) e II); ma accade che queste 
curve abbiano 2 r — 2 tangenti comuni. Infatti, scrivendo come 
più volte si è fatto:

J f  r + /ra -i •••■•? 9 =  ?r-hi ••••?

i termini di più basso grado nella equazione I) vengono dati 
dal determinante:

¥ r  f Vr dfr
dy Jr X dy dx

3 cpr
dy Vr '

r djfr d r̂
dy dx

d o v e  il p a s s a g g io  è  g iu s t i f ic a t o -  d a l t e o r e m a  d i E u l e r o ; e  
s im ilm e n te  i t e r m in i  d i p iù  b a s s o  g r a d o  n e l l ’ e q u a z io n e  I I )

F. ENIUQUES - I I . 11
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sono dati dal determinante

L7 Issÿsp
Jx 9r Jx dy

dcpr dcpr

Ammettendo che le curve I) e II) abbiano in P  contatti 
semplici, si trova che P  assorbe (2r  — l)a +  2r — 2 interse­
zioni delle due curve; ma da questo numero dobbiamo sot­
trarre il numero r 2 che designa le intersezioni delle /  e z 7 
nell’ipotesi che le curve del fascio abbiano in P  tangenti 
variabili. Così siamo tratti a dedurre che: un punto base r-plo 
del fascio, a tangenti variabili, assorbe in generale

punti del gruppo jacobiano,
Occorre riconoscere più precisamente sotto quali condi­

zioni la conclusione viene veramente giustificata. Per ciò si 
dovrebbe calcolare le costanti caratteristiche dei rami delle 
due curve (§ 12); ma possiamo dispensarci da questo calcolo 
in base all’osservazione che l’equivalenza del punto P può 
essere valutata, invece che per il fascio ?/-H|A<p =  0, per' il 
fascio delle curve approssimanti À(fr -\-fr_hl) =  (), 
almeno in quanto non risulti per quest’ ultimo fascio supe­
riore al numero sopra indicato (r — l)(3r-Kl). Infatti i termini 
di grado 2r — 1 e 2r nelle equazioni I) e II) dipendono 
appunto da f r+ n yr ,

Ora un fascio di curve Cr_K, d'ordine r +  1, dotato di 
un punto base r-plo P, la cui curva generica sia irriducibile, 
possiede

punti base semplici, che sono distinti da P, se si hanno in P 
tangenti variabili; invero codesti punti base possono divenire 
fra loro infinitamente vicini, ma non essere sostituiti da punti 
multipli senza che si distacchi da tutte le curve del fascio 
qualche retta per P. Xel fascio anzidetto, ove si abbiano 
2 r -p l  punti base semplici distinti Ai ....A2r̂ n sono conte­
nute 2 r - |- l  curve dotate di punto doppio, ciascuna delle

(r — 1)(3 r +  1)

(r + 1)2 r 2 =  2r -I- 1
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quali viene determinata dalla condizione di contenere mi 
punto generico della retta PAt. Infatti una tale curva risulta 
composta della PAt stessa e di una curva residua d’ordine r, 
avente in P  un punto ( r — l)-plo, la quale generalmente 
segherà PAf in un punto D fuori di P, che riesce così punto 
doppio per la <7r_hl; e viceversa una Cr_hL che abbia come 
doppio un punto D, fuori di P, contiene come parte la retta PD, 
la quale risulta passare per uno dei 2r +  1 punti base A{; 
invero non è possibile che la curva residua (d’ordine r) con­
tenga essa tutti i punti Ai9 risultando in tal caso avere 
(r — l)r +  (2r +  1) >  r(r - f  1) intersezioni con una Cr..hi gene­
rica. Così nel fascio anzidetto figurano precisamente 2r + 1 . 
curve dotate di punto doppio, fuori dei punto r-plo P, e 
quindi P assorbe

3r2 — (2r +  .1) =  (r — 1)(3r H- 1)

punti del gruppo jacobiano.
Con ciò resta provato che un punto base r-plo, a tangenti 

variabili, per un fascio qualsiasi di curve (7, assorbe precisa- 
mente (r — l)(3rq- 1) punti del gruppo jacobiano, purché la 
curva d’ordine r -1-1 approssimante la G generica del fascio 
sia irriducibile, e purché ancora le curve approssimanti 
spezzate (da cui si distacca una retta PAt) non abbiano un 
punto doppio infinitamente vicino a P. E facile riconoscere 
che ambedue queste condizioni vengono soddisfatte se si 
esclude che il fascio delle curve date C contenga una curva 
che abbia in P una singolarità straordinaria. Invero i 
gruppi delle r tangenti variabili alle curve del fascio formano 
una (jl che ha 2r — 2 raggi doppi; questi raggi doppi sono 
tangenti cuspidali per altrettante curve O, e soltanto nel caso 
di singolarità straordinarie possono coincidere con qualcuna 
delle 2r~}-I rette P A n che sono tangenti di flesso avendo 
r -h 2 intersezioni riunite con la C da esse toccata; ma — escluso 
questo caso, e quindi anche che la fjl suddetta abbia qualche 
raggio fisso — si vede che le curve approssimanti alle C 
generiche devono essere irriducibili, altrimenti tutte le rette 
per P sarebbero tangenti di flesso per le (7, e inoltre appare 
che le curve approssimanti spezzale hanno un punto doppio 
distinto da P. Concludiamo pertanto che: un punto r-plo a 
tangenti variabili per un fascio di curve, assorbe {r — l)(3r -1-1)
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punti del gruppo jacobiano; se un punto di questo gruppo viene 
a cadere infinitamente vicino a P, nasce nel fascio una, curva 
dotata dì singolarità straordinaria (punto (loppio infinita­
mente vicino a P).

Il metodo precedente permette anche di riconoscere che: 
per r  >  1 una tangente fissa nel punto base r-plo P non accresce 
la molteplicilà di P  per il gruppo jacobiano. Invero basta 
provare la cosa per un fascio di curve d’ordine r +  1; allora 
si vede che la curva dei fascio che contiene come parte la 
tangente fissa p ha un punto doppio, intersezione di p colla 
parte residua, che sta in generale fuori di P. Sia, per es. r =  2;. 
abbiamo un fascio di cubiche con un punto doppio P, nel 
quale è data una tangente fissa p, e con 4 punti base semplici 
ABCI>; si verifica che la conica ABGDP non tocca in gene­
rale p, e che — d’altra parte — la conica tangente a p in P  
e passante per tre dei punti ABCD non riesce tangente alla 
retta che proietta da P  il quarto punto; così stando le cose 
la molteplicità di P per il gruppo jacobiano del fascio di 
cubiche vale 7, come se non vi fosse tangente fissa in P.

Ma la conclusione non sussiste per r =  l. Infatti in un 
fascio di coniche aventi un pulito base di contatto P, il punto P  
assorbe 2 punti doppi del fascio, mentre un punto semplice 
non ne assorbe alcuno.

Questa osservazione si può generalizzare; si ha che: 
mentre la presenza di una tangente fissa; (o anche di k <  r 
tangenti fisse) in un punto base r-plo P non aumenta in generale 
la molteplicità di P  per il gruppo jacobiano, tale molteplicità 
cresce necessariamente se sono fisse in P tutte le r tangenti, 
nel qual caso il fascio contiene una curva particolare dotata 
di un-punto (r-|- l)-plo (almeno). Bicerchiamo infatti la mol­
teplicità di P  per il gruppo jacobiano (piando P sia r-plo 
p e r /e d  .v-plo per 9, con .v >  r. Allora le curve I), II) hanno 
in P ia molteplicità (H -«  — 1) e quindi le intersezioni delle 
due curve assorbite in P sono in generale

{r +  s — l)2;

ammesso che le curve f  e cp non abbiano tangenti comuni 
in P, il numero precedente deve essere diminuito di rs e 
quindi la molteplicità di P  nel gruppo jacobiano risulta

(r H- s — ì 'f — rs.
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Si può provare che tale, e non maggiore, è precisamente 
la suddetta molteplicità di P, cioè che le curve I) e II) non 
si toccano in P, quando le tangenti ad /  e cp in P siano r - h s  
rette tutte distinte. Scriviamo invero

f — f r  -H ...-5 cp —  y s -P

i due gruppi di tangenti in P  alle due curve I) e II) sono 
dati da

I') =  0c'y óy 1

II') &Ps f  _ l f r  
dx Jr ' 9̂  =  0.

Anticipando un teorema sulla indeterminazione del gruppo 
jacobiano che viene svolto in appresso in questo stesso jiara- 
grafo, possiamo ammettere che ove le due curve I') e II') 
abbiano comune una retta p per P, questa dovrà essere comune 
ai due gruppi di rette/,. =  0 e cps. =  0, oppure dovrà essere 
componente doppia per una curva del fascio l f r -\~\iys =  0. 
Per escludere la seconda ipotesi basta osservare che tutte 
le curve di questo fascio, all’ infuori della ys =  0, hanno come 
tangenti in P le rette f r =  0, e quindi p dovrebbe essere una 
retta doppia del gruppo f r =  0 o del gruppo — 0. In con­
clusione: se le curve f  e ? hanno comune un punto P di moi- 
teplicità diverse. r e s, a tangenti distinte, e se le due curve 
non hanno tangenti comuni, il punto P  conta precisamente per

(r -1 - s  — 1 / — rs

punti doppi del fascio.
Per s — r  -P 1 si deduce che : un punto base r-plo a tan­

genti fisse ha in generale la molteplicità

3r2 — r =  (r — l)(3r -P 1) -P (r -P 1)

per il gruppo jacobiano del fascio.
Fra le circostanze che accrescono questa molteplicità vale 

la pena di notare le seguenti:
se v fra le tangenti fisse coincidono in un’ unica retta, 

la molteplicità cresce di v — 1;
la molteplicità cresce pure di v — 1 se la curva del 

fascio che possiede P come (r-pl)-plo ha v tangenti coincidenti.
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L’analisi delle intersezioni delle curve I) II) — da cut 
si tolgano i punti comuni ad /  e cp — permette di ricono­
scere i risultati anzidetti e di precisarne i casi di eccezione. 

Osservazione. Ricordiamo le equazioni

y

ì 3 /- 3? n

df
d:C,,

3? n 
113^ =  °'

dalle quali — eliminando X e |x — abbiamo dedotte le 1), 2), 3) 
rappresentanti il gruppo jac-obiano del fascio X/-j-gcp =  0 ; se 
fra quelle tre equazioni si eliminano invece xn x2ì æ3, si 
ottiene un’equazione omogenea in X, [i:

4) D(X»x) =  0,
o, per fjt =  1,

m = o ,
ove D designa il discriminante di X/-f-{acp.

Il grado del discriminante D si può determinare ricor­
dando che il resultante di tre equazioni di grado m:

à ! (vy) =  o , bjxy) — 0, (xy) =  0,

è di grado m~ rispetto ai coefficienti delle bn d>2, <];3 presi sepa­
ratamente, e quindi è complessivamente di grado 3m2 rispetto 
ad essi. Le equazioni 1), 2), 3) sono di grado n — 1 rispetto ai 

x xrapporti — , — e contengono linearmente nei coefficienti ilxs x3

rapporto - ,  o il parametro X per [x =  1; si deduce che l’equa-
il

zione resultante D =  0 e di grado 3(n — l)2 rispetto a X.
Questa equazione 4) svanisce identicamente se vi è un 

inulto base multiplo oppure una componente lissa del fascio 
avente intersezioni variabili con le curve residue ; in tutti gli 
altri casi D  non è identicamente nullo, come risulta dal teo­
rema di B ertini che abbiamo dimostrato nel L. 2°, § 5, e 
di cui forniremo più avanti, in questo stesso paragrafo, una 
dimostrazione algebrica diretta.
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Riferiamoci al caso generale in cui il fascio non pos­
siede punti base multipli e il suo gruppo jacobiano non diventa 
indeterminato. Allora ad ogni punto del gruppo jacobiano 
corrisponde una curva del fascio dotata di punto doppio e 
viceversa, tranne il caso in cui si abbia una curva dotata di 
due (o più) punti doppi, la quale corrisponderà a una radice 
doppia» dell’equazione D(X) =  0.

Ora i punti del gruppo jacobiano si possono ritenere 
corrispondenti in modo univoco alle radici di un’equazione 
lì(æ) =  0, ottenuta come resultante delle equazioni compati­
bili I), II), III), dove si suppongono gii assi orientati in 
modo generico. Avremo dunque in generale una corrispon­
denza biunivoca fra le radica delle due equazioni di grado 
3(n — l )2 :

D{1) =  0, li(x) =  0.

Come abbiamo detto, ad una radice doppia della D(a)-—0, 
possono corrispondere due radici di ll(x) =  0; ma invece ad 
una radice doppia di li(x) =  0 non può corrispondere die 
una sola radice, che dovrà del pari esser doppia, della D(X) =  (). 
Quindi si può dire che, se due punti del gruppo jacobiano 
divengono infinitamente vicini (coincidendo in un punto di 
molteplicità 2 per il gruppo stesso), anche due curve dotate 
di punto doppio del fascio divengono infinitamente vicine. 
Ma l’avvicinamento indefinito di due punti del gruppo jaco­
biano dà luogo a due casi:

a) alla presenza di due punti base semplici del fascio 
infinitamente vicini ;

1)) oppure ad una; curva del fascio dotata di cuspide.
Questi due casi corrispondono dunque a fasci determi­

nati da curve infinitamente vicine dotate di punto doppio. 
Invece nel L. 2°, § 5 (Vol. I, pag. 183) abbiamo dimostrato 
clic se due curve dotate di punto doppio si avvicinano inde­
finitamente restando fissa una di esse, il fascio limite da loro 
determinato possiede due punti base semplici infinitamente 
vicini. Questa conclusione può sembrare contradetta dal resul­
tato dell’analisi precedente. Conviene pertanto rendersi conto 
in qual modo effettivamente due curve dotate di punto doppio, 
che variano avvicinandosi indefinitamente, possono definire 
un fascio limite contenente una, curva dotata di cuspide, 
senza che questa cada in un punto base del fascio. A tale
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scopo occorre far variare, insieme alle due curve, anche l’an­
golo delle loro tangenti principali, nel modo che procediamo 
ad esaminare.

Potremo riferirci ad un fascio di cubiche, giacché ove 
sia dato un fascio d’ordine superiore per cui l’origine sia 
punto doppio del gruppo jacobiano, sarà lecito sostituire alle 
curve del fascio le loro cubiche approssimanti. Assumasi per 
semplicità il fascio di cubiche

J) — ir — -|- X — 0,

che contiene la curva *
y l — l;x* =  0

dotata di cuspide nell’origine, e la retta ali’ infinito contata 
tre volte, sulla quale pertanto si trovano i punti base del 
fascio. Il fascio anzidetto può ritenersi come limite, per e =  0, di

fx, S =  ?r — z2%~ — liir -I- À =  o ;

proveremo che questo fascio variato contiene due curve dotate 
di punto doppio, cioè la

y2 — e2x2 — Jcx'3 =  0,

e una seconda curva, prossima a questa, il cui juinto doppio 
si trova sull’asse y — 0 a una distanza æ dall’origine, definita 
in funzione di s.

Infatti scriviamo che la curva f ? £ possiede un punto 
doppio (x, y)- avremo le tre equazioni:

A, e — ir —  ̂— o,
3A,s.
dx

3/x,t

— — Skx* — 0,

2y =  0.
3 y

La terza equazione dà
V =  0;

la seconda è soddisfatta, oltreché per x =. 0, per

x =  — 3 7c;
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la prima, postovi y =  0, dà

X =  e2 x2 kx3.

Quando s (die a meno del segno dà il coefficiente ango­
lare delle due tangenti principali di y2 — e2or — kxr =  0) 
diventa infinitesimo, anclie x diventa infinitesimo come s~, 
e X diventa infinitesimo di ters9 ordine rispetto ad x. Questa 
circostanza spiega perchè il punto (00) divenga una cuspide 
per la curva f Q0 anziché un punto base di contatto pel fascio 
di curve 0; invero questo fascio sega sulla retta y =  0 
una f/1 che ha nell’origine un punto triplo (cfr. L. 2°, § 5, 
Voi. 1, pag. 179).

Quantunque il calcolo fatto innanzi sia relativo ad un 
caso semplice, esso può riguardarsi caratteristico del caso 
generale; il fascio

contenente la cubica cuspidata nell’ origine e non avente 
questo punto come base (6o0=|=O), è limite del fascio

dotata di nodo nell’origine e una seconda cubica, prossima 
alla prima, avente parimente un nodo (xy); il calcolo effet­
tivo permette di trovare le coordinate di questo limito doppio 
e il parametro X della curva corrispondente, che — a meno 
d’infinitesimi d’ordine superiore — sono:

Così viene pienamente rimossa l’apparente contraddizione 
segnalata innanzi.

li>x3 -f- X(Ì)QQ H- l)i0x -1- l)0Ly -f- ....) — 0,

y 2 — e2x2 — kx* -f- X(l)00 -1- l)l0x -h l)0Ly -+-....) — 0,

che contiene la cubica

Ora ritorniamo alla questione di contare quanti punti doppi 
delle curve di un fascio vengono assorbiti in un punto multiplo.
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Le formule sopra riferite appartengono al Cremona (0* 
Il Caporali (2) ne ha dedotto una formula molto notevole 
dove figura il numero s dei punti base, supposti a tangenti 
variabili, e il genere p della curva generica del fascio.

Designando con n bordine, con rLr2....rs le molteplicità 
dei punti base del fascio, e con o il numero dei punti del 
gruppo jacobiano fuori dei punti base, si ha in generale, 
secondo le formule precedenti:

8 = 3 (n — l ) 3 — S(r — l)(3r H- 1).

Di qui, tenuto conto che
Sr3 =  n2,

S (r -  l)(3r +  1) =  S (3r2 — 2 r) -  s ,
segue

o =  3 (u — l ) 2 — ri2 — 2 2r(r — l ) + s ,

§ = 2 (n — 1 ) ( j ì  — 2) — 1 — 2Sr(r — 1)-+- s.

Ma il genere delle curve del fascio vale

( » - l ) ( ì » - 2 )  r(r — 1)
P ==-------- 2------------------  2---’

quindi, un fascio di curve di genere p con s punti base, sem­
plici o multipli, a tangenti variabili, contiene in generale

ò =  s q- 4p — 1

curve dotate di un punto doppio fuori dei punti base.
I casi in cui 5 risulterebbe minore del numero precedente 

si sogliono riguardare come casi limiti, dove qualche punto 
doppio del fascio si sia avvicinato indefinitamente ad un punto 
base; in tal modo si estende la validità della formula di 
Caporali al caso in cui il fascio contenga qualche curva 
dotata di singolarità straordinaria, intendendo che l’espres­
sione « fuori dei punti base » vada interpretata conforme

(A) Sopra alcuno questioni nella teoria delie curve piane. Annali di 
Matematica, t. 6, 1864. (Opere, t. II, pag. 138).

(2) Sopra i sistemi lineari triplamente infiniti di curve algebriche 
piane. (1881). Cfr. « Memorie di Geometria di E t t o r e  C a p o r a l i  », Na­
poli 1888, pag. 171.
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al principio di con ti unità, cioè escludendo dal gruppo jaco- 
biano del fascio ogni punto r-plo a tangenti variabili con­
tato (r — l)(3r +  l) volte, come vi .figura nel caso generale. 
Per rimuovere l’eccezione relativa al caso di punti base con 
tangenti lisse, converrebbe ulteriormente dimostrare clie un 
tal fascio può ritenersi dotato di punti base infinitamente 
vicini per modo che ciascun punto r-plo assorba r2 intersezioni 
delle curve del fascio. Ma ciò richiede l’analisi completa delle 
singolarità straordinarie, che verrà svolta nel libro quarto.

Nota. Coi caratteri su menzionati ò, .9, p ,  relativi ad un 
fascio di curve, si può formare l’espressione

I  =  o — s — Ip,

la quale avrà costantemente il valore — 1, comunque si scelga 
il fascio anzidetto. Codesta espressione, estesa ai fasci di curve 
sopra una superficie, fornisce del pari un invariante che porta 
il nome di invariante di Z e u t h e n -S eg r e  (*). Per esempio 
sopra una quadrica, un fascio di coniche (sezioni piane per 
una retta) contiene 2 coniche dotate di punto doppio, sicché

5 =  2, s =  2, 2> = 0 , 

e per la quadrica risulta
1 = 0 .

Indeterminazione del gruppo jacoMano d’ un fascio. Ora 
ricerchiamo i casi d’indeterminazione del gruppo jacobiano 
del fascio

\ fm i )  +  =  ° -

Anzitutto V indeterminazione assoluta del gruppo jacoMano 
porta la coincidenza delle curve f =  0 e <p =  0, e non può 
quindi avverarsi per due curve determinanti un fascio (non 
degenere). Infatti se le equazioni I) II) debbono essere iden­
ticamente soddisfatte per funzioni f  e <p non identicamente

(A) Cfr. Z e u t h e n , Math. Annalen. Bel. 4-, (1871); S e g r e , Atti delPAcca- 
demia di Torino, Voi. 31, (1896) ; Ca s t e l n u o v o -E n r iq u e s , Annali di Mate­
tica, t. 6, serie 3, (1910), pag. 184.
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nulle, /  e cp debbono soddisfare alle equazioni a derivate 
parziali :

dcp 3 / dcp df
dx   dx 3y ___ 3y

T “ 7 ~ ’ ? ~  f  ’
ossia

3 log cp 3 lo g /  3 log cp 3 log/^
dx dx ’ 3 y 3 y ’

ed integrando si deduce
cp- =  eost.

Pongasi invece cbe il grappo jacobiano del fascio 
d/-j- jicp =  0 sia indeterminato nel senso che le equazioni 
I), II) e III) vengano soddisfatte dai punti d’ una curva 
(p(xìf) =  0. Possiamo supporre che à sia irriducibile, bastando 
altrimenti prendere in considerazione una sua componente; 
inoltre — escludendo eventualmente posizioni particolari degli 
assi — si può anche ammettere che =  0 definisca una fun­
zione algebrica irriducibile y =  y(x) (non essendo su di essa 
x =  cost). Ciò posto, se la à non fa parte di / ,  sulla detta 
curva ossia per y = .y (x \  avremo identicamente

3cp dcp
dx 3 y 9

df ~ i l / ’
dx dy

e moltiplicando la seconda equazione per y —
ponendo:

T
dcp , dcp 
dx +  y dÿ dcp

/ df ,d f  
Ìx +  y dfj

a /

dy(x)
dx

cioè
d log cp =  d lo g /;

e com-

di qui, integrando, si deduce

sopra la curva  ̂=  0.

cp =  cost.
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Oiò significa che la curva ó, sopposta non far parte d i/ , 
fa parte di un’altra curva del fascio, che può addirittura 
assumersi come curva 9. Allora, per i punti della ò, le I) e II) 
danno

— — 0
dy dx

cioè dicono che la à è componente doppia (o multipla) di 9.
Tenendo conto anche del caso, escluso innanzi, in cui 'A 

faccia parte insieme delle curve /  e 9, cioè sia parte fissa 
delle curve del fascio, concluderemo che:

Se il gruppo jacobiano d9 un fascio riesce indeterminato, 
in guisa che di esso venga a fa r  parte una curva irreducibile A, 
questa è una componente fissa per tutte le curve del fascio, 
oppure una componente doppia 0  multipla per una curva del 
fascio stesso.

Questo teorema include il teorema di B e r t e n i  che « la- 
curva generica d’1111 fascio non può avere punti doppi varia­
bili fuori dei punti base o delle parti fisse comuni alle curve 
del fascio »; così questo teorema, che abbiamo già incon­
trato nel L. 2°, § 5, riceve qui una nuova dimostrazione.

Al teorema dimostrato innanzi si .possono aggiungere 
alcune osservazioni.

Anzitutto una curva A, che sia componente comune 
delle f  e 9 e quindi delle À /q -[19 =  0, è veramente appar­
tenente al gruppo jacobiano d e l fascio. Ciò è chiaro geome­
tricamente, sia nel caso in cui <]> abbia intersezioni variabili 
con le parti residue del fascio, sia nel caso opposto in cui A 
risulta componente doppia per una particolare curva del fascio.

L’esame delle equazioni 1), 2), 3) conferma questa con­
clusione: infatti le curve 1) e 2) posseggono la A come 
parte comune, mentre questa non è contenuta nelle curve

q -  =  0, ^ -  =  0; basterà verificare ciò per la 1) che scrive-dxz 7 dx.ò 7
remo, ponendo in essa

f = W  , e 9 =  ^ :
3A
dx2f

89
f a

sicché appare che i due termini non moltiplicati per A si eli­
dono reciprocamente.
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Ora si può dire che: una curva d>, (V ordine m, comune 
alle f  e 9 equ ivale a

3(n — l)2 — 3 (n — m — l )2 =  3m(2n — m — 2)

punti del gruppo jacobiano del loro fascio. restando (in gene­
rale) fuori di essa i punti doppi del fascio determinato dalle 
curve residue.

Cerchiamo invece 1’ equivalenza nel gruppo jacobiano di 
una curva <1, d’ordine m, che sia i-pla (con >  1) per una 
curva 9 del fascio (e non appartenga a d /) . A tale scopo basta 
osservare che, nelle equazioni 1) e 2), il fattore 4 compare alla

potenza i — 1, e che il fattore. ò<—1 compare pure in ~ . Ciò
OX.y

posto i punti comuni alle curve 1) e 2), fuori di 4? saranno

5 2n — 2 — m(i — 1) f  ;
dfdi qui si deve togliere il numero dei punti comuni a —  =  0

e —  =  0, che sono fuori di 4i cioè dxs
(n —1)) n — 1 — m(i— 1)(;

si deduce che: dato un fascio d’ ordine n, il quale possegga 
una curva dotata di una parte i-pla, 4? d’ordine m (mi <  n), 
V equivalenza di 4 nel gruppo jacobiano è

(i — 1 )m ) 3(n — 1) — (i — l)m ( ; 

oltre a questa curva si ha un gruppo jacobiano costituito di 

3 (n — 1)* — (i — 1 )m ) 3 (n — 1) — (i — l)m ( 

punti, fra i quali figurano gli

m(n — mi)

punti comuni alla 4 e alla parte residua (contati ciascuno 
una volta).

21. Curve singolari (li una rete. — Si consideri una rete 
di curve d’ordine n

\f(xy)  q -  fvp(rry) q -  v4(#ÿ) =  0  ;
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ci proponiamo di ricercare le curve della rete dotate di due 
limiti doppi e quelle dotate di una cuspide.

Domandiamoci anzitutto se la jacobiana, luogo dei punti 
doppi delle curve della rete, possegga o meno delle singola­
rità puntuali. A questa domanda risponde il seguente

Lemma. La jacobiana di una, rete non possiede in gene­
rale punti doppir

Infatti un punto doppio può nascere solo da quattro cir­
costanze particolari che vengono messe in luce dall’analisi 
seguente.

Pongasi il dato punto doppio nell’origine, 0, delle coor­
dinate. Si può sempre supporre che due delle curve scelte 
a determinare la rete, per es. cp e ò, passino per 0, ed anzi che à 
abbia in 0 un punto doppio. Distingueremo in /,<?,<]> i termini 
dei vari gradi scrivendo

J  = ./o  d ~ / i  d ~  •••• “ K f n  ? 9  =  9 i  - D  ?2  +  •••• <p« ? 4*=  4*2 d ~  •••• 4*n •

Dobbiamo annullare i coefficienti dei termini di primo 
grado nel determinante jacobiano J(/, cp, cp), nel quale manca 
già il termine di grado zero poiché si è presa cL> con un punto 
doppio nell’origine. Codesti termini di primo grado proven­
gono dallo sviluppo di J (f0 q - /1? cp17 (p2) e sono dati da

f o  <>
3d>0

*+■

f o  0

—  f o

3 ? i
d:V d x

3 / 1 ^ p i  
3 y 3  y

dy
3 / ± .  V ,
dx dx

3tPi 3<{>2
3  y 3  y

Pertanto il complesso dei termini di primo grado di J  si 
annulla identicamente nei seguenti casi :

1) Se è
/o =  0,

cioè se 0 è un punto base per la rete.
2) Se è

dx ■$ y ’
cioè identicamente

=  0 ;

in questo caso auclie la curva v. come d>, ha in 0  un punto
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doppio' e quindi 0 è un inulto base doppio per ini fascio di 
curve della, rete.

3) Se è identicamente

9;-k> _  2'ĵ  __ 0
dx 3 y 1

cioè
<k =  0;

in questo caso la rete contiene tuia curva (<];) che ha in 0 un 
punto triplo.

4) Se, non essendo nulli ambedue gli elementi della 
prima colonna nè ambedue quelli della seconda, sussiste la 
proporzione

_3^2.34^
dx ’ 3y dx * 3y *

Scriviamo
do =  ax2 -f- 2bxy -f- cy2 ;

3cp d‘s>essendo —  e —■ delle costanti, a e 3, si trova dx 3y ’ 7
a : [3 — a \ b — b [ Cj

da cui segue intanto
¥  — ac — 0 :

la curva d> possiede in 0  una cuspide la cui tangente cuspi­
dale coincide con la tangente di cp-, per modo che il fascio 
Acp -P jiò =  0 possiede tre punti base infinitamente vicini. 
Aggiungasi che questa tangente cuspidale riesce una tangente 
principale della curva jacobiana nel punto doppio 0 , come si 
verifica facilmente calcolando i termini di secondo grado di J, 
ove si può assumere io =  y \  Il caso di cui stiamo trattando è 
caratterizzato dalla circostanza che: il fascio con tangente fissa 
determinato nella rete da una delle curve cuspidate (che sono 
in generale in numero finito) ha come tangente fissa la tan­
gente cuspidale.

I  quattro casi esaminati in cui la jacobiana della rete 
possiede un punto doppio, corrispondono a particohirizzazioni 
della rete, e precisamente i casi 1) 2) 4) implicano una con­
dizione, mentre il caso 3) implica due condizioni.

Ciò posto consideriamo una rete di curve d’ordine n, 
affatto generale, escludendo le particolarità 1), 2), 3), 4):
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rappresentiamo la rete in coordinate omogenee con l’equazione

/  =  u j ^ x ^ x j  +  u j ? ( x ^ x j  -V- iiJ-M lXoxJ =  0;

Riferiamo proiettivamente la rete j/| al piano (y) assu­
mendo Vì U./h.j come coordinate di rette nel piano (?/), cioè 
chiamando « rette » le « curve /  ». Ciò equivale a porre fra 
il piano (:r) e il piano (y) la trasformazione razionale

Vi ?/•> = U v  Ih = U x ix2x*),

nella quale, viceversa, ad un punto (y) corrispondono gli n2 1 
punti base di un fascio di curve / .

Vi è nel piano (y) una curva C luogo di punti per cui 
due degli n2 punti base (x) corrispondenti coincidono; così 
ad un punto, A, di C corrisponde un fascio di curve /  che 
possiede in uno degli omologhi A' una tangente fissa.; questo 
fascio contiene una curva dotata di punto doppio in A', e 
perciò A' sta sulla jacobiana di |/j. Ora si può vedere che 
la curva C ò l’ inviluppo delle rette cui corrispondono l e /  
della rete dotate di punto doppio; infatti due/ infinitamente 
vicine dotate di punto doppio determinano un fascio con due 
punti base infinitamente vicini. (Cfr. il ragionamento svolto 
per il teorema di B urti ni nel L. 2°, § 5).

Cerchiamo di valutare i caratteri della curva C.
Anzitutto hi classe di C ò data dal numero delle curve/ 

dotate di punto doppio che appartengono ad un fascio e 
([Hindi vale (§ 20)

Jaf =  3(w — l)s.

L’ordine N  di C viene fornito dal numero delle curve/ 
ohe appartengono ad un fascio di curve tangenti entro cui 
si trova una data /  della rete; il punto base di contatto per 
un tale fascio appartiene alla jacobiana, e così il numero iV 
e dato dalle intersezioni di /  con la jacobiana suddetta, 
cioè vale

A =  (3a — 3 )n — 3 n(n — 1).

Oltre a questi due numeri si trova subito il genere P  
della, curva (7, poiché esso equivale al genere della jacobiana 
di / ,  essendovi fra le due curvò una corrispondenza biuni-

F. ENRIQUES - I I . 12
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voca (§ 17); si trova così

n _ ( 3 i è — 4)(3»— 5)
1 ~  2

La conoscenza dei tre caratteri M, N, P  permette (li 
determinare gli altri caratteri plneckeriani della curva G 
(o i loro equivalenti), cioè il numero A dei nodi, il numero K  
delle cuspidi, il numero T  delle tangenti doppie e il numero 1 
dei flessi.

Richiamiamo anzitutto le formule di Pliicker (§ 17):

M  =  2N -+- 2P — 2  — K, N  — 2 M -f- 2P — 2 — J,

(da cui K — I  — 3(N— M))-, queste formule ci porgono

1 ) 3(i). — 1)(4«. — 5),

2) I  — 12(m — l)(a — 2).

Alle formule ricordate si aggiungono pure le seguenti: 

M =  N(N — 1 ) — 2A — 3 K,  N =  M(M— 1) — 2  T — 31;

le quali, ove si introducano i valori precedentemente calco­
lati di K e J, danno

3) A =  - (n — l)(a — 2) Î3a2 +  3a :— 8 j,

4) T =  - (n — 1 )(» — 2 ) j 3/i- — 3» — 1 1  (.

Quale significato hanno i caratteri così calcolati A, IL T e  J, 
della curva Gì

Anzitutto a un nodo di C corrispondono nel piano (x) 
due coppie di punti coincidenti, quindi il A dato dalla for­
mula 3) esprime il numero dei fasci di curve bitangenti conte­
nuti nella rete | f  | .

Se invece di un nodo si considera una cuspide di C, a 
questa corrisponde un punto della jacobiana della rete tale 
che le curve di questa che vi passano hanno ivi un contatto 
di second’ordine (invece che due punti distinti di contatto 
semplice); dunque il TiT, espresso dalla formula 1), è il numero
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dei fasci di curve f  dotati di tre 'punti base infinitamente 
vicini.

I caratteri duali T e l  rispondono alla questione prò- 
posta in principio di questo paragrafo.

II 1\ espresso dalla formula 4), è il numero delle curvef  
dotate di due punti doppi ; infatti si è visto die ad una tan­
gente, p , della curva 0  corrisponde nel piano (x) una curva/ 
die possiede un punto doppio nel punto omologo al punto di 
contatto di p.

Infine lo J, espresso dalla formula 2), è il numero delle 
curve cuspidate della rete. Infatti la curva/, die corrisponde 
ad una tangente di flesso di (7, deve contare lier due fra le 
curve dotate di punto doppio in ogni fascio a cui essa appar­
tenga, così come la tangente di flesso conta per due fra le 
tangenti condotte a C da un suo punto generico; si deduce 
(§ 20) die la suddetta / ,  non possedendo due punti doppi 
distinti, è dotata di cuspide.

Le considerazioni ed i calcoli precedenti si estendono 
facilmente al caso in cui la rete | / |  possegga r  ( >  0) punti 
base semplici o multipli, dove supporremo che si tratti di 
punti base a tangenti variabili. Designeremo con i la molte­
plicità generica di un punto base, e così sarà d — n2— 2 i2 il 
numero delle intersezioni variabili di due curve della rete 
(grado della rete). Codesto punto /-pio sarà (3i — l)-plo per 
la jacobiana e — nell’ipotesi più generale — la rete non 
■avrà altre singolarità, sicché il suo genere varrà

_  (3n -  4)(3n -  5) ̂  (3/ -  1)(3i — 2)
1 ' o Zj 2ì ' ^

Qui conviene ricordare anzitutto che in un fascio di curve 
di genere p con ,9 punti base a tangenti variabili esistono 
s-\-4p — 1 curve dotate di un punto doppio fuori dei punti 
base (Ofr. § 20).

Ora si designi con p il genere delle curve / :

_( n  l)(w v  ^  1).
1 — 2 jL4- 2  9

e si noti che un fascio di curve /  possiede s =  n~ — 2 (ir — 1) 
punti base, giacche un unico punto base Z-pio sostituisce i2 
punti base.
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Oiò posto avremo per i caratteri della curva C :

M =  ,9 q- 4]) — 1 =  ir — S (/2 — 1) H- — 1 =  d -}- r -I- Ip — 1 
IV =  (Sii — 3) n — 2 i( 3 i — 1 )=3n(u  — 1 ) — 3h r + E / = 2(d-hp — 1 )

P  =  9p -t- 1 — T.

Allora, ripetendo i calcoli fatti precedentemente, si otten­
gono i valori di A", T, A, T. Pertanto si conclude che:

In ima rete di curve f ,  di grado d e di genere p, dotata 
di r punti base semplici o multipli a tangenti variabili, vi sono 
in generale :

A =  2 ì(7Z -f- p f  — 17p — od -4- 2r Ij fasci di curve 
bitangenti,

K = 3 (d -h G p  — r  — 1) fasci di curve osculatrici,

T — \ )  (d +  4p +  r — l)2 - od — 78p — r  4- 3 ( curve do-

tate di due punti doppi, e
I= z2 Ip  curve cuspidate (1).

Nota. Si noterà, come eccezione essenziale al teorema, 
il caso in cui la rete possegga curve fondamentali facenti 
parte di co1 curve f  spezzate; nel qual caso si troverebbe un 
fascio di rette che si stacca (una o più volte) dall’inviluppo C.

22, Caratteri della hessiana e della steineriana. — L’ana­
lisi dei vari casi in cui può nascere un punto doppio per la 
jacobiana di una rete si può applicare al caso speciale di 
una rete di polari, e così permette di stabilire che la hessiana 
di una curva f  non possiede in generale punti doppi fuori 
di / .  Qui giova osservare che questa applicazione aggiunge 
qualche cosa a quanto abbiamo stabilito. Invero la rete dello

polari di una curva /  d’ordine n, dipende, come / ,  da U~n

costanti arbitrarie, mentre tutte le reti di curve d’ordine

(n — 1) dipendono, come i piani dello spazio ad —---------------- (*)

(*) Queste formule, die pongono in una forma generale e semplice i 
risultati già consegniti d a l-C r e m o n a , appartengono al C a p o r a l i  (Sopra 
i sistemi lineari triplamente infiniti di curve algebriche piane; 1. <•. 
pag. 181, 182) che le ha dedotte dallo studio della rappresentazione piana, 
delle superficie razionati, e dalla considerazione del cono circoscritte 
ad esse da un punto.
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dimensioni, da 3 (n — l)(n +  2) —■ 6 costanti; perciò appena

n >  3 la rete delle polari di una /  generica appare una rete 
di curve d’ordine n — 1 essenzialmente particolare; si iiotrebbe 
quindi dubitare che la particolarizzazione portasse con sè 
l’esistenza di singolarità della jacobiana che è l’hessiana d i/ .  
Ma lier escludere il dubbio basta prendere in esame le tre 
specie di singolarità che una jacobiana può possedere fuori 
dei punti base della rete.

Supporremo per semplicità che la curva /  non possegga 
liunti doppi, e così la rete delle polari sia priva di punti base.

1) Si ha una singolarità di prima specie della hessiana 
— caso 2) del precedente paragrafo — quando esiste un punto 0 
che è doppio per un fascio di curve polari. Ora i poli di codeste 
curve appartengono alla retta o, polare di 0; ma poiché le 
seconde polari dei punti di o vengono a passare per 0, si 
deduce che tutti i punti di o appartengono alla conica polare 
di 0, e perciò questa conica — contenendo la retta o, polare di 0  
rispetto ad essa — deve ridursi alla retta o contata due 
volte. Siccome fra le <̂ r’ coniche del piano (concepite come 
luogo di punti) ve ne sono oc2 degeneri in una retta contata 
lue volte, così la condizione che la conica polare del punto 0 
si riduca ad una retta contata due volte implica tre condizioni 
semplici, e l’esistenza di un punto 0  siffatto, di cui non venga 
prefissata la posizione, cioè l’esistenza di una singolarità di 
orima specie per la hessiana di / ,  si traduce in una condizione 
particolarizzatrice della / .  Questa si può scrivere facilmente, 
in base all’analisi del precedente paragrafo.

Pongasi infatti 0  nell’origine delle coordinate, e o nella 
setta all’infinito. Affinchè le curve

abbiano un punto doppio in 0  si hanno 5 condizioni lineari 
nei coefficienti di / :

Queste equazioni debbono potersi soddisfare quando si

=  aQ2 — 0.
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effettui una trasformazione di coordinate in cui si dispone 
di 4 costanti essenziali (le coordinate di 0 e di o); ciò implica 
una condizione di compatibilità die ò una relazione partico­
lare fra i coefficienti di f .  Giova notare che se un punto 
doppio di prima specie della liessiana viene a cadere sulla 
sua retta polare o, accade che la prima polare di 0  passi 
per 0  e abbia ivi un punto doppio, dal che segue che 0  
diventa doppio per / .

2) Si ha una singolarità di seconda specie per la lies- 
siana di f  —* caso 3) del precedente paragrafo — quando 
esiste una curva polare, dotata di punto triplo. Designamo 
con 0  questo punto e con 0' il polo della 9; si vede allora 
che la cubica polare di 0 deve avere un punto triplo in 0 \  
cioè deve constare di tre rette per 0'. L’esistenza di un 
punto 0, triplo per una curva polare, si traduce in due con­
dizioni per / .

Invero pongasi 0 nell’ origine e assumasi come punto 
coniugato 0' il punto all’ infinito dell’asse delle x; affinchè 
la polare di questo

df- -  =  aL0 -f- 2a90 x +  an y + 3 a y 0 2 a, i xy -f-a l y 2+ 4 a . 0 xz+ ... =  0
oX

abbia 0 come punto triplo si hanno le G condizioni lineari

«10 =  « io  = « 1 1  =  «30 =  « i l  =  « ! i  =  0  ;

queste equazioni debbono potersi soddisfare disponendo delle 
4 costanti essenziali da cui dipende la posizione di 0  e 0 \  
sicché eliminando queste costanti si ottengono appunto due 
relazioni fra i coefficienti di / .

3) Una singolarità di terza specie della hessiana di f  
— caso 4) del precedente paragrafo — si ottiene quando esista 
un fascio di polari osculatrici che contenga una curva dotata 
di cuspide nel punto di contatto 0. Per una /  generale vi è 
un numero finito di fasci di curve polari osculatrici e un 
numero finito di polari cuspidate, ma quelli non contengono 
queste. Pongasi invero che la retta 0, polare di 0, sia la retta 
all’ infinito e che 0  cada nell’origine,' inoltre la polare del

3 f
punto all’infinito dell’asse delle x, cioè la *- =  0, sia la curvadx
cuspidata nel fascio; si trova allora la condizione aggiuntiva che
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la tangente della =  0 sia la tangente cuspidale della —

Scrivendo questa condizione si riconosce che essa riesce indi- 
pendente dalle rimanenti, che pure sono indipendenti fra loro, 
per modo che essa implica una particolarizzazione proiettiva 
della curva / .

Concludiamo che la hessiana di una curva generale è priva 
di punti dopivi.

Basandoci quindi sulla conoscenza del genere della hes­
siana, si possono ottenere i caratteri della curva steineriana 
luogo dei punti la cui polare rispetto ad /  possiede un punto 
doppio, ossia luogo dei punti doppi delle coniche polari di /  
(§ 7). A tal line occorre tener presente che la corrispondenza 
fra i p>oli e le curve polari è proiettiva, cioè che ai punti di 
una retta corrispondono le polari di un fascio (§ 4). Se poniamo 
fra il piano (x) della /  e im piano (y) una reciprocità, il piano 
rigato (y) risulta riferito proiettivamente alla rete delle curve 9 
polari di /  e quindi, come nel paragrafo precedente, vi è luogo 
a considerare in (//) la curva C inviluppo delle rette corri­
spondenti alle 9 dotate di punto doppio; ora la G è la curva 
reciproca della steineriana di / .  Si deduce che:

Per una. curva generale d? ordine n, i caratteri della steine­
riana (ordine, classe, numero dei nodi, delle cuspidi, delle 
tangenti doppie e dei flessi) sono dati da

v =  3(n 2)2,

^  =  3 0 1 - 1 ) 0 1 - 2 ) ,

3 = =  -  ( n  —  2 ) ( » .  —  3 ) ( 3 h ~ —  9 »  -  5 ) ,  

h =  12 (» — 2)(n — 3), 

t  =  -  ( n  —  2 ) ( n  —  3 ) ( 3 n ~  —  3 n  —  8 ) ,  

i  =  3 ( w  — 2 ) ( 4 n  — 9 ) .

J punti doppi della steineriana corrispondono alle polari 
dotate di due punti doppi e le cuspidi alle polari cuspidate; 
le tangenti doppie invece corrispondono ai fasci di polari bit an­
ge) iti e le tangenti di flesso ai fasci di polari osculatrici.

Gli sviluppi del precedente paragrafo permettono di rico­
noscere in qual modo si modifichino i numeri precedenti 
quando la curva fondamentale f  possegga un nodo; il caso



184 LIBRO TERZO

in cui essa possegga una cuspide esige esame più minuto. 
Giova poi notare che:

se una curva possiede un punto triplo la sua steineriana 
è indeterminata, e viceversa.

Infatti se la /  possiede un punto triplo tutte le polari 
hanno in esso un punto doppio; viceversa se tutte le polari 
hanno un punto doppio, per il teorema di B ertin i (L. 3°, 
$ 20) esso è un punto base della rete e quindi è triplo per la / .

Osservazione. Se (x) è un punto variabile della hessiana li, 
ad esso corrisponde in generale un punto coniugato della steiue- 
riana, la cui polare ha in (x) un punto doppio; questo punto 
coniugato (y) si ottiene in funzione razionale di (rr):

Hi —  4* i ( / i  '^2 ) / —  Ì ? 2, o)  ;

aggiungendo a queste tre equazioni la equazione della hessiana

h(xi x2 x3) =  0

ed eliminando xn x2, x:i, si ottiene l’equazione .9 =  0 della 
steineriana, che è anche data direttamente annullando il discri­
minante della curva polare di (y). Ora quando f  acquista un 
punto triplo Oj s si annulla identicamente, ma le relazioni 
y i =  ibi(xix.2x?)  conservano il loro signilìcato, annullandosi le 
tre yi solo quando (x) cada in 0 . Così la curva descritta dal 
punto (y) quando (x) varia su à, porge un nuovo covariante s' 
che prende il posto, della steineriana.

Si vede senza difficoltà che l’ordine di s è in generale 
di 7 unità inferiore a quello di s, giacché il punto base 
doppio 0  conta per 7 nel gruppo jacobiano di un fascio qua­
lunque della rete delle polari di /  (Ofr. § 20).

Notizia storica. Ohe la hessiana di una curva generale 
sia priva di punti doppi fu ammesso dal Oremona, il quale, 
basandosi su questo implicito presupposto, ne dedusse i carat­
teri della steineriana (Introd. n. 118, Opere, t. I, pag. 426). Il 
Cremoxa — in luogo del genere — valuta il numero dei flessi 
della steineriana; a tal uopo egli considera la curva /^inviluppo 
delle rette polari dei punti della hessiana: questa curva K si 
compone della steineriana e delle sue tangenti di flesso, ma per 
averne 1’ ordine occorre conoscere la classe della hessiana.i

Nelle Lezioni di Olebscii-Lindkmann si segue una via 
sostanzialmente analoga, da cui erroneamente si vuol desu-
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mere il genere della hessiana e dimostrare così che questa 
curva è in generale priva di singolarità.

La dimostrazione rigorosa di questo fatto è dovuta a 
D el  Pezzo (*) (1883); il quale svolge sostanzialmente l’ana­
lisi che noi abbiamo esposta dapprima per la jacobiana di 
una rete e applicata poi alle reti di curve polari.

Quanto alle singolarità della steineriana conviene ricor­
dare che anzitutto Steiner (184S) enunciò come questa curva 
possegga 12(n — 2)(n — 3) cuspidi. Poi Olebsoh, avendo tro­
vato lo stesso numero di polari cuspidate, sospettò che i poli 
<li questi fossero le cuspidi della steineriana e dimostrò questa 
proprietà per il caso di n =  4 (1801) f). L’esame completo 
delle singolarità della steineriana appartiene al 0 remona 
(1. e., 186L) in cui si trova appunto il riferimento di Clebscii.

23. Notizia storica sulle curve covarianti. — L’ introdu­

zione del determinante funzionale, --, di n funzioni’ D{xi ^ x ny
con n variabili, è dovuta a J a c o r i  (3) (1841), che ha messo 
in luce il significato del suo annullamento identico, cioè l’esi­
stenza di una corrispondente relazione fra

Ti/ t? ./» Y» \
Il significato dell’equazione — --1- --- =  0, nel caso diD(xlx, x,)

tre forme ternarie, è stato rilevato da Hesse (4) (1844), rife­
rendosi al caso della rete delle polari di una cubica: la curva 
che si ottiene annullando il determinante delle derivate seconde 
viene ivi definita geometricamente come luogo dei punti le 
cui rette polari passano per un punto, proprietà che si estende 
alla jacobiana di tre curve qualunque (5).

Nel la stessa memoria di H esse viene riconosciuto che i 
tiessi della cubica sono le intersezioni di questa con la nomi- 
nata curva covariante; anzi la ricerca di Hesse muove appunto 
dal problema di determinare i flessi, considerati come punti 
di curvatura nulla. Dal nome di liessiano dato al detenni-

fi) Rendiconti dell’ Acc. di Napoli, t. 22, pag. 203.
(3) Journal ftìr Math., Bd. 59, pag. 131.
(3) « De determinalitibns functionalibus », Journal fin* Malli., Bd. 22, 

pag. 319.
(4) Journal fiir Math., Bd. 28, pag. 97.
(5) Cfr. S v l v e s t e  n « Philos. Transactions » CXLIII. Parte III, pag. 546, 

(1853). — C r e m o m a  « Introduzione » Opere, t. I, pag. 398.
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nanfe h = d'2f^ ^ — (Sylvester), è venuto quello di curvadxt dxk 77
liessiana di / ,  dato alla li =  0 (Cremona). Il nome di curva 
jacobiana di tre curve, usato da S y lv ester  e adottato dal 
Cremona, lia dato luogo alla designazione « jacobiana di una 
rete » che, dopo qualche incertezza, ha finito per prevalere 
sulla designazione « liessiana d’una rete » usata pure dal 
Cremona (cfr. la nota 77 dei revisori in « Oliere », 1.1, pag. 489), 
fissandosi così per la liessiana il significato più ristretto di 
« jacobiana di una rete di polari ».

S tein er (r) (1848) riguardando la curva liessiana di una 
data (che egli chiama Kevncurve) come luogo dei punti doppi 
delle sue polari (pag. 4) è tratto a considerare, accanto a 
codesta curva, anche il luogo dei poli corrispondenti, cioè la 
curva che da lui appunto il Cremona ha designata col nome 
di steineriana.

Accanto alle nominate curve vi è luogo a considerare 
anche l’inviluppo delle rette che uniscono i punti coniugati 
della liessiana e della steineriana, cioè una, nuova curva cova­
riante a cui il Cremona ha dato il nome di cayleyana, in 
onore di C ayley che ne sviluppò la teoria per riguardo alle 
cubiche (2).

Bftèttivamente la cayleyana ha particolare importanza 
nello studio di queste curve, giacché in tal caso convengono 
ad essa diverse definizioni geometriche. Anzitutto C ayley ha 
incontrato tale curva (1844) studiando la corrispondenza invo- 
lutoria che viene determinata sopra una linea del terz’ordine, <p, 
da due punti aventi il medesimo tangenziale: le congiungenti 
i punti coniugati inviluppano una curva di terza classe, che 
più tardi (1850) ha ritrovato partendo da una, cubica f  di 
cui cp sia Phessiana (come vedremo, data la cp, si può definire 
in tre modi diversi una f  di cui cp è liessiana).

Nella citata memoria del 1856, C ayley ha pure scoperto 
la proprietà fondamentale che: la cayleyana di una cubica 
(da lui designata col nome di pippiana) è anche l’ inviluppo 
delle rette che costituiscono le coniche polari spezzate.

Lo studio delle tre curve covarianti, liessiana, steineriana

(A) Journal fur Math., Bd. 47, (1854).
(2) Journal de Mathématiques, t. 9, pag. 285, (1844). Philos. Tran­

sactions, vol. 147, pag. 415, (11 dee. 1856).
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e cayleyana, ò stato proseguito da Gremona (*) (1861) e da 
Olebsch (2) (1861, 1865).

La cayleyana di una curva generale d9ordine n ( >  3) 
ha i seguenti caratteri:

ordine: 3n(n— 2)(5n — 11), 

classe: 3(n — I)(m — 2),
9numero dei punti doppi: ^(n— 2)(5n — 13)(5?r—19n-i-16),

9numero delle tangenti doppie: - (n—• 2)2(u2— 2w — 1), 

numero delle cuspidi : 18(n — 2)(2n — 5), 

numero dei flessi : 0.

Per n — 3 accade elle la cayleyana, anziché essere di 
classe 6, diviene una curva di terza classe contata due volte, 
d’accordo con la circostanza che la hessiana coincide con la 
steineriana sicché ogni tangente della cayleyana nasce qui da 
due anziché da un punto della hessiana. È ovvio pertanto 
che non sono piu applicabili le formule che forniscono gli 
altri caratteri della curva.

La molteplicità della curva jacobiana J, in un punto 
comune a tre curve date, è stata ricercata con procedimenti 
sintetici, attraverso una generazione proiettiva di J , dal 
O r e m o x a  (1. e.), e poi dal D o e h l e m a x x , dal G t jc c ia  e dal 
G e r b a l d i  ( :r). Questi ha determinato analiticamente i casi in 
cui la jacobiana di tre curve, aventi un punto di molteplicità 
rispettiva r, s, £, possiede ivi un punto di molteplicità supe­
riore ad r -1- s -f- t — 2 .

Il modo di comportarsi della hessiana in un punto doppio 
<lella curva (caso generale) è stato riconosciuto fino da 
Hesse (4) (1850). Il caso del punto i-plo è stato studiato dal 
B r jll  nella citata memoria del 1878 e da K o t t e r  (5) (1888).

(J) Introduzione. Articoli XX-XXIV.
(2) Journal fiir Matli., Btl. 59, (pag. 125) e Bel. 64 (pag. 288).
Cfr. « Clebsch-Lindemann » traci, francese, t. II, pag. 102.
(3) Circolo Mafc. di Palermo, t. 8, (1893-94).
(4) Journal fiir Math., Bd. 40.
(5) « Die Hesse’sche Curve in rein geometrischer Behandlung ». 

(Malli. Annalen, Bd. 34).
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Giova, notare che per le singolarità straordinarie, già nel caso 
dei limiti doppi, occorrono varie complicazioni, per esempio: 
un tacnodo ordinario (punto di contatto ordinario di due rami 
lineari) è in generale triplo per la liessiana (l), ma esso può 
divenire quadruplo anche restando il tacnodo ordinario ; ciò 
accade se le curvature dei due rami sono uguali e di segno 
opposto, caso che viene designato dal Segue (1. c.) come 
tacnodo simmetrico od armonico (2).

Delle singolarità che la liessiana d’ima curva può avere 
fuori della curva abbiamo discorso nella speciale notizia sto­
rica che chiude il § 22.

Il teorema sull’indeterminazione della liessiana (esistenza 
d’un punto «.-pio per la forma /  d’ordine n) è stato enun­
ciato da Hesse (1851) (3) per le forme con un numero qua­
lunque di variabili, ma la dimostrazione è scorretta, ed anzi 
il teorema stesso non vale più per le forme (con parti mul­
tiple) in cui entri un numero di variabili > 4  (4). Ciò spiega 
le difficoltà che presenta l’estensione di questo teorema dal 
caso semplicissimo delle forme binarie (cfr. L. 2°, § 5) al caso 
delle forme ternarie e quaternarie (curve e superficie). La 
prima dimostrazione rigorosa per le curve è dovuta al 
Gordan (5), quella elementare del testo viene svolta in una 
nota di Ciiisini nel Giornale di Matematiche (1915),

Il teorema sull’indeterminazione della jacobiana d’una 
rete, che qui si prende come base, ò dato sostanzialmente 
sotto forma algebrica dal Pasch (1881) (°) ed il suo enunciato 
geometrico s’ incontra in A. Levi (1890) (7); noi ne abbiamo 
dato una dimostrazione più diretta, aggiungendo poi la ele­
gante dimostrazione geometrica dovuta al B e r t i n i  (1. c.).

(1) Cfr. S e g r e  « Giornale di Matematiche » voi. 36, pag. 48.
(2) Cfr. anche S e g r e  « Rendic. Lincei » (19 sefct. 1897).
(3) Journal fiir Math., Bd. 49, pag. 117. (Cfr. Bd. 56, pag. 263).
(4) G o r d a n  e N ò t h e r  « Math. Ann. » Bd. 10, pag. 547, (1876).
(5) Sitzimgber. der phys. med. Soc. Erlangen (13 dee. 1875).
(G) Math. Ann., Bd. 18, pag. 84.
(7) Giornale di Mah, t. 34.



Capitolo I II

La cubica piana

24. Il teorema di Salmon e la condizione di proiettività 
fra due cubiche. — Ci proponiamo di applicare la teoria della 
polarità allo studio delle cubiche : considereremo sempre 
cubiche irriducibili e, dove non si avverta il contrario, senza 
punti doppi.

Ricordiamo anzitutto i risultati ottenuti, cioè che: 
una cubica C:i, senza punti doppi, è di classe 6 (§17); 

per un punto di essa possono condursi in generale quattro 
tangenti altrove alla cubica (ibidem); la hessiana e la steine- 
riana coincidono in una medesima curva del 3° ordine (§ 7), 
la quale sega la curva data nei suoi 9 flessi, tutti distinti fra 
loro (§ 35).

Dimostriamo ora che:
Le quattro tangenti condotte alla culnca da un suo punto, P, 

formano un li-rapporto costante al variare di P  sulla cubica (l), 
che dicesi anche madido di questa.

Per dimostrare che il detto birapporto non varia, basterà 
far vedere che, spostando P  sulla 0 :ì di un infinitesimo ds, 
il birapporto assume un incremento infinitesimo d’ ordine 
superiore rispetto a ds.

Sia dunque P  un punto della cubica C3, infinitamente 
vicino a P. La conica polare del punto P, che è tangente 
in P  (§ 4) e quindi passa per P', sega ulteriormente la C:i in 
quattro punti: Q{, Qt , QZ1 Qt; le rette PQL, PQ,, PQ3, PQn 
sono le quattro tangenti uscenti da P. La conica polare 
di P' intersecherà la 0.A in quattro punti QL\  Ç/, $3', Qf

(!) Cfr., anche per la dimostrazione, S a l m o n  « Journal fiir Malli. » 
Bd. 42, pag. 274, (1851). Un’ altra, dimostrazione del teorema si è incon­
trata nel L. 2°, § 22.
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infinitamente vicini ai punti Ql, Q.,, Q.., Q. ; le rette
P'Ql', P'Q2', P'Ql, P'Ql sono le quattro tangenti uscenti da P'.

Per il teorema di S t e in e r , il birapporto delle quattro rette

PQn PQtì PQS, PQ4 

è uguale al birapporto delle quattro rette

P ’Qn P'Qi, P'Qi, P'Q>,

essendo P' sulla conica polare di P. Se dimostreremo die 
l’angolo formato dalla coppia di rette

P '
P ’Qn p ’q;

è, come gli altri tre analoghi, un infinitesimo 
d’ordine superiore rispetto a PP', sarà dimo­
strato che il primo birapporto differisce dal 
secondo per infinitesimi d’ ordine superiore. 
Perciò notiamo che Q f  punto di Os infini­
tamente vicino a Q17 si trova sulla tan­
gente PQ{. Ora l’ area del triangolo 
che ha la base infinitesima, è un infi­
nitesimo d’ordine superiore rispetto PP'; ma

quest’ area è - P'QL-P'Q{ * sen Q^P'Q^ quindiJj
l’angolo QlP'Ql' è un infinitesimo d’ordine 

superiore rispetto a PP'. c. d. d.
Il birapporto a delle quattro tangenti, condotte alla C:] 

da un suo punto P, che abbiamo dimostrato risultare indipen­
dente da P, costituisce un invariante assoluto rispetto alle 
trasformazioni proiettive della cubica. Per verità a dipende 
irrazionalmente dai coefficienti dell’equazione della cubica, ma 
in seguito vedremo che l’ invariante assoluto, introdotto nel 
§ 4 del L. 1° come funzione del birapporto, cioè

4(1—  oc - j -  a2)3 
J  ~ ~  (a — l ) 2(a — 2)s(2a — l ) 2 ’

si esprime razionalmente per i coefficienti suddetti, cioè porge 
un invariante assoluto razionale della cubica stessa.

Se la quaterna delle tangenti condotte da P  alla C:) ò 
armonica (a =  — 1) oppure equianarmonica (a =  l p £  =  — e2), 
la ciibica si dice rispettivamente armonica, ed equianarmonica.
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Se nella quaterna anzidetto due tangenti coincidono, si 
lia cc— 1, (o, oc), e la cubica possiede un punto doppio. Il 
birapporto « diventa indeterminato .soltanto se tre tangenti 
della quaterna coincidono (L. J °, § 4) cioè per le cubiche dotate 
di cuspide.

Ritorniamo alle cubiche C:), senza punti doppi. Quando il 
inulto P da cui si conducono le quattro tangenti alla C3 si fa 
variare sulla curva fino a cadere in un flesso F, la quaterna 
delle tangenti si riduce alla tangente di fiesso e ad altre tre tan­
genti. Essendo F  un punto della hessiana la sua conica polare 
si spezza, e poiché F  e semplice per la cubica, questa conica 
non può avere in F un punto doppio (§ 4); deduciamo che 
la nominata conica si compone della tangente in F (tangente 
di flesso) e di un’altra retta che contiene i tre punti di con­
tatto delle tangenti uscenti da F, la quale riceve il nome di 
polare armonica del flesso. Allora il birapporto costante della 
cubica viene espresso come birapporto di quattro punti 
appartenenti alla polare armoni (ai di un flesso, cioè delle 
intersezioni di questa retta con la (.albica e con la tangente 
di flesso. Da tale osservazione si trae che:

Condizione necessaria e sufficiente perchè due cubiche C?> e 
CI siano proiettive, è che esse abbiano lo stesso invariante asso­
luto (ossia lo stesso modulo).

Si ripete qui il ragionamento già svolto nel L. 2°, § 22.
Ohe la condizione sia necessaria, cioè che due cubiche 

proiettive fra loro abbiano lo stesso invariante è cosa evi­
dente: resta quindi a dimostrarsi che la condizione è anche 
sufficiente, cioè che due cubiche C:ì e 6V, aventi lo stesso 
invariante, possono proiettarsi F una nell’altra.

Sia F  un flesso della <7.., e IìKLM  le intersezioni della 
polare armonica di F  con la tangente di flesso e con le altre tre 
tangenti uscenti da F, sia inoltre F[ un flesso di (7/ e Iì'IVL'M' 
i quattro punti analoghi di IìKLM  ; per ipotesi sussiste l’ugua­
glianza fra i birapporti

{IìKLM) =  (H'K'L'M').

Sia ora P  un punto qualunque della <7.. e sia Q l’intersezione 
di FP  con la polare armonica di F ; e sia Q' il punto della 
polare armonica di F  tale che

(IT K'L'Q') =  (HKLQ),
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P  una delle due ulteriori intersezioni di C3 con la retta F'Q'. 
Consideriamo la proiettività, die trasforma il piano della C3 
nel piano della 6y, in modo elle i quattro punti FIIKP  cadano 
nei punti F ' I I ' K ' P Questa proiettività porterà il punto Q, 
intersezione di P1K con FP, nel punto Q' intersezione di I I 'K  
con F 'P \  e inoltre, essendo

(PI KLM) =  (II'K'IJM')

(HKJjQ) =  (H'K'I/Q'),

porterà anche L  in U  e M  in M \  e quindi trasformerà la 
cubica C3 in una cubica Cf  che coinciderà con la C f  avendo 
a comune con essa dieci punti, di cui tre sono riuniti in F \  
due in K \  due in Z/, due in M' e il decimo è dato da P \  

Ricordiamo che esistono quattro permutazioni per cui resta 
invariato il birapporto di quattro elementi in posizione gene­
rica: quando però si voglia tener fermo uno prefissato fra i 
quattro elementi, vi è la sola identità che lascia invariato il 
birajiporto suddetto. Se invece i quattro elementi formano un 
gruppo armonico vi è, oltre 1’ identità, una sola permutazione 
che non ne altera il birapporto; mentre, se i quattro elementi 
formano un gruppo equianarmonico si hanno, oltre l’ identità, 
due permutazioni siffatte (L. 1", § 4). Ora l’omografia che tra­
sforma la C3 nella C f  trasformando il gruppo FIIKP nel 
gruppo F'II'K'P', deve portare un flesso della (/.. in uno dei 
Dilessi della CO e portare l’ ima nell’altra le relative tangenti 
inlìessionali, inoltre deve trasformare il gruppo delle altre tre 
tangenti uscenti dal flesso medesimo nel gruppo analogo; si 
può invece scegliere il punto P \  omologo di If fra i due punti 
intersezione di C.! con la retta F'Q'. Da (pianto precede si 
deduce immediatamente che:

Esistono 9 * 2 =  18 omografie olio trasformano Vana nel- 
V altra dar cubiche di uguale modulo se questo ha un valore 
generico, ma queste omografie diventano 9* 2- 2 =  86 se le due 
cubiche sono armoniche e 9 • 2- S =  54 se sono equi amarmo n 4 che.

In particolare : -per una cubica generale esistono PS omo­
grafie che Ut trasformano in se stessa; ne esistono SO per una 
cubica armonica e 54 per una cubica equianarmanica.

Osservazione. Dal fatto che V uguaglianza dei birapporli 
delle quattro tangenti, ossia degli invarianti assoluti delle 
relative quaterne, esprime la condizione di proiettività di due
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cubiche, si deduce che: la cubica possiede un solo invariante 
assoluto. Questa conclusione si accorda con la circostanza che 
l’equazione della cubica contiene 9 parametri essenziali, mentre 
vi sono <>os omografie piane e vi è in generale un numero 
Unito di omografie che trasformano una cubica in se stessa.

Possiamo completare i risultati precedenti determinando 
le trasformazioni proiettive di due cubiche con punto doppio; 
questo caso corrisponde al valore J  =  1 dell’invariante asso­
luto, ma sfugge alle considerazioni fatte, dove era essenziale 
riferirsi a quaterne di tangenti con elementi distinti.

Qui occorre fare una distinzione secondo che si tratti di 
cubiche dotate di punto doppio a tangenti distinte (reali o 
no) oppure di cuspide, ricordando-che: nel primo caso per un 
flesso passa una tangente altrove alla curva fuori della tan­
gente di flesso, mentre nel secondo caso non ve ne è alcuna.

1) Se due cubiche C., e(7 ':ì, dotate di punto doppio 0  
e 0', si debbono trasformare proiettivameute l’una nell’altra, 
bisognerà anzitutto che 0, 0' e le relative tangenti princi­
pali si corrispondano; se inoltre ad un flesso F  di <7., si as­
socia uno F \  fra  i tre flessi di la proiettività in cui si
corrispondono F  e F' farà anche corrispondere le tangenti 
condotte da F  e F' alle due cubiche, e precisamente fra loro 
le due tangenti di flesso e le due tangenti altrove, nonché i 
loro punti di contatto P  e P'. Si vede così che le condizioni 
precedenti determinano, in sei modi diversi, quattro coppie di 
rette omologhe nei piani di C:ì e di C.f cioè le FP  e F'P\  
PO e P'0', le due tangenti di flesso e due tangenti principali 
rispettivamente in 0  e 0' (scelta possibile in due modi). Con 
ciò resta provato che una trasformazione proiettiva di C:} in 0./ 
è suscettibile di sei determinazioni al più. Ma d’altra parte, 
fissando — in uno dei sei modi anzidetto — quattro coppie di 
rette omologhe nei piani di C3 e di 0./, si determina un’omo­
grafia che trasforma la prima cubica in un’altra avente a 
comune con 0./ dieci punti (cinque riuniti in 0', tre in F' e 
due in P r) e però coincidente con C.'. Si conclude che :

Due cubiche dotate di nodo sono trasformabili proiettiva­
mente Vuna, nell? altra, in 0 modi diversi, e in particolare ogni 
cubica con nodo ammette 6 trasformazioni proiettive in se stessa.

Il caso delle cubiche con cuspide si può trattare come 
limite del precedente. Qui per stabilire una proiettività

F. ENRIQUES - I I .
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fra le due cubiche C3 e 07 si dovranno associare : le due 
cuspidi O e 0', i due tiessi F  e F' (ciascuna curva ne pos­
siede uno solo) e le relative tangenti, cioè le tangenti cuspi­
dali e di flesso; in tal guisa si ottengono soltanto tre coppie 
di rette omologhe, e per determinare la proiettività è lecito 
ancora scegliere arbitrariamente sulla seconda curva il punto Q\ 
corrispondente ad un punto Q prefissato sulla prima. D’altra 
parte una omografia così determinata fa corrispondere a C3 
una cubica avente con 07 dieci punti comuni (sei in 0', tre 
in F \  e uno in Q') e però coincidente con essa. Si conclude che:

Due cubiche dotate di cuspide sono trasformabili proietti­
vamente Vuna indi’ altra in ©c1 modi; in particolare una cubica 
con cuspide ammette co1 trasformazioni proiettive in se stessa9 
essendovi una trasformazione che porta l’uno nell’altro due 
punti generici della curva.

Questa conclusione è d’accordo col fatto che vi sono 
omografie piane, le quali lasciano invariata la famiglia delle 
cubiche dotate di cuspide.

25. Invarianti di Aronhold e equazione normale. — Cer­
chiamo di esprimere l’invariante assoluto J  di una cubica

/  =  ^a^xUf1 =  0 (i 3)

in funzione dei coefficienti a. Designando con a il birapporto 
costante delle quattro tangenti condotte alla curva da un suo 
punto, si ha — per definizione —

4(1 — g +  orY 
~  L)*’

sicché J  risulta indipendente dall’ordine delle quattro tan­
genti e perciò univocamente definito in rapporto ad / ;  sarà 
dunque J  funzione razionale dei coefficienti a:

J  = A{a)
•»(*)’

dove A e B  sono polinomi aventi lo stesso grado, dovendo J  
dipendere soltanto dai rapporti dei coefficienti.

Per determinare il grado di A e JB, basta cercare quante 
sono le cubiche di un fascio che posseggono un dato inva­
riante assoluto; è chiaro infatti che mutando i coefficienti a
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ìu il grado di A(a +  Xa) e B(a-PXa) rispetto a )  è
precisamente il grado complessivo risjietto ai coefficienti a 
dei due polinomi A e B.

Si consideri un fascio generale di cubiche e sia P  uno 
dei suoi punti base, che collochiamo nell’origine delle coordi­
nate. Sopra una retta p per P, che non contenga altri punti 
base, le cubiche del fascio segano una involuzione di coppie 
di punti (cfr. L. 2°, § 2), che ha due punti doppi; perciò vi 
sono due cubiche del fascio tangenti a p. Segue di qui che 
le quaterne di rette tangenti alle nostre cubiche per P  
formano, nel fascio di raggi P, una serie (razionale) d’indice 2, 
cioè una serie tale che una retta determina due quaterne: 
il parametro X delle cubiche del fascio figura al secondo grado 
nell’equazione di una quaterna.

Ora le quattro tangenti condotte da P =  (00) ad una 
cubica del fascio verranno rappresentate annullando una 
forma del quarto grado : y(xy) =  0, e l’espressione dell’ inva­
riante assoluto è (L. 1°, § 4)

dove i è di secondo grado e j  di terzo grado nei coefficienti 
di y. Siccome questi coefficienti contengono X al secondo grado, 
segue che:

1) J  contiene X al dodicesimo grado, cioè vi sono 12 cu- 
biche del fascio per cui l’ invariante assoluto assume un valore 
generico. In particolare vi sono 12 cubiche con punto doppio 
per cui J  — 1, d’accordo con la deduzione del § 20: ciò risulta 
anche direttamente ove si riprenda la costruzione delle cubiche 
del fascio tangenti ad una retta p per P; considerando come 
omologhe due rette per P  tangenti a una medesima cubica 
del fascio, si ottiene una corrispondenza [6, 6] i cui 12 raggi 
uniti vanno ai punti doppi delle cubiche del fascio.

2) Ma vi sono nel fascio 4 cubiche equianarmoniche per , 
cui J — 0, le quali conteranno ciascuna per 3 in rapporto 
alle radici dell’equazione che si ottiene annullando il nume­
ratore di J:A  — 0. Sarà dunque A il cqbo di una forma di 
quarto grado nei coefficienti di j \  cioè

A =  8%
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dove S designa un invariante razionale di quarto grado (e 
di peso 4) della cubica.

3) Similmente vi sono nel fascio 6 cubiche armoniche 
per cui J=oo^  e così l’equazione B =  0, che si ottiene annul­
lando il denominatore di J, ammette 6 radici doppie, ossia

B = T \

dove T  designa un invariante razionale di sesto grado (e di 
pesò 6) della cubica.

In conclusione:
La cubica piana possiede un invariante di quarto grado9 S> 

e un invariante di sesto grado, T, per mezzo dei quali si esprime 
V invariante assoluto :

le condizioni
S =  0, T =  0,

esprimono che la cubica è, rispettivamente, equianarmonica ed 
armonica.

L’unicità dell’invariante assoluto, già osservata nel para­
grafo precedente, porta che ogni altro invariante della cubica 
si esprime razionalmente per 8  e T. In particolare gli inva­
rianti 8  e T sono definiti dal loro grado a meno di fattori 
numerici; il discriminante della cubica viene dato d a # 3 — T 2 
(J =  1 per le quaterne con raggio doppio) e così i fattori 
numerici che compariscono nella definizione di 8  e T  sono 
il quadrato e il cubo d’una medesima costante.

Nota. Gli invarianti S e T  della cubica sono stati intro­
dotti da 7ÌR0NIL0LD (*) (1849); ma il loro significato geome­
trico viene in chiara luce soltanto con la scoperta di Sa lm o n  
relativa al birapporto delle quattro tangenti condotte per 
un punto P della cubica. S a l m o n , partendo dalla ricerca di 
questo birapporto, ritrova gli invarianti di A r o n h o l d , dan­
done il calcolo effettivo.

Qui giova avvertire che ove si assuma l’espressione del­
l’invariante assoluto in rapporto alla sopranominata quaterna:

J  =
4 i 3

(9 Journal für Matli., Bd. 39, pag. 149.
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non è lecito ritenere a priori die i e j  siano funzioni razio­
nali dei coefficienti della cubica / ,  ciò che abbrevierebbe le 
considerazioni precedenti. Infatti, a differenza dell’invariante 
assoluto J , gli invarianti relativi i e j  dipendono non soltanto 
dalla quaterna delle tangenti per P, ma anche dal sistema 
delle coordinate a cui questa quaterna viene riferita (L. 1°, 
§ 2 ); ora i tre raggi fondamentali di questo sistema non 
vengono definiti razionalmente in funzione delle quattro tan­
genti nominate, sicché i ed j sembrano dipendere irrazional­
mente dai coefficienti di /  (A).

Se, richiamando la notazione simbolica, si scrive la cubica 
sotto la forma

fi  ̂ ----  lì  ̂   s> 3 --- p 3 --- y? 3
CC ----  u OC   Vv    J  X  5

si possono costruire due invarianti del quarto e del sesto 
grado in base al teorema del libro primo, § 15, (vol. I, 
pag. 98), e così si ottengono — a meno di fattori numerici — 
le espressioni di S e di T:

8  =  (abc)(al)(l)(ac(l)(l)cd)

T  == (abe)(ab(l)(ace)(bcf)(def)2,

dalle quali è facile passare alle espressioni effettive.

Il calcolo dell’ invariante assoluto di una cubica diventa 
particolarmente semplice quando l’equazione di questa sia 
ridotta ad una forma normale, cui si riattaccano importanti 
conseguenze.

Sia data una cubica <73, senza punti doppi, di equazione 

f(xy) =  0.

Con una proiezione di P3, equivalente ad una trasfor­
mazione delle coordinate, si può fare in modo che un flesso 
di C:3 divenga il punto all’infinito dell’asse y e la sua polare 
armonica divenga l’asse x (cioè y — 0). Di più sarà lecito
supporre che la tangente di flesso nel punto all’infinito del-

• *

(9 La rappresentazione degli invarianti e covarianti della forma 
binaria delle quattro tangenti <p(au/)==0 per mezzo delle forme invarian­
ti ve di / ,  è  stata data completamente da H a r n a c k  « Math. Annalen » 
Bd. 9, pag.' 218.



108 LIBRO TERZO

l’asse y sia divenuta la retta all’infinito del piano. Prescin­
diamo — lier un momento — da quest’ultima supposizione.

In ogni caso la curva C., sarà intersecata in due punti 
Simmetrici rispetto all’ asse x, -f- y e — y, dalle perpendico­
lari all’asse x. Perciò y2 sarà funzione razionale di x, del 
3° grado, cioè

' 4»(») '

L’equazione della cubica sarà

y*<p(x) =  (p(x),

del 3° grado, e perciò <p è di 1° grado e si può porre (divi­
dendo eventualmente per una costante)

<!>(#) =  x — a .

Per x = a  si ha y =  ô 9 cioè la retta x =  a è la tangente 
di flesso di C.A nel punto all’infinito dell’asse y. Se dunque 
si suppone clie codesta tangente sia la retta, all’ infinito, 
l’equazione della cubica diventa

y~ —  y(x) i

dove cp è un polinomio di terzo grado

y{x) — alx3 H- a2x2 -f- a3x -f- .

Allora, poiché cp =  0 è l’equazione delle quattro tangenti 
condotte dal punto all’infinito dell’asse yalla cubica, si ottiene

S3_ 4 ^

dove % e j  sono gli invarianti del polinomio cp considerato 
come polinomio del quarto grado col primo coefficiente uguale 
a zero; e perciò si deduce

S = pH, T  =  P*Ì,

con p fattore numerico arbitrario.
Con una nuova trasformazione di coordinate, cambiando x
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in l’equazione della cubica si ridurrà alla formao

y2 =  h(x:i — px H- g) ;

e cambiando ancora y in P equazione precedente assu­
merà la forma normale

y'2 =  x3 — px-{-q.

Partendo da questa equazione si calcoleranno gli inva­
rianti della cubica.

Si ha (L. 1°, § 5; Vol. I, pag. 34):

i=z3p , j  =  27q,
e quindi

S = 3 f p ,  T =  ^ p %

Determiniamo il fattore numerico p prendendo per conven­
zione p =  1, risulterà

S =  3p, T = % q ,Jj

e quindi il discriminante della cubica

D =  ^ - T s =  27(2>3- ^ 4 * ) ,

4  / 4i3 — r\
differisce per il fattore — da 4p3 — 27<f 1=  — 2 7 ”) c*ie’ nel
§ 4 del L. 1° (Vol. I, pag. 30), abbiamo defluito come discri­
minante della quaterna e> =  0.

La cubica è equianarmonica per p — 0, e armonica 
per q — 0.

Di qui si deduce l’interpretazione degli invarianti S e i ' 
data da Akonhold (1849). In primo luogo:

La forma cubica ternaria f(xys) (equianarmonica) per 
cui 8 —  0 si può esprimere come somma di tre cubi, cioè, per 
una scelta conveniente del punto unità:

f — x3-\- y3 d- s3.
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Si ha infatti dalla precedente forma normale

f = x *  — y'2s +  <iz\

e basta quindi ridurre la forma binaria y(ys) =  — y2z - h z 3 a 
una somma di due cubi, il che si effettua considerando i due 
punti uniti della proiettività ciclica del terz’ ordine definita 
dalla terna di punti y(ys) =  0 (Ofr. L. 1°, § 5).

L’equazione
x:i ?/3 q- 03 =  0

mette in evidenza che: la Uessiana di una cubica; equianar- 
monica si riduce a un trilatero ; infatti lo hessiano della forma

x?J q- ?/3 q- s3 è (V'xijz.

Questa proprietà è caratteristica per le cubiche equianar- 
moniche, come vedremo j)iù avanti {% 28).

In secondo luogo: la cubica {armonica) per cui T — 0 è 
la hessiana della propria Uessiana. Infatti il determinante 
hessiano della forma

/  = « co 1 — pxz2 ( ? =

6x 0 — 2ps
0 - 2 s — 2 y =  24par s  — 24 xy~ -f- Sp~z3:

— 2ps — 2y — 2px

calcolando lo hessiano di U si trova

83.6 3- / . / ,

Vedremo più tardi che la proprietà espressa dall’enun­
ciato precedente caratterizza le cubiche armoniche (Ofr. § 28). 

È degna di nota la circostanza che il fascio

y- =  l(x" — px +  q),

definito dal variare di X, è costituito tutto di cubiche di ugual 
modulo: l’invariante assoluto J  che, come abbiamo visto, si 
esprime quale funzione razionale fratta di 12° grado in X, si 
riduce qui costante, cioè indipendente da X. Hon è questo il 
solo caso in cui si presenta tale circostanza particolare, cioè
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T annullamento dei coefficienti di X nell’espressione di J(X) ; 
anzi si hanno diverse famiglie/ di fasci dì cubiche di ugual mo­
dulo, di cui qualche esempio ostato incontrato da S. I y a n t o e  

e che sono state classificate da O. Q h i s i n i  (i). Pasci siffatti, 
dove non sieno formati di cubiche con punto doppio, godono 
della proprietà che J  non può assumere il valore 1 senza 
divenire in pari tempo indeterminato, sicché le cubiche dotate 
di punto doppio appartenenti al fascio debbono possedere 
una cuspide o una singolarità derivata come caso particolare 
dalla cuspide, cioè spezzarsi in conica e retta tangente o in 
tre rette per un punto. Quest’ultima circostanza contrassegna 
il fascio y2 — X(æ3 — px - f  q) sopra nominato : per X =  0 si 
ottiene infatti una cubica spezzata nella retta all’infinito e 
nella retta ?/ =  0 contata due volte, e per X =  oo si ottengono 
tre rette parallele

æ3 — px -f- q =  0.

Aggiungiamo V osservazione che anche le cubiche con 
punto doppio possono essere rappresentate da un’equazione 
normale del tipo

y2 — cp(x) =  x3—p x -h q .

L’esistenza d’un inulto doppio porta che cp(x) =  0 possieda una 
radice doppia :

<p(x) =  (x — a)3(a; — c),

e, affinchè manchi il termine in x2,

c =  — 2 a: 

p =  3 a2, q =  2 a2.

Se poi il punto doppio della cubica deve essere una 
cuspide, occorre che cp(x) =  0 abbia una radice tripla, e quindi, 
riducendo alla forma normale priva di termine in x2,

cp(x) =  x3, 

p =  q =  0.

(l ) Eencliconti del Circolo matemìitico di Palermo, 1916.
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Si noti in fine che P equazione normale della cubica con 
cuspide : O Qr  =f= a3,

pone in evidenza le infinite trasformazioni proiettive della 
curva (§ 24):

x' — cfx, y= za*y ,

dove a è un parametro arbitrario.

26. Forma delle cubiche reali. — La riduzione della cubica 
alla equazione normale, implicando la scelta di un flesso (e 
della relativa polare armonica), non si effettua razionalmente 
in rapporto ai coefficienti della cubica; ma se questa è reale, 
cioè rappresentata da un’equazione a coefficienti reali, l’equa­
zione di nono grado dei flessi possiede certo almeno una radice 
reale, e perciò è sempre possibile ridurre la cubica alla forma

f~ =  7c(æ3 — px H- q),

coli una trasformazione reale. Ora, per ridurre 7t all’ unità, 
occorre cambiare y in \ k - y ,  ciò clic costituisce ancora una 
trasformazione reale se h >  0 ; se invece è negativo, lo si 
ridurrà prima positivo cambiando x in — æ, con che l’equa­
zione precedente diviene

y1 =  lt(— x3 -H px -4- g) =  — k(x3 — px — g),

cioè assume ancora la forma normale, dove non è fatta alcuna 
ipotesi circa il segno di (p e di) q.

L’equazione normale della cubica

y2 — <p(x) =  x3 — px -4- q

permette di riconoscerne la forma. A tale scopo conviene 
distinguere due casi :

1) La y(%) =  0 ammette tre radici reali a, 6, c, dove

> a <il) < c .
Allora

e si vede che
?(*) =  — «)(* — &)(« — e),

y =  V'i^j
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a <  x <  b, 

x >  c.

Corrispondentemente si hanno due rami reali di C3 : un ramo 
chiuso a forma di ovale che è intersecato da ogni retta, 
non tangente, in due o in nessun punto (ramo pari segato 
da una retta qualsiasi non tangente in un numero pari di 
punti); e un ramo aperto, segato da ogni retta non tangente 
in uno o in tre punti, uno dei quali può anche essere il punto 
all’infinito dall’asse y (ramo impari incontrato da ogni retta 
non tangente in un numero dispari di punti).

Ora si vede che il ramo pari di C:i non può possedere una 
tangente di desso: questa infatti, dovendo avere un numero 
pari di intersezioni col ramo stesso, e avendone già tre riu­
nite nel desso, dovrebbe averne almeno quattro, il che e 
assurdo, appartenendo il ramo a una curva del terz’ ordine. 
Invece il ramo impari possiede due dessi simmetrici rispetto 
all’asse x (oltre quello all’ infinito). Si arriva a questa con­
clusione considerando una retta 
per il punto c*, congiungente un 
altro punto del detto ramo, e 
perciò secante il ramo in tre 
punti e*, cZ, e (d <  e). Infatti assu­
miamo questa retta (secante il 
ramo in tre punti) come asse x, e 
consideriamo quindi la funzione y, 
distanza dei punti del ramo e d e 
dalla nominata retta. Questa fun­
zione si annulla in tre punti c, d, e, 
quindi, per il teorema di E o l l e  ()), 
la sua derivata si annulla fra c e d, e fra d ed e; ma fra le 
due radici della derivata prima c’ è una radice della derivata 
secónda, perciò quest’ ultima si annulla in un certo punto 
fra e ed e. Dove la derivata seconda si annulla ivi è un 
desso, quindi tra e ed e vi è almeno un desso. c. d. d.

Semplici considerazioni intuitive mostrano ancora che 
non ci sono altri dessi reali sul ramo impari, poiché se ne

(p Cfr. per es. S. P in c iie r l e  « Lezioni di Calcolo infinitesimale ». 
Bologna 1915, pàg. 116.
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dedurrebbe resistenza di tangenti doppie (a contatti distinti).
Ma per dar forma rigorosa a tali considerazioni occorre entrare

in un’ analisi delicata che — indi-
/  pendentemente dalla particolarizza-

J  zione metrica della cubica a cui ci
s y  riferiamo — fu svolta da M o b i u s  (*)

(cfr. Gap. IV). Si' può evitare questa
analisi, adoperando il teorema di

r  r  ! M a o L a u r i n ,  c h e  f u  g i à  i n c o n t r a t o
* 0 /  1I i nel libro 1°, § 22 e di cui porgiamo

V j una nuova dimostrazione nel para-
grafo seguente: « la retta congiun- 
gente due dessi sega la cubica in 

\  un terzo desso ».
\  I dessi del ramo aperto di C?>

\  si presentano a coppie simmetrici
rispetto all’asse x; se vi sono più 

coppie di dessi, vi sarà al disopra dell’asse x un primo desso F i 
a cui segue, per ordine di ascissa, un secondo desso F2. Desi­
gnando con F' il desso simmetrico di Fn il segmento Fl Fi'J 
insieme con l’arco determinato 
sul nostro ramo dai medesimi 
estremi, forma una curva chiusa 
tìnita, in cui non penetra la tan­
gente di desso in FL (altrimenti 
vi sarebbe una quarta interse­
zione di questa retta con la cu­
bica). Si deduce che il punto F2 
giace al disopra della nominata 
tangente di desso in F n e perciò 
la retta F iF2 penetra nella re­
gione limitata dalla suddetta 
curva chiusa, e quindi sega l’arco 
di curva FlFl' in un punto F0 
di ascissa minore che F^ questo punto F0 dovrebbe essere 
un desso; ma tale conclusione è assurda giacché, per ipotesi, 
non vi sono dessi di ascissa minore che F {.

In conclusione la cubica possiede in tutto tre dessi reali

(A) Ueber die Grundformen der Linien drifcfcer Ordnung. Lei pziger 
Abhandlvmgen, Bd. I, 1852.
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(imo dei quali è all’infinito) (l) sopra il ramo impari; questa 
curva si presenta dunque come una parabola campaniformis 
cum ovali, secondo la denominazione di Newton.

2) La cp(x) =  0 possiede una sola radice reale x =  a e 
due radici immaginarie coniugate.

Allora si lia
cp(x) =  (x — a)ty(x),

dove 'b(-x) è mi polinomio di 2° grado, che conserva sempre 
lo stesso segno, p. es.

<!»(*)> 0.
Si vede quindi che

y  = ,  V =  V x  —  a  V 4<a;)
riesce reale j>er

x > a ,

e si ha corrispondentemente un solo ramo aperto, sul quale 
— come nel caso precedente — si trovano due flessi reali, oltre 
quello all’ infinito. L’ andamento 
della curva riesce bene caratteriz­
zato dalla designazione di para­
bola pura campaniformis, datole da 
N ew to n .

La riduzione al tipo normale 
essendo ancora possibile in modo 
reale per le cubiche (irriducibili) 
dotate di punto doppio o di cuspide 
(giacche in ogni caso vi è un nu­
mero dispari di flessi e quindi al­
meno uno reale), possiamo studiare 
la forma delle cubiche dotate di 
punto doppio, a cui si è condotti 
dalla discussione dei casi seguenti.

3) L’equazione cp(ab =  0 ammetta una radice doppia 
a =  e un’altra radice reale c; sicché, riducendo cp(x) alla

(fi Indipendentemente dalla visione della forma particolare della 
cubica considerata, l’osservazione fondamentale che la retta congiungente 
due tiessi reali contiene un terzo flesso reale, permette di riconoscere che 
« una cubica reale non può avere più di tre flessi reali ». Infatti, se ne 
sono dati quattro, si arriva a costruire più di nove flessi reali, il che è 
assurdo.
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forma normale in cui manca il termine in or (e = —  2 a )  :

y — Vy(v) =  (x — a) V rr -+- 2a ;

si vede pertanto elle la curva è composta di un solo ramo 
corrispondente a x >  — 2a.

Vi è un punto doppio per x =  a e questo è un nodo (a 
tangenti reali) o un punto isolato, secondocliè

a >  0 oppure a <  0 ;

corrispondentemente si hanno la parabola nodata e la para­
bola punctata di N e w to n . 

y La parabola nodata non
; possiede alcun flesso all’in-
; /  fuori di quello all’influito.
| /  Per dimostrarlo si può
• ricorrere a diversi metodi;
: diamo qui la preferenza al

^ m e t o d o  che si fonda sulla 
^ r a z i o n a l i t à  della cubica do- 

; n. tata di punto doppio, poiché
• n. esso vale a mettere in luce
j la differenza fra la para-
• Nv boia nodata e la parabola

2 _ p 2 N. punctata.
y “ 4X (x+1) ]ja cnpica essendo

dotata di punto doppio, 0, si 
lascia rappresentare (per proiezione da questo) sopra una retta r 
in guisa che alle terne di punti segate dalle rette del piano 
corrispondano su r le terne di punti di un’involuzione di 
seconda specie g \  Ora se la O possiede due flessi, a questi 
corrispondono su r due punti A e B  che, contati tre volte, 
appartengono alla g*, mentre al punto doppio 0  corrisponde 
una coppia di punti, e 0 2, appartenente a ool terne della g2» 
Si* deduce che la coppia 0 L0 2 appartiene a una terna 
della gl determinata da A3 e JB3, cioè a una terna della proiet-
tività ciclica del terz’ordine che ha come inulti uniti A e B. 
Ma questa conclusione è assurda se A, I>, 0 n 0 2 sono insieme 
reali: quando A e B  sono reali, la proiettività del terz’ordine
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risulta immaginaria, e così la coppia 0 Ì 0 2 risulta puro imma­
ginaria, cioè il punto doppio della cubica, 0, deve essere un 
punto isolato anziché un nodo; se invece 0n 0.z sono punti 
reali, uno almeno fra i punti A e B  (corrispondenti a flessi 
della cubica) deve essere immaginario.

[La dimostrazione indicata si può svolgere in forma lie­
vemente diversa, ove non compare più la nozione della razio­
nalità della cubica con punto doppio. Se una cubica C:ì dotata 
di punto doppio 0  possiede più di un flesso reale, essa nè pos­
siede tre ABC, appartenenti ad una retta a. Allora la <7.> è tra­
sformata in se stessa da due omologie armoniche che scambiano 
AB e AC y e quindi dall’omo­
grafia prodotto che scambia 
ciclicamente ABC. La proiet- 
tività ciclica del terz’ ordine, y
così definita sopra a, possiede :
come punti uniti le traccie 
0 A()2 delle tangenti alla cubica ;
nel punto doppio 0 : segue che j
0 i e 0 2 sono immaginari]. l ......

Il ragionamento che pre- j
cede prova che la parabola ;
nodata non può avere altri j
flessi fuori di quello all’infi- i
nito, mentre esso permette di y2_ i x2̂x_1 
costruire una cubica razionale 
dotata di due — e quindi di 
tre — flessi reali, il cui punto 
doppio deve essere un punto isolato.

D’ altronde si riconosce direttamente che la parabola 
punctata possiede, oltre quello all’ infinito, due flessi (reali) 
simmetrici rispetto all’asse æ, ripetendo qui il ragionamento 
fatto in generale per il ramo impari di una cubica senza 
punti doppi.

4) L’ equazione cp(æ) =  0 ammetta una radice tripla 

<p(x) =  (x — a)3,
o

y(x) =  X 3 (a =  0)

miriceli do 9 alla forma x3 — px-1- q che abbiamo assunta come 
normale (p — q =  0).
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In questo caso la cubica y2 =  y(x) ba una cusjnde nel- 
l’origine e viene designata da N ewton come parabola cuspi­
data (semicubica). Questa curva, per le formule di P l u c k e r ,

non possiede altro flesso che il punto- 
ali’infinito dell’asse y.

Ora i cinque tipi di cubiche, con 
tangente di flesso all’infinito, si rac­
colgono sotto la comune denomina­
zione di parabole divergenti, che bene 
ne esprime l’andamento. La riduzione 
dell’ equazione della cubica a forma 
normale si può interpretare come una 
proiezione, sicché essa esprime il ce­
lebre teorema (genesis curvarum per 
umbras) enunciato da N ew ton  al ter­
mine della sua Bnumeratio:

Tutti i tipi delle cubiche reali si 
deducono proiettivamente dai cingile 

tipi delle parabole divergenti: parabola campaniforme con o 
senza ovale, parabola nodata, punctata e cuspidata.

Per quanto sopra abbiamo detto, la proiezione di una 
cubica in una parabola si effettua mandando all’infinito una 
retta di flesso (Ch a sl e s  (i)), ed è anche lecito aggiungere la 
condizione che il diametro fornito dalla polare armonica del 
flesso all’ infinito risulti normale alla direzione segnata dal 
flesso, e quindi sia asse di simmetria ortogonale.

Dal punto di vista metrico si debbono distinguere i vari 
casi cui dà luogo la posizione della retta all’infinito rispetto 
alla curva; un ramo di una parabola divergente può dare 
origine così fino a tre rami, congiunti attraverso all’infi­
nito. Per tal modo si ottengono tutti i tipi di cubiche 
metricamente distinti, che sono classificati nel citato lavoro 
di N e w t o n .

Ma, secondo la veduta proiettiva che qui adottiamo, gli 
archi di curva separati da punti all’infinito si riterranno 
sempre costituire un unico ramo o circuito; si avranno quindi 
cubiche (unipartile) con un ramo, e cubiche (bipartite) con 
due rami. La proiezione di una parabola conserva la parità e 
disparità dei suoi rami, e cosi : le cubiche unipartile {senza.

y

(b Aperçu Historique. Nota 20.
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limito doppio) posseggono un ramo impari dotato di tre flessi 
reali, e le diòiche bipartite posseggono un ramo impari con tre 
flessi reali e un ramo pari senza flessi.

Aggiungeremo die la distinzione fra rami pari e impari 
per le curve algebriche, risulta subito dalla legge di con­
tinuità per cui le intersezioni reali con un ramo possono 
divenire immaginarie soltanto a coppie, attraverso un con­
tatto. Ma questa distinzione vale indipendentemente dalla 
algebricità, potendosi fondare sulla natura topologica del 
piano proiettivo, e sulla distinzione che ivi ricorre di due 
specie di linee chiuse, seguendo Staudt e Mobius. Queste 
considerazioni ci riserviamo riprendere e sviluppare più avanti 
(Cap. IV).Per una migliore intuizione della forma delle cubiche, 
giova aggiungere, ai cinque tipi delle parabole divergenti di

Newton, i cinque tipi di Chasles, che corrispondono ad una 
diversi particolarizzazione metrica, mandandosi all’infinito la 
polare armonica d’un flesso, il quale diviene centro di sim­
metria della curva. E basterà all’uopo disegnare due figure 
con riferimento alle speciali cubiche, la prima unipartita e 
la seconda bipartita, di cui viene indicata l’equazione.

F. ENRIQUES - I I . 14
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Osservazione. S y lv ester  ha avvertito e Cremona (*) (1854) 
ha dimostrato, che si può riconoscere se una cubica sia uni- 
Xiartita o bipartita, in funzione del seguo del discriminante

D =  8 3 — T t.

Riduciamo l’equazione della cubica alla'forma normale

?/s =  a;3 — i>x q,
dove

8  =  3p, T =  ‘̂ q ,  D  =  - ( 4 i » s - 2 7 « * ) .Jj Zi l

Allora si vede (2) che: per D > 0  l’equazione xs —px-J\-q =  i) 
ha una sola radice reale, mentre per 7) <  0 essa ha tre radici 
reali (caso irriducibile dell’equazione di terzo grado). Si de­
duce che le cubiche con discriminante positivo sono unipartite 
e quelle con discriminante negativo sono bipartite. In parti­
colare per T — q =  (), il segno di D  è uguale a quello di S ossia 
a quello di p: le cubiche armoniche per cui 0 sono uni- 
partite e quelle con S <  0 sono bipartite', se anche S — p =  () 
la curva ha una cuspide, d’accordo con la indeterminazione 
del valore del birapporto relativo alle sue quattro tangenti 
condotte da un punto.

Si aggiunga che, per

D =  4vf — 21q2 =  0,

si ha una cubica con nodo o con punto isolato secondo che 
T <C 0 oppure T >  0 : infatti l’ equazione x3 — px +  q ha in 
questo caso una radice doppia a e una radice semplice — 2a,

27sicché il segno di T ~ ~ q  — — 27<x3 è l’ inverso di quelloz
di a, da cui abbiam visto dipendere la distinzione fra parabole 
nodate e punctate.

La conclusione ottenuta per le cubiche armoniche, che 
esse possono essere unipartite o bipartite secondo il seguo 
dell’ invariante S, sembra contraddire al teorema fondamentale

(b Opere t. II, pag. 100.
(2) Cfr. per es. C a p e l l i  « Istituzioni di analisi algebrica ». Cap. XIV, $ 5.
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che due cubiche sono proiettive quando hanno il medesimo 
invariante assoluto, e analoga contraddizione apparisce in 
ordine alle cubiche dotate di punto doppio che — estenden­
dosi il teorema fondamentale per il valore ,7 = 1  dell’in­
variante assoluto — debbono formare, dal punto di vista 
proiettivo, una sola famiglia. Ma la contraddizione si toglie 
osservando che due curve reali, trasformabili 1’una nell’altra 
con una proiettività complessa, non sono sempre trasforma­
bili con una proiettività reale. Accade qui un fatto analogo 
alla distinzione che si stabilisce nel campo reale fra le 
superficie del second’ordine rigate e non rigate, mentre nel 
campo complesso tutte le superfìcie di second’ ordine, che 
non sieno coni, formano una sola famiglia di superficie proiet­
tivamente identiche.

Precisamente si ha:
Condizione necessaria e sufficiente affinchè due diòiche .reali 

siano proiettive nel campo reale, è che esse abbiano uguale V in-
S 3variante assoluto J  =  ^  e il segno dell9 invariante T, supposto

T 4= 0 ; per T  =  0 la condizione di proiettività reale è espressa 
dall9 uguaglianza del segno di S valida anche, per cubiche 
irriducibili, nel caso limite S =  0, che porta l’esistenza di 
una cuspide.

Infatti si prendano le equazioni di due cubiche sotto la 
forma normale

y2 =  x* — px -}- q 

y2 =  xs — p'x +  q'j

o, introducendo coordinate omogenee col sostituire ad x e y
x y 
- e - ,z z

zif  =  x3 —  pxs3 -+- qz3
n o f f> , t qzy~ — x3 — y  xz~ ~h q zà.

Posto
£  =  «• {<1 =1= o),
<1

si sostituiscano x, y , & con
_ ì

x, a
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con ciò 1’equazione della prima .cubica, diviene

— xz — arÿxs* +  oPq0 z,

e quindi coincide con quella della seconda essendo

q =  cc3q
e

y _y 3
€

e però, estraendo la radice cubica reale,

y  =  a2p.

Ma la sostituzione sopra indicata, che pone due trasforma- 
zioni proiettive reali quando « >  0, dà luogo a due trasfor­
mazioni immaginarie per a <  0 ; e poiché vi sono soltanto, 
nel caso generale, due proiettività che trasformano una cubica 
nell’altra facendo corrispondere due flessi assegnati di esse, 
così si conclude che per a <  0 le nostre cubiche non sono 
proiettive nel campo reale. Il caso particolare delle cubiche 
equianarmoniclie (S =  0) non dà luogo ad eccezione, quan­
tunque le trasformazioni proiettive che fanno corrispondere due 
flessi assegnati siano ora sei anziché due; imperocché le nuove 
proiettività che nascono dal sostituire x con ex, o con e2x,. 
dove e è una radice cubica dell’ unità, sono immaginarie. 
Invece il caso T — 0 dà origine ad un particolare esame,

(/
giacché per q =  q  =  0  il rapporto è indeterminato.

Scriviamo le equazioni normali di due cubiche armoniche 
(T =  0)

■if =  xi —ÿX, 

y2 =  æ3 — p'x,
o, hi forma omogenea,

S ì f  —  X s — ÿ X S 1

gl/ =  x'J — ])’x2~,

e, posto — =  |3, sostituiamo x, y, g con x, yì j S i  ot­

tengono così le trasformazioni proiettive della prima cubica
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nella seconda, che lasciano fermi gli assi; due di queste tra­
sformazioni sono reali per [3 >  0, mentre le quattro trasforma­
zioni sono tutte immaginarie per 3 <  0, c. d. d.

Osservazione. In ultima analisi, come tipi proiettivi reali 
delle cubiche equianarmoniche ed armoniche si possono pren­
dere le

y2 =  a:5±  1,
e

y2 =  æ(æ2 ±  i ) -

27. Configurazione dei flessi. — Nel § 24 abbiamo veduto 
che una cubica ammette sempre due trasformazioni proiettive 
in sè che lasciano fermo un flesso _F, la relativa polare 
armonica e le tre intersezioni di questa con la curva. Una 
di queste due trasformazioni è l’ identità, l’altra è una omo­
logia armonica: un flesso e la relativa polare armonica sono 
centro ed asse dì una omologia co che trasforma la cubica in se 
stessa. Ciò è d’accordo col fatto che la conica polare di F, e 
quindi (staccando la tangente in F) la polare armonica di jF, 
viene costruita come luogo dei coniugati armonici di .Frispetto 
alle coppie di punti della cubica allineati con F (§ 4). Nel 
caso particolare metrico che corrisponde all’equazione nor­
male, l’omologia armonica si riduce alla simmetria che è stata 
notata nel § 25.

Ora l’omologia armonica di centro F, trasformando in 
se stessa la cubica, deve trasformare in se il gruppo degli 
otto flessi all’infuori di F; e poiché l’asse d’omologia incontra 
la curva nei tre punti di contatto delle tangenti condotte 
da U, e però non contiene alcun flesso, si deduce che gii otto 
flessi suddetti sono a coppie su quattro rette per F . Ciò for­
nisce una dimostrazione del

Teorema di M ac- La u r in  ( 1) : La retta che unisce due flessi 
di una cubica contiene un terzo flesso.

Le rette che contengono tre flessi sono state da noi 
denominate rette di Mac-Laurin. Basandoci sulla esistenza 
di 9 flessi, abbiamo dedotto, con P lu c k er  (1835), che vi sono

= 1 2  rette di Mae-Laurin, di cui 4 passano per un flesso;

(l) Nel L. 2°, § 22 si è visto come al teorema stesso si pervenga par­
tendo dalla proprietà fondamentale dei nove punti base d’un fascio di 
cubi elle.
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le quali formano quattro trilateri (inflessionali), in guisa 
che ciascun trilatero contenga i nove flessi. Uno di questi 
trilateri si costruisce prendendo come lato una retta di 
Mac-Laurin a; per i tre flessi su a passano, oltre a, 3*3 =  9 
rette di Mac-Laurin, sicché ne restano fuori due: b e e; sic­
come le nove rette anzidetto si ottengono già congiungendo 
i flessi di 1) con quelli a, si conclude che b e o  non hanno 
comune un flesso, e però «, b, e formano un trilatero conte­
nente i nove flessi.

Ora, volendo approfondire lo studio della configurazione 
dei flessi, aggiungeremo anzitutto l’osservazione seguente: le 
tre rette di un trilatero a, />, c, contenente i nove flessi, non 
passano per un medesimo punto9 cioè formano un effettivo 
triangolo. Infatti i quattro trilateri insieme alla cubica data 
appartengono ad un medesimo fascio che ha come punti base 
i nove flessi: questo fascio ha un gruppo jacobiano di dodici 
punti; un trilatero le cui rette non passino per un puntone 
fornisce tre, e così si trovano tutti i dodici punti, mentre se 
al fascio appartenesse una. cubica dotata di punto trijdo, cioè 
se vi fosse un trilatero costituito da tre rette concorrenti, il 
detto punto triplo conterebbe per quattro nel gruppo jaco­
biano (§ 20) (l).

Come abbiamo osservato, i nove tiessi di una cubica /  
sono punti base per un fascio di cubiche, che verrà deter­
minato dalla f  e dalla sua hessiana li. Si ha il:

Teorema (2). Tutte le cubiche del fascio \f-\-\xh hanno 
come flessi i nove punti base.

Infatti preso un punto base F, la conica polare di esso 
rispetto a una qualunque cubica del fascio, riesce spezzata, 
staccandosi la polare armonica di ^ risp etto /; invero quattro 
punti di questa retta si ottengono come coniugati armonici 
di F rispetto alle quattro coppie di tiessi d i/a llineati con F .

Il f a s c i o  A/q-jji/è, =  0, d i c u i  l e  c u b i c h e  h a n n o  i f l e s s i  in  
c o m u n e ,  s i  c h i a m e r à ,  c o n  0 r e m o n a , fascio siziqetico.

La costruzione e la proprietà del fascio sizigetico sono 
basate unicamente sul fatto che la retta congiungente due

* (l ) Si può anche fornire una dimostrazione più elementare dell’enun­
ciato, basata unicamente sulla proprietà fondamentale della configurazione 
dei flessi.

(2) Cfr. L. 2°, § 22, (vol. I, pag. 274) e i l  T eorem a d i H esse  n e l se g u e n te  
paragrafo .
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fra i nove riessi della cubica contiene un terzo desso. Per­
tanto si deduce die il teorema di Mac-Laurin esprime la pro­
prietà caratteristica della configurazione dei nove flessi, cioè:

Se nove punti del piano sono tali che la retta congiun­
gente due di essi ne contiene un terzo, essi sono i flessi delle 
cubiche di un fascio (che viene determinato da due fra i 
quattro trilateri contenenti i nove punti).

Lo studio delle proprietà geometriche della configurazione 
dei flessi, dovuto a M ao-L auti in , P o ncelet  e P l u c k e u , è stato 
da H e sse  non soltanto approfondito, come vedremo più avanti, 
ma anche messo in relazione con le proprietà de\V equazione 
algebrica dei nove flessi, cioè dell7equazione del nono grado 
resultante di / =  0 e della hessiana h =  0. H e sse  nel 1846 (*) 
osserva che la proprietà fondamentale del gruppo dei nove 
tiessi conduce ad esprimere una radice della predetta equa­
zione come funzione razionale di altre due. Sotto questo punto 
di vista l’equazione dei nove flessi appare come estensione 
delle equazioni di grado primo, risolubili per radicali, consi­
derate da A b e l  (caso metaciclico). H e sse  riprendendo e svol­
gendo tali ricerche riesce a dimostrare la risolubilità per 
radicali dell’ equazione dei nove flessi.

Lo sviluppo effettivo, in rapporto ai covarianti della 
cubica, si trova in una memoria di A konhold  del 1849 (3) e 
poi in un’ altra di Olebsc h  del 1860 (3). Queste memorie con­
tengono anche importanti resultati che faremo conoscere nei 
seguenti paragrafi; qui vogliamo dimostrare la proprietà anzi- 
detta che « l’equazione dei nove tiessi, resultante di / =  0 
e h — 0, è risolubile per radicali ».

A tale scopo si risolverà anzitutto un’ equazione di 
quarto grado che vale a staccare uno fra i quattro trila­
teri del fascio jjJi =  0. Perciò si annullerà il discrimi­
nante di A /+  [xh =  0; si otterrà così un’ equazione di dodi­

cesimo grado in - che sarà il cubo perfetto di un’equazione

di quarto grado (costruibile razionalmente), in rapporto alla 
circostanza che il fascio contiene 4 cubiche trilatere dotata

d) Journal tur Math., Bd. 34, pag. 193.
(2) - Journal tur Math., Bd. 39, pag. 140, Cfr. Bd. 55, pag. 97.
(3) Journal fTir Math., Bd. 58, pag. 229.
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ciascuna di tre punti doppi. Ora, per ottenere i flessi, occor­
rerà staccare, i tre Iati di un trilatero, ciò che conduce a 
risolvere l’equazione cubica da cui dipende la determinazione 
dei tre punti doppi della cubica trilatera; si dovrà poi inter­
secare la cubica con le tre rette di Mac-Laurin che sono i 
lati del nominato trilatero.

Osservazioni sulla realità. Abbiamo veduto che,'tra i nove 
flessi di una cubica reale, ve ne sono tre reali A , J3, G appar­
tenenti a una retta reale d. Ora gli altri sei flessi si distri­
buiscono in tre coppie di punti immaginari coniugati, e quindi 
fra le rette di Mac-Laurin, che ne congiungono due, si tro­
vano tre rette reali. D’altra parte vi è almeno una retta reale 
di Mac-Laurin per ciascuno dei flessi A, B, G fuori della retta d, 
giacché per ognuno dei punti suddetti passano quattro rette 
rappresentate complessivamente da un’ equazione reale. Si 
conclude che per A, B , C passano rispettivamente tre rette 
reali di Mac-Laurin «, c, congiungenti le tre coppie di 
flessi immaginari coniugati. E così si ha con Pluoker (1835); 
nella configurazione dei flessi di una cubica reale ri sono quattro 
rette di Mac-Laurin reali, di cui tre costituiscono i lati di un 
trilatero inflessionale, mentre la quarta contiene i tre flessi reali, 
ciascuno dei quali appartiene a un lato del detto trilatero; 
sono pure reali quattro vertici di triangoli inflessionali, cioè i 
tre vertici del trilatero reale e il vertice opposto alla retta che 
contiene i tre flessi reali nel relativo trilatero inflessionale (*).

Aggiungiamo che nove punti reali del piano non possono 
essere flessi neppure per una cubica immaginaria.

Invero una cubica immaginaria

f(xìj) +  iy{xy) =  0

(dove /  e cp sono reali), può possedere fino a 9 punti reali, 
comuni alle cubiche

/ =  0, <*> =  0.

Ma, se vi sono nove punti reali comuni a / = 0 e < p  =  0, che 
sieno flessi per

f-hi<p =  0,

(/) Cfr. P l u c k e r  « System (1er Analytischen Geometrie », Berlino, 1835, 
pag. 285.
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tutte le cubiche pei nove punti, e quindi anche le cubiche 
reali / =  0 e cp =  0, hanno i medesimi tiessi. E questa con­
clusione contraddice al teorema che la / =  0 possiede sol­
tanto tre tiessi reali.

28. Fascio sizigetico. — Risulta dal precedente paragrafo 
che il fascio determinato dalla cubica f  e dalla sua hessiana li 
è costituito di cubiche aventi a comune i nove tiessi; perciò 
la hessiana di una qualunque cubica =  0, passando
per i nove punti base di questo fascio, deve appartenere 
al fascio medesimo (L. 1°, § 14). Ora questa proprietà può 
essere dimostrata direttamente, e dalla nuova dimostrazione 
seguono anche notevoli conseguenze nello studio del fascio 
sizigetico.

Premettiamo il
Lemma. Le hessiane delle cubiche di un fascio formano 

una serie razionale d’indice 3, cioè contengono razionalmente 
al terzo grado il parametro del fascio.

Ciò è evidente, perchè il determinante hessiano di 
è del terz’ ordine.

Ora si ha il
Teorema. Se ad un fascio di cubiche, non contenente una 

terna di rette passanti per un punto, appartengono le hessiane 
di quattro curve del fascio medesimo, tutte le cubiche del 
fascio hanno in questo le loro hessiane.

Si ha qui una conseguenza del precedente lemma. Anzi­
tutto una serie d’indice 3 non può avere più di tre curve 
comuni con un fascio, senza che questo si stacchi dalla serie 
(nella geometria astratta ciò si traduce dicendo che « una retta 
non può avere pili di tre punti comuni con una linea, piana 
o gobba, d’ordine tre »). In secondo luogo, se la serie delle hes­
siane delle cubiche di un fascio contiene il fascio, bisogna 
che la serie suddetta coincida col fascio contato tre volte, 
altrimenti vi sarebbe nel fascio qualche curva avente una 
hessiana nel fascio ed una fuori di esso, cioè avente la hes­
siana indeterminata; e una tale cubica si dovrebbe comporre 
di tre rette passanti per un punto (§ 8).

Il teorema precedente si può applicare al fascio determi­
nato da una cubica (senza punti doppi) e dalla sua hessiana; 
infatti sappiamo che questo contiene quattro cubiche trilatere 
ognuna delle quali è hessiana di se stessa (§ 8), mentre non
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vi è nel fascio alcuna cubica costituita da tre rette concor­
renti (§ 27). Si conclude dunque il

Teorema di H e s s e :  11 fascio determinato da una albica 
e dalla sua hessiana contiene le hessiane di tutte lesue curve; 
e, poiché la serie — d’ indice 3 — delle hessiane si riduce al 
fascio contato tre volte, ogni cubica è hessiana di tre altre, 
le quali appartengono al fascio sizigetico avente come punti 
base i suoi nove flessi.

Per approfondire lo studio del fascio sizigetico conviene 
ridurne l’equazione ad una forma canonica, dalla quale 
appunto H e s s e  (a) (1844) ha dedotto il suo teorema. A tale 
scopo osserviamo che le cubiche del fascio hanno un inva­
riante assoluto J  variabile, giacché questo invariante, che è 
diverso da 1 per le cubiche prive di punti doppi, si riduce 
uguale ad 1, senza divenire indeterminato, per le cubiche trila­
tere. Segue da ciò che il fascio contiene in generale 12 cubiche 
aventi un dato valore per J, 4 cubiche equianarmoniche e 
6 armoniche. Ora abbiamo veduto (con Aronhold, 1849) che 
l’equazione di una cubica equianarmonica si può ridurre alla 
forma

xL3 -4- x f  x f  =  0, 

ed allora la sua hessiana è
6*xLx2xs =  0.

Si deduce che : il fascio sizigetico si può rappresentare sotto 
la forma canonica

x f  -f- x f  + x f  — 3lx{ x2x.ó =  0 (2)
e, per un conveniente valore di A, questa equazione è atta a 
rappresentare una qualsiasi cubica senza punti doppi. 

Partendo dalla forma canonica
x* -1- x f  -f- x f  — 3lxt x2x{i =  0, 

si verifica subito che . la hessiana di una cubica del fascio
(1) Cfr. L. 2°, $ 22, (vol. I, pag. 279).
(2) Il coefficiente numerico — 3 viene introdotto per semplicità di 

calcolo, in relazione agli sviliqjpi die seguono.
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appartiene al fascio. Infatti si ha

6xl —  3Xo?3 — SXx.2

h =  — 3Aæ3 6#2 — 3X^1

— 3lx2 — 3'kxi 6x3

e quindi l’equazione h =  0 si riduce a

x Ls x2 -+- X.3 3 — 3{ixl x, x:i =  0,
dove

4 — X3

Questa equazione rappresenta nel fascio (ossia, astrattamente, 
sopra una retta) una corrispondenza [3, 1]; le quattro coin­
cidenze corrispondono alle cubiche trilatere del fascio, che 
sono hessiane di se stesse (§ 8). Una di queste cubiche trila­
tere,la xix2x3 =  0, si ottiene per X =  oo) le altre tre sono 
date dalle radici dell’equazione

Le cubiche trilatere corrispondenti ai suddetti valori di X, 
oltreché di se stesse, sono anche hessiane di altre cubiche 
del fascio che vogliamo determinare. A tale, scopo si farà 
successivamente p =  co, 1, e, e2, e si calcoleranno i corrispon­
denti valori di X, diversi da p.

Anzitutto per p =  °°, si trova l’equazione

4 —  A3

ossia dalle tre radici cubiche dell’unità

X2 =  0

che ammette la radice doppia

X =  0.

Se poi si prende, per es., p =  1, si trova

X3 +  3XS — 4 =  0
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e dividendo per X — 1 viene

X2h- 4X-|74 =  0, 

che ammette la radice doppia

X =  — 2.

Analogamente per n =  s e e2 si trova un’equazione di secondo 
grado con radice doppia:

X =  — 2s, X =  — 2e*.

Risulta di qui che ciascun trilatero del fascio sizigetico costi­
tuisce P hessiana di una sola cubica irriducibile, da contarsi 
due volte; e, come appare in relazione al trilatero X =  oo? le 
quattro cubiche irriducibili aventi per hessiana un trilatero 
sono le cuMche eqiiianarmoniche del fascio. Queste curve rispon­
dono agli elementi doppi della g1 che resta definita entro il
fascio mediante la corrispondenza [3, 1] fra le cubiche e le 
loro liessiane.

Riprendiamo questa corrispondenza [3, 1] e consideria­
mone il quadrato, che è una corrispondenza [9, 1]; questa 
avrà 10 coincidenze, che sono date dai 4 trilateri e dalle 
6 cubiche armoniche del fascio, le quali abbiam visto essere 
liessiane della, propria hessiana: risulta così che questa proprietà 
è caratteristica per le cubiche armoniche.

Per calcolare i valori del parametro X corrispondenti alle 
cubiche armoniche del fascio, porremo

4 — X8 4 — a3

esprimendo v per X e ponendo poi v =  X, si trova un’equa­
zione di nono grado in X che, divisa per X3 — 1, dà

XG — 20X3 — 8 =  0.

Risulta da quanto precede che gli invarianti 8  e T  delle 
cubiche del fascio sono, a meno di fattori numerici,

8  =  X(X3 — 1), T  =  Xe — 20X3 — 8, 

giacché 8 — 0 e T =  0 rappresentano le cubiche equianar-
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molliche ed armoniche. Dividendo S3 per T % si otterrà l’in­
variante assoluto J, il cui fattore numerico dovrà essere 
determinato in modo che per À =  (cubica sia
J — l. Oosì si conclude che V espressione dell9 invariante asso­
luto delle cubiche del fascio sizigetico e

X3(X8 — 1 )3 
20À3- 8 f

Gioverà riportare la tabella delle coordinate dei flessi 
appartenenti alle cubiche del fascio sizigetico

xL3 4- x23 -t- x33 — 3lxi x2 x3 =  0; 

si ottengono semplicemente segando la cubica equianarmonica

x f  4- x23 4- x33 =  0 

coi lati del triangolo hessiano

X £ Xç) Xg --- 0  ,
e sono quindi:

0, 1, - 1 ) ( 0 , 1, - e ) ( o , 1 , - s 2)

£3> 0 , . 1) ( - 1, 0 , 1) ( - s , 0 , D

1, — 0) ( 1,
9_ e ~w 5 0) . ( 1, - 1 , 0 )

Si può anche notare che la riduzione delle coordinate dei 
flessi alla precedente tabella, si effettua con trasformazione 
reale per una cubica reale. Infatti nel fascio sizigetico c’è 
un trilatero (inflessionale) composto di tre rette reali che si 
assumerà come trilatero xix2x3 =  0; con ciò l’equazione della 
cubica si ridurrà alla forma

axf  4- bx23 -f- cxf 4- dxi x2 xs =  0,

e la scelta del punto unità, che rende &, c uguali ad 1, 
dipende dall’estrazione di radici cubiche, che è sempre effet­
tuabile in modo reale.
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Osservazione. Per completare gli sviluppi precedenti giova 
considerare clie cosa divenga il fascio sizigetico di una cubica, 
quando questa abbia un punto doppio, 0.

Se 0  è un nodo anche la liessiana ha in 0  un nodo, con 
le stesse tangenti, e quindi la cubica e la sua liessiana deter­
minano un fascio di cubiche aventi in comune un nodo a tan­
genti fisse e tre flessi in linea retta.

Infatti si prova che la conica polare di un flesso F della 
cubica data, rispetto a tutte le curve del fascio, si spezza, 
dovendo contenere tre punti della polare armonica di F, cioè 
il coniugato armonico di F rispetto agli altri due flessi e il 
punto doppio 0, in cui la nominata polare armonica deve 
riuscire tangente alla conica polare di F.

Ora il fascio sizigetico delle cubiche con nodo, essendo 
costituito da cubiche di ugual modulo (J =  1), non contiene 
più curve equianarmoniche, e però la sua equazione non può 
X>iù ridursi alla forma canonica

x* +  x2 - f  x3 — 3?,xlx3x3 =  0.

La circostanza che si presenta qui, nel passare da una cubica 
generale ad una con punto doppio, si rende evidente scri­
vendo l’equazione generale del fascio sizigetico nella forma

axf  +  bxf -f- cxf — dxix2x3 =  0.

Se si vuole che il fascio, contenente il trilatero xlx2x3 =  0ì 
acquisti un punto doppio in uno dei vertici di questo, per es. 
in (001), bisogna che divenga c =  0, e allora non è più pos­
sibile rendere a =  b =  c =  1 con una scelta conveniente del 
punto unità.

Il fascio sizigetico di cubiche con nodo si rappresenta 
invece coll’equazione canonica

f = x f  -+• x2 — SkxLx2x3 =  0.

Da questa equazione appare che la hessiana di una cubica/ 
del fascio appartiene ancora al fascio, essendo data da

x f - \ -  x* — 3pxixi x3 =  0,

_  l 3 _
 ̂~  — 3T2 — ~

con
X
3 '
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Pertanto la cubica h è hessiana della sola / ,  j>rescimlemlo 
dalla cubica x 3 +  i»a3==0, degenere in una terna di rette, che 
corrisponde a 1 =  0 e la cui hessiana è indeterminata (§ 8).

.Dunque: una cubica dotata di nodo è hessiana di una sola 
cubica irriducibile (avente lo stesso nodo, colle stesse tangenti).

Passiamo alle cubiche dotate di cuspide. La hessiana di 
una tal curva si spezza nella tangente cuspidale contata due 
volte e nella retta che unisce il flesso alla cuspide (§ 7); 
conforme a ragioni di continuità, il fascio determinato 
dalla cubica data e dalla sua hessiana risulta parimente 
costituito di curve cuspidate con un flesso comune nel punto 
base semplice, le quali ammettono la medesima hessiana 
degenere.

Tutto ciò si convalida scrivendo l’equazione del fascio. 
Kon è possibile adoperare qui una forma limite della prece­
dente equazione canonica, poiché viene a degenerare il trila­
tero fondamentale per le coordinate xLx2x3 =  0. Ma si può 
prendere l’equazione della cubica cuspidata sotto la forma

®***3+®13 =  0,

e allora il fascio da questa determinato con. l’hessiana è

x22x{ì -h x 3 -J- lxLx* — 0;

si vede così che tutte le curve del fascio hanno la stessa 
hessiana

xlx2z =  0.

Questa conclusione è d’accordo col fatto che una cubica dotata 
di cuspide non è hessiana di alcuna altra cubica (irriducibile).

29. La cayleyana e le tre involuzioni di punti coniugati 
sopra una cubica. — Ricordiamo che per una curva generale 
d’ordine n ( > 2 )  alla curva hessiana, luogo dei punti doppi 
delle prime polari, ossia luogo dei punti le cui coniche polari 
hanno un punto doppio, corrisponde la curva steineriana, 
luogo dei punti doppi delle coniche polari, ossia luogo dei 
punti le cui prime polari hanno un punto doppio: congiun­
gendo i punti coniugati della hessiana e della steineriana si 
ottiene una curva inviluppo che ha ricevuto il nome di



224 LIBRO TERZO

cayleyana (l). Per n =  3 la steineriana coincide con la hes­
siana, alla quale apj)artengono dunque infinite coppie di punti 
coniugati P, P ': la conica polare di P  ha un punto doppio 
in P' e reciprocamente. La cayleyana è, per definizione, l’invi­
luppo delle rette congiungenti le coppie di punti coniugati 
della hessiana.

Ora si ha il
Teorema : La cayleyana, di una cubica coincide con la 

curva inviluppo delle rette facenti parte di coniche polari 
spezzate.

Sia p una retta della cayleyana che contenga la coppia 
di punti coniugati P, e P', e seghi ulteriormente la hessiana 
in un terzo punto 0; mostreremo che la conica polare avente

un punto doppio in 0  contiene come parte la retta p. Infatti le 
coniche polari di P  e P' sono spezzate e formano due coppie 
di lati opposti di un quadrangolo completo ABGD avente due 
punti diagonali in P' e P. Le coniche polari dei punti di p 
formano il fascio che ha come punti base ABGD; in parti­
colare la conica spezzata polare di 0  è costituita dalla terza 
coppia di lati opposti del quadrangolo, cioè dalle rette AG 
e BD  intersecantisi nel punto diagonale 0', coniugato di 0. 
Ciò posto si vede che le rette polari di P, P', 0, passano per 0'; 
invero le prime due sono le rette P' 0 ’ e PO', coniugate armo­
niche di p rispetto alle coppie di lati del quandrangolo per P', P; 
la retta polare di 0  passa naturalmente per il punto doppio 0' 
della conica polare. Segue che la conica polare di 0' con-

(l ) Cfr. i l  § 23, n e l qu ale  son o  d a ti i r ife r im e n ti d e lle  m em orie  di 
C a y le y  a cu i sono d o v u ti i p r in c ip a li r e su lta ti che form an o o g g e tto  di 
qu esto  paragrafo .
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tiene P, P', (), cioè contiene la retta p ; questa retta fa dunque 
parte di una conica polare spezzata, che ha 0  come punto 
doppio.

La dimostrazione precedente si inverte. Sia p una retta 
facente parte della conica polare spezzata di un punto 0'; 
sia 0  il punto doppio di questa conica, P  e Q le intersezioni 
ulteriori di p con la hessiana. Mostreremo che P  e Q sono 
punti coniugati.

Si considerino le coniche polari spezzate di P  e Q, i cui 
punti doppi verranno designati con P' e Q' (risulterà poi 
P ' =  Q, g  =  P). Le due coppie di rette AB CD, AD-BC  
costituenti le nominate coniche polari sono i lati opposti 
di un quadrangolo ABGD, che lia come punti diagonali 
P' e Q' ; le coniche polari dei punti di ^passano per ABGD, 
e quindi — in particolare — la conica polare di 0  sarà 
costituita dalle rette AC e P i), e il punto ad esse comune 
sarà il punto 0' coniugato ad 0 . Ora, poiché la conica polare 
di 0' contiene p, si deduce che la retta polare di P  passa 
per 0' e quindi è la P'O', e così la retta polare di Q è la Q'O'. 
Ma poiché le rette PP' ed O'P' debbono separare armonica­
mente le AD, BC, si conclude che P deve trovarsi sulla 
retta P'Q’; lo stesso accade di Q. Pertanto P' e Q' si tro­
vano sulla retta p e coincidono quindi — a parte l’ordine — 
con le intersezioni di p con la hessiana fuori di 0, cioè 
con § e P. c. d. d.

In conclusione abbiamo due diverse definizioni per la 
eaìjleyana di una cubica ;

1) come inviluppo delle congiungenti le coppie di punti 
coniugati della hessiana;

2) come inviluppo delle rette facenti parte di coniche 
polari spezzate.

Preso sulla hessiana un punto generico 0, si hanno per 
esso tre rette della cayleyana, cioè: la retta che congiunge 0  
al punto coniugato 0' e le due rette p e p componenti la 
(amica polare spezzata (di 0') che ha il j)™to doppio in 0.

Osservando che la hessiana. non fa parte della curva 
inviluppata dalle tangenti della cayleyana, si deduce che: 
La cayleyana è una; curva di terza classe.

A questa conclusione si perviene anche in modo diretto, 
partendo da ciascuna delle due definizioni sopra riferite.

Anzitutto partendo dalla prima definizione, le tangenti
P. EN RIQU ES - II. 15
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alla cayleyana per mi punk) A si presentano come coinci­
denze doppie di una corrispondenza. [3, 3], nel fascio A. Infatti 
si mandi per A una retta p la quale seghi la hessiana nei 
punti P 4P2P;,, e si costruiscano i loro coniugati P /P /P / ;  
proiettando questi punti da A si ottengono tre rette che fac­
ciamo corrispondere alla retta p. La corrispondenza [3, 3], così 
definita nel fascio A, possiede 6 coincidenze, ciò che darebbe 
la classe della cayleyana uguale a 6 (conforme alla formula 
generale indicata nel § 23); ma le tangenti alla cayleyana 
contano due volte come raggi doppi della nominata corri­
spondenza, perchè ciascuna di esse coincide con due rette 
omologhe.

In secondo luogo, partendo dalla seconda definizione, 
occorre trovare le coniche polari che passano per un 
punto A . Ma le coniche polari formano una rete e quelle 
che passano per A formano un fascio; al fascio apparten­
gono tre coniche spezzate, di cui fan parte tre rette della 
cayleyana passanti 'per A. Di nuovo appare così che la cayle­
yana è di classe 3.

E si noti (die la conoscenza della classe della cayleyana, 
determinata attraverso le due diverse definizioni di essa, per­
mette di semplificare la dimostrazione del teorema di identifi­
cazione che sopra abbiamo svolto; infatti basterà dimostrare, 
per esempio, che le rette congiungenti due punti coniugati 
delPhessiana fan parte di coniche polari spezzate, risparmiando 
la dimostrazione della proprietà inversa.

Sopra la hessiana li di una cubica data,/, si considerino 
le coppie di punti coniugati P, P'. Abbiamo visto che la 
retta p — PP' fa parte della conica polare di un punto 0\ 
che è il punto coniugato alla terza, intersezione, 0, di p con h. 
Ora P è punto doppio di una conica polare composta di due 
rette AB, CD, e perciò le infinite coniche polari passanti 
per P formano un fascio che ha in P una tangente fissa : 
questa tangente è la retta p. Ma se si fa muovere P sulla 
hessiana li, si ottiene una conica polare con punto doppio 
infinitamente vicino a P, la quale appartiene al detto fascio; 
si deduce (§ 7, pag. 50) che la tangente in P alla  hessiana li 
è coniugata armonica di p rispetto alle due rette AB  e CD, 
e quindi la nominata tangente è la retta PO' che congiunge P 
al punto 0', coniugato di 0.
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Dunque: le tangenti in due punti coniugati P, P' della 
hessiana. si segano sulla hessiana stessa, e precisamente nel 
punto conmqato alla terza, intersezione della curva colla 
retta PP'.

Il resultato precedente può anche essere espresso dicendo 
che la tangente in P  alla hessiana è la retta polare di P', e 
perciò :

La hessiana è V inviluppo delle rette polari dei suoi 
punti.

Ciò posto si considerino sopra una cubica generale /  i 
quattro punti P VP»P.J\ che hanno un medesimo tangen­
ziale 0. Le rette polari di P n rispetto alle cubiche sizigetiche 
ad / ,  formeranno un fascio a cui apparteranno: la retta P L0 , 
polare rispetto ad / ,  e le rette polari di P L rispetto alle tre 
cubiche cpn rp2, cp;, (contenute nel medesimo fascio) di cui /  è 
hessiana. Queste ultime tre rette toccheranno /  rispettiva­
mente nei tre punti coniugati a P n e andranno a passare 
tutte per il punto ()• pertanto i coniugati di P L (in relazione 
alle cubiche cpn cp2, cp.,, di cui /  è hessiana) saranno i tre punti 
distinti Px>, P ;), P4: infatti le quattro rette 0 P n 0P.n OP», 0P 4, 
polari di P, rispetto alle cubiche/, <px,* y2, cp;!, formano un 
birapporto uguale.a quello delle quattro curve (ossia dei rela­
tivi parametri) del fascio sizigetico.

Si conclude che :
J punti d? una cubica che hanno il medesimo tangenziale 

si corrispondono in tre corrispondenze involutorie, una delle 
quali rimane determinata dalla separazione in coppie di una 
quaterna di punti siffatti. I  punti corrispondenti in una delle 
tre involuzioni sono coniugati rispetto ad una delle tre cubiche 
che hanno come hessiana la data.

Osserviamo: dal Libro secondo (§ 22) resulta che, sepa­
rando in coppie la quaterna dei punti di una cubica che 
hanno lo stesso tangenziale 0, si ottengono tre trasformazioni 
involutorie della curva in se stessa, ciascuna delle quali si 
può costruire mediante due proiezioni fatte da punti della 
cubica stessa. Ora si vede che queste tre trasformazioni invo- 
lutoriè non dipendono dalla scelta arbitraria del punto 0, 
essendo definite come involuzioni di punti coniugati rispetto 
alle tre cubiche di cui la data è hessiana.

D’altra parte la costruzione delle tre involuzioni è stret­
tamente connessa ai tre sistemi di coniche tritangenti che



228 LIBRO TERZO

abbiamo trovato nello stesso paragrafo del libro secondo. 
Infatti se P  e P' sono due punti della cubica aventi lo 
stesso tangenziale 0, e se Q è un altro punto avente come 
tangenziale 31, il coniugato Q' di Q si ottiene come sesta 
intersezione della conica passante per P, P', 0, Q, M, giacché 
la conica spezzata QM- Q'M deve riuscire tri tangente alla 
cubica come la PO-P'O.

Nota. Una conseguenza importante delle considerazioni 
che precedono è il

Teorema di H ermite ( j) (18(30): Una rete affatto generale 
dì coniche si può riguardare come rete delle coniche polari 
rispetto ad una cubica (ben determinata).

Infatti si consideri la cubica J, jacobiana della rete; su 
questa riesce determinata una involuzione di punti coniugati : 
i punti coniugali P, P' vengono definiti dalla condizione che 
le rette polari di P, rispetto a tutte le coniche della rete, 
passano per P', e reciprocamente.

Ora esiste una cubica C, di cui J  è hessiana, ed in rap­
porto a cui si corrispondono come coniugati due punti P e P' 
(aventi lo stesso tangenziale). La rete delle coniche polari 
rispetto a C contiene le coniche spezzate della nostra rete, 
e perciò coincide con questa.

Il teorema di Hermite dà forni à precisa al resultato che 
si può prevedere in base a un computo di costanti; infatti 
le cubiche'piane sono ^ ’ come le reti di coniche (piani di 
uno spazio astratto S:), sicché appare a priori che una rete 
generale di coniche sia la rete delle polari rispetto a una 
cubica (o a un numero finito di cubiche); perciò basta esclu­
dere che una rete di polari possa corrispondere a infinite 
cubiche diverse, e si esclude questa ipotesi rilevando che essa 
porterebbe resistenza di una cubica con punto doppio le cui 
polari dovrebbero avere un punto base.

Qui giova ricordare che, come è osservato nel § 22, lo 
stesso computo di costanti prova che, per n > 2, una retedi 
curve d’ordine n non è in generale una rete di polari.

0) dournal fiir  M atli., Bd. 37, 371. Ili base a qu esto  teorem a la
ca y ley a n a  si potrà defin ire  com e in v ilu p p o  d e lle  con ich e  spezzate  di una  
rete  com unque d efin ita ; sotto  ta le  a sp etto  la curva di Caylkv  si è a no i 
p resentata  n e l L . 2”, vi 26: V ol. I, pag. 306.
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30. La configurazione delle polari armoniche e la schiera 
sizigetica delle cayleyane. — Le polari armoniche dei nove 
dessi di una cubica C formano una configurazione duale di 
quella dei flessi ( H e s s e , 1847). Infatti la proprietà caratteri­
stica espressa dal teorema di M a c - L a u k i n  « la cougiungente 
due flessi contiene un terzo flesso » si deduce (§ 27) dal 
fatto che il gruppo dei nove flessi è trasformato in sè dal­
l’omologia armonica che ha per centro un qualsiasi flesso F  
e per asse la relativa polare armonica^; ora questa omologia 
trasforma in se stesso anche il gruppo delle nove polari armo­
niche, e perciò le 8 polari armoniche fuori di p si dividono 
iu 4 coppie di rette secantisi su p: per il punto comune a 
due polari armoniche passa una tersa polare armonica.

Ora, come i nove flessi si distribuiscono a terne sopra 
12 rette formanti 4 trilateri inflessionali, così le nove polari 
armoniche passeranno a terne i)er 12 punti, 4 dei quali si 
troveranno sopra ciascuna delle polari armoniche ; e questi 
12 punti daranno origine a 4 triangoli. Ma non si ottengono 
così nuovi elementi della configurazione, giacché i detti trian­
goli sono formati dai vertici dei trilateri inflessionali: le polari 
armoniche dei tre flessi appartenenti a una retta di Mac-Laurin 
passano per il vertice opposto del trilatero inflessi anale deter­
minato da codesta retta.

L’enunciato si dimostra basandosi sul fatto che le polari 
armoniche dei nove flessi sono fisse per tutte le cubiche del 
fascio, giacche vengono costruite a partire da questi punti 
(§ 27). Infatti se àbc è un trilatero inflessionale ed F un flesso 
sopra a, la polare armonica di F , rispetto alla cubica trila­
tera'■ ahcj è la polare di F  rispetto alla conica degenere he, e 
quindi passa per il punto (he).

Ciò posto, le nove polari armoniche formeranno il gruppo 
base di una schiera sizigetica di curve di terza classe, a cui 
spetteranno tutte le proprietà duali di quelle spettanti al 
fascio sizigetico di curve del terz’ ordine, che ha come punti 
base i nove flessi: tutte le curve di terza classe anzidetto 
avranno dunque le nove polari armoniche come tangenti 
cuspidali. Queste curve hanno un significato importante, in 
quanto si presentano come cayleyane delle cubiche del fascio 
sizigetico.

Infatti, essendo data una cubica fondamentale, la conica 
polare di un suo flesso si spezza nella tangente di flesso e
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nella polare armonica; perciò queste due rette fanno parte 
della cayleyana.

Si deduce il
Teorema. Le cayleyane delle curve del terz’ ordine di un 

fascio sizigetico, aventi in comune i nove tiessi, formano la 
schiera sisigetìca delle curve di terza classe che hanno come 
tangenti cuspidali le nove polari armoniche dei flessi suddetti (1).

Questo importante resultato si può convalidare scrivendo 
F equazione della cayleyana della cubica

f — x* -1- æ23 d- ay* — 3^r1 x2x:] == 0 (2).

Pongasi che la conica polare del punto (y) si spezzi in 
due rette utV =  0, iy, =  0; si avrà l’identità

(«is — Àæ.æ.,)»/, 4- (x / — Ix^x^y, -|- (x:!~ — lx lx,)y3 =
=  4 -  u , x ,  4 -  u , x j ( v l x i 4 -  v , x ,  -I- V..X.,);

e, uguagliando i coefficienti delle-æ:

da cui :

y i =  uL vL, — ly L =  u2 v:i d- un v2
y2 =  u2 v2, — hf2 — u:l v{ d- ul vz

il, =  — hf, =  ihi'o +  nt vl ,

si ottiene

X i f ^ i 4 -  u , r . d " t = o

hi2 v24  - u uvt d~* v.» =  o

l u :ìv 3 4 -  u^'. d- u., v1 =  0 ,

le vt , V->, V:!, che eu trailo

j ^ U l « » u.

1 l t . MI, u i =  0 .

! « i A U :{

Sviluppando, si ha l’equazione della cayleyana:

X3 -f- 2
ui3 d- iry* d- «33-------.—  nLu2uH =  0.

(d Cfr. C r e m o n a  « Introduzione » (Opere, t. I, pag. 450).
(2) Cfr. le Lezioni di C le b s c h - L in d e m a n n ,  trad. fr., t. Il, pag. 246.
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Questa equazione mette in evidenza die: una curva di 
tersa classe C è la cayleyana di tre curve del terz9 ordine. Per 
determinare una di queste cubiche, si costruiranno anzitutto 
i suoi nove flessi, i quali vengono determinati, colla costru­
zione duale delle polari armoniche, dalla configurazione delle 
nove tangenti cuspidali della data curva-inviluppo O (che ne 
sono le polari armoniche); dopo ciò si determinerà una cubica 
scegliendo come tangente ad essa in uno dei flessi una delle 
tre rette di C passanti per il punto.

31. Trasformazioni proiettive delle cubiche e della confi­
gurazione dei flessi. — Nel § 24 abbiamo veduto che una 
cubica generale possiede 18 trasformazioni proiettive in se 
stessa le (piali formeranno un gruppo T18: vi è un sotto­
gruppo T, che lascia fermo un flesso assegnato e contiene 
— oltre l’identità — l’omologia involutoria che ha per centro 
questo flesso e per asse la sua polare armonica. Lo studio 
delle anzidetto trasformazioni proiettive deve essere riattac­
cato ad Hesse (1844).

L’equazione canonica della cubica

f — x*  - l-  x /  - l-  x./ —  oXx^yx^ =  0 ,

pone in evidenza le 18 trasformazioni proiettive di r ,s (/); 
queste si ottengono moltiplicando due fra le xn x,, x:i per s e s 2 
(essendo e una radice cubica immaginaria dell’ unità) e anche 
scambiando fra loro le tre variabili nei sei modi possibili. 
Così le xn x.,, x., vanno ordinatamente nelle

*1» x „ x - . r , x i  » ÎX. , , e x . , - , x i , z r x 2 , e x . .

X,, * 3 » x r , X i'> C .T .J  , e x , - , X , , e x , , e x ,

iC3> * 1 » x : n z 2 x 2 ; X :i 1 e x , , e x  o

x L , * 3 » x 2 ; x i , e x , ; x „ e x , , e x 2

*3» X , , * i 5 X 3 , e * « i ; ®3> e x 2 , e x ,

X l ì x 3 ; X -2, £ ^ , e x , - , X ì f e x , , é x :ì.

In questa tabella figurano l’ identità e 8 omografìe cicliche

l1) Cfr. K l e in , M alli. A n n a leii, Bd. 4.
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del terz’ordine corrispondenti alle prime (re linee, nonché
1) involuzioni corrispondenti alle ultime tre linee. Ora si ba il

Teorema: II gruppo Tis di una cubica generale contiene, 
oltre l’ identità e le 9 omologie armoniche aventi il centro in un 
flesso, anche 8 omografie cicliche del te rord in e  (non omolo­
giche) che lasciano fermi i quattro triangoli inflessionaM. Gli 
elementi uniti per ciascuna di tali omografie costituiscono uno 
dei 4 triangoli, che corrisponde così a 2 omografie, quadrato 
Pumi dell’altra; i vertici (e parimenti i lati) degli altri tre 
triangoli formano tre cicli dell’ omografia medesima.

Infatti uno qualunque dei 4 triangoli preso come fonda­
mentale per le coordinate (;r, .rnr., =  0) permette di ridurre la 
cubica all’anzidetto forma canonica:

f  =  x* +  x f  4- xfi — oixL x.2x?) =  0.

Allora si vede che: tutte le omografìe cicliche del 3° ordiue 
indicate nella precedente tabella lasciano fermo il triangolo 
Æ1æ.,OL =  0, ma soltanto due di esse, cioè quelle (non iden­
tiche) segnate nella prima linea, die sono il quadrato l’una 
dell’altra, hanno come elementi uniti i lati e i vertici del 
triangolo stesso. Le due omografie del 3° ordine che hanno 
come triangolo di elementi uniti un altro fra i quattro trian­
goli iniiessionali si troveranno dunque fra quelle che permu­
tano ciclicamente ^ = 0 ,  :r2=:0, x .,= 0 .

Si può aggiungere che V intiero gruppo della cubica, Tls, 
è generato per moltiplicazione dalle 9 omologie armonicheoi 
(i =  1, 2....9) relative ai 9 tiessi.

Ciò resulta dalla precedente tabella o dalla semplice con­
siderazione che segue: se 1, 2, 3 designano tre tiessi in linea 
retta, l’omografia prodotto w;,ro., produce su 1, 2, 3 la sosti­
tuzione ciclica del 3° ordine

(13)( 12) =  (1 2 3),

e quindi è un’omografia del 3° ordine che lascia fermi i tre 
lati del triangolo inflessionale determinato dalla retta 1 2 3.

Esaminiamo ora particolarmente il caso delle cubiche 
armoniche ed equianarinoniche.

Una (albica armonica possiede un gruppo V.u. di 36 tra­
sformazioni proiettive in se, che contiene il Tls della cubica 
generale. Il sottogruppo delle omografie di T:u. che lasciano
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fermo un flesso è un T4 ciclico del quart’ordine. Ciò risulta 
dall’equazione normale

y 1 =  x:] — px

che viene trasformata in se mutando x in — x e y in iy (il 
quadrato di questa omografia è l’omologia armonica che lascia 
fermo il flesso posto nel punto all’infinito dell’asse y).

Ora per ogni flesso esistono, nel corrispondente L4, due 
trasformazioni proiettive del quart’ordine, cioè quella di cui 
sopra è scritta l’equazione e il suo cubo (y =  — iy , x — — x), 
le quali non lasciano fermo alcun altro flesso; pertanto la 
cubica armonica possiede, fuori del Tls, 2-9 =  18 trasforma- 
sioni proiettive del quart’ ordine, che completano il r :itì.

La cubica equianannonica possiede un gruppo I \4 di 54 tra­
sformazioni proiettive in se stessa. Quelle che lasciano fermo 
un flesso formano un sottogruppo ciclico r 6, che si genera 
moltiplicando l’omologia armonica col centro in quel flesso 
per un’omologia ciclica del terz’ordine avente come asse il 
lato del trilatero hessiano che passa per il flesso, e come 
centro l’ intersezione della tangente di flesso con la relativa 
polare armonica. Ciò risulta dall’equazione normale

?r =  +  q,

che viene trasformata in se (oltreché dall’omologia involu- 
toria //’ = — ÿ), dalla omologia ciclica del terz’ordine x = s x  
avente come asse # =  0, e come centro il punto all’infinito 
dell’asse x; si verifica con un semplice calcolo diretto chela  
retta x =  0 appartiene alla hessiana della nostra cubica, 
data da

x ( y ' —  {)(/) =  0.

Questa equazione mostra anche che il centro dell’omologia 
ciclica del terz’ordine predetta è il vertice del trilatero hes­
siano opposto ad x =  (). Le (piali conclusioni vengono anche 
fornite da facili ragionamenti geometrici.

Si è visto che la cubica equian armonica possiede fuori 
del r is,.pertinente alla cubica generale, 6 omologie cicliche del 
ters’ ordine che hanno come centro ad asse un vertice e il lato 
opposto ' del 'trilatero hessiano (ad ogni asse e centro corrispon­
dono due omologie quadrato l’ una dell’ altra). Ora si può 
riconoscere che le nominate omologie cicliche generano, per
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moltiplicazione col Tls V intiero gruppo T54. Ciò risulta nel 
modo più semplice scrivendo l’equazione della cubica equia- 
narmonica sotto la forma canonica

x*  q -  x.,:t q -  x*  =  0 .

Infatti (juesta equazione è trasformata in se stessa dalle 
54 sostituzioni che si ottengono moltiplicando una, o iiiù, 
delle xf per s e permutandole fra loro; le nuove sostituzioni 
del r :>4 si deducono dalla tabella relativa alla cubica gene­
rale moltiplicando le omografìe del I \8, che in essa'figurano, 
per le omologie cicliche del terz’ordine xif= z x i e xi' =  z2xi .

Giova anche rilevare che: V esistenza di un9 omologia ciclica 
del terz’ ordine trasformante in se la cubica; caratterizza la 
cubica equianarmoniva.

Questa proprietà importa che le tre tangenti di flesso, i 
cui punti di contatto appartengono a un lato dell’ hessiana, 
passino per un punto che è il vertice opposto del trilatero 
hessiano. Viceversa se tre tangenti di flesso, i cui punti di 
contatto siano in linea retta, passano per un punto, la cubica 
è equian armonica e la retta contenente i tre flessi è un lato 
del triangolo hessiano. Infatti, mandiamo nel punto all’infi­
nito dell’asse y il punto di concorso delle tre tangenti e fac­
ciamo coincidere con l’asse x la retta che ne contiene i 
punti di contatto, l’equazione della cubica assumerà la forma

y :ì=f:Àx),

esprimente che la curva appartiene al fascio determinato 
dalle tre tangenti di desso nominate e dalla retta x =  0; dal- 
l’anzidetta equazione appare che la cubica è trasformata in 
se dall’omologia ciclica del terz’ordine y = e y .  Si verifica 
anche che la retta / / =  0 fa parte della hessiana.

Ogni trasformazione proiettiva che lasci invariata una 
cubica, trasforma anche in se il gruppo dei suoi nove tiessi 
Ma invece una omografia che trasformi in sè il G{J non lascia 
sempre invariate le singole cubiche formanti il fascio sizige- 
tico che ha il GtJ come gruppo di punti base, poiché scambia 
fra loro le cubiche di questo fascio. Più precisamente le omo­
grafie del r i8, che lasciali ferma una cubica generale, lasciali 
ferme tutte le cubiche del fascio; ma, oltre a queste, sono
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trasformazioni proiettive (lei fascio, quelle del r.,G o del Tri 
che lasciano ferme una cubica armonica o equianarmonica.

Ohe così si ottengano tutte le trasformazioni proiettive 
del fascio, e quindi del risulta da ciò che una trasfor­
mazione proiettiva del fascio ne permuta circolarmente gii 
elementi e perciò lascia ferme due cubiche particolari ; se una 
di queste è un trilatero, l’altra è la cubica equianarmonica 
di cui esso è liessiano.

Ora l’intiero gruppo delle trasformazioni proiettive del Gÿ 
si può determinare mediante l’ isomorfismo meriedrico che 
lega codesto gruppo al gruppo di proiettivita che viene deter­
minato sopra la retta r, su cui viene disteso il parametro 
del fascio: questo isomorfismo fa corrispondere all’ identità il 
gruppo r js, che lascia ferme tutte le cubiche del fascio sizi- 
getico. Si consideri il I\>4 costituito dalle omografie che lasciano 
ferma una delle quattro cubiche equianarmoniche del fascio, 
corrispondenti ai punti A, 7>, C, D di r: si avranno su r le 
proiettivita di un gruppo T? che lasceranno fermo un sol punto 
della quaterna, per esempio A, e permuteranno (ciclicamente) 
B, C, D. Infatti ciascuna omografia del T5t, fuori del 
lascia ferma oltre la nominata cubica equianarmonica anche 
il suo trilatero liessiano; non ci sono nel fascio altre cubiche 
unite, altrimenti lo sarebbero tutte. Moltiplicando i gruppi 
analoghi a T., che corrispondono a B, C, D, si ottiene un 
gruppo r u, di proiettivita che lasciali ferma la quaterna 
(ABOD); la quaterna (ASCI)) risulta equianarmonica, d’ac­
cordo coi valori, X =  oc? l 7 s, che ne' rappresentano i punti 
(§ 28), e il r ja comprende tutte le trasformazioni proiettive 
della quaterna (L. 1°, § 4).

Mercè l’ isomorfismo [1, 18] fra il I\., e il gruppo delle 
trasformazioni del (ru, si deduce che quest’ultimo è un r.,IG 
costituito di 12• 18 =  21.0 omografie. Il r 21(. comprende non 
soltanto le 4(54 — 18) =  144 trasformazioni jiroiettive che 
lasciano ferme le singole cubiche equianarmoniche del fascio 
sizigetico (dalle quali risulta per moltiplicazione)? ma anche 
altre 3-18 =  54 trasformazioni proiettive, che operano sulla 
quaterna (ABCD) producendo gli scambi (AB)(CD), (AC)(BD), 
(AD)(BC). Queste trasformazioni lasciano invariate due cu­
biche che — non essendo le' equianarmoniche del fascio nè le 
loro liessiane trilatere — saranno armoniche, hessiana l’ ima 
dell’altra. Invece le anzidetto 144 trasformazioni che lasciano
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ferma una cubica equianarmonica, permutano le sei cubiche 
armoniche, separandole in due cicli del terz’ ordine.

Queste conclusioni sono d’accordo con ciò che abbiamo 
veduto, nel quarto paragrafo del libro primo, sul gruppo r ,3 
di una quaterna equianarmonica (ABCD): infatti il Tr, lascia 
ferma un’altra quaterna che è liessiana della prima e a cui 
corrisponde, nel fascio sizigetico, la quaterna delle cubiche 
trilatere, e possiede ancora una sestina invariante rappresen­
tata dal covariante T  della, quaterna; a questa sestina che 
contiene le tre coppie di punti doppi delle involuzioni per­
mutabili (AB)(CD\ (AC)(BD), (AD)(BC), corrisponde nel fascio 
la sestina delle cubiche armoniche.

Possiamo concludere enunciando il
Teorema. Esistono 21<> omonografie trasformanti in se la 

configurazione (lei flessi di una cubica, le quali formano un 
gruppo r ,16 in isomorfismo meriedrico [1, 18J col gruppo tetrae­
drico sopra la retta. Il T,ln comprende:

18 omografìe che lasciano ferme tutte le cubiche del 
fascio sizigetico, formanti un sottogruppo invariante Tls;

altre 144 omografie che lasciano ferma una cubica equi­
anarmonica del detto fascio (col relativo trilatero liessiano), 
permutando ciclicamente le rimanenti tre;

ed infine altre 54 omografie cicliche del 4° ordine che 
lasciano invariate due cubiche armoniche del fascio, liessiana 
l’una dell’altra.

Osserveremo che la considerazione del gruppo d’ omo­
grafie r sJC, permette di ritrovare facilmente molte proprietà 
del fascio sizigetico, già riconosciute in modo diretto: per 
esempio che i quattro trilateri infiessionali sono ciascuno la 
liessiana di una sola cubica (equianarmonica), e che le sei 
cubiche armoniche del fascio sono — a coppie — liessiana 
l’una dell’altra.

Anche le questioni di realità concernenti la configura­
zione dei flessi d’una cubica reale, vengono qui lumeggiate 
e completate.

32. Nota sulla superfìcie di Riemann relativa a una 
cubica. — Alla cubica piana senza punto doppio (cioè di 
genere p — 1), considerata come luogo di punti reali e im­
maginari, corrisponde una superficie di Riemann di cui si 
può prendere come tipo il toro o anello. La costruzione di
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questa riemanniana risulta infatti dall’equazione normale della 
cubica

i/~ ±= x3 — px </;

la funzione a due rami y(x) possiede 4 punti di dirama­
zione, cioè le radici dell’equazione or — px-hq =  'Q, a cui si 
aggiunge il punto all’ infinito (corrispondente alla tangente 
di flesso). Si ottiene così una, superficie di Eiemann a due 
fogli che, mediante la semplice trasformazione di C lifford , 
si riduce a una superfìcie anulare (cfr. L. 2°, § 38; vol. I, 
pag. 382).

Ora K l e in  (l) ha osservato che la costruzione della 
superficie di Eiemann relativa alla cubica (o in generale 
ad una curva qualsiasi) si può riattaccare alla nozione 
della forma della curva reale, che viene assunta come linea 
di passaggio fra più fogli, mediante il procedimento che- 
segue.

Per chiarezza si cerchi dapprima di costruire la super­
fìcie di Eiemann, 72, relativa ad una conica reale, per esempio 
ad una ellisse C, (die verrà considerata come inviluppo delle 
sue tangenti. I punti della superficie 72 corrispondono biuni- 
vocamente alle tangenti reali e immaginarie di C. Facciamo 
che a una tangente reale di C corrisponda il suo punto di con­
tatto, mentre a una tangente immaginaria venga associato 
il punto reale in cui essa interseca la tangente coniugata, 
questo punto corrispondendo così a due tangenti diverse. 
Per tal modo la superficie B viene rappresentata sulla regione 
di piano interna a (7, contata due volte: ogni punto interno 
a (7, come intersezione di due tangenti immaginarie coniu­
gate, è immagine di due punti di 72, mentre i punti della linea 
di contorno, come intersezioni di due tangenti infinitamente 
vicine, risultano immagini di due punti coincidenti di 72. La 
superficie 7?, i cui punti corrispondono hi univocamente agli 
elementi (punti o tangenti) reali o no di (7, viene così rap­
presentata doppiamente sulla regione di piano interna alla 
ellisse (7, dove la G figura come curva di passaggio fra due 
porzioni di 72, allo stesso modo che la superficie di un 
ellissoide, il quale venga proiettato sul piano da un punto 
esterno in guisa che C risulti immagine del contorno appa-

(r) Matli. Annalen, Bel. 7, pag. 558.
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reiite. In conclusione questo ellissoide fornisce la superficie 
di Biemami E.

Il procedimento indicato si estende alle cubiche. Alla 
curva data di ter/’ordine si sostituirà una curva di terza, 
classe, C, che se ne deduce con una correlazione del piano. 
La superficie di Eiemann, E, relativa alla data cubica, si 
trova in corrispondenza biunivoca con l’insieme delle tangenti 
a (7. Ora, ad una tangente reale di G si farà corrispondere 
il suo punto di contatto, ed invece ad una tangente imma­
ginaria il punto reale in cui essa interseca la tangente coniu­
gata; jier tal modo la li viene rappresentata sopra una super­
ficie piana doppia avente per contorno la linea inviluppo (7, 
e cioè sopra la regione di piano per cui passano due tangenti 
immaginarie (ed una tangente reale) alla curva di terza 
classe G.

Per costruire E occorre riconoscere la forma delle linee 
di terza classe, G. Queste possono essere costituite di uno o 
di due rami, corrispondendo per dualità alle cubiche unipartite 
e bipartite. Al ramo impari della cubica, che contiene tre 
tiessi in linea retta, corrisponde per dualità una curva tricu­
spide, (7i? priva di tiessi, le cui tangenti cuspidali passano 
lier un punto; al ramo pari (se esiste) corrisponde per dua­
lità una curva, (7.,, priva di flessi e di cuspidi. Riconosciamo

che: le linee Gi e (72, considerate 
come luogo di punti sono curve 
pari. Anzitutto la curva complessiva 
C =  Ci -I- C2 è di ordine 3*2 =  0, 
ossia è una curva pari; perciò se 
uno dei suoi rami fosse impari anche 
l’altro ramo dovrebbe essere impari, 
e quindi le (7, e G., si segherebbero 
in un punto (/) che risulterebbe 
doppio per (7; invece la G non pos­

siede punti doppi, fuori delle tre cuspidi di Ci .
La curva tricuspide Gn essendo un ramo pari, equivale 

topologicamente a un cerchio, cioè separa il piano in due

( L) Con una. deformazione continua due rami impari possono sempre 
ridursi a due rette, e ciò ha per effetto di togliere eventualmente un numero 
pari di intersezioni; si vede così che due rami impari hanno almeno un 
punto comune: a tale proposito vedi § 34. (Cfr. Staudt « Geometria di 
Posizione », § 1). •
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regioni; (limosiriamo che quella contenente il punto, 0, comune 
alle tre tangenti cuspidali, è la regione interna e per ciascun 
punto di essa vi sono quindi, come per 0, tre tangenti a Cn 
mentre — passando da un punto interno a un punto della 
regione esterna — due fra le tangenti nomiuate divengono 
immaginarie, ë così per un punto esterno vi è una sola 
tangente alla CL.

Per dimostrare che 0  è interno al ramo Gi occorre sta­
bilire che ogni retta per 0  sega Ol in due punti; ora questo 
accade per le tre tangenti cuspidali che concorrono in 0, 
quinci anche per tutte le rette comprese nei loro angoli, 
giacche una retta secante del fascio 0 potrebbe divenire 
non secante solamente passando per la posizione di una 
delle tre rette dell’inviluppo, che sono le nominate tangenti 
cuspidali. (Taluno potrà chiarire (presto ragionamento tra­
sformandolo per dualità, ciò che porta a considerare la-figura 
del ramo impari di una cubica, con la quale si ha maggior 
familiarità).

Invece la curva (7.,, costituita da un ovale senza tiessi, 
divide il piano in due regioni, in guisa che per i punti della 
regione esterna passano due tangenti ad essa, mentre per i 
punti interni non ne passa alcuna. Si deduce che C.2 (se esiste) 
comprende nel suo interno Gn giacché altrimenti si avrebbe 
un punto, esterno a G.> e interno a Gn per cui passerebbero 
cinque tangenti di C — C^-hC.,.

Ciò posto distinguiamo due casi, secondo l’ esistenza o 
meno del ramo ovale G.,.

Primo caso: curva C costituita di un ramo tricuspide CL 
e di un ovale C., a cui Cr1 è interno. La superficie di Eiemann, 
relativa a (7, viene rappresentata doppiamente sopra la regione 
di piano compresa fra le due curve Gi e (72, in guisa che Gl 
e G.z figurano come curve di passaggio. Ora la suddetta regione 
piana, considerata dal punto di vista topologico, equivale a 
una corona circolare, che, contata due volte, si può considerare 
come un toro schiacciato, o anche come proiezione doppia 
di un toro di cui i nominati cerchi costituiscano il contorno 
apparente.

Secondo caso: curva C costituita dal solo ramo tricu­
spide CL.

La superficie di Eiemann, relativa a (7, viene rappresen­
tata doppiamente sulla regione di piano esterna a Cn figli-
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mudo CL come linea di passaggio. Ma dal -punto di vista 
topologico questa regione equivale alla regione piana esterna 
ad un cerchio, e perciò la nostra riemanniana equivale alla 
superficie dell’iperboloide di rotazione ad una falda avente 
il detto cerchio come cerchio di gola, il quale iperboloide per 
proiezione ortogonale ricopre due volte la nominata regione. 
La superficie dell’iperboloide ad una falda, considerata nello 
spazio proiettivo, costituisce evidentemente una superficie anu­
lare, equivalente al toro.
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Appendice: realità e continuità; 
geometria numerativa.

A complemento degli sviluppi contenuti in questo libro 
raccogliamo qui alcune note storiche, dalle quali prendiamo 
occasione per illustrare importanti principii di ricerca.

Gli argomenti trattati possono apparire, a prima vista, 
senza connessione fra loro; giacché chi cerchi, per esempio, 
il possesso delle principali nozioni di geometria numerativa, 
potrà dispensarsi dallo studio delle questioni di realità, che 
occupa la prima parte del capitolo. Ma il legame fra le idee 
dominanti queste diverse parti appare dallo sviluppo storico : 
così appunto si riconosce in qual modo le considerazioni sulla 
forma delle curve abbiano suggerita quella visione della con­
tinuità, che porge un fecondo principio di scoperta nei più 
vari campi della ricerca geometrica.

Aggiungeremo che, trattando come applicazioni del prin­
cipio di continuità i primi problemi della geometria nume­
rativa, usciamo dall’ambito della geometria piana che forma 
l’argomento di questo libro, per riferire alcuni resultati fon­
damentali della teoria delle curve gobbe (1).

33. Introduzione: cenno storico sulla classificazione delle 
cubiche e delle quartiche. — Nella teoria delle curve, cui si 
riferiscono gii sviluppi precedenti, vediamo un ordine di pro­
blemi con carattere nettamente algebrico: l’ immaginario 
essendo posto alla pari del reale, si tratta in ultima analisi 
di formare sistemi d’equazioni algebriche, investigare i rap-

(*) Ringraziamo la signorina D.a B ia n c a  Zc icchi che lia disegnato la 
maggior parte delle figure occorrenti in questo Capitolo e ci ha pure 
aiutato con informazioni bibliografiche concernenti la forma delle curve.

F. ENRIQUES - I I . 1G
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porti di dipendenza, e quindi calcolare i gradi delle equazioni 
resultanti che designano le soluzioni cercate. Ma lo scopo 
algebrico, che oggi appare in prima linea, non è originario: 
negl* inizi della Geometria analitica, e massime per D e sc a r t e s  
e Newton, l’interesse immediato si riattacca al problema 
geometrico concreto di determinare la forma della curva 
rappresentata da un’equazione algebrica reale; e a questo 
scopo vengono subordinati i principali problemi ond’ è uscito 
il corpo di dottrina che forma oggetto della nostra esposi­
zione. Nominiamo in ispecie i seguenti:

1) Ricerca della forma delle curve in senso differenziale-, 
cioè nell’intorno d’un punto: determinazione della tangente 
e dei massimi e minimi, approssimazioni successive e sviluppi 
in serie di Taylor, analisi dei punti singolari.

2) Comportamento dei rami di curva all’ infinito: asin­
toti e sviluppi in serie (convergenti asintoticamente) di 
Cramer, singolarità all’ infinito ecc.

3) Proprietà di simmetria delle curve considerate nella 
loro integrità: diametri e curve diametrali, e quindi curve 
polari (cfr. § 4).

Per intendere storicamente lo sviluppo della teoria così 
disegnato, giova riportarsi all’intuizione metrica delle figure 
che precede la costituzione della Geometria proiettiva. Questo 
punto di vista è dominato dalla distinzione fra rami chiusi 
ed aperti, iperbolici e parabolici, che prende origine nello 
studio delle coniche, e si estende naturalmente alla clas­
sificazione newtoniana delle cubiche. L’osservazione di De- 
s a r g u e s , circa la possibilità di derivare da quelle del 
cerchio le proprietà proiettive delle coniche, e così la 
genesis per timbras, mercè cui N ew to n  deriva le cubiche 
dalle parabole divergenti, non porta ancora un concetto 
unificatore delle varie specie di curve proiezioni di una 
medesima.

Infatti 1’ accennata generazione, che Newton (1704) 
enuncia senza dimostrare al termine della sua « Bnumeratio », 
costituisce per l’ Autore un semplice complemento anziché 
un principio. Fondamento della classificazione newtoniana è 
invece la distinzione delle cubiche in quattro famiglie, che 
si ottiene considerando una conica diametrale, in rapporto 
ad un punto all’infinito della curva. Preso come asse y una 
retta per questo punto, l’equazione della curva assume la
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forma
1 ) ìf{ax -!- b) -d- y(cx2 dxd- e) — (./ir3 d- gx* +  +  i) =  0,

dove manca il termine in y'\
Il luogo dei imnti di mezzo delle corde parallele all’asse y 

è la conica
2) 2axy +  2by -|- ex2 d- dx e ~~ 0 ,

cioè — in generale — un’iperbole avente un asintoto paral­
lelo all’asse ?/, che è pure asintoto della cubica. L’iperbole 
diametrale riferita agl’asintoti acquista un’equazione del tipo 
xy =  7$, sicché la corrispondente trasformazione di coordinate 
porta

1) =  c =  d =  0.

Pertanto, se a=j=0, l’ equazione della cubica — dividendo 
per a — si riduce:

I) xy1 d- cy =  fxr H- gx2 d- 7er d- i .

Quando sia <7 = 0  la conica diametrale diventa una parabola, 
corrispondentemente alla circostanza che due punti all’infi­
nito della cubica coincidono, ma il terzo punto rimane distinto 
finché sicché prendendolo come punto all’infinito del­
l’asse y si ottiene ancora la riduzione al tipo I). Se invece 
a =  0 e c =  0, (la cubica ha come tangente di fiesso la retta 
all’infinito) e l’ iperbole diametrale si riduce alla retta

2by dx +  (• =  0,

da completarsi colla retta all’ infinito; codesta retta diame­
trale si può assumere còme asse x, tranne che sia parallela 
all’asse ?/, e in questo caso può assumersi come asse y salvo 
che diventi la retta all’infinito. Corrispondentemente si otten­
gono, accanto alla I), le tre famiglie di cubiche:

II) y* =/■•«? H- gx' -+- -+- i,

III) xy — fxr -!- gx* +  hx H- i,

IV) y =  fx* H- gx* hx +  i.

N ew ton  analizza quindi le cubiche delle varie famiglie 
risolvendone l’equazione rispetto ad y. Così ad esempio per
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le cubiche della prima famiglia, egli è condotto a distinguere 
i casi in cui vi sono tre asintoti reali, oppure un asintoto reale 
e due immaginari, oppure la cubica tocca la retta impropria 
(che assorbe due asintoti) e possiede ulteriormente un asintoto 
proprio, o infine la cubica possiede un asintoto e un punto 
doppio all’ infinito, ecc.

Anche le classificazioni delle cubiche che seguono a quella, 
di N ew to n , per opera di E ulero  e C r a m e r , riposano sopra 
un’intuizione metrica, prendendo come x>unto di partenza il 
comportamento della curva all’infinito e l’esistenza o meno 
di asintoti: si distinguono ulteriormente gli asintoti che hanno 
semplice contatto colla curva, i quali sono accostati da due 
rami aperti giacenti da bande opposte, e gli asintoti che sono 
tangenti di flesso, i (piali vengono accostati da due rami, o 
da due lati d’ un ramo, giacenti in uno stesso semipiano.

Frattanto però il nuovo concetto unificatore della Geo­
metria proiettiva guadagna rapidamente terreno: in forza di 
tale concetto tutto il capitolo concernente le proprietà asinto­
tiche delle curve doveva ridursi allo studio delle proprietà 
differenziali relative all’intorno d’un punto, o dei {muti, in 
cui la curva è segata da una retta qualunque. Infatti P on­
c elet  ha messo in chiaro che i punti all’infinito del piano 
debbono ritenersi costituire una retta impropria, la quale 
— secondo il punto di vista delle proiezioni — non si distingue 
dalle rette, nel significato proprio della x>arola.

Sorge così la nozione dei rami reali d’ una curva in senso 
proiettivo. E la distinzione in rami che qui viene fatta signi­
fica: riducibilità della curva nel campo reale, due rami appa­
rendo come curve rappresentative di funzioni algebriche che 
non si prolungano x>er continuità analitica l’ ima nell’altra 
mentre la variabile si muove nel caligo reale; s’intende che 
il XH’olungamelito non avvenga nexflpure attraverso un punto 
critico, come accade invece j>er due archi di un ramo nel 
X)unto di contatto di una tangente parallela all’asse y o di 
una cusjjide. Codesta distinzione dei rami in senso integrale 
reale, non deve dunque confondersi con la distinzione dei 
rami in senso differenziale che occorre nello studio delle sin­
golarità e che significa riducibilità della funzione algebrica 
nell’intorno di un x>unto (cfr. L. 1°, §§ 11, 12, L. 2°, § 30), 
mentre la variabile si muove in tutto il campo complesso. 
Alla quale si xmò riattacare, come è detto innanzi, la distili-
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zione dei rami in senso metrico, die viene subordinata alla 
classificazione dei tipi proiettivamente distinti, tagliando la 
curva con la retta all’ infinito.

Alla classificazione proiettiva si attacca ora l’interesse 
essenziale. Così Ch a s l e s  (1835) inette in luce il vero signifi­
cato della riduzione delle cubiche alle parabole divergenti, 
scoperta da N ew ton  (cfr. § 20): ne segue la più semplice 
discussione della forma delle cubiche in rapporto all’equa­
zione normale, che noi abbiamo svolto nel citato § 20, sulle 
tracce del S almox  (1852). Tuttavia la classificazione che 
P luck er  dà delle cubiche nel « System der analytisclien 
Geometrie » (1835) è sempre concepita dal punto di vista 
metrico, quantunque per altri riguardi vi appaia l’ influenza 
del pensiero di P o x u e l e t , segnatamente per quanto con­
cerne il concetto della continuità di cui discorreremo più 
avanti.

Il punto di vista proiettivo compare nella scuola tedesca 
per opera di S t a u d t  e Mbnius da cui riceve un importante 
incremento. S t a u d t  (1847) pone i principi dell’analisi topo­
logica del piano .proiettivo reale distinguendo le linee chiuse 
pari e impari; jVIoiuus (1852) (/) svolge da questo punto di 
vista la classificazione delle curve del terz’ ordine. Frattanto 
lì ioli j a viti s (1852) C) intraprende la classificazione delle curve 
di terza classe.

Di buon’ ora le ricerche di jNewtox sulla forma delle 
cubiche dettero impulso ad analoghe ricerche concernenti le 
quartiehe. Qui è da menzionare anzitutto la classificazione 
dovuta all’ abate, di B r a g elo g x e  (1830-1832) (3), il quale 
distingue i quattro casi in cui l’ equazione della quartica 
possa ridursi di grado 1, 2, 3 rispetto a una variabile, oppure 
rimanga essenzialmente di grado 4, cioè i casi in cui la quar­
tica possegga all’infinito un punto triplo, oppure doppio o 
semplice, o invece non abbia alcun punto reale all’infinito. 
B elerò  e C r a m e r , nei loro citati trattati del 1848 e 1850, 
riprendono lo studio delle quartiehe, analizzandone la forma 
in rapporto alle intersezioni con la retta all’infinito; tuttavia

(L Leipziger Aldi. 1.
(-) Atti dell’Istituto Veneto, III, 4.
(:î) Mémoires de l’Académie de Sciences de Paris.
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queste ricerche non sono scevre da errori e vi si rivela una 
insufficiente nozione delle curve asintotiche, tangenti od oscu­
latrici ad una data in un punto all’infinito.

Una classificazione accurata delle quartiche, basata sopra 
un esatto concetto delle curve asintotiche, venne svolta da 
P lu c k e k  nel suo trattato del 1839. P l u c k e e  osserva anzitutto, 
che se una curva d’ordine », f n  =  0, possiede come asintoto 
una retta _p =  0, l’equazione della curva si lascia porre sotto 
la forma

l\fn—i +  „> =  Q,

e che il polinomio / n_, si riduce all’ordine n — m (m >  2) 
qualora l’asintoto p possegga con la curva f n un contatto 

-punto.
Quando la curva f n =  () tocca in un punto 0 la retta 

all’ infinito, vi è una parabola osculatrice che tocca in 0 la 
curva con un contatto quintipunto; designando con

+  =  0

questa parabola, l’equazione f n =  0 assume la forma

(p 2 +  M ) f n ~ z  "h (l> -1- r)/„_3 =  0,

dove p, (p r sono polinomi di primo grado.
Le equazioni canoniche relative alle curve asintotiche, 

che si ottengono proseguendo quest’ordine di considerazioni, 
permettono a Pluckee di classificare tutti i tipi di quartiche 
in rapporto alle intersezioni con la retta all’ infinito del piano, 
che — a seconda della realità o meno di questi quattro punti, 
e delle loro possibili coincidenze — danno luogo ad 8 classi, 
distinte poi in diversi tipi.

Nuove ricerche sulle forme delle quartiche vennero intra­
prese da Oayley (1865) (*) e poi da Zeuthen (1874); la elas- 
silicazione stabilita da quest’ultimo porge risposta ai problemi 
fondamentali che qui si presentano; ne riferiremo particolar­
mente nel § 35.

34. La classificazione proiettiva delle cubiche e il me­
todo di piccola variazione. — A fondamento della clas­
sificazione proiettiva delle curve reali, sta la proprietà

(b « On Quartier Curves /> Phil. Magazine. Voi. 29.
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topologica del piano proiettivo di possedere due specie di 
linee chiuse (l):

linee (bilatere) che dividono la superticie piana in due 
parti, cioè linee topologicamente equivalenti ad un cerchio ;

e linee unilatere equivalenti ad una retta, per cui non 
è possibile distinguere un lato destro e un lato sinistro, scam­
biandosi l’uno coll’altro (piando si percorre la linea.

Le linee della prima specie sono caratterizzate dalla pro­
prietà di possedere un numero pari d’ intersezioni con una 
retta (computati debitamente i contatti), e perciò si dicono 
linee pari; invece le linee della seconda specie sono linee 
impari, aventi un numero dispari d’ intersezioni colle rette 
del piano. Accade infatti che, mutando con continuità la 
posizione d’ una retta variabile, possa, mutare il numero delle 
intersezioni (reali) che essa ha con una linea chiusa, ma i 
punti d’intersezione spariscono o compaiono sempre a coppie, 
attraverso i contatti, e perciò il numero anzidetto si man­
tiene sempre pari o dispari al variare della retta.

In forza di questa stessa osservazione (di P o n c e l e t ) si 
ha con Mbnius:

Una linea pari ha sempre un ninnerò pari (V intersezioni 
con qualsiasi altra, linea chiusa, del piamo, pari o impari. Due 
linee chiuse impari hanno un numero dispari d? intersezioni ; 
perciò questo numero non può mai essere zero.

Ora si possono fare alcune facili osservazioni circa i rami 
o circuiti che compongono una curva algebrica, e in parti­
colare una cubica.

1) Una curva algebrica reale si compone di rami o 
circuiti distinti in senso proiettivo, che possono essere linee 
pari (bilatere) o impari (unilatere).

2) Una curva algebrica senza punti dopili non può 
possedere due rami impari; giacche questi avrebbero almeno 
un punto comune, che risulterebbe doppio per la curva.

3) Una curva algebrica d’ordine pari, senza punti doppi, 
non può possedere rami impari, una curva d’ordine dispari 
contiene certo un ramo impari ed altri eventuali rami pari.

4) In particolare le curve di terz’ ordine, prive di punti 
doppi, possiederanno sempre un ramo impari ed eventual­
mente anche un ramo pari. Quest’ultimo ramo è un’ ovale,

O Cfr. L. 2°, $ 35.
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cioè mia linea chiusa bilafcera priva di flessi. Infatti una tan­
gente di flesso dovrebbe avere (almeno) una quarta interse­
zione col ramo pari.

5) Un ramo impari (non rettilineo) possiede sempre un 
numero dispari di flessi, e un ramo pari ne possiede un 
numero pari (o zero).

Infatti sia G una linea chiusa tracciata nel piano proiet­
tivo e P  un punto generico di essa, ove la tangente p lascia 
Pili torno di P  tutto da una parte. Quando si percorre la

linea (7, partendo da P  e ritornando 
in P, in un dato verso, la tangente p 
ritorna sempre alla posizione iniziale 
dopo essere passata dall5 uno all’altro 
lato della linea ogniqualvolta il punto 
di contatto è passato per un flesso di (7. 
Ora se la G è una linea bilatera accade 
che — dopo un giro — il lato della 
linea G a cui appartiene diciamo 
p. es. il lato destro, ritorna in se stesso, 
quindi nel movimento di P  si deve 
incontrare un numero pari di flessi. 
Se invece la G è uni luterà, percor­
rendo P  la linea il lato destro si 

cambia eoi sinistro; affinchè la tangente p si trovi — dopo 
il giro compiuto — dal lato opposto a quello da cui siamo 
partiti, bisogna clie-P abbia incontrato su G un numero dispari 
di flessi. c. d. d.

6) Un ramo impari, privo di nodi o di cuspidi, possiede 
almeno tre flessi.

Mobius stabilisce questa proposizione proiettando la curva 
sopra una sfera, dal suo centro, e riferendosi all’intuizione 
della linea così tracciata sopra la sfera, dove deve esser pos­
sibile passare da un punto della sfera al suo opposto. Il 
ragionamento di Mobius si rende più chiaro, restando nel 
piano, ove si mandi all’influito un flesso della curva impari, 
sicché i due archi G e Gf . della curva, che si riattaccano 
all’influito, giacciano dalla medesima parte dell’asintoto a . 
Allora, percorrendo di seguito i due archi G e G' della curva 
senza attraversare il punto all’infinito, l’angolo della tan­
gente con l’asintoto, che dapprima cresce a partire dallo zero, 
dove poi ridursi congruo a zero; ciò è possibile in due modi:
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se la tangente compie un giro completo, caso in cui la curva 
possiede un nodo; oppure se vi è qualche flesso (o cuspide) 
ove s’inverta la direzione della tangente.

Senza fare appello all’ intuizione precedentemente invo­
cata, si può dimostrare la proposizione 6) nel modo seguente, 
che si applica immediatamente al ramo (Vana cubica, ma 
appare anche estendibile a curve d’ordine superiore.

Sia dunque C il ramo impari di una cubica, che possiede 
certo un flesso F. Preso su <7 un punto P, vicino ad P, il suo 
tangenziale P r si trova su C dall’altra parte di F. Questa 
osservazione fondamentale si riattacca al fatto che la tan­
gente di flesso lascia da bande opposte due archi contigui 
di curva i quali volgono ad essa la loro convessità.

Ora, quando P si muove percorrendo la linea (7, a partire 
da F  e in un dato verso, P' percorrerà la medesima linea 
chiusa in senso inverso, giacche, proseguendo P  il suo movi­
mento, non potrà invertirsi la 
direzione del movimento di P' 
lino a che P  non cada in un 
nodo oppure in un flesso 
(punto di contatto di una tan­
gente stazionaria) dove P  
coincide con P'. Si deduce 
che P  e P', movendosi in 
senso opposto a partire da F, 
s’incontreranno sulla cubica 
un’altra volta almeno, ciò 
che accade in un flesso. No­
tisi che, se la corrispondenza fra P  e P' fosse univocamente 
invertibile, si troverebbe soltanto un secondo punto imito (di 
flesso), come accade per le proiettività discordi sulla retta; 
ma la corrispondenza [PP'\ non e univocamente invertibile, 
d’accordo colla necessità che si abbia, su G un numero dispari 
di flessi, e quindi tre almeno. c. d. d.

[Osserveremo che ove si voglia estendere il ragionamento 
precedente al caso di linee impari GY, d’ordine > 3 ,  si deve 
considerare la possibilità che un punto P, scelto in un certo 
tratto di (7, possegga più tangenziali P', P ' e  che due di 
questi — p. es. P' e P" — vengano a. coincidere, divenendo 
poi immaginari (piando P prosegue a percorrere la (7; ma 
questa eventualità, che non permette di estendere senz’altro
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il ragionamento precedente, porta die la linea O possieda 
una tangente doppia a contatti reali e contenga un flesso 
nell’arco racchiuso fra questi due punti; si riconosce allora 
che lo stesso arco possiede un secondo flesso].

7) La cubica dotata di nodo si può riguardare come 
riunione di un ramo pari K  {occhiello) e di un ramo impari II', 
che si congiungono nel nodo 0 ; è appena necessario avver­
tire che ciascuna delle due linee suddette si chiude ad angolo 
nel nodo stesso. Nella parte fuori dell’occhiello, che costi­
tuisce il ramo impari, la cubica nodata possiede un flesso. Per 
dimostrarlo in quest’ordine di idee procediamo come segue.

Anzitutto il ragionamento svolto innanzi, alla pfop. 5r 
dove si considera l’intiera cubica come una linea chiusa, non 
cade in difetto per la circostanza che la linea attraversi se 
stessa, sicché siamo autorizzati ad affermare l’esistenza di un 
flesso almeno. Questo non potrà certo cadere sul ramo pari K  
come già abbiamo notato. Ora se F  è un flesso, appartenente 
a K'j si riconosce che la linea Kr viene divisa da F  e da 0  in 
due archi tali che ciascun punto dell’uno ha il suo tangen­
ziale sull’altro, donde segue che K f non contiene altri flessi. 
Infatti basta osservare che ogni punto P' di K' è tangenziale di 
due punti della cubica (che per ipotesi ha un punto doppio) 
e che uno di questi punti descrive l’occhiello À", mentre P' 
descrive K'; si deduce che sopra K' si ha fra i punti P  e i 
loro tangenziali P r una corrispondenza biunivoca discorde, le 
cui due coincidenze cadono una in F  e l’altra in 0.

In conclusione una cubica dotata di nodo possiede un 
solo flesso reale. E questa conclusione si accorda col passaggio 
alla forma limite della cubica con cuspide, per cui le formule 
di P l u c k e r  danno un solo flesso, giacche nel passaggio si 
vede invariato il numero dei flessi reali.

8) Il ramo impari d’una cubica non può avere più di 
tre flessi e quindi (per la prop. 0): il ramo impari d’ una

cubica, che non possegga 
M2 un nodo, contiene preci­

samente tre flessi.
Mourus stab i 1 i sce 

questa proprietà attra­
verso le seguenti :

a) Una cubica
non può avere due massimi o due minimi rispetto ad una
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vetta, poiché si troverebbe una tangente doppia o una retta 
die incontri la linea in 
1 punti.

b) Se tra due 
punti, A e 15, del ramo 
impari d’ una cubica, 
vi sono due tiessi, c’è 
anche un massimo o 
un minimo rispetto alla 
retta AB.

Ciò posto se si avessero quattro tiessi A, J3, C, D, si 
troverebbero due massimi o minimi fra due punti, il che è 
escluso dal lemma a).

I lemmi a) e b) su cui riposa la dimostrazione-della 
prop. 8 hanno carattere intuitivo, ma occorre un’analisi deli­
cata se si vuol procedere con rigore. Ce ne dispenseremo 
prendendo un’ altra via che si basa su considerazioni di con­
tinuità, delle (piali si mette così in evidenza la grande fecon­
dità in quest’ordine di questioni.

Consideriamo una cubica variabile: con variazione con­
tinua dei parametri si può passare dalla cubica generale uni- 
partita alla bipartita e viceversa, attraverso inni forma limite 
di passaggio in cui l’ovale si riduca ad un punto isolato; 
frattanto il ramo impari della cubica variabile conserva sempre 
lo stesso numero di tiessi, imperocché i flessi reali possono 
divenire immaginari soltanto a coppie attraverso forme di 
passaggio in cui due tiessi coincidano, mentre siffatta coinci­
denza non può aversi che in un nodo della cubica (essendo 
(‘schiso il caso di una tangente quadripunta).

Ciò posto, il numero dei flessi che appartengono al ramo 
impari di una cubica generale sarà uguale al numero dei 
flessi della cubica dotata di punto isolato; ora su questa curva 
razionale la corrispondenza fra il punto P  e il suo tangen­
ziale P' è una corrispondenza [2, 1], che al massimo avrà tutte 
e tre le coincidenze reali: il numero dei flessi reali (coinci­
denze di P  e P') non potrà dunque superare 3, e sarà preci­
samente uguale a questo numero. c. d. d.

Soltanto nel caso in cui la cubica acquisti un nodo, con­
giungendosi in questo il ramo impari e il ramo pari, si per­
dono due flessi della curva. Il modo di sparizione di questi 
due flessi si rende chiaro osservando le forme delle cubiche

M
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prossime ad mia cubica nodata. Pongasi il nodo nell’origine 
delle coordinate e assumansi come assi le tangenti principali; 
allora l’equazione della cubica prende la forma

oyy d -  y ?){xy) =  0

e le cubiche, prossime alla nominata,

xy -i-lì d- ?3 =  0 e xy — lì d- v3 =  0,

posseggono come coniche approssimanti rispettivamente le 
ilierbole

xy d- le =  0 e xy — lì =  0,

le quali appartengono alle due coppie di angoli opposti deter­
minanti dalle rette x, y . Se, per es., un ramo della prima

iperbole si trova nell’ angolo 
occupato dall’ occhiello della 
cubica, accade che la cubica 
variata

xy d~ lì d~ cp., =  () 

è bipartita, mentre la

xy — lì d- 9:, =  0

è unipartita (s’ intende per lì 
assai piccolo); la prima cubica 
si ottiene raccordando i due 
archi del ramo impari K' che si 

congiungono angolarmente nel nodo e, dall’altra parte, i due 
archi dell’occhiello K; la seconda (vedi flg. a pag. 253) nasce 
raccordando ciascun arco di K  con l’arco di AT'che l’incontra 
ad angolo nel nodo. L’ esame di tali raccordi mostra che 
nascono in ogni caso due tiessi della cubica variata, poiché:

a) non nasce alcun flesso raccordando due archi che 
volgono ambedue la concavità all’angolo compreso;

b) nascono invece due flessi raccordando due archi vol­
genti ambedue la convessità all’angolo compreso;
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c) e lilialmente nasce un flesso se si raccordano due 
ardii uno dei quali volga la concavità e l’altro la convessità 
all’angolo compreso.

Riassumendo i risultati ot­
tenuti abbiamo che:

• Le cubiche real i  danno 
luogo a due famiglie topologi­
camente distinte entro il piano 
proiettivo :

I) cubiche composte 
d’un solo ramo inijiari, con tre 
flessi,

II) e cubiche composte 
di un ramo impari, con tre 
flessi, e d’ un ovale.

Come forme di passaggio 
tra le due famiglie si hanno:

III) le cubiche dotate di nodo, che posseggono un flesso,
IV) e le cubiche dotate di punto isolato: ramo impari 

con tre flessi.
Infine la forma di passaggio fra le III) e IV) è

V) la cubica con cuspide, costituita da un ramo im­
pari con un flesso.

Le considerazioni di continuità, mercè cui abbiamo sta­
bilito il numero dei flessi reali d’una cubica, vale anche a 
dimostrare l’esistenza dei due tipi di cubiche generali, pos­
sedenti imo o due rami. Infatti il metodo di piccola variazione 
di cui sopra è fatto uso, permette — come si è visto — di 
riconoscere che vi sono cubiche dei due tipi in prossimità 
d’una cubica dotata di nodo; è anche chiaro che ve ne 
sono in prossimità d’ una cubica dotata di punto isolato, 
giacche — mutando in senso opposto un parametro della 
cubica — codesto punto è suscettibile di scomparire, come 
un cerchietto nullo che diviene immaginario, oppure di dive­
nire un ovale.

Lo stesso metodo si può applicare partendo, non più da 
una cubica irreducibile dotata di punto doppio, ma da una 
cubica composta di conica e retta secante: tutti i tipi di 
cubiche reali si ottengono così, con piccola variazione, dalla 
figura d’ una conica presa insième con una retta secante. Il

K’
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passaggio alle cubiche generali con uno o due rami, viene 
indicato dalle annesse figure:

Oome notizia storica diremo che le considerazioni di 
continuità di cui qui è fatto uso appartengono a un ordine 
d’idee largamente sviluppato da P on celet, che sarà ripreso 
ed esaminato nel seguito. Per lo studio della forma delle 
cubiche codeste considerazioni ricorrono nella classificazione 
di P lucker (1835).

Infatti questa classificazione si basa sulla riduzione 
della cubica generale alla forma canonica a1>c — h l? e = 0 ,
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dove a, 6, c, d, e sono cinque rette ; P lu c k e k  assume la 
retta d all’ infinito, la retta e contiene i tre tangenziali dei 
punti all’infinito, ed «, 7;, c sono i tre asintoti. Pertanto la 
forma della cubica viene dedotta per continuità a partire dal 
caso degenere del trilatero aie (die corrisponde a X =  0). 
P lu c k e k  considera le varie posizioni della retta e rispetto al 
detto trilatero, e la posizione dei centri critici o punti doppi 
delle cubiche del fascio ottenuto al variare di X; appaiono 
così le cubi die con punto doppio come forme di passaggio 
fra cubiche con uno e due rami.

Più tardi il metodo di piccola variazione ha ricevuto un 
impiego sistematico come modo per dimostrare Y esistenza di 
certe forme delle curve reali; così per esempio nelle ricerche 
di H aknack, che menzioneremo più avanti.

35. Cenno sulla forma delle quartiche. — Una curva piana 
del quart’ ordine, priva di punti doppi, si compone soltanto 
di rami pari : il numero di questi rami non può superare 4. 
Infatti se una quartica, 7v, potesse possedere 5 rami pari, una 
conica contenente un punto di ciascun ramo avrebbe con 
esso un’ altra intersezione (almeno) e quindi segherebbe K  in 
10 punti !

Analoghe considerazioni provano che una quartica, la 
quale possegga un ramo interno ad un altro, è costituita sol­
tanto da questi due rami, giacche si arriva altrimenti ad un 
assurdo, intersecando la curva con una retta che congiunga 
un punto di un ipotetico terzo ramo con un punto interno 
ai due primi..

Ora si può riconoscere che : esistono quartiche senza punti 
doppi, rappresentate da equazioni a coefficienti reali, che pos­
seggono 4, 3, 2, 1 rami o anche 0 rami (caso in cui la curva 
è interamente immaginaria).

Quartiche siffatte si trovano come curve prossime ad una 
coppia di coniche. In prossimità, di una coppia di ellissi 
immaginarie, rappresentate da equazioni reali, si trovano 
curve del quart’ordine senza rami reali. In prossimità di una 
coppia di coniche reali, còli quattro intersezioni reali, si tro­
vano quartiche reali costituite da 1, 2, 3, 4 rami. Infatti, rife­
rendoci all’annessa figurarsi può passare ad una quartica priva 
di punti doppi, prossima alla coppia di coniche ABCDJEFGH, 
A B O D E 'F 'G 'H collegando gli archi che convergono a eia-
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senno dei punti doppi A, B, G, JD in due modi diversi : p. es. 
collegando in A le coppie di archi BI1A, BH'A e BEA, BE'A, 
oppure le BHA, BE'A e DE'A, BEA  ecc.

Si ottengano così 24 =  16 forme di quartiche prossime 
alla nominata coppia di coniche, e fra queste si riconoscono 
curve composte di 4, 3, 2, 1 rami.
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La costruzione precedente dà luogo in ogni caso a quar­
tiche dotate di 8 flessi reali: vi sono due flessi clic scompaiono 
nella forma limite, riunendosi in un nodo, così come abbiamo 
veduto per la cubica. Ora, facendo variare i parametri di 
una quartica, può accadere che i flessi reali scompaiano, o 
nascano, a coppie; le forme di passaggio in cui due flessi 
veugono a coincidere pos­
sono corrispondere: o a 
quarti che con un nodo, 
o a quartiche con una 
tangente quadri punta. In 
realtà soltanto in questo 
secondo caso, quando una 
b ita n g en te  a contatti 
reali si trasforma in una 
bitangente a contatti im­
maginari, si perdono ef­
fettivamente due flessi ; 
passando attraverso ad un 
nodo rinascono sempre due flessi al posto dei due che si perdono.

Le osservazioni che precedono mostrano che la semplice 
applicazione del metodo di piccola variazione, a partire dalla 
forma limite di una coppia di coniche, non basta a porgere 
un’ adeguata conoscenza dei caratteri proiettivi reali delle 
quartiche reali. Una classificazione che tenga conto di questi 
caratteri si ottiene con Z e u t h e n * (*), in base ad una distinzione 
delle tangenti doppie, cui vogliamo rapidamente accennare.

Z e u t h e n  c h i a m a  ìritangenti di prima specie d* u n a  q u a r ­
t i c a  r e a l e :

a) le rette che toccano un ramo della curva in due 
punti reali;

b) e le rette (reali) aventi colla curva due contatti 
immaginari coniugati.

Il nome di ìritangenti di seconda specie viene attribuito alle
c) rette che toccano in due punti reali due diversi rami 

della curva.
L’ importanza di questa distinzione è relativa all’ osser­

vazione seguente:
Una quartica reale generale, variando per continuità,

d) Math. Annalen, Bd. 7, pag. 411.

F. ENRIQUES - l i . 17
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non può perdere o acquistare bitangenti di prima specie. 
Infatti :

1) attraverso a forme di passaggio'dotate di tangente 
quadripunta le bi tangenti di prima specie a) vengono soltanto 
scambiate colle 6);

2) le bi tangenti di prima specie possono riunirsi a 
coppie, e divenire immaginarie, passando attraverso quartielie 
dotate di punto doppio, ma un esame approfondito (i) per­
mette di riconoscere che, in tal caso, per ogni coppia di 
bitangenti di prima specie perduta nel passaggio da una ad 
un’ altra forma, prossima alla forma limite, si acquista sempre 
una nuova coppia siffatta.

Conseguenza di questa osservazione è che tutte le quar- 
tiche generali posseggono lo stesso numero di bitangenti di 
prima specie, giacche si può passare per continuità da una 
quartica / = 0  ad una <p =  0, entro il fascio \f-H|up =  0.

Ora, per valutare il numero costante delle bitangenti di 
prima specie, basta riferirsi ad un caso particolare. Si consi­
deri, i>er esempio, la quartica razionale, dotata di tre punti 
doppi :

Q =  (y2 — x 2)(x —  1) x y~ H- x(x  —  2) =  0 :

le curve, prossime alla nominata,

Q =  ±7c,

non hanno intersezioni con Q — 0 , e 
— a seconda del segno di k — giacciono 
tutte all’ interno o tutte all’ esterno di 
essa.

Nel primo caso (curva interna) si 
ha una quartica composta di quattro 
rami (unifolia), ciascuno dei quali possiede 

una tangente doppia. Questa quartica di P l u c k e r  possiede 
dunque 4 bitangenti di prima specie, e possiede inoltre 24 bitan­
genti di seconda specie giacché le tangenti comuni a due 
rami sono qui (come per due cerchi) in numero di 4 e le 

4 3
c o p p i e  d i r a m i  s o n o  - ^ -  =  6 :  P l u c k e r  h a  m o s t r a t o  a p p u n t o

(L) Z e u th e n ,  1. c.
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con tale esempio che una quartica può avere tutte le 28 Intan­
fenti reali. Ora ne deduciamo che: ogni quartica generale 
possiede quattro Iritangenti di prima specie.

Su questo resultato Zeuthkn fonda la classitinazione delle 
quartiche piane non singolari.

Quando un ramo della quartica, (che per semplicità di 
discorso supponiamo finito) è toccato da una retta a in due 
punti reali A, B , in ciascuno di questi punti la curva volge

A B

alla retta la sua convessità, mentre ognuno dei due ardii 
compresi fra i punti di contatto, A e B, contiene un tratto 
che volge ad a la sua concavità; pertanto in ognuno dei due 
archi AB esistono due punti (almeno) in cui si passa dal 
concavo al convesso, i quali sono tiessi della quartica oppure 
punti in cui la tangente alla curva è perpendicolare ad a : e 
facile vedere (die vi è un arco A 7>, compreso fra le perpen­
dicolari ad a-, per cui i punti di passaggio suddetti sono flessi. 
Viceversa se un ramo (pari) d’una quartica contiene due flessi, 
si trova che esso possiede una bitaugente (di prima specie) 
che lo tocca in due punti reali.

Da tali considerazioni Zeutiien deduce che una quar­
tica può avere al più otto flessi reali. I rami (pari) della 
curva ricevono il nome di ovali, uni foli a, Infoila, trifolia 
e quadri foli a, a seconda del numero delle bitangenti che 
li toccano in due punti reali: questo numero, che è la 
metà del numero dei flessi, vale 0 per un ovale, 1 ‘per un 
unifolium eoe.

Aggiungeremo che l’analisi di Zeutiien classifica le quar­
tiche in rapporto alle diverse posizioni che esse sono suscet­
tibili di assumere rispetto al quadrilatero delle quattro bitan­
genti di prima specie; in particolare giova qui l’osservazione 
(*he i punti di contatto di una dello nominate bitangenti, 
supposti reali, non possono separare le intersezioni della retta 
medesima con altre due bitangenti, onde segue (L, 2°, § 27;
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vol. I, pag. 31G) che « i punti di contatto di tre bitangenti 
di prima specie si trovano sopra una conica ».

36. II teorema di Harnack e altre proprietà generali 
concernenti la forma delle curve. — Alcune delle consi­
derazioni che s’incontrano nello studio delle cubiche e delle 
quartiche sono suscettibili di essere estese, e conducono 
così a teoremi generali in ordine alla forma delle curve 
algebriche.

Il primo teorema che qui s’ incontra, concerne il numero 
dei rami, ed è dovuto a A. H a r n a c k  (l) (1876):

Una curva piana d’ ordine n possiede al massimo

—— ---- — H -l rami, ed una curva, (irriducibile) d? ordine n
. - 7 7  • (n --  l)(w --  2) „dotata dio punti doppi possiede al massimo -------   o +  l

rami, cioè
il massimo numero dei rami reali che può possedere una 

curva di genere p vale p A- 1.
Dimostriamo prima che la curva d’ordine n, senza punti 

doppi, o con 3 >  0 punti doppi, non può avere più che

(n — \)(n — 2)_  x — o

rami; riconosceremo poi che codesto massimo è effettivamente 
raggiunto.

^Notiamo anzitutto che una curva d’ordine a, priva'di 
punti doppi, non può possedere che un solo ramo impari, che 
esiste veramente quando n è dispari. Ciò posto pongasi che 
una curva /  d’ ordine a, priva di punti doppi, possegga

( a l m e n o )  —------—— ------— H- 2  r a m i ;  s i p u ò  a l l o r a  d e t e r m i n a r e
 ̂ (n __|Vn __O)

una curva <p, d’ordine a — 2, che passi per -------—------— - f  1

punti presi ciascuno sopra un ramo pari di / ,  ed inoltre per 
altri n — 3 punti scelti sopra l’ultimo ramo (pari o impari):

il ! i  i . ( n — l ) ( a — 2)allora la rp segherà ciascuno dei nom inati-------- ------------1- 1

rami pari di /  in un altro punto, sicché il numero totale

(*) Malli. Annalen, li<L 10, i>a#. 189.
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delle intersezioni di /  e cp risulterà almeno

2 \n — l)(w — 2) 3 =  n ( n  —  2) d- 1 ;

ma questa conclusione è assurda, essendo /  una curva irri­
ducibile.

Questo ragionamento si estende al caso in cui la curva/, 
supposta irriducibile, possegga un certo numero o di punti doppi. 
In questo caso la /conterrà un certo numero v di rami impari,

<v v(v —  1)dove v avrà la stessa parità di n ; si avranno quindi — (}—

punti doppi almeno, intersezioni di codesti rami a due a due,

ed inoltre altri rf =  5 — — — punti dopili, provenienti da

intersezioni di due rami o di un ramo con se stesso, o punti

isolati. Pongasi che /  contenga almeno -U—~-y----- — — o d -2

rami; allora si costruirà, come innanzi, una curva cp d’ordine 
n — 2, avente con /  più die n(n — 2) intersezioni. A tale scopo

basterà far passare cp per i ò — —'~ o d- d punti doppi, ed

inoltre per un punto scelto sopra ciascuno dei suoi rami pari 
e per a -j -v — 4 (v >  0) punti scelti sopra un ramo impari 
(oppure ancora sopra un ramo pari qualora sia v =  0). Si 
dimostra che effettivamente /  e cp avranno più che n(n — 2) 
intersezioni fra loro, distinguendo i due casi in cui n sia pari 
o dispari. Le osservazioni fondamentali che servono all’uopo 
sono le seguenti:

1) un ramo pari di /  ha un numero pari di intersezioni 
con gli altri rami e perciò deve avere un numero pari di 
intersezioni con una cp che passi per i punti doppi apparte­
nenti ad esso (e ciò qualunque sia il numero di volte in cui 
il ramo taglia se stesso);

2) un ramo impari di /  ha un numero dispari o pari 
di intersezioni con gli altri rami secondochè n (e v) è pari o 
dispari; nel primo caso codesto ramo vien intersecato dalla 
curva pari cp, d’ordine n — 2, in un altro punto almeno fuori 
dei punti doppi appartenenti ad esso; nel secondo caso vale 
la stessa conclusione tenuto conto che la cp è d’ordine impari e 
che il detto ramo contiene un numero pari di punti doppi,



li 1 IiliO TUIIZO

intersezioni con altri rami (la conclusione non viene infirmata
<lalla circostanza che il ramo attraversi se stesso un numero
qualunque di volte).

Il ragionamento svolto prova, come si è detto, che una
. . , v (n — l)(n — 2)curva irriducibile di genere p = ----------—  0, non può

avere più che p - \ - 1 rami, almeno se essa ò dotata soltanto 
di punti doppi. In realtà il caso in cui si presentino singo­
larità più elevate non dà luogo ad eccezione; ma non ci sof­
fermeremo su ciò, limitandoci ad avvertire che ove si abbia 
un punto i-plo (ordinario) di f  occorre imporre alla 9 di pas­
sare per questo con la molteplicità i — 1.

Ora vogliamo provare che esistono effettivamente curve 
d’ordine n per cui è raggiunto il massimo numero di rami:
(u — l)(n — 2) t TTk) 1-1- A tal uopo faremo uso, con Hakxack,

di un procedimento induttivo, supponendo che esista una
curva, f n—n d’ordine u — 1, la quale possegga il massimo

. ( ì i  — 2)(a — 3) . i l  tnumero di rami, ---------   1- 1, e tale che un ramo dijj
essa abbia n — 1 intersezioni con una vetta, «; in tale ipotesi 
costruiremo una curva (l’ordine n, prossima alla curva spez­
zata ((/',,... , ; - (I, la (piale consterà di

O  —  2 )(« —  3) -I- .1 -+- (u — 2) = (» -  1 idi
<y I

rami, e tale che uno di questi incontri la retta a in n 
punti.

Consideriamo n rette parallele pLp>'—pn, seganti a in u 
punti, PLP.,....Pni che appartengano tutti ad uno stesso 
segmento avente come estremi due intersezioni di f n—i con 
la a ; nel fascio di curve

«fu-, “1“ ^PiPz ••••'Prt — d

vi sono curve, prossime ad ((fn—n e contenenti impunto 
interno a uno degli n — I occhielli formati dalla retta a col 
ramo d i / n_ i che la sega in n — 1 punti; curve f n siffatte 
segano la retta a nei punti .fissi P^P^.^P^ e perciò debbono 
c o n te n e r e — 1 rami prossimi all’anzidetto ramo di f n—n e
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tutti interni agii n — 1 occhielli anzidetto, sicché conterranno 
in tutto

(n — 2)Q — 3)
1~ 1  -+ -  ( ì i  —  1 ) 1 —

(n — 1 )(n— 2)
~ \— 1

rami; inoltre un ramo della f n sega la retta a nei punti 
P  P  P

Per chiarire la dimostrazione il lettore può con vantaggio 
riferirsi per es. al caso particolare n =  che è illustrato dalla 
annessa figura.

Una lieve modificazione del ragionamento precedente 
permette anche di costruire curve di un dato ordine a, con
1,2,....*« — 3 punti doppi, aventi il massimo numero di rami 
compatibile col loro genere, e quindi-di riconoscere che per 
ogni genere p  esistono curve possedenti il numero massimo 
di rami: />H-1. Ma un esempio di tali curve, ove si lasci 
cadere la restrizione delle singolarità elementari, si può trarre 
più semplicemente dall’esame delle curve che (in rapporto 
alla teoria delle funzioni abeliane) denominansi iperellittiche:

r  =  /(*)•

Se f  è un polinomio di grado 2p +  2, la curva y' = f \x )  
e di genere p (cfr. L. 2°, Gap. I l i ,  § 38); è facile vedere 
che essa contiene esattamente p +  1 rami nel caso ohe gli
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zeri (li f{x) siano tutti reali: vi sono allora sull’asse æ 2p~h2 
segmenti consecutivi determinati da codesti zeri, e alternati­
vamente codesti segmenti corrispondono a valori positivi e 
negativi di /(æ), e quindi a valori reali e immaginari della y.

Altre dimostrazioni del teorema di H a r n a c k  p o s s o n o  r iu ­
s c i r e  i n t e r e s s a n t i  in  v i s t a  d e l l ’ i m p o r t a n z a  d e l  r e s u l t a t o .

Una dimostrazione semplicissima si può dare in base al 
concetto delle funzioni razionali sopra una curva, i cui gruppi 
di livello formano un’involuzione Ql . Si dimostra in quest’or-

f/ n
dine di idee (vedi L. 5°) che, a differenza di ciò che accade 
sopra una retta, un gruppo di n punti che debba apparte­
nere ad una gl (cioè il gruppo dei poli di una funzione razio­
nale) non può essere dato ad arbitrio sopra una curva di 
genere y >  0, finché è n <C p A- 1 ; invece « p - f  1 punti 
presi ad arbitrio sopra una curva di genere p formano un 
gruppo di una g1 n , che rimane in generale determinata dal 
gruppo ». Ora, se una curva /  di genere p contiene p -b 1 
rami distinti, si può costruire sopra di essa una g1  ̂  ̂reale 
scegliendo p A -1 punti appartenenti a rami diversi, ed allora 
ai variare, nel campo reale, del parametro t corrispondente ai 
gruppi dell’involuzione, non può mai accadere che il punto 
di un gruppo esca dal relativo ramo, giacche le radici reali 
di un’equazione possono sparire soltanto a coppie attraverso 
una coincidenza; si deduce che la curva / non può possedere 
un (p H- 2)-esimo ramo reale, giacche un punto di questo 
determinerebbe un gruppo reale della gv , che dovrebbe pos-

1 V » 1
sedere un punto reale sopra ciascuno degli altri rami.

Anche la rappresentazione dei punti immaginari di una 
curva algebrica mediante una superficie di R ifa i  a n n , F, con­
duce a riconoscere il teorema di H a r n a c k . A tale scopò* 
giova rappresentare F  sopra una superficie doppia F' i cui 
punti corrispondano alle coppie di punti immaginari coniu­
gati di JP. I p rami reali della curva f  verranno ora rappre­
sentati da orli della superficie (dopimi) F'; e pertanto, ove 
si attribuisca a F r uno spessore, si avrà una rappresentazione 
univoca di F  sulle due facce di F', costituenti la superficie 
di un disco (piano o curvo) dotato di p — 1 fori (almeno). Se 
la superficie F  deve avere il genere p bisogna che sia

c. d. d.
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H ilbert (1890) (*), proseguendo le ricerche di H aunack, 
è pervenuto a importanti risultati che qui ci limiteremo a 
menzionare per informazione dei lettori. Anzitutto egli nota 
che il numero dei rami (pari), di una curva d’ordine w, che 
possono essere contenuti uno dentro dell’altro, è al massimo
Ih 1 .- — 1 per n pari, e -- (n — 3) per n dispari; inoltre dimostra 

che il massimo numero dei rami di una curva gobba è

4 ()! — 2)2 -I- 1 oppure - (n — 1 )(n — 3) +  .1 ,

secondochè l’ordine n ò pari o dispari ; e questi massimi sono 
effe t ti vamen te raggi un ti.

Mentre H a r n a c k  estendeva i risultati pertinenti alla 
classificazione delle cubiche e delle quartiche per quanto con­
cerne il numero dei rami di una curva d’ordine a, K l e i n

— in una memoria dello stesso anno 1876, che si trova accanto 
a ([nella del predetto autore nell’ indicato volume 10 dei 
Math. Annalen — perveniva a una relazione generale fra i 
caratteri reali di una curva, che le ricerche di Zeuthen  
lasciano riconoscere per n =  4.

Si è visto infatti (§ 35) che una quartica piana possiede 
sempre 4 bitangenti di prima specie, e che per ogni bitan- 
gente a contatti reali si hanno due flessi, sicché, designando 
con i il numero dei flessi reali e con x" il numero delle tan­
genti isolate, sussiste la relazione

i' - b 2t" =  8 .

K l e i n  g e n e r a l i z z a  q u e s t a  r e l a z i o n e  d i m o s t r a n d o  c h e  p e r  u n a  
c u r v a  d ’ o r d i n e  a ,  s e n z a  p u n t i  d o p p i ,  si h a

f  +  2 : " = z n ( n  — 2).

La dimostrazione di questo resultato si fonda sul principio, 
di continuiti, osservando che il numero i' -f- 2x" rimane inva­
riato al variare della curva d’ordine a, (piando in (piesta

(l) Math. Annalen, lld. 38 (1891), pag. 115. Ulteriori sviluppi trova, usi 
in recenti lavori di B r u l o t t i nei Bendi conti dell’ Istituto Lombardo e  
negli Annali di Matematica.
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c o i n c i d a n o  d u e  t i e s s i  o  d u e  b i  t a n g e n t i  i s o l a t e ,  o p p u r e  m i a  
b i t a n g e n t e  i s o l a t a  s i  c a m b i  in  u n a  t a n g e n t e  a  c o n t a t t i  r e a l i  
o  v i c e v e r s a .  L a  r e l a z i o n e  d i K l e i n  r i s u l t a  q u i n d i  d i m o s t r a t a ,  
q u a n d o  si  f a c c i a  v e d e r e ,  c o n  F a u t o r e ,  c h e  e s i s t o n o  c u r v e  
d ’ o r d i n e  n , p r i v e  di b i t a n g e n t i  i s o l a t e ,  a v e n t i  il m a s s i m o  
n u m e r o  di f le s s i  n ( n —  2).

Aggiungeremo che la relazione di K l e i n  fra  i caratteri 
reali di una cu rva d9 ordine n si estende al caso di curve 
dotate di singolarità; se si hanno soltanto singolarità elemen­
tari, e si designa con m la classe, con li il numero delle 
cuspidi reali e con 5" il numero dei punti isolati reali, si ha

n q- i H- 2r" =  m -|- li +  23".

37. Nota sulla rappresentazione analitica dei rami reali. —
In ciò che precede i rami delle curve algebriche sono stati 
considerati come puro oggetto di visione geometrica; qui 
vogliamo accennare rapidamente ai problemi cui dà luogo la 
considerazione propriamente algebrica. Si tratta di rappre­
sentare analiticamente i suddetti rami, cioè di « risolvere nel 
campo reale V equazione algebrica f(xy) =  0 », secondo lo stesso 
spirito che presiede alla ricerca delle radici reali d’ una equa­
zione f(x) =  0, mediante serie o frazioni continue ecc.

I problemi a cui vogliamo accennare sono, lier (pianto 
crediamo, in gran parte nuovi; in vista di tale circostanza 
si vorrà accordare un interesse anche alla semplice posizione 
di domande, cui non si rechi, nel seguito, una completa 
risposta.

Sia C un ramo reale della curva algebrica f(xy) =  0 ; la 
rappresentazione analitica del ramo (J si lascia riattaccare, 
nel modo più* naturale, alla costruzione d’ una funzione razio­
nale t =  t((vy), la quale non assuma mai due volte lo stesso 
valore nei punti di G (neppure in punti intinitamente vicini 
di (7); una tale funzione verrà da noi designata col nomedi 
funzione normale del ramo.

Pongasi che sia costruita una funzione normale t — t(xy) 
di G\ allora la rappresentazione analica del ramo Cr consi­
derato nella sua integrità, si ottiene mediante sviluppi che 
valgono ad esprimere per il parametro t le funzioni alge­
briche x(t) e //(£), funzioni ad un valore nel campo reale. A 
tale scopo giova richiamare una semplice trasformazione con-
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forine del piano, Ja (piale viene comunemente usata nello 
studio delle equazioni differenziali a comportamento regolare 
in tutto il campo reale (').

La trasformazione conforme a cui alludiamo è quella che 
viene posta dalla funzione

1)
— 1r =  —-----

e'J 4-1

e vale a rappresentare biiiiiivoeamente la striscia del piano 
t =  ti +  it2, di larghezza a, che ha per mediana l’asse reale 
t., =  0, sul cerchio j~ <  1 del piano della variabile complessa r (~ ).

Ora le- funzioni algebriche reali x(t) e ?/(£), che sono ad un 
valore sull’asse reale della variabile t, e non posseggono su 
quest’asse punti di diramazione, si mantengono regolari entro 
una striscia convenientemente piccola avente come mediana 
l’asse medesimo, salvo — in generale — un numero Unito 
di poli. Quando si eseguisce la trasformazione 1), le x(t) e y(t) 
si convertono in funzioni di t  che risultano regolari entro il 
cerchio | ~ ; <  1, salvo un numero finito di poli.

Pertanto le x(-) e y(Y), moltiplicate per un prodotto del 
tipo (t — y.){~ — !3)...., diverranno regolari entro il cerchio |t : <  1, 
e però saranno sviluppabili in serie di potenze di t, conver­
genti entro l’intiero cerchio: si ottiene così la rappresenta­
zione analitica del ramo reale (7, nella sua integrità.

In ordine alla questione di « costruire funzioni normali 
corrispondenti ai rami reali d’ una curva algebrica » ci limi­
teremo a trattare alcuni casi particolari.

1°) La curva data sia una cubica:

y2 =  x :j — px  ~h (i .

Qui si ottiene già una funzione algebrica normale del ramo 
impari prendendo t =  y , imperocché le rette y =  cost. segano 
codesto ramo in un punto. Per avere una funzione normale 
del ramo pari (nel caso in cui questo esista), basta porre t 
uguale al parametro delle rette d’un fascio che abbia il suo

(b Cfr. ]>. es. P a i n l e v é  « Leçons sur la, théorie des équations diffé­
rentielles professées à Stockholm », Parigi 1897, pag. 547.

C) Cfr. p. es. Gouksat « Cours (Panalyse mathématique », t. 2, pag. 50.
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centro 0 in un punto del ramo; giacché tali rette segano il 
ramo anzidetto in un punto fuori di 0.

2°) La curva data, / ,  avente un certo genere p, pos­
segga il massimo numero di rami reali, cioè p H- 1 rami.

Qui si costruisce facilmente una funzione algebrica che 
riesce contemporaneamente normale per ciascuno dei p  -f- 1 
rami; a tale scopo occorre invocare un teorema generale della 
geometria sopra una curva, che già abbiamo avuto occa­
sione di menzionare, e che riceverà la sua dimostrazione nel 
Libro 5°: data una curva di genere p, esiste una funzione 
razionale dei punti di essa che possiede p-\- l  poli assegnati ad 
arbitrio, e tale funzione riceve ^>+1 volte ciascuno dei suoi va­
lori, cioè in p-ì-1 punti; i gruppi di p-\-\ punti analoghi descri­
vendo una involuzione Q1 sopra la curva.

Applichiamo il teorema anzidetto, per costruire una fun­
zione t =  t(xy) sopra la curva / ,  assumendo un polo su ciascun 
ramo di / .  La funzione t così ottenuta riesce normale per 
ciascun ramo, imperocché è facile riconoscere che ad un valore 
reale qualunque di t corrisponderanno sempre p + 1  valori 
reali di x e //, cioè ÿ +  l  punti di /  appartenenti a p -f- 1 
rami diversi. Questa affermazione si giustifica in base al prin­
cipio di continuità, per cui è impossibile che un punto cor­
rispondente a t sopra un ramo cessi di appartenervi (diven­
tando immaginario o passando sopra un altro ramo) senza 
che si passi per una posizione in cui due punti omologhi a £, 
appartenenti a rami diversi, dovrebbero coincidere. E si 
avverta che questo ragionamento, ove apparentemente si 
suppone che i p -1-1 rami di f  non abbiano punti comuni 
(nodi per /'), si estende al caso in cui all’ opposto due rami 
di f  abbiano punti comuni, non potendosi passare da un ramo 
all’altro attraverso uno di tali punti.

38. Sulla storia del principio di continuità. — Nello studio 
della forma delle curve algebriche abbiam visto presentarsi ta­
lune considerazioni di continuità, a cui si riattacca una veduta 
generale, caratteristica della moderna (Geometria, in contrap­
posto all’antica. Vale la pena di sforzarsi a comprendere 
storicamente questa veduta, traverso le ombre metafisiche 
che ne oscurano le origini; soprattutto perchè idee e dottrine 
che si svolgono oggi come indipendenti, trovano in essa il 
loro punto d’unione.
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A tale scopo conviene prender le mosse un po’ da lontano.
Il passaggio dal finito all’ infinito o all’ infinitesimo, cioè 

il passaggio al limite, è un’idea che si presenta fino dall’an­
tichità, col sorgere di una matematica razionale: nella geo­
metria greca quest’idea s’incontra colla teoria dei rapporti 
di grandezze incommensurabili e colla misura del cerchio e 
delle piramidi, cui fanno seguito le più vaste ricerche di 
A k c h i m e d e . Tuttavia lo spirito di rigore, che si affermo di 
buon’ora in quella matematica, pose ostacolo allo sviluppo 
dei metodi infinitesimali propriamente detti, costringendo 
questi modi di ragionamento entro forme precise: procedi­
menti di esaustone, riduzione all’assurdo, ecc.

In quest’ordine di idee, l’appello alla continuità, là dove 
si presenterebbe naturale, viene sempre surrogato con un 
ragionamento diretto; così per esempio E u c l i d e  dimostra 
espressamente nella Prop. 32 del Libro 3° dei suoi Elementi il 
caso limite della proprietà generale relativa all’angolo iscritto 
in un arco di cerchio, che trovasi contemplata nella Prop. 27, 
dove sarebbe bastato cambiare una corda in una tangente. 
Ed è anche degno di nota che — per difetto di visione della 
continuità —  A p o l l o n i o  (nel terzo secolo a. C . )  mancò la 
scoperta del fuoco della parabola, per la quale egli avrebbe 
dovuto far divenire infinita una certa « area applicata » da 
cui dipende la costruzione generale data per le altre coniche (/). 
Ma, con lo sviluppo delle idee che portarono alla formazione 
dell’analisi infinitesimale, le nozioni di continuità appaiono in 
tutti i rami delle Matematiche come mezzo naturale d’esten­
sione delle proprietà conosciute. Questo movimento d’idee, 
che si svolge agl’ inizi della scienza moderna, prepara anche 
l’odierna veduta della Geometria, appartenente alla scuola 
di M o n d e  e di P o n c e l e t , che ravvisa nelle figure trasfor­
mabili per continuità l’una nell’altra una fondamentale iden­
tità di natura, superando le anguste divisioni e classificazioni 
della Geometria greca. Così nei « Paralipomena ad Vitellio- 
nem » di K e p l e k o  (~) (1572) si trovano osservazioni sul pas­
saggio dall’una all’altra specie di coniche e anche sul « fuoco 
cieco » (all’infinito) della parabola; e vi si parla di una 
analogia fra le varie coniche che può servire di guida alla

(fi Cfr. C. T a y lo r , Cambridge, Phil. Soc., Vol. IV, pag. 14. 
Ç) Cfr. T a y lo r , 1. c.
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scoperta delle loro proprietà o meglio alla estensione delle 
proprietà dall’uno all’altro caso: « pi urini uni namque amo 
analogias, Melissimos meos magistros, omnium naturae arca­
li orum conscios ».

Intanto, per un fenomeno naturale di dilatazione del 
pensiero onde le dottrine scientifiche tendono a universa­
lizzarsi nelle Metafisiche, le grandi idee che stanno alla base 
dell’Analisi infinitesimale e della Meccanica assurgono a più 
alto significato nella costruzione del sistema filosofico di 
L e ib n iz . Qui anche la legge di continuità appare come « prin­
cipio » ; il filosofo riprendendo l’ antico adagio scolastico 
« Natura non facit saltus» vuol dargli una base razionale (*): 
« Lorsque la différence de deux cas peut être diminuée 
au-dessous de toute grandeur donnée, in dati*, ou dans ce 
<iui est posé, il faut qu’elle se puisse trouver aussi diminuée 
au-dessous de toute grandeur donnée in qmiesitis, ou dans ce 
qui en résulte: ou pour parler plus familièrement, lorsque 
les cas (ou ce qui est donné) s’approchent continuellement 
et se perdent enfin l’un dans l’autre, il faut que la suite des 
événements (ou ce qui est demandé) le fassent aussi ». E il 
carattere logico del principio (conforme allo spirito del razio­
nalismo leibniziano) si scorge ancor meglio nel principio più 
generale cui l’autore stesso si riattacca: « Datis ordinatis 
efiam quaesita siilit ordinata ».

Tacendo delle applicazioni tilosoficlie fattene nella « Teo­
dicea » e nei « Nuovi saggi sull’ intelletto umano », si trovano 
espliciti appelli alla legge di continuità nella corrispondenza 
matematica di Le ib n iz  con B e r n o u il l i e YLu u g n o n  (2); ma 
lo spirito di quella legge è passato soprattutto nei successori 
colla sistematica applicazione dell’Analisi infinitesimale.

Qui interessa notare che un riferimento diretto alla con­
tinuità s’incontra anche nel ragionamento geometrico, fino 
dai primi Trattati ove sono esposti i resultati di D e sa r g u e s  
e P asca l sulle coniche. Così nel Trattato di Simson (prop. 48 
del V libro) trovasi l’ estensione del Teorema di Pascal, 
sull’esagono iscritto ad una conica, al caso d’un pentagono, 
dove un lato viene surrogato dalla tangente in un vertice.

([) Nouvelles de la république des lettres (1687). Cfr. ed. Erdmann, 
XXIV, pag. 104.

(2) Matb. Sc'hriften, ed. Gerhardt, III, pag. 432 e IV, pag*. 93.
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Esempio significativo di passaggio al limite nei casi in cui 
colla particolarizzazione di certi elementi viene a cadere sia 
la dimostrazione sia anche il significato letterale della pro­
prietà che si vuole estendere !

Ora l’idea della continuità si palesa in un nuova luce 
colla ricerca di collegare — traverso forme limiti di pas­
saggio — le proprietà di figure variabili che, secondo V in­
tuizione ristretta dell’antica geometria, appaiono come casi 
assolutamente disgiunti : questo è  appunto il significato gene­
rale del principio accolto nella scuola francese del secolo deci- 
monono, il cui archetipo si lascia riconoscere nel già citato 
principio d’analogìa di K e p l e r o . E  qui in particolare si può 
scorgere il legame della continuità collo sviluppo di concetti 
onde s’introducono nelle Matematiche le quantità negative, 
e de immaginarie.

Ohi consideri il carattere peculiare della dimostrazione 
geometrica euclidea, vi ravvisa un metodo di distinzione onde 
uno stesso teorema dà luogo a molteplici casi in ordine a 
diverse diseguaglianze fra i dati, cui rispondono differenti 
posizioni di certi elementi caratteristici. Inoltre proprietà 
affatto analoghe, ove p. es. differenze di segmenti prendono 
il posto di somme ecc., figurano 1’una accanto all’altra come 
teoremi distinti, senza alcun rapporto fra loro.

La trattazione analitica svela un legame fra simili casi, 
ponendo fra di essi un’unità formale: accade infatti che 
ligure distinte dal puuto di vista euclideo si lascino riattac­
care ad una medesima formula o gruppo di formule, dove 
— oltrepassando certe diseguaglianze — alcuni elementi 
mutano di segno o divengono immaginari. Ohe, anche in 
quest’ultimo caso, le forinole possano essere suscettibili di 
(piaiche effettiva interpretazione geometrica (reale), ebbe a 
riconoscersi occasionalmente fino da M a o - L a i t r i n , che inter­
preta il prodotto delle distanze di un punto da altri due 
immaginari coniugati come quadrato della distanza da un 
punto ausiliario (*).

Ma l’uso sistematico dell’immaginario in geometria, s’in­
troduce colla scuola di M o n g e . Ed a M o n g e  stesso è  dovuta 
la felice intuizione che consiste nell’estendere ad una figura, 
in cui vengono a mancare (diventando immaginari) taluni

( A) C f r .  i l  t r a t t a t o  tr a c i .  J o n q u i è k e s ,  p a g .  197, n .  2 .
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elementi ausiliari, le proprietà che sono state dimostrate sotto la 
particolare ipotesi dell’esistenza reale di codesti elementi. Così 
p. es. egli dimostra la proprietà fondamentale delle rette polari 
rispetto ad una quadrica, riferendosi al caso in cui per la retta 
di cui si cerca la polare passino due piani tangenti reali (1).

Del metodo che Monge adopera senza curarsi di dimo­
strarlo, ed anzi senza farvi neppure alcun accenno, vuol fornire 
una giustificazione la teoria delle correlazioni di Carnot (-) e 
il principio di continuità di P oncelet.

Il metodo di Carnot consiste nel confrontare una figura 
primitiva con tutte quelle (corrélative) che possono dedursene 
per variazione continua delle sue parti, senza violare la legge 
di reciproca dipendenza stabilita fra di esse (:i). La teoria delle 
figure correlative giunge fino a porgere l’interpretazione delle 
quantità negative ed immaginarie, generalizzando il significato 
delle relazioni geometriche, in tal guisa che — dove venga a 
mancare il significato di una certa proprietà — si passi 
senz’altro dalla figura data ad una figura correlativa.

Poncelet riprende queste speculazioni ed afferma più 
nettamente la visione unificata che si ottiene per ciascuna 
famiglia o sistema di figure variabili con continuità, affran­
candosi dalle diseguaglianze fra i loro elementi: frutto di 
tale visione è il concetto dello stalo generale o indeterminato 
per contrapposto a uno stato particolare del sistema (4) ; la 
(piale distinzione — come P oncelet avverte — si presenta 
facile in ogni singolo caso.

Il carattere peculiare dell’antica concezione geometrica, 
la rigida disgiunzione di casi a cui dà luogo l’analisi delle 
figure in rapporto a varie diseguaglianze fra i dati, appare 
in nuova luce secondo i principi di Carnot e di P oncelet. 
Pei quali si riesce a superare la difficoltà attinente alla cir­
costanza che « le relazioni segmentarle non permangono 
generalmente immutate quando qualcuno dei segmenti in 
esse contenuto diventi nullo o infinito, accadendo allora che 
questo segmento muti di segno ». La veduta più importante

(b « Géométrie descriptive », Parigi 1807, art. 36-40; cfr. Poncelet. 
« Traité.... » t. II, pag. 75.

(2) « De la corrélation des figures de Géométrie », Parigi 1801. — 
« Géométrie de position », Parigi 1804.

(3) Cfr. « Géométrie de position » art. 23, 78.
(4) « Traité.... » 2a ed. Introduction pag. XV.



CAPITOLO IV

a cui si perviene in tal modo è che « una relazione grafica 
o metrica, dimostrata per una figura i cui elementi soddisfino 
a certe diseguaglianze, si estende senz’altro al di là di queste, 
purché — nei casi metrici — si tenga conto delle possibili 
variazioni di segno dei segmenti che vi compariscono, e sup­
posto sempre che gli elementi fra cui la relazione intercede 
mantengano la loro realità ». Così p. es. date due rette parallele 
a e 6, e un punto P  fuori della striscia da esse compresa, la 
differenza delle distanze di P da a e b si mantiene costante; 
quando P passa entro la striscia, annullandosi una delle distanze 
predette, il corrispondente segmento cambia segno e la « dif­
ferenza costante » si muta in una « somma costante ». Così 
ancora la proprietà relativa alla costanza della somma dei 
raggi focali nell’ellisse si converte nell’analoga proprietà 
relativa alla differenza dei raggi focali nell’iperbole, passando 
attraverso la forma limite della parabola, in cui uno dei raggi 
focali diviene infinito.

Diciamo ora che, come negli sviluppi di Ca u n o t , anche 
nelle idee di P o ncelet  sulla continuità geometrica rimane 
sempre qualcosa di oscuro: nella mente creatrice del geo­
metra vi è un largo e fecondo principio che possiamo valutare 
dalle sue applicazioni e dai progressi che ne sono conseguiti, 
ma nell’espressione del principio stesso, quando si tratta di 
assegnare la formula generale e soprattutto di ricercarne il fon­
damento, l’autore non riesce a dare qualcosa di preciso, smar­
rendosi spesso nella Metafisica. Così nella lettera a T e r q u e m  
del 23 Novembre 1818 (1) P o ncelet  esprime il pensiero che la 
generalità dell’Algebra debba appartenere anche alla pura 
Geometria ed abbia radice in un assioma primitivo comune ai 
vari rami delle Matematiche; quest’assioma viene riconosciuto 
nel « principe de permanence ou continuité indéfinie des lois 
mathématiques des grandeurs variables par succession insen­
sible ». E tale principio l’ autore ritiene che non possa in 
alcun modo provarsi o ridursi ad altro, costituendo « une de 
ces vérités premières qu’ il est impossible de ramener à des 
idées plus simples, parce-qu’ elles ont leur source et leur cer­
titude immédiates dans notre manière de voir autant que 
dans les faits, dans la nature des choses (2).

(l) « Applications <TAnalyse et de Géométrie », t. Il, pag. 593, 
O « Applications.... » t. U, pag. 336.

F. ENRIQUES - I I . 1S
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Bimane tuttavia mi vantaggio peculiare del punto di 
vista a cui si colloca P o n c e l e t , di dominare il più vasto 
orizzonte geometrico, contenendo in se i germi di diverse 
dottrine che si vedono svolgersi separate nei successori. Accade 
infatti che — per sfuggire alle critiche cui accenneremo più 
avanti — la teoria geometrica dell’immaginario venga a 
sciogliersi da ogni legame colla continuità.

Questo indirizzo appare già nel principio delle relazioni 
contingenti dello Ch a s l e s  (a), che — rinunziando almeno prov­
visoriamente ad una base puramente geometrica — ritiene il 
procedimento di M o nge  sufficientemente giustificato dall’ana­
lisi algebrica. Vi sono, egli dice, due specie di parti e pro­
prietà delle figure: parti e proprietà integranti o permanenti 
e all’opposto secondarie o contingenti; le relazioni perma­
nenti comunque stabilite attraverso all’uso di parti e rela­
zioni secondarie (cioè con la considerazioni di enti suscet­
tibili di diventare immaginari) sono vere indipendentemente 
dall’esistenza di quest’ ultime parti. C h a sl e s  ojiina che una 
giustificazione a posteriori possa darsi nei singoli casi, libe­
rando la dimostrazione delle proprietà permanenti dalla con­
siderazione di elementi contingenti.

Del resto tali considerazioni, come quelle con cui più tardi 
lo Ch a sl e s  introduceva gli elementi immaginari a coppie 
nelle forme di prima specie, sono ben lungi dal porgerci una 
teoria geometrica dell’ immaginario in forma rigorosa, che 
può dirsi sorgere soltanto con lo S ta  hot (1856) (2). In questa 
dottrina non resta più alcuna traccia del principio di conti­
nuità, ma si ha soltanto una rappresentazione degli elementi 
immaginari mediante involuzioni della forma, a cui si associa 
un senso determinato.

D’altra parte l’idea della continuità si ravvisa ancora 
come principio vivo di scoperta in altre ricerche coltivate 
pure da continuatori di P o n c e l e t , p. es. nelle ricerche di 
Geometria numerativa proseguite dal D e J o n q u ie r è s  ecc. 
(cfr. §§ 41 e 42). E non vi ha dubbio che ogni geometra 
potrà trarre da quell’ idea potenti suggestioni, quasi in ogni 
ordine di problemi!

(A) « Aperçu Historique » 5mo epoque, §§ 12-17, pag. 200 e seg. : Cfr. note 
XXV e XXVI.

(2) Cfr. L. 2°, § 29.
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39. Il principio di Poncelet esaminato nelle sue appli­
cazioni. — Per chiarire il contenuto del principio di conti­
nuità secondo P o n c e l e t , giova soprattutto esaminare l’uso 
fattone dall’ autore, uso che ne costituisce una giustificazione 
.storica e pragmatistica.

U n  b e l l ’ e s e m p i o  d e l l ’ u t i l i t à  c h e  p u ò  f o r n i r e  il p a s s a g g i o  
d al r e a l e  a l l ’ i m m a g i n a r i o  n e l l e  d o t t r i n e  g e o m e t r i c h e ,  è  o f f e r t o  
d a l l a  t e o r i a  d e i  f a s c i  d i  c o n i c h e ,  le  c u i  p r o p r i e t à  v e n g o n o  
r i d o t t e  a  q u e l l e  d e i  f a s c i  d i  c e r c h i :  g l i  s v i l u p p i  u n  p o ’ l u n g h i  
e  m i n u z i o s i  d i  P o n c e l e t  s u l l e  c o r d e  id e a l i  d e l l e  c o n i c h e  t e n ­
d o n o  i n s o m m a  a  q u e s t o  r e s u l t a t o  c h e ,  f r a  l ’ a l t r o ,  m e t t e  in  
n u o v a  l u c e  i l  t e o r e m a  d i  D é s a v o u é s  su l  q u a d r a n g o l o  i s c r i t t o  
in  u n a  c o n i c a  (r).

Per vedere con quale facilità si può impiegare il pas­
saggio dal reale all’immaginario in quest’ordine di questioni, 
giova considerare più da vicino la proprietà della corda ideale 
comune, o asse radicale (2), di due cerchi che non si segano.

Dati due cerchi, si consideri la retta a congiungente i 
loro centri e siano A, A l  e B, B  le sue intersezioni con le 
due curve; allora esiste su a un punto 0 , ben determinato, 
per cui

'0A-0A! =  0 B - 0 B ì

la perpendicolare ad a in 0 , qualora incontri uno dei due 
cerchi li incontra entrambi nei medesimi punti comuni M  
e A, e in tal caso le tangenti ai due cerchi condotte da un 
punto esterno P della retta MN, riescono uguali perchè il loro 
quadrato uguaglia il prodotto PM • PN. Ora, se i due cerchi 
non si segano, i punti M  e N  riescono immaginari, ma, in 
forza della continuità, permane sempre l’uguaglianza delle 
tangenti condotte ai due cerchi da un punto della retta per­
pendicolare in 0 alla a (3).

Ad illuminare altri aspetti del principio di continuità di 
P o n c e l e t , richiameremo ora la sua osservazione che i punti 
all’ infinito del piano debbono costituire mia ratta all? infinito, 
la quale veduta illumina il concetto delle proprietà asintotiche

(L) « Traité... » Sezione T, Cap. Il e III, Cfl*. E n r i q u e s  « G. Proiettiva », 
$ 65, osservazione 3 \

(~) Cfr. P o n c e l e t  « Traité.... » un. 69-70.
(3) Denominazione di Gaultier de Tours. Journal de l’École Polyt., 

t, 15, (1812).
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delle curve; a quest’ordine di idee sono da riattaccare le 
considerazioni del nostro L. 1°, §§ 1, 9, ricordando die Pon­
c elet  stesso avverte come un cerchio di raggio infinito degeneri 
in una retta propria e nella retta all’ infinito (l).

Il metodo delle proiezioni, cioè infine l’intera Geometria 
proiettiva secondo il concetto di P o n c e l e t , appare una gran­
diosa applicazione del principio di continuità. Infatti quel 
metodo consiste nel dedurre le proprietà proiettive delle figure 
più generali da speciali casi limiti in cui alcuni elementi vanno 
all’infinito, cioè dai casi particolari metrici.

D’altra parte la considerazione dei punti che vanno a 
distanza infinita e di quelli che divengono infinitamente vicini, 
permette a P o ncelet  di analizzare le circostanze relative 
alla scomparsa di talune fra le intersezioni di una curva con 
una retta, avvertendo che queste intersezioni possono divenire 
immaginarie soltanto a coppie, attraverso un contatto (2). Più 
oltre egli si spinge ad analizzare la produzione delle singo­
larità delle curve (3), e di qui è condotto più tardi a ricono­
scere come applicazione del principio di continuità la relazione 
che esprime la classe di una curva per mezzo dei caratteri 
della curva luogo (4). Questa relazione si può dedurre come 
segue.

Anzitutto se una curva

fimi) — M xì!) +  •••• -P fn(vy) =  0

possiede un punto doppio nell’origine 0, la retta OP, che 
congiunge 0 ad un qualsiasi punto P  del piano, assorbe 2 fra 
le tangenti condotte da P; infatti périma piccola variazione 
della curva la conica approssimante degenere f.2(xy) =  0 si 
muta in una ellisse o in una iperbole

f>(xy)  ~p =  o,

la quale possiede due tangenti per P  vicine alla retta OP;

(1) Cfr. « Traité.... » pag. 48, 49.
(2) « Applications.... », t. II, pag. 350.
(3) Ibidem, nota a pag. 353.
(4) Journal fur Matin, Bd. 4 (1829) ; Cfr. « Traité.... », II ed., t. II, pag. 67 

e seg. - Journal fur Matin, Bd. 8, (1832); Cfr. « Traité.... », II ed., t. II, 
pag. 216, nn. 233-237.
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nel caso del punto isolato occorre determinare il segno di le 
in guisa da assicurare la realità dell’ellisse infinitesima che 
<iui si presenta.

Ora il numero, m\ delle tangenti condotte da un punto a 
una curva generale d’ordine w, si lascia determinare facendo 
spezzare la curva in due o più altre. Per esempio la riduzione 
ad n rette dà subito

m =  2 ------ - ----- =  n(n— 1).

P o n c e l e t  nota anche che, mentre un nodo abbassa la classe m  
di 2, una cuspide ordinaria la abbassa di 3, giacché in tal 
caso un’altra fra le tangenti condotte da P  viene a sovrap­
porsi a PO (cfr. l’osservazione del L. 1°, § 11, vol. I, pag. 78); 
si ottiene cosi la relazione

m =  n(n — 1) — 25 — Sic,

o similmente la duale

n =  m(m — 1) — 2i — 3i (r).

Importa notare che questo modo di deduzione si estende alla 
relazione che esprime t  per n ,  m ,  5, 7̂  la quale imo essere 
assunta come terza formula di P l u c k e r .  All’uopo vale il 
seguente ragionamento accennato da P l u c k e r  (2). Se una 
curva acquista un punto doppio 0 , il numero delle sue tan­
genti doppie diminuisce in corrispondenza alle tangenti altrove 
alla curva condotte per O, e ciascuna di codeste tangenti 
conta generalmente per 2, come appare particolarmente 
intuitivo nel caso che 0 sia un punto isolato (ellisse infini­
tesima); nel caso di una cuspide ordinaria ogni tangente 
viene a contare per 3. Ora il numero delle tangenti doppie 
di una curva generale d’ordine n si può calcolare spezzando

la curva in coniche oppure in -ì—~  coniche e una cubica

se n è  dispari: giova infatti evitare lo spezzamento in rette 
die dà luogo a qualche difficoltà. Tenendo conto che la con­
giungente due limiti doppi assorbe quattro tangenti doppie,

Ò) Cfr. $ 17; vedi tinche L. 1°, § 21.
(2) « Theorie der algebraischen Curven », Il parte, § 4, n. 65, pag. 209.
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si trova, per la curva generale d’ordine n,

~ =  i  u(n — 2)(w8 — 9) (i).

Aggiungeremo che una relazione equivalente alla prece­
dente (terza formula di Pluckeu) può anche ottenersi con 
analogo ragionamento, valutando la diminuzione del numero 
dei flessi portata da un punto doppio. Abbiamo già veduto 
(§ 16) come l’uso della cubica approssimante conduca a rico­
noscere che codesta diminuzione vale 6 per il nodo e 8 per 
la cuspide ordinaria; si ha già qui un’applicazione del prin­
cipio di continuità. Ora è facile dedurne il numero dei flessi 
d’una curva generale d’ordine u; basta infatti fare spezzare 
la curva in coniche e cubiche; si trova così la nota formula:

i =  n(3u — 6).

Oltre a questi modi di deduzione delle formule di P l u c k e u  

basati sulla continuità, se ne possono indicare altri, e in ispecie 
una interessante dimostrazione di Die J o n q u i k i i h s , che incon­
treremo nel § 42.

40. Analisi critica del principio di continuità di Poncelet.
— Nel rapporto sopra una memoria di P o x c i o l h t  relativa alle 
proprietà proiettive delle coniche, presentato all’Accademia 
di Parigi nella seduta del 5 giugno 1820, il relatore O a u c h y  

così giudica il valore del principio di continuità:'
« Ce principe n’est, à proprement parler, qu’une forte 

induction, à l’aide de laquelle on étend des téorèmes établis, 
d’abord à la faveur de certaines restrictions, aux cas oii ces 
memes restrictions n’existent plus. Etant appliqué aux courbes 
du second degré, il a conduit l’auteur à des résultats exacts. 
Néanmoins, nous pensons qu’il ne saurait être admis généra­
lement et appliqué indistinctement à toutes sortes de questions 
en Géométrie, ni meme en Analyse. En lui accordant trop de 
confiance on pourrait tomber quelques fois dans des erreurs 
manifestes. On sait, par exemple, que dans la determinination 
des intégrales définies, et par suite dans l’évaluation des lon­
gueurs, des surfaces et des volumes, on rencontre un grand

(A) Cfr. $ 17.
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nombre de formules qui ne sont vraies qu’autant que les 
valeurs des quantités qu’elles renferment restent comprises 
entre certaines limites ».

A vero dire gli errori cui allude Ca u c h y  sono soltanto 
possibili fuori dell’ipotesi della algebricità che deve ritenersi 
un sottinteso in questo ordine di ricerche. Tuttavia appaiono 
giuste le osservazioni di G e iu io n n e  espresse in una nota, a 
pag. 73 del tomo 11 dei suoi « Annales », che accompagna 
la pubblicazione del rapporto di Ca u c h y : « Il faut employer 
le principe de M . P o n c e l e t , ainsi que le tour de dimonstration 
introduit par M o n g e , à peu près comme on employait le calcul 
différentiel lorqu’on n’en voyait pas bien encore la métai>hy- 
sique, c’est-à-dire uniquement comme instrument de décou­
verte; mais ce n’en seront pas moins des instruments très 
précieux, car le plus souvent, en mathématiques, découvrir 
est tout; ce ne sont pas d’ordinaire les démonstrations qui 
embarassent beaucoup ».

Piu tardi (1827) lo stesso G b r g o n n e  in una nota a pag. 135 
del tomo 18 degli « Annales » così si espresse: « je persiste 
à penser (pie M. P o n c elet  a gravement compromis ses doc­
trines en mêlant au classique que tout le monde admet, le 
romantique que, pour ma part, je suis fort loin de repousser, 
mais sur lequel emliu on discute encore... ».

Oggi, dopo un secolo quasi di lavoro e di critica, è lecito 
chiedere un giudizio più preciso intorno al contenuto mate­
matico e alla significazione rigorosa del principio di P o n c e l e t ; 
per il che giova portarsi sopra un terreno estraneo alle preoc­
cupazioni puristiche del suo autore.

Esaminiamo partitamente i diversi principi che, secondo 
quanto risulta dallo studio storico fatto innanzi, si possono 
riguardare contenuti nella veduta generale della continuità.

1) Principio del passaggio al limite: se xix2....xm sono 
elementi di una figura, variabile, dipendenti algebricamente 
da più parametri: ...Ar, ogni relazione algebrica

cp(A, ft) =  0 ,

che viene verificata nell’intorno di un gruppo di valori (À) 
viene verificata anche al limite (per Iì =  aì).

Questo principio, restando nel campo algebrico, non dà 
luogo ad alcuna eccezione; occorre soltanto notare che la
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relazione ? =  0 nel passaggio al limite può svanire identi­
camente, ed allora la proprietà da essa espressa, fuori del 
limite, appare perduta in codesto passaggio. In simili casi 
conviene cercare un’applicazione più espressiva della legge 
di continuità, operando sulla cp fuori del limite (per esempio 
con divisione per un a che si annulla, ecc.) in guisa da otte­
nere al limite una vera equazione fra le x. Come esempio 
relativo a tali circostanze basta richiamare l’osservazione che 
quando una conica luogo si riduce ad una retta contata due 
volte, la corrispondente conica inviluppo, pensata come l’in­
sieme delle rette che hanno due intersezioni riunite con la 
curva, diviene indeterminata; invece, se la conica variabile 
passa al limite in un modo determinato, essa si riduce ad 
una retta con due punti di diramazione assegnati, e il corri­
spondente inviluppo tende alla coppia dei due fasci che hanno 
per centro codesti punti. Così la retta doppia

?/2 =  <>,

concepita come limite della conica

ir — — ")(x — &)?

per 7r =  0 , deve ritenersi avere come punti di diramazione 
a e 1).

2) Principio di estensione delle relazioni, al di là. di 
date diseguaglianze : la relazione algebrica

?(X, œ) =  0

supponendosi dimostrata per i valori di À che soddisfano a certe 
diseguaglianze, si estende senz’altro a tutti i valori di X.

La legittimità dell’estensione risulta senz’altro dalla pro­
ludete fondamentale per un’equazione algebrica di grado n di 
divenire un’identità quando possegga più di n radici, o — in 
un ordine di idee più elevato — dalla proprietà fondamentale 
delle funzioni analitiche di essere determinate da un loro 
elemento. Ma occorre tenere presente un 'avvertenza essen­
ziale: se le x sono funzioni razionali (monodrome) dei para­
metri a , l’estensione non dà luogo ad alcuna difficoltà; se 
in vece le x sono funzioni algebriche a più valori, la relazione

cp(A, X)  =  0
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sussisterà in generale solo quando si associno conveniente­
mente i rami di xiy ol, .... e precisamente, se la relazione 
è data agii inizi per certi valori delle x.  ̂ saranno da associare 
fra loro i rispettivi prolungamenti analitici, ottenuti per un 
medesimo cammino di variazione delle X.

Il caso più semplice che vale ad illuminare l’osservazione 
precedente, si riferisce alle relazioni che posson sussistere fra 
i segmenti di una figura; il segmento concepito come funzione 
delle coordinate dei suoi estremi è espresso da una radice 
quadrata che cambia di segno (piando il radicando diventa 
nullo o infinito (del prim’ ordine).

3) La legittimità del calcolo sugli immaginari consegue 
in particolare dal principio precedente, almeno in (pianto si 
abbiano in vista le relazioni reali di uguaglianza cui si per­
viene attraverso tali calcoli. Dal punto di vista geometrico, ciò 
equivale a giustificare l’ introduzione delle coppie di dementi 
immaginari coniugati. L’uso più vasto degli elementi imma­
ginari, come oggetto proprio della conoscenza geometrica, 
riceve la sua piena giustificazione mercè lo sviluppo dell’al­
gebra dei numeri complessi e della teoria delle funzioni, 
sicché può ben dirsi che Ca u c h y  stesso — che abbiam visto 
critico severo del principio di continuità di P o n c elet  — ha 
contribuito più di ogni altro a darne la vera giustificazione. 
Per chi si ponga invece dal punto di vista della geometria 
pura giova qui richiamare gli sviluppi di S taitdt che abbiamo 
altrove citati (Ofr. L. 2°, § 29). Però occorre aggiungere che, 
ove l’edilìzio della costruzione scientifica venga elevato sopra 
una base geometrica anziché algebrica, accade che i postulati 
relativi essenzialmente all’intuizione dello spazio reale, per es. 
alla nozione dei due versi di una retta ecc., conducono a pro­
prietà espresse da diseguaglianze anziché da eguaglianze, per 
le quali più non vale il principio di estensione.

4) Principio di induzione dal caso limite al caso gene­
rale : poiché le proprietà algebriche delle figure variabili si 
conservano passando dallo stato generale a uno stato limite, 
la conoscenza relativa a quest’ultimo caso permette di risalire 
induttivamente al caso generale. Così la conoscenza della forma 
di una curva dotata di punti doppi permette di scoprire talune 
proprietà di forma delle curve prossime a quelle (§ 34). Così 
ancora la determinazione di un numero (grado d’un’equazione) 
dipendente dall’elemento variabile di un sistema, si lascia ricon-
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d u r r e  —  c o n  le  d o v u t e  c a u t e l e  —  a l l a  d e t e r m i n a z i o n e  a n a ­
l o g a  p e r  e n t i  p a r t i c o l a r i  d e l  s i s t e m a ,  c o m e  a b b i a m o  v e ­
d u t o  p r i m a  n e l l a  d i m o s t r a z i o n e  d e l l e  f o r m u l e  d i P o n c e l e t  
e  P l u c k e r .

Ora la giustificazione del principio che qui si invoca, 
richiede uno speciale esame dell’ordine di problemi in cui 
il principio stesso assume un senso determinato. Noi esa­
mineremo in particolare le applicazioni che concernono la 
geometria numerativa, e ne analizzeremo poi criticamente il 
principio.

41. Sviluppo della geometria numerativa. — Il principio 
di continuità di P oncelet  oltre la base di un metodo atto a 
risolvere le questioni numerative, dove si tratta di determi­
nare il n umero delle soluzioni di un problema geometrico deter­
minato, senza scrivere effettivamente l’equazione algebrica, o 
la resultante del sistema di equazioni, da cui esso dipende ; 
abbiamo veduto che in questo senso P o nc elet  stesso si valse 
della continuità, facendone applicazioni importanti. Tuttavia 
non si può tacere che, come nella formulazione generale del 
principio, anche in queste sue applicazioni il pensiero di 
P o n c elet  non si manifesta con la chiarezza che noi abbiamo 
cercato di recare nella sua esposizione; s’incontrano qui oscu­
rità ed incertezze, frutto fors’anche di dubbi sull’accoglienza 
che altri avrebbe fatto a tal genere di ragionamenti, onde 
riesce difficile al lettore di cogliere il vero spirito e il valore 
del metodo. Pertanto non dobbiamo meravigliarci se fra i 
continuatori dell’oliera di P o n c e l e t , che si volsero più spe­
cialmente alle questioni numerative, l’uso del principio di 
continuità, come « principio di conservazione del numero », 
appare dapprima timidamente, e solo a poco a poco diviene 
un istrumento sistematico della ricerca.

I geometri, cui qui accenniamo come fondatori della geo­
metria numerativa, dopo P o n c e l e t , sono S t e in e r , D e  J o n- 
iqjiÈRES, C r e m o n a , Ch a s l e s , Ca y l e y , Z e u t h e n , fino a 
S c h u b e r t  al cui « Kalkiil der abzahlenden Geometrie » (1879) 
si riattaccano alcune fra le più moderne ricerche (i). E i

(j) Una esposizione generale di queste ricerche trovasi nel recente 
bellissimo trattato di Zeuthen: « Lehrbuch der abzahlenden Methoden 
der Geometrie » Teubner, Lipsia 1914.
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problemi fondamentali intorno a cui si svolge codesto movi­
mento scientifico si lasciano riattaccare ai tre temi seguenti:

1) teoria delle caratteristiche dei sistemi di coniche o 
di curve;

2) caratteri delle curve gobbe, in particolare secanti e 
corde comuni a più curve, trisecanti e quadrisecanti di una 
curva ;

3) problema degli spazi lineari secanti, nella geometria 
degli iperspazi.

Appunto a proposito di problemi generali della teoria 
delle caratteristiche, il De Jonquieres, in una memoria 
del 1860 (!), enuncia espressamente il principio di cui ha già 
fatto largo uso che « si possono concludere legittimamente 
le proprietà di una curva generale di grado m da quelle di 
un’ altra curva particolare di ugual grado,.parchi'- si tenga 
esatto conto (Iella; influenza esercitata' dalle particolarità di 
questa sulla questione proposta ». Aggiunge che ciò segue in 
line dalla legge di continuità, a cui sono sottoposte le fun­
zioni algebriche, e viene a dire che il numero delle soluzioni 
di un problema resta invariabile per qualsiasi particolarizza- 
zione della figura, purché si tenga il debito conto delle solu­
zioni multiple. Nota anche che vi sono casi più imbarazzanti 
d’indeterminazione, quando il numero delle soluzioni diventa 
infinito, avvertendo che tali particolarizzazioni devono essere 
evitate per. il successo del metodo. Il De Joxqitières invoca 
in appoggio del « principio » così formulato l’autorità di Pox- 
(Jelet e l’esempio di Chasles, Oavlev, Orehona, Zei thex, 
che in vario modo hanno adoperato quest’ordine di consi­
derazioni.

Come si vede, il De Jonquières ha esplicitamente avver­
tito le due circostanze notevoli che occorre tener presenti 
nelle applicazioni della continuità alla geometria numerativa, 
cioè il calcolo delle molteplicità delle soluzioni e l’esclusione 
dei casi in cui il numero che si cerca divenga infinito; cir­
costanze a cui si collegano difficoltà che esamineremo in 
concreto a proposito dei problemi fondamentali sopra indicati.

Poco dopo la citata memoria di D e Jonquieres, in una 
nota dello Sgiutbert del 1874 (-) s’ incontra la seguente for-

P) Journal fiir Matli., B<1. 66, pag. 289. Cfr. in ispecie pag. 312.
(') Gòttingen Nachrichten, 1874, pag. 267.
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mulazione del principio, che — dallo Schubert appunto — 
riceve il nome di principio della conservazione del numero 
(Trincip der Erbai tung der Anzahl):

Abbiasi una varietà (algebrica) ^ 7i di enti F, ai (piali si 
imponga una condizione (algebrica) di dimensione lì (equiva­
lente a lì condizioni semplici), che sia definita da assegnate 
relazioni fra l’ente F e un altro ente T\ che si suppone defi­
nito insieme a F. Allora il numero (finito) degli enti F che 
soddisfano alla data condizione si conserva invariato per 
qualsiasi partieolarizzazione dell’ ente Iv, per la (piale il 
numero stesso non divenga infinito.

L’una o l’altra di queste formulazioni, se pure vi si 
riscontri qualcosa di indeterminato, lasciano chiaramente 
intendere il significato del principio che viene posto in opera 
nelle ricerche numerative e che vogliamo appunto illustrare 
esaminandone l’uso; rimandiamo a più oltre le osservazioni 
critiche e le giustificazioni cui il principio stesso ha dato 
luogo negli sviluppi più recenti.

42. Appunti sulla teoria delle caratteristiche. — Già
nel § 25 del libro secondo abbiamo dato qualche notizia sui 
problemi della teoria delle (;aratteristiche, in cui si tratta di 
determinare il numero (finito) delle coniche, o curve, soddi­
sfacenti a certe condizioni, e in particolare alle condizioni di 
passare per dati punti e di avere contatti d’ordine assegnato 
con curve date. Ivi abbiamo espressamente rilevato la diffi­
coltà che si presenta in ordine alle soluzioni improprie del 
problema (coniche degeneri eco.); e su questo argomento 
non abbiamo (pii nulla da aggiungere. Ma vogliamo ripren­
dere la considerazione di tali questioni dal punto di vista 
della conservazione del numero, che pure fu ivi fugacemente 
accennato.

Prendasi come esempio il problema elementare di con­
tare le curve di una serie ) 0  [ che toccano una curva 7vn, 
d’ordine n (incluse nel numero che si cerca anche le solu­
zioni improprie).

Con Dn J o x q ijièr es  (1801) (*) possiamo procedere come 
segue. Si sostituisca la curva data Kri con una curva (razio­
nale) avente il massimo numero di punti doppi compatibile con

C) Journal <L* Math., serie IL t. 6, pag. 113.
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la sua irriducibilità, cioè —----~~ punti doppi. Allora,

designando con p . 1’ indice della serie }<7(, cioè il numero 
delle G passanti per un punto generico, si lia che le G segano 
sopra Kn una serie parimenti d’ indice p: i punti di contatto 
delle G, tangenti a Kn, si ottengono quindi come punti uniti 
di una corrispondenza sopra la curva, e il loro numero si 
determina in base al principio di corrispondenza, trattandosi 
di una curva razionale.

Per passare dal caso della Kn razionale al caso della Kn 
senza punti doppi (o con un diverso numero di punti doppi), 
occorre riconoscere (piante G, tangenti a Kn, vengano assor­
bite da una 0  passante per un punto doppio di Kn. A tale 
scopo D e  J o n q u iè k e s  fa spezzare opportunamente la curva K n ; 
per esempio, per n = 4 ,  si sostituirà alla curva con tre 
punti doppi la KÀ con 4 punti doppi composta di due coniche, 
le quali sono ancora curve razionali: in questo modo si trova 
che il quarto punto doppio diminuisce di 2p il numero delle G 
tangenti a K n sicché si conclude che ogni conica passante 
per un punto doppio di KA (o in generale di Kn) conta per 
due curve tangenti.

Nel citato § 25 del L. 2° delle nostre Lezioni (pag. 298 
del Vol. I), questa influenza di un punto doppio sul numero 
delle coniche (o curve) tangenti è stata giustificata rapida­
mente con l’accenno al fatto che il fascio di rette col centro 
nel punto doppio si stacca due volte dall’ inviluppo della 
curva Kn. Ove si approfondisca questa giustificazione si fa 
capo ancora a considerazioni di continuità: per esempio, fa­
cendo variare la serie d’indice g delle coniche 0 , si può 
immaginare che essa diventi un inviluppo di rette, di 
classe p, aggiungendosi alle rette variabili di questo una retta 
fissa; in tal guisa appare che le p coniche G passanti per 
un punto doppio, 0 , di Gn contano ciascuna per due coniche 
tangenti, così come una retta (tangente impropria) che passi 
per 0  conta due volte nell’inviluppo di Kn.

Nella citata memoria di D e  J o n q u ie u e s  del 1861, la for­
mula che dà il numero delle'curve di una serie) (7 ( tangenti 
ad una Kn riceve alcune interessanti applicazioni, cui vogliamo 
qui brevemente accennare.

Anzitutto un caso particolare di quella formula permette
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di d e t e r m i n a r e  il n u m e r o  d e l l e  c u r v e  C, d i  u n  f a s c i o ,  d i e  t o c ­
c a n o  u n a  Kn g e n e r a l e :  d e s i g n a n d o  c o n  m l ’ o r d i n e  d e l l e  C si  
t r o  v a n o  p r e c i s a m e l i  t e

2mn +  (n — 1 )(n — 2) — 2

curve C tangenti a K n. Ora il D e  J o n q u i è r e s  deduce da 
questa formula il numero dei flessi di una curva generale 
d’ordine n, e arriva poi, con semplici considerazioni di con­
tinuità, a valutare il numero delle tangenti doppie, porgendo 
così una elegante dimostrazione delle formule di P l i t c k e r  (che 
egli accenna potersi estendere al caso di K n  dotate di sin­
golarità).

P e r  n u m e r a r e  i f l e s s i  d i  u n a  Kn g e n e r a l e ,  D e  eiONQuiÈREvS 
c o n s i d e r a  l e  c u r v e  p o la r i  d e i  p u n t i  d i  u n a  r e t t a  r ;  q u e s t e  
c u r v e  Gn^ l f o r m a n o  u n  f a s c i o  c h e  c o n t i e n e

2/fi a — \) -1- {n — 1)0/ — 2) — 2 =  (n — 1 )(3m — 2) — 2 =  3?r — 5n

60_! tangenti a Ky/. Fra queste Gn_.[ tangenti vi sono le n 
curve polari delle intersezioni di r con Kn ; all’ infuori di 
queste restano

3 n ’ — Gii =  3n(n — 2)

C,,__L tangenti nei flessi della Kn \ infatti una retta (non bitan­
gente) che conta per due fra le tangenti a Kn condotte per 
un punto 0, deve avere un contatto tripunto con la Kjn o 
essere tangente nel punto 0.

Per numerare le tangenti doppie della Kn il D e J o n q u i è r e s  
insegna diversi procedimenti. Biferiremo soltanto il seguente 
che costituisce un antecedente storico immediato (l) della 
dimostrazione data da B e c k  delle formule di P l u c k e r . 
(Cfr. § 28 L. 2°, Vol. 1, pag. 331).

Facciamo subire alla curva Kn una traslazione (o un’omo­
logia) infinitesima, die porterà Kn in una Kn'. Le due curve 
Xn e Kn' hanno a comune n2(n — 1 )2 tangenti, essendo questo

fi) B e c k  non sembra averne avuto conoscenza e — nella sua memoria 
lei voi. 14 dei Math. Annalen — cita soltanto il lavoro del 1854 di S t e i n e r  
che. nella ricerca delle normali ad una curva K n passanti per un punto O, 
fà subire a K n una rotazione infinitesima attorno ad 0  (cfr. Journal tur 
Malli. Bd. 44, pag. 333).
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ìiumero il prodotto della loro classe; ora queste tangenti si 
riducono alle

1) 3n(n — 2) tangenti di flesso di Kn contate ciascuna 
tre volte,

2) alle ìy tangenti nei punti comuni a Kn e Kn' da 
contarsi ciascuna una volta

3) e finalmente a

n~(n — l )2 — 9 n(n — 2) — i r  n(n — 2)(n2 — 9)—  - _  g

tangenti doppie di K n, da contarsi ciascuna due volte.
Così si determina appunto il numero delle tangenti doppie 

della curva Kn, ma occorre invero giustificare le afferma­
zioni contenute nel ragionamento precedente, d ie non si 
trova approfondito dal De Jonquièrtcs. A tale scopo osserve­
remo che:

1) Una tangente di flesso della Kn risponde per dualità 
ad una cuspide, la quale sappiamo appunto assorbire tre 
intersezioni di una curva con la curva infinitamente vicina 
(Libro 2°, § 28; Vol. I, pag. 328).

2) Quando si eseguisce sopra la curva Kn una omologia 
infinitesima di centro 0 e di asse o, avviene che rimangono 
ferme, e pero-sono tangenti comuni a Kn e Kn\  le n(n— 1) 
tangenti condotte da O a ÀV, che corrispondono alle n(n— 1) 
intersezioni di Kn e Kn' fuori dell’asse di omologia. Ora si 
vede che anche le n tangenti nei punti comuni a Kn e all’asse o 
debbono ritenersi comuni alle due curve omologiche; ciò cor­
risponde per dualità al fatto che i punti di contatto delle 
tangenti condotte da 0  sono comuni alle due curve.

3) È infine evidente come una tangente doppia a Kv 
figuri due volte, in relazione ai due punti di contatto, fra le 
tangenti comuni a Kn e Kn'.

ISTon entra fra gii scopi di questo paragrafo dare un più 
ampio ragguaglio dei resultati ottenuti nella teoria delle 
caratteristiche; basti dire che in ispecie nella memoria del 
De Jonquièues del 1866 è contenuta una formula generalis­
sima che costituisce un antecedente storico di quelle con cui 
Segue e O astelnuovo (nel 1889) hanno risoluto essenziali 
problemi numerativi concernenti le serie lineari gr̂ sopra una
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curva (cfr. L. 5°). Qui vogliamo piuttosto indicare l’uso che 
può farsi in tali problemi delle equazioni funzionali di Oa y l e y . 
A tale uopo ci varremo del seguente esempio (i).

Si tratti di determinare il numero delle coniche C che 
hanno un contatto sestipunto con una curva Kn d’ordine a, 
allatto generale. Questo numero essendo designato con /(?*), 
potremo esprimere il numero f{n +  3) considerando una curva 
composta d’una Kn e d’una cubica K? :

f{n -H 3) =  ./(r) -f-/(3) -\- 3an y

dove si ammette che ciascuno dei 3u punti doppi di ICt1+37 
comuni a Kn e a /£,, assorba «.soluzioni del problema.

Ora ricordiamo (cfr. L. 2°, § 22; Vol. I, pag. 277) che

m = 27

per la cubica K3 generale, ottenendosi i punti sestatici come 
intersezioni di K3 colle polari armoniche dei 9 flessi; invece, 
proprio in forza di tale costruzione, per una cubica dotata 
di punto doppio il numero (Ielle coniche con contatto sesti- 
punto si riduce a 3. Segue di qui:

« =  24,

f(n 3) = f ( n )  -f- 27 +  3 ■ 24».

Questa relazione costituisce un’equazione funzionale che, inte­
grata, fa conoscere f n.

A tal fine deriviamo due volte l’equazione precedente; 
si avrà

f i n  -I- 3 ) = f \ n )  -1-3.24 

f ' (n  +  3) =  f"(n) =  cost.

Quindi si deduce
f(n) — ocn2 +  3n +  y , •

e resta soltanto da determinare le costanti a, !3, y; il che si 
ottiene con metodo sperimentale, cioè ricorrendo ad esempi 
particolari.

C) ^fr. C a y l e y , Philos. Tra usa étions. Voi. 158, parte I, pag. 75, (187$).
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Per esempio possiamo determinare le suddette costanti 
ricorrendo a cubiche e curve composte di cubiche:

/(3) =  9bc -h 33 -4- r =  27

/(6) =  36* +  0.3 4 -7  =  2-27 +- 9-24

f i 9) =  81* 4- 9,3 4- y =  3-27 4- 27-24.

Di qui, eliminando a, segue
/

6,3-1-37 =  2-27— 9*24 

18? 4 - 8y =  6*27 — 27*24,
e però

y =  0, ? =  27

a =  12,

f(n) — 12 n2 — 27 n.

E per una curva dotata di 0 nodi:

f(n, 5) =  12?r — 27n — 240,

che è  la  fo r m u la  d i Oa y l e y .

43. Curve gobbe: trisecanti e quadrisecanti. — Dei metodi 
della geometria numerativa offrono esempi luminosi i pro­
blemi in cui si tratta di determinare il grado della rigata 
costituita dalle rette trisecanti una curva gobba e il numero 
delle sue quadrisecanti.

Notiamo anzitutto che una curva gobba irrechi ci b ile, (7, pos­
siede una semplice infinità di trisecanti, costituenti una rigata 
di grado > 0 ,  oppure non possiede alcuna trisecante (rigata 
di grado zero); non può possedere oc2 trisecanti, costituenti una 
congruenza,. poiché questa ipotesi porterebbe che tutte le corde 
della G sieno trisecanti, il che e impossibile. Presi infatti su G 
due punti qualunque P e Q, l’ipotesi fatta porta che la retta PQ 
incontri C in un punto R ; segue da ciò che le tangenti in P, Q 
debbono incontrarsi, giacche la congiungente di R, col punto 
di C infinitamente vicino il P  deve incontrare G nel punto 
infinitamente vicino a Q. Ora la proprietà che le tangenti 
d’una curva a due il due s’ incontrino trae come conseguenza 
che la curva stessa, sia piana.

F. EN1UQUKS II. 19
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Quanto alle quadrisecanti d’una curva gobba, esse sono 
in generale in numero finito, trattandosi d’ una ulteriore con­
dizione imposta alle trisecanti; ma non si può escludere il 
caso elle esistano infinite quadrisecanti, la cui rigata deve 
essere ritenuta come una rigata di trisecanti contata quattro 
volte.

I problemi di determinare il grado della rigata delle tri- 
secanti di una curva gobba, e il numero delle sue quadri­
secanti (supposto finito), si riattaccano a C ayley (1863), che 
adoperò per la loro risoluzione il metodo delle equazioni fun­
zionali (cfr. § 42) movendo dal presupposto che i numeri da 
determinare dipendano soltanto dall’ordine e dal numero dei 
punti doppi apparenti (o dal genere) della curva, che si assume 
priva di punti doppi effettivi.

Se si uniscono due curve gobbe (7, 0* degli ordini n, a*, 
possedenti rispettivamente d, d* punti doppi apparenti, si 
ottiene una curva C -h C* d’ordine n -1- n* con nn* -f-rì +  d* 
punti doppi apparenti, e:

1) la riga ta delle frisecan ti di C -f- C* risulta dalla 
somma delle analoghe rigate relative alle due componenti, 
più la rigata delle corde di C incidenti a (7* e la rigata delle 
corde di (7* incidenti a (7;

2) le quadrisecanti di (7-1-(7* sono le quadrisecanti 
di C e di (7*, più le trisecanti di una delle due curve inci­
denti all’altra, più 1(5 corde comuni di C e C*.

Da ciò si ricavano le equazioni funzionali capaci di deter­
minare il grado fin, d) della rigata delle trisecanti di (7, e il 
numero <p(a, d) delle sue quadrisecanti.

Tuttavia, per giustificare il presupposto di tale determi­
nazione, si è condotti a. ricercare se in ogni famiglia di curve 
gobbe di un dato ordine e con un dato numero di punti 
doppi, dipendenti da parametri variabili in modo continuo, 
si trovino curve opportunamente degeneri. E si riconosce 
allora che lo spezzamento d’una curva, generalmente irredu­
cibile, non può mai condurre a curve che non sieno tra loro 
connesse, cioè che non abbiano punti comuni. Diguisacliè il me­
todo di Oa y l e y  deve modificarsi prendendo in considerazione 
curve composte di parti con punti comuni ( P i c q u e t  1873 ( 1)) .

(9  Cfr., per le citazioni ulteriori, il Cap. XXXI di B e u z o l a k i  nel 
« Pascal’» Repertorium » vol. II, pag. 905.
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D’ altra parte, fino dal 18(39, Z b u t t i eït (a) è riuscito a 
determinare i numeri relativi alle trisecanti e quadrisecanti 
delle curve gobbe con una pura applicazione del principio 
di corrispondenza, clic riesce esente dalle delicate difficoltà 
cui dà origine il metodo delle degenerazioni.

Finalmente i problemi stessi si lasciano trattare anche 
col metodo che Db J o n q u it u ìe s  e Beck hanno adoperato per 
stabilire le formule di P l u o k e u  (cfr. § 42), considerando una 
curva gobba come limite di più curve che si avvicinano 
in debilitameli te (2).

Noi limiteremo i nostri sviluppi ad un cenno del primo 
e del terzo metodo.

Applicheremo il metodo di degenerazione alle curve razio­
nali (senza punti doppi effettivi) cioè alle curve (irreducibili), 
d’ordine a, col massimo numero di punti doppi apparenti:
j  (n :— 1)(P' — 2)a 2

Una curva, (7n, siffatta è di genere zero essendo tale una 
sua proiezione piana, e perciò è una curva razionale, cioè 
ammette una rappresentazione parametrica dove, supposti gli 
assi orientati in modo generico, le x, y , 0 si esprimono come 
funzioni razionali fratte, di grado n, di un parametro t, col 
medesimo denominatore. Infatti la curva y(xy) =  0, proie­
zione ortogonale della Cn dal punto all’ infinito dell’ asse 2  

sul piano 2 =  0, ammetterà (L. 2°, § 23, pag. 282) una rap­
presentazione parametrica :

x ?j(*) _  Ts 00 ■
v À * ) ’ ’ <p4(t)

dove cpn cp.j, cp4 possono ritenersi polinomi di un medesimo 
grado n; e, appunto perchè si sono supposti gii assi orientati 
in modo generico, la terza coordinata 2  dei punti di Cn risul­
terà funzione univoca, e perciò razionale, del parametro t che 
determina il corrispondente punto (xy) di cp. Si avrà dunque:

(9 Annali di Mat., serie 2, t. 3, png. 173.
(2) Cfr. B e c k , Naturf. Gresellschaffc in Znrig Jalirgang 52, 1907.
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presentandosi in questa frazione lo stesso denominatore cp4 che 
nelle precedenti, giacche codesto denominatore deve essere 
uguale a <x>4, o a un suo divisore, essendo n il numero delle inter­
sezioni della Cn con un piano qualunque ax c z d  =  0,
e non può presentarsi un divisore di cp4 se non, eventualmente, 
per posizioni particolari dell’asse s.

Pertanto scriveremo la rappresentazione parametrica della 
curva Cn sotto la forma seguente:

d~ a i +  •••• d~ -4- 3-n 

50 tn H- 5a tn~L H- .... -f- dn—Lt -f- on ’

r?«tn +  +  +  +
60 tn H- oi tn~~L .... -4- 5n_ A t -f- on ’

Tn t n  +  Ti t n ~ l +  .... -f- Y n — i t  d- Tn 
20 tn H- 0L tn 1 -{- .... +  n̂—i t r̂i

Ora vediamo che, nella famiglia delle curve Cn, si 'tro­
vano — in corrispondenza a valori particolari dei parametri — 
curve Cn degeneri in una curva razionale Cfn_ 1 e in una retta r, 
aventi un punto comune. Infatti basta porre

y.n—L =  CCn  [Jn —| =  |jn ~=  Tn : &n — - 0 ,

per ottenere una On che si spezza nella curva razionale

a t n~ l __•'■o v + *n-j©1

-+-. ^n—•i
.o -tn—ì _iJo 1 4- . H- 0[Jn—•2£
0 111~ i Jo 1 +  . -b —i
v i__ l 0 1 4- . Tn —■i
n t n~ L Jo 1 -K. + ®n—

?■i

e nella retta x =  y =  0; la quale incontra la curva 2) nel inulto 

0, 0, ^— l, corrispondente al valore £ =  0 del parametro.
v °n—J

Si noti che la curva razionale degenere Crn__i •+• r, 
avente un punto doppio effettivo, 0, comune a (7n_ i e r,

_ ']   o\
possiede, come la Cn generale, —----------- — punti doppi
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_ 2')(n_

apparenti, giacché vi sono -— --------— punti doppi appa­

renti di (7n_ i e n-^-2 rette per un punto che incontrano 
— fuori di 0 — la (7n__i e la r :

(n — 2)(n — 3) i rti 0 _  (n — !)(?& — 2)
2 ■ n  ̂ 2

Ora il grado della rigata delle trisecanti di Cn e il numero 
delle sue quadrisecanti dipenderanno soltanto dall’ordine n. 
L’asserto si può giustificare a priori in base all’osservazione 
che le curve razionali Gn formano una sola famiglia, dipen­
dente da 4cìi parametri variabili in modo continuo; a poste­
riori se ne ottiene la prova mediante la determinazione 
effettiva degli anzidetti numeri, che fin d’ora possiamo desi­
gnare, per comodità di discorso, coi simboli f(n) e <p(u).

Anzitutto il grado della rigata delle trisecanti f(n) sarà 
uguale a f(n — 1) aumentato del grado della rigata delle 
corde di (7n_ 1 che si appoggiano ad r in un punto diverso 
da 0. Per determinare (presto grado, occorre trovare le rette 
incidenti a Crn_ i , r, s, essendo s un’ altra retta qualunque. 
Poniamo che s divenga incidente ad r; allora le rette nomi­
nate divengono le corde di Cn^L passanti per il punto (r s) 
e quelle (che non passano per 0) giacenti nel piano (r s), 
sicché il loro numero Aale

(n — 2)(n — 3)
- ô 1

(n -  3)(n -  2) 
2

=  (n — 2 )(n — 3).

Si avrà dunque

fin) — f in  — 1 ) -+- in — 2)(» — 3).

Derivando tre volte questa equazione funzionale (alle diffe­
renze) si trova

/ ' » = / > -  l) =  cost,, 

e però, integrando :

f(n) — ans H- bn~ H- cn -+- d,

dove le costanti a, b, c, d, si lasciano determinare sperimen­
talmente, cioè coll’esame di casi particolari.
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Ma, anche senza ricorrere a tale integrazione, si può deter­
minare f(n) in modo diretto facendo degenerare successiva­
mente la ecc., in guisa che la On si riduca all’ insieme
di n — 1 rette sghembe r{J rs, . e  di una retta, r, inci­
dente ad esse. Allora la rigata delle trisecanti di Cn sì 
corninone di

rigate quadriche determinate dalle terne di direttrici retti­
linee ru r n rh. Si deduce

Ora si può applicare lo stesso metodo al calcolo di y(n)y 
ma s’incontra una difficoltà che occorre segnalare.

La curva degenere

a cui si riduce per continuità la Cn, possiede (per n — 1 > 4 )  
una quadrisecante, fuori di r, per ogni quaterna di rette 
formata colle ma resta dubbio se e quante volte sieno da 
computare nel numero ?(n) le stesse rette r t e la r. A prima 
vista ciascuna delle r,n avendo infiniti punti comuni colla Gn 
degenere, potrebbe sostituire qualche quadrisecante della Cn 
generale; ma il dubbio si esclude osservando che le quadri- 
secanti di Cn sono generatrici quadruple della rigata delle 
trisecanti, mentre le rette non sono affatto generatrici 
(bensì direttrici) della rigata stessa, relativa alla Cn degenere. 
Xon così può dirsi della retta r, che e generatrice multipla

dubbio con quale molteplicità, .t, liguri effettivamente nel 
numero y(n).

Per superare la difficoltà conviene riferirsi a un’altra 
degenerazione della 67n, 'che si deduce subito dalla prece­
dente: si riduca On ad n — 2 rette sghembe r4, r2,....r„_2 e 
ad una conica C2 incidente ad esse. Allora il numero y(n)

n — 1 
3

— — 2)(n— 3)
— 3

rL H- v2 -1- .... +  yn—i ri

quadrisecanti di Cv ; pertanto della r resta

per questa rigata, e può quindi essere li nule
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verni dato da:

essendovi due rette incidenti a 4 fra le direttrici ru ed una 
retta incidente a G.z e a tre rt (in corrispondenza al quarto 
punto d’intersezione di C% colla quadrica determinata da 
queste tre rette). Si trova quindi

cp(n) =  2 
cioè

( n  —  2  ) ( n  —  3 ) ( j i  —  4 ) ( n  — 5 )  ( n  —  2  ) ( n  —  3 ) ( «  —  4 )
2 - 3 - 4 2 - 3

?(») =
( n  —  2  ) ( n  —  3  ) * ( »  —  4 )  

3-4

Bisoluto il problema per le Cn razionali (con

(n — 1 )(n — 2)

punti doppi apparenti) si può passare al caso di curve di
genere qualunque, cioè di curve (irreducibili) d’ordine n con
, ' ( i i  — !)(“' — 2) . , .. T1 . .d < -------- —-------- punti doppi apparenti. Il passaggio e assai

facile se si ammette che i numeri da determinare dipendano 
soltanto da n  e d .  sicché possano venir designati con f i n ,  d)  
e cp(n, d). Valutiamo p. es. che cosa divengano quei numeri 
per una curva composta d’una Cn_p razionale e di p rette, 
i-j,.... rp , corde di essa: la quale Cn =  +  r, -+-.... -+- rp,
possiede

a =  (11 ~~ 1Hn — 2) — P

punti doppi apparenti e può quindi riguardarsi virtualmente 
come una curva riducibile di genere p.

In queste condizioni il calcolo di f(n,  d) e y(n, d) non 
offre difficoltà. Per avere /(w, d) occorre aggiungere al grado 
della rigata delle trisecanti di Cn_p, il grado della rigata 
costituita dalle corde di Cn___p incidenti a una retta r*, molti­
plicato per it numero p delle ru nonché due volte il numero 
delle terne formate con le rette r,- . Per avere rp(n, d) occorre 
aggiungere al numero delle quadrisecanti di On- p il numero 
delle trisecanti di essa incidenti alle più il numero delle
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corde di Cn___p incidenti a due r i9 più il numero delle rette 
incidenti a tre rt e alla Cn—PJ più infine il numero delle rette 
incidenti a quattro r t . I calcoli relativi si affettuano facil­
mente: così per avere le trisecanti di Gn̂ p incidenti ad 
una Ti basta intersecare la rigata delle trisecanti con 
togliendo le intersezioni che cadono nei punti comuni a Cn—P 
e alla ru dove si avverta che la rigata delle trisecanti possiede 
la G71_p razionale come curva multipla secondo l’ordine

(n — p — 2 )(n — p — 3)
Ô 7

poiché per ogni suo punto passano tante trisecanti, essendo 
questo il numero dei punti doppi di una curva proiezione 
Cn- p-.i ; per determinare il numero delle corde di Cn—P 
incidenti a due rette basta far diventare queste incidenti 
come vedremo più avanti (pag. 298). Così si arriverebbe alle 
formule :

f ( n , d) =  (n -  2)(<l -  (. - }j

'■fin, d) =   ̂did - 4» H- 11.) — --  n(n — 2)(« — 3(it — 13).

Ma queste formule potranno in tal guisa ritenersi dimo­
strate per tutti i valori di n e d ì

Intanto la degenerazione di una Cn in una Cn—P con 2> corde

e certo impossibile per n , cioè per d < --------   1 — n.

In tal caso occorre almeno modificare il procedimento prece- 
dente prendendo a considerare curve composte d’una curva 
razionale e di rette o coniche trisecanti, quadrisecanti, ecc.

Tuttavia, perchè le formule anzidette vengano dimostrate 
per questa via, occorrerebbe sapere a priori che i numeri cer­
cati dipendono soltanto dai caratteri n e dì Su questo punto 
potrà sollevarsi ragionevolmente un dubbio, ove si avverta 
che le curve gobbe d’ordine n con d punti doppi apparenti 
danno luogo, in generale, a diverse famiglie, per modo che 
non si può passare per continuità dall’una all! altra. Occor­
rerà pertanto esaminare più profondamente, le possibili dege­
nerazioni d9 una curva gobba per variazione continua dei suoi 
parametri, onde riconoscere se in ogni famiglia si rinvengano
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c u r v e  c o m p o s t e  d i c u r v e  r a z io n a l i  e  d i r e t t e  (e  q u in d i  c u r v e  
r id u c ib i l i  a  g r u p p i  d i r e t t e ) .  I l  q u a le  e s a m e  im p o r t a  u n ’ a n a l i s i  
d e l i c a t a ,  s v o l t a  r e c e n t e m e n t e  d a  F .  S e v e r i  ( 1).

?Toi n o n  c i a d d e n t r e r e m o  in  s i f f a t t a  a n a l i s i  e  fo r n ir e m o  
in v e c e  u n ’ a l t r a  d im o s t r a z io n e  d ir e t t a  d e l l e  fo r m u le  p r e c e ­
d e n t i ,  c io è  la  d im o s t r a z io n e  d i B e c k , c u i  s i  è  p o c ’ a n z i  
a c c e n n a t o .

Oome punto di partenza, in ordine al problema delle 
trisecanti, assumiamo la ricerca del grado della rigata delle 
rette che si appoggiano a tre mirre direttrici (7m, 0 97, Cr di 
dati ordini: m, a, r: questo problema con cui s’inizia la 
citata memoria di CxVYLey, si risolve con un ben noto metodo 
ricorrente (2) che qui brevemente riprendiamo. Il grado cer­
cato, cioè il numero delle generatrici della rigata che si appog­
giano ad una retta a, si designi con < j n ,  r); allora 
considerando la rigata che ha come curve direttrici le Cm, Cn, 
e intersecandola con la <7r, si trova

a, r )  —  r à ( m , n, 1)
e , a n a lo g a m e n t e

d>(m, a, r) =  mn7'<]>( 1, 1, 1) =  2mwr,

essendo (̂1, 1, 1) il grado della quadrica determinata da tre 
direttrici rettilinee.

Inoltre la rigata determinata dalle curve direttrici C.mi 
<7n, Cri contiene le tre curve <7W, Cnì Cr con le molteplicità 
rispettive: nr, rwi, mn. Infatti per ogni punto della Cm pas­
sano rir rette incidenti a Cm e (7r, sicché vi sono appunto nr 
falde della superficie rigata che s’ incrociano lungo la (7m, ecc.

Si può aggiungere che se due curve, per es. Cm e Cni 
hanno un punto (semplice) comune, dalla rigata delle rette inci­
denti a Cmy Cnj Cr si distacca il cono d?ordine r che proietta 
Cr . Il caso in cui le tre curve Cm, Cn, Cr abbiano uno stesso 
limito comune, 0, esige un’ analisi più delicata, perchè tutte 
le rette della stella 0  vengono a figurare impropriamente nella 
rigata. Tuttavia il metodo precedente permetterebbe di rico­
noscere che, tolta la stella suddetta, la rigata che ha per diret-

(1) Rendiconti dell’Acc. dei Lincei, 2 e 16 maggio 1915.
(2) Cfr. per es. F. E n r iq u e s  « G. Descrittiva », Parte II, § 55.
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trici Cmi Cnj Cr , diviene ora di ordine 2mnr — (m-{- n~br — 1), 
salvo il caso in cui le tre curve abbiano nel punto comune un 
medesimo piano tangente, ciò elle dà luogo ad una riduzione 
ulteriore. (Allo stesso resultato si perviene anche facendo 
degenerare le tre curve in guisa, da contenere tre rette pas­
santi per un punto).

Passiamo a considerare la rigata delle corde di una curva 
Cn che si appoggiano a una (Jm. Questo caso può essere stu­
diato come limite del caso precedente, dove si portino a coin­
cidere le curve Cn c Cr. A tale scopo conviene assumere come 
curva Cr la Cn stessa trasformata con una traslazione infini­
tesima o, pili generalmente, con un’ omologia infinitesima di 
centro A e di piano a: la rigata li  che ha per curve diret­
trici le Om, Gv , Cr = C „ ,  si riduce alla rigata!^ delle corde 
di Cn incidenti a Cm contata due volte, più la rigata I?, delle 
rette incidenti a Cm e Cn che toccano il cono proiettante A.(Cn) 
nel punto d’appoggio con la Cn; infatti i due punti d’appoggio 
di una retta incidente a Cn e Cr potranno restare distinti al 
limite o divenire infinitamente vicini; in quest’ ultimo caso la 
retta diventa tangente al cono su cui si trova, insieme a Gn, 
la curva trasformata infinitamente vicina. Allora determi­
nando il grado della rigata Ii2 si ottiene quello della l iL. Ma lo 
stesso metodo con cui si determina quel grado conduce diret­
tamente allo scopo.

Pongasi che la curva Cn abbia d punti doppi apparenti; 
il grado della rigata delle corde di Gn incidenti a Gm verrà 
espresso da una funzione 9(m; n, d). Per calcolare 0 basta 
osservare che esso equivale al numero delle corde di Cn 
che sono incidenti a Gm e ad una retta, sicché

Ora 0(1; n , d) è il numero delle corde di Gn che si appog­
giano a due rette sghembe a, &; facciamo diventare le a, 6, 
incidenti; le corde incidenti ad a e b si riducono alle d corde

%m; n , d) — m 9(1 ; n, d).

passanti per il punto (ab), e alle 
piano (ab); pertanto:

n(yU e—— corde giacenti nel

1)
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Inoltre hi curva Cn risulta multipla per la rigata secondo 

la molteplicità m(n — 1), poiché tante sono le generatrici della 
rigata passanti per un punto della Gn. Si avverta poi che 
(piando la Cm abbia un punto (semplice) 0  comune con la C.n, 
dalla rigata anzidetta si stacca il cono d’ordine n — 1 che 
proietta da 0 la Cn.

Ora procediamo a determinare il grado della rigata delle 
trisecanti alla curva Cn, grado che si è designato con f(n, d). 
A tale uopo conviene particolarizzare la rigata precedente 
facendo tendere Gm a Gn (m =  n); perciò si assumerà come 
curva Gm la trasformata di Cn mediante un’omologia inii- 
nitesima di centro A e di piano a.

Osserviamo subito che le due curve Gn e Cm =  Gn 
hanno qui n punti comuni, intersezioni col piano a, e quindi 
le corde di Gn incidenti a Gm formano una rigata che con­
tiene n coni d’ordine u — 1, staccati i quali si riduce del­
l’ordine

d(n; n , d) — n(n — 1) =  ——) -+- f/j — n(ii — 1).

Ora questa rigata limite, 12, consta di una rigata, l in costi­
tuita dalle trisecanti di Gn, contata tre volte (poiché una tri­
secante figura tre volte come corda che si appoggia ulterior­
mente alla curva data, in rapporto alle tre coppie della terna 
dei punti di appoggio) ed inoltre di una rigata, B2J costituita 
dalle corde di Gn che toccano — in uno dei punti d’ap­
poggio — il cono proiettante A(On). Di quest’ultima rigata 
possiamo valutare il grado, iY2, intersecandola con una retta 
che passa per il vertice del cono. Le intersezioni di una 
siffatta retta a corrispondono: in primo luogo ai piani tan­
genti alla Gn per a, e precisamente in ognuno di questi piani 
si trovano n — 2 corde della Gn passanti per il punto di con­
tatto, le quali sono generatrici della rigata jB 2 ; in secondo 
luogo a incontra l i 2 anche nel vertice A del cono, e preci­
samente incontra ivi d generatrici di jR 2 che sono le corde 
di Cn per A , ognuna delle quali deve essere contata due 
volte in quanto ha comuni con la trasformata di Gn i due 
punti infinitamente vicini ai punti d’ appoggio su Cn. Si 
trova

=  (n — 2) Î n(n — 1) — 2d [ H- 2d
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e così si deduce :
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3) f ( n , d) =  ^  -b dj — — 1) — [(w — 2)) n(n — 1) — 2 d ( -4- 2d

cioè iZ grado della rigata delle trisecanti vale:

3) /(« , d) =  (« -  2)j d -  n(n~ l ì j .

Aggiungasi che la rigata delle trisecanti di Cn, il cui ordine 
è espresso dalla formula precedente, contiene la curva Cn con 
la moltiplica à

(n — 2)(n — 3) 
o — p =  d — +  2,

poiché la proiezione piana di Cn, fatta da un suo limito, è una
I T  (n — l)(n — 2)curva d’ordine n — 1 di genere p = ----------------   a, che

(a — 2)(m — 3) .ha dunque ---------------   p punti doppi.

Si avverta inoltre che la rigata delle trisecanti di una 
curva Cni irriducibile e senza punti doppi effettivi, è general­
mente irriducibile. Se la Gn acquista un punto doppio, limite 
di un punto doppio apparente, è naturale che si stacchi il 
cono proiettante la curva da questo punto. Ma se la Cn non 
ha punti doppi, la rigata delle trisecanti non può spezzarsi 
in due superficie distinte, giacche verrebbero così separate 
razionalmente due parti della Cn, che perciò sarebbe riduci­
bile. Può bensì darsi che le trisecanti di Cn formino una super­
ficie rigata multipla, il che accade:

1) quando la Cn possiede una serie oc1 di v-secanti

con v >  3; ogni v-secante conta allora per trisecanti e così

la rigata delle v-secanti, contata secondo quest’ordine di mol­
teplicità, forma appunto la rigata delle trisecanti;

2) quando la Cn stia sopra una superficie quadrica, 
segando le generatrici di ciascun sistema in tre o più punti; 
riferendosi al caso più semplice di una Cn che seghi in tre 
punti i due sistemi di generatrici, si vede che la rigata delle 
trisecanti deve ritenersi formata da due rigate quadriche 
sovrapposte e perciò è, in questo caso, d’ordine 4.
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Osservazione. Se per ima curva gobba <7n (irreducibile) non 
esistono trisecanti, il grado della rigata di esse dovrà esser 
nullo e così pure la molteplicità della Cn; si avrà -pertanto

da cui

cioè

n(n — 1 7 0d = ----   , d =  n — 2b

n(n — 1) 
6 : n  — 2 ,

n =  3 o n 4,

Effettivamente per le cubiche gobbe e per le quartiche di 
prima specie (§ 18) non esistono trisecauti, mentre vi è una 
rigata quadrica di trisecanti per le quarticbe di seconda specie. 
Da quanto precede si deduce che per n >  4 la curva Cn pos­
siede sempre una rigata di trisecanti di grado > 0 ,  sicché:

d > .  Questa diseguaglianza è assai più espressiva di

quella, d >  n — 2, che abbiamo incontrata nel § 18.
Segue in particolare che una curva, piana senza; punti 

doppi, d’ or d,ine m >  3, non può essere proiezione (da un punto 
semplice) di una curva gobba, d? ordine n = i n - h  1.

Passiamo a determinare il numero delle quadrisecanti 
di Cn. A tale scopo considereremo una curva Cn trasformata 
di Cn mediante una omologia infinitesima di centro A e 
piano a: le frisecanti di Cn che si appoggiano a Gn forniranno:

1) quadrisecanti di Cn, da contarsi ciascuna quattro 
volte in rapporto alle quattro terne che si possono estrarre 
dalla quaterna dei punti di appoggio;

2) e le A3 frisecanti di Cn che toccano in un punto 
della curva il cono proiettante A(Cn).

Ora, la rigata delle trisecanti di On è del grado f (n,d) ,  
che abbiamo imparato a valutare. Essa avrà con Cn nf(n, d) 
intersezioni; ma sono da togliere le intersezioni che cadono 
sul piano a di omologia, in numero di n, da contare ciascuna 
(d — nq-2) volte, secondo la molteplicità della Gn per la rigata 
delle trisecanti. Si avrà dunque:

4) nf(n, d) —■ n(d — n - 1-  2) =  4?(n, d) +  N„ ;
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la quale equazione permette di ricavare cp(n, d) quando sia 
noto i\Ts.

Per valutare i\L occorre considerare la rigata delle corde 
di Gn che toccano in un punto della curva il cono d(C^), 
e intersecarla con la curva infinitamente vicina Òn. Quella 
rigata è di grado JV2, sicché le intersezioni con (Jn sono nN2 ; 
ma sono da togliere le intersezioni di Gn e Gn appartenenti 
al piano a di omologia, le quali stanno ferme quando Cn tende 
a Cn. Qui bisogna procedere con attenzione.

Vi sono due specie di generatrici della rigata che pas­
sano per un punto P  di Gnj cioè /q — n— 2 rette ;pl che 
toccano il cono A(Cn) in P, e

h, =  2(n — 1) 4- 2p — 2 =  n(n — 1) — 2d — 2

rette p 2 che toccano il cono suddetto in un punto Q diverso 
da P. Orbene, quando P  appartiene al piano «, si direbbe a 
prima vista che ivi siano assorbite intersezioni di C„
con la rigata delle corde di Gn tangenti al cono A(C„), essendo 
ht -hli.2 la molteplicità di Cu per la detta rigata. Ma occorre 
avvertire che le liL falde della superficie rigata, corrispondenti 
alle generatrici jq, toccano il cono A(Cn) e quindi la Cn; così 
il numero delle intersezioni assorbite in ciascuno degli n punti 
comuni a Gn e ad a vale

5) 27q -l- K =  2(n — 2) 4- n(n — l) — 2d — 2.

Ciò 2>osto le nN2— (2hl -\-h.2) intersezioni residue di Gn 
con la rigata delle corde tangenti al cono, ci danno:

1) Le trisecanti di On tangenti al cono A(On) in uno 
dei punti di appoggio, da contarsi ciascuna due volte in quanto 
si consideri appartenente a Cn l’uno o l’altro degli altri due 
pilliti d’appoggio <Iella retta con la curva.

2) Le t corde di Cn bitangenti al cono A(Gn) nei due 
punti di appoggio con la curva, da contarsi ciascuna due 
volte; il numero di queste corde, pari al numero dei piani 
bitangenti che passano per un punto, è già stato designato 
con t e vale (§ 18)

t — 7, n(n — 2)'(w2 — 9) — [n(n — 1) — 6] 2d +  2<l(d — 1).

3) Le d corde di Cn appartenenti al cono A(C,„), cioè
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lo corde di Cn ])(3i* A; le quali — al pari delle corde Intan­
fenti — si appoggiano a Cn e Cn in due coppie di punti 
infinitamente vicini, e die andranno contate (> volte, come 
risulta dall’osservazione seguente. Abbiamo veduto che le 
corde di Cn passanti per A sono generatrici doppie per la 
rigata delle corde tangenti al cono A(Cn); ma delle due falde 
della superficie rigata, che passano per la corda, una tocca 
la Cn in uno dei due punti d’appoggio, P  e $, della corda 
stessa, e l’altra nell’altro, giacché le due generatrici della 
rigata infinitamente vicine alla PQ sono: la retta che da P  
proietta il punto di Cn infinitamente vicino a Ç, e quella che 
da Q proietta il punto infinitamente vicino a P. Pertanto 
la nostra rigata delle corde tangenti al cono ha con la On 
6 intersezioni corrispondenti alla PQ , essendovi tre interse­
zioni vicine a P  (e così a Q), due sopra una falda e una 
sull’altra.

4) Le corde di C„ che giacciono in un piano osculatore 
ï>er A; essendovi ri =  3n(n — 2 )— 6d piani osculatori a Cn 
per A, il numero delle rette nominate vale

(n — 3)ri =  (n — 3) ) 3n(n — 2) — 6d (.

Pertanto si giunge alla formula 

(>) nN2 — (2hL P  h2)n =  2N, -f- 2t -h  M  +  (n — 3)n', 

dalla quale si ricava:

7) iV3 =  ì  | — 5n(n — 2)(n — 3) +  2n(n 5)d — 4d(d H- 11) | .

Ricordando la 4) si deduce che il numero delle quadrisecanti 
di Cn, supposto finito, vale

8) ç(», d) =  l  dui — 4n 4- 11 ) — 4  „ (n — 2)(■» — 3)(» — 13).

Osservazione. Si avrà <p(ji, d ) >  0 nell’ ipotesi, essenziale 
per il ragionamento precedente, che non esistano infinite 
quadrisecanti (cfr. § 45).

44. Nota sulla molteplicità delle soluzioni nelle determi­
nazioni di numero. — L’applicazione del principio di conti­
nuità, e in particolare della conservazione del numero, urta
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spesso nella difficoltà fondamentale di valutare la molteplicità 
con cui certi elementi delirano, in un dato caso particolare, 
fra le soluzioni del problema proposto. Questa difficoltà, giova 
notarlo, si riduce generalmente a valutare la molteplicità di 
intersezione di curve, superficie, ecc. Anche nei casi in cui 
si tratti di determinare elementi che non sono punti, per es. 
rette dello spazio ordinario, codesta deduzione si lascia effet­
tuare sempre in modo diretto, introducendo il linguaggio 
della geometria degli iperspazi; e così per es. rappresen­
tando le rette dello spazio ordinario coi punti di una quadrica 
dello S, (L. 1°, § 19), ecc.

Ora, quanto ai modi di riconoscere la molteplicità con 
cui una certa soluzione appartiene ad un dato problema, 
conviene osservare anzitutto che codesta molteplicità risulta 
in taluni casi semplicemente dalla legge di continuità, in 
quanto l’accennata soluzione si presenta come limite di due 
o più soluzioni semplici, pertinenti a un caso più generale. 
Così, per es. è evidente che una tangente doppia, di una 
curva piana, figura due volte fra le tangenti alla curva con­
dotte da un suo punto generico, 0 , in quanto codesta tan­
gente a appare come limite di duo tangenti semplici passanti 
per un punto vicino ad 0, i cui punti di contatto si avvici­
nano a quelli di a. Così ancora un punto r-plo, a tangenti

distinte, di una curva piana, figura come nodi nel­

l’abbassamento della classe (cfr. § 14). E in modo analogo, 
nella ricerca del grado della rigata; delle trisecanti di una 
curva gobba (7, tre volte era contata ognuna delle trisecanti 
fra le corde di C che si appoggiano alla curva infinitamente 
vicina (7, perchè ogni trisecante appare appunto come limite 
di tre corde siffatte, in rapporto alle tre coppie formate coi 
tre punti di appoggio, ecc. Ma, in altri casi, la valutazione 
della moltiplicità spettante alla soluzione, di un problema, 
riesce più difficile; e giova perciò riferirsi ad alcuni metodi 
particolari che permettono di superare tale difficoltà.

1) Anzitutto accade che le soluzioni del problema pro­
posto vengano fornite da elementi uniti di una corrispondenza 
in una forma di prima specie; dove tuttavia sono in generale 
da scartare; come soluzioni estranee alcuni degli elementi uniti 
della corrispondenza medesima. In questo caso si può invocare 
la regola di Z e u t h k n , che abbiamo spiegata nel L. 2°, § I.
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Qui giova avvertire che, senza bisogno di calcolare diretta- 
mente gii ordini di inlìnitesimo che entrano nella regola 
suddetta, questa può ricevere una applicazione indiretta nei 
modi che seguono.

2) Senza bisogno di valutare effettivamente gli ordini 
di infinitesimo che entrano in campo, può darsi che si rico­
nosca come una data corrispondenza — considerata nell’intorno 
di un elemento unito, P  — equivalga, a meno di infinitesimi 
d’ordine superiore, ad un’altra corrispon(lenza, per la quale 
la molteplicità dell’elemento unito P  risulti più facile a deter­
minarsi. In questo caso la stessa molteplicità appartiene a P  
anche per riguardo alla prima corrispondenza. Un esempio 
di questo metodo si è offerto nel cenno sulla teoria delle 
caratteristiche contenuto nel L. 2 ’, § 25 (Vol. I, pag. 296).

3) Quando la molteplicità À di un elemento unito P  
si riconosca uguale per due (o più) corrispondenze, ma in 
nessuna di queste appaia il suo valore, si ottengono in gene­
rale due (o più) equazioni, dove X figura fra le incognite e 
che — in certi casi — permettono di determinare il valore 
suddetto. Un esempio relativo a ciò viene offerto da Z e u t h e n  
in ordine al problema delle trisecanti ad una curva gobba (A).

4) Anche indipendentemente dal metodo di corrispon­
denza, e chiaro che la molteplicità con cui un elemento P 
compare fra le soluzioni di un problema, dipende dalle pro­
prietà differenziali della figura nell’intorno di P, sicché è 
lecito sostituire alla figura stessa una figura approssimante e 
così passare da un dato caso ad un altro ove entrano diversi 
valori di certi caratteri. L’applicazione esatta di questo me­
todo richiede di valutare l’ordine d’approssimazione di cui si 
è discorso; ma in molti casi una rapida intuizione ci avverte 
che la molteplicità da determinare riesce senz’altro indipen­
dente da certi caratteri, il che può essere facilmente verificato 
nella pratica. Allora la molteplicità stessa si valuterà speri­
mentalmente, riferendosi ad uno o più esempi particolari.

Come esempio riprendiamo il problema delle quadrise­
canti di una curva gobba, Cn, che abbiamo trattato facendo 
subire a Gn una variazione (omologica) infinitesima; la ricerca 
conduce a determinare le trisecanti a Cn tangenti ad un cono 
l>roiettante A(Cn), e per questo occorre intersecare la rigata

{l ) Cfr. Annali di Mat., serie II, t. 3, pagg. 184-, 185.

F. ENRIQUES - I I . •20
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delle corde tangenti al cono A(Cn) con la curva variata Cn: 
si ottengono così, oltre le trisecanti tangenti al cono, anche 
le corde giacenti in piani bitangenti per il centro di omo­
logia A , le corde giacenti in piani osculatori per J_, e final­
mente le corde di Cn passanti per A ; di queste ultime 
riesce più difficile valutare la molteplicità con cui figurano 
fra le soluzioni del problema, che pur dimostrammo essere 
A =  6. Qui riprendiamo l’ analisi del paragrafo precedente 
lasciando A indeterminata, e mostriamo come si possa valutare A 
riferendosi all’esempio della quartica razionale (n =  4; d =  3), 
per cui, evidentemente, il numero delle quadrisecanti è uguale 
a zero.

Ordunque scriveremo per la quartica 0 4 la formula 6) del 
paragrafo precedente, che, essendo

n — 4, d =  6, iY2=z 18, h{ =  2, 4, f =  4, n = 6 ,

assume la forma
JVa =  13 — - X.

D’altra parte la formula 4), tenuto conto che il numero delle 
quadrisecanti vale cp(4, 3) =  0, e che il grado della rigata 
delle trisecanti è /(4, 3) =  2, diviene

N, =  4.
Quindi si ricava A =  6. c. d. d.

Se, invece di un solo coefficiente di molteplicità A, fossero 
rimasti incogniti due coefficienti, sarebbe bastato aggiungere 
all’equazione precedente quella relativa ad un secondo caso 
particolare, per es. al caso della qui litica razionale (non gia­
cente sopra una quadrica) che si può trattare direttamente 
con altri metodi.

Giova anche avvertire che le equazioni di cui si tratta 
sono da risolvere in numeri interi e positivi, sicché può acca­
dere che anche una sola equazione basti a determinare più 
incognite. Così il solo esempio della quartica permetterebbe 
di determinare oltre la molteplicità, A, delle corde per A, che 
sopra abbiamo valutata, anche la molteplicità (x con cui 
appartengono al problema le corde bitangenti al cono A(0„)9 
qualora non si vedesse direttamente che è g — 2. Infatti si
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3V+ 4 a =  26,
che dà

X =  2, =  5 oppure X =  6, g — 2,

sicché basta riconoscere la parità di g (che dipende dalla 
simmetria dei due punti d’appoggio delle corde bitangenti) 
per concludere

X =  6, [x =  2.

In fine chiuderemo queste osservazioni rilevando che, 
nei problemi della geometria numerativa, si deve dar valore 
a qualsiasi metodo di ricerca, per quanto imperfetto. La cosa 
essenziale ò di regola scoprire la formula che risponde al 
problema; a posteriori si riesce sempre a darne una dimo­
strazione. Da questo punto di vista l’induzione da casi par­
ticolari, e quindi il metodo sperimentale, costituisce il più 
valido istrumento di progresso della geometria numerativa. 
Esso è in pari tempo istrumento sicuro di verifica, poiché 
ad anticipare la certezza logica che solo può fornire una 
critica approfondita e spesso delicata, vale ancora in modo 
eccellente la conferma di svariati esempi.

45. Caso in cui il numero delle soluzioni del problema 
diventa infinito: formule d’equivalenza. — Un problema rela­
tivo alle curve gobbe varrà anche ad illustrare il caso, già 
segnalato da De J o n q u i è r e s , in cui si ha eccezione al prin­
cipio di conservazione del numero perchè il numero (gene­
ralmente finito) di cui si tratta diventa infinito.

In ordine a tale eccezione vi è da avvertire quanto segue: 
1) Quando un problema generale comporta n soluzioni, 

e in un dato caso particolare si può accertare l’esistenza di 
più che a soluzioni (radici della medesima equazione alge­
brica di grado n), si deduce che questo caso comporta infi­
nite soluzioni e quindi (se si tratta di punti) una curva o in 
generale una varietà algebrica di soluzioni.

Una prima applicazione di questa avvertenza ci dà il prin­
cipio di P l u o k e r - C l e b s o i i , criterio di compatibilità d’ un 
sistema d’equazioni (cfr. L. 1°, §20): se il numero delle solu­
zioni del problema generale è 0, questo numero non può 
divenire >  0 in un caso particolare, senza diventare infinito.
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Una seconda appiicazione viene offerta dalla proprietà 
caratteristica del fascio di curve piane (cfr. L. 2°, § 14): per 
un punto generico del piano passa una curva d’un fascio \C\7 
quindi un punto comune a due C è comune a infinite, cioè a 
tutte le O.

Finalmente un terzo esempio interessante ci è porto dal 
teorema di K u m m ek  sulle congruenze del prilli9 ordine di raggi 
(sistemi algebrici di rette, tali che per un punto generico dello 
spazio ne passi una) (1).

La teoria generale delle congruenze di raggi stabilisce 
die un raggio generico della congruenza è incidente a due 
raggi infinitamente vicini della medesima, in due punti gene­
ralmente distinti che si chiamano fuochi. L’esistenza dei due 
fuochi si lascia riconoscere semplicemente ricorrendo alla 
rappresentazione degl’iperspazi. La congruenza ha per imma­
gine una superficie appartenente alla quadrica di SA che rap­
presenta la varietà delle rette; orale rette incidenti aduna 
data hanno per immagini i punti d’un iperpiano tangente 
alla quadrica, e questo sega la nostra superficie secondo una 
linea dotata di punto doppio, la quale contiene due punti 
infinitamente vicini al punto di contatto. Ma quando la con­
gruenza S sia del prilli’ordine, avremo che ogni fuoco di essa 
appartenendo a due, apparterrà a infiniti raggi della con­
gruenza, i quali formeranno un cono o una stella: nel. primo- 
caso la congruenza stessa è una stella, nel secondo vi sono 
fuochi costituenti una linea. Allora i raggi di  ̂ sono corde 
di questa linea, che si prova poi essere una cubica gobba 
oppure una curva composta d’una curva d’ordine n e d’una 
retta (n — l)-secante (non escluso il caso di due rette infini­
tamente vicine). Si ha così ü teorema di K u m m e k : « una con­
gruenza di raggi del prim’ordine, che non sia una stella, è costi­
tuita dalle corde di una cubica gobba, oppure d’una curva 
composta d’una parte d’ordine n e d’una retta (n — l)-secante ».

2) Quando un problema comporta in generale n solu­
zioni e, per particolari valori dei parametri, ne esistono 
infinite, formanti una certa curva o varietà U, la V equi-

(l) « Ueber die algebraische Stralli en système, in’s besondere iiber die 
der ersten imd zweiten Ordnung ». Acc. di Berlino 1886. Cfr. (anche per 
notizie bibliografiche) diversi studi di Fano negli Annali di Matematica 
e negli atti dell’Accad. di Torino (dal 1893 in poi).
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vale a mi certo numero m fra le n soluzioni del caso gene­
rale, di guisa che — fuori di V — rimangono (in generale) 
n — ni soluzioni isolate. Così per esempio un’omografia piana 
possiede in generale 3 punti uniti; quando vi è una retta di 
punti uniti (caso dell’ omologia) codesta retta equivale a 
2 punti uniti.

Similmente tre superficie degli ordini mn m2, m3, s’in­
contrano in generale in mLm2m3 punti (§ 14), ma questo 
numero diventa infinito se le dette superficie passano per 
una medesima curva (7; in tal caso la C comune equivale 
ad un certo numero d’intersezioni, sicché, tenuto conto della 
equivalenza di (7, può dirsi ancora che il numero 
delle intersezioni viene sempre conservato. Il calcolo della 
accennata formula d’equivalenza costituisce un nuovo pro­
blema numerativo che esamineremo fra poco. Qui vogliamo 
ancora indicare la seguente avvertenza:

3) Se un‘ problema, generalmente determinato, com­
porta — in un caso particolare — infinite soluzioni formanti 
una varietà continua F, l’ equivalenza di F  è sempre un 
numero positivo quando il caso particolare si presenti come 
limite del caso generale in cui si lia un numero finito di 
soluzioni (esistendo, fuori di F, n — m <T n soluzioni isolate 
limiti di una parte di quelle del caso generale). Ma per un 
problema generalmente determinato ove entrano parametri 
e caratteri variabili in modo discreto, può aversi in un caso 
particolare una infinità di soluzioni equivalente ad un numero 
negativo. Anzi, se la formula che dà il numero delle soluzioni 
d’un problema porge in qualche caso un numero negativo, si 
conclude che in codesto caso (anziché nessuna) vi sono infinite 
soluzioni, la cui varietà ha appunto un’equivalenza negativa.

Questa conclusione si giustifica ogniqualvolta la formula 
che dà il numero cercato sia dedotta nella sola ipotesi che 
questo numero sia finito (o nullo). Trattandosi di un numero 
essenzialmente positivo, la circostanza che la formula dia un 
numero negativo costituisce un assurdo, che si risolve rico­
noscendo infondata l’ipotesi, del numero finito di soluzioni, 
da cui si è partiti.

Un semplice esempio di equivalenza negativa vien porto 
dal problema di determinare il numero delle trisecanti di 
una curva C dello spazio che incontrano una retta generica 
(grado della rigata delle trisecanti). Per una curva d’ordine n
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con (l punti doppi apparenti, il detto numero vale

Ora questo numero diventa negativo per w =  3 ,  d =  0> 
cioè per le cubiche C prive di punti doppi apparenti, - risul­
tando allora N =  — 1. Oiò significa che per una tale 0  esi­
stono infinite trisecanti incidenti ad una retta, ossia che le 
trisecanti di C non formano più una varietà oo1 ma °o2- 
il che porta di conseguenza che la C sia una curva piana. 
Infatti una cubica senza punti doppi apparenti è piana e 
tutte le cnd2 rette del suo piano sono sue trisecanti.

Un secondo esempio viene offerto dalle curve gobbe in 
cui il genere \) è abbastanza elevato rispetto all’ordine ny 
cioè il numero d dei punti doppi apparenti è abbastanza 
piccolo, così da rendere negativo il numero delle quadrise­
canti:

- d(d 4c.ii -4—11) — ìi{)i — 2)(u — 3)(a — 13) ;

allora la curva possiede una serie di infinite quadrisecanti 
(o una serie di rette v-secanti con v >  4) che formano una 
rigata (multipla per v> 4). Per esempio si consideri la curva, (7, 
d’ ordine n =  8, intersezione completa d’una quadrica Q e 
d’una superficie, U, del 4° ordine; si ha, per la (7, d — 12, 
giacché la proiezione piana di C da un punto di Ç possiede 
due punti quadrupli equivalenti a 6-1-6 =  12 punti doppi; 
quindi la formula delle quadrisecanti dà il numero

\  12(12 -  4 • 8 -+- 11) — — 8  • 6  • 5  • (— 5) =  — 4.

A tale circostanza risponde il fatto che esistono due 
serie <>ol di quadrisecanti la (7, costituenti le due schiere di 
generatrici della quadrica Q: ciascuna schiera ha l’equiva­
lenza — 2.

Vediamo ora come la determinazione dell’equivalenza 
d’una infinità di soluzioni dia luogo ad un nuovo problema 
numerativo, che possiamo sciogliere nel caso — in qualche 
modo tipico — dove si tratta .delle intersezioni di tre super-
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lì ci e passanti per mia curva C. Designando con mì, ))/.,, m3, 
gli ordini di tre superficie F ir F2, F3, passanti (semplice- 
niente) per G, e con n e d l’ordine e il numero dei punti 
doppi apparenti della C (supposta priva di punti doppi effet­
tivi), il numero delle intersezioni di F l , F2, F.,, fuori di O, 
verrà espresso da una funzione

/()»„  m,,, vi,; n, d),

giacché verificheremo che dipende in fatto da questi soli 
elementi, e l'equivalenza della curva G rispetto alle intersezioni 
delle tre superficie verrà data da

mn m2, m3—f{vin ?a2, wi3; a, d) .

Per calcolare la funzione / ,  da cui dipende la formula 
d’ equivalenza, conviene usare il principio della conservazione 
del numero, considerando il caso di una F  d’ordine ì)i3 +  l ,  
che degeneri in un piano a, aifatto generico, ed in una super­
ficie F3, d’ordine m3, passante per G. Poiché le superficie Fl9F29 
hanno — fuori di G — una intersezione d’ordine mim2 — n9 
che viene incontrata dal piano cc in mlm2 — n punti, si deduce:

/(m-4, m2, wi3- |- l ;  n, d ) = f ( m i9 w2, m3- a, d)-\-mlm2 — n.

Questa relazione, in cui è lecito permutare ml9 m21 m31 
porge un sistema di equazioni funzionali capace di determi­
nare / .  A tale scopo, anziché ricorrere ad una integrazione, 
basta esprimere/(wq, m2, m3; a, d) per mezzo di /(a ,a , a; a, rf), 
quest’ultimo numero potendosi calcolare direttamente, come 
vedremo.

Infatti, applicando ripetutamente l’equazione precedente, 
avremo:

,f\mn m2, m3; a, d) =  f (m i9 at2, a; a, d ) ( m 3 — aXa^ai, — n) ; 

e quindi

f{mn m21 a; a, d ) = f ( m i9 a, a; a, d) d- (m2 — n)(mtn — a), 
f(ml9 n, n ; a, d ) = f ( n 9 a, a; a, rf) +  (mA — a)(a2 — a), 

sicché

/(wii, ai2, m3; a, d ) = f ( n 9 a, a; a, rf)-f-wi1wì2?a3—■alìHj +  wi-sH-wQ d-3a2 — a8
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Per determinare /(a-, a, n; n, d) si considereranno i coni 
proiettanti la curva C da tre punti generici P n P2, P3. 
I coni P L(C) e P 2{C) s’intersecano, fuori di (7, secondo una 
curva K  d’ordine n(n— 1), che ha comuni con G un certo 
numero x di punti; il cono P3{C) sega Kiu n2(n— 1) punti i 
quali — tolte le x intersezioni di O e K  — danno n2(n— 1) — x 
punti comuni a P^P), P2{C) e P 3((7), fuori di (7. Così resta 
soltanto da calcolare x.

Per trovare i punti comuni a O e K  si consideri un 
piano variabile tt, passante per P i e P2, e le sue intersezioni 
A lA2....An con la curva C ; le rette P lAì e P2At si segano, 
fuori dei punti A x in n(n — 1) punti B LBz....Bn(n-i } apparte­
nenti a K. Ora si vede che qualche punto A viene a coincidere 
con qualche punto B  quando il piano n sia tangente alla 
curva cp oppure quando contenga una corda di C passante 
per Pi o per P 2. Precisamente, ad un piano n tangente a C 
risponde un punto comune (ove non si ha contatto essendo P i 
e P, generici), ed invece a un piano k che contenga una 
corda per P 1 (o per P2) rispondono due punti comuni a C 
e 7T, cioè i due punti di appoggio della corda.

Si deduce (cfr. § 18)

x = 2n +  2p — 2 -f- 4:d = n(n 1 ) -J- 2d .

Pertanto si conclude:

/(v?, n, a; a, d) =  n(n — l)2 — 2(1,
e quindi

f {mn a/2, ?a3; a, d) =  n(n -h2d +  mLm2in3~-n(m

così V equivalenza della curva C, rispetto alle intersezioni di 
tre superficie (V ordini mn a?2, m3, passanti per essa, vale

n ( m L +  m 2 - } -  m :i —  n  —  1  ) d -  2 d  .

4G. Cenno sul problema degli spazi secanti e sul calcolo 
simbolico dello Schubert. — Lo sviluppo della geometria nu- 
merativa, specialmente nelle ricerche più recenti che si riat­
taccano a S c h u b e r t , ha messo in evidenza un problema 
fondamentale concernente le ligure elementari degli iperspazi, 
a cui molte determinazioni di numero si lasciano ricondurre.
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Tale è il problema degli spazi secanti, dove trova impiego 
un simbolismo introdotto da H a l p h e n  (1873) e svolto siste­
maticamente da S c h u b e r t  a partirò dal 1874 (*).

Sappiamo che nell’ordinaria geometria proiettiva dello 
spazio a tre dimensioni occorre la considerazione delle forme 
fondamentali di punti, piani e rette, cioè delle seguenti:

1) forme fondamentali di punti: retta punteggiata, 
piano punteggiato, spazio punteggiato;

2) forme fondamentali di piani; fascio di piani, stella 
di piani, e spazio di piani;

3) forme fondamentali di rette: fascio di rette (passanti 
per un punto e giacenti in un piano), stella di rette, piano 
rigato, complesso di rette incidenti ad una retta data, e 
spazio rigato (totalità delle rette).

Ora codeste forme si lasciano generalizzare come segue. 
Si designi in generale con | r | lo spazio lineare di r dimen­
sioni, e si consideri una serie di spazi | a01 | ai | .... | ar |, dove 
0 <  a0 <  aL.... <  ar , e tali che ciascun | at | appartenga allo 
l^+J-che segue; chiamasi forma fondamentale di spazi | r |,  
il sistema degli \r\ che hanno comune con |«0|. un punto, 
con | aL \ una retta,.... e che giacciono nello \ar [. La condi­
zione (caratteristica), imposta ad un \ r \  di Sn, di appartenere 
al detto sistema verrà indicata con (a0 .... ar) ; essa è di
dimensione :

(r +  l)ii — — ■—- [) — , (*)

cioè equivale a tante equazioni indipendenti fra le coordinate 
degli \ r |. Cosi per esempio la condizione imposta a una retta 
dello spazio ordinario che debba appartenere ad un fascio si 
designa con (02), e la condizione perchè un punto giaccia in 
un piano si lascia designare col simbolo analogo (12), dove 
la condizione d’incidenza relativa ad una retta («c =  l) gia­
cente nel piano (ai =  2), è una conseguenza della condizione 
imposta alla retta di giacere in codesto piano, ma viene qui 
aggiunta per dare al simbolo la forma tipica che sopra 
abbiamo indicata.

(0 « Kalkül der abzjililenden Geometrie ». Lipsia 1879: Mittheilungen 
der Math. Gesellscliaft in Hamburg Bd. 1 (1886).

(2) Cfr. per es. B e r t i n i  « Introduzione... », pag. 40.
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II problema degli spazi secanti consiste nel contare gli |r | 
che appartengono simultaneamente a più forme fondamentali 
assegnate, nell’ipotesi che le dimensioni di queste sieno tali 
da determinare un numero finito di soluzioni del problema* 
Ora, conformente all’ uso della logica matematica, s’intro­
durranno il prodotto e la somma di due condizioni analoghe: 
il prodotto (a0aL....ar)(bQbl ....br) indicherà che allo \ r \  sono 
imposte simultaneamente le condizioni

(a0al ....ar) e ;
invece la somma

(aQa,....ar) -h(b0b,....br)

indicherà che lo |r |  deve soddisfare all’ima o all’altra delle 
due condizioni.

Ciò posto, la risoluzione del problema degli spazi secanti 
si riduce a: esprimere un prodotto simbolico di due condizioni 
caratteristiche per mezzo di una somma di condizioni analoghe. 
Vediamo di spiegare la possibilità e il significato di tale 
riduzione riferendoci a qualche esempio.

Si tratti anzitutto di contare le rette dello spazio ordi­
nario che sono incidenti a quattro rette date. Qui occorre 
calcolare il prodotto di quattro condizioni uguali: (13)4. A tale 
scopo osserveremo che, quando due delle rette direttrici diven­
tano incidenti fra loro, la condizione (13)2 si decompone nella 
somma di due altre, giacché il sistema delle rette incidenti 
alle dette due direttrici si riduce ad una stella 'più un piano 
rigato; così scriveremo

(13)2 =  (03)-H12).
Pertanto avremo

( 13)4 =  Î (03) -I- ( 12) (2 =  (03)2 +  2(03)(12) +  0 2)8;
ora

• (03)2 =  (12)*=(0.1) =  1

(03)(12) =  0,

in quanto vi è una retta, determinata dalla condizione (01), 
comune a due stelle o a due piani, ed invece non vi è in 
generale alcuna retta comune ad una stella e ad un piano. 
Si deduce che il numero delle rette incidenti a quattro diret­
trici date vale

(13)4 =  2.
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Un altro esempio ci è offerto dal computo delle rette 
dello spazio a 4 dimensioni clie sono incidenti a 6 piani dati. 
Qui si tratta di ridurre ad una somma di condizioni caratte­
ristiche la sesta potenza

(24)®.

Ora la condizione (24)2 si risolve nella somma di due condi­
zioni, facendo divenire i due piani incidenti, cioè aventi una 
retta comune:

(24)2 =  (14) -+■ (23).
Quindi avremo

(24)3 =  (24) j(14) -1- (23) ( =(24)(14) +  (24)(23).

Ma la condizione perchè una retta sia incidente ad un piano 
e ad una retta si scinde in due altre, quando la retta e il 
piano divengono incidenti, così come è espresso dalla ugua­
glianza simbolica:

Similmente si ha 

e perciò:

Quindi si troverà

(24)(14) =  (04) -f- (13).

(24X23) =  (13); 

(24)3 =  2(13) -+- (04).

(24)B =±= 4(13).* 4- 4(13)(04) 4- (04)s ;
ma

(13)8 =  (01) =  1,

(13)(04) =  0

(04)*=(01) =  1,
sicché si conclude

(24)6 =  5 :

vi sono Ô rette di Si incidenti a 6 piani dati e così dualmente 
5 piani incidenti a 6 rette (cfr. L. 2°, § 6).

I problemi che precedono offrono esempio d’ un fatto 
generale : qualunque condizione algebrica imposta ad un | r \ 
si riduce sempre ad una somma di condizioni caratteristiche, 
per il che basta risolvere in tal modo ogni prodotto di con­
dizioni caratteristiche. La possibilità di tale risoluzione costi­
tuisce un resultato fondamentale dovuto allo Schubert, che 
vi pervenne nella citata memoria del 1886; la effettiva tra­
sformazione dei prodotti in somme, e quindi la risoluzione
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del problema degli spazi secanti, si può ormai effettuare in 
tutti i casi grazie ai lavori di S c h u b e r t  (4), Oa steln u o v o  (2), 
P ie r i  (3) e G ia m b e l l i  (4).

Alle notizie che precedono aggiungeremo l’osservazione 
esplicita che le più diverse condizioni algebriche possono 
venire espresse mediante condizioni caratteristiche, ricorrendo 
al metodo di degenerazione.

Si tratti per esempio di esprimere la condizione perchè 
una retta dello spazio ordinario tocchi una superficie d’ordine n. 
Facciamo degenerare la superficie in n piani : il sistema delle

rette tangenti si ridurrà all’ insieme degli Û U ■—— complessi

lineari speciali formati dalle rette incidenti alle mutue inter­
sezioni dei nominati piani, ciascun complesso dovendosi con­
tare due volte, come si contano le rette per un punto doppio 
nell’inviluppo d’una curva piana.

Ciò posto, la condizione di contatto di una retta con una 
superficie d’ordine n potrà venire designata con

(x) — n(n — 1)(13).

Pertanto si dedurrà che il numero delle rette tangenti 
a tre superficie degli ordini n, m, _p, q vale

(xY =  nmpq(n — 1 )(m — 1 )Q> — 1 )(q — 1)(13)4 =

=  2 nmpq{n — 1 )(m — 1 )(p — l)(q — 1).

Un altro esempio viene offerto dal problema delle trise­
canti e quadrisecanti delle curve gobbe: la trattazione di 
questo problema col metodo di degenerazione, che abbiamo 
spiegato nel § 43, si lascia tradurre facilmente col simbolismo 
di Schubert. Diventa quindi possibile l’estensione al caso 
in cui si tratti di determinare in generale gii spazi plurise- 
canti ad una curva data in un iperspazio. Questo problema

(1) Acta mathematica, t. 8, 1886.
(2) Rendiconti della Acc. dei Lincei, 1889.
(3) Tre note nei Rendiconti dell’Istituto Lombardo, 1893, 1891, 1895.
(4) Memorie dell’Accademia di Torino, 1902.
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g e n e r a le  è  s t a t o  t r a t t a t o  d a  O a s t e l n u o v o , T a n t u r r i , S e v e r i  
e  G i a m b e l l i  ( a), e c c .

47. Il principio di conservazione del numero e la critica 
contemporanea. — Le molteplici applicazioni e conferme di 
diverso ordine attestano ampiamente la fecondità del prin­
cipio di conservazione del numero, porgendone in qualche 
modo una dimostrazione sperimentale, a posteriori. Ma, secondo 
l’esigenza razionale della costruzione matematica, occorre 
accertare il suo valore a priori, che solo può garantirci contro 
il dubbio di possibili errori.

Ora la dimostrazione razionale del principio di conserva­
zione del numero è fondata sulla continuità delle relazioni 
algebriche, in quella misura in cui si è certi che le soluzioni 
del problema particolare, a cui ci riferiamo per determinare 
il « numero » cercato, sono soltanto le soluzioni-limiti del 
problema generale. Il che può venire accertato nei vari casi 
da un’ analisi appropriata, ma lascia sussistere un dubbio 
quanto all’applicazione generale del principio.

Del qual dubbio si fece autorevole interprete lo H i l b e r t  
in una Conferenza « sur les problèmes futurs des mathéma­
tiques » tenuta nel Congresso matematico di Parigi del 1900. 
E non tardarono le critiche di S t u d y  e di K o h n  (1903) 
che, adducendo esempi di eccezione, sollevarono gran rumore 
fra i geometri, specialmente nel Congresso di Heidelberg 
del 1904.

Qui conviene osservare che, per diversi motivi, i nostri 
ambienti scientifici appaiono assai disposti ad ingrandire il 
peso dei dubbi o delle difficoltà che si sollevino contro qualche 
acquisto o metodo, allorquando una critica negativa viene 
presentata da qualche uomo autorevole senza approfondire i 
motivi che, spiegando il dubbio o l’eccezione, dovrebbero 
illuminare l’aspetto positivo della questione. Per fortuna in 
questo caso — come in altri — i dubbi non fermarono l’opera 
di progresso della geometria numerati va; uno dei massimi 
cultori di questa, lo Z e u t h e n , si limitò a rispondere che il 
principio di conservazione del numero va adoperato bene, cioè

(9 Cfr., anche per la bibliografia, la memoria di Gia m b e l l i pubbli­
cata dall’Accademia di Torino nel 1908. Tuttavia si consiglia di iniziare 
la lettura di queste ricerche cominciando da quelle meno generali.
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colle cautele note a chi è avvezzo ad adoperarlo, le quali 
non consentirebbero ad alcuno di cadere — per errore — nei 
casi d’eccezione segnalati dalla critica.

Troviamo qui il concetto aristocratico della scienza, proprio 
di coloro che, fidandosi ad un’alta intuizione, aprono le vie del 
progresso; ma di fronte a quello la storia mostra il continuo 
affermarsi della tendenza democratica che, traducendo V intui­
zione dello scopritore in termini logici, vuol dare a tutti il 
mezzo di riconoscere ed appurare la verità. .

In questo caso bastava approfondire l’esame delle stesse 
eccezioni sollevate dai critici, per rispondere ad ogni dubbio 
e porre il principio della conservazione del numero-sopra una 
base rigorosa. Il che è stato fatto dal S e v e r i  (1912) in una 
memoria « Sul principio della conservazione del numero » O), 
ove si trova anche un cenno dei tentativi precedenti.

Esaminiamo dunque le eccezioni addotte da K o h n  e da 
S t u d y . Era queste troviamo anzitutto delle eccezioni irrile­
vanti, relative a casi in cui il problema proposto si traduce 
con di seguaglianze anziché con equazioni algebriche.

Così il K o h n  osserva che il numero delle rette incidenti 
ad una quaterna di rette in 4 punti distinti, si abbassa 
da 2 ad 1 quando due rette della quaterna s’ incontrino: 
infatti in tal caso una delle due soluzioni del problema 
generale ha per limite la retta che passa per il punto d’in­
contro e s’appoggia alle altre due della quaterna. Però la 
condizione che esclude la coincidenza di due punti in un 
dato gruppo, non si esprime con un’ equazione algebrica ma 
con una diseguaglianza.

Similmente lo S t u d y  considera le intersezioni di due 
cubiche gobbe, CL e <72, tracciate sopra un medesimo cono 
quadrico il cui vertice 0 è comune ad esse; vi sono in gene­
rale 4 punti comuni a CL.e-C2 fuori di 0; ebbene, quando 
si faccia degenerare Ci in tre generatrici del cono per 0, il 
numero delle intersezioni di CL e C2 fuori di 0  si riduce a 3! 
Ma è* facile riconoscere che ciò avviene perchè uno dei 4 punti 
del caso generale si avvicina indefinitamente ad 0 nella dire­
zione della tangente a C2. E già — a priori — può dirsi che 
la condizione imposta ai 4 punti di essere fuori di 0, stret­
tamente intesa, si traduce con una diseguaglianza; nel, senso

( l) Rendic. del Circolo Matematico di Palermo, t. 33, (10 Marzo).
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'largo che le si conferisce di solito, codesta condizione viene 
espressa dall’ equazione che si ottiene cercando i punti comuni 
a Gi e C2 e liberandosi (una volta) del fattore corrispondente 
al punto fisso comune 0; ma in tal caso non si esclude che 
« per certe particolarizzazioni qualcuno dei 4 punti cercati, 
fuori di 0, venga a sovrapporsi ad 0  ».

Maggior valore hanno le eccezioni seguenti.
Si consideri, nello spazio ordinario, un luogo V costituito 

dall’ insieme di una superficie /  d’ordine n e di una curva 
G\ V = f  +  C. Una retta generica, ha con V spunti comuni, 
che sono le sue intersezioni con / ;  ma, se la retta viene ad 
incontrare la curva (7, il numero dei punti che essa ha comuni 
con T  diviene n -f- 1.

Un’altra eccezione costituisce l’esempio più celebre addotto 
nella critica dello St u d y : il numero delie proiettività che 
lasciano invariata una quaterna di punti sopra la retta è in 
generale 4 (compresa l’identità), ma esso diventa rispettiva­
mente 8 e 12 nei casi armonico ed equianarmonico. Ora questo 
caso si lascia ridurre allo stesso tipo- della eccezione prece­
dente. Per il che. giova esaminare la questione in tutta la 
sua generalità.

Per precisare in generale le condizioni di validità del 
principio della conservazione del numero, giova riferirsi al 
significato algebrico del principio stesso, svolgendo le consi­
derazioni che seguono.

Pongasi che per un ente T, dipendente da certi para­
metri, si abbia in generale un numero finito n di soluzioni 
di un dato problema algebrico. Supporremo dapprima per 
semplicità che gli enti T si possano rappresentare coi punti 
di uno spazio lineare ad r dimensioni Sr =  (xLx2....xr) cioè 
che essi dipendano univocamente da r  parametri indipendenti. 
La nostra ipotesi porta che, per un punto generico (x) di Sr , 
esista un numero finito di soluzioni di un problema algebrico 
in cui le %i figurano come parametri; codeste soluzioni cor­
risponderanno ai valori di certe quantità yL....ys, radici di un 
sistema di equazioni

I) /<(*!— «r, ì l i - -y*) =  0;

così il sistema 1) ammetterà in generale un numero finito 
n. >  0 di soluzioni (yi ....ys). Ove si consideri lo spazio ad r-+-s



820 LIBRO TERZO

dimensioni 8r+.s — (xl ..:Xr , y L....ys)̂  si lia dentro questo una 
varietà V rappresentata dal sistema 1), la quale interseca 
in n punti lo spazio lineare generico 8S rappresentato dalle 
equazioni

xL =  cost.....xr =  cost. :

questo è il significato della ipotesi precedente'.
Ora il principio della conservazione del numero afferma 

che, per ogni posizione particolare di 8S, la V avrà con 8S 
n intersezioni, tranne il caso che abbia con essa a comune 
una curva o superficie ecc. Questa affermazione è stata già 
giustificata nel caso che la V sia una varietà irriducibile di 
dimensione r nello 8r+s (cfr. § 14, pag. 102). La stessa affer­
mazione continua a sussistere anche nel caso che la V si 
spezzi in più varietà irriducibili, ugualmente di dimensione r. 
Ma si ha invece una eccezione essenziale al principio se la V 
sia composta di varietà di dimensione diversa, cioè contenga, 
insieme a parti di dimensione r, anche parti costituenti varietà 
con un numero minore di dimensioni, le (piali non hanno in 
generale alcuna intersezione con un 8S.

Il ragionamento svolto si estende ora al caso che gli 
enti T non siano più suscettibili di essere rappresentati dai 
punti di uno spazio lineare 8r, ma costituiscano una varietà 
algebrica a r dimensioni, Wri entro un 8r+t =  (xl ....xr+ t), la 
(piale sarà rappresentata da un sistema di p > t  equazioni

2) <5pft(æ 1. . . .æ , .+ t )  =  0 .

Infatti questo caso si riconduce al precedente ove si consi­
deri, nello (Sr+J+t=? (xì ....av_M;, ih-—ys\  la varietà V di dimen­
sione r rappresentata dal sistema di equazioni

/< =  0, ?h =  0;

se la Wr di 8r+t era di ordine w, accade ora che la nomi­
nata V sia intersecata da un 8s+t â  =  cost. (i =  I, 2 ....r) 
di 8r+s+t in nm punti, essendo n il numero delle soluzioni y 
fornite dal sistema 1) in corrispondenza ad ogni punto x 
di Wr - Questo numero d’ intersezioni rimane costante al 
variare di 8s+t se hi V è una .varietà irriducibile di dimen­
sione r o consta di parti della stessa dimensione; si ha 
un’eccezione essenziale se la V contiene una parte di dimen­
sione inferiore.
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In conclusione potremo riassumere la nostra critica di­
cen d o:il principio della conservazione del numero sussiste per 
condizioni algebriche irriducibili o per condizioni equivalenti 
alla somma di condizioni irriducibili della stessa dimensione ; 
fa  eccezione il caso in cui la condizione imposta si scinda nella 
somma di condizioni di dimensioni differenti, nel qual caso 
non si può nemmeno dire che la condizione di cui si tratta 
abbia una dimensione (cfr. L. 1°, § 23, Vol. I, pag. 138).

Al lume del resultato generale ottenuto riprendiamo 
l’esempio di Study relativo al numero delle proiettività che 
lasciano invariata una quaterna di punti sopra la retta.

Accade qui che, esprimendo le condizioni j)erchè una 
proiettività, non identica, lasci ferma una quaterna di punti <?4, 
si trova che questa non è irriducibile, ma si scinde nella somma 
delle seguenti condizioni irriducibili:

a) Condizione affinché una proiettività sia involutoria 
e lasci fissa una quaterna, permutandone tutti i punti.

3) Condizione affinchè una proiettività sia involutoria 
e lasci fissa una quaterna permutandone due soli punti.

y) Condizione affinchè una proiettività sia ciclica del 
terz’ordine e lasci invariata una quaterna.

o) Condizione affinchè una proiettività sia ciclica del 
quart’ordine e lasci invariata una quaterna.

Ebbene la condizione a, equivalente a fissare che una 
proiettività sia involutoria e possegga due coppie di punti 
coniugati è di dimensione 3, sicché data una quaterna vi è 
in generale un numero finito di proiettività che la soddisfano. 
Invece le condizioni i8, y?  ̂ sono di dimensione 4, sicché nella 
varietà delle proiettività sulla retta non se ne trova alcuna 
che soddisfi a una delle condizioni suddette rispetto ad una 
quaterna scelta in modo generico: la particolarizzazione proiet­
tiva della quaterna conduce così a trovare un maggior numero 
di proiettività che la lasciano invariata.

Osservazione. Al termine della sua citata memoria, Severi 
fa rilevare che nel problema degli spazi secanti si tratta sempre 
di condizioni di ugual dimensione, e così il resultato della 
critica è pienamente rassicurante quanto all’uso del principio 
di conservazione del numero e del calcolo simbolico, in questo 
campo di ricerche.

F. ENRIQUES - I I . 21



LIBRO QUARTO

LE SINGOLARITÀ  
DELLE CURVE ALGEBRICHE



La teoria generale delle singolarità costituisce un argo­
mento d’ importanza capitale per la scienza delle curve e 
delle funzioni algebriche. Un primo resultato di codesta teoria 
consiste nella possibilità di trasformare una curva dotata di 
singolarità qualunque in un’altra dotata soltanto di singola­
rità ordinarie o più semplicemente di nodi, riuscendo così a 
eliminare, in un vasto ordine di questioni, la considerazione 
diretta di singolarità superiori. Ma sarebbe in errore chi cre­
desse che codesto resultato possa tener luogo, a tutti gli 
effetti, di uno studio diretto dei punti singolari, giacché tale 
studio s’impone in numerosi problemi, dove appunto la pre­
senza di singolarità rende ragione di paradossi e di eccezioni, 
ed un’ analisi approfondita di quelle porge il mezzo di sco­
prire nuove e più riposte verità.

La trattazione contenuta in questo libro vuole mettere 
in luce tre aspetti essenziali della dottrina: un aspetto aritme­
tico che si manifesta nello studio dei rami fondato sopra gli 
sviluppi in serie di P u i s e u x  (O ap . I ) ;  un aspetto più pro­
priamente geometrico, in rapporto colla teoria basata sulle 
trasformazioni quadratiche (Oap. II); e finalmente l’aspetto 
del Calcolo differenziale, a cui si riferisce il Oap. III.

Una breve Appendice tende a completare lo studio 
delle singolarità delle curve piane, a cui si limitano gli 
sviluppi dei tre capitoli anzidetti, accennando ai problemi 
che sorgono dalla considerazione delle curve gobbe e delle 
superfìcie.

Uno studio così approfondito da diversi punti di vista 
pare necessario per guadagnare quella intima conoscenza 
delle singolarità che, come abbiamo detto, è richiesta nelle
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ricerche elevate. Ma al principiante conviene additare un 
programma più limitato.

A tale scopo proponiamo di seguire il seguente ordine, 
cui si collega una esperienza d’insegnamento:

1) t e o r e m a  d i P u i s e u x  s u g l i  s v i lu p p i  in  s e r i e ;
2) caso dei rami lineari, definizione in questo caso dei 

punti multipli infinitamente vicini, esempio dei punti doppi 
successivi ;

3) d e c o m p o s iz io n e  d e l l e  s in g o la r i t à  m e d ia n t e  t r a s f o r ­
m a z io n i  q u a d r a t ic h e  e  t e o r e m a  d i N o t i i e r .

Questo programma limitato risponde al concetto d’indi­
care, mediante l’esame dei casi e delle questioni più sem­
plici, i criteri direttivi che valgono ad orientare nella dottrina, 
ed in special modo a illustrare in più sensi l’effettiva esistenza 
dei punti infinitamente vicini, che di essa costituisce il prin­
cipale acquisto.

Per chi desideri approfondire la teoria delle singolarità, 
segnatamente nei riguardi del Calcolo infinitesimale, appren­
dendo il significato e la forma delle condizioni differenziali 
che caratterizzano i nominati punti infinitamente vicini, vale 
l’avvertenza che il terzo Capitolo di questo libro può essere 
riattaccato immediatamente al primo, sebbene gii sviluppi 
del Cap. II sulle singolarità-limiti ne costituiscano un ante­
cedente storico atto a chiarirne il criterio direttivo.

Nella nostra esposizione concetti e resultati nuovi tro­
varsi fusi e coordinati con ricerche classiche; per la com­
prensione storica dell’argomento rimandiamo alla Notizia che 
chiude il Cap. III.



Capitolo I

Le singolarità e gli sviluppi in serie di Puiseux.

1. Sviluppi di Puiseux: separazione dei rami. — Si con­
sideri la funzione algebrica y(x) definita dall’ equazione d’or­
dine a. in y

f(xy) =  0-.

In un punto generico x0, del piano complesso x9 si hanno 
n valori distinti della y \  y™y®\"*yn*\ Ciò essendo, si può 
anche descrivere un cerchio <7, di centro x09 per modo che in 
esso non cada alcun punto critico, radice del discriminante 
della funzione y{x). Allora ad ogni x entro G corrisponderanno 

valori distinti e ben determinati della y : y.Ly.2»:.yn9 riattac- 
cantisi per continuità a y L{Q)y2w -—yni0). I suddetti valori costi­
tuiscono, entro (7, n funzioni analitiche distinte, rappresentabili 
mediante serie di potenze di x — x0.

Pongasi ora che x0 sia un punto singolare critico per la 
funzione algebrica, corrispondendo ad un punto 0  multiplo per 
la curva f(xy) =  0, o ad un punto di contatto di una tangente 
y =  cost. In questo caso .alcuni fra i valori 2/i(0)ÿ3(0) ....ÿ??(0) 
coincidono fra loro; possiamo supporre che (il punto 0  essendo 
collocato nell’ origine delle coordinate x7 y) sia x0 =  0, e si 
abbiano più valori y /0) coincidenti in y =  0.

Descriviamo attorno al punto 0, nel piano della variabile 
complessa x9 un cerchio O così piccolo da escludere qual­
siasi altro j)unto critico della funzione y(x). Allora ad un 
punto x di (7, fuori di 0, corrispondono sempre n valori 
distinti di y(x): Facciamo muovere un tal punto x9
entro (7, descrivendo una linea continua /, che non passi per 0. 
Per ogni punto di questa linea vengono definiti n valori 
yL{x)y-2(x)-—ynx), che si riattaccano senza ambiguità — come 
prolungamento analitico — ad ?71ÿ2....ÿw* Se in particolare
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la linea l compie un giro attorno ad æ =  0, ritornando al 
puntò di partenza, resteranno definiti in questo n valori

ÿiLÿi2--ÿ in’

clie — a j>arte l’ ordine — riprodurranno nel loro insieme il 
gruppo di valori

V i  ÿ i — ÿ n -

Dunque un giro della variabile x attorno, ad x =  0 produce 
una sostituzione sugli n valori corrispondenti di y{x)\ 2/ì2/2••••?/?>• 

Questa (come ogni altra) sostituzione si decomporrà in 
sostituzioni cicliche del tipo:

ed è chiaro che la natura di tali sostituzioni dipende soltanto 
dalla natura del punto singolare a =  0 e non dalla scelta del 
punto x con cui s’inizia il giro entro C. Se il giro attorno 
ad x =  0 produce h sostituzioni cicliche

( ? / , ? / , (?/v+,

la funzione algebrica y(x\ considerata nell’ intorno di # =  (), 
si decompone in li funzioni polidrome irriducibili che costi­
tuiscono h rami- della curva. Alcuni di questi rami saranno 
— nelle ipotesi fatte — funzioni y^x) che si annullano per x =  0, 
cioè rami nell’intorno dell’origine 0  (cfr. L. 1°, § 11), altri 
assumeranno valori diversi.

Consideriamo un ciclo (V ordine v:

y t =  0 per x — 0.

la funzione y {(x) (i =  l, 2....v), definita come funzione a v 
valori nell’intorno di x — 0, diviene una funzione y t(t); dico 
che qnest’ultima funzione è regolare (ad un valore) nell’intorno 
di t — 0.

dove

Posto
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Infatti l’argomento di æ =  tv è v volte l’argomento di t, 
sicché se a partire da un certo valore tL di t, prossimo allo 
zero, si fa compiere a t un giro intorno a t =  0, x compie v giri 
intorno ad x =  0, di guisa che ciascun y t, subendo la sostitu­
zione identica (?/t2/2_2/v)v> ritorna in se stesso. e. d. d.

Conviene osservare che l’enunciato precedente è d’ac­
cordo col fatto che la funzione

i
t  =  x >

27zi (v—1)2*1
t.3 =  t Le'' V - tv =  t l e v

nell’intorno di x  —- 0, e questi valori si permutano per un 
giro attorno al detto punto secondo la sostituzione ciclica

■ (f, *v)-

Si deduce che il ramo della funzione algebrica y(x), cor­
rispondente al ciclo (y, 2 / » si può rappresentare svilup-

i
pando y in v serie di potenze per t =  æv:

y =  at q- W -\-

le v serie vengono dedotte l’ ima dall’altra cambiando t in st, 
ove si designi con e una delle radici v-me dell’unità:

4 TU

ciò porta che si passi dall’una all’altra serie moltiplicando 
il coefficiente di V per Per uno stesso valore di t le v serie 
coniugate porgono i valori y ly,....yv d’un medesimo ciclo.

PuiSEUX (1851), a cui appartiene l’analisi precedente, 
concepisce il ramo y(x) come il gruppo delle anzidette v serie 
coniugate, e perciò lo designa col nome di ciclo (usato poi 
anche da H a l p h e n ). Il concetto sintetico dei rami come ele­
menti dell’ente « funzione » y(x), cioè come funzioni anali­
tiche irriducibili nell’intorno dell’origine, è di W e ie r s t r a s s ; 
il nome « rami », già usato per la distinzione delle linee

ha v valori

ti,
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elementari reali incontrantisi nel jmnto singolare, s’ intro­
duce qui con Cayley (!) e Nother.

Sol approfitteremo di questa varietà di denominazioni 
per distinguere l’ ordine v del ciclo, cioè l’ordine di polidromia 
della funzione elementare y(x), e V ordine del ramo, pensato 
come « curva » indipendentemente dalla sua rappresentazione 
analitica, cioè la molteplicità per esso dell’origine 0, che è 
anche il numero delle intersezioni del ramo con una retta 
generica vicina ad 0.

Per un ramo riferito ad assi coordinati in posizione gene­
rica V ordine del ramo e uguale a quello del corrispondente ciclo, 
avendosi lo sviluppo in serie

ì-i--
y =  alx-\~a.2x v + . . . .

con ^^=(=0, che, lier ?/ =  ao;~bi3 con 3 piccolo, dà in gene­
rale v valori di x prossimi allo zero. Ma il detto ramo d’or­
dine v possiede una tangente, che è la retta

y =  aLx,

e, quando si assuma questa retta come asse y , l’ordine del 
ciclo (corrispondente) diventa >  v.

Pongasi che nell’indicato sviluppo manchino alcuni dei 
termini successivi al primo; ove si designino soltanto i tèr­
mini non nulli, si avrà uno sviluppo del tipo

V+v' v-t-v'+v"
1) y =  aLx -f- a2 x v -i- a:ìx v -1-....,
con

^=(=0, .̂2=|=0, =|= 0.....

Allora la tangente y =  aix avrà, col ramo, v -u v' intersezioni, 
ed il ramo stesso si dirà di classe v' (Halphen): se si assume 
come asse y la tangente ad un ramo d? ordine v e di classe v',

d) C a y le y  d istin g u e  «anche i r a m i  p a r z i a l i  che corr ispon dono  a i v fo g li  
d e lla  su perfìc ie  di R iem a n n  d e lla  fu n z io n e  y ( x )  : quando due p u n ti A  e B  

d’un ram o si m uovon o a v v ic in a n d o s i a l l ’ o r ig in e  0  sopra uno stesso  ram o  
parzia le , la  retta  A B  tende a lla  ta n g en te  d e l ram o; in v e ce  se AL e B  s’ a v v i­
c in ano ad 0  sopra ram i p a rz ia li d iv ers i, la  retta  A B  ten d e in  g en era le  
ad una retta  qualunque per 0 .
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V orciine del ciclo diventa v v', cioè il ramo viene rappre­

sentato da una serie precedente per la potenza di x H~'*'. Infatti, 
nell’ipotesi dell’enunciato, si lia nell’intorno del‘punto æ =  0 
una funzione polidroma a v -1- >/ valori y t(x) che si annullano 
tutti per æ =  0, e si tratta di riconoscere che questi formano 
un ciclo irriducibile (yLy>'—yv_,v)* L’irriducibilità si dimostra 
per assurdo, giacché altrimenti cambiando gli assi — per es. 
permutandoli fra loro coll’inversione della serie yt(x) — si 
otterrebbero più rami anziché uno solo.

Più in generale la somma degli ordini dei cicli (?/iy2....?/v) 
per cui yi — 0, cioè 2v, è V ordine d’ infinitesimo della fun­
zione f ( y 0), ossia la molteplicità con cui l’origine figura nel 
gruppo delle intersezioni della curva / con l’asse y. Quest’or­
dine dipende dalla molteplicità del jmnto 0 =  (00) per‘la 
curva f  e dalla posizione degli assi: se gii assi sono in posi­
zione generale, 2v è l’ordine di molteplicità r del punto 0 . 
Invece se l’asse y ha un contatto d’ordine rr colla curva /  
toccando uno o più rami di essa, così da assorbire altre r 
intersezioni, si ha

2v =  r r .

Eicapitoleremo le cose dette enunciando il 
Teorema: Nell’ intorno d’ un punto r-plo qualsiasi ( r > l )  

(collocato nell’origine delle coordinate) una curva f(xy) =  0 
si decompone in un certo numero U <  r di rami, degli ordini 
W —vft, (love

vi ■+■ d- •••• +  v/i =  r ?

i quali, rispetto ad un sistema di assi coordinati generici col-
V origine nel punto, vengono rappresentati da sviluppi in serie

i ì
di potenze delle variabili xvi.

I rami d’ordine '̂  =  1 diconsi anche lineari, e — per 
contrapposto — quando v* >  1 superlineari.

Giova avvertire che per un ramo 1) d’ordine v, e non mi­
nore, i numeri v, v', v"...., cioè gii esponenti a cui viene elevata

i
la x'\ non possono avere tutti un medesimo divisore comune 
p >  1 ; altrimenti lo sviluppo 1) si convertirebbe in una serie

p
procedente per le potenze di xv, sicché la y t{x) ritornerebbe
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in  s e  s t e s s a  d o p o  -  g ir i  a n z ic h é  —  c o m e  s i è  s u p p o s t o  —

do^io v g ir i ,  f a t t i  in t o r n o  a l l ’ o r ig in e  s u l p ia n o  d e l la  v a r ia b i le  

c o m p le s s a  x.
Osservazione. L a  s o s t i t u z io n e  d i P u i s e u x

si può concepire come una trasformazione razionale della 
curva f(xy) =  0 in una curva F(yt) =  0, che ha nell5 origine 
v rami lineari, non tangenti all’asse ?/, in corrispondenza ad 
un ramo d’ordine v della /  orientato in modo generico, (o in 
generale ad un ciclo d’ordine v ) .  Se la f  possiede li  rami 
d’ordine 'qy.,...^, colla sostituzione

ove {i è multiplo di v^....'^ , si otterrà una curva trasfor­
mata F(yt) — 0, dotata soltanto, di rami lineari, e dalla rap­
presentazione analitica di questi si dedurranno le serie di 
P u i s e u x  relative ai rami di / .

Questa osservazione riconduce il calcolo effettivo degli svi­
luppi di P u i s e u x  al calcolo delle serie di T a y l o r  che rispon­
dono ai rami lineari d’ una curva trasformata, di cui tratte­
remo nel § 3 e di nuovo nel Cap. III. Infatti si può assumere 
a priori

ijl — r !,

designando r la molteplicità di 0 per / .
Più avanti (e segnatamente nei Gap. II e III) vedremo 

come si raggiunge l’economia del calcolo, determinando gli 
ordini dei rami V V —'V

*
2. Nota sulla rappresentazione parametrica dei rami, e 

sulle trasformazioni puntuali. — Si consideri un ramo d’or­
dine v, definito mediante la rappresentazione parametrica:

i ,  S '* = * v) A V+V .V-l-V -+-v( y =  t -f- a„ t +  a:] t -f-....
(rtt 4 =o, ((•■> =t=o, 4 =0 ....).

Conserviamo il parametro t e facciamo compiere agli assi x, y
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una rotazione attorno all’origine, ponendo

2) i X  =  alx +  aiy
ì Y = p 4a; +  §2y.

Rispetto alle nuove coordinate, il ramo 1) verrà rappresen­
tato dalle formule

S-xr /  \  V V } V' \X  — (al -\-aì al)t-\-oc2t |« 2t +  a.At +
\ Y =  ([1,-1-(3, d, )£ -|-|32t \u.1t -+- ast -+- .... j ;

ed è notevole die il parametro t compare nelle serie 3) come 
nelle 1) cogli stessi esponenti

V, V v - t - v '  +  v " , . . . . .

In luogo della sostituzione lineare 2), eseguiamo sul piano (æy) 
una qualsiasi trasformazione puntuale elle sia regolare nel- 
]’ origine delle coordinate x =  y — 0, e trasformi questo punto 
nell’origine delle nuove coordinate X = Y  =  0; poniamo 
dunque :

i X  =  -\-<zLlx2 -h2xlìxy -\-x2;ty'2
ì Y =  j31.'c d- p2y -+- (3u3t ■+■ 2[3i2a;y H— P 2 2 .V .....

Il ramo 1) verrà così trasformato in un ramo la cui rap­
presentazione paramedica rientra nel tipo generale seguente :

X  — iq t —l— c.t t ~f— cq t —f- ••

o)
iV-)-/tV/ 1 l')n

i k l  c i k l  *' ^ V i  Cik t  S ih? CiTìJ. t

j  7 ^ ^ i v +  ( U 2V r f 3f + „ „
' .iV+fcv' , v 7 iV+fcv'-f̂ v"V  7 . i v ~t - k v  1 V  7  4-1'1

^ i k  Wik * ^ i h l  ( t i k l  *

in parole:
1/ ramo trasformato di 1) mediante una qualsiasi trasfor­

mazióne puntuale regolare nell9 origine, ammette una rappre­
sentazione parametrica mediante serie procedenti per le potenze 
di t , dove figurano gli esponenti
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Noia. U  ordine del ramo resta invariabilmente v; la classe 
invece può variare, per una trasformazione puntuale non 
proiettiva. Per valutarla si può supporre eseguita una ro­
tazione degli assi X, T  in guisa che si abbia nell’espres­
sione 5)

ct =  0 oppure <$, =  (),

cioè che l’asse Y  (X =  0) o rispettivamente l’asse X  risulti 
tangente al ramo ; supposto p. es. dL - 0, la rappresentazione 
del ramo diverrà del tipo

6) I x = c *Vd- —
( Y = d f + . . . .

con g >■ v (e nel caso concreto g =  2v o g =  v v').
Una rappresentazione paranytrica del tipo 6) (ove g >  v) 

corrisponde ad un ramo d’ ordine v e di classe g — v.

Riprendiamo a considerare il ramo 5) nelle ipotesi più 
generali (assi X, Y  orientati in modo generico).

Codesto ramo può essere rappresentato esprimendo Y  con 
una serie procedente per

i

e la nuova rappresentazione parametrica si riduce alla 5) 
ponendo

7 )  Tv =  O j t V  C st’ V  +  2 , * ^ ^  +  . . . .

(<?,=(= 0, i > l ) .

Siccome - e t sono funzioni algebriche a v valori di X, e 
codesti v valori subiscono la medesima sostituzione circolare 
per un giro attorno ad X = 0 ,  la 7) si lascia ridurre ad una 
sostittisione regolare su x, cioè alla sostituzione di x con una 
serie che procede per le potenze intere di t, a cominciare 
dalla prima.

Se scriviamo

8 ) ?
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la, potenza v-ma della serie rappresentata nel secondo membro, 
dovrà identificarsi colla serie che fornisce l’espressione 7) di xv. 
Ma se Yj =)= 0, nello sviluppo di tv =  X viene a -figurare 
un termine iu Zv+1, il che è impossibile se oltre ad essere v >  1 
si ha anche v '> l .  Dunque da v >  1, v '> l ,  segue intanto 
yt =  0. In modo analogo si dimostra che la sostituzione 8) è 
del tipo :

9)
yt j 1 4- t -+- §3t 4- ....

. y  S .iv+ tv ' I4” ^ik0iht -t-....(,

cioè: la serie che — nel secondo membro — moltiplica t, 
contiene soltanto esponenti

dove
tv —J— 7i,y 4~ 7v d-  ...., 

i > 7 c > Z > . . . . > 0 .

Ora lo sviluppo di y per x =  X v sarà una serie la quale deve 
ridursi alla forma 5) quando si eseguisce sul parametro la 
sostituzione 9). Si deduce che:

II ramo trasformato di 1) per mezzo della trasformazione 
regolare 4), ammette una rappresentazione in serie di Puisenx, 
del tipo :

X  =  x

Y — e 1 x 4- c3t2v -(-....
TT1 'CI £V-4“ &V -I - l y/ f

+  ^ilieihx -dr îM eiklx 4 - .— ,

dove il parametro r figura elevato ad esponenti

tv +  li'/ 4- l')" 4- ....

( i > l ,  e i > l i > l >  .... >  0).

Ora l’espressione
ÏV-f Tcs/

11) r  =  6'[X +  CjI 4~ .... 4 - v 4~ ....

( i > l ,  t> 7 c >  .. .> 0 ) ,

costituirà lo sviluppo di Puisenx trasformato di 1) nelle coor­
dinate X, Y. Quindi si può dire che: Dato tino sviluppo
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(U Puise,UX
v-l-'/ v+v'+v"

y =  aLx 4- ao • x v 4-  • a; v 4- . . . . ,

i numeri v, v', v"...., che figurano negli esponenti della serie. 
presi come moduli, definiscono un corpo di numeri interi e 
positivi

iv 4- /l’v 4- h  4- •••• j
che è invariante rispetto ad ogni trasformazione puntuale 
regolare su x, y.

Osservazione. È lecito considerare la formula 11) come 
espressione generalizzata del ramo 1), rispetto ad una qual­
siasi trasformazione puntuale (regolare).

3. Singolarità con rami lineari: punti multipli infinita­
mente vicini. — Il teorema a cui ci ha condotto V analisi 
di P u is e u x  relativa ai punti r-pli di una curva /  è affatto 
generale. Un caso specialmente notevole è quello in cui si 
abbiano r rami d’ordine 1 o — come si dice — rami lineari: 
è il caso in cui i rami della funzione y(x\ considerati nel- 
l’intorno del punto regolare, siano funzioni ad un valore di 
cui la prima derivata, e quindi anche tutte le successive 
derivate, restino finite. Poniamo, al solito, il punto r-plo nel­
l’origine delle coordinate, assumendo assi x, y in posizione 
generale; gli r rami della funzione definita da

f ( x y )  =  0

saranno funzioni regolari 

y i ( æ )

che si annullano per x =  0, (non permutandosi fra loro per 
un giro attorno al punto suddetto). Perciò P intorno della 
curva /  può essere rappresentato mediante sviluppi in serie 
di potenze intere:

y t(x) =  (ix -4- 1)X- - l -  . . . .  

y,(x) =  ex -+- dx~ 4-....

Due rami — p. es. y i , y, — potranno avere un contatto
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(l’un certo ordine, coincidendo i primi coefficienti dei relativi 
sviluppi :

a =  c,

in tal caso si dice che i due rami, aventi comuni le parabole 
osculatrici Ano all’ordine i incluso, hanno in comune (oltre 0) 
i punti infinitamente vicini successivi ad esso. Ma, per s assai 
elevato, si troveranno certo due termini in xs+i con coeffi­
cienti distinti.

Determiniamo s in guisa che due qualsiansi fra i rami 
7/i, yh abbiano al più .9 punti comuni successivi all’origine 0, 
e che esistano effettivamente due rami aventi un contatto 
d’ordine «(cioè (.9 Impunto) ; si dirà allora che il punto 
multiplo 0  è una singolarità di specie s per la curva / .  Ter 
un punto multiplo ordinario, a tangenti distinte, si ha .9 =  0, 
non essendovi alcun contatto fra i rami lineari.

Per rappresentare convenientemente la curva /  nell’ in­
torno del punto multiplo 0 di specie ,9, conviene tener conto 
di un ordine d’approssimazione abbastanza elevato in cui la 
curva può essere sostituita da r parabole d’ ordine >  .9 oscula­
trici ai rami di f .  Tali parabole sono tutte distinte l’una dal­
l'altra ed hanno fra loro i medesimi contatti che i rami di / .

Ora la singolarità di specie s si può ritenere costituita 
da punti multipli infinitamente ricini ad 0, succedentisi sui 
rami lineari per 0. Se un ramo y L è tangente ad altri rA — 1, 
il punto On infinitamente vicino ad 0  sulla tangente al detto 
ramo, si deve ritenere come multiplo d’ordine i\ (rL <  r) ; se 
poi lo stesso ramo ha un contatto 3-punto con altri r2— 1 
rami, il punto 02, che succede ad 0 i su questi rami (o sulla 
parabola di 2° ordine osculatrice), deve ritenersi come >\2-plo 
per f  (>\, <  rA), e così via.

La locuzione relativa ai punti multipli infinitamente vicini 
si giustifica ugualmente sotto l’aspetto geometrico ed anali­
tico in base alle osservazioni seguenti:

1) Se la curva /  possiede dei limiti multipli infinita­
mente vicini 0, 0 n 0 2,...., d’ordine r, r n r2V..., succedentisi 
sopra un ramo lineare (o sopra una parabola osculatrice) ogni 
curva che passi (semplicemente) per 0  ha ivi r intersezioni 
riunite con / ;  ogni curva che passi per 0 0 L ha ivi riunite r - \ - rL 
intersezioni ; ogni curva per 0 0 i 0.2 ha riunite r +  r i r.2 
intersezioni, ecc.

F. ENRIQUES - II. 22
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2) Il passaggio per i punti 0, On 0,.... si traduce in

r(r -4- 1) -4- 1) n ( r 2 -4- 1)
2 ’ 2 ’ 2

condizioni lineari per i coefficienti di / .
Anzitutto sappiamo che, per tuia curva f ,  il possesso di

y(y -j- 1)
un punto r-plo nell’origine 0 si traduce in ——-— - condi-2i
zioni, dovendo il polinomio/cominciare coi termini di grado r:

.....

Ora se si vuole che ogni curva tangente a una retta per 0 , 
per esempio all’asse y =  0, abbia r - { - r l intersezioni riunite 
con / ,  è necessario e sufficiente c h e /s i  riduca di grado r - i - r l 
in x quando si pone successivamente

V =  0, y =  x2, y =  æz....y =  xri;

y ( y )
onde si ottengono appunto altre ————— condizioni. Ed è

chiaro come il ragionamento si prosegua.
Le suddette condizioni relative ad On 02.... (lineari nei 

coefficienti di / ) ,  si lasciano esprimere semplicemente corde 
condizioni differenziali che, come vedremo più tardi, appaiono 
anche quali condizioni limiti di quelle relative alla esistenza 
di un punto rr plo che s’avvicina ad 0  nella direzione 0 0 n 
e poi di un punto r2-plo che si avvicina ad 0 Ì sopra la para­
bola di second’ ordine 0 0 L0 2, e così di seguito.

Per scrivere le condizioni differenziali anzidette conviene 
muovere dall’ osservazione seguente: se la curva f(xy) =  0 
possiede, riunite nell’origine, i intersezioni con una parabola 
y=iy(x), si annullano insieme ad f  i differenziali successivi 
dfj d2ff....d[~ [f  calcolati sopra la curva 9. Infatti, si designi 
con y l’ordinata del punto di 9 che ha come ascissa x9 e si 
designino con yk‘ le ordinate dei punti di /  che hanno la 
medesima ascissa; il numero delle intersezioni d i / e  9 è dato 
(L. 3°, § 12) dall’ordine di infinitesimo del prodotto

n (y — yh),

cioè dall’ordine di infinitesimo della funzione f{xy) calcolata
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sopra la parabola cp. Si dovranno dunque annullare i differen­
ziali successivi d i / ,  calcolati nell’ipotesi che y sia funzione 
di x\ y =  cp(x); così otteniamo:

df
dy (ly =  0

1,v = i ' te*+ 2 à ;
?*f

'y h- ->i dy- h-dì
df ̂ d y  — «dy

dove
dy _ dii
dx

Svilupperemo più avanti il calcolo delle condizioni diffe­
renziali a cui conduce il procedimento sopra accennato. Qui 
occorre avvertire che codeste condizioni, come la proprietà 
geometrica 1) di cui sono la traduzione analitica, corri­
spondono non soltanto a curve f  costituite di rami lineari 
e possedenti i inulti multipli successivi Ot, 0 2.... secondo la 
definizione data innanzi, bensì anche a curve f  possedenti 
rami non lineari, sebbene il primo caso appaia da questo 
punto di vista il caso generale. Pertanto si estende qui natu­
ralmente la definizione data dei punti multipli infinitamente 
vicini succedentisi su rami lineari: si dirà che la /  possiede 
i punti successivi: 0, 0 n 0 2,.... con le molteplicità r, r19 r21.... 
quando tutte le parabole passanti per 0 0 L hanno r 4 - rA-inter­
sezioni con /  riunite in 0, tutte le parabole per 0 0 10 2 hanno 
r +  rjH-r., intersezioni, ecc.

Questa definizione più generale si accordera anche con 
quella che avremo luogo di sviluppare in seguito, indipen­
dentemente dalla restrizione che i punti 0 1-02.... succedano 
ad 0 sopra un ramo lineare, basandoci sull5analisi dei rami 
d’ordine superiore.

Osservazione. Conviene rilevare esplicitamente che la defi­
nizione dei punti multipli successivi 0 n .02,.... è subordinata 
per ciascuno alla condizione che il precedente o i precedenti 
sieno già riconosciuti possedere la molteplicità assegnata. 
Così p. es. quando si dice che la /  possiede un punto triplo 
ed un punto doppio infinitamente vicini 0, 0 n si pongono 
dapprima sei condizioni per 0 e poi altre tre relative ad 0A, 
il cui valore è subordinato ad essere 0 un inulto triplo p er /.
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Più precisamente si avverta che: Le condizioni perché f  abbia 
in 0  un punto triplo possono essere soddisfatte in sènso largo 
e in senso stretto. Esse sono soddisfatte in senso largo, se 
ogni retta o curva per 0  ha ivi riunite almeno 3 intersezioni 
con / ,  cioè 0  è triplo o quadruplo ecc. per / ;  sono verifi­
cate in senso stretto se le rette (o curve) passanti (sempli­
cemente) per 0  hanno in generale con /soltanto  3 intersezioni 
ivi riunite. Ora quando si scrivono le sei condizioni espri­
menti che f  possiede 0  come punto triplo, o — come si dice — 
quando s’ impone ad f  di possedere in 0  la molteplicità vir­
tuale 3, le suddette condizioni portano che la molteplicità 
effettiva di /  in 0  sia > 3 ,  nulla assicurandoci che esse deb­
bano essere verificate in senso stretto, in guisa che codesta 
molteplicità effettiva sia proprio 3.

Pertanto se la /  a cui si è imposto in 0  la molteplicità 
(virtuale) 3, viene ancora sottoposta alla condizione di pos­
sedere in 0± la molteplicità (virtuale) 2, accade che:

1) se la molteplicità di 0 per /  è effettivamente 3, il 
punto Oi risulterà doppio almeno per / ;

2) ma, se p. es. la f  acquista in 0 un punto 4-plo, le 
nostre condizioni esprimeranno soltanto che 0 L appartiene 
semplicemente ad / ,  giacché la singolarità costituita da un 
punto 4c-plo 0 colla tangente 0 0 L è un caso particolare di ([nella 
costituita da 0 3-pio seguito da 0 { 2-pio.

Quest’osservazione vale a chiarire il senso della defini­
zione data dei punti multipli infinitamente vicini e la distin­
zione fra molteplicità -effettive, alle quali ci si riferisce di regola 
nel discorso geometrico, e molteplicità virtuali, quali risultano 
definite per mezzo delle condizioni differenziali o algebriche, 
ove non si aggiunga esplicitamente l’ ipotesi che tali condi­
zioni debbano essere soddisfatte in senso stretto, cioè che 
alle equazioni date si accompagni una ineguaglianza esclu­
dente molteplicità superiori.

Ritornando dopo questi chiarimenti alla definizione gene­
rale data innanzi, giova distinguere punti multipli infinita­
mente vicini ad un punto (proprio) 0, appartenenti ai succes­
sivi intorni (V ordine 1, 2 ....s. I punti 0 n 02,.... de\V intorno del 
1° ordine sono caratterizzati dalle rette 0 0 n O02...., tangenti 
principali ad /  in 0\  designando con r1? r2.... le molteplicità 
di questi punti supposte >  1 (cioè includendo anche i punti
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semplici di /  appartenenti al detto intorno), si lia

r i +  rz .... =  r.

I punti, semplici o multipli, di .'/appartenenti all’ intorno del 
2° ordine (su rami lineari) si troveranno su parabole per OOl 
o per 00.2 ecc.; essi potranno designarsi rispettivamente con

0  i l i  ^ 1 2  • • • • ?  ^ 2  1? ^ 2 2  J ..................................

e le loro molteplicità con

T H 1  ^ *12  *••• ? ^ 2 1 ?  ^ 2 2  • — ? • • • • • •
Si avrà allora

r ii ** 12 ”1" •••* =  2̂ 1
I 21  ̂22 1 ••••   I 2 ?

In generale, nel caso delle singolarità costituite di rami 
lineari, la somma delle molteplicità dei punti di f  che apparten­
gono all9 intorno dJ ordine à, e sono infinitamente vicini ad un 
punto multiplo Or, d’ ordine r, vale r, perchè ci sono proprio r 
parabole (d’ordine > h )  osculatrici ad f  passanti per Or.

4. Punti doppi successivi: tacnodo e cuspide di seconda 
specie. — Illustriamo le cose dette innanzi riferendoci ad un 
semplice esempio. Si tratti di determinare le condizioni perchè 
una curva f  possegga un certo numero di .punti doppi infini­
tamente vicini 0, 0iV... segmentisi sopra un ramo lineare. 
Anzitutto, se 0  è un doppio per / ,  si deve avere nel punto:

/ = 0 , d / ^ d f  
dx 3 y =  0 ;

e quindi, se 0 cade nell’origine:

/ =  « 20  +  « i l  m j  ■+■ « 02  V '  +  « 30  -+ -

Aggiungasi la condizione che /  possegga un punto doppio 0 1

vicino ad O nella direzione dii_
~<lx~ y', p. es. sull’asse æ:y' — Q.

Per esprimere tale ipotesi dovremo scrivere che le parabole 
tangenti alla direzione y' hanno 4, anziché 2, intersezioni 
con / .



342 LIBRO QUARTO

(l2VA tale scopo, indicando con y.2 la derivata seconda
(IX

relativa a una parabola generica, dovremo porre in fixy) 

y — \ y  2 x2 e annullare identicamente rispetto ad y2 i termini 

di grado 2 e 3 nello sviluppo: .

ih
f ( v y )  = / K  7T **) =  «M** h- «h §  *3 -t ['02 ^

si troverà dunque
«20 --   ̂? «j. i    ̂?

«30 =  0.

Queste condizioni si ottengono anche annullando, per ?/3 qua­
lunque, le derivate seconde e terze di /  calcolate sopra una 
parabola generica tangente all’asse x ; le quali — tenuto conto
, 9 /  A a/* A . che K-  =  0, ~  =  0 — si scrivono dx dì) '

onde si trae:

/ — 2 —
a f

fa =
V f
dx'

d°-f
dx dy y* ’

dff 
dx2'

3 a;3 '

: 0,

: 0.

Vf_ 
d xdy 0

Dalle condizioni precedenti appare che: la singolarità costi­
tuita da due punti doppi infinitamente vicini si deduce come 
caso particolare della cuspide, quando s’ imponga alla curva di 
avere un contatto quadripunto colla tangente.

Infatti, se il punto doppio attribuito ad f  in 0  deve 
essere una cuspide tangente all’ asse x, bisogna che sia:

ossia
«s0:r +  auxy -t- aoìy* =  y \

((ìo =  «u — 0;

e se si vuole che codesto asse abbia con /u n  contatto quadri
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limito, anziché tripunto, si deve scrivere:

« 3 0  = 0 -

Ohe cosa diremo ora dei rami delia curva f  nel punto 0?
In generale, quando la /  possiede in 0  un nodo, vi sono 

due rami toccati da due diverse tangenti y =  y'x: per deter­
minare ?/' si pone y — y ^  nel polinomio f(xy) e si cercano i 
valori y di yL per cui si annulla il coefficiente di x~

a) d20 -f- aLi y i -f- a02 y~ =  0.

Il trinomio che così viene annullato è — a meno di un coffi- 
ciente numerico — la derivata seconda della funzione iden­
ticamente nulla f(x, y(x)), che viene espressa da

.  3*/ 0 o \ f  32/  ,
■f ~ ~  Sa;2 2 dxdy Vl +  dy~ Vl~'~ : 0 .

Dopo ciò si porrà
' , ?/* ? y — y ®-t- \ j  *

e si determinerà il valore y" di y, di guisa che la parabola 
così definita risulti osculatrice ad / ;  a tale scopo occorrerà

annullare il coefficiente di x% nello sviluppo di f(x, y 'x^ -^ xA ,  
e si troverà così-l’equazione lineare in ?/, '

P) («02?/+ vr) y* ■+■ ("30 +  «*!?/'+ «12?/3 -+- «OH?/3 ) =  0

che determina y".
La quale equazione si ottiene ugualmente annullando la 

derivata terza f(x, y(x) ), cioè ponendo

f a = dx +  y dj,' 3?/,
/ ,  =  o C).

Supponiamo ora che il punto doppio, 0, di /  diventi una 
cuspide il che porta che y sia radice doppia dell’equazione «);

d) L’espressione generale delle derivate successive della funzione 
f {x ,  y ( x ) )  si troverà nel Cap. Ili; gli sviluppi di questo paragrafo, ravvi­
cinati a quelle formule, ne porgono una facile esemplificazione.
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per semplicità di discorso pongasi ;//'= 0. Allora l’equazione ,3) 
a cui soddisfa y' diventa impossibile (corrispondendo a =  
poiché

«02?/ "'Il
9 =  - — f  — 02 a»/'7* ’

almeno se non si annulla insieme il termine noto della j3), 
elle è f 3 =  a30, cioè finché si rimane nel caso della cuspide 
ordinaria. Si deduce che in tal caso i due rami del nodo si 
confondono in un unico ramo del second’ordine, d’accordo 
con la circostanza già osservata nel L. 1°, § 11, che altri­
menti la/dovrebbe aver quattro intersezioni con la tangente 
cuspidale.

Quando sia invece a33 =  0, cioè il punto 0, nella dire­
zione y diventi doppio p e r /, l’equazione (3) svanisce identi­
camente: tutte le curve tangenti alla retta y — y x  avranno 
quattro intersezioni riunite con la /  e, scrivendo che la 
parabola

?/, ,

ha cinque intersezioni con la / ,  si ottiene una equazione di
d2ysecondo grado in y., che ha per radice due valori di y" -  ,

cioè i due valori di y" corrispondenti a due rami di /  tan­
genti alla retta y — y'x. Per y' — O, l’anzidetta equazione a 
cui soddisfa y" si scrive

Y) S > | | |  +  f,ì i ^  +  ®io— 0,

d’accordo coll’espresssione della derivata quarta di/(.r, y(x)).
Ora se la y) possiede due radici distinte, cioè se il discri­

minante
«212 — 4«4Prt„24 :0 ,

la singolarità costituita dai due punti doppi infinitamente 
vicini OOl consta di due rami tangenti che vengono appros-

V" ,simati dalle due parabole osculatrici y =  ~  ar : una tale sin­
golarità dicesi tacnodo.

Per ciascun ramo si possono determinare le successive
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parabole osculatrici, cioè i coefficienti dello sviluppo di 
Mac-Lauriu che vengono porti dalle derivate successive:

y" =  .... ; a ciò si perviene, sia scrivendo la condizione

perchè una parabola

V = o  x~ ■+■y * #
3! %

abbia (3 intersezioni con / ,  sia calcolando la derivata f- che 
contiene linearmente

Il coefficiente di y3 nella equazione predetta vien dato
3

dalla ^77f 4, e però si annulla quando la y) possegga una radice

doppia: se ciò accade senza che l’equazione in y.ò svanisca 
identicamente ( /5 ={= 0), allora i due rami del tacnodo tornano 
a confondersi in un unico ramo del second’ordine, che costi­
tuisce la cosidetta cuspide di seconda specie. A sua volta la 
cuspide di seconda specie si riduce alla singolarità, detta 
tacnodo di seconda specie o oscuodo, che viene costituita da 
due rami lineari con contatto tripunto, quando la radice 
doppia y" di / / / ' )  =  0 annulli anche / 5. Così seguitando si 
può riconoscere che:

La singolarità costituita da s >■ 1 punti doppi successivi 
ad 0 , sopra un ramo linear e, è in generale un tacnodo di 
specie s costituito da due rami lineari che hanno un contatto 
d’ordine s. Il tacnodo di specie s ha come caso particolare la 
cuspide di specie s per cui i due rami lineari si confondono 
in un un ico ramo del second’ordine ; e questa a sua volta 
ammette come caso particolare il tacnodo di specie s -f- 1.

5. Rami di second’ ordine. — Vogliamo ora estendere 
l’analisi delle singolarità, svolta innanzi pel caso dei rami 
lineari, in guisa da comprendere singolarità di qualsiasi natura. 
A tale scopo conviene studiare in modo approfondito i rami 
d’ordine ;> 1 o superlineari,■ e discutere il problema delle 
intersezioni o dei contatti che essi possono presentare.

Consideriamo dapprima un ramo del 2° ordine, che abbia 
la sua origine nell’origine delle coordinate, e suppongasi che

ì£ | __
sia as+Lx 2 il primo termine della serie il cui esponente è 
effettivamente fratto; per assi generici sarà s >; 1, e la serie
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assumerà in generale la forma
ìJM- —

1 ) y =  ( ( ' -i- et2x~ - i - .... +  ((.sof -f- -r 2 +  1-- > 11 ....,
dove

mentre «2,.... as, as+ì.... possono anche esser nulli. 
Intersechiamo il ramo 1) col ramo lineare

2) ÿ =  al x -+- a ,x2 -I- .... +  at x( -f- bi+l xi+i -+-....,

(love i primi i coefficienti sono i medesimi che per la serie L)r 
mentre lo (i-h l)-m o coefficiente ha un valore qualunque. 

Facciamo una dopo l’altra le due ipotesi seguenti: 
l a ipotesi: i < s  (ai+ l^ì>i+l).

I due valori di y  essendo designati con
i$—|--

y L =  ciLx -f- .... H- dsxs +  (is-±.lX 2 ....
ì5-f-—-

H i  =  ® +  . —  4 -  « i  —  a s + l  x  2 4 -  . . . . ,

si debbono cercare (cfr. L. 3°, § 12) i valori di x. per cui il 
prodotto
3) (yi — 9%ys — ÿ) =  o.

Nell’equazione resultante 3) il primo membro è una serie 
procedente per le potenze intere di x, la quale si ottiene 
come prodotto delle due serie:

ì
(a i + i  — bi+ )̂xl+ i-\r as+ix 2 — b̂ + lxs+i-h

ì
(ai+l — lti+l)xi+l 4 -.... — as+lxs+2 — bs+lxs+l 4 - .....

Perciò il termine di grado più basso che comparisca nella 3) è

si deduce che i rami 1) 2) hanno 2i 4 - 2 intersezioni riunite 
(per rr = 0) essendo 2 i -+- 2 l’ordine di infinitesimo del prodotto. 

Facendo successivamente

i  =  0 , h  2 . . . . ,
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si ha che il ramo 1) ha 2 intersezioni riunite in 0 con ogni 
ramo lineare 2) che passi solo per la sua origine 0 ; esso ha 
altre 2 intersezioni, ivi riunite, se i =  1 ; ancora altre 2 
se i =  2, e così via finché i =  s — 1. Oiò si esprime dicendo 
che il ramo 1) possiede s — 1 punti doppi (0{ infinita-
mente vicini ad 0 e succedentisi sopra il ramo lineare

y — â  x —L a2 x'' —t—.... —t- ag_ x̂̂

2a ipotesi : i > s .
Calcoliamo ancora il termine di grado più basso nella 

serie procedente per le potenze intere di x che resulta dal 
prodotto
3) (2/i — y)(y, — 9)•

Questo termine è in ogni caso

I rami 1) 2) hanno dunque 2.9 +  1 intersezioni riunite [qua­
lunque sieno del resto i coefficienti dello sviluppo 2) dopo 
lo (.9-{-l)-mo]. E quindi si può dire che allo (s — l)-mo punto 
doppio 0s_ n successivo ad 0  sopra il ramo 1), succede un 
,9-mo punto, Os, semplice pel ramo stesso, ciò che si esprime 
dicendo che il ramo 1) è di specie s — 1.

Ma rileviamo una conseguenza che dice qualcosa di nuovo. 
Un ramo lineare qualsiasi che passi per tutti i punti doppi 
del ramo 1) infinitamente vicini ad 0  e per il successivo punto 
semplice, non può mai avere un contatto ulteriore col secondo 
ramo indicato, cioè non può passare per un (« +  l)-mo punto, 
0s.hn successivo ad 0.

Quest’ultima conclusione ha un aspetto paradossale. Infatti 
si affaccia naturalmente la domanda: che cosa succede di una 
curva cui s’ imponga un contatto superiore col ramo 1), cioè 
che si costringa a soddisfare la condizione differenziale espri­
mente il passaggio per un (.9 -{- l)-mo punto 0i?_Hi di 1), suc­
cessivo ad 0 ?

La risposta che risolve il paradosso è la seguente: una 
curva la quale al)Ma un contatto più che (2,9 -f- l)-punto col 
ramo 1) di specie s — 1, possiede un punto doppio (o multiplo). 
Ma di una curva o di un ramo di curva siffatto non si può
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ancor dire che « passa propriammte per un limito 0S+ L suc­
cessivo ad 0S sul ramo 1) ».

Infatti se una curva /  (d’ordine assai elevato) possiede 
come punti doppi 0, ( /,... (i<Zs — 1) e passa semplice- 
mente per ( / . . . . ( / ,  questa /  avrà col ramo 1)

4/ +  2(s — i) 1

intersezioni e si comporrà — in generale — di due rami 
lineari, uno dei quali passerà per 0 0 V....0S e l’ altro per 

e non per Ot. Se ora la /suddetta viene assogget­
tata ulteriormente ad una nuova condizione, esprimente che 
essa abbia col ramo 1) un contatto Ì 4 i+ 2 ( s — i) 2 (-punto, 
tale condizione porta che le parabole d’ordine i +  3, oscula­
trici ai due rami di / ,  coincidano e quindi che Oi+i divenga 
doppio per / ,  assorbendo così 4 intersezioni col ramo 1) in 
luogo di 2; invero se restasse semplice per / ,  i due rami 
lineari della curva si confonderebbero in un ramo di 2° ordine 
e questo dovrebbe passare ancora per 0 i+ì....(i -1- 2 <  .9), 

mentre — per quanto abbiamo già veduto — un ramo del 
2° ordine di specie i (con i -f-1 punti doppi successivi) non 
può avere più che 2(/-h1)-K1 intersezioni con un ramo lineare, 
come quello cui appartengono 0 0 l ....Qi+ì. Ea /  acquistando 
dunque in Oi_̂ i un punto doppio e restando composta di due 
rami lineari distinti, la condizione che esprimeva prima il 
suo passaggio lier il punto 0,y resta ora soddisfatta impro­
priamente; uno dei rami lineari di /  passerà per 0 0 1....02-_hl, 
l’altro anche per ma in generale nessun ramo
di /  passerà propriamente per 0S [ciò che farebbe crescere 
di un’altra unità le intersezioni col ramo 1)].

Suppongasi invece i =  s — 1, cioè si consideri una gene­
rica curva /  assoggettata ad avere come punti doppi tutti 
gli .9 punti doppi, O O i . . . . 0 9_ J, del ramo 1), ed inoltre a pas­
sare-semplicemente per il inulto semplice Os. In questo caso 
la /  si comporrà — in generale — di due rami lineari, uno 
passante per 0 O A. . . . O 5 e l’altro per OOi ....Os_ l e non per Os-, 
essa avrà con 1) precisamente 4.9 q - 1 intersezioni. Se quindi 
s’impone alla /  suddetta una nuova condizione di contatto 
col ramo 1), questa si esprimerà ancora facendo coincidere 
le parabole d’ordine .9 osculatrici ai due rami della /  stessa; 
allora non accadrà — in generale — che /  acquisti Os come
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punto doppio, cioè che i due rami (restando separati) ven­
dano a passare per 0S, bensì i due rami di f  si confonde­
ranno in un ramo del 2° ordine

8 H-5) fj =  ct{x +  .... -4- dfiX -1- bŝ .Lx “ 1),s+2œ5+a -4- ....

passante doppiamente per 0 0 l ....0ŝ ,l e semplicemente per 0S; 
soltanto per una condizione ulteriore una curva f  possedente 
tale singolarità acquista 0S come punto doppio, dando luogo 
a due rami lineari distinti (cfr. § 4).

Infatti si verifica che il ramo 5) ha con 1) appunto 4.9 4- 2 
intersezioni (e non di più se 62f+l 4= «Vh ).

A tale scopo si distinguono i due valori di ÿ corrispon­
denti a un dato x:

f/L =  aLx +  ... 4- asxs -4- +  b ^ x * * 1 -h ....

fj2 =  a£x +  .... +  asx* — bs+ tx 2 -4- 6,+2â +1 4 .....

L’equazione che dà le intersezioni dei rami 1) 5) sarà

<>) (Vi —  ?7i)(2/i — ÿ 2)(yB — #i)(y* — ÿ*) =  o., •

dove il primo membro risulta una serie procedente per le 
potenze intere di x.

In questa serie noi dobbiamo valutare il termine di grado 
più basso che è

resta così provato che l’equazione 6) possiede la radice x =  0 
coll’ordine di molteplicità 4 s + 2 .  c. d. d.

Soltanto nel caso particolare as+l =  ±  bs+i, l’anzidetto 
termine sparisce e si ha come termine di grado più basso 
nella 6):

sicché i rami 1) 5) veng'ono ad avere (una intersezione di 
più cioè) 4s +  3 intersezioni, finché

1-2 =N ^S+2 >
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mentre il numero delle intersezioni cresce ancora di una 
unità se aŝ 2 =  bs+21 e così di seguito.

I resultati a cui siamo pervenuti si esprimono assai chia­
ramente col linguaggio dei punti infinitamente vicini, dicendo:

Sopra un ramo di second7ordine e di specie .9 — 1, si 
hanno .9 — 1 punti doppi 0, successivi all’origine 0,
e poi dei punti semplici 0 tf, il secondo punto
semplice Oŝ i è satellite del primo Os, per modo che ogni ramo 
di *2° ordine passante propriamente per 0S (cioè per OOl ....Os) 
passa in conseguenza anche per Os+n mentre le condizioni 
ulteriori di passaggio per Os_h.,, 0J+3.... sono indipendenti 
l’una dall’altra.

Inoltre abbiam visto che un ramo di una curva/, il quale 
passi propriamente per ( ) ( / . . . . ( / è necessariamente di 
2° ordine o d’ordine v >  2. Si verificherà poi che effettiva­
mente anche ogni ramo d’ ordine v > 2  passante sempli­
cemente per 0S passa in conseguenza per 0s_hL (ma non 
per 0 ,+à

Intanto p o s s i a m o  foggiare una rappresentazione schema­
tica dei rami di 2° ordine, atta a porre in evidenza i resul­
tati stabiliti. Per spiegare chiaramente la cosa, prendiamo le 
mosse dai rami lineari.

I punti successivi di un ramo lineare possono rappre­
sentarsi (vedi figura) come estremi di archi uguali apparte-

0,

nenti ad una curva continua senza angoli, o come estremi 
di segmenti sufficientemente piccoli di lunghezza invaria­
bile, costituenti una poligonale (iscritta) ad angoli ottusi; 
la costanza degli archi o segmenti è d’accordo con la con­
venzione per cui il differenziale dell’arco t si assume indi­
pendente da t quando ci si riferisca alla rappresentazione 
parametrica della curva x =  x(t), y =  y(t).

Ora per rappresentare un ramo del second’ ordine con
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,v — 1 punti doppi successivi ad 0 -potremo valerci (vedi 
figura) di una curva ad angolo, o di una poligonale formata 
di segmenti successivi
uguali, in cui si tro- 0*
vino due segm en ti 
Oj-ìO,, 0S08+ i non 
j)iù ad angolo ottuso 
ma ad angolo retto.
Questo schema mette 
in evidenza che il ramo 
di second’ ordine può 
avere Ano ad s punti 
successivi ad 0 comuni 
a un ramo lineare, ma
non può averne 5-4-1. Inoltre esso lascia veder'e che tutti i 
rami di second’ordine aventi a comune gli s punti doppi 
0 0 i ....0y_ 1 e il primo punto semjdice 0S (che figura nel ver­
tice dell’ angolo retto), hanno necessariamente a comune anche 
il punto semplice successivo

Vedremo più tardi come lo schema precedente si gene­
ralizzi in guisa da fornire la rappresentazione di un ramo 
qualsiasi. Fin d’ora diciamo che un ramo del 3° ordine di 
specie 5 — 1, sarà rappresentato dalla figura qui accanto, dove

il punto Os+2 si trova 
sulla retta Os 0S+ L per­
pendicolare ed 0 ,_jl 0S.
Ora lo schema sugge­
risce la possibilità di 
ulteriori complicazioni, 
dove s’ im m aginino  
rami che si ripiegano 

successivamente più. volte ad angolo retto. Vedremo difatti 
che la teoria dei rami superlineari è capace effettivamente 
di tanta ricchezza di casi, e che questi trovano nello schema 
accennato adeguata rappresentazione.

Il caso particolare dei rami di 2° ordine, è stato da noi 
trattato a parte per preparare le menti a comprendere la 
teoria generale dei rami superlineari, dove taluni punti (sem­
plici o multipli) successivi all’origine vengono seguiti da 
gruppi di punti satelliti, con molteplicità dipendenti da quelle 
dei punti precedenti.
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6. Rami superlineari: loro intersezioni. — Due rami (l’or­
dine v, |JL aventi in comune F origine 0, hanno ingenerale (Jtv 
intersezioni assorbite in 0 ; non ve n’è di piti se i due rami 
hanno diversa tangente (cfr. L. 3°, § 12). Supponiamo invece 
che i due rami abbiano anche la medesima tangente; vogliamo 
cercare quante sono, in generale, le loro intersezioni.

Preso 0  come origine delle coordinate, scriveremo le 
equazioni dei due rami sotto la forma seguente:

1)

2)

y =  ax^-a\x  v +  a2x v H-....,

(a=j=o, ^=4= 0 , «2=4=0 ....)

y =  lx +  bLx 11 +  b2x 11 +  ....

(& =  «, 61=4= 0 , b2 =(= 0....).

Per un dato valore della xr nell’intorno di rr =  0, si 
avranno v valori di y:

. v' v-hv'2tm - r ----
1') yr — ax-\-e  v aix * + e

. v 'h - v "  v + v M -v " yia---- r --------
v • a0x v

LU»

(r =  0, 1,.... v — 1),
e [x valori di y:

2') ÿm — ax-h e  11 x 11 -h e
. l i'  IJL+U,' . ti'-h li"2M — m - 2 m -------- m ji+jV-j-li"

b,x |x - h ....

(m =  0, 1,.... [i — 1).

L’equazione resultante che fornisce le intersezioni dei 
due rami 1) 2) è:

n (yr — 9 m )= (y0 —  ÿ<>) — iy  »—ÿu -i)-. (yv- i  — fio) -.(yv-i — ?7u-i)
r, m

Il primo membro di questa, li (yr — ym), è una funzione 
simmetrica delle y0, 2/lv —2/v-i> e delle ÿ0, ÿ^ .—ÿ ^ n  e perciò 
riesce una funzione regolare di x, sviluppabile in una serie pro­
cedente per le potenze intere della x stessa.. Si può calcolare 
codesta serie facendo il prodotto delle |xv serie ottenute sot­
traendo la 2') dalla 1').
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Si tratta per noi di calcolare il termine di grado più 
basso in x, che c’indica la molteplicità della radice x — 0 per 
l’equazione resultante 3).

Ora, se pv'=j=p'v, codesto termine sarà

v
2tiì -  |±«H-l-h... -l-v-1) |±v (v+v')|i 7t»(iv'(v—l) |iv (v+v');i

e v aL x . =  e x ,
oppure

secondocbè

7TtV|l'(|l—'l) [IV (|H-[x')v
e h1 x ,

Vr
pvf <  p'v, ossia — <  — , ’ v p ’

vr m ̂
[ivr> ix fv, cioè ;

7 V (1 7
esso sarà invece V' lp

n U e  v — b,e »* •* ==r, m\ /
v' n'

( 2tcì -  r 2ni — m\ v(ih-ìx')
a.e v —\ e  * •»

/qualora
r r V1 [Xf|xvr =  [xrv, ossia -  =  —. 7 v pi

Concludiamo pertanto che:
I  due rami 1) 2), aventi la medesima tangente, posseg­

gono in generale, oltre le (jiv intersezioni assorbite dall9origine 
comune 0, ancora un contatto equivalente a tante intcrsezioiti 
quante sono le unità contenute nel piu piccolo fra  i due 
numeri |xv' e [x'y; nel caso particolare

si ha un contatto superiore a pv' soltanto se a f  =  bf,  desi-
vr tp Qr

gnando p il minimo denominatore delle frazioni — =  — =  — .v p  p
Infatti vi sono allora dei valori di r, m per cui

.V2ni - r
aLe v — bi e

.P- 2tii — inP-

F. ENKIQTTES - I I . 23
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in questo caso, dopo un certo numero di giri della variabile 
complessa x intorno a x — 0 , la

si cambia nella

v-hv'

y =  ax H- a{x v

y =  ì)x +  l)i x (b =  a)

sicché i primi termini dei due rami 1 ) e 2 ) danno una mede­
sima funzione poi idroma a ? valori; potremo esprimere ciò 
dicendo che i gruppi di coefficienti (aaL) e (bbL) sono equiva­
lenti, e scriveremo (aaj =  (6 6 J.

Supponiamo dunque

|i'/ =  |x'v, cioè - = z ^ ~ ( =  ? - )
V [A \ P)

e contemporaneamente

«i
.92KI—])

cioè ai =  l)i e 9

e cerchiamo, in questo caso, il numero delle intersezioni dei 
rami 1 ) 2 ).

Riprendiamo a considerare il prodotto

n (y r —  j/m) ;
r, m

per ottenere il termine di grado j)iù basso in x, bisognerà 
moltiplicare i termini di grado più basso (non nulli) che com­
pariscono effettivamente negli sviluppi delle differenze

ÎJr V In*
Ora, tenendo conto che

1 +  9 _  v +  ^

il termine più basso nello sviluppo di y v — ym è

( ?' pr \ p127zi — r  2;z i - m  \ Ih—

e 9 aL — e 9 b^x 9
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se

essendo 

ciò accade se

. p' p'•2tci - r  . 2tz i - m  
e p — e p b i =f= 0;

.p
« = b e  p

Le differenze yr — ÿm per cui si lia invece

r =  m -+- p l

contengono come termine di grado più basso

.v'-t-v" v+v'+v"2k i ----- r

oppure 

secondochè 

o all’opposto

. |i'+|j." fi+a'+u."zut-——in
h j  ■ V- X  p ,

V +  V _. p -f- fi .  ̂ v" p"-------- <  ------ —, cioè — ,
V, [1 V [1 ’

v + v  _ p -hp . , v" p"-------- >  - ----- —, cioè — >  — ;v p ’ v p ’

i due termini hanno invece lo stesso grado se

v  -  p *

Il numero delle differenze suddette yr — ym per cui

r s f f l + 1»! (mod. p)

(mod. p).

(mod. p)

è precisamente

- e  ̂essendo rispettivamente i massimi comuni divisori di y, v'

e di p, p'.
Infatti la congruenza

■ a = f , ï e ,
p ? p

r =  m -h i>l (mod. p),
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r =  0, l,....v— 1; ni — 0, l,....p — 1,

ammette - soluzioni in corrispondenza a ciascuno dei p va- 
, P
lori di ni.

Pertanto il termine di grado più basso nel prodotto 
n (2/r — ym) sarà in generale di grado

r , m

| » V _ ^ V +  V
' p )  V p

=  pv -H pv + pv

oppure di grado

secondochè

oppure

Ma la diseguaglianza 

equivale a

pv “I-  p'v -f— —— ,

v"
V <  p

" ^  p"

v ^ y ;

v" ^ < p " - ,  
p p

sicché, ricordando che per ipotesi pv-{- pv'=pv -p p'v, si può 
dire che:

Nel caso — =  ^ , (aaL) =  il numero delle intersezioni
dei due rami 1) 2) sumera in generale pv H- pv' =  pv -b p'v, del 
più piccolo fra  i due numeri

 ̂ e - designando — come si è detto — i massimi comuni 
P P
divisori rispettivamente di p, p' e di v, v'.

Si ha fra i due rami un contatto ulteriore soltanto se
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(aaLa^ == (&6± 62),
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V + V ' V+V 'H -V "

a x -\-a tx v + a 2x v e b x - b - b ^  11 - \ - b 2 x  11

costituiscono una medesima funzione polidroma a p?L valori, 
dove si designi con pl il minimo denominatore delle frazioni

_p^

ï l ~ r‘

\v  > ^ p p  J '

Infatti l’equivalenza dei rami anzidetti porta l’annullamento 
di qualcuno dei fattori

2n i ------ — ir * 2 t m
e v *

che entrano nel coefficiente di

per

. |JL'/' , V|l"
|lV+fAV'H------ V{H-V|j/H---------------

ì: P =  (r, P

r  = e  m  4 - (mod. p).

Per valutare quante intersezioni aumentino in questo caso 
scriviamo

v '_[xr __pr v " _ f j i ' r _ _ ç ^ _

v ~  p ~  ? ’ T - p  “ pp/

p +• p 
p

. p_,
p?ì ’V
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a* e

. V'+V"vizi---- rv
. ji'+p,"

2 T Z I ------------ì l i

h e  t1 ==

- V i 2tzi (- +ppl/ ( a 2~~ VP PPU

m  - - r  ==5 Pi -+-

27^1 p'_J_ l(«*—r)P 9? li

- r )

Ora, posto 

se

si annulla per un certo valore di

m  —  r =  |>1 +  3?, .
dove

«  =  !» . +  2 iP i>

la differenza stessa si annulla sempre e soltanto ove sia

n i— r =  l»i +  (p, +  41pi)P

indicando qt un qualsiasi numero intero. Poiché

m =  0, l....n  — 1

r  =  0, 1....V — 1,

si hanno — valori d i. m — r  per cui, óltre a essere 
. P i

. P'27l i “ (Wl — 7*)
a i = = l ) l e p '

è anche
/pf P̂ \27zi[ - — ) (m — r)
VP ppi r  ;

risulta così che nel prodotto

H(ÿr ÿmi)

J1V
P P ,

sarà rimpiazzato generalmente dal termine in æ v

v+v'+ v"
entrano ^  fattori per cui è nullo il termine in a: v ? clle

P P i  v+v'+v"-iV "

op-
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pare da quello in x , secondochè

>/" ^  ^  \x'"— <  — oppure — >  '— ;
V [X V [Jl

dunque — nelle ipotesi precedenti -7- .ve

, fx̂ ' 
v [X

i due rami 1) 2) avranno un numero d’ intersezioni eguale al 
più piccolo fra  i due numeri

|XV" JXV'"11

PPi ’

V{A" ,

-o

J

1 P P i ’

dove — , —  sono rispettivamente i massimi comuni divisori 
PPi PPi

di [xn £ (cioè di [x, |x', |x") e di v" - (cioè di v v', v"). Un 
P P

contatto più elevato si avrà soltanto se

V f" [X',f . V [x"' V |x " '— =  £— e quindi - — =  J— ,
v P- PPi PPi

e contemporaneamente

(aai a.ì a3) == (l)bLb2b3)

e in tali ipotesi si avranno, in generale, intersezioni in
PPi P2

più, designando con p2 il minimo denominatore delle frazioni

È ormai evidente còme si prosegua Pesame nel caso che 
dà luogo a un contatto più elevato fra i due rami 1) e 2). Enun-



3Ü0 LIBRO QUARTO

ceremo pertanto il resultato generale a cui si perviene, rica­
pitolando le conclusioni ottenute col seguente

T eorema fondamentale sulle intersezioni d i due
RAMI:

Si abbiano due rami di ordine v, p, aventi in connine 
V origine 0:

v-+V v+v'+v" v+v'+....-p /** v+V+....+v^*+ 1 *

y =  ax~halx v -+- a.2x v -4-....-+- asx ' + a s+lx v 4-
H+M-' fi+n'+p." |i+(i'+....+n(4> |i+[i'+....+p(H~1)

ÿ  =  b x ~ \ - b l x  11 - h b 2x  P 11 - { - b s+Lx  -K.„,

dove a( =j= 0, 6*4=0 per i =  1, 2....S,

e suppongasi che sussistano le relazioni seguenti:

p' v" — PÜ— P i Vr" |Af" pm
~ p ’ V p PP 1 v P PPiP,’

v(,)_ p ^ p(4) v(i+l>J_p(i+1)
V p v [x V

c! o" o'"dove —, —, — .... designano frazioni ridotte ai minimi ter- 
P Pi ?2 

mini, e contemporaneamente

a =  b, (aaf =  (66,), (aaLa f  =  (bbl b3)....(aal ....ai) =  (bl>L....bs).

In questo caso i due rami hanno un numero d’ intersezioni 
uguale al più piccolo fra  i due numeri

X =  pv -I- pv' -+- py"f
P?i

JXV
p?l-

<*+l) 

••pi—1

dove

X! =  vp H- vp' +

« similmente

p _p̂
P ’ PPi ’

vp"'
PPi

vp(i+1)

ppi****pi—1

p
PPl ••••Pi—1 ?

V _V_ V
p’ PPl’"" PPl-..?*—i ’ . '
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sono i massimi comuni divisori rispettivamente di

R*',
e di

' W ,  vv'v",.... vv,v"....v">.
Se anche

V<»+D <̂«+1) p(»+D
v — (x

ciascuno dei due numeri X, e X', che risultano uguali, designa 
ancora il numero delle intersezioni fra  i due rami, purché 
non sia

(aal ....as+l) =  (h'bl ....ls+l)

7. Punti multipli successivi appartenenti ad un ramo 
superlineare. — Si abbia un ramo d’ordine v ( > l ) ,  e di ori­
gine 0 :

v+v' v+ v'-p /'

1) y =  ax ~+- al x v -h a 2x v (<*=(=0, «1 =j= 0 ,__) ;

cerchiamo il massimo comun divisore di v, v', eseguendo le 
divisioni successive di cui le formule seguenti indicano i 
quozienti ed i resti:

v' =  ftv vt 

v =  h l vt -H v2

vo-l =  V 0.

Si otterrà così lo sviluppo di — infrazione continua limitata:

r
V

V
1_
ft2 + _1 .

V

Intersechiamo il ramo 1) con un altro ramo qualsiasi, d’un 
certo ordine g avente la medesima origine e la medesima 
tangente :

y =  ax-^hLx 11 (&1=4=0).2)



S u p p o n ia m o

e si ab b ia :

lilIiüO QCAUTO

p ^ V ?

p. — 7tp -f- |x1 

fi =  fii 4 -  p2

d o v e
p er  co n seg u en za

fi*—i —  ht fii 4 -  Pj+1 

P-ì =  7Ci+ l pf+l +  fii+2

i < a ,  fci+ l 4=7»<+1; -

/
fi
fi Ti-j —I- . _1

hi 1
7ci+1 -+-. ^

D istin g u ia m o  due ip otesi:
I) i  p a r i  e quindi, supposto per fissare le idee 7,:!+l <.hi+

— >  — ossia vp' ;> pv',p v ’

I I )  i  d ispari e quindi, supposto sempre hi+i <  hi+lì

tjJ >/
— •< — ossia vp' <  pv'. p v

D esignando con X il numero delle intersezioni fra i due
ram i 1) e 2) si avrà, nelle due ipotesi rispettivamente:

I )  X =  pv -j- pv ,

pv' =  p(7iv +  Vj) =  7tpv 4 - pVj, 

pv* =  (ht Pi 4 - fi2K  — fri f i i  vi "b fis vi > 

p2 Vi =  p2(à2 v2 4 -  v3) — h2 fi2 v2 4 - fi2 v3 »

p, v ,_ i  =  fi<(fr<v, ■+■ vì+ i) =  7t̂ iyi +  |i<v<+*»

p 2- Vì-hì =  (&*+-! fii+1 +  f ii+ sK + i ^  !Vt-iVi+i +  14+2 vi+ o
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e quindi

X =  (h l)(j,v -t- 7q HìVì -1-.... -+- h{ |£j Vi-f- hi+L V-i+ì î+i +  V-ì+ ^ ì+ i •

II) X =  vjì -t-

V |l' =  v(7t|A H -  [Aj) =  ftvl-l - f -  V |ii  7 

vM-i =  (7li v4 -t- v2) (ij =  h, Vl ̂  -+- v2 n,,

=  (7tiVf +  v<+1)|i, =  7t,v,|i, -J- vi+1nt,

v<+if*i — vì+ i(̂ ’ì+[ 3i-t-i +  fii+2) =  X'i+i vì+ i 3i+i ■+* vf+-i (**■+•**

e quindi ancora

X —  (h + 1 )vfx -f- lì t vA fxA + . . . .  -f- hf v$ (x2- -f- 7<;i+.1 v̂ _i_1 [Xi+1 -b •

Questo resultato si può esprimere semplicemente dicendo che: 
i due rami 1) 2) hanno comuni li -b hi - b .... -I- hf -b Jfc*+1 -b 1 
punti infinitamente vicini successivi alV origine 0 , e precisa- 
mente: li punti di moltiplicità rispettiva v, jx; ht punti di mol­
teplicità v19 hf punti di molteplicità vl7 (x*; quindi 7̂ +1
punti di molteplicità [xi+1, ed un ultimo punto di molte­
plicità vi+1 il primo ramo (7̂ +1 >  7c^1) e ài moltepli­
cità ix̂ H2 (> 0 )  per il secondo.

S’intersechi il ramo 1) col ramo 2) lasciando hL arbi­
trario (=f=0) e facendo successivamente

!L _— =  2? 3.... 7x-bl,(X

7»,-t-- ,....  ̂+

L
|j-

h 1

7q H-j
, 7). d- •,.... 7t -|-

V i .1
1

fc, +  l

!£
_1
7i4 -+-.,  ̂ 1

K -i  ■+■ 2

7 H - Ì  7q -+- ,

V lH T ;11 a
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si dovrà dire che:
H ramo

V-4-V'

1) y — cix-^-a^ v
dove

1
h2 + .

v '=  7i v -f- vl
V = / i 1v 1 +  V2

?

1 _
V

V a - 1  =  7iaVa (V =  V0)

possiede infinitamente vicini all’ origine 0

li punti v-qili, 0 {0 2....Oh,

lii punti vr pli,

li0 punti va-pli, ....Otj- 5

i quali punti possono essere definiti come punti succedentisi 
sopra rami, nel modo che segue :

1) I  punti 0 l 0 2....0h0 h_hi si succedono sopra la tan­
gente al ramo di classe v', cioè sui rami lineari:

y — ax -H bi x2, y =  ax - f  bl xs -f- ....,

tangenti alla retta suddetta.
2) La posizione degli \  — 1 punti v^pli successivi 

ad Oh+ L e del primo punto v2-plo, 0 7l̂  +1, risulta fissata dal­
l’appartenenza ai rami d’ordine t =  2, 3...,fr4- l- l:

- 1 T 1
. 7 ‘7 7y =  ax-\-b ix 2, ?/ =  «rr-|-61̂  3,....

....y =  ax -f- bix + M 1, 

i quali rami passano per 0 0 L....0h colla molteplicità t mentre
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passano semplicemente per e per t — 1 punti successivi 
come viene indicato dai simboli

(0*0*....0ll*0h+ll 0h+ti)
(O3 0 /  ....Oft3 Oh+1l Oh+sl Oh+3l)

(0kl+i 0 ^ .... Ohĥ  Oh+il < W .... Oìl+hl+ll) .

3) La posizione degli K —l  punti v2-pli, Oh+hl+2....Oh+hl+hì, 
e del primo punto v3-plo Oh+hi+Ju+l è pienamente definita 
dall’appartenenza a rami per cui

v v --  Il -f- 1 ’
'2

Il +
V

.... li -+-
K  + K - h l

la cui molteplicità nei punti suddetti viene posta in evidenza 
dai simboli

((FH 0™ i.... <V o h+c .... O m W  o 7l+7ll+2*) 
(O ^O ^.... 0ĥ 0 h+l\ . . .  0h+hLs0h+hi+l' oh+hL+̂ o h+hi+,/)

I punti v-pli, Ol O,,....Ohì e il primo punto v4-plo, Oh+l, 
segmentisi sopra una retta, sono punti Uberi, suscettibili di 
variare con continuità ove questa retta si deformi in un 
ramo lineare qualsiasi; in questo senso il ramo 1) appare 
caso particolare di un ramo

V,
Il -t~ 1 -f- —

1') ?;=:(« +  «00)æ +  ft01æs +  .... +  «o7læ,i+1 +  v + . . . . ,

del quale si dimostra (e risulterà dallo sviluppo dell’analisi 
seguente) che possiede l i  punti v-pli ed un punto v4-plo suc­
cedenti all’origine 0  sopra un ramo lineare (e possiede di 
seguito a questi altri punti multipli, come il ramo 1).

II ramo 1) si deduce da 1') facendo
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e perciò si può dire che i punti liberi del ramo 1) sono deter­
minati, l’uno dopo l’altro, in rapporto ai valori particolari 
a, 0, dei coefficienti dello sviluppo 1').

Invece i successivi punti multipli (ò semplici) vA-pli 
v2-pli....v0-pli, che seguono ad 0 sopra il ramo 1), dipendono

v-t-V v.,---- h -f~ 1 -+" —
dall’esistenza d’un termine a{x v =  aLx v nello sviluppo 
suddetto, ma non dal coefficiente ^(=(=0) di questo termine, 
poiché sono comuni a tutti i rami:

v+y'

y =  ax +  hi a; v + .....

Perciò codesti punti devono ritenersi satelliti dei precedenti
0 i 0 2....0ĥ i o, si può dire, del primo punto v ~plo 07l_hl (vA<;v), 
la cui esistenza — sul ramo d’ordine v — dipende proprio

V.h + 1 -f- —
da quella di un termine non nullo in x v.

La posizione e le molteplicità dei punti satelliti di Oh+i 
sono definiti — come si è detto — dalla posizione e dalla 
molteplicità del punto Oh+.L su un ramo qualsiasi d’ordine v, 
e perciò dai valori aritmetici di vA, v (v* -< v).

Ma i suddetti punti satelliti risultano ugualmente defi­
niti — per quanto concerne la loro posizione — come punti 
multipli successivi appartenenti a tutti i rami di ordine arbi­

trario (x che posseggono 0 ^ , Oh+^  dove -̂ =  y ;  le molte­

plicità dei punti suddetti per questi rami stanno a 
nella stessa proporzione che [x a v. In particolare il ramo 
d’ordine minimo che passa (propriamente) per l’ultimo di 
quei punti, 0h+h + . . . . ha l’ordine p uguale al minimo deno­

minatore della frazione — =  ------— =  — — li.v v p
Procediamo a determinare i punti multipli successivi 

appartenenti al ramo
v -p /  v-p / - i-v"

1) y =  ax-]-a ix v -\-a2x v -l- ....
{a-1=0, a 2 —f— 0 •*..),

e piò precisamente di quelli che dipendono dal terzo termine 
della serie.
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Perciò intersechiamo il ramo 1) .col ramo

2) y =  ax-\-a ix 11

dove b, =j= 0 ha un valore arbitrario, e (love

p'_V

Il numero delle intersezioni dei due rami sarà ugnale a 

V{A +  V|X -f- A =: |J.V -f- (i,v +  A , 

dove A designa il più piccolo fra i due numeri

Vol1" e  IV'",
V 0.

vo =  7 e. ■ |i„ =  ^

essendo rispettivamente i massimi divisori comuni a v, v' 
e ji, p' (cfr. §6).

v" p" .Sviluppiamo — e — in frazione continua e si abbia
vc Po

■ ì£ + y -
K

1*0 1li

_1
Wt -\- i

h,»+i

_1
hi -+- 1 

&-H

* • + 1
V

supponendo
h+i hi+l ;
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sarà
v" =  7CVa-f~Va+1

V<3 :==: "ki ̂ o-hi va+2 

Vg-h — Va-H+i V<H-i4-2

^ o + a ' — i  —  ^ a '  v c + a '  ( VG 4 -a ' —  v g a)

e
|a" =  le [a0 -f- [i0+1

M'g : =  ^ a + 2

t̂ G-hi ‘̂-hi 1̂ 34-1-4-2 '

Procedendo come innanzi si trova che

^3^3 “P ^lv34-i 1̂ 34-1 *'** ^ V34-î 34-i “i“ 4̂-1Va_|_i._f_1|Ia_}_i_|_1 “+" VG4-i-f-l tA34-£-

E analogamente questo resultato s’ interpreta dicendo
che « i due rami hanno comuni dopo 0ĥ .hî __ h7la ancora
fc-hfci ....7̂  +  Ẑ4-1 punti successivi di molteplicità rispettiva
vg ? V i V * ' W i  e  e d  u n  l l l f c i m 0  P u n t o  d i
molteplicità v0+f+1 per il primo ramo e di molteplicità na+i-H,
per il secondo ».

Nel caso v0 =  1, basta prendere \± =  v (e quindi |xa =  1),
[a" =  1, 2,.... per avere rami 2) il cui numero d’intersezioni 
con 1) cresce, sopra vjx q-v|x', di una unità per volta; così i
punti di 1) successivi al punto semplice 07H__ h7la appariscono
come punti semplici.

Nel caso vG >  1 si avranno in generale — dopo 0hH__ h7la —
 ̂ altri le punti successivi di molteplicità v0 e poi leL punti 
'̂ + r l)\i,....lc0, pilliti va+_,-pli (o vCi-pli), essendo v0+3, =  v0i il 
massimo comune divisore di v, v'? v".

I punti va-pli ed il primo punto v^-plo, successivi ad
07liH__ j_7la? dovranno ritenersi come punti liberi, la posizione
di 07li+...._t_7la_hi dipendendo dal valore del coefficiente a.2 nello
sviluppo 1) e la posizione di 0h __ h7lcrH>.... potendosi ritenere
data in raj>porto con un coefficiente nullo dello sviluppo 
medesimo; ed invece i punti del ramo 1) successivi al primo
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punto v0+1-plo, 0h_|__ w,a+;£+1, debbono ritenersi come satel­
liti di questo punto eco. ecc. Ciò spiegheremo più diffusa- 
mente fra poco in rapporto al caso generale.

Frattanto senza indugiare in ripetizioni inutili, poiché 
si mantiene qui piena analogia cogli sviluppi precedenti, pos­
siamo enunciare il resultato generale a cui conduce il prose­
guimento della discussione, ricapitolando così tutti i resultati 
ottenuti nella seguente:

Proposizione fondamentale. Si abbia un ramo d’ordine v

V+v' V-P/+

1) y =  a x -\-a lx v +  .... -+- am+lx v H-....
=]= 0,.... t("m+1 -1-  0,....)

e scriviamo •
v '  p '  ' / '  q "  p ( m + l )

v “ p ’ V ~ p p l ....9m
(p >  1, P i > l . . . . ) ’

(i+1)
dove le funzioni -----  sono irriducibili. Supponiamo cbe m sia

p i

il più piccolo indice per cui

V —  P P i  • • • • Pmj
sicché

p m  ^  1 •

La posizione dei punti multipli successivi del ramo 1) 
dipende dai coefficienti a, ail a2,.*.,am e dai numeri interi, essen­
zialmente positivi, v ( > l ) ,  v', v"....v(m+1); gli ordini di molte­
plicità dei punti suddetti sono i resti delle divisioni successive : 
v':v, v:viv ...va_ 2:va_ i9 v" ; v0+0,...., che conducono alla
determinazione del massimo comun divisore di

Wj vvVV—? vvV'....v(m+1). 
Nelle ipotesi fatte si ha:

r vc. d. (vv ) —— — —■ Pi p2 •••• Pm ?
?

m. c. d. (vv'v") =  v0+0/ =  — =  p2....?w

wì. c. d. (v'/v"....v(m)) =  pm (>1)>
m. c. d. (w'v,,....v(m‘4"l)) =  1

(se v, '/ sono primi fra loro si porrà ?m =  y =  p).

F. ENRIQUES - I I . 24
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In particolare se nella serie 1) s’ incontrano più termini 
successivi contenenti le potenze con esponenti interi,

V 2V ÀV

X =  XJ, X~ =  x'J Xh =  X 7 ,

si avranno li — 1 punti successivi ad 0  di molteplicità v, aventi 
come coordinate i coefficienti degli li — 1 termini suddetti. 
E parimente se accade che nella successione dei numeri 
v, v', y".... s’incontri un y(m) uguale al massimo commi divi­
sore di v, v'...., : v(i+l) =  m. c. d. (w',...>/*>), si troverà un punto
di molteplicità y(i+1> avente come coordinata ± e succedente 
all’ultimo punto di uguale ' molteplicità che appartiene al 
gruppo determinato dal coefficiente ai del termine (% +  l)-mo

v+v'....vW)

della serie: aix v
Ora, presa una serie 1) qualsiasi, distinguiamo il caso 

tipico in cui per ogni valore di i:

v«+1> <  m . c. ci. (v, v'.... y(i)) .

In tal caso al coefficiente cu, che figura nel (i +  l)-mo 
termine della serie,, corrisponderà uno o più punti multipli 
secondo la natura dell’esponente del termine successivo, cioè 
secondochè

oppure
v(i+l) — 1ÌK Cm (lm (v..#.y<0) 

v(m) <  c (v#i#.v(0).

Pertanto il primo punto multiplo che corrisponde a ciascun 
coefficiente ai della serie 1), nel caso tipico, appare come 
punto libero dipendente dalla coordinata (la cui conoscenza 
si presume aggiunta a quella di a, ai ,....ai- 1). ISTon così i punti 
multipli successivi che appartengono al gruppo corrispondente 
ad «f, giacché il valore del parametro ai resta determinato 
dal primo punto multiplo del gruppo suddetto, mentre i 
punti successivi dipendono soltanto dalla natura aritmetica 
di v̂ +1>, cioè dall’algoritmo euclideo delle divisioni successive 
fra v ^ 1) e il massimo commi divisore dei precedenti v. Più 
precisamente la posizione dei punti multipli successivi corri­
spondenti al coefficiente cii resta determinata, rispetto al
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primo, dalla frazione continua:

v(*+l) c. d. (v....y(i)) = 1

che x>one in evidenza i quozienti di quelle divisioni succes­
sive, e indica così il numero dei punti del gruppo; mentre 
le molteplicità di tali punti risultano dai resti delle divisioni 
medesime.

Le cose dette per il caso tipico si estendono ad ogni caso, 
riducendo formalmente la serie 1) al caso tipico, mercè P ag­
giunta di termini (inessenziali) con coefficienti nulli.

Si abbia dunque nella serie 1)

vf*+ i) ;>  ni. c. d. (v ....v ^ )
e quindi

v l i - r i )  • lììm Cm c\\m =  l i  +  —  r
lii 1___

2̂ +  . .

con li >  1. Al coefficiente <n corrisponderà ora una successione 
di punti multipli formanti un gruppo Gì =  (Pi P 2....PkP k_hL....) 
che s’ inizia con un gruppo di li punti la cui molteplicità è 
uguale a m. c. d. (v....v^), cioè uguale alla molteplicità del­
l’ultimo punto multiplo appartenente al gruppo punto
la cui posizione dipende dalla coordinata

Ora soltanto la posizione di P i si deve ritenere deter­
minata dalla coordinata a-i, mentre i li punti P 2....P;i e P k_hi 
debbono ritenersi corrispondenti a coordinate nulle, che ven­
gono a figurare come coefficienti della serie 1) completata 
coll’aggiunta dei termini nulli che la riducono al caso tipico. 
Quanto ai punti J W - ,  la loro posizione resta fissata, in rap­
porto a quella dell’ultimo punto libero P /<_Hl del gruppo Gì, di­
pendentemente dagli elementi aritmetici della frazione continua

Il gruppo Gì dei punti multipli del ramo 1), che corrisponde
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al coefficiente ai della serie di Puiseux, comprende in gene­
rale 7<m-1 punti liberi, di coordinate 0,....0, e 7 < q -t-7 s2 - H - . . . .  
punti satelliti dell9 ultimo punto libero, dove i numeri 7<q, 7c2 . . . .  
vengono forniti dallo sviluppo in frazione continua di

v ( i - h l )  ; m # Cm ( l  ( vv ' . „ .  v (0 ) =  -} -  A  1

La posizione dei punti satelliti è determinata, in rapporto al 
punto libero da cui dipendono, dagli elementi aritmetici di 
questo sviluppo.

Le molteplicità dei primi k punti liberi del gruppo Gì 
sono date dal quoziente intero per difetto |y<<+1):m.c.rf.(v,..vy(<))|, 
mentre il (k +  l)-mo punto libero ha una molteplicità uguale 
al resto della divisione qui accennata; a questo seguono kL — 1 
punti satelliti di uguale molteplicità, poi k2 punti di molte­
plicità inferiore ecc.; gli ordini di molteplicità sono dati, come 
si è detto, dai resti delle divisioni successive per la ricerca 
del m. c. d. questo massimo comim divisore designa
precisamente la molteplicità (più bassa) appartenente agli 
ultimi punti del Gì.

Fra i caratteri che mettono in evidenza la natura del 
ramo 1), conviene in particolare considerare i tre seguenti:

1) la specie del ramo; cioè il numero s che designa 
quanti sono i punti multipli di esso successivi all5origine 0;

2) il rango del ramo, cioè la molteplicità r( =  ?m) (> 1 )  
che appartiene all’ultimo punto multiplo di esso;

3) il genere del ramo, cioè il numero g che designa 
quanti sono i gruppi di punti satelliti che figurano nella 
successione degli s - l-r  punti seguenti all’origine.

Osservazione. Si consideri la serie

1) y =  ax +  a1x ' > +  .... -4- a,n+ix v H-....

rappresentante un ramo di specie s e di rango r, e sia, 
come innanzi, il primo fra i numeri vW che non ha
divisore comune coi precedenti ; designamo inoltre con - 
00,.... 0SOs Os hJ. i punti successivi del ramo stesso.
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Si dovrà dire che un altro ramo

2) y =  bx-+-l)lx |A +  . . . .+  bm+Lx  ̂ -+-....

ha comune col primo il punto 0s+r se la serie 2) ha m + 1  
coefficienti ed m-t-2 esponenti uguali a quelli della serie 1) 
cioè se:

a = 1 , , =  &i >••••' am — bm,
v f - É . v" _  fi" v (w+l) (̂w+1)
V I»’ V [X v. !A

Più precisamente il punto Os+.r che è semplice per il ramo 1) 
sarà di molteplicità X ( >  1) per il ramo 2) ove sia |x =  Xv, e 
quindi ciascuno dei punti Ot ( i< r -j-s )  abbia per il ramo 2) una 
molteplicità uguale a quella per il ramo 1) moltiplicata per X.

Se poi si considéra il punto semplice Os+r .̂L che succede 
ad Os+r sul ramo 1), questo punto verrà individuato dalla 
coordinata am+ n sicché il ramo 2) avrà in comune col ramo 1) 
il detto punto OtS_1_ÌM_1 qualora sia anche bm_hl =  am+L. Nel 
caso che la serie 1) sia ridotta (formalmente) al caso tipico, 
i coefficienti successivi am+2, (di cui qualcuno può esser
nullo) individuano rispettivamente i punti 0r+.J+2, 
e quindi, in particolare, per \x =  v, un ramo 2) parimente 
rappresentato da una serie tipica, avrà in comune col primo 
i successivi punti 0r_Kç_w , Or+s+2, assorbenti via via una inter­
sezione di più quando sia bm,h2 =  am+2.... .

I risultati ottenuti permettono anche di caratterizzare i 
punti successivi, 0, 0 ir ...0m , del ramo 1) mediante le curve 
razionali del tipo:

( x =  tv

( y — a?  +  tv+v# -h .... -ì- am jv+--+v(w) +  bm+L f  4‘--+v 1},

dove è variabile l)m+L; queste curve d’ordine v +  v' +  ....+ '/w+1), 
per estensione di quelle considerate nel § 12 del L. 3°, po­
tranno designarsi come iperparabole osculatrici di grado r +  $; 
per 6m+1 =  am+i si avrà l’iperparabola osculatrice dello stesso 
ordine v-+-v'h-.... +  v(w+1) e di grado r H- s -I- 1, avente un’ulte­
riore intersezione col ramo (e non di più se si suppone 

=1=0).
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Avvertiamo in line come da quanto precede risulti che: 
la singolarità di nn ramo di genere g si può definire mediante 
le intersezioni del ramo con rami di genere g — 1, ' assog­
gettati a possedere come punti semplici i due punti liberi 
che precedono immediatamente l’ ultimo gruppo di punti 
satelliti del primo ramo; imperocché si possono defluire in 
tal modo la molteplicità di questi due punti da cui dipen­
dono i successivi.

N ota  su l l a  d e f in iz io n e  d e i: p u n t i  in f in it a m e n t e  v i ­
c in i . L’esistenza dei punti successivi infinitamente vicini, sopra 
a rami per una data origine, riesce definita nel modo che i 
logici designano come definizione per astrazione.

La successione di punti OOv....Ot corrisponde a tutte le 
coppie di rami aventi quei punti (e non altri punti) a comune, 
la quali coppie irengono concepite come coppie equivalenti. 
L’equivalenza che serve a definire il concetto astratto dei punti 
infinitamente vicini, si traduce, come si è visto, nell’ugua­
glianza di un certo numero di coordinate, coefficienti delle 
serie di P u is e u x , e di taluni elementi aritmetici (esponenti, 
termini di uno sviluppo in frazione continua e unità comuni 
al primo termine disegnale). In particolare (cfr. pag. 363) 
si possono sempre considerare rami passanti lier i punti 
0 per cui 0*__t e 0 t siano punti semplici (0i_ i è 
certo semplice quando è semplice 0 U se a questo non succe­
dono altri punti satelliti); tutti questi rami vengono caratte­
rizzati dal fatto di avere a comune un certo numero t di 
termini della serie e l’ esponente del (t +  l)-mo termine. Oosì 
può anche dirsi che una successione di punti 0 0  {.... 0 t viene 
sempre definita mediante un fascio di iperparabole osculatrici 
di grado i.

Veramente resta così definito un gruppo di punti 
Gi =  OOi....Oi, piuttosto che singolarmente i punti che lo 
costituiscono. Ma l’individualità di questi punti risulta defi­
nita induttivamente per differenza quando si paragonino i 
gruppi Crt_j e Gì.

8. Caratteristica di un ramo: schema grafico. — Risulta 
dal paragrafo precedente che le molteplicità dei punti di un 
ramo

V-+-v' V+v'-K... + V ^

y =  ax 4- fl, xJ) I- ....-{- diX v - f  ....
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dipendono essenzialmente da quei termini in cui f i] non è  
divisibile per il massimo commi divisore dei v precedenti. 
L’importanza speciale di questi termini nel problema d’ inter­
sezione di due rami è  stata segnalata da S m i t h  (1) (1873) e 
H a l p h e n  (2) (1874), i quali hanno designato i termini stessi 
come term ini caratteristici dello sviluppo di P u i s e u x ,  ed 
hanno introdotto dei num eri caratteristici a definire la natura 
aritmetica dei loro esponenti (3).

In qualunque maniera questi numeri vengano introdotti, 
la loro conoscenza contiene potenzialmente la conoscenza, sia 
degli ordini di molteplicità dei punti successivi del ramo, sia 
delle relazioni fra i punti satelliti e i punti liberi da cui 
dipendono. Ma, affinchè codesti ordini e codeste relazioni 
appaiano esplicitamente in evidenza, conviene assumere come 
numeri caratteristici gli ordini di molteplicità che, in ciascun 
gruppo di punti liberi, appartengono ai due ultimi punti del 
gruppo, limitandosi a considerare le coppie in cui il primo dei 
due numeri sia maggiore di uno. Oiò significa che nella serie 1), 
i cui primi m - l - l  termini definiscono la singolarità del ramo,

si considereranno i termini caratteristici atx  v e si assu­
meranno come coppie caratteristiche  le coppie di numeri

e
m. c. d. (vv/....v/<““1)) =

v ( i ) ------- Pm ?

(*) Proceedings of thè London. Math. Soe. Vol. VI.
(’) Journal de Matli., 3a serie, t. 2; oppure Appendice alla trad. frane, 

dei trattato di S alm on  sulle curve piane.
(3) Precisamente H a l p h e n  considera gli e sp o n e n ti dei termini carat-

v e
teristici e le f r a z i o n i  c a r a t t e r i s t i c h e -------- che — ridotte ai minimi ter-

s( Pi""Pm
m ini — in d ica  con -  ; Sm ith  in v e c e  co n sid era  i  nu m eri

<h

Più tardi (1890) N oth er , in una Nota, del Circolo Mat. di Palermo 
(t. IV), dove in sostanza vengono valutate le molteplicità successive dei 
punti di un ramo per mezzo di trasformazioni quadratiche, ha considerato 
come c o m b in a z io n i  c a r a t te r is t i c h e  le coppie di numeri

\  =  Pi — Pm e ai =  v<Ì>-
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dove il secondo numero rappresenta il resto della divisione 
di v(<) per Così, richiamando altre notazioni del
precedente paragrafo, al ramo 1) corrisponderanno le coppie 
caratteristiche :

v? vi? vo? vg-m ?••••?
essendo

vG =  m. c. d. (vv ) =  Pjl — o.

v ecc.

Il numero g delle coppie caratteristiche, pari al numero dei 
termini caratteristici della serie 1), costituisce quel carattere 
che abbiamo designato come genere del ramo.

Ora, per indicare esplicitamente le molteplicità dei punti 
successivi appartenenti al ramo 1) d’ordine v e la relazione 
dei gruppi satelliti ai punti che da essi dipendono, ci var­
remo del simbolo:

o V  o V 11.... h h -+-1 o Vi ó'° o'° ó'° 0 Va+1h+2.. . .  H J E - H  \ Jc E-\-k-\l
>V0+1

( l i  — h -f- hl -f- .... -f- à0)

die si designerà come simbolo caratteristico o caratteristica 
del ramo.

Qui ogni gruppo di punti satelliti appare racchiuso entro 
una parentesi quadra, e gli esponenti dei due punti liberi che 
precedono una tale parentesi costuiscono una coppia carat­
teristica: vi sono g parentesi quadre per un ramo di genere g.

Aggiungasi che nel simbolo caratteristico di un ramo di 
specie s e di rango r  figurano s +  r -t- l punti; l’ultima paren­
tesi quadra comprende almeno r — 1 punti coll’esponente 1, 
e soltanto questi nel caso in cui Oŝ hl (seguente ad Osr) sia 
punto libero.

Un ramo lineare

y =  ax +  ai x2 a2 xò -H ....

resta semplicemente designato da (01).
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Un ramo ordinario (l’ordine v corrisponde all’equazione 
più generale

1 21+- 1+-
y =  ocx-\-aLx y +  oc2x v-f-....

dove
ai ^  0;

un ramo siffatto è di classe 1, specie 0, rango v, e genere 1, 
(per v >  1) e non contiene punti multipli successivi all’ ori­
gine; la sua caratteristica è

(OV0 11 *[0 S‘ ....OV1]).

Osservazione. Il ramo ordinario risulta così caratterizzato, 
giacché — per quanto precede — ogni ramo d’ordine v >  1 
e di classe v' >  1, ossia ogni ramo per cui =  0, possiede 
punti multipli (almeno un punto v-plo o v^plo, successivi 
all’ origine.

Sussiste ora l’importante
Teorema. La caratteristica d’un ramo è invariante per 

trasformazioni puntuali, regolari nell9 origine.
Infatti per una trasformazione puntuale regolare nel­

l’origine, lo sviluppo
v-+V v+ v'-hv"

y =  ax 4- «, x v -+-«3æ v

v' =  hv vt, ecc.

verrà trasformato in una forma generalizzata (§ 2) che, 
ordinata per le potenze crescenti della x, non differisce dalla 
forma della serie 1), ove questa venga ridotta al caso tipico 
con l’aggiunta di termini nulli iuessenziali. Pertanto, a norma 
della proposizione fondamentale, il ramo trasformato possie­
de rà come il primo la caratteristica

1)
dove

. .d 'o '1
h  h - \- l

I due rami avranno quindi uguali l’ordine, il rango e il
genere, ma non, in generale, la classe, che costituisce un
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carattere proiettivo non invariante per trasformazioni rego­
lari puntuali (l’ordine >  1.

Aggiungasi che: anche V ordine di contatto di due rami 
è invariante per una trasformazione regolare.

Infatti se la resultante R(x) =  0 delle equazioni dei due 
rami possiede il fattore xm (avendosi dunque m intersezioni 
riunite per æ =  0), sostituendo ad x uno sviluppo in serie di 
potenze intere di X e Y, che può supporsi cominciare dai 
termini di primo grado, si ottiene una equazione B(XY) =  Of 
la quale s’inizia coi termini di grado m in X, Y- associando 
questa equazione alla trasformata dell’equazione di un ramo 
si ottengono (almeno) m intersezioni dei due rami corrispon­
denti ad X =  Y  =  0 ; se ne ottengono precisamente m data 
l’ invertibilità della trasformazione regolare.

L’ invarianza della molteplicità d’intersezione di due rami, 
o curve algebriche, può anche essere dimostrata geometrica­
mente mediante la regola di H alphen (L. 3°, § 12), e si può 
dedurne una dimostrazione geometrica dell’invarianza della 
caratteristica di un ramo.

S e / = 0  e :p =  0 sono due curve aventi in O m intersezioni 
riunite, la regola di H alphen dice che m è uguale alla somma 
degli ordini di infinitesimo dei segmenti compresi fra i punti 
segati da f  e 9 sopra una retta generica vicina ad 0. Questa 
regola vale anche se alla retta si sostituisce un ramo lineare tan­
gente, il che ha per effetto di cambiare gli infinitesimi di cui si 
discorre soltanto di infinitesimi d’ordine superiore; ciò posto 
emerge senz’altro l’invarianza della molteplicità d’intersezione 
di f  e 9, giacché una trasformazione puntuale regolare:

1) muta un ramo lineare vicino ad 0  in un ramo lineare 
vicino al punto omologo,

2) conserva gli ordini di infinitesimo nell’ intorno di 0.
Ciò posto si dimostrerà geometricamente l’invarianza della

caratteristica di un ramo per trasformazioni regolari, proce­
dendo in modo induttivo dai rami di genere g — 1 ai rami 
di genere g, ove si richiami l’osservazione del precedente para­
grafo che la singolarità di un ramo di genere g può essere defi­
nita per mezzo delle sue intersezioni con rami di genere g — 1. 
Basterà quindi adoperare la proprietà che una trasformazione 
regolare puntuale muta un ramo lineare (g =  0) in un ramo 
lineare, facendo corrispondere ordinatamente i punti succes­
sivi all’origine del primo a quelli del secondo.
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° 0  420

Ora il teorema d’ invarianza vale a chiarire la distinzione 
fatta innanzi fra punti liberi e punti satelliti di un ramo. 
Infatti mia trasformazione puntuale ha per effetto di defor­
mare il ramo, mutando in generale la posizione dei suoi punti 
liberi, mentre rimane invariato il rapporto dei punti satelliti 
al punto libero cui succedono.

Il ramo d’ordine 1 di caratteristica

(ov. . . .o V l [o Vl ....oy* ]ó "  ....V h h + 1 L n  ] n -+1 o ÌQ 0 G+1
H \ - J c

0

può essere adeguatamente rappresentato da uno schema 
grafico che già si è presentato, per v =  2, nel § 5.

Si descriva un primo arco di linea, o una poligonale con 
lati uguali assegnati, ad angoli ottusi, 0 0 L ....07l07l+1, quindi si 
volti bruscamente (p. es. a destra) ad angolo retto, segnando 
su una retta (a uguale distanza) gli hl punti vr pli 0 7M_2....07t4_7H 
e il primo punto v2-plo Oh+hrhl; nuova voltata ad angolo 
retto a sinistra, cioè dalla banda di piano opposto a quella 
che contiene 0 7l, e così di seguito. La regola stabilita de­
termina la descrizione della curva fino all’ ultimo punto
Or — 0]l  h7i3 satellite di 0 /z_hl; poi si ha ancora un
tratto libero di curva (poligonale ad angoli ottusi) che com­
prende i punti al quale ultimo segue il gruppo
dei punti satelliti di 0H+k+ n e così via. La curva prende un 
andamento libero e senza angoli retti dopo l’ultimo punto 
semplice Os+r che figura nel simbolo caratteristico.

A chiarimento della costruzione indicata diamo qui lo 
schema corrispondente al ramo di ordine 420 e di caratteristica

— ^ r , 1 3 0 [ ^ 6 1 3 0 O 7 1 3 0 O s 3 0 . . . . O 1 2 1 0 O 13 1 0 O 1 4 10] O lr/ 0 . . . . O 1 8 1 0 O I 9 ii[ O 2 0 3( 9 2 1 s O 2 2 1 O 2 3 1O 2 4 1 

v — 420, # =  21, r =  3, g — 2.

a
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In questo schema non importa segnare le molteplicità 
dei punti 0*; questa risulta determinata quando si conosca 
l’ultimo punto semplice 024 che figura entro il simbolo carat­
teristico. Così il punto 02i che precede il vertice dell’angolo 
retto e fronteggia i punti 0 22 0 2̂  02± appartenenti all’altro 
lato, avrà la molteplicità

3 =  1 -{- 1 +  1 ;

saranno quindi tripli anche i punti 0 2O0 19, e perciò il punto 0 1S, 
che jirecede il vertice dell’angolo retto 0 19 e fronteggia i 
punti O193O203 O213O223, avrà la molteplicità

10 =  3 +  3 +  3 +  1.
Similmente si trova che sono 10-pli i punti 0 140 1:, Oi2 e quindi 
la molteplicità di 0 A1 (e perciò anche di 0 1O, 0 9, 0 S) vale

30 =  10 +  10 +  10;
perciò la molteplicità di 07 (e quindi anche di 0 (., O.) varrà

130 =  30 +  30 +  30 +  30 +  10,

e infine la molteplicità di 0 4, che fronteggia 0 r/ 3O0fî13O0713O0830, 
sarà

420 =  130 +  130 +  130 +  30 ;

tale sarà dunque la molteplicità di 0 :!, 0 2, 0 4, O, cioè l’ordine 
del ramo.

D’altra parte quando si fissino le molteplicità (decrescenti) 
dei due punti terminali sopra un tratto libero della linea- 
schema, p. es. le molteplicità 420 di 04 e 130 di 0 5, resta 
determinata la costruzione della linea per tutta quella parte 
— costituita da una poligonale ad angoli retti — che ne 
figura i punti satelliti.

Riferendoci al nostro caso vediamo che codesta parte 
della linea non muta ove si cambino le molteplicità di 0 40 5 
proporzionalmente a 420, 130; muterà solo — in proporzione — 
la molteplicità dell’ultimo punto Oi4 a cui si riattacca un 
nuovo tratto libero della linea.

Prendiamo p. es. 04, 0~ colle molteplicità (minime) 42, 13; 
si avrà

42 =  13 • 3 +  3 
1 3 =  3 -4  +  1 
3 =  3-1;
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si deduce die il tratto 0 405 seguono tre tratti ortogonali, e pre- 
cisamente che 04 fronteggia 3 punti 13-pli e un punto 3-plo 0 S, 
che 01 fronteggia 4 punti 3-pli e un punto semplice 0 12, 
che 0 Li fronteggia 3 punti semplici essendo 0 i4
l’ultimo punto che figura nella caratteristica del ramo.

ïf  eli’esame dello schema grafico che precede si è pre­
sentata incidentalmente una nozione, a cui conviene dare 
esplicito rilievo.

Se ad un punto i-plo, 0P, succede sul ramo un punto, 0p+n 
di moltiplicità i y <  i, e se precisamente

1) i =  i i q-+-ii

i q - ì- l  punti: 0 H ....O'1 0 h ,, che nello schema appaiono1 1 p - 1-1 p + q  p - \- q - \ - V

sul lato di un angolo retto di vertice 0p+n si dicono fron­
teggiati da 0P. In luogo della locuzione che precede, diret­
tamente suggerita dallo schema grafico, si userà anche nel 
seguito una locuzione equivalente, dicendo che 0p+.L:..0 p+q+L 
sono punti prossimi ad 0P; e per generalità, nel caso che 
ad 0P succeda un punto 0p_hL di uguale molteplicità, diremo 
ancora che 0p_hl è prossimo ad Op.

Ora l’uguaglianza 1) si potrà tradurre in parole dicendo : 
la molteplicità di un punto 0P del ramo è uguale alla somma 
delle molteplicità dei punti prossimi che gli succedono.

9. Analisi di una singolarità qualunque: punti multipli 
infinitamente vicini su rami non lineari. — I resultati dei 
paragrafi, precedenti, intorno ai punti multipli successivi dei 
rami superlineari, ci consentono di estendere l’analisi del §3  
e così di distinguere in una singolarità qualunque un aggrup­
pamento di punti multipli infinitamente vicini, i quali si suc­
cedano sopra rami d’ordine > 1 .

Infatti se la curva /  possiede in 0  un punto multiplo 
d’un certo ordine r, la /  stessa si decomporrà in generale in 
un certo numero (<  r) di rami d’ordine v, p +  .... =  r),
e questi possederanno dei punti (semplici o) multipli succes­
sivi d’ordine

V iV -, —

Un punto Oìj infinitamente vicino ad 0  sopra un ramo (ed 
occupante il posto i-mo dopo 0) si dirà multiplo per f  secondo r.
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se appartiene ai rami di /  con molteplicità rispettive 

Vi(— 0), fXi(>0),....,
dove

n  — Vi +  + . . . .  ;

ciò suppone in ogni caso che già il punto precedente Oi^i sia 
multiplo per /  secondo

i —j r__ / 1 •

I punti, semplici o multipli, d i/c h e  si trovano al /-ino posto 
sopra uno qualunque dei rami per 0, si diranno appartenere 
all’ intorno di ordine i di 0 .

Eisulta dall’analisi del § G che due rami qualsiasi di /  
posseggono un contatto d’ordine Unito, cioè hanno comuni 
un numero finito di punti successivi, multipli o semplici. 
Esiste perciò un numero s che designa un intorno di 0  cui 
appartengono punti multipli infinitamente vicini ad 0  e tale 
che i punti dell’intorno (s q- l)-mo, appartenenti ai diversi 
rami di / ,  sono semplici e distinti fra loro; il numero ,s* de­
signa la specie della singolarità.

Ora la natura della singolarità di una curva/, nell’intorno 
di un punto r-plo 0, verrà pienamente definita rappresen­
tando approssimativamente la /  con un sistema di h ( < r )  
iperparabole osculatrici ai suoi li rami, del tipo

VH-'/

yzz^ax +  a ^  v v ,

dove ogni iperparabola abbia col-rispettivo ramo un tale con­
tatto che il primo punto del ramo che non. gii appartiene 
sia un punto libero e semplice per /  (cioè non appartenente 
ad alcuna delle altre iperparabole). Nel caso dei rami lineari 
le iperparabole si riducono a parabole.

In tal guisa si mette in evidenza che una singolarità 
qualsiasi viene pienamente definita come aggruppamento di punti 
infinitamente vicini, dei quali si assegnino la molteplicità e la 
posizione (in ispecie le relazioni di satellitismo) con la condi­
zione che a ciascuno dei detti punti, costituenti gli elementi 
della singolarità, seguano nell’intorno successivo punti sem­
plici e liberi.

Avvertenza sulle singolarità ordinarie. Le singolarità di 
specie 0, cioè i punti multipli a cui non sono infinitamente
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vicini altri punti multipli, costituiscono singolarità (puntuali) 
ordinarie.

Questa definizione concorda con quella del L. 1% § 12. 
Infatti una singolarità 0  di specie 0 viene caratterizzata 

dalle proprietà seguenti:
1) possiede soltanto rami di classe 1
2) due rami qualsiansi per 0  hanno tangenti diverse. 

Perciò un punto r-plo 0  di specie 0 è tale che ogni tangente
in 0, la quale figuri per i >  1 volte fra le r tangenti nel punto, 
tocca semplicemente un ramo della curva e la curva stessa.

Viceversa questa condizione porta che sieno soddisfatte 
le 1) 2), e quindi che 0  sia di specie 0.

Per rappresentare graficamente una singolarità occorre 
sovrapporre gli schemi grafici dei rami che la costituiscono, 
come si vede p. es. nella figura a). Ma la semplice sovrap­

posizione dà origine ad un inconveniente, che V annessa
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0,

0

0„

r i g .  6>

t"'o

figura Z») pone in evidenza: accade, specialmente in rapi)orto 
alia rappresentazione fissata pei punti satelliti, che punti

d i vers i  vengano figurati n e l l o  
^  schema con punti sovrapposti.

Per ovviare a tale inconve­
niente, si può variare la lunghezza  
dei tratti compresi fra due punti 
successivi, e conviene ingrandire 
i tratti in proporzione alla m olte­
plicità per /  dei punti iniziali, per 
modo che — tenuto conto delle  
relazioni di prossimità — si eviti 
ogni sovrapposizione dei punti 
successivi.

Per esempio la figura a), posto che Oul l , Olil2, 0 121, Ol22, 0 i3 
siano punti semplici, diviene

,0,„
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dove, per mettere in rilievo la lunghezza dei tratti unitari, 
sono stati aggiunti i punti successivi 0111U, 011121, 01211, 0Vòi. 

Parimente la figura &), assume l’aspetto seguente^:

0ii2n

Il diagramma in cui si rappresentano graficamente i rami 
di f  per 0, variando la lunghezza dei tratti successivi in pro­
porzione alla molteplicità dei punti iniziali, prenderà il nome 
di albero della singolarità.

L’albero della singolarità si deve ritenere interamente 
descritto quando si sia giunti a figurare su ogni ramo il primo 
punto libero che sia semplice per la curva.

F. ENRIQUES - I I . 25
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Nota sui punti satelliti. L’albero delle singolarità mette 
in luce la proprietà del gruppo G, comprendente tutti i punti 
satelliti di un punto 0 L, che si trovano sui possibili rami 
per 0^ ad ogni punto Oi satellite di 0 L, che appartenga all’ in­
torno ( i — 1 )-mo di questo, succedono, nel gruppo G, due pienti 
satelliti dell’ intorno i-mo ; uno dei quali, Oin si trova nello 
schema grafico allineato col punto precedente 15 mentre 
l’altro, Ou, si trova sopra la perpendicolare in Oi alla retta 
Oì̂ O ì.

Vogliamo caratterizzare aritmeticamente i due punti satel­
liti succedenti ad Oi, e — per semplicità di discorso — sup­
porremo che il punto 0l9 ultimo punto libero che precede i 
punti del nostro gruppo G, sia vicino al punto proprio 0, 
nell’ intorno del prim’ ordine, corrispondendo alla direzione y .

Il punto Oi potrà essere individuato come ultimo punto 
satellite di Oi sopra un ramo JB(v, vj dato dall’equazione

'h
y =  y'x +  ax v -f- .... ( v t < v ) .

Sviluppando — in frazione continua si avrà

dove

e

1.
V

à o > 2,

i =  7i j —l— 7i2 -1~ •••• -1- ha 5

appare quindi che il punto 0t_ 1, precedente ad Oi sul detto 
ramo, si ottiene cambiando ha in ha — 1 ; con ciò se 7i0 >  2 
il punto 0ì_ì figura come ultimo punto satellite su un ramo 
R(l±, (At) dove

üi
!x 7 1

1l̂ K
•■h. j.

fc'o
con

--  àg 1,
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ed invece, se 7ta =  2, Oi_t appare come ultimo punto satel­
lite di 0l sopra un ramo E([i, g,) per cui

dove

IL _  
fi

1

••7i
1

h'o-S

h a—i — h'a—i +  1 •

Ora risulta di qui che i due punti successivi ad 0», entro il 
gruppo G, sono i punti satelliti estrèmi sópra rami R(k, - ,)  
dove: per Oil

«i
TC

‘ • • \

mentre per Oj2

1

K
1

• 7» i
1

(K  — 1) •+■ 9 •Zi

Le note formule ricorrenti, che servono per il calcolo 
delle ridotte di una frazione continua, permetterebbero di

esprimere — per mezzo di — e ma su ciò non vale la
pena indugiarsi.

Alle cose dette fa riscontro il fatto che al punto 0, suc­
cede un solo punto di G, cioè il punto On , satellite di Ol sui 
rami del second’ordine che passano per esso. Ad Olt invece 
succedono, come si è detto, due inulti di G cioè i satelliti 
Oin e 0 U2 di 0 Ll sui rami di terz’ ordine _K(3,1) e 11(3, 2) che 
passano per esso, e così di seguito. In generale i punti di G 
successivi ad un punto Ot- restano dunque divisi in due gruppi, 
che diremo annessi ai due punti OiL e Ou succedenti ad 0 *.
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10. Intersezioni di due curve. — La definizione dei punti 
(semplici o multipli) infinitamente vicini permette di valu­
tare, in una forma espressiva, quante sono le intersezioni di 
due curve, /  e cp, che vengono assorbite in un punto multiplo 
comune, 0, ove si tocchino alcuni dei loro rami. Sussiste il 
seguente :

Teorema fondamentale. Due curve /  e cp abbiano in comune 
il punto 0 e alcuni punti infinitamente vicini ad esso nei 
successivi intorni d’ordine 1, 2,..., colle molteplicità che ven­
gono designate dal seguente quadro:

r
o )

<<

OX- 0,2h.2

0 li
ril
hi  ̂t\o

l r2i i 7 22
o21 o*,

‘ «91 ( u

le intersezioni delle due curve che vengono assorbite in O 
sono :

r t  -f- Sr i t i  -f- Tlrijitik -I-.....

Infatti la dimostrazione del teorema risulta subito dalla 
definizione di punti multipli infinitamente vicini e dal teo­
rema del L. 3°, § 12, per cui le intersezioni di due curve si 
ottengono intersecando i rami dell’una coi rami dell’altra, 
associati in tutti i modi possibili.

La determinazione effettiva delle molteplicità r, r*,
£, U, relative alle curve /  e 9 , esige il calcolojdiretto
degli sviluppi di Puiseux e può compiersi (anche indipen­
dentemente da codesto calcolo) mediante il procedimento di 
riduzione offerto dalla trasformazione quadratica, che pren­
deremo in esame nel seguente capitolo.

Qui ci limiteremo ad osservare che nella determinazione 
delle intersezioni delle due curve

. f  =  ur -f- .... -{- u r ^ h +  .... un =  0

? =  vt H- ...
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è lecito surrogare /  e ?  con curve approssimanti

fv-\-h =  Wr d“ "+“ Ur-hh — 0 

¥ t + k  =  v t +  •••• +  Vt-t-h —  0

d’ordine abbastanza elevato.
Precisamente : il numero N delle intersezioni delle nominate 

curve approssimanti (V ordine r +  h e t - \ -k  uguaglia il numero 
delle intersezioni dì f  e cp se sono soddisfatte le disuguaglianze :

N  <  r(t HH1$ “H 1), JV t{r —1— li -4— 1).

Infatti, adoperando la solita designazione del resultante 
(L. 3°, § 12) dove si ponga f = f  — f r+1}J <p =  <p — cpt+k, avremo

— Rifr+nyt-hk) “+" R(fr+h¥) ■+“ R>{¥t+kJ ) +  R(J <P) ?

dal che segue l’enunciato. (Ofr. gli esempi relativi all’inter­
sezioni di una curva con Phessiana nel L. 3°, § 16).

Ora, chi scruti l’intima ragione del teorema precedente, 
riconoscerà facilmente che esso dipende da ciò che: se la 
curva approssimante

f r - h h  =  n r  • • • •  +  u v^rli —  0

possiede, sopra un ramo .per l’origine, s punti successivi di 
molteplicità r n r2,....rs, con

r i +  r2 7H .... -t- rs <  à,

anche la curva f  possiede nei detti punti le medesime 
molteplicità. *

11. Punti prossimi: condizioni di esistenza d’una curva 
con date molteplicità effettive. — Se è un punto multiplo 
della curva/, appartenente all’intorno d’ordine i di un punto 
proprio 0 , si diranno prossimi ad Oi i punti, appartenenti agli
intorni d’ordine i -f- 1__, che sono prossimi ad Oi sui vari
rami di f  passanti per esso.

Pertanto (pag. 381) avremo che: la molteplicità del punto Oi 
è uguale alla sommu delle molteplicità dei suoi punti prossimi.
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L’importanza della relazione stabilita si manifesta subito 
nel problema seguente.

Si -voglia costruire una curva /  la quale possegga un 
punto 0 di molteplicità r e  — negli intorni successivi di 
esso — altri punti multipli infinitamente vicini, con date mol­
teplicità. Per l’esistenza di una curva siffatta si manifesta 
necessaria la condizione che ciascuno dei punti multipli 
assegnati abbia un ordine di molteplicità minore od uguale 
alla somma degli ordini di molteplicità dei quinti prossimi; 
imperocché fra i punti di una tale curva / ,  che sono pros­
simi ad un punto 0*, si trovano, per ipotesi, i punti dati con 
le molteplicità ad essi attribuite (ed eventualmente altri punti 
non assegnati).

Ora vogliamo dimostrare che le relazioni di disegua­
glianza, riconosciute come condizione necessaria, porgono 
anche la condizione sufficiente per l’esistenza di una cu rv a / 
che possegga i punti multipli assegnati, almeno considerando 
curve /  di un ordine abbastanza elevato.

Cominciamo dal caso elementare in cui s’ imponga a d /  
una successione di punti multipli 0 , 0 l , 0 2V... 0*, segmentisi 
sopra un ramo. E supponiamo dapprima che si tratti di un 
ramo lineare, i punti successivi del quale dovranno avere 
per /  molteplicità decrescenti o almeno non crescenti:

r >  r ì >  r2.... >  r<.

In questo caso si costruisce una curva / ,  possedente le mol­
teplicità assegnate, sommando un certo numero di parabole­
tangenti al ramo dato, e precisamente:

n  parabole d’ordine i-H 1 passanti per 0 0 l ....0i (cioè 
aventi a comune la parabola osculatrice d’ordine i);

ri_ 1 — Ti parabole d’ordine i passanti per 0 0 ,.. .0^ , .  
e non per 0 ;,\...

e lilialmente
r — r L rette per 0 diverse dalla tangente 0 0 L.

Questa costruzione si estende al caso in cui i punti suc­
cessivi 0 0 , ....0* vengano dati sopra, un ramo non lineare, salvo 
che le disuguaglianze relative alla molteplicità dei punti 
prossimi porgono diverse relazioni di disuguaglianza fra i 
numeri r r L. . . . r i .  Per precisare la cosa, conviene osservare che 
i punti 0 0 A....0i appartengono sempre ad un ramo di ordine
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minimo per cui Oi è semplice, sicché questo appare come 
ultimo punto del simbolo caratteristico o viene dopo di questo 
(cfr. § 8). Supponendo la successione dei punti 00 v.... 0* 
definita sopra un ramo d’ordine minimo che la contiene, le 
nostre diseguaglianze si esprimono come segue: se il punto Oh 
fronteggia sul ramo i punti (prossimi) Oh+ l ....Oh+k, dove 
l i  1: <  i ,  avremo

rh ^  rk+ i +  •••• +  rh-hh*

Allora si otterrà una curva / ,  avente le molteplicità asse­
gnate, sommando più gruppi di iperparabole tangenti le 
<inali abbiano a comune col ramo dato 1’ iperparabola oscu­
latrice di un certo grado.

Abbiamo così dimostrato che le disuguaglianze relative 
alle molteplicità dei punti prossimi esprimono la condizione 
necessaria e sufficiente per l’esistenza di una curva/, d’ordine 
abbastanza elevato, che debba contenere effettivamente punti 
multipli assegnati, e ciò nel caso in cui questi punti si suc­
cedano sopra un ramo. Per passare al caso generale converrà 
ora considerare più successioni di punti con la stessa origine, 
date sopra più rami. Ma è chiaro che questo problema non 
offre nuove difficoltà in confronto al caso precedente, a cui 
si lascia ridurre sommando curve che posseggano certe suc­
cessioni di punti multipli sui singoli rami ; occorre solo avver­
tire che la distribuzione delle molteplicità di un punto Oh fra 
i rami che le contengono può dar luogo ad una limitata arbi­
trarietà, ove la molteplicità rh che si assegna alla curva f  
in Oh sia maggiore (e non uguale) alla somma delle moltepli­
cità nei punti prossimi.-

Designamo con v, =  1 le molteplicità per il nostro
ramo dei punti successivi 0 0 (questa designazione che 
qui conviene provvisoriamente adottare, non deve essere con­
fusa con quella del § 8 dove si segnavano con indici diversi 
le molteplicità essenzialmente decrescenti). Prendiamo un 
primo gruppo di r* iperparabole aventi a comune l’iperpa­
rabola osculatrice di grado i ; rimane allora da costruire una 
curva f  jiassante per i punti 0 0 1.... fino ad Oi_ l al più, ed 
avente nel punto Oh la molteplicità

 ̂h Vi 'hi 5
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in forza delle condizioni poste, le differenze rh — r^n (per 
7 i= 0 , 1....) sono > 0  e soddisfano ancora alle disegnaglianze 
dei inmti prossimi, come si deduce ricordando elle, per il 
nostro ramo,

Vh — v/H-1 -1-  .... +  Vh-hh •

Così il problema può risolversi applicando al più altre i volte 
il procedimento indicato.

Concludiamo enunciando il
Teorema: la condizione necessaria e sufficiente per resi­

stenza di curve, d’ ordine abbastanza elevato, che posseggano date 
molteplicità in un gruppo di punti infinitamente vicini ad 
un’ origine, è che la molteplicità assegnata in un punto del 
gruppo non sia inferiore alla somma delle molteplicità asse­
gnate nei punti prossimi.

12. Costruzione di una curva con punti multipli assegnati: 
molteplicità virtuali. — Giova prender le mosse dall’osser­
vazione seguente:

Siano 0, 0 A,.... Ot punti successivi sopra un ramo, e si con­
siderino i rami d’ordine minimo (0 1 2), (Ol 011),.... (GHoOiWii....Oii), 
che valgono a definire i singoli punti. Se mia curva /  pos­
siede rispettivamente in 0, 0 1V...0 ; le molteplicità r, r19..m. n :

1) i rami (0) hanno con f  (esattamelite) r  intersezioni,
2) i rami (0 0 A) ne hanno

M -l) i rami (O^oO^'i....0*1) ne hanno -j-r*.

Viceversa, se sono soddisfatte le condizioni 1), 2),....i-KL), 
la curva /  possiede i punti 0r,

La prima parte dell’enunciato riesce evidente decompo­
nendo la f  nei suoi rami, in base alla definizione dei punti 
multipli successivi comuni a due rami; e parimente resta sta­
bilita la-proposizione inversa.

La precedente osservazione dà luogo ad una definizione 
geometrica dei punti multipli infinitamente vicini della curva f  
in base alle condizioni 1) 2 1 ), la quale pone in evidenza 
che : se due curve /  e ç posseggono, in un gruppo — G — 
di punti infinitamente vicini, le medesime molteplicità, anche 
le curve del fascio ìf-\-\xy — Q posseggono in quei punti le 
stesse molteplicità.
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Si deduce, (L. 1 °, § 14), che tutte le curve /  possedenti 
date molteplicità nei punti di Q formano un sistema lineare, 
ossia: le condizioni di passaggio di %ma curva / p e r  punti mul­
tipli infinitamente vicini sono lineari, come per punti multipli 
distinti (efr. per i punti segmentisi su rami lineari il § 3)

Per vedere come effettivamente si scrivano le condizioni 
anzidette, nel caso di punti su rami superlineari, riferiamoci ad 
un semplice esempio : ad una curva / ,  che passi r  volte per O 
e s volte per il punto infinitamente vicino (),, per es. nella 
direzione dell’asse x, s’imponga di passare ulteriormente con 
una certa molteplicità u per il punto 0 U, primo satellite di 0 ,, 
che appartiene a tutti i rami di second’ordine, 
rappresentati da

i x =  t•
1)

t y — t'‘ —I- 4" ....•

Riconosciamo anzitutto che, in forza del passaggio per Or Ols, 
la /  possiede 2 r +  s intersezioni coi rami 1 ), cioè eseguendo la 
sostituzione 1 ) nell’equazione f(xy) =  0  si trova un’equazione 
resultante F(t) =  0  che contiene t al grado minimo 2r -f- s. 
Trovandosi Oi sull’asse x, si verifica che spariscono in F  tutti 
i termini di grado minore di 2 r  -+- s, come segue : scrivendo

f = I laikxiyk,

il passaggio di /  per 0 ’’ si traduce nelle condizioni 

mu — 0  per i - h h < r ,  

e il passaggio per 0 LS nelle

aik =  0  per i 27c <  r  -1- s ;

da ciò si deduce:

aik — 0 per 2i +  37c <  2r  -H s .

Ora se la /  deve passare per il punto Ou con la molte­
plicità m =  1, bisogna che manchi in F  il termine che con­
tiene t al grado 2r +  s: questo termine contiene i coeffi­
cienti aik per cui

i —f— 7c r, i -4— 27c r  -1— s, 2i —|— 3/c =  2r -4 - s ,
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i +  le =  r, i- l-  Zie =  r +  .9 

i =  r  —  5 , 7c =  « ;

la condizione è dunque unica, essendo data da

Gir—s, s  0 •

Se invece si vuole che /  passi per OiL con la moltepli­
cità u =  2, si troveranno nello stesso modo altre due condi­
zioni, che corrispondono all’ annullamento dei cofficienti 
per cui

j i +  le =  r  +  1 , ( i +  le =  r
I % ~~Zie v — s | i —}— 2le —— t —f— .9 —i— 1,

cioè
j % — r — «9 +  2 j i — r — s — 1
i le =  .9 — 1 l le — s - h i .

È ormai chiaro come si prosegua la determinazione delle con­
dizioni acciocché/ passi per Oii con la molteplicità u = 3 ,  4....,

i . , .  ̂ u(n +  1)e che m generale si trovano 1 +  2 + . . . .  +  u = ------— -
condizioni.

Lo stesso numero di condizioni si trova sempre rispon­
dere all’ imposizione di un punto multiplo, definito in un certo 
intorno di /  sopra un ramo superlineare; nia il riconoscimento 
di ciò esige un’analisi approfondita che rimandiamo al Gap. I l i ,  
dove le condizioni su esposte vengono studiate con le for­
mule del calcolo differenziale; qui si è voluto accennare al 
modo come esse si ottengano con considerazioni puramente 
algebriche.

La possibilità di tradurre in forma differenziale le con­
dizioni di passaggio di /  per punti appartenenti a rami 
superlineari, si lascia riconoscere in modo analogo a ciò 
che avviene nel caso di punti succedentisi sopra rami 
lineari.

A tale scopo occorre considerare la funzione composta
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X =  t \  y =  a?  +  tov+v' +  ....:

se la curva/deve possedere r intersezioni col ramo 1) per £ =  (), 
si debbono annullare, insieme ad F, an elle le derivate succes­
sive di F  fino all’ordine r — 1 incluso. Infatti codeste derivate 
porgono i coefficienti delle successive potenze di t nello svi­
luppo di M a c - L a u r i n  di F(t).

Ora osserviamo che l’insieme delle equazioni lineari nei 
coefficienti di / ,  che valgono ad esprimere la definizione geo­
metrica dei punti multipli infinitamente vicini, traduce quella 
definizione soltanto in senso largo, in quanto permette di 
affermare che un ramo (0) ha con la curva /a lm eno r inter­
sezioni ma non esattamente r, e così di seguito. La definizione 
intesa in senso stretto esigerebbe di aggiungere alle predette 
equazioni lineari di condizione anche certe diseguaglianze. 
Questa circostanza si rende anche manifesta attraverso la defi­
nizione aritmetica dei punti multipli in rapporto agli sviluppi 
di P u is e u x , giacche ivi occorre escludere l’annullamento dei 
coefficienti dei termini essenziali negli sviluppi predetti.

Ordunque accade che entro il sistema lineare di tutte le 
curve /  possedenti certe molteplicità nei punti del gruppo G, 
esistono curve particolari aventi effettivamente molteplicità 
diverse da quelle della curva generica. Per esempio se OOl O.> 
sono punti successivi di un ramo di second’ ordine, nel sistema 
lineare delle curve/(di dato ordine) possedenti i punti 0 *0 / 0 / ,  
cioè aventi a comune una cuspide con la relativa tangente, 
sono contenute le curve che posseggono i punti doppi 0~0i2, 
cioè hanno in 0  un tacnodo con la tangente 0Ot. (Cfr. § 4).

Conformemente alla locuzione già introdotta nel § 3, 
diremo che la curva /  possiede nei punti di un gruppo G 
certe molteplicità virtuali r, rn r2.... quando i suoi coefficienti 
soddisfano alle condizioni lineari (di uguaglianza) che tradu­
cono in senso lato la definizione geometrica (o aritmetica) 
delle molteplicità effettive.

Qui occorre avvertire che la definizione delle molteplicità 
virtuali si applica non soltanto ad una f  che appaia come 
caso particolare di curve dotate di molteplicità effettive 
r, ri? r2...., ma anche quando tali curve non esistano, come 
avviene se i numeri r, ri? r2.... non soddisfano alle dise­
guaglianze fondamentali di prossimità.
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Osservazione. Il problema di determinare le molteplicità 
effettive che spettano ad una curva d’ordine abbastanza ele­
vato cui vengano assegnate certe molteplicità virtuali, in 
modo affatto arbitrario, verrà da noi trattato nei prossimi 
capitoli, sia con l’ausilio della trasformazione quadratica sia 
con quello dell’ analisi infinitesimale. Qui ci limitiamo ad 
una semplice avvertenza relativa all’ordine con cui deb­
bono prendersi le condizioni imposte da certe molteplicità 
virtuali. Se si impone ad una curva /  di possedere come 
punti di molteplicità r, r L, r2,....r*, i punti successivi di un 
ramo (0v0 1Vi02V2....01i), bisognerà anzitutto che la molteplicità 
effettiva di /  in 0 risulti r >  r, e se r' =  r anche r ' > r i . 
Ma se invece v >  r, la curva /  per questo solo fatto possiede 
già con tutti i rami (00  L) r anziché r interserzioni, sicché le 
condizioni 2) relative al punto 0 / 1 vengono già in parte sod­
disfatte: la molteplicità effettiva di Oì potrà dunque risul­
tare avendosi soltanto la certezza che

»V >  r i — (r — r).

Proseguendo questo ordine di considerazioni, si riconosce 
che in ogni caso: per il primo punto Oh della successione
0 0 ±_, la cui molteplicità effettiva rh' risulti diversa dalla
virtuale, si ha

 ̂h Vii ?

invece per l’ultimo punto 0k1 la cui molteplicità effettiva sia 
diversa dalla virtuale, si avrà

 ̂k ^  ? k ?

almeno per la curva /  i>iù generale, di un ordine abbastanza 
elevato.

Aggiungasi la spiegazione dei motivi jier cui, in tutto 
ciò che precede, si prendono a considerare curve di un ordine 
abbastanza elevato. Si esige in primo luogo che il numero 
dei coefficienti di f  sia tale da poter soddisfare tutte le con­
dizioni relative ai punti multipli successivi assegnati. Ma 
sopratutto si vuole ancora che queste condizioni siano indi- 
pendenti, almeno nel senso che l’imposizione di dati punti 
multipli, soddisfacenti alle disuguaglianze di prossimità, non
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porti di conseguenza molteplicità superiori a quelle assegnate 
o passaggio per altri punti infinitamente vicini. Ciò accade 
certo per curve d’un ordine assai alto, come risulta dalla 
costruzione data nel § 11, la quale ci porge una curva avente 
una data successione di punti multipli sommando parabole 
ed iperparabole osculatrici.

Per curve d’ordine basso può invece avvenire che il 
passaggio per alcuni punti infinitamente vicini porti di con­
seguenza il passaggio per un punto successivo: così la tan­
gente ad una curva in un flesso contiene un terzo punto 
della curva, e la conica osculatrice in un punto sestatico di 
una cubica (L, 1°, § 22), (o in generale di una curva qua­
lunque), ha un sesto punto a comune con la curva oltre i 
cinque che valgono a determinarla. Invero legami di dipen­
denza di tal genere sono in tutto analoghi a quelli che 
vengono presentati da certi gruppi di punti distinti in rela­
zione alle curve di un certo ordine che debbano passare 
per esse (L. 2°,' §§ 15, 16).

Nota sulla separazione dei rami. Ad una curva /  (d’or­
dine abbastanza elevato) s’ imponga di passare per i punti 
infinitamente vicini di un gruppo G con certe moltepli­
cità, assegnate in guisa da soddisfare alle disuguaglianze 
fra gli ordini di molteplicità dei punti prossimi. Allora 
esiste un sistema lineare di curve f  che passano (propria­
mente) per i punti dati con molteplicità effettive uguali 
alle molteplicità assegnate. Sorge quindi la questione di 
determinare in quanti rami si scinda la curva / .  Alla 
(piale domanda si imo dare una risposta semplice e precisa 
per la f  più generale fra quelle che posseggono i dati 
punti multipli.

Se il gruppo G fosse così esteso da comprendere 
i primi punti liberi che siano semplici per / ,  verrebbe 
senz’ altro determinata la separazione dei rami di /  e se 
ne otterrebbe la rappresentazione grafica conforme al § 9. 
Ma, ove G non sia in questo senso completo, si può tut­
tavia dare una risposta semplice e precisa alla domanda, 
sempre per la curva /  più generale fra quelle che pos­
seggono i dati punti multipli; invece per curve f  par­
ticolari la domanda non ammette a priori una risposta 
determinata.
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Per semplicità ci riferiremo al caso in cui il gruppo 0  
sia una successione di punti 0 0 L....0i segmentisi sopra un 
unico ramo (0''0ìvl....0ì1) e supporremo dapprima che le mol­
teplicità assegnate nei punti 0h siano multiple dei numeri v1h 
secondo uno stesso numero:

r =  Xv, r L =  XvA ....r* =  X.

In tal caso si riconosce che: « la curva /  piu generale 
passante per 0r0 1ri....0 /’1’ consta di X rami passanti semplice- 
mente (e propriamente) per 0t- ».

Nella costruzione del § PI si è mostrato infatti resistenza 
di una curva/* che passa per Or 0 / . . . .  O?1 e possiede X rami 
distinti; anzi per una tale/* si possono assumere ad arbitrio X 
punti semplici 0*+i, i successivi ad 0* (nel­
l’intorno (i-b l)-m o di 0 ), punti liberi in posizione affatto 
arbitraria.

Ora nel sistema lineare | / |  delle curve che passano per 
0rO/....O/% una curva generale / ,  avendo nei punti dati 
molteplicità effettive uguali alle virtuali, dovrà contenere 
rami passanti propriamente per (X; si concluderà dunque 
che essa consta di X rami distinti, ove si faccia vedere 
che non può contenere un ramo d’ ordine v? avente in Oi 
la molteplicità p (o >  1). Infatti se questo accade per 
una /  di | / | ,  i punti di /  prossimi ad 0$, non saranno 
più X punti liberi distinti di coordinate arbitrarie, ma 
alcuni di essi, (/+p, saranno satelliti di un punto 0;,i,
salvo il caso che 0*+.i abbia una molteplicità > 1. E ma­
nifesto che le condizioni perchè i punti Om ....Oì+? diven­
gano satelliti di 0*+1 oppure perchè 0*+1 acquisti una 
molteplicità > 1 ,  si traducono in relazioni fra i coeffi­
cienti della /  scelta in | / | ,  non essendo tali condizioni 
soddisfatte per la curva generica Xfi h- \\f. Dunque la /  è 
una curva particolare del nostro sistema lineare.

Tenendo poi presente la costruzione delle curve con dati 
punti multipli svolta nel § 11, si deduce in generale il

Principio della massima separazione dei rami: la curva 
più generale fra quelle che posseggono dati punti multipli 
si scinde nel massimo numero di rami compatibile col pos­
sesso delle date molteplicità effettive.
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Questo resultato fu già stabilito nel § 5 per il caso par­
ticolare delle successioni di punti doppi. Anche la proprietà 
ivi riconosciuta che il ramo di second7 ordine di specie s pos­
siede come caso particolare la curva composta di due rami 
con contatto d’ordine .9 +  1, può essere facilmente estesa. 
Una curva, 9, composta di un ramo d7 ordine vp passante 
per Oi9 (p >  1), per valori j>articolari dei parametri da cui 
dipende può spezzarsi in p rami d7 ordine v, aventi a comune 
oltre 0 /  anche 0;+.ip; ciò accade quando si imponga alla 9 di 
avere in ft+i la molteplicità p.

*

. *;
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Le singolarità 
rispetto alle trasformazioni quadratiche.

13. Riduzione delle singolarità mediante trasformazioni 
quadratiche. — Richiamiamo le nozioni fondamentali sulle 
trasformazioni quadratiche del piano, rinviando per maggiori 
schiarimenti al L. 1°, § 17.

Si ottiene una trasformazione quadratica (generale) fis­
sando che alla rete J <p | delle coniche per tre punti base A , B , C 
(non in linea retta) corrisponda proiettivamente la rete delle 
vette del piano, in guisa che ad ogni fascio di cp corrisponda 
mi fascio di rette. Designando con , <p2, <p3 tre coniche 
linearmente indipendenti della rete, le formule della trasfor­
mazione sono:

yî =  <PAæi x%xù

?/3 =  ?3(æi^  æ:i)>

o — in coordinate non omogenee —

x = z Vi(yy) Y = r̂ xy)
•w®?/)’ 9Àxy) '

Queste formule determinano un punto (y ) corrispondente ad 
un punto qualsiasi ($), fatta eccezione per i punti fonda-, 
mentali /l, B , <7, per cui riesce y i =  y2 =  yz =  0, ossia l e  T

assumono la forma indeterminata Allora, avvicinandosi (x)

ad A in una certa direzione, il punto omologo (y) tende ad 
un punto die deve ritenersi corrispondere a un punto infi­
nitamente vicino ad A. Il luogo dei punti che corrispondono

F. EN.RIQUICS -  I I .
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ai punti minutamente vicini ad A è una retta fondamentale, d\ 
perciò alle rette per A corrisponderanno coniche degeneri 
aventi come parte tissa la a, cioè, a prescindere da questa 
parte tissa, corrisponderanno le rette di un fascio A  (proiet­
tivo al primo). Similmente ai punti B, C corrisponderanno 
altre due rette fondamentali />, c, e alle rette per B, B, rette - 
per B, C.

Ora la trasformazione quadratica è univocamente inver­
tibile: alle rette del piano (x)  corrispondono nel piano (//) 
(delle linee intersecanti in due punti le rette cioè) coniche che 
passano per i tre punti ABC intersezioni di bc, ea, ab: si 
vede infatti che il punto Â corrisponde alla retta a — BC\ ecc.

Le equazioni di una trasformazione quadratica a punti 
fondamentali distinti si possono ridurre alla forma canonica, 
già incontrata nel L. 1°, § 17, come segue.

Si assumano nel piano (x) i punti fondamentali della 
trasformazione come punti (100), (010), (001), e analogamente 
nel piano (y) i punti fondamentali omologhi; le equazioni 
della trasformazione si ridurranno a

_  _1 _  1 _  1 
X' ~~ Ih ’ ^  _  Ih ’ ^  ~~ ?/:: ’

o, sotto forma intera (disponendo di un fattore di propor­
zione y j?/2

=  ih  ?/, ? =  ih  V i > * 3 =  ih  ih  ;

la sostituzione inversa è data qui dalle formule

X o X . X | X.)
y:t=

V x L X, x3 V XL x 2 xs

che — tenuto conto del fattore arbitrario nelle coordinate 
omogenee — divengono

1/2 =  XnVi, =

Ora, data una curva d’ordine n,

f  (xL x2 x3) =  0,

la sua trasformata è, in generale, la curva d’ordine 2n:

x„ x.t? / i =  Vi
V xL x2 x:ì

f i l i  y Ili  Ih) =  f i l l i  ih > Ili Vi » ih  i h )  — 0 »



CAPITOLO II 403

elio passa con la molteplicità n per i punti fondamentali del 
piano (y). Ma -se la /possiede come punto multiplo d’ordine r 
un punto fondamentale del piano (x), p. es. (100), la trasfor­
mata di /  si ottiene staccando il fattore ?//':

■ f(x i x+xj =  yLrf(  •?/j y, y:ì ).

('osi appare come dalla f ( y ly.,y:i) =  0, trasformata di una f  
generale, si ritorni alla f ( x Lx./x.,) =  0 colla sostituzione.

=  ìhy*i *•>. =  Vu ih , =  ViV-i ;.

infatti, la J\yLy.2y.j — 0 passando per i punti (100), (010), (00.1), 
colla molteplicità a, dalla, J'{x.,x.  ̂ x.,xn xLx,) si stacca il fat­
tore x^x/'x.,11.

Richiamate queste nozioni, ci proponiamo di studiare’ 
l’effetto delle trasformazioni quadratiche sopra le singolarità 
di una curva / .  E conviene prender le mosse da un caso 
(dementare che già incontrammo per incidenza nel § 23 del 
L. 2°, ma che qui vogliamo riassumere come base di ulteriori 
sviluppi.

Sia f  una curva, qualunque d’ordine a, e si eseguisca nel 
piano di f  una trasformazione quadratica supponendo che i 
punti fondamentali A, B, C, siano fuori d i/ ,  oppure che appar­
tengano ad essa con certe moltiplicità r, s, l, ma in tal caso 
le rette fondamentali a, />, c non siano tangenti principali; si 
supponga ancora che le rette fondamentali a, />, c non toc­
chino /  e non passino per alcun punto multiplo di essa.

La curva /  viene trasformata in una curva f  d’ordine

2a — (r -i- s -|- t) (r >  0, s >  0, t >  0),

giacche alle intersezioni di f  con una retta corrispondono le 
intersezioni di /  con una conica per zi, B, O. La /  passerà 
per ì punti fondamentali zï, B, 6Y, con le molteplicità

r =  n — (s -!- i) , 

s — n — (t +  r ), 

t =  n — (r +  s),

giacche alle intersezioni di f  con una retta fondamentale,
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per es. a, fuori di B e C, corrispondono punti di/infinitamente 
vicini ad A, cioè tangenti di /  in /i (invece al punto B , non 
essendo a una tangente principale, corrisponderà il gruppo 
delle intersezioni di /  con fr, fuori di Â, C; e analogamente 
si dica per O). Dall’ipotesi die le r intersezioni di /  con a 
(fuori di B, C) sono punti distinti, segue die il punto Â è per/un  
punto r-plo a tangenti distinte.

Ricordato questo caso elementare, esaminiamo che cosa 
accada per posizioni particolari della retta fondamentale a.

Pongasi anzitutto che a divenga tangente ad /  in un 
punto An diverso da B, C\ e con un contatto v-punto (v >  1). 
Allora la curva /  possiederà in Â un punto di molteplicità r 
per cui v tangenti principali coincidono in una tangente, 
ai =  Â Â n che ha r +  1 (e non più) intersezioni con la curva; 
infatti alla aì corrisponde la retta AAi la quale ha in AL solo 
una intersezione con l a / .  Il ramo di /  tangente ad' .aL, riesce 
dunque un ramo ordinario d’ordine v (cuspide per v==2).

Pongasi invece che la retta a contenga un punto ÀL di 
molteplicità rL (> 1 ) . In questo caso ad AL corrisponderà 
un punto À jL infinitamente vicino ad Â, e si verifica che tutte 
le linee passanti semplicemente per Â Â l hanno con f  r +  r, 
intersezioni, cioè j\ in più che le intersezioni di una linea 
generica passante soltanto per Â. Infatti alle linee per ÀA 
corrispondono linee per A1 che hanno ivi r } intersezioni riu­
nite con / .

La proprietà che abbiamo messo in rilievo per il 
punto A di / ,  costituisce la definizione geometrica dei punti 
multipli infinitamente vicini ad un punto proprio nell’intorno 
del prim’ordine (efr. § 3), a tenore della quale si deve diro 
che À ì e r-plo per / .

Viceversa avremo: / punii multipli di una curva, infi­
nitamente vicini ad un punto proprio 0, nell9 intorno dei 
prim9 ordine, si possono definire come trasformati di punti 
propri dotati di uguale molteplicità, per mezzo di una tra­
sformazione quadratica; dove la definizione soddisfa al requi­
sito fondamentale che « due curve, /  e <p, aventi a comune 
oltre ad 0 un punto ()n infinitamente vicino ad esso, di molte­
plicità rispettiva e si9 hanno ivi riunite (almeno) >*r9i inter­
sezioni oltre ((nelle dovute alle molteplicità di 0 ». Infatti 
basta porre in 0 un punto fondamentale della trasforma­
zione, escludendo (die qualche tangente principale sia una



CAPITOLO II 405

retta fondamentale per 0: collo stesso ragionamento prece­
dente si vede che ad-un punto On vicino ad 0  ed r^plo per 
la curva, corrisponderà un punto proprio Òn ancora rr plo 
per / ,  appartenente alla retta fondamentale o che corrisponde 
ad 0. E si fa vedere che un punto 0 n r^plo j)er /ed  ^-plo 
per cp? assorbe (almeno) r i s1 intersezioni delle due curve (oltre 
quelle dovute alle molteplicità di 0), riguardando, per esempio, 
cp come limite di una curva ruotata e contando di quanto 
diminuisce il numero delle intersezioni di /  e cp17 fuori di 0 : 
la diminuzione appare dal fatto che le curve trasformate /  e 
Tengono ad avere a comune un punto proprio di moltepli­
cità r, e sL quando cpL =  cp.

È chiaro che la trasformazione adoperata per ridurre la 
singolarità straordinaria 0, si può considerare come l’inversa 
della trasformazione usata innanzi per costruirla.

Si noti che la definizione dei punti multipli infinitamente 
vicini ad 0, posta per mezzo di una trasformazione quadra­
tica, riesce indipendente dalla arbitrarietà che rimane nel 
costruire la trasformazione con un punto fondamentale 0  e 
altri due punti fondamentali generici; ciò si può riconoscere 
anche senza usare dell’ osservazione fatta circa le inter­
sezioni di /  con rami o curve tangenti ad 0 0 n rilevando che 
i numeri interi, i quali designano le molteplicità di/prossim e 
ad (7, non possono variare con continuità al variare dei para­
metri della trasformazione suddetta.

Riprendiamo la trasformazione in cui si corrispondono /  
e /  per esaminare cosa corrisponda su /  a un punto 0,, infi­
nitamente vicino ad Ój, della curva / .  A tale scopo si distin­
guano due casi :

1) la tangente 0 { 0.2 ò diversa dalla retta fondamentale o;
2) la tangente ÔLÔ2 coincide con o.

Nel caso 1) si vede che al punto 02 corrisponde un 
punto 0, di / ,  successivo ad (>, sopra un ramo lineare 0 0 A0 2 
ed avente la medesima molteplicità che Ò2 per / ;  ciò segue 
dall’osservare che a un ramo lineare per ()l 0., corrisponde, 
nel piano di / ,  un ramo lineare per 0 0 L0., (in corrispondenza 
biunivoca col primo).

Invece per il caso 2) occorre ricordare che a un ramo 
lineare tangente ad o corrisponde un ramo cuspidale ordi­
nario con la tangente 00 L : perciò al punto 0„, avente per/una  
certa molteplicità corrisponderà su /  un punto 0.,, appai-
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tenente all’intorno di second’ordine di 0, ma situato sopra 
un ramo di second’ordine {()' Of 0./).

Generalizzando le cose dette, si ottiene senza difficoltà il 
resultato seguente:

se la curva f  possiede minutamente vicini ad 0  più 
punti multipli 0 l0 2..<.0i , segmentisi sopirà un ramo lineare, 
la curva trasformata di / ,  ove sia stato assunto 0  come punto 
fondamentale, possiede punti multipli successivi 
dotati delle stesse molteplicità, che si seguono sopra un ramo 
lineare non tangente alla retta fondamentale o. Se invece la 
curva f  possiede infinitamente vicini ad 0 più punti mul­
tipli 0 L 0,.... Chj seguentisi sopra un ramo ordinario d’un (‘.erto 
ordine v, la curva trasformata di /  possiede punti multipli 
successivi seguentisi ugualmente sopra un ramo
lineare, il quale però ha un contatto v-punto con la retta 
fondamentale o.

Così la trasformazione quadratica permette di definire i 
. punti multipli di f  injlnitaìnente vicini ad un punto proprio 0, 
e prossimi ad esso, i (piali divengono punti della retta o, e 
precisamente punti propri di essa oppure punti successivi a 
questi sulla stessa o.

In generale, essendo 0  punto r-plo per / ,  si avranno 
nell’intorno di prim’ordine dei punti ()n 0 ,,.... di moltepli­
cità rn r.z ... (rh >  1), e negl’ intorni d’ordine >  1 jiotranno 
ancora trovarsi dei limiti prossimi ad 0, per es. i punti 
()in 0 i , l .... di molteplicità r ì n ru l.... successivi ad On e così 
i punti 03I, 0,,IL.... di molteplicità r,,, r,1L.... successivi ad 0.,, ecc.r 
si avrà allora la r ciazio ne fondu m en tate di prossimità:

r  =  r { -1- r  n H- r n i  -}- .... - |-  r ,  -1- r , ,L -1- r , u  -h  .... + ......

Questa redazione, clic già incontrammo nel § 11, risulta, 
qui dimostrata in modo semplicissimo: infatti la curva ira­
sformata, f  incontra la retta fondamentale o in r punti che 
si riducono ai punti Ól 0,.... di moltiplicità r n r,.... ed ai 
punti inlinitamente vicini a questi, contati pure secondo le 
loro molteplicità rn rJM.... r.)Lr.m ......... ecc.

Osserviamo per incidenza che la locuzione « punii 
prossimi » appare (pii giustificata in rapporto alla circo­
stanza, bene lumeggiata dalla, trasformazione quadratica, 
che i punti prossimi ad 0, non appartenenti all’ intorno del
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prim’ ordine, si possono ritenere come limiti di punti di 
questo intorno.

Noteremo in fine elle la definizione dei punti prossimi 
per mezzo della trasformazione quadratica permette imme­
diatamente di comprendere da questo punto di vista la carat­
teristica e lo schema grafico di un ramo superlineare, che 
abbiamo spiegato nel § 8; la nozione di quello schema risul­
terà così indipendente dall’analisi diretta delle singolarità, 
(die precede, nella nostra trattazione, il nominato paragrafo.

Nota, he cose dette si lasciano estendere al caso in cui 
s’adoperi invece della trasformazione quadratica una trasfor­
mazione birazionale (cremoniana) del piano, d’ordine > 2 .

Pongasi che le X  e Y  vengano espresse come funzioni 
razionali di y:

" ■?,(*?/)’ r-Mu) '

con l’ipotesi che queste formule siano univocamente, cioè 
razionalmente, invertibili. In una siffatta trasformazione si 
presentano come punti eccezionali, o fondamentali, i punti 
lissi comuni alle curve cp1 =  ■-= ?.. =  0, e quindi base per la
rete ^91 -|- -}- yz);] — 0. Precisamente ad un punto base sem­
plice della rete (con tangente variabile) corrisponde una retta 
fondamentale, e così a un punto doppio (a tangenti variabili) 
una- conica fondamentale, eoe.

Ora, essendo data una- curva f  che possegga in 0 una 
singolarità straordinaria, la stessa riduzione della singolarità 
(die abbiamo ottenuta mediante trasformazioni quadratiche, 
si ottiene anche con una qualsiasi trasformazione birazionale 
die abbia in 0 un punto fondamentale, base per la rete 

-|- ficp, -i- vs)Vt =  0, a tangenti variabili. Accade cioè che ai 
punti semplici o multipli di f  infinitamente vicini ad 0 ind­
i’intorno del prim’ordine, corrispondono punti propri della 
curva fondamentale 0, omologa ad 0; ed invece ai punti di /  
che cadano in un intorno d’ordine superiore al primo, ma 
siano prossimi ad 0, corrispondono punti impropri di e, infi­
nitamente vicini a qualcuno dei punti propri nominati.

In ciò che precede abbiamo escluso che si abbiano punti 
fondamentali infinitamente vicini ad 0, cioè che 0  sia punto 
base della rete trasformante con tangente fissa; analoga esclu­
sione si era fatta anche per le trasformazioni quadratiche.
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Ora, senza approfondire il soggetto, vogliamo qui osser­
vare che: se si lianno due punti fondamentali semplici 0, 01? 
infinitamente vicini fra loro, la trasformazione mette in evi­
denza come punti propri i trasformati dei punti dell’intorno 
di second’ordine di 0, cioè i punti successivi ad 0i sopra un 
ramo per 0 0 L.

14. Decomposizione di una singolarità. — Il procedimento 
di riduzione, spiegato nel precedente paragrafo, permette di 
sciogliere qualsiasi singolarità, 0, di una curva / ,  mediante 
una successione di trasformazioni quadratiche, ponendo in 
evidenza i punti multipli di / ,  che cadono infinitamente 
vicini ad 0, come punti multipli propri di curve trasfor­
mate. Anzi questa decomposizione può assumersi come defi­
nizione dei punti multipli infinitamente vicini, indipendente­
mente dall’analisi diretta che conduce a definirli mediante 
le intersezioni di rami lineari (§ 3) e superlineari (§ 7).

Data la singolarità, 0, porremo anzitutto in evidenza i 
punti (semplici e) multipli 0L02...., vicini ad 0 nell’intorno 
del prim’ordine, operando una trasformazione quadratica con 
un punto fondamentale in 0; successivamente prenderemo 
un punto, 0Ì, della curva trasformata come punto fonda­
mentale della nuova trasformazione quadratica, e così por­
remo in evidenza i punti 0 n, 0^.... vicini ad 0 i nell’in­
torno del prilli’ordine, e quindi vicini ad 0 nell’intorno del 
second’ordine.

Frattanto la singolarità appartenente al punto 02, che può 
lasciarsi fuori del triangolo fondamentale della nuova trasfor­
mazione, si riproduce invariata, come faremo vedere precisa­
mente più avanti, per non interrompere il filo del nostro 
discorso. (Cfr. l’osservazione che chiude questo paragrafo).

Il procedimento indicato si può ripetere a partire da 0A1...., 
fino a porre in evidenza un qualsiasi punto (semplice o mul­
tiplo) di /  che si trovi successivo ad 0 sopra un qualunque 
ramo e nell’ intorno d’ un ordine s ~|- 1 comunque elevato. Ed 
è chiaro a priori che la serie dei punti multipli successivi 
0i 0Li Oj,i...., appartenenti ad un ramo d i/ ,  riesce così definita 
mercè successive trasformazioni 'quadratiche, indipendente­
mente dall’arbitrarietà dei parametri (variabili in modo con­
tinuo) che figurano in queste, così come si e già notato, per i 
punti dell’intorno del prim’ordine, nel precedente paragrafo.
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Ora, dopo aver decomposto in tal modo ima successione 

di punti multipli 0i0110lit.... lino allo s-mo, si può ripetere 
io stesso procedimento per le analoghe successioni 02021 0211.... 
e così anche O120121...., ecc.; si jierviene in tal guisa ad una 
curva trasformata di /, sulla (piale si trovano come punti 
propri i punti semjdici o multipli che corrispondono ai punti 
di /  vicini ad 0 nell’intorno d’ordine s. Se la singolarità 0 
è di specie s, cioè se non vi sono punti multipli di /  vicini ad 0 
al di là dell’intorno s-mo, la trasformazione detta innanzi 
scioglie completamente la singolarità di/, nel senso che ai punti 
vicini ad 0 nell’intorno (5 + l)-mo corrispondono punti sem­
plici della curva trasformata; e così i punti multipli prove­
nienti dalle diverse successioni che appartengono ai rami 
per 0, appaiono come punti multipli propri sopra un numero 
Unito di curve trasformate, e si distribuiscono in un certo 
numero di serie di composizione della singolarità.

Se la singolarità 0 si suppone direttamente definita in 
base alle intersezioni dei rami lineari e superlineari, si sa già 
che oltre un certo intorno .v-mo i limiti vicini ad 0 sono 
semplici, poiché ogni ramo possiede un numero finito di punti 
multipli e due rami non possono avere che un contatto d’or­
dine finito; così ad ogni singolarità corrisponde un numero 
finito che ne designa la specie: pertanto si deduce immedia­
tamente che qualunque singolarità di una curva algebrica 
piana si può sciogliere con un numero finito di trasformazioni 
quadratiche, cioè possiede un numero finito di serie di com­
posizione ugualmente finite.

IMa vogliamo qui supporre che il lettore ignori l’analisi 
diretta delle singolarità contenuta nel precedente capitolo; 
occorre allora dimostrare che ogni singolarità ha una compo­
sizione finita, cioè che « il procedimento di riduzione spiegato 
innanzi ha termine dopo un numero finito di trasformazioni 
quadratiche », sicché « per ogni singolarità esiste un numero 
che ne designa la specie ».

La dimostrazione richiesta si può fornire (con Nòtiier) 
osservando che ogni punto i-plo (i > 1) di /  vicino ad 0, che 
appartenga ad un intorno di qualsiasi ordine, è (i — l)-plo 
almeno per le curve polari ; segue da ciò che la specie s di 
una singolarità pertinente ad una curva d’ordine n e di
. , n(n — 1) ,classe m non può superare ---- m: questo limite può
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essere raggiunto soltanto ove si abbia una sola singolarità, 
costituita di H -  1 punti doppi.

La proprietà che ogni punto i-plo (anche improprio) e 
virtualmente (i — l)-plo (almeno) j)er le polari, si può dedurre 
dalla proprietà analoga stabilita per i punti multipli propri 
(L. 3°, § 4), dove si faccia vedere che una singolarità costituita 
di punti multipli infinitamente vicini nasce come limite dal- 
V avvicinarsi di più punti multipli ordinari, dotati di uguale 
molteplicità; la trasformazione quadratica giustifica questa 
considerazione come vedremo in modo preciso nel § 19,

Masi può evitare tali considerazioni di limite, come segue: 
1 ) con una verifica analitica diretta, mercè cui si rico­

nosce il comportamento delle polari nei punti multipli intì- 
nitamente vicini;

2) considerando, in luogo delle molteplicità delle polari, 
l’abbassamento del genere dovuto alla presenza di punti mul­
tipli successivi di / ;  ragionamento dovuto a BmiTixr.

Esponiamo per comodità dello studioso ambedue le 
dimostrazioni.

1) Verifica analitica del comportamento delle polari. 
Consideriamo nel piano della curva/ (d’ordine n) la polare di 
un punto qualsiasi che assumiamo come punto (100). Preso 
il punto (010) nel punto r-plo 0, e il punto (001 ) in un altro 
punto generico, eseguiamo la sostituzione quadratica

^  =  y*v*, v  =  v, Vn ^  =
esattamente invertita da

x2x:>>   x.,xi   xLx2
?/i =  7r±é=^» ^  =  -7— y3 =y XLX2X:i

Avremo
f (x L x ,  X , )  =  y / f ( y 1 y, y3), 

e la polare (lei punto B  sarà

W f +

1  d f  - 7  \  \  1 d f  - -  - 7  -  1 3  f  - 7  Ï-----J—or. -oì -o' - ---- :— - -i— -1— w
+  Ï V  - 0  5^7^1 + ò . à r x i +dy . ,  ' 23?/,

X x - X S V . ,

r _ i  f . l  r ( _  dl,„  - i v 1 /  - ( ) ,
- 2 ìh il * J 1 2 \  dy 'Jì  -V:i •/| 2 d y j :: 23?/, * J
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sicché, moltiplicando per <xl — y i yÿ,

ìL
3ajj : y

r 1 3 /  Ldf  
2 dy l ?/l ~f" 2 3y z

1 3/
^  +  2 3 ^ 3

d a  c u i,  p e r  i l  t e o r e m a  d i  E u l e r o :

3/
tyi Vi 3y» 2/3 =  (2»

^ * ,1 ;

onde appare elle la trasformata della c u r v a a v e n t e ,  
come punto r-plo 0 =  (010), è la curva . ' 1

9 /Ora, ogni polare di / ,  e in particolare la polare ;~~ =  0, 
passerà per i punti Ji

o;>,

di /  appartenenti alla retta //,, =  0, con molteplicità rispettive

> r i - l ,  > r a- :  1 ;

e altrettanto accadrà per una combinazione lineare di quella 
polare con la / .

Si deduce che la curva ~ - x L =  0 passa per 0, 0n 0,.... 
(‘Olì molteplicità ‘ 1

ma, poiché le retta x\ = 0  passa per 0 ma non per 0n 
segue che la polare di B (che è un punto generico del piano 
di / )  passa per 0r~l (come si sapeva) e possiede in 0L, 0 .2.... 
molteplicità (virtuali)

La nostra verifica è compiuta in tal modo per i punti 
multipli appartenenti ad intorni del 1° ordine.
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Si passerà quindi all’intorno del 2° ordine applicando il 
resultato alla curva f  (anziché alla /  cui si riferivano i pre­
cedenti ragionamenti). Un puuto ÒiLVii {rn >  1), appartenente 
all’intorno del 1° ordine di 6n avrà una molteplicità

dfper le polari di f  e in particolare lier la —  = 0 ;  si dedurrà
 ̂u 1

quindi che il punto 0nrn di / ,  appartenente all’intorno di 
2° ordine di 0, avrà una molteplicità

1
per la polare di B:

E così la verifica procede seguitando induttivamente, giacché, 
compiuta per intorni d’ordine s — 1, si passa al caso di intorni 
d’ordine .9.

Aggiungeremo che la trasformazione eseguita innanzi 
permetterebbe di investigare più profondamente il compor­
tamento delle polari d i/ , e quindi l’abbassamento della classe 
dovuto a una singolarità straordinaria; ma di ciò tratteremo 
più avanti.

. 2) Abbassamento del genere in rapporto alla composizione 
di una singolarità. Richiamiamo la dimostrazione dell’inva­
rianza del genere per trasformazioni quadratiche, che abbiamo 
incontrato nel L. 2", § 23.

Sia la curva / ,  d’ordine n, la (piale passi per i punti 
fondamentali 0, R, (7, con le molteplicità r ,  .9, t1 e non con­
tenga altri punti multipli appartenenti alle rette fonda­
mentali; la trasformata /  sarà d’ ordine 2n — r — .9 — £, 
e avrà le molteplicità n — .9 — t, n — t — r, n — r  — .9, nei 
punti fondamentali del secondo piano, mentre conserverà le 
altre molteplicità di / ;  allora si verifica che il genere di f

_0*' 1)0* 2) — 1)
P 2 Zj "2

é uguale al genere di / .
Ora pongasi che la f  possieda nell’ intorno del punto 

r-plo, 0, dei punti multipli infinitamente vicini e
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d’altra parte elle le rette fondamentali si an prese in modo 
generico, sicché non contengano altri punti multipli di / ;  il 
calcolo precedente conduce al seguente resultato: si designi 
come pseudo-genere, p , l’espressione

( ì l _ l ) ( w _ 2 )  ^ < ( < - 1 )

2 " 2

dove la sommatoria viene estesa ai punti i-pli propri di / ;  e 
sia p { l’analoga espressione, cioè lo ‘pseudo-genere d i / :  si 
troverà

dove la sommatoria è estesa ai punti multipli appartenenti 
alla retta fondamentale trasformata di 0 . Ciò posto si vede 
che quando nell’intorno di 0 cadono punti multipli d i / ,  lo 
pseudo-genere di /  può essere abbassato con una trasforma­
zione quadratica (pL <  p).

Ma, operando successive trasformazioni quadratiche, l’ab­
bassamento di p non può proseguire indefinitamente, giacche 
lo pseudo-genere non può diventare negativo per una curva 
irriducibile: si è dimostrato infatti (L. 2°, § 23) che una curva 
d’ordine n non può possedere tanti punti di molteplicità 
per cui sia

y / i  — .l.)(i — 2)  ̂ (ìi — l)(n — 2)
2  ^  ■ 2  ‘

Si conclude che ogni singolarità può essere decomposta 
con un numero finito di trasformazioni quadratiche, e più 
precisamente che l’ordine del massimo intorno di un punto 
singolare 0 in cui cadono punti multipli di / ,  cioè « la specie 
di 0, è minore od uguale allo jiseudo-genere ».

L’analisi che precede mette in evidenza che nella valu­
tazione del genere, affinchè questo risulti un carattere inva­
riante per trasformazioni quadratiche (e così risponda al noto 
carattere topologico della superficie di Riemann), si deve 
tener conto dell’abbassamento prodotto dai punti multipli 
infinitamente vicini che vengono a complicare la singolarità 
dei punti multipli propri; insomma il genere p deve ritenersi 
definito da

(n -  l)(n - 2 ) i(* - 1)
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dove la .sommatoria va .estesa a tutti i punti multipli, sia 
propri che infinitamente vicini.

Osservazione. Bimane da «'instilicare più precisamente 
F attenuazione di cui innanzi facemmo uso, che per una sin­
golarità di / ,  la quale non cada in un punto fondamentale o 
sopra una retta fondamentale della trasformazione quadràtica, 
rimane invariata la serie dei punti multipli successivi sopra 
ciascun ramo, sicché le diverse serie di composizione riescono 
definite- indipendentemente dall’ordine con cui si procede a 
sciogliere la singolarità.

Notiamo anzitutto che « la trasformazione quadratica è 
regolare nell’ intorno di ogni punto del piano fuori del trila­
tero fondamentale ». Infatti, se i punti fondamentali si fanno 
cadere nei punti (00), (0©o)? (~^0), le equazioni in coordinate 
cartesiane della trasformazione quadratica assumono la forma 
canonica

ed allora nell’intorno di un qualsiasi punto (ah), con a-=\~0, //=(=(), 
X  e Y  sono simultaneamente sviluppabili in serie di potenze 
di x — a e ?/ — />, mediante la nota formula binomiale:

X== 

Y  =

1 I 1 . . 1 ,— —-  - —  — -------- -, ( x  — a )  d— r. ( x  — a ya - \ - (x — a) a a' J a" 7 -■4 (x — ay  d- ,

i  i  l ,  7 i  , 7 0 1 ,7 — — =  7 — ^  ( ìi — 6) d- (y — h y  — 7t  (y  — h) d-
l) d- (?/ — h) h Ir J 7 Ir '[ 7 b [ J

Ciò posto possiamo richiamare la duplice dimostrazione svolta 
nel § 8 del precedente capitolo : ivi si è posta in primo luogo 
la verifica analitica che la serie dei punti multipli successivi 
di un l'amo e la molteplicità d’intersezione di due rami rimane 
invariata per trasformazioni puntuali regolari; in secondo 
luogo si e pure stabilita questa invarianza ih base alla defi­
nizione geometrica induttiva di codesti punti multipli, mercè 
le intersezioni con rami di specie inferiore.

Quest’ ultima dimostrazione geometrica potrebbe essere.4 
ripresa qui, dove s’ introducano le molteplicità successive di 
un ramo in base alla trasformazione quadratica. Ma, ad uno 
studio delle singolarità basato sulle trasformazioni quadra-
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tiche, conviene meglio la dimostrazione che segue, ove si tien 
conto soltanto degli intorni del prilli’ordine, della curva /  e 
delle sue trasformate.

Prendiamo le mosse dall’osservazione che: una trasfor­
mazione quadratica considerala nell’intorno (del prim’ordine) 
di un punto (ai), fuori degli elementi fondamentali, viene 
rappresentata approssimativamente da una omografia;

( x - i - s » , . - . , .  r - ì - p t " - 4

Segue di qui che se la /  possiede un punto r-plo 0 e 
vicino ad esso, nell’intorno del prim’ordine, un punto rA-plo 0A, 
messo in evidenza da una trasformazione quadratica tta, anche 
la trasformata/ (corrispondente a d /p er  una trasformazione T  
regolare in 0), possiede un punto r-plo Ô e vicino a questo 
un punto rr plo ÓA; giacche la trasformazione quadratica tc1? 
atta a separare 0L da Ô, si ottiime semplicemente trasfor­
mando la con l’omografia x che rappresenta approssimati­
vamente T: =  -t:,z~l. ~

Ora si designi con t\ la curva corrispondente ad/ in.^q,  
la quale possiede il punto r^plo 0n e si designi invece 
con J\ la curva; corrispondente ad /  in tu1? la quale possiede 
parimente il punto r,-plo 0,. Fra / ,  e j \  intercede una tra­
sformazione birazionale, T', che si ottiene come prodotto di 
tre trasformazioni quadratiche: T' — tt, T " l. Vogliamo dimo­
strare che la T r è regolare in 0 l (e così nel punto omologo Ô,), 
sicché essa viene rappresentata approssimativamente da una 
omografia r ; allora quel che si è detto per /  e / s i  estenderà 
ad f\ e / ,  : se esiste una trasformazione quadratica che 
mette in evidenza un inulto, 0 M,.di f L nell’intorno di 0A, si 
costruirà una trasformazione tu2, capace di mettere in evidenza 
un punto multiplo di /* , 0 (l, nell’intorno di 0,, trasformando 
la ^  con l’omografia x; così risulterà dimostrato che anche 
ai punti di /  nell’ intorno di second’ordine di 0 corrispondono 
punti multipli di /  nell’intorno di second’ordine di Ô. Ed è 
chiaro come la dimostrazione si proseguirà per gii intorni 
successivi.

Dunque, per dimostrare che T' è regolare, osserviamo 
che nella T' al punto 0, di / ,  viene a corrispondere senza 
ambiguità il punto ÓL di / ,  e reciprocamente, in modo che i
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due punti omologhi non sono fondamentali per T'. Quest’os­
servazione geometrica basta a mostrare la regolarità di T' 
in (e in 0L)- ma si può dare una precisa verifica analitica. 

A tal fine scriviamo

basterà dimostrare che l’operazione che figura fra le paren­
tesi quadre, cioè la trasformata di x~1T  mediante la è 
regolare nel punto 0t . Perciò si noti che, t differendo da T  
per infinitesimi del second’ ordine,, la t—12T differisce dal­
l’identità per infinitesimi di questo stesso ordine e quindi è 
del tipo

(non figura in x la y, nè in ?/' la x perchè questa proprietà- 
vaie-per T  e t). Operiamo nelle formule co la sostituzione 
quadratica 7td, avente come punto fondamentale il punto 0=(0Ò) 
e come retta fondamentale omologa la retta x =  l ;  le equa­
zioni di s \ deducono dalla forma canonica

eseguendo su X', Y f una omografia che porti la retta all’infi­
nito in X  =  1, onde si avrà

regolare nel punto (11) della retta fondamentale X =  l, che

tó =  r - ‘T = j  +  +
( ?/' =  ?/+• py* -+- ••••

ì
F ’

X — 1

Trasformando w con si avrà ora

n .  o)7t. —i
X ' — 1 _  
~ X '  — 
X' — 1 _  

Ÿ  ~
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si può assumere come punto 0, ; inoltre è ivi =)=() e perciò X'

è pure regolare. D’altra parte, dividendo le due serie e togliendo 
il fattore X — 1, die figura insieme nel numeratore e deno-

Y'minatore, si riconosce che è anche regolare ^  e quindi Y \

15. Teorema di Sfotter: trasformazione di una curva in 
un’altra con punti multipli a tangenti distinte. — Sia/(^y) =  0 
una curva dotata di singolarità qualunque, ed eseguiamo nel 
suo piano una trasformazione quadratica n. Abbiamo osser­
vato che:

1) un punto multiplo di / ,  che non appartenga agir 
elementi fondamentali di tu, viene trasformato in una singo­
larità della stessa specie per la curva corrispondente ad / ;

2) invece un punto singolare di specie .9, che sia fon­
damentale per 7r, si cambia in una singolarità di specie s — 1.

Aggiungiamo che:
3) i nuovi punti multipli della curva trasformata di /  

corrispondono alle rette fondamentali di tu, e sono punti mul­
tipli a tangenti distinte se queste rette incontrano /  in punti 
distinti, fuori dei punti fondamentali.

Segue di (fui che si possono sciogliere le singolarità d i /  
mediante successive trasformazioni quadratiche, in modo che le 
nuove singolarità create da queste trasformazioni siano punti 
multipli a tangenti distinte. E quindi si perverrà a una curva/, 
trasformata di / ,  e dotata soltanto di singolarità ordinarie.

Ora, se la curva /  possiede un punto, A, multiplo a tan­
genti non distinte, cioè origine di rami non lineari, si potrà 
fare scomparire questa singolarità assumendo A come punto 
fondamentale di una nuova trasformazione quadratica. Per­
tanto possiamo enunciare il

Teorema d i N o t h e u . Mediante un numero finito di tra­
sformazioni quadratiche, ogni curva / ,  dotata di singolarità 
qualunque, si può trasformare in un’altra curva dotata di 
puniti multipli a tangenti distinte.

Consideriamo la corrispondenza che intercede fra la curva 
data /  e la trasformata / ,  dotata di punti multipli a tangenti 
distinte. Avremo che:

’l) ad un punto semplice di /  corrisponde un punto 
semplice o multiplo di / ;

F. ENRIQUES - I I . 27
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2) ad un punto multiplo di /corrisponde s u / u n  gruppo 
di punti, semplici o multipli a tangenti distinte; in particolare 
ad un punto multiplo di / ,  a tangenti distinte, corrisponde 
per la nostra costruzione un punto di uguale molteplicità, 
pure a tangenti distinte per la / .

Ma e lecito fare scomparire ogni punto multiplo della/che  
provenga da un punto multiplo di / ,  prendendolo come punto 
fondamentale di una nuova trasformazione quadratica. Per­
tanto ogni curva /  può venire trasformata- mediante succes­
sive trasformazioni quadratiche in una curva / ,  per modo che 
ad ogni punto multiplo di - /  corrisponda su /  un gruppo di 
punti semplici; precisamente se 0 è un punto r-plo di f 7 ori­
gine di i rami d’ ordine y<, v2,....v», con v, +  v. -h .... -I- v* =  r, 
al punto 0 corrisponderanno su f  i punti semplici distinti, 
(da contarsi rispettivamente v}, volte).

I l  t e o r e m a  di N o t il e  u  s i  a p p l i c a  n o n  s o l t a n t o  a d  u n a  
c u r v a  is o la t a ,  m a  a n c h e  a d  un  s i s t e m a  l in e a r e  d i c u r v e  | / | .  
È  c h ia r o  a n z i t u t t o  c h e  u n a  t r a s fo r m a z io n e  q u a d r a t ic a  (o  a n c h e  
b ir a z io n a le )  d e l p ia n o  t r a s fo r m a  u n  s i s t e m a  l in e a r e  d i c u r v e  
a lg e b r ic h e

x,x:i) +  .... =  0

in un sistema lineare

^\UViih>ìhò - i- .... =  o,

le cui curve — concepite come punti di uno spazio lineare — 
si corrispondono proiettivamente.

Ora ricordiamo che per il teorema di P>Eimxi (L. 2°, § 5, 
o L. 3°, § 20) una curva / ,  generica nel sistema, non possiede 
punti multipli (propri) fuori dei punti base, comuni a tutte le /. 
Ciò posto, quando si prende un punto base di | / |  come punto 
fondamentale di una trasformazione quadratica, si riduce con­
temporaneamente la singolarità di tutte le curve generiche 
del sistema. Così proseguendo, si arriverà ad un sistema 
lineare j /j  trasformato di | / j ,  in cui la curva generica avrà 
soltanto punti multipli a tangenti distinte, cadenti nei 
punti base.

Aggiungeremo (die le trasformazioni quadratiche per cui 
si passa da l / |  a j / | ,  possono supporsi scelte in guisa che 
le rette fondamentali via via assunte non passino per alcun
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punto base del sistema trasformando, ed allora i nuovi punti 
base multipli creati dalle nostre trasformazioni avranno tan­
genti variabili per le curve del sistema.

Potrà darsi tuttavia clic | / |  possegga un punto base, 0, 
con una tangente lissa, dove i rami (lineari) di due f  qua­
lunque abbiano un certo contatto (,s* -i- Impunto (s >  1) ; allora 
jirendendo 0 come punto fondamentale per una nuova tra­
sformazione si ottiene un nuovo sistema lineare con un punto 
buse semplice ove le curve hanno un contatto .v-punto, sicché 
proseguendo si arriva a togliere ogni contatto. In conclu­
sione possiamo enunciare clic:

Mediante un numero finito di trasformazioni quadratiche, 
ogni sistema lineare di c u r v e  piane può essere trasformato in 
un sistema lineare con punti base, semplici o multipli, a tangenti 
variabili. Le trasformazioni che occorrono a tale scopo sono 
quelle stesse che valgono a ridurre a punti multipli con 
tangenti distinte la curva composta di due curve generiche 
del sistema.

Osservazione. Il procedimento spiegato innanzi mette in 
evidenza che il teorema di Bkutini: sulla fissità dei punti 
multipli di un sistema lineare, si estende anche ai punti mul­
tipli infinitamente vicini.

Infatti se la curva generica del sistema j/| potesse avere 
un punto multiplo variabile 0,, nell’ intorno di un punto base 0, 
mediante una trasformazione quadratica còl punto fondamen­
tale 0 si otterrebbe un nuovo sistema lineare io, cui curve 
avrebbero un punto multiplo variabile sopra una retta; e, 
quando si è riconosciuto che il punto 0 { deve restare Osso, 
si riconosce parimente che debbono restare fissi i punti mul­
tipli successivi ad 0,, e cosi di seguito.

10. Il genere e l’estensione delle formule di Pliicker. —
Riprendiamo l’osservazione fatta nel 14 in ordine alla defi­
nizione del genere d’una curva dotata di singolarità qualunque. 
Hata una curva/, d’ordine a, con punti multipli, distinti o 
inlìnitamente vicini, di molteplicità rt ( / =  1, ‘2....), l’espressione

(n — 1 )(n — 2) ^  — 1)
2> = -------- o — l i — 2----- ’

è invariante per trasformazioni quadratiche. Ricordando il
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teorema del L. 3°, § 17, si deduce che p è pure invariante 
per trasformazioni birazionali qualsiansi della curva / .

Infatti se due curve /  e F  si trovano in corrispondenza 
birazionale, saranno pure in corrispondenza Irrazionale le 
curve /  e F , dotate di singolarità ordinarie, che si ottengono 
da f é  .Fmediante trasformazioni quadratiche, e perciò l’espres­
sione p avrà anche per /  e F  lo stesso valore. Così il teorema 
cV invarianza del genere p viene liberato dalle restrizioni che 
si erano dovute ammettere nella dimostrazione del L. 3°, § 17.

Ciò posto si consideri accanto ad una curva-luogo / ,  1’ in­
viluppo delle sue tangenti F: fra f  e F  intercede una corri­
spondenza biunivoca dove ad ogni punto di /  risponde la 
relativa tangente; dunque /  e F  hanno lo stesso genere. 
Vale quindi per una curva/, dotata di singolarità qualunque,
V equazione del genere:

(m 1)0*' “  2) r î'i 1 )__ (ni l)(w — 2) ^  — 1)
2 ~ 2 2 ^  2 *v

dove n designa Pordine, m la classe, (i =  .l, 2....) la mol­
teplicità d’un punto multiplo di /  e st (1 =  1, 2....) la molte­
plicità d’una sua tangente multipla. La detta equazione, gia­
da noi dimostrata pel caso di punti multipli e tangenti mul­
tiple distinte, viene ora estesa al caso di elementi multipli 
infinitamente vicini.

Accanto all’equazione del genere, abbiamo anche Pesten­
sione a curve dotate di singolarità straordinarie delle altre 
formule di P lucker, e precisamente della formula che vale 
ad esprimere la classe in funzione dei caratteri della curva- 
luogo, nonché della formula duale. Questa estensione si giu­
stifica anzitutto nel modo più rapido, ricorrendo alla rappre­
sentazione reale della, variabile complessa, e al significato topo­
logico del genere (L. 2°, § 3fi, vol. I, pag. 373); ma ne daremo 
poi una seconda dimostrazione indipendente da quei concetti.

Sia/Uu/) =  0 una curva d’ordine n e di classe m riferita 
ad assi coordinati generici; per il punto all’ infinito dell’asse // 
passeranno precisamente ni tangenti ad / .  Ora nel piano della 
variabile complessa, x si avranno: m punti di diramazione 
semplici, corrispondenti alle nominate tangenti, ed altri punti 
di diramazione corrispondenti ai punti multipli di f  con 
rami superiineari. Si designi, come sopra, con v la moltepli­
cità (l’ un ramo di f  uscente da un suo punto singolare;
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avremo (cfr. L, 2°, § 36):

2) 2 n +  2p — 2 =  m +  S (v — 1)

dove la sommatoria va estesa a tutti i rami e a tutti i punti 
singolari, ossia
2') 2n 2p — 2 =  m +  S (r — /#•),

designando li il numero dei rami che passano per ciascun 
punto r-plo di / .

La formula 2), o 2'), si lascia anche dimostrare indipen- . 
dentemente dalla espressione del genere data per mezzo dei 
punti di diramazione della funzione algebrica y(x), che abbiamo 
assunto dalla teoria riemanniana (e che potrebbe anche riat­
taccarsi agli sviluppi del L. 5°). Si tratta per ciò di valutare 
Y abbassamento della classe dovuto ad una singolarità 0, sosti­
tuendo ai rami di /  le iperparabole osculatrici d’ordine abba­
stanza elevato.

Si osservi dapprima che l’abbassamento anzidetto, è uguale 
al numero delle intersezioni di /  colle sue polari che vengono 
assorbite in 0; codesto abbassamento dipende soltanto dalla 
natura, della singolarità Oc non dall1 ordine della curva f ,  che 
può supporsi elevato (pianto si vuole. Infatti, se si aggiunge 
alla /  una curva arbitraria ?, non passante per 0, si ottiene 
una curva composta, d’ordine elevato quanto si vuole, che 
possiede in 0 la medesima singolarità; e l’abbassamento della 
classe prodotto da 0 nei riguardi della curva composta fy  
equivale a quello relativo alla curva / .

Vi e di più: quando si procede a determinare l’abbassa­
mento della classe dovuto a una singolarità 0, ricercando le 
intersezioni di f  con una sua polare, è lecito sostituire alle 
due curve altre curve abbastanza prossime, in modo che riman­
gano inalterati gli ordini di inlinitesimo che compaiono nella 
regola di H a l p h e n  (L. 3°, § 12).

Ora è chiaro che se una curva cp e abbastanza prossima 
ad / ,  altrettanto avviene per le rispettive polari di un mede­
simo punto; emerge di qui che l’abbassamento della classe 
dovuto a una singolarità 0 è un carattere differenziale della 
curva /  in 0, sicché nella sua determinazione è lecito sosti­
tuire ad f  una qualsiasi altra curva che abbia contatti abba­
stanza elevati coi rami di / ;  in particolare una curva sj>ez-
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zata in più curve cp, quali sono le iperparabole oscu­
latrici ai suoi rami.

Ciò posto, vediamo come si valuti l’abbassamento della 
classe dovuto ad 0, prendendo le mosse dal caso elementare di 
una curva composta d’un solo ramo, a cui si sostituirà un’iper- 
parabola osculatrice cp, rajipresentata parametricamente da:

( x =  tv< • 
( y — ai' +  «, tv+y' -(- .... -+-

La curva si può ritenere come limite d’ una curva razio­
nale <J> dello stesso ordine n :

d>)
y  =

? 3(<)

?*(*)’

la quale possiede™ —---- ---------— punti doppi (L. 2°, § 23) ;

fra questi punti ve ne saranno precisamente

v(v
J

che al limite vengono a riunirsi nel punto v-plo 0 di cp e nei 
punti vr pli infinitamente vicini, giacche — per (pianto abbiam 
visto — la singolarità 0 di cp conta proprio per

V(7—  l) +  Vy. (V. —  1)

punti doppi nella determinazione del genere (p =  0) della curva* 
Ciò posto, il numero che indica l’abbassamento della 

classe di cp dovuto alfa singolarità 0, si valuterà in rapporto 
alla curva razionale <l>, e verrà dato da

A =  V(V —  1 )  -I- 2  V;(V; —  1 )  - f -  p ,

dove si designa con p il numero delle coincidenze delle gln

çp-jU)
r,(t) — costi.,

clic si trovano prossime a t — 0, cioè il numero delle tangenti
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a <L> parallele all’asse y e prossime ad esso. Ma al limite 
la q1 suddetta diviene:n

a f  -4- aLf ^ '  H- .... -1- ar tn =  cost.,

e quindi possiede un gruppo dotato di punto v-plo in t =  Q, 
che equivale a v — 1 coincidenze (cfr. L. 2°, § 5). Si deduce

|x =  v — 1.

Passiamo al. caso di una curva /  composta di più rami, 
supponendo per semplicità di discorso che questi sieno in 
numero di due. Per quanto sopra è detto ò lecito sosti­
tuire ad /  una curva spezzata in due iperparabole oscu­
latrici: / =  cp4>.

Movendo le due curve rf e i  si ottiene una curva com­
posta che possiede, oltre alle singolarità proprie dei due 
rami, (f'j1) punti doppi vicini ad 0, dove si designa con (-fi) 
il numero delle intersezioni delle due curve che cadono in 
quell’intorno. Allora l’abbassamento della classe di /  dovuto 
ad 0, verrà dato da

Af =  A..» -\- A,b -1- 2(f i ) .

Indichiamo con y e jx le molteplicità di cp e nel punto 0, 
e con Vi e (i* le molteplicità di cp e <]>in un punto di 0i9 mul­
tiplo per / ,  e successivo ad 0 sopra uno dei due rami (dove 
— per generalità — bisogna supporre che uno dei due nu­
meri V,- e [Xi sia nullo quando il relativo ramo non passi per (/).
Le molteplicità della curva /  nei limiti 0 e Oc verranno date da

/    V 1 ’  |X ,  ' l i  — - V i ~1~ (X i.

Si avrà quindi

Arj? =  v(v — 1) -f- Svì(vì — 1) -l- v — 1 

Aÿ =  [X([X — 1) q- 23;xi(|Xi — .1.) q- (x — 1 

(f'ji) =  jxv q- H(XìVì,
e perciò

Af =  r(r — 1) q -2 n (r< — l)q -r  —2 (r — 2 =  v — 1 +  [x — 1).

Se, in luogo di due, si hanno li rami, il procedimento prece-
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dente mostra clic V abbassamento della classe dovuto al punto 0 
yrIg

-Af =  V(V — 1) -f- ^Vì(Vì — 1) •+■ T — h J

e, sommando gli abbassamenti analoghi relativi a tatti i punti 
singolari, si trova la classe medesima espressa da

m =  n(n — 1) — S r< (r< — 1) — S (v — 1), (r0 =  r) ,

dove la prima sommatoria si riferisce ai punti multipli distinti 
e infinitamente vicini di / ,  e la seconda agli ordini dei loro 
rami. Ponendo

(n — D(n — 2) 
P = ------- o 1),

se ne deduce Ja formula 2 c. d. d.

Singolarità tangenziali. Alla formula 2), trovata innanzi, 
se ne accompagna un’altra che si deduce per dualità.

Osserviamo anzitutto che : ad un ramo della curva luogo / ,  
d’ordine v e di classe v', corrisponde in una trasformazione 
per dualità di / ,  un ramo d7 ordine v' e di classe v.

Per dimostrarlo conviene riferirsi ad una iperparabola 
osculatrice ad /  d’ un ordine elevato:

| x =  f
<
( y =  a f  aì f  vv' H- .... ;

cambiando y in y — ax si riconosce che la tangente al ramo 
conta v' volte fra le tangenti condotte da un suo punto 
generico (y =  oc) giacche per t — 0 si ottiene ora una coin­
cidenza (v -j-v')-punta, invece die v-punta, dell’involuzione che 
rappresenta (sulla retta ove è disteso il parametro t) la serie 
dei gruppi di punti segata sopra la curva dalle parallele 
all’asse y. Così la nominata tangente al ramo costituisce una 
tangente multipla d’ordine v' per l’ inviluppo del ramo.

La formula duale di 2), estesa ai rami della curva-invi­
luppo relativi alle tangenti s-ple, si scriverà dunque:

3) 2 m -1- 2p — 2 =  n 2 (v' — 1 ) ,

Confrontando le 2) e 3) si ottiene la relazione

3(n — m) — 2(v _  v'),
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dove la sommatoria (lei secondo membro va estesa anche ai 
rami per cui uno solo dei due numeri v, v' è >  1 (rami ordi­
nari della curva-luogo, e punti semplici di flesso corrispon­
denti a rami ordinari della curva inviluppo).

Osservazione. Le formule 1), 2), 3) si riducono formal­
mente alle formule di P lucker relative al caso di singolarità 
elementari quando si contino ipunti multipli n-pli ('£>0),distinti

od inrtnitamente vicini, come equivalenti a ^  —— punti

doppi, fra i quali si dovrà ritenere che vi siano r — U-=v(v— 1) 
cuspidi in corrispondenza ad ogni singolarità costituita di h 
rami d’ordine y^ .... con -t-v2-+-.... =  r.

Più avanti (§ 19) vedremo come gli equivalentiplueckeriani 
■qui introdotti rispondano a una definizione della singolarità 
come singolarità limite, estendendo così il resultato già sta­
bilito per i punti multipli ordinari (cfr. L. 3°, § 15).

17. Curve passanti per punti infinitamente vicini: mol­
teplicità virtuali e molteplicità effettive. — La trasformazione 
quadratica offre il modo più semplice di studiare geometrica­
mente le condizioni di passaggio d’una curva /p e r  punti, sem­
plici o multipli, infinitamente vicini ad un punto proprio 0 (*), 
le quali si traducono in analoghe condizioni di passaggio per 
punti propri di curve trasformate. Precisamente, se il punto 0 
e r-plo per / ,  l’imposizione d’un punto r r plo, 0 Lri (rt > r ) ,  
nell’intorno di 1° ordine di / ,  si traduce nella imposizione 
d’un punto proprio 0 /  per la cu rva /, punto appartenente 
alla retta fondamentale AB  che corrisponde ad 0. Perciò le

condizioni richieste danno ^  equazioni lineari nei coef­

ficienti di / ,  clic si traducono in altrettante equazioni lineari 
fra i coefficienti di / ,  giacche la trasformazione opera linear­
mente sui coefficienti delle due forme.

Ora. il resultato si estende al caso in cui s’ impongano 
successivamente ad f  dei punti multipli (o semplici)

0 / 0 / . . . . 0 / /

(fi II metodo diretto per lo studio della, questione fu indicato nei 
precedente Capitolo, e nel seguente so ne vedrà lo sviluppo dal punto di 
vista del Calcolo differenziale.
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suecedentisi sopra un ramo lineare o superlineare (od anche 
più serie di punti multipli sopra più rami): le condizioni 
perche f  possegga queste molteplicità si traducono in

equazioni lineari nei coefficienti di / ,  e queste sono indipen­
denti per curve d’ordine abbastanza elevato.

Infatti, supposto dimostrato il teorema per la curva /  e 
per punti multipli appartenenti a intorni successivi fino al­
l’ordine .9 , segue la dimostrazione per la curva/ e  per intorni 
fino all’ordine s-f-1.

Quando n è abbastanza elevato:

esistono certo curve f  d’ordine n soddisfacenti alle condizioni 
date. Ma queste curve f  non avranno necessariamente in 0 
molteplicità effettive uguali ai numeri r assegnati. In primo 
luogo ciò appare chiaro se s’imponga alla f  di possedere un 
punto r7<+1-plo successivo ad un punto r7,-plo ove sia rh_hL > r h. 
Ma se i punti multipli assegnati 00, 02...., sono presi sopra 
un ramo superlineare, o su più rami lineari, occorre anche 
che sia soddisfatta la diseguaglianza più espressiva che risulta 
dalla relazione fondamentale fra le molteplicità dei punti 
prossimi (§> 13, cfr. la fine del §8): la molteplicità assegnata 
in un punto deve essere minore o uguale alla somma delle 
molteplicità nei punti prossimi fissati (*).

Questa condizione è anche sufficiente per l’esistenza di 
una curva / ,  (l’ordine abbastanza elevato, che possegga in più 
punti infinitamente vicini (dati sopra uno o più rami qua­
lunque) molteplicità effetti ve uguali a certe molteplicità asse­
gnate. L’esistenza di una tal curva/, già dimostrata nel § 11, 
si può qui stabilire induttivamente come segue. Si suppone 
stabilito il resultato pel caso in cui i punti dati appartengano 
ad intorni d’ordine 1, 2.... di punti propri, fino ad un certo 
ordine .9, e se ne deduce il teorema pel caso in cui si giunga 
a punti di un intorno d’ordine .9-|- 1.

(l) Questa osservazione occorre in u n a  nota critica di S e g r e  (Atti 
della R. Accad. di Torino, 36, 1901).

(r =  ?-0)

»(» -t-3) ^  y ,  rh (rh H- U
o — 2
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A tuie scopo si trasformi la curva /  in una / ,  mutando 
il punto r-plo, 0, in una retta AB; la /  dovrà possedere sulla 
retta A B  dei punti multipli propri Òp, e dei punti
multipli impropri infinitamente vicini ai precedenti :

( )  r u ( )  ' i l i  f )  r l i ( ) ,  '*•••? •••• ulu la

Secondo le nostre ipotesi una /  con molteplicità effettive 
uguali ai numeri assegnati esisterà certo, se le condizioni 
relative alle singolarità Ôl ....Ôl non si estendono oltre l’ in­
torno .s'-mo.

Inoltre la pili generale /  siffatta, d’ordine 2n — r abba­
stanza elevato, passante ancora per i punti

<y\ a h-% B n r,

sarà irriducibile, restando escluso lo staccamento della retta 
AB, se

r ^  T\ "1“ r11 +  •••• ”+" Ti -I- r u H- r?11 -1-.....

Quindi la/corrispondènte possiederà nei punti dati, compreso 
il punto 0, molteplicità effettive uguali alle molteplicità vir­
tuali assegnate.

Concludiamo enunciando il
Teorema: Condizione necessaria e sufficiente perchè esista; 

una curva / ,  diun ordine abbastanza elevato, la quale passi per 
dati punti i)t finitamente ricini ad un punto proprio 0 con 
molteplicità effettive uguali a certi numeri assegnati, è che gli 
ordini di molteplicità, attrilmiti ad 0 e a ciascuno dei nomi­
nati punti, non siano inferiori alla somma, degli ordini attri- 
b ìli ti ai punti prossimi.

Vediamo ora clic cosa accade quando s’ imponga ad una 
curva f  di passare per dati punti infinitamente vicini con 
molteplicità assegnate che non soddisfino alle disuguaglianze 
di prossimità. Pendo riferiamoci al caso elementare in cui la 
somma delle molteplicità assegnate ad /  nei punti prossimi 
ad 0 superi la molteplicità assegnata in 0:

r <  r, +  ru H- .... -{- r t +  rh ■+■.....

In questo caso, (piando si impone a d /d i  avere in 0n 0 lL.........
le molteplicità rn ru accade che la retta fondamen-
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tale ÂB  si stacchi un certo numero U( >1)  di volte dalla / .  
Pertanto la curva / ,  spogliata dalla retta AB, si riduce 
d’ordine 2n — r — li, mentre le sue molteplicità in A, B dimi­
nuiscono ciascuna di li e quindi le sue intersezioni con la Â B , 
fuori di Â  e B , divengono r-u-7t. Ciò significa che la curva/ 
possiede effettivamente in 0 una molteplicità r li superiore 
alla molteplicità assegnata r; invece le molteplicità di /  nei 
punti prossimi ad 0 diminuiscono ciascuna di li in confronto 
all’ordine assegnato.

La curva /  così costruita, soddisfa in senso lato alle con­
dizioni di passaggio per i punti dati con le molteplicità 
assegnate, cioè soddisfa alle equazioni che esprimono in gene­
rale tale passaggio. Per ciò di essa dovrà dirsi che possiede 
nei dati punti molteplicità virtuali uguali ai numeri asse­
gnati, mentre ha molteplicità effettive diverse dalle molteplicità 
virtuali.

Ora le considerazioni precedenti permettono di risolvere il
P r o b l e m a  d e l l a  d e t e r m i n a z i o n e  d e l l e  s i n g o l a r i t à  

e f f e t t i v e : Ad una curva /  (d’un ordine abbastanza elevato) 
s9 imponga di passare per dati punti infinitamente vicini con 
certe molteplicità virtuali; si vuole:

1) determinare le molteplicità effettive che spettano alla 
curva /  più generale;

2) e separare i rami che costituiscono l’ intorno del 
punto singolare.

In ordine al problema 1) si osserverà quanto segue.
Se gli ordini di molteplicità assegnati soddisfano alle 

diseguaglianze di prossimità, si hanno — come è detto in­
nanzi — molteplicità effettive uguali alle molteplicità virtuali. 
Il caso in cui tali disuguaglianze non vengano soddisfatte si 
lascia trattare in base alla considerazione precedente che, 
per semplicità, tradurremo con due principi relativi a casi 
elementari e in qualche modo tipici.

I) Principio di scorrimento. S’ imponga ad una cu rva/ 
di possedere come r-plo 0, ed infinitamente vicini ad esso i 
punti susseguentisi sopra un ramo lineare,
cui si assegnino le molteplicità virtuali
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ed li il più piccolo indice per cui risulti rh inferiore alla 
media delle molteplicità virtuali die lo seguono nella nostra 
serie :

i — li

Allora la f  più generale, avente le molteplicità virtuali assegnate, 
possiederà in 0 0 l 0 2....0h_ l le molteplicità effettive rr lr2....rh_ l 
ed avrà in O h O h + l . . . . O i  molteplicità effettive uguali alla media

r /i-ht Vi, , - o agli i — li - f  1 numeri interi più vicini% — h 1 J 1
a questa, presi in ordine decrescente.

Per giustificare l’asserto prendiamo le mosse dal caso in
cui accanto ad un punto r-plo, 0, si imponga ad /  un punto
infinitamente vicino 0n di molteplicità r L >  r. In questo caso,
(piando si trasformi f  in una /  in guisa che 01 diventi un
punto multiplo 0i sopra la retta fondamentale ÀjB, si riconosce

, — r +  1che la retta AB  si stacca da /  precisamente li — 

volte, cioè un numero di volte designato dal primo numero

intero > . Pertanto le molteplicità di 0, 0L vengono date

da ———-, o dai numeri interi prossimi a questa media presi in

ordine decrescente, cioè in ogni caso dai numeri r -P r L H- 1_

r ?
2 ’ designando, come innanzi, il massimo intero con­

tenuto in una frazione col solito simbolo usato nella teoria 
dei numeri.

L’analisi fatta dà immediatamente il primo caso della 
nostra regola (7i =  0, i =  'l), dove si applichi una successione 
di trasformazioni quadratiche in guisa che il punto 0h divenga 
un punto proprio; imperocché non si dà luogo a stuccamento 
della retta fondamentale, cui viene ad appartenere 0h1 se la mol­
teplicità acquisita da 0h non supera quella spettante ad 07l_ f.

Abbiansi ora sopra un ramo lineare tre punti succes­
sivi 0, 0n 02 e s’imponga ad una/ di passare per essi con le 
molteplicità r, rA, n , dove

r , , e r r i H' r2r 2
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La curva / ,  die si ottiene da /  con una trasformazione dotata 
del punto fondamentale 0, acquisterà in tìì e 02 le moltepli­

cità effettive r / = )\ +  r, +  :i 
o e r 'Pj +  t 2

~~ o Ma poiché

ri -l- >' 
o e quindi r < r / ,  si stacca da /  la retta ÂJB un

certo numero di volte. In primo luogo la nominata retta si

stacca da /  

di f  in 0,

r ~h 1 volte per il fatto che la molteplicità

^  supera r; ma dopo questo staccamelito rimane una 
curva z> per cui la molteplicità data in Ó2 supera in generale 
quella data in ()n onde si accresce la molteplicità di ? in 0L 
e diminuisce quella in ()2, e per conseguenza si da luogo ad 
un nuovo staccameli to di ÂB  eoe. E chiaro che in ultima 
analisi le molteplicità di Q0i 02 tendono a divenire uguali, 
il procedimento di riduzione terminando ove sia raggiunta 
l’eguaglianza oppure quando le molteplicità di due puliti suc­
cessivi' differiscano fra di loro di una unità. Ciò significa che

le molteplicità divengono uguali alla media r \ + r 0 o ai

tre numeri interi più prossimi a questa che danno la mede­
sima somma, presi in ordine decrescente.

L’analisi che precede dà un secondo caso della nostra 
regola (U =  (). i — 2), la quale si estende senza difficoltà, ai casi 
successivi per i — 3, 4,.... ed 7i =  0; è poi ovvio come una 
serie di trasformazioni quadratiche permetta di ridurci sempre 
all’ipotesi à =  0.

Osservazione. Si può dimostrare la regola contenuta nel 
principio di scorrimento anche in base alla definizione diretta 
dei punti infinitamente vicini. Infatti esiste certo una curva ç 
passante per i punti 00 {.... Oi con le molteplicità assegnate 
dalla regola; questa curva possiede in 0 (/.... 0* le moltepli­
cità virtuali rri ....ri . Questa curva, considerata nella famiglia 
delle curve con le moltiplicità virtuali 0r 0 / . . . .  dà luogo 
ai minimi valori di r, (r -4- r /),.... (V r '  +  .... -|- r/), desi­
gnandosi in generale con rh' la molteplicità effettiva del 
punto 0h. Segue di qui che ogni altra curva/, cui s’impon­
gano le molteplicità virtuali 0r rientra come caso
particolare nella

JUstensione del principio di scorrimento. Il principio enun­
ciato si estende al (̂ aso in cui si abbiano più punti 0h 0h
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siisseguentisi sopra un tratto lineare di un ramo superlineare, 
cioè tali che dieno luogo a punti successivi su un ramo 
lineare per una trasformata di f  nella (piale 0h venga sosti­
tuito da un punto proprio. Ma le molteplicità che così vengono 
dedotte per 0h0h_hl....0i non saranno effettive, dando luogo 
ad ulteriori riduzioni, se non si veriiìcano le condizioni fonda­
mentali di diseguaglianza enunciate innanzi.

II) Principio di scaricamento dei punti prossimi. S’im­
ponga ad una curva /  di possedere un punto multiplo 
proprio 0, ed infinitamente vicini ad esso dei punti prossimi

0,0.,....0, ( i > l ) ,
colle molteplicità virtuali

r .1̂ .

Questi numeri designano possibili molteplicità effettive per 
una curva cui si assegni in 0 una molteplicità abbastanza
elevata

r > r ,  -|- .... -4- r<;
ma si abbia invece

r <C tì -H.... -4- i'i.

Allora la f  più generale colle molteplicità virtuali assegnate, 
passerà per 0i ....0i con molteplicità effettive

r, — x,.... Vi — x, 

e per 0 colla molteplicità
r -4- x,

essendo x il minimo numero positivo per cui 

r  -4- x(i -4- 1) >  r, +  .... -4- ri.

Infatti, per- mezzo di una trasformazione quadratica col 
punto fondamentale 0, la / ( d ’ordine n) si muta in una/(Por- 
dine 2n — r con tre punti multipli Ô71, Àn_r, Bn~r, la quale 
deve possedere sulla retta AB, e fuori di A, B, i punti

os*.
Secondo l’ipotesi fatta:

r  <  ) \  H-....-4- r<,

perciò la retta A B si staccherà da /  un certo numero x (> 0 )
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di volte, e corrisponden temente la /a v r à  in 0 la molteplicità 
effettiva r-\-x .  Ma, tolta la retta AB  contata x volte, la parte 
residua (della curva / )  è una curva d’ordine 2n — r — x passante 
per l n- r' x e 5 n"‘r"i e per

si avrà dunque 

cioè

0ï ' - x, 0hh~* ;

r  H- x >  rA I-.... +  r< — ix, 

r æ(i H- 1) >  r A -4- .... r».

Fra i valori di x che soddisfano a questa diseguaglianza 
il minimo corrisponde alla minima molteplicità di 0, e perciò 
alla /  più generale.

Estensione del principio di scaricamento. Il principio di 
scaricamento suddetto si applica non solo al caso di un punto 
proprio 0, ma anche al caso di un punto improprio, P, appar­
tenente ad un certo intorno di 0, quando non sia verificata 
la relazione fondamentale di prossimità fra la sua moltepli­
cità e quelle assegnate nei punti prossimi; ma la molteplicità 
che così risulta per P sarà in questo caso suscettibile di una 
riduzione per F applicazione ripetuta dei principii I, II, come 
mostreremo fra poco su qualche esempio.

L’estensione del principio si giustifica osservando che P di­
viene un punto proprio per una conveniente trasformazione d i/.

Ai principi I e II si aggiunge un terzo principio, che 
permette di rispondere alla seconda, parte del nostro problema 
fondamentale di determinazione delle singolarità effettive.

I l i )  Principio delia- massima separazione dei rami: la 
curva /  più generale, fra quelle che posseggono dati punti 
multipli, si scinde nel massimo numero di rami compatibile 
col possesso delle date molteplicità effettive.

Questo principio già incontrato nel § 12, si lascia giustifi­
care qui in modo più semplice partendo dalla formula rela­
tiva all’abbassamento della classe, che si è riconosciuta nel 
precedente § 16.

Se è data una singolarità composta di un punto r-plo, 0, a 
cui sono infinitamente vicini punti di molteplicità r*, e costituì la 
di 7irami, abbiam visto che F abbassamento della classe ad essa 
dovuto vale

Ar — r(r — 1) -t- 1 ?%•(■>’* 1) -i- r — U.

Ora consideriamo il sistema lineare di tutte le curve di
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un ordine abbastanza alto ohe posseggon gli stessi punti r.r pli 
iniìnitamente vieini ad ()r : passando dalla curva generica 
ad una curva particolare del sistema la classe può diminuire 
ma non aumentare, e quindi Ar può aumentare ma non dimi­
nuire; segue che il numero h dei rami costituente la singo­
larità è per la curva generica del nostro sistema lineare il 
massimo possibile, in confronto alle altre curve dotate delle 
stesse molteplicità effettive r, .

Il ragionamento precedente prova d’altra parte che lo 
spezzamento di qualche ramo della nostra curva generica 
potrà aversi soltanto quando questa acquisti nuovi punti mul­
tipli vicini ai dati, ovvero una molteplicità effettiva maggiore 
di quella assegnata in qualcuno di questi.

Il problema della determinazione delle singolarità effettive 
può essere risoluto in base ai principi I, II, III, come appare 
dai seguenti

Esempi. Sieno dati i punti successivi: 0 0 l 020.i 0A0:i appar­
tenenti al ramo d’ordine 7 e di caratteristica

(07 0l3[023 0./ 0 /  0 .1]),

il cui schema grafico viene porto dall’annessa figura.
Una curva / ,  d’ordine assai 

elevato, cui s’ imponga di pas­
sare per 0' 0

0 14 0 /  0 / 0 /  0 / 0 / ,

avrà in quei punti molteplicità 
effettive uguali alle virtuali, 
essendo verificate le condizioni 
fondamentali di prossimità:

0 2

1

1 I >  6 +  6 +  2,
6 > 2  +  2 +  2 .

Secondo il principio III la /  più generale consterà di due 
rami distinti

(07 o / [ o /  0 / 0 / 0 / ] ) .

Se ora alla /  s’ impone ulteriormente di passare per un 
punto 06 die succeda ad 0. come punto libero (su un ramo 
colla medesima caratteristica, uno dei due rami di’ f  verrà a

F. KNUTQUES - II. 28
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passare propriamente per 0G, in cui /  avrà dunque la molte­
plicità effettiva e virtuale 1.

Ma suppongasi invece che 0(. occupi una posizione par­
ticolare come nuovo punto satellite di 0A; il ramo che lo con­
tiene avrà la caratteristica

(O9 (VtO,4 03l 0 /  O.1O/J)
oppure

(0 12 O^fO,5 0./ 043 05* 0 ,1]);

i rispettivi schemi sono rappresentati nelle seguenti figure:

Vediamo quale effetto portano le condizioni (ulteriori) di 
passaggio della f  per i punti 0 „ 4 o 0 62 (molteplicità virtuale 
a,ssegnata ? = r 0 =  1 , 2 ), distinguendo i due casi sopra nominati. 

1° caso. Si ha
6  <  2  ■+ •  2  - | -  2  - f -  p (? =  3, 2)
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e perciò si (là luogo allo scaricamento delle molteplicità di 
0., 040;>0,. sopra 0, ; le prime molteplicità si abbassano di 1 e 
quella di 0., cresce parimente di 1, essendo x =  l  il minimo 
intero per cui

0 4- 5$ >  2 -1- 2 -1- 2 + ? .

Ma la molteplicità 7, che resulta per 0.,, non può succedere 
alla molteplicità (i di 0,; si dà luogo allo scorrimento (prin­
cipio I) per cui la molteplicità di 04 diviene 7 e quella di 0, 
si riduce a 6.

Ora le molteplicità 7, 0, 1 dedotte per 0l 0 ,0., soddisfano 
alla condizione

14 > 7 4 - 0  -I- I

e perciò sono effettive, non dandosi luogo ad ulteriore sca­
ricamento.

Dunque, facendo successivamente ? =  !, 2 si ha: 
a) ? =  1.

Lu f  più generale soggetta a passare per i punti

o u o ;  o / '  a ;  o;- o :~ o ,1,

non passa propriamente per 0t. e passa semplicemente, anziché 
doppiamente, per 0.,0i 0., acquistando in 0, la molteplicità 
effettiva 7 anziché 0.

Un ramo della f  passante (propriamente) per 0 . / 0 / 0 .1 
avrà la caratteristica

(Ü7 O^O.HK'O^O.'])

e perciò l’ordine 7; tolto questo ramo, l’ insieme dei rima­
nenti appartiene ad una curva algebrica che passa (virtual­
mente ed effettivamente) per i punti

: o7 tv  os*,

la quale si può di fatto comporre mediante 3 rami del 2° ordine

ed un ramo lineare per
(0*0,*[0,*]) 

()' O,1.

Qualunque altra distribuzione di rami corrisponderebbe alla 
fusione di due rami del 2° ordine (0 2 0 / [ 0 / ] ) ,  o di tutti e tre,
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in un ramo (l’ordine più. elevato, e — in base al principio III — 
si può affermare che tale fusione non ha luogo per la cu rva / 
più generale.

In conclusione la f  più generale cui s’ impongano le mol­
teplicità virtuali

0 * 0 * 0 *  0 * 0 ?  OS OS
nei punti del ramo

(01,0 14[0 ^ 0 310 410 510 61]),

possiede le molteplicità effettive

0*  OSO* OS OS OS
e consta dei ô ram i:

(0 W l3[ 0 . /0 ^ 0 i l 0 , i]) +  3(0 ì0 ii[02l] ) - h ( 0 l 0 ll).

&)p =  2.
La f  f  in generale a cui s’ impongano, nei medesimi punti, 

le molteplicità virtuali

o u o ,i; o./‘ o . /  o /  o :;  0 / ,

avrà le molteplicità effettive

0 l40 1, 0 3°0 31C>410 ,10 61, 

e consterà dei 4 rami :

('o 90 / [ ( V < V  0 /  0 6‘ O ,/]) +  2 (O 2O ^ O , 1}) ■+- (O 1 ( V ) .

2° caso. Consideriamo ora una curva /  (d’un ordine assai 
elevato) cui s’impongano le molteplicità virtuali

O^ O' O' O' O' O' Of ,  (p =  l ,  2)

nei punti successivi del ramo

(0 ‘S0 1‘[0 ,#0,*04*0B*0.1]).
Si ha anzitutto

2 <  2 -+- ?

e perciò si dà luogo allo scaricamento delle molteplicità di 
0 6 e Or> sopra 0 4- Il minimo numero x per cui

2 +  ’óx >: 2 -l- ?
vale

x =  l ,
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quindi la/passerà per 0 :t0 G colle molteplicità 1, p—1 ( =  0, 1), 
e la sua molteplicità virtuale in 0 A verrà elevata a 3. Ma 
quest’ultima dà luogo a scorrimento nel tratto del ramo 0 A 0 :ì ; 
in 04 resta la molteplicità 2, in ()., essa diviene 3.

Ora si confronti la molteplicità di OS con quelle trovate 
pei punti prossimi:

0 =  3 -1-2 +  1,

sicché non si ha scaricamento delle molteplicità,di 0 30 A0~ 
sopra 0 {..

Paragonando invece la molteplicità, 14, assegnata nel 
punto 0  con quelle dei punti prossimi 0 {0 20 3, si ha:

14 < 0 -4 -0  -I- 3.

Ha luogo perciò scaricamento sopra 0, che acquista la mol­
teplicità effettiva 15; le molteplicità di Ov ()2 0., si riducono 
alle molteplicità effettive

n re 9Oj o,

quella di 0 A resta 1, quella di 0 7) resta pure 1, mentre quella 
di 0{, vale 1 nellMpotesi p =  2, e 0 nell’ ipotesi p =  1.

Si conclude che:
a) p =  1.

La f  più generale cui s’impongano le molteplicità virtuali 

0 U0* OS 0 J 0 / 0 S 0 S  

nei punti successivi del ramo

(O^WSIOSOSO/OSOS}),

possiedimi le molteplicità effettive

0 i:' OS OS OS 0 /  OS,

e quindi non passerà propriamente per 0 C) ed avrà in 0 L 0, 
molteplicità inferiori alle virtuali, in compenso della molte­
plicità cresciuta nell’origine 0 . Quindi, in base al principio III,
si riconosce che la f  più generale suddetta consterà di 3 rami:

(()-■ 0:■[()/(V <hl 'VI», (0 :'o,;:\o -  o :  o.,1]), m

gli ultimi tre dei quali sono rami lineari per 0  e non per 0 L,
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b)p =  2.
La f  più generale evi s’ impongano le molteplicità virtuali

0 '4 0 *  0 *° 0 :t2 o ?  o.~ o;-

nei punti successivi del ramo

(0 l i0 m / 0 . / 0 i 0 , l 0 64])ì

avrà in questi punti le molteplicità effettive

O^O^O^O^O^O^O,1
e consterà di 4 rami:

. (O12o * [O t ' o 9* o;~ 0 ,1 o / \ )  +  3(0)

(gli ultimi tre dei quali sono, anche in questo secondo caso,, 
rami lineari per 0 e non per 0^.

Osservazione. Per semplicità, negli esempi precedenti ci 
siamo sempre riferiti al caso in cui si abbia una successione 
di punti inlinitamente vicini sopra un solo ramo. Se invece 
vengono date, per esempio, due successioni di punti sopra 
due rami, aventi a comune i punti successivi 0 0 t....0,s., ma 
non i seguenti 0'iS. M e ()"s M, l’analisi sopra indicata potrà 
ancora applicarsi ove si tenga conto che le molteplicità asse­
gnate in 0',.H e 0",.H (nonché negli eventuali altri punti 
die sopra i due rami sono fronteggiati da 0 ?) si scaricano 
sopra 0 <ç, ai sensi del principio II, quando la loro somma 
superi la molteplicità attribuita ad 0 S.

18. Nota sul comportamento effettivo delle curve polari. —
Vogliamo indicare una, elegante applicazione dei principii del 
paragrafo precedente al problema di determinare il compor­
tamento effettivo dello polari in rapporto ad una singolarità 
straordinaria, 0, di una; curva /'.

Riferiamoci al caso elementare in cui la f  è costituita 
d’un solo ramo d ’origine 0, a cui appartiene una succes­
sione di :

li punti multipli d’ordine v, 
à, punti multipli d’ordine

Ur punti multipli d’ordine vr <  vr_ J, 

a cui succedono punti semplici.
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Supporremo dapprima che quei punti multipli formino 
un solo gruppo di punti satelliti dello à-mo punto v-plo, cioè 
che il ramo sia di genere g — 1; si avrà pertanto (§ 7):

v =  li ì v4 -}— V,

vi =  V'* +  v3

vr—i — àrvr 4- 1.

Sappiamo già dal § 14 che le polari di /  posseggono al­
meno la molteplicità (virtuale) v* — 1 in ogni punto vr plo
d i / ( i  =  0, 1__r), e sappiamo dal § 16 che esse hanno con f
precisamente — 1) +  v — 1 intersezioni riunite nell’ori­
gine 0, giacché l’abbassamento della classe dovuto alla sin­
golarità 0  vale appunto Sv v̂* — l ) 4 - v — 1.

Bisulta di qui che le polari di /  si trovano fra le curve cp 
soddisfacenti alle condizioni di possedere:

1) la molteplicità virtuale — 1 in ciascun punto 
VP'o «li f,

2) e di avere con /  un (contatto (v — l)-punto, cioè di 
[lassare ancora virtualmente per v — 1 punti semj)lici di f  
successivi all’ultimo punto multiplo.

Aggiungasi che
3) una polare generica di /‘ è una curva 9 avente in 0  

la molteplicità effettiva v — 1 e non v (cfr. L. 3°, § 4).
Ciò posto si cerchi di determinare quali sono le molte­

plicità effettive di una ? generica. A tale scopo vediamo di 
costruirli una curva imponendole anzi Gatto le indicate mol­
teplicità virtuali vv — 1 nei punti v p li  di / ,  ed aggiungendo 
la condizione di avere con f  un contatto .v-punto, dove si 
daranno a ,v valori crescenti lino a v — 1.

Tenendo presenti le relazioni di prossimità (che si ren­
dono visibili nello schema grafico del ramo), avremo che:

Il valore ,v =  vr — 1 è il massimo valore di s che non dà 
luogo a scaricamento di molteplicità virtuali dai punti sem­
plici di /  all’ultimo punto multiplo,* ma, per s =  la condi­
zione di contatto imposta alla 9 si traduce, non più con un 
effettivo passaggio di essa per punti semplici del ramo, ma 
coll’acquisto della molteplicità effettiva vr (anziché vr — 1) 
nel primo punto di /  di molteplicità vr.
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Quando .s* varia fra i -valori v?. e hrvr =  vr_ i — 1, la condi­
zione di contatto imposta a 9 ha per effetto di aumentare (di una 
unità per ciascuno) le molteplicità dei punti vr-pli del ram o/; 
invece per s — vr—n lu molteplicità che dovrebbero essere 
assunte dagli hr punti suddetti si scaricano sul precedente 
punto vr_ r plo, e da questo sul primo punto della stessa moltepli­
cità. Quando s varia fra vr_ t e /ir_ 1vr_ 1 +  vr —• 1 .= v r_ 2 — 1, 
torna a crescere, di una unità per ciascuno, la molteplicità 
dei punti vr_ A-pli di / ,  finche — per s =  vr_., — si dà luogo a 
scaricamento di molteplicità dai punti vr_ r pli al punto vr_.-plo 
die li fronteggia, e così di seguito.

Proseguiamo a far crescere fino a che esso assuma il 
valore

.v =  v — 1 =  àA va H- v3 — 1 =  ....,

troveremo allora che:
il detto valore, s =  v — 1, esprime il imissimo contatto 

che una curva 9, passante pei inulti vr pli di f  colle molte­
plicità virtuali Vi — 1, possa avere con / ,  senza possedere in 0  
una molteplicità superiore a y — 1. Inoltre le molteplicità 
effettive assunte da 9 nei punti multipli successivi del ramo/, 
verranno espresse da una legge cV alle man za:4 puni i v-pli di /  
sono (v— l)-pli per 9, i punti vA-pli che seguono sono di 
molteplicità vA, i punti v.,-pli seguenti di molteplicità v, — 1 e 
così di seguito.

Questa legge d’alternanza vale ad esprimere le moltepli­
cità effettive delle curve polari di / ,  anche (piando il ramo d i /  
sia di genere 1, purché — dove si trovi vG x divisibile 
per vG (e quindi tutti i punti successivi ad un punto va jrplo, 
e fronteggiati da esso, sieno di eguale molteplicità) — si ponga 
formalmente, per à dispari e

t  =  c o l l  V3 .f l  =  V , .

A conferma dell’ induzione clic vale a stabilire la legge 
d’alternanza per le molteplicità delle polari nei punti succes­
sivi d’un ramo/, valuteremo il contatto che la curva 9 (dotata- 
di molteplicità virtuali yz— 1 nei punti vr pli) acquista con / .  
Tale contatto viene dato dal numero .s*, e si ha:

1) per il fatto che la 9 possiede negli àA punti vA-pli
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<li /  la molteplicità Vj (anziché vt — 1)

cioè
« >  v — vs;

2) e per il fatto che la cp possiede ancora la moltepli­
cità v:i) anziché v..— 1, negli h,.t punti v3-pli di / :

cioè
s >  v — v, -i- à,, v.,,

S —  V ---  V2 + •  V*   Vj ,

* v — V3 ;
c cosi di seguito:

* > v  — v4,

La condizione relativa all’ultimo gruppo di punti, cioè 
agli Ur punti vr-pli se r  è dispari o — in caso contrario — 
ai vr — 1 punti semplici seguenti, porta

s =  v — ;i

almeno, e — come già abbiamo avvertito — non si potrebbe 
superare con ,v questo limite, dato die il punto 0, v-ploper/, 
«leve avere per una y generica la. molteplicità v — 1 e non v. 

Concludiamo pertanto enunciando il:
Teorema: Si abbia iuta curva f .  dotala di un 'punto v-plo ()1 

c costituita, di un solo ramo; il comportamento effettivo di una 
polare generica ?, rispetto alla singolarità ()1 viene determi­
nato dalle condizioni:

1) di possedere in ciascun punto vp lo , infinitamente 
vicino ad 0, la molteplicità virtuale v4- — 1;

2) di avere col ramo di f  un contatto v — 1 punto;
2) di avere in 0  la molteplicità effettiva v — I e non 

una molteplicità superiore.
Le molteplicità effettive di z, che si ottengono in forza di 

codeste condizioni nei punti successivi di f  d? ordine vt-, sono 
espresse dalla legge di alternanza:

la z possiede la; molteplicità v2.m  in ciascuno dei punti 
voì+i-pii e la molteplicità v.it — 1 nei punti 'c>rpli. Qui si deve 
intendere die gli indico i, dei numeri siano definiti in modo 
die: i numeri v* costituiscono una successione di numeri essen­
zialmente positivi e generalmente decrescenti, ma dove si trovi
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un Vi_x con ì dispari multiplo del successivo v* ( <  vt-_x), si 
ponga vì_i =  /qv* +  vm  con vm-i =  v<-

Ohi voglia rendersi conto del significato di questa conven­
zione formale, si riferisca allo schema grafico del ramo, il (piale 
può venire diviso in tratti successivi mediante i punti che 
cadono nei vertici dei suoi angoli, il vertice suddetto essendo 
attribuito al tratto che con esso s’ inizia. La nostra conven­
zione ha per effetto di considerare come origine di un tratto 
(al pari dei vertici) anche l’ ultimo punto satellite di un gruppo 
ohe dia. luogo a un numero pari di tratti.

Si può passare dal caso elementare trattato innanzi al 
caso di una curva costituita di più rami, sostituendo a questa 
una curva spezzata, le cui componenti osculino i detti rami, 
ed applicando il principio di formazione della polare rispetto 
a una curva composta : così per la curva

/ = +  %

il comportamento effettivo della polare di un punto generico, 
quale può supporsi il punto all’infinito dell’asse ?/, si ottiene 
scrivendo:

V .-* * .*  +  * *  •
dx dx  ̂ d x ’

19. Le singolarità straordinarie come singolarità-limiti. —
Le condizioni che esprimono il passaggio di una curva /'per 
certi punti infinitamente vicini ad un punto proprio 0, ove 
si assumano come molteplicità virtuali le molteplicità effet­
tive r-i (r0 =  r), si possono interpretare come limiti delle con­
dizioni di passaggio di f  per altrettanti punti propri ordinari 
a tangenti distinte, dotati di uguali molteplicità, che si avvi­
cinano indefinitamente ad ().

A tale scopo giova supporre la /d i un ordine n così alto che

le condizioni suddette numero di ^  J —- j  sieno meno

di e indipendenti fra loro; il che può sempre sup­

porsi aggiungendo eventualmente ad f  una curva arbitraria 
non passante per 0 .

Ciò posto si potrà fornire una dimostrazione induttiva 
del teorema che abbiamo in vista supponendo che esso sia 
stabilito per le singolarità di specie ed estendendolo alle
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singolarità di specie A tale scopo, avendosi in 0 una
singolarità di specie s-f-1, si eseguisca una trasformazione 
quadratica che muti 0  in una retta e, sulla quale verranno 
posti in evidenza, come punti multipli propri della .curva 
trasformata i punti 0 n che appartengono all’intorno
del prim’ordine di 0. Ora è lecito costruire una curva F, vicina 
alla / ,  che possegga le medesime molteplicità nei punti fon­
damentali della trasformazione, e che abbia delle singolarità 
di specie vicine ai punti 0 ,, 0,.... fuori della, retta fon­
damentale e, queste singolarità riproducendo identicamente 
quelle di 0 ,, (/.... salvo la loro posizione nel piano. Alla 
curva F  corrisponde nel piano di /  una curva F  che ha per 
lim ite/e  che possiede vicino ad 0  singolarità, di specie

Così resta dimostrato che:
Ogni singolarità di una curva / ,  la quale consti di più 

punti multipli infinitamente ricini ad un punto proprio r-plo 0, 
si pìiò riguardare effetti rumente come s ingoiar ita-li ìintc dedotta 
dull9 a-rricinamento di punti multipli propri a tangenti distinte, 
dotati di uguali molteplicità, che tendano al punto r-plo 0.

Il resultato ottenuto viene completato dal teorema 
seguente:

Ogni singolarità; di / ,  (die consti di un certo numero, .v, 
di punti multipli infinitamente vicini ad un punto proprio 0, 
si pud ottenere come limite di una singolarità' che consti del 
punto 0  e di s punti multipli infinitamente vicini dotati delle 
stesse molteplicità, e sia costituita da rami lineari.

A tale scopo si-sottometta /  ad una trasformazione qua­
dratica. col punto fondamentale 0 ; la / s i  muta in una/, dotata 
in generale di punti multipli infinitamente vicini appartenenti 
alla retta, fondamentale o =  AB. Ma, poiché l’ordine di /  
si pud supporrei abbastanza grande, esiste una curva F vicina, 
alla / ,  alla (piale si assegnino uguali singolarità nei punti 
propri di A B (oltreché in A, Z>, Ô), in guisa pero cdie le rela­
tive tangenti ai rami sieno ruotate (l’un piccolo angolo rispetto 
alla retta. A. B. Questa operazione si pud immaginare ripetuta 
por tutte le curve trasformate successive di / ,  nel procedi­
mento ohe porta, a sciogliere le singolarità di / .

Se ne deduce una curva F  vicina ad / ,  che ha lo stesso 
numero di punti multipli condensati in 0, ma possiede sol­
tanto rami lineari. c. d. d.
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Conviene aggiungere che mentre la curva F tende a d /, 
un certo numero li di tangenti condotte ad F  da un punto 
generico P, per esempio dal punto all’ infinito dell’asse;//, 
tendono alla retta PO, i loro punti di contatto venendo a 
cadere in 0 . A questa circostanza è dovuto il saldarsi degli r 
rami lineari in uno o più rami superlineari; più precisamente 
mostreremo che si ottengono in tal guisa S(v — l) =  r — U rami 
di /  per 0.

L’analisi a cui qui accenniamo si può svolgere come 
segue :

Quando la curva f(xy) = 0  possiede nel punto r-plo, 0 , dei 
rami superlineari, gli r  valori y Ly2....yr della funzione alge­
brica y(x) nell’ intorno di 0, si lasciano dividere in più cicli 
( j / i j / o p e r  modo (die un giro della x  attorno ad œ =  0 
produce sulle //; le sostituzioni circolari indicate dai detti cicli 
(efr. § 1).

Ora si consideri la funzione algebrica Y(x), prossima alla 
y{x), definita dalla curva _F(#Y) =  0; per la quale si deve sup­
porre (die .r =  0 non sia piti punto di diramazione; la Y(x) avrà 
in generale prossimi ad x — 0 ï (v — 1) punti di diramazione 
semplici, giacché — designando con n il numero delle deter­
minazioni e coup il genere — si hanno, tanto per. la y(x) che 
per la Y(x), 2n 2p — 2 (cfr. L. 2”, § 80) punti di diramazione 
in tutto, di cui S(v — 1) (‘.adono inæ =  0 per la y(x). Ora 
un giro avvolgente tutti i punti di diramazione della Y(x) 
prossimi ad # =  (), produrrà sui valori Y ì Y ,.... Y r una sosti­
tuzione prodotto dei cicli ( Y 1 IL.... Yv)...., hi quale si riduci»
alla sostituzione {y{ ?/■>....?/v)_(piando la F  tende ad / .  Eisulta
quindi (die esistono precisamente v — 1 punti di diramazioni» 
della Y(x) prossimi ad x — i) (die operano sui valori Y, Y,.... Y,; 
giacché se ve ne fossero di più si dedurrebbe (die la funzione 
algebrica Y{x) possiede più (die S(v— 1) punti di dirama­
zioni nell’ intorno di x =  0. Un giro formato dai cappi’che 
avvolgono gli anzidetti v — 1 punti di diramazione, dà luogo 
al ciclo ( Y l Y , .... 17V).

Pertanto resta provato che:
La carra variabile _F, costituita di rami lineari e dotata 

degli stessi punti multi pii della / ,  che ha per l i m  i t e  j \  possiede, 
per nn punto generico (•*/— oo) v — 1 tangenti, coi punti di 
contatto prossimi ad 0, in corrispondenza ad ogni ramo d’or­
dine v di f :  nei punti di contatto vengono collegati, in un
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certo ordine, i v rami lineari di F  (die vanno a saldarsi nel 
ramo d’ordine v di / .

Aggiunga,si che, se in luogo di mi punto generico si 
consideri un punto P  preso sopra una tangente ad /  in 0, 
la quale tocchi un ramo di classe v', la retta PO appare come 
limite, non più di S(v— 1), ma di S(v — 1 )-!-'/ tangenti alla F , 
giacche — posto P  nel punto all’infinito dell’asse y — si avrà 
ora un ciclo (j/1y2—*yv?/v+i-—//v-iv) della funzione algebrica y(x) 
al posto del ciclo (?/± ?/2_?/v)-

Ora osserviamo che, quando si raggiunge la curva f  come 
limite della curva variabile F , è lecito ritenere che per la F  
stessa coincidano in una tangente v-punta le v — 1 tangenti 
uscenti da un punto generico P, e prossime a PO, che colle­
gano i v rami lineari di F  saldantisi in un ramo d’ordine v 
di / ;  ciò si ottiene facendo coincidere i relativi punti di dira­
mazione. Se poi P  viene preso sopra la tangente al suddetto 
ramo (di classe '/), è lecito ritenere chele v +  v'— 1 tangenti 
per P  ad F  coincidano in una sola tangente (y +  v')-punta 
vicina all’asse y.

L’osservazione che precede permette di stabilire il teorema:
Ogni singolarità di una c ur va fi si può ritenere come limite 

di una singolarità ordinaria costituita; da rami di ugual ordine, 
alla quale si avvicinino punti multipli distinti aventi la stessa 
molteplicità che appartiene ai punti infinitamente vicini di f.

Per semplicità di discorso supporremo che f  possegga 
un solo ramo d’ordine v > l .  Si operi una trasformazione 
quadratica ponendo in 0  un punto fondamentale; si otterrà 
una curva trasformata /  la quale avrà v intersezioni, riunite 
in un punto P, con la retta fondamentale o corrispondente 
ad 0. Ora il ramo di /  passante per P  avrà in generale un 
ondine e —  s e  vt <  v — sarà di classe v — vn avendo 
come tangente la o. In ogni caso la f  sarà limite di una 
curva F  avente nel punto P  una singolarità costituita di 
lami lineari, ma composta di punti con uguale moltepli­
cità, e avente un contatto v-punto con una retta o ,pros 
siina ad o. E poi lecito ritenere a sua volta la curva F  
come limite di una F' dotata di punti multipli a tangenti 
distinte, ed avente ancora la o corno tangente v-punta. Ciò 
posto si ritorni al piano della curva f  con una trasformazione 
quadratica, dove si assumo come retta fondamentale corri-
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spendente ad 0  la retta o anziché la o; otterremo così mia 
curva F corrispondente ad F \  clic ha per limite la / ,  e pos­
siede io 0  un ramo ordinario d’ordine v, soddisfacendo anche 
alle al I re condizioni richieste.

Dal precedente teorema segue che;
Ogni singolarità straordinaria composta di punti di mol­

teplicità r; (i — 0, 1__) e costituita di h ( <  r) rami, si può

ritenere come limite di 2 lmnti doppi, fra  cui r — li 
cuspidi.

Secondo il teorema precedente si ritenga f  come limite 
di una curva variabile F  la quale possegga nel punto 0  
una singolarità ordinaria costituita di h rami dello stesso 
ordine (die quelli di / ,  e possegga inoltre, nell’ intorno di 0, 
tanti punti multipli distinti; è lecito ora. ritenere a sua volta

la .Peonie, limite di una curva dotata di ^  ""“ 'ó— PU11̂

doppi (1 =  0, 1....) fra cui r — li cuspidi, giacche il punto r-plo 0

si ottiene come limite di -—— punti doppi fra cui r — li

cuspidi (efr. L. 3°, § 15), mentre gli altri punti rr pli ( i > 0 )  
a tangenti distinte si ottengono ciascuno come limite di

—— nodi. Con ciò viene dimostrato l’asserto.

Il risultato ottenuto illumina l’ osservazione fatta alla 
line del  ̂ Hi, che: nei riguardi delle formule di Pluokbu, 
qualsiasi singolarità di una curva può ritenersi equivalente 
a un certo numero di nodi e di cuspidi. Gli equivalenti 
plue cher i ani, aneli e nel caso di singolarità straordinarie, 
stanno a indicare la; possibilità di definire hi singolarità 
stessa come condensazione di nodi e cuspidi.

20. Complementi alla teoria delle singolarità basata sulle 
trasformazioni quadratiche: sviluppi di Puiseux e punti mul­
tipli successivi di un ramo. — Vogliamo completare la trat­
tazione delle singolarità, svolta in questo capitolo sulla base 
delle trasformazioni quadratiche, stabilendo per questa via. 
una nuova dimostrazione del teorema di P ulsbux  sugli svi­
luppi delle funzioni algebriche in serie di potenze fratte (§ 1). 
Qui si riattacca il metodo di H a m b u r g e r  (1871) per il calcolo 
effettivo dei nominati sviluppi, e l’ inversione di questo pro­
cedimento conduce quindi a ritrovare il resultato fondameli-
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tale del § 7 concernente i punti multipli successivi di un 
ramo. Anzi tale resultato fu ottenuto la prima volta con 
questo metodo, in una nota di ìTotmek dei 1890.

Cerchiamo dunque di dedurre la separazione dei rami di 
una curva / ,  in un punto singolare 0 , e la rappresentazione 
di questi mediante sviluppi di Pulseux, ponendo a fonda­
mento la decomposizione della singolarità.

A tale scopo supponiamo di avere eseguito successiva­
mente tutte le trasformazioni quadratiche che permettono di 
sciogliere la singolarità, 0, di / .  Il prodotto di codeste trasfor­
mazioni quadratiche sarà una trasformazione birazionale del 
piano, di un certo ordine m:

i
! ) | x., = <p., (X L A., A.,)

( X3 =  rp3(Xl Xi X3),

designando tre polinomi d’ordine m; e le equa­
zioni 1) saranno invertibili razionalmente dando luogo a for­
mule del tipo

( -3l1 =  '-jq (^i &2X3)
2) | X2~  'b.>(vLx2x3)

( X3 e= ^(x.x.x,)

(si può vedere che l’ordine dei polinomi  ̂ vale ancora m, 
ma (pii non occorre utilizzare tale osservazione).

Per mezzo delle 1) la curva

f(x1x2x3) =  0 

viene trasformata in un’altra:

Il punto
F(XLX 2X 3) =  0. 

0  =  (001)

di /  e fondamentale per la trasformazione, se — come è lecito 
►supporre — non accade mai di prendere una retta trasfor­
mata di 0  come retta fondamentale per una delle successive 
trasformazioni quadratiche. Perciò sarà identicamente

<Jq(00]) =  <k(001.) =  <I>3(001) =  0.
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Alle rette del primo piano

Ao&o “P )vy V., ---  0,

corrispondono nel secondo piano, in forza della trasforma­
zione 1), le curve d’ordine m

3) cpx A., y ., \  rp:, =  0,

formanti una rete, e secanti la F  in n punti variabili, dove n 
designa l’ordine di / .

Alle rette per 0  corrispondono curve 3) formanti un fascio 
e aventi con F  n — r intersezioni variabili, e (piindi r interse­
zioni fisse fuori dei punti comuni a tutte le curve 3). Godeste r  
intersezioni fisse formano un gruppo di punti semplici corri­
spondenti ad 0; tali punti non saranno in generale tutti distinti, 
ma si ridurranno ad li (<  r) punti 1\ l y.... da contarsi rispet­
tivamente secondo certi numeri

v, (vH-v'H-.... =  r).

Agli intorni dei punti J\ P'.... sopra la curva F, corrispon­
dono li rami distinti della curva f  aventi V origine in 0 ; gli 
ordini di questi rami sono dati dai numeri

Infatti, all’intorno del punto P  in F  corrisponde un ramo 
di /  che viene intersecato da una retta vicina ad 0 in v punti, 
poiché la curva corrispondente — essendo vicina ad una curva 
che ha in P  un contatto v-punto con F  — incontra la F  
precisamente in v punti vicini a P.

Cambiamo le coordinate omogenee in coordinate carte­
siane, ponendo

*i =  ®» ®i =  y> ®s =  L  
X, =  X , X  =  Y , X, =  1 ;

allora le 1) diverranno

4) , , - # 5
X ( XY ) ’ ’ ’ <P„(XY\

dell’ originePer la curva F(XY) — 0 avremo, nell’ intorno
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P — (00), e supposto che gli assi siano orientati in modo 
generico :
o) Y  ~  -2T —f— d 0 X ~  -f- ....
dove

<h =t= 0. ■

Sostituendo nelle formule 4) si otterrà x e y funzioni anali­
tiche di X, che saranno regolari per X =  0, e quindi svilup­
pabili in serie di potenze di X, qualora sia (nel punto P) 
93(00) =|= 0. Ma questa ipotesi si può sempre ritenere soddi­
sfatta giacché si può escludere che P  cada in un punto fon­
damentale della trasformazione 4) (prodotto delle nostre 
trasformazioni quadratiche), e d’altra parte al punto P  cor­
risponde nel piano (xy) il punto 0  che non è all’ infinito.

Abbiam detto che il ramo di /  corrispondente all’ intorno 
di P  viene rappresentato da serie procedenti per le potenze 
di X;  si può aggiungere che, il ramo essendo d’ordine v, gli 
sviluppi dovranno cominciare con la potenza Xv (come appare 
(‘creando le intersezioni con una retta ax-i-by =  0).

Avremo dunque

( x =  ajXv +  a„Xv+14- ....
(!) !

( ?/ = P tXv-|-[32X v+1-l-..,.,

dove uno almeno dei numeri aL e fi, è 4=0 (per assi generici 
lo sono entrambi).

.Negli sviluppi 6) figura come parametro X; si può intro­
durre al suo posto un altro parametro t, funzione regolare 
di X nell’ intorno di X  =  0, per modo che l’anzidetto ramo 
d’ordine v venga rappresentato da:

7)

cioè

j x =  tv

\ ÿ — èjì'1 -f- b2 £v~*~* -f— ....

V +l

y  =  bi X -f- b2 X v -Ï- .... ;

A tale scopo poniamo 

8) x =  y =  %ut)

designando 0 una funzione razionale generica.

F. ENRIQUES - II. 29
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La curva
f(xy) =  0

verrà trasformata dalla sostituzione 8) in un’altra curva

f(ut) =  0, 

e le tre equazioni simultanee

f(ut) =  0, x — f ,  y =  f)(ut)

peiTnetterauno di ricavare inversamente u, t come funzioni 
razionali di x, y e quindi — per le 4) — di X, Y;  in particolare, 
tenuto conto della 5), si dedurrà per t uno sviluppo della 
forma
0) t === c4 X  —J— c., X- —f— 

D’altra parte — essendo per le 6) e 8) — 

ty=:a1Xv4-a,X 'm  +  ....,
con

ai ^  0,

si deduce che t diventa infinitesima del 1° ordine per X — 0 
e quindi si ha in 9):

0,4=0.

Allora la serie 9) si lascia invertire ponendo 

A =  d1 t H— d'2

con
^ 4 = 0 .

Segue di qui e dalla 6) che y si può rappresentare me-
£

diante una serie di potenze procedenti per il parametro t =  xv.
Si ottiene dunque lo sviluppo rappresentato dalle formule 7), 

conforme al teorema di Puisrux del § 1.
Il ramo

v + l

7) y =  Zqæ -1- t ,x  v

ha come tangente la retta y =  l)Lx, che può sempre ridursi 
all’asse x, colla sostituzione
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allora V equazione del ramo si ridurrà alla forma

v+v'

y =  bx v -4- ....

dove 1) è uguale al primo coefficiente in ( i>  2) diverso da zero, 
c v ' ( > l )  designa la classe del ramo.

Se si assume la medesima tangente al ramo come asse y ,
i

lo sviluppo per le potenze di xv cessa di sussistere, perchè il 
coefficiente del primo termine diventerebbe infinito; ma si

ì
trova invece uno sviluppo di y per potenze di av+v\

Questo resultato a cui pervenimmo coi metodo di P uiseux 
si può stabilire nell’attuale ordine di idee come segue.

i
Partiamo dallo sviluppo di x per y/v, che — per quanto 

è detto sopra — è della forma
v-fV

x — ay 7 •+■

si tratta di invertire questa serie esprimendo y per le potenze 
fratte di x. A tale scopo eleviamo anzitutto i due numeri alla 
potenza y; verrà x' espresso mediante una serie procedente 
per le potenze intere di y:

XV — ^v7/v+v'-l- .... ;
ora pongasi

x' =  f'+'y
avremo

f +'/ - f ( vÿv+'/ + MI>;

e la curva luogo dei punti (yt) avrà nell’origine un punto di 
molteplicità v-l-v' a tangenti distinte, corrispondenti ai valori

V

di av f_v. Mediante una trasformazione quadratica, col centro 
in codesto punto, i detti rami si trasformano negli intorni 
di v +  v' punti semplici distinti, e quindi per ciascun ramo si 
ottiene uno sviluppo in serie del tipo

y d t̂ -4—  ̂ ~4~ ••••

ciò che fa la sua 'incavo?:.
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Ora, sostituendo per t il suo Valore, si trova lo sviluppo 
richiesto

V V
y =  «v+v' *v+v' .....

Il calcolo della serie si fa col metodo dei coefficienti inde­
terminati, sostituendo lo sviluppo di y entro l’ equazione 
x* =  avyv+v +  ...., che così deve ridursi a una identità.

Per calcolare effettivamente gli sviluppi in serie che por­
gono la rappresentazione dei singoli rami di /  nell’intorno 
del punto singolare 0, conviene seguire il

Metodo di H amburger-Weierstrass. Questo metodo con­
siste nell’eseguire successivamente le trasformazioni quadra­
tiche che conducono dalla curva F  alla / ,  e dall’ intorno lineare 
del punto P  al ramo corrispondente di origine 0.

Per semplificare il calcolo si suppone che le trasforma­
zioni quadratiche con cui viene sciolta la singolarità 0 siano 
traformazioni quadratiche speciali con due punti fondamen­
tali infinitamente vicini nel punto all’infinito dell’asse y, 
del tipo

y
*! =  *> ÿ i = | »

x =  x,, y =  xLy l

( x y x y \ sostituendo », ÿ, y i con -  , —, — ):
Z 3 Z ̂  Z J

*! =  **> V i = y g, 
x =  xlsn y =  xly l , 2 =  0*,

(di qui appare che sono fondamentali per la trasformazione 
il punto x =  y =  0, cui risponde la retta æ ,= 0 , e il punto 
x =  z =  0, nel quale le coniche della rete trasformante 
ax*-ì-by0 cx0  =  0 toccano la retta all’infinito s =  0).

Ciò posto si tratta di comporre la singolarità di un 
ramo, movendo inizialmente da un ramo lineare, mediante 
una successione di trasformazioni quadratiche. del tipo 
indicato.
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In mio stadio qualunque della nostra operazione, avremo 
un ramo d’ordine p e di classe p' con l’origine nel punto 
x1 — y l =  0, e dovremo considerare tre casi, in rapporto alle 
diverse posizioni che codesto ramo può assumere riguardo agli 
elementi fondamentali della trasformazione quadratica

V
*i =  *> ?/i=^*- ;

cioè agli assi xl , y , :
1) Se la tangente al ramo è orientata in modo gene­

rico, la serie rappresentativa del ramo sarà del tipo

y L= a x i -\~alx i 11 - 4-  

ed eseguendo la sostituzione si trova

y =  «a?* -q- a,l * ** -t- .... ;

questo ramo è d’ordine p e di classe p 2̂ — •

2) Se la tangente al ramo è la retta y t =  0, che con­
giunge il punto fondamentale (y, =  0, xl =  oc), la serie rap­
presentativa assume la forma:

i-t+n'
y l =  a i x l + . . . . ,  

e quindi il ramo trasformato

y  =  a Lx  i1 4-....

è d’ordine p e di classe p 4- p', d’accordo con la circostanza 
che la tangente ad esso (y =  0) corrisponde alla tangente del 
primo (yx =  0).

3) Infine se il ramo tocca l’asse yn lo sviluppo in serie

procede per potenze di :

a
y li= a lxl |i+|1'+ . . . .;



454 LIBRO QUAUTO

a l lo r a  i l  r a m o  t r a s fo r m a to

y=rrt1:iyu+lA' +  ,.„

è d’ ordine \i -b |V e di classe [a.
Ciò posto è chiaro come si componga la singolarità di 

un ramo della curva / ,  a partire dall’intorno di un punto 
semplice, P, della curva trasformata F.

In primo luogo si assumerà come asse y L la tangente 
in P  ad P, che avrà un certo contatto r-punto, ponendo in P  
l’origine delle coordinate. La nostra trasformazione conduce 
allora a un ramo ordinario (di classe 1) d’ordine r:

ri 1
y — aLx r

e se si eseguisce invece di una li volte la trasformazione 
indicata, senza cambiare gli assi, si ottiene, conformemente 
al caso 2) un ramo d’ordine r e di classe =  (li —

r+r(
y =  al x r -+-.....

Ora, se trasformiamo proiettivamente la curva ottenuta, 
lasciando fermo x e sostituendo y  con y  —  xx, ci troveremo 
così nel caso 1), ed eseguendo la sostituzione quadratica sor­
gerà il ramo

2ri-»-r
y =  ax- +  aLx r -+-....

Se invece trasformiamo proiettivamente la curva

r+r,
y —-<hx r

scambiando x con y ,  veniamo a trovarci nel caso 3), e così 
eseguendo la trasformazione quadratica sorge il ramo

Sr-fr{
y =  blx r+r* - I - ,

r
dove bL =  atrA~r7 il quale è d’ordine r = = r - \ - r l e di classe r;
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e se si eseguisce hl volte la sostituzione quadratica si arriva 
al ramo d’ordine r  e di classe r., =  (l>t — 1 ) r -1- r

rf-f r2
y  =  b L X r' +  ....,

da cui — cambiando nuovamente x con y , e ripetendo la 
sostituzione quadratica — nasce un ramo d’ordine r f =  r -f-r2 
e di classe r', e così di seguito.

Il procedimento di calcolo riesce in tal modo abbastanza 
spiegato, e si vede in particolare come i coefficienti dello 
sviluppo in serie a cui in line si perviene, dipendono da aL 
e dai coefficienti angolari delle rette che nei successivi cam­
biamenti proiettivi abbiamo assunte come tangenti del ramo.

Aggiungasi che l’analisi precedente riproduce in una 
forma semplificata il concetto geometrico qualitativo del 
metodo di H amburger (che Weierstrass ebbe a modifi­
care mercè un più ampio uso di trasformazioni lineari). 
Ma si riesce con H amburger ad abbreviare i calcoli effet­
tivi, introducendo per il caso dei punti multipli succe- 
dentisi sopra rami lineari lo sviluppo abbreviato di Taylor, 
(cfr. Gap. IH).

£1 procedimento di calcolo spiegato innanzi, conduce a 
costruire lo sviluppo di P u is e u x  rappresentante un ramo, e 
mette in evidenza come gli esponenti che figurano in questo 
sviluppo vengano composti coi numeri che designano gli ordini 
di molteplicità dei punti successivi del ramo. Perciò, inver­
tendo quel procedimento, si ottiene una nuova dimostrazione 
del teorema fondamentale del § 7. Per questo scopo è lecito 
riferirsi — ove occorra — alla rappresentazione più generale 
del raffio mediante serie procedenti per un parametro t ; così 
potremo dispensarci dall’inversione delle serie che abbiamo 
innanzi incontrato.

Per determinare i punti multipli successivi del ramo

v-p/ viv'-t-v"

1) y — ax -l- x v G- a2 x v -f-....

procederemo come segue.
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Assumasi dapprima la rappresentazione parametrica

( x = f

| y  =  atv -f- ai t'H  V' -+- « 2 #v+v'+v" +  .... t
dove

a =j= 0, flj =(= 0, «3 =f= 0 .....

Cambiando y in y — ax e lasciando fermo x, si porta la curva 
ad avere come tangente l’asse x, avendosi ora

( X = z f

Dopo ciò eseguiamo la trasformazione quadratica che con-
Vsiste nel sostituire y con - ,  lasciando sempre fermo :r ; vienex

[ x — f  

( y =  ai f  -f

che è la rappresentazione di un ramo d’ordine uguale al 
minore dei due numeri y e v' e — se questi sono disuguali — 
di classe uguale alia loro differenza.

Pongasi che sia
'/ =  7fv -f- vA con v A =|= 0 ;

VAllora, eseguendo U volte la sostituzione di y con - ,  si trovax

I x =  ?

( y =  +  +  ...

che è la rappresentazione di un ramo d’ordine v, <; y e di 
classe v — v,.

Per ridurre ulteriormente questo ramo, conviene anzitutto 
scambiare fra loro le x, y passando alla rappresentazione

( æ =  a1«vi +  f(,î<v'+v" + ....

( v =  t \
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Ora dividiamo y per æ; si ha

y _ ? Z l _________
!» --  .11" 5 ̂ d.-, t ••••

dove il denominatore è diverso da 0 per i =  0 ; pertanto il 
quoziente viene espresso da una serie precedente per le potenze 
di t, la quale si lascia calcolare o con l’algoritmo della divi­
sione o con l’ausilio della formula binomiale

I a, -+- w(t) ( - 1 =  a r l J1 +  J  j 1 (1) . co2 - •
—■-— —— -f- —ô — ii«1 a i2 «i

Si avrà quindi il ramo trasformato

1 * =  ai +  «2Vl+v,, -+- .... 

j y =  ~  (''■'< — %  ? - vi+v'
\ ai~

d’ordine uguale al minore dei due numeri v4 e v — v4 e — se 
questi sono disuguali — di classe uguale alla loro differenza.

È chiaro come il procedimento indicato si prosegua. 
Pongasi in generale

v — 7ì.v -f- v4 

v  =  K  V£ Vo

dove v3 designa il massimo comun divisore di v e v'. La suc­
cessione dei rami trasformati pone in evidenza che il ramo 1) 
possiede di seguito all’origine:

li punti di molteplicità v,
7».j punti di molteplicità v15

7i3 punti di molteplicità v0,

tutti dipendenti dal termine dello sviluppo che lia come coef­
ficiente L’ ultimo punto vG-pIo di questa successione viene 
posto in evidenza come origine di un ramo trasformato, che



458' LIBRO QUARTO

l’esame del procedimento di calcolo mostra essere del tipo

e quindi d’ordine va e di classe v".
Pertanto si troveranno i punti multipli successivi del 

ramo mediante l’algoritmo del massimo commi divisore appli­
cato alla coppia v0 e v", e così di seguito.

In ultima analisi i punti multipli successivi del ramo 1) 
vengono determinati ricercando il massimo commi divisore 
di vv' e poi di vv'v",...., conforme al resultato già stabilito 
direttamente nel § 7.
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JLe singolarità rispetto al Calcolo differenziale.

21. Formule generali per le derivate successive delle fun­
zioni composte f(x, y(x)). — Abbiamo detto (§ 3) che le con­
dizioni affinché una curva /  possegga dati punti multipli 
influitameli te vicini 0, On 0 ,...., succedei) tisi sopra un ramo 
lineare, si possono tradurre mediante condizioni differenziali, 
relative ai valori delle derivate di f  nel punto 0.

Per determinare precisamente queste condizioni, conviene 
anzitutto esprimere in una forma adatta le successive derivate 
della f(xy) considerata come funzione composta: /  =  /(#, y(x)). 
Porremo

d x m

dMf

Avremo in generale

ossia, introducendo il simbolo operatorio

Perciò



460 LIBRO QUARTO

Ora nella prima parte dell’ espressione di appare il quadrato 

del simbolo operatorio +  jL ■/•.)■

3 \ ,
dx~]~-h

■ 3 \2. d-f _ d-f d2f  ,
.3* +  -/ l 3y)-/  a^ +  2 ^ 3 ?/ ?A +  W1 Vl~5

di più l’intera f 2 si può ottenere eseguendo sopra f  l’opera­
zione che viene indicata dal quadrato simbolico del trinomio

(— +  ?/1 ^ - l - y 2 g—), facendo attenzione che non vale per i

prodotti di operazioni la legge di permutabilità. Infatti si ha:

3 3
+ *‘ï y + ,J-ïiït

3 \ 2 / 3 V 3 3 \ 7 3 3 \ (  3 \ / 3 '

Hi AVA
dy^dx

3
13?//

mentre, essendo /(*?/) indipendente da -//,. cioè identicamente

/ = 0 ,
segue

/ I
\3æ ;/1 dyj[:n dyJJ \dx ‘ ;,J 3?/A'72i. + ih -M ih i r ) f =  (è + ?/i âï?/2 Ir) = +  ih J;) o = o,cyt

pertanto
*  4 )’/ = (»> î f M )  -  (»• è ) 0 = #i

Â = A22/.

In generale la derivata d’ordine m, f m, si potrà ottenere 
eseguendo su /  un’operazione rappresentata dalla potenza 
m-esima di un polinomio:

/ 3  3 3 V" .
! )  . f m  —  ( 3 -  -+- V i  3 - +  •••• +  D m  ^  ) . /  —c V m—1

Per chi abbia inteso il significato del simbolo operatorio, 
a spiegare il quale ci siamo indugiati sul caso m ~  2, la 
dimostrazione della formula è immediata: basta osservare
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che, per i <  m, si può scrivere

461

i /< =

— 'aæ"f'2/l âr*+  +  2 /4 + 1 +  ̂ +2l3y 3ÿi t~-—+ÿ>i 3?/m—t f i  — &mfii

giacché f i  non contiene le variabili y i+l ....ym_ n e quindi 
identicamente

3?/i
-fi — 0,....,

H 3ÿm—i / i  =  0,

ïtet-s 3?/«+i
3 3

' Vi+z "jT. i~ •••• I Vm3?/iZ-f-2 !3?/, —)/i  =  0.—i!

Abbiamo dunque giustificato la formula I) mettendo in 
rilievo che:

^m4ii—£.... A» &if~— kmmf ì
e quindi anche
H) ÙLrffixy) — àitflxy), p e r i < m ,

formula che permetterà di supporre,

m > n ,

nel calcolo delle espressioni Amn/ ,  di cui passiamo ad occuparci.
Per il calcolo effettivo di f mj e per la deduzione che ci 

proponiamo di trarne, occorre sviluppare la potenza «-ma 
del polinomio Amn in rapporto alla /  su cui opera; e riesce 
in questo sviluppo di raccogliere i termini simili con la sem­
plice modificazione degli ordinari coefficienti numerici poli­
nomiali, grazie ad una quasi-permutabilità delle operazioni 
che entrano in gioco.

Le osservazioni che qui occorrono hanno un interesse per 
il Calcolo differenziale; ma per la trattazione dell’argomento 
che ci occupa basta la conoscenza della formula finale VI) 
di pag. 468 che dà lo sviluppo di Amnf,  la quale potrà essere 
assunta come presupposto della trattazione da un lettore 
frettoloso.

Osserviamo che lo sviluppo della potenza di un polinomio 
viene giustificato in base alle tre proprietà fondamentali della
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moltiplicazione dei numeri: proprietà associativa, distributiva 
e commutativa. Ora la proprietà associativa del prodotto per­
mane, come è noto, nella teoria generale delle operazioni, e 
per le operazioni che qui ci occorre considerare, sussiste 
ancora la proprietà distributiva die ci fornisce

A"” “  A,re" 1 Ai Aw” Vi+l din +  "" Vm dym-'J ■

Ma non vale, come si è osservato, la proprietà commutativa
3 3delle operazioni yi+i ^  -, yr+l (almeno quando r =  i + 1);dyr

e nemmeno la permutabilità delle operazioni —̂ con le ope­
razioni àm. cJi

Tuttavia queste operazioni sono permutabili a meno di 
un coefficiente numerico, come risulterà dalla seguente for­
mula fondamentale:

III) — à nf — (,(ì A n~ 1  ̂ f  diji m ■' ~  \ ij m dyJ (■)»■ >  i),

dove per n <  ì si lia Q*j =  0.
3Questa, formula vale per i =  0, in quautochè v - è per-dy

mutabile con Lm ; dimostriamo che essa è vera per i  1 
quando sia supposta vera per /, e così ne avremo fornita la 
dimostrazione induttiva.

Orduuque scriviamo

' —
H-l tyi+i \3*

32

■+* ^  57, ■+■ •••• ■+“ y*+i fy. •••• ■+■

=  A.

dx 3yi+l 

3

~HA

dy

d-
3?/ tyi-t-i 
3

-\-....-hyi+l 32
diji 3 y,

— i

33 5.
—i 3ÿi

3î/î-(-x dyi’ 

e quindi

A '“r  ̂ A « -; f  _i_ ^ A ”->/’^   ̂ “m hoyi
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cioè, in base alla formula III) supposta vera per i,

a A n f . ^ .  \
^  m / “  m3ÿi+1

3 A n - i f .  f11- 1] A n - t - i ì . fm "a*. ^m J ~T“ I • I dy*

A _?_A n - lf — A 2  ̂ A «—2/ . /w a n—z—ì A  f~ J  —  a m ~"f---- a m ./"HI • a m ./ >l3y*H-i 3?/hhi s r

A  n —i — L ...^___ a 2+1 „ — l l \ a n — i—ì A  f

ay<-H m W m a r ’
essendo

5fH-i
Amy = o .

Sommando le uguaglianze precedenti si deduce

giacché, per una nota proprietà dei coefficienti binomiali,

In — 1\ +
n

i + 1

L’anzidetta formula fondamentale fornisce la legge di quasi-

pernvutabilità degli operatori j e Am7t : i due operatori pos­

sono permutarsi a meno di un coefficiente numerico, che 
dipende dai numeri che figurano nell’ espressione a cui i sud­
detti operatori s’intendono applicati. Nel caso più semplice 
7i. =  fc =  1 si ha la formula :

11 ^ _ ? _ a  n f — / ,ÌJÌ A — A n~~l f
dì h m ■r - \ i ) ' n dyi m J ‘

Invece per li qualunque e 7; =  1 avremo la formula seguente :
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il quoziente dei numeri Innondali:

f n \ / n — 1 \_ n
W 'I  ® / n — i

e quindi
in\ in — i\ /n — 1\ in — i — 1 \   n n — i ___  n
\ i j  \ i ) ' \  i ) \ i ) n — i n —2i n — 2i ’

la formula precedente si riduce a

(n hi) ĝ TI ^mnf =  fajji lf ’

Ciò posto, proponiamoci di calcolare l’espressione

( »̂i Vm | 1 f i

potremo sviluppare la potenza «-ma del binomio simbolico 
cbe ivi compare, e — in base alla legge di quasi permuta­
bilità — raccogliere i termini simili come nel noto sviluppo 
newtoniano, salvo la modificazione dei coefficienti binomiali 
che vogliamo investigare più da vicino.

Ordiniamo il nostro sviluppo scrivendo

?)Jl
C , . , / = 2  oc», », C V - ì / lu ,  » = » ,  i  ••••)•

Per
n =  m +  J,

tenuto conto che
t wt-4"l u?__  * a m n

si ha

c : ; / = ( A" +  qJm+l dÿ^) = à ™ f '+  dÿ^
e quindi

ü(m, m H- 1, 0 ) ~  1

a(m, i iH- l ,  l) =  I = ^ ^ j >

mentre i coefficienti successivi nello sviluppo del nostro
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binomio simbolico possono ricevere qualsiasi valore, perchè 
— tenuta presente la II) — le derivate rispetto ad ym di Am*/ 
con i <  m sono tutte nulle.

Proseguendo poi a calcolare i coefficienti n, li) per
n =  m-+- 2, con l’applicazione della legge di quasi
permutabilità, si troverebbe che codesti coefficienti sono i

numeri binomiali k j  divisi per (m -f-l)k  Questo resultato

essendo già stabilito per n =  m +  1, ne otterremo la giustifi­
cazione induttiva dimostrando che, se esso è vero per n, è 
vero anche per ?i-f-1.

Supponiamo dunque che sia, per un certo valore di n,

V) / = s
dn

N  'Jm

e calcoliamo il coefficiente di

dh

nello sviluppo di

Ti

»*» J Ir ■h

'm+1 am-\-U •
Avremo

a m ,  »  +  ! ,  ^
tyr.

\h—i I 7. 1 ) f  ' ym-1-1 ,(m -+- l)h~ 1 \k —1
a\ . 37t .n—Ti v* Ti

A™ — ì7 A  • y„m+1 (m-+-l)h\hj mdymh m m+l

(dove si è usato della proprietà che la moltiplicazione per ym+l 
è permutabile con l’operazione Am che non contiene tale 
variabile).

Applicando la formula IV) si trova

2(»h, » H- I, 7t) = 1 / n '
(m +  I)""1 \h — 1,

« — 7H-1 n  — 7t 4-1 — 7t»t ) 
h(m +  1) u — h +  1 }

_  1 fn-h 1\
“ ( j t t + i n  h y

Così resta dimostrato lo sviluppo della potenza iwaa del
F. ENRIQUES - II. 80
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binomio simbolico

Am-|l (̂ «i +  3y)n^m+l /

espresso (bilia formula Y); appare qui che i coefficienti si 
ottengono semplicemente dividendo i soliti coefficienti bino-

miali per le potenze (m + 1)4, ciò che equivale a conser­

vare formalmente lo sviluppo newtoniano, sostituendo H

con e mantenendo gli operatori _A_\ a]]a sinistra
m +  1 \m +  1 dym)

dei A„,.
Y') m-t-1/ = s

M\( ÌJm■Hi
h)\m + 1  3 yr An - hf .m J

Ora si può applicare la formula V) allo sviluppo dei An~hf  
per le potenze di e così di seguito; otterremo in tal
guisa uno sviluppo

3 3
K . ,, =  K  -I- !'<+. -I- •••• +  !W , Sj- f

in tutto analogo allo sviluppo della potenza n-ma di un poli­
nomio di m — i -h  2 termini; i coefficienti del nostro sviluppo 
coincideranno coi coefficienti polinomiali quando si sostituisca

ciascuna delle yr (r ■■= i I- 1__ in 1 i con

La validità di questo sv i luppo resta pienamente dimo­
strata osservando che lo sviluppo della potenza del polinom io  
si può dedurre con applicazione ripetuta dallo sviluppo della 
potenza del binomio.

Dunque otterremo la seguente formula, estensione 
della Y'), la quale vale ad esprimere A,"+1/  per le potenze di 
una qualsiasi Atf  (i =  n — 1 , n — 2 ,....) :

.n />_ Y ______ ________ / Dm+I 3 \ft,n / îfi+2 .3 \;H+l/ Ui+i d
a"+i1 ~  ^  n ! hi ! lk+l !.... hm ! \vi q- 1 d y j  "" \i +  2  dyi+l) \i + 1  dyj *

dove
li —b Ili d- »... 'h'm — R, 

e dove riescono nulli, e quindi spariscono per 0  e f= f (x y ) ,



CAPITOLO III 467

i termini per cui non sia contemporaneamente 

li Ili 1  • • • •  l^m •

L’espressione precedente si riduce, eseguendo le derivazioni 
rispetto a y ^ n ym che figurano nel termine generale

/ 3 \7i i
della sommatoria; invero la derivazione r-----  (r>£) ha

W r+ J
per effetto di abbassare l’esponente di yr+1 da hr a hr — hr+19 
moltiplicando contemporaneamente per il coefficiente numerico

hr ! _  hr !
(7 fr  7tr _|_A) 1 7*r + 1  !

dove si ò posto:

l'i-hi —  Ih 7 k + 1  ? 1h -{-2 —  1h~{~o ? • • • •  l^m-bi ‘— " h'in hm-t-L ' — '  h'm*

Ora la nostra formula vale ad esprimere A”+1/  come un poli­
nomio ordinato per le ■j/f+1....ÿm+1, elevate agli esponenti 
7vi-_f_1, e moltiplicate per la derivata h*-ma di
rispetto a y*, dove

— 7t’- £ ~ Ibi-]-) •••• d~ l*m-l-i •

Il coefficiente numerico di cui è affetto codesto termine 
generale sarà

/_  1_V'M / 1 / 1 V1* n i ________ Ini ln+{l....hm\
\iu H- 1/ H-2/ \t 1 1/ 7i! hil !.... lim! hi^Ll

Qui appare evidente che. spariscono i fattoriali hil fti+ i!....7fm!, 
e così la seconda parte del coefficiente numerico si riduce 
semplicemente al coefficiente polinomiale

n !
h l IH-̂ -ì l Î

I fattori che figurano nella prima parte si possono opportu­
namente congiungere alle y<+1, yi+2.—ym-hlì essendo

lk =  l$i+L +  7<jì+2 -\- .... 7o?n_hl, 

potremo distribuire i fattori del divisore attribuendo
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(i +  l)ft*+l come divisore di ?/i+1, (i -+- l)ft«+2 come divisore 
di //i+2, ecc.; analogamente potremo distribuire i divisori (i -\ 2) 
fra le variabili yi+ ì'....ym+l, in base all’uguaglianza

lli-l-i —  ^£-1-2 f e + s "4“ •••• - 1~ 'k m -H i

e così di seguito. Per tal modo la yi+L figurerà nel polinomio 
divisa per i -h  1, yi+ì divisa per {i -+- l)(i +  2)..., ed ym+l 
divisa per (* -K l)(i4 -‘2)....(m-f-l).

Facciamo un altro passaggio tirando fuori da

/ ?/>+,- / il yi+r \ fei+r
\(i +  1).... (i -t- r)} ~  \(* +  r)\)

il fattore (i\)ki+r; ricordando che Ih =  7cì_,_1 +  7v;+i, + . . . .4 -7o)))+t, 
avremo la formula finale

VI) A” t f  =

y  u! ò  3'!i- a" / y«+i f + V y£+2 .f - t-2 
7t! 7.;i+1 !.... Jsm„hl ! \ 7 i7  II*+1)1/ \(<-F2)i;

dove
h i  =  h i + L 4 ~  ^i-f-2 •••• ~ì~ h m + i  ?

7i n  —  ) h i-ì-i 4 -  4 ~  •••• 4 -  (w t —  i  4 ~  l)fc-

?/m-f-i
(w 4-1)!,

m+i ( ?

in questa formula gli indici che vi figurano sono tutti >  0, 
e non importa indicarne esplicitamente i limiti di variabilità, 
poiché al disopra di questi i termini corrispondenti spariscono 
diventando nulli (così, per es., per li<Ci) (l).

La formula VI) porge V espressione generale di A”^ /  come 
polinomio ordinato per le potenze di figurando
come coefficienti di. queste le derivate di Â  f  rispetto ad yi. Essa 
vale per qualsiasi valore di (per i =  ìiì + 1  si riduce a

I 1) A questa formula si può (lare maggior simmetria surrogando la

variabile di derivazione iji con il die lia per effetto di far scomparire

il fattore «!, ridncendo il coefficiente numerico a un puro coefficiente 
polinomiale.

bm+i
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un’identità); in particolare per'/ =  () si ottiene V espressione 
effettiva di A”l+1f  per le derivate di f  rispetto ad x, y, cioè 
(scrivendo h0=lc):

VII) C h / = 2 /(.! fcj
n !

"\ r i :
,*2

vi -I-1 !,

Per a =  w - l- l  le formule VI) e VII) rispondono alla que­
stione del calcolo delle derivate ; l’espressione di queste, 
corrispondente alla posizione i =  l  ed n =  'M-4-l nelle for­
mule VI), s’incontra in S tolz 0 ) che perviene a questo risul­
tato direttamente, senza far uso di simboli e di concetti della 
teoria generale delle operazioni.

22. Condizioni differenziali elie caratterizzano le molte­
plicità dei punti succedente sopra rami lineari. — Le for­
mule stabilite nel precedente paragrafo, (a cui si riferiranno 
le citazioni coi numeri romani I) II)....), permettono di rico­
noscere facilmente le condizioni perché la f  possegga xjna 
successione di punti multipli Or O /O /.... ( r >  $ >  n...<) sopra 
una parabola per l’origine 0 :

y ,?/ =  y x -}- X' -}-

Anzitutto le condizioni perchè la /p a ssi r  volte per il punto 0 
si esprimono annullando insieme ad f  i differenziali succes­
sivi df\ (l\f\.... dr~~\f sopra una qualsiasi retta o curva y — y(x) 
condotta per 0 (cfr. § 3), ossia annullando le derivate totali /  
della funzione composta f(xy(x)), che porgono i coefficienti 
dello sviluppo di questa funzione per le potenze di x.

Ora, tenute presenti le formule VI) per i =  1, si otter­
ranno le condizioni richieste annullando identicamente rispetto 
n yL le A //, per h< ir]  di guisa che si annullino insieme 
a A / /  anche le sue derivate successive rispetto ad ?/i . Per­
tanto, in base alla VII) ove si faccia m =  0, si avranno

le ^  condizioni note, che trascriveremo nel seguente

(l) Matli. Annalen, Bd. 8, pag. 4-15, (1874). Takdy « Giornale di 
Mat. » (1864), ebbe già a dare una formula pel calcolo delle derivate 
suddette.
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quadro :

1)

V / = / = 0 ,  ~/=<> ,  | ì / =  ° v
a»’- 1

= r / = 0 ,

A°̂  ■“  dx f  ~  ° ’ fy dx ?  — °’
33 „ „ 9r—l

3»'—1

j v / = 3l?/=», dyr~3 dx

dyr~2 dx

*/= 0 ,
/ = 0 ,

3’—3 3’—1A r —~ f — ------f — 0  -______f — 00 7 — dx'—2 7 u’ 3y dx'—17 ’
a»—1A =  ----- f  =  00 7 3.'cr—17 (* =  y =  0).

E giova avvertire che queste condizioni possono anche 
scriversi in una forma equivalente ponendo al posto delle

dhà0hf =  7r-jlf  e delle loro derivate rispetto ad y, l e / 7l e le lorodX
derivate rispetto ad y (cfr. la VII)): la sostituzione appare 
legittima, notando che le equazioni scritte nella prima linea 
del quadro 1) portano

/1 =
d1 

3 y dxu
dr- 1 

3yr~2 dxf ,

quindi F annullamento di queste espressioni porta

32 3 33 . ar- :f f  _  3—1
■Tì~ 'd x lJ, d i / '2 3?/2 dxJ "" dy'—iJ l  dxr- 3 dxl J ’

e così di seguito.
Pertanto otterremo le condizioni perchè la /  possegga 

in 0  un punto r-plo, espresse da:
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dove le equazioni della prima linea del quadro portano die 
le espressioni annullate nella seconda sieno indipendenti da yn 
e così di seguito.

Ora le condizioni 1) o 1') si lasciano estendere al caso 
di punti multipli infinitamente vicini ad 0.

Se il punto 0 n infinitamente vicino al punto r-plo, 0,
f i n i

nella direzione -f- =  y \  deve essere s-plo per f  (s <  r), si déb­ute
bono annullare identicamente (rispetto a y,, y3....) le fu fino 
all’ordine r - h s — 1 incluso, per y l =  y'. A tale scopo, per la 
formula VI) ove i =  2, è necessario e sufficiente che si annui- 
lino identicamente rispetto a y.z (per x =  y =  0, y L =  y') tutte 
le espressioni A.zllf  dove li <  r -t- s.

Ma per 7 i< r , le A/1/  riescono già identicamente nulle 
in forza delle condizioni 1). L’annullamento identico delle AJlf  
per r < 7 t< r  +  s* — 1, tenendo presente il loro sviluppo in

§($ I )̂
base alla formula VI) per i =  1, dà le ——— - nuove condi­
zioni seguenti :

V / = o ,

àLr+lf =  o, 

a;'+i" / = o ,  L Ai^ .-» / =  o,

A r + * - y = o  (x =  y =  0, y l — y ) ì

3 d2
A r f = 0  —— A r f~

l f  ’ W  1 7
3̂ —2

0 ...
3^-i

tV / = 0 ,

V '+1/ =  o,.... dyL5 2 V + 7 =  o,

le quali caratterizzano l’esistenza d’uu punto .s-plo di / ,  0 LS, 
vicino ad 0  nella direzione y .

Anche queste formule si lasciano scrivere in una forma 
equivalente, ponendo al posto delle A/1/  (r <  h <  r -+- s — L) 
le f h; la sostituzione è legittima perchè in forza delle 1) 
(annullamento identico delle àLhf  per 7t <  r) si ha, per 
x =  y =  0,
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sicché le equazioni 2) della prima linea portano

a*-2f  — A r + i  f  ____  f
J  r -hi —  “ i d y  s ~ i J r + i ■ ■?“ — A r+lf

e così di seguito.
Pertanto le condizioni relative al punto s-plo, 0 ,, si s t i ­

veranno anche

2‘)

f r  ~  ° ’ d y / r ~ 0’ dyli f r ~ 0, ,“m dylt- l f r ~ °

,fr+1 = 0 , =  0,.... g y s —sfr+i. — ^

f r - h s — 2 ---

f r + s - i  =  0 (x =  y  =  0, y4= y #).

U chiaro come i resultati ottenuti si estendano al caso di un 
punto 027 successivo ad 0 i sopra una parabola

y =  y x  4- i r
9 X2 -f- .....

Se 0 2 deve essere multiplo per f  secondo n (< s ) , si deb­
bono annullare identicamente rispetto ad y3, y4...., — e per 
x =  y =  0, y i =  ?/', y2 =  y " — tutte le f h fino all’ ordine 
r ~b s -}- u — L, e a tale scopo occorre annullare tutte le A3llf .  
Ma, in forza delle 1) e 2), per x =  y =  0 e y { = y \  riescono 
già nulle le A3hf  quando li <i r -h s; le nuove condizioni, in

numero di u l̂f-^r~ ^ ? vengono espresse annullando le potenzeJj
simboliche di A2/  e le loro derivate rispetto ad y2 che figu­
rano nello sviluppo delle A371 secondo la formula VI) per i =  2, 
dove occorre tener conto che per le 1) e 2) si ha già

c v—  ±s* f = 0  per K r  +  s - 1 .

Dunque le condizioni perchè /  abbia in 0 2 un punto iG-plo
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so d o  le seguenti:

^r+s+u—ij>=  0 (* =  y  =  0 , y L =  y', y, =  y").

Le quali equazioni si lasciano anche ridurre . alla forma 
equivalente:

essendoché — in forza delle 1) e 2), o delle !') e 2') — 1 e / r+JP 
e loro derivate si riducono alle A2r"Hr/  e loro derivate, e quindi 
— in forza delle equazioni 3') della prima linea — le equa­
zioni della seconda linea si riducono a quelle del quadro 3), 
e così di seguito.

Il resultato generale a cui si perviene, ove si consideri 
una successione qualsiasi di punti succedentisi
sopra un* ramo lineare per 0 :

si può riassumere nella forma seguente.
La curva f  debba passare per i punti successivi 0, 0 A, 

con le molteplicità r, ri7 r2,..,riy ..j (r0 =  r, le con­
dizioni di tale passaggio vengono espresse successivamente me­

diante sistemi 1), 2),....i ) , o  1'), 2'), ....i'),...., di — * -

)

(x =  y =  0, y, =  ?/, y2 =  y"),
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equazioni nei coefficienti di f .  Il sistema i) esprime che (per 
x =  y =  0, y ^ y ' , . . . .  ?/*_, =  i/*-1)) la y{i) =  y{ è:

1°) radice multipla d’ ordine r f per la derivata

fu =  Aihf =  “h - •  3y“  y<) f ì
dove

li =  t +  vl -t-.... -f- x 5 

2°) radice multipla d’ ordine r t — 1 per la 

fh-hi =  A/H~1/ ;

r*°) 6 radice semplice (almeno) per la

A =  A ,*/,
7c =  —|— ^  —j— .... —{— t  •

B appena necessario avvertire che la espressione qui scritta 
per la derivata f h vale in quanto sono soddisfatti i sistemi 
di equazioni 1), 2),.... i — 1), similmente l’espressione di A_hi 
quando si aggiungano le equazioni della prima linea appar­
tenenti al sistema i), e così di seguito.

Quanto all’indipendenza delle condizioni che caratteriz­
zano i punti (semplici o) multipli successivi di una curva / ,  
è manifesto che si hanno condizioni indipendenti per una 
curva f  (V ordine abbastanza elevato, giacche ogni nuova con­
dizione viene a contenere qualche coefficiente di f  che non 
figura nelle precedenti.

Osservazione. Le condizioni 1), 2), 3),...., che caratterizzano 
i punti successivi 0 r, 0 *, 0.1% ecc., sono state da noi scritte 
in quadri triangolari, e perciò ciascun gruppo di esse può 
dirsi un « triangolo di condizioni ». Pongasi che ciascuna 
condizione venga figurata da un segmento di lunghezza uni­
taria, di guisa che la prima linea orizzontale del gruppo cor­
rispondente ad un punto di molteplicità p risulti di lun­
ghezza p; pongasi ancora che le nostre successive orizzontali 
distino fra loro di una lunghezza unitaria, allora l’intiero 
gruppo di condizioni di cui si tratta verrà contenuto in un 
triangolo rettangolo isoscele di cateti p.

Vale la pena di osservare (specialmente in vista della 
estensione interessante che si avrà nel caso di punti succe-
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dentisi sopra rami non lineari) che, una disposizione opportuna 
dei triangoli di condizione relativi ai punti semplici o multipli 
di f  dà origine all’ albero delle singolarità definito nel §9, che in 
questo caso corrisponde soltanto a un gruppo di rami lineari.

Il diagramma ha il suo massimo valore espressivo nel 
caso, a cui vogliamo riferirci, in cui i rami costituenti la 
singolarità di /  siano tutti reali; si ottiene allora, per così 
dire, una visione microscopica della curva, dove i punti infi­
nitamente vicini appaiono come punti propri distinti: nel 
caso di rami immaginari si può usare ancora la stessa rap­
presentazione come schema, lasciando cadere il rapporto di 
posizione dei punti successivi segnati nel diagramma coi 
valori della y \  ma segnando tuttavia punti distinti in
corrispondenza a rami distinti.

Si segni nel piano il triangolo relativo al punto r-plo 0, 
designando appunto con 0  il vertice di questo. Si figurino 
poi i punti 0 n 0 2...., vicini ad 0 nell’ intorno del prilli’ordine, 
segnandoli sopra il semicerchio, di centro 0 e di raggio r, 
che si trova al disotto della linea formante il cateto orizzon­
tale del detto triangolo: la posizione di 0 0 n 0 0 2 può deter­
minarsi dal valore della rispettiva derivata y .  Ora, prendendo 
come vertice 0 n si costruirà il corrispondente triangolo di 
condizioni assumendo il suo cateto-colonna nel prolunga­
mento di 0 0 n e l’altro cateto orientato come per il primo 
triangolo di vertice 0 (sicché la rotazione del cateto-colonna 
al cateto-linea valga 90 gradi e non 270). Analogamente si 
procederà per 02...., e così per i punti successivi a questi. La 
costruzione viene illustrata dall’annessa figura, e qui appare
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l’albero della singolarità formato dalle i>oligonali che sono 
definite dai vertici degli angoli retti dei nostri triangoli; 
V ipotesi che i rami della curva f  siano lineari porta che 
tutte queste poligonali siano ad angoli ottusi e non retti.

Importa osservare che:
Le condizioni 2), 3),.... si possono interpretare come condi­

zioni limiti relative al passaggio di f  per punti m ultipli propri, 
0*, 0/',.... che si avvicinano al punto r-plo 0 ( r > s > i i ....), 
(piando il punto Ol si avvicini ad 0 nella direzione y , e

y"
poi 0, si avvicini pure ad 0 sopra la parabola y — yx-\~~ x',  
e così di seguito.

Scriviamo le condizioni 1) in relazione al punto (li, y li)] 
lo sviluppo della funzione f(li, y li) per le potenze di li è

•' _  Zii \ dx1 ’
e, poiché 0  è r-plo,

f — 7 \ f r hr +  ( ^ T i ÿ / r + ^ r+l -+- ••••

Ora la condizione f(h, y'h) =  0 equivale, a meno di infinite­
simi d’ordine superiore, a lla /,(00ÿ) =  0, e così la condizione
a

d y f{h, yh) = 0  equivale
'?yJv,=-y'

m ,  vJ<) _  v
a?/’

e così di seguito. Si vede pertanto che le condizioni scritte 
nella, prima linea del quadro 1), quando siano applicate al 
punto (7t, y'h) divengono — a meno di infinitesimi d’ordine 
superiore — le condizioni scritte nella prima linea del quadro 2). 
Si può procedere oltre nella identificazione dei due quadri, 
ossei-valido che

1)
f r h r~ l +

sicché, tenuto conto della la condizione y'h) — 0
si traduce al limite nella /,.+1 =  0; e lo stesso si dica per le 
derivate di ,f\ rispetto ad y, onde la seconda linea del
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quadro I), riferita al punto (7t, y'K), fornisce al limite la seconda 
linea del quadro 2). E così di seguito.

In modo analogo, ove si suppongano verificate le equa­
zioni 1) e 2), si trova che le 3) provengono dalle condizioni 1)

relative ad un punto jh, y li -+- ~  hrj che si avvicini ad 0

t v'rsecondo la parabola y =  y x -h -- x3, tangente alla retta 0 0 n2i
deducendosi come limite da queste per h =  0. Infatti — tenuto 
conto che Ol è s-plo per / ,  (in forza delle condizioni 2) — lo

(
Ĵ 2\

h, y li -l- y" — j , comincia col ter­

mine in 7i.,,+f :

f  =
1

(r~h*)!
—t/,,+,s7i’+'ç -f- (r- 1)T r-f-5+i llrr-i-s-hL }— ....

Ora la condizione fy i ,  y'h, -+- ~  7t'j =  0, equivale, a meno di in­

finitesimi d’ordine superiore, alla / r+.?(00y'y") =  0, e così la con­

dizione — f(h, y'h +  ~  7r j =  0 equivale alla (g“ /»-+.?)  ̂ =  <>,

perchè

dy. / ( è ,  +  §  7r
hr d_ 
2 d y

E dopo ciò è chiaro come si prosegua la dimostrazione del 
teorema.

Osservazione. È interessante notare che il teorema dimo­
strato porge una nuova via per dedurre le condizioni diffe­
renziali che caratterizzano i punti multipli infinitamente vicini 
su rami lineari, giacché la definizione geometrica di codesti 
punti si può dedurre come limite dalla condizione imposta 
ad f  di possedere dei punti multipli propri, che si avvicinano 
successivamente sopra parabole per 0 0 1 ().,.....

23. Derivate delle funzioni y(t) [: formule fonda-
mentali per le condizioni differenziali che caratterizzano le 
molteplicità dei punti appartenenti a rami superlineari. —
Abbiamo detto che, anche nel caso di punti succedentisi su 
rami non lineari, le condizioni perchè una curva /  possegga 
dati punti multipli infinitamente vicini, si lasciano esprimere
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come condizioni differenziali. Per riconoscere la forma di tali 
condizioni, occorre riprendere e proseguire gii sviluppi fatti 
nel caso dei rami lineari.

Importa anzitutto scrivere le espressioni generali delle 
derivate della funzione composta

F{t)=f{x(t ) ,  y(t) ) ;

dove — in relazione al teorema di P ulseux  — converrà poi 
prendere

( ?/ =  «*v-H&*v+v'~f-....
Porremo

dmF
dtm

d‘x cPyw = i „  ^ = i ,

(X, =  x,  Y , = y ) ;

il carattere adottato per la designazione delle derivate di x e y 
rispetto a t , vale ad evitare confusioni, quando si debbano 
poi confrontare le Y* con le ÿ*, derivate rispetto ad x.

Procederemo parallelamente a quanto si è fatto nel § 21, 
introducendo uu simbolo operatorio che è l’estensione del Am+1 
ivi considerato :

—  I T  1 . .  y  3 I T  9 
' m + l  ~  \ 1 d x  1 d y  2 d X t ■+" •••* wì+i dX„ vn-hi ar,

avremo quindi

( Fm =  D 2 f  
\ D\J(xy) =  D* /(re?/) per i <  »n.

Per il calcolo effettivo delle F.m, e per le deduzioni che si 
hanno in vista, occorre sviluppare la potenza w-ma della ope­
razione JDm applicata ad f  (n >  m).

A tale scopo, come nel § 21, confronteremo il nostro 
sviluppo con quello della potenza di un polinomio, tenendo 
conto che i simboli operatori, figuranti qui come addendi, 
danno luogo a prodotti per cui non vale la legge commuta­
tiva, ma pure dotati di una quas-irpermutabilità.
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La formula fondamentale III (pag. 462) da cui nel § 21 
veniva dedotta la permutabilità degli operatori A e 3 a meno 
di un coefficiente numerico, si estende qui, dove si ponga

e quindi 

Avremo :

3
dXi i+i 3 Y,

Dm+i — (50 5j -|- .... om).

m  ò. d dx v +1- ) / =13?/, ■ i-H 1 ?

bastando applicare la formula III) del detto paragrafo ai due 
addendi dell’operatore 8*.

Ciò posto possiamo scrivere lo sviluppo polimoniale di 
D^+i /p e r  le potenze di D i (i >  0) nella forma analoga a 
quella del A^+1/  che s’incontra a pag. 466, giacché l’analogia 
si traduce qui in un vero principio di trasporto logico; si avrà:

< +1/ = S
a!

h\ UÀ h
dove

'<+1

h H- lu H— .... •+• hm — n,

e dove riescono nulli, e quindi spariscono, i termini per cui 
non sia

h >  lu >  /ii+1.... >  hm.

Dalla formula scritta sopra si dedurrà lo sviluppo del 
eseguendo la moltiplicazione del o< per s<+1, e quindi per 
il ò,+2vecc.; perciò osserviamo che

fcVf-l J.-hi
t+1 V =  X,U+2 3 Xi■i+l +  y ì+2

M

dYi+i 

d

H+l
X +1 —

' {K -  hi+1 ) ! \ X<+2 3X, +  Yi+2 3 YJ

3
dXi 

3 ŷ t+i
Yi+1dYJ

3 3 Ÿ 'i—̂ *+i
Xi-|1 axì"h ri+13Y J

come si verifica eseguendo successivamente hi+l volte l’ope­
razione 8f+1.

Or dunque, posto

^i+i =  H i; 1*1+ 2  lh+L I t i + j v ' " )  l*m+i -=  >
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III)
j f  f — ym+yJ Z-li

H !
I li lii+ x ! .... l'm+1 !

h
il

_a_
(m h-IJìMl,

r„,4-i a
(m H -i)ia rJ

/ -X)+2 3 Yi+i 3 '7+2 / -7+1 3 Yj+i 3
\(i-+-2)! 3X*+ (7+2)1ary 1(777)1 3X* (777)1 W j  i~’

dove
h i  =  fct+ 1  - f -  ?n-f-2 +  •••• +  fr'm-7-1 ?

e gli esponenti soddisfano alla relazione fondamentale:

l i  -} - 27»5̂ _|_2 ”1“  •••• “ 1“  ~1~" 1  —  I==: W .

La formula III) vale ad esprimere il Dnmvlf  come un poli- 
nomio ordinato ricetto alle variatili X2+i,...., Xm+1 # 
Tf_hl,...., Y m+n dove figurano come coefficienti le derivate, 
pure e miste, dei D h. f  rispetto ad X t e Y t : per x =  t essa si 
riduce alla VI) del § 21.

La formula indicata vale per

i = l ,  2,...., JH,

mentre per i =  m-\- 1 si riduce ad una identità; in partico­
lare per n =  w n -1 essa porge le derivate Fm+n di cui appunto 
veniva richiesto il calcolo.

Ideile applicazioni che abbiamo in vista la funzione x(t) 
avrà la forma particolare

mentre y sarà una serie generale che s’inizia col termine 
in f :

y = T tY ì1
v+l

(» +  !)!

In questo caso l’espressione del I>’'n+1f  si semplifica. 
Infatti abbiamo

-7+1   7 + 2  — ••—  *7
quindi, per i > v :

iv )  -d: +, / = s
ni

hi Î. . . . ! il la r j  \(i -+-1) !
7  Hi ' W  \*»n 

,(m i) !/ '
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dove
le ■=■ 2 +  •••• 1?

% := : 7& -f— “■}”-27Cf_|_2 —f- .... —L (wi ~+~ 1—  i) A’m-f-i •

La IV) esprime il hl/  calcolato sopra il ramo d’ordine 
v ( v< i )

1  vX =  — t v I

?/:
, L +t 

v! (v 1)1

Aggiungasi che, per i =  0, l’espressione delle D “/ ,  si sem­
plifica avendosi

X  =  X, : . =  Xv_! -  X  =■ T2 - .... =  X,_! =  o.

Infatti, sviluppando D“/  per X>x/  con la formula III) ove 
7 =  1, m h -  1 =  v, viene

dove
K f =  S Xy 0

Al 7cv '. \ v ! 3X,
X
v!

7i, +  (v — l)7cv =  «■.

Ma (oltreché per 7cv >  7t.) i termini dello sviluppo precedente 
spariscono per 7ìv <  h, essendo X t == Y, =  0, giacche

è una forma di grado 7i nelle X n Y L. Invece per 7cy — 7t si 
ottiene

/Xv jj_ Yy 
Vv! 3X,"1 vi 3YL 3æ 7d Xv 3 3

v ! 3a; v ! 3y
h
I / •

In conclusione avremo steZ nostro ramo d’ordine v e nell’ ori­
gine t =  0, D”/ =  0 se n non e multiplo di v, e altrimenti

V)
con

!/X v 3
A / — 7. il .,j SaL L i '

v ! 3 y /

fc =  “ .v
F. 35N1UQUES - II. 31
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Tenuto conto che, nel punto Z =  0,

?/l J
d y
d x

e, richiamando la notazione del § 21 :

Al — dx +  ì , ldy’

la formula V) si j>uò anche scrivere

2)7iV =  — (—ì fV J  h \  \ v \ ) J

Più in generale avremo che:

( t— 0).

(* =  0 ),

formula che per h — 0 si riduce alla precedente. La giustifi­
cazione di questa si ha osservando che nel calcolo di D*v/  i 
parametri che si sono particolarizzati per t — 0, sono diversi 
dalla variabile di derivazione.

Ponendo Pespressione di queste derivate nello sviluppo IV), 
ove si faccia i =  v, si trova sul nostro ramo per £ =  0:

dove

e

f — v n!(v!)7i"-li (» y 4
7 7t ! lvm-hl ! \ dy j  1

le — 7cv+1 -t- 7cv+2 -f- ....- 7s?n-M

y  \Vt-i 
-1 v-U 1

(m -h 1) !

n  —  v7t - f -  7cv_j_1 -+- 27cv+1 . . . .  -4- (wi -I -  1 —  v)7cm.^_i.

La formula VII) per v =  1 si riduce ad un caso particolare 
(i =  1) di una formula già incontrata nel § 21 che qui ripro­
duciamo, con lo stesso numero, per comodità di citazione:

v i)  a i .h / = s
n !

7i! 7c.7 Î....7cWj/_}_2 ■ 3 1 A,3?yJ 1 7  1,2 !
le. ' ìfm+l Ÿ ml 1

,(w-y-i)v

*MH-1
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24. Passaggio di ima curva per punti satelliti e dia­
gramma delle partizioni triangolari. — Le formule stabilite 
nel precedente paragrafo, a cui in questo e nei successivi ci 
riferiremo colle citazioni in numeri romani I), II)...., permet­
tono di determinare le condizioni differenziali che defini­
scono i punti multipli di f  appartenenti a rami superlineari. 
Il caso propriamente elementare e caratteristico, in rapporto 
alle difficoltà che qui occorre superare, è il caso in cui si 
tratta di definire il passaggio di f  per i punti satelliti di un 
punto, 0 n appartenente all’intorno del prim’ordine del punto 
proprio 0 .

Pongasi dapprima, per semplicità, che si voglia determi­
nare le condizioni di passaggio di /  per il primo punto 02, 
satellite di On cioè per il punto successivo ad Ol sopra il ramo 
di second’ordine 0 2 1 [ 6>2A ] 03A — ; sia già noto che 0  — (00)
ha per f  la molteplicità r, 0 L =  (00//) ha per f  la moltepli­
cità s <  r, (in guisa che debbono supporsi già soddisfatte le 
condizioni 1) e 2) del § 22), e si designi con n la molteplicità 
di f  in 0 2, che si tratta di caratterizzare r > s -f-u).

Per il fatto che il punto 0  è r -pio per / ,  ogni ramo del 
second’ordine di origine 0

deve avere con /  2r intersezioni riunite in 0. Secondo il § 3, 
pag. 338, questa condizione si traduce coll’annullamento di 
tutte le Fm, fino all’ordine 2r escluso, e identicamente rispetto 
alle Yoj Yg....; in base alla formula VII) (del precedente para­
grafo) si è condotti così ad annullare identicamente i A/1 fino 
all’ordine r, rispetto ad ( =  Y 2) e quindi siamo riportati 
alle condizioni 1) del § 22, che qui giova ripetere:

1

1)
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Ciò posto, se, coinè vogliamo ammettere, la /(ch e  ha in 0  un 
punto r-plo) passa per i punti 0 /  e 0 2u, dovranno annullarsi 
sopra un qualsiasi ramo di second’ordine per 0(){ ().n non 
soltanto le derivate Fm con m <C2r (clic sono già nulle perchè 0  
è -r-plo), bensì anche tutte le Fm tino all’ordine 2r +  n 
(escluso), ove

Ma, quando tali condizioni si suppongano soddisfatte, non 
sarà lecito affermare che la /  abbia in 0 [ e 0 2 rispettiva­
mente le molteplicità s ed a, bensì soltanto che essa avrà, ivi 
due molteplicità non crescenti la cui somma vale a, e perciò,

nel caso generale, due molteplicità uguali al quoziente - ,

preso la prima volta per eccesso e la seconda per difetto.
D’altra parte, la molteplicità s che compete ad 0 { viene 

determinata esattamente dalle condizioni 2) del § 22, otte­
nute intersecando con rami lineari per 0 ( / ;  sottraendo dal 
nuovo gruppo di equazioni quelle che sono comuni alle 2) si 
riuscirà quindi a caratterizzare il passaggio di /  x>er 02n.

Ordunque cerchiamo intanto le condizioni perchè si annul­
lino le Fm (m <  2r -j- n) su tutti i rami di second’ ordine 
per 0 0 i 0 2. Scriveremo l’equazione di un ramo siffatto po­
nendo X 2 =  1, Y 2 =  y ,  ove y designa la coordinata della 
direzione 0 1 :

così si tratterà di annullare identicamente, rispetto a Y3, 
le Fm =  D™f. Ma, tenuta presente la formula IV) per i -~ 3, 
basterà annullare identicamente rispetto a Y 3 i D 3m, ancora 
per m <  2r +  a. Perciò ricorriamo allo sviluppo del D3m dato 
dalla formula VII), ove v =  2.

Osserviamo che in questo caso si ha:

n =  s I u

m =  2 ìi -f-1',
e quindi:
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1°) il massimo esponente li a cui viene elevato il A, 
(per ,rn <  2r 4- n) è

li 2 r  -I- n

ma non si ha (la tener conto dei valori 7i-< r  che corrispon­
dono a A,hf  identicamente nulli, in base alle condizioni 1) 
imposte* dal punto r-plo 0;

2°) per ogni dato 7/

li <  2 r 4- n — 2h.

Risulta di qui che le condizioni richieste portano:
la y l = . y  deve essere radice multipla di V / =  0 .se- 

condo V ordine n — 1 ;
la y' deve essere ancora radice di A1r'M/ = =0, secondo 

l’ordine di molteplicità n — 3,
e ancora di àLr-h2f = 0  secondo l’ordine n — 5, e così 

di seguito.
Si ottiene così (in quadro di equazioni ordinato a triangolo, 

come il quadro delle condizioni che caratterizzano il punto 
multiplo 0, o il punto vicino 0 i? ma dove il numero delle con­
dizioni cala di 2 alla volta anziché di 1.

Ora il nostro quadro conterrà tante linee quante ne de-
ìi —f - 1signa il quoziente intero per difetto — , ossia il quoziente

nper eccesso - ; da ciò si desume che 0 v avrà (almeno) la mol- 

n 1teplicità . Ma se invece la molteplicità che abbiamo

attribuita ad 0 { vale s > n + 1 , alle condizioni per il punto

,s-plo 0 1? che già figurano nel quadro anzidetto, si aggiunge­
ranno altre condizioni complementari in forza delle quali y' 
risulterà radice di A/1/(p e r  h < r -1- s) con l’ordine di mol­
teplicità r -h  s — li. Completato con tali condizioni, il nostro 
quadro si lascerà ora decomporre in due quadri triangolari, 
il primo dei quali riproduce il quadro 2) del § 22, e l’altro

porge u( u -f-1) <o*e —-------   econdizioni che caratterizzano il punto a-plo 0.zo
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(.s- -i- u =  11). Scriviamo qui i due quadri, ponendo per brevità:

I (0 ,0) ( 1 ,0 ) ................. ( .9 -2 ,0 )  ( .9 -1 ,0 )
1 (0,1) ( 1 ,1 ) ................. ( .9 -2 ,1 )

2)

(0, .9 -2 ) (1, .9 -2 )
I (0, .9 — 1) (x =  y =  0, y. — y')

/ (.9, 0) (.*-1-1, 0 ) ................................. (s-\-u— 1,
l ( * - l ,  1) (*, 3) • (*H -te-3, 1)

I (s — -i h -  u — 2) (.9— « +  3, u — 2)
I (s— w +  1, H— l) (x =  y =  0, yv =

Le condizioni 3) esprimono che f  passa con la molte­
plicità u per il punto 0 2, satellite di Oi sopra un ramo del 
second’ ordine.

Le cose (lette si estendono facilmente al caso in cui si 
considerino i punti satelliti che succedono ad Oì sopra un 
ramo ordinario d’ordine v > 2 :

(o vo 1‘[ o i\ .. .o ,/]o ;

Anzitutto si trova che le condizioni 1), caratterizzanti il punto 
r-plo Oy equivalgono alle condizioni perchè tutti i rami 
d’ ordine v di origine 0  abbiano ivi vr intersezioni con / ;  
questa è una conseguenza immediata della formula VII), 
quando si proceda ad annullare le Fm lino all’ ordine vr 
(escluso).

In secondo luogo si esprimeranno le condizioni perchè 
il nostro ramo d’ordine v abbia con /  vr -1- n intersezioni, 
dove n designa la somma delle molteplicità che si vogliono 
imporre ad f  nei punti semplici 0 L0 2....0y. Sviluppiamo 
le Fm =  D™f(m <  vr-i-n) per le potenze di 2>v+1/m ediante la 
formula IV) ove i =  I; si vede così che occorre annullare
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identicamente, rispetto a Yv+i, i -ÏÇm/ per u i< v r-i-w ; ma 
— tenuto conto dello sviluppo VII) di D™+1f — si deduce che 
le condizioni richieste portano:

hi y i — y' è radice multipla di A1r/z = 0  secondo Por- 
dine n — 1;

è ancora radice di Air+1/ = 0  secondo l’ordine di mol­
teplicità n — 1 — v,

e di A1r+s/ = 0  secondo'l’ordine n — 1 — 2v, e così di 
seguito.

Il quadro delle condizioni ottenuto in tal guisa, permette 
di caratterizzare il passaggio di /  per il punto multiplo 0*, 
quando si sottraggano le condizioni esprimenti che i rami d’or­
dine v — 1 hanno con f  n —p intersezioni, supponendosi vp<n .

In conclusione: le condizioni relative al punto p-plo, Ov,

risultano in numero di ^  —• e, usando della precedenteJj
notazione abbreviata si scrivono:

' (» —P, 0) (»—p-+-l, 0 )  (» —2, 0) ( n  —  1, 0)

(n—p — v-h l, 1) (n — p — v-+-2, 1) . . . . (n — 1 — v, 1)

v +1) <

I (n —p'/ -4- 2v — 2, p — 2) (n — p't H- 2V— 1, p — 2)

1 (n — pv -+- v — 1, p  — 1) (x — y =  0, y, =  y).

Le condizioni perchè la f  passi, con date molteplicità, per 
i punti 0 10 2....0V del ramo ordinario

<v

y — L
— v!

V +l v+1
(W iy r*

possono essere graficamente rappresentate mediante un dia­
gramma.

Segnamo sopra un foglio di carta quadrellata due assi 
cartesiani ortogonali: sull’asse orizzontale distendiamo il para­
metro k. e sull’asse verticale il parametro l, assumendo come 
senso positivo di l il senso dall’alto al basso. Ciò posto eia-
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scuna delle condizioni

(M> =  3- ï  à,••*•/=<>

verrà rappresentata dal punto di coordinate lì e Z, jmnto che 
cadrà nel vertice di uno dei quadrelli della nostra carta 
quadrellata.

Ora le condizioni (lì, Z) che esprimono l’annullamento iden­
tico, rispetto a 3TV+1, dei D™+]f  per vr <  m <  v>* d- n, dipen­
dono dalla disuguaglianza

va

(cfr. formula VII)), la quale — posto 7*, =  r-i-Z 
porta

lì <  n — Zv ;

(7*>0, Z>0) —

pertanto le suddette condizioni sono rappresentate dai punti 
— vertici dei quadrelli — che cadono nel triangolo rettangolo T  
costituito dai due assi lì e Z e dalla retta lì =  n — Zv, esclusi i 
punti appartenenti all 'ipotenusa, e compresi invece quelli appar­
tenenti ai cateti, purché fuori dei vertici degli angoli acuti.

_! Vogliamo ora
K-i vedere come la
— nostra rappresenta-
— zione grafica metta
— in luce le condizioni 

relative al passaggio 
di /  per i punti suc­
cessivi On 02V...0V; 
com inciam o per-

R tanto col supporre n
_ multiplo di v, caso
_ questo che designe-
— remo come caso nor-
— male. Sia dunque
— n — pv; dividiamo il
— cateto OA del trian-
— golo T =  OAB in v 

parti, ciascuna di
lunghezza p, (vedi figura in cui v =  3, p = 4 ) e uniamo i punti 
di divisione Cn C/... al punto B . Il triangolo T  resta così 
diviso in v triangoli: Tn 1\2, considerando i punti di BOL
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come appartenenti a i punti di BC, come appartenenti 
a T...... i triangoli Tn T,, T;r... vengono a contenere cia­

scuno °̂ 'J^ punti (hi), e precisamente i punti rappresen­

tativi delle condizioni che esprimono essere On 0 2,....0V mul­
tipli secondo p per la curva / .

Se vogliamo che le condizioni relative ai punti O20;{,.... 
figurino in modo simile a quelle relative ad On con verni 
rettificare i triangoli ottusangoli T., =  Ci C.2B, T.À =  C.> CAB...., 
conservandone le basi Gl C.,, C.>CZ,...., e le relative altezze 
come e indicato nella figura; con ciò ogni triangolo mantiene 
fisso il numero dei suoi punti, restando ferma la convenzione 
che i punti della ipotenusa devon esser considerati come non 
appartenenti al triangolo.

Esaurito così l’esame del caso normale, passiamo al caso 
più generale in cui si tratta di rappresentare le condizioni 
affinchè la curva /  passi per i punti 0 1? 02,....0 y, con date 
molteplicità

n, v y ,  dove n >  v >  .... >  y.

(Gfr. la fig.a della pag. seguente in cui v =  3, w = l l ,  v = 8 ,  p = 6 ).
Le condizioni (k, l) relative al punto n-plo 0 L appaiono date 

dai punti (vertici di quadrelli) interni al triangolo rettangolo 1\

determinati dagli assi 7; e 7, e dalla retta a. = -  -f-- — 1 =  0,1 u u
che stacca sugli assi due segmenti di lunghezza n; le condi­
zioni relative al punto ^-plo 0 2 vengono invece espresse dai 
punti interni al triangolo ottusangolo T.z determinato dall’asse A-,

dalla retta a e dalla retta ait =  —i—  J ’ ' n -i- v
l

1
r> (u d- v)

1 =  0 ,

che stacca sull’asse h un segmento di lunghezza u-\-v, ecc.; 
infine le condizioni relative al punto y-plo, 0V, vengono 
espresse dai punti interni al triangolo ottusangolo Tv deter­
minato dall’asse h, dalla retta uv e dalla retta

«v
h

i l  - f -  v  - h . . . .  +  y

l
1
v {u H- v - f  .... —I— jp)

— 1 = 0 ,

clic stacca sull’asse h un segmento di lunghezza u. +  v y: 
i punti appartenenti alle rette devon essere considerati
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non appartenenti al triangolo rl\h ina solo al triangolo 2V,-*. 
Si osservi che le rette separatrici (h risultano parallele alle 
rette BCi che figurano nel diagramma del caso normale.

Adunque le condizioni di passaggio di una curva / ,  con 
date molteplicità, per i punti 0*0,,.... 0V appaiono rappresen­
tate dai punti interni a un quasi-triangolo rettangolo, cioè a 
un poligono concavo delimitato da due lati ad angolo retto 
e da una poligonale concava i cui punti sono considerati non 
appartenenti al poligono: i singoli lati della poligonale fanno

parte di rette separatrici di inclinazione — =  che spez­

zano il poligono in v triangoli T n 2T2,.... 2TV; il triangolo 1\ 

contiene gii punti che esprimono che 0, è w-plo; il

triangolo 1\ contiene gii analoghi punti, ecc.
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Anche qui, come per il caso normale, è utile far subire 
al diagramma il processo di rettificazione indicato dalla figura, 
sicché appaiano in modo simile le condizioni relative ai suc­
cessivi punti multipli : si ottengono in tal guisa v triangoli 
rettangoli, aventi ciascuno i cateti di lunghezza uguale alla 
molteplicità del punto corrispondente.

Il procedimento svolto innanzi si estende al caso dei punti 
successivi appartenenti a un ramo superlineare straordinario

7/<(v, v j =
y ìL

vi
YM v+vt

(v vi)!
tv+v‘ -I- ?

dove (volendo considerare punti satelliti di 0  ̂ v4< v ,  ed è 
lecito supporre v e primi fra loro.

Per esprimere che questo ramo ha n intersezioni con/, oltre 
le vr che cadono nel punto proprio 0, saremo condotti ad annul­
lare identicamente rispetto ad i D^_v , con w K vr +  n,
avendosi per £ =  0:

Y v-m  —  Y v+ a --------------Y v+Vl_ i  —  0 .

Sviluppando TX"!,̂  c011 formula VII), ove si suppone fatto 
//,=?/', vengono condizioni differenziali del solito tipo

^ =  (?/, =  ?/')•

Queste condizioni si distribuiranno in linee per Z =  0, 1,2,...., 
ed il numero delle equazioni che figurano in ciascuna di esse 
verranno forniti in rapporto ai limiti di variabilità per k e /.

Tolti dalla VII) i termini che spariscono per l’annulla­
mento di Yv+1.... y v+Vi_i, avremo

fcy-,-1 ~= v̂+2 == *••• K+ 7,-1

k — 7cv, Vi,

sicché, posto
. vr - |- n >  y h l- v, k,

(li > 0 ,  1 >  0),
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sarà

e

La disuguaglianza

permette di riconoscere facilmente la distribuzione delle con- 
dizioni (fc, /) del nostro quadro. Ricorrendo al diagramma che 
abbiamo illustrato precedentemente nel caso dei rami ordinari, 
e che il lettore potrà facilmente ricostruirsi per questo caso, 
si vede che le nostre condizioni (fc, l) sono date dai punti (ver­
tici di quadrelli) del triangolo rettangolo di cateti l — 0, 7c =  0 
e di ipotenusa

Vi

come nel caso precedente vanno esclusi i inulti appartenenti 
all’ ipotenusa (e compresi quelli dei cateti, purché fuori del- 
l’ ipotenusa stessa).

Vogliamo ora — con l’aiuto del nostro diagramma — 
riconoscere paratamente le condizioni (fc, l) relative ai singoli 
punti del ramo _R(v, vj.

Anche qui cominceremo col supporre di avere le sole 
condizioni (7c, l) esprimenti l’annullamento identico della Fm 
per r <  m <C a, e più particolarmente supporremo il caso nor­
male in cui n sia contemporaneamente multiplo di v e di v, 
(per i rami ordinari in cui vA =  1 il caso normale era carat­
terizzato dall’essere n multiplo di v).

Consideriamo adunque il triangolo rettangolo T = O A B  
determinato dagli assi e dalla retta

_n — Iv

di questa retta scriviamo l’equazione nella forma

+  1 = 0 ,

h < n — Zv

« < " •

n — Zv

n n
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che mette in evidenza i segmenti tagliati sugli assi, la cui 
lunghezza è

n n— =  ?v, - == ?v ;
VL V

p designa un coefficiente di proporzionalità intero essendo, 
per ipotesi, v e vi primi fra loro.

Poiché v >  v1? dividiamo il cateto orizzontale 0JL =  ?v, per 
il cateto verticale 0J5 =  pvt ; essendo

v =  hi vA +  v2,

segnamo sul cateto OA il punto C tale che OC =  p7iiv1. La 
retta BG spezza il triangolo T  in due triangoli Ti =  0(7J5 
e T./ — CAB.

Eettificliiamo quest’ultimo triangolo, portando B  in BL 
sulla perpendicolare a G A e lasciando fissa l’altezza del 
triangolo relativa a G A ; e continuiamo a chiamare con 
TJ =  GBl A il triangolo così rettificato; i cateti di 2V sono 
GA =  pv2 e C/B1 =  pvA. Poiché vA >  v2, dividiamo il cateto 2 (̂7 
per il cateto G A; essendo

Vi — fr2y2 v3

determineremo sul cateto (7jBì un punto D tale che (7D =  p/i0v2.
La retta Al) spezza il triangolo 2V in due triangoli 

T̂  — GAD e T3' =  DABl . Come sopra, rettifichiamo quest’ul­
timo triangolo portando A in A L sulla perpendicolare alla D B n 
ferina restando l’altezza relativa a DBL, e continuiamo a 
chiamare con T.' il triangolo D A VB L così ottenuto. I cateti 
di T.' sono 2>JLi =  pv2, D Bi = p v 3. Poiché v3< v 2, dividiamo 
il cateto per il cateto DB{-, essendo

v 2 — à3v3 -H v4,

segnamo sul cateto 2>̂ ii il punto JE tale che D E = o l i 2v.r  
La retta B{E  spezza il triangolo Tsr in due: T:ì — JDJEBL 

e T ' ~  JEAV Bi ; quest’ultimo rettificato dà un triangolo JEA^,, 
che indicheremo ancora con T/, i cui cateti sono EAL =  o'/  ̂
Eli., =  p y 3 .

Operiamo su T / come si era fatto su T./, e così via, 
finché, essendo v0= l  il massimo comun divisore dei due 
numeri v e vA primi fra loro, arriveremo a un triangolo Ta i



491 LIBRO QUARTO

cui cateti, imo multiplo dell’altro, sono di lunghezza pha e p. 
Si riconosce facilmente che il triangolo 1\ (cioè l’ insieme 
delle condizioni (le, 1) che sono figurate dai punti di tale trian­
golo fuori dell’ ipotenusa) esprime che la f  passa, con la mol­
teplicità pv1? per i primi 7q punti del ramo jK(v, vt), che 
sono multipli secondo vt per il ramo stesso; analogamente il 
triangolo 1\ esprime che la curva /  passa, con la moltepli­
cità pv2, per i successivi li2 punti di molteplicità v2 del ramo, 
e così via.

Ora, se nel triangolo 2\ (e analogamente in 272....) vogliamo 
separare le condizioni relative ai singoli punti, basterà divi­
dere il cateto maggiore in liL parti (uguali al cateto minore) 
e congiungere i punti di divisione col vertice opposto: rl \  resta 
diviso in liL triangoli che converrà rettificare (lasciando fermi 
i cateti posti lungo il catero maggiore di TL). In tal modo 
le nostre condizioni (le, l) vengono divise in tanti triangoli 1\ di

9V (“SV • —{— 1 )cateti pv0 ciascuno dei (piali contiene precisamente — >— -  
condizioni.

Osserviamo che la rettificazione fatta dei triangoli suc­
cessivamente considerati non è necessaria, e che le condi­
zioni (h, Z) possono ugualmente esser separate in triangoli 
(ciascuno relativo a un punto del ramo) lasciando fermi i 
punti (le, 7); ed è inutile dire come si possa passare dal dia­
gramma a triangoli rettangoli a un diagramma non rettificato, 
in cui vi è luogo a considerare soltanto delle rette separa­
taci, rette che con la rettificazione dei triangoli divengono 
le ipotenuse dei triangoli medesimi.

La considerazione del diagramma non rettificato, quan­
tunque meno espressiva all’occhio, permette di passare con 
la massima facilità, e in modo perfettamente analogo a quello 
tenuto per il ramo ordinario, dal caso normale al caso gene­
rale in cui la /  abbia molteplicità arbitrarie (purché decre­
scenti) nei successivi punti del ramo JB(v, vj.

Il diagramma relativo a questo caso si comporrà di tanti 
triangoli, simili rispettivamente ai corrispondenti triangoli del 
diagramma relativo al caso normale, le rette separatimi risul­
tando fra loro parallele; per ciascuna coppia di triangoli il 
rapporto dei lati omologhi dà il rapporto delle molteplicità 
del punto corrispondente, e per ogni punto ?>-plo le condi-
. . . . i . i}(V 1)ziom appaion sempre m numero di ------ .
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Riassumendo i resultati della nostra analisi enunceremo il
Teorema. La curva f  abbia; in 0 la molteplicità r e nel 

punto vicino 0 ,, di coordinata y L — ?/', la molteplicità s <T r, di 
guisa che siano soddisfatte le condizioni differenziali 1) e 2); 
le condizioni di passaggio della; f  per punti satelliti di 0 { por­
tano che y L= y  sia radice di &lrf  =  0 con un ordine di mol­
teplicità maggiore del numero s che corrisponde alle equazioni 2),
e in generale che y sia radice di \ lr+lf =  0, per Z =  0, 1__ ,
con un ordine di molteplicità maggiore di s — l. Il quadro 
delle condizioni relative. mediante il diagramma, delle partizioni

triangolari, mette in evidenza i gruppi di condizioni

che rispondono ai singoli punti p-pli.
Quando sia data la curva / ,  passante per Or, O f  e si 

voglia riconoscere quali sono i punti satelliti di 0 L che appar­
tengono ad / ,  e quale sia la relativa molteplicità, si forme­
ranno (per y i =  y)  le condizioni (lì, 1) chevespri mono l’ordine 
di molteplicità della radice //' per le equazioni A /^ /^ O ,  e 
codeste condizioni si figureranno coi punti (kl) di un gruppo (x, 
in una serie di linee orizzontali; si tratta di « dividere i 
punti (lìl) nei triangoli che rispondono al passaggio di /  per 
i diversi punti satelliti di Oi ».

La risposta esauriente a questo problema si ottiene me­
diante una semplice regola di costruzione, che qui esponiamo 
rapidamente senza soffermarci a giustificarla. D’altronde la 
giustificazione scaturisce facilmente dagli sviluppi che prece­
dono; il punto che può apparire più nuovo è uno scarto di 
certe condizioni non significative ; il lettore potrà» ricono­
scerne il fondamento nelle due osservazioni seguenti:

1° nel diagramma non rettificato le rette separataci 
segano sugli assi segmenti positivi;

2° in questo stesso diagramma una séparatrice la quale 
venga avvicinata all’origine con traslazione parallela, in guisa 
che passi per un punto di coordinate intere, non contiene 
alcun punto lacunare (punto di coordinate intere non appar­
tenente a G).

Regola di costruzione. Cominciamo a determinare la mol­
teplicità del inmto 0 {: il triangolo l \  delle relative condi­
zioni sarà determinato quando si costruisca la retta sépara­
trice ai che ne costituisce V ipotenusa; a tale scopo basterà 
osservare che la séparatrice ai è ugualmente inclinata sugli
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assi 7c ed 7, contiene almeno un punto lacunare (cioè un 
punto (kl) (l i > 0 , Z>0) non appartenente al gruppo G), e 
fra le rette siffatte è la più vicina all’origine.

Ciò posto potremo liberare il gruppo G di quei punti 
che appartengano eventualmente alla linea orizzontale pas­
sante per il vertice inferiore del triangolo rettangolo 1\ o 
a linee orizzontali più basse; imperocché a tali punti non 
rispondono condizioni relative al passaggio di /  per punti 
satelliti di

Ora, l’insieme dei punti di G fuori di 1\ (o appartenenti 
all’ ipotenusa di TA) formerà un gruppo Gi , contenuto in un 
quasi-triangolo ottusangolo, che rettificheremo tenendo fermo 
il lato dell’angolo ottuso in cui si prolunga il cateto orizzon­
tale di dal gruppo Gn così rettificato, staccheremo il 
triangolo T n che risponde al punto 0 U primo punto satellite 
di 0 L (cioè satellite di 0L sopra i rami del second’ordine), 
segnandone l’ipotenusa aLi: questa retta séparatrice, in seguito 
alla rettificazione di Gn è divenuta ugualmente inclinata 
sugli assi e si costruisce come aL.

Sopra la an si troveranno certo dei punti lacunari non 
appartenenti a Gì ; designamo con L i il punto lacunare più 
prossimo all’asse orizzontale 7r-, e con L, il punto lacunare 
più basso, cioè i>iù prossimo all’asse Z (i due punti L v e X, 
potranno eventualmente coincidere). Mandiamo per L i una 
orizzontale e per L 2 una verticale; i punti fuori di Tii che 
si trovano al disotto della prima e contemporaneamente a 
destra della seconda (oppure sopra una di queste due rette) 
non rispondono a possibili condizioni di passaggio di f  per 
punti satelliti di 0 n ed è lecito quindi liberarne il gruppo GL. 
Allora i punti di Gn fuori di T n resteranno distribuiti in 
due gruppi Gii e Gl2, il primo dei quali si trova al disopra 
della orizzontale condotta per Ln e il secondo alla sinistra 
della verticale per L2.

Ricordiamo che al punto 0 in satellite di Ol nell’intorno 
del second’ordine, succedono due punti satelliti appartenenti 
all’intorno del terz’ordine, cioè: il punto 0 1U successivo ad 0 n 
sopra i rami del terz’ordine ordinarli, e il punto 0 il2 succes­
sivo ad Ou sopra i rami del terz’ordine passanti dopjna- 
mente per 0 A; tutti i punti della f  satelliti di On succedenti 
ad 0 m verranno distribuiti in due gruppi, T1L e T12, secon- 
dochè sono annessi ad OilL o ad 0 112 (cfr. § 9); le condi-
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zioni relative alle moltej)licità di /  nei punti di r il corri­
sponderanno a triangoli formati con elementi di 6ru , mentre 
le condizioni relative al I \2 corrisponderanno a triangoli con­
tenuti nel Gi2.

Noi rettificheremo il quasi-triangolo ottusangolo Gu con­
servandone il lato orizzontale, ed invece rettificheremo É?l2 
conservando il lato verticale; da ciascuno di questi stacche­
remo quindi un triangolo che corrisponderà rispettivamente 
al passaggio di /  per OiiL e per 0 J12 : i triangoli così ottenuti 
potranno designarsi rispettivamente con Tll e T12.

È chiaro ormai come sia da proseguire il nostro proce­
dimento, e cioè come possano determinarsi i due triangoli 
T nL e Tii2 che eventualmente rappresentano le condizioni di 
passaggio di /  per i due punti satelliti successivi a 0 lit, 
e similment i triangoli e Ti2, che corrispondono
all’eventuale passaggio di f  per i due punti satelliti succes­
sivi ad 0 ll2, ecc.

Vale la pena di osservare che, designando con 0 i il ver­
tice dell’angolo retto del triangolo T, con 0 lL quello di Tn 
con 0 (11 quello di T n con 0 J12 quello di T12, e così di seguito, 
la poligonale determinata dai vertici successivi vale a figu­
rare lo schema grafico dei rami, o dei gruppi di rami, di / ,  
ed anche a mostrarne la separazione, quando questa abbia 
luogo entro il gruppo satellite di 0 1. Di più la lunghezza dei 
tratti successivi di codesta poligonale risponde precisamente 
alla convenzione adottata nel § 9, onde si può enunciare la 
conclusione che: costruendo il diagramma delle partizioni trian­
golari, che rappresenta le condizion i di passaggio di f  per i punti 
satelliti di 0 [, si vede nascere V albero della singolarità.

Giova avvertire (die non tutti i rami di /  passeranno per 
i punti satelliti estremi delle linee poligonali ad angoli retti 
che si ricavano dal nostro diagramma; vi sono punti liberi, 
successivi sopra rami di f  ad un punto Oz-, non solo quando 
al triangolo rettangolo 2\-, di vertice 0i7 non fanno seguito 
altri triangoli a destra od in basso, ma anche quando la 
somma dei cateti dei due eventuali triangoli Tii e 2 \2, succe­
denti a 2\, resti inferiore al cateto di 7T, poiché allora la 
somma delle molteplicità di OiL e Oi2 è inferiore a quella di 0,^

Nella trattazione che precede ci siamo limitati al caso 
in cui occorre determinare le molteplicità di passaggio della

F. ENRIQUES - I I . 32
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curva /  per i punti satelliti del punto On vicino al punto 
multiplo 0; ma questo caso abbiam detto di voler considerare 
come caso elementare e caratteristico. Ohe questo valore effet­
tivamente spetti al caso esaminato, risulta da semplici con­
siderazioni, a cui rapidamente accenniamo.

Anzitutto Panatisi fatta si estende subito al caso in cui 
si tratti del passaggio di f  per punti satelliti d’un punto 0 i7 
appartenente’ all’ intorno i-mo di 0  sopra un ramo lineare, 
dove sia / >  1 anziché, come innanzi, i =  1. In questo caso, 
al posto delle potenze del Aa/ ,  si avranno a considerare 
quelle del Aif J per quei valori y i = z y t)....yi — y{i) che costi­
tuiscono le coordinate di 0 i7 e pel resto tutta la discus­
sione procede in modo perfettamente- analogo. Si noterà in 
particolare il caso in cui y''=....yW  =  0, che corrisponde 
ai rami

v+v'

y =  y x  - h  (IX v

con
v =  iv +  v. V .

In questo caso si ha
AiM/ =  A / ?/ ,

e perciò si ricade esattamente nel quadro-diagramma delle 
condizioni precedenti, relative ai punti satelliti di 0 l = y \  
colla sola differenza che si hanno ora a considerare le parti­
zioni triangolari al di sotto del triangolo corrispondente 
ad 0 1? e — soltanto dopo esser giunti al triangolo relativo 
ad 0*(==ÿtf) =  0) — partizioni, corrispondenti a limiti satel­
liti di Oi7 che si proseguono da sinistra a destra.

Ora occorre accennare in breve alle condizioni di pas­
saggio di /  per punti successivi di un qualunque ramo JB(v, v'); 
e — per semplicità di discorso — ci riferiremo ad un ramo 
jR(v, vj in cui vA <T v. Basterà osservare quanto segue.

Per effetto del passaggio di /  per 0 r, 0*  e per i punti 
satelliti di 0 i7 risultano, come abbiam visto, identicamente 
nulli rispetto a Yy+.Y .... (e per Y  ̂=  yf) i per m < w ,
designando n la molteplicità d’ intersezione di /  col ramo 
-K(v, v4). Se la /  deve passare, con una certa molteplicità 
v > l j  per il primo punto libero, Op , che s’ incontra sopra un



particolare ramo

c a pito lo  m 490

ÿV+Vi+l . . . . ,

le condizioni di passaggio importano P annullamento identico

))ì<i n--\-v. Le nuove condizioni si ottengono (per wi >  ìi) 
sviluppando i D™ mediante la formula IV) ove si ponga 
? ==z v +  vd +  1, e annullando quindi identicamente rispetto 
alla Irv.|-ViH i i Ĵ vh-Vì-m/ ;  sviluppando di nuovo i +1/
mediante la formula IV) per i =  v +  vn saremo tratti ad 
annullare semplicemente i coefficienti di questo sviluppo, e 
così a scrivere le condizioni di passaggio di f  per il punto Ovp 
sotto la forma seguente:

La forma di queste condizioni è perfettamente analoga 
a quella delle condizioni corrispondenti ai passaggio d i/p e r  
i punti successivi di un ramo lineare. Lo stesso si imo dire 
in rapporto alle condizioni di passaggio di /  per i punti che 
succedono ad Op ; se, come si è supposto, v e v4 sono primi 
fra loro, sicché il ramo R  diventi lineare dopo Op, non vi è 
da dire nulla di nuovo.

Infatti le anzidette condizioni relative al punto Op, e ai 
punti seguenti di / ,  si traducono nelle condizioni di passaggio 
per punti succedentisi su rami lineari, ove — eseguendo la 
sostituzione x — f — si passi dalla curva f(py) — 0 alla curva

dei D ^/rispetto ad Yv+v + l...,. e per Yv,,_y =  T̂ v+vi), quando

(* =  y = 0 ,  Y v =  y', Yv+Vi =  T ('^ )) .
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— y{ty) =  0; allora i D  relativi ad /  diveltano i A rela­
tivi a <p.

Occorrono invece brevi parole per il caso in cui f  pos­
segga un ramo di genere ^ > 1 ,  sul (piale s’-incontrino punti 
satelliti di Op, o di qualcuno dei punti che gli succedono. 
Pongasi, per semplicità, che si abbia un ramo di genere 
g =  2, JB(v, v4, v2), dove v2 sia minore del massimo commi divi­
sore, p, di v e vA, sicché si tratti di determinare le condizioni 
di passaggio di /  per punti satelliti di Op . Posto

v =  p|i, vL =  p;.t1, n —  pm,

il punto Op potrà definirsi come punto di coordinata Ir01HiAi) 
appartenente al ramo di genere 9 =  1, R ( jjl, ìaa), e la condizione
di passaggio di /  per Opv anziché esprimersi in rapporto al

1
ramo JS(v; vA....) ove viene assunto come parametro x =  t'\ si
potrà esprimere in rapporto al ramo JB(p, [x4) ove viene

1
assunto come parametro t11; precisamente si avrà che la

Y  — ^  ih)

sarà radice multipla di 2)"l+[li/ = 0  con un ordine di moltepli­
cità v (almeno), e parimente sarà radice multipla di D ^ ^ f — 0 
per Z — 0 , — 1. con un ordine di molteplicità v — Z (almeno).

Ma, se la f  deve passare per qualcuno dei punti satelliti 
di Op che vengono definiti sul ramo I2(v, v1? v2), la discussione 
della formula IV), tenute presenti le relazioni aritmetiche 
che l’accompagnano, mostra che la YJJHiJLi =  yO11̂ ) lSia radice 
delle =  0 con un ordine di molteplicità maggioro
di v — Z, e ciò per Z =  0, 1___ fino ad un numero ;< v — 1.
Tuttociò porta a ripetere esattamente la discussione fatta 
quando è occorso stabilire le condizioni di passaggio di /  per 
i punti satelliti di un punto appartenente a un ramo
lineare o, in particolare, di Oi . La cosa appare a priori evi­
dente ove si ridetta che, passando dalla curva /a l la  curva  ̂
eon la sostituzione x — zl\  il ramo di genere g =  2 si tra­
sforma in un ramo di genere g ' = g — 1 =  1. L’accenno qui 
fatto basta a mostrare in qual senso la discussione fatta per i 
punti satelliti di Ot abbia veramente un significato caraffe-
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ristico, potendosi ritenere equivalente a quella del caso gene­
rale: è appena necessario rilevare che, come si -passa dai 
rami di genere 1 a quelli di genere 2, si passa anche dai 
rami di genere g — l a  quelli di genere g.

Osservazione. Tenendo presente la costruzione dell’albero 
della singolarità relativa al caso di rami lineari (§ 9) e ciò 
che prima si è detto nei riguardi dei punti satelliti, appare 
ora in generale una dis posizione dei triangoli di condizioni 
caratterizzanti le molteplicità dei punti successivi di f  clic dà 
origine all9 albero della singolarità nella sua interezza, ove sia 
prolungato fino ai punti liberi e semplici della curva. Gli 
angoli retti che figurano nelle poligonali rappresentative di 
rami superlineari, suggeriscono l’idea che un ramo superli­
neare tragga origine come particolarizzazione di un ramo 
lineare, ove qualcuna delle derivate successive y', y".... divenga 
infinita. Ohe questa idea trovi riscontro nella realtà, viene 
dimostrato dal paragrafo seguente.

25. Le condizioni di passaggio d’una curva per punti di un 
ramo superlineare come condizioni limiti. — Le condizioni 
differenziali che caratterizzano il passaggio della curva/'per 
punti semplici o multipli di un ramo superlineare, si possono 
interpretare come condizioni limiti.

Consideriamo dapprima il caso in cui la/possegga punti 
multipli successivi, d’ordine r, s, w, r...., succedentisi sopra 
un ramo ordinario del second’ordine ; facciamo vedere che 
la curva f  si può considerare come limite di un’ altra 
curva dotata di punti di uguale molteplicità, segmentisi sopra 
un ramo lineare. A tale scopo riprendiamo le condizioni 
J), 2) e 3).... del § 22, che caratterizzano il passaggio di 
una curva per punti multipli Or, 0 / ,  03w.... segmentisi sopra 
un ramo lineare:

, y" o

y =  y « H -:2 ^

facciamo vedere che se le equazioni 3) sono soddisfatte per 
.?/'=<>a, esse si riducono alle condizioni di passaggio di /  per 
il punto 02 =  0 ii primo satellite di On e precisamente con la 
stessa molteplicità u.

Ricordiamo che le dette formule 3) esprimono che y3 =  y" 
è radice w-pla per k2r+ * f= 0 ,  (n — l)-pla per A2r h<y+1/ = 0 ,  ecc.
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Ora, sviluppando i A2nf  per

n —  r  +  r  -f- s  1.... r  -f- .9-1-^ — 1, 

mediante la formula VI) del § 22 ove i — 1, avremo

2̂nf  —  ̂@nk * ihh 5

Cnk designa qui un coefficiente numerico e h-\-lc =  n. Per 
esprimere che y., =  y” =zoo è radice di A2n/ = 0 ,  con la mol­
teplicità Z, occorre annullare i coefficienti delle Z più alte 
potenze di //., che figurano effettivamente nell’equazione pre­
cedente. Ma, essendo verificate per x =  y =  0 e y l ==y' le 
formule 1) e 2), a cui le 3) s’ intendono subordinate, sono 
identicamente nulli (insieme alle loro derivate) rispetto a y L 
i A,™/per n <C r7 ed ancora sono nulli per y l =  y ,  il ALrf  
insieme alle sue derivate fino all’ordine s — 1, e in gene­
rale A1r'w/  insieme alle sue derivate fino all’ ordine s — Z— l r 
per Z <  s. Pertanto la potenza più alta di y2 che figura effet­
tivamente nell’equazione A2r+* / = 0 ,  è y / .  Così annullando i 
coefficienti di ?//, y ./~ l.. . .y /~u~hL7 si hanno le equazioni

3,?
dyf V / = o , dì/ts- \ Lr+if =  o . . . .

05—U-\-l 
d y  S--̂ +L A1,,+m“ j/ = 0 .

Analoghe relazioni si ottengono annullando i coefficienti 
delle più alte potenze di y2 che compaiono effettivamente 
in 0, ecc.; si ritrovano in tal guisa le relazioni
figuranti nelle colonne del quadro triangolare che caratte­
rizza il punto 0.2U =  OlLu, satellite di Oy.

In conclusione: le condizioni di passaggio di f  per il 
punto Oin satellite di On con una certa molteplicità a, si 
possono ritenere come condizioni limiti di quelle che esprimono- 
il passaggio di f  per un punto 0 ,, successivo ad Oi sopra un 
ramo lineare, quando la curva f  vari in modo che la coordi­
nata y" di codesto punto divenga y"=&c.

In conseguenza di tali condizioni la /  conterrà in gene­
rale .u  rami del second’ordine passanti propriamente per Oin 
e, quando ci si avvicina ad x =  0 sopra uno di questi, la y \x )

diverrà infinita d’ordine infatti per uno di codesti rami
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si avrà la rappresentazione parametrica

l ' 
x =  2*‘

» , y '%3 .. ( V— 2 * ■+"3T* +
ossia

t
oJ ü '

sicché, derivando,

✓ (*) =  % = y « ; +  i - t - ....

y"(a,) =  0 = 2 ~ ^ ïr'", *~^ +  ^ '  

y’»  =  §  =  ~ 3“ * Y'"-®~*+ •••••

Si può aggiungere che

2“ ^r"' =  lim(y(æ)" . i ) ;
æ=0

__3

in parole: Zo Y'", a meno del coefficiente numerico 2 2, 
«sprime il coefficiente asintotico della derivata infinita y”.

Oosì questo coefficiente asintotico si può assumere come 
coordinata del primo punto libero Ò3 che succede sul ramo 
anzidetto di f  al punto Oin satellite di 0 L : le condizioni perche 
la /  passi per 0 3 con una certa molteplicità v, sono condi­
zioni relative a codesto coefficiente asintotico.

Giova anzi riconoscere che tali condizioni si ottengono 
come condizioni limiti di quelle relative al passaggio di f  per 
il punto 0.., successivo ad 02 sopra un ramo lineare 0 0 i 02 : 
il che appare chiaro sotto l’aspetto geometrico ove si tenga 
presente che la molteplicità di 0:i può essere defluita come 
molteplicità di intersezione di f  con curve passanti doppia­
mente per 0  e tangenti al ramo 0 0 L020 .Ì.

Si può dare una verifica analitica diretta della proprietà' 
sopra accennata, facendo variare la cu rva/in  dipendenza di

un parametro a in modo che, per À =  0, il valore ; / '= ( — ]UlX̂ /x—o
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tenda all’ infinito: le condizioni di passaggio per il punto 03% 
le quali si esprimono dicendo che =  è radice con un certo 
ordine di molteplicità per certe A3r+,+w- ( p  — 0, l . . . .v— 1), 
dovranno tradursi, passando al limite per X =  0 (y" =  oo)? 
nelle analoghe condizioni caratterizzanti il passaggio di f  
per 0 / ,  le quali vengono espresse in rapporto alle equa­
zioni — o m

Per semplicità ci limiteremo a compiere l’accennata 
verifica trattando di una curva/che passi doppiamente per 0  
e semplicemente per 0 i 0 20:n e — al limite — per O10 u 0 3.

Ordunque scriviamo la condizione di passaggio di f  per 
il punto 0 :ì: essa dice che, per y { — y\ y2 =  y" e ŷ  — y"\ 
viene soddisfatta l’equazione

In questa equazione il coefficiente di y:] va a zero per X =  (), 
diventando il ramo superlineare; invece il coefficiente di y.? 
si mantiene finito e diverso da zero finché 0 resta doppio 
per / ;  finalmente il coefficiente di y2 e il termine AJ4/ ,  restano 
in ogni caso finiti.

Da tali osservazioni segue che y:i diviene infinito d’ordine 
superiore a ?/22, e quindi — moltiplicando per y2 e dividendo 
per y?> — l’ equazione limite in cui y2 e ys si cambiano 
in y" e y" assume la forma:

hi =  lz2 -+- fe3, li +  lt2 2 \  =  4, li >  2,
ossia

/ 3Per calcolare il lim U— 

l’equazione a cui soddisfa y 2 =  y " :

Per calcolare il lim tener presente
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CI OC

4 . ,/ = V / + | | ; V / - ! ' . = » ;

per ìj =  oo si trova

Pertaufco l’equazione limite di A34/ = 0 ,  quando 
infinito, sarà

4
3 V / - 3  3 -

2 3y,~ Aj2/ .  lim (£ )3
2/'"

y" diventa

Quest’ equazione si riduce a quella che viene soddisfatta 
da Y- =  Y'" :

ove

cioè alla

A #/ = S
6! (2!)ft- 71 

h\ M

6  =  2 7 i , +  7;, 7 t , > 2 ,

^ A 12/(Y 'T - +  3A1s/  =  0,

quando si assuma
lim —2-

Avvertenm. Il limite di cui si tratta nella relazione 
cedente è

lim
X=Q

o m
?/"'(0,X) ’

pre-

il parametro a è un parametro contenuto comunque nei coef­
ficienti della / ,  tale che per X =  0, y"(0, 0) =  oo; è lecito assu­
mere per es.

X =  3~i> Ai*/ (* =  y =  0, y, =  ?/').

Ora è interessante osservare che anche il

lim
ìc=0

(?/"(*, 0))3 
?/"'(*, 0) ’

calcolato sopra la curva /  in cui si è già fatto X =  0 (cioè
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sul ramo del second’ordine), risulta, a meno di un fattore 
numerico, uguale a Y 32. Si ha infatti

sicché

_ 3  _ i_

y f(x, 0) =  2 2 Y'" x 2 ....
_ 5   3

ÿ>,0) = -2  * Y " ' x  2 +
llm È M = _ * (.r T .
*=o y (x, 0) '

5

(«"(a; X))3
Qui appare che la funzione di due variabili -- f - ha in (00)

V (VO
un punto di indeterminazione, avvicinandosi al quale, sugli 
assi A =  0 e æ =  0, si tende a due limiti che differiscono fra

27loro per il coefficiente numerico 32*

Abbiamo dimostrato che le condizioni di passaggio di f  
per il punto Oin satellite di On si possono ritenere come 
condizioni limiti di quelle relative al passaggio di f  per un 
punto 02, successivo ad On quando la curva/vari in dipen­
denza di un parametro X tendente a zero, per modo che 
la y \ 0, X) divenga infinita; accade allora che la curva 
f(xy, X) =  0 si trasformi in una f(xy, 0) =  0, che possiede punti 
semplici o multipli successivi su un ramo del second’ordine : 
e, come si è fatto per i primi punti 0., e 0 31 così anche per
1 punti successivi si potrebbe verificare che la serie di questi 
si trasporta nel passaggio al limite, conservandosi invariate 
le rispettive, molteplicità.

Affinchè i rami lineari della f  passanti per i punti
0 0 i 0 2.... si trasformino effettivamente in rami del second’or­
dine j>er occorre che la y"(x, 0) divenga infinita

d’ordine  ̂ per rr =  0, sicché il relativo coefficiente asintotico 3 t
2 2 Y'" sia finito e diverso da zero.

Ora, facendo uguale a zero o a, infinito il detto coefficiente 
asintotico, si otterranno le condizioni perchè la f  passi (con 
una certa molteplicità v) per uno dei punti satelliti OllL, 0 112, 
successivi ad in tal caso la derivata y \x )  diventa infinita 

1 2per x — () d’ordine - o - ,  e il suo coefficiente asintotico porge ó ó
la coordinata del primo punto libero, 04, che appartiene rispet-
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tivamente ad un ramo di terz’ ordine

' O W ' i O ^ O ^ W .

Per dimostrare l’asserto riprendiamo le condizioni che espri­
mono il passaggio di /  per 03v : occorre che Y3 =  Y"r sia 
radice d’ordine v per D3nf =  0, dove n = 2 r  s -\-u, e con­
temporaneamente radice d’ordine v — 1 per Dsn~*~Lf =  0, eco. 

Sviluppiamo il J D . , n f  mediante la formula VII):

d kT) nf — V Q \ h f . Y  h
VU ì

dove
n =  21i-\-lc.

Qui importa fare due osservazioni fondamentali.
Anzitutto nella fonnula prece,dente bisogna prendere U > r  

perchè altrimenti i &Lhf  sono identicamente nulli, (passaggio 
di f  per Or); tenuto conto di ciò appare come termine di 
grado piò alto in Y 3 quello per cui h =  r, 7o =  .<?q-a; e importa

ŝ-V-u
avvertire che il coefficiente di questo termine, =—j:\~d A //?dy i
è la prima derivata del A /'/ che non sia già nulla in forza 
delle condizioni di passaggio di /  per 0*, Onu. In Vece, come 
termine di grado più basso in Y :i si trova quello per cui 
h =  r -4- v e h =  s — n, giacche il termine di grado inferiore ha 
come coefficiente la derivata d’ordine s — u — 2 di 
(die è nulla in forza del passaggio di f  per 0,*ç, essendo

s — u  —  2 +  { u  q -  1) <  s.

La seconda osservazione è che lo sviluppo di D3\f  (in cui 
lf. =  n — 2h) contiene soltanto termini in Y 3 di grado pari o 
dispari secondo la parità di n. Pertanto, ove si divida l’equa­
zione Dsnf  — 0 per Y./~u, si trova un’equazione di grado 2u 
che contiene soltanto i termini di grado pari, cioè un’equa­
zione di grado u in Y :ì2.

La stessa analisi si estende all’ equazioni Dsn'hlf =  07 
per J =  l, 2....V — 1: l’equazione si riduce ad un’equazione 
in Y di grado u-Y L

Ciò posto, se si suppone che le equazioni D3n'K/==()
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(per 1 >  0) ammettano la radice Y.f =  0, con la moltepli­
cità v — Z, si deducono le condizioni di passaggio di /  per 
il punto OliLl\  successivo di OlL sopra i rami ordinari del 
terz’ ordine

6V  *y =  y X - \ - -  Y >  + .....

Similmente, ove si supponga che le equazioni precedenti 
ammettano la radice — si trovano le condizioni perchè/ 
passi con la molteplicità v per il punto 0 112ì successivo ad Ou 
sui rami del terz’ordine

2
5

y  =  y ’x +  Y-x4 + .....

L’enunciato precedente riceve così piena giustificazione; e si 
vede in pari tempo come il risultato possa estendersi. Accen­
neremo rapidamente a questa estensione tralasciandone le 
giustificazioni, poiché il concetto direttivo dell’analisi appare 
sufficientemente chiarito dagli sviluppi precedenti.

In generale suppongasi che la /  passi coli una certa mol­
teplicità per un punto Ou satellite di On nell’intorno fm o  
di 0, e che passi ancora per un punto libero Oi_hL successivo 
ad ( /;  il punto 0 t sarà definito come ultimo inulto satellite 
di 0 4 sopra i rami _R(v, vA) per esso, dove

v
1

1
K

(i — +  à2 -f-.... +  h0) ;

quindi al passaggio di /  per 0% corrisponderà l’ esistenza 

di uno o più rami della curva sopra cui la =  diventa

infinita d’ordine mentre la posizione di 0 iJhL corrisponderà

al coefficiente asintotico Irv_,_v di codesta derivata infinita. Ora 
il passaggio di /  per uno dei due punti satelliti successivi 
ad Oj, corrisponderà ai due valori 0 e co di codesto coeffi­
ciente asintotico, l’ ordine di infinito della y" diventando
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allora :

+
1

oppure
1

1
1

(fca- l )  +  5
1
2 ’

Più precisamente è facile vedere che 1’ annullamento del 
coefficiente asintotico corrisponde al primo o al secondo

In conclusione: il caso in cui la curva f  possegga certe molte­
plicità in punti satelliti del punto 0n si può ritenere come caso 
limite di quello in cui la f  possiede punti siiccessivi su rami 
lineari con le stesse molteplicità. Occorrono precisamente i pas­
saggi al limite, uno dopo l’altro, se la/possiede i punti (sem­
plici o multipli) satelliti di col primo passaggio al limite si

rende infinita dell’ordine - la derivata y"(x) per x = 0 ;  ulterior­

mente si viene a modificare questo ordine di infinito facendo, ad 
ogni passo, 0 o oo il coefficiente asintotico dell’anzidetta derivata.

Il teorema induttivamente stabilito si può anche enun­
ciare nella forma seguente: le singolarità con rami superli­
neari sono limiti di singolarità con rami lineari composte di 
punti con uguali molteplicità. Una semplice dimostrazione 
geometrica di questo teorema si ò incontrata nel § 19.

26. Osservazioni sul problema delle molteplicità effettive.
— La conoscenza delle condizioni differenziali caratterizzanti 
il passaggio (e le molteplicità) di /  per punti infinitamente 
vicini ad 0, illumina la distinzione fatta tra molteplicità vir­
tuali e molteplicità effettive. Per avere le molteplicità effettive 
bisogna tener presente l’ intiero gruppo delle condizioni di 
passaggio imposte alla curva, così da riconoscere che il trian­
golo delle condizioni, che si è fatto corrispondere ad un 
punto 0 /* , non può essere ampliato in guisa che resulti la 
molteplicità di 0 L maggiore di rp.

TZvalore di — , secondo che or è dispari o pari.
TU
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Ora, quando si consideri il sistema di tutte le curve, d’un 
ordine abbastanza elevato, cui s’impongano certe molteplicità 
in un gruppo di punti infinitamente vicini, si potrà affer­
mare che le molteplicità virtuali assegnate sono anche le 
molteplicità effettive per le curve generiche del sistema, ove 
si accerti che i vari gruppi triangolari di condizioni corri­
spondenti agli elementi della singolarità sono indipendenti, 
di guisa che nessuno di essi porti di conseguenza 1’ amplia­
mento di qualcuno degli altri. Abbiamo già dimostrato geo­
metricamente che tale indipendenza, cioè la condizione per 
l’esistenza di curve con date molteplicità effettive, si esprime 
mediante le relazioni di prossimità; ma qui il resultato viene 
messo nuovamente in luce dall’analisi fatta.

Anzitutto, sia Oi un imnto di molteplicità r t apparte­
nente ad un ramo lineare, e succedente a punti di moltepli­
cità r, r1?....r*_i; allora A ^ / ,  per n =  r -}- - 1 - ru con­
tiene ?/*• i-i al grado r,:, sicché la somma delle molteplicità delle 
radici di A ^ i / = 0  sarà < r iy e precisamente rt quando si 
tenga conto di una eventuale radice infinita corrispondente 
al passaggio di /  per il primo punto satellite di Ot : questa 
osservazione esprime appunto la relazione di prossimità che 
avevamo in vista, e ne risulta la conseguenza che, p e r lin a /  
d’ordine abbastanza elevato, possono darsi ad arbitrio i punti 
multipli prossimi ad purché le molteplicità assegnate
diano una somma non superiore ad rt .

Ciò che si è detto si estende senz’altro al caso di un 
punto Oi che appartenga come punto libero ad un ramo 
superlineare. Invece il caso dei punti satelliti esige qualche 
maggiore spiegazione.

Pongasi, per semplicità di discorso, che Ot appartenga 
al gruppo satellite di 0 i? vicino ad 0 nell’intorno del prilli’or­
dine, e sia debilito come ultimo punto satellite sopra un 
ramo jR ( v ,  vd). Le condizioni di passaggio di /  per punti suc­
cessivi ad Oi importano l’annullamento delle A” / ,  desi­
gnando n la molteplicità di intersezione di f  col ramo K(v, vj 
che proviene dal passaggio per i punti successivi lino ad Oz. Ora, 
analogamente a quanto si è fatto nel § 25, pag. 507, per i rami 
del second’ordine, si riconosce che l’equazione così ottenuta, 
liberata da una potenza di Yv+Vi che vi figura come fattore, 
riesce un’equazione di grado p in Ŷ +v , designando jp la mol­
teplicità del imnto Ot : si deduce di qui che la somma delle



CAPITOLO ITI 511

molteplicità di f  nei punti prossimi ad 0 ? non può superare p , 
tenuto anche conto delle radici della anzidetta equazione che 
risultino zero o infinito in corrispondenza al passaggio di /  
per nuovi punti satelliti.

Le osservazioni fatte indicano come si ottenga una nuova 
dimostrazione analitica delle relazioni di prossimità; dalle quali 
abbiamo dedotto i principi che valgono a risolvere il pro­
blema « date in un gruppo di punti infinitamente vicini certe 
molteplicità virtuali, determinare le molteplicità effettive che 
appartengono ad una curva d’ordine abbastanza elevato ».

Godesti principi sono il principio di scorrimento e il 
principio di scaricamento di cui si discorre nel § 17.

Ora è importante notare che il problema può trattarsi diret­
tamente con l’uso del diagramma delle partizioni triangolari, 
ricevendo così una luminosa soluzione geometrica. Oi riferi­
remo per semplicità al caso più interessante in cui si abbiano 
punti infinitamente vicini satelliti di un dato punto libero.

Pongasi, per es., che vengano assegnate le molteplicità 
virtuali della curva /  nel gruppo dei punti satelliti di Oi , 
punto infinitamente vicino al punto r-plo 0, nella direzione y .  
Queste molteplicità permetteranno subito di trovare gli ordini 
di molteplicità della radice y per le equazioni AAr/ = 0 ,  

i quali ordini determinano i punti elementi 
del nostro diagramma. Quindi, decomponendo i punti stessi 
in gruppi triangolari secondo la regola svolta nel § 24, si 
determineranno le molteplicità effettive di / .

Come chiarimento valgano i seguenti esempi.
Esempio I. Si assegni ad /  una molteplicità r >  12 nel 

punto 0  e le seguenti molteplicità'virtuali nel punto 0 V e nei suoi 
punti satelliti:

0 7 0 5 0  2 0  4 •w i y y ^ i i 2 y

ciò significa che la /  deve avere come punti di moltepli­
cità 3, 2 i punti che succedono ad 0L sopra un ramo ordi­
nario del terz’ ordine

(0»01*[0H‘ 01U1])
di equazione

4

y =  y'x -4- axd,

e come punto di molteplicità 4 il punto successivo ad 0U sopra
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un ramo del terz’ordine

di equazione
5

y  =  y x  1)XÒ.

Le molteplicità virtuali assegnate non sono effettivamente 
possibili perchè si è attribuito ad 0Li2 una molteplicità supe­
riore a quella del punto 0IA che lo precede, ed a fortiori volen­
dosi ancora attribuire la molteplicità 2 ad un altro punto, 01U, 
prossimo ad 0n . Per valutare le molteplicità effettive che 
la /  avrà nei punti sopra designati, descriviamo il diagramma 
rettificato corrispondente alle ipotesi delle molteplicità vir­
tuali, e da queste risaliamo al diagramma non rettificato. A tale 
scopo si dovrà deformare il triangolo relativo al punto 0m , 
conservandone l’area che corrisponde al numero dei punti 
figurativi di condizioni (le, Z) in esso contenuti; precisamente 
si terrà fermo il cateto orizzontale, mentre il cateto verti­
cale, moltiplicato per V2, verrà adagiato lungo l’ipotenusa 
del triangolo a sinistra, relativo al punto precedente 0lL. 
Analoga deformazione subirà il triangolo relativo al punto 0llo, 
salvochè ora resterà fermo il cateto verticale, mentre l’altro 
(moltiplicato per V2) andrà ad adagiarsi lungo l’ipotenusa del 
triangolo superiore relativo al punto precedente 0iL; così 
facendo accade che i due ultimi punti (le Z), appartenenti al 
cateto orizzontale del triangolo 0112, vanno a sovrapporsi con 
due punti provenienti dal cateto verticale del triangolo 0ill7 
sicché appare che vi è parziale coincidenza per le condizioni im­
poste a d /in  ordine ai punti 0Lii e 0ii2. Ora le due deformazioni 
dei triangoli 0lLl e 0U., hanno per effetto di unire i relativi 
lìmiti, (le 1) a quelli che erano dati nel triangolo 0Ln l’insieme 
totale dei punti venendo compreso in un quasi-triangolo ret­
tangolo di vertice 0n ; a questo quasi-triangolo faremo subire 
ancora una deformazione, conservandone la base orizzontale, 
per modo che il cateto verticale (moltiplicato per V2) andrà 
ad adagiarsi lungo l’ipotenusa del triangolo a sinistra relativo 
al punto precedente 0,, sicché in fine si otterrà un quasi- 
triangolo rettangolo di vertice 0i in cui vengono figurate 
tutte le condizioni imposte ad f  relativamente ai punti satel­
liti di 0. Dividiamo il quasi-triangolo secondo la nostra regola 
delle partizioni triangolari, come viene indicato nella seconda 
figura qui annessa, e quindi rettifichiamo il diagramma come
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si vede nella terza figura: questa appunto pone in evidenza 
le molteplicità effettive della / ,  che risultano

0  7 O 4 0  1 0  3

c'Jr. ENKIQUES - I I .
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Esempio II. Si assegnino alla curva /  una molteplicità 
virtuale r >  13 nell’origine 0 , e le seguenti molteplicità nel 
punto 0 n vicino ad 0, e nei suoi punti satelliti:

O 3 0  3 0  3 O 2 O 2-

ciò significa che la f  deve avere come punti di molteplicità 
3, 3, 2 i punti che succedono ad 0 L sopra un ramo ordinario 
del quarto ordine

(04o11louiou11o11111])
5

di equazione y =  y'x-\-ax*, e ancora come punto di molte­
plicità 2 il punto successivo ad 0 £11 sul ramo del quint’ordine

(050 1*[011S0 11110 111S*])
7

di equazione y =  y'x-^bx5.
La disuguaglianza di prossimità non essendo soddisfatta 

nei riguardi del punto 0 iin le condizioni poste porteranno 
come conseguenza delle molteplicità effettive diverse dalle 
virtuali. Per valutarle descriviamo il diagramma rettificato 
corrispondente alle ipotesi delle molteplicità virtuali e dà 
questo risaliamo al diagramma non rettificato i cui punti 
figurano le solite condizioni (7t, Z); operiamo su questo, secondo 
le regole indicate, la partizione triangolare e quindi — rettifi­
cando di nuovo — mettiamo in luce le molteplicità effettive. 
I passaggi della nostra analisi api>aiono dalle figure annesse. 
îTeli’eseguire le operazioni indicate, occorre soltanto un’av­
vertenza relativa al passaggio che porta a deformare il quasi- 
triangolo rettangolo 0 iin (costruito mediante le prime defor­
mazioni dei triangoli 0 liiL e 0 1112). Accade che il punto (ìd) 
più basso appartenente al cateto verticale del triangolo 0 lil2 
vada a finire sul prolungamento dell’ipotenusa del trian­
golo 0 U, cioè a sinistra del cateto verticale di questo triangolo, 
di guisa che il punto (Id) suddetto apparirà fuori del quasi- 
triangolo rettangolo costruito con vertice 0 A1; tale circostanza 
si deve interpretare nel senso che il punto suddetto può 
togliersi, rispondendo ad una condizione non significativa: 
invero proseguendo l’operazione quel punto va a sovrapporsi 
al punto (0, 5) che figura come il più basso sul cateto verti­
cale del triangolo 0 A.
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A complemento dell’avvertenza precedente giova osser­
vare che la rappresentazione grafica di condizioni virtuali 
imposte ad /  nei punti satelliti di On può condurre anche al

caso di punti (Id) i quali, quando si risale dal diagramma 
virtuale al diagramma non rettificato, vadano a cadere fuori 
del quasi-triangolo rettangolo di vertice On cioè a sinistra 
del cateto verticale o al disopra del cateto orizzontale: ciò 
significa che uno dei due numeri 7; e / riesce negativo, e quindi
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hi condizione

< * ' ) = 5 ^ a,’' - " / = o

perde significato (h <  0), o ricade in una condizione relativa, 
al punto r-plo 0 (l <  0).

Per chiarire la cosa basta considerare il caso in cui s’im­
ponga ad /  di avere in 0 un punto quadruplo e di passare 
per i punti e 0 lL con le molteplicità virtuali 1 e 3; è 
chiaro che le molteplicità effettive di f  risultano

Il nostro metodo grafico dà qui il punto non significativo 
(— 1, 2) che, nel diagramma virtuale, viene figurato come il 
punto più basso sul cateto verticale del triangolo 0U.

Finalmente noteremo che una facile estensione del nostro 
diagramma permette anche di mettere in luce quali molte­
plicità si scaricano eventualmente dai punti satelliti di 0l sopra 
il punto 0: basta aggiungere ai triangoli figurativi delle con­
dizioni inerenti ai punti 0 15 0 U,...., anche un triangolo di 
condizioni relative al punto 0; il quale triangolo si porrà al 
disopra dello schema precedente, con un cateto orizzontale, 
e con l’altro cateto verticale terminante in 0A. Ma su ciò non 
vogliamo trattenerci più lungamente.

27. Calcolo effettivo degli sviluppi di Puiseux: coufronte 
col metodo di Newton-Cramer. — Lo studio delle condizioni 
differenziali che caratterizzano i punti multipli infinitamente 
vicini di una curva f(xy) =  0, offre la soluzione più diretta 
del problema che consiste nel separare i rami costituenti una 
singolarità di / ,  calcolando effettivamente i relativi sviluppi 
di P u is e u x . A  questa soluzione si può anche riattaccare il 
principio della massima separazione dei rami che abbiamo 
illustrato geometricamente nel § 12.

Sia data una curva f(xy) =  0 passante per l’origine'0; 
la mancanza dei coefficienti dei termini di più basso grado 
pone subito in evidenza quale sia la molteplicità r di 0; invero 
l’annullamento di quei coefficienti s’identifica con le note con­
dizioni 1), le quali danno l’annullamento delle derivate pure e 
miste fino all’ordine r — 1. Ora, se al posto di y si pone y =  y(x), 
e si calcolano nell’origine le derivate totali f t della funzione
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-composta f(x, y(x)), si trova che la f r è la prima che contenga

effettivamente la derivata ? /,=  — :dx

f r =  V /  =
d x  d l f

/ .

Se si vuole che la (̂.t) sia un ramo della funzione impli­
cita y(x) definita dalla f(xy) =  0, la, f r deve annullarsi, e 
l’equazione / r(?/L) =  0 porge in generale r valori diversi per y n

di/i quali danno i coefficienti angolari — delle tangenti ad r 

rami di /  per 0. Per uno di questi rami, corrispondente a un 

certo — =  ?/', si ottengono le derivate successive diy: y" =  

mediante le equazioni

f r + l ( y t ) =  V +l/ =  V + ‘/ - h  (r 1) ~  ,c7/1

f r + M )  =  A3r+2/ =  A / + 2/  +  (r -+- 2) A  A / +1/

1

qui gli sviluppi di f r+lJ non si prolungano, tenuto
conto che A / /  è identicamente nullo rispetto a y {, invero 
A /+1/  contiene al primo grado y2 sicché la sua derivata 
seconda rispetto a y2 è nulla, e così di seguito.

La prima equazione, in cui si suppone x =  y =  0, y t =  y , 
è lineare in y2 ed ha come radice y2 =  y"’ la seconda equa­
zione, dove si ponga inoltre y2 =  y'\ è lineare in y3 ed ha 
come radice y3 =  eco. Si ottiene quindi lo sviluppo in 
serie del ramo y(x) che ha per tangente la retta y =  y'x:

, y" , y "  .. y — y x H- -- x• H- -~y & + ....

Ma questo procedimento cade in difetto quando ?/1= y '  sia 
radice doppia (o multipla) dell’equazione f r (yL) =  0; in questo 
caso il calcolo precedente si applica ancora in corrispondenza 
alle altre eventuali radici semplici della nostra equazione ma 
non per la suddetta radice doppia, giacché nell’equazione 
f r_hi(y2) ~  0 sparisce il coefficiente di y2.
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Qui accadrà in generale che il coefficiente costante del- 
l’equazione f r± i(yì) =  0, cioè A/'"*"1/ ,  sia diverso da zero e 
quindi l’equazione stessa dia y2 =  y'f= ° o -  così sorge per /  
un ramo di second’ordine, o d’ordine superiore. Se invece, 
essendo y radice doppia d i / r =  0, si annulla anche A1,,+1/ = 0 ,  
il punto 0 L di coordinata y risulta dopjno per / ,  e la y" si 
determina in base all’equazione di secondo grado f r+2 =  0 
che ora non contiene più y39 riducendosi alla A2r+2/ = 0 .

Ciò che abbiam detto per il caso in cui y  sia radice 
doppia di A /y = 0 , si estende al caso di una radice multipla, 
d’ordine s >  2. Per determinare un valore y" di ?/, dovremo 
scrivere un’equazione A2r-w/ =  0 (Z>0), e precisamente quella 
che corrisponde al più piccolo valore di l per cui l’equazione 
stessa non svanisce identicamente : ora se l <C s codesta equa­
zione dal grado l si abbassa in generale al grado 1 — 1 perchè

dlsi annulla il coefficiente di y2l (essendo —̂^A1r =  0), quindi
°y i

essa ammette una radice infinita (semplice o multipla) cui cor­
risponde un ramo o un gruppo di rami superlineari della f ;  
invece se l =  s vengono soddisfatte le condizioni 2) caratte­
rizzanti il passaggio di /  per 0 * e si ottengono s valori 
finiti ?/', in generale distinti, come radici dell’equazione

r - h s  i (>• +  ■?)! 3* hj, 
■si r i  dyS  *•' \2

(r -}- s) ! ds~ 1 
^  (.9 — 1)! (r-f-1) ! d y ^ '

+  V + * / =  0 G/l =

È ormai chiaro come si prosegua l’analisi precedente, e 
in ispecie appare come questa si esaurisca nel caso delle 
singolarità costituite di rami lineari: ciascun ramo

v — ?/•*;• IL
o,

v

dipende dalla determinazione dei suoi punti successivi all’ori­
gine: 0 n 02y 0 :r... di coordinate ?/, y", y e le y \ y", y" 
si determinano successivamente mediante equazioni del tipo 
&imf  =  0. Precisamente: se 0  è r-plo per / ,  gli r valori di y 
si ottengono risolvendo ì’equazione A^*/ =  0 in cui x — y — 0; 
ad una radice y d’ordine r L= s  ( < r )  corrispondono s rami 
passanti per il punto' On che risulta .s-plo per / ,  e le rela-
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tive y'  si ottengono risolvendo l’equazione del grado s in y2: 
in cui si j)one æ =  2/ =  () e ì l i - V ì  ancora se l’equa­

zione anzidetta ammette una radice y" multipla dell’ordine 
r.z — u (< s ) , a questa corrispondono n. rami passanti per un 
medesimo punto 02 che risulta a-plo per / ,  e in tal caso le 
relative y3 si ottengono risolvendo le equazioni di grado ny 
^r-t-s+uf _  o, in cui si pone x =  y =  0, y L =  y \  y2 =  y"; ecc. 
Proseguendo in tal guisa si arriverà dopo un numero finito 
di operazioni a un’equazione kimf= zO J avente in yi un certo 
grado r * > l  e dotata di radici distinte; allora avremo 
separato un gruppo di rami lineari della/ ,  e per ciascuno 
di questi si otterranno le coordinate dei punti successivi 
ÿ( +1? ?/+2)— risolvendo le equazioni di primo grado

A7,t+1 f =  0 A™"1,2 f  —  0i + i  J  — -* i+ 2  J  — •

In ciò che abbiamo detto, V ipotesi dei rami lineari si traduce 
nella proprietà che ove nasce una radice y :i) n-phi pei* una 
equazione A,;m/ = : 0  (per i — 1, 2....) questa risulti anche radice 
d’ordine r*— l per —

Aggiungiamo l’osservazione che per una curva irriduci­
bile / ,  d’ordine n, designando r =  r0, r n r2.... le successivè 
molteplicità dei punti 0, 0 n 0 2,.... sussiste la diseguaglianza

vi Ti(ri 1) ^  (n — I)('ìi — 2)
' Z j  . 2 — 2 ’

la quale porge un limite pratico alla serie delle operazioni 
precedenti : infatti una curva d’ordine n — 1, <pn_ A, passante 
Vi — 1 volte lier ciascun punto '0* e per altri

(n —  1 )(n +  2) y , r i f r i  — 1)
2 ^  2

punti semplici d i / , 'non può avere con f  più che n(n — 1) 
intersezioni. (Una curva soddisfacente alle condizioni anzi­
detto esiste certo purché sia

P) ( n -  l)(w +  2 ) > 2 r <(r< — 1);

nel caso opposto basta osservare che si ottiene una serie di 
punti multipli soddisfacente ancora alla disuguaglianza a), 
riguardando l’ultimo punto r^-plo della serie come di molte­
plicità rp — 1).
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Il procedimento per la separazione dei rami deve essere 
modificato nel caso in cui f  contenga un ramo siiperlineare: 
questo caso è contrassegnato dalla circostanza clie una delle 
precedenti equazioni Aim/ = 0  possiede una radice multipla 
di un certo ordine Ti che riesce multipla d’ordine inferiore 
a Ti — Z per Aim+lf = 0  (r*-> /). In conseguenza di ciò l’equa­
zione successiva che vale a determinare y{i+1\  cioè la prima 
kim+lf  — 0 che contiene effettivamente (Z <  n), possiede 
una radice infinita, riuscendo di grado <  Z. Ora il diagramma 
delle partizioni triangolari permette di determinare le mol­
teplicità di f  nel punto Oi e nei suoi punti satelliti, separando 
così i rami che passano per punti satelliti diversi: di più quel 
diagramma porge lo schema grafico dei detti rami di / ,  e 
così — lier ciascuno di essi — mette in evidenza i carat­
teri v, vA del ramo i2(v, vA), d’ordine minimo, su cui vengono 
definiti i punti satelliti che gli appartengono; in corrispon­
denza a ciò si avrà una derivata ?/(m)(a), che per œ =  0 diviene

infinita d’ordine - l , e la f  possiederà un ramo d’ordine v o

multiplo di v. Per semplicità di discorso supporremo c h e la /  
contenga un solo gruppo di rami superlineari, aventi a comune 
gli stessi punti satelliti di e ammetteremo provvisoria­
mente che questi siano proprio d’ordine v. Ponendo x =  t'J 
curva f(xy) =  0 si trasforma in una curva y{ty) =  0 che pos­
siede in 0  una singolarità costituita di rami lineari (almeno 
nell’ipotesi che f  non possegga altri rami superlineari all’ in­
fuori di quelli del gruppo nominato); si applicherà quindi a 9 
l’analisi precedente e se ne dedurrà la rappresentazione ana­
litica dei suoi rami mediante gli sviluppi di y per le potenze 

1
di t — %*.

La separazione dei rami di f  dipende dalla risoluzione 
delle equazioni che s’ incontrano nello studio dei punti mul­
tipli succedentisi sopra rami superlineari, e che possiamo scri­
vere valendoci del simbolo operativo D. Conviene aggiungere 
che se i rami anzidetti di f  sono d’ordine multiplo di v, e 
<(uindi di genere g >  1, la <p possiederà un gruppo di rami 
di genere g — 1; e perciò l’applicazione reiterata della tra­
sformazione precedente permette di condurre a termine l’ana­
lisi, e calcolare in ogni caso lo sviluppo di Puiseux per 
ciascun ramo di /
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Abbiamo detto come il nostro diagramma delle partizioni 
triangolari permetta in particolare di riconoscere l’ordine dei 
rami superi inoari che costituiscono una data singolarità d i/ . 
Il metodo che occorre a tale scopo deve essere riavvicinato 
ad un metodo classico introdotto da Newton, ripreso e svolto 
da Cramer e da Puisecx (cfr. per le notizie storiche il pa­
ragrafo seguente). E per semplicità di discorso conviene con­
siderare rami di genere g =  l ,  anzi conviene addirittura 
riferirsi al caso elementare caratteristico in cui si tratti della

v - + V

separazione di rami y = .y 'x - \-a x  v 4-......... tangenti ad una
medesima retta y — y'x, che può assumersi come asse delle 
x (y =  0). È appena necessario rilevare che, ove si trattasse 
di rami apparentemente più generali

«v-fV
v" ----

y  =  y x - h ' — x 2 - + - . . . .  - + -  •—  x l  - + -  a x  v ,

ci si ridurrebbe al caso precedente passando dalla curva 
f(xy) =  0, alla f(xÿ) =  0 con la sostituzione

/ v" \
v =  ?/ — « +  ‘2 x°~•+■ ••••+  i\ x'j-

Ordunque scriviamo l’equazione

f(xy) =  S amn xmyn =  0,

dove — l’origine 0  avendo la molteplicità r  — sarày
amn =  0 per m -+- n <  r.

V-l-v'

Per separare i rami di /  y =  ax v che toccano l’asse x, bisogna 
formare le condizioni di passaggio della /  per i punti satel­
liti del punto Ol , successivo ad 0  sul detto asse (0, nell’ipo­
tesi v' >  v, per i punti satelliti ad un punto 0{ successivo ad 0 { 
sull’asse stesso); queste condizioni sono del tipo

(le, l) =  Air+lf = = 0 (x =  y = y l =  y' =  0).

Ma, tenuto conto che y =  0, la condizione (k, l) si riduce a

R , k, k --0 •



522 LIBRO QUARTO

Riprendiamo il. nostro diagramma in cui vengono figurati i 
punti (kl), ed osserviamo elle l’insieme G dei punti di questo 
diagramma che rispondono effettivamente a condizioni di pas­
saggio di /  per punti satelliti di 0 L (o di Od viene limitato 
da un quasi-triangolo rettangolo, cioè da un poligono con­
cavo, P, che è il più ampio poligono concavo nel cui interno 
non cadono punti lacunari, diciamo punti (lei) che corrispon­
dano a coefficienti

— k, k 0  •

Segue da ciò che le rette separatrici costituenti la poligonale 
concava b che forma la base di P, debbono contenere ciascuna 
almeno due punti lacunari.

Sia una di queste rette separatrici, lati di 7>, di equazione

e poniamo, per semplicità di discorso,

a codesta séparatrice corrisponde uno o più rami della curva/. 
Precisamente, se v e v' ammettono come massimo commi 
divisore À:

v =  A p , v' =  A?',

si avrà un gruppo di X rami del tipo

p+p'
y =  <h* p

( i = l ,  2.

Così, in corrispondenza ad tuia séparatrice di inclinazione
V 0— =  — si ha un gruppo di X rami di f  su cui x e y divengono

infinitesimi d’ ordine proporzionale a o e p-l-p'.
Ora la regola che così si ottiene per la determinazione 

di codesti ordini di infinitesimo deve essere confrontata con 
quella che viene posta da un classico diagramma di Newton, 
svolto poi da Oramer e da Puiseux (cfr. $ 29), mediante 
il quale viene risolto il problema della approssimazione delle 
curve, approssimazione asintotica o approssimazione in un 
punto singolare (cfr. L. 1°, §§ 11, 12).
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Per illustrare il trapasso dal nostro diagramma a quello 
di N e w t o n  figuriamo nel piano i punti (Jd) che rispondono 
a coefficienti ar+i— cioè effettivamente esistenti nella 
equazione / ;  questi punti che, in senso esteso, costituiscono 
i punti lacunari del diagramma precedente, formeranno un 
gruppo G'. Ebbene la poligonale concava l), che ha i suoi estremi 
sugli assi le e l, f a  parte del contorno del minimo poligono 
convesso P' che contiene nel suo interno il gruppo 6?'; anzi 
questa proprietà caratterizza la poligonale &.

Nel diagramma di N e w t o n  si tratta appunto della costru­
zione delle rette separatoci limiti del gruppo 6?', che costi­
tuiscono i lati di b e che valgono a porre in evidenza i gruppi 
di termini dell’equazione /  a cui la /stessa  si riduce in prima 
approssimazione 0); vi è soltanto un cambiamento di orien­
tazione della figura che proviene dal rappresentare il coeffi­
ciente amn addirittura nel punto (mn) anziché nel punto 
h  — U , l  =  m  — r -i- 7v, onde il nostro asse orizzontale l i  si 
cambia nella retta m +  n =  r.

Con ciò l’inclinazione di una retta séparatrice, limite di G\

risulta non piu -  mav cioè corrisponde direttamente

al rapporto degli ordini di infinitesimo di y e x.
Vale la pena di riportare la giustificazione diretta della 

regola per il calcolo delle approssimazioni (ordini e coefficienti 
delle parabole e iperparabole osculatrici) che è fornita dal
d i a g r a m m a  di N e w t o n .

Figuriamo dunque nel piano i punti (mn) che rispondono 
ai coefficienti amn di f  effettivamente esistenti, e costruiamo 
una retta séparatrice del gruppo Gf così formato: una tale 
séparatrice lascia tutto da una banda il gruppo G' (precisa- 
niente dalla banda opposta a quella ove si trova l’origine) e 
contiene almeno due punti di G'. Designando

vm -1- [in =  c

l’equazione di una tale séparatrice, (g, v, c primi fra loro) si 
vede che — dove si pongano x e y proporzionali a ?  e

P;
cioè y =  axy — i termini di /  corrispondenti a punti della (*)

(*) Queste rette figurano nella trattazione di Cr a m e r  col nome di 
« rette determinatoci ».
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séparatrice riescono infinitesimi d’ordine c rispetto a t , mentre 
quelli che corrispondono agli altri punti del gruppo G' riescono 
infinitesimi d’ordine >  c. Pertanto l’equazione f(xy) =  0, trascu­
rando i termini d’ordine superiore, si riduce a quella elle si 
ottiene annullando il complesso dei termini dati dalla sepa-

c

ratrice; e questa, divisa per te =  x% porge un’equazione capace 
di determinare il coefficiente a. Se ne deduce l’equazione dei

rami o gruppi di rami y =  ax* che approssimano la curva/. 
In particolare si otterranno i rami tangenti all’asse x quando 
si scelgano le separatimi per cui ^ > v , sicché possa farsi 
[a =  v *+■ v'.

Per maggiormente chiarire come il nostro metodo per la 
separazione dei rami si riattacchi a quello che viene fornito 
dal diagramma di N ew ton , addurremo un semplice esempio. 

Sia la curva

f = Z a mnxmy n — 0 ,  

avente nell’origine, 0, la molteplicità 11, sicché 

amn =  0 per m +  n <T 11, 

e suppongasi che si abbia inoltre

[ 1 1 ] « i l , 0 Z== ^ io* i  ----  a 9» 2 ...... ................................. = 0 , a 0f i l  ^  fi?

L8] a i ì . 0 ® i l f 1 ^ 1 0 .2  ...................... : « r „ 7  = ° i « 4 . 8

[ 5 ] « 1 3 . o = =  • • • .............................................=  « 9 . 4 , =  °>  « 8 . 5

[ 4 ] « 1 4 . 0 = =  • * • « 1 0 .  4 ^  0

[ 2 ] « 1 5 . 0 =  « 1 4 . 1 = 0 ,  « 1 3 .  2 0

« 1 » . o = M ,

onde la /  sarà almeno di ordine 16.
Le condizioni sopra scritte (e per ciascuna linea basta 

ricordarne il numero, indicato a sinistra in parentesi quadre) 
porgono il nostro diagramma delle partizioni triangolari, che 
— in seguito alla rettificazione — viene rappresentato dalla
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Emerge di qui l’albero della singolarità dove viene figu­
rata anche la molteplicità di 0:

Appare così che la /  passa per i punti infinitamente 
vicini 0 li, 0 45, 0 U4, 0 Lll3, 0 1124, 0 11214 e — tenuto conto delle
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relazioni di prossimità — si vede che essa si compone di : 
mi ramo

O ' O S I O ^ O ^ O ^ ]
e (li due rami

o ’o .W O m * ];

questi ultimi due rami risulteranno iu generale distinti: 
salvo che sia soddisfatta la particolare condizione per la 
coincidenza dei due punti di /  successivi ad 0.u l, condizione 
che incontreremo in appresso.

Per i rami anzidetti si ha rispettivamente:

v =  5, v' =  3 e v =  3, v' =  l,

e quindi i rami stessi sono rispettivamente del tipo

ì  £
y — atf ...., y — ax3 -4-.... ;

si dovrà poi determinare a, nei due casi, ponendo

x = t'\ y  =  atv+v' + ....

e scrivendo l’equazione in

Dv+v' /  =  0, {x =  y =  y = 0 ) t
dove,

nel primo caso p = l l - 5 -t-3 -5 -4- 2 -4 -4- l - t - l  =  80, 
e nel secondo p =  11 • 3 -4- 5 +  4 -4- 2 =  44 :

i
_  v!v 

f f = (v +  v') ! Yv+v'-

Ora, sviluppando il D^+v//m ediante la formula VII del § 23, 
ove si avverta che Yj =  0 per i =  v-4-l, v +  2..„v-(-v'— 1, 
troveremo una sommatoria di termini del tipo

dove

cioè
v7i -4-  v'7c =  p ,  

v ( l l  -4-7) -4 - v '7 c = p .
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■Quest’ equazione in rapporto al nostro diagramma non rettifi­
cato, rappresenta la retta séparatrice, relativa al ramo _R(v, v'), 
e — tenuto conto dei coefficienti numerici — si trova in fine 
che l’equazione per determinare a viene porta semplicemente 
dall’annullare il gruppo dei termini di /  che corrispondono

V-tV

ai punti figurati sull’ anzidetta séparatrice, posto ivi y =  ax v .

Con ciò il riscontro col metodo di separazione dei rami, 
fondato sul diagramma di Newton, appare perfetto. 
|@f§Infatti, figuriamo nel piano i punti (m, n) corrispondenti 
ai coefficienti non nulli della nostra equazione

f = y , a mnx myn =  0.

Ricordando le ipotesi fatte, si troveranno due rette separa- 
trici, passanti la prima per i punti (8, 5) e (16, 0) e la seconda 
per (0,11) e (8, 5) (vedi fig.), che corrispondono alle equazioni

vm +  (v +  V)n - c
dove

' c — 80, 44.

È ovvio che l’equazione precedente, essendo c = p ,  si riduce 
alla

v ( l l  +  ï )H - v ,f c = 2)
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incontrata innanzi, quando si ponga

1v =  n
l =  m — 11 +  n.

Ordunque si otterranno i valori del coefficiente a per i 
due tipi di rami

8 4

y =  ax* -}- y =  ax* -h

annullando rispettivamente i due gruppi di termini di /  che 
figurano sulle separatici predette, cioè scrivendo le equazioni :

< * 8 , 5 a 8 r  +  « i 6 , 0 * 16 =  0 ,
ossia

«8,5ÿ5 +  ai6,o«8 =  0,
e

« o ,  1 1 Î / 11 -+ ■  « 4 ,  8 =  ° 7
ossia

« 0 ,  a f  H - « 4 ,  sx iy Z -+- « 8 ,  5*^8 =  ° -  

8

La prima, ponendo y — axò e dividendo per a8, dà

« * , 5 « 5 H - « « ,  o =  0 ,

equazione lineare in a5 che determina (un punto libero suc­
cessivo a Oii2l e quindi) un ramo del 5° ordine di / .  Invece

4 24

la seconda equazione, posto y =  ax3 e diviso per æ3, dà

a0, ii +  «4,8 «3 +  «8, 5 = 0 ,

cioè un’equazione di secondo grado in a3, che determina in 
generale due punti liberi successivi a 0 Hi e quindi due rami 
del terz’ordine di / •  soltanto nel caso

—  4 « 0 ,  1 i « 8 . 5 = 0 >

i due valori di a3 vengono a coincidere e, in generale almeno, 
i due rami di terz’ordine si fondono in un solo ramo del 
sesto ordine e di genere 2: per riconoscere la irriducibilità 
di (piesto occorre una ulteriore approssimazione che si otterrà 
come è detto innanzi, passando dalla curva /  a una curva ©
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X = x ,  Y = y  — aay\

In conclusione abbiamo visto che V analisi delle condi­
zioni differenziali caratterizzanti il passaggio di f  per punti 
infinitamente vicini porge una regola per il calcolo degli svi­
luppi di PursEUX, la quale si identifica con quella che viene 
fornita dal diagramma di Newton; il nostro metodo vi 
aggiunge la discriminazione dei vari gruppi di condizioni die 
rispondono ai singoli punti multipli costituenti la singolarità.

Dal punto di vista pratico l’uso del nostro diagramma 
rettificato presenta un vantaggio su quello di N e w t o n  nei 
casi in cui le condizioni della figura rendono difficile di rico­
noscere graficamente quali punti del diagramma appartengano 
alle separatici e come queste si distinguano fra loro.

28. Nota sulle questioni di realità. — Lo studio delle 
singolarità contenuto in questo libro è concepito dal punto 
di vista delle funzioni di variabile complessa; qui vogliamo 
aggiungere brevissime note sulla forma dei rami reali delle 
curve algebriche, nell’intorno di un punto singolare.

Anzitutto per i rami di second’ordine, conviene notare 
che la cuspide di seconda specie, scoperta da D e L’ H ô p i t a l , 
è costituita in generale da due archi che, a differenza di ciò 
che accade per la cuspide di prima specie, giacciono da una 
medesima banda della tangente, costituendo così la figura di 
un becco (denominazione usata da C r a m e r ). Anzi, dal punto 
di vista reale, questa proprietà viene assunta talvolta come 
definizione delle cuspidi di seconda specie in contrapposto a 
([nelle di prima. Ma, tenendo ferma la nostra definizione 
delle « specie di un ramo del second’ordine », come numero 
dei punti doppi successivi che sopra di esso s’incontrano, si 
ha precisamente:

I  due archi di una cuspide di specie s g> 1 sono separati 
o no dalla tangente secondo che la classe è dispari o pari: 
così per es. la cuspide di seconda specie di classe 2:

5

y — ax~ -f- bx',

con tf=f=0, dà luogo a due archi giacenti da una medesima
F. ENRIQUES - I I . U
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parte della tangente, mentre quelli vengono separati da questa 
per a =  0.

Lo studio più generale delle proprietà di forma che 
spettano ai rami reali d’ordine superiore risale a Cr a m e r  
(Cap. X II del suo trattato) e fu poi ripreso da P lu c k er  (*); 
più recentemente si è occupato della questione S m it h  nella 
citata memoria del 1876 e, dal punto di vista delle trasfor­
mazioni, Oh . A n g a s  S cott (1892, 93) (-).

Ora osserviamo che quando si muova la variabile com­
plessa x nell’ intorno di æ =  0, aumentandone l’argomento 
di Zi73, il coefficiente dello sviluppo di

V-»V V-HV'-l-v" V 4V -K ...-|V ^

y — ax +  a^x v -f- a2x v -H .... atx v -t- ....

hrd-----------
viene moltiplicato per e v ? sicché, quando non sia U
multiplo di v, qualche coefficiente diviene immaginario; lo 
sviluppo di y resta invece invariato per li multiplo di 2v.

Richiamando il concetto dei rami parziali nel senso di 
Ca y l e v , cui si è accennato nella nota a piè di pag. 330, di­
remo che si passa da un ramo parziale reale a un secondo 
ugualmente reale solo quando l’argomento di x aumenta 
di V7i: e in tal caso per v pari x ritorna al valore primitivo, 
per v dispari cambia di segno. Pertanto vi è luogo anzitutto 
a distinguere i rami d’ordine v pari e quelli d’ordine dispari.

I rami d’ordine pari, come quelli di second’ordine, pre­
sentano la forma di una cuspide (a), e precisamente della 
cuspide ordinaria o di prima specie (attraversata dalla tan­
gente), oppure del becco, cioè della generale cuspide di 
seconda specie che giace tutta da una medesima banda della 
tangente, secondo la disparità o parità della classe v'.

Invece i rami (P ordine dispari possiedono due archi che 
si prolungano l’uno nell’altro, attraverso l’origine, senza inver­
sione della tangente, cosi come avviene in un punto regolare; 
il ramo traverserà la tangente o starà tutto da una parte di 
esso, secondo che le classe è pari o dispari.

P) P lucker. « Théorie der algol)raischen Curven », pag. 200 o seg.
(2) American Journal, t. XIV o XV.
(3) Cfr. anche L a g r a n g e  « Fonctions analytiques », § 27; Oeuvres, 

t. IX, pag. 62.
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Aggiungiamo che nel caso della cuspide i due archi ter­
minati dal punto singolare formano diversi rami parziali, ed 
invece nel caso del flesso formano un unico ramo parziale; si 
sottintende qui che la considerazione dei detti rami viene 
limitata a ciò che cade nel campo reale.

Un elemento essenziale nello studio della forma di un 
ramo, d’ordine pari o dispari, viene offerto dalla curvatura 
di esso .nell’ origine, o meglio dal modo di variare della curva­
tura quando ci si avvicina all’ origine. Prendendo la tangente 
come asse x, e però facendo y'(o) =  0, la curvatura

V"

( l + . v ' f

si riduce, nell’origine, ad y".
v-tV

Ora per il ramo y =  ax v 4-,... si ha:

y"(»)
v'(v v')

v~ ?

si vede dunque che per # =  0 la curvatura diventa infinita 
quando V < v  ed invece infinitesima quando v' >  v (*); nel 
caso v == v' la curvatura viene uguale a 2a, il nostro ramo 
non distinguendosi in prima approssimazione dalla para­
bola y — ax2.

Questi risultati esigono qualche chiarimento specialmente 
in rapporto ai casi che esorbitano dalle ipotesi più restrittive, 
usualmente adottate nelle trattazioni scolastiche del Calcolo 
infinitesimale.

Anzitutto l’ordine di contatto del ramo reale con la tan­
gente, cioè l’ordine di infinitesimo della distanza y(x) dimi-

v'
miito di un’unità, è dato dalla frazione -  che, secondo S m it h ,

prende il nome di curvatura logaritmica; così tale ordine di 
contatto non riesce generalmente intero come accade invece 
per le curve rappresentate da funzioni y = f ( x )  regolari, per

(b  L a  n o z i o n e  a  c u i  s i  p e r v i e n e  i n  t a l  g u i s a  d i  f le s s i  con  c u r v a tu r a  
in f in ita  e  c u s p id i  a f f i la te  co n  c u r v a tu r a  n u l la , r i s a l e  a  C r a m e r ,  ( o p .  c i t . ,  

c a p . XII, § 217).
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le quali 'si lia, in x =  0, una prima derivata finita e non 
nulla.

Ciò posto distinguiamo i seguenti casi:
1) v discari eV dispari; la curva, non traversa la tangente.

а) Quando v'<v, y" =  ooì si ha una forma ogivale, non 
esistendo alcun cerchio interno alla curva che la tocchi nel 
vertice ;

б) invece per v '> v , y" =  0, si ha una curva che si 
avvicina alla tangente più di qualunque cerchio, quantunque 
per v' <  2v si avvicini a questa meno di una curva regolare 
(y'" finita) che la possiede come tangente di flesso.

2) v discari e v' pari; la curva attraversa la tangente, 
cioè presenta un flesso, passando attraverso il quale la curva­
tura, che ivi diventa 0 o cambia di segno.

a) Per v' <  v, y" =  oo? a differenza del flesso ordinario' 
ciascuno dei due archi della curva si accosta alla tangente 
meno di qualsiasi cerchio (presentando la fórma di una mezza 
ogiva);

T)) invece per v '>v  e quindi y" — 0, la curva si accosta 
alla tangente più di qualsiasi cerchio, e tuttavia per v'<  2v 
meno di una curva regolare che possegga quella come tan­
gente di flesso.

3) v pari e V dispari; la curva presenta la forma della 
cuspide propriamente detta, e attraversando la tangente la 
sua curvatura cambia segno passaudo per 0 o o°.

a) Quando v' <  y, y" =  oo, i due archi della cuspide si 
accostano alla tangente meno di qualunque cerchio;

5) all’ opposto si accostano di più per v' >  v, y" =  0.
4) v pari c v' pari; se il termine successivo dello svi­

luppo y(x) non si annulla, la curva presenta la forma del becco.
a) Per v '<v , y" =oo  i due archi che formano il becco 

si accostano alla tangente meno che qualunque cerchio;
ì>) viceversa si accostano di più per v' >  v, y" — 0.

Tutti questi 8 tipi si ottengono raccordando, nei vari modi 
compatibili coll’unicità della tangente, due archi aventi am­
bedue la curvatura 0 o nell’estremo comune.

Le presenti figure porgono la rappresentazione delle vario, 
specie di flessi e cuspidi pertinenti alle curve

x =  im, y =  tn +  atn+L 

n >  ni, a =  [1 — (— l)n+ ‘][L — (— l ’n+l]..
dove
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m dispari, n pari :

» <  2 m

m dispari, n  dispari :
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m pari, n dispari:

m pari, n pari :

n >- 2i»
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29. Notizia storica sullo svolgimento della teoria delle 
singolarità (1). — La teoria delle singolarità delle curve o 
funzioni algebriche trae le sue origini dallo studio delle appros­
simazioni successive, e per questo lato si collega all’opera di 
N e w t o n .

Veramente N e w t o n  non si occupò in modo speciale dei 
punti singolari, ma in poche pagine della sua memoria 
« Metodus functionum et serierum infini tarimi » pubblicata 
a Londra nel 1736 (2), e col conforto di esempi, ha trattato 
il problema delle approssimazioni successive della funzione 
implicita definita dall’equazione f(xy) =  0, da cui sorge lo svi­
luppo di y mediante potenze della x. N e w t o n  considera questo 
problema come prolungamento di quello che ha per oggetto 
la ricerca delle successive cifre decimali della radice di una 
equazione f(x) =  0. Passando alla f(xy) =  0, considerata nel­
l’intorno del punto-radice (0 a), pone, entro / ,  y =  a - \ - s  e 
scrive l’equazione in s che ne risulta; questa viene soddisfatta 
ponendo z — bx-\-zL e dà luogo a una nuova equazione in 
che si risolve ponendo =  ex2 ; e così di seguito.

Per scrivere effettivamente l’equazione che determina s 
(e analogamente per le successive equazioni) N e w t o n  dispone 
i termini di f(x, a ~h s) per linee e colonne, in guisa che i 
termini di ciascuna linea o colonna abbiano lo stesso grado 
rispetto a una delle variabili : così ha origine il diagramma 
che porta il nome di parallelogramma di Newton.

De-Gua, nel suo trattato del 1741 (3), svolge l’applica­
zione di questo diagramma al problema di separare i rami 
della funzione algebrica y(x) in un punto singolare; a tal 
uopo egli pone il punto singolare nell’origine, e determina 
in tal guisa i gruppi di termini caratteristici a cui l’equa­
zione si riduce, a meno di infinitesimi d’ordine superiore.

In De-Gua il diagramma di N ew ton , limitato ai termini 
di f  che non superano un certo grado complessivo anziché 
un certo grado separato rispetto alle due variabili, assume

(1) Cfr. per maggiori notizie e per la letteratura il citato rapporto di 
Brill e Nòther nello « Jahresbericht dei* Deut. Mat. Yereinigung (1892-93)» 
e la bibliografia che chiude l’appendice di Halpiien alla trad. frane, del 
trattato sulle curve piane di Salmon.

(2) « Opuscola » ediz. Castillion, Losanna e Ginevra, 1744. Vol. 1, 
pag. 37.

(3) « Usage de l’Analyse de Descartes ».
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V aspetto di un triangolo, donde il nome di «triangolo alge­
brico », che da C r a m er  fu mutato poi in « triangolo 
analitico ».

Ora, quanto alla conoscenza delle singolarità, D e - G u a  
ritenne che l’andamento della curva nell’intorno di un punto 
singolare fosse sufficientemente caratterizzata fermandosi a 
una prima approssimazione mediante curve del tipo y' =  ax]1. 
Quest’errore fu corretto da E u l e r o  (1749), il quale osservò 
che un ramo può essere immaginario, per x  negativo, pur 
dando luogo ad una prima approssimazione reale, e addusse 
come esempio la cuspide di seconda specie

5
y  =  ax~ -} -  l)x2,

g i à  i n n a n z i  s c o p e r t a  d a  D e  L ’ H ô p i t a l .
La completa separazione dei rami in un punto singolare, 

mercè il calcolo delle approssimazioni successive ricondotte 
alla, prima con una sostituzione di variabili, si trova in C r a m e r  
e precisamente nel capitolo X della sua « Introduction à  
l’Analyse des lignes courbes » (1850). (Lo stesso metodo viene 
applicato nel Cap. VII della medesima opera per la appros­
simazione asintotica dei rami infiniti). La perfezione del me­
todo, svolto accuratamente e con numerosi esempi da C r a m e r , 
appare ancor oggi insuperata dal punto di vista dello scopo 
pratico, sebbene altri metodi si siano aggiunti per la separa- 
z-ione dei rami delle funzioni algebriche.

Per C r a m er  lo scopo segnato a queste ricerche era rag­
giunto quando si era riusciti a separare i rami costituenti la 
singolarità, per quanto il procedimento potesse proseguirsi 
fino ad ottenere una approssimazione di ordine comunque 
elevato: egli non prende in esame la serie infinita di potenze 
che così trae origine, e la possibilità di dedurne una rappre­
sentazione analitica per i rami della funzione implicita y(x).

Tuttavia tale questione era posta dalla scuola di N e w t o n , 
e già il maestro aveva accennato come si otterrebbe il valore 
esatto della radice di un’equazione mediante uno sviluppo 
infinito; T a y l o r  (*) prosegue il cammino di N e w t o n , e il 
maggior frutto dell’assetto da lui dato alla teoria della deri­
vazione delle funzioni implicite appare il teorema sugli svi-

(’) « Metliodiis incrementorum.... » Londra 1717.
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lappi in serie di potenze clie porta il suo nome e che figura, 
nella sua trattazione, nella forma modesta di un semplice 
corollario (corol. 2° della prop. VII), senza che se ne tragga 
alcuna applicazione. M a c  L a u r i n  nel «Treatise of fluxions» 
del 1742 (A), fondandosi sul metodo dei coefficienti indeter­
minati, ritrova il caso particolare di questo teorema che 
porta il suo nome (sviluppo per potenze di x nell’ intorno 
di a =  0) (2), e avverte che vi sono alcune eccezioni, potendo 
accadere che qualcuna delle derivate successive divenga 
infinita per x =  0.

Ma che cosa si deve dire., circa la validità dello sviluppo 
d’una funzione in serie di Taylor?

La storia di tale questione comincia colla « Théorie des 
fonctions analytiques » di L a g r a n g e  (1798) (3). Qui si affaccia 
la veduta che una funzione arbitraria f(x) d’una variabile, 
cioè — secondo la definizione di L a g r a n g e  — « un’espres­
sione di calcolo in cui la variabile entri in modo qualunque », 
dà luogo ad uno sviluppo di f(x-\-i) in serie di potenze intere 
di i, fatta eccezione al più per valori particolari della x 
(op. c. § 2); lo sviluppo anzidetto non potrà divenire illu­
sorio tranne nel caso che le derivate successive di f  nel 
punto x, risultino — da un certo ordine in poi — infinite, 
ed allora f(x - f  i) ammetterà uno sviluppo per potenze fratte 
di i (§ 30), dove s’incontreranno anche potenze negative se 
è pitre f(x) =  oo. •

Queste conclusioni (illustrate con un esempio) suppongono 
una forma particolare di funzione, costruita con un piccolo 
numero di simboli di calcolo; una giustificazione generale di 
esse è venuta soltanto nella teoria delle funzioni di varia- 
bilità complessa iter opera di O vuch y , L a u r e n t  e P u is e u x . 
A L a g r a n g e  rimane tuttavia, il merito di avere assegnate 
una prima forma pel « resto della serie di Taylor (4) », 
dove 1— come è noto — figura la derivata n-ma in un punto 
intermedio; ed invero la formula di Lagrange permette di

fi) Book II, Ch. II, Art. 751.
(2) Mac L a u r in  a v v erte  d e l resto  (p. 611) che i l  teorem a fu  dato da 

T aylo r , e (p. 612) che esso  non d ifferisce  so sta n z ia lm en te  da uno sv ilu p p o

di G io v . B E R N O U iL L T /c h e  c o n c e r n e  I x d z  e  r isa le  a l 1694.

(3Ì Cfr. Oeuvres, t. IX, Parigi 1881.
(4) Op. c., $ 40, pag. 83.
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brattare facilmente la questione della validità della serie per 
le usuali funzioni esplicite, se non anche per le implicite.

La risposta precisa al problema della convergenza delle 
serie di Taylor e della possibilità di rappresentare la funzione 
con esse sviluppata, appartiene a Ca u c h y . Già nel 1826 (*) 
Ca u c h y  dava al resto della serie la forma che porta il suo 
nome, ma soltanto alcuni anni più tardi (~) perveniva al teo­
rema fondamentale sullo sviluppo in serie delle funzioni di 
variabile complessa nell’intorno di un punto regolare (cfr. Ir. 2°, 
§ 30). Egli in particolare determinava rigorosamente lo - svi­
luppo per potenze intere delle funzioni implicite, sempre sotto 
le condizioni di regolarità che escludono i punti singolari.

Restando nel.campo algebrico, il caso dei poli dà luogo 
a potenze negative (teorema di La u r e n t  1843); invece il caso 
dei punti di diramazione dà luogo all’essenziale complemento 
jmrtato dal teorema di P u is e u x  (1850) (3) per cui i rami 
di una funzione algebrica nell’intorno di un punto singolare 
si possono sviluppare mediante serie di potenze fratte della 
variabile indipendente: P u ise u x  dà anche il calcolo effet­
tivo, riprendendo il metodo di N ew tox-C k a m e r . Con ciò si 
chiude il primo periodo della teoria delle singolarità, rispetto 
a cui possiamo indicare come trattato rappresentativo : 
JBimot et B o uq uet  « Théorie des fonctions elliptiques » 
II ed., Parigi 1875.

Il secondo periodo, o periodo moderno nella teoria delle 
singolarità delle curve algebriche può essere caratterizzato 
dal problema delle intersezioni; al quale si è in definitiva 
condotti anche dalle ricerche che hanno per oggetto la for­
mulazione assolutamente generale delle relazioni plueckeriane. 
Dapprima Oa y l e y , nel 1865, ebbe a ricercare la molteplicità 
d’intersezione di due curve in un punto singolare, partendo 
dalla definizione del resultante come prodotto delle differenze 
delle radici. Questa molteplicità è la somma di quelle rela­
tive alle coppie di rami e — riferendosi all’origine e intro­
ducendo gli sviluppi di x e y per le potenze intere di un

(h « Exercices de Math. » I, pag. 25.
(2) « Sur le calcul des résidus e le calcule des limites ». Torino 1831-32. 

Cfr. « Exercices d’Analyse et de Physique malli. ». t. II, pagg. 41, 109 (1841).
(3) Journal de Math., t. XV (1850).
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parametro t — si riduce quindi alla valutazione del grado 
minimo a cui t figura nella resultante (W e ie r s t k a s s  (')).

La questione di valutare le intersezioni di due rami tan­
genti, quando si conoscano i rispettivi sviluppi di P u is e u x , 
è stata approfondita nei lavori proseguiti parallelamente da 
S m it h  e H a l p h e n  durante gli anni 1873-76 (*). Queste ricerche 
pongono in evidenza l’ufficio che hanno nelle serie di P u ise u x  
certi « termini caratteristici » e gli esponenti della variabile 
che vi figurano. Sostanzialmente l’analisi di H a l p h e n  (liberata 
dal concetto che ivi compare dei « rami parziali » e dei loro 
contatti) è stata da noi riprodotta nel nostro § 6.

Un limito di vista più originale e largamente fecondo 
si trova enunciato da N o th er  fino dal maggio 1871; e con­
siste nell’ uso di trasformazioni quadratiche, che N o th er  
avverte poter servire ugualmente al calcolo analitico degli 
sviluppi di P ulseux  e allo studio geometrico della natura 
delle singolarità.

Per quanto concerne il primo scopo, l’idea trovasi svolta 
da H a m b u r g e r  nell’autunno del 1871, e poi nelle « Lezioni 
sulle funzioni abeliane » di W e ie r s t k a s s  (dopo il 1873) ( !); 
un ampio svolgimento in rapporto al secondo scopo trovasi 
in una memoria fondamentale di N o t h e r  del J875 (4).

La possibilità di trasformare una curva dotata di singo­
larità qualunque in una curva con punti multipli a tangenti 
distinte risale a K r o n e o k e r , che questo teorema comunicò 
verbalmente a E ie m a n n  e W e ie r s t k a s s  fino dal 1858. 
K roneoker  si basa sugli sviluppi di P u ise u x  ed opera una 
sostituzione razionale sopra una sola variabile x, che riesce 
razionalmente invertibile per i punti della curva f(xy) =  0; 
ciò che gioca nelle sue ricerche è il discriminante della fun­
zione algebrica (cfr. L. 2°, § 24) in cui egli distingue un fat-

(/) « Vorlesungen liber Abel’sche Functionen. 1869 », 1873.
(~) Cfr. S m it h  « London. Math. Soc. t. 6 », 1876 (memoria- letta in 

parte nel 1873-71).
H a l p h e n : Note e memorie inserite nel Ballettili de la Soc. Math. de 

France (1873-76), nei Comptes rendus de l'Ac. de Paris (1874) e nel Journal 
de Math, ser. 3, t. 2. A p p e n d i c e  alla trad. frane, del trattato sulle curve 
di Sàlmon. (Parigi, Gauthier-Vii la rs, 1884).

(3) Cfr. pure K ò n i g s b e u g e u  « Vorlesungen iiber die Tlieoiie dei* 
elliptisclien Functionen ». Lipsia, Teubner 1874. Parte I, lezione 9.

(4) Math. Annalen. Bd. 9, pag. 166.
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tore essenziale e un fattore inessenziale: il primo, che corri­
sponde ai punti di diramazione della funzione, riesce inva­
riante per trasformazioni razionali della curva (*).

A differenza di K r o n e c k e r , N o th er  usa trasformazioni 
razionali invertibili in tutto il piano, cioè trasformazioni 
cremoniane, in particolare trasformazioni quadratiche, me­
diante le quali egli ha insegnato a comporre le generali tra­
sformazioni cremoniane (cfr. Math. Annalen Bd. 5). Ora, 
quando si passi successivamente da una curva data a una 
serie di trasformate con trasformazioni quadratiche, si gua­
dagna il concetto della composizione della singolarità me­
diante punti multipli infinitamente vicini, che può ritenersi 
come l’acquisto più importante nella teoria delle singolarità. 
ÏTotjier  viene a concepire una qualsiasi singolarità straordi­
naria come singolarità limite, dovuta alla riunione di più 
punti multipli che si avvicinano indefinitamente e di punti 
di diramazione semplici (cfr. § 19).

Ma ciò che nella teoria di jSTò t t i e r  conferisce una effet­
tiva realtà ai punti multipli infinitamente vicini, è che essi 
si comportano come i punti propri sia nel computo delle 
intersezioni di due curve, sia in quello delle condizioni perchè 
una curva passi per un punto dato con una molteplicità 
assegnata; ed ambedue queste proprietà fondamentali ven­
gono poste in evidenza dalla trasformazione.

La teoria di N o th er  sopra disegnata ha ricevuto uno 
sviluppo geometrico più semplice per opera di B e r t in i  in 
alcune note pubblicate fra il 1888 e 1891 e nell’esposizione

(l) Operando con trasformazioni 1 frazionali sopra ima curva si riesce 
anche ad un resultato più espressivo, cioè a ridurre una curva qualunque 
ad altra dotata soltanto di punti doppi (cf. $ 30). K l e i n ,  in una lettera 
dei 1859, sembra per primo avere avvertito questa maggiore determinazione 
che si può dare al teorema di K r o n e c k e r ,  richiamando l’osservazione fatta 
da Clebsch  che le curve con punti multipli a tangenti distinte si possono 
ridurre a curve con soli punti doppi, passando attraverso curve gobbe 
(e ciò in rapporto alla rappresentazione piana della, superfìcie cubica).

Più precisamente H a l p h e n , india sua citata appendice al trattato 
di S a l m o n  del 1884, avvertiva che una curva con singolarità qualunque 
può essere trasformata in una curva gobba senza punti singolari da cui, 
per proiezioni, si ottiene una curva dotata soltanto di nodi.

Una semplice dimostrazione geometrica dei teorema vien porta dal 
B e r t i n i  nel 1891 (cfr. Math. Annalen, Bd. 44, pag. 158); altre dimostra­
zioni appartengono a S i m a r t  e P o i n c a r é  (1893).
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sistematica che costituisce V appendice alla sua « Introduzione 
alla Geometria proiettiva degli iperspazi * (*).

Conviene infine ricordare varie osservazioni di Segre, 
in rapporto alle sue ricerche sulle singolarità delle superficie, 
e il corso di lezioni sulle singolarità che egli tenne all’Uni­
versità di Torino durante l’anno 1894-95.

La riduzione delle singolarità con trasformazioni per­
mette anche di estendere algebricamente alle curve dotate 
di singolarità qualunque il concetto di quel carattere inva­
riante che costituisce il genere, il quale d’altra parte appare 
definito con uguale generalità dall’ordine di connessione della 
superficie di Riemman (cfr. L. 2",  ̂ .36).

Dalla relazione di invarianza del genere, applicata alla 
corrispondenza fra la curva luogo e la curva inviluppo, 
N other (1875) deduce l’estensione al caso di singolarità qua­
lunque di una delle formule di Pliicker; e d’altra parte, 
calcolando le intersezioni della curva con una polare, egli 
determina l’abbassamento della classe dovuto a una sin­
golarità qualunque, che in altro modo, viene valutato da 
Halphen.

L’estensione completa delle formule di Pliicker esige 
ancora di passare dai caratteri della singolarità di una curva 
luogo a quelli della curva duale, e ciò si ottiene mediante 
l’osservazione, abbozzata da C ayley nel 1865 e svolta da 
Halphen nel 1874, che — in una trasformazione per dualità — 
l’ordine e la classe di un ramo vengono scambiati fra loro.

Qui conviene menzionare, in aggiunta alle accennate for­
mule che abbiamo svolto nel § 16 come estensione delle for­
mule di Pliicker, altre relazioni fra i caratteri della curva 
che possono riuscire di utile applicazione e che appartengono 
a Smith (1876) e a Zeuthen (1882) (*)..

All’ estensione delle formule di Pliicker si collega anche la 
questione degli equivalenti plueckeriani (cfr. L. 3°, ^  15, 16) : 
Cayley (1865) è giunto induttivamente al concetto che ogni 
singolarità possa surrogarsi agli effetti delle formule di Pliicker 
con un certo numero di punti doppi e cuspidi, tangenti doppie 
e flessi. Una giustificazione, del resto puramente aritmetica,

(*) Pisa, Spoerri, 1907.
(s) Cfr. Zeuthen . Math. Annalen, Bd. 10 e Acta mathematica, t. 1.
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si trova in Smith (1876). Rimaue tuttavia la questione essen­
ziale di riconoscere negli equivalenti plueekeriani la traccia 
di un passaggio al limite, per cui ogni singolarità risulti dalla 
sovrapposizione di singolarità elementari; e tale questione 
può essere illuminata così col metodo degli sviluppi in serie 
come col metodo delle trasformazioni quadratiche.

Il primo metodo viene adoperato da Brlll (1879-1892), 
il quale sostituisce ad un ramo della curva la curva razionale 
che noi abbiamo denominato iperparabola osculatrice, e fa poi 
variare questa conservandone la razionalità. Il secondo me­
todo è implicitamente contenuto nella definizione noetheriana 
di una singolarità come limite di punti multipli ordinari che 
si avvicinano (*).

Il rapporto fra la teoria delle singolarità di Nother e 
quella di Smith-Halphen, basata sugli sviluppi di Puiseux, 
viene in luce quando si proponga il calcolo effettivo di codesti 
sviluppi mediante trasformazioni quadratiche, col citato me­
todo di H amburger (1871). Tuttavia la determinazione espli­
cita dei punti multipli successivi d’un ramo in funzione degli 
esponenti dello sviluppo in serie, che scaturisce dall’ inversione 
del procedimento precedente, si trova soltanto in una me­
moria di E other del 1890 (s) ove viene guadagnata con l’uso 
di trasformazioni quadratiche, come sostanzialmente abbiamo 
veduto nel § 20.

Da quanto si è detto emerge il posto che spetta alla nostra 
trattazione della teoria (3) : nel Cap. I i punti infinitamente vi­
cini vengono introdotti in modo diretto a partire dagli sviluppi 
di Puiseux, integrando così la teoria delle intersezioni dei rami 
di Smith e H alphen. Questo metodo illumina aritmetica- 
mente il concetto di quei punti che abbiamo considerati come 
« satelliti » in contrapposto ai punti di un ramo che abbiamo 
chiamati « liberi », in quanto dipendono da una coordinata. 
B l’importanza del nuovo concetto consiste nel complemento 
che viene recato all’ analisi di Hothee: per Nother la sin­
golarità è definita semplicemente come riunione di punti 
multipli infinitamente vicini; per noi si aggiunge la veduta

(*) Cfr. C. A. Scott. American Journal of Matli., t. 14, (1892). 
(~) Rendiconti del Circolo Mat. di Palermo, t. IV.
(3) Cfr. F. Enr iq u es. Rendic. Accad. dei Lincei 7 maggio 1916.
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della posizione di codesti punti (relazioni di satellitismo), da 
cui dipende l’esistenza dei rami superlineari.

Un altro carattere nuovo della nostra trattazione è lo 
studio delle condizioni differenziali che caratterizzano il pas­
saggio di una curva per punti infinitamente vicini e le rela­
tive molteplicità. Si ottiene così una più precisa determinazione 
del concetto delle singolarità straordinarie come singolarità 
limiti, e ne conseguono interessanti applicazioni.

L’importanza di questi sviluppi può essere messa in luce 
dicendo che essi mirano a fondare una completa teoria delie 
singolarità algebriche dal punto di vista dell9 analisi infinite­
simale. Sotto questo aspetto conviene ricordare alcuni ante­
cedenti storici delle nostre ricerche.

Già in Lagrange (l) trovasi un cenno del calcolo delle 
derivate successive delle funzioni implicite in un punto sin­
golare. Se il punto 0  è multiplo (d’ordine r > l )  per la 
curva f(x) =  0, accade che si annullano ivi tutte le derivate 
parziali di f  rispetto ad x e y fino all’ordine r (osservazione 
che risale al De Gua); così in particolare svanisce l’equazione

dx ^ dy ‘ ’
dydie vale in generale a determinare la derivata prima — =  y*

Allora, mediante derivazioni successive, si trova un’equazione 
di grado r che riesce indipendente da e permette di
definire y'. Per tal modo La g r a n g e  accenna in sostanza alla 
separazione dei rami d’una funzione algebrica in un punto 
singolare; problema che già con altro procedimento era stato 
risoluto più profondamente da C r a m e r .

L’analisi differenziale delle singolarità viene quindi ri­
presa e svolta da P lucker (1839) (2), che nello studio geome­
trico si vale delle « equazioni differenziali » della curva 
f(xy) =  0, ottenute derivando la funzione identicamente 
nulla f(x , y(x)).

Più recentemente H a m b u r g e r  (1871) calcola gli sviluppi 
di Puiseux, nel caso dei rami lineari, determinando i coeffi-

(A) « Théorie des fonctions analytiques », § 25. 
(2) « Théorie der algebra isclien. Curven ».
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cicliti come derivate successive della funzione algebrica y(x)y 
e S tolz (1874), riprendendo e proseguendo P analisi di 
P l u c k e r , scrive le formule generali di questa derivazione 
nella forma che noi abbiamo qui generalizzata (1). S tolz , 
come H a m b u r g e r , tratta così il problema della separazione- 
dei rami, e — come lui — riduce con opportune trasformazioni 
il caso dei rami superlineari a quello dei rami lineari.

Il nostro studio comincia colla dimostrazione e P esten­
sione delle formule di Stolz per le derivate successive delle 
funzioni implicite e delle funzioni composte. Il simbolismo 
da noi introdotto permette di trattare Pargomento in base 
ai concetti generali della teoria delle operazioni, parallela- 
mente allo sviluppo della potenza d’un polinomio. E P appli­
cazione delle formule di Calcolo così ottenute, conduce sem­
plicemente al resultato richiesto di caratterizzare con condi­
zioni differenziali i punti infinitamente vicini che costituiscono 
gli elementi d’una singolarità.

Il resultato sembra particolarmente importante per quanto 
si riferisce al caso dei punti satelliti e quindi dei rami super­
lineari, dei quali si mette in luce la genesi. Tacendo dei 
problemi nuovi cui si offre in tal guisa una risposta, diremo 
che il metodo classico d i-STew to x-C r a m e r  per il calcolo dei 
coefficienti delle serie di P u lseux , appare qui in una luce 
nuova e in un significato più profondo. Anche il rapporto 
col punto di vista aritmetico della teoria viene espresso 
mediante il diagramma con cui abbiamo figurato le nostre 
condizioni differenziali; dove ci si muove in un ordine d’idee 
note ai cultori di alcune recenti teorie aritmetiche (cfr. p. es. 
la « Geometrie dei* Zahlen » di M inkow sk  y).

(l) Conviene ricordare che T a r d y , nel Giornale di Matematiche di  
Napoli, lino dal 1864 aveva scritto formule generali per la derivazione 
delle funzioni implicite, le quali non sembra fossero note a Stolz. M oss a  
(nello stesso Giornale e nell’anno 1875) ha generalizzato le formule di Tardy.
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Appendice: singolarità delle curvse gobbe 
e delle superficie.

30. Genesi della singolarità delle curve per proiezione: 
trasformazione di lina curva piana in un'altra con soli nodi. —
È noto che proiettando su mi piano, da un punto generico 
dello spazio, una curva gobba C, pur priva di punti doppi, 
si ottiene una curva piana dotata di nodi (cfr. L. 3°, § 18).

Quando il centro di proiezione, 0, assuma posizioni parti­
colari, potranno nascere nella proiezione punti di molteplicità 
superiore o anche punti doppi o multipli con rami cuspidali. 
Così, per esempio, si ottiene un punto r-plo della proiezione G' 
se il nominato centro 0  cade sopra una retta secante la curva 
gobba in v punti, e si dà luogo per Gr ad un ramo cuspidale 
se tale retta riesce tangente alla C.

Si può anche ottenere, come proiezione della stessa (7, 
una curva piana dotata di qualche singolarità straordinaria: 
ad es. se la G ò una quartina di prima specie (cioè con due 
punti dopali apparenti, cfr. L. 3°, § 18) si può proiettarla in 
una quartica piana dotata di tacnodo o di cuspide di 2a specie. 
Si raggiunge il primo scopo scegliendo il centro di proiezione, 
in modo generico, sopra una certa rigata luogo dei punti 
per cui passano due corde infinitamente vicine di G (l); e

d) La suddetta rigata, 1?, si lascia definire come luogo delle corde 
di G tali die le tangenti nei punti di appoggio di esse sono incidenti. Si 
vede effettivamente clic per ogni punto di G passano 4: generatrici di R .  
avendosi 4 piani per una tangente a. C  clic toccano altrove la curva. Di 
qui risulta, anelie che il grado di R  vale 8, tenuto conto clic una corda 
generica di 0  non incontra R  fuori della curva quadrupla. G.

(Lo studioso potrà veri lì care questa deduzione mediante il principio 
di continuità, considerando il (‘aso in cui la G acquisti un punto doppio

F. ENRIQUES - I I . 35
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si raggiunge il secondo scopo scegliendo 0 sopra la curva 
intersezione della suddetta rigata con la rigata sviluppabile 
circoscritta a C (fuori della C stessa).

In ciò che precede si discorre delle curve gobbe dello 
spazio ordinario S:i, ma il discorso si estende alle curve gobbe 
iperspaziali. In generale si abbia una curva G, pur priva di 
punti doppi, appartenente ad uno spazio Sr con r >  3; proiet-. 
tando la C sopra un piano, da uno spazio # r_ 3, si ottiene 
una curva dotata di -punti doppi o multipli, ordinari o stra­
ordinari: tale curva proiezione possiede™ un punto .v-plo 
con li rami d’ ordine vA, (^v; =  r) in corrispon­
denza ad uno /SYr__2 che passi per lo /Sy__3 centrale di proie­
zione-e tocchi la C in li punti, con contatti d’ordine vA — 1,
V2 — l,....Vfc — 1.

Ora ogni singolarità d’ una curva piana /  si può far sor­
gere in tal guisa, avendosi il

Teorema: una qualsiasi curva piana dotata di singolarità 
qualunque può riguardarsi come proiezione d’ una curva gobba 
iperspaziale priva di punti doppi (1).

Sia /  una curva piana dotata di singolarità qualunque; 
diremo (con STo t h e r ) curve aggiunte ad f  le curve cp assog­
gettate alla condizione di passare colla molteplicità i — 1 per 
ogni punto i-plo di / ,  sia che si tratti di punti multipli propri 
o di punti multipli infinitamente.vicini.

Le condizioni che s’impongono alle curve aggiunte sono 
lineari e soddisfano alle diseguagiianze di prossimità (cfr. §§ 13 
e 17). Infatti se per la /  si hanno dei punti di moltepli­
cità prossimi a un punto tf-plo, sussiste la uguaglianza

i =  2j

oppure due punti doppi, e quindi degeneri in una coppia di coniche. Nel 
primo caso il grado di B  si calcola immediatamente ricorrendo ad una 
corrispondenza [6,6] costruita sopra, la quartica razionale G: vi sono 12 coin­
cidenze che danno 6 generatrici di B :  il punto doppio ha diminuito di 2 il 
grado di B 1 ed è facile vederne la ragione. Il secondo caso in cui G dege­
neri in una coppia di coniche con due punti comuni — doppi per G' — 
porta una corrispondenza [2,2] sopra una conica: si hanno 4 coincidenze, 
e 4 è il grado di B ) .

P) Il concetto generale dei punti doppi o multipli per una curva iper- 
spaziale di S r , che qui viene sottinteso, si deûnisce come segue: un punto 
i-plo 0  assorbe i  intersezioni della curva con un iperpiano generico pas­
sante per esso.
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<— 'l> S ( j  -  1).

In base a ciò vediamo die, per un ordine m abbastanza 
elevato, possono ritenersi soddisfatte le seguenti condizioni:

1) Le curve cp? d’ordine w, aggiunte ad / ,  formano un 
sistema lineare die possiede effettivamente come punto base 
{i — l)-plo ogni punto i-plo (proprio o no) di / ;  ciò vale in 
particolare anche per i =  1, ossia i punti semplici di /  non 
sono base per il sistema lineare delle <p.

2) Le cp costrette a passare per un qualsiasi punto sem­
plice di /  (sia lier un punto proprio, sia per un punto infi­
nitamente vicino ad un punto multiplo sopra uno dei rami 
per esso) non passano di conseguenza per nessun altro punto 
semplice di f  (proprio o no).

Per dimostrare la 1) suppongasi in primo luogo che 
la f  possieda una sola t singolarità costituita da un punto 
proprio i-plo, 0 , a cui sieno infinitamente vicini i punti
0 n 02.... di molteplicità i n /2, ......  Abbiamo allora che le v
di un ordine m abbastanza elevato, soggette alla condizione 
di passare per 0 , 0 n 0 ,.... con le molteplicità i — 1, iL—1,

L — l...., soddisfano a 2 —— — — — condizioni lineari indi-

pendenti (cfr. §§ II, 12) e perciò posseggono in 0 e nei punti 
infinitamente vicini molteplicità effettive uguali alle virtuali. 
Ora si vede che codeste cp non passeranno di conseguenza 
per alcun punto semplice di / ,  infinitamente vicino ad 0 , 
perchè anche le condizioni di passaggio per questo punto, 
prese insieme con le precedenti, debbono riuscire indipen­
denti. Di più si può anche riconoscere che le nostre cp non 
passano di conseguenza nemmeno per un punto proprio P  
che sia dato comunque nel piano (fuori di 0): infatti, se 
la singolarità 0 è di specie s, un gruppo di (s l)(i — 1) 
rette passanti per 0 , costituisce una cp particolare avente 
nei punti infinitamente vicini ad 0 le molteplicità virtuali 
assegnate, la quale può d’altra parte supporsi non passare 
per P.

Per completare la dimostrazione della 1), nel caso in cui 
la /  possegga diversi punti multipli propri 0, P ,...., basta 
osservare che si ottiene una cp aggiunta ad / ,  sommando ad 
ima curva che si comporti come aggiunta rispetto all’ intorno
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di 0 , una curva clic si comporti medesimamente rispetto 
all’intorno di P, e così via.

La proposizione 2) è un semplice complemento della 1). 
Infatti se, per ogni ordine mi, comunque elevato, il sistema 
lineare delle curve aggiunte cp possedesse una coppia neutra 
di punti A  e A' semplici per f  (cioè se tutte le cp per A pas­
sassero di conseguenza per A'\ aggiungendo i punti A e A  
ai punti, base delle cp che sono stati assegnati nei punti mul­
tipli di / ,  si otterrebbe un gruppo di punti (con date molte­
plicità) che non offrirebbero più condizioni indipendenti alle 
curve cp: il che, come nella proposizione 1), si dimostra falso 
per m abbastanza elevato.

Stabilite così le osservazioni 1) e 2), siano 1

T u  Ta ?••••? Trj T r + i  ?

r +  1 curve aggiunte alla f(xLx2x:ì) =  0, di un ordine m abba­
stanza elevato; le cp anzidette si supporranno curve generali 
entro il sistema lineare delle aggiunte, e si assumerà r >  2. 
Costruiamo nello spazio Sr =  (yly.2....yr+L) la curva

Vi =  <Pl(*l®**s)
y 2 =

yr + l^ 9 r + i( « i^ « a)-

Fra i punti di F  e quelli di /  intercede una corrispondenza 
biunivoca, e precisamente: ad ogni punto semplice di/(proprio  
o infinitamente vicino ad un punto multiplo) corrisponde 
un punto di F; viceversa ad ogni punto (proprio) di F  cor­
risponde un. punto di / ,  proprio o infinitamente vicino ad un 
punto multiplo: non può accadere che ad un punto di F  
corrispondano due punti d i / ‘perchè questi costituirebbero una 
coppia neutra per il sistema lineare delle cp. Segue di qui che 
la F  non possiede alcun punto doppio (o multiplo), giacche 
ad un punto doppio, che assorbe due intersezioni, di F con 
gli iperpiani per esso, dovrebbe corrispondere una coppia 
di punti di f  anziché un sol punto.

Siamo riusciti in tal modo a trasformare birazionalmente 
la curva piana f  in una curva gobba F, appartenente ad uno
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spazio con r >  3 dimensioni, priva di punti multipli. Ove si 
assuma r >  3 si può anclie supporre che la curva /  sia una 
proiezione di JF; per es., per r =  4, proiezione di una curva 
gobba di #4 fatta da una retta. Infatti basta assumere due 
curve aggiunte cp4 e cp5 affatto generali e tre curve cp2, <p3 
per cui sia

(Pi =  <K» =  <pa =  <K»

essendo 4> una curva aggiunta (d’ordine m — 1). In tal caso 
il sistema lineare XAcpi a2<p2 -f- \ cp3 -1- cp4 +  a5cp5 =  0, con­
terrà entro di se la rete delle curve composte della parte 
fissa e delle rette +  X2œ, -}- X3 =  0 ; queste curve 
corrisponderanno agli iperpiani di $4 =  (y) passanti per la 
retta yi =  y2 =  y3 =  0, così proiettando la F  da questa retta 
sopra il piano y4 =  y5 =  0 si ottiene precisamente la curva/. 
Ora si vede che F  non possiede in generale punti multipli, 
la nominata retta y1 =  y2 =  y3 =  0, asse della nostra proiezione, 
incontrando la curva F  in tanti punti semplici e distinti 
quante sono le intersezioni semplici e distinte di con f.

(Se invece di r =  4. si prende r =  3, si ottiene ancorala 
costruzione di una F  che da un suo punto viene proiettata 
in / ,  ma questo punto — corrispondente alla curva tp che è 
fondamentale per il sistema | cp | — riesce in generale mul­
tiplo per F). Si ha dunque il

Teorema: Ogni curva piana, con singolarità qualsiansi, 
si può ottenere come proiezione di una curva gobba priva di 
singolarità appartenente ad uno spazio con quattro (o più) 
dimensioni.

Le corde di una curva gobba di $4 formano una varietà 
a 3 dimensioni, quindi proiettando la F  da un punto gene­
rico del suo $4 sopra un S , , si ottiene una curva gobba dello 
spazio ordinario priva di singolarità, in corrispondenza bira- 
zionaìe con la curva piana f :  una tale curva si costruisce 
direttamente a partire da F , prendendo 4 curve aggiunte 
generali di un ordine abbastanza elevato, come si è visto 
innanzi.

Notizia storica. La possibilità di considerare una curva 
qualsiasi come infezione di una curva gobba iperspaziale 
priva di punti singolari, costituisce un teorema di V er o n e se  
(Math. Annalen, Bd. 19, 1881); il quale si può anche ritro­
vare come implicitamente contenuto nella teoria di B r il l
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e N otfier (Ielle serie lineari di gruppi di punti apparte­
nenti ad una curva (Ofr. S e g r e , Annali di Matematica, 
serie 2, t. 25, n. 32).

Il teorema die concerne la trasformazione frazionale di 
una curva gobba in un’altra, dello stesso spazio #3, priva 
di punti multipli, trovasi esplicitamente dimostrato in una 
nota di P o i n c a r é  pubblicata nei Comptes rendus del 
3 luglio 1893 (Cfr. anche P i e r t , Rivista di Matematica, 1894). 
Allo stesso resultato si perviene pure con trasformazioni 
frazionali dello spazio contenente la curva, come vedremo 
in appresso.

.Data una curva piana/, con singolarità qualsiansi, abbiamo 
veduto come si costruisca nello spazio ($3) una curva F  priva 
di singolarità in corrispondenza frazionale con / .  Ora sap­
piamo che. una curva gobba possiede una rigata di (e non <̂ 2) 
trisecanti (cfr. L. 3°, § 43). Scegliendo un centro di proiezione 
fuori di questa rigata e fuori della sviluppabile circoscritta 
ad jF, si proietterà la F  in una nuova curva piana dotata 
soltanto di nodi, la quale risulterà in corrispondenza biuni­
voca con / .  Così viene dimostrato il fondamentale

Teorema. Una curva piana con singolarità qualsiansi si 
può trasformare birazionalmente in un’ altra curva; dotata sol­
tanto di nodi. (Ofr. § 29 nota a pie di pag. 540).

Osservazione. Per ottenere la trasformazione anzidetta di /  
non importa passare attraverso una curva spaziale priva di 
singolarità : vi si perviene direttamente considerando tre curve 
aggiunte generali cp1? <p2, di un ordine m abbastanza ele­
vato, ove si ponga.

xl — (xi X.) x„)

X . /  =  '*P2 ( x i X.;X. ,)

x:i =  ''P:ì(xL x2 x̂ ) 5

eliminando xLx,x:ì fra le equazioni predette e la f(XiX.2x:ì) =  ih 
si ha l’equazione trasformata

/ ' ( . « . < )  =  0 ;

i punti doppi di f  corrispondono alle coppie di punti di /  
per cui passano ool curve della rete \  ?1+ l 2?s + ^ ? 3= ,)'
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31. Le singolarità delle curve gobbe e la trasformazione 
quadratica spaziale. — Nella teoria delle singolarità delle 
curve gobbe, appartenenti ad uno . spazio di tre o più dimen­
sioni, vi è luogo anzitutto ad estendere i risultati fonda­
mentali ottenuti per le curve piane, mediante il metodo delle 
proiezioni. Ci riferiremo sempre, per semplicità di discorso, 
ad una curva gobba dello spazio ordinario, <7. Si proietti O 
da un punto generico, 0 , sopra un piano generico, in una 
curva <7', e si consideri il punto vi', di C, proiezione d’un 
inulto singolare, A, di C: la molteplicità di viper C (numero 
delle intersezioni della curva con un piano o con una super­
ficie passante semplicemente per A, assorbite in A) uguaglia 
la molteplicità di A' per C\  Ora:

1) I punti della curva gobba C infinitamente vicini 
ad A, si possono definire come quelli che corrispondono ai 
punti di C  infinitamente vicini ad A', loro proiezioni; gli 
ordini di molteplicità dei primi sono gii ordini dei secondi.

2) La separazione della curva Cf in rami per vi', dà 
luogo ad una separazione in rami della curva gobba (7, nel­
l’intorno di A: ogni ramo verrà rappresentato da uno svi­
luppo delle coordinate x, y, s, procedente per le potenze intere 
e positive d’un parametro t.

E anche lecito assumere il parametro t uguale alla po-
i

tenza xv dove si designi con y V ordine del ramo (uguale all’or­
dine del ramo proiezione). Così viene esteso alle curve gobbe 
il teorema di P u is e u x .

La definizione dei plinti multipli successivi di una curva 
gobba che abbiamo introdotti con riferimento ad una proiezione 
inaila generica, si può dare anche per mezzo di successive tra­
sformazioni quadratiche (o birazionali) dello spazio.

Definiamo anzitutto la trasformazione quadratica (ordi­
naria o di prima specie) (l) dello spazio, nel modo seguente.

(l) La trasformazione quadratica dello spazio clic qui vitine consi­
derata si lascia caratterizzare come quella trasformazione di second7 or­
dine la cui inversa è ancora di second’ordine; il suo studio risale a 
Sema p p a r e l l i  (Memorie dell7 Accademia di Torino, 1862) e ad altri. Ma 
esistono anche, nello spazio, delle t ra s fo r m a z io n i  hi razionali di ord ine  2, 
la cui trasformazione inversa  è di ord ine 8  o 4 :  la prima trasformazione 
(Cayley), si ottiene facendo corrispondere ai piani le quadrici!e passanti
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Assumansi quattro quadriche linearmente indipendenti 
Çi(æi»2aj3a?4) =  0 (i =  l, 2, 3, 4), elle abbiano a comune una 
conica K  ed un punto 0; scrivendo le equazioni

ìji =  (i — 1, 2, 3, 4),

si pone una trasformazione univoca dello spazio (x) nello 
sjiazio (y); ai piani SX<ÿ< =  0 dello spazio (y) corrispondono le 
quadriclie 2?>i<f>£(x1x2x3x4) — 0, e si lia proiettività (cioè cor­
rispondenza di fascio a fascio e di rete a rete) fra il sistema 
lineare di quadriclie e lo spazio di piani omologo; à una retta, 
considerata come asse di un fascio di piani nello spazio (y), 
corrisponde, nello spazio (#), una conica passante per 0 e 
bisecante Z, e a un punto (y), considerato come centro di 
una stella (rete di piani) corrisponde, nello spazio (æ), un punto 
comune alle quadriche di una rete che ha già.come ele­
menti base la conica Z  e il punto 0. Così la trasformazione 
univoca fra lo spazio (x) e lo spazio (y) riesce univocamente 
invertibile, ed appare che ai piani dello spazio (x) corrispon­
dono pure in (y) quadriche poiché la superfìcie che qui 
corrisponde ad un piano deve intersecare in due punti le 
rette, come il piano omologo incontra in due punti variabili 
le coniche per 0  bisecanti Z:

Vi =  <pt'(yl y ì y ay t ) (» =  h  2,3 ,4 ) .

Aggiungasi che, in questa trasformazione quadratica in­
versa, il sistema delle quadriche trasformanti <p' ((die corri­
spondono ai jnani dello spazio (#)), ammette pure una conica 
base, Z', e un punto base, 0 \  Infatti alla retta intersezione di 
due piani di (x) corrisponde una conica variabile comune a 
due quadriche <p', sicché queste devono avere a comune una 
linea del second’ordine, la quale non potrà essere costituita 
da due rette sghembe, altrimenti le due cp' avrebbero a comune, 
fuori di queste, altre due rette sghembe e non una conica.

per una re t ta  e per tre  punti base (cfr. pag. 560), mentre la seconda tra­
sformazione nasce dal far corrispondere ai piani di uno spazio le quadriche 
dell’altro che passano per q u a ttro  p u n t i  base, vertici d’un tetraedro, e pos­
seggono un p ian o  tangente  f isso  in uno dei detti punti. La classificazione 
e la teoria delle trasformazioni quadratiche dello spazio trovasi in diversi 
lavori del C r e m o n a , 1871 , (cfr. Opere voi. 3°, pagg. 211, 260, 277, 298).



CAPITOLO IV 553

Si prova poi che le p av en ti a comune la conica A"', passano 
per un punto fìsso 0 ', considerando che tre f  devono avere 
una sola intersezione variabile.

Le cose dette ricevono una semplice illustrazione nel caso 
notissimo della inversione rispetto a una sfera che, moltipli­
cata per un’omografìa, dà la più generale trasformazione biu­
nivoca in cui ai piani corrispondono sfere: qui tutte le sfere 
omologhe ai piani di uno spazio passano per un punto fìsso 
(che per l’inversione è il centro) e per un cerchio immagi­
nario fìsso, sezione col piano all’infinito.

Ora conviene esaminare particolarmente gli elementi ecce­
zionali della trasformazione quadratica.

1) Ad ogni punto X  dello spazio (%) corrisponde sempre 
un punto; fanno eccezione il punto fondamentale 0 , che chia­
meremo anche centro della trasformazione, e i punti della 
conica fondamentale K , per cui si annullano contemporanea­
mente cpn cp2, rp:l1 rp4. In modo analogo nello spazio (y) si ha 
il punto fondamentale 0' e la conica fondamentale K'.

2) A un piano a dello spazio (x) corrisponde-' general­
mente una quadrica (?') dello spazio (?/); ma se il piano a viene 
a passare per il centro 0 , la quadrica omologa si spezza in 
un piano per 0 ', luogo dei punti omologhi ai punti generici 
di a, e in un piano fisso co' corrispondente al punto fonda- 
mentale 0 : infatti, essendo a incontrato in un sol punto varia­
bile dalle coniche per 0 , il luogo dei punti omologhi ai punti 
generici di a avrà una sola intersezione variabile con le rette 
dello spazio (?/) e però sarà un piano; entra dunque nella 
quadrica corrispondente ad a un piano fisso co', che non deve 
avere intersezioni variabili con le coniche per 0' bisecanti K \  
e perciò sega le quadriehe cpf secondo la conica K \  Appare così 
che le due stelle di piani per 0 e 0' si corrispondono, e quindi 
che ai punti generici di co' corrisponde sempre il punto 0 : simil­
mente al punto 0' dello spazio (y) corrisponde nello spazio (æ) 
il piano o) contenente la conica K. Perciò i piani co e co' si 
chiameranno piani fondamentali per la trasformazione.

3) A una fetta dello spazio (x) corrisponde general­
mente nello spazio (y) una conica passante per 0' e bisecante 
la conica fondamentale A'; ma se la retta data diviene una 
retta a passante per 0 (e non incidente a K) le corrispon­
derà, come luogo dei punti omologhi dei suoi punti generici, 
una retta a passante per 0', essendovi omografia fra le due
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stelle di piani 0 e 0': se si considera a come intersezione 
di due piani a e j3, a questi corrispondono due quadriche spez­
zate nel piano Asso to' (corrispondente a 0) e in due piani a' e pf 
die si segano in «/.

La conclusione ottenuta innanzi è d’accordo con la cir­
costanza die le rette per 0 hanno una sola intersezione 
variabile con le quadriche cp. Ora, per la stessa ragione, anche 
a una retta b dello spazio (x) incidente alla conica fondamen­
tale K  (e non passante per 0) corrisponderà nello spazio (y) 
una retta //, luogo dei punti omologhi ai punti generici di b: 
la conica corrispondente alla retta b degenera nella retta // 
e in una retta corrispondente al punto fondamentale comune 
a 6 e K: infatti ai piani per b (che sono piani generici dello 
spazio) corrispondono quadriche f  irriducibili, cioè senza parti 
comuni, la cui intersezione fuori di K r resta, sempre una conica. 
Aggiungasi che la retta corrispondente al punto (bK) dovrà 
passare per 0' e essere incidente a K \  perchè insieme a 7/ 
forma una conica passante per 0' e bisecante K '.

Emerge di qui che a una retta c, passante per 0 e inci­
dente a /f, corrisponderà nello spazio (y) un punto fonda- 
mentale della conica K \  omologo di un punto generico di c: 
per questo motivo le generatrici c del cono 0(K), e similmente 
quelle del cono O'(K') nell’altro spazio, si diranno rette fon­
damentali della trasformazione ; i due coni che corrispondono 
alle coniche fondamentali si diranno coni fondamentali.

In ciò che precede ci siamo tacitamente riferiti alla tra­
sformazione quadratica generale in cui

a) il centro 0 è fuori dal piano co ;
(3) la conica fondamentale K  è irriducibile.

In tal caso anche 0' sarà fuori di co' e la conica K' sarà 
irriducibile. La prima affermazione segue subito dall’osservare 
che fra due rette generiche a e a per 0 e 0' intercede una 
proiettività non degenere dove, al punto 0' corrisponde il 
punto (ao)) e al punto (a co') corrisponde il punto. 0. La se­
conda osservazione segue da ciò che alla conica K  corrisponde 
nella trasformazione il cono O'(K').

Per quanto concerne le possibili specializzazioni della 
trasformazione quadratica, basterà notare quanto segue:

I) Se il centro 0 va a cadere sul piano o), fuori della 
conica if, il piano <o si stacca da tutte le quadriche cp, e 
perciò la trasformazione si riduce a una omografìa.
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2) Se il punto 0 si avvicina imiefinitamentè alla conica Z, 
secondo una linea che non sia tangente al piano co, si ottiene 
una trasformazione quadratica speciale dove il sistema trasfor­
mante | <p | è costituito dalle quadriclie passanti per K  e tan­
genti in un punto di questa ad un piano che tocchi la conica.

3) Se (restando in generale 0 fuori del piano co) si fa 
degenerare la conica K  in due rette distinte r e .9, si ottiene 
una seconda specializzazione della trasformazione quadratica, 
dove anche la conica fondamentale K' del secondo spazio dege­
nera in due rette r e s. Ad un piano per la retta r, unise­
cante le coniche sezioni variabili di due <p, corrisponde nel 
secondo spazio un piano; questo passa per una retta r par te 
di K \  perchè le sue rette riescono incidenti a K'. Ora nella 
nostra trasformazione quadratica speciale si corrispondono 
proiettivamente i fasci di piani r, r e .9, s\ quindi alle rette 
della stella che ha per centro il punto Q =  (rs) corrispondono 
le rette della stella Q' =  (rs);  fra le due stelle si ha una tra­
sformazione quadratica con le rette fondamentali p —  QO, r, .9, 

e ]>' =  Q'O'j r', s\
4) Una particolarizzazione ulteriore del caso 3) si ha 

quando la conica K  degenera in una retta r contata due 
volte, e quindi anche la K r degenera analogamente in una r 
doppia. In questo caso le quadriche ? si riducono a coni sot­
toposti alla condizione di toccare lungo la r un piano fìsso 
e di passare per il punto 0 ; la quale condizione definisce 
appunto un sistema lineare di coni, col vertice varia­
bile sopra r.

Bitumiamo alla considerazione generale delle trasforma­
zioni quadratiche. Si possono scrivere le equazioni della tra­
sformazione quadratica fra due spazi distinti, in una forma 
(comprendente tutte le particolarizzazioni accennate innanzi) 
che mostri come qui venga generalizzata la trasformazione 
quadratica fra due piani. Conviene perciò scrivere le formule 
di quest’ultima ponendo in evidenza che vi sono sempre nei 
due piani due fasci di raggi corrispondenti, che possono rap­
presentarsi rispettivamente con x =  cost., a' =  cost.

La corrispondenza proiettiva fra i due fasci può sempre 
supporsi data da

x’ =  Xy

mentre fra due rette omologhe dei nominati fasci verrà
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subordinata ima proietti vita:
, ccy +  §

V ~  VJ -+- 8 ‘
Ma in generale i coefficienti a, [3, y, o, cbe qui figurano, dipen­
deranno razionalmente da x ed anzi potranno supporsi poli­
nomi in x\ affinchè la sostituzione indicata ponga una tra­
sformazione di second’ordine dovrà essere in generale

« =  <!'i(*), P =  &(!«), r =  90> 8 =  0i(®)i
dove gli indici indicano i gradi dei polinomi : i tre punti 
fondamentali sono:

X A
y =  °°’ ÿ = ° ;

e la coppia
j tJ'i(æ)?/-+-'k(*)=0 ,
( eo2/ "t - (,i ( * ) = 0 .

Le equazioni della trasformazione quadratica fra due piani, 
poste nella forma precedente, si generalizzano immediata- 
tamente passando allo spazio ; ove si assumano le stelle proiet­
tive corrispondenti coi centri nei punti all’ infinito degli 
assi z e z \  si potrà scrivere:

x' =  X X — X

II
' II

CCS “ b  p
Z  --------------------

___— OS +  pZ -----  ;yz y z —a
con

a =  <\>l(xy), $ =  <l>2(sy), r =  Q„, ° =  6l(xy)-
In questa forma le quadriche del sistema trasformante sono

?i — xOos ~i-Qi)
% =  y(%* -+■ 0i)
<P. =  -4-
?4  =  6o z - i - Q f

Infine si trova come punto fondamentale isolato il punto
s =  0 0  - =  0, e come conica fondamentale' s s '

\ ^i(xy)s-\-^(xy) =  0
\ % s  +  \ ( x y )  =  0 ,
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da cui — eliminando z — segue l’equazione del cono fon­
damentale

=  o .

che, intersecato col piano fondamentale

6O0 -f- — 0 ,

dà appunto la conica K.
Tutte le deduzioni precedenti ricevono quindi una facile 

verifica analitica.
Non ci soffermeremo su questi sviluppi, e neppure sulla 

determinazione dei vari casi particolari che la trasformazione 
quadratica può presentare. Vogliamo soltanto accennare alle 
formule relative alla particolarizzazione 4) che avremo occa­
sione di usare in seguito sotto la forma

V r s x = x ,  y =  - ,  z  =  - .

Queste formule si lasciano ricondurre al tipo precedente, ove 
si assumano come punti fondamentali isolati 0 e 0', non già 
i punti all’ infinito degli assi z e z \  ma l’origine delle coor­
dinate (æ =  0 , y =  0 , # =  0 ) e il punto all’infinito dell’asse a'

1  =  ° ’ ?  =  ° i :

il sistema trasformante | <p | è costituito dalle quadriche

y +  ~t- \ x  — 0

che sono cilindri parabolici passanti per l’origine e tangenti 
al piano all’infinito lungo la retta segata dal piano x = 0  (L).

(l ) L’inversione rispetto ad una sfera

r  - r - 0Ì 5
g

x 2 - h  y 2 - t - £ 2 ’

si riattacca pure al tipo generale precedente, tenuto conto che il punto 
fondamentale isolato così dei primo come del secondo spazio cade nel­
l’origine, mentre la conica fondamentale è (per ambedue gli spazi) il cerchio 

'all’ infinito delle sfere.
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La trasformazione quadratica offre il mezzo di analizzare 
le molteplicità dei punti successivi di una curva gobba. A 
fondamento di quest’analisi stà l’osservazione seguente:

Nella trasformazione quadratica che ha come centro il 
punto 0 e come piano fondamentale omologo il piano co', ai 
punti infinitamente vicini a 0, nell9 intorno di prim9 ordine, 
corrispondono i punti propri di co', avendosi omografia fra la 
stella delle direzioni uscenti da 0 e il piano co'. (Ofr. L. 1°, § 17).

Si può aggiungere die, se si considera un punto fonda­
mentale, A, della conica Z, ai punti infinitamente vicini ad A, 
nell’intorno del prim’ordine, corrispondono rpunti della retta 
omologa a : qui accade che ai punti dell’intorno di A giacenti 
in un piano tangente a K  corrisponde il medesimo punto di 
e vi è proietti vita fra i piani del fascio che ha per asse la 
tangente a K  e i punti omologhi di a .

Ora, essendo data una curva gobba (7, ed un suo punto 
singolare P, si operi una trasformazione quadratica generale 
assumendo nel punto P  il centro 0 della trasformazione; sopra 
la curva trasformata Cf e nel piano co', corrispondente a 0, 
otterremo dei punti (semplici o multipli) propri, in corrispon­
denza ai punti vicini a P  appartenenti all’intorno del prim’or­
dine. Si applichi di nuovo a C  una trasformazione quadra­
tica a partire da un punto multiplo corrispondente ad un 
punto infinitamente vicino a P, assunto come centro, e così 
di seguito. Si ottiene in tal guisa una serie di curve trasfor­
mate di (7, e sopra queste dei punti multipli propri che defi­
niscono una serie di composizione della singolarità P  (cfr. § 14).

La decomposizione così ottenuta della singolarità P  di (7, 
vale a mettere in evidenza come punti propri, multipli o 
semplici, di curve trasformate, i punti infinitamente vicini 
che costituiscono gli elementi della singolarità, P, di (7. Si 
dimostra infatti che la definizione dei punti infinitamente 
vicini a P, data per mezzo di successive trasformazioni qua­
dratiche spaziali, equivale alla definizione attraverso una proie­
zione piana generica, che abbiamo incontrato nel paragrafo 
precedente. Per quanto questa asserzione sia di carattere 
intuitivo essa non costituisce meno un punto delicato della 
teoria : se ne può dare una semplice giustificazione come 
segue.

Anzitutto osserviamo che la decomposizione della singo­
larità P, a partire da una trasformazione quadratica che abbia
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in P  il centro 0, non viene modificata se si fa variare con 
continuità la conica fondamentale Z, purché il piano co non 
venga a passare per 0 (!). È dunque lecito — in particolare — 
di far degenerare la conica K  in due rette distinte r e « 
incrociantisi in un punto $, cioè si può procedere nell’analisi 
della singolarità di G operando con successive trasformazioni 
quadratiche speciali, quelle considerate innanzi come parti- 
colarizzazione 3) della trasformazione generale.

Ciò posto si proietti la curva C dal punto Q (che è gene­
rico rispetto ad essa) sopra un piano generico, per esempio 
per il punto P  =  0, ottenendo così una curva piana Ci con un 
punto singolare in 0. La nostra trasformazione quadratica spa­
ziale trasforma la stella di rette Q in una stella di rette 
subordinando fra le due stelle una trasformazione quadratica. 
Pertanto se si proietta la curva <7', trasformata di 0, dal 
punto Q' in una curva piana C\\ situata sopra un piano generico, 
avremo fra i piani di C\ e C' una trasformazione quadratica 
con punto fondamentale 0, sicché la stessa riduzione che la 
trasformazione quadratica spaziale offre per la singolarità P  
della curva gobba (7, si ottiene per la singolarità 0 — P  della 
proiezione CL colla trasformazione quadratica piana che muta CL 
in G^: ciò vale a mostrare che « se sopra la curva 0  viene 
Refluita mediante la proiezione piaua Ci una serie di punti 
successivi a P: Fi , P.,, P . ...., la curva gobba <7', trasformata 
di \7, conterrà una serie di punti successivi aventi le stesse 
molteplicità di Pn P.,, P ;{.... » (Se bastasse considerare punti 
vicini a P nell’ intorno del prilli’ordine, si vedrebbe subito 
che le molteplicità di questi defluite attraverso la proiezione 
o con la trasformazione quadratica spaziale sono identiche, 
giacché si riducono ambedue al computo delle intersezioni 
della curva con un piano passante per una sua tangente).

Infine vogliamo osservare che, quando si opera una tra­
sformazione quadratica a ridurre una singolarità della curva 
gobba (7, si produce nella trasformata C' un nuovo punto 
multiplo, che è in generale a tangenti distinte : questo punto 
nasce dal gruppo delle intersezioni di G coi piano fonda-

(ò Anzi, qualsiasi trasformazione birazionale dello spazio, 1 \  in cui O  
liguri come punto base isolato per il sistema delle superfìcie trasformanti 
die corrispondono ai piani, porge la stessa decomposizione della singola­
rità. Imperocché due trasformazioni siffatte differiscono fra loro per una 
trasformazione regolare nell’intorno di O.
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mentale co, fuori della conica /f, e così la sua produzione si 
presenta necessariamente (salvo casi particolarissimi) tanto so 
si pone in P  il punto fondamentale isolato 0, come se si fa 
passare per P la conica fondamentale K. Pertanto potremo 
concludere che: mediante successive trasformazioni quadratiche, 
di prima specie, una curva gobba dello spazio si può sempre 
trasformare in un’altra dotata di punti multipli a tangenti 
distinte, ma non in una curva priva di punti multipli.

Invece si possono mandar via i punti multipli usando di 
trasformazioni quadratiche di seconda specie; come passiamo 
a indicare.

Designamo col nome di trasformazione quadratica di 
seconda specie la trasformazione che si ottiene riferendo 
proiettivamente il sistema dei piani dello spazio (xy'z)  al 
sistema lineare oo3jcp| costituito dalle quadriche che passano 
per una retta (fondamentale) d e per tre punti A, B, (7; 
due cp si segano secondo una cubica gobba variabile, tre cp 

hanno comune un inulto variabile (A) e quindi la trasforma­
zione è univocamente invertibile, e ai piani dello spazio (xy z) 
(secanti in tre punti le intersezioni variabili di due cp) corri- 
spondono nello spazio {xy z)  superfìcie cubiche b.

Si può vedere più precisamente che le b sono superficie 
cubiche rigate passanti doppiamente per una retta d' e sem­
plicemente per tre generatrici //, c : queste generatrici sem­
plici corrispondono ai piani dA, dB, dC, giacche ogni retta 
del fascio Ad offre una condizione alle quadriche cp che deb­
bono contenerla ed è intersecata in un punto dai piani, 
sicché si trasforma in un punto semplice per le superficie <\> ; 
invece la retta doppia d' nasce dal piano ABC che ò segato 
dalle cp (per d, JL, JS, C) secondo le coniche di un fascio, a 
ciascuna delle quali (per il fatto di offrire una sola condi­
zione alle cp e di essere intersecata in 2 punti da un piano) 
corrisponde un inulto doppio delle b.

Aggiungasi che ai piani per d (secanti in un punto variabile 
la intersezione di due cp) corrispondono nel secondo spazio piani 
per la retta d': vi è omografia fra due piani omologhi per d e d\

(l) Questa proprietà risulta da ciò che Pintersezione di due quadriche 
aventi una generatrice in comune è una cubica gobba di cui questa gene­
ratrice è corda (cfr. § 45).
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poiché alle rette dei primo — sezioni delle <p — corrispondono 
le rette del secondo segate dai piani omologhi.

Ora la retta omologa della rt, considerata in un piano 
per d, varierà con questo, descrivendo una superficie rigata A' 
a cui appartengono a b'c e — siccome le cubiche intersezioni 
di due cp si appoggiano a d in due punti — le rette del 
secondo spazio incontreranno A' in due punti, cioè A' sarà 
una quadrica passante per d'. L’altro sistema di generatrici 
della A' è formato da rette che corrispondono ai punti di d : 
invero ad un punto P di d, e al suo intorno sopra un piano 
lier d, risponde un punto, variabile con questo piano, che 
descrive una retta p appartenente a A'; la corrispondenza fra 
l’intorno di P  e i punti di p riproduce le circostanze che già 
abbiamo osservato nei riguardi dei punti della conica fonda­
mentale E  per una trasformazione quadràtica di prima specie.

A riprova di quanto sopra abbiam trovato si noterà che: 
imponendo alle superficie cubiche dello spazio (xy's') di pas­
sare doppiamente per una retta d! e semplicemente per tre 
rette c incidenti a d\ si ottiene un sistema oo31 d» | di
superficie cubiche rigate, secantisi a due a due in una conica 
e a tre a tre in un punto variabile; questo sistema costi­
tuisce il sistema trasformante di una trasformazione cubica 
la cui inversa è di second’ordine; alle rette incidenti alle 
a,  //, e (le quali formano una rigata quadrica A') corrispon­
dono i punti di una retta d comune alle quadriclie trasfor­
manti 9 ; invece ai tre piani fondamentali d'a\ d'b\ d'c, cor­
rispondono tre punti semplici comuni alle cp. La corrispondenza 
che intercede fra un punto P della retta fondamentale d e 
la generatrice omologa p della quadrica A', trasforma l’in­
torno di P sopra un piano per d in un punto della p\  allo 
stesso modo come abbiam visto accadere per riguardo ai punti 
della conica fondamentale 7v, in una trasformazione quadra­
tica di prima specie.

Ciò posto possiamo applicare la trasformazione quadratica 
di seconda specie, in luogo di quella di prima specie, per la 
riduzione di una singolarità di una curva gobba (cfr. la nota 
di pag. 559): basta porre il punto singolare P ili uno dei tre 
punti fondamentali isolato, p. es. in A (o anche sopra la retta 
fondamentale d). Ma la trasformazione di seconda specie, a dif­
ferenza di quella di prima, non possiede — nello spazio (xys) — 
alcuna superficie fondamentale a cui corrisponda un punto; se

F. ENUIQUKS - II . 3(5
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si opera con una trasformazione generica, la riduzione della 
singolarità P  ha luogo senza creare nuovi punti multipli della 
curva trasformata. Quindi si conclude:

Mediante trasformasion i quadratiche di seconda specie, 
iena curva gobba, dotata di singolarità gualsiansi, si può tra­
sformare in un9 altra priva di punti m ultipli.

32. Varie specie di punti satelliti che figurano nella sin­
golarità di una curva gobba: analisi mediante la rappresen­
tazione parametrica. — Analogamente a ciò che abbiamo 
veduto nello studio delle singolarità delle curve piane, accade 
au che qui che i punti infinitamente vicini ad un punto proprio, 
costituenti la singolarità di una curva gobba, occupino posi­
zioni notevoli, le quali valgono a caratterizzare i vari tipi di 
rami d’ordine superiore. Già quando si consideri la succes­
sione di tre punti infinitamente vicini 0 0 ,0 21 può darsi che 02 
giaccia sopra la retta 0 0 n o stia entro un determinato piano 
0 0 L0 2 sopra un ramo lineare, o invece sia satellite di 0 n in 
questo piano, trovandosi dunque. sopra un ramo del second’or­
dine (0~ Ma vi è luogo a considerare diverse posizioni
notevoli per i punti 0 3, 0 4.... successivi di 02. Supporremo 0 2 
satellite di 0, nel piano 0 0 L02, caso che merita di essere 
approfondito conducendo a relazioni essenzialmente nuove.

« 1) Il punto 0 3 può appartenere al piano (0 0 A 02) ed 
occupare la posizione del primo punto libero sopra un ramo 
del second’ordine; in tal caso esso non possiede due gradi 
di libertà come un punto libero di una curva gobba generale 
per 0 0 , 02, ma soltanto un grado di libertà, e perciò potrà 
dirsi semilibero, o semisatellite di 02. I punti così definiti si 
diranno più precisamente semisatelliti (piani) di prima specie. 
Ancora semisatelliti di prima specie di 0 2 dovranno conside­
rarsi i punti successivi 04, 0r>v... ove appartengano sempre al 
piano (0 0 ,0 2).

2) Ora se il punto 0 3, nel piano' (0 0 t02), è uno dei 
due punti successivi ad 02 e appartenenti al gruppo-satellite 
di 0 2 (cfr. § 9, pag. 386), le due posizioni di 0 3, riescono 
determinate rispetto ad 0 2, e perciò dovrà ritenersi 03 come 
satellite di 0 2 nei riguardi delle curve gobbe che lo conten­
gano; diremo più precisamente che i due punti 0.ò nominati 
sono satelliti piani di 0 2.

3) Se si trasforma l’intorno del punto 0  in un piano co,
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mediante una trasformazione quadratica dello spazio, accade 
che i punti- (trasformati di) 0 L e 0 2 si trovino nel co ;
allora può darsi elle anche il punto (trasformato di) 0 3 
appartenga, ad co, trovandosi sopra un ramo lineare 
in questo caso il punto 0 3 possiede un grado, di libertà, e 
perciò dovrà ritenersi come semisatellite di 0 2; più precisa- 
mente punti siffatti si diranno seinisatelliti gobbi di prima 
specie. (Se V anzidetto ramo lineare 0 i 0 20 3 diventa retti­
lineo, 0 3 ricade nel piano 0 0 L0 2 e si riduce a uno dei satel­
liti di 0 2 considerati innanzi). Ancora semisatelliti di prima 
specie di 02 saranno i punti successivi 0 4, 05,...., ove — dopo 
la trasformazione — appartengano sempre al piano co.

4) Se, come nel caso precedente, il punto 0 3 (trasfor­
mato) appartiene al piano co, ma è ivi satellite di 0 2, dovrà 
ritenersi 0 3 come satellite di 02. Qui 0 3 occupa una posizione 
determinata fuori del piano (0 0 L0 2) e può designarsi come 
satellite gobbo di 0 2.

5) Finalmente può darsi die 03 sia satellite di 02 sopra 
un piano per 0 L0 2 diverso da (0 0 L0 2); in questo caso — ese­
guita la nostra trasformazione — il punto 0 3 succederà ad 02 
sopra un ramo di second’ordine di origine On tangente al 
piano co ma non giacente in questo. La nostra ipotesi porta 
che 0 3 abbia un solo grado di libertà, e però ancora 03 dovrà 
ritenersi semisatellite di 0 2 (semisatellite di seconda specie). 
Ancora semisatelliti di seconda specie di 02 saranno i punti 
successivi di 04, 05...., ove siano satelliti di 02 sopra il 
piano (0^0:0^.

Aggiungasi che un punto 0 4, il quale appaia satellite 
di O3 (piano o gobbo) sopra una curva trasformata di C per 
cui 0 i sia diventato un punto proprio, dovrà ritenersi anche 
come satellite di 02 su (7, e così via per 0 5.....

Ora è chiaro che se è data una successione di punti satel­
liti di 0 2 \ 0 30±....0i1 sopra una curva (7, ò sempre possibile 
immaginare una nuova curva la quale passi per un ulteriore 
punto satellite succedente ad Ot . L’estensione del gruppo di 
punti satelliti G =  03... Ot può farsi precisamente in tre modi, 
avendosi — nello spazio — tre punti successivi ad e satel­
liti di Oi.

Intorno al gruppo dei punti satelliti che può riattaccarsi 
ad 0 2, valgono anche le seguenti osservazioni:

se il punto 03 dipende da 0 2 come semisatellite di
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prima specie, esso p>aò definirsi come appartenente a un 
ramo del second’ordine di origine 0 ;

invece se 03 dipende da 0 2 come semisatellite di seconda 
specie, esso viene definito come appartenente a un ramo di 
terz’ ordine.

I tre punti satelliti di 0 2 sono defluiti come successivi 
ad 0 0 l0.2 sopra tre tipi di rami del terz’ordine:

(03o ; ~  (V a J) (0:{ o o 21 o :/) (o3o l l o,1 o /),
il primo dei quali è gobbo e gii altri due piani; i punti 0 3 
definiti sui due primi rami possono ritenersi contemporanea­
mente come semisatelliti di prima e seconda specie.

Ciò die precede contiene virtualmente l’analisi di tutti 
i possibili casi di satellitismo o di libertà limitata a cui pos­
sono dar luogo i inaiti successivi d’ un ramo gobbo, imperocché 
al ramo 0 0 i 0 20 3 04.... si può sostituire — con una trasforma­
zione quadratica — un ramo 0 402030 4.....

Tuttavia si ottengono relazioni più complicate di quelle 
elementari definite innanzi, considerando punti (satelliti) che 
dipendono per la posizione loro da semisatelliti, ovvero semi- 
satelliti di satelliti o di semisatelliti: in tutti questi casi si 
può parlare — in un senso più generale — di semisatellitismo.

Senza entrare in troppe minute distinzioni basterà accen­
nare a tali possibilità, mettendo in vista che sopra un ramo 
di curva gobba ad un gruppo di punti, 0 , contenente tutti i 
satelliti di 0 ., (o di un primo punto non libero 0^ ) ,  succe­
derà in generale un secondo gruppo, Gn iniziali tesi con un 
punto libero o semilibero a cui si riattaccherà un certo 
numero ( > 0) di punti satelliti, e poi un analogo gruppo 6r2, 
e così di seguito: infine si perverrà a gruppi costituiti di un 
unico punto libero e semplice.

Ad illustrare le cose precedenti diremo ancoraché la strut­
tura di un qualsiasi ramo di curva gobba si può rappresen­
tare mediante uno schema perfettamente analogo allo schema 
grafico incontrato nello studio dei rami j)iani. Avremo preci­
samente una linea la quale si ripiega ad angolo retto nel 
vertice 0* quando è satellite di 0* nel piano (0^ 0*0^ ) ;  
inoltre il piano (0*0* 0z-.f_,) coinciderà con (0 ;_, 0*0^ )  se 0*_K>
è semisatellite di prima specie di 0 *_H ; invece 0^_2 sarà semi- 
satellite di seconda specie di 0^Hi ove sia il segmento 0 ,̂_„ 0h-, 
perpendicolare al segmento OiOi_hiJ in un piano qualsiasi
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Infine il nostro schema metterà in evidenza il punto 0*+2 
come satellite di Oi+i nello spazio quando accada che i punti 
OiO»+1Of+2 siano per diritto, oppure che il segmento 0*_Hl0i4_2 
sia perpendicolare ad 0i 0;_hi, nel piano 0i_ l 0i0i_hi ovvero in 
un piano perpendicolare a questo.

Lo schema (00^... 0*0^ ....) di un ramo di curva gobba 
pone in evidenza un gruppo di punti 0^*.... che trovansi in 
un piano perpendicolare al segmento 0^ 0*; questi punti si 
diranno punti prossimi ad 0*. La definizione generale dei punti 
prossimi ad un punto qualunque 0t-, si lascia ridurre al caso 
in cui si tratti dei punti prossimi ad un punto proprio 0 ; i 
punti prossimi ad 0 sono quelli i cui trasformati apparten­
gono al piano fondamentale <o. Appare di qui che: la molte­
plicità di un ramo, o di una curva gobba, in un punto è uguale 
alla somma delle molteplicità nei punti prossimi.

Pertanto, ove si consideri la linea schema di un ramo di 
curva gobba, partendo da un punto semplice e libero, e per­
correndo la linea verso l’origine, si determina l’ordine di 
molteplicità del ramo tenendo conto nei passaggi successivi 
della relazione di prossimità.

Vogliamo anche aggiungere in qual modo lo schema di 
un ramo di curva gobba si colleglli allo schema grafico di una 
sua proiezione piana generica. Il fatto fondamentale è il 
seguente: nel passaggio da una curva gobba ad una proiezione 
piana generica si conserva il rapporto di prossimità. Infatti 
per proiezione si conservano gii ordini di molteplicità di 0 
e dei suoi punti successivi.

Segue dal principio enunciato che, se sopra un ramo di 
curva gobba 03 è semisatellite gobbo di 0 ,, di prima o di 
seconda specie, in una proiezione piana 0 ., diventa satellite 
di 0 A; invece se 0 3 è semisatellite piano (di prima specie) 
di 0 2 esso si proietta in un inulto libero, almeno finche 0 3 
non divenga satellite di 02 (e perciò appartenga anche alla 
categoria dei semisatelliti di seconda specie). Così appare 
come lo schema di un ramo di curva gobba non può dedursi 
senz’ altro dallo schema grafico di una sua proiezione piana 
generica.

È un problema essenziale quello di determinare i punti 
successivi di un ramo di curva gobba dato per mezzo della 
sua rappresentazione parametrica, indicando in particolare le
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relazioni di saicl litismo fra questi punti, relazioni che per- 
mettono di costruire lo schema del ramo.

Assumasi un ramo di curva d’ordine v per mezzo di una 
rappresentazione para metrica del tipo

!    , y
i X —  V

y =  a t ' - h . . . .

( 0 =  btv +

l’origine del ramo cade nell’origine' 0  delle coordinate; la 
tangente al ramo è la retta

y  =  a x  z  =  b x ,

sicché il punto successivo ad 0 sul ramo, ha per coordi­
nate a e l>. Assumasi la detta tangente come asse x (y =  z =  0), 
avremo allora a =  b =  0, e quindi la rappresentazione para­
metrica del nostro ramo sarà del tipo:

l x =  tv 

I y =  ctt'n ìl 

[ * =  6^ +

il ramo avrà colla tangente (cioè con un piano generico per 
essa) 'H -|a intersezioni.

Ora il piano osculatore al ramo (avente con esso più 
intersezioni che la tangente) sarà dato da N •

by — az =  0 .

Prendendo questo piano osculatore come piano  ̂=  0 diventa 
& =  0, e quindi la rappresentazione parametrica del ramo 
assume la forma canonica

( x  =  f

1) y =  a f +v +  ....

( s  =  W+v**- -|- ....
dove

« =(= 0, b =j= 0, \x >  1, a >  1 ; 

il piano osculatore avrà col ramo v-i-p-f-A intersezioni.
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I  due caratteri p e X, che così si presentano accanto all’or­
dine v di un ramo, possono designarsi come prima e seconda 
classe del ramo (1).

Data la rappresentazione parametrica di un ramo 1) sotto 
la forma canonica, possiamo determinare i punti multipli 
successivi all’origine 0, procedendo in modo affatto analogo 
al caso piano (% 20, pag. 455), con l’applicazione reiterata 
di trasformazioni quadratiche speciali del tipo:

- ' y ' z
® = ® ,  y = z >  2 = - ■

Anzitutto se
P =  h'> -+- pt, (0 <  |x1 <  v),

si trovano sopra la tangente h punti v-pli ed un punto p,-plo 
successivi ad 0. Il punto che segue, Oh+ì, sarà libero se [.1, =  '/, 
ed invece sarà satellite di 0h+l se p, <  v. Come caso elemen­
tare tipico possiamo assumere l’ipotesi

h =  0, p =  p , < v ,

diguisachè la tangente al ramo contiene un solo punto 0 , 
successivo ad 0, ed il piano osculatore contiene (almeno) un 
altro punto 0 2, satellite di 0, (entro questo piano).

Importa determinare i punti satelliti di 0.2 che appar­
tengono al nostro ramo, i quali non possono dipendere affatto 
dai coefficienti che figurano nelle formule 1), e dipenderanno 
invece dai numeri v, p e X che figurano negli esponenti dei 
primi termini.

Eseguiamo sopra il ramo 1) la trasformazione che lascia
Il 2fermo x e sostituisce y e s con - e - ; scambiando poi le coor­te x

dinate x e y avremo il ramo trasformato

1x — atll-h....

y =  ?  (P <  '>)

, s — Z#+A -+-....
( b  Rango e classe secondo H a l p h e n , primo e secondo rango secondo 

B k r t i n i ; ma noi avemmo già ad usare il nome rango nella teoria delle 
singolarità delle curve piane in un senso affatto diverso, che trova pure 
la sua immediata estensione alle curve gobbe.
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che è di ordine p,, t e la cui prima classe (contatto con la 
tangente) uguaglia il più piccolo dei due numeri v — p e X.

La rappresentazione 2) pone in evidenza come punto 
proprio (origine) il punto 0 l9 successivo ad 0 sul ramo 1). 
Bipetiamo la trasformazione eseguendo le divisioni come 
nel § 20, (pag. 455); avremo il ramo

L’origine di questo ramo è il punto (trasformato di) 02: la 
sua molteplicità uguaglia il più piccolo dei tre numeri (x, v—qx, X. 
Se questo più piccolo numero è ancora jx si ripeterà la tra­
sformazione che consiste nel dividere y e supera;. Altrimenti 
si scambieranno fra loro gli assi x e y o x e s scrivendo la 
rappresentazione del ramo in guisa che Passe x ne sia la 
tangente. Ciò suppone tuttavia che il minore dei tre numeri 
|x, v — |x, X sia determinato: altrimenti occorre un cambia­
mento d’assi che introduce uno o due parametri dipendenti 
dai coefficienti a e b. Escluso che s’ incontri questo caso di 
indeterminazione procederemo via via a nuove trasformazioni 
del ramo, che metteranno in evidenza punti successivi non 
dipendenti affatto dai coefficienti a, ma determinati in
funzione dei numeri interi v, (x, X, e perciò satelliti del 
punto 02. Le terne di esponenti che figurano nei primi ter­
mini dei successivi rami trasformati si deducono a priori 
operando sui numeri v, v d-(x, v - f  |x +  X con un algoritmo che 
vogliamo designare col nome di procedimento ternario per la 
ricerca del massimo commi divisore: ad ogni passaggio si 
sottrae il più piccolo dei due numeri dagli altri due (1). Ma 
l’anzidetto procedimento ternario non dovrà esser proseguito 
fino a quello che sarebbe il suo termine naturale, cioè fino

( l ) Secondo il modo comune per procedere alla ricerca del massimo 
commi divisore di tre numeri si assumono questi in un certo ordine oc, [3, y, 
e si applica l’algoritmo euclideo, interpretato come un procedimento 
b in a r io ,  ricercando prima il m. c. d. (oc3), poi quello dei due numeri
m. c. d. (y.$) e y.

o
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n che si trovino tre resti uguali (designanti il massimo commi 
divisore di y, v (i, v -|- [x +  a); converrà arrestarci quando 
accada di trovare due numeri uguali minori del terzo.

Ora, dovendo esaminare le circostanze a cui dà luogo 
l’arresto del nostro procedimento, supporremo addirittura — 
per semplicità di discorso — che manchi l’unicità del minimo 
fra i tre numeri jjl, v — a, X.

Anzitutto se questi tre numeri sono uguali fra loro, 
la tangente al ramo 3), e quindi il punto (03) successivo 
all’origine su questa, non dipende più dal valore dei sud­
detti esponenti ma dalle coordinate a e 7>, ossia è un punto 
libero.

Invece se due soltanto fra i numeri p, v — e preci­
samente i più piccoli, sono fra loro uguali, la tangente al 
ramo resterà vincolata a giacere in uno dei piani coordinati, 
sicché 03 apparirà come un punto semisatellite di 02. Per 
determinare precisamente la natura di questo semisatellitismo, 
‘Conviene distinguere i casi seguenti, 

a) jx =  v —  \\ <C. X.
La tangente al ramo 3) è

a2 y — ts= :0 , 2  =  0 ,

«e, cambiando a2y — x in y si ottiene una rappresentazione 
del tipo

/ x =  aft +  ....

3') ! y —

pertanto la posizione del punto Os (semisatellite di 0 2) appare 
dipendere dalla coordinata «3 (che figura come parametro 
nell’eseguito cambiamento di assi), mentre la sua molteplicità 
è data dal più piccolo fra i due numeri jx, X — ix, tx'.

In modo diretto si vede che 03 è sul ramo 1 ) semisatellite 
piano di prima specie di 0.,, giacche 0t e 02 sono g-pli e il 
piano osculatore (0 0 L02) possiede v -+- |x X >  v -+- 2g interse­
zioni con la curva: il fatto che 0,t sia semisatellite e non 
satellite di 0S, risulta geometricamente da ciò che la molte­
plicità di 0 uguaglia ìa somma delle molteplicità di 0l e 0,,
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e che queste ultime (Ine sono uguali, quindi 0S non può 
essere prossimo nè ad 0 nè ad 0L. 

j3) {x =  A <  v —  p .

Ancora 03 viene a dipendere da un solo parametro, cioè 
risulta semisatellite di 02. In modo geometrico ciò si rico­
nosce osservando che la molteplicità, v, di 0 supera la somma 
delle molteplicità jx e X di 0 i e 02, quindi 03 è prossimo ad 0: 
così appare che 03 è semitellite gobbo di prima specie di 02; 
si esclude che 03 sia satellite perchè non può trovarsi sul 
piano osculatore che ha

V [X -b X — v —h 2'X
intersezioni con la curva, e nemmeno può essere prossimo 
ad 0L avendo 0L e 02 la stessa molteplicità,

Y) v —  g  =  X <  g .
Qui medesimamente si trova che 03 dipende da un solo 

parametro; ma si tratta ora di un semisatellite di seconda 
specie. Infatti 0:] appare prossimo ad 01 ma non ad 0, e 
fuori del piano osculatore (0 0 L0.Z).

Ciò che abbiamo detto vale a spiegare in generale come 
si possano determinare i punti successivi di un ramo

l x — f

( 5 =  to''*'1' X -1- hi ? ^ + x+x’-\- .... ;

le molteplicità di questi punti vengono fornite secondo un 
certo procedimento per la ricerca del massimo comun divisore 
fra gli esponenti che figurano negli sviluppi di », y e -z i  
il procedimento prenderà in considerazione terne successive 
di numeri secondo il metodo ternario. Ciascuna terna caratte­
ristica (formata di tre numeri disegnali) darà luogo ad una 
serie di terne che si arresta quando si pervenga a tre numeri 
uguali (coincidenti col massimo comun divisore della terna 
caratteristica), ovvero a due numeri uguali minori del terzo. La 
prima terna caratteristica (v, v-Lp, v-j-p-f-À) determina un 
gruppo G, formato da un certo numero i di punti successivi 
all’origine 0, il qual G (supposto v non divisibile per p) com­
prende tutti i satelliti del primo punto appartenente al piano
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osculatore e non alla tangente (i). La seconda terna caratteri­
stica determina an successivo gruppo di punti, 6r1? la cui i>osi- 
zione è pienamente determinata da quella del suo primo 
punto 0i+i: questo dipendente dai primi coefficienti degli 
sviluppi 1), sarà un punto libero o semilibero (e quindi da 
riattaccarsi come semisatellite al punto da cui dipendono i 
satelliti precedenti) secondocliè la terna caratteristica su cui 
si opera contiene due nuovi numeri formati cogli esponenti suc­
cessivi, oltre al massimo comun divisore di v, v -+- p, v -+- p, -+- X, 
oppure un solo nuovo numero oltre a due numeri dise­
gnali provenienti dall’algoritmo messo in opera sulla prima 
terna, ecc.

In ultima analisi il procedimento del massimo comun 
divisore condurrà all’unità, giacche gli esponenti che figurano 
negli sviluppi 1) non possono avere altro divisore comune: 
allora si troveranno punti semplici del nostro ramo, ed au che 
— da un certo punto in poi — punti- liberi.

A maggior chiarimento delle cose dette varranno alcuni 
semplicissimi

Esempi.
1) Il ramo generale d’ordine v

x =  r

y — a?*1 +  aL ?+2 -H ....

0 =  i ?+2 h ....

è un ramo gobbo ordinario, di classi l e i ,  su cui esistono v punti 
semplici 0A02....0V, prossimi all’ origine 0 : i punti O3....0V 
sono semisatelliti di prima specie di 02; dopo di essi si 
hanno solo punti liberi. Ciò che si è affermato viene messo 
in evidenza dal nostro procedimento ternario per la ri­
cerca del massimo comun divisore, che si può disporre

(A) Essendo \i non divisibile per v il nominato punto è satellite del 
precedente entro il piano osculatore. Nel caso in cui fosse «jl divisibile 
per v, il G  si ridurrebbe interamente ad un gruppo di % punti apparte­
nenti alla tangente; dopo questi verrebbe un punto libero (determinante 
il piano osculatore) con una molteplicità dipendente, non più dalla prima 
terna caratteristica (v, v ir, v +  jm-à), ma dalla seconda terna caratteri­
stica, clic comprende il secondo esponente della serie y .
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come segue:

prima terna caratteristica v v +  1 v +  2 0V
V 1 2

v — 1 1 1
cambiamento d’assi >  0 ,1

seconda terna caratteristica v — 1 1 2 <
v — 2 1 1 O, 1

(v — T)ma terna caratteristica 2 1 2 0v_,
1 1 1 0 ./

2) Il ramo più generale del tipo
• «2

% =  ?

y  =  a f +1 -f- f +i -+■....

è un ramo ordinario^!’ ordine v e di classi v, v — 1 : è a com­
portamento piano in quanto contiene un gruppo, G, di v punti 
prossimi all’origine e giacenti nel piano osculatore. Infatti 
il nostro procedimento dà:

prima terna caratteristica v v q- 1 2v 0V
v 1 v 0 /

v — 1 1 v — 1 02l

1 1 1  0,/;

succedono punti liberi : 0v+l.....
3) Il ramo

| * =

j y = t °
( * =  t6 11

è un ramo del terz’ordine e di classi 2 e 1, che contiene i 
punti 03, Oj2, 02l, O31, l’ultimo dei quali è semisatellite di 
seconda specie di 02; i punti successivi sono liberi. S’ incontra
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infatti il seguente schema di operazioni:

prima terna caratteristica 3 5 6 03
3 2 3 0?
1 2 1 ^

cambiamento d’assi

seconda terna caratteristica 1 2 2 ^
- 1 1 1 0S1',

seguono punti liberi: 0/ .....
4) Il ramo più generale

/ x =  ti 
y =  f  + ....

( s =  t1 -+-....

è nn ramo del quart’ordine e di classi 2 e 1, che contiene i 
punti O4, 0L~, 02‘, 034; 03 è satellite gobbo di 02 ed ha per 
successivi punti liberi. S’incontra infatti il seguente schema 
di operazioni:

prima terna caratteristica 4 6 7 04
4 2 3
2 2 1 o,1
1 1 1 03‘;

seguono punti liberi: 0/ .....
Si osservi : la proiezione ortogonale del ramo 4) sul 

piano s — Q è il ramo

I y =  f  +  ....

di caratteristica (O4O1S[O280/O /] ) ,  dove 02 si presenta come 
proiezione dei due punti semplici 02 e 03 ; la corda impropria 
del ramo, 02 03, riesce perpendicolare al piano 0= 0, in accordo 
colla posizione occupata da 0, sullo schema rappresentativo 
del ramo 4).

5) II ramo
x =  a it1* -\-  bf'1
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prima
terna

caratteristica

dà luogo alla seguente analisi: 
x =  abtls -+- bt21 
y — abt2i -i- bt31 
2 =  a ¥ F 2 +  ¥F° 

x =  àbtls -t- bt21 
\ y =  t10 
( 5 =  btli 

x =  abF 
y =  t i0 
Z  =  bF

[ x =  aF -1- F 
1

bt1

y- F

2 — bt*

cambiamento d’assi
i x =  f  

1 6 
y = l t
e  — b t 1

1 ;8 x — - Fb

seconda
terna

caratteristica

JL
¥
bF

y = ¥ f-

% — bt

\ y =  h f‘) a ¥
2 =  ¥ F

' x — bt

y — è*
g =  ¥ t

seguono punti liberi e semplici.

18 28 32

18 10 14

8 10

Ol

io0,

0 4 U2

0 4

,<V

<v,
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Fra i punti successivi 0 0 L02....0G appaiono cosi in luce 
le seguenti relazioni:

02 è satellite di 0L nel piano osculatore 0 0 L0.2;
03 è satellite gobbo di 02;
04 è semisatellite gobbo di prima specie di 02;
05 è satellite di 04, essendo — nello schema rappre­

sentativo — il tratto 04 05 perpendicolare al piano 0303 04;
06 è parimente satellite di 04, riuscendo il tratto 05 0(. 

perpendicolare al piano 03O4 05.

Termineremo questo paragrafo avvertendo che tutta la 
teoria delle singolarità delle curve gobbe si estende al caso di 
curve iperspa&iali, dove non occorrono nuovi concetti o dif­
ficoltà sostanziali. Un ramo di curva, appartenente ad un 
iperspazio Sr , ammetterà una rappresentazione canonica del 
tipo.

si avranno per esso r  — 1 classi, v4, v2J....vr—1, diversi gradi di 
libertà o di semisatellitismo, ecc. ecc.

33. Notizia storica sulla teoria della singolarità delle 
curve gobbe. — Un primo studio particolare sulle singolarità 
delle curve gobbe trovasi in una memoria di H alphen pub­
blicata nel « Bulletin de la Société Mathématique de France » 
(seduta del 7 nov. 1877 ; t. 6, pag. 10). H alphen introduce 
qui gli sviluppi in serie corrispondenti ai cicli (rami) della 
curva, e definisce accanto all’ordine quei caratteri che noi 
abbiamo designato come prima e seconda classe, e che egli 
denomina rango e classe, i quali stanno a indicare il nu­
mero delle intersezioni del ramo con la tangente e col piano 
osculatore (1).

({) Per l’estensione di questi caratteri alle curve iperspaziali, cfr. 
per e s .  B e r t i n i  Introduzione.... », pag. 3 6 7 .
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H a l p h e n  pone in luce il rapporto della singolarità della 
curva gobba con quello della sua proiezione piana generica. 
Inoltre egli si vale degli sviluppi in serie per valutare l’in­
fluenza che una singolarità di una curva gobba ha sugli altri 
caratteri della curva (p. es. sul numero dei piani osculatori 
per un punto, ecc.), recando così un complemento alle ricerche 
numerati ve di Ca y l e y  e di Z e u t h e n .

Il concetto, introdotto da N o t h e r , dei punti multipli 
successivi costituenti la singolarità di una curva, sembra venire 
esteso-dapprima alle curve gobbe mediante la considerazione 
di una proiezione piana generica; così appunto D e l Pezzo, 
in una memoria pubblicata dal « Circolo matematico di 
Palermo » nel 1892 (t. VI, pag. 139), osserva che si può 
sciogliere, con una trasformazione birazionale dello spazio, 
qualsiasi singolarità di una curva gobba <7, giacché si può 
costruire-prima una trasformazione che muti C in una sua 
proiezione piana, e poi sciogliere (con N o t h e r ) la singolarità 
di questa.

In modo più esplicito la considerazione dei punti multipli 
infinitamente vicini di una curva gobba compare in una nota 
di P a n n e l l i , pubblicata nei « Rendiconti dell’Istituto Lom­
bardo » (t. 2, pag. 216); il quale adopera il procedimento

riduttore offerto dalla trasformazione cubica ?/, =  —, giun-

gendo così a sciogliere una singolarità data. (La medesima 
riduzione si ottiene naturalmente operando con altre trasfor­
mazioni birazionali dello spazio che abbiano quel punto come 
punto fondamentale isolato). Più tardi B. Levi, nel § 2 di una 
sua memoria « Sulle singolarità delle superficie » (Annali di 
Matematica, 1897), riducendo le singolarità delle curve gobbe 
mediante trasformazioni quadratiche speciali, inette in evi­
denza che la definizione dei punti multipli successivi con 
trasformazioni spaziali, coincide con la definizione desunta 
dall’esame di una proiezione piana.

Le trasformazioni sopra indicate, mentre valgono a scio­
gliere una singolarità qualsiasi di una curva gobba, creano 
nuove singolarità della trasformata in corrispondenza alle 
superficie fondamentali della trasformazione che si mutano 
in punti. Perciò, allo scopo di eliminare completamente i 
punti multipli delle curve gobbe, B. Levi (Rendiconti Acc. 
Lincei, 6 marzo 1898) ha proposto di adoperare una trasfor-
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inazione priva di superficie fondamentali, quale è la trasfor­
mazióne di terz’ ordine in cui ai piani dello spazio (forrispon- 
dono le superficie cubiche passanti per una sestica di genere 3: 
la riduzione si ottiene ponendo il punto singolare sulla sestica. 
Lo stesso scopo può esser raggiunto, come noi abbiamo fatto, 
mediante trasformazioni quadratiche di seconda specie.

Nuovo è lo studio sui punti satelliti: cfr. E n r iq u e s , 
Rendic. Accad. Lincei, 15 Aprile 1917.

34. Singolarità delle superficie: punti multipli isolati e 
curve multiple; definizioni. — Un punto 0, si dice multiplo 
secondo r  per una superficie f(xyz) =  0, quando è tale per 
la sezione fatta con un jfiano generico passante per esso, ossia 
quando le rette per 0  hanno ivi r intersezioni riunite con /. 
Già ad un primo esame si rivela la differenza che passa fra il 
caso di punti multipli isolati e quello di curve multiple, luogo 
di punti multipli. Se s’impone alla superficie /  di possedere 
un punto doppio nell’origine, 0 , si trova la condizione che 
manchino in /  i termini di grado 0 e 1 :

f(xys) =  f j xys )  -hf jxys)  +  .... =
=  «2ooæ* H -«020 0* H- «002** -+- «110 «0 H- « 101®* H- «0110* +  •••• ;

l’equazione
f.2(xyz) =  0

rappresenta un cono quadrico — generalmente irriducibile — 
costituito di rette osculatrici ad /  (con contatto tripunto): 
esso dicesi cono osculatore in O.

Invece, ove s’imponga alla superficie / ,  d’ordine n, di 
contenere come retta doppia V asse x, si ottiene per /  la 
forma

. • f(xys) — y3rf(xys) +  ysty{xys) +  s2 9(ccyz),

dove cp, 0 sono in generale d’ordine n — 2 : qui si hanno
in ogni punto doppio ($00) due piani osculatori passanti per 
la retta doppia, che sono rappresentati complessivamente da

y2cp(&00) -b ysty(x00) h- £29(æOO) =  0;

ciò si vede cercando le tangenti principali a una sezione piana.
L’osservazione precedente si accorda con la differenza 

che la visione immaginativa ci indica sussistere in generale

F. ENRIQUES - II. 37



578 LIBRO QUARTO

fra le curve doppie e i punti conici di una superficie. Infatti 
considerando un tratto della curva doppia, (7, che contenda 
un punto 0  (con piani osculatori distinti) vediamo che la 
superficie attraversa se stessa lungo (7, e — per un intorno 
conveniente di 0  — si può ritenere riducibile in due falde 
distinte, cioè in due superficie passanti per G. Invece nel- 
1’ intorno di un punto conico, 0 , la superficie appare costi­
tuita da una sola falda essenzialmente irriducibile, riducendosi 
in prima approssimazione ad un cono. I7el caso in cui questo 
cono degeneri in due piani (punto Inpianare) la questione della 
riducibilità della superficie nell’intorno del punto, e quindi 
della definizione delle falde, dà luogo ad un esame più deli­
cato, che rimandiamo al § 39.

Qui vogliamo avvertire che la distinzione di due falde 
di una superficie nell’intorno di un punto doppio di una 
curva doppia cade quando manca la distinzione dei due piani 
osculatori; e ciò può avvenire sia per tutti i punti della curva 
dóppia (che sarà allora cuspidale anziché nodale),’ sia per 
particolari punti uniplanari della curva stessa, ai quali si dà 
il nome di punti cuspidali (pincli-points, points-pince). Così, 
ritornando al caso di una superficie d’ordine n, dotata di 
retta doppia, «, si può vedere che questa contiene in gene­
rale 2(n — 2) punti cuspidali: infatti un piano per a sega /  
secondo una residua curva d’ordine n — 2 che incontra a 
in n — 2 punti, quindi fra i due piani passanti per a che 
osculano f  in un medesimo punto variabile di a, intercede 
una corrispondenza [n — 2, n — 2], che ha appunto 2(n — 2) 
punti uniti.

Ciò che abbiam detto dei punti e delle curve doppie si 
estende al caso di punti multipli d’ ordine qualunque. Per un 
punto r-plo isolato si ha in generale un cono osculatore irri­
ducibile d’ ordine r, le cui generatrici hanno un contatto 
(r -f-1)-punto con la superficie; la quale appare nell’intorno 
del punto come una sola falda. Invece per una curva r~pla 
della superficie f  si avranno, in un suo punto P, r piani oscu­
latori. Per costruire i piani osculatori alla superficie f  nel 
punto P, si consideri in P  la tangente p alla curva r-pla; la 
sezione di /  con un piano per p avrà due punti r-pli infinita­
mente vicini sopra p, e quindi P diventerà (r-f-l)-plo per 
una sezione particolare che contenga un’altra retta oscula­
trice per P, fuori di p: vi sono precisamente r piani per
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cui ciò accade, ossia i piani determinati da p con le r tan­
genti principali ad una sezione piana generica per P.

Aggiungasi che sopra una curva r-pla di /  si troverà in 
generale un numero finito di punti cuspidali, per cui due o 
più piani osculatori coincidono. In un punto di una curva 
r-pla che non sia cuspidale si distingueranno, in rapporto 
agli r piani tangenti, r falde della superficie; ma in un punto 
cuspidale — ove coincidano i piani tangenti — le i falde 
corrispondenti vengono generalmente a saldarsi in un’unica, 
le cui sezioni per il punto sono rami cuspidali d’ordine i.

Volendo costruire effettivamente esempi di superficie pos- 
sedenti una curva multipla (7, basterà considerare superficie 
composte di r parti che passino per C: combinando linear­
mente due di esse si ottiene una superficie irriducibile avente 
la C come curva r-pla. Cosi, combinando coppie di quadriche 
che abbiano comune una conica o una cubica gobba, si otter­
ranno superficie del quart9 ordine aventi una conica doppia o 
una cubica gobba doppia ; per le quali sarebbe facile determi­
nare il numero dei punti cuspidali.

Modi più istruttivi di costruire esempi di superficie dotate 
di singolarità, e in particolare di curve multiple, vengono 
offerti da alcuni procedimenti generatori, la cui importanza 
risiede in ciò che — opportunamente invertiti — permettono 
di sciogliere le singolarità superficiali (cfr. § 40).

Questi modi sono:
1) Le trasformazioni birazionali dello spazio, fra le quali 

considereremo le trasformazioni quadratiche, e le trasforma­
zioni monoidali che di queste offrono la più semplice gene­
ralizzazione.

2) La proiezione di una superficie iperspaziale (da r — 3 
punti delio Sr che la contiene sopra uno S3).

A queste generazioni delle singolarità superficiali aggiun­
geremo :

3) la trasformazione per dualità, la quale invero non 
conduce a singolarità qualunque, ma a tipi di singolarità cui 
spetta in qualche modo un significato generale perchè si 
trovano appartenere alle superficie definite dalle più generali 
equazioni tangenziali.

Vediamo dapprima quali singolarità di una superficie
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vengono generate mediante trasformazioni quadratiche e 
monoidali.

Si applichi una trasformazione quadratica affatto gene­
rica (di centro 0  e conica fondamentale K) ad una super­
ficie /  d’ordine n, che possiamo supporre non passare per K  
nò contenere 0 : la superficie trasformata di /  è una super­
ficie f  d’ordine 2n, avente un punto «-pio nel punto, 0', 
fondamentale nel secondo spazio, e possedente altresì come 
curva «-pia la conica fondamentale, iT, di questo. La conica 
multipla K ’ risponde alla curva semplice segata su /  dal 
cono 0(K ); ad ogni punto («-pio), A', di K' corrispondono- 
gli n punti di questa curva semplice che si trovano sulla 
generatrice omologa, «, del cono 0 {K \ e gli intorni di questi 
punti rappresentano gli intorni di A' sopra le diverse falde 
della superficie / '  di cui così viene messa in luce la distili- 
zione; pertanto si ottengono i punti cuspidali della conica 
multipla K' in corrispondenza delle rette del cono 0(K) che 
toccano la superficie / ,  il che si vede anche considerando 
la trasformazione quadratica che viene subordinata fra un 
piano per a e il piano omologo per O'A. Qualora si abbia 
una generatrice del cono 0(K ) avente un contatto i-punto 
con f  (i >  2) si otterrà su IC un punto cuspidale d’ ordine ir 
cioè un punto uniplanare tale che le sezioni jnane per esso 
posseggono un ramo d’ordine /, ossia un punto dove si con­
fondono e saldano i fra le n falde della superficie/' che sona 
distinte per un punto generico di K \

In particolare si avrà una superficie con conica multipla 
dotata di falde cuspidali d9 ordine i, qualora f  tocchi i volte 
il cono 0(K) secondo una linea; p. es. se /  è una quadrica 
per cui 0(K) è il cono circoscritto (lungo la conica /f), si 
ottiene una superficie trasformata con conica doppia cuspidale.

L’esempio precedente ci ha mostrato come la trasforma­
zione quadratica valga a costruire superficie dotate di conica 
multipla; ora applicando a queste nuove trasformazioni qua­
dratiche si ottengono più generalmente superficie dotate di 
curve multiple (razionali) d’ ordine superiore. Ma si possono 
anche costruire superficie aventi come curva multipla una 
curva affatto arbitraria, applicando in luogo della trasfor­
mazione quadratica una trasformazione d’ordine superiore che 
ne costituisce una immediata generalizzazione, cioè la trasfor­
mazione monoidale, di cui diamo qui un rapido cenno.
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Prendiamo le mosse dalle formule date nel § 31 per rap­
presentare la trasformazione quadratica (di prima specie) 
dello spazio:

1)

X —  X X —  X

i f = y y  =  ? /
-1 - 6 —— * — Ss! 4 -  {ir? ---- 1 •

y5 4-5 5  ---- , j
y 5  —  a  7

queste formale danno una trasformazione quadratica quando 
si ponga

y. =  òL{xy)

i3 =  $Àxy) 
r  =  »o
8 =  6t(xy) ,

ove gli indici designano l’ordine dei polinomi tp e 0. Le for­
mule precedenti si lasciano generalizzare porgendo una tra­
sformazione birasionale d’ordine n quando si ponga

a =  'h-Jvy)
|3 =  >bn(xy)

r =  0n-*(®y)
ò = 9 n_ l(xy).

Allora si riconosce che ai piani dello spazio (x'y s') cor­
rispondono le superficie d’ordine n

y =  \x(t)n_ 2(xy)-0 -hQn- l (xy)]-\r 
-+- \  y[%i-2 (vy) • s -h on- i  (vy) 1 4-
+  l^ n - i  ( v y )  ■ S  d -  'Yn { v y )  1 +

-t- X4 [9n_ , (xy) •  ̂-I- Qn-i (XV) ] =  o ,

le quali formano un sistema lineare r̂ \  proiettivo al sistema 
dei piani omologhi

\  x -+- K y' 4 - s -+-X4 =  0.
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Le anzidette superficie d’ordine n sono monoidi, cioè pos­
seggono un pulito (n— l)-plo, 0 , che cade nel punto all’infi­
nito dell’asse s; inoltre esse passano per una curva base,, 
definita dalle equazioni:

0) ( L - ,  (®ÿ) • 5 4- <!»„ (xy) =  0
| en_ s (xy) ■ s  -f- (xy) =  0,

che è una curva d’ordine n(n— 1) intersezione completa di 
un qualsiasi monoide 9 con un monoide w d’ ordine n — 1 :

0) =  0n _ à (xy) • 5  f)n_ L (xy) =  0  ;

fuori della curva base tre <p generiche hanno a comune un 
punto, e così esse costituiscono un sistema omaloidico, d’ac­
cordo con la invertibilità univoca della trasformazione.

La simmetria delle formule 1) mostra anche che ai piani 
dello spazio (xyz) corrispondono nello spazio (x'y'z) °°3 mo­
noidi, d’ordine ??, passanti per un punto ( n— l)-plo 0 ', e 
aventi a comune una curva base K' d’ordine n{n— 1), inter­
sezione completa di un '/ con un monoide to', d’ordine n — 1.

Le particolarità della trasformazione monoidale che ab­
biamo definito si deducono immediatamente dalle nostre 
formule, e generalizzano quelle della trasformazione quadra­
tica dove la conica fondamentale viene sostituita dalla nostra 
curva K  e il piano fondamentale dal monoide w. Queste 
proprietà si possono in breve riassumere come segue.

a) Mentre a un piano generico dello spazio (0: y z )  
corrisponde, come abbiam detto, un monoide 9 d’ordine w, 
a un piano per 0 ' corrisponde un piano per 0 , staccandosi 
il monoide fisso co: fra due piani omologhi delle stelle 0 ' e 0  
(che sono proiettive) intercede una trasformazione birazionale 
d’ordine n (detta di Jonquières) nella quale alle rette del 
primo piano, a, corrispondono, nel secondo piano a, curve 
d’ordine n passanti n — 1 volte per 0  e aventi a comune 
2 n — 2 punti semplici, intersezioni di a con la curva K  
fuori di 0 .

b) A una retta generica dello spazio (x y z)  corrisponde 
una curva piana d’ordine n passante n — 1 volte per 0 , ma 
ad una retta per 0 ' corrisponde in generale una retta per 0 , 
e fra le due rette omologhe intercede la proiettività desi-
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gnata dalla terza delle formule 1), nella quale al punto 0 ' 
corrisponde l’ intersezione della retta omologa con co.

c) Il punto 0 ' è fondamentale per la trasformazione; 
ai punti infinitamente vicini ad esso nelle diverse direzioni 
corrispondono punti propri del monoide co.

La curva base del sistema | cp' | è fondamentale per la 
trasformazione: a un suo punto P' corrisponde una retta p 
lier 0 , generatrice del cono 0(K ), rappresentato da

ao — =  0 ;

così fra le rette p e p — O'P' intercede ora una proiettività 
degenere.

Keeiproeamente al punto 0  dello spazio (æ, y , &) corri­
sponde il monoide co', e alla curva K  corrisponde il cono 
O'(TT), ecc.

Infine diremo, senza fermarsi a dimostrarlo, che si può 
costruire una trasformazione monoidale, 1\ in cui la curva K  
sia spezzata e comprenda come parte una qualsiasi curva G\ 
se la C è priva di singolarità, la curva K comprenderà oltre 
la G un certo numero di rette, cioè le corde della C uscenti 
dal punto fondamentale 0  (che può assegnarsi ad arbitrio), ed 
inoltre una curva residua avente in 0  una certa molteplicità.

Premesse queste nozioni intorno alla trasformazione mo­
noidale, si applichi una siffatta trasformazione T  ad una 
superficie f(xyz) =  0, d’ordine m: la trasformata f  di /  pas­
serà in generale per la curva K' con la molteplicità m ; 
inoltre, designando con n l’ordine di 1\ la f '  sarà d’ordine nm, 
e passerà per 0 ' con la molteplicità (n — 1 )?n, venendo segata 
in n punti variabili dalle rette per 0'.

Ora, se accada che la /  passi per 0  con la molteplicità i 
e contenga la curva K  come multipla d’ordine r, dalla sua 
trasformata si staccherà i volte il monoide o/ e r volte il 
cono cosi la / ' ,  luogo dei punti omologhi dei punti
generici di / ,  risulterà una superficie d’ordine

nm — (n — l)i — n(n — l)r
la quale passerà

(n — l)wi — n(n — 1 )r — (n — l)i

volte per 0' e possiederà la K' con la molteplicità m — r — i,
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corrispondente al numero delle intersezioni variabili c h e la /  
ha con le generatrici del cono 0(K).

Passiamo ad esaminare le singolarità che si creano me­
diante proiezioni di superficie iperspaziali.

La proiezione di una superfìcie appartenente ad un iper­
spazio, sopra lo spazio ordinario Ss, conduce in generale a 
superficie dotate di una curva doppia nodale, (ed in particolare 
anche a superficie dotate di curve e punti multipli con qual­
sivoglia complicazione). Assumasi per semplicità, una super­
ficie / ,  affatto priva di punti multipli, in uno spazio Sr, con r 
abbastanza grande (un punto è i-plo per una superficie di 8 r 
se assorbe i intersezioni di /  con un /$V—2 generico passante 
per esso). Si proietti la /  da un punto generico, 0 , dello 8 r 
in un #r—m la proiezione/' potrà acquistare un punto doppio 
soltanto in corrispondenza di una retta per 0 che si appoggi 
ad /  in due o piu punti; ma, se r >  5, le corde d i/g e n e ­
rano una varietà a cinque dimensioni, che non contiene il 
punto generico 0 , quindi f  riesce priva di punti multipli, 
come / .  Pertanto potremo assumere nelle nostre considera- 
zio]li r — o.

Ora, proiettando da un punto G una superfìcie / ,  priva 
di singolarità in si ottiene in generale nello SA una super­
ficie f  dotata di un numero finito di punti doppi, in corri­
spondenza alle corde di /  passanti per 0 (le corde sono 
e il passaggio per un punto porta 4 condizioni). Si proietti 
ulteriormente / '  da un punto generico 0 , di #4, nello S:ì ; la 
proiezione /"  possiederà una curva nodale corrispondente al 
cono delle corde di / '  uscenti da 0 i (vi è un numero finito 
di queste corde in ogni 8., per 0 1); la /"  si può far nascere 
direttamente proiettando /  dalla retta o — OOn ed allora 
appare che la sua curva nodale corrisponde alla serie degli oc1 
piani per o che incontrano /  in due punti. Le due falde d i/"  
in un punto della curva nodale corrispondono agii intorni 
<lei due punti semplici di /  le cui proiezioni si sovrappongono 
in quel punto doppio. Si avverta che le proiezioni dei punti 
doppi di / ' , fatte da 0 n vanno a cadere in punti della curva 
nodale di /"  ove si distinguono generalmente due falde come 
in un altro punto generico.

z\. (pianto si e detto conviene aggiungere che la /"  pos­
siederà in generale dei punti tripli, che saranno tripli anche
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per la curva nodale C : questi punti prendono origine dai 
piani di S5 passanti per la retta o e contenenti una terna, 
e quindi tre coppie, di punti di / ;  i quali sono in numero 
finito (il sistema dei piani trisecanti è coG? e le condizioni 
perchè un piano di S~ contenga una retta sono in numero 
di 3 +  3 == 6).

In casi particolari potrà accadere che vi sia un piano 
per l’asse o il quale incontri la f  in 4 punti (anziché in 3); 
allora nasce su /"  un punto quadruplo lier cui la curva 
doppia C passa con G rami, corrispondenti alle G coppie for­
mate coi quattro punti di /  sopra nominati. Ma un siffatto 
caso corrisponde necessariamente ad una scelta particolare 
dell’asse di proiezione, sicché sussiste il

Teorema: 'proiettando da un asse generico di S:> sopra lo 
spazio ordinario S., una superficie f  irriducibile e priva di sin­
golarità (che appartenga allo $5, e non a un S {), si ottiene una 
superficie dotata di curva nodale e punti tripli, che sono tripli 
anche per la curva; in ciascun punto triplo si ha un con<y 
osculatore costituito dalle tre facce (distinte) di un triedro 
i cui spigoli sono tangenti alla curva doppia. Sopra questa 
curva si ha un numero finito di punti cuspidali corrispon­
denti ai piani per l’asse di proiezione che contengono una 
tangente di / .

La dimostrazione del teorema si ha in ciò che precede 
dopo avere esaminati alcuni dubbi critici, cui diamo qui con­
veniente risposta.

1) I piani per o bisecanti f  non possono riuscire in 
generale trisecanti. Altrimenti proiettando f  da un punto 
di 0  sopra un $ 4, si avrebbe in questo una superficie (non 
giacente in un S.A) di cui tutte le corde sarebbero trisecanti; 
ma allora ciò dovrebbe valere anche per una curva gobba 
sezione della superficie con un il che contraddice il teo­
rema stabilito nel L. 3°, § 43, (pag. 289).

2) I piani per o trisecanti f  non possono riuscire qua­
drisecanti. Infatti, se si neghi l’asserto, tutti gli piani 
trisecanti f  i quali formano (come / )  una varietà irriducibile, 
riusciranno quadrisecanti: allora, se si proietta /  da un suo 
punto generico, si otterrà in SA una superficie di cui tutte 
le corde devono essere trisecanti; la qual conclusione con­
traddice al citato teorema sulle curve gobbe del L. 3°, § 43.

3) \7i è soltanto un numero finito di piani per o che
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contengono una tangente di / ,  e questi non sono trisecanti 
(essendo o una retta generica). Infatti i piani contenenti una 
tangente di /  sono e formano una varietà irriducibile (data 
l’irriducibilità di / ) ,  al pari degli piani trisecanti / ;  e le 
due varietà evidentemente non coincidono.

La trasformazione per dualità nello spazio ordinario S3 
(a cui torniamo a riferirci nel seguito) applicata ad una super­
fìcie generale, d’ordine -a> 2, conduce ad una nuova superficie 
dotata, di curva nodale e di curva cuspidale.

Sia /  la superficie data, generale nel proprio ordine, e 
perciò priva di punti multipli (essendo il suo discriminante 
diverso da zero). Sappiamo (L. 3°, § 19) che vi è limi svilup­
pabile di piani bitangenti ad / ,  e similmente una sviluppabile 
di piani stazionari che toccano la superficie nei punti della 
linea parabolica: trasformando per dualità si deduce da y  una 
superfìcie f  che possiede una curva nodale, (7, in corrispon­
denza alla prima sviluppabile, ed una curva cuspidale, A", in 
corrispondenza alla seconda. Alla C apparterrà un certo 
numero di punti tripli, che saranno tripli insieme per la 
superficie f  e per la curva, i quali corrispondono ai piani 
tritangenti ad / .

Inoltre sopra / '  si avranno dei punti d’incrocio della 
curva nodale C con la curva cuspidale K, corrispondenti ai 
piani stazionari di /  che toccano altrove la f  stessa: consi­
derazioni di continuità permettono di riconoscere che una 
sezione di f  fatta con un piano generico per un punto d’ in­
crocio (CK) contiene una cuspide di seconda specie, e questa 
proprietà vale a caratterizzare la natura dei punto singolare 
di cui si discorre.

La superficie f  correlativa di una f  generale, non con­
terrà altre singolarità, e quindi in particolare non possiederà 
punti doppi (o multipli) conici, a cui vedremo corrispondere 
per dualità piani tangenti lungo una curva (cfr. § 38).

In ordine alla dualità meritano particolare menzione le 
superficie rigate, che costituiscono una famiglia di superficie 
duali di se stesse. Una rigata gòbba di grado n possiede in gene­
rale, come sappiamo, una curva doppia nodale (n — 2)-secante 
le generatrici (cfr. L. 3°, § 18), ma non possiede curve cuspi­
dali (può acquistarne soltanto se diventa sviluppabile o se 
nasce una generatrice cuspidale): correlativamente vi e una
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sviluppabile di piani (bitangenti) contenenti le coppie di gene­
ratrici incidenti, ma vi è soltanto un numero Unito di piani 
tangenti lungo una generatrice, i (piali corrispondono ai punti 
cuspidali della curva nodale.

In fine la rigata sviluppabile circoscritta a una curva 
gobba G di rango r, possiede questa come curva cuspidale e

r(V~4)inoltre, per r >  4, anche una curva nodale d’ordine —— ----

(cfr. L. 3°, § 18); dualmente i piani della sviluppabile — oscu­
latori alla curva G, spigolo di regresso — sono piani stazionari 
che toccano la superficie lungo una generatrice, e le coppie 
di generatrici complanari danno luogo a una sviluppabile di 
piani impropriamente bitangenti, cioè appartenenti due volte 
all’inviluppo degli co2 piani che toccano la curva C.

Le formule di Gay lev del L. 3°, § 18, legano fra loro i 
caratteri di una curva gobba e della superficie rigata ad essa 
circoscritta.

35. Punti multipli singolari appartenenti alle curve mul­
tiple. — Fin qui abbiamo discorso di punti multipli isolati e 
di curve multiple delle superficie, ora vogliamo esaminare i 
punti multipli notevoli che possono trovarsi sopra le curve 
multiple.

Anzitutto se P  è un punto semplice per la curva mul­
tipla G di / ,  ogni sua singolarità (l) porta prima di tutto 
l’abbassamento della classe per le sezioni piane d i/c h e  ven­
gano a passare per esso. Ora si possono considerare vari casi 
(die ci limitiamo ad illustrare per mezzo di esempi:

1) La classe delle sezioni piane di f  si abbassa, senza 
che si abbassi il genere, per semplice riunione di due falde 
della superficie, come ha luogo nel caso elementare del punto 
cuspidale incontrato innanzi.

2) Insieme alla classe si abbassa anche il genere delle 
sezioni piane di /  passanti per P: ciò accade in primo luogo 
se P è ipermultiplo, cioè se possiede, per / ,  una molteplicità 
maggiore del punto generico di G, ma anche in altri casi dove 
non si ha ipermolteplicità del punto, come diremo più avanti.

P) Si può r itenere com e s ingo lar ità  eli un punto sem plice  di C  quella  
per cui v ie n e  m eno la rappresentazione  ana l i t ica  d e l le  fa ld e  secondo i l  
teorem a di H a l p h e n  (cfr. § 39).
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Intanto un semplice esempio di punto ipermultiplo si ha 
imponendo ad una superficie / ,  che contenga doppiamente 
l’ asse delle æ, di possedere un punto triplo nell’ origine: 
basterà scrivere l’equazione

/ =  y'2y{vys) +  yzty(xyz) +  z2Q(xyz) =  0 ,

dove cp,ò, 0 non contengano termini di grado zero.
Anche la trasformazione quadratica permette di costruire 

semplicemente punti ipermultipli sopra curve multiple. Si 
operi per es. una trasformazione quadratica di centro 0 sopra 
una superficie cubica, la quale contenga una retta p passante 
per 0  e incidente alla conica fondamentale K: la trasformata 
di /  è una superficie f  del quint’ordine, avente un punto 
triplo in 0' e una conica doppia in JT; ma a K' appartiene 
un punto P', omologo alla retta che è pure triplo per la 
superficie; ciò si riconosce facilmente considerando che le 
sezioni variabili di f  coi piani per 0'P' sono quartiche con 
tre punti doppi. Questo metodo generalizzandosi permette di 
costruire punti di ipermolteplicità qualsiasi: per es. se si 
assume una /  del quart’ordine passante doppiamente per la 
retta p , nasce su f  una conica doppia contenente il punto 
quadruplo P'.

La trasformazione quadratica ci procura anche esempio di 
una singolarità appartenente al secondo tipo nominato (punto 
non ipermultiplo che abbassa il genere delle sezioni piane). 
Si assuma una superficie cubica /  passante per il centro della 
trasformazione 0 , la quale contenga altresì un punto doppio 
conico P, giacente sul cono fondamentale 0(/f); allora si 
ottiene una superficie f  con conica doppia K \  sulla quale si 
trova un particolare punto P', omologo della retta OP; le 
sezioni piane per P' hanno genere inferiore alle sezioni gene­
riche di / ' , corrispondendo a sezioni di f  con qnadriclie che 
contengono la retta OPe quindi passano per il punto doppio P. 
Il punto P' prende il nome di tacnodo d i/', avendosi in ogni 
piano per P' un tacnodo della curva sezione.

Passiamo a considerare la singolarità di una superficie, 
che può aversi in un punto multiplo della curva multipla.

3) Anzitutto si hanno punti multipli della curva mul­
tipla di /  che non abbassano nè il genere nè la classe delle
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sezioni piane. Il caso più semplice viene offerto dal punto 
(V incrocio ordinario di due curve doppie o di due rami di 
curva doppia.

Un primo esempio, che si imo ritenere tipico, si ottiene 
prendendo la superficie / =  cp*d> = 0  dove cp e sono due 
superficie tangenti in un punto P; P  riesce qui punto d’in­
crocio per due rami della curva doppia d i/ , comune a*^e^; 
una sezione piana d i/p e r  P  possiede un tacnodo, e così il suo 
genere e la sua classe appaiono uguali a quelli di una sezione 
di /  fatta con un piano che seghi i due rami della curva 
doppia in due punti vicini a P.

La trasformazione quadratica conduce pure a costruire 
incroci ordinari di curve doppie e multiple, sia quando si 
operi una trasformazione generale sopra una superficie già 
dotata di curva doppia, sia quando si operi sopra una super­
fic ie / ,  priva di singolarità, una trasformazione quadratica 
speciale (con conica fondamentale spezzata). Illustriamo questo 
secondo modo di costruzione partendo da una superficie gene­
rica del second’ordine,/ :  otterremo una f  dei quart’ ordine 
possedente una conica doppia costituita da due rette a' e 
incrociantisi in un punto P \  Si riconosce che le sezioni piane 
per P'0' (e quindi tutte le sezioni piane per P') hanno in P' 
un tacnodo, e non in generale una singolarità superiore, 
essendosi assunta una quadrica /  in posizione affatto generale 
rispetto alla trasformazione.

La stessa superficie//con conica doppia riducibile K'— ab 
si ottiene anche come proiezione di una superficie /  del 
quart’ordine appartenente ad un $4. Invero si consideri in 
la superfìcie /  intersezione di due varietà quadriche (super­
ficie studiata da S e g r e , le cui sezioni iperpiane sono quar- 
tiche di prima specie) : la proiezione di /  fatta da un punto 
generico sopra S3 dà una superficie / '  del quart’ordine con 
conica doppia; e viceversa ogn i/' siffatta si potrebbe dedurre 
in tal guisa. La conica doppia di f  degenera in due rette 
quando il centro di proiezione, 0 , cada sopra uno dei cinque 
coni quadrici appartenti al fascio che ha per base la / 4 ; 
allora per 0  passano due fasci di rette corde ‘di / ,  le quali 
hanno una corda a comune avente come traccia P'.

Un caso ulteriore che rientra ancora nel tipo di singo­
larità di cui stiamo trattando, viene offerto dai punti tripli 
della curva doppia che riescono anche tripli per la superficie,
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i tre rami della curva non essendo tangenti ad un piano: il 
cono osculatore si riduce qui al triedro determinato dalle 
tangenti alla curva doppia. Abbiamo già veduto che punti 
tripli siffatti nascono mediante la proiezione di una superficie 
iperspaziale priva di singolarità. Un esempio concreto viene 
offerto dalla superficie romana di S tein er , superficie del 
quart’ordine che passa doppiamente per gli spigoli di un 
triedro (1), della quale si può provare che nasce come proie­
zione da una superficie del quart’ordine priva di singolarità 
in detta superficie di V eronese (2).

I punti multipli di cui si discorre innanzi, debbono rite­
nersi come punti inessenziali, la cui singolarità per la super­
ficie risulta'intieramente dalla singolarità che essi presentano 
per la curva multipla; ma vi sono anche punti multipli che 
si trovano in questo caso e che abbassano il genere o la classe 
delle sezioni piane.

4) Esistono punti multipli inessenziali della curva mul­
tipla di f  che abbassano il genere senza abbassare la classe 
delle sezioni picene.

II caso piò semplice viene offerto dall’incrocio ordinario 
di due curve cuspidali, quale si ha per es. nella superficie

z 2 =  x3y*y(xys):

qui sono rette cuspidali gli assi x e y che s’incrociano nel­
l’origine 0 ; un piano per 0  sega la superficie secondo una 
curva dotata di 3 punti doppi infinitamente vicini, per cui 
la curva passa — in generale — con due rami lineari 
(oscnodo); così il genere delle sezioni piane per 0  dimi­
nuisce di un’unità di fronte al genere di una sezione piana 
generica che ha due cuspidi, ma la fusione delle due cuspidi 
in un oscnodo non diminuisce la classe.

La genesi del punto d’incrocio ordinario di due curve 
cuspidali può venire illustrata col metodo delle proiezioni.

A tal uopo riprendiamo la superficie di S egre, interse­
zione di due varietà quadriche in SA, e riferiamoci ad un 
caso particolare di questa superficie, che si costruisce come 
segue: assumansi in SA due piani a e (3 aventi a comune una

(1) Cfr. ï>er es. E n r i q u e s  « Geometria Descrittiva » parte IL Cap. IX,
$ 69.

(2) Cfr. per es. B e r t i n i  « Introduzione.... » cap. 15.
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retta p, ed in cc e (3 due rette a e b secantisi in un punto P  
di p; quindi si considerino due quadriclie di $4 toccanti a e [3 
lungo le rette u e fr; l’ intersezione di queste quadriclie è una 
superficie /  che possiede P come come doppio e che viene 
proiettata sopra un S3 da un punto generico — 0 — di p, 
secondo una superficie del quart’ ordine, /', dotata di due rette 
cuspidali a e incrociantisi nel punto P', proiezione di P: 
questo punto P' è un incrocio ordinario abbassante il genere, 
ma non la classe, di una sezione piana per esso.

L’esempio precedente ha un valore generale in ordine 
agli incroci di curve cuspidali di una superficie /' , che si 
generino col metodo delle proiezioni da un iperspazio. Se la 
superficie / '  di S.A, dotata di una curva cuspidale con punto 
doppio, P', si ottiene proiettando da un punto 0  una super­
ficie /  di $4, esiste una semplice infinità di rette tangenti ad /  
per 0. Designando con C la curva dei contatti, può accadere 
che questa abbia un punto doppio P  che si proietta in P'; 
allora in generale il piano tangente in P  ai due rami di C 
non passerà per 0, e quindi P  risulterà doppio per / ,  così 
il punto P' costituirà un incrocio di due rami cuspidali abbas­
sante il genere (e non la classe) delle sezioni piane di /'.M a  
può invece accadere che P' sia un punto doppio apparente 
in relazione alla curva (7, cioè che la retta p =  OP' sia corda 
della <7. Quando la p si appoggi a C in due punti distinti, in 
ciascuno dei quali tocca / ,  si vede che P r non abbassa nè il 
genere nè la classe delle sezioni piane di / ' ;  inoltre un’ana­
lisi approfondita mostrerebbe che esso riesce quadruplo p er/' 
ed appartiene oltreché a due rami lineari di curva cuspidale, 
anche ad una curva nodale che vi passa quattro volte (con 
due rami cuspidali).

5) Si incontrano ancora punti multipli inessenziali della 
curva multipla di /  ohe abbassano la classe ma non il genere 
delle sezioni piane.

L’ esempio più semplice si ottiene proiettando sullo 
spazio #3 una superficie /  di #4 che abbia una trisecante, 
per il centro di proiezione 0, quando questa trisecante (1, 2, 3) 
diventi tangente in un punto (2 =  3). La proiezione /', avrà 
un punto triplo P  la cui singolarità risulta dal fatto che 
per P ’ passano un ramo lineare e un ramo cuspidale della 
curva doppia (nodale) di / ' ;  l’asserto si può verificare sia 
osservando come il ramo cuspidale corrisponda alla coinci-
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(lenza delle due coppie di punti (1 2 e 1 3) allineati con 0, sia 
considerando il punto P' come limite di un punto triplo della 
curva doppia dove due piani del triedro osculatore vengono 
a confondersi, il che porta appunto che due rami lineari della 
curva doppia si confondano in un ramo cuspidale.

Giova avvertire esplicitamente che P' abbassa la classe 
delle sezioni piane di / ' ,  figurando come un punto cuspidale 
sul ramo lineare della curva doppia (2 3) che passa per esso, 
ma invece — come diciamo — non abbassa il genere (finche 
il punto di contatto 2 =  3 della p con /  non è un punto 
doppio per / ) .

6) Un punto inessenziale della curva multipla può abbas­
sare contemporaneamente genere e classe delle sezioni piane 
della superficie; infatti si possono sovrapporre le singolarità 
considerate nei numeri 4) e 5), bastando a tal uopo riunire 
due superficie che le presentino in un medesimo punto.

Ma più interessante è il caso di punti la cui singolarità 
per la superficie f  dipende sempre dalla singolarità che essi 
hanno per la curva multipla, e che pure posseggono un cono 
osculatore non composto di piani ; se P  è un punto siffatto e 
ci si avvicina ad esso sopra un ramo della curva multipla <7, 
accade in generale che i piani osculatori ad f  in quel punto 
diventino indeterminati. L’esempio più semplice è offerto da 
una f  costretta a contenere quattro rette doppie aventi a 
comune un punto P  e di cui tre non giacciono in un piano: 
il punto P  diventa quadruplo per / ,  ed il suo cono oscula­
tore — che deve contenere doppiamente le anzidetto rette — 
risulta costituito da due coni quadrici passanti per esse.

7) Punti multipli essenziali della curva multipla, ed in 
particolare punti ipermultipli, aventi una ipermolteplicità 
grande quanto si vuole per la superficie, si ottengono con la 
trasformazione quadratica: infatti trasformando una super­
ficie /  d’ordine n dotata di una curva doppia, (7, d’ordine m, 
si ottiene in generale una superficie f  che ha un punto 0 ' di 
molteplicità n per cui passa la curva doppia C  (trasformata 
di C) con m rami. Il cono osculatore ad / '  in 0' possiede 
come generatrici doppie le tangenti a <7', ed è generalmente 
irreducibile, corrispondendo alla sezione di f  col piano fon­
damentale (0.

Nota. A complemento delle cose dette innanzi vogliamo 
mettere in evidenza due tipi elementari di punti multipli ines-
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senziali che possono appartenere alla curva doppia (nodale), (7, 
di una superfìcie / ,  i quali non abbassano nè il genere nè la 
classe delle sezioni piane.

Un primo tipo, generalizzazione dell’incrocio ordinario, 
viene offerto da un punto, 0 , che sia doppio p e r /e d  appar­
tenga ad i (i >  2) rami di C tangenti ad un piano a: il cono 
osculatore in 0  è costituito dal piano oc contato due volte. 
Per i== 3 una sezione piana di /  possiede 3 punti doppi suc­
cessivi, quindi vicino ad 0  si hanno due rette doppie infini­
tesime, la prima nell’ intorno del prim’ordine sul piano a, la 
seconda vicina a questa nell’ intorno di second’ordine di 0. 
Analogamente si dica per i >  3.

L’esistenza effettiva delle superfìcie /  qui considerate 
per i =  3, si prova costruendo superfìcie formate di due falde 
lineari

y(xyz) =  cojvyz)  +  <p2(æj}z) H - yj&yz) .... =  0
+  v^ ìjz) +  tyj&ys) +  •••• ■ =  o ,

aventi in comune la quadrica approssimante in 0 ; analo­
gamente per / =  4 prendendo uguali le cubiche approssi­
manti, ecc.

Un secondo tipo viene offerto da un punto 0  che sia

/-pio per /  appartendo a ---- -—— rami della curva doppia (7;

è la generalizzazione del punto triplo della curva doppia, e 
si ottiene proiettando una superficie di da un punto per

cui passi una retta /-secante; le -  coppie di punti della

superficie appartenenti a questa retta corrispondono appunto 
ai rami di C per 0. Il cono osculatore in 0  appare formato 
di i piani, il cui angoloide completo ha per spigoli le tan­

genti ai suddetti ——(-—— rami di C.

Si possono combinare le circostanze relative ai tipi pre­
cedenti; basta per esempio sommare due superficie 9 e d>, una 
delle quali (?) possiede in 0  un incrocio di due rami della 
curva doppia, e l’altra una curva doppia passante semplice- 
mente per 0. Si ottiene così una superfìcie f  la cui curva 
dopjfia ha in 0 un punto 7-plo il quale è quadruplo per / :  
il cono osculatore in 0  consta di 3 piani uno dei quali, cioè 
il piano tangente a va contato due volte.

F. ENRIQUES - II. 38
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Negli esempi <che precedono il cono osculatore in 0  viene 
sempre costituito da piani, che sono limiti di quelli osculatori 
ad /  nei punti di C. Questa proprietà può mantenersi anche 
quando il punto 0  abbassi il genere o la classe delle sezioni 
piane di / ,  come risulta dagli esempi già addotti in proposito. 
Ma è interessante notare che: se un punto multiplo 0 della 
curva multipla, è tale che il cono osculatore ad f  non sia ridu­
cibile a un gruppo di piani (contenendo una parte essenzial­
mente conica) esso abbassa contemporaneamente il genere e la 
classe delle sezioni piane.

Per semplicità di discorso supporremo che la C sia doppia 
per / ,  e che sia costituita di m rami lineari, passanti per 0 
e non tangenti fra loro. Si consideri un piano variabile a che 
si avvicini a passare per 0  e la sua posizione limite a0, che 
sarà un piano generico per 0 ; il piano a sega la curva C 
in m punti doppi che tendono a riunirsi in 0. Ora la retta 
che congiunge due fra i nominati punti doppi tende, come 
posizione limite, ad una determinata retta per 0 ; quindi la 
curva /f0, sezione di f  con a0 — in quanto è limite della 7f, 
sezione di a — possiede una singolarità che si può caratte­
rizzare come singolarità limite, assegnando i punti doppi che 
sono venuti vicino ad 0 : nelle ipotesi fatte la singolarità 
di K0 si potrà definire, entro il piano a0, assegnando i punti 
doppi virtuali che K0 deve possedere vicini ad 0 secondo 
certe direzioni determinate, an a.,.„.ah e sopra rami lineari 
tangenti a queste; precisamente si avranno i punti doppi 
infinitamente vicini sopra un ramo che tocca an (piando al sia 
l’intersezione di a0 con un piano tangente a i rami di C, ecc.

Ora se 1, la molteplicità effettiva di 0  per K0 risul­
terà maggiore di due; ma se la K 0 possiede in 0  una tan­
gente principale fr, diversa dalle an a2....aJn la singolarità di 0 
si può caratterizzare come singolarità limite aggiungendo alle 
condizioni virtuali precedenti quella di contenere due punti 
doppi infinitamente vicini sopra la retta b, uno dei quali 
costituisce una condizione essenzialmente nuova per la singo­
larità stessa: in tal caso dunque il genere di K0 risulta infe­
riore al genere di K. Lo stesso si può dire per la classe. 
Pertanto nella ipotesi fatta, se 0  non abbassa il genere (o la 
classe) delle sezioni piane di / ,  il cono osculatore in 0  si 
decompone nei piani che toccano due o piu rami di C per 0, 
con tati con v e n i en tem ente.
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La conclusione si estende al caso 7< — 1 in cui tutti i 
rami di C toccano un medesimo piano: se 0  è inessenziale 
esso è doppio per /  e il cono osculatore in 0 si riduce al 
piano suddetto contato due volte.

Ma il ragionamento svolto suppone due restrizioni:
1) che la curva multipla d i/abb ia  la molteplicità due;
2) che la suddetta curva multipla sia formata di parti 

passanti per 0  con rami lineari, non tangenti fra loro.
Ora è facile liberarsi dalla prima restrizione, che può 

ritenersi adottata soltanto per semplicità di discorso, ma non 
così per la seconda restrizione: a tale scopo occorre almeno 
un esame assai delicato. Oe ne dispenseremo ricorrendo ad 
un’altra dimostrazione, che, sebbene riesca forse meno espres­
siva, conduce rapidamente al line proposto, in modo assolu­
tamente generale.

Pongasi che nel punto multiplo, 0, della superficie /  si 
abbia un cono osculatore non formato di piani, per esempio 
contenente come parte un cono quadrico Q; facciamo vedere 
che, in forza di tale ipotesi, il punto 0  abbassa il genere e 
la classe delle sezioni piane passanti per esso. Per ciò si assuma 
un piano a vicino ad 0, e si consideri la curva variabile K  
da esso segata su / ;  si vede che al limite, quando a viene a 
passare per 0 1 la K  acquista un nuovo punto doppio che va 
a fondersi nella singolarità 0 , imperocché spariscono due 
tangenti di K  condotte per un punto generico di a.

Così è. dimostrato il teorema (l).

36. Punti multipli infinitamente vicini. — Una analisi 
più precisa delle singolarità delle superficie si ha considerando 
accanto ai punti propri, i punti multipli infinitamente vicini.

I punti infinitamente vicini ad un punto proprio, 0 , dello 
spazio sono già definiti sopra le possibili curve (piane e gobbe) 
che passano per 0. La molteplicità di 0  per una superficie/ 
si potrà definire in base alle intersezioni della superficie colle 
curve per 0 , procedendo induttivamente come segue.

Si osservi anzitutto che se 0  è un punto r-plo per la 
superficie / ,  le curve C possedenti in 0  un punto s-plo hanno 
ivi rs intersezioni riunite con /  (in generale e almeno): ciò 
è chiaro per una curva C composta di s rami lineari, e quindi

( l ) Cfr. C h i s i n l  Re lidie. Ac e ivi. Lincei, Luglio 1917.
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anche se y fra questi rami si riuniscono in un’unico ramo 
(l’ordine v (cfr. §§ 12, 17). Ciò posto si consideri un punto 0 ,, 
infinitamente vicino ad 0 , e tutte le curve C passanti per 
0s0 ll : si dovrà dire che 0 X è r^plo p e r /se  queste G hanno, 
con f\ rs-\~ ì\ intersezioni riunite anziché rs. Segue, come 
sopra, che le curve passanti per 0 s0 lsi hanno ivi (in generale 
e almeno) r s - \ - r lsi intersezioni con / .

on vi è difficoltà a passare al caso di punti successivi: 
si può quindi ritenere definita la molteplicità per /  di uu 
punto 0 2 e così via. In generale, se si considerano i punti 
0 0 L0 2....0i infinitamente vicini ad 0  sopra un ramo qual­
siasi, sussiste la

Proprietà fondamentale. TJna superficie f  passante per 
0 0 i 0>,...0i con le molteplicità r r l r2. . .r i , e una curva C pas­
sante per i medesimi punii con le molteplicità ssLs2....su hanno 
assorbite nell9 intorno di 0

rs r lsl +  r2s2 +  .... -f- r tst

intersezioni almeno; le intersezioni assorbite sono precisa- 
mente uguali al detto numero qualora non vi siano punti 
successivi ad 0 sulla curva appartenenti alla superficie f1).

Come semplice corollario della definizione data mediante 
la proprietà fondamentale {Recedente si ha: date due super­
ficie / =  0 e <p =  0 possedenti 0 0 , 02... le molteplicità rr,r2...., 
anche la superficie generica del fascio ?/-Hx? possiede in quei 
punti le stesse molteplicità (2).

La nostra proprietà fondamentale si può stabilire ugual­
mente definendo le molteplicità di /  nei punti infinitamente

(b In particolare risulta di qui che: tre superfic ie  a ven t i  a  comune  
un pun to  O d i  m o l tep l ic i tà  r ispe t t ive  r, s, £, ta l i  che i v e la t iv i  coni oscu­
la to r i  non contengano una  m edes im a gen era tr ice , posseggono in 0  rs t  in te r ­
sez ioni riunite  e non p iu .  Uhm, dimostrazione algebrica rigorosa di ciò 
trovasi in B e r z o l a r i : « Annali di Matematica » t. 21 (1896).

(') Qui si adopera la proprietà quasi evidente die: le intersezioni 
della superficie generica \ f ~ \~ \jl̂  =  0 con una curva (7, assorbite in un 
punto P, sono in numero uguale alle intersezioni di /  e 9 (o al più pic­
colo dei due numeri se questi sono disuguali). Chi voglia dimostrare questa 
proprietà, senza ricorrere ai principii di continuità, decomponga C nei 
suoi rami e rappresenti uno di questi mediante i noti sviluppi procedenti 
lier un parametro t:  sostituendo questi sviluppi di x ,  y  e z  entro i. poli­
nomi / ,  9 e X/h- 119, si trova il grado minimo in t che dà il numero delie 
intersezioni cercate.
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vicini ad 0, per mezzo di una trasformazione quadratica che 
abbia in 0  un punto fondamentale. Una siffatta trasforma- 
zione fa corrispondere al punto 0 una curva (semplice o mul­
tipla) intersezione del piano fondamentale to' con la super­
ficie trasformata f  (fuori della conica fondamentale /i'); un 
punto 0 n vicino ad 0 ed rr plo per / ,  si cambia in un punto 
rrPl° proprio. E la riduzione può proseguirsi successivamente.

Ora conviene osservare diversi casi possibili, studiando in 
particolare alcuni esempi istruttivi che valgono ad illustrarli :

1) si può avere un punto multiplo isolato vicino ad un 
inulto multiplo proprio, parimente isolato;
oppure

2) un punto multiplo isolato vicino ad una curva 
multipla;

3) una curva multipla infinitesima vicina ad un punto 
multiplo;

4) una curva multipla infinitamente vicina ad una curva 
multipla propria.

1° caso: punti multipli isolati infinitamente vicini (in 
particolare punti uniplanari).

Il più semplice esempio relativo a questo caso si ha con­
siderando una superficie f{xys) — f 2(xys) - 1-  .... che passa dop­
piamente per l’origine e assoggettandola a possedere come 
punto doppio il punto 0 n infinitamente vicino ad 0 sull’asse x, 
cioè scrivendo che le sezioni per quest’asse hanno ivi un 
tacnodo la cui tangente tacnodale è l’asse stesso: è facile 
vedere, che il cono osculatore in 0  si spezza allora in due 
piani per 0 0 L. Anzi la singolarità costituita da due punti 
infinitamente vicini si lascia definire come un punto bipla- 
nare soddisfacente alla condizione aggiuntiva che la retta 
comune ai due piani osculatori abbia un contatto quadri- 
punto con la superficie (cfr. § 4).

Pongasi ora che la superficie /  abbia 0  come punto uni- 
pianare; il piano osculatore w ta g lia /in  una curva con punto 
triplo e quindi vi sono in esso tre rette per 0  aventi un 
contatto quadripunto con /;  un piano per una tale retta 
sega f  secondo una curva dotata di cuspide che ha contatto 
quadripunto con la tangente e perciò (§ 4) di tacnodo. Dunque 
nell’intorno del prim’ordine di impunto ìuiìplanare dì una super­
ficie vi sono in generale tre punti doppi infinitamente vicini.
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2° caso : punti multipli isolati vicini ad una curva mul­
tipla (in particolare punti cuspidali sopra una curva doppia).

Il più semplice esempio relativo a questo caso si ottiene 
in relazione ai punti cuspidali di una curva doppia (nodale). 
Un punto, P, cuspidale per una curva nodale C è, come sap­
piamo, un punto uniplanare della curva; secondo l’analisi 
precedente si avrebbero dunque tre limiti doppi infinitamente 
vicini a P, ma qui due di questi coincidono nel punto suc­
cessivo a P  sulla (7, sicché vicino a un punto cuspidale di 
una curva nodale esiste in generale un unico punto doppio 
fuori della curva, in una direzione diversa dalla tangente.

Per verificare l’asserto si considererà una superficie avente 
nell’origine delle coordinate, 0 , un punto doppio uniplanare, il 
cui piano .osculatore sia æ =  0 e (die abbia un punto doppio 0 i7 
infinitamente vicino ad 0  sopra l’asse z: si avrà

f —f,  H-/. d-.... =  P  d - a,0x3 d -  a, L x2 y -}- ai2xy2 d- a03y* d-

d ~fa ~1~ .....

Ora si possono scrivere le condizioni perchè la /  possegga, 
nel piano // =  0, un ulteriore punto doppio, 0 2, successivo 
ad 0 i sopra un ramo lineare per 0 0  L

\ X =  CLZ~ d “ llZ3 d~ •...
( y =  hz3 d- ....

(il quale sia osculatore ad una curva doppia d i/p e r  0 0 l 0%).
A tal fine occorrerà sostituire le espressioni di x e y in f  

ed annullare identicamente rispetto 7*, le.... tutti i termini di 
grado inferiore al sesto.

Fra le condizioni che così si ottengono si trova che deve 
esser nullo il coeificiente di 7u?5, cioè

c01 =  0 ;

questa condizione esprime che il piano x — 0 sega la super­
ficie cubica approssimamente

secondo tre rette, due delle quali coincidono con l’asse s ;
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sono queste le rette per 0 aventi con f  un contatto quadri- 
punto e quindi contenenti i punti doppi di f  infinitamente 
vicini ad 0.

Abbiamo provato che vicino a un punto cuspidale della 
curva nodale, esiste in generale un punto doppio fuori della 
curva (L). Questa conclusione si estende ai punti cuspidali di 
una curva multipla a falde distinte.

Pongasi invero che la superficie /  possegga una curva 
r-pla C ( r >  2), a falde distinte, e che pernii punto, P, di C 
coincidano due fra gli r piani tangenti alla superficie (ciò 
che porta, in generale, il saldarsi di due falde nell’ intorno 
del punto); è facile vedere che l’ insieme delle due falde della, 
superficie /  saldantisi in P, considerato per un tratto della 
curva (7 , può essere approssimato da una superficie cp, pas­
sante doppiamente per C e avente ugualmente in P un punto 
cuspidale. Si costruisce la superficie cp considerando un fascio 
generico di sezioni piane di / ,  e in ciascun piano costruendo 
una cubica (o altra curva d’ordine superiore) avente un punto 
doppio su C e osculante i due rami appartenenti alle due 
falde considerate di / ;  la nominata cubica approssimante 
descrive la superficie cp.

Notisi ancora che la stessa conclusione vale in generale 
per i punti cuspidali d’ordine per una curva multipla
d’ ordine r > i  a falde distinte: anche qui vi è in generale 
— nell9 intorno del prim’ ordine — un punto doppio fuori della 
curva multipla vicino ad punto cuspidale. Infatti la dimostra­
zione usata innanzi si estende. In primo luogo basta riferirsi (*)

(*) Il ragionamento precedente mostra anche l’esistenza, di un altro 
punto dopiiio infinitamente vicino alla curva doppia sopra un ramo tan­
gente ad essa: designando 0 L il punto successivo ad 0  sulla curva doppia, 
trovasi precisamente che è doppio per /  il punto 0 ll7 satellite di 0 L nel 
piano tangente ad /  in 0 .  Questa circostanza è d’accordo col fatto die 
una trasformazione quadratica di centro 0 deve mutare f  in una superficie 
la cui curva doppia (trasformata di quella di / )  possiede un punto cuspi­
dale nel punto (proprio) 0 ^  qui 0 Li figura come punto, infinitamente vicino 
ad O l fuori della curva doppia.

Ora la trasformazione anzidetta (successivamente iterata) pone in 
evidenza un fatto nuovo, che sarebbe anche suscettibile di verifica anali­
tica diretta: nell’intorno del punto cuspidale O  esiste un’infinità discreta 
di punti doppi infinitamente vicini alla curva doppia di / ;  precisamente 
vi è uno di questi punti doppi satellite delio /-ino punto successivo ad 0  
sulla curva doppia (■/ =  !, 2....).
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ad una superficie con curva i~pia. In secondo luogo, per 
trattare questo caso si considererà anzitutto un punto uni- 
planare i-plo, 0 , cui sia vicino un altro punto i-plo On e poi 
si imporrà vicino ad 0L (e successivo ad esso sopra un ramo 
lineare) un terzo punto i-plo 0 2; l’esistenza del punto i-plo 0 L 
porta che il piano tangente in 0  seghi la superficie secondo 
una curva passante per 0 *+1<9iz_i, e quindi avente due tan­
genti per 0  in generale diverse da 0 0 A, cui corrispondono 
due punti doppi della superficie vicini ad 0 ; ora — tenendo 
conto dell’esistenza del terzo punto i-plo, 0 2, — si conclu­
derà che una delle suddette tangenti si confonde con 0 0 L : 
a tal fine basterà ripetere in questo caso più generale il cal­
colo svolto prima per i — 2 (la condizione che a noi inte­
ressa si ottiene annullando il coefficiente di 7̂ — 1 al posto 
di quello di lcz° che quivi occorreva).

Osservazione. Un esame approfondito mostra che per i =  4 
si ha anche un secondo punto doppio vicino al punto cuspi­
dale e prossimo ad esso (cioè satellite del primo) (cfr. § 38);

in generale per ì pari si hanno - punti doppi.

3° caso: curva multipla' infinitesima vicina ad un punto 
multiplo (in particolare tacnodo).

L’esempio più semplice relativo a questo caso si presenta 
nella singolarità che già abbiamo incontrata sotto il nome 
di tacnodo {% 35). Un punto doppio, P, della superficie /  costi­
tuisce un tacnodo quando ogni sezione piana per P possiede, 
vicino a P, un altro punto (loppio: il luogo di questo punto 
doppio variabile, infinitamente vicino a P, si può ritenere 
come una retta doppia infin itesim agiacché si cambia in una 
retta doppia mediante una trasformazione quadratica che 
abbia in P un punto fondamentale isolato.

Per avere un tacnodo basta considerare due superficie 
tangenti in un punto semplice P; combinando linearmente 
due coppie siffatte di superficie, con lo stesso piano tangente, 
si potrà anche ottenere un tacnodo isolato appartenènte ad 
una superficie irriducibile.

Si possono esprimere facilmente le condizioni algebriche 
perchè una superficie /  possegga un tacnodo, 0 , con dato 
piano tangente: perciò scriveremo che 0 è un punto doppio 
uniplanare per cui le rette appartenenti al piano tangente
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hanno quattro anziché tre intersezioni con /  riunite in 0 , cioè 
tale che la sezione col piano tangente ha un punto quadruplo. 
Posto 0  nell’origine delle coordinate, e assunto il piano tan­
gente come piano 0 =  0, avremo :

/  =  a-r -I- % (xys) ■ z  +  / 4 (xys) +

ove (escludendo che Osia un punto triplo) può assumersi a — 1; 
le condizioni che si aggiungono, per il tacnodo, alla superficie 
con punto doppio uniplanare / =  a0? H -/3(æÿ0) - f  .... =  .0 por- 
tauo l’annullamento dei quattro termini di terzo grado in x, y 
che figurano in generale in / , .

La proprietà che serve di definizione al tacnodo 0, è che 
i piani per 0  segano la superficie secondo curve dotate di 
tacnodo, le quali — nell’intorno di 0  — vengono costituite 
da due rami lineari tangenti (il confondersi dei due rami 
nella sezione piana generica per 0 , costituisce una partico- 
larizzazione del punto singolare della superficie che qui esclu­
diamo). Ma esistono quattro direzioni particolari uscenti da 0, 
tali che i piani per esse segano la superfìcie secondo cuspidi 
di seconda specie. La cosa si verifica nel modo seguente.

Si consideri la superficie/avente un tacnodo nell’origine 
delle coordinate con piano tangente 0 =  0 :

/  =  52 +  <?.,(xys) • ÆT +  / 4 (xys) -+- .... ;

intersecando /  con un piano generico per 0 , si ottiene una 
curva dotata di tacnodo che, soltanto per piani particolari, 
si riduce a una cuspide di seconda specie : ciò accade quando 
le parabole osculatrici ai due rami del tacnodo vengono a 
confondersi.

Orduuque scriviamo le equazioni di una parabola gia­
cente nel piano sopra nominato, e tangente alla intersezione 
di questo col piano 0 =  0 :

1 ) y =  at +  bt~ (cax — cy -f- ha =  0)5
f 0 '=  et',

se la nostra parabola, che contiene già due punti doppi infi­
nitamente vicini della sezione piana d i / ,  deve osculare un
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ramo di questa sezione, occorre che sostituendo in /p e r  x, y, 0  

le espressioni 1), sparisca il termine di quarto grado in t , 
ossia che il coefficiente di t4:

c~ <jp2(l a 0)c- h- / 4(1 a 0) =  0 .

Quest’ equazione dà in generale due radici per e, ma tali 
radici coincidono quando

2) <p3sU a 0) — 4 / 4(l « 0) =  0,

condizione che riesce indipendente da b.
La 2) determina quattro direzioni y =  ax nel piano s =  0, 

cioè quattro tangenti per il tacnodo 0 che sono assi di sezioni 
cuspidate (di seconda specie). Queste quattro tangenti singo­
lari non debbono esser confuse con le quattro tangenti quinti- 
punte che sono le tangenti principali della sezione di /  col 
piano z = 0 :

fA * y 0 )  =  0-

Le quattro tangenti singolari corrispondono anche a quattro 
punti doppi vicini al tacnodo 0 che appartengono all9 intorno 
del second9 ordine, cioè sono successivi alla retta doppia infi­
nitesima che costituisce la singolarità. Si può risparmiare la 
verifica analitica dell’enunciato ricorrendo ad una trasforma­
zione quadratica con punto fondamentale 0: il tacnodo si 
muta in una retta doppia che contiene quattro punti cuspi­
dali corrispondenti alle nominate tangenti singolari : ora sap­
piamo che vicino ad un punto cuspidale c’è in generale un 
punto doppio, fuori della curva doppia.

Per il tacnodo più generale le quattro tangenti singolari 
sono distinte, ma possono coincidere fra loro in vari modi 
per tacnodi particolari: così nel tacnodo, 0 , costituito dal 
contatto di due superficie (o falde lineari di una medesima), 
le quattro tangenti singolari si riducono a due doppie, che 
sono le tangenti principali alla curva intersezione delle due 
superficie. Infatti le sezioni cuspidate nei piani per 0  si ridu­
cono a quelle che passano per le tangenti principali della curva 
comune alle due superficie, le quali sezioni piane presentano 
un oscnodo.

Infine possono anche le tangenti singolari di un tacnodo
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diventare indeterminate; ciò accade quando la sezione piana 
generica per 0  ha una cuspide di seconda specie (1).

Giova esplicitamente avvertire che può aversi un tacnodo 
il quale cada sopra una curva doppia della superficie /  anziché 
in un punto isolato. Anzi si dà origine ad un tacnodo di f  e 
non a un punto cuspidale ordinario, quando si fa  avvicinare 
un punto doppio isolato P  ad una curva doppia C : infatti, se 
la G è d’ordine r una sezione piana per P  possiede r - | - l  
punti doppi (anziché r come una sezione generica); al limite 
— quando P  cade su G — questa proprietà deve permanere, 
quindi la sezione piana per P  avrà ora due punti doppi infi­
nitamente vicini riuniti in P, oltre gli r — 1 punti doppi in 
cui il piano sega ulteriormente C. Così il punto P  si man­
tiene anche sulla G un punto doppio abbassante il genere 
delle sezioni piane.

È interessante dimostrare che: per un tacnodo, 0, appar­
tenente ad una curva doppia nodale G, in generale due fra le 
quattro tangenti singolari coincidono con la tangente alla C 
e quindi, nell9 intorno di second9 ordine di 0, vi sono soltanto 
due punti doppi fuori di G.

Verifichiamo dapprima l’ asserto nel caso in cui la G 
sia una retta doppia che assumeremo come asse x. Allora 
(cfr. pagg. 577 e 601) l’equazione della superfìcie/ avente nel­
l’origine un tacnodo con piano tangente # =  0, sarà del tipo

/ =  S2+ QL(xyz)y2  -+- 03(xys)y2H- '\>Àxys)ys -+-yjxys)s*H -.... ;

quindi l’equazione che dà le direzioni singolari per 0 si 
riduce a

[0a3(,'ltfO) — 402(1«O)']«2 =  0

e però ammette come doppia la radice a — 0 corrispondente 
all’asse x.

Essendo così verificato l’asserto per le superficie posse­
denti un tacnodo sopra una retta doppia, la dimostrazione si 
estende al caso di una curva doppia qualunque, giacché con 
una trasformazione puntuale dello spazio che sia biunivoca e 
regolare nell’intorno di 0 questa può ridursi a coincidere con 
una retta: di fatto la proprietà della retta doppia figura nella

(l) Per la composizione di questa singolarità cfr. S e g u e  « Annali 
di Mat. », n.° 18.
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verifica precedente soltanto come un carattere differenziale 
relativo al punto 0. dove si tien conto di 3 punti doppi suc­
cessivi ad esso.

Risulta dal teorema stabilito che in un incrocio ordinario 
di due rami di una curva nodale si lui un tacnodo, per cui 
le quattro tangenti singolari si riducono alle due tangenti ai 
due rami. Ciò è d’accordo con la circostanza che — in questo 
caso — il tacnodo si può riguardare come punto di contatto 
di due falde (lineari), nelle quali si decompone la superficie 
considerata nell’intorno del punto (cfr. § 39).

In ciò che precede si è parlato di curve doppie nodali. 
Anche sopra una curva cuspidale può aversi un tacnodo, e 
questa singolarità assume il nome di punto chiuso (close-point 
secondo Oayley).

Per un punto chiuso si ha in generale una sola direzione 
singolare diversa dalla tangente alla curva cuspidale, e quindi 
nell9 intorno del second? ordine vi è un solo punto doppio fuori 
della curva cuspidale. Basta verificare l’asserto nel caso di 
una retta cuspidale assunta come asse x.

A tale scopo si riprenda l’equazione della superficie /  
che passa doppiamente per il detto asse e possiede nell’ori­
gine 0 un tacnodo con piano tangente z =  0:

/  =  £ 2 -t- Ofxyz) • ys  d -  ^(xy#) • y 2 d -  fh ( xì/ )̂ • V0 +  ^ ( xlJz) • s 2d - .... =

=  s 2[ l  +• X2(*ÿ*)] rt~ y jftfa p ) +  P&yz)] -f- ifB^xys)  -+-.... =  0 ;

i due piani osculatori ad /  in un punto («00) sono dati da

z2[l  h- X2(œ00) -+- ....J -+- yx[f)t(x00) ■+■ p„(x00 H- ....] -\- y2[0,(«00) =  0,

dove i puntini stanno a designare termini di grado superiore 
al secondo in x. Scriveremo che l’asse delle x è retta cuspi­
dale annullando identicamente rispetto ad x il discriminante:

[0, («00) -I- ’h  («00) -+- ....]* — 4[1 -t-x* («00) -I-....] [9, («00) -+-.... ] ;

in particolare annullando il coefficiente di «5 si ha

9^(100)* — 4ïâ(100) =  0;

dunque # =  0 è radice dell’equazione

d ^ i l a O ) -  40,(1 a0) =  0
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che porge in generale le (lue direzioni singolari del tacnodo, 
fuori della-retta doppia corrispondente ad a =  0.

4° caso: curve multiple infinitamente vicine.
Si può avere una curva multipla influitameli te vicina ad 

un’altra curva multipla 0: ciò accade quando sopra una 
sezione piana generica si abbia un punto multiplo vicino a 
ciascun punto di C.

L’esempio più semplice si ottiene considerando due su­
perficie che si toccano lungo la curva (7; combinando linear­
mente due tali coppie di superficie (aventi in ciascun punto 
di O il medesimo piano tangente) si costruisce in generale 
una superficie irriducibile dotata di due curve doppie infini­
tamente vicine.

Anche la trasformazione quadratica conduce ad esempi 
di superficie dotate di curve multiple infinitamente vicine; per 
esempio ad una superficie con conica tacnoclale, cioè con due 
coniche doppie infinitamente vicine: infatti con una prima 
trasformazione quadratica una quadrica generale viene mutata 
in una superficie del quart’ordine,/, dotata di conica doppia, <7, 
e di punto doppio isolato, 0 ; si operi ora una seconda trasfor­
mazione assumendo come punto fondamentale 0  e come conica 
fondamentale K  una sezione generica del cono 0 (0 ); allora 
a /  si muta in una superficie del sest’ordine che avrà un 

punto quadruplo e una conica tacnodale IV.

In ciò che precede sono esaminati i vari casi di punti 
e curve multipli infinitamente vicini a punti o curve propri, 
nell’intorno del prim’ordine; ma già nel caso del tacnodo 
siamo stati condotti a considerare punti doppi appartenenti 
all’intorno di second’ordine, ed è chiaro in generale come 
si defininiscano punti e curve multipli appartenenti ad intorni 
successivi. Qui occorre osservare che le curve multiple infi­
nitamente vicine ad un punto proprio, P, nell’intorno del 
second’ordine possono dar luogo a due casi, secondochè si 
tratti di una curva infinitamente vicina ad un punto Pn 
appartenente all’intorno di prim’ordine di P, oppure di una 
curva vicina ad una curva infinitesima appartenente al primo 
intorno di P. E analogamente si dica per curve cadenti in 
intorni d’ordine superiore.

Il passaggio di una superficie f  di un certo ordine n per
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un gruppo di punti e curve, propri o no, con date molteplicità, 
si traduce sempre mediante equazioni lineari cui soddisfano i 
coefficienti di / .  Infatti se f =  0 e cp =  0 sono due superficie 
soddisfacenti alle condizioni poste, anche Xf-\~\xrz =  0 vi sod­
disfa (cfr. § 36, pag. 596); da ciò segue l’enunciato (L. 1°, 
§ 14, vol. I, pag. 93).

37. Comportamento delle polari e abbassamento della 
classe dovuto alle singolarità delle superficie. — Ter appro­
fondire lo studio dei punti e delle curve multiple di una 
superfìcie / ,  conviene esaminare il comportamento delle super­
ficie polari in relazione a una singolarità qualunque.

Ricordiamo anzitutto che: un punto proprio r-plo (sia 
isolato, sia appartenente ad una curva r-pla) appartiene alle 
prime polari della superficie data/, con la molteplicità r — 1 ; 
infatti la superficie polare di un punto 0 si costruisce come 
luogo delle curve polari di 0 rispetto alle sezioni di f  con 
piani passanti per 0.

Ora si tratta di esaminare il comportamento delle polari 
nei punti multipli infinitamente vicini.

Pongasi che nell’ intorno del prim’ordine di un punto 0, 
r-plo per / ,  esista un punto rr plo, 0 i : mostriamo che le polari 
di / ,  oltre a passare per 0 r~ 1 passano per 0L con una mol­
teplicità maggiore od uguale ad rA — 1. A tale scopo trasfor­
meremo la superficie f  con una trasformazione quadratica 
speciale, avente la conica fondamentale K  spezzata in due 
rette a e b, di cui il punto fondamentale isolato cada in 0 ; 
faremo vedere come la polare di un punto B  preso su b (ed 
un tale B  è punto generico rispetto ad / )  si muti sostanzial­
mente in una polare rispetto alla superficie trasformata /', 
la quale passerà con la molteplicità r i — 1 per il punto r,-plo 
trasformato di 0A.

Ordunque designamo con O il punto fondamentale della 
trasformazione nel secondo spazio, e con a e V le rette com­
ponenti la conica fondamentale K ': i fasci di piani a e a , e 
così b e //, si corrispondono proiettivamente. Inoltre si corri­
spondono omograficamente le due stelle 0  e 0 ', onde in par­
ticolare ad un fascio di piani della prima passanti per un 
punto, B, di b corrisponderà nella seconda un fascio di piani 
passanti tutti per un certo punto, B\ di //, che in questo senso 
si riterrà omologo a J5; analogamente ad un punto generico A
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di a sarà omologo im punto A' di a (1). Infine vi è trasforma­
zione quadratica fra due piani corrispondenti OAB e O'A'B': 
ad O, A, B, corrispondono le rette A ' B B ' 0 O'A'.

Ciò posto si consideri una curva 9 costituita della polare 
del punto B, rispetto alla sezione di /  col piano JLOB, presa 
insieme con la retta OA; e nel piano A'O'B’ si consideri la 
curva 4 costituita dalla polare di B' rispetto alla sezione 
di / '  presa insieme alla retta O'A'. Sappiamo (§ 14, pag. 410) 
che la curva 9 si trasforma in una curva 9' combinazione 
lineare di 4 con la sezione di /' .  Facciamo variare il piano OAB 
variando A su a, allora appare che la superficie <D, costituita 
dalla polare di B rispetto ad /  presa insieme col piano (Oa), 
si trasforma in una combinazione lineare d ella /' con la super­
ficie W costituita dalla polare di B  presa insieme al piano O a. 
La molteplicità di <f> in 0i è uguale a quella di VP; ma poiché Oi 
può supporsi fuori del piano (Oa), si deduce che la polare di B 
ha in 0 L la molteplicità rL — 1. c. d. d.

Il ragionamento fatto si estende induttivamente come 
per le curve piane (§ 1.4) onde si conclude che

le polari di una superfìcie f  passano (virtualmente) con 
la molteplicità r i — 1 almeno per ogni punto rr plo della super­
ficie che si trovi infinitamente vicino ad un punto proprio in 
un intorno d’ ordine i: per i =  0 si ricade nella proprietà già 
enunciata pel caso dei punti propri.

Alle cose dette aggiungiamo che: ogni punto multiplo 
della superficie / ,  il quale — pur appartenendo alla curva 
multipla — abbassi la classe delle sezioni piane per esso, è 
un punto comune a tutte le curve intersezioni di f  con le 
superficie polari, fuori della curva multipla. Infatti se 0  è il 
limito di cui si discorre, ed a un piano generico per 0, l’in­
fluenza del punto singolare 0  sulla classe della sezione piana, 
si valuterà cercando le intersezioni assorbite in 0  di tre 
superficie: la / ,  il piano a, e la polare di un punto gene­
rico A appartenente ad a. A tale scopo sarà lecito determi­
nare anzitutto l’ intersezione ( / 9A) che si compone all’ in­
sieme C delle curve multiple (debitamente contare) e di una

(L) Questo modo di stabilire la corrispondenza fra i punti delle due 
coniche fondamentali K —a-+-b e K'=a'-\- b', non deve essere confuso 
con quello (già incontrato innanzi) dove si fa corrispondere ad un punto 
di a l’ intersezione con br della retta fondamentale omologa.
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curva L fuori di 0 , quindi si avranno a determinare le inter­
sezioni del piano a con la curva C L =  ( f  cp̂ ).

Emerge di qui che 1’abbassamento della classe prodotto 
da 0 sulla sezione del piano a, in confronto alla classe di una 
sezione con un piano vicino ad a che non passi per 0 , è 
uguale precisamente al numero delle intersezioni di L  con a 
die cadono in 0 , ossia alla molteplicità di L in 0 .

Lo studio del comportamento delle polari in ordine alle 
singolarità di una superficie / ,  conduce a riconoscere quale 
sia l’abbassamento della classe di /  che queste producono.

Trattiamo prima il caso dei punti multipli isolati, limi­
tandoci alle singolarità più semplici. Pongasi dunque che la 
mj>evùcief(xlx2x3x4) =  0 abbia un punto r-plo isolato, 0 , (r >  1). 
Allora la stella di centro 0 si stacca un certo numero, A, di 
volte dell’inviluppo F{ui%<,2u.òuJ =  0 dei piani tangenti a d / ,  
dove F  venga determinato col procedimento di eliminazione 
che conduce in generale da una superficie d’ordine n a una JF, 
il cui grado n(n — l )2 è la classe di / :  il numero A costituisce 
l’abbassamento della classe di /  dovuto alla singolarità 0 .

Per valutare A si osservi che le superficie polari passano 
per 0 con la molteplicità r — l e  quindi nel punto 0 vengono 
assorbite in generale r (r— l )2 intersezioni di due polari con /, 
dunque: V abbassamento della classe di una; superficie / ,  dovuto 
ad un punto r-plo isolato, vale

A — r(r — l )2 ;

si ha esattamente per A questo valore e non un valore supe­
riore quando il cono osculatore nel punto r-plo non abbia genera­
trici doppie. Infatti, se vi è una retta o che appartenga insieme 
al cono osculatore ad /  in 0 , e ai coni osculatori delle sue 
polari, questa o conta due volte fra le r  tangenti in 0  ad 
una sezione piana di / ,  passante per o, e quindi risulta gene­
ratrice doppia del cono osculatore in 0.

Per r =  2 abbiamo che un punto doppio conico abbassa 
di 2 la classe di una superficie; ma per un punto biplanare, 0 , 
V abbassamento diviene almeno 3; esattamente vale 3 quando 
non vi sono punti doppi infinitamente vicini ad 0. Infatti si 
consideri la retta o comune ai due piani osculatori in 0 ; per 
l’ ipotesi fatta o ha un contatto tripunto e non quadripunto 
con la superficie / ,  costituendo una tangente cuspidale ordì-



CAPITOLO IV r><)9

paria per la sezione di /  con un piano per o; segue che in 
questo piano la polare di un punto qualunque tocca o in 0 
e quindi tutte le superfìcie polari di /  toccano ugualmente o, 
sicché due di esse hanno con /  almeno 3 intersezioni assor­
bite in 0 ; ma si verifica analiticamente che il numero delle 
intersezioni assorbite è proprio 3, facendo vedere che le 
curve segate dalle polari hanno piano osculatore variabile 
per o.

Anche la nostra consueta trasformazione quadratica per­
mette di mostrare che il punto biplan are ordinario 0  (non 
avente punti doppi infinitamente vicini) abbassa di 3 la classe 
di / .  Invero la /  (d’ordine n) si trasforma in una superficie/' 
(d’ordine 2w— 2 passante n — 2 volte per la conica fonda- 
mentale riducibile K') che contiene nel piano fondamentale to' 
due rette semplici, incrociantisi in un punto semplice On 
trasformato del punto infinitamente vicino ad 0  sopra o; 
queste rette corrispondono ai due inforni di prim’ordine di 0 
sui due piani osculatori. Ora si vede che la polare di un 
punto della K' sega il piano to' secondo una conica passante 
per Oi? la cui tangente in 0 L è variabile; ritornando a d / s i  
deduce che la polare di un punto generico passa semplice- 
mente per 0 , tocca e, e dà luogo ad una sezione con piano 
osculatore variabile.

Il metodo qui adoperato permette anche di riconoscere 
l’ abbassamento della classe dovuto a un punto biplanare 
straordinario, cioè ad un punto biplanare, 0 , che sia seguito 
da altri punti doppi infinitamente vicini.

Se vicino al punto biplanare 0  vi è un punto doppio, 0 n 
la trasformazione quadratica applicata ad 0  conduce ad una 
superficie f  che contiene due rette semplici incrociantisi in 
un punto doppio (trasformato di) 0 A; ora se vicino ad 0 L vi 
è un altro punto doppio, 0 2, questo sfarà fuori del piano delle 
due rette nominate e perciò il punto 0 i di f  diverrà bipla­
nare, ma non mai uniplanare. Così seguitando si conclude 
che: qualora la singolarità di un punto Inpianare isolato sia 
composta di più punti doppi infinitamente vicini, questi si 
succedono sopra un ramo lineare; il loro numero è finito 
giacché tali punti sono comuni a tutte le curve sezioni di /  
con le polari fuori della curva doppia; l’ ultimo punto 
doppio 0S, successivo ad un punto biplanare 0  di specie s, può 
essere conico o biplanare (sopra la superficie trasformata su

F. ENRIQUES - II. 39
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cui diviene proprio); nel primo caso la singolarità si dice di 
.tipo pari e nel secondo di tipo dispari.

Ora è chiaro che la curva Z, intersezione di due polari cp, 
passerà semplicemente per i punti doppi 0, On ....Os, e passerà 
ancora per un punto semplice di /  successivo ad 0S quando 0S 
sia biplan are: il che si verifica induttivamente con la trasfor­
mazione quadratica. Pertanto si conclude: V abbassamento della 
classe dovuto a un plinto Ripianare isolato 0 di specie s vale 
2$ 2 oppure 2$ -t- 3 secondochè il punto biplanare è di tipo
pari o di tipo dispari (l).

Vogliamo aggiungere che, dato un punto biplanare di 
specie s >  0, si può riconoscere se esso sia di tipo pari o 
dispari anche in modo diretto, senza far uso di trasformazioni 
quadratiche: si tratta di esprimere la riducibilità o irriduci­
bilità dell’intorno del punto 0S. Sia per es. un punto bipla­
nare 0  di specie 5 =  1, e pongasi 0  nell’origine delle coor­
dinate ed 0 i nella direzione dell’asse si potrà scrivere;

/  —  f i  + / s  " P / 4  ■+“ ••••> 

f i  =  * ( *  -+- XV h

f s =  «so®3 +  «ai x ì y  -+- «i2 ao3y 3 +

+  * ( & * 0 * *  ^11 XV +  f )  +  ^ * ( C1 0 ®  +  C0 l 2 / ) * —

/ l = ^ 4+ .....

Ora le parabole per 0 0 A vengono rappresentate, da

\ x — lw%
( y =  oi.s2;

se una di queste parabole deve osculare la superficie f , cioè 
avere con essa un contatto quintipunto, si deve annullare 
in /(7c£2, aa2, 0 ) il coefficiente di z*:

Xfca H- 7c2 ~h 7c —t— d ~  0 • -

Tale equazione di secondo grado in h e a rappresenta l’ in­
torno del punto 0 L sopra / ;  questo sarà riducibile (piando si

( l) Rohn. Math. Annalen. Bel. 22, pag. 128, (1883). Cfr. Segre, 1. c. n.° 24.



annulli il discriminante:

c a p i t o l o  i v <>11:

2 X Ci0
X 0 C0L

«0! 2 d

Passiamo a riconoscere l’abbassamento della classe pro­
dotto sopra una superficie f  da un punto isolato uniplanare: 
indicheremo sempre questo punto con 0 , e con t il relativo 
piano tangente.

Per un punto uniplanare ordinario una sezione piana 
generica possiede una cuspide ordinaria e le sezioni per una 
delle tre tangenti singolari posseggono un tacnodo; quindi 
le curve polari di una sezione piana toccano la tangente 
in 0  : segue che le superficie polari toccano t in 0 e però le 
loro sezioni con /  hanno in 0  un punto triplo, e — come 
si vede facilmente — con tangenti fisse nelle direzioni sin­
golari; quindi, segando una di queste curve con un’ altra 
polare: un plinto uniplanare ordinario abbassa la classe di f  
di 0 unità.

L’abbassamento della classe dovuto ad 0  può crescere 
se le sezioni delle polari tangenti ad una direzione singo­
lare t vengono ad oscularsi. Ma allora il punto 0 n successivo 
ad 0  su t, è un punto doppio biplanare; quindi si può vedere 
che nella t si uniscono due fra le tre tangenti singolari per 0 . 
Infatti si ponga 0 nell’origine delle coordinate, e si assuma 
la t come asse 0 e il piano t come piano æ =  0 ; la condi­
zione che 0 L sia biplanare viene espressa, come abbiamo 
veduto sopra nello studio dei punti biplanari di specie 1 e 
di tipo pari, annullando il discriminante di un’equazione di 
2° grado in due variabili, che — posto nella formula ivi incon­
trata a — 0 — si riduce a

- 2 c ol2 =  0;

ma già nel paragrafo precedente (a pag. 598) abbiamo veduto 
che questa condizione porta la coincidenza di due tangenti 
singolari per 0. Dunque:

Se un punto uniplanare isolato 0 abbassa la classe di 
7 unità, anziché di 6, due fra  i punti dopili vicini ad 0 coin­
cidono ; questa condizione equivale all! altra che tino dei punti
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suddetti sia Mplanare. Aggiungasi die l’ abbassamento della 
classe dovuto ad 0 diviene 8 quando coincidono tutti e tre i 
punti doppi vicini ad 0 , cioè coincidono le tre tangenti sin­
golari, senza diventare indeterminate; in questo caso si prova 
infatti che le sezioni delle polari col piano ~ posseggono una 
cuspide con tangente lissa.

Finalmente supponiamo che le tangenti singolari in 0  
diventino indeterminate: 0  è allora un tacnodo. Le superficie 
polari toccano il piano tangente ? e segano /  secondo linee 
aventi in Orni punto quadruplo; le tangenti a queste linee sono 
le quattro direzioni singolari del tacnodo (tali che le sezioni 
piane per esse posseggono cuspidi di 2a specie), quindi sono 
fìsse; si deduce che: un tacnodo isolato ordinario abbassa la 
classe di f  di Ì2 unità. Non procederemo oltre ad esaminare 
ulteriori particolarizzazioni del punto 0 (cfr. B r i l l , 1. e.).

Proponiamoci ora di calcolare la classe di una super­
fìcie / ,  che possegga una curva doppia, C : occorre cercare 
quante sono le intersezioni, fuori di (7, della /c o n  due polari 
generiche, e ?2. Vediamo come si determini questo numero, 
e quindi P abbassamento della classe di una superficie che 
acquisti una curva doppia (7; poi riconosceremo in questo 
due parti corrispondenti all’ abbassamento della classe pro­
priamente dovuti a (7 e all’abbassamento dovuto ai punti 
cuspidali di C.

Ordunque sia n l’ordine della superficie / ,  m l’ordine 
di (7, che supporremo priva di singolarità, d il numero dei 
suoi punti doppi apparenti. Le cp1 e cp2 hanno, oltre (7, una 
intersezione E  d’ordine (n — 1)~ — m; e la K  si appoggia a C 
in un certo numero x di punti che si lascia facilmente 
determinare.

Infatti conoscendo l’equivalenza della curva C in ordine 
a tre superficie d’ordine n — 1 che passino semplicemente 
per essa (cfr. pag. 312), ne deduciamo il numero x; si avrà 
(badando alla differenza fra le notazioni attuali a quelle del 
loco citato):

m(ii — 1) -j— x =  in ) 3(n — 1) — in — 1 j -f- 2d,
da cui

x =  2m(n — 1) — m(m 4- 1) +  2d,

Orâ  fra gli-a? punti comuni a K  e a (7, alcuni cadono nei
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punti di contatto della curva C coi piani tangenti ad essa 
condotti per la retta o che congiunge i poli Oi 02 di cpL e cp2, 
altri cadono nei punti cuspidali di <7. Invero se P  è un punto 
comune a C e K, le superficie cpA e cp2 riescono tangenti in P; 
ma il piano tangente a in P è il piano polare di 0 1 rispetto 
ai due piani a e p tangenti alle due falde di /  in P  stesso, 
sicché in P  si deve avere lo stesso piano polare di Òi e 02 
rispetto alla coppiaa^; da ciò segue appunto che il.piano P 0 {0 2 
passa per la retta comune ad a e p, riuscendo tangente a (7, 
oppure che a e p coincidono.

Oosì su C troveremo m(m— 1) — 2d punti (CK) della 
prima specie, e quindi

i =  x — [m(m — 1) — 2(ZJ =  2m(n — m — 1) -J- 4d

punti (CK) che cadono nei punti cuspidali.
Esaminando più da vicino le due specie di punti comuni 

a C e K  appare evidente che nei primi la K  non riesce tan­
gente ad / ,  mentre in un punto cuspidale (tutte le cp toc­
cando / )  K  riesce tangente alla / .  Si può anche riconoscere 
più precisamente che la Z, passante per un punto cuspidale P  
con un ramo lineare, ha ivi 3 intersezioni riunite con la / ,  
e non in generale di più. A tal uopo basta mostrare che la 
tangente a K  in P  è distinta dalla tangente singolare p =  P P A 
e dalla tangente t a C in P, giacche allora basterà confron­
tare la curva K  con la sezione d i/sop ra  un cilindro condotto 
per Z, la quale sezione presenta una cuspide. Per trovare 
la tangente a Z in P , prendiamo il polo 0 { nel punto d’inter­
sezione di o col piano tangente a d /in  P; si verifica (cfr. L. 3°, 
§ 4, pag. 23) che la polare cp.L ha in P  un punto doppio, e 
sega n secondo una curva ( ĉpj le cui tangenti sono fornite 
dalla coppia polare di POl rispetto alla terna t2]) formata dalle 
tangenti alla sezione di f  con tc: essendo <p2 tangente a ~, si 
deduce che la tangente a K  coincide con la tangente a (^çA) 
diversa da t. (Soltanto nel caso p — t le due tangenti a (n;^) 
coincidono in Z; per questa particolarizzazione del punto 
cuspidale accade veramente che K  osculi / ) .

Ciò posto le intersezioni di cp1 e <p, con / ,  fuori di (7, 
saranno

n  ) ( n  — l)2 — m ( — 2œ — i .
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Di qui si conclude il teorema: ^
la classe di una superficie f  d’ordine n9 che possegga 

una curva nodale d’ ordine m priva di singolarità e dotata di d 
punti doppi apparenti9 vale in generale

n(n — l )2 — [J m(5n — 2 m — G) +  j +  i ] ; 

dove l’espressione
i — 2 m(n — m — 1 ) +  4 d

designa il numero dei punti cuspidali appartenenti alla curva 
doppia.

Il calcolo della classe della superfìcie / ,  dotata di curva 
doppia G, si può anche ottenere considerando la curva L n 
intersezione di /  con una polare cpx fuori della curva C19 e 
cercando quanti sono i punti comuni a L l e a cp2, ancora fuori 
della C stessa.

L’ordine della L l vale

n ( n  —  1) —  2 m ,

e il numero dei punti di appoggio (LlC) si calcola in base 
alle fonnule di equivalenza generalizzate, che danno le inter­
sezioni — fuori di C — di tre superficie passanti per G di 
cui una contenga la G doppiamente. La generalizzazione che 
qui occorre si ottiene fingendo che /  degeneri in due parti 
/ '  e f"  passanti semplicemente per C : così l’equivalenza di C 
rispetto ad / ,  cpA e cp2 è uguale alla somma delle equivalenze 
di G rispetto alle terne di superficie

f ,  9l, <p»; <plt

In tal modo si trova che il uamero dei punti comuni a C 
e I ,  è

y =  m(3n — 2m — 4)4-4rZ.

Ora i punti comuni a I ,  e C si dividono in due gruppi :
1) gli

m ( n  —  2)

punti comuni a C e  alla seconda polare del polo 0 L di 
(cioè punti P  per cui la retta Ol P  ha un contatto tripunto
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con /) ,  nei quali non vi è contatto fra L i e la polare gene­
rica cp., ;

2) gli
i =  y — m{n — 2)

punti cuspidali di /  sulla curva doppia G.
Se P  è uno di questi punti, accade che la Ll passi sempre 

lier il punto doppio P 4, vicino a P  nella direzione singolare 
(il quale è doppio per / ) ;  vi è quindi contatto fra <p2 e L±. 
Di qui si trae che la classe di /  vale in generale

(n — 1) ) n(n — 1) — 2 m [ — y — i =
=  n(ìi — l ) 2 — f j m(5n — 2m —  6) - f  4d ( +  i]

come si è veduto innanzi, e si ritrova pure per il numero 
dei punti cuspidali il valore

i =  2 m(n — m — 1) +  4d.

Come verifica si può applicare la formula che dà il numero 
dei punti cuspidali, al caso di una superficie d’ordine n dotata 
di retta doppia; allora risulterà

m =  1 , d — 0 ; i — 2(n — 2 ),

d’accordo col resultato stabilito nel § 34.
Nota. Le formule precedenti si estendono al caso di una 

superficie / ,  proiezione da punti generici di una superficie 
iperspaziale priva di singolarità, in cui la curva doppia G 
possegga t punti tripli che siano tripli anche per la superficie / ;  
lasciando al lettore di ripetere il procedimento con le modifi­
cazioni che esso comporta, ci limitiamo a scrivere qui la for­
mula che dà la classe di / :

n(n — l )2 — [Î m(5n — 2m — 6) H- 4d -1- (-+-<],

dove i vale ora:
i =  2m(n — m — 1) -f- 4d +  6 t .

Abbiamo valutato l’abbassamento della classe di una 
superficie /  d’ordine n dotata di curva doppia G d’ordine m
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con d punti (loppi apparenti; nel caso più semplice in cui 
la C non abbia singolarità, codesto abbassamento è dato in 
totale da

A =  ) m(5n — 2m — 6) A- 4 d

Ora questa formula mette in evidenza due parti di

JL =  c -f- ì ;

la prima parte, 0, è 1’ equivalenza della curva G rispetto a 
tre superfìcie d’ordine ?i, n — 1, n — 1, di cui una passi dop­
piamente e le altre semplicemente per <7; la seconda parte 
è dovuta alla circostanza clie le polari hanno un rapporto 
particolare con / ,  per cui accade che alcune fra le interse­
zioni delle tre superficie vengano infinitamente vicine alla 
curva C, in punti di contatto di esse, e precisamente negli i 
punti cuspidali (contatti di K  con / ,  o di L l con cp2).

Potremo definire e come abbassamento della classe della 
superficie propriamente relativo alla curva doppia <7, ed i 
come abbassamento relativo ai punti cuspidali : qui si finge 
di separare due elementi da cui risulta l’abbassamento della 
classe di / ,  come se fosse lecito aggiungere alla curva doppia 
un punto cuspidale, mentre in realtà il numero di questi punti 
dipende, come abbi am visto, dai caratteri della curva (sup­
posta nodale). Pertanto la nostra convenzione risulta con­
forme al principio di continuità ove si tratti — come abbiamo 
fatto — il problema dell’abbassamento della classe d i/co m e  
un particolare problema di equivalenza.

Soltanto nel caso particolare in cui una nuova singo­
larità venga a sovrapporsi alla singolarità della curva G in 
un punto, P, di questa (sia che si tratti di un punto iper- 
multiplo o di un tacnodo, eoe.), l’abbassamento della classe 
relativo ai punto P  si aggiunge in parte all’abbassamento 
totale dovuto alla curva (7, mentre una parte di questo si 
riferisce sempre ad un certo numero di punti cuspidali che 
vengono assorbiti in P. In ogni caso giova rilevare esplici­
tamente che « puliti singolari della superfìcie f  appartenenti 
semplicemente alla curva doppia e abbassanti la classe di / ,  
abbassano anche la classe delle sezioni piane » (i due abbas­
samenti sono in generale diversi).
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ISfota critica. Invece che in rapporto alle formule di equi­
valenza, si possono distinguere diverse parti nell’abbassa­
mento della classe di una superficie / c, dotata di una curva 
doppia (7, anche da un altro punto di vista, che si basa ugual­
mente sulla continuità, cioè quando si riguardi la f c come 
limite di una superficie generale d’ordine n

j \ n ix%xzx4) =  Q,

la cui equazione tangenziale viene a svanire identicamente.
Ordunque scriviamo l’equazione tangenziale della/ ,  otte­

nuta eliminando le xf e il fattore di proporzionalità o fra le

?ui =  3x^ ’ ^ =  ^  ’

questa sarà un’equazione omogenea

F(ulu2u3uA) =  0
di grado n(n — 1 )2.

Ma se la /  acquista una curva doppia (7, tutte le sezioni 
piane di /  posseggono dei punti doppi, e possono quindi rite­
nersi impropriamente come tangenti, perciò F  risulta iden­
ticamente nulla: ciò è d’accordo col fatto algebrico che jF= 0  
esprime la compatibilità delle

j  =  o, ptit =  ̂ L,

venendo queste soddisfatte per il valore p =  0 del fattore di 
proporzionalità.

Ma importa investigare più profondamente come avvenga 
lo svanimento di F  C1).

Anzitutto osserviamo che un’equazione contenente para­
metri arbitrari può svanire in modi radicalmente diversi:

1) L’equazione della retta

ax -l- ay -\- a2 =  0 ,

svanisce per a =  0, ma tuttavia — divisa por a — si ri dùce

6) Cfr. C i i i s i n i  « Keuilic. Accad. Lincei » 20 maggio 1917.



LIBRO QUARTO<)IN

alla forma limite determinata

x +  y =  0 ; 

analogamente si dica per l’equazione

ax -J- aby -f- ac =  0 ,

che tende alla forma limite œ — 0 in qualunque modo ven­
gano a d  annullarsi i parametri a, b, c*

‘J) Invece l’equazione della retta

ax-hby =  0 ,

svanisce essenzialmente quando a e b tendono a zero in modo 
indipendente, perchè la retta non tende a una posizione 
limite determinata.

3) Ora l’equazione della conica

— ex q- ax2 -1-  (a b)xy bif =  ex -f- (x +  y)(ax -|- by) =  0 ,

svanisce per a =  0, b =  0, e =  0, dando luogo, in qualche 
modo, a un caso misto dei due precedenti: al limite la conica 
si riduce indeterminata, risultando tuttavia di una retta 
determinata e di una retta indeterminata. Possiamo caratte­
rizzare questo caso dicendo che c’è uno svanimento essenziale 
parziale della conica^; diremo anche che lo svanimento di  ̂
proviene da un fattore identicamente nullo della equazione 
limite (ax +  Zu/), tolto il quale rimane un’equazione deter­
minata (x -h y  =  0).

Al lume dei concetti sopra spiegati è facile vedere che 
quando una superficie / c, dotata di curva doppia <7, venga 
considerata come limite di tutte le possibili /  dello stesso 
ordine, si ha uno svanimento essenziale parziale della relativa 
equazione tangenziale JPe =  0*

In primo luogo si riconosce che un piano qualunque a 
fa parte dell’ inviluppo limite jFc =  0, perchè si può ritenere f Q 
come limite per X =  0 di

fe ■+■ \ f — 0?

dove /  sia tangente ad a in un punto di C ; con ciò si pone
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in evidenza l’ indeterminazione del

lim F  =  Fc.

Ma d’altra parte si vede che in Fc compare certo un fattore 
determinato, che uguagliato a zero rappresenta una super­
ficie inviluppo di cui fa parte l’ insieme dei piani propria­
mente tangenti ad / ;  giacché, in qualunque modo f  tenda 
a f c (in dipendenza di un parametro), un piano propria­
mente tangente a f c appare come limite di un piano tan­
gente ad / .

Ora riconosceremo che « tolto il fattore identicamente 
nullo, l’equazione determinata a cui si riduce Fe =  0, rap­
presenta — oltre l’ inviluppo dei piani propriamente tan­
genti a d /e — l’inviluppo dei piani tangenti alla curva C con­
tato due volte, ed inoltre un certo numero di stelle coi 
centri in punti singolari della curva C ».

Per dimostrare il teorema conviene osservare che il cono 
circoscritto ad f  da un punto 0 dello spazio (inviluppato dai 
piani tangenti ad /  per 0 ), degenera nel nostro passaggio al 
limite riducendosi al cono circoscritto ad f Q e al cono 0(0) 
contato due volte, sicché il suo inviluppo risulta indeter­
minato. Per mezzo di questa considerazione il nostro pro­
blema si riconduce a quello delle forme limiti dell’ inviluppo 
di una curva variabile la quale degeneri come luogo venendo 
a contenere una parte contata due volte: vedemmo già nel 
caso delle coniche (L. 3°, § 40, pag. 280) che questo inviluppo 
risulta indeterminato, tinche non si fissi un modo di passare 
al limite in dipendenza di un parametro.

Consideriamo ora in generale la degenerazione di una 
curva piana d’ordine a, le(ayy) =  0, che — in dipendenza da un 
certo numero di parametri — si riduca ad una curva d’ordine n 
contata due volte, c*(xy) =  0 : accade in tal caso che l’ invi­
luppo di le venga a contenere come parte fissa l’inviluppo 
di a contato due volte (/); la rimanente parte consta di 2n2

(1) S i ta c c ia  variare le entro  il  fa sc io

le =  C' —f— A 11,

e si considerino le tangenti per il punto all’infinito dell’asse ?/, di cui
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fasci i cui centri (punti di diramazione della curva; doppia cp) 
sono punti di c dipendenti dal modo con cui ci si avvicina 
alla curva limite. (Se o ha un punto doppio il fascio 
relativo figura quattro volte nella parte fissa dell’ inviluppo 
limite).

Più in generale se una curva le — 0 d’ordine 2w-4-w?, 
dipendente da un certo numero di parametri, tende a una 
forma limite c>2Z =  0, che contiene una componente d’ordine n 
contata due volte, l’ inviluppo di / si riduce all’ inviluppo di /, 
pili l’inviluppo di c contato due volte, più i fasci che han 
per centri i punti comuni a c  e  1 contati ciascun tre volte, 
più infine n(2n-{-m) fasci, i cui centri cadono in punti della

i punti di contatto sono dati dalle intersezioni di le con la sua polare:

ca'H-U =  0, +dy ??/

appare che, per À =  0, 2n{n — 1) fra i detti punti tendono alle intersezioni

di c =  0 e della polare — =  0, c. d. d.
dy

Le rimanenti 2n- intersezioni di le con la sua polare vanno a cadere 
nei punti comuni a c e li. Si mandi per uno di questi punti, P, la parallela 
all’asse y :  su questa le curve del fascio e1 -e- Xh segano una g^n c*ie l‘a 
P  come punto fisso: si deduce che P  è punto dopino non solo per il gruppo 
segato dalla curva À =  0 ma anche per quello segato dalla curva infinita­
mente vicina (Cfr. L. 2°, § 5, Vol. I, pagg. 179-80). Variando li variano di 
conseguenza su c i nominati punti P, e quindi i relativi fasci che entrano 
nell’inviluppo limite di le.

Le cose dette ricevono una illustrazione dal punto di vista topologico, 
quando si consideri la superficie rieinanniana di le, la quale — passando 
al limite per A =  0 — si riduce ad una superficie doppia costituita dalle 
due riemanniane di c sovrapposte che vengono collegate attraverso i punti 
di diramazione corrispondenti agli anzidetti 2n'2 punti P  (punti di dirama­
zione della funzione algebrica che corrisponde alla curva infinitamente 
vicina a c -=  0). Basta invero riferirsi alla costruzione di Riemann di 
superficie costituite di fogli sovrapposti (cfr. L. 2°, § 34), ricordando che 
i punti di diramazione ove si saldano i fogli corrispondono alle tracce 
delle tangenti alla curva parallele all’asse y.

Qui appare die la curva d o p p ia  coi 2n1 p u n t i  d i  d ira m a zio n e  P, cioè 
la c'2 =  0 concepita come limite nel fascio c'3-4-A7*=0, dà luogo a una 
riemanniana i r r id u c i le , finché i nominati 2n2 punti comuni c e li non ven­
gano a coincidere a coppie, in guisa che un giro intorno ai due punti di 
diramazione, divenuti infinitamente*- vicini, non dia più luogo a passaggio 
da un foglio all’altro. Così la nostra, curva doppia c2 non può ritenersi 
in generale come limite di una curva cl per l =  c.
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curva. c dipendenti dal modo con cui ci si avvicina alla curva 
limite (i).

Andiamo ad applicare queste considerazioni al problema 
che concerne la degenerazione dell’ inviluppo della superficie/ 
che acquisti una curva doppia C. Qui la curva li, proiezione 
piana del contorno apparente di / ,  fatta dal vertice 0  del 
cono circoscritto, si riduce ad una curva c2/, costituita dalla 
proiezione della curva doppia C e da quella della L  sezione 
di f c con la polare di 0, fuori della curva doppia. Tuttavia 
la curva variabile li non è una curva generale del proprio 
ordine, possedendo un certo numero di nodi e di cuspidi 
(efr. L. 3°, § 19), e — per questo motivo — si vede che essa 
varia in un sistema continuo non lineare, sia in rapporto 
alla variazione di / ,  sia in rapporto alla possibile variazione 
di 0. Ma la definizione della forma limite avviene come se 
la li variasse in un sistema lineare, perchè due curve infini­
tamente vicine definiscono sempre un fascio {tangente alla 
serie continua cui appartiene la curva variabile); soltanto i 
nodi e le cuspidi di li potranno dar luogo a punti limiti di c, 
centri di fasci che non debbano più figurare nell’inviluppo 
limite. In ogni caso questo inviluppo limite conterrà sempre 
l’ inviluppo di o contato due volte, e del resto un certo numero 
di fasci di rette; alcuni dei quali saranno variabili in rapporto 
alla via secondo cui ci si avvicina alla curva limite (costi­
tuendo così la parte dell’inviluppo che svanisce in modo 
essenziale), ed altri potranno esser fissi, entrando nel fattore 
determinato dell’ in viluppo medesimo.

Dalle cose dette, ritornando alla superfìcie, emerge che

(9 Si ripete qui il ragionamento della nota precedente: l’inviluppo 
della c2l — 0 ritenuto come limite di c - l - \ - X h ~  0, per X =  0, viene a con­
tenere gli inviluppi delle due curve c e l a i  fasci die hanno per centro 
i punti comuni a c e h. Inoltre si prova che all’inviluppo limite appar­
tiene anche il fascio che ha per centro un punto Q comune a c e l e, in 
generale, con la molteplicità 3 ; e basterà verificarlo nel caso del fascio 
di cubiche x2(x y) -+- À (/ — cp3(.r)) =  0, dove si considerino le tangenti 
parallele all’asse y. Con ciò, sommando le varie parti secondo le relative 
molteplicità, si ritrova la classe (2a -+-m)(2in -m  — 1) dell’inviluppo d i / . ,  

Aggiungeremo che la c2l = 0 concepita come limite nel fascio cH-\-Xh =  0, 
definisco sopra cp una cu rva  d o p p ia  con 2n(n -+- m) p u n t i  d i  d ir a m a z io n e ; 
fra questi figurano, accanto alle intersezioni di c e 7e, anche i punti comuni 
a c e Z, d’accordo con la circostanza clic il relativo fascio figura un numero 
dispari di volte (tre volte) nell’inviluppo limite.



LIBRO QUARTO

« quando la superficie f  viene ad acquistare una curva 
doppia C, V inviluppo di f  dà luogo ad una degenerazioni< 
essenziale parziale; il fattore determinato risulta costituito 
dall’ inviluppo proprio, cioè dall’ insieme dei piani propria­
mente tangenti ad / e, e dall’ inviluppo dei piani tangenti a C 
contato due volte, inoltre anche da un certo numero di stelle 
coi centri su C ».

Ora conviene riconoscere che i centri delle stelle fisse 
figuranti nell9 inviluppo limite di f c sono punti abbassanti la 
classe della superficie in ordine afie formule di equivalenza, 
cioè punti cuspidali in cui si ha contatto della superficie f  
con le sue polari, diguisachè la curva K  — sezione di due 
polari — tocca / ,  e così la i  — sezione di una polare 
con f  — tocca un’altra polare.

Per dimostrare l’asserto occorre verificare che « avvici­
nandosi convenientemente con una f  al limite / c, si può sup­
porre-che un qualunque punto biplanare, P , di (7, non sia 
limite di punti comuni ad f  e a due sue polari cp± e cp2 ».

Posto P  in un punto a distanza finita, facciamo variare 
la superficie f  nel fascio

fcixys) -I- X — 0 ,

022

e consideriamo come polari cp, e cp2 le polari dei punti all’ in­
finito degli assi x e y: al variare di À queste polari non 
variano restando sempre

3/
=  t e ’ *

dA
dy ’

sicché i punti comuni a / ,  cpn <p2 sono le intersezioni di /  
con G più quelle di /  con K. Ora i punti comuni a /' e C 
sono, per qualunque X,  i punti comuni a O  e al piano all’ infi­
nito, sicché se P  è un punto biplanare per cui non passa 
la K  esso non può essere limite di una intersezione d i/ ,  cp,, -p.,.

Per collegare più intimamente il problema dell’abbassa­
mento della classe della superficie f c al problema generale 
dell’equivalenza di una curva 0, rispetto a tre superficie qua­
lunque f 0, %, <|>c, passanti per essa (in modo semplice o 
multiplo), basterà osservare che anche quest’ultimo problema 
si può trattare come caso limite delle intersezioni di tre 
superficie, / ,  cp, /  aventi a comune un numero finito di punti.
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Quando le tre superficie vengono a passare per Gì alcune 
di quelle intersezioni cadono su (7, e, generalmente, in punti 
della curva che sono suscettibili di variare secondo la via del 
passaggio al limite: solamente nel caso che / c, cpc, rbc si toc­
chino in un punto P  di (7, questo punto figurerà come punto 
limite fisso delle intersezioni (/, 9, <}>), e in generale come 
limite di due intersezioni, delle quali una si può supporre 
avvicinarsi a P  sopra (7, ed una fuori di (7. Però nel caso 
che 9 e  ̂ siano le due polari cpL e di / ,  P  riesce limite di 
tre intersezioni, e così la stella che ha per centro un punto 
cuspidale P  viene a figurare tre volte nel fattore determinato 
dell’ inviluppo limite di f c (i).

Da questo punto di vista si sarebbe tratti a definire 
come 3 l’abbassamento della classe relativo al punto P (dimi­
nuendo allora di due unità in confronto all’equivalenza quello 
che si considera relativo alla curva G). Ma crediamo più 
conveniente mantenere la prima definizione che implica sostan­
zialmente un’applicazione più larga del'principio di conti­
nuità: secondo la quale l’abbassamento della classe relativo 
a un punto cuspidale vale 1.

38. Complementi: punti cuspidali particolari, singolarità 
duali di punti multipli isolati. — Abbiamo veduto che un 
limito cuspidale di second’ordine, appartenente alla curva 
nodale G di una superficie / ,  abbassa in generale di un’unità 
la classe di / ;  un abbassamento ulteriore potrà aversi sol­
tanto per punti cuspidali particolari che qui ci proponiamo 
di analizzare.

Diciamo ordinario un punto cuspidale d’ ordine 2 di una 
curva multipla, quando la tangente singolare in esso, rima­
nendo determinata, è diversa dalla tangente alla curva doppia. 
Allora l’analisi fatta nel precedente paragrafo, intersecando 
la curva K , intersezione di due polari cpi e con la / ,  prova 
che: l’ abbassamento della classe relativo a un punto cuspidale 
ordinario del second’ ordine vale esattamente 1.

(l) Perciò, riattaccandoci alla precedente nota di pag. 621 basterà 
osservare che a un punto cuspidale P  risponde un punto di c2l comune 
a c e /, il quale è centro di un fascio che figura 3 volte nell’inviluppo 
limite di cH\ occorre soltanto notare die codesto punto non è limite di 
un ponto doppio o di una cuspide della curva variabile h, proiezione del 
contorno apparente.
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In vista delle modificazioni inerenti a punti cuspidali 
straordinari, forniremo una nuova prova della proposizione 
precedente, considerando la curva L intersezione di f  con 
una polare 9, fuori di (7, ed esaminando le intersezioni di 
questa con un’altra polare.

Osserviamo dunque che la detta L  passa semplicemente 
per il punto cuspidale P, (altrimenti tutte le sezioni divente­
rebbero tacnodi) e passa pure per il punto doppio infinita­
mente vicino, P n appartenente alla tangente singolare. Non 
può accadere che le 9 abbiano a comune un punto successivo 
a P i sopra il ramo lineare della L , altrimenti si troverebbe 
che il punto P L (che può concepirsi come punto proprio sopra 
una trasformata d i/ )  è biplanare anziché conico; ma è facile 
riconoscere (cfr. pagg. 598-611) che in tal caso la 7>P1 dovrebbe 
contare per due tangenti singolari, sicché la tangente singo­
lare in P riuscirebbe indeterminata, diventando un tacnodo.

Ora si avranno particolarizzazioni del punto cuspidale P  
quando:

1) la tangente singolare viene a coincidere colla tan­
gente a C;

2) la tangente singolare diventa indeterminata, e 
quindi P diventa un tacnodo;
oppure

3) quando una terza falda di f  venga a coincidere 
con le prime due, cioè P diventi un punto cuspidale del 
terz’ ordine.

1) Volendo investigare più da vicino il primo caso, 
supporremo che la curva G sia una conica. Questa ipotesi 
apparentemente particolare ha un valore generale. Infatti la 
questione che stiamo trattando ha un carattere differenziale, 
per modo che è lecito sostituire alla curva data C una sua 
trasformata lier mezzo di una trasformazione puntuale, biu­
nivoca e regolare nell’intorno di P; con che una O qual­
siasi può ridursi ad una conica. Del resto chi non voglia far 
uso di siffatte considerazioni, potrà agevolmente estendere il 
procedimento che qui adoperiamo pel caso di una conica, 
introducendo — in luogo delle trasformazioni quadratiche — 
le trasformazioni monoidali.

Ordunque si abbia una superficie / ,  di un certo ordine n, 
possedente una conica r-pla a falde distinte, (7, e sia P  un 
punto cuspidale di questa. Opereremo su /  una trasforma-
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zione quadratica assumendo la C come conica fondamentale 
ed un punto fondamentale 0, fuori di <7, in un punto gene­
rico dello spazio. La /  si muta così in una superfìcie / '  d’or­
dine 2)i — 2r, avente un punto 0' di molteplicità n — 2r (ed 
anche una conica K' di molteplicità n — r). Alla conica, r-pla 0  
di /  corrisponde su / '  una curva semplice C  (da non con­
fondere colla conica fondamentale del secondo spazio) che è 
sezione di / '  col cono fondamentale 0' (fuori della, conica 
fondamentale) e quindi è una curva (d’ordine 2(n — r)) secante 
le generatrici del detto cono in r punti. Al punto P corri­
sponde una generatrice p del cono 0 ', tangente alla- curva 
ossia alla superfìcie /' , in un punto P'.

Ora per la C", P' sarà in generale un punto semplice, 
essendo.il piano tangente al cono quadrieo 0' diverso dal 
piano tangente ad /':  in questo caso P  è un punto cuspidale 
ordinario di / .  Infatti nella trasformazione, al piano per OP 
che contiene la direzione singolare in P, e quindi sega /  
secondo un tacnodo, corrisponde il piano per p tangente ad /', 
mentre il piano per p tangente al cono quadrieo 0' corri­
sponde al piano per OP tangente alla C : così la direzione 
singolare per P  e diversa dalla tangente a C.

Il punto cuspidale P, dato sopra la C di si particola-
rizza se la C' ha un punto doppio in P' (oppure se la retta p' ha 
con C\  cioè con /', un contatto tripunto). Allora il piano 
tangente ad f  in P', ove non sia indeterminato, coincide 
col piano tangente al cono quadrieo 0', quindi — ritornando 
ad f  — la direzione singolare in P va a coincidere con la 
tangente a C : è chiaro che in questo caso la singolarità di P 
per f  (punto cuspidale del 2° ordine doppio) si può far nascere 
da due punti cuspidali ordinari che vengono a coincidere, 
giacche il piano tangente al cono in P' contiene due gene­
ratrici tangenti a / ' .

Qui si può aggiungere che il passaggio al limite per cui 
due punti cuspidali ordinari vengono a confondersi in un 
punto cuspidale doppio, P, non abbassa ulteriormente la classe 
della superfìcie / ;  a tal uopo basta considerare i piani tan­
genti condotti per una retta o della stella 0 , a cui risponde 
nello spazio trasformato una retta o per il punto 0  : nel 
passaggio al limite non vi è alcun piano tangente a d /' per o 
che venga a contenere P', e quindi non vi è alcun piano 
tangente ad f  per o che venga a contenere P.

F. ENRIQUKS - TI. 40
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Concludiamo intanto che « un limito cuspidale del secoli- 
d’ordine per cui la tangente singolare venga a coincidere 
con la tangente alla curva doppia, è un punto cuspidale 
doppio, nascente dall’avvicinamento di due punti cuspidali 
ordinari, che abbassa in generale di 2 la classe della super­
ficie: l’abbassamento diventa 3 se un terzo limito cuspidale 
si avvicina al punto cuspidale doppio, cioè nel caso del punto 
cuspidale triplo, ecc. ».

Aggiungasi che in rapporto a un punto cuspidale doppio 
di f  deve ancora sussistere la proprietà che per i piani con­
tenenti la tangente singolare si abbassa il genere della curva 
sezione ; e segue da ciò che nell9 in torno di second9 ordine di P  
si ha una retta infinitesima doppia, sicché se si opera una 
trasformazione quadratica assumendo P  come punto fonda- 
mentale, la singolarità si muta in un tacnodo.

Un semplice esempio concreto di una linea nodale dotata 
di un punto cuspidale doppio, viene offerto dalla rigata cubica 
di Oa y l e y , che è il caso limite della rigata cubica definita da 
due direttrici rettilinee a, b e da una conica C che si appoggia 
ad una di queste (a), quando le due direttrice a e b sono 
infinitamente vicine C1).

Per una rigata cubica generale, / ,  accade che per ciascun 
punto della retta doppia a escono due generatrici, le quali 
coincidono per i due punti cuspidali determinati dai due 
piani per b tangenti a 0; quando b diventa infinitamente 
vicina ad a, i detti piani coincidono dando origine a un punto 
cuspidale doppio nel punto comune a C e a. (Questa dedu­
zione è d’accordo con la circostanza che l’involuzione delle 
coppie di generatrici di f  uscenti dai punti di a degenera, 
figurando nella serie delle generatrici la stessa direttrice a).

Il modello della rigata di Oa y l e y  confrontato a quello 
della rigata cubica generale, pone in evidenza la differenza 
fra i punti cuspidali semplici e il punto cuspidale doppio 
secondo la visione reale : per la rigata generale i punti cuspi­
dali sono estremi di un segmento (finito o infinito) che costi­
tuisce una effettiva linea nodale della superfìcie, mentre il 
segmento complementare appartiene alla superficie come una 
linea di punti isolati; invece per la rigata di Oa y l e y  tutta 
la retta a costituisce una linea nodale.

(q Cfr. per es. E n r i q u e s  « G. Descrittiva ». Parte IT, § 58.
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2) Il caso in cui il punto cuspidale di second’ordine 
si particolarizza diventando indeterminata la tangente singo­
lare, dà luogo al tacnodo, il (piale costituisce altresì una par- 
tieolarizzazione del punto cuspidale doppio; la trasformata/ '  
presenta in questo caso un punto doppio in P' che è natu­
ralmente doppio per la C\

L’abbassamento della classe di /  dovuto a un tacnodo 
appartenente alla curva nodale C, si può valutare diretta- 
mente come segue. Avuto riguardo all’abbassamento della 
classe delle sezioni piane, P  risulta doppio per le curve L , 
intersezioni di /  con una polare y fuori di C ; inoltre le L  toc­
cano le due direzioni singolari del tacnodo (cfr. § 36) e passano 
per i successivi punti doppi di /  relativi a queste; ciò si vede 
subito per una L il cui polo appartenga, al piano dei tre 
punti doppi successivi, e — segando questa L  con una q? gene­
rica (la quale contiene tutti i punti doppi infinitamente vicini 
di / )  si trovano per una qualunque L le intersezioni (cpL) 
infinitamente vicine a P. Ciò permette di concludere che il 
numero di queste intersezioni, assorbite in P, vale

2 -1-2 -1-2 =  6 ,

e — detraendo le due intersezioni che cadono proprio in P — 
avremo: V ablmssamento della classe di f  relativo a un tacnodo 
appartai ente alla curva doppia è in generale 4.

Che in realtà il detto tacnodo P abbassi la classe di /  
di 4 e non di più unità (salvo parfcicobirizzazioni), risulta 
da ciò che nella genesi del tacnodo questo si vede nascere 
dall’avvicinamento alla curva doppia di un punto conico 
isolato, tenuto conto che questo avvicinamento porta che ivi 
confluiscano di conseguenza due punti cuspidali ordinari, ma 
non in generale punti di contatto di piani tangenti a d /c o n ­
dotti per una retta generica: tuttociò viene messo in luce 
dalla nostra trasformazione quadratica, analogamente a quel 
che si è veduto per il caso di un punto cuspidale doppio.

Riassumendo: se una superficie/, dotata di curva doppia (7, 
viene ad acquistare su questa un tacnodo, la sua classe dimi­
nuisce di due unità, perdendosi inoltre due punti cuspidali.

3) Passiamo ed esaminare il punto cuspidale del terzo 
ordine P, appartenente a una conica o curva tripla, C\ di / ;  
il quale corrisponde — nella nostra trasformazione quadra-
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fica — ad mia retta per 0' avente con f  un contatto tri­
punto in P'.

Questa genesi mostra che il punto P  risalta dall’avvici­
namento di due punti cuspidali ordinari del second’ordine 
di C', dove si saldano coppie di falde distinte (1, 2 e 2, 2>), 
dal clic emerge che V abbassamento della classe di f  domito a 
un punto cuspidale del tero’ ordine cale in generale 2.

Questa deduzione è in rapporto col comportamento delle L 
nel punto P, che qui rapidamente aceeniamo; il lettore verifi­
cherà le nostre affermazioni tenendo sempre presente la tra­
sformazione, e considerando in particolare la L relativa âl 
polo 0  (punto generico rispetto ad / )  la quale si muta nella 
curva IJ intersezione di f  con la polare di 0'.

Ordunque avremo che:
le L  posseggono in P  un limito doppio, e precisamente 

una cuspide;
la tangente cuspidale è la tangente singolare che con­

giunge P al punto doppio Pi , infinitamente vicino a P fuori. 
di C; il punto PlM satellite di P L che appartiene ad P, varia 
col polo 0, giacendo nel piano 0 P P n ma appartiene a tutte 
le polari y, poiché queste hanno in P un punto cuspidale 
dei second’ordine con lo stesso piano tangente di f .  Così 
appunto si trova che le intersezioni di una cp con P, vicine 
a P, sono 2 (Pi e Pn ).

Aggiungasi che il punto doppio ì\ . infinitamente ricino 
a P, è un punto Ripianare ordinario, essendovi una sola curva 
cuspidale fra le sezioni piane di f  per PPA; ciò risulta dalla 
gemasi del punto cuspidale con la trasformazione quadratica : 
ivi si lia un fascio di quadriche tangenti che segano sulla 
superfìcie curve dotate di un punto doppio con una tangente 
principale lissa, a contatto tripunto, fra le quali una risulta 
dotata di cuspide (l).

(() Il ragionamento si estende al caso del punto cuspidale d’or­
dine i  >  3 sopra una curva i-pla (o di moltiplicità maggiore di /). Si vede 
così che: v ic in o  a  un p u n t o  c u s p i d a l e  <V o r d i n e  i ,  e f u o r i  d e l l a  c u r v a

r i ­
m u l t i p l a ,  r i  è in  <je u e r a le  un p u n t o  d o p p i o  d i  spe c ie

punto dato

— 1, e d i  t i p o  

anno vicini al 

punti doppi (l’ultimo dei quali è biplanare quando i è

p a r i  o d i s p a r i  s e co n d o  la  p a r i t à  d i  i m, precisamente si hanno vicini al 
~ i ~
2j

dispari) che sono i punti successivi di un ramo piano.
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Osserviamo infine che il punto cuspidale del terz’ ordine 
ordinario viene caratterizzato dalla circostanza che la dire­
zione singolare non coincide con la tangente a C : la coinci­
denza a cui può dar luogo un particolare punto P, corri­
sponde all’ipotesi che un altro punto cuspidale (in generale 
del second’ordine) si sìa avvicinato a P.

Il comportamento delle polari in un punto singolare. 0, 
della superficie / ,  permette di riconoscere la singolarità duale 
di 0 . Conviene osservare che in questo problema non si tratta 
di una semplice applicazione del principio di dualità, ma in 
primo luogo di trovare i caratteri tangenziali (relativi all’ in­
viluppo F) della singolarità puntuale 0.

Ci limiteremo ai più semplici punti multipli isolati.
Sia dapprima 0 un punto doppio conico, che sappiamo 

abbassare di 2 la classe di / .  Cerchiamo anzitutto di (pianto 
diminuisce il numero dei piani tangenti ad / ,  fuori di 0 , per 
una retta o quando questa viene a passare per 0. A tal uopo 
occorre intersecare la curva LA comune ad /  e alla polare 9A 
di un punto generico di 0, con la polare y0 del punto 0 , 
detraendo poi 2 in rapporto all’abbassamento della classe 
di /  dovuto ad 0. Ora la L { passa doppiamente per 0 e tocca 
con ambedue i suoi rami il cono osculatore in 0 , mentre la 
passa doppiamente per 0  e tocca il medesimo cono; si deduce

(LAy0) =  2 -‘2 +  2 =  6;

per conseguenza « vi sono 4 piani tangenti ad /c h e  vengono 
a toccare f  in 0 (piando 0  si faccia passare per 0 ». Questi 
piani evidentemente sono rappresentati dai due piani tangenti 
al cono osculatore in 0, ciascuno contato due volte. Tradu­
cendo i>er dualità si ha:

La singolarità duale di un punto doppio conico c costi­
tuita da un piano tangente lungo una conica ( S a u m o n ).

Lo stesso ragionamento vale anche a dimostrare in gene­
rale che:

A d un punto 0 r-plo per la superficie f ,  con cono oscula­
tore privo di generatrici multiple, corrisponde per dualità un 
piano co tangente lungo una curva di classe r, priva di tan­
genti doppie, cioè di ordine r (r— 1).

Ora si ha una modificazione essenziale del resultato pre­
cedente nel caso in cui il cono osculatore nel inulto r-plo 0
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acquisti una. «-«nioratrice doppia a, i piani per a segando f  
secondo curve con un ramo cuspidale. Infatti questa circo­
stanza porta un nuovo abbassamento della classe di /*, dovuto 
allo staccarsi della stella 0  dal suo inviluppo, e quindi pro­
duce lo staccamento del piano o dalla superlìcie duale.

Conviene esaminare dapprima il caso r =  2, avvertendo 
la circostanza particolare che qui si presenta, cioè lo spezza­
mento del cono in piani osculatori; daremo poi un cenno 
del caso generale., r  >  2.

Vediamo dunque come si modifichi la singolarità duale 
di un punto doppio quando questo diventa biplanare. In 
questo caso l’abbassamento della, (‘lasse dovuto ad 0  vale 3 ; 
la curva LA, sezione di f  con una polare generica, passa dop­
piamente per 0  con un ramo cuspidale su cui si trova un 
punto fisso 0 , e il suo satellite 0 U; d’altra parte la <p0, polare 
di 0 , passa doppiamente per 0, semplicemente per 0 { e per 
tutti, i punti satelliti di questo nei vari piani per 0 0 L; si 
deduce che fra i piani tangenti ad f  che passano per una 
retta o ve n’ò

(LAy0) - 3  =  2-2  H- 1 -h 1 -  3 =  3,

i cui punti di contatto vengono a cadere in 0 . Oosì :
Ad un punto biplanare ordinario corrisponde per dualità 

un piano w che ha un contatto tripunto lungo una retta e due 
contatti particolari in due punti di questa: tali punti sono 
tripli per la sezione della superficie col piano, fuori della linea 
di contatto, e tripli pure per la superficie; il cono osculatore 
in essi si riduce al piano <o contato tre volte.

Ciò che nell’enunciato si aggiunge al resultato conse­
guito innanzi si prova con ragionamento analogo valutando 
quanti sono i piani tangenti ad f  passanti por una retta o 
che giaccia in uno (Ufi due piani osculatori in 0; se la o non 
passa per 0  il numero in questione, ottenuto prendendo due 
poli A e B su questa retta, vale

(LAyJt) — 3 =  3 -t- 3 — 3 =  3

die è la molteplicità dei punti di contatto di w per la super­
ficie duale di / ;  invece se o passa per 0 , codesto numero 
diventa

(LAy0) - Z  =  3 - 2 - \ - $ - S  =  (ì,

(>30
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che e la molteplicità dei nominati punti di contatto per la 
sezione della superfìcie con co.

Ora il resultato precedente subisce una modificazione 
quando il punto biplanare 0 diventi di specie 1 e di tipo 
pari (caso generale della riunione di due punti doppi infini­
tamente vicini 0  e 0 L). In questo caso sappiamo che V abbas­
samento della classe dovuto ad 0  vale 4, e — per una LA 
relativa a un polo generico la quale passa per 0 2 e 0 A2 — si 
trova

(L t90) — 4 =  2 * 2 +  2 - 2 - 4  =  4,

tenuto conto che la cp0 passa parimente per O2 e O/2.
Inoltre se A e B sono punti appartenenti ad un piano 

osculatore in 0 , un esame più delicato, che ci dispensiamo 
dallo svolgere, mostra che le polari dei punti, A, B passano 
per uno stesso punto di /  successivo ad 0 L e quindi

(La?b) — 4 =  3 H- (1 +  1 +  1) 4- 1 — 4 =  3,
(L A<p0) — 4 =  2 .3  +  2 +  l  +  1 — 4 =  6 .

Da ciò si trae che il piano co ha con la superficie duale di /  
un contatto quadripunto lungo una retta, alla (piale appar­
tengono due punti di contatto particolari tripli per la super­
ficie e doppi per la curva semplice segata' dal piano (o (fuori 
della retta di contatto). Ma un esame approfondito mostra 
che la retta di contatto quadripunto di o si riduce in realtà 
a due rette doppie infinitamente vicine: il modo più sem­
plice di vederlo consiste nel riguardare la singolarità 0  di /  
come limite di due punti doppi 0 , 0 n divenuti infinitamente 
vicini.

Pertanto concludiamo che: la singolarità duale di un 
inulto Inpianare composto di due punti doppi infinitamente 
vicini (tipo pari) è costituita da un piamo o> contenente due 
rette doppie infinitamente vicine e due punti tripli della super- 
fide che sono doppi per la sezione di o) fuori della retta doppia 
di contatto (a cui essi appartengono).

Questo resultato si lascia mettere in relazione con quello 
che « la singolarità duale di un punto biplanare di una linea 
doppia è un piano tangente in due punti semplici ».

A tal uopo conviene ricordare che quando una super­
ficie /  acquista, una curva doppia (7, la parte determinata
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dei suo inviluppo (a prescindere da un certo numero di stelle) 
contiene, accanto all’ inviluppo jiroprio, anelai l’ inviluppo dei 
piani tangenti a C contato due volte. Quindi, trasformando 
per dualità, dalla superficie F  reciproca di /  si stacca due 
volte una rigata sviluppabile B , che è evidentemente costi­
tuita da bitangenti ad F. Appare così che ad un punto bipla- 
nare di /  appartenente a C (e avente quindi un inint-o doppio 
infinitamente vicino) risponde per dualità un piano che 
tocca F - \ - (lB  secondo due rette di B infinitamente vicine, 
da contarsi due volte, e che contiene due punti tripli di F-l- 2 B, 
cioè i punti di contatto con F.

Passiamo a indicare rapidamente come si presenti la 
singolarità duale di un punto uniplanare 0 , per il quale sap­
piamo che l’abbassamento della classe vale (i, le polari <p pas­
sando per il punto 0 , e per i tre punti doppi infinitamente 
vicini, Oj, 0 „, 0 ,.

Perciò occorre considerare anzitutto una retta generica o 
passante per 0 , determinando quanti siano i piani tangenti 
ad f  per o i cui punti di contatto vengono a cadere in 0 : 
questo numero è dato da

( ^ o )  — 6 =  °;

infatti la LA (sezione con la polare di un punto generico) 
passa per 0 :J, 0 / ,  0 / ,  0 ./, e la y0 (polare del punto 0) 
passa per 0 2, 0*, 0 2~, 0O~.

Il procedimento usato mette in evidenza che i piani per o 
tangenti / ,  i cui punti di contatto vengono a cadere in 0 
(piando o passa per 0 , sono quelli tangenti ai tre rami di LAJ 
cioè appartenenti ai tre fasci 0 0 n 0 0 ,, 0 0 .,; si deduce:

La 'Singolarità duale dì un punto uniplanare e costituita' 
die un piano w che tocca una superficie lungo tre rette passanti 
per un punto 0 '; aggiungasi che queste rette sono intan­
genti alla, curva residua intersezione di o> (così come le rette 
0 0 n 0 0 ., 0 0 .. riescono generatrici doppie per il cono circo­
scritto ad f  per 0), inoltre il punto 0' è doppio per la super­
ficie e costituisce precisamente un oscnodo per le sezioni 
fatte con piani generici per esso (d’accordo con la proprietà 
che 0 ' è sestuplo per la sezione del piano (o).

La verifica che 0 ' e doppio per la superficie duale di f  
si ha considerando le polari di due punti A e B presi nel 
piano tangente in 0: passa per O2 e non per 0 ,, 0 „, 0 .,
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quindi La passa per 0 \  e segando con risalta

=  8 - 0  =  2 .

Non diremo altro intorno alle singolarità duali dei punti 
doppi isolati delle superficie, lasciando al lettore di studiare 
le particolarizzazioni ulteriori ed in ispecie quelle dei punti 
uniplanari che permettono il confronto col caso di un punto 
uniplanare appartenente a una curva cuspidale. Passeremo 
invece ad esaminare, nel caso più semplice, la particolariz- 
zazione che si ottiene nella singolarità duale di un punto 
r-plo isolato 0 , con r  >  2, (piando il cono osculatore acquista 
una generatrice doppia> <7, le sezioni piane di f  per d venendo 
a contenere un ramo cuspidale del second’ordine.

In indino luogo si vede (die la singolarità ditale di 0  è 
costituita da un piano o tangente semplicemente lungo una 
curva di classe r e d’ ordine r (r— 1) — 2 ed avente un con­
tatto tripunto lungo la Iritamgente di questa. Si ha in ciò l’im­
mediata estensione di quanto accade nel caso del punto doppio 
biplauare. Senza ripetere il procedimento basato sulla consi­
derazione delle polari che porge la dimostrazione dell’enun­
ciato, ci limiteremo ad osservare come avviene il passaggio 
dal caso del punto r-plo generale al caso in cui il cono oscu­
latore acquisti una generatrice doppia: (piando la linea di 
contatto del piano che è di classe r, viene a possedere 
una tangente doppia, questa si stacca due volte dalla linea 
luogo; appunto due volte figura nella linea di contatto del 
piano o) una. retta lungo cui o> abbia un contatto tripunto
con la superfìcie. E si noti che — contando secondo le
rispettive molteplicità le parti della linea di contatto del 
piano o) — l’ordine di codesta linea appare diminuito di 
un’unità, in forza della particolarizzazione del punto r-plo, 0: 
ciò è d’accordo con la circostanza che tale particolarizza­
zione porta, da r(r — 1)' a r (r — 1 )~ {-1 l’abbassamento della 
classe di f  dovuto al punto r-plo 0.

Ma il caso di un punto r-plo, 0 , ove il cono osculatore 
acquista una generatrice doppia d, presenta per r >  2, una 
differenza, essenziale in confronto al caso del punto bipla- 
nare (r =  2); la quale dipende dalla circostanza che i piani 
osculatori al cono lungo la d,, non si staccano più da
questo cono, segando /  già secondo una curva dotata di
punto r-plo che contiene un ramo del terz’ ordine. In con-
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sequenza di ciò i due punti di contatto particolari del 
piano w, clic — nella, trasformazione per dualità — rispon­
dono agii anzidetti piani osculatori, risultano semplici anziché 
tripli per la superficie, e — per la sezione del piano « — 
sono soltanto quintupli, non appartenendo alla parte residua 
di questa intersezione fuori della curva di contatto. Lasciamo 
al lettore di giustificare queste conclusioni valutando, come 
innanzi, le intersezioni assorbite in 0 di una L l, relativa ad 
un polo posto in un piano osculatore per con una 9 ,̂ rela­
tiva a un altro polo appartenente allo stesso piano, e quindi 
di con la y0.

di). Nota sullo falde di una superficie nell’ intorno d’un 
punto singolare. — Qui vogliamo esaminare più precisamente 
la definizione delle falde di una superficie nell’intorno di un 
punto singolare; questo esiline condurrà ad osservazioni nuove 
per riguardo alle questioni analoghe concernenti i rami nella 
teoria delle curve. Si vedrà quindi come si pongono i pro­
blemi concernenti la rappresentazione analitica delle falde; 
ai (pulii abbiamo creduto opportuno dedicare un rapido cenno, 
se pure — nello stato attuale della scienza — non accada 
di dar loro una risposta adeguata.

1.) La distinzione dei rami di una curva algebrica 
f(xìj) =  0 nell’intorno di un punto singolare, corrisponde alla 
riducibilità della funzione algebrica y(x) nell’intorno del punto: 
ciascun ramo corrisponde a una funzione irriducibile in quel­
l’ intorno che — per assi generici — risulta ad un valore nel 
caso dei rami lineari.

2) La stessa distinzione in rami si ottiene mediante 
curve approssimanti, parabole o iperparabole, aventi con /  
un’ osculazione d’ordine .abbastanza elevato (superiore alla 
specie della singolarità): l’esistenza di curve approssimanti 
diverse permette si separare rami diversi che verranno ulte­
riormente approssimati da parabole o iperparabole osculatrici 
d’ordine superiore.

Ora — passando ad una superficie f(xya) =  0 — consi­
derata nell’intorno di un suo punto singolare 0 , potremo 
definire le falde di essa estendendo la definizione 1) o la 2) 
data per i rami di una curva. Ci atterremo alla definizione 1) 
e mostreremo poi che l’estensione della proprietà 2) ha un 
significato essenzialmente differente.
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Daremo dunque la seguente:
Definizione: la superficie f  nell’ intorno di un liunto 

r-plo, 0 , è costituita da una soia, falda  (d’ordine r) se gii r 
valori della funzione algebrica s(xy) vicini ad 0 , costituiscono 
una medesima funzione analitica irriducAMle neW intorno del 
punto, prolungandosi per continuità l’uno nell’altro. (Si parla 
di r valori di z supponendosi sempre gii assi orientati in 
modo generico). Quando la funzione z(xy) non sia irriducibile 
nell’ intorno del punto, la superficie /  si decomporrà in un 
certo numero di falde aventi certi ordini v,, v,..... dove

r  =  5v.

Giova .chiarire la definizione precedente, richiamando gli 
elementi della teoria delle funzioni di due variabili a cui 
implicitamente si fa appello.

Pongasi che il punto singolare 0  cada nell’origine (000), 
e quindi si descrivano due piccoli cerchi G# e Gy di centro 0 
nei due piani rappresentativi delle variabili complesse x e y :  
la totalità delle coppie di valori x e //, interni ai due cerchi, 
e corrispondentemente la totalità dei inni ti (xy) del piano z — 0, 
definisce un intorno del punto O (x =  Q, y ~  0) entro il detto 
piano. La funzione algebrica, s(xy), definita dall’ equazione 
fxyz)  =  () ammette r valori z [z,1....zr prossimi a zero per ogni 
punto (xy) dell’intorno anzidetto; la irriducibilità di codesta 
funzione 5 significa che si passa da a zk quando il punto (xy) 
descrive un opportuno cammino chiuso contenuto in un 
intorno sufficientemente piccolo di 0;  questo cammino chiuso 
corrisponde a. due linee chiuse biunivoeamente riferite fra 
loro sui piani delle due variabili x e y, ossia ad una linea 
chiusa appartenente allo spazio a quattro dimensioni definito 
dalle parti reali e immaginarie delle x e ?/.

La definizione data si applica immediatamente, come già 
accennammo, al caso dei punti doppi conici e dei punti bipla- 
nari delle curve nodali.

In un punto doppio conico 0  =  (000) la superficie /  è 
costituita da una sola falda. Infatti siano z i e s.2 i valori di 0 
relativi a due punti della superficie prossimi ad 0  aventi la 
stessa proiezione (xy), e si mandi per i due punti un piano 
generico che risulti vicino al inulto singolare: la curva sezione 
avrà due tangenti parallele all’asse 0 , il cui punto di contatto 
è vicino quanto si vuole ad 0: perciò entro il detto piano si
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possono scambiare 01 e 0., facendo percorrere alla variabile x 
(0 alla y) un cammino chiuso avvolgente uno dei due punti 
di diramazione, traccio delle nominate tangenti, il quale cam­
mino resta compreso nell’ intorno di /).

Invece l’ intorno di un punto biplanare di una curva 
nodale C si scinde ih due falde lineari (cioè del prim’ordine). 
Ciò si verifica anzitutto, nel caso in cui C sia una conica, 
operando una trasformazione quadratica per cui C sia curva 
fondamentale: l’intorno di un punto 0  di C  (elio non sia 
cuspidale) dà origine a due segmenti di linee semplici, C\ e (7.,, 
per la superfìcie trasformata e senza punti comuni sopra di 
essa: le due striscie che costituiscono gli intorni di Ci e C., 
corrispondono alle due falde della superficie data relative ad 0. 
Questa dimostrazione, a cui già accennammo, vale a stabilire 
la distinzione di due falde anche per i punti biplanari di una 
curva nodale C che non sia una conica: basta a tal uopo 
fare uso di una trasformazione puntuale regolare all’intorno 
di 0 che muti C in una conica, oppure considerare in luogo 
di una trasformazione quadratica la trasformazione monoidale 
(ofr.  ̂ ‘:U).

Ora possiamo dare una verifica diretta del teorema che 
« l’intorno di un punto biplanare sopra una curva nodale si 
scinde in due falde ». Sia f(xy0) =  0 la superficie passante 
doppiamente per la curva C ; la funzione algebrica 0 =  
considerata nell’ intorno di un punto 0  =  (000) di (7, ha due 
valori 0l e 0., vicini ad 0, due valori soltanto nell’ ipotesi 
— qui adottanda — che l’asse 0 non appartenga al cono 
osculatore della superficie in 0.

Per rappresentare l’ intorno di 0  sopra/ occorre costruire 
un’equazione di secondo grado cui soddisfano 0 , e g>:

0l +  i2i7,{xy)0 -1- $(xy).

I  coefficienti a e (3 risultano qui funzioni analitiche regolari 
di x e ?/; intatti oi =  0l -j-.g soddisfa a un’equazione algebrica 
risolvente d e l la /^ )  =  (), la (piale può supporsi possedere una 
radice semplice a =  0 per r =  ?/==(), e similmente si dica 
per £ = = 5 ^ .

Oiò posto si osservi che il discriminante d 11’ anzidetto- 
equazione di secondo grado *

*20 \>/) — {May),
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viene pò*fa) dal resultante R(xy) delle equazioni

dff\z) =  0 ^  =  0,

a prescindere da un fatture clic non si annulla nel punto (00): 

R =  II^/ì —  s h)~ =  (51 —  s ì )2i ll(3l — ^ì)21I* ( ^ 2  — Si)~

(con i >  2, li, > 2 ,  li >  2 >,

a3 — p =  — s2)2,
' - o *•

“  ̂— 1IA li, 1I3 ’
ove

n±n sn3 =  n(â )

è una funzione analitica regolare che non si annulla per
x =  y =  0.

Designando con G(xy) — 0 l’equazione della proiezione 
ortogonale della curva C sul piano £ =  0, e con L(xy) =  Q 
1’ analoga proiezione della curva segata su /  dalla polare del 
punto all’ infinito dell’asse s, fuori di (7; avremo

e quindi
a2(xy)

R(xy) — G2(xy) • L(xy),

dove Z(00) 4= 0 e però anche Zf(OO)
6(00) 4=0, flnchè 0 è un punto

biplanare di C: e questa relazione si converte in una ugua­
glianza, disponendo del fattore numerico incluso in ' C(xy).

Si deduce che
I I

=  a\xy) + C( m j i \ j  - ,  5, =  <*(*?/) — CixyŸ^J- H
sono due funzioni analitiche distinte e regolari nell’ intorno 

di 0, essendo regolare nell’ ipotesi fatta: Z(00) 4= 0.

Lo stesso ragionamento mostra perchè le due falde di /  
vengano a confondersi — in generale saldandosi — in un 
punto cuspidale di C\ il che del resto appare evidente poiché 
qui non si distinguono più i due rami di una sezione piana 
per 0 .



A tale circostanza si riattacca l’osservazione che « la 
possibilità di distinguere due falde di fi in un punto 0  di C 
non implica che V intorno di C — considerato nella sua tota­
lità — sia riducibile », la riducibilità di codesto intorno costi­
tuisce una particolarità della C: in questo caso non si avranno 
su C punti cuspidali, ma questi verranno surrogati da tacnodi 
ove la curva incrocia se stessa o un’altra curva doppia.

Ora possiamo invertire il resultato ottenuto enunciando 
il teorema:

se V intorno di un plinto doppio 0, sopra una. super­
ficie / ,  è riducibile in due falde, il punto 0 appartiene ad una 
curva doppia di fi.

Infatti le due falde costituiscono due superficie anali­
tiche f\ e fi, che avendo a comune il punto O hanno a comune 
una linea passante per esso. D’altronde anche la precedente 
deduzione analitica può essere invertita, trovandosi così per 0 
una curva contata due volte come intersezione di fi e della 

dfsua polare g- =  0 ; dal che segue che codesta curva è doppiaÒZ
per fi.

Come corollario del teorema precedente si lia che tutti 
i punti doppi isolati, in particolare i punti biplanari, uni pla­
nari ece., danno luogo sempre ad una falda irriducibile. E la 
dimostrazione diretta di ciò si ottiene come per il punto 
conico, osservando che una sezione piana parallela all’asse z 
vicina ad un tal punto, 0 , contiene due tangenti parallele 
all’asse 0, i cui punti di contatto sono vicini ad 0 .

Ma qui si presenta la circostanza nuova cui innanzi 
accennammo: il fatto che il cono osculatore alla superficie fi 
in un punto biplanare 0 si scinda in due piani a e [3, per­
mette di distinguere le curve osculatrici ai due rami della 
sezione generica per 0 , distribuendo quelle curve in due 
superficie approssimanti, onde a prima vista si direbbe che 
in relazione a queste si possano distinguere due falde di fi 
nell’ intorno di 0. Giova pertanto esaminare i>m da vicino la 
distinzione cui si è condotti in tal guisa.

In primo luogo si costruisca in un piano generico per 0 
la parabola osculatrice di un certo ordine r >  1 relativa al 
ramo della sezione di fi che tocca a; facendo ruotare il piano 
intorno ad una retta per 0 si dà origine ad un paraboloide 
il quale tuttavia non riesce piu approssimante ad fi (nell’or-
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dine stabilito) secondo la direzione comune ai due piani a e (3; 
infatti il piano del nostro fascio contenente quella direzione 
sega f  secondo una cuspide, mentre la sezione di esso col 
paraboloide si riduce alla retta tangente. Si può dire insomma 
che la definizione che così verrebbe a darsi di due falde di f  
nell*intorno di 0 , porterebbe a escludere una parte dell’ in­
torno stesso.

Per eliminare l’ inconveniente sopra accennato, si cercherà 
di approssimare l’ intorno di 0  su /  mediante due superfìcie 
distinte che tocchino rispettivamente i piani « e (3,. avendo 
in 0  una molteplicità maggiore di uno: in questo modo riu­
sciremo a distinguere due falde parziali nell’intorno del 
punto 0 , ma queste avranno a comune l’ intorno di un punto 
successivo ad 0 e quindi non corrisponderanno a una riduci­
bilità della funzione z{xy) in due funzioni distinte nell’intorno 
di 0. Per ottenere le superficie approssimanti anzidette, giova 
trasformare la superfìcie f  mediante una trasformazione qua­
dratica, T, di centro 0 ; otterremo u n a /'a c n i appartengono 
due rette a e V che — quando 0 sia un punto biplanare 
ordinario per /  — si segano in un punto semplice 0'. Ora si 
costruirà una superfìcie cp/ che approssimi f  in tutti i punti 
di e secondo un certo ordine r di approssimazione; ana­
logamente si costruirà una cp/ che approssimi la / '  lungo la //. 
È chiaro che le superficie qq e q>2 trasformate di cp/ e cp/ per 
la T~~l porgeranno nel loro insieme una superfìcie che appros­
sima /  nell’ intorno di 0 , e daranno luogo alle due falde par­
ziali di cui sopra si è discorso.

Emerge da ciò :
La. possibilità di approssimare l’ intorno di un punto sopra 

una superficie con due superficie distinte, e sia pure in un 
ordine di approssimazione alto quanto si vuole, non implica la 
riducibilità di quell’ intorno in due falde propriamente dette, 
ma soltanto una semi-riducibilità in quelle che abbiamo chia­
mato falde parziali; si ha qui una circostanza essenzialmente 
nuova della teoria delle superficie in confronto alla teoria 
delle curve.

La irreducibilità dell’intorno di un punto biplanare iso­
lato sopra una superfìcie /  si estende a tutte le altre specie 
di punti doppi isolati; non solo ab punto uniplanare dove 
non si distinguono più due rami per le sezioni piane, ma 
anche al tacnodo.
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Si può dire (li più:
Se l’ intorno di f  in un tacnodo O si scinde in due faide, 0 

è punto doppio per una curva doppia di f,  cioè — in gene­
ral e — punto d’incrocio di due curve doppie o di due mini 
di curva doppia.

Infatti se in 0  si distinguono due falde di / ,  queste sono 
due falde lineari tangenti, e quindi si segano secondo una 
curva (che resulta doppia per f )  avente in 0 un punto 
doppio.

Viceversa un punto doppio per la. curva doppia di f  

costituisce in generale un tacnodo ordinario con due direzioni 
singolari, dove si distinguono due falde lineari tangenti di / .

In ciò die precede si è trattato sempre di punti doppi, 
ma è facile vedere che le osservazioni fatte hanno un v a l o r e  

generale per punti di qualsiasi molteplicità.
In un punto generico di una curva multipla di f  si 

distinguono sempre tante falde quanti sono i rami di una 
sezione piana; viceversa se l’ intorno di un punto multiplo O 
di /  è riducibile in più falde, 0 appartiene ad una curva 
multipla e in generale a più rami di questa lungo cui s’ inter­
secano le falde.

Quando in luogo di un punto generico di una curva 
multipla si considera un punto multiplo 0  di f  che sia punto 
isolato o inulto singolare della curva multipla, la riducibilità 
del cono osculatore in 0  porta, soltanto la. semi-riducibilità 
dell’intorno in falde parziali, analoghe a. ((nelle considerate 
nel caso del punto biplanare. Naturalmente c’è (pii una mag­
giore varietà di circostanze; per es. in un punto triplo isolato 
dove il cono osculatore si spezzi in un piano (loppio e in un 
piano semplice, si presentano due falde parziali una delle 
quali ha come sezione piana un ramo lineare e l’altra un 
ramo del second’ordine.

Anche le osservazioni relative all’approssimazione delle 
falde che facemmo nel caso del punto biplanare, si estendono 
al caso di punti multipli qualunque, ed in particolare a quello 
dei punti multipli isolati che — per semplicità di discorso — 
terremo generalmente di mira. Vogliamo specialmente dar 
rilievo all’osservazione che « per definire l’approssimazione 
di due falde (totali o parziali) non basta, sempre l’approssi­
mazione delle sezioni piane generiche ». (Nel caso del punto
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biplanare O si è già visto die una falda lineare non può 
approssimare una falda parziale pertinente ad 0 , potendosi 
avere approssimazione per tutte le sezioni piane escluse quelle 
di un fascio).

Emerge di qui la convenienza a definire in modo generale 
e preciso il concetto della approssimazione di due superficie (e 
quindi anche di due falde totali o parziali) nell’ intorno.di 
un punto.

A tale scopo riprendiamo la considerazione dei limiti 
successivi di un ramo di curva gobba, ricordando in ispecie 
che sopra un tal ramo si dicono prossimi all’origine 0 i punti 
successivi 0 i 0 2....0i che — per effetto di una trasformazione 
quadratica induttrice — vengono portati in punti del piano 
fondamentale corrispondente ad 0. Ora se ad Ot succedono 
dei punti prossimi Oi+n 0 ^ . . . .  0.^H, questi si considereranno 
vicini ad 0 in un secondo ordine di prossimità,' e così di 
seguito.

Ciò posto diremo che due superficie hanno in 0 una 
approssimazione d9 ordine s, quando hanno a comune tutti i 
punti che si possono definire come vicini ad 0 in un ordine 
di prossimità < s ,  sopra rami di curve gobbe uscenti da 0.

Condizione sufficiente (quantunque non necessaria) perchè 
due superficie f(xyz)— 0 e y(xyz) — 0 abbiano una, approssi­
mazione d9 ordine s nell9 intorno del punto i-pìo 0 =  (000), è 
che siano uguali i termini dei due polinomi f  e y fino all9 or­
dine (s -|- l.)i, cioè che queste abbiano la stessa superficie 
approssimante d9 ordine (s -i- 1)?' — 1

f i  + / ì - h  H -  ì  =  V i  +  *••• =  0 .  ( / )

Mostriamo anzitutto che /  e ? hanno lo stesso numero di 
intersezioni con un ramo lineare, (7, uscente da, 0, di cui 
h<:S punti successivi ad 0 appartengono ad una delle due 
superfìcie, p. es. ad / :  a tale scopo basta osservare che 0 ha 
con /  un numero di intersezioni minore od uguale di (s -b 1 )/, 
mentre la con / — <p, che possiede in 0 la molteplicità (s-f-l)i, 
almeno (s -h l) i  intersezioni.

La dimostrazione si estende al caso in cui C sia un ramo 
superlineare che possegga hL punti prossimi ad 0, li2 punti

(l) Cfr. Lo. definizione delle curve approssimanti, L. 3°, $ 12, pair. 90.

F. ENRIQUES - I I . 41
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nel secondo .ordine di prossimità.... Us punti nello s-mo ordine 
di prossimità (i quali ultimi possono supporsi semplici per C); 
basterà osservare che l’ordine del ramo varrà

h =  hl h2.m..lis, 

la molteplicità dei punti prossimi ad 0 sarà

7 7 — A/i'2 ••••“'£ ---- ^

e così via; pertanto il numero delle intersezioni di C con f  
non potrà superare h(s-{-±)i, cioè il numero delle intersezioni 
di C con /  — <p.

L’importanza della considerazione delle superficie appros­
simanti nella teoria delle singolarità delle superficie risulta 
da ciò che:

se 0 e un punto multiplo isolato della superficie fi si 
può fissare un numero s abbastanza grande in guisa che tutti 
i punti multipli di f  appartenenti all? intorno di 0 si trovino 
vieilli ad 0 in un ordine di prossimità minore di s.

Infatti se la /  possiede sopra un ramo C una serie di 
punti doppi (o multipli) vicini ad 0 fino all’ordine di pros­
simità r, si riconosce che due polari cp — essendo costrette 
a contenere i suddetti punti di C — hanno con /  almeno 2r 
intersezioni assorbite in 0, sicché r viene limitato dalla 
classe di fi

Il ragionamento precedente cade in difetto se la /  ha 
con le polari 9 infiniti punti a comune costituenti una curva; 
in questo caso il teorema va modificato, dovendosi escludere 
le serie di punti multipli che si succedono sopra la curva 
multipla passante per 0.

Come corollario del teorema innanzi stabilito, dimostre­
remo che: una falda (totale) d’ ordine i della, superficie f , 
considerata nell’ intorno del punto multiplo 0, non può essere 
approssimata da una superficie passante i volte per 0 che sia 
riducibile in due falde, al di là di un certo ordine di 
approssimazione.

Per semplicità supporremo che 0 sia un punto multiplo 
isolato, che anzi potrà supporsi addirittura i-plo per / .  Allora 
basterà osservare che se la f  viene approssimata dalla super-
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ficie riducibile y Ly . ,= 0 ,  in un certo ordine r, i punti comuni 
a y t e y2 fino all’ordine di prossimità r  debbono risultare 
doppi per f.

Alle considerazioni die precedono si collega il problema 
di approssimare una falda della superficie / ,  nell’ intorno del 
punto singolare 0, con una superficie razionale y (*) cioè con 
una superficie rappresentata parametricamente mediante fun­
zioni razionali di due 'variabili:

considerate nell’ intorno di un punto oppure di una curva 
0(nv) =  0. Questo problema si può determinare maggiormente 
ove si ponga la condizione che la rappresentazione parametrica 
di y sia data mediante funzioni razionali intere, e per con­
seguenza si tratti di rappresentare una; falda uscente da un 
punto singolare 0 di f  mediante polinomi approssimanti

(riducendosi <p4 =  cost.).
Anticipando una proposizione che verrà stabilita preci­

samente più tardi, potremo supporre che una falda d’ordine i 
l>er 0 sia approssimata quanto si vuole da una superficie 
avente in 0 un punto i-plo; pertanto il problema proposto 
si potrà far dipendere dal seguente: data una superficie f  
avente in 0 un punto i-plo, approssimare V intorno di 0 con 
una superficie razionale y avente in 0 la stessa molteplicità; 
in particolare con una y rappresentata parametricamente 
mediante polinomi.

Quando 0 sia un punto ?'-plo isolato di / ,  si può mettere 
in luce la possibilità di una superficie razionale y, approssi­
mante / ,  con un semplice computo di costanti. Infatti la y 
dipende da un numero di costanti grande ad arbitrio che 
figurano come coefficienti nella sua rappresentazione para­
metrica, mentre le condizioni di approssimazione di y e f  
fino ad un ordine s comunque fissato, sono in numero

(l) Cfr. E n r i q u e s  Reudic. A cernì, di Bologna, 7 Maggio 1916 e 
19 Maggio 1917.

yfuv)
yA(uv) i V =

y f u v ) ___yfuv)
y4(uv)? ~ '~ y 4(nv)

x — y{ (uv), y =  y fu r ), z =  y.J ne),
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finito, bastando uguagliare i coefficienti delle due equazioni 
f(xyz) =  0 e y(%ys) =  0 fino all’ordine (s -f- l)i. Lo stesso com­
puto di costanti indica la possibilità di rappresentare 1’ in­
torno di 0 sopra / ,  ponendo x, //, 5 funzioni razionali intere 
di due variabili.

Per sciogliere effettivamente il problema di cui il com­
puto delle costanti indica la solubilità, e rimuovere così le 
obiezioni critiche che quel computo porterebbe con se (nono­
stante l’infinità delle costanti che entrano in considerazione),, 
è naturale di chiedere un procedimento costruttivo che valga 
a determinare la superficie razionale approssimante cp.

Qui giova osservare come la questione si presenta nel 
caso delle curve. Il problema è il seguente: data una curva 
f{x?/) =  0 avente in 0 =  (00) un punto ?‘-plo, costruire una 
curva razionale y(xy) =  0, la cui equazione abbia a comune 
con f  i primi termini fino ad un certo ordine, e quindi appros­
simi simultaneamente tutti i rami di f  uscenti da 0. La 
costruzione di una tal curva cp riesce agevole, invocando un 
teorema di O l e  u s c i i  per cui « le curve di genere zero sono 
razionali » l1). Infatti si costruirà anzitutto un sistema- 
lineare di curve approssimanti /  di generò ]) e di dimen­
sione g; basterà quindi costruire — entro questo sistema — 
una curva dotata di p nuovi punti doppi, la quale riuscirà 
razionale.

Ma quando dalle curve fixy) =  0 si passa alle superficie 
JXxìjs) =  0, si incontrano maggiori difficoltà, perchè le condi­
zioni di razionalità delle superficie si presentano in forma 
meno semplice. Giova pertanto ricercare un’ altra via che 
conduca direttamente alla costruzione di una superficie razio­
nale approssimante una falda di f  per 0. Qui ci limiteremo 
ad accennare che una tal via viene aperta dalla risoluzione 
delle singolarità mediante trasformazioni razionali (cfr. § 40) : 
se la superficie f  si lascia trasformare razionalmente in una F  
sulla (piale all’intorno di 0 venga a corrispondere una curva 
semplice 7c, siamo condotti a cercare una superficie razio­
nale <fr che approssimi F  nell’intorno di 7c, e la costruzione 
di una tale si ottiene in modo agevole: infatti si può assu­
mere come b siffatta una conveniente superficie di un ordine ni

0) Nel L. 3°, vS 11  si è dimostrato il teorema inverso; per la (limo- 
strazione di questo rimandiamo al L. 5°.
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abbastanza alto, dotata di punto (m — l)-plo (/.A llora, ritor­
nando allo spazio di / ,  si ottiene una superficie razionale :p, 
elle approssima l’ intorno di 0 su / .

Occorre peraltro notare che la 9 così costruita avrà in 
generale in 0 una molteplicità, maggiore di i, sicché una falda 
(totale o parziale) di /  verrà approssimata generalmente da 
una falda parziale di <p. Ciò significa che per una falda di /  
si otterrà una rappresentazione approssimata:

__ -
■ y4(uv)
q _ 9(uv)V(uv)^(-uv)

_B(uv)!à'(uv) cp;> (uv)

dove le funzioni razionali x(uv), y(uv), z(uv) sono da conside­
rare, soltanto nell’ intorno della curva 9(w) =  0 (e non della
B'(uv) =  0),

Sul problema della rappresentazione analitica delle falde. 
Le questioni che concernono la approssimazione di una falda 
di superfìcie mediante funzioni razionali o polinomi, ci con­
ducono a discorrere della rappresentazione analitica delle 
falde.

.Prenderemo le mosse da due teoremi generali delle fun­
zioni analitiche di due variabili:

1) Un’equazione algebrica f(xyz) =  0 definisce la z come 
funzione (analitica) delle due variabili complesse x e y

■ — s{xy) ;

questa funzione — essendo/’ irriducibile di grado n in 5 — 
é polidroma a n valori ed è finita e continua con le sue deri­
vate (cioè regolare) salvo nei punti (xy) soddisfacenti a certe 
equazioni algebriche, ove la z diventa infinita, e dove si con­
fondono due o più fra le n determinazioni di essa.

Questo teorema si estende al caso in cui la / s ia  definita 
come una funzione analitica delle x, y, z mediante una serie

(l) Cfr. In. p r i m a -  n o t a  c i t a t a  d i  E n r i q u e s .
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con y'ergente in uu certo campo: ancora la funzione impli­
cata z =  z(xy) risulta una funzione analitica (in generale poli- 
(Iroma ad infiniti valori) (l).

2) Una funzione z =  z(xy) delle due variabili com­
plesse x e ?/, in un certo campo A si può sviluppare in 
serie di T a y lo r  convergente nell’intorno di ogni punto x0y0 
interno ad A , dove essa si mantenga finita e continua (cioè 
regolare) (2).

Ora possiamo dimostrare che :
Nell9 intorno dì un punto singolare (000) della superficie 

algebrica f(xyz) — 0, una falda lineare di f  si può rappresen­
tare con uno sviluppo di z in serie procedente per le potenze 
intere di x e y, gli assi supponendosi orientati in modo 
generico.

Pongasi che il punto 0 =  (000) sia r-plo per./, e si con­
siderino gli r valori z u 5,,.... zr della funzione implicita 
z =  z{xy) che corrispondono a un punto (xy) assai vicino al 
punto (x — 0, y — 0); fra codesti valori ne possiamo distin­
guere uno, zn corrispondente alla nostra falda, che costituisce 
una funzione monodroma nell’intorno del punto (00). In virtù 
del teorema 2) codesta funzione risulterà quindi sviluppabile 
in serie di T a y l o r , non soltanto nell’ intorno di un punto 
vicino a (00), ma anche proprio nell’ intorno del inulto (00), 
ove essa si mantiene finita e continua.

Dal resultato stabilito passiamo al
Teorema. Nell9 intorno di un punto singolare (000) della 

superficie f ,  una falda d9 ordine r viene rappresentata da 
un9 equazione algebrica di grado r

z7 -f— a{z ’ 1 -{- .... -H ar =  0,

dove i coefficienti an a2....ar sono funzioni analitiche di x e y7 
regolari nell’intorno del punto (æ =  0, y =  0); s’intende sempre 
che gli assi sono orientati in modo generico.

Dimostriamo che a{ è funzione analitica delle æ, y, rego­
lare nell’intorno del punto (00), e analogamente si procederà 
per le altre at .

0) Cfr. per e s .  P i c a r d . « Traité d’Ànalyse ». Paris, 1893, t. U, p a g .  247. 
(2) Cfr. P i c a r d . L. c . , pug. 237.
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Pongasi dunque

Z --Zi -f- 2.2 "4_ .... ~\~

considerando 1’ equazione della nostra superficie come un’equa­
zione in 2 , f(z) =  0, il cui grado è n >  r, si vede che Z  sod­
disfa a un’equazione algebrica

Ora, corrispondentemente alla falda considerata della 
superficie / ,  la superficie F(xyZ) — 0 possiederà una falda 
lineare per il punto x — y = Z — 0, e su questa resulterà Z, 
e quindi an funzione analica regolare di x e y nell’intorno 
del punto (00).

A questo punto sorge la questione se una falda di super­
ficie algebrica, nell’intorno di un punto singolare, ammetta una 
rappresentazione analoga a quella che il teorema di P ü i s e ü x  
assegna per un ramo di curva. Potremo precisare il senso 
della estensione richiesta, domandando che la falda uscente 
dall’origine 0 =  (000) venga rappresentata mediante una terna 
di funzioni analitiche:

1) i due parametri u, v, dipendano univocamente da 
ayy, z (per valori assai piccoli),

2) le funzioni x, //, s, si esprimano come serie di potenze 
ovvero come quozienti di serie di potenze convergenti nel­
l’intorno d’un punto (u0v0) o nell’intorno d’una curva 0(?m?) =  () 
(su cui le a, ?/, 5 si annullano) (l).

Al nostro problema fondamentale ò facile dare una . 
risposta affermativa per le falde di una superficie- /  consi-

( l) La condizione 1) porta che le u e v  risultino funzioni razionali dello 
y  e & nell’infinitesimo. Codesta, condizione si può modificare nel senso 

die u e v  siano funzioni polidrome di æ, y  e 0 a un numero finito di 
valori, e quindi algebriche nell’infinitesimo. Tuttavia sembra che una 
siffatta rappresentazione generalizzata, si riconduca, alla prima con un 
cambiamento di variabili. Di ciò troveremo uh esempio a pag. 650.

F(Z) =  0

risolvente di quella, di grado

x — x(uv) , y =  y{uv), 5 =  z(uv)
dove :
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derata nell’intorno di un punto generico 0 == (000) di inni 
curva multipla C ; la quale risposta costituisce un noto teorema 
di H alphen (1).

Pongasi dapprima che la curva C sia l’asse x (y — z =  0), 
e la falda di /  di cui si discorre abbia un certo ordine r. 
Entro 1’ equazione f(xyz) — 0 consideriamo x come un para­
metro, il che equivale a considerare la curva sezione della 
nostra falda con un piano normale all’asse x. Questa curva 
sezione essendo costituita da un ramo d’ordine r, si trasfor­
merà in un ramo lineare ponendo

'y =  vr :

ma questa sostituzione trasforma anche la data falda d’or­
dine r di /  in una falda lineare appartenente a una superficie 
F(x, i\ z) =  0, la quale si potrà rappresentare sviluppando c 
in serie di Taylor per n =  x, v. In definitiva la data falda 
(l’ordine r di /  viene rappresentata sviluppando z con una 
serie di potenze cp(uv)7 dove

ì
u =  v , v — yr.

Il procedimento indicato si estende al caso di una curva C 
qualsiasi, su cui 0 sia sempre punto generico, e quindi che 
sia costituita da un ramo lineare per 0 . Questo ramo si potrà 
rappresentare ponendo

y =  y0(®)> * =  *<>(*)
dove y0 e z0 designano due serie regolari. Ora, cambiando 
V — ilo e  ̂— 50 in y e z, siamo ricondotti al caso precedente; 
concluderemo pertanto il

Teorema di Halphen: Tina falda d’ ordine r di / ,  nel- 
l’ intorno di un punto generico della curva; nmiltipla C

c =  )y =  yb(x), s =  z0(x){,

si lascia rappresentare sviluppando x, y9 z mediante serie di 
due variabili u e v, convergenti nell’ intorno d’ un punto (00)

(*) Annali di Matematica, serie 2 \  t. 9, (1878).
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nvienio precisamente:

x =  », ì ti — x
V =  v -+- ?/„(•») ' v = y  — y0(x).
s =  sa{») 4- sp(iev) \

Osservazione. Gli sviluppi di H alphen conti miai) o a valere 
per un intorno finito del punto 0 anche dove la C incontri 
un’altra curva multipla a falde lineari distinte. Invero le 
circostanze che arrestano gli sviluppi precedenti sono: l’in­
contro di un punto di diramazione della (7, ove si arresta lo 
sviluppo y0(x), e l’ incontro di un’altra curva di diramazione, 
dove la funzione algebrica definita da F  cessa di essere 
monodroma.

Passiamo dalla considerazione dei punti generici appar- 
nenti alla curva multipla a quella dei punti multipli isolati 
(o di punti singolari, per es. ipermultipli, sopra la curva 
multipla); allora non accade in generale di poter rappresen­
tare una falda uscente da un punto multiplo 0 mediante 
serie di potenze

x =  y l{uv), y =  ?,{»»), s =  <p.s(m), 

o quozienti di serie di potenze

_  <pt(«w) _  <pt(uv) _ _  f.Juv)

convergenti nell’intorno di un punto (n0v0): perchè ciò accada 
occorre infatti che il cono osculatore alla falda per 0 sia 
razionale (come l’ intorno del punto che vi corrisponderebbe 
nei piano) (1). Convien dunque cercare sviluppi in serie con-

( l ) Per un punto doppio conico (il cono osculatore essendo razionale) 
si può ottenere una rappresentazione analitica delP intorno del punto, in 
forma fratta: così per la superficie s3 — x y  =  0, e per V intorno di O  =  (000), 
basta porre

v2x  =  n  y  =  — , z  —  v . u

N on è poss ìb i le  una rappresentazione in forma intera che dia Pintorno 
di un punto conico mediante serie convergenti nelPintorno di un punto 
O0 ~ ( n Qv ù)1 finché u e v  debbano dipendere univocamente da x, y  e s.  
Infatti al sistema delle sezioni piane della superficie f ( x y z )  =  0 verrebbe
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vergenti nell9 intorno di ima curva fì(uv) — 0. Almeno questa 
condizione è necessaria ove si voglia soddisfare al requisito 
essenziale che: la rappresentazione analitica di una falda cor­
risponda veramente all9 insieme di tutti i punti di questa 
sufficientemente vicini ad 0, per modo che tali punti vengano 
rappresentati dalle stesse tre funzioni analitiche.

a corrispondere sul piano (uv) un sistema di curve per cui O0 non è punto 
base, le quali — assoggettale a passare per O0 — acquisterebbero ivi un 
putito doppio: quindi 0  assorbirebbe 4 intersezioni di due curve siffatte 
anziché 2  intersezioni, come consegue dal fatto che ad O0 corrisponde un 
punto doppio O  di / .

Se s i  a b b a n d o n a  l a  c o n d i z io n e  che le u  e v  d i p e n d a n o  u n i v o c a m e n t e  
d a  x , y  e z ,  l’intorno del punto doppio 0  della superfìcie z 2 =  x y  =  0, si 
può rappresentare ponendo

dove
x  =  u 2, y  =  v2, z  =  u v ,

ì l
u — a?2, v =  y2.

Iti questo caso ad un punto di f  rispondono due punti (m, v) (— w, — v) 
del piano rappresentativo, i quali sono coniugati in una involuzione (e 
precisamente nella simmetria di centro O0).

Qui si affaccia naturalmente l’idea di sostituire alle variabili u e v 
due variabili n ! e <v\ le quali assumano lo stesso valore in punti coniu­
gati dell’involuzione, e valori diversi per punti non coniugati. Effettiva­
mente un tale cambiamento di variabili si effettua, prendendo per 
esempio:

( to' =  u2

l u
ovvero

j u r =  u 2 
j v r =  u v .

Il primo cambiamento dà luogo alla rappresentazione in forma intera

x  =  u \  y  —  u / v ,2, s = = u , v \

dove all’intorno del punto O  corrisponde non più l ’intorno del punto 
bensì l’intorno della retta u r =  0. IL secondo cambiamento dà luogo alla 
rappresentazione in forma fratta

&
, v ,® =  u i y =  v ,

dove all’intorno di O  risponde l’ intorno di O0, e che coincide con la rap­
presentazione incontrata qui sopra (pag. 649).
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Diremo subito che a codesto requisito non rispondono 
le soluzioni del problema proposte o tentate da diversi autori; 
delle quali vogliamo brevemente informare il lettore.

Anzitutto D e l Pezzo e Kobb, l’uno indipendentemente 
dall’altro, nello stesso anno 1892 (‘l, hanno pensato di otte­
nere la rappresentazione analitica di una falda di nell’in­
torno di un punto singolare 0 , trasformando razionalmente 
la /  in un’altra superficie F  in guisa da sciogliere la singola­
rità 0. D e l Pezzo adopera a tal uopo trasformazioni monoidali 
dello spazio, di forma fratta, con le (piali egli ritiene di poter 
trasformare l’intorno di 0 in una curva semplice- K  (o in un 
insieme di curve semplici); allora la superficie F  nell’ intorno 
di K  potrà essere rappresentata mediante un numero Unito 
di serie di T a y l o r ,  e — ritornando ad f  —  si otterrà la 
rappresentazione del punto 0 mediante un numero finito dì 
quozienti di serie di potenze di due variabili.

Kobb fa uso soltanto di successive trasformazioni qua­
dratiche di forma intera, mediante? le quali egli ritiene 
poter trasformare l’ intorno di 0 in una curva semplice o 
multipla, di cui l’ intorno venga rappresentato da un numero 
finito di serie di potenze (di T aylor o di Halphen) ; per­
tanto anche l’ intorno di 0 su f  verrebbe rappresentato in 
tal guisa.

Tanto il procedimento di D e l Pezzo come quello di 
Kobb danno luogo ad obiezioni, mosse rispettivamente da 
Segue e da B. Levi (2) e riferentisi alla risolubilità dei punti 
singolari con trasformazioni (cfr. § 40). Ma quando pure si 
suppongano completamente superate le difficoltà che codeste 
critiche hanno messo in rilievo, resta sempre che il procedi­
mento di D e l Pezzo e di Kobb è incapace di rispondere al 
requisito fondamentale di rappresentare analiticamente una 
falda uscente da un punto singolare; e a dir vero l’uno e 
l’altro autore segnano come scopo alle loro ricerche soltanto 
la possibilità di rappresentare la totalità dei punti di una 
superficie algebrica; con un numero finito di serie di potenze, 
il qual resultato appare appunto come una conseguenza della 
risoluzione delle singolarità con trasformazioni.

(9  D el  P ezzo . « Rendiconti del Circolo mat. di Palermo », t. 6, 
pa”-. 139. — Ivoiìh. « Journal de Mathématiques », serie 4 a, t. 8, pa-g. 385 

9 Cfr. « Annali di Matematica », serie 2a, t. 25 e 26, (1896-97).
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Olio elìctiminiente il procedi monto sopra indicato non 
possa condurre a rappresentare tutto l’ intorno di un punto- 
multiplo di una superfìcie /  con una sola terna di serie (o di 
quozienti di serie) x — x(uv), y — y(uv), 5 5(w), si vede
molto bene riferendosi ad un semplice caso particolare: per 
es. ove si prenda un punto 0 triplo per /  in guisa die con 
una trasformazione quadratica l’intorno di 0 si cambi in una 
cubica piana irriducibile 7f, appartenente ad una superfìcie F. 
Qui si è condotti a considerare la rappresentazione analitica 
di una falda lineare nell’intorno di un punto di /f, in gene­
rale semplice per F: rappresentazione che viene fornita dallo 
sviluppo di T aylor. Ora le serie che porgono questa rappre­
sentazione analitica si arrestano necessariamente in corrispon­
denza ai punti di diramazione della funzione algebrica rela­
tiva a K.

Al problema di rappresentare analiticamente 1’ intorno 
di un punto singolare di una superfìcie / ,  soddisfacendo al 
requisito fondamentale che ogni falda venga fornita nella sua, 
interezza da uno stesso sistema di serie convergenti, si rife­
riscono le ricerche di H exse l (/) del 1900, il cui resultalo e 
presentato dall’ autore come una completa estensione dei 
teoremi di Cauchy e di Putsiutx relativi alle funzioni di una 
variabile. La conclusione di jLrcxsEL si può enunciare dicendo 
che una falda d i / d i  origine muSascia generalmente rappre­
sentare mediante serie procedenti per le potenze di due varia­
bili u e r, in un intorno di u =  0, r =  0.

Ma, disgraziatamente, non siamo riusciti a comprendere 
bene il significato di questo sviluppo: tuttavia vediamo che 
almeno i punti multipli isolati (0 anche singolari per la curva 
multipla) in cui la falda abbia un cono osculatore di genere 
maggiore di zero, devono dar luogo ad una eccezione essen­
ziale al teorema di H e n se l , poiché, la rappresentazione di f  
essendo data nell’intorno di un punto del piano, il detto cono 
dovrebbe essere razionale (’).

In quest’ordine di idee ci limiteremo ad aggiungere la 
rappresentazione analitica di una superfìcie /  considerata nel-

(f) «“Aetà mathematica », Bd. 23, (1900) e « Jahresbericht der deutsclien 
Matli. Vereinigungs » Bd. 8, (1900).

(2) Ciò è d’accordo con una critica mossa da B. Levi, (Comptes 
Rendus - 17 marzo 1902).



CAPITOLO IV

l’ intorno di un punto doppio conico, ovvero di un incrocio 
ordinario di due curve cuspidali. Designando con 0 =  (000) 
il punto singolare, avremo generalmente per 0 due rami 
lineari della curva L segata dalla polare del punto all’ infi­
nito dell’asse s, i quali potranno venir rappresentati mediante 
due sviluppi di Mac-Lauiun (relativi alle proiezioni)

allora ponendo
ì

u =  (y — a(:r))-,

V =  p(x) ;

■v =  (y — P(®))s»

le x, y e 5 di un punto della / ,  in un intorno finito di 0 , 
verranno date da funzioni uniformi di n e v, cioè mediante 
serie di potenze delle due variabili, convergenti nell’ intorno 
di u — 0, v — ().

Ciò che si è detto vale tanto per il punto doppio isolato, 
come per l’ incrocio ordinario di due curve cuspidali; in 
quest’ultimo caso i due rami di L  sono le due curve cuspi­
dali stesse. Poniamo che i detti rami coincidano con gli 
assi x e ?/, e prendiamo, per es.,

/ =  — xy +  xy2 =  0

(esempio di H ensel in cui 0 \è  un punto doppio isolato), 
avremo

ì ì
it =  x2i v =  y2,

i l 1 1 1  | [ 3 ^ 1 5 ^ 1 7
s =  X7i f ( l  —  5

prendiamo invece
/ = £ 2 — x3ys =  0 

(superficie con due rette cuspidali), avremo

I
n =  v 

s  =  x2y-.

Si noti che le rappresentazioni così ottenute per le nostre f  
sul piano (uv) non soddisfano al requisito della invertibilità, 
avendosi due punti (n, v) e (— a , — v) cui risponde un mede­
simo punto (xys).
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40. Nota storica sulle singolarità delle superfìcie e sulla 
trasformazióne di una superficie in un’altra dotata di singo­
larità elementari. — Le prime ricerche intorno ai punti sin­
golari delle superficie si riattaccano agli studi di S a lm o n  e 
C a y l e t  concernenti l’estensione delle formule di PlUcker 
(cfr. L. 3° § 19). S a lm o n  fino dal 1846 (4) valutava l’abbassa­
mento della classe dovuto a un punto doppio isolato, mostrando 
che per un punto biplanare esso diventa in generale 3 e per un 
punto uniplauare 6; più tardi (1849 e 1857) valutava l’abbas­
samento della classe dovuto a una curva nodale dotata di 
punti tripli.

I punti cuspidali della curva nodale, che appariscono già 
nella precedente ricerca, furono poi oggetto di uno studio appro­
fondito di C a y l e y  (1868) (2): questi trova in particolare che 
la sezione della superfìcie col piano tangente si compone di un 
ramo lineare e un ramo cuspidale che tocca la curva doppia.

Una tavola delle singolarità più usuali che compariscono 
nello studio delle superficie trovasi in una memoria di Z e u t h e n  
pubblicata nel tomo 9 dei Math. Annalen (pagg. 450, 452). 
Lo stesso autore dedicava l’anno appresso (1875) uno studio 
particolare al tacnodo (ibidem Bd. 10) notando il caso più 
semplice dell’incrocio di due rami nodali, in cui vi è contatto 
di due falde della superfìcie.

Infine uno studio completo delle varie specie di punti 
doppi isolati è dovuto a R ohn (1883) (3); il quale determina 
l’abbassamento per la classe della superfìcie ad essi dovuto, 
considerando la singolarità che portano nel cono circoscritto 
da un punto generico: nel lavoro di R o h n  i punti biplanari 
straordinari figurano come riunione di punti doppi successivi ; 
così questa analisi viene ad accostarsi ai concetto noetlieriano 
della singolarità.

Nella nota di N o t h e i ì  del 1871 (4), ove è  posto per la 
prima volta il concetto dei punti multipli infinitamente vicini 
delle curve, analizzando le singolarità mediante l’ ausilio 
delle trasformazioni quadratiche, trovasi anche contenuto

(L) Cambridge and Dublin math. Journal, t. 2, pag. 65.
(2) Papers VI, pag. 123.
(3) Math. Annalen, Bd. 22.
(4) Gottinger Nachrichten, pag. 267.
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un cenno sulla estensione che questo concetto può ricevere 
nel caso delle superficie.

Qui giova osservare clic, (piando vogliansi indagare, non 
soltanto i punti multipli che trovansi nell’ intorno di un punto 
proprio, ma anche le curve multiple infinitamente vicine ad 
una curva propria, occorre introdurre — accanto alle trasfor­
mazioni quadratiche — trasformazioni Irrazionali dello spazio 
di ordine superiore, e D e l Pezzo (1892) ha osservato che può 
usarsi a tal uopo la trasformazione monoidale, già studiata 
da De Paolis.

Ora uno sviluppo del concetto di Xotueu per le singo­
larità delle superficie è dovuto al Segre, nella memoria citata 
del 189(1, ricca di istruttivi esempi; qui trovasi sistematica- 
mente definita la composizione della singolarità di una super­
fìcie nell’ intorno di un punto (punti multipli infinitamente 
vicini e curve infinitesime costituite da tali punti) mediante 
le molteplicità di intersezione della superficie con rami, lineari 
o superlineari, uscenti da un punto.

Alcune delle ricerche sopra menzionate traggono origine 
dal problema di « trasformare una superficie, dotata di sin­
golarità qualsiansi, in un’altra possedente soltanto certe singo­
larità elementari » analogamente a ciò che si fa per le curve.

Anzitutto Nother, in una nota sui moduli delle super­
fìcie del febbraio 1888, ha avvertito la possibilità di trasfor­
mare in generale una superfìcie qualsiasi f(xLx.2x.,xì) =  0 in 
una superficie dotata soltanto di curva nodale con punti 
tripli, che sono tripli ugualmente per la curva e per la super­
ficie, e ciò mediante una sostituzione razionale del tipo

*i =  vAylyiy*y4)‘
Ad accertare la possibilità di una siffatta trasformazione 

per singolarità arbitrarie, è dedicata una nota di D e l Pezzo, 
pubblicata nei Bendiconti del Circolo matematico di Palermo 
nel luglio del medesimo anno: il D e l Pezzo si propone di 
trasformare la data superficie f  in una superficie F  di un 
conveniente iperspazio (che deve avere 5 dimensioni almeno) 
affatto priva di punti multipli ; proiettando la F  sullo spazio 
si ottiene allora una /d otata  delie singolarità elementari indi­
cate da ìTotheu. Ma quantunque lo stesso autore sia ritornato 
l’anno appresso nell’argomento, per spiegare alcuni punti
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soltanto accennati nella prima Nota, le (nàtiche mosse parti­
colarmente dal S e g h e  hanno posto in luce che i ragionamenti 
di D e l  P e z z o  sono .insufficienti a stabilire la proposizione da. 
lui intuita, col rigore necessario in una questione di ordine 
così delicato. Lo stesso può dirsi per riguardo a un lavoro 
di D e l  P ez zo  del 1892, che veniva a sciogliere le singolarità 
di una superficie con trasformazioni mouoidali dello spazio, 
nel qual lavoro è pur contenuto un concetto fecondo, come 
sopra abbiamo rilevato.

I l  S e g h e , n e l l a  s u a  c i t a t a  m e m o r i a  d e l  1890, r i p r e n d e n d o  
il c o n c e t t o  d e l l a  t r a s f o r m a z i o n e  i p e r s p a z i a l e  d i  D e l  P e z z o , 
lo  s e m p l i f i c a  p r e s e n t a n d o l o  n e l l a  f o r m a  s e g u e n t e .

Si considerino le superfìcie ;? di un ordine m abbastanza 
elevato, che passano per tutti i punti multipli e per tutte 
le cui*ve multiple (proprie o no) di / ;  si può provare che 
esistono superficie siffatte, non contenenti /  come parte, osser­
vando che soddisfano alla condizione anzidetta le polari d i / .  
Ora quando si riferisce proiettivamente il sistema r volte 
infinito ; cp ! al sistema degli iperpiani di un iperspazio Sr , si 
ottiene una F, trasformata frazionale di / ,  che viene priva 
di singolarità. Per dimostrare effettivamente che F  non pos­
siede punti multipli, occorre esaminare il sistema irriducibile 
di curve G segato dalle cp sopra/ ,  fuori delle curve multiple; 
e basta riconoscere che, considerando tutte le superficie y 
di un ordine abbastanza elevato e riferendosi a punti P, 
propri o impropri d i / ,  fuori degli elementi base di 19 (e  

quindi semplici di / )  :
1) la curva generica G costretta a passare per un punto 

qualsiasi P  si mantiene irriducibile e non diminuisce di genere, 
acquistando un nuovo punto doppio o multiplo;

2) la G passando per P non passa di conseguenza per 
altri punti della superficie.

Tuttavia il S e g h e  non arriva a concludere la dimostra­
zione del teorema, arrestandosi di fronte ad un •esame minuto 
delle questioni sopra accennate. Al qual proposito ci limite­
remo a rimandare il lettore ai lavori posteriori di B. L e v i  ('■ \ 
(1897, 98) e F, S e v e r i  (*) (1914).

0) Cfr. in ispecie la Nota del 5 Dee. 1897 negli Atti dell’Àcead. di Torino
(2) Eendie. Aecad. dei Lincei 20 Dee. 1914. Cfr. 0 .  Ciiis in i  ibidem 

Luglio 1917.
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Della possibilità, di trasformare ima superficie f  in un’altra, 
priva di singolarità, in un iperspazio, segue subito che: -una 
superficie algebrica si può trasformare hi razionalmente in 
un9 altra dotata soltanto dì curva doppia nodale con punti 
tripli (tripli ad un tempo per la curva e per la superficie).

Occorre qui rilevare esplicitamente che la trasformazione 
di cui si parla è una trasformazione frazionale per i punti 
delle due superficie ma non per lo spazio ambiente. Operando 
con trasformazioni frazionali dello spazio si può sciogliere 
in generale una curva multipla, ma si dà origine a nuove 
curve multiple al cui ordine non può essere fissato a priori 
limite alcuno.

Ora sorge il problema di determinare le singolarità ele­
mentari delle superficie rispetto a trasformazioni arazionali 
dello spazio ; in particolare si affaccia qui la domanda « se 
con siffatte trasformazioni una superficie qualunque possa 
convertirsi in un’altra dotata soltanto di curve multiple a 
falde distinte, dotate di punti cuspidali ordinari e di punti 
multipli ordinari non abbassanti la classe delle sezioni piane ». 
Alla quale domanda non sembra sia stata data fin qui una 
risposta precisa.

Lo studio delle falde di una superficie nell’ intorno di un 
punto singolare, che, come diremo, si può anche collegare 
alla trasformazione di cui sopra è discorso, viene iniziato dal 
teorema di H a l p h e n  (1878), concernente i punti generici delle 
curve multiple, che abbiamo dimostrato nel § 39. Ma la que­
stione ha fatto da allora pochi progressi, tantoché nuove 
riescono in gran parte anche le semplici osservazioni da noi 
svolte nel citato paragrafo (1).

Per quanto concerne il problema fondamentale della rap­
presentazione analitica delle falde in un punto multiplo iso­
lato o in un punto singolare della curva multipla, abbiamo 
segnalato i tentativi di D el  P ezzo e K obb  (1892) in rapporto 
alla risoluzione delle singolarità con trasformazioni, e il nuovo 
tentativo di H ensel (1900); i quali sono stati esaminati 
nel § 39, dove insieme all’esame critico della questione si 
trovano le notizie storiche che qui è inutile ripetere.

Termineremo questo cenno menzionando un interessante

(') CfV. Eniiiques « Aecad. Bologna 1916, 1917 ».

E. ENRIQUES - I I . 42
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indirizzo di ricerche ove si tratta di procedimenti figurativi 
delle singolarità superficiali, estendenti il diagramma di 
N ew to n . Oi limiteremo a segnalare a questo proposito le 
note di W o lfein o  e A u to n n e  (1897) e quelle di D um as 
( 1911, 1912) O1).

41. Nota sulla classificazione delle omografie iperspaziali.
— Al problema delle singolarità delle curve, superficie, ecc. 
si connette il problema generale delle intersezioni di due o 
più varietà (appartenenti ad un qualsiasi spazio Sn, e) dipen­
denti da un certo numero di parametri, dove si tratti di deter­
minare i vari casi di aggruppamento di quelle intersezioni, 
contatti, ecc. Qui vogliamo porgere un semplice esempio in 
ordine a codesto problema generale, considerando sotto questo 
punto di vista la classificazione delle omografie (spaziali o 
iperspaziali), la quale verrà così riattaccata alla teoria delle 
singolarità.

Un’omografia nello spazio ad n dimensioni, Sni viene 
rappresentata da una sostituzione lineare omogenea sulle 
coordinate proiettive:

dove si esclude che il determinante dei coefficienti si annulli, 
per evitare che la omografia degeneri (caso in cui le for­
mule non sono invertibili). Escluderemo pure le omografie 
identiche.

Se un punto (æ) deve essere un punto unito per l’omo­
grafia, le sue coordinate xt devon risultare proporzionali alle 
coordinate ?/* del punto corrispondente, e quindi, designando 
con ? un fattore di proporzionalità, devon venire soddisfatte

( l ) W o l f f in g  « Zeifcseript tur Math. and Pliys. » Bel. 42.
A u to n ne  « Jou rn a l de F E cole  poi. » ser ie  2 \  t. 2.
D umas « Comptes Rendus » t. 142, (pag. 682), t. 154, (pag. 1495).

i)

y» — d'n o “1 ì U -t-a.
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I Px o —  « 0 0 :co "i~ « 0 1 * 1  ■+■ *•" ■+" u o n x n  

\ pxL — (tl0$o 4 -  Un xL +  •••• +  ainXn 
2) .  ..........................................................................................................

\ P x n — «no®o ~b-«m®i —1” •••* ~1 «nn®n*

Appare subito che il sistema 2), omogeneo rispetto alle xt , 
ili venta compatibile in generale per «-I-1  valori distinti di p, 
radici dell’equazione:

«00 — P «01 -• &on

3) D(o) = «10 «11 — p - •• am

(Ino « M I &nn 9

ai quali valori corrispondono n H-1 punti uniti distinti della 
omografìa 1).

È facile verificare che il rapporto — di due radici del­

l’equazione D(?) =  0 è un invariante assoluto dell’ omografia, 
che rappresenta il birapporto formato dai due punti uniti P, 
e Ph relativi alle radici e p7j, da un punto qualunque 
Pi-t-XPk della retta unita Pt Pk, e dal suo trasformato 
PiP( +  X?kPk; segue che l’equazione D(?) =  0 non può ridursi 
a un’ identità, ove non sia identica l’omografìa stessa.

Inoltre, se si assumono gli n -+-1 punti uniti come vertici 
della piramide fondamentale delle coordinate (le cui facce 
sono gli iperpiani x{ =  0), le equazioni 1) si riducono alla 
forma canonica

Vì =  ?ìxìì

le pi sono uguali (o proporzionali) alle radici dell’equazione

D(?) =  0;

ne viene che l’uguaglianza degli invarianti assoluti — relativi
Pk

a due omografìe con n-t-1 punti uniti distinti porge la condi-
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zione di equivalenza di esse, cioè di trasformabilità dell’una 
nell’altra con una trasformazione lineare.

Ora il problema generale della classificazione delle omo­
grafie, si riconduce all’analisi dei casi in cui gli n 1 punti 
uniti vengono comunque a coincidere fra loro o danno luogo 
a varietà (lineari) di punti uniti; casi che portano sempre 
radici multiple dell’ equazione D(o) =  0, ma non sono suffi­
cientemente caratterizzati da codeste molteplicità. Questa 
analisi si suol fare considerando la molteplicità secondo cui 
una radice pz annulla il determinante D(p) e i minori da esso 
estratti, e studiando la indeterminazione del sistema 2). 
(Cfr. la Notizia storica al termine di questo paragrafo).

In luogo di eliminare le incognite xùxi ....xn fra le equa­
zioni 2), studiando la resultante D(p) = 0 ,  noi elimineremo ? e 
otterremo così le equazioni dei punti uniti:

I («oo®o +  «oi®i -1- •••• -1- «unXn)Xt =  (« 1 0 * 0  d" «u®i d “ •••• d~

\  ( « 0 0 ^ ’ o  d ~  « o i d~~ d “  « o n ^ n ) ^ 2  =  ( « 2 0 ^ 0  d ~  a2iXi d~ • • •  a2nXn)Xc

(«00®0 d "  « o Æ  +  d -  « o n ^ n )^ n  = =  («mo^o +  « «  d "  .... +  a „ n X n ) x 0.

Queste equazioni possono supporsi non svanire identicamente, 
qualora la omografia non sia identica, tenuto conto che si può 
scegliere una qualunque delle equazioni 2) per eliminare la 
variabile p; esse rappresentano quadriche linearmente indi- 
pendenti che passano per lo #„_2 fisso

x() — 0, aQQx0 d- a>0lxl 1~ .... d~ a{)nXn — fi?

e segano ulteriormente l’ iperpiano x0 =  0 secondo gli Sn_  ̂
indipendenti

xL 0, x, =,0....xn =  0.

Pertanto i punti uniti dell9 omografia 1) si ottengono come 
ulteriori intersezioni di n quadriche linearmente indi-
pendenti che hanno a comune un (intersezione di due
iperpiani omologhi del resto affatto generici).

Le equazioni 4) traducono una costruzione geometrica 
dei punti uniti, che si lascia giustificare direttamente come
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segue. Anzitutto nel piano si ottengono i punti uniti di una 
omografia come intersezioni delle coniche generate da due 
■coppie generiche di fasci proiettivi corrispondenti AA' e BB\ 
prescindendo dal punto comune alle due rette omologhe 
AB e A B ', che appartiene ad entrambe le coniche. Nello 
spazio S3 basterà considerare due trilateri omologhi, affatto 
generici, aie, ab'e : i fasci proiettivi di assi a e a!, b e V, e e e, 
generano tre superfìcie quadriche Q2, passanti per la retta 
comune ai piani corrispondenti abe e al) a, le quali s’inter­
secano ulteriormente nei punti uniti dell’omografìa. Analo­
gamente in 8n si assumeranno n Sn_ 2: a19 a2....a7?, apparte­
nenti ad un iperpiano re, e gli n Sn_ 2 omologhi: a/, a2'....an', 
entro l’iperpiano corrispondente n': i fasci proiettivi di iper- 
piani corrispondenti a* e a / generano una quadrica (*) passante 
per lo $n__2, (3, comune a n e tu'; le n quadriche così defluite 
s’intersecano (fuori di [3) nei inulti uniti dell’omografìa di Sn.

Vale la pena di osservare che, come un’omografìa di 8n 
dà luogo ad un sistema di n Q2n—[ passanti per un [3,
così viceversa: ad un sistema di n Q2n—l indipendenti, aventi a 
comune un Sn_ 2 j3, corrisponde un’omografia die ha come 
punti uniti le ulteriori intersezioni delle Q2n_ 2; la quale resta 
determinata quando si facciano corrispondere gli $n_ 2 a2- e a/, 
sezioni di ciascuna quadrica con due iperpiani tz e ri con­
dotti per [3.

Ora possiamo dimostrare con ragionamento geometrico 
diretto che « n -I-1 quadriche Qln—i di 8n, aventi a comune 
un base [3, si intersecano generalmente in w +  1 punti
fuori di (3 ».

A tal uopo conviene premettere che (per n >  3) una 
di Sn contenente un #n__2, (3, è un cono (di specie n — 3) 
proiettante da un $„_4, co, una superficie del second’ordine Q22 
di 8:ì (2), e quindi contiene due sistemi di $M_ 2 proiettanti le

(b Ciò risulta p. es. cercando le intersezioni della varietà generata 
■con una retta, che sono date dai punti uniti di una proietti vita.

(2) L’osservazione viene giustificata per le nostre (L _i dalla loro gene­
razione proiettiva; indipendentemente da questa, essendo data comunque 
una Q n _ i  per p, basterà notare che gii iperpiani per p segano la Q Ln _ 2 
secondo Sn_.> aventi a comune con p gii Sn_% di un fascio, cioè passanti 
per uno stesso co.

La teoria generale degli spazi lineari appartenenti ad una quadrica 
è  dovuta a. S e g u e  (1881). Cfr. per es. B e u t i n i  « Introduzione.... » cap. VI.
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generatrici della Q22 : un sistema ((3) a cui appartiene il data 
spazio |3, e un sistema complementare (7); due #n_ 2 di sistema 
diverso sono incidenti fra loro avendo a comune un #n_ 3. 
ï>er (o, mentre due Sn—2 dello stesso sistema sono sghembi 
fra loro non intersecandosi fuori di <0.

Giò premesso procediamo induttivamente, ammettendo 
vero il teorema che si vuol dimostrare per m Q‘2m—L aventi a 
comune un # m_ 2 in $ m, finché sia m <  w, e facciamo vedere 
che il teorema stesso segue per n.

L’ipotesi fatta porta che « m Q2m—i aventi a comune un 
&n—2 i i11 si segano generalmente fuori di p secondo
una varietà d’ordine m 1 ». Si può aggiungere che
per m = n  — 1 la (curva) VLn sega in ini punto gli $„__2 del 
sistema (7) appartenente ad una Q2n—i che la contiene, e 
quindi ha n — 1 punti comuni con lo $n_ 2 (3 incidente ai (7). 
Perciò basta osservare che le n — 1 Q2n^ l intersecantisi seconda 
la Vi9 segano sopra un iperpiano per p quadriche Ç*n_ 2, ridu­
cibili in p e in n — 1 $n_ 2 residui, che determinano un punto- 
di V{. In conseguenza una Q'2n—i passante per p, e non per Vir 
segherà questa curva in n q- 1 punti fuori di p. c. d. d.

Il problema della classificazione delle omografie di 8n esige 
l’analisi dei casi in cui le quadriche del sistema 4) hanno a 
comune (fuori di P), non più ìiq-1 punti distinti, bensì gruppi 
di punti infinitamente vicini oppure varietà continue di punti..

Conviene premettere che nella nostra discussione suppor­
remo le quadriche Q2n—L del sistema 4) siano coni di specie n — 3 
e non coni di specie superiore: con ciò resterà escluso sol­
tanto il caso della omologia, in cui vi è un iperpiano di punti 
uniti; il qual caso del resto apparirà rientrare nel tipo gene­
rale delle nostre omografie. Effettivamente,, se non vi è un 
iperpiano di punti uniti, possiamo supporre che lo $ n__2, (3r 
intersezione degli iperpiani corrispondenti tz e tu', non sia 
costituito di punti uniti, e quindi due qualsiansi $n__2 corri­
spondenti, a e a', scelti entro n e tu', s’incontrino soltanto 
secondo un Sn_4 (e non un $n_ 3), sicché la quadrica generata 
dai fasci proiettivi di iperpiani che hanno per sostegni a e a' 
riescirà appunto un cono di specie n — 3, avente come spazia 
doppio l’intersezione di a e a'.

Ciò posto, porremo a base della nostra discussione la 
seguente

Proprietà fondamentale dd sistema delle quadriche 4) : le
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varietà F ^ *  sezioni di m quadriche del sistema segano gii 
iperpiani passanti jier (3 secondo spazi lineari

Questa proprietà si dimostra mediante l’osservazione, già 
adoperata innanzi, che le quadriclie Q2n-~L sono segate da un 
iperpiano per [3 secondo un Sn_ 2.

Ora si noti il
Lemma. Se le n quadriche 4) hanno a comune una varietà 

irriducibile F, questa appartiene intieramente ad un iperpiano 
per [3. Infatti F  sega l’ iperpiano x0 =  0 in punti appartenenti 
tutti a [3 (osservammo già che le ulteriori intersezioni dell’iper­
piano con le nostre Q2n—L non hanno punti comuni); così un 
iperpiano proiettante da [3 un punto di F  conterrà tutta la F.

Tenuto conto della proprietà fondamentale segue sen­
z’altro il

Teorema I. Se le n quadriche Q2n—L hanno a comune una 
varietà irriducibile, F, questa è lineare.

Aggiungasi che se le dette quadriche hanno comuni un Sh 
e un Sk, questi sono sghembi fra  loro, altrimenti lo spazio da 
essi determinato riuscirebbe comune a tutte le Q2n—r Invero 
in questo spazio la 1) subordina una omografia identica, sicché 
tutti i punti di esso sono uniti e perciò comuni a tutte le 
quadriche Q2n—L.

Di qui segue il
Teorema II. Se le n quadriche aventi a comune un Sh, 

hanno ulteriormente a> comune una varietà irriducibile Yĥ  di 
dimensione hL (<  li). di cui qualche punto giaccia nello Sh, 
questa varietà è un Sj  ̂ conten uto in Sh.

Infatti V71 è uno spazio lineare perche le intersezioni 
di n — h (o più) quadriche fuori di Sh soddisfano sempre alla 
proprietà fondamentale di intersecare gli iperpiani per (3 
secondo spazi lineari.

Lo Sh , facente parte delle ulteriori intersezioni delle Q2n—l 
per Sn e contenuto in Sh, si dirà costituito di punti uniti doppi 
per l’omografia.

Qui occorre notare che i punti uniti doppi appartenenti 
ad un Sh formano sempre un unico sistema lineare Shj  infatti 
l’insieme dei punti doppi di Sh viene definito come interse­
zione di Sh con una varietà F, cui spetta la proprietà fonda- 
mentale di incontrare gli iperpiani per [3 secondo spazi lineari.

Ora, in un Sh di punti uniti doppi per la omografia, si 
potrà trovare uno spazio S}l) di punti uniti tripli, facente
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parlée dell’intersezione ulteriore delle n dopoché si siau 
tolti successivamente Sh e Sn̂  Così procedendo induttiva­
mente si definiranno in generale gli spazi di punti uniti mul­
tipli dell’omografìa.

Quindi, per determinare esattamente la composizione del- 
l’insieme dei punti uniti di una omografia, assegnando il 
numero e le dimensioni degli spazi di punti semplici e mul­
tipli che lo costituiscono, occorre anzitutto valutare l’equi­
valenza di un Sh di punti uniti, cioè calcolare il numero delle 
intersezioni che le Q'ìn^ i hanno in generale fuori di questo 
(e di [3).

Teorema III. L ’equivalenza di un Sh comune alle n qua-
driche Qzn_L è li-p i ,  diguisachè fuori di un Sh di punti uniti
semplici si hanno in generale n — li punti uniti dell’omografia.

Il teorema si dimostra riprendendo il ragionamento con 
cui si prova che le n Q2n^ i hanno in generale w +  1 inter­
sezioni fuori di |3, e tenendo conto della modificazione portata 
dall’esservi ancora un Sh comune alle dette quadriche.

Pongasi dapprima per semplicità li — 1, cioè si abbia una 
retta a comune a tutte le e giacente — per ciascuna
di esse — in un Sn- 2 generatore, y. L’intersezione di n — 1 
Q'2n — i è una curva VL°\ d’ ordine a, che si spezza nella 
retta a e in una TY?—1; quest’ultima curva incontrerà [3 
in n — 2 punti, avendo un’intersezione Arariabile con gli iper- 
piani per [3, e incontrerà il y  in un punto di a ; perciò l’ ul­
tima non contenente la V ”—1 ma passante per [3 e per
la a, segherà ulteriormente la V ”~ 1 in

2 (n — 1) — (u — 2) — 1 =  n — 1
punti.

Pongasi successivamente h =  2, cioè le Q2n—l abbiali 
comune un piano a giacente in un loro Sn__2 y. La TV7-1, 
intersezione di n — 2 Q 2n__n  si spezzerà nel piano a e in una 
residua Y2n~ 2̂ il ragionamento precedente prova che l’inter­
sezione della V 2n~ 2 con un’altra Q 2n—{, fuori di a, è una TJ1-2, 
la quale sarà generalmente irriducibile e incontrerà gli iper- 
piani per [3, e quindi il piano a in un punto: perciò il numero 
dei punti in cui l’ultima Q2n—i sega ulteriormente la Y  2 è

2(n — 2) — (n — 3) — 1 =  n — 2.

Analogamente si procederà per li >  2.
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Dal teorema III si passerà ad un teorema generale con­
templante diversi spazi di punti uniti semplici o multipli, 
mediante la seguente

Osservazione. Se le quadriclie Q2n—i posseggono in comune 
due spazi di punti uniti Sh e Sk, l’equivalenza della varietà 
Sh-\-Sk rispetto alle intersezioni delle Q2n- n  si può calcolare 
in due modi:

а) ripetendo il ragionamento precedente con la modifi­
cazione che viene portata dal fatto che non solo lo Sìn ma 
anche lo Sh fa parte di tutte le varietà intersezioni di più Q'2}1- n 
e si stacca da quelle di dimensione 7r-;

б) . fondandosi sulla indipendenza dei due spazi Sh e Sk 
che sono sghembi fra loro, sicché l’equivalenza della varietà 
somma Sh~hSk sarà la somma dell’equivalenza dei due spazi:

? con questo secondo metodo si trova dunque che due spazi di 
punti uniti Sh e Sk assorbono h +  lì, +  2 punti uniti.

La conclusione del secondo metodo vale anche per il 
primo, e perciò — senza entrare in un esame più minuto — 
siamo assicurati a priori che esso pure conduce a trovare 
l’equivalenza l i-h h -\-2  per il sistema di due spazi Sh e Sk 
comuni alle n Q2n—r  Ma questo secondo metodo, e quindi la 
relativa conclusione, si estende senz’altro al caso in cui lo Sk 
venga sostituito da un Shi (7q <7i) di punti uniti doppi interno 
allo Sh o coincidente con esso, (che dovrà esser comune 
all’intersezione ulteriore delle Q2n—i passanti per Sh). E ana­
logamente si dica per il caso in cui si abbiano più spazi di 
punti uniti semplici o multipli.

Pertanto concluderemo la nostra osservazione enunciando il
Teorema IV. Se un’omografia, ili Sn possiede un Sh di 

punti uniti e dentro questo un Sh di punti uniti doppi, il 
quale contiene a sua volta un Sh> di punti tripli, eoe. fino ad 
un SlH di punti uniti (i +  l)-pli (h >  7̂  >  7l2 .... >  à*), il gruppo 
degli spazi di punti uniti ShSĥ ....SÌH equivale a-

li d- liL +  .... d- ht +  i d- 1
punti uniti.

L’esistenza di spazi di punti uniti multipli per l’omo­
grafia 2), corrisponde all’esistenza di spazi di contatto o di 
osculazione per le quadriche 4); quindi si può dire che un’omo­
grafia con spazi di punti uniti multipli possiede spazi di punti
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uniti ìli finitamente vieini, nel senso stesso in cui la locuzione 
dei punti infinitamente vicini si usa nella teoria delle singo­
larità delle curve, superficie eec.

Definiremo in generale gli spazi (lineari) infinitamente 
vicini entro un Sn (limitandoci al caso che corrisponde ai 
punti successivi sopra rami lineari) per mezzo di varietà Vh+L 
generate come serie semplicemente infinite di spazi Sh (prive 
di punti doppi).

Diremo che due Tr7M_1 siffatte hanno a comune i spazi 
generatori successivi ad un Sh semplice contenuto in esse, 
(piando le curve sezioni delle Yh+L con gli Sn_ h di Sn hanno 
un contatto d’ordine i . Per n abbastanza alto due Sh infini­
tamente vicini di Yh determinano in generale un S2ll+i (tan­
gente a T7l+JL lungo Sh) che li contiene, e così tre Sh infinita­
mente vicini determinano un Ssh+.2 (osculatore lungo Sh), ecc., 
i ~h l  Sh infinitamente vicini determinano un Se
(per i piccolo rispetto ad n) gli i-h 1 ^successivi debbono appar­
tenere ad uno spazio di dimensione minore di (ì-j-1)(7m-1) — 1, 
questa proprietà si traduce in una condizione differenziale per 
la Yh+L in relazione allo Sh origine; la qual condizione si 
esprime dicendo che si hanno i -f -1 Sh infinitamente vicini 
non indipendenti fra  loro (1).

È importante osservare che:
In ogni punto P  dello Sh riesce definito un tangente 

alla Yh+iy che contiene tutti i punti della varietà infinita­
mente vicini a P  nell’intorno del prim’ordine; questo Sh+l 
viene a passare per lo Sh e si può ritenere come proiettante 
da P  lo spazio Sh infinitamente vicino. Pertanto vi è omo­
grafia fra  lo spazio Sh dei punti di contatto e la serie lineare 
degli Sh+ L tangenti alla Yĥ l (2), (i quali riempiono lo S2h+ t 
tangente lungo Sh); l’omografia degenera quando i due spazi 
infinitamente vicini Sh e S h' non sono indipendenti (cioè 
sghembi), appartenendo a uno spazio di dimensione inferiore 
a 2 h +  1.

Analogamente in ogni punto P  dello 8h riesce definito 
un S2h+2 osculatore, avente un contatto di 2° ordine colla 
il quale S.lh+2 contiene tutti i punti della varietà vicini a P

(1) Si presenta qui una generalizzazione delle rigate sviluppabili di $;5.
(2) Questa proprietà appare immediata estensione di quella, notissimo, 

relativa alle rette infinitamente vicine dello spazio. CtT\ per es. Eniuqces. 
« Gr. Descrittiva » Parte seconda §§ 17, 53.
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nell’intorno di second’ordine; questo S2h+2 viene a, passare 
per lo S2h+ L tangente lungo ShJ e si può ritenere come proiet­
tante da P  lo spazio a 27t, q - 1 dimensioni tangente lungo 
lo Sh' infinitamente vicino. Pertanto vi è omografia fra  lo 
spazio Sh dei punti di contatto e la serie lineare dei rela­
tivi S2h+2 osculatori alla Yh+L (i quali passano per lo 
tangente lungo Sh e riempiono lo S:]h+.2 osculatore lungo Sh); 
l’omografia degenera quando i tre spazi infinitamente vicini 
ShJ Sh'9 Sh" non sono indipendenti, appartenendo ad uno 
spazio di dimensione inferiore a 3li q- 2.

È chiaro come le cose dette si estendono alla serie degli 
spazi osculatori aventi un contatto d’ordine i nei punti di Shi 
si dà sempre luogo ad un’omografia fra le serie lineare di 
codesti spazi e lo Sh dei punti di contatto; la quale omografia 
degenera nel caso di Sh infinitamente vicini non indipendenti.

Tuttavia, già nel caso di i =  3, la nominata omografia 
non basta più (come nel caso di i =  2) a definire gli Sh infi­
nitamente vicini; ed un conto di costanti vale a mostrarcelo. 
P. es. nello $3 vi sono rette e quindi rette p infini­
tamente vicine ad una data p , ed oo7 rettep ’ successive a p'; 
l’esistenza di p’ riesce ben definita da un S:) per p (4 costanti 
arbitrarie) e da una proiettività fra i punti di p e i piani 
del fascio j>; invece l’esistenza di p" non può essere definita 
dando una proiettività fra i punti di p e gl’ iperpiani S4 
per lo SL =  (pp), giacche tale proiettività importa soltanto 
3 costanti arbitrarie invece di 7.

Ora, la definizione di i q- 1 S}1 infinitamente vicini indi- 
pendenti in un S(i+-i)(u j-i)—i, conduce a considerare — entro 
questo spazio — una congruenza lineare di S\ incidenti, che 
reciprocamente determina li gruppo degli iq -1  Sh. Si pen­
sino iq -1  Si,, successivi della nostra Vĥ l come limiti di iq -1  Sh 
generatori distinti, i quali determinano uno 6V+-1)(7h-1)-i varia­
bile. Nel detto S(i+i)(/t+i)_i si ha una serie o o W ‘ di St inci­
denti ai dati ShJ che formano una congruenza lineare, in 
modo che per ogni punto P  dello 4+d(/ì+d-i uè passa « uno » 
(il nominato St si costruisce intersecando gli iq -1  spazi 
che proiettano da P  gli aŜ +d/i-i definiti dai diversi gruppi 
di i Sh) ; quando inostri Sh diventano infinitamente vicini la 
congruenza lineare degli St incidenti resta sempre una serie

& (e non più ampia) di St determinati dalla condizione 
di contenere un punto di un Sh proprio, una tangente in esso
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a eco.; peri,auto la congruenza-limite degli St incidenti
ad M - 1 $n che divengono infinitamente vicini resta lineare: 
per un punto generico dello S(i+i)(/H-i)-i definito da codesti Sh 
infinitamente vicini, passa sempre un incidente ad essi.

(Si può aggiungere che la congruenza anzidetta rimane 
irriducibile se gli spazi infinitamente vicini sono indipendenti; 
ove questi stieno in uno spazio con meno di (i-hl)(h - h i ) — 1 
dimensioni essa si scinde in due sistemi, analogamente a ciò 
che accade per la congruenza delle rette incidenti a due rette 
date, quando queste diventano incidenti fra loro).

Vogliamo ancora osservare esplicitamente che: gli i -h 1 
punti successivi 0, 0n 02.... 0 t appartenenti ad un Si incidente 
ad i -h 1 Sh infinitamente vicini, stanno sempre sopra un ramo 
lineare, finché gli stessi Sh successivi sono definiti come spazi 
generatori (indipendenti) di una Tr/i_hl priva di punti doppi. 
Invero se p. es. 0 0 L02 stessero sopra un ramo di second’or­
dine, il piano 0 0 ±02 riuscirebbe tangente a Th+n e quindi 
contenuto nello S.2h+L tangente alla varietà lungo Sh; se 0, 0n 02 
succedendosi su un ramo lineare, fosse di second’ordine il 
ramo 0 0 i 02 0.t (0:ì satellite di 0,) dovrebbe 0;ì appartenere 
al piano tangente in 0 i e quindi allo spazio Hl osculatore 
alla Yh_hl lungo SJn e così di seguito.

Il concetto degli Sh infinitamente vicini in un Sn, si 
lascia estendere ove si considerino spasi infinitamente vicini 
di dimensioni diverse, Sh, Sh', (li >  hL >  7q>....). Invero
si dovrà dire infinitamente vicino ad Sh uno spazio Sh' che 
sia infinitamente vicino ad un Sh di Sh, e così di seguito. 
La determinazione del detto spazio Sh' potrà farsi per mezzo 
di varietà F7,i+1 generate da spazi Sh e contenute entro 
una F7h_l generata da Sh; la determinazione dello ^  " me­
diante F/̂ -ì-ì generate da # /?> e contenute nella precedente 

eco.; si supporrà, sempre che le nostre varietà sieno 
prive di punti doppi.

Ma la considerazione di spazi infinitamente vicini di 
dimensione diversa, dà luogo ad un’avvertenza che apparisce 
chiara già nel caso di un punto infinitamente vicino ad una 
retta. Se il punto P' è infinitamente vicino al punto P  della 
retta j>, le superficie per p  e P' riescono tangenti al piano 
n =  'P • PP \  e quindi contengono tutti i punti infinitamente 
vicini a P nell’intorno del prim’ordine, sopra tt; i quali costi­
tuiscono una « retta infinitesima ». Le circostanze accennate
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si lasciano comprendere intuitivamente dicendo che « le super­
ficie per p e P' possono ritenersi avere a comune il punto P  
e una retta p infinitamente vicina ad esso ».

Analogamente, se uno spazio SÌL', con 7̂  <i li dimensioni, 
viene infinitamente vicino ad un S),.-di S]L (gli Sh, Sh ' essendo 
sghembi fra loro in un Sn ambiente di dimensione abbastanza 
grande), accade che le nostre TV,passanti per Sh e Sh abbiano 
lo stesso Sh+hrhl tangente lungo Sh (contenente gli tan­
genti nei punti di Shi); in conseguenza « le dette Vh+L si 
possono ritenere come aventi a comune un Sh ed un Sh' 
infinitamente vicino ». • ■ '

E chiaro come queste considerazioni si estendano al caso 
di più spazi infinitamente vicini di dimensioni diverse; ed 
ecco il loro proprio significato.

Si abbiano t-f-1. spazi indipendenti

ShSh;....S% (h>hl>....>hi)

comuni a più varietà ;enerate da spazi Sh) ; queste Tr/,+i
possono ugualmente ritenersi avere a comune una successione 
di spazi con hu à^_1,....à i e li dimensioni.

Oiù importa che: una successione di i-f-1 spasi infinitamente 
vicini indipendenti Sh Sh '... 8$ determina nello Sh+h[+....+hi+i. 
a cui appartiene una congruenza lineare di incidenti, la quale
può definirsi come limite della congruenza (ad li -f- hL.... +  
dimensioni) determinata da / +  1 spazi distinti di uguali 
dimensioni-^) che si avvicinino — nel modo indicato — 
entro Vh-hi • L’anzidetta congruenza lineare è costituita da Si 
aventi un contatto d’ordine i con le nostre TV,^, (̂ 0(3 con~ 
tenenti i - p 1 punti di queste suceedentisi sopra rami lineari 
(le TVhi sono supposte non avere punti multipli in Sh).

Ciò che abbiam detto intorno agli spazi infinitamente 
vicini in un Sn, si applica direttamente al caso delle omografie.

Se un’omografia di Sn possiede un Sh che sia (/-+- l)-plo 
{U>  0), le Tr/l+1 comuni ad n — l i— 1 quadriche 4) hanno 
lungo lo Sh un contatto d’ordirne i: infatti le sezioni di (iodeste

l1) Lo S,L incidente ad /-f-1 spazi S h S h r . . S h£ in un Sh , h]_ 
l>er un punto P ,  si (‘ostruisci; proiettando da P  gli spazi determinati da i  
spazi 8 ,  e intersecando gli spazi proiettanti così ottenuti.
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quadri che con un #„_7l generico hanno H - l  punti comuni, 
riuniti nella intersezioni dello Sh (facente parte i -p 1 volte 
di Yh) con lo Sn-h-

Lo stesso ragionamento prova che, più generalmente: se 
un’omografìa possiede gii spazi di punti uniti sovrapposti

Sh & \ b \ . . . .S hi ( h > h L> . . . . > h t),

le quadriche 4) hanno un contatto del prim’ordine lungo Sh , 
un contatto del second’ordine lungo SJK, ecc., e quindi pos­
seggono in comune i - t - l  spazi infinitamente vicini delle dette 
dimensioni, cioè: lo spazio generatore successivo allo Sh sopra 
ciascuna F7,j+1 (che per hi <C h è diverso per le varie F7t+1), 
due spazi generatori successivi ad Sho sopra ciascuna Yĥ n ecc.

Rileviamo esplicitamente che: un incidente agli i + 1  
spazi infinitamente vicini dell’omografia, e non avente a 
comune con Sh una retta o uno spazio più ampio (di punti 
uniti) contiene i +  1 punti infinitamente vicini, comuni alle 
quadriche 4), i quali si succedono sopra un ramo lineare (*).

Invero le sezioni di i — 1 quadriche con lo hanno a 
comune delle curve C che si ottengono intersecando con lo S\ 
le varietà Tr„_/_I_A ; perciò le C sono unisecanti gli spazi y gene­
ratori delle nostre quadriche e risultano prive di punti doppi. 
(Si avverta che si ha qui n — i - j - l>  li essendo, come abbiamo 
visto,

n -}- 1 (h +  1) ~t~ (hL -{- 1) -f— .... —}— (hi -f- .1)5

perciò le i — 1 Q'n^ i passanti j>er lo Sh hanno sempre a 
comune una varietà di n — i-\~ \ dimensioni).

Ora dimostriamo che: un St contenente i - h i  punti infi­
nitamente vicini e indipendenti, 0 0 A....0i9 comuni alle qua­
driche 4), è invariante per l’omografia. Invero se le nostre 
quadriche hanno a comune soltanto i detti punti e non un Sh 
per 0, con li >  0, appare subito che il sistema delle quadriche 
stesse è limite di un altro con punti comuni distinti
che danno origine a 0 0 L.... 0*, e quindi la nostra omografia 
è limite di un’altra con uno spazio invariante che si riduce 
allo St congiungente 0 0 L.... 0*. Se poi le quadriche anzidette

(l) Ciò è d’accordo colla circostanza che le varietà V h .
riescono prive di punti doppi.
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hanno a connine un Sh per 0, con una piccola variazione di 
esse, si può eliminare questa circostanza conservando i punti 
comuni 0 0 n... 0t .

Pertanto dedurremo: se un’omografia di Sn possiede i -\-1 
spazi di puuti uniti infinitamente vicini Sh Sh .... 6^, essa 
ammette come invariante lo spazio da essi determinato (oscu­
latore alle Q lungo Shi).

Oodest-o spazio unito congiungente gli S  non può avere 
dimensione inferiore ad

l i  - H  l i L - f - . . . .  +  l i f  - I -  i j

altrimenti si avrebbe in esso un’omografia subordinata con 
spazi di punti uniti la cui equivalenza supererebbe la dimen­
sione aumentata di un’unità, la quale dovrebbe essere iden­
tica. Ciò significa che « gli spazi di punti uniti infinitamente 
vicini di un’omografia sono indipendenti ».

Pertanto sarà lecito riassumere i risultati ottenuti enun­
ciando il

Teorema. Un1 omografia, non identica, di Sn •possiede in 
generale diversi gruppi di spazi di punti imiti infinitamente 
vicini, indipendenti :

Sn, ShL •••• Sili ’ Sw Sh > •••• aS/̂ .'v... ;
dove
( l i • • • • - { -  h i - \ - i ( l i  - } — l i  L —}— h j  - \ - j - { - 1 ) . . . .  = n  - 1

7i> 0, hf>  0 , .....

Ogni gruppo di r spazi S  infinitamente vicini determina 
uno spazio invariante dove viene subordinata mi* omografia 
che diremo monovalente (e non identica per r >  1): in questa 
si ha una congruenza lineare di Sr uniti, incidenti agli S  di 
punti uniti, ciascun «SV contenendo r +  1 limiti uniti succes­
sivi sopra un ramo lineare.

Queste conclusioni si estendono anche al caso dell’omo­
logia di Sn (caso di riducibilità delle avendosi qui
un iperpiano o) di punti uniti e un punto unito isolato 0 
(il centro), che può divenire infinitamente vicino al detto 
iperpiano: in quest’ultimo caso le quadriche Q'20l—i si ridu­
cono all’iperpiano fisso co e a un altro iperpiano per 0, e 
quindi i punti infinitamente vicini al punto doppio 0, in tutte 
le direzioni, riescono uniti per l’omologia.
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Risalta dal teorema precedente che ogni omografia di Sn 
si può ritenere determinata mediante le omografie che essa 
subordina in certi spazi inferiori, e precisamente:

1) mediante le omografie, monovalenti, che subordina 
negli spazi 6YwirK. . .+/^idef ini t i  dai diversi gruppi di spazi 
di punti uniti infinitamente vicini;

2) e mediante omografie con due spazi di punti uniti 
distinti, come quella, dotata dei due spazi di punti uniti Sh e òV* 
nello Sh+h' h che li congiunge.

Ora l’omografia con due spazi di punti uniti Sh e Sv  è 
caratterizzata dalla proiettività subordinata sopra una retta 
incidente a codesti spazi, la quale . proiettività possiede un 
certo birapporto invariante: tale invariante ò fisso per tutte 
le rette unite analoghe, che formano, nello Sh+w+ 2 1  una' con­
gruenza lineare.

In qual modo potranno caratterizzarsi le omografie mono­
valenti con i - t - 1 spazi di punti uniti infinitamente vicini 
ShSh ....8hv cioè quelle omografie monovalenti che diremo 
di caratteristica (7q 7q ....7q) f

La risposta a tale questione ci fornirà il tipo assoluta- 
mente generale di tutte le omografie iperspaziali, indicandoci 
la riduzione delle sostituzioni lineari corrispondenti ad una 
forma canonica, che ne mette in luce gl’invarianti.

Ma per conseguire tale risposta conviene anzitutto stu­
diare più profondamente le omografie (monovalenti), di un Si7 
dotate di un solo punto unito multiplo, cioè di i -f- 1 punti 
uniti infinitamente vicini, succedentisi sopra un ramo lineare.

Giova premettere alcune nozioni intorno alle curve razio­
nali normali.

Si dice curva razionale normale, in uno spazio 
Sr =  (x0xlx2....xr), una curva Cr , d’ordine r, rappresentata 
parametricamente mediante polinomi di grado r:

/' *0 =?«(<) 
i 0,’j — ? L( l )

5) c r =  > x,, =

\ xr ~  ?,.(«);'

i polinomi debbono essere linearmente indipendenti, affinché
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la Cr appartenga allo Sr e non a uno spazio inferiore. Tutte 
le Cr di Sr sono proiettive fra loro, giacché con una sosti­
tuzione lineare, la Cr scritta innanzi può dedursi dalla (1)

Si pone fra  due Cr una proietti e ita, subordinata da 
un’ omografia dello spazio che le contiene, associando con una 
sostituzione lineare i relativi parametri; e così in particolare 
se nelle formule rappresentative della Gr si eseguisce una 
sostituzione lineare (intera o fratta) sopra t, si definisce una 
proiettività sopra Cr , la quale viene subordinata da una 
omografia di 8 n trasformante in sè la curva, che così riesce 
determinata.

Al concetto della proiettività fra Cr si lega la genera­
zione proiettiva di essa (s), che estende la nota generazione 
steineriana delle coniche e delle cubiche gobbe: una curva 
razionale normale di S r si può generare come luogo delle 
intersezioni dei raggi omologhi incidenti di due stelle omo­
grafiche coi centri sopra la curva. Infatti, i coni proiettanti 
una Or da due punti l e i '  di essa risultano proiettivi (come 
le Or—i sezioni iperpiane di essi), e tale proiettività riesce 
subordinata da un’omografia tra le stelle A e A'. Viceversa 
se si pone fra due stelle una generale omografia, la curva-

(1) Ciò si collega a quanto è detto nel L. 2°, $ 6 sulla costruzione 
della Cr come immagine della serio lineare dei gruppi di r  punti della 
retta su cui è disteso il parametro t )  qui, a determinare la detta serie, 
vengono presi r ~ h i  gruppi come segue: un primo gruppo costituito dal 
punto t  =  oo contato r  volte, un secondo gruppo costituito dal punto t  —  co 

contato r  — 1 volte e dal punto  ̂=  0,...., un ultimo gruppo costituito dal 
punto =  0 contato r  volte.

Nello spazio S r  la rappresentazione canonica della C r indicata nel 
testo si ottiene scegliendo una piramide fondamentale di cui due vertici 
M  e K  appartengono alla curva e le facce sono gli iperpiani determinati 
da un S a  osculatore in M  e da un S b  osculatore in JV", dove =  r — 1; 
occorre inoltre scegliere il punto unità in un punto U  della curva, e fissare 
il parametro t  in guisa che per £ =  0, co, 1, si ottengano i punti il/, jV, 77.

(2) Cfr. V e r o n e s e . Math. Annalen. Bd. 19.

{ =  i

F. ENRIQUES -  II. 43
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luogo così defluita è d’ordine r  perchè incontra un iperpiano 
in r punti, che sono uniti per l’omografia determinata in esso 
segando le due stelle.

Ciò posto (come per la conica e per la cubica gobba) si vede 
che « una Cr di Sr è definita da r 3 dei suoi punti » i quali 
possono essere assunti ad arbitrio nello Sr , purché siano indi­
pendenti, cioè tali che r + 1  di essi non giacciano in un iperpiano.

La conclusione sopra enunciata si estende al caso in cui 
alcuni dei punti dati divengano infinitamente vicini sopra 
rami lineari  ̂ (conservandosi indipendenti) ; in particolare 
« esiste una Cr determinata che passa per r 1 punti infi­
nitamente vicini (sopra un ramo lineare non contenuto in un 
iperpiano) e per altri 2 punti generici dello spazio ».

Per giustificare rigorosamente l’estensione del teorema 
sulla determinazione di una Cr , nel caso di punti infinita­
mente vicini, si può procedere induttivamente, ammettendo 
véro il teorema per r — l e  dimostrando quindi che esso 
sussiste per r, cioè che anche nello Sr vi è una O sola, e non 
infinite Cr , definita dal passaggio per r-l-3  punti indipendenti, 
alcuni dei quali sono infinitamente vicini ad un punto 0. 
Ora l’ ipotesi fatta porta che la Cr di cui vogliamo mo­
strare l’unicità debba giacere sopra un determinato cono K  
proiettante da 0 una curva razionale normale di basta
dunque mostrare che su K  non possono esistere due Or pas­
santi per 0 ed aventi a comune ulteriormente r  -+- 2 punti, 
comunque infinitamente vicini. A tale scopo si eseguirà una 
proiezione sopra un piano delle curve Cr tracciate su K  (e 
passanti per 0) da r — 2 punti generici di K  Ai 
ogni Or viene proiettata in una curva d’ordine r Cr', avente 
un inmto (r — l)-plo fisso 0', proiezione di 0, ed ivi r  — 2 
tangenti fisse che sono le tracce, sul piano, degli iperpiani 
tangenti al cono in un punto At e passanti per i rimanenti 
r — 3 centri A. Si constata quindi che due C siffatte s’ inter­
secano ulteriormente in r  -h 1 punti, immagini delle interse­
zioni che le corrispondenti Cn hanno su K  fuori di 0, e così 
non è possibile che due Cr tracciate su K abbiano, oltre 0, r-l-2  
punti a comune, c. d. d. (Nel ragionamento che precede viene 
tacitamente utilizzata l’ipotesi che gli r +  3 punti dati per 
determinare la Cr siano indipendenti, col che resta escluso 
lo staccamento di rette del cono K  per 0, e quindi la ridu­
cibilità delle Cr di cui: si discorre).
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Ora la generazione proiettiva delle Cr ci conduce alla 
costruzione delle omografie di Sr dotate di r + 1  punti uniti 
infinitamente vicini.

.Anzitutto, se è data in 8;. un’omografia con un unico 
punto unito (r.H-l)-plo P, si costruiranno i punti uniti 
P LPz....Pr vicini a P  come punti successivi a P  sopra la Cr 
che viene generata da due stelle omografiche corrispon­
denti A9 A'; infatti questa Gr appartiene ad r —1 quadriche 4) 
indipendenti, generate da fasci proiettivi d’iperpiani, i cui # r—2 
base passano per A, A!. Viceversa, la conoscenza dei punti 
uniti P P i ..,.P2 e di una coppia di punti corrispondenti AA\ 
determina una Gr, passante per gli r-|-3  punti dati, luogo dei 
raggi omologhi incidenti delle stelle A, A', e così permette di 
costruire l’omografia fra queste stelle; quindi si otterrà una 
seconda coppia di stelle omografiche BJB\ osservando che i 
punti corrispondenti delle rette PA, PA \ sono allineati col­
l’intersezione della retta e dello Sn—l =  (PPi ....Pr—i).

Ma la teoria delle curve razionali normali si collega anche 
in altro modo a quella delle omografie di Sr dotate d’un 
punto (r -f- l)-plo.

Se si pone su Cr una proiettività con due punti uniti 
distinti M9 Nj si ottiene in 8 r un’ omografia con r H-1 punti 
uniti distinti; infatti la piramide degli elementi uniti viene 
definita dai seguenti r  +  1 iperpiani :

1) l’ iperpiano Sr—L osculatore, cioè avente un contatto 
r-punto con Cn9 in ilf;

2) l’iperpiano proiettante da N lo S r—2 osculatore, cioè 
avente un contatto (r — l)-punto con Or9 in M;

3) l’ iperpiano proiettante dalla retta tangente in N
lo Sji_3 osculatore a Gr in M;

r) l’iperpiano proiettante M  dallo Sr—2 osculatore in N; 
r +  l) e finalmente l’iperpiano osculatore a Cr in N. 

Appare quindi che « quando M e N  vengono a coincidere 
sopra Gr , per l’omografia trasformante in sè la curva tutti 
gli H -  1 punti uniti vengono a coincidere in un solo punto 
unito multiplo ».

Viceversa: un’omografia con un punto unito (-r-\-\)-plo in Sri 
possiede una curva razionale normale invariante (anzi una con­
gruenza oo —̂1 di curve analoghe) e riesce definita dalla proprietà 
di subordinare sulla detta curva una proiettività parabolica.
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Il teorema resulta da un semplice computo di costanti, te­
nuto conto dell’osservazione che le omografie di Sr dotate di un 
plinto (r-hl)-plo formano un sistema (razionale) irreducibile.

Infatti :
1) per determinare in Sr un’omografia dotata di un 

punto (r-Hl)-plo P  si possono dare ad arbitrio, oltre P,
/ punti Pi P ,__Pr infinitamente vicini ad esso sopra un ramo
lineare e una coppia di punti propri corrispondenti A A', in 
posizione generica; ciò importa che la dimensione di codesto 
sistema d’omografie vale

r  H- ( r  — l)r - f  r  =  r2 -f- r  ;

2) d’altra parte, come abbiam detto, le curve razionali 
normali, Cr, di S r dipendono da

(r +  S ) ( r - l )

costanti arbitrarie; ponendo su una Cr una proiettivi tà para­
bolica (che implica 2 costanti) si dà luogo ad una omografia 
di Sr, dotata di punto (r-f-l)-plo, che lascia invarianti oo —̂1 c r 
analoghe (*), sicché la dimensione del sistema d’ omografie 
così determinato vale

( v  -f- 3)(7' — 1) -1- 2 — ( v  — 1) =  V~ -f- T •

L’esistenza di una curva razionale normale invariante 
per una omografia di Sr dotata di r  -f- 1 punti uniti infinita­
mente vicini, conduce a scrivere le equazioni dell’omografia 
sotto una forma canonica.

Invero rappresentiamo la Cr invariante con le formule

/ 0̂ =  1 

\ Vi =  t
6) ' xt =  t*

\ =  t r ,

(*) Si consideri la serie dei punti A A 'A " ... che corrispondono ad un 
punto generico A  nelle successive potenze (d’ordine 1, 2,...) d7un7 omo­
grafìa II: epiesta serie ò proiettiva alla serie analoga B B 'B " ... costruita a 
partire da un punto B  ; (piindi se la prima serie appartiene a una,GV inva­
riante, altrettanto avviene per la seconda.
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in guisa che per t =  °° si ottenga il punto unito della omo­
grafia e della proietti vita parabolica subordinata sopra Cr . 
Allora questa proiettività parabolica verrà data da una sosti­
tuzione del tipo

t =  t! -l- le ;

anzi è lecito prendere qui le =  l, giacché ci si riduce sempre 
a questo caso eseguendo contemporaneamente un cambia­
mento del parametro e un cambiamento delle coordinate xt

(t — fcc? =  h* Vi) • *

Ordunque, ponendo £ =  £'-|-l nelle formule precedenti 
e indicando con (y) il punto che così viene a corrispondere 
ad (x)9 otterremo le equazioni dell’omografia trasformante.in 
sè la Or sotto la forma:

1 Vo =  *0
Ih =  ®0 - e  ®l

Vi = ® . +  H- a2
7) J Vi =  »o “1“ 3# 2 +  x3

Vr =  xo *+■ {pj®2

Si ha così una forma canonica per le equazioni dell9 omo­
grafia di 8 r con r +  1 punti uniti infinitamente vicini (4),

(*) A  p r io r i , tenuto conto che un’ omografìa qualunque possiede almeno 
un punto unito, e similmente una retta unita nella stella che lia questo 
come centro, un piano unito per la retta, ecc., si ottiene la forma ridotta

ih  — «oo%
Vi =  «10*0
i h  =  « 2 0 %  ■+* « 2 i%  +  «22%

Se il punto unito (00....01) deve essere unico si avrà
\

U q q  =  = =  f l ’ o o  = = =  ♦ •••  « W  «

La ricerca dei punti uniti infinitamente vicini si può far qui nel 
modo diretto che accenneremo rapidamente nel caso del piano.

Passiamo alle coordinate cartesiane, scrivendo le equazioni dell’omo-
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la quale tuttavia, cou uu cambiamento di coordinate, si può 
ridurre al tipo

ìfo =  ®o 
Vi =

y  2 =  •+•vs
y » =  x ^ + x 3

Vr =  ' av-t-t-av*

Questa riduzione si ottiene eseguendo contemporanea­
mente sulle x e sulle y una medesima sostituzione lineare, 
dove la 7c-ma coordinata dipenda soltanto dalle precedenti, 
per es. lasciando fermi

■®o> xn Vo, Vi
e cambiando

x, in 2x, +  xt, y, in 2y, -f- ?/,

x3 in 6x:ì -\- (ix., -+- xt, y3 in 6y., ~h 6y, -+- y l

La forma canonica 8) si può trovare direttamente par­
tendo da una conveniente rappresentazione parametrica 
della Cr invariante, diversa dalla 6). A tal uopo basterà 
riprendere la rappresentazione parametrica generale 5), deter-

g r a f ì a  n e l l a  f o r m a

 ̂ a l0 x - h  y
a20 x  -+- a 2i y  h- 1 ’ J a 2Q x  -+- a 2L y  -+-1

(«oo =  «11 =  «22 =  1);

d o p o  c i ò  s i  p o n g a  i n  q u e s t e  e q u a z i o n i

xr= x ì y'=y; x =  <x.t y — t $

l e  e q u a z i o n i  a n z i d e t t e  s i  s o d d i s f a n o  a  m e n o  d i  i n f i n i t e s i m i  d e l  t e r z ’o r d i n e ,  

p r e n d e n d o

a==0) p= — •aì0
S i  o t t e n g o n o  c o s ì  l e  c o o r d i n a t e  d e i  d u e  p u n t i  u n i t i  s u c c e s s i v i  a l l ’o r i g i n e .
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ininando i polinomi cp(t) mediante 1’equazione ricorrente

?&(£ ■+■ t) — ?/*(£) — ¥k—1(0 ; 

ove si prenda, per es.
rPr(t) =  tr ;

i polinomi risaltano di grado 7̂, e l’omografia che trasforma 
in sè Cr cambiando t in t -t- 1, viene data da

Vh i +  xhi
cioè dalle formale 8).

Ora le formale 8) danno luogo ad nna semplice inter­
pretazione, in base a cai l’omografia di Sr con un punto 
unito (r-h l)-p lo riesce definita indipendentemente dal con­
cetto dei pan ti uniti infinitamente vicini, come segne.

Si designino con

A0 =  (10....0), A l =  (010. . . . 0 ) , =  (0....01)

i vertici della piramide fondamentale per le coordinate; 
allora :

il punto Aò. è unito;
il j)uuto Al appartiene alla retta unita (congiungente A0 

al punto unito infinitamente vicino cioè) tangente alia Gr 
invariante, giacché il punto omologo A '  si trova sulla 
retta A0A L;

il punto A2 appartiene al piano unito osculatore a C'r, 
ed il suo omologo A.2' trovasi sulla retta A.2 AL ;

il punto Àr sta, nello Sr , fuori dell’iperpiano unito 
osculatore a Gr (cui appartiene -Ar_ L) e il suo punto omo­
logo Arf trovasi sulla retta congiungente Ar Ar_ {.

Le coppie di punti omologhi AhAk diconsi coppie carat­
teristiche e il gruppo dei punti A0AL....Ar , in cui AhAhrAk̂ i 
sono allineati e Ah appartiene allo Sh unito stando fuori 
dello aS'/ì-ì unito, dicesi gruppo caratteristico per l’omografia : 
la forma canonica 8) si ottiene riferendo V omografia a u na 
piramide fondamentale costituita dai punti d9 un gruppo carat­
teristico e scegliendo convenientemente il punto unità, per 
ridurre uguali i coefficienti di xh_ v e xh nella combinazione 
lineare che porge yh (l’ ipotesi che l’omografìa possegga il



LIBRO QUARTOOSO

solo punto unito A0 porta uguali i coefficienti della diagonale 
del determinante della sostituzione).

È chiaro che i punti A0Ai ....A?l, per 7 costituiscono 
un gruppo caratteristico per Pornografia subordinata nello 
spazio unito congiiuigente A0 coi fc punti uniti successivi; 
ciò corrisponde alla circostanza che il quadro 8) (al pari del 
quadro 7) che lo precede) limitato alle indine h -f-1 linee 
porge Pornografia subordinata nel detto osculatore alla Or.

Ora si possono estendere le formule 8) (o similmente le 7) 
precedenti) al caso di una omografia monovalente di carat­
teristica dal quale si passa poi al caso di una omo­
grafia qualunque. Per chiarezza usiamo qui di coordinate con 
doppio indice, disponendo le equazioni dell’omografia per 
linee e colonne nel modo che segue:

Voo “  *^oo• ' •Uoa —  ^ o a  •••Vob  == %ob •••2/oc “  * ôc ••• Voh —

V i a  =  a •••*!/ib  =  ^ob  “P" ^ 2 /je  — ^oc c ••• ?/ih = =  %oh ® ih

U'2b ==: b “d~ *^2b ••• 2/2C <àic  *̂2C ••• U sb  == h ^ 2̂

2/;̂ e —  *̂ 2c “P  ^ 3C ••• 2/3^ =

ŷ h == *̂3/1H"

y  ih =  &i-  i , / ì - p %  
a =  Ji — 7q, b —a =  hi — 7l>, c — 7> =  h2 — 7i3... (*).

Il nostro quadro si giustifica osservando che le sue colonne 
mettono in evidenza le-omografie dotate di un punto unito 
multiplo che vengono subordinate dalla data entro spazi di 
dimensioni i, i — 1,... incidenti a i +  1, i,... spazi di punti 
uniti; delle quali si è assunta la'rappresentazione 8).

La forma canonica di una omografia quahtnque in Sn 
si ottiene scrivendo le formule 9) per le omografie monova­
lenti subordinate negli spazi invarianti che sono determinati 
dai gruppi di spazi di punti uniti infinitamente vicini (qual­
cuno di questi spazi potrebbe anche ridursi ad uno spazio ai

(l) I  n u m e r i  e 0 , eLì.., .eh c h e  d e s i g n a n o  q u a n t i  s o n o  g l i  e l e m e n t i  d e l l e  

c o l o n n e  d e l  n o s t r o  q u a d r o  ( p r o c e d e n d o  d a  d e s t r a  v e r s o  s i n i s t r a )  c o s t i t u ì *  

s c o n o  g l i  e s p o n e n t i  d e i  c o s ì  d e t t i  d i v i s o r i  e le m e n ta r i  d i  W e i e r s t r a s s  

( c f r .  n o t i z i a  s t o r i c a ) :  v i  s o n o  7 ^ - + - 1  n u m e r i  e u g u a l i  a d  i - h i ,  —  7^

u g u a l i  a d  h L —  h2 u g u a l i  a  2 ,  e  h  —  h L u g u a l i  a  1 .
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punti uniti di dimensione > 0 ,  il quadro 9) riducendosi alla sua 
prima linea ed eventualmente anche alla prima equazione di 
questa). Occorre però mettere in evidenza per ciascun gruppo 
di formule un diverso fattore di proporzionalità; cosi ad 
esempio si scriverà in relazione ad un Sh di punti uniti 
y0() — px0..., e in relazione ad un secondo Sy di punti uniti

2/00a> =  p1ic00<1»..., ed il quoziente -  designerà il birapporto
P

invariante dell’omografìa subordinata della data sopra la retta 
unita (congiungente due vertici della piramide fondamentale) 
che si appoggia ai due spazi Sh e Sy; esso porgerà quindi un 
invariante assoluto dell’omografìa.

Ora la forma canonica mette in luce che:
Due omografie entro lo spazio Sn sono trasformabili proiet­

tivamente Vana nell’altra quando posseggono gruppi di spasi 
di punti uniti infinitamente vicini con le medesime dimen­
sioni (corrispondenti a radici ugnali dell’equazione D(p) =  0) 
e di più hanno gli stessi invarianti assoluti, forniti dei rap­
porti delle radici diverse della D(p) =  0.

Notizia storica ed osservazioni critiche. Il principio di 
una classificazione generale delle omografie o sostituzioni 
lineari omogenee sopra n 1 variabili si trova in una memoria 
di Oayley del 1854 (*). L’autore, riattaccandosi a Sylvester, 
studia i determinanti D(o) i cui termini contengono linear­
mente una variabile p, e considera le molteplicità (p, fjq....p2) 
che spettano a una radice p =  p in rapporto alle equazioni 
ottenute annullando il D(p) e i suoi minori d’ordine

», n — 1,.... n — r + 1.

Alla fine della memoria, in poche righe, osserva che questa 
analisi si applica alla classificazione delle omografie, ove 
appunto s’incontra il determinante

«00—  P «01 . . .  ( t o n

osT
 

'

«u — P- . . .  ( C i n

^ttO d m

f1) Journal fiir Math. Bel. 50, pag. 313.



082 LIBRO QUARTO

menzionando le classi di omografìe del piano e il numero di 
quelle dello spazio.

Weierstrass (*) (1858-08), svolgendo lo stesso principio, 
osserva che la considerazione delle molteplicità g, [x^....^,. 
secondo cui una radice p — o appartiene alle equazioni otte­
nute annullando un determinante (l’ordine n | - l  D(?) e i suoi 
minori d’ ordine n, n — ! . . . .« — r - l - 1 , corrisponde a ima 
decomposizione del fattore (p — pf1 in tanti divisori elemen­
tari del D(?):

( ? - p ) e ( ? - p ) ‘\...(p -p )%
dove

(ì [X [X̂ , 6 ,  £X, JX-2 .... Cj-—i [Xr—x l̂ ?', @v fb’?

e stabilisce un celebre teorema che, come diremo, significa 
l’equivalenza proiettiva delle omografie di un Sn i cui deter­
minanti posseggano gli stessi divisori elementari.

A vero dire Weierstrass non tratta esplicitamente delle 
omografie, ma delle condizioni di equivalenza delle coppie 
di forme bilineari,

/  =  2 « î7{æî-«ft, <f =  y>bikxi uk,
e

per una trasformazione lineare delle x nelle x' e per un’ altra 
trasformazione delle u nelle i i .

Frattanto, indipendentemente dall’analisi di Weierstrass, 
Olebsch e Gordan (2) per le omografie piane, e Jordan (3), 
per le sostituzioni lineari sopra un numero qualunque di 
variabili, trovavano in modo diretto le forme canoniche (4).

S e g r e  (5) (1884) indipendentemente dalla considerazione 
di forme ridotte, fonda la classificazione generale delle omo­
grafie iperspaziali sulla interpretazione geometrica del teo­
rema di W e ie r s t r a s s  (6).

(A) Accad. di Berlino, marzo 1858 e maggio 1868.
(?) Math. Annalen, Bd. 3, pag. 359.
(3) Traité des substitutions, (Paris 1870), Cap. IL
(4) Studi geometrici sulle omografìe del piano e dello spazio ordinario 

trovansi anche in H i r s t  (1874), R e y e  (1880), B a t t a g l i n i  ecc.
(5) Memorie delPAcc. dei Lincei, serie III, voi. 19.
(6) Contemporaneamente L o r i a  (Giornale di Matematiche, t. 22) ha 

classificato le omografìe spaziali, riferendosi pure al metodo dei divisori 
elementari di W e i e r s t r a s s .
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Si considerino le a; e le x come coordinate di punti di 
uno spazio S  e le u e u' come coordinate degli iperpiani di 
un altro spazio 8 '; allora le equazioni f =  0 e <p =  0 pongono 
due omografie fra S  e 8' (dato un punto viene definita l’equa­
zione della stella corrispondente) e quindi determinano in 8  
una omografia rappresentata dalla

/ ( ? /» )  =  f-p(œit)

ritenuta come una identità rispetto alle te, cioè dalle sosti­
tuzioni lineari fra le y e le x che si ottengono uguagliando 
nelle due forme i coefficienti delle tq.

Più semplicemente, se si interpretano le u come coordi­
nate degli iperpiani dello stesso spazio 8, un’omografia di S  
viene rappresentata annullando un’unica forma bilineare

ma le sostituzioni lineari che si operano sulle x e sulle u 
sono soggette a trasformare in sè la relazione di apparte­
nenza di punti e iperpiani

<p =  HxiHi =  0 .

Pertanto, come Segre spiega nella sua citata memoria, 
il teorema di Weierstrass porge le condizioni di equiva­
lenza di due omografie dello S;  e costituisce così il fonda­
mento di una teoria che il Segee svolge in diversi sensi (appli­
candola anche alla classificazione delle coppie di quadriche, 
dei complessi di secondo grado, ecc.).

P redella (’) (1888-1892), riprendendo e approfondendo 
la teoria delle omografie, riesce all’interpretazione geome­
trica dei divisori elementari (2), che trovano riscontro nel 
concetto degli spazi di punti u niti multipli ; quindi egli è

(9 Annali di Matematica, t. 17, (1889-90), pag. 113; Atti dell’Aecad. 
di Torino, t. 27, (1891-92), pag'. 270. Cfr. B e u t in t ,  « Introduzione.... », 
Gap. IV.

(2) Questo riscontro emerge dal nostro quadro 9) come si è accennato 
nella nota a piè di pag'. 680, tenendo presente che ogni gruppo di spazi 
di punti uniti sovrapposti risponde ad un’unica radice dell’ equazione 
D(p) =  0.



LIBRO QUARTO(184

t r a t t o  a  g i u s t i f i c a r e  g e o m e t r i c a m e n t e ,  m e d i a n t e  l ’ i n t r o d u z i o n e  
«Ielle c o p p i e  c a r a t t e r i s t i c h e ,  la  f o r m a  c a n o n i c a  d e l l e  s o s t i t u ­
z i o n i  l i n e a r i ,  d a l l e  q u a l i  d e d u c e  p o i  lo  s t e s s o  t e o r e m a  d i  
W e I LUSTRA SS.

P r e d e l l a  c o n s i d e r a  l ’ o m o g r a f i a  c o n  s p a z i  d i  p u n t i  u n i t i  

s o v r a p p o s t i  Sh, S ki? .... c o m e  l i m i t e  d i u n a  o m o g r a f i a  d o t a t a
d i  s p a z i  d i  p u n t i  u n i t i  d i s t i n t i  c o n  l e  m e d e s i m e  d i m e n s i o n i ;  
m a  n o n  t i e n e  c o n t o  d e l  m o d o  d i  a v v i c i n a m e n t o  d i  c o d e s t i  
s p a z i ,  s e  n o n  p e r  q u a n t o  o c c o r r e  a  r i c o n o s c e r e  l ’ e s i s t e n z a  d i  

s p a z i  i n v a r i a n t i  8 h+h +ij Sh\-nr \ c o n g i u n g e n t i  g l i  s p a z i
d i p u n t i  u n i t i  i n f i n i t a m e n t e  v i c i n i .  A n z i  s i  v e d e  i n  P r e d e l l a  
la  t e n d e n z a  a d  e m a n c i p a r s i  d a l l a  c o n s i d e r a z i o n e  d i  l i m i t e ;  i l  
q u a l e  s c o p o  v i e n e  r a g g i u n t o  n e l l a  s e c o n d a  d e l l e  m e m o r i e  
c i t a t e .  P r e d e l l a  c o n s i d e r a ,  e n t r o  i l  d a t o  Sni l o  Sn- h u n i t o  
a s s o c i a t o  a d  u n  Sh d i  p u n t i  u n i t i  c h e  ( s e g u e n d o  S e g r e )  
si c o s t r u i s c e  c o m e  l u o g o  d e i  c e n t r i  d i  p r o s p e t t i v i t à  d e g l i  

8h+\ o m o l o g h i  p a s s a n t i  p e r  8h : Il d e t t o  Sn-h p u ò  s e g a r e  
lo  Sh s e c o n d o  u n  ShL, c h e  r i s u l t a  a l l o r a  c o s t i t u i t o  d i  p u n t i  
u n i t i  d o p p i ;  a  s u a  v o l t a  n e l l o  Sn-h v i e n e  s u b o r d i n a t a  u n a  

o m o g r a f i a  c h e  p o s s i e d e  u n  8n-h-h a s s o c i a t o  a l l o  Sh , i l  
q u a l e  p u ò  s e g a r e  lo  Sh s e c o n d o  u n  Sht d i  p u n t i  u n i t i  
t r i p l o ,  e c c .

È  f a c i l e  r i c o n o s c e r e  c o m e  la  p r e c e d e n t e  d e f i n i z i o n e  d e g l i  
s p a z i  d i  p u n t i  u n i t i  m u l t i p l i ,  e q u i v a l g a  a l l a  n o s t r a ;  g i o v a  
p i u t t o s t o  f e r m a r s i  u n  i s t a n t e  s u l  c a s o  e l e m e n t a r e  d i  u n a  o m o ­
g r a f i a  d i  Sr c o n  il  p u n t o  u n i t o  ( r - i - l ) - p l o ,  p e r  v e d e r e  c o m e  
n e l l a  t e o r i a  d i  P r e d e l l a  r i e s c a  c a r a t t e r i z z a t a  l ’ o m o g r a f i a  
s u r r o g a n d o  i p u n t i  u n i t i  i n f i n i t a m e n t e  v i c i n i  ( c h e  i v i  n o n  
v e n g o n o  d e f i n i t i )  m e d i a n t e  l a  c o n s i d e r a z i o n e  d e l l e  o m o g r a f i e  
s u b o r d i n a t e  n e i  s u c c e s s i v i  s p a z i  i n v a r i a n t i  : p e r  e s .  n e l  p i a n o y 
l ’ o m o g r a f i a  r i e s c e  d e t e r m i n a t a  d a l  p u n t o  t r i p l o  0 ,  d a  u n a  
c o p p i a  g e n e r i c a  d i  p u n t i  c o r r i s p o n d e n t i ,  e  d a l l a  p r o i e t t i v i t à  

p a r a b o l i c a  s o p r a  l a  r e t t a  u n i t a  p e r  0 ;  q u e s t ’ u l t i m a  p r o i e t t i ­
v i t à  p a r a b o l i c a  s o s t i t u i s c e  l a  c o n o s c e n z a  d e l  t e r z o  p u n t o  u n i t o  
i n f i n i t a m e n t e  v i c i n o  a d  0 ,  c h e  p otrà ,  v e n i r e  d e f i n i t o  c o s t r u e n d o  
u n a  c o n i c a  i n v a r i a n t e  (1).

(£) Alla costruzione di un’omografìa, A, di S r dotata di un unico punto 
unito (r-f-l)-plo, mediante le coppie caratteristiche di P r e d e l l a , si può 
collegare la trattazione delle omografie dovuta a P i n c i i e u l e  e svolta nel 
cap. IV del suo libro su « Le operazioni distributive » (1901). 11 concetto 
nuovo qui introdotto si può tradurre geometricamente dicendo che Pin-
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La scoperai delle curve razionali normali Cr , invarianti 
per una omografia di Sr con mi punto unito (r -|- l)-plo, si 
può riattaccare allo studio geometrico delle equazioni diffe­
renziali lineo-lineari contenuto nella memoria di C le b s c i i  e 
Gordan citata innanzi: si tratta di equazioni differenziali pel­
oni ad ogni punto del piano viene associata la retta clic lo 
unisce al punto corrispondente in una data omografia. Quando 
questa omografia ha un punto unito triplo, le curve integrali 
sono coniche osculantisi nel punto unito triplo, e ciò porta 
che anche l’omografia data lasci invarianti le coniche di un 
fascio (‘).

Per r >- 2 l’esistenza di curve Cr invarianti per un’omo­
grafia di Sr dotata di un punto (r -1- l)-plo, fu osservata con­
temporaneamente da Enriques e Fano, che alcuni anni or 
sono ebbero una conversazione su tale argomento: la signo­
rina M aria Sostegni, nella sua tesi di laurea (non pubbli­
cata) del 1914, ha dato del fatto una verifica algebrica diretta.

Le cose dette pongono nella propria luce la posizione da 
noi assunta nello sviluppo della teoria delle omografie, dove 
abbiamo voluto definire precisamente gli spazi di punti uniti 
infinitamente vicini (2).

Qui vogliamo esplicitamente rilevare la semplicità por­
tata dalla circostanza che « nello studio delle omografie si 
hanno a considerare solfato punti infinitamente vicini sopra 
rami lineari (almeno entro gli spazi invarianti che non ne

cheree considera, accanto alla data omografia dello $»•, una omografìa

 ̂ ?/o =  («oo —  P)®o +  « 0 1 * i +  •••■

E  — y v =  a l0 x0 +  (aLl — ?)xL -+- ....

(simbolicamente rappresentata con l’operazione E  =  A  — p), la quale, in 
corrispondenza alla radice p =  p del determinante D(p), è degenere e fa 
corrispondere ad uno spazio invariante S k  lo spazio invariante S k —i  in 
esso contenuto. Prendendo come vertici della piramide fondamentale un 
punto generico di S r  e i suoi trasformati mediante E , E 2, . , , .  .E 1’, si ottiene 
un gruppo caratteristico, che porge la nostra forma canonica 8), (da cui 
segue per le piu generali omografìe monovalenti. il quadro 9). La dedu­
zione delle formule accennale si ottiene così nel modo più rapido.

(‘) Le quali sono le traiettorie di un gruppo semplicemente infinito 
di omografìe. Cfr. K l e in -L ie . Matli. Annalen. Bd. 4.

(:) Cfr. E n r i q u e s . Kend. dell’Acc. dei Lincei, 17 giugno 1917.



080 LIBRO QUARTO

contengono infiniti) ». A prima vista questa affermazione 
potrebbe apparire paradossale, giacché si può determinare 
una omografia limite in cui i punti uniti vengano a coinci­
dere variando comunque su rami lineari o superlineari. Ma 
il paradosso si risolve già considerando ciò che accade nel 

• piano: se due punti uniti B e C di un’omografia si avvici­
nano indefinitamente ad un punto unito fisso A, in direzioni 
diverse, oppure l’uno dopo l’altro su un ramo del second’or- 
dine, l’omografia limite viene a possedere una retta di punti 
uniti per A .

Chiuderemo questa notizia ricordando che la teoria delle 
omografie, si estende anche al caso delle omografie degeneri 
escluse nelle nostre precedenti considerazioni: questo caso 
viene studiato da S e g r e  e P r e d e l l a  ed in particolar modo 
da D e l  P r e t e  (1).

(*) Rendiconti dell’istituto Lombardo, 1897.



I N D I C I



- I N D I C E  A L F A B E T IC O

A

Abbaiamento della classe - pag. 276, 
617. :
vedi: classe, flessi, equi­
valenza - (cfr. vol. I,

■ ‘259). '
» del numero delle bi-

tangenti - 277.
A b e l  - 215.
Albero della singolarità - 385, 475, 

497, 501.
Alternanza (legge di) - 440.
Analitica, vedi funzioni.
Analogia - 269.
Angas Scott - 530.
Apolare - 61, 63, 75.
A p o l l o n i o  - 5, 269.
Apparenti e effettivi (punti doppi 

d’una curva gobba) - 138, 
143, 147, 545.

» (punti doppi e tripli di 
una superfìcie di S4 o S ò) 
- 584, 585.

Approssimanti (curve) - 38, 90,110, 111, 
118, 252, 276, 389 (cfr. 
vol. I, 67, 185-86).

» (omografie) - 415.
» (superfìcie) - 641.

vedi: rami, parabole, 
iperparabole, falde. 

A r c h i m e d e  - 2 6 9 .

Aritmetici (valori) - 366.
Armonia — relazione fra curve luogo 

e curve inviluppo - 62, 63, 76. 
Armonica: vedi cubica.

Armonico (coniugato) -, pag. 11.
» pentaedro - 73.
» polilatero - 64-72.
» tacnodo - 188.

Armonizzante - 61.
A r o n h o l d  - 14,194,196,199, 215, 218? 
Asintoti - 242, 244, 246.
Asintotiche (curve) - 246.

» (proprietà) - 275. 
Asintotico (coefficiente d’ una derivata 

infinita) - 503.
Associato (sistema) - 62. 
à u t o n n e  - 658.

B

Base per un [fascio (punti infinita­
mente vicini) - pag. 167, 177, 179 
(cfr. vol. I, 182-86).

» per un sistema lineare (puntiv e 
curve) - 30, 35, 162, 180, 401, 552 
582, 583.

B a t t a g l i n i  - 61, 76, 681.
Becco - 529.
B e c k  - 286, 291, 297.
B e l l a v i t i s  - 245.
B e l t r a m i  - 74.
B e r n o u i l l i  - 537.
B e r t i n i  - 48, 135, 173, 177, 188, 410, 

419, 540, 567, 575, 590, 682. 
B e r z o l a r i  - 73, 76, 290, 596.
B é z o u t  - 77, 79, 93, 96, 98, 101. 
Bifolium - 259.
Bilatere (superficie) - 247.
Biplanare (punto) - 578, 609-10, 630, 

636.

F. ENRIQUES - II. 41
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Bitangenti (curve d’ima rete) -pag. 178, 

180.
» (piani) - 142, 153, 586, 631.
» (rette) - 123, 142, 153, 277.
» di prima e seconda specie 

a una quartica - 257, 259.
Bobillier - 4, 7.
B o u q u e t  - 538.
B r a g e l o g n e  - 245.
B r i a n c h o n  - 5, 69.
B r i l l  - 54, 114,116, 120, 135, 187, 535, 

542, 549, 612.
B r i o t  - 538.
B r u s o t t i  - 265.

c

Calcolo effettivo, vedi: sviluppi.
» simbolico di S c h u b e r t  -  p a g .

312.
Canoniche (equazioni), vedi: forme.
C a p e l l i  - 81, 99, 210.
C a p o r a l i  - 103, 170, 180.
Caratteri plueckeriani - 104-188; vedi : 

formule, cayleyana, hessiana, stei- 
neriana, curve gobbe, ecc..

Caratteristica d’un’ omografia - 672.
» d’un ramo - 374-377.

Caratteristiche (teoria delle) - 284.
C a r n o t  - 272, 273.
C a s t e l n u o v o  - 171, 287, 316, 317.
C a u c h y  - 79,278, 279,281,537, 538, 652.
C a y l e y  - 4, 9, 101, 106, 124, 135, 136, 

141, 142, 144, 147, 149, 155, 186, 
224, 228, 246, 282, 283, 288, 289,
290, 297, 330, 530, 538, 541, 551,
576, 587, 604, 626, 654, 681.

Cayleyana - 187.
» (d’una cubica) - 223,225/229.

Centri armonici - 17.
» critici (per la forma delle cu­

biche) - 255.
Centro di una trasformazione quadra­

tica - 553.
C h a s l e s  - 94, 103, 140, 208, 209, 245, 

274, 282, 283.
Chiuso (punto) - 604.
Chisini - 188, 201, 595, 617, 656.
Ciclo - 328, 329.

Circuiti - vedi rami reali.
Classe (d’una curva piana) - pag. 6,104.

277,421,424 (cfr. vol. I, 59,257). 
» (d’una curva gobba) - 142, 576.
» (d’ una superfìcie) - 152, 606.
» (d’una superfìcie rigata) - 139.

Classe d’un ramo - 330, 424, 567.
Classificazione dei fasci di cubiche 

d’ugual modulo - 201. 
» delle congruenze del

1° ordine di rette - 308. 
» delle cubiche piane

reali 202, 241, 246.
» delle omografìe iper-

spaziali - 658.
» delle quadriche gobbe

- 144.
» delle quartiche piane

reali - 241, 255.
C l e b s c h  - 4, 9, 14, 71, 72, 74,124,134, 

184,185,187,215, 307,644,682,685.
C l i f f o r d  - 76, 237.
Close-poiut - 604.
Coefficiente asintotico (di una deri­

vata infinita) - 503, 506.
Combinante - 32.
Completa intersezione di due super­

fìcie - 94, 136, 149, 582.
Comportamento vedi: polari, jaco- 

biana ecc.
Composizione e decompozione di una 

singolarità - 381-82, 409, 412, 447, 
452, 558; (vedi: infinitamente vi­
cini, multiplo, riduzione.

Computo di costanti - 71, 73.
» » (principio del) - 307

(cfr. vol. I, 149).
Condizione d’esistenza di una curva 

con data singolarità - 392, 
427.

» di proiettività di due cu­
biche piane 191, 211.

» di trasformabilità di due
omografìe - 680.

» per la coincidenza di due
flessi - 52-53.

» perchè la hessiana o la
ja c o b ia n a  abbia punti 
doppi - 176, 181-183.
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Condizione perchè il polo appartenga 

alla polare - pag. 12, 19. 
» perchè una cubica am­

metta infinite trasforma­
zioni proiettive - 194, 202. 

» perchè una forma sia som­
ma di potenze - 64.

» perchè un punto appar­
tenga a tutte le forme po­
lari - 19, 26.

Condizioni caratteristiche - 313.
» di passaggio per punti 

multipli infinitamente vi­
cini - 338, 342, 393, 425, 
469, 483, 501, 605 (v. con­
dizioni limiti).

> limiti (singolarità) - 106, 
442, 476, 501.

» perchè una curva possegga 
ô punti doppi - 108.

Configurazione dei flessi d’ una cu­
bica - 213, 231.

Congruenza del 1° ordine di raggi-308. 
» lineare di spazi - 667.

Coniche; vedi: approssimanti.
» armoniche - 69.
» polari - 49, 224, 228.

Conico (punto) - 578, 629, 635, 619-50.
Coniugati (punti su una cubica) - 223-24. 

» (poligoni) 65, 66 ; v. armonici.
Cono circoscritto - 152.

» osculatore (o tangente in un 
punto multiplo di superficie) - 
577, 578.

Contatti - 83, 342, 352.
Conservazione del numero (principio 

della) - 282, 284, 317.
Contingenti (principio delle relazioni) 

- 274.
Continuità 119, 126, 251, 268, 275, 278: 

vedi: condizioni limiti, ecc.
Contorno apparente - 152.
Coordinata (di un punto libero infi­

nitamente vicino) - 370.
Coppie caratteristiche di numeri (sin­

golarità) - 375.
Coppie caratteristiche di punti (omo­

grafìa) - 678.
Correlative; vedi: figure primitive.

Corrispondenza birazionale fra curve 
- pag. 127.

Corrispondenze [m , n] sulla retta; 
vedi: uniti.

Costante caratteristica (d*un ramo cu­
spidale) - 87, 89, 113, 116.

C ô t e s  -  8 .

Covarianti - 12,185; vedi: jacobiana, 
hessiana, ecc.

C r a m e r  - 77, 78, 97, 242, 244, 245, 
516, 521, 522, 523, 529, 530, 536, 
538, 543, 544.

C r e m o n a  - 4, 9, 15, 17, 25, 70, 74, 93,
99, 134, 153,158,170,180,184,185,
186;, 187, 210, 214,230,282, 283,552.

Cubica gobba - 148, 673.
» piana (caratteri) - 105.
» » (equazioni canoniche o 

normali) - 194, 218.
» » (forma) - 202, 242, 240.
» » (invarianti) - 194.
» » (riemanniana) - 236.
* » (trasformazioni proiet­

tive) - 191, 192, 211, 231.
» » armonica - 190, 192, 196, 

200, 220, 233.
» » bipartita e unipartita - 

208, 210, 252.
» » con nodo - 193, 195, 201, 

206, 222, 250.
» » cuspidata - 194, 201, 223.
» » equianarmonica - 70, 190, 

192, 195, 196, 199, 220.
Cubica superficie 73, 155-57.

» superfìcie rigata - 626.
Curva, curve; vedi: approssimante, 

base, derivata, doppia, fonda- 
mentale, irreducibile, multipla, 
normale, razionale; bitangenti, 
cuspidate, osculatrici.

Curva gobba (caratteri) - 136,137, 289, 
» » (singolarità) 551, 562.

Curva infinitesima - 600, 626.
Curva iperspaziale - 135, 546, 575, 

672.
Curvatura logaritmica - 531.
Curve, vedi curva.

» cuspidate di una rete - 179-80. 
» di terza classe - 238.
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Curve di K l e in -L ie  - pag. 685. - 

» infinitamente vicine - 167,-605, 
Cuspidale (curva)- - 1.39, 141, 580, 587.

604 - '
• » • (falcia) - 580.

» * (punto) - 578,* 580, 598-99,
614, 623-29. -

Cuspidate’ (curve d’ima rete) 179-80. 
Cuspide - 53,104,105, 107, 115, 167-69, 

178, 180, 201, 223.
» (forma) - 208, 529.
» di specie superiore - 341.

D

D a r b o ü x  - pag. 69. *
Decomposizione di una singolarità;

vedi: composizione. 
Degenerazione o spezzamento (metodo 

di) 93, 99, 117-120, 253, 
277, 285, 289, 291, 295.

» o svanimento-617(vedi :
indeterminazione). 

D e -G u a  - 79, 535, 536, 543.
D e J o n q u iè r e s  - 4, 9, "17, 271, 274, 

278, 282, 283, 285, 286, 287, 291, 
307, 582.

D e l a  H ir e  - 3, 8.
D e l ’ H ô pita l  - 529, 536.
D el  P ezzo -185, 576,651,655,656, 657. 
D el P r e t e  - 686.
D e P a o lis  - 69, 71, 73, 76, 655. 
Derivata (curva di P o n c elet) - 94. 
Derivata infinita - 503.
Derivate delle funzioni composte (for­

mule) - 459, 477.
D e sa r g u e s  - 3, 5, 8, 242, 270, 275. 
D escartes - 242.
Determinante funzionale - 185.

» jacobiano - 31, 45.
Diagramma delle partizioni triango­

lari - 483,489,511, 512,522. 
» di N ew to n  - 532.
» » esteso alle su­

perficie - 658.
Dialitico (metodo per formazione del 

resultante) - 79.
Diametrali curve - 242, 243.
Diametri - 6.

Differenziale (senso,proprietà) - pag. 6, 
* 242, 244, 421.

Diramazione (punti critici di) - 280, 
327, 444, 620, 621.

Direzioni * singolari per il tacnodo - 
602, 603.

Discriminante - 166 (cfr. vol. 1, 99).
> (di una cubica) 196,210.
» (di una funzione alge­

brica)- 539 (cfr. vol. I, 
289).

Dispàri (punto biplanare di tipo) - 
610.

Divisori elementari  ̂ 679.
Divisioni successive (metodo per la 

formazione del resultante) 
-78.-

» successive (metodo per la 
ricerca dei punti multipli 
d’un ramo di curva) - 361, 
455, 570.

D o ii le m a n n  - 187.
Doppia (curva) 280, 620, 621.
Doppia per una superfìcie (curva) - 

140, 141, 578, 657; 
vedi : nodale, cuspidale (punto 
e curva), multipla.

Doppie tangenti, vedi: bitangenti.
Doppio per una curva (punto) 49, 138, 

157, 175-76, 180, 201, 341, 556 
vedi: nodoj cuspide, tacnodo, 
equivalenti, ecc.

» per una superficie (punto) -
156-77, 578, 597, 598, 600-04, 
609-12,623-28, 629-32, 635, 638, 
649-50, 654.

Dualità (trasformazione della singo­
larità d’un ramo di curva) - 424. 

» (trasformazione delle singola­
rità d’ una superfìcie) - 629, 
632.

D u m a s  - 658.

E

Effettiva, vedi: molteplicità.
Effettivi, vedi: apparenti.
Elemento di funzione, curva o super­

fìcie, vedi : ramo, falda.
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Elementari singolarità (di una curva) 
(cfr. vol. I, pag. 262); vedi : 
equivalenti plueckeriani. 

t> singolarità rispetto a tra­
sformazioni (di una curva) 

417, 500.
» » (di una superfìcie) -

585, 655, 657. 
Eliminazione (teoria generale) - 94. 
Enriques - 135, Ï36, 139, 275, 297, 542, 

590, 626, 643, 645, 657, 666, 685. 
Equazione dei nove flessi (risolubilità 

per radicali) - 215.
» normale (vedi forme). 

Equazioni funzionali nella geometria 
numerati va - 288, 290. 

Equianarmonica, vedi: cubica. 
Equivalenti plueckeriani -106,122,425. 
Equivalenza di gruppi di coefficienti in 

sviluppi di Puiseux - 354. 
Equivalenza di una curva comune a 

tre superfìcie - 311, 612. 
» di uno spazio di punti

uniti di un’omografìa - 
664r665.

» . nel gruppo jacobiano di
un fascio: di una curva 

- 174.
» » : di un punto

base - 162, 164. 
» » : di un punto

multiplo - 161. 
» negativa - 309.

Esponenti caratteristici - 375. 
JEspressione.di una forma come somma 

di potenze - 61.
Essenziali (punti della curva multipla 

d’una superfìcie) - 592.
E u c l id e  - 78 - 269.
E ulero - 12, 33, 77, 78, 79, 97, 161, 

244, 245, 411, 536.

F

Falde d’ una superfìcie nell’ intorno 
d’ un punto - pag. 578, 580, 634, 

636, 640.
» » (loro approssimazione) -

638, 640, 641, 643.

693
Falde ( rapi>resentazione analitica) ~ 

pag. 645, 646, 648, 651.
Falde parziali, 639. -
F a n o  - 685.
Fascio - 47, 157, 173, 176, 178, 179, 

183, 195, 217 (vedi base).
Fattore determinato di una forma 

evanescente - 618-622.
» identicamente nullo d’un’e­

quazione limite - 618.
F erm ât  - 79.
Figure primitive e correlative (me­

todo di Ca r n o t ) - 272.
Flessi di una cubica - 105, 213, 216, 

221, 236, 250 (cfr. vol. I, 272-76). 
» d’una.curva - 49, 51, 109, 286 

(cfr. vol. I, 263).
» » (assorbiti in un punto

multiplo) .109, 278.
» di un ramo impari - 248.
» reali di una quartica - 259.

Fondamentale (forma di spazi) - 313. 
» d’un sistema lineare

(curva) - 180.
» per una trasformazione

(punto, curva o super­
ficie) - 401, 402, 407, 
oo3, oo4, oòl, o83.

Forma delle curve - 242 (vedi : cubica, 
quartica, rami reali).

» dL spazi (vedi : fondamentale).
Forme canoniche o normali dell’equa­

zione di una curva - 67, 199, 
218, 230-32, 237, 242, 243, 246 
(cfr. vol. I, 148).

» di un’omografìa - 659,677-680. 
» polari (vedi polari).

Formule di Ca y l e y  - 141-144.
». di P l Ùc k e r  - 122, 286, 419 

(cfr. vol. I, 259, 266).
» di Sa l m o n  - 150, 614).

F o u r e t  - 100, 103.
Frazione continua (determinazione dei 

punti multipli successivi d’ un 
ramo) - 367.

Fronteggiati (punti) - 380, 381. 
vedi: prossimi.

Funzioni analitiche di due variabili 
- 635.
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Funzioni simmetriche (metodo per la 

formazione del resultante) 
- pag. 78.

F u o c h i  - 308.

G

Generatrici doppie (di una rigata) - 
pag. 141.

Genere (d’una curva piana) - 122, 130, 
412, 417.

» d’una curva gobba - 138, 295. 
Genere d’un ramo - 376.
Generico (stato generale) - 272. 
Genesis curvarum per umbras- 208,242. 
Geometria numerati va - 275-317. 
G e r b a l d i  - 187.
G e r g o n n e  - 5; 279.
G i a m b e l l i  - 316, 317.
Gobba (vedi curva).
G o r d a n  - 76, 134, 188, 682, 685. 
G o u r s a t  - 267.
Grado di una rete - 129.

» di una rigata (139).
G r a s s m a n n  - 9 .

Gruppi polari sopra la retta - 10, 15. 
» di trasformazioni proiettive 

di una cubica - 232, 236. 
Gruppo caratteristico di un’ omografìa 

- 678.
» jacobiano di un fascio -157-174.

Gruppo tetraedrico - 236.
G u c c i a  - 187.

H

H a l p h e n  - pag. 84, 100, 103, 147, 313, 
329, 330, 375, 378, 421, 535, 539, 
540, 541, 542, 567, 575, 576, 587, 
648, 649, 651, 657.

H a m b u r g e r  - 446, 452, 455, 539, 542, 
543, 544.

H a r n a c k  - 197, 255, 260, 264, 265. 
H e n s e l  - 652, 653, 657.
H e r m i t e  - 108, 228.
H e s s e  - 9, 65, 123, 185, 187, 188, 214, 

215, 218, 229, 231.
Hessiana - 49, 54, 57, 113, 116, 183 

(cfr. vol. I, 99).

Hessiana (d’una cubica) - pag. 200r 
217, 227.

» (d’una superfìcie) - 151. 
Hessiano di una forma binaria - 22, 

23 (cfr. vol. I, 17).
H il b e r t  - 265, 317.
H ir st  - 682.
Hudde - 79.

K

Kantor S. - pag. 201.
K e p l e r o  - 269, 271.
K l e i n  - 231, 237, 265, 266, 540, 685. 
K o b b  - 651, 657.
K o h n  - 317, 318.
K o n ig s b e r g e r  - 539.
K ò t t e r  - 187. ~
K r o n e c k e r  - 539, 540.
K u m m e r - 308.

I

Immaginari - pag. 271, 274, 281. 
Impari (ramo) - 203, 245, 247. 
Incidenti (piani, rette) - 297, 314,
’ 315.
Incrocio di curve muLtiple (ordinario) 

589-91, 604.
» » (generalizzato) - 593.

Indeterminazione del gruppo jaco­
biano di un fascio
- 171-173.

» della forma hes­
siana - 23, 59, 188. 

» della forma jaco-
biana - 47, 185.

» d e lla  steineriana
- 184.

» delle polari - 27, 63.
» d’ un inviluppo -

280, 617.
v e d i :  degenera­
zione.

Indipendenza delle condizioni di pas­
saggio d’ una curva per punti - 
- 396, 474.

Infinita (derivata) - 501, 531, 537. 
Infinitamente vicine (curve) - 605.
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- Infinitamente vicini (punti) - pag. 50, 
153, 276, 336, 341, 345, 
361, 374, 381, 404, 425, 
442, 469, 483, 501, 551, 
562, 595 - (vedi: base). 

y> vicini (spazi) - 666, 669.
Infinitesima curva - 600, 626.

» curvatura - 531.
Infinito (numero delle soluzioni d’un 

problema) - 307.
» (retta all’) - 5, 34, 244-46, 276. 
» (singolarità all’) 242, 244, 245. 

Integrale (senso, concezione) - 6, 242, 
244, 266-67.

Intersezione di due superfìcie; vedi: 
completa.

Intersezioni di curve e superfìcie - 
» 98-101, 596.
» di due curve - 77, 82-83,

85-87, 93,. 94, 337, 388, 
404, 538.

» di due rami - 88-90, 345, 
360, 378.

» di varietà iperspaziali -
101* 102.

» (di tre superfìcie) - 96,
312, 596, 612.

» (di una curva con la lies-
siana) - 49, 109-122. 

Intorni successivi d’un punto - 340, 
350, 364, 382, 386, 404, 558, 570, 
587.

Irreducibile (curva) - 124, 127, 137, 
260 (vedi : degenerazione, 
riducibile).

» (elemento di funzione) - 
328, 329, 634, 635, 638-39. 

Irreducibilità e riducibilità - 137, 244, 
300, 321, 635, 638-39.

Invariante di C l e b s c h  di u n a  quan­
tica - 71.

» di Z e u t h e n - S e g r e  - 171- 
Invarianti della cubica - 190, 194-201, 

211, 221.
Invarianti di un’ omografìa - 659, 680. 
Invarianza del genere - 130, 420. 
Inviluppo (curva), vedi : classe, caylé- 

yana, tangenti.
» (superfìcie) - 139, 151, 629.

695
Inviluppo d’una curva doppia - 280, 

pag. 619.
Iperparabole osculatrici - 90, 91, 373, 

382 (cfr. vol. I, 77, 83, 84). 
Iperspaziale, vedi: curva, superfìcie, 

omografia.
Isolato (punto doppio d’ una curva 

reale) - 207, 266.
Isolato (punto multiplo fuori della 

curva multipla d’una super­
fìcie) 577, 597, 608, 638, 639, 
640, 642.

J

J a c o b i  - pag. 79, 124, 185.
Jacobiana di una rete - 31, 45, 175, 

186.
» di una rete di coniche - 37. 

Jacobiano di due curve - 159. 
JOACHIMSTHAL - 13.
J o r d a n  - 682.

L

Lacunare (punto) pag. 496.
L a g r a n g e  - 79, 530, 537, 543.
L a m é  - 30, 48.
L a u r e n t  - 537, 538.
Legge di alternanza - 440.

» di quasi permutabilità - 463. 
L e i b n i z  - 78, 270.
Lemma di P o n c e l e t  - 24.
Lemmi di riduzione - 110, 111.
L e  P a ig e  - 76.
Le V a s s e u r  - 78.
L e v i  A. - 188.
L e v ì  B .  - 576, 651, 652, 656.
Libero (punto) - vedi satellite. 
L i n d e m a n n  124, 134, 184, 187, 230. 
L o r i a  - 682.
L ijroth - 72.

M

M a c  L a u r i n  - pag. 3, 8, 77, 204, 213r 
215, 229, 271, 395, 537, 653. 

Massima separazione dei rami (prin­
cipio di) - 432.
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Massimo commi divisore - pag. 78, 
359, 369, 458, 570.

Medie armoniche (centro delle) - 17, 
Metodo delle proiezioni - 276, 545,584. 

» di degenerazione (vedi: dege­
nerazione).

» di H a m b u r g e b -W e ie r s t ra s s  - 
452).

» di N e w t o n -C r a m e r  - 516.
» di piccola variazione - 253,

258, 262.
Metrica (classificazione di curve) - 

202-208, 242-246.
M e y e r  - 73, 156.
M ink o w sk y  - 544.
M o b i u s  - 204, 209, 245, 247, 248, 250. 
Modulo di una cubica - 189; vedi: in­

varianti.
Monge  - 3, 5, 6, 95, 269, 271, 272, 274, 

279.
Monoidale (trasformazione) - 581.

» ( rappresentazione d’ una
curva gobba) - 101. 

Monoide - 101.
Monovalente (omografia) - 671-672. 
Molteplicità delle soluzioni d’un pro­

blema - 82, 83, 303.
» di un punto per un gruppo

o curva (determinazione 
di) - 20, 23. 26-28, 35-45, 
53, 54, 57-58, 82, 83, 161, 
165. (vedi: intersezioni).

» effettive e virtuali - 340,
392, 425, 509.

Multipla (curva) - 57, 280, 617.
» per una superfìcie (curva) -

577, 605.
Multiplo per una curva (punto) - 106, 

109, 121, 336, 381, 408, 546, 
551, 576 (vedi: molteplicità, 
infinitamente vicini).

» per una omografìa (punto
unito) - 663-64, 675, 683-84.

» per una superfìcie (punto) - 
577, 587, 595, 608, 633, 654.

N

N e w to n  - pag. 8, 78, 79, 205, 206, 208, 
209, 242, 243, 244, 245, 516, 521, 
522, 523, 524, 527, 529, 535, 536, 
538, 544, 658.

Nodale (curva) - 140, 141, 142, 578, 
585, 586, 614-15, 626, 636, 654, 655, 
657 j vedi: cuspidale (punto e 
curva).

Nodate e binodate (curve di fascio e 
rete) - 158, 170, 179-80. .

Nodo -53,104, 109, 113, 193, 201, 222, 
550 (vedi equivalenti).

» (forma) - 206, 251-53.
Normale (curva razionale) - 672-674. . 

» (serie di P u is e u x )  - 488,492 
- vedi: forme.

N ò t h e r  - 103, 135, 147, 150, 188, 326, 
330, 375, 409, 417, 418, 447, 539, 
540, 541, 542, 546, 550, 576,654, 655.

Numeri caratteristici - 375.

o
Occhiello - pag. 250.
Ogivale - 532.
Omaloidico (sistema) - 582.
Omografìe (teoria generale) - 658.

» cicliche - 232, 236.
» definite da spazi infinita­

mente vicini - 667.
» degeneri - 685.
» inerenti alle cubiche - 192-

194, 202, 231.
» trasformanti curve razio­

nali normali - 673.
Omologia - 213, 232-234.
Omologica (trasformazione) - 133.
Operatori - 11, 459, 478.
Ordinario (incrocio di due curve mul­

tiple) - 589.
» (punto cuspidale d* una su­

perficie) - 623.
» (punto multiplo di una cur­

va) - 87-88, 109, 337, 382-83. 
» (ramo) - 89, 377, 571-72.

Ordine di contatto di due rami (vedi 
intersezioni).

» di prossimità - 641.
» di una curva gobba - 137.N etto  - pag. 78.
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Online di una falda - pag. 635;
» di una varietà - 102.
» di un ciclo - 328, 330>
» di un ramo - 330.

Oscnodo - 345.
Osculatori a una curva gobba (piani) 

139, 566.
a una superfìcie (inani e 

[coni) - 577, 578, 629, 633, 
638.

Osculatrici (curve) - 90-91 (vedi: pa­
rabole e iperparabole).

» (curve d’ una rete) -179-80. 
Ovale - 247, 259.

P
P a in l e v é  - pag. 267.
P a n n e l l i - 576.
P a p p o  - 5.
Parabole cubiche - 205-208.

» osculatrici - 85, 90, 91, 337, 
382 - (cfr. vol. I, 68, 69, 75, 
83).

Parallelogramma di N e w t o n  - 522, 
535.

Pari (linee, rami) 203, 245-47.
» (punto biplanare di tipo) - 610. 

Partizioni triangolari (d ia gram m a  
delle) - 483.

P a sc a l  - 270.
P a sc h  - 188. "
Passaggio, vedi: polari, hessiana, ja- 

cobiana, condizioni.
Pentaedro armonico di Sy l v e s t e r  - 

73.
Pentalateri armonici ad una quartica

- 71.
Permutabilità delle operazioni polari

- 13, 17.
Piano, piani, vedi: bitangenti, inci­

denti, osculatori, stazionari, sin­
golari, tangenti, tritangenti. 

P ic a r d  - 646.
PlCQUET - 290.
P i e r i  - 103, 316, 550.
PlNCHERLE - 45, 203, 684. 
Pinch-point, vedi: cuspidale. 
Pippiana - 186.

P l u c k e r  - p a g .  4, 7, 8, 9, 13, 14, 
25, 28, 49, 122,123, 124, 141, 142, 
150, 151, 152, 208, 213, 215, 216,
245, 246, 254, 255, 258, 277, 278,
282, 286, 291, 307, 419, 425, 446,
530, 543.

P o i n c a r é  - 98, 540, 550.
Points-pince, v. cuspidale.
P o i s s o n  - 97.
Polari - 6, 11, 14, 16, 18, 24, 61.

» (comportamento in contatti e 
punti multipli) - 25, 27, 410, 
441, 606 (v. cayleyana, hessiana, 
steineriana ecc.).

» armoniche (rette) - 213,229. 
Poligoni e polilateri, v. armonici, 

coniugati.
Polo - 10.
P o n c e l e t  - 3, 5, 6, 7, 8, 17, 24, 69, 93, 

94, 99, 100, 103, 122, 152, 215, 244, 
247, 254, 269, 272, 273, 274, 275, 
276, 277, 279, 281, 282.

P r e d e l l a  - 683, 684, 686.
Principali (tangenti a, curva in un 

punto multiplo) - 27, 29, 
54 (cfr. Yol. I, 72, 81).

» (tangenti di superfìcie) - 
152-53.

Principio della conservazione del nu­
mero di S c h u b e r t  - 284, 
317, 321.

» della massima separazione
dei rami - 398, 432.

» delle relazioni contingenti
di C h a s l e s  - 274.

»  d i  c o n t i n u i t à  d i  P o n c e l e t

- 93, 275, 278 (vedi: con­
tinuità).

» di corrispondenza - 94, 100
(cfr. Yol. I, 157).

» di corrispondenza genera­
lizzato - 103.

»  d i  P l ü c k e r - C l e b s c h  ( c o m ­

p u t o  delle costanti) - 71, 307 
(cfr. V o l .  I ,  149).

» di scaricamento (singolarità)
- 431, 432.

» di scorrimento (singolarità)
- 428, 430.



698 ÌNDICE a l f a b e t ic o

Prodotto simbolico (di condizioni ca­
ratteristiche) - pag. 314.

Proiettività; vedi: condizione, cubiche? 
omografìe.

Proiezioni (metodo di P o n c e le t )  - 276. 
» di curve e superfìcie gobbe 

> 141, 301, 546, 549, 550, 551. 
558, 576, 585.

Prossimi (punti) - 381, 389, 427, 431, 
510, 565, 641.

P u is e u x  - 325, 326, 327, 329, 375, 446, 
447, 450, 451, 455, 478, 516, 521, 
522, 529, 537, 539, 551, 647, 652.

Punto, punti, v. : apparenti coniugati, 
cuspide, doppio, di diramazione, 
multiplo, nodo, oscnodo, tacnodo;

infinitamente vicini, prossimi, 
satelliti ;

biplanare, chiuso, conico, cu­
spidale, isolato, singolare su curva 
multipla, tacnodo di superfìcie, 
triplo, uniplanare;

base, singolari per fàscio o 
rete;

fondamentale, uniti.

Q

Quadrifolium - pag. 259.
Quadrilateri armonici ad una cubica

- 70.
Quadrisecanti di una curva gobba

- 303.
Quartiche gobbe (di prima e seconda 

specie) - 14447, 148, 149.
» piane (forma) - 245-46, 255. 

(per la teoria cfr. Vol. I,
- 302, 312).

Quasi permutabilità di forme diffe­
renziali operatori - 461, 478.

Quasi-triangolo - 490; v. diagramma.

R

Radici di un sistema di equazioni - 
pag. 101.

Rami o elementi di curva 91, 328-31 
(cfr. Voi. I. - 75, 83, 341).

Rami (caratteristica e schema grafico) 
- 250-51, pag. 376, 379, 564-65. 
(vedi: albero).

» (esempi) - 351,379,383-85,433-34, 
511, 514, 524-28, 571-75.

» (punti multipli successivi) - 369, 
435, 570.

» (rappresentazione analitica) - 
330, 333, 335, 566.

» (separazione, calcolo degli svi­
luppi) 332, 343, 397, 452, 516-24; 
v. intersezioni, prossimi, satel­
liti ecc.

» lineari - 331, 336.
» di second’ordine - 345.
» reali - 203, 209, 244-45, 247-53, 

255, 259, 260, 265, 266 ; v. cubica 
e quartica (forma).

» reali nell’intorno d’un punto - 
529, 533-34, 536.

Rango di una curva gobba - 142.
» di un ramo - 372.

Razionale (curva) - 134, 284-85, 291, 
672 (cfr. Vol. I, 282-83).

» (superfìcie) - 643.
Realità (questioni di) - 210-11, 265-66; 

v. cubica e quartica (forma), rami 
reali; bitangenti di prima e se­
conda specie, flessi.

Reciprocità (legge di) 13, 16, 25. 
Regola di H a lp h e n  - 84.

» di Z e u th e n  - 85, 304 (cfr. 
Vol. I, 161).

Relazione di K l e i n  (fra i caratteri 
di una curva reale) - 266. 

Resultante - 78-81 (cfr. Vol. I, 227).
» (di tre equazioni) - 97 ; 

vedi: intersezioni.
Rete - 29, 31, 35, 37, 174, 181, 228. 
Retta, rette, v. : bitangenti, flessi, fon­

damentale, incidenti, infinito, tan­
genti, trisecanti, quadrisecanti. 

Rette determinatrici o separatrici (dia­
gramma) - 490, 523.

» d i M a c -L a u r in  - 213.
» di una superfìcie cubica - 155. 

R e t e  - 65, 74, 76, 682.
Riducibile (curva) - 57, 277, 295; vedi: 

degenerazione.
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Riducibilità v. irreducibilifcà.
Riduzione delle singolarità con tra­

sformazioni - pag. 404, 409, 417, 
419, 539, 550, 558, 560, 562, 655-57.

Riemann - 134, 137, 236, 264, 413, 539, 
541, 620.

Rigate (gobbe) - 136, 297-995 vedi: 
sviluppabili.

» cubiche di Cayley - 626.
Risoluzione nel campo reale di una 

equazione algebrica f ( x y )  =  0 - 
266.

R ò d e m b e r g  - 76.
Rohn - 610, 654.
Rolle - 203.
Rosanes - 65, 69, 76.

S
Sa l m o n  - pag. 4, 99,103,124, 144,150, 

153, 155, 156, 157, 189, 196, 375, 
535, 539, 540, 629, 654.

Satelliti (punti) - 350, 366, 372, 376, 
386-87, 483, 486, 495, 496-97, 498, 
502, 509, 511-16, 562.

Scaricamento v. principio.
Schema grafico d’un ramo - 351, 379, 

564-65, v. albero.
SCHIAPPARELLI - 551.
Schiera v. sigizetica.
Sc h m id t  - 97.
Sc h u b e r t  - 282, 283, 284, 312, 313, 

315, 316.
Scorrimento v. principio.
Scott - 542.
Segmentarle (relazioni) - 272, 281.
Segre - 135, 171, 188, 287, 426, 541, 

550, 589, 590, 603, 610, 651, 655, 
656, 661, 682, 683, 686.

Separazione dei rami - 331, 397-98, 
432, v. rami, sviluppi.

Separatrici (rette) - 490.
Serie v. sviluppi.
S er v o is  - 5.
Se v e r i  - 297, 317, 318, 321, 656.
Sestatico (punto) 288-89 (cfr. Vol. I, 

277).
Simbolo caratteristico, vedi: caratte­

ristica.

Simbolo di S c h u b e r t  - pag. 313-15. 
Simbolo operatorio (derivazione di 

funzioni composte) 459-478.
» operatorio (polari) - 11. 

Simart - 540.
Simson - 270.
Singolari (curve), vedi: fascio, rete;

bitangenti, cuspidate, no­
date, osculatrici ; 
cuspidale, doppia, multipla. 

» (piani), v. tangenziali (sin­
golarità).

» (tangenti), vedi: bitangenti,
cuspidi, flessi, principali, 
tacnodo di superfìcie.

» per fascio o rete (punti),
vedi: jacobiano, jacobiana, 
steineriana ecc.

» sopra la curva multipla
(punti) - 587, v. cuspidale 
(punto), incrocio, tacnodo. 

Singolarità (storia) - 535, 575, 651-52, 
654; v. multipla, multiplo, 
composizione, riduzione ; 
rami, sviluppi ; infini­
tamente vicini ; albero, 
condizioni, diagramma, 
schema.

» ordinarie, tangenziali ecc. 
vedi: ordinario, tangen­
ziale ecc.

Sistema lineare - 62, 64, 67, 69, 418-19 
(cfr. Vol. I, 90); vedi: condi­
zioni, fascio, rete.

Sizigetica (schiera) - 229.
Sizigetico (fascio) - 214, 217.
S m ith  - 69, 375, 530, 539, 541, 542. 
Sostegni - 684.
Spazi di punti uniti, v. uniti.

» secanti (problema degli) - 312. 
Specie di una singolarità - 337, 347, 

372, 382, 409, 529, 536. •
» di punti satelliti (rami gobbi), 

vedi: satelliti.
Spigolo di regresso - 139.
S ta u d t  - 5, 209, 238, 245, 274.
Stato generale v. generico.
S te in e r  - 4, 9, 69, 74, 185, 186, 282, 

590.
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Steineriana - pag. 49, 183-84, 186.
Stazionarie tangenti, vedi : dessi.
Stazionari piani (a contatto quadri­

punto con curva gobba) - 142.
Stazionari piani per una superficie 

- 153, 155, 586.
S t e v i n  - 78.

. S t o l z  - 469, 544.
S t u d y  - 317, 318, 321.
Superfìcie, vedi: classe, formule di 

S a l m o n , singolarità; cu­
bica razionale, rigata, svi­
luppabile.

» di R i e m a n n  - 236 (Cfr.
Vol. I, 335, 359, 381).

» di S e g r e  (intersezione di
due quadriche di $4) - 589. 

» di V e r o n e s e  - 590.
» romana di S t e i n e r  - 590.

Svanimento di un’ equazione - 617, 
vedi: indeterminazione, abbassa­
mento.

Sviluppabile - 139, 151, v. bitangenti, 
stazionari.

.Sviluppi in serie (di H a l p h e n ) - 587, 
648-49, 651.

»  ( d i  H e n s e l ) - 652-53, v e d i  : 

f a l d e .

»  ( d i  M a c - L a u r i n  e  T a y l o r )

- 5, 36-38, 646, 651.
» (di Puis e u x ) - 329-31, 335, 

450, 538-39, 551, v. rami.
S y l v e s t e r  - 72, 73, 74, 75, 76, 79, 81, 

186, 210, 681.

T

Tacnodo (curve) - pag. 188, 342, 344, 
vedi : oscnodo.

» di superfìcie - 588, 600, 602-3, 
612, 627, 640, vedi: chiuso 
(punto).

Tangenti - 25-30, 127, 139, 316, vedi: 
classe, singolari.

» (piani) - 139,151, vedi: classe, 
f o r m u l e  d i _  S a l m o n .

Tangenziale (di un punto) - 227, 249 
(cfr. vol. I, 263).

Tangenziale (singolarità) - pag. 104-5, 
424, 629-34.

T a n t u r r i  - 317. .
T a r d y  - 469, 544.
T a y l o r  - 13, 269, 455, 536, 646., .648, 

651, 652.
.Teorema di B e r t in i  - 173, 419 (cfr. 

vol. I, 181).
» di B é z ò u t  - 83, 93, 96 .(cfr. 

vol. I, 224, 227), vedi : inter­
sezioni (388).

» d i H a l p h e n  - 587.
» di H a r n a c k  - 26C, 264
» di H e r m it e  - 228. .
» di H esse - 218.
» d i K u m m e r  - 308.
» d i M a c - L a u r in  - 213.
» d i N ò t h e r  - 417.
» di P u is e u x  - 450.

Termini caratteristici - 375.
Ternario (procedimento per la ricerca 

. del in. c. d.) - 568.
Trasformazione creiuoniana - 407, 447. 

» di J o n q u iè r e s  - 582.
» monoidale - 281.
» omologica - 133.
» proiettiva, vedi: pro-

iettività.
» quadratica - 401, 551-

57, 560 (cfr. vol. I, 
106-8), vedi: riduzione.

Triangoli di condizione - 475, 495.
Trifoliqm - 259.
Trilateri armonici - 67, 70.

» inflessionali - 214.
Trilatero hessiano - 233.
Triplo per una superfìcie (punto) - 

585, 589-90, 657.
Trisecanti di una curva gobba - 289, 

300, 316.
» di una superficie di $4 

(piani) - 585.
» » (rette) - 591.

u

Unifolium - pag. 259.
Unilatere (superfìcie) - 247 (cfr. vol. I, 

364, 378-80.
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Uniplanare (punto) - pag. 578, 597, 632, 
vedi: cuspidale, tacnodo.

Uniti (punti di coincidenza per una 
corrispondenza sulla retta) - 105, 
219-20, 226, 249, 251, 285, 304-5, 
546 (cfr. vol. I, 157).

» (punti per uu’ omografìa) - 660, 
671; vedi: multiplo.

v
Variazione (metodo di piccola) - pag. 

246.
Varignon - 270.
Veronese - 135, 549, 590.

Virtuale, vedi: molteplicità.

w

Waring - pag. 7.
Weterstrass - 329, 452, 455, 539, 680, 

682, 683.
W o l f i n g  - 658.

z
Zeuthen - pag. 85, 103, 171, 246, 257, 

259, 265, 282, 283, 291, 304, 305, 
317,541,576,654.
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V olume I

Pag. linea
adde:

4 +  6 F. Severi — Complementi d i Geometria p ro ie ttiva  —
Bologna, Zanichelli 1906.

invece di leggi

7 -+-13 ordine r ordine r  — 1
Sx — (3 . (3 — Sx» — 5 x r =  —------— a X X  — a

» — 2 a f ( x ) la /(*)
15 — 8 h
16 +  5 a/ df_

dx ’ gxj d(n>i ’ 0*2
ai ■ «1

19 —  I l X X

20 +  2 <xy'k +  S (nel denominatore) ra j'+ S
» +  11 n («<— a k )
» +  13 » »
» +  15 » »
» » n K — ah> n K  — % )
31 — 10 X 2 X 3

39 +  13 a o +   ̂V a0' +  X50'
45 — 7 1° 2°
52 — 5 funzionale funzione

2s s
78 — 12 X===~~Wc X = = ^ Ì C

—  10 _______ _ 3s e  >
a? —  —  —X 3 k le

t f + l c f
79 —  2 dxi dx ,c d x id y k
81
90 +  7 r  —  1 r  —  2

94 -  10 Le curve com poste/9=0... Le curve composte f y  —  0 ap­
formano un sistema partengono ad un sistema
lineare lineare 2Xi [ifc/.cPfc =  0
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180
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invece di leggi

y = *i
x 3

aiQ

x 2
y = « 3

x 2

dei piani 
zero

5, 7
 ̂ i piani * 

ipersuperfìcie 
V n

Il principio di corrispon­
denza e le sue appli­
cazioni (titolo che cor­
rispondeva a una par­
tizione più ristretta), 

ma i 4 punti comuni...
... soluzioni improprie...

■?(*)
/

r +  p =  s

\ / —V an - l
( r  -+- $)-plo 

0 =  0 
$ 3

coincidenti colle 
[n — 1, n — 1] 

Q,n 
punto A

i f

degli iperpiani 
zero ove non si abbia insieme 

«o=== K=== d
5, 6 ,7  

gli iperpiani 
ipersuperfìcie di 2° ordine 

di Vn
Il principio di corrispondenza 

e la teoria elementare delle 
curve piane.

Ma per n  =  3 (o più general­
mente per n  dispari) i 4 
punti uniti della corrispon­
denza [2, 2] su G vengono 
dati dagli ulteriori punti 
d’ incontro di G colle se­
conde tangenti di ITuseenti 
dai punti di contatto della 
G stessa colle tangenti co­
muni a <7, K :  e si hanno 
in tal guisa soluzioni im­
proprie...

<K*)
9.

r-hjp — 1 '

(î’ - 1 - s  — l)-plo 
0'==O 
§ 5

incidenti alle 
[n — s, n — $]

punto A,  non unito
gxV2

»



ERRATA-CORRIGE E ADDIZIONI 709

216

216

240
268

296
»

linea invece di leggi

—11 rotazioni
— 9 alle più generali

rotazioni (reali) 
a particolari

adde :

— 7

—14 
*+• 3

+ 1 3  
— 17

Si riconosce quindi che vi sono gruppi di tali sosti­
tuzioni in corrispondenza ai vari tipi di gruppi finiti di 
proiettività binarie.

Aggiungeremo che si ottengono tutte le oo6 trasforma­
zioni proiettive re a li della sfera in se stessa (fra cui si 
trovano le rotazioni nominate) corrispondentemente alle più 
generali sostituzioni lineari su x f. Invero una sostituzione 
siffatta (con coefficienti comunque complessi) si lascia 
interpretare come una proiettività sopra una delle due 
schiere rigate costituite dalle generatrici immaginarie 
della sfera; associando a questa proiettività la proietti­
vità coniugata sull’altra schiera, nasce appunto una tra­
sformazione proiettiva reale della sfera.

D’altra parte le co6 rotazioni com plesse della sfera 
in se stessa (che contengono in particolare le co3 rotazioni 
re a li) , possono rappresentare le proiettività di una retta, 
come si vede, in base al ragionamento che segue, (vedi 
linea — 4).

invece di: B ’ | leggi: P'
Crone (Aetà Math. II p. 89) rileva che non esistono 

sesti che irreducibili con 7 cuspidi e 1 nodo, 
invece di : (hL 1c3) leggi : ( fc4)

» : e Tcz » : 7c3 e lc±

V o lu m e  I I

Pag. linea invece di

5 — 14 d’un fascio
6 H-16 1895
8 — 20 delle

14 — 9 y
15 H- 6 df

dy3
16 — 4 3) ...

16 (S  +  8\— 2
r

leggi

dei punti d’una retta 
1795 
dalle 
Vi

dx3

3) 2( - l)* j  Sj2(«ft)r+, J < /> -* -'



ag­
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17
19
20
20
21
2L
21
25
27
28
»

»
32
39
40
41
46

51
52

55
58
59
60
61
79
81
82

101

103
107
112
112
114
117
»
»
»

»

errata-corrige e addizioni

invece di l e g g i

(r -+- l)-mo 
r =  1 

r  =  n  — 1 
i  — 1 

si scrive 
f n - l  

-f-(rr-l)!
O

le i rette 
tangente principale

a n - i —1

X i  b  - t -  ( l i  9  - f -  V i t[> 

approssimamente 
linea 

coefficiente

dxJ 
L°... § 5

grado

_ i_—1V
8-pl0
uoTl
1870

w
radice jB(o;)

adde:

invece di

S r —1 
n(n — 1) 
*13 4=0 

I I
au xy
«02
»

a40 =  —* 3..

a12 4
I n —3 
4n —2

(r -+- s)-mo 
r  =  n  — 1 

r =  1 
i

si scrive, per r  =  1,
f n —i

H- r(r — 1) ! 
o

/ ( » i ®2*s) 
le 2 — 1 rette 

tangenti principali
a n-i+l

approssimante 
linea moltiplicata per 

coefficienti 
09 , 
dar'

L.° 2 $ 5
Un

f

f - firn—1

grado in x %

d

(8 — l)-pl0
m«a

1770
\  K •••*1 *2

radice di JR(*)

leggi

Sn—l 
r(r  — 1)
ai2 ^  0

2  «02 
>

a 40 “  ® •••
_ 4̂0   1

a12 2
1 n  — 3
2 n — 2
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117
119
124
127
130
136
145

146

148
149
152
159
171
172
173

175

190

199
201

210

»
»
»
»
»
»

233
»

234
245

275
275
284
291

»
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invece di leggi
6

P =  9 -t-a 
m =  2n~\-2p  — 2 -\-lc  

così 
X — TgX  
funzioni

8
p =  9 — o 

m =  2n -f- 2p — 2 — h 
così (per le curve irreducibili) 

X - T c Y  
funzioni della sola u 

adde : (In ciò che precede si ragiona supponendo che Q 
non sia un cono: se § è un cono la 0  ne incontrerà le 
generatrici in due punti).

invece di
cubiche linearmente 
indipendenti 

<'==8 
—  10(p H- v — 1) 

e quindi

1910
equazione

dty

dx dx
4...

D==;

(a-1)2...

27 
2 =  2a*

£
27 "

2) > 0
2) <  0

positivo
negativo

S >  0
8 <  0

*(y2-  69)
a d

x =  0
1830, 1832, 1848, 1850,

e>
e)

(razionale) 
cioè alle 

e perciò è una curva ra­
zionale, cioè ammette

leggi 
cubiche

t '=  16 
— 10(|i -+- v) 
e quindi O 

f (x t x2x3) — 0 
1901 

frazione « 
dty -—- cp dX2

df± M  
dx dx

1 = ---—---(a -4- l)2...
27
4
= 2a3 
27 
4

D < 0  
D > 0  

negativo  
'positivo 
S <  0 
S > 0  

x (y * +  39) 
ed 

y = o
1730, 1732, 1748, 1750

(3)
(2)

razionale 
che sono 

e ammette

2 =
D = -
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Pag. linea invece di leggi

291 — 9 § 23, pag. 282 § 23, Vol. I pag. 282; L.°, 3°, 
$ 11, pag. 134.

293 16 rette incidenti a 
On—1, r, s

(n  —  l \

corde di On—1 incidenti 
ad r, s

(  n  — 1\
294 -  8 \ 4 ) ( 3 )

^  In  — 1\ ^  1 in  — 1\» — 7
4 ) ^ i (  3 )

297 -4-16 C m , On, Om, On, a
» — 12 Cm On

300 -4- 2 3) f ( n ,  d ) 3/0b d)
» -  18 irriducibile. Se la.,. irriducibile. £Fa eccezione 

il caso della curva interse­
zione di due coni, la rigata 
delle trisecanti spezzandosi al­
lora nei due coni e in una ri­
gata ulteriore. Eccepito questo

- caso lo spezzamento della ri­
gata delie trisecanti in due 
rigate d i s t i n te  porta che la Cn

- debba avere un punto doppio 
(0 multiplo). Invero se la....

300 — 16 Ma se ...
— 12 riducibile. Può... Può...

305 — 2 a On di Cn
306 *4-15 d =  6 d  —  S
308 -4-16 £4 s 5

* 4-24 un cono ò una 
stella :

una stella 0 
un cono :

» nota (£) 1886 1866
312 — 10 4- 2 d — 2 d
313 7 — un punto una retta
316 4~ 20 a tre & a quattro
327 — 13 y  =  cost. x  =  cost.
335 4- 3 5 r Y
» — 1 coordinate coordinate curvilinee generali

339 4~ 16 non lineari, non lineari (con punti multipli
- succedentisi su rami lineari). -

341 4-10 =  r2 =  r.i
» — 9 un doppio un punto doppio

342 4-13 s2/
dyì

# f
da2

349 4- 4 a s x  -
352 4-10 a  =|= 0 a  =  0 0 a  =j= 0
354 4-15 P i

359 — 9

3
 11

1
II pvw_V|j/"

p p i PP1
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359

363 

' 364

365

369

375

376
377
379
380 
391

410

413

415
415
418

422
423

424

425 
429
432

433 
435 
437 
442

454

457
467

606

649

l in ea

— 6

— 2
— 3

- 4-10

-4-15

— 13

— 2 
-4-12 
fìg .

H-10
-4- 8

— 1

-4- 15

-4-13 
— 16 
— 14

— 1 
-f- 1
-4-10

— 14
—  9 
-+- 5

—  1 
—  1 
—  2 . 

-4— 18

— 1
-4- 9 
— 16 
-4-23
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in v e ce  d i le g g i

v<4>

713

V-''
9?i P2t

- =  2, 3 ... h ~ h l  

h

fu n zio n i
v(*>

Pi — P„
y  =  a x  -h cti x 2 a.2 -

v
PP1P2 PP1P2  

- = 1 ,  2, 3... 7t +  lli ’ ’
7*-4- 1

frazion i 

___v«>____

P i—1 •** P m  

y  =  a x  -f- a t x 2 -4- a.z x3 -4-. 
oc, =  0

I p u n ti O i2 O i3 O i4 debbono essere  a l lin e a t i
() 32̂2

)%k r ìc+ l '
O221

rh > rh+i
Sop prim ere  i  fa tto r i -  dentro  la  p a ren tesi.

2(i — \)(i— 2)
__ 2 
r-p lo  

TZ{ TlZ~̂  
s i  corr ispon dono

p ro ss im e
p ro ssim e

— Zn (n — 1

ri >  r
(7* =  0, i  =  l )  

l?2~*... Ojh-* 
ca ra tter istica  
(0*0tW fi)' 
io,2 6MCM] 

y

V*+V"
m7> n
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adde a lla  d im o stra z io n e  d e l te s to :  B a sta  anche qui 
r ip etere  i l  ca lco lo  fa tto  p er le  cu rve a  p ag . 410. 
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F in ito  d ì stam pare  

nella T ipografia  della  C ooperativa A zzogu id i 

d i  Bologna  

i l  giorno 1 1 F e b b ra io  1918.


