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PREFAZIONE

In questo libretto sono raccolte alecune conferenze sulla
. Geometria non-euclidea che ho tenuto all’Universita di Bologna
durante- 1’anno scolastico 1916-17.

11 dott. OLDGARIO FDRNA‘IDDZ, valente glovane spagnuolo
che — trovandosi fra i miei ascoltatori — ha raccolto e ordi-
pato codeste conferenze, mi ha aiutato a dar loro la forma
che qui hanno ricevuto; e della sua preziesa collaborazione '
mi & caro ringraziarlo pubblicamente.

Lo scopo che mi sono proposto & di recare, agli allievi
delle nostre Scuole di ‘Magistero e alla cerchia piu larga degli
insegnanti delle nostre Scuole Medie, una rapida informazione
dei problémi sollevati dal cosi detto p,ostﬁlato d’ EUCLIDE
sulle parallele, e particolarmente di porgerev la prova pill
semplice della indimostrabilita di codesto postulato, ciod delia
impossibilita di dedurlo dai principi che sfanno a base della
. teoria della congruenza e del movimento (contenuta nelle
prime 27 proposizioni euclidee).

AN’infuori di accenni posti in alcune Note, la lettura di
questo libretto non richiede cultura superiore a quella che i
nostri studenti ricevono nel primo anno & Universitd, ed
in ispecie nel corso di Geometria proiettiva; onde io spero
che esso riuscird accessibile a numerosi lettori. '

FEDERIGO ENRIQUES

¥, ENRIQUES






Cariroro I

11 primo-’ libro degli « Elementl »
e le premesse della Géeometria di Euclide

1. - Gli « Blementi » di Buclide costituiscono, come &
noto, il primo trattato a noi pervenuto di Geomefria razio-
_nale, in cui si offre una sistemazione del lavoro ploseg,ml;o
dal geometri greci durante tre secoli.

Il primo libro pud riguardarsi come la parte Iondamen-
tale del trattato, contenendo -gid due teoremi veramente
espressivi, cioé « la somma degli angoli di un triangolo &
uguale a due retti » e la relazione tra i quadrati dei lati di
un triangolo rettangolo, che PLurArco, Di0GENE LAERZIO
ed ATENEO sono concordi nell’attribuire a PirAcora. Questi
‘teoremi che, a differenza di altre pitt vvvie proposizioni, por-
gono la conoscenza di fatti nuovi ed inaspettati, apparisecono
come i « fuochi » rispetto a cui viene orvdinata la serie delle
“proposizioni del primo libro euclideo. Il contenuto del quale
vogliamo qui brevemente riassumere (‘). -

A prescindere dalle premesse che ne costituiscono I’ intro-
duzione, il libro di cui si discorre contiene:

1°. Proposizioni costruttive, cominciando dalle eostm—
zioni elementari che concernono il trasporto di segmenti
(prop. 1, 2, 3) e di angoli (23), ecc. “

2°. I criteri per I’uguaglianza (congruenza) dei trian-
goli (4; 7, 8; 24, 25, 26).

3°. Le proprietd delle perpendicolari (11, 12) e le rela-
zioni fra gli angoli formati da due rette incidenti (13, 14, 15).

(*) €i riferiamo all’edizione critica di Hemserc ('fellblxcl', ‘Lipsia,
1883-88) riprodotta in G. Vacca <« Euclide: il primo libro degli Elementi »
testo greco con versione italiana e note (G. C. Sansoni, Firenze, 1916).



. Le relazioni fra i lati e gli angoli-di un triangolo
(b, 6; 16, 17; 18, 19), fra cui noteremo in particolare il teo-
rema (16) che < I’angolo esterno & maggiore di ciascuno dei
due interni opposti » (teorema che verrd ripreso e precisato
dalla prop. 32). A

5°. La teoria delle parallele (27, 31) che comprende in
particolare 1’ esistenza e 1’unicitd della parallela per un punto
a una retta data e, attraverso quest’ultima proprietd, con-
duce a riconoscere il teorema fondamentale della somma
degli angoli d’un triangolo.(32), cui si rmttaccano le pro-
prietd. elementam dei parallelogrammi..

. I principali teoremi_concernenti I’ugunaglianza di
snperﬁcle dei parallelogrammi e triangoli (equivalenza) (35-48):
una serie di proposizioni che si conchinde col teorema dl
‘Pitagora (47, 48) ‘

2. - Passiamo a esaminare in breve le premesse del trat-
tato euclideo. Queste sono da ricercare nei brevi paragmn
introduttori dedicati alla spiegazione dei termini (5701), a
postulati (dtipxtz) e alle noziont comuni (xo:ve Ewvou), nonché
nei presupposti impliciti che 8i introducono- nella dimostra-
zione d’alcune proposizioni, sopmtbutto fra le prlme. Qm vi
& luogo ad osservare: .

1) Le spiegazioni dei termnn comprendono, ‘accanto a
vere definizioni logiche, anche semplici descrizioni di enti che
non possono quindi rvitenersi definiti senza far ricorso a una -
qualche intuizione o esperienza, sicché — dal punto di vista
della critica moderna — dovrebbero assumersi nell’ordina-
.mento logico come concetti primitivi o fondamentali. Inoltre.
manca in Bueclide la spiegazione di alcuni termini essenziali,
adoperati nel seguito. Cosl, per -esempio, non viene netta-
mente posta la distinzione fra la retta.terminate (segmento)
e la retta ¢llimitata, che per veritd Euclide cousidera sol-
tanto in modo virtnale (post. 2); e, come non si parla della
" partizione @’ una retta mediante un punto, cosi nemmeno
"si definiscono le due parti in cni il piano & diviso da una
sua retta, sebbene di queste parti si faceia uso piu volte,
nel segnito.

2) I postulati e le nozioni comuni dell’ Buclide (che‘
vengono anche denominate « assionii ») vogliono esprimere le
proposizioni fondamentali del trattato, che oggi — senza
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distinzionc —- soghonsx racco¢>her sotto il nome comune di
< postulati » (V). ‘

Tuttawa occorre OSServare che:

: a) non tutte le nozioni adoperate come evidenti nel
trattato, figurano e%pllcltamente enunciate fra. le ploposnz:om
fondamentali. ‘

Cosi nella prop. 1 figura gla, adopelato un postulato
. costruttivo sull’intersezione di duc cerchi di eui I’uno ha un
punto interno ‘e un punto esterno all’altro, che bene avrebbe
potuto figurare tra i postulati (0 che si dimostrerebbe.in base
" alla continuitd della retta). Nella dimostrazione della prop. 4
si adopera un principio di sovrapponibilitd delle figure col
movimento, che non -& stato precedentemente formulato.

b) Le nozioni comuni dell’ Euclide appaiono come-
- proposizioni "di pura logica inérenti al concetto (’ uguzrghan/a,
ma, il contenuto intuitivo di codeste proposizioni fondamen-
‘tali consiste nell’applicazione che si fa poi del detto concetto
alle relazioni geometriche di congruenza e di equivalenza
delle figure. o

¢) I degno di nota che negli Elementi resta traceia
di tentativi per un’analisi approfondita di alcuni coneetti o
principi. Cosl le prop. 1, 2, 3 adombrano forse un tentativo
di ridurre la nozione del movimento al caso elementare della
rotazione di un segmento intorno ad un suo estremo.

E' la preoccupazione d’Euclide di eacludere Puso pm
generale del movimento, si avverte anche in ¢id, che guel-
Puso & strettamente limitato alla dlmostrazmne deL,phmo
criterio d’uo*na.ghanza dei triangoli, mentre il caso di due
triangoli con un lato e (v‘lue,angoh adiacenti eguali ‘viene
trattato per assurdo in base a una relazione di disuguaglianza,
anziché in modo diretto col moviménto. Aggiungasi che se
Buclide avesse introdotto in tutta la sua larghezza il prin-
cipio del movimento, avrebbe potuto servirsene per dimo-
strare 1’ugnaglianza degli angoli retti, che egli enuncla come
postulato.

(Yy Procro, nel suo Commento all’Euclide esamina varl sensi attri-
" buiti alla distinzioné fra assiomi e postulati; secondo il primo senso-(che
si riattacea a GrMINO) codesta distinzione sarcbbe analoga a quella fra
teoremi ¢ problemi. Cfr. G. VAILATI Comunmnom al III Convresm) ’
matemmlco di Hexdelberg (Opere, p'xg 541) ‘



4) Pilt evidente e interessante & il tentativo di Ruclide
di affrancarsi dal postulato 5° « se una retta incontrando. due
rette, forma gli angoli interni e dalla stessa parte minori di
due retéi, le due rette prolungate all’infinito si incontrano da
quella parte nella quale gli angoli son minori di due retti »-
Infatti, di questo postulato si fa uso soltanto nella prop. 28
¢ non nelle precedenti; anzi, per evitare di ricorrervi,
Buclide ha considerato due volte la proprietd dell’ angolo
esterno del triangolo: nella prop. 16, come diseguaglianza, e
nella 32 come eg‘uaﬂmnm alla somma di due angoli interni
non’ adiacenti. (Qui vi & lnogo ad osservare che anche alir
libri degli Elementi serbano tracee di preoccupazioni analoghe
-tendenti a limitare.o differire I’uso di certe teorie; ne & prova
lo sviluppo della teoria dell’equivalenza nei Libri 2, 3 e 4,
dove si rivela 1o sforzo di non adoperare il concetto d(,lla.’
proporzione, introdotto col Libro 5). '

3. - I’ analisi dei diversi sistemi di proposizioni fonda-
mentali o postulati corrvispondenti ai possibili ordinamenti
logici della Geometria euclidea, ha dato luogo ad una serie
di ricerche che §’ iniziano fin dai primi commentatori @’ Euclide,
e si svolgono soprattutto ai nostri giorni con profonde inve-
stigazioni critiche; delle quwli il lettore potri avere informa-
“zione dai Collectanea di ¥. ENRIQUES « Questioni riguardanti
le Matematiche elementari — Vol. I: Oritica ei principi — ».

Qui ei limiteremo. ad indicare un' ordinamento in cui
‘figurano due gruppi di postulati atti a rendere esplicite le
premesse delle prime 27 proposizioni euclidee; a codesti postu-
lati occorrerd aggiungere il postulato 5° &’ Euclide, ovvero
umr altro equivalente, per:stabilire la teoria delle parallele e
le conseguenze che ne dipendono. Per semplicitd di- diseorso
ci limiteremo sempre alla geometria del piano, e cosi verra
sottinteso che lé figure di cni si diseorre appartengono sempre
‘ad nn piano fondamentale. I concetti geometrici primitivi o -
fondamentali che figurano mnel nostro sistema di postnlati
verranno designati la prima volta con carattere grassetto,
gli altri termini geometrici di cui oceorrera 1’ uso, riceveranno,
o potranno ricevere, una precisa definizione logica (*).

(*) Talvolta per brevitd c¢i dispenseremo ‘dall’ indicare esplicitamente
qualche definizione, quando la lacuna pud essere riempita dal lettore senza
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- Un primo Agruppo‘di postulati varrd a caratterizzare le
proprietd lineari della retta entro la superficie piana, ciod
esprimerd che « le rette sono linee aperte (indefinite) tali che
per due punti qualunque (del piano) ne passa una ed una
" sola », e che « ogni retta divide la superficie piana in due
'parti ». L'analisi di questa proprietd conduce ai postulati che
qui enunciamo, accennando alle pit semp1101 conseguenze che
ne dipendono.

I) Primo . erppo di Postulati:

1) La retta & una serie di infiniti punti ordinati
“secondo due ordini natwrali ¥ uno inverso dell’ altro ('): fra
due punti vi sono sempre punti intermedi; non vi é alc‘zm
primo, né alcun ultimo punto. :

2) L’ ordine dei punts &une retta e contmuo, cloe se
1 punti della refita sono dlstubmtl in due classe a e 8, per
modo che:

ogni punto appartenga all’una o all’altra classe,

ed ogni punto della prima c]asse preceda ciaseun
punto della seconda,

esiste un punto P (punto di dwnsnone delle dpe classi)
" tale che tutti i punti precedenti P appartengono ad « e tutti
1 punti seguenti P> appartengono a 3 (?).

Questo postulato esprime le proprietd interne che spet-
tano alla retta come ad una qualunque linea aperta (continua).
Seguono la definizione delle due parti (semiretie o raggi) in
cui una retta & divisa da un punto, e quindi del segmento,
nonché le proprietd segmentarie, conformemente all’intuizione.

difficoltd. Cosl pure ci riserviamo libertd di usare i diversi termini del
linguaggio ordinario che — in rapporto a diverse immagini — traducono
una medesima relazione Iogica; il lettore attento riconoscerd che ¢id non
toglxe nulla allo stretto rigore (quando questo non voglia contondersi colla
minuzia d’an pedante formahsmo ).
- (¥) 11 concetto logico di « serie ordinata » signifien: clusse di ele-
menti tale che:
1) dati due elementi A ¢ B, uno dei due, p. es. A, precede l’alho,
ed allora B seque ad 4;
. 2) se A precede B ¢ B precede 0 i deduce pure che A precede C.
. (?) I’uso di questo postulato di continuitd, per quanto riguarda la
fondazione della geometria euclidea, si pud limitare a quanto occorre per
:le intersezioni di rette e cerchi (efr. PArt. 5° di G. Virarr mei citati
Collectanea di ENRIQUES); dal punto di vista analitico eid 1mpoxta soltanto
I’ introdnzione di irrazionali quadratici.



3) It pi(mo e un mszemc di punti mle ohe :
" a) due punti’ di esso appartengono ad una retta e wd
una sola (loro congiungente). :
b) fuori @ una retta contiene ancore dei punti.

Segue .che due punti qualunque del piano sonmo sempre

gli estremi di un segmento appartenente al piano, e che esi- .
- stono — in questo — terne ABC di punti non in linéa retta.
La figura costituita dai tre punti 4, B, C, ‘e dai segmenti che
li congiungono a due a due, dicesi {réangolo; i punti diconsi i
vertici del triangolo ed i segmenti ne costituiscono i lati.

4) Se nel piano sono dati un triangolo ed una rétte — non
passante per aloun vertice di questo — che incontri uno dei
lati, la retta mcontfreoa un secondo lato del triangolo, ma won
@l teozo. ’

Questo posbulato (esphcwamenbe enunciato da PASCH)
esprime che: .

Una retta p (llvlde il piano in tlne 1)m'tz (semi-piqiii) per
modo che? " .

a) se due punti 4 e B, foori dl P, appartengono a

- parti diverse, essi sono estremi di un segmento che incontra p; v
b) se A e B appartengono alla medesmn parte, il
segmento AB non incontra p. . ' :

“Infatti, il postulato di Pasca conduce a,d una partizione
del piano soddisfacente alle condizioni enunciate, tosto che
— assdnti una retta p ed un- punto A fuori di essa — si
attribuiscono a parte opposta di A i puntl B (fnou di p) per

~cui il .segmento AB incontra p ece.

Segue la definizione della regione angolare e dell’ angolo ab
determinato da due raggi (lati) a e b, uscenti da un punto .
(vertice): la regione angolare contiene. tutti i segmenti che
hanno gli estremi A ¢ B rispettivamente sopra « e U; Van:
golo si definisce come la serie dei raggi proiettanti dal ver-
tice i punti di un segmento AB, e risulta cosi. ordinato, in
modo continuo, secondo due ordini opposti Yuno dell’altro,
come lo stesso segmento (e 1nd1pendentemente dalla scelta
di Asuaedi Bsub). .-

~ Aggiungeremo che lo stesso postulato di PascH porge
la base logica per introdurre la nozione di « angoli di ugual
verso o di verso opposto » appartenenti al piane, senza ulte-.
riore appeHo all’ intuizione: il confronto dei versi di due angoli
ordinati ab e cd si riconduce ai due casi elementari in ‘cui
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i detti angoli hanno comuné il vertwe, oppnre h'mno due
lati sulla stessa retta. Ma hon ei mdugelemo st eid, :riman-
dando — per tubta questa analisi dei postulati del piano —
all’ Art. 8°, di U. AMALDI,; nei citati Qollectanea.

4. - Un secondo gruppo di postalati, che occorre alla fon-
dazione della geometria euclidea, concerne le nozioni di con-
gruenza (uguaglmnza) o di movimento. Due vie si presentano al

- eritico ¢he voglia approfondire 1'analisi di queste nozioni (*):
o - @) Assumere come primitivo il concetto della congruenza,
‘sia per 16 figure in generale (PascH); sia per alcune figure
elementari, ad esempio per i segmenti (VERONESE) o per i
segmenti e per gli angoli (HiLBERY), postulando poi le rela-
zioni pitt semplici che valgono a deﬁmre implicitamente codesto
concétto. :
i b) Analizzare la nozione stessa dei movnmenm, dove é
“lecito prescindere dalla continuitd del moto considerando
soltanto I’ operazione che fa passare dalla posizione iniziale
d'una figura (o del piano che la contiene) alla posigzione
finale; questa analisi condurrebbe anche — con HELMHOLIZ
.6 Lie — alla definizione" della < retta »,. ma assume una
forma pm semplice quando — come noi abbramo fatto — 8
presuppone dato il concetto di qnest.a. :

"Noi seguiremo la seconda via, e — per raggiungere mag-
giore semphclf:iu & espressione dei postnlatl — premetteremo.
aleune semphcr

Definizioni. Diremo trasformazione del ptano (m se stesso)
una corrispondenza biunivoca, ciod univoca e umvocamente
invertibile, che sia data comunque fra i suoi punti. .

Diremo prodotto di due-trasformazioni I e 7, la trasfor-
mazione T'[I che si ottiene eseg uendo successivamente le due
date (prima la I, poi la T'). ‘

Diremo gruppo di t;asfo;nmzcom, un insieme I' di tra—
sformazioni, tale che: : -

a) l-l prodotto di due trasformazioni di T appar-

tenga a T, : '
B D) insieme ad una trasformamone di T appartenga &
naneche la: inversa (cosi T *conteu..z certo la trasformazione

")

Jddentica in cui ad ogni punto corrisponde se stesso).
LR . - :

v : . :
J w}: (Y Cfr. Paxt. 4° di A. Guarpucer nei- citati Collectanea. -
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- Diremo omografia affine una trasformazione  del piano in
cui a punti susseguentisi d’una retta p corrispondano sempre
- punti susseguentisi d’una retta (omologa) p’ (!); segue dalla
definizione che I’omografia affine trasforma sempre un semi-
piano in un semipiano e un angolo in un angolo. .
‘Poste queste definizioni, formuleremo il:
II) Secondo Gruppo di Postulati. ~
1) I movimenti del piano sono omografie affini foa'ma,ntb
WH gruppo.

- 2) Esiste un mommento ben determinato del piano che
porta un punto (qualsmsi) P in un altro punto dato P’y unae
semirctlta p uscente da. P' in una semiretlta p per P’y e che
trasforma un semipiano- hnnmto dalle 'retta P i uno det due
semipiant limitati dalla p'.- :

Ora si diranno congruentt due ﬁgure piane che si corri-
spondono punto per punto in un movimento (figure sovrappo-
nibili). Il post. IL. 1) porta che la congruenza si possa consi-
derare come un caso d’'uguaglianza (ugnaglianza geometrica),
resultando verificate le condizioni logiche per cui:

a) ogni figura & uguale a s& stessa (proprieté identica
della ugnaglianza rispecchiante Vesistenza della tra&formamone
identica nel gruppo dei movimenti); _
' b) se una figura F é nguale a I, anche F' & uguale
ad F (proprietd riflessiva, rlspecchlante la condizione che_]la
trasformazione inversa d’un movimento & un movimento);

¢) figure uguali a una terza sono uguali tra loro (pro-
prietd tramsitive, rispecchiante la condizione che il prodotbo
" di due movimenti & un movxmento)

Ora il post. 2 porge la:

Proprieta del trasporto dell’angolo: esistono due angoll
uguali  ad un -angolo dato, che posseggono come lato un
raggio dato.

Vediamo ancora come si trasporti un segmento dato sopra
una retta. I chiaro anzitutto che: a partire da un punto

(!) L’omografin definita nel testo & veramente affine nel senso della .
Geometria proiettiva, lasciando invariata la retta all’infinito. Cid dipende
dal signifieatp che qui occorre dare alla parola « susseguenti », in rapporto
all’ordine naturale dei punti della retta concepita come linea aperta; quando
#i egginuge il punto all’infinito, 1’ ordine dei punti della retta diventa
quello deila linea chiusn ed allora la definizione del testo viene a corri-
spondere all’omografia pit generale.
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della retta, e da una parte di questa, esiste almeno un
's;egmenl;o uguale ad un segmento dato; ma, in conformitd al
post. 2, parrebbe che di- tali segmenti ne esistessero due;
.dimosfreremo invece che questi coineidono in uno solo. Cid
risnlta come conseguenza dal ‘ :

‘Lemme. I1 movimento del piano che lascia fermi un punto
ed una retta per esso, scambiando i due semipiani, lascia
fermi tutti i punti della semiretta, ed anche della retta a cui
questa appartiene.” Per tale proprietd esso dicesi un »ribal-
tamento attorno a codesta -retta (I’altro movimento, ottenibile
come ripetizione del precedente, che lascia fermi la semiretta
data.e i due semipiani, & I’identitd).
 Dimostriamo il nostro lemma. Sia P un punto e » una
semiretta uscente da esso, e pongasi che il movimento lasciante
fermo p e scambiante i due semipiani, porti p. es. un punto @
.di p in un punto ¢ successivo a- P nell’ordine della semi-
retta; allora ai tre punti susseguentisi P, @ e @' corrispondono
nel nostro movimento, punti susseguentisi P, ¢ & @, sicché
la’ ripetizione del movimento conduce da @ a @, laddove essa
deve condurre all'identita.

Ordunque dednrremo 1a:

Propricta di trasporto del swgmento. sopra_una retta esi-
stono due segmenti uguali ad un segmento dato ed aventi
un dato 'est«remo, i due segmenti giacendo da parti opposte
di questo. :

"+ Per completare 1’ elenco delle proprietd fondamentali
relative all’ ugunaglianza di segmenti e di angoli, occorre
ancora dimostrare che:

Somme e d@ﬁ’ewnze di segmenti e (h angoli ugu(alz $0N00°
wgaki.

Per brevitd i discorso -ci limiteremo al easo di ‘due
segmenti :

- "AC=AB-+ BC, AC=A4B+ B'(;
si tratta di provare che, se
AB=A'B’, BC=B'(,

si deduce ‘
oo AC =A'C".

Lia dimostrazione dell’ asserto si trae dalla comulerwmne
di certi movimenti (scorriments) che lasciando ferma una retta
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e i suoj \"ersi, nonché i relativi semipiani, portano un punto
(IelJa retta in un altro punto. Si considereranno gli scorri-
menti (4B) e (BC) che, lasciando ferma la retta . contenente
i tre punti 4, B, C, portano rispettivamente 4 in Be B in C;
analogamente si deﬁmranno gli scorrimenti (4'B’) e (B'C").
Ora I'uguaglianza dei segmenti AB e A'B’ equivale all esi-
stenza di un movimento (AA’) che trasforma lo scorrimento
(AB) in (4'B): .

(AA')ABY(A'4) = (A'B);

similmente 1’uguaglianza dei segmenti BC e B'C’ equivale
_alla trasformazione espressa da

(BB’ )(BC)(B B)=(B'C).

andl, oéservando che (BB) e (44'y sono due designa-
zioni d’uno stesso movimento, ed .osservando pure che lo

soorrimen to’ 4
(40) = (BCYAB),

(40 =(B'C)4'B),
(AAYNAONA'4) =(A'C"),
AC=4AC ' e . d.

e cosi
si dedurrd

-eioé ’

Infine il post. 2 porge i due criteri’ & uguaglidnm dei
triangoli, dove siano ugunali due lati e I zmgolo compreso
ovvero un lato e i due angoli ‘ldlacentl, dai quali segue il
~ terzo criterio, dove i tre lati sono ugnali.

Cid posto, resta a vedere come i postulati I, IT condu-_
cano alle prime proprietd del cerchio e quindi alle costruzioni
euolidee, ed in breve a tutto ci0 che & contenuto nelle
prime 27 proposizioni. degli Elementi. '

La definizione della circonferenza di dato centro usulta .
subito dalla proprietd di trasporto dal segmento, e si vede
ancora che i punti-della circonferenza sono ordinati in guisa -
da costituire una linea chiusa che & divisa in dne segmenti
o archi da due dei suoi punti: un arcé i'cui estremi appar-
tengano ai lati d’un angolo col vertice mnel centro, riesce
ordihato come I’angolo dei raggi proiettanti i suoi punti.

- Ora la circonferenza divide i piano in due parti: la
regione interna (detm Celbhl()), lnogo dei segmentl (raggl del
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celchlo) che congiungono il centro coi punti della circonfe-
renza, € una regione esterna. Dalla contmulta dell’ ordine
"dei punti della circonferenza (0 di. un ‘suo arco), si deduce
che un arco circolare od un segmento rettilineo aventi un
estremo interno e l'altro esterno ad un cerchio hanno un
punto (almeno) comune ¢olla circonferenza. Cosi & posto il
fondamento delle costruzioni euclidee; si ottengono dunque
la bisezione del segmento e dell’angolo, e le costruzioni delle
perpendicolari: si chiamano perpendicolari due rette per un
punto che formano due angoli adiacenti uguali (angoli retti);
I’ uguaglianza degli angoli piatti, aventi come lati i due raggi
opposti d’una retta, permette di dedurre che: « tutti gli angoli
retti sono uguali fra loro », onde sussistono le note relazioni
fra i quabblo angoli di due rette incidenti; in particolare. segue
che due perpendicolari formano quattro angoll uguali.

Le proposizioni cui abbiamo accennato, permettono final-
mente di dimostrare anche le prime relazioni fra i lati e gli
angoli ’un triangolo, in ispecie la diseguaglianza relativa

- all’angolo esterno (prop. 16), cioe tutte le prime 27 proposi-
zioni del primo libro degli Elementi.

5. - Fra le proposizioni euclidee che si deducono dai
postulati I e IL, ¢’¢ la prop. 27 per cui « due rette del piano.
che formano con una terza angoli alterni interni-uguali sono
pmallele (uon s'incountrano) »; c¢id porta 1 esistenza della
- parallela per un punto ad una retta data. Giova notare che
nella dimostrazione della prop. 27, si adopera esplicitamente
la proprietd introdotta ‘dal post. I 1), che Vordine dei punti
della retta sia quello d’una linea aperta.

Ora per invertire la prop. 27, come si fa nella prop. 28,
occorre 1’uso d’un postulato che definiremo come

III) Postulnto &’ Euclide sulle parallele: due rette del
piano che formano con una terza retta, e da una parte di
questa, angoli interni la cui somma sia minore di due retti,
hanno un punto comune entro la nominata parte di piano.

Ovvero:

Per un punto vi & una sola parallela ad uba rebta data.
L’equivalenza di queste due proposizioni é manifesta.

Il postulato III, congiunto agli I e II, porge la. base
all’ intiera teoria delle parallele e permette di proseguire
senz’ altre ammissioni nello svolgimento della geometrio
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euclidea. Ma, fino dai pit antichi commentatori d'Euclide,
si & posta la domanda se « il postulato d’ Euclide sulle paral-
lele non sia-superfluo -», ciod, se sia possibile dimostrarlo in
base alle 27 proposizioni o ai postulati che ne porgono il

fondamento, che noi abbiamo espresso nella forma I e II.
Questa domanda ha dato oxigine a innumerevoli tentativi, la
cui storia interéssante si puo leg ggere e nell’art. 8 di R. Bo~orLa
inserito nei.citati Collectanea e pitt diffusamente in un libro
dello stesso autore intitolato « La Geometria non. euclidea,
esposizione storico-eritica del suo sviluppo » (*).

La conclusione dei tentativi accennati & che 1’insuccesso
dei geometri, nella loro millenaria fatica, non tiene alla defi-
cienza delle loro forze, ma ad una causa profonda, in re: la .
indimostrabilita del postulato di¢ Euclide, ciod la sua indipen-
denza dai postulati I e IL Stabilire, nel modo .pilt rapido
questa indipendenza, costituisce lo scopo del presente libretto.

- Nota sul gruppo dei movimenti del piano che lasciano
Jermi un punto P ed una retta per esso. 4 :

Si consideri un raggio p di questa retta; sappiamo che
esistono due movimenti, I’identitd e il ribaltamento attorno
alla retta, che lascian fermo p (e di eonseguenza tutti i punti
della retta). Ora si avranno anche due movimenti che scam-
biano p. eol raggio opposto p’ (appartenente alla medesima
retta). I quattro movimenti potranno essere opportunamente
deésignati nel modo che segue:

1) movimento (identico) che laseia fermi i due semi-
plam e le due semirette .
. . Hu =1; . '
2) ribaltamento che scambia i due semipiani, lasciando
ferme le due semirette .

427

3) movimento che lascna fermi i due semxplam e scambia

le due semirette
I, ;

4) movxmento che scambia tanto le semirvette che i
semipiani
11

22°

() Bologna, Zanichelli 1906. .
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Si pud dimostrare anzitutto che i movimenti considerati
sono involutori, cioe, ripetuti producono 1’identitd:

Hm’ = H212 - szg =1.

Infatti il quadrato d’una II,;, lascia fermi semipiani__é
semirette, e quindi equivale a
| I, =1.
In secondo luogo risulta subito dalla loro definizione che:
il prodotbo di due fra le tre II,;; non identiche & uguale alla

terza:
HuHm == Hnnu - sz ecc.

Queste proprietd. ‘mettono in evidenza che: i" quattro
movimenti del piano lascianti fermi un punto ed una retta
per esso formano un gruppo (detto trirettangolo).

Si pud aggiungere che: il movimento II,, & un ribalta-
mento del piano attorno alla retta perpendicolare a p, giacché
appunto questo ribaltamento scambia p e p’, lasciando fermi
-1 due semipiani relativi alla retta p.

Infine il movimento II,, cambia ogni raggio nel suo.
opposto, e percid pud designarsi come un mezzo giro del piano
~attorno a P (un giro equivale all’identitd). La proprietd enun-
ciata di II,, si déduce dall’ugnaglianza degh anvolx opposti
formati da due rette incidenti.

‘Riassumendo: il gruppo costituito dai movimenti del
piano che lascian fermi un punto P ed una retta per esso,
contiene: I'identitd, i ribaltamenti attorno alla retta data
e alla sua perpendicolare in P, e il mezzo -giro attorno a P.

7. - Nota sui versi di rotazione del piano. Abbiamo detto
che la distinzione intuitiva di due versi di rotazione del piano,
cio® di due versi degli angoli contenuti nel medesimo, si
pud porre logicamente in base ai postulati I. Ora, confor-
memente alla stessa intuizione, si deduce dai postulati I
e II che « se un movimento del piano fa corrispondere due
apgoli (uguali) d’ugual verso, sono d’ugual verso anche tutte.
le altre coppie d’angoli che si corrispondono in esso, e simil-
mente quando si abbiano angoli corrispondenti di verso
opposto »: nél primo caso si ha un movimento concorde e
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Puguaglianza delle figure da esso generata si- dice diretta,

‘nel secondo caso si ha un movimento discorde,. generatore
& uguaglianza inversa: il movimento concorde si puo con-
‘cepire come un movimento delle figure piane senza uscive
dal piano stesso; invece la sovrapposizione di figure inver-
samente uguali con un movimento discorde, implica @’ uscire
dal piano; cosi p. es. per le figure inversamente uguali che
si corrispondono in un ribaltamento.

Fra i due movimenti del piano che porbano un raggio p
in un raggio_p’, uno 'd concorde e 1'altro discorde, segue
da cid che un qualsiasi mmovimento discorde, pnd ridursi ad
avere un raggio unito (¢ quindi costituito di punti pniti)
moltiplicando per un movimento concorde, ossia: '

I movimenti discordi del piano si ottengono moltiplicando
i movinienti concordi per § ribaltamenti attorno alle.sue rette.



Oarrrono II

I prlncipi della Geometria generale,
indipendente dal postnlato d‘Euclide

8. - Assummmo come base della Geometria i postulati I
e II, plescmdeudo dal postulato d’Buclide (III), e cerchiamo
di proseguire oltre le 27 proposizioni euclidee, a costituire
‘una generale teoria delle parallele. .

Prenderemo le mosse dal teorema (che cosbltmsce per
BucLIDE, la prop. 16):

Teor. 1°. In ogni triangolo, ¥ angolo esterno & maggiore
dei due internt opposti.

Rammentiamo brevemente la dimostrazione. Sla ABC un
triangolo e -si bisechi in D il suo late BC, quindi si pro-
lunghi AD prendendo DE = AD: il triangolo CDE risulta
uguale al triangolo ADB, e qumdx )’ angolo ECD, che & una
parte dell’angolo esterno BCA (v fig.), risulta uguale all’ an-
golo ABC': cosi I’angolo esterno in ¢ del triangolo ABC @&
maggiore dell’ angolo interno B, e quindi anche dell’angolo
interno 4 che occupa :
posizione analoga. ri-
spet't.o al suo opposto
al vertice. c. d. d.

Ora osserviamo
che i triangoli ACE,
ABE ed ABC, appa-
riscono come somme di triangoli uguali, e percid in essi
risultano ugudli le somme dei tre angoli interni; notando
clie nno almeno fra i due angoli EAC, EAB sard minore o
uguale alla metd di BAC, si deduce il:

Teor. 2°. Dato un triangolo . ABO’ st puod tm.sformme n

F. ENRIQUES 2
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un  altro (equivalente) avente la stessa somma degh angoli
interni ed un angolo minore o uguale alla meté di A

Ripetiamo successivamente questa trasformazione,’ otter-
" remo cosi un trian-golo la cui somma degli angoli & uguale

'a quella di ABC, e dove si ha un angolo < A quindi
avremo il: .

Teor. 3°. Un dato triangolo ABC si pud. sempre trasfor-
mare in un altro, avente la stessa somma degli angoli, e con
un angolo piccolo ad arbitrio.

Questa conseguenza & molto notevole. Infatti si ricordi
che dal teor. 1° si deduce (con Euclide prop. 17) « la somma
di’ due angoli di un triangolo & minore dl due retti. », per-
tanto avremo il: T

Teor. 4°. La somma degli angoli & un triangolo é minore
o uguale a due retti.

A questo teorema si arriva, in luogo che alla pit espres- -
siva prop. 32, che di la somma degli angoli del triangolo
uguale a due ret,bl, quando si prescinda dal postulato d’Buclide
sulle parallele; e cid proseguéndo — come si & visto — gli
stessi ragionamenti euclidei.

4 Teor. 5°. La somma degli angoli di un poligono di n lati
& minore o uguale a 2n — 4 retti.
B nna conseguenza immediata del plece(lente.

9. -4 prz'om) si pud dubitare che esistano contempora-
neamente triangoli in cui la somma degli angoli & uguale a
due retti e altri triangoli in cui essa & minore di dué retti;.
ma un esame approfondito risolve il dubbio, come viene
espresso dal seguente:

Teorema di SACCHERI-LEGENDRE (*): Se in un partwolare
triangolo la somma degli angoli é uguale a due retti, essa é
sempre uguale a due retti per qualunque triangolo; se la somma
degli angoli di un particolare triangolo & minore di due retti,
altrettanto accade per ogmi triangolo.

Il teorema fondamentale che abbiamo in vista, viene
guadagnato abbraverso la serie delle proposizioni che qui
enumeriamo:

1) Se esiste un triangolo 4BC per cui la somma degli

() SacoHERI, 1733; LEGENDRE 1794-1823, Cfr. Boxora, op. cit,
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angoli & uguale a due retti, esiste anche un triangolo ret-
tangolo in cui la somma degli angoli & similmente due retti.
Infatti, dal vertice del maggior angolo del triangolo ABC
si abbassi la perpendicolare CD sul lato opposto: questa
divide ABC nei due triangoli ADC e BDC, 1ett<mooh in D;
la somma degli angoli dei due
triangoli rettangoli vale 4, e poiché
non pud essere > 2 per alcuno di
essi, si deduce che in ciascuno dei
due triangoli rettangoli la somma
degli angoli & uguale a due retti.
2) Dato un triangolo rettan-.
golo ABC, in cui la somma degli angoli sia uguale a due
retti, si pud costruire un quadrilatero (rettangolo) in cui tutti
e quattro gli angoli sono retti.
) Infatti si.costruisca sulla ipotenusa AC, e dell’altra parte
~di essa il triangolo rettangolo ADC

c

A ‘ D B

8 direttamente uguale a CBA: il qua-
drilatero ABCD risulta rettangolo.
3) Dato un rettangolo ‘A BCD, si
: puo costruire un altro rettangolo i cui
A

Y lati siano grandi quanto si vuole.
A tale scopo basta osservare che ribaltando il rettangolo
ABCD, attorno ad uno dei suoi lati, si ottiene un altro rettan-
golo che ha un lato doppio del primo (*).- ' .

() La dimostrazione consegue quindi adoperando. il cosi detto postu-
lato @’ Archimede (che ZeuTHEN ha fatto risalire a Euposso) « dati due
segmenti, esiste sempre un multiplo dél primo maggiore del secondo ».

Ma questa proposizione (allo stesso modo che quella usata nel prec.
teor. 8°, relativa alla possibilitd di render piccolo quanto si vuole un angolo
per bisezione ripetuta) & una conseguenza del postulato della continunita
della retta.

Infatti, siano AB e AC i due segmentl dati in uno stesso nogxo,
si ammetta che, per qualunque intero n: nAB < AC; in questo caso si
potrd dividere il segmento AC in
dae pa.rt.i, distinguendo i punti X A B
per cui esiste un u tale che
#AX > AC, dai punti X per cui non esiste: questa divisione soddisfa alle
condizioni richieste dal postulato di continuitd, ¢ condnee cosi ad un
punto di divisione- ¥, tale che del segmento AY  csiste un multiplo
maggiore di A0, ma per ogni segmento minore di AY non esiste un
siffatto multiplo; questa conclusnoue é assur(h, gmcche il segmento 4Y
pud essere bisecato.

¥ [




20
4) Dato un triangolo in cui la somma degli angoli vale
due retti, si pud costruire un rettangolo che contenga nel
suo interno un altro triangolo comunque dato nel piano, e
di cui un lato contenga un lato di questo.
T una conseguenza immediata delle proposizioni precedenti.
Ora, prolungando i lati-del triangolo, il rettangolo resterd
diviso in quattro poligoni (triangoli, quadrilateri o pentagond)
per cui le somme degll angoll, prese insieme, valgono otto
retti: tenuto conto che in un
‘ poligono di = lati la somma
’ degli angoli & minore o uguale
a 2n —4 retti, si-wleduce che
sussiste qui I’uguaglianza, e in
particolare risulta uguale'a due
: retti la somma degli angoli del
triangolo dato. 0011 cio resta stabilito il teorema di qaccherl-
Legendre. :

10. Il teorema di Saccheri-Legendre aple la via a due
ipotesi :- '

1% ipotesi: La somma degli angoli d1 un qualsnas1 trian-
golo & uguale a due retti;

2% jpotesi: la somma degli angoli d’un trlangolo é
sempre minore di due retti. ‘

‘Ora & interessante riconoscere -che queste due ipotesi
rispondono a due ipotesi che si possono fare intorno alle
parallele per un. punto ad una retta data. .

Consideriamo una retta 7 e un punto P fuori di essa;
abbiamo visto che in base ai postulati I e II esiste per P
almeno una retta p che giace nel piano Pr e non incontra »:
si pud costruire p mandando per P la perpendicolare PR
ad r e poi costruendo-in P la perpendicolare a questa.

_ Ora si pud supporre:

a) Che p sia I'unica retta del piano per P che non
incontra 7; in questo caso si dimostra che <« per qualunque
punto del piano passa una sola retta non incontrante una retic
data » ciod sussiste il postulato d’ Euclide (IIT).

Basterd dimostrare I’asserto per un punto @ che si trovi
sulla retta PR, perpendicolare comune a p e ad r (giacché
con. un movimento del piano ci si riconduce a questo caso), -
e si potrd anche supporre che .Q sia della stessa parte di P
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rispetto ad R, e di pitt anche che @ appartenga al segmento
PR; questa ultima ipotesi si pud ritenere realizzata, perché
& sempre possibile raddoppiare il segmento PR, sostituendo
a p la perpendicolare nell’ estremo del segmento raddoppiato
alla stessa retta PR. ,

Cio posto procederemo per assurdo, come segue. Si con-
duca per @ la retta ¢ perpendicolare a PR: se per ¢ passa
un’altra retta ¢’ non incontrante 7, si.costruisca per P la
retta p»” che — in rap- .
porto alla trasversale p M p
PQ — da luogo con ¢ A
ad angoli alterni uguali: g Q
si deduce che p mon _ . 9’
incontra ¢’ e giace, ri-
spetto- ad essa, da parte "R
opposta, di 7 quindi la '
retta p’ che & diversa da p, non incontra r; ¢io che contra-
- dice all’ipotesi @) da cui siamo partiti.

b) Che esistano per P, altre rette — oltre p — non
incontranti »; ed allora questa ipotesi si verificherd comlmque
il punto P sia seelto nel piano. In tal caso ciascuno dei due
angoli formati da p col raggio PR comprenderd raggi incon-
tranti e raggi non incontranti », e la partizione cosl ottenuta
(sod(hsf'tcendo alle condizioni del postulato di continuita)

dara Juogo a due

Y] P : . 'raggilimitip’ ep”,
. \\ .
———-——7—""""—'_—7 .~ A~ che. non incon-

trano 7, .ma tali
che ogni raggio
compreso nell’an-
golo p'p” incontri 7: i due raggi limiti p’ e p” si dicono paral-
leli alla retta r, e rispettivamente ai due raggi in cui essa
& .divisa da R. Cosi I'ipotesi ) si pud esprimere col pastulato
di Lobacefski (*): nel piano esistono due par allele per un punto
ad una rette data. '

Dimostreremo. il seguente Teorema Jfondamentale. I1
postulato euclideo dell’ unicita delle parallela per un punto ad
una retta data corrisponde alla prima ipotesi « somma degli

r ] ) R

- (%) Le ricerche del geometra russo risalgono al 1829. Cfr. ENGEL
« N. J. Lobatschefskij, Zwei geometrische Abhandlungen » Lipsia 1898-99.
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angoli & un triangolo uguale a due retti »; invece il postulato
" di Lobacefski sull’ esistenza di due parallele, corrisponde alla
seconda ipotesi « somma degli angoli di uw triangolo minore
di due retti ».
= Sappiamo gia che dal postulato d’ Euclide segue la somma
degli angoli d’un triangolo uguale a due retti (Blementi,
prop. 32); pertanto basterd dimostrare che, viceversa:
Se.la somma degli angoli d’un tri angolo & uguale a due -
retti, esiste una sola parallela per un punto ad una retta data.
L’ asserto si deduce facilmente da una proposizione, gid
interessante per se stessa, che qui figura come
Lemma: Nell'ipotesi che la somma degli anooh d’un
triangolo sia uguale a due retti, due rette aventi una per-
pendicolare comune sono rette equidistanti.
- Siano invero p e r perpendicolari alla retta PR, che
rispettivamente le sega nei punti P ¢ R; da un punto @ di » si
- conduca la perpendi-
P S colare @8 a p: la nostra

A ipotesi porta che il
quadrilatero PRQS (in
" cui la somma degli an-

»

goli vale quattro vetti) -
sia rettangolo, ¢ che la
etta PQ lo divida in due bri zmgoh nguali. Infatti, in ciasecuno
dl questi due triangoli la somma degli angoli vale due retti, e
percio risultano uguali gli angoli alterni interni che la P@
forma colle rette p, r e colle PR, @S. Cid posto, I’ ugua-
glianza dei due triangoli PRQ e PSQ, porta :

PR=@S e d d

R - - Q

Posto il lemma precedente, riprendiamo la stessa figura,
€ — conservando sempre I’ipotesi « somma degli angoli d’un

— I S S
IQ .
T "
I
R Q R

triangolo uguale a due retti » — dimostriamo che « una
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qualunque retta s per P, diversa dalla perpendicolare a PR,
ineontra ‘necessariamente la r ». Invero si consideri il raggio
di s che penetra nella striscia di piano pr, e sia 7' il punto
in cui esso incontra S@: se 7' non appartiene al segmento S@
vuol dire che s passa dall’altra parte di » ¢ quindi la sega;
'ponizpmo' dunque 7' entro il segmento @S. Ora raddoppiamo
i segmenti PS e R, costruendo il rettangolo SQ8”Q" uguale
a PRQS, prolunghiamo s ad incontrare 8”@’ in 7", e man-
diamo per 7T la perpendicolare a §Q, ad incontrare in 7" la
detta 8”Q": qui risulta §”7'=28T, e il triangolo rettangolo
TT'T" uguale a PST (essendo.uguali i lati PS, 77" e gli
angoli in. P e T); pertanto avremo S"7"=28T. In modo
analogo si vede che, considerando la perpendicolare S"”Q\"’
alle p e » ad una distanza nPS, codesta S™ Q™ vien :
trata da s in un punto 7' tale che «\“I\

8@ ') —= ST, .
e qumdl — per n assai grande —
Sy Jiny > Sn) Qm) (S n) Q n) — PR) ;

“ma da cid segue che la, 8 traversa la r ed ha con essa un
punto a comune.

Con cid resta plenamente dimostrato il nosmo teorema
“fondamentale.

11. - La discussione precedente mostra a priors possibili
due Geometrie, elevate ugualmente sulla base dei postulati I
e II: una Geometria euclidea in cui si ha 1'upicitd della
parallela per un punto ad una retta data e la somma degli
angoli del triangolo uguale a. due retti, e una Geometria di
"Lobacefski in cui si hanno due parallele per un punto ¢ la
somma degli angoli d>un triangolo minore adi due vetti. Si
pud proseguire lo svolgimento di questa seconda Geomotria
non-euclidea e riconoscere come le proprieta della Geometria
euclidea vengano in essa estese o modificate.

Osserveremo anzitutto che, nei riguardi della definizione
pilt generale delle parallele, permangono le due proprieté.
. fondamentah seguenti: :

1%, Se la retta p & parallela alla r, in mpporto al punto P
essa & ugualmente parallela in rapporto ad ogni suo punto.



Infatbi, se per un altro punto P’ si ha un’altra paral-
lela p' alla 7, questa p” dovrd penetrare con un suo raggio
v ] entro la striscia di
— C AP : piano pr; allora preso
, N un punto @ di tale
o raggio e congiuntolo
con P, si ottiene una
retta PQ che non in-
contra », pur pene-
trando nella striscia pr; ma cid contraddice alla proprietd.
di vetta limite delle non-secanti per P, che spetta alla paral-
lela p. .
In conclusione: il parallelismo costituisce una relazione -
fra le due rette p, v, indipendente dalla scelta di un parti-
colar punto di una di esse, che entra nella definizione.

2. Proprietd simmetrica della relasione ds parallelismo:
se la retta p ¢ parallela alla r, reciprocamente la » & paral-
lela alla p.

Infatti si consideri un punto @ equidistante dalle due
rette (’esistenza di un tal punto, sopra una perpendicolare
a p, segue dal ‘postulato di

continuitd); si mandino da @ —&—
le perpendicolari QP e QR, \j\
rispettivamente a p er,e si. 7 Q _
costruisca la bisettrice ¢ del- _’_,_J—//
I’angolo PQR: il ribalta- v '
‘mento attorno alla retta q scambia le p ed r fla loro, sncche
la relazione delle due rette & simmetrica: e. d.
'3%. Proprietd transitiva della relazione di pa-rallelismo:

due raggi paralleli ad un terzo sono paralleli fra loro. Siano
le rette p ed r parallele alla ¢, e poniamo — per sempli- -
citd di discorso — che ¢ si trovi nella striscia pr: se p
non fosse parallela ad 7, si dovrebbe avere per un punto
di p una retta paiallela ad r e incontrante ¢, ¢id che (tenuto
conto del verso ‘dei raggi paralleli) contraddice al paralle-
lismo di q ed 7.

Le proposizioni precedentl estendono, in qualche modo,
al caso non-euclideo, la teoria delle parallele; ma la diffe-
renza essenziale tiene alla circostanza, gid innanzi implicita-

mente avvertita, che « nell’ipotesi non-euclidea v1ene meno
I’ esistenza di rette equidistanti ».

>
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Se si hanno due punti P, ¢ P, della retta p equidistanti
- della retta r, le distanze di P, e P, da r, insieme alle rette p
ed r, dan luogo ad un quadrilatero che ha due angoli acuti
uguali in P, e P,, segue da cid0 che il punto medio di P’; P,

da origine ad una perpendicolare comune a P ed r, che ne
misura la minima distanza. -

Cid posto si consideri in generale un punto P preso sopra
una retta p, e il modo di variare della sua distanza da una
retta qualsiasi r; si potrd avere:

a) un minimo ugnale a zero, corr 1spondente all’incon-
trarsi delle rette p ed r;

- b) un minimo ‘maggiore di zero, corrispondente ad una

perpendicolare comune (necessariamente unica);

¢) infine potrd darsi che, progredendo in un verso di p,
la distanza da » diventi piccola quanto si vuole, senza mai
annullarsi; si riconosce facilmente che questo comportamento
asintotico spetta alle parallele.

Oost dunque: nell’ ipotesi non-euclidea due rette del pmno

hanno un punto o una perpendicolare comune, ovvero sono
parallele.
_ 12, - Note. Nella Geometria non-euclidea la linea luogo
- dei punti equidistanti- da una retta r, e da una parte di
questa, (linea che non & pitt una retta parallela) assume il
nome di éperciclo.

I’iperciclo ha comune con il cerchlo la propmeta dl
essere tratettoria per un gruppo continuo semplicemente infi-
nito di movimenti: gli scorvimenti del piano che lasciano
ferma 7. Oltre a questi o' scorrimenti, che sono movimenti
concordi, vi sono anche o' ribaltamenti, attorno alle perpen-
dicolari ad r, che scambiano 1'iperciclo’ in se stesso: cosi
come i ribaltamenti attorno ai diametri scambiano in se stesso
il cerchio.

Oltre al cerchio (lnogo del punti equidistanti da un centro)
e all’iperciclo, vi ¢ una terza specie di linee che, nella Geo-
.metria non-euclidea, si presentano pure come generalizzazione
del cerchio euclideo; tali sono gli oricicli, cioé le traiettorie
ortogonali &’ un fascw di rette parallele (i cerchi sono traiet-
torie ortogonali del fascio delle rette passanti per il centro
e gli ipercicli sono traiettorie ort;ovonah del fascio delle rette
perpendlcolar ‘all’ asse).



~ Anche D'oriciclo & traiettoria d’un gruppo continuo sem-
plicemente infinito di movimenti del piano, gruppo che si
ottiene come limite di un gruppo di rotazioni attorno ad un
punto, quando questo s’allontani all’infinito.

13. - Accenneremo soltanto discorsivamente al modo
‘come 'nella Geometria non-euclidea, viene profondamente
modificata la teoria dell’equivalenza, e faremo rilevare (con
WALLIS, 1693) come qui non abbia pilt luogo la considera-
zione di figure simili.

Inuneiamo il -

Teorema fondamentale della teorie delle aree: 1'arca d’un
poligono di = lati (convesso o meno) & proporzionale al suo
(lifetto, cioé alla differenza fra la somma dei suoi angoli
¢ 2n — 4 retti; il fattore di propor',lonahtd, che dipende
della scelta dellunitd di misura, si puo assumere uguale
ad 1. Base del teorema precedente ¢ la propriete addit-
tiva che spetta al difetto d’ un poligono e che -costi-
tuisce @ altra parte la proprietd caratteristica dell’ area:
se un poligono & diviso comunque in due altri, il difetto
della somma & uguale alla somma dei difetti dei poligoni
addendi (*).

Il nostro teorema fondamentale mostra che, nella Geo-
metria non-euclidea, non si possono avere triangoli simili con
angoli uguali e superficie diversa; ma pili precisamente si
riconosce che: nell’ipotesi non-euclidea, due triangoli « wenta
tre angoli uguali sono uguali.

Infatti si considerino due triangoli ABC, AB'C’, aventi
comune I’angole in A, ugnali gli angoli B, B e C, C' ¢ (se
possibile) il lato AB’> AB: non pud il segmento B'C’ incon-
trare BC, giacché altrimenti (per la diseguaglianza cui da
lnogo 'angolo esterno d’un triangolo) si avrebbe 4BC > ABC’;
ma da cid segue che la superficie AB'C’ comprende ABC,
quindi il difetto del primo triangolo & maggiore di quello
del secondo, e non pud sussistere I’ nguaglianza dei tre angoli;
cosi si riduce all’assurdo 1’ipotesi AB' > AB.

(1) P. es.: Se un triangolo 4 BC viene diviso in due parti per mezzo
d'una retta passante per un suo vertice, la somma degli angoli dei trian-
goli addendi, risulta ugaale alla somma degli angoli del triangolo date
pit due retti ecc. :
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14. - Nota. LI’ ultimo teorema ottenuto mostra che: nella
geometria -piana mnon-euclidea i criteri @’ uguaglianza dei
triangoli vengono a concordare con quelli dell’ ordinaria
geometria sferica. Questa osservazione ¢& molto notevole,
giacché permette di paragonare in senso differenziale (ciod
per regioni convenientemente limitate) la geometria piana
" non-euclidea ‘e la geometria sferica: ordinando.le proposi-
zioni che conseguono alla teoria dell’uguaglianza dei trian-
goli, le due geometrie presenteranno un notevole paral-
lelismo; e (’altra parte si avrd una caratteristica  differenza.
nel senso di certe diseguaglianze, imperocché la somma
degli angoli d’un friangolo, che & minore di- due retti nel
piano non-euclideo, riesce maggiore di due retti per i trian-
goli sferici, il cai eccesso (anziehe |1 dlfetto) riesce plOpOl‘
zionale all’area.

- Gid LAMBERT (1786) ebbe ad av vertire l’anzuletm ana-

logla fra la geometria sferica e la geometria che corri-
sponderebbe nel piano all’ipotesi non-euclidea; e pilt pro-
fondamente questo geometra_ osservava che 1’ analogia si
muterebbe in identitd (tradotte opportunamente le desi-
gnazioni dei termini) ove il raggio della, sfera divenisse
immaginario.

I’ osservazione di Lambert conduce, I’un colpo, a serivere
le formule della trigonometric non-euclidea (TAURINUD, 1825)
dove accade che (diventando immaginario il raggio della
sfera) le funzioni cirvcolari dei lati ’un triangolo sferico ven-
- gono sostituite con funzioni iperboliche. ’

Partiamo dalle relazioni della trigonometria sferica rela-
tive a un triangolo di lati @, b, ¢ ed angoli opposti «, B y:

' « b ¢ . b ¢
COS — === COS - €O0S - -+ Seh - Sen - Cos «
r  r T S r
‘ X «
€os % = — ¢0s B cos v -+ sen f sen ¥ cos ;

a b c
| sen Isen - :sen - =sen a:sen B:seny.

Mutando il raggio r in ir si ottengono le
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Formule della trigonometria non-enclided :

Cen®=conlon® — snlsnleosa
v roor
1) Lot cosoé-:——cosﬁcosY—}—seuBsenyOﬁg

Sh— Sh Sh~....senoc senf:seny; (Y)-

le quali, come nella trigonometria sferica, si rlducono al llmlte,
per. r =o°, alle formule dell’ ordinaria trigonometria piana .
(euclidea).

Delle formule suddette, si possono fornire diverse dimo-
strazioni dirette; ad esempio con un semplice procedimento
d’integrazione, osservando che nell’ infinitesinio wvale sempre
la Geometria euclidea.(*), ovvero anche con metodo pilt ele-
-mentare costruendo prima la trigonometria relativa alla
superticie (orisfera) che taglia ortogonalmente tna stella di
raggi paralleli (LOBACEFSKI, G..Boryar). Infatti, se suil’ori-
sfera si assumono gli oricicli al posto delle rette, véngono
verificati i postulati della Geéometria piana I e II, ed anche-
. il postulato d’Euclide I1I, sicché: sulla orisfera valé la -geo-
metria del pidno euclideo (WACHTER, 1816) (3).

(Y) Giova qui ricordare la definizione delle funzioni iperboliche:

gen(iz) =« a® &
ry =gty tz7+
1! 5!

Sh x= 37

OIa_m%- cos (iz) -1 +4' T

(3) Confronta p. es. KILLING « Emfuhruno in die Grundlagen der
Geometrie » Paderbom, 1893. :

(®) G. BoLyal, cercando la forma generale delle proposizioni indi-
pendenti dal postulato d Euclide (ciod comuni all’ipotesi enclidea e non-
euclidea) ha dato al teorema dei seni la seguente forma mnotevole: i seni
degli angoli d’un triangolo sono proporzionali alle circonferenze_che hanno,
per diametri i Iati opposti. Lo stesso Bolyai ha osservato che la tngono—
metria sferica riesce indipendente dal -postulato @ Euclide.
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Le formule 1) assumono una forma pilt semplice se si
pone in esse r=—1: c¢id indica che nella Geometria nou-
euclidea, a differenza dell’ipotesi euclidea, ma a somiglianza
della geometria sferica, esiste per le misure lineari una specie
di unéta di misure naturale o assoluta.

Se si sceglie 1’unitd di misura di superficie in guisa che
il quadrilatero equilatero e equiangolo infinitesimo di lato h
(ciod il quadrato infinitesimo) sia misurato da h?, Parea del
poligono di difetto d viene data da dr® (cosl come !’area del
poligono sferico di eccesso ¢ viene misurata da er?). La scelta
dell’unitd di misura naturale, =1, corrisponde ad assumere
come misure delle aree dei poligoni semplicemente i loro difetti.

Ora le formule 1) si estendono al caso limite d’un trian- .
golo ABC per cui un vertice 4 vada
al mﬁmto, cioé d’un triangolo com-
preso da un segmentoBC e da due

raggi paralleli b e ¢, dove suppor-
remo — per semplicitd — chie BC sia

perpendlcola.re ac ((3 = ) Dalla proporznonahtﬁ.

Shd:Sha—senfB:sena,

essendo
v Shb=—oo,
segue
. sena =0,
" ciod
a=0.

Quindi la seconda delle formule 1) ci da

cos o = -—cosfcosy+senfseny Cha,
dove ' '
cosa—1, cosf=0, senf=4¢,
e perd o
. 1
2) sen y = m

_ La formula 2) porge ¥ angolo di parallelismo, cioé "angolo
che la parallela per C a ¢ forma con la perpendicolare, in
. fuu gione della distanza a — CB.
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Appare da codesta formula che I’angolo di parallelismo
va indefinitamente decrescendo quando € s’allontana da ¢,
e tende al limite zero per a = BC =oo. 0id posto, se si con-
sideri accanto a b anche il raggio sim-
metrico rvispetto a BC, parallelo nel-
I’ altro verso alla ¢, si vede che —
C allontanandosi all’ infinito — si ot-
tiene una figura limite -costituente un
triangolo abc in cui ciascun lato ¢ pa-
rallelo secondo due wversi opposti agli
altri due. Questo triangolo, avendo i tre
angoli nulli, ha per area =, e tale area costituisce il limite
superiore di tutte le aree triangolari nel piano non-euclideo
(GAuss, 1819). :




Carrroro II1

La metrlca-pro_iettiva. e la indimostrabilita
del postulato d’Euclide

15. - Abbiamo veduto che i postulati I e LI, fondamento
delle prime 27 proposizioni euclidee, aprono 1’adito a due
ipotesi concernenti la teoria delle parallele, dalle quali dipen-
dono due sistemi geometrici: I’euclideo e il non-éuclideo.
Dimostrare il postulato d’Euclide, deducendolo dai postu-
lati'I e II, equivale -a ridurre all’assurdo il sistema non-
euclidleo. Ma un assurdo non si & palesato negli sviluppi
della geometria non-euclidea, che abbiamo disegnati nel pre-
cedente capitolo. A vero dire dall’ipotesi non-euclidea deri-
vano conseguenze contraddicenti, in vari modi, alla nostra
intunizione geometrica: citiamo p. es., con Gauss, I’esistenza -
. d’un massimo per I’area del triangolo; pero tali.conseguenze
non costituiscono contraddizioni logiche ai postulati I e II, e
quindi non danno una dimostrazione del post. 1II, bensi
soltanto motivi per suffragare la convenienza intuitiva di
postulare la prop. IIIL

Ora si domanda: siamo noi certi che la contraddizione
logica non ancora rivelatasi nel sistema non-euclideo, non
potrebbe rivelarsi in uno sviluppo piltt progredito? La geo-
metria di Lobacefski-Bolyai costitnisce veramente qualcosa
di pitt .che un tentativo infruttuoso di fornire una dimostra-
zione per assurdo del postulato euclideo? O non & invece da
sperare che, proseguendo questo tentativo, si possa un giorno
o l'altro arrivare alla meta cui tesero, per due mila anni,
gli sforzi dei geometri successori d’Buclide?
" - La soluzione di questi dubbi costituisce precisamente il
punto ceéntrale nella questione euclidea. I fondatori della
Geometria non-euclidea (GAUsS, LOBACEFSKI e BOLYAI) ap-
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punto si distinguono dai loro predecessori, per avere ritenuto
la possibilitd logica del sistema basato sulla negazione del
postulato d’ Buclide, e scorta cosi I’ indipendenza di questo
dalle prime 27 proposizioni euclidee; anzi essi videro qui una
prova del carattere sperimentale della Geometria, e doman-
darono all’esperienza e all’osservazione astronomica di deci-
dere, per lo spazio fisico, la questione concernente la validita
dell’una o dell’altra ipotesi nella teoria delle parallele (*).
La convinzione della possibilitd logica della- Geometria

N .

non-euclidea & specialmente fondata da LOBAOEFSKI, sulle
formule della trigonometria; le quali, costituendo un sistema
d’eqnazioni ben concatenate, dan luogo ad un sistema ana-
litico pitt generale di quello rispondente  all’ ordinaria Geo-

metria analitica, ed ugualmente possibile. Pit tardi si &
riusciti, in vari modi, a fornire una dimostrazione geometrica
diretta della Geometria non-euclidea, cioé¢ dell’indipendenza
del post. IIT dagli I e II.

(!) Anzitutto Gauss nel § 28 delle sue « Disquisitiones circa super-
ficies curvas » esamina i lati del triangolo geodetico Brocken-Hohehagen-
Inselberg (circa km. 69, 85, 197), deducendone la validith della geometria
euclidea nei limiti d’approssimazione che occorre considerare sulla nostra
terra. Quindi LoBacerski, riprendendo il concetto di SCHWEIKART che
all’ipotesi non-euclidea aveva dato il nome di « astrale », esamina le
parallassi delle stelle, arrivando alla stessa conclusione nell’ordine astro-

-nomico, e nei limiti di precisione consentiti dalle pit delicate misure.
Infatti nella memoria sui « Nuovi fondamenti della geometria con una
completa teoria delle parallele » (1835-1838) di LoBACEFsKI, che si pud
leggere nclla tradnzione di F. Engel col titolo « N. I. Lobatschefskij, Zwei
geometrische Abhandlungen » (Teubner Lipsia 1899), si trovano i resultati
seguenti. :

Se si.suppone la validitd fisica della geometria non-euclidea, le
parallagsi delle stelle condncono a determinare un limite inferiore per
Yunitd di misura che nel sistema compare come. naturale o assoluta:
invero la parallasse d'una stella S, il cui raggio viguale-8’assuma per-
pendicolare alla distanza della terra dal sole, ci.fornisce un limite supe-
riore per la differenza fra 90° ¢ I’angolo di parallelismo relativo a codesta
distanza. Cosi dalla parallasse di Sirio, che ritiene 17, 24, Lobacefski deducc
che la detta unitd supera in cifra tonda 170 mila volte il diametro déI=
Porbita terrestre (la misura di questo in rapporto a tale unitd essendo
0,000006012). Risnltati pit espressivi si ottengono considerando che 1’anzi-
detta parallasse vale in realtd 07, 37, e che esistono stelle la cui parallasse
¢ minore di 0”,1: si trova cosi che I’unitd di misura naturale dello spazio
non-euclideo dovrebbe superire un milione di volte il-nominato diametro;
una tale misura deve ritenersi praticamente come infinita!
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Il concetto comune che ricorre nelle dimostrazioni di
compatibilita e d’indipendenza di postulati, & quello della
Geometria astratta, che — a sua volta — esce fuori dalla
" piena consapevolezza del significato che spetta all’ordinamento
logico d’una teoria geometrica.

Al lume della critica logica moderna, noi vediamo oggi
nel sistema dei postulati posti a base d’una teoria 7, un
sistema di relazioni logiche che intercedono fra alcuni con-
cetti primitivi (indefiniti) 4, B, C...; e poicheé in T tutte le
proposizioni vengono dedotte logicamente dai postulati, si
pud dire che questi porgono la definizione implicita di 4, B, C...
altre proprietd di A4, B, C, che si riattacchimo a qualche im-
magine intuitiva de1 detti concetti, ma non seguano dai
postulati introdotti, non appartengono alla teoria 7, alla quale
resta estranea I’ ulteriore determinazione dei concetti 4, B, C...
che quelle proprietd vorrebbero recare. Per preservarci dalla
tentazione (’aggiungere cosl ad A, B, (... un contenuto intui-
tivo, che ecceda da quanto & richiesto per la teoria 7', potremo
sostituire 4, B, C... con simboli scelti mediante una conven-
zione qualsiasi, i quali facciano dimenticare il significato che
originariamente si voleva attribuire a quei concetti. Per tal
modo s’avrd una formulazione astratta della teoria 7', rispetto -
alla quale 7' apparird soltanto come una possibile interpre-
tazione: altre interpretazioni, ugualmente legittime, s’avranno
attribuendo ad A, B, C... significati diversi, in guisa da sod-
disfare tuttavia alle medesime relazioni logiche, espresse dai
postulati di 7.

Le considerazioni precedenti si possono chiarire anche
nel modo seguente. Pongasi che un erudito ricercatore, il
quale si diletti, fra qualche migliaio d’anni, ad investigare
la nostra letteratura scientifica, riesca soltanto a possedere
un trattato di Geometria, ed abbia la fortuna che questo sia
I’opera d’un autore, non soltanto logico, ma anche minuta-
mente pedante, che tutte le relazioni logiche esprima sempre
nella medesima precisa forma, astenendosi dall’uso di quei
sinonimi che il nostro colorito linguaggio prende a prestito
dall’ intuizione.

11 prof. X (giacch® sard conveniente dare una cattedra
all’uomo che si accinge con tanta fatica a perpetunare I’ opera
scientifica dell’epoca nostra!), confrontando le diverse pro-
posizioni, e valendosi forse di qualche altro documento let-

F. ENRIQUES 3
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terario caduto nelle sue mani, riesce infine a decifrare il senso
delle relazioni logiche; ma, poiché il libro non contiene
figure, i termini geometrici (4, B, C...) restano per il prof. X
assolutamente indecifrabili. A lui rimane soltanto la possi-
bilita di farve delle ipotesi: A4, B, C... possono ricevere diverse
interpretazioni, che danno un senso plausibile alla teoria, Cosi
il prof. X ha scoperto il principio che una teoria scientifica
& capace di ricevere interpretazioni diverse, le quali si presen-
tano a lui come possibili traduzioni d’un testo, pervenutogli
quale retaggio di antichi predecessori. -

Vogliamo proseguire la nostra fantastica previsione, sup-
ponendo che il libretto di Geometria caduto nelle mani del
prof. X, sia precisamente un libretto di Geometria mnon-
euclidea. Il prof. X ha tentato dapprima di spiegare le parole
< punto, retta, piano, movimento... », colle parole analoghe
del proprio lingnaggio; ma, non avendo mai sentito dire che
per un punto possano condursi due parallele ad una retta
data, e ricordando da quanto gli fu insegnato al Ginnasio
che la somma degli angoli d’un triangolo & uguale a due
retti (nd potendo credere che essa fosse minore di due retti
al secolo ventesimo!), il pover’uomo si & deciso a tentare
qualche altra pitt sensata interpretazione. Noi vogliamo venirgli
in aiuto in quest’opera, presentando qui una semplice inter-
pretazione o traduzione della Geometria piana non-euclidea.
La quale varrd a dimostrare la possibilitd logica del sistema,
ciod la compatibilitd dell’ipotesi non-euclidea coi postulati T
e 1I, ossia Vindipendenza del post. 111 dagli I ¢ 1I.

16. - 1’ interpretazione che vogliamo fornire della Geo-
metria piana non-euclidea, esige il possesso delle nozioni
elementari di Geometria proiettiva, e in particolare di quelle
che si riferiscono alle. coniche e alle loro trasformazioni
omografiche (*). ‘

" Rieordiamo che, in conseguenza della generazione proiet-
tiva delle coniche (teorema i STEINER), si pud definire la
proiettivitd fra coniche e dimostrare il teorema fondamentale
circa la sua detérminazione: due coniche K e A’ sono proiet-
tive quando sono riferite punto per punto in modo che,

(1) Cfr. p. es. ENRIQUES « Lezioni di Germetria proiettiva» Cap.IX e X
3* ed. Bologna, Zanichelli.
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- proiettando le serie di punti omologhi da due centri presi
sulle coniche stesse, si ottengano fasci proiettivi; il teorema
di STEINER rende questa definizione indipendente dall’arbi-
trarietd che si ha nella scelta dei detti centri; si ottiene
quindi il teorema fondamentale che: la proiettivitd fra due
coniche & determinata da tre coppie di punti omologhi
AA'y BB e CC'. _

Ora, si considerino le tangenti @ e b a K, vispet. in 4 e B,
le quali s”inconfrino in O; e similmente si consideri il
punto O, intersezione delle due tangenti a K’ in 4" e B'.
Fra i piani di K e K’ vi & una determinata omografia, che

fa corrispondere ordinatamente ai punti A, B, C, O, i punti
A’y B, €', 0 questa omografia trasforma la K in un’altra

~ conica che ha comuni eon K’ i punti 4’y B’, C’, e le tangenti
in A, B, e quindi coincide con K’: in tal guisa la proietti-
vitd fra K e K', determinata dalle tre coppie di punti omo-
loghi AA’, BB’ e CC', viene subordinata dall’omografia
anzidetta. ‘

Per ¢id che segue occorrerd completare queste nozioni,
esaminando come possa definirsi una trasformazione omo-
grafica di due coniche, mediante due gruppi armoniei dati
sopra di esse. Ricordiamo dunque che se due coppie di
punti AB e CD, appartenenti alla conica K, si separano
armonicamente, le due rette AB e CD sono coniugate, cioé
Puna d’esse passa per il polo dell’altra: nella figura questa
relazione viene indicata facendo passare la CD per il punto O
intersezione delle tangenti a K in 4 e B.

Si abbiano ancora sulla conica K’ le coppie armoniche
A'B e C'D. Vi sono due trasformazioni omografiche di K

~in K', che portano A in A’, B in B/, e rispettivamente C in ¢’
e Din D, ovvero C in D' e D in ('. Quindi, designando
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con P e P’ le intersezioni delle coppie di rette AB.-CD
e A'B-C'D’, avremo: esistono due trasformazioni omografiche
di X in K’, che portano il punto P in P, 4 in A'e Bin B.
Qualora la K’ venga a sovrapporsi a K, diremo: esistono due
trasformasioni omografiche d’ una conica in se stessa che por-
tano un punto P interno a K in un aliro punto interno P,
e contemporaneamente due punti A e B di K, estremi di une
corda contenente P, in due punti A’, B estremi di una corda
contenente P’. (Una di queste trasformazioni & concorde, cio
subordina su K una proiettivitd concorde, e I’ altra & discorde).

149, - Queste premesse occorrono a spiegare 1’interpreta-
zione della Geometria non-euclidea, che abbiamo in vista.

Si traducano i termini geometrici del linguaggio ordinario
nel modo che viene indicato dal seguente quadro: :

Piano. Regione piana interna alla
conica K. ‘ '

Punto. Punto interno a.K.
Retta. Corda di K (estremi esclusi).
Punti susseguentisi sulla retta. | Punti susseguentisisulla corda.
Movimento del piano. Trasformazione omografica
della regione piana interna

: a K.

Figure piane uguali. Figure trasformabili con una’
: omografia chelasciaferma K..

Quando i termini geometrici ricevono questa interpreta-
zione, vengono senz’altro verificati i postulati I e II.

Infatti il postulato I esprime che < le rette sono linee
‘aperte, .tali’ che ne passa una per due punti »; evidente-
mente cid si pud dire del sistema delle corde di K (da cui
vengono esclusi gli- estremi). In secondo luogo, il postulato.
II esprime che « i movimenti sono omografie trasformanti
punti susseguentisi d’una retta (aperta) in punti susseguen-
tisi, e formanti un gruppo cui appartengono due omo-
grafie che portano un punto P in un punto P ed un raggio
per P .in un raggio per P’ »; ora le omografie che tra-
sformano in se stessa la conica K, formano un gruppo che
soddisfa alle medesime proprietd per riguardo alla regione
interna a K. Cos} il sistema metrico-proiettivo che s’ottiene
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rispetto a K, in base alle convenzioni sopra indicate, dd luogo
a una teoria geometrica in cui valgono i postulati I e II.

N3asce ora la domanda: la metrica-proiettiva relativa a K,
verifica I’ ipbtesi euclidea o I’ipotesi non-euclidea?

La risposta & immediata, ove si osservi che devono ritenersi
rette parallele, le corde di K aventi (su K) un estremo comune;
appare cosi che, nel nostro sistema convenzionale, < per un

_punto passeranno due parallele ad una retta data ». Dunque:

La metrica-proiettiva rispetto ad una conica porge una
interpretazione della Geometria piana non-euclidea. Lu possi-
bilita di tale interpretazione fornisce la prova della indimo-
strabilita del postulato @’ Euclide, cioé della sua md@pendenza
dai postulati della retta e del movimento (I e II).

18. - I interessante accennare come si proseguono alcuni
sviluppi della metrica-proiettiva rispetto ad una conica K,
rispecchiando proprietd fondamentali della Geometria non-
euclidea, cui pure innanzi accennammo.

1) Rette perpendicolari del piano non-euclideo sono qui
rappresentate da 7ette coniugate rispetto alla conica K (cioé da
rette di cui ciascuna contiene il polo del)’ altra): da ¢id emerge
I’ esistenza di una perpendlco]are per un punto ad una
retta data.

2) I quattro movimenti del piano non-euclideo che
lasciano fermi un punto P e una retta p per esso, sono dati
qui dalle quattro trasformazioni omografiche di K che lascian,
fermo un punto P e lasciano pur fermi, ovvero scambiano
fra loro, i due punti A e B in cui p incontra K. Queste
quattro trasformazioni sono:

a) I'identita;

b) e c¢) le due omologie armoniche aventi come assi p
‘e la sua retta coniugata per P, e come centri i loro poli
rispetto a K: trasformazioni rappresentanti i « ribaltamenti
rispetto a p e alla sua perpendicolare in P »;

d) ’omologia armonica che ha per.centro P e per
asse la sua polare rispetto a K: trasformazione che rappre-
senta la <« rotazione di un mezzo giro ».

3) I cicli, ipercicli e oricicli della Geometria non-
euclidea si ottengono nella metrica-proiettiva rispetto a K,
considerando le traiettorie dei gruppi continui co* d’omografie
trasformanti K in se stessa.
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Queste traiettorie sono coniche toccanti K in due punti
(reali o meno), che sono i punti uniti delld proiettivitd subor-
dinata sopra K (!). Pertanto si avranno tre specie di traiet-
torie siffatte:

a) Quelle che rappresentano i « cerchi », corrispon-
.dono ai gruppi d’omografie che trasformano in se stessa la K
e lascian fermo un punto (centro) interno ad essa; la polare
~di questo punto (che resta pur ferma pel gruppo) riesce
esterna, cioé incontra la K in due punti immaginari coniugati,
che sono i punti di contatto di K con la mnostra traiettoria.

b) Le coniche che rappresentano <« ipereicli »- corri-
spondono a gruppi o' di omografie che lasciano ferma K ed
una sua retta secante (quindi anche un punto, esterno, suo
polo): esse riescono cosl bitangenti a K in due punti reali
e distinti. o

¢) Finalmente gli « oricicli » corrispondono a gruppi oo*
d’omografie lascianti ferma K e subordinanti su di essa una
proiettivitda parabolica: ‘cosl queste coniche sono caratterizzate
dalla proprietd di avere con K un contatto quadripunto, gia-
cendo internamente ad essa.

4) La distanza di due punti P, @ nel piano non-euclideo

(e analogamente 1’angolo di due raggi p e ¢ uscenti da un
punto) si pud definire in base alle due proprietd seguenti:

a) la distanza & un.énvariante rispetto al gruppo dei
movimenti, cio® rimane invariata per questa trasformazione;

b) la distanza gode della propricté addittiva, ciod
« se un segmento PR & somma di due segmenti PQ e¢ QR,
la distanza PR & la somma PQ -+ QR ».

Ora, per definire la distanza di due punti P@Q nella metrica
proiettiva relativa ad una conica K, consideriamo i due punti
A e B in cui la retta P@ sega K. Avremo un invariante della
coppia di punti PQ, rispetto al gruppo delle omografie tra-
sformanti in sé K, che ci verrd offerto dal birapporto

(ABPQ);

(*) La dimostrazione elementare dell’asserto, si pud ricavare dalla
proprietd seguente : 8’ applichi ripetutamente una medesima omografia piana
8 due punti generici 4 e B, costruendo le serie di punti A4A4747A4"A™,..
BB'B"B"B™....; queste due serie di punti sono proiettive, trasformandosi
I’una nell’altra mediante 1’omografia che ha gli stessi punti uniti della
data e che porta A4 in B.
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é facile riconoscere che ogni altro invariante della coppia PQ
rispetto al gruppo nominato & una funzione del detto birap-
porto, non potendosi avere due invarianti indipendenti di P, Q.
Ma al detto birapporto non spetta la proprietd addittiva,
bensi la proprietad moltiplicativa, giacchd — se P, @, R sono
in linea retta — si ha

(ABPR) = (ABPQ)ABQR);

pertanto si & condotti ad assumere la distanza PQ propor-
zionale al.log. (ABPQ).

Una definizione analoga riceve 1’angolo di due rette p, ¢
uscenti da un punto O: ove si designino con ¢, b le tangenti
(immaginarie coniugate) condotte da O a K, U angolo viene
dato da :
log. (abpq).

19. - A complemento delle cose dette faremo ancora le
seguenti osservazioni.

A quel modo che ]la Geometria del piano non-euclideo pud
essere interpretata come metrica-proiettiva rispetto ad una
conica K, ciod come teoria delle proprietd invarianti rispetto
al gruppo delle omografie piane che trasformano K in se stessa, -
allo stesso modo la Geometria non-euclidea dello spazio pud
ricevere una interpretazione analoga, come metrica-proiettiva
rispetto ad una superficie del secondo ordine, p. es. ad una
sfera S: si prende qui come spazio la regione interna ad S,
e come <« movimenti » le trasformazioni omografiche di S in
se stessa.

Questa interpretazione vale a stabilire I’ impossibilita di
dimostrare il postulato d& Euclide, anche facendo uso di consi-
derazioni sterecometriche, @ partire dai postulati fondamentali
relativi alla retta, al pz’[mo e al movimento.

Un’altra osservazione degna di nota & che: la Geometria
proiettiva riesce indipendente dal postulato @’ Fuclide.

Difatti nell’ipotesi non-euclidea si avranno a considerare
nello spazio tre specie di stelle:

a) stelle di rette uscenti da un punto proprio;

b) stelle di rette perpendicolari ad un piano;

¢) e stelle di rette parallele, nello stesso verso.
Due rette coplanari determinano sempre una stella a cui -
appartengono; e la considerazione di questa, vale a definire
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due specie di punti impropri: punti impropri ideali corrispon-
denti alle stelle b), ¢ punti limiti di punti propri che s’ allon-
tanano all’ infinito, corrispondenti alle stelle ¢). Ora, dopo
Pintroduzione dei punti impropri, la retta diventa una linea
chiusa, e restano soddisfatti senza eccezione i postulati della
Geometria proiettiva (due rette coplanari hanno sempre un
punto a comune).

E interessante osservare che la costruzione della G’eometrm
protettiva entro il piano (o lo spazio) mon-euclideo, conduce a
considerare una conica (o quadrica) limite, ciod lnogo dei punti
impropri all’infinito, rispetto « cui la nostra Geometria non-
.cuelidea, si pud interpretare come metrica-proiettiva. Da questo
punto di vista la considerazione della metrica-proiettiva
rispetto ad una conica, appare come qualcosa di piu che una
possibile interpretazione convenzionale: essa porge una forma
semplice e naturale allo studio di quella teoria. Se poi la
conica limite si fa degenerare, come inviluppo, in due fasci
(punti ciclici del piano) e quindi come luogo in una retta
contata due volte, questa (egenerazione fa passare dalla
Geometria di Lobacefski al caso limite della Geometria
d’ Euclide ().

20. - Note sulle Geometrig di Riemann.

In luogo.di assumere a fondamento d’una metrica-
proiettiva del piano, una conica reale K, si pud supporre
che K diventi immaginaria, corrispondendo ad una polarita
reale uniforme. Allora si ottiene una Geometria che soddisfa
ancora a tutti i postulati I ¢ I, salvo che in essa la retta
non figura piw come linea aperta, ma come linea chiusa giacché
— in questo caso — nessun segmento viene tolto alla retta
(chiusa) della Geometria proiettiva. Qui accade che due rette
d’un piano &’incontrino sempre, cio® mon vi sono parallele.
La Geometria che cosi nasce (RIEMANN) pud essere conside-
rata come un’ultra (xcometr ia non-euclidea, aceanto a quella
di LOBACEFSKI. :

Le due Geometrie non-euclidlee hanno fra loro strette

() Si contronti 1’interpretazione delle ordinarie relazioni metriche
come relazioni proiettive colla retta all’infinito e coll’ involuzione assoluta

tpunti ciclici) sopra di esra: ENRIQUES « Lezioni di Geometria proiettiva »
cap. VIL
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analogie, e posseggono a comune i criteri d’uguaglianza dei
triangoli; perd nella Geometria riemanniana non vale sempre
la diseguaglianza dell’angolo esterno del triangolo: la somma
degli angoli d’ un triangolo, risulta sempre maggiore di due
retts, come ben si vede nel triangolo formato da una retta
con due perpendicolari (le quali, sempre s’incontrano).

La Geometria riemanniana, considerata entro una regione
limitata del piano, (cio® in senso differenziale), trova una
semplice interpretazione nella geometria sopra la sfera, dove
-le rette vengono sostituite da cerchi massimi — geodetiche.
In senso integrale, la Geometria sferica non risponde piu
completamente alle ipotesi che stanno a base della Geometria
riemanniana, giacché vi sono coppie di punti (opposti) che
appartengono ad infinite. rette — geodetiche.

Una esatta interpretazione della Geometria piana non-
euclidea di RIBMANN, si ha invece nella Geometria della
stella di rette, dove ai « punti » e alle « rette » del piano
si facciano corrispondere le « rette » ed i « piani » della
stella, e si assuma in questa — per determinare una me-
trica-proiettiva — il cono che proietta il cerchio immagi-
nario all’infinito delle sfere (definito dalla polarita ortogonale
. entro la stella).

21. - Nota intorno - all’ interpretazione delba Geometria
piana non-euclidea sopra le superficie a curvatura costante
negativa.

COome la Geometria del piano di RIEMANN, presa in senso’
differenziale, trova una interpretazione nella Geometria sopra
la sfera, cosl analogamente si pud chiedere se anche la Geo-
metria non-euclidea di LLOBACEFSKI sia suscettibile d’essere
interpretata come Geometria sopra una superficie. S’intende
che in una siffatta interpretazione alle rette del piano deb-
bono corrispondere < geodetiche » (cioé linee misuranti la
minima distanza) - tracciate sulla superficie, e alle figure
« eguali » del piano (sovrapponibili per un movimento di
questo) figure superficiali « geodeticamente uguali », quali
sono figure sovrapponibili per un movimento della superficie,
concepita come un velo flessibile e inestendibile.

La domanda posta innanzi riceve una risposta afferma-
tiva: la geometria del piano di ZLobacefski, presa in senso
differenziale, si pud interpretare come geometria sopra uUna
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superficie a curvatura costante negativa (*); questa interpre-
tazione, accennata da Riemann, fu sviluppata in un classico
< Saggio » del BELTRAMI (%). .
L’ interpretazione accennata della Geometria non-euclidea,
si pud riattaccare semplicemente alla metrica-proiettiva
rispetto ad una conica K. Infatti 1’ espressione della distanza
fra due punti incontrata al n. 18, conduce a rappresentare
la distanza di due punti infinitamente vicini con una forma
differenziale quadratica ’

E(uv)du® + 2F(uv)dudv + G(uv)dv* =0 .

che uguagliata a zero porge I’ equazione della conica K come
inviluppo. Percid nell’interno della conica K, supposta reale,
la nostra forma differenziale & definita, e si pud ritenere
sempre positiva. Ora, la detta forma quadratica differenziale
si pud assumere come quadrato dell’elemento lineare d’una
superficie '

1) r=2zu,v), Yy=yu,v), z=2zu,v):

ds* = Edu® + 2Fdudv + Gdv*;

occorre percio integrare il sistema d’equazioni alle derivate

parziali:
' ax\®  [oy\* & [9z\*
(a_u) -+ (S_u) -+ (371) = KE(u, v),

wan |, ydy | 253
Judv ' dudv @ Juow

SRR

() Curvatura (totale) d’una stuperficie in un punto (Gauss) & il pro-
dotto delle curvature principali spettanti alle sezioni normali della super-
ficie che toccano le due tangenti coniugate ortogonali. La curvatura &
invariante per flessioni senza estemsione della superficie; quindi una
spperficie per cui valga il principio del movimento delle figure, deve
esgere a curvatura K costante: se K —0 la superficie  sviluppabile e la
sua Geometria coincide (differenzialmente) con quella del piano ordinario;
se K >0 la superficie si pud applicare sopra una superficie sferica e
porge cos} la geometria del piano riemanniano; infine se K < 0 si ottiene
una famiglia di superficie (dette pseudo-sfericke) su cui vale, differenzial-
mente, la geometria del piano non-euclideo di LOBACESFKI,

() Cfr. « Opere » t. I, pag. 281.

= F(u, v),
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La superficie 1) cosi ottenuta, ammette un gruppo tri-
plamente infinito di trasformazioni in se stessa che ne coun-
servano il ds® (movimenti sopra se stessa); le quali corri-
spondono alle trasformazioni omografiche di K in sé. Infatti
il gruppo di queste omografie si lascia generare, per molti-
plicazione, mediante oo® omologie armoniche, le quali danno
— sopra la superficie — trasformazioni involutorie, conser-
vanti, non soltanto I’equazione ds’—0, ma anche il valore
assoluto del ds®.

Qosi dunque si riesce a costruire una superﬁcle (a curva-
tura costante negativa) la cui Geometria, porge un’interpre-
tazione di quella del piano non-euclideo di Lobacefski (*).

(1) La costruzione anzidetta si pud mettere in rapporto con un-teo-
rema di BELTRAMI, concernente le superficie di oni le geodetiche sono
rappresentabili con equazioni lineari. Cfr. ENRIQUES « Rendiconto dell’Ac-
cademia di Bologna, 1902-8 ».
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