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Il presente testo è stato digitalizzato nell’ambito del progetto “Edizione nazionale delle opere di Federigo
Enriques”

promosso dal
Ministero per i Beni e le attività Culturali
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Max Noether. 

V o n  

G. Castelnuovo, F. Enriques, F. Severi in Rom. 

La Redazione di questa Rivista, ove sono apparsi i pifl bei lavori 
di Max Noether, ci ha rivolto l' invito di commemorate l'illustre mate- 
matico, le cui fondamentali ricerche nel campo delia geometria algebrica 
hanno costituito il punto di partenza di molti nostri scritti. ~_bbiamo 
accolto di buon grado l' invito, lieti di poter rendere omaggio alla memoria 
dell' insigne scienziato che consideriamo come uno dei maggiori nostri 
Maestri. 

Max Noether nacque il 24 settembre 1844 a Mannheim da una fa- 
miglia di commerciantil). Una paralisi infantile che lo colpi a 14 ann i e  
gli lasei5 una gamba impedita ritard5 alquanto i suoi studi. Nei primi 
tempi dopo 1' assalto del male gli riusciva quasi impossibile il moto; egli 
dov~ seguire corsi privati ed aequist6 una larga cultura anche letteraria 
e storiea. Migliorato poi in salute frequent5 per un anno (1865-66)  
]' Osservatorio astronomico di Mannheim, per tre semestri 1' Universitk cli 
Heidelberg e poi nel 1868 e 1869 le Universits di Gie]en e GSttingen. 
Fu promosso nel 1868 ad Heidelberg senza dissertazione ed ottenne nella 
stessa Universits l'abilitazione, nel novembre 1870, presentando come tesi 
uno dei suoi lavori pitl profondi ,,l~ber Yl~chen, welche Scharen rationaler 
Kurven besitzen". Nominato straordinario all' Universit~ di Erlangen 
nel 1875, vi fu promosso ordinario nel 1888 e rimase eol~ fino alla 
morte (13 dieembre 1921). 

Durante gli studi superiori dovette il Noether meditate profondamente 
sui probiemi che attrassero il suo interesse. Egli esce dall' UniversitY, 
a 25 anni, nella piena maturits della mente. Con meraviglia noi vediamo 

1) Queste notizie biografiche ci iurono gentitmente com-auieate dalla figlia 
Signorina Dr. Emmy Noether the, seguendo le traccie paterne, si ~ resa nora ai mate- 
matiei per importanti lavori di Algebra e di Analisi. 
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iafatti apparire durante un decennio (1869--79)  i suoi lavori pi~ impor- 
tan~i. La stessa Memoria premiata sulle curve sghembe, compiuta nel 
1881, eontiene, come afferma l 'autore,  risultati che appartongono a quel 
fecondo periodo della sun attivit~ scientifiea. Certo il Noether ha eonti- 
nuato a lavorare fino al termine della sun vita. Ma le opere pubblieate 
dopo il 1880 rappresentano in gran parte perfezionamenti e complementi 
a sue rieerche anteriori o recano contributi a teorie gig sviluppate da alibi 
matematici. 

Quei primi lavori, ai quali il nome del Noether rester~ sempre le- 
gato, si connettono ad uno degli indirizzi coltivati dal Clebsch. Appare 
chiaro che di tutti  i professori di cui aseolt5 le lezioni ( t ra  i quali il 
Kirehhoff che lo inizi5 allo studio dell' opera di Riemann) f u i l  Clebsch 
che esereit5 su di h i  la massima influenza. Egli ne adott6 il programma 
nel campo della geometria algebriea e si propose di proseguirlo. Ma pur 
nell' analogia dei problemi e nell' affinits dei metodi, si rivela tra i due 
eminenti matematici una notevole differenza. II Clebsch, che adopera con 
somma abilits gli algoritmi della teoria dell' eliminazione e del calcolo 
simbolico, non si fascia, almeno in apparenza, guidare dalla intuizione 
geometrica, ma si sforza di interpretare geometricamente i risultati a cui 
gli sviluppi algebrici lo conducono. In questo indirizzo il Clebsch si accosta 
pill ad Hesse che a Pliicker, come giustamente viene affermato nella 
commemorazione di Clebsch redatta dai suoi discepoli, t ra i quali iI Nostro. 
A Pliicker pid che ad Hesse si riattacca invece il Noether. Anch' egli 
sommo algebrista, ma dell' algebra lo interessano, non tanto l 'algoritmo, 
quanto i problemi funzionali. Egli si sente attratto verso quella scuola 
dell' analisi qualitativa che in Abel e Riemann trova le sue manifestazioni 
pifi alte. E su di lui esercita pure una forte influenza un' altra scuola 
the con quella ha affinits pifi strette di ci(~ che uno sguardo superficiale 
potrebbe far credere" la seuola della geometria sintetica che da Poneelet, 
attraverso a Steiner, arriva a Chastes e Cremona. Le ricerche del Noether 
mixano principalmente a stabilire che un dato problema pus risolversi 
con determinati mezzi; le particolarit~ della risoluzione2assano in seconda 
linen. Questo sforzo di guardare sempre il contenuto qualitativo del 
problema pifi che gli aspetti contingen~i delle formole, gli permette di 
affrontare questioni ardue con procedimenti che non sempre sarebbe ~ge- 
vole tradurre in regolari sviluppi di calcolo algebrico. 

Accade talvolta che alla sun indagine siuggano eerti c~ i  secondari di 
eccezione~ o che nella trattazione di difficili problemi si applichino metodi 
delicati senza tutte le necessarie eautele. Ma la intuizione geometrica, che 
semi)re lo guida, io satva dagli errori, e l' opera, anche quando non ~ per- 
fetta, e talora forse per questo, ~ ricca di suggestioni. Chi sa superare 
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le difficolt~ che una prima lettura presenta, chi si sforza di chiarire i 
punti pi~ oscuri o di interpref, axe rettamente o correggere certe affermazioni 
non sufllcientemente precise, trova un largo compenso alla sua fatica e 
vede via via svelarsi 1' edifizio maestoso, di cui il Noether aveva scorto le 
~andi  linee, anche se qualche particolare era rimasto in ombra. Per aver 
meditato profondameate sull' opera di lui a noi fu dato di poterla prose- 
guire e portare in molti punti a cempimento. 

1~ tempo ormai che di questa opera discorriamo in modo pi~ parti- 
colare. Parecchi lavori del Noether sono eosi strettamente collegati che 
una suddivisione per argomento pub apparire artificiosa. Tuttavia per 
fissare un online a questa esposizione tratteremo successivamente del teo- 
rema fondamentale, della geometria suUe curve, della geometria sulle 
superficie, delle curve sghembe, delle trasformazioni birazionali, dell' analisi 
deUe singolarit~ delle curve, dei lavori pet strettamente analitici ed algebrici 
ehe si riferiscono agli integrali abeliani, e infine degli scritti minori. 

I1 Teorema Iondamentale. 

In problemi relativi alle curve algebriche o in questioni concernenti 
le funzioni algebriche e i loro integrali si era presentata la indagine delle 
condizioni cui deve soddisfare un polinomio g in x, y per potersi rappresen- 
tare come combinazione lineare A f + B ~v di due dati pohnomi f e q~, essendo 
A e B polinomi da determinarsi. La risposta, limitata ai casi pi~ semplici, 
si dava ricorrendo al conto detle costanti arbitrarie. 

I1 Noether fin dal 1869 si propose di trattare 1' importante quest-lone 
con procedimenti pifl rigorosi; ma nel primo lavoro ,,Zur Theorie des 
eindeutigen Entsprechens" (Math. Ann. 2) poche righe son dedicate, in- 
cidentalmente, al soggetto. Egli vi ritorna ex l:rro]esso, e ]o approfondisce 
nella Nora ,,Uber einen Satz aus der Theorie der algebraischen Funkk" (Math. 
Ann. 6, 1872). Partendo dalla identit~ che esprime il risultante di f e 7~ 
come combinazione lineare dei due pohnomi, egli prova che g pub porsi 
sotto la forma A f - f - B  ~ allora e solo allora che la funzione g/ f  in ogni 
punto della curva ep-~ 0 ahbia il carattere d i u n a  ]unzione inte~'a delia x. 
In particolare se f e 9 presentano in ogni punto P a d  esse comunc 
il caso semplice, ossia se il numero delle intersezioni assorbite da P 
uguale al prodotto delle molteplicits rispettive r, s di f e q~ in P,  la 
condizione suddetta ~ soddisfatta se g passa per P colla molteplicitg r + s -- 1 
almeno. 

Sotto la forma pifl generale, quale risulta gig dall' ultima Nora citata, 
il teorema in esame suona cosi: Condizione necessaria e sufficiente aifinch~ 
sussista l ' identit~ g = A f~-  B q~ ~ the, per ogni punto P(xo, Yo) comune 
alle due curve f, ~,  esistano due serie di potenze intere A' ,  B ' ,  degh 

l l*  
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argomenti x - - z  o, Y - - Y  o, convergenti hell ' interne di P,  e tali the 
sin identicamente, free ai termini di un ordine sufficientemente alto, 
g = A ' f  + B'qD. 

Questa condizione fa poi semplificata grazie alle rieerthe dello stesso 
Noethex e di altri (Voss, Bertini), di guisa che il Noether neUe ultime Note 
dedicate all' argomento (,,Zum Fundamenta: isatz . . ." ,  Math. Ann. 34, 1889; 
,,Zum Beweise des S a t z e s . . . " ,  Math. Ann. 40, 1891) pot~ enunciare e 
dimostraxe il teorema restando nel campo puramente algebrico eoI sosti- 
tuire atle due serie sopra nominate due opportuni potinomi A ' ,  B ' .  Note- 
vole, nella prima di queste due Note, 1' osservazione che l 'enunciato del 
case semplice sopra aceennato si estende anthe all' ipotesi di punti infini- 
tamente vicini comuni alle due curve, considerando questi punti come se 
fossero distinti. 

1-1 teorema di cui stiamo parlando, per 1' importanza che presenta 
hello sviluppo della teoria delle fs_nzioni algebriehe, fu dal Noether stesso 
chiamato FundamentaZsatz. Esso die@ luogo a numerose ricerche sin 
per estenderlo a funzioni con pifi variabfli, sia per semplificarne ta di- 
mostrazione. L'interesse notevole di esso appariste anche dal punto di 
vista funzionale, quando si osservi the fl teorema stesso permette facil- 
mente di caratterizzare le funzioni razionali de1 punto x, y di una curva 
che restano finite a distanza finita~-). 

Geometria sulle eurve. 

Abbiamo gi~ detto the il Noe~her fine dai primi suoi lavori si ~ pro- 
posto di sviluppare e condurre a compimento il programma di Ctebsch nel 
tampo della geometria algebrica. ~ opportune chiarire quale f(~sse questo 
programma e quali complementi essenziali il Noether vi abbia recato. 

1~ note come la le~ura delle classiche Memorie di Riemann salle 
funzioni algebriche e i lore integrali abbia spinto il Clebsch, dal 1863 in 
poi, a tercare interpretazioni e conseguenze interessanti il campo delle curve 
algebriche. Da queste rieerehe ~ risultata in particolare l'opportunit~ di 
classificare le curve secondo il genere, carattere ch+ il Riemann aveva 
trovato in base a tonsiderazioni topologiche o trascendenti, e the fl Gqebseh 
definisce in base a taratteri  proiettivi della curva. La uguaglianza de1 
genere di due curve in corrispondenza birazionale 6 un teorema puramente 
adgebrico the tonveniva dimostrare per via algebrica, fondandosi esclusi- 
vamente sulle propriet~ di quelle corrispondenze. Questa dimostrazione, 
eontenuta nel libro di Clebseh e Gordan ,,Theorie der Abelschen 
Funttionen", e le premesse che esigeva, hanno aperto un nuovo campo 

~) Cfr. Picard-Simart, Fonctions alg~briques de dv~: variables, t. II, p. 11. 
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di ricerche geometriche dedicate allo studio delle propriets degli enti at- 
gebrici che non sono alCerate da ~rasformazioni birazionali (geometria 
sulle curve o super/ icie . . . ) .  Esplorare questo campo con soli mezzi aI- 
gebrici ~ il programma che, iniziato in aleuni lavori eli Clebsch e nell' opera 
citata di Clebsch e Gordan, viene ripreso con pifi potenti mezzi di inda- 
gine dal Noether, il quale porta alia teoria progressi essenziali. 

Sorvolando per ora sopra alcuni dei primi lavori del N. the pifi 
strettamente si riattaccano alle dette ricerche deI Clebsch, o si propongono 
di estendere il teorema dell' invaxianza del genere ad enti algebrici a pifi 
dimensioni, dobbiamo fermarci sopra la Memoria fondamentale ,,Uber die 
algebraSsehen Funkt ionen. .  2' pubblicata nel 1873 in collaborazione con 
A. Brill. 

In essa si trova esposta per la prima volta la parte essenziale della 
geometria sulle curve coi so]i metodi della geometria algeb~ica. A ra~g- 
giungere to scopo serve il teorema fondamentale di Noether di cui abbiamo 
discorso, ed il Restsatz che ne segue subito, il quale permette la costru- 
zione, sopra aria data curva piana, della serie lineaxe di ~uppi  di punti 
determinata da un suo gruppo. Occorre ricordare a tale proposito che 
la nozione equivalente di funzione razionale (della curva) avente un dato 
gruppo di poll era stata introdo~ta dal Riemann per via trascendente. 
Egli aveva insegnato a costruire, mediante integrali abeliani di 2 a specie, 
la pi~ generale ftmzione razionale dotata di poli assegnati, in guisa che 
rimanessero in vista le costanti urbitrarie da cui la  funzione stessa dipen- 
deva. Restava per5 ancora da assegnaxe la costruzione algebrica di tale 
funzione generale, cio~ della serie completa individuata da un dato gruppo 
di punti, in modo che le dette costanti arbitrarie apparissero esplicita- 
mente anche nella espressione algebrica. 

I1 Restsatz insegna appunto a scrivere, sotto forma algebrica, questa 
funzione razionale, o, in tinguaggio geometrico, insegna a costmire un 
sistema lineare di curve (aggiunte alla curva data, cio~ passanti sempli- 
cemente per ogni punto doppio di questa) il quale seghi sutla curva pri- 
mitiva la serie completa richiesta. 

Datla detta eosgruzione si deducono poi la relazione tra i caratteri di 
una serie completa ed il genere della curva sostegno, la propriets fonda~ 
mentate del genere, la unieitt~ e quindi l ' invarianza della serie seguta 
sulla curva d' ordine n dalle curve aggiunte d' or(line n -  3 (serie ehe fu 
poi detta canonica) ed il teorema di Riemann-Roch. In breve, si ritro- 
vano per via algebrico-geometrica, mettendole nella lute pifi favorevole, 
tutte quelle propriet~ delle funzioni razionali di tma superficie di Riemann 
ehe erano state scoperte col mezzo degli integrali abeliani. 

La seconda parte della Memoria di cui stiamo paxtando tratta del 
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problema difficile e interessante dei gruppi speciali e del computo, per 
via-algebrica, del numero dei moduli da cui dipende una curva di dato 
genere. Ma poich~ questo capitelo si riattacca strettamente a lavori prece- 
denti e posteriori del Brill, it quale in esso deve aver avuto una parte 
preponderante, crediamo non occorra fermarei su di esso~). 

Le idee feconde contenute nella fondamentate Memoria citata t~ovano 
sviluppo in vari lavo~i successivi del Noether. 

Ne]la Nora ,,Uber die invariante Darstellung.. ." (Math. Ann. 17, 1880) 
posto il problema della rappresentazione delle funzioni algebriehe di una 

variabile in forma invariante di ~ronte alle trasformazioni birazionafi della 
curva a cui quelle funzioni si riferiscono. Si raggiunge lo scopo assu- 
mendo come elementi fondamentali i rapporti dei polinomi ~o, q~a . . . .  , ~0p_ 1 
di grado n -  3 aggiunti alla cu~'va d' ordine n. Ci5 equivale, dat punto 
di vista geometrico, a trasformare birazionalmente la cu~va data in una 
cu~va d' ordine 2 p -  2 dello spazio a p -  1 dimensioni (cu~'va canonica), 
sutla quale gli iperpiani segano la aerie canonica. In questa ricerca ~ es- 
senziale la conoscenza delle relazioni che passano tra le forme di 2 ~ 30 . . . .  
grado nelle ~, cio~ lo studio dei sistemi lineari di ipersuperfieie del 2 ~ 3 ~ ... 
ordine ehe passauo per la eurva canonica. La determinazione de] sistema 
di quadriche contenenti la curva canonica 4 eseguita dal Noether in modo 
esauriente per p ~ 5, 6, 7 in una successiva Nora (,,Note fiber die Normal- 
kurven . . . " ,  Math. Ann. 26, 1885) ed ~ sfruttata per ]a determinazione del 
numero dei moduli da cui dipende una curva di quel genere. 

I polinomi q~ e le forme con essi composte sono pure adoperati nella 
Nora ,,Zu~ Theorie der Abelschen Differentialausdrficke..." (Math. Ann. 37, 
1890), allo seopo di costruire in modo invariante i differenziali abeliani 
delle varie specie collegati colla curva data, e di stabitire per via algebrica 
alcuni dei teoremi sugli integrali abeliani che di solito vengono stabiliti 
per via traseendente. 

La rappresentazione invariante di una eurv~ (e quindi implicitamente 
la eurva canonica) interviene pure nella dimostrazione ehe il Noether ha 
dato in due Note successive ,,Note fiber die algebra~sehen Kurven . .  2', 
,,Naehtrag zu~ Note fiber die algebraischen K u r v e n . . . "  (Math. Ann. 20, 
21; 1882) del teorema di Sehwarz, il <luale afferma che una cuxva di 
genere superiore ad 1 non ammette infinite trasformazioni birazionali in s~ 
stessa. :E degno di rilievo il ratio the ne]]a prima di quelle due l~'ote 
(del 4 matzo 1882) comparisce l'osservazione, ~ t t a  quasi negli stessi 
giorni dal Poincar~, che se la curva ammette infinite trasformazioni in s~, 

~) Queste parole erano gis scritte quando ei pervenne la bella commemorazione 
del Noether fatta dal Brill (Jahresberichte d. Deutschen Mathem. Vereinigung $2, 
1. Abt.), alcune righe della quale confermano la nostra induzione. 
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essa ammette una infinits continua anzi algebrica di trasformazioni sif- 
fatte. La dimostra.zione data dal Noether del teorema di Schwarz ~ fondata 
sulla considerazione dei punti di Weierstrass, ove la eurva canoniea pre- 
senta contatti superiori al normale con rette, p ian i , . . .  I1 Li~ckensatz 
di Weierstrass, ore quei punti appariscono, fu dimostrato ed esteso dal 
Noether coi metodi di cui egli e il Brill si servirono netla Memoria co- 
mune; si veda la Nora ,,Beweis und Erweiterung eines funktionentheo- 
retischen S a t z e s . . . "  (Jourual flit die r. u. a. Mathem. 97, 1887). 

Colla Memoria di Brill e Noether hanno anche qualche legame la 
Nora ,,Rationale Ausfiihrang der Operat ionen. . . ' "  (Math. Ann. 23, 1883) 
e la successiva ,,Rationale Reduktion der Abelschen Integrale" (Acta 
Math. 26, 1903) helle quali si dimostra che con sole operazioni razio- 
nali si possono determinare le curve aggiunte ad una curva, anche se 
dotata di singolarit~ qualisivogliano, e si pus complete lo spezzamento 
di tm integrate abeliano generale in una somma di integrali delle tre 
specie. 

E colla geometria sopra una curva possono collegarsi le Note ,,Ueber 
die Schnittpunktssysteme einer alg. Curve mit nicht-adjungier~en Curven" 
(Math. Ann. 15, 1879), ,Ueber  die reduziblen alg. Curven" (Acta Mathem. 
8, 1986), delle quali l' interesse principale sta nel laseiar apparire come 
varie propriets di queila geometria si comportino quando la curva, modifi- 
candosi per continuits muti genere o si scinda in pifi curve. ]~ questo un 
campo di ricerehe che ha attirato anche reeentemente l'attenzione dei geo- 
metri e nel quale v '~ ancora molto da raccogliere in relazione coi sistemi 
continui di curve piane o sghembe. 

Geometria sulle superfir 

I metodi adoperati nella Memoria di Brill e Noether per lo studio 
delle curve sono eosl fecondi the essi permettono al Noether, pochi mesi 
pif~ tardi, di affrontare un problema ben pill arduo: quello di gettax le 
basi della geometria sopra una superficie algebrica. Qui mancava la traccia 
the il procedimento trascendente di Riemann aveva segnato per le funzioni 
algeb~iche di una variabile indipendente; n~ appariva facile altora l'e- 
stensione di quel procedimento alte funzioni di due variabili. Non v'  era 
da tener conto, sull' argomento, the di una brevissima Nora del Clebsch, 
dalla quale appariva l' analogia t r a t e  carve d' ordine n -  3 a~giunte ad 
una curva pinna d' ordine n. e le'tsuperficie d'ordine n -  4 aggiunte ad 
fina superficie d' ordine n,  e di alcune osservazioni eli Cayley e Zeuthen 
sopra due invarianti numerici di una superficie di fronte alle trasformazioni 
birazionali, invarianti di eui non risaltava chiaro il signifieato fnn~iona!e. 
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Nella elassica Memoria , ,Zur Theorie des eindeutigen Entsprechens . . .  ; 
zweiter Aufsatz ~ (Math. Ann. 8, 1874), preceduta da alcune Note dei GSt- 
ringer Naehrichten, eve si vedono via via precisarsi i risultati a cui quella 
Memoria ~ dedieata, il Noether distingue due metodi the possono condurre 
alia scoperta di caratteri invarianti di fronte alle trasformazioni birazio- 
nali. I1 primo cerca di formare, eol mezzo dei caratteri proiettivi di due 
superfieie corrispondentisi, delle espressioni numeriche (invarianti numerici) 
che non routine valore per effetto delta trasiormazione; il secondo metodo 
mira a scoprire funzioni razionah della superfieie godenti propriets in- 
variantive e di queste funzioni si vale per rieavare caratteri invarianti 
delia superficie (invarianti 9eometrici). 

Percorrendo anzitutto la prima via egti ritrova due formole date 
dallo Zeuthen, rilevando come una di esse dipenda, ottre che dai caratteri 
proiettivi delle superfieie in esame, anehe dal numero dei punti di una 
superfieie the si mutano in carve (ausgezeichnete Curven) dell' ultra. 

Pifi notevoli per la novit~ e importanza dei risultati sono i paragrafi 
seguenti. La estensione del Restsatz alle superfieie permette di eostruire 
il sistema lineare complete di curve al quale appartiene una curve as- 
segnata. Se n 6 l 'ordine della superficie primitiva ed m l 'ordine delle 
superficie che segano su di essa, atl' infuori di curve fisse, il detto sistema 
complete di curve, le superficie di ordine m + n -  4 aggiunte a queste, 
cio~ passantl in mode conveniente per le curve Esse, segano sopra ogni 
curva del sistema la serie canonica. Particolare importanza hanno le super- 
ficie d'ordine n w 4 aggiunte alia superficie da~a: il Noether dimostra 
infatti (per via algebrica) che le curve da esse segate su qaesta superficie 
formano an sistema invariante (che fu poi de,to canonico). Questo risultato 
fondamentale conduce subito ella scoperta di tre caratteri invarianti: iI 
~chengeschlecht p (chiamato in seguito genere geometrico e indicate 
con t0g) the 6 il numero delle superficie agginnte d'ordine n -  4 linear- 
mente indipendenti; il Curvengeschlecht p(l) (o genere lineare) che 6 il 
genere della curve canonica segata sulla superfieie da una delle dette 
superfieie aggiunte, fuori delle curve multiple; finalmente il numero ~(~) 
delle intersezioni variabili di due curve eanoniche, il qual carattere non 
riceve un home speciale, giacch6 Noether dimostra che esso ~ uguale a 

Sono distinti questi caratteri da quelli ottenuti per via numerica da 
Cayley, Zeuthen e dallo stesso Noether? Quest' ultimo fa vedere che per 
le superiieie soddisfaeenti a eerie condizioni di regolaxitA, condizioni che 

4) kpparenti eccezioni a questo ri~uttato possono togliersi introducendo opportune 
coavenzioni. 
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solo pifi tardi Iurono nettamente precisate, gli uni earatteri si rieondu- 
cono agli altri. In particolare uno degli invarianti numerici, ehe fu poi 
ehiamato genere numerico od aritmetico ed indieato con p~, dh il numero 
delle superficie aggiunte d' ordine n -  4, linearmente indipendenti, valutato 
come se il detto ordine fosse abbastanza alto per poter app!icare una 
formola generate (di postulazione) nel eomputo de1 numero delle con- 
dizioni imposte alle dette aggiunte dai punti multipli e dalle curve mul- 
tiple della superficie primitiva; se questa ipotesi ~ dunque verificata, 
risulta l o , =  pg. Non sempre l 'uguaglianza sussiste; il :Noether, sulle 
traccie de1 Cayley, fa notate ad es. che per le rigate irrazionali 6 pg = 0, 
p~ <: 0. I1 Noether deve avere sospettato che oltre le rigate irrazionati e 
le superfieie trasformabili birazionalmente in quelle (di una tale superficie 
tratta la Nora ,,Uber eine F l ~ h e  6. O r d n u n g . . . " ;  Math. Ann. 21, 1883) 
possano esistere attre superficie irregolari (pg > p~). Per5 solo in epoea 
pifi recente furono portati altri esempi di superficie siffatte, e ne in co- 
strui~a la teoria. 

I1 Noether si oecupa anche nella Memoria in esame della relazione 
tra le ausgezeichr, ete Curven sopra nomkaate e le curve canoniche, e delle 
superficie partieolari sulle quail tutte le curve canoniche si spezzano o 
appartengono ad una invoiuzione; risultati pi6 precisi su quatcuno di 
questi argomenti furono portati in seguito, e si vide altora ehe il 2~oether, 
nonostante i mezzi insufficienti di cui disponeva, aveva scorto sempre il 
lato essenziale delle delicate questioni, guidato, qui come altrove, da un 
finissimo intuito geometrieo. 

Finalmente il Noether, per mostrarr la fecondit~ dei metodi di cui 
abbiamo parla~o, dediea le ultime pagine di questa breve ma ricchissima 
Memoria ad estendere alle variets a tre dimensioni aleuni dei risultati 
ottenuti per le superficie, stabilendo i principali invarianti di quelle, di- 
mostrando alcune relazioni ehe li legano e divinandone an' altra c h e f a  
poi gius~ificata da posteriori ricerche. 

I1 Noether ~ ritornato parecehi anni pifi tardi (1886) sulla geometria 
sopra una superficie algebrica per dare una estensione del teorema di 
Riemann-Roch valido per le curve; nella breve Nora ,,Extension du th~o- 
r~me de R.-R . . . .  " (CompSes Rendus de l'Acad, d. Sciences, octobre t1886 ) 
egli assegna un limite inferiore aUa dimensione di an sistema lineage 
eompteto di curve sopra una superficie in funzione di caratteri invarianti 
del sistema e della superficie. I1 Noether, ehe introduce qui la feconda 
nozione di serie caratteristica di un sistema lineare di curve (serie segata 
sopra una curva del sistema dalle attre curve del sistema stesso), ammette 
c h e l a  detta serie sia completa se tale g il sistema. Ricerche post~rio~i 
hanno dimostrato dne 1~ ipotesi si verifica solo per le superficie regolari ed 
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hanno dato aUa dimostrazione del teorema in esame ed all' enunciato la 
precisione e 1' estensione desiderabili. 

In un 'a l t ra  breve Nora ,,Anzahl der Moduln . . . "  (Sitzungsber. d. 
preuss. Ak. d. Wiss., 1888) egli cerca il numero dei moduli da cui dipende 
una superficie di genere geometrico e numerieo ~ e genere lJneare p(1) e 
trova l'espressione 1 0 p -  2pCl)@12. La questione, ripresa pifi tardi da 
alari, ~ apparsa pifi complessa di quello che al Noether sembrasse, sia 
perch~ occorte tenet conto della evenmale irregolarigs della superficie, 
sia perch~ sut numero dei moduli potrebbe influire un altro carattere 
spettante atla curva doppia. 

Oitiamo infine il lavoro ,,Ueber die totalen alg. Differentialausdriieke" 
(Math. Ann. 29, 1886) in cui it Noether, interessandosi al progresso essen- 
ziale portato dal Picard ne]la teoria delle superficie colla introduzione 
degli integrali di differenziale totale, esamina, coll 'aiuto di una tras- 
formazione birazionale applicata alla superficie, tome si comportino helle 

] 

singolarits eli questa i polinomi aggiunti che compariscono helle espressioni 
dei detti differenziali totali. In una nota a pi8 di pagina il Noether dice 
che fino dal 1868 si era accorto, che sopra una superficie generale non 
esistevano in~egrali semplici dovtmque finiti e the perci6 egti si era 
timitato allo studio degli integrali doppi. 

Nello sviluppo della geometria sopra una superficie lo studio dei 
problemi generali si ~ sempre alte~:nato coll' esame di famiglie particolari 
di superficie, tra le quali speeialmente notevole la famiglia delle superficie 
razionali, i cui punti hanno coordinate esprimibili razionalmente mediante 
due pat~metri. 

Fat ta  astrazione dalle superficie del secondo ordine, la eui rappresenta- 
zione piana ~ introdotta nella prima mets del secolo scorso, la scoperta 
di particotari superficie razionali ed il trasporto ad esse della geometria 
piana precede di poehi anni 1' epoca in cui si inizia la produzione mate- 
matica del Noether. Clebsch e Cremona, quasi contemporaneamente 
(1865--66),  stabiliscono la razionalitA delia superficie generale del terzo 
ordine, e suecessivamente (1866--67) della superficie 4i Steiner; nel 1868 
il Oremona si occupa di una classe particolare di rigate a sezioni razio- 
null, g il Olebsch della superfieie del 4 ~ ordine con conica doppla e poco 
dopo della superficie del 4 o ordine con retta doppia. Fiualmeate il Ctebsch 
nel 1870 stabilisce un teorema di carattere pift generale il quale afferma 
la razionalit~ di una superficie trasformabile birazionalmente in un ~iano 

do~pio con curva di diramazione del 4 ~ ordine, eiog neIla supexficie 
z = }'f(x, y) ,  dove f g u n  polinomio di 4 ~ grado. 

A1 Noether, ehe era allora in stretfi rapporti col Clebsch, non poteva 
sfuggire 1' importanza eli questo campo di ricerche. Egli vi compie un 
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passo essenziale st~bilendo con mano maestru un risultato che costituisee 
uno dei fondamenti di questa teoria. I1 5 gennaio 1870 il Clebsch legge 
alla K. Gesellscha~ d. Wissenschaften zu GSttingen una Nora di 6 pagine 
del Noether, in data 10 dicembre 1869, nella quale, accanto al risuttato 
di cui parleremo, sono lucidamente accennati tutti  i punti essenziali della 
dimostrazione ehe verranno poi svolti nell' Habititationsschrift presentato 
all' Universits di Heidelberg nel 1870 e riprodotto, in grsn parte, nella 
Memoria ,,Ueber Fl~chen, welche Scharen mtionaler Curven besitzen" 
(Math. Ann. 3). 

I1 teorema di Noether afferma che ~ ra~zionale ogni superficie la quale 
contenga un fascio razionale di curve iazionali. Il risultato potrebbe a 
prima vista parere evidente, osservando the ogai curva del fa~cm dipende 
razionalmente da un parametro u, mentre te coordinate di ml punto 
della curva si esprimono razionalmente per un secondo parametro v. In 
realts nei coefficienti di queste funzioni razionali di v il parametro u 
entrers in generate, irrazionalmente; sar~ possibile introdurre due nuovi 
paxametri u ' ,  v' ,  di eui le coordinate di un punto generico della superficie 
siano funzioni razionali? Per rispondere a quo ta  delieata questione il 
Noether dimostra aazitutto c h e l a  superiicie pu6 trasformarsi birazional- 
mente in un' altra su eui le curve del fascio vengono segate da un faseio 
di piani. In secondo luogo cgli riesce, mediante una nuova trasformazione 
birazionale, a mutare le dette curve in rette o coniche. Nel primo caso 
la rappresentazione piana della superficie ~ immediata. Nel secondo ca~o 
resta da dimostrare che si pu5 individuare un punto sopra ciascuna conica 
risolvendo una equazione i cui coeffieienti non dipendono dal parametro 
del f~cio di piani, introducendo cio~ una irrazionalit~t aritmetica. I1 
Noether riesce ir~atti a costruire sulta superficie un numero finito eli curve 
unisecanti le coniche; nota una di quelle, la rappresentazione richiesta si 
compie facilmeme. 

La Memoria di cui stiamo parlando contiene, oltre il ~eorema cui 
dedicata, una serie di risultati, ciascuno dei quali ha di per s~ un note- 
vote interesse. Basti ricordare che vi ~ indicata la via per spezzare ogni 
trasformazione cremoniana del piano nel prodotto di pifi trasformazioni 
quadratiche; sul qual risultato ritorneremo tra  poeo. Aggiungiamo che il 
proeedimento seguito dal Noether nella detta Memoria ha potuto poi 
essere es~so alle superficie contenenti un faseio irrazionale di curve 
razionali, superficie che fu dimostrato potersi trasformare birazionalmente 
in rigate. 

Un altro lavoro fondamentsle per la teoria delle superficie razionali, 
sebbene meno accurato nei particolari, fu scritto dal Noether nel 1878: 
,Ueber  die ein-zweideutigen Ebenentransformationen" (Erlaager Berichte, 
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1878). Esso ~ dedicato alla riduzione a tipi dei piani doppi razionali, 
cio~ delle superficie z=~(f(x,  y), dove f ~ un polinomio, the possono 
rappresentarsi birazionalmente sopra un piano. II Clebsch, come abbiamo 
gis detto, aveva/atto vedere the uno di questi tipi si presenta Be f ~ un 
polinomio di 4 ~ grado, ment~e dalt' Hahilitationsschrift sopra eitata del 
Noether risutta un secondo tipo ore f----0 ~ una eurva d'ordine pari 2 n  
quaIsiasi dota~a di un punto multipto di ordine 2 n -  2. Nella Nora di 
cui stSamo ora discorrendo il Noether segnala un terzo tipo di piano 
doppio ehe si presenta quando la curva f----- O ~ del sesto ordine con due 
punti tripli infinitamente vieini. I1 Noether chiude quella Nora dieendo 
essere estremamente probabile che ottre ai ire tipi indieati (e a quelii ad 
essi riducibili) non esistano altri tipi di piani doppi razionali. A quesca 
af~ermazione fu forse il Noether condotto da una ricerca paraltela quasi 
contemporanea (1877)eseguita dal Bertini per ridurre a tipi le invoIuzioni 
plane di topple di punti. In ogni modo la previsione del Noether fu 
pifi tardi completamente giustificata. 

In una Nota posteriore ,,Ueber eine Klasse . . . '" (Math. Ann. 33, 1889) 
il Noether riprende in esame il terzo tipo di piano doppio per eseguirne 
uao studio sistematico. Nella successiva Nota ,,Ueber die ra~ionalen F1/ichen 
vierter Ordnung" (ibid.) egli riconduee alla classificazione dei piani doppi 
razionati la ricerca di tut~e le superficie razionali del 4 ~ ordine con un 
solo pun~o doppio singola~e. Ai tre tipi di piani doppi corrispondono tre 
tipi di superficie di cui solo il primo (snperficie con un tacnodo) era 
stato scoperto nel 1871 dal Cremona e dal Noether stesso. 

Carve algebriche sghembe. 

I1 concorso al Premio Steiner bandito datl' Accademia delle Scienze 
di Berlino fu 1' occasione che spinse il Noe~her a ritmire e a condurre a 
termine he1 1881 le ricerche the egli aveva da pazecchi anni iniziato in- 
torno alla geometria delle curve algebriche sghembe. I1 prem[o fu diviso, 
come 6 noto, tra la Memoria ,,Zur Grtmdlegung der Theorie der algebrai- 
schen Raumcurven" (~kbhandL d. K. Preuss. Ak. d. Wins. zu Berlin, 1882; 
Journal far r. u. a. Mayhem. 93) del Nostro ed un lavoro dell' Halphen. 
I1 Noether ha, in quello scritto, largo campo per applicare i teoremi di 
geometria sulle curve, e le propriets delle superficie aggiunte ad una 
eurva sghemba, che egli (in parte insieme al Brill) aveva stabilito in 
lavori precedenti e riassume nei primi paragrafi di questo. 

Tre ordini di questioni sono principalmente trattate. Un primo argo- 
mento riguarda la postuIazione di ann curva sghemba di ordine e genere 
noti, do~ il numero delle condizioni the la curva presenta alIe superficie 
di un eerto ordine costrette a contenerla. Sin nel caso che null' altro si 
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eonosca della curva, sia quando si sappia che la  curva sta gis sopra una super- 
ficie di ordine noto, sono stabilite delle limitazioni che fissano o vincolano 
il r rieercato. Esso ~ fornito da una formola sempli~e e nora quando 
l'ordine deUe superficie che si vogliono condurre per la curva ~ abbastanza aIto. 

Una seconda questione, the ~ trat tata con ricchezza di mezzi ed 
occupa molte pagine detla monografia, rigua~da il numero delle costanti da 
cui dipende una curva sghemba di ordine n e genere ~o. Gi~ nella Memoria 
citata di Brill e Noether, dal numero dei moduli di una curva eli genere 
era dedotto, con procedimento the fu recentemente reso rigoroso, the la 

3 curva sghemba dipende da 4 n costanti se n ~ z (P + 4), mentre per i 
valori irrferiori d i n  il numero di costanti pu6 superare 4 n .  Per quesVi 
valori il Noether tenta qui delle determinazioni pifi precise, ma arriva a 
risultati poco espressivi perch~ dipendenti da al~ri cara~teri, quali gli ordini 
di due superficie intersecantisi lungo la eurva. 

Una terza questione the d~ hogo ad un risultato elegante, raggiunto 
con un ragionamento ingegnoso, riguarda le curve di una superficie as- 
segnata the, per dato ordine, hanno il massimo genere. I1 Noether dimostra 
ehe tall curve sono segate su questa superficie da un 'a l t ra  superfieie 
passante per una curva piana della prima; donde egli trae il valore de1 
genere ed una conferma de1 teorema di Halphen che le curve di ordine n 
aventi il massimo genere stanno su quadriehe. 

Un altro bel risultato ehe il Noether giustifica attraverso ad uu eonto 
di costanti, e che solo recentemente fa dimostrato in modo rigoroso, con- 
siste nel fatto che una superficie di ordine ~ 3, la quale passi per una 
curva sghemba ehe non sia intersezione ,completa delia detta superficie 
con un' altra, ~ particolare tra le superficie del proprio ordine; in altre 
parole: sopra una superficie generale d'ordine > 3 non esistono altre curve 
oltre le intersezioni complete. 

Qualche affinit~ col primo tema trattato nella Memoria di cui abbiamo 
partato ha Imo dei primi lavori del Noether ,,Sulle curve multiple di 
superficie algebriche" (Annali ~ klatem. (2) 5, 1871) in cui egli, allo 
scopo di precisare e di estendere alcuni risultati del Caytey, s~abilisce 
sotto ipotesi molto larghe la ~ostulazione di un eomplesso di curve sghembe 
per le superficie d' ordine abbastanza alto costrette a passare per que!le 
curve con determinate molteplicits e la diminuzione che subisce il numero 
delle intersezioni di tre superfieie passanti he1 detto modo per Ie dette 
curve (equivalenza). Per determinate questi numeri in casi complieati il 
Noether ricorre a procedimeati che appartengono alla geometria numerativa. 
Dei risultati ottenuti egli fa un'appticazione, sulla quale r i torners  pi~ 
tardi, al calcolo del genere aritmetico di una superficie; ed un' altra a 
stabilire formole relative ad una trasformazione cremoniana delto spazio. 
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TrasIormazioni cremoniane. 

Come gi~ dicemmo, la ricerca sutle superficie coa~enenti un fascio di 
curve razionali condusse il hToether ad occuparsi di una questione fonda- 
mentale relativa alle tra~formazioni birazionali tra due piani. Egli di- 
mostra col~ che mediante una trasformazione cremoniana, anzi mediante 
un seguito di trasformazioni quadra~iche, un fascio di curve razionaIi pub 
mutarsi in un fascio di rette; ed osserva incidentalmente che collo s~esso 
procedimento una qualsiasi trasformazione cremoniana pus scindersi nel 
prodotto di trasformazioni quadratiche. I1 procedimento seguito dal hToether 
e tenuto pu~e quasi contemporaneamente (1870) dal Rosanes consiste nel 
far vedere c h e l a  fete  (omaloidica) di curve d'ordine n dell 'un piano 
corrispondenti alle rette dell' altro ha tre punti base le cui molteplicits 
danno una somma superiore ad n; assumendo al]ora questi come fonda- 
mentali di una r quadratica, la rete di curve d'ordine n si 
muta in una fete d' ordine inferiore, cio4 1' ordine della trasformazione 
cremoniana si abbassa. It  Noether per5 si ~ accorto poco dopo (1872) 
di una obbiezione che poteva farsi al suo ragionamento: dei tre punti base 
due possono essere infinitamente vicini al terzo in di~ezioni diverse; ed 
in tal caso non possono essere assunti come punti Iondamentali di una 
trasformazione quadratica. Egli per5 nella Nora ,Zur Theorie der ein- 
deutigen Ebenentransformatlonen (Math. Ann. 5) si sforza di far vedere 
che anche allora si possono assumere tre punti base le cui molteplicits 
diano una somma superiore ad n e che appartengano (se sono infinitamente 
vicini) ad uno stesso ramo di ~ua eurva generica della fete; e di questi 
si vale. per costruire la trasformazione quadratica riduttrice. Solo molto 
pifi tardi (1901) Iu osservato da] Segre che all' analisi del Noether sfugge 
il caso che i ire punti si susseguano sopra un ramo non lineaxe. Per 
rispondere all' obbiezione si ~ ricorso a txasformazioni riduttrici di tipo 
pifi elevato (trasformazioni di Jonqui~res) che a loro volta potevano 
faeilmente scindersi in trasformazioni quadratiche. Ma recentemente (1921) 
il Chisini ha fatto vedere che il procedimento di hToe~er con lievi modi- 
ficazioni si applica anche al caso di eccezione, adoperando una serie di 
~asformazioni quadratiche di cui le prime alzano 1' ordine delta fete oma- 
loidica, mentre le successive valgono ad abbassarlo al disotto del valore 
primitivo. Ci par giusto perci5 di attribuire al Noether il merito di aver 
indicato un processo di ~iduzione dell' ordine di un sistema lineare di curve 
razionali, processo che in poi applicato a sistemi di curve dei primi generi 
ed ha condotto a risultati essenziali per la teoria detle superficie razionali. 

I1 Noether si ~ anche occupato di trasformazioni bir~iona~i detlo 
spazio nella Nora ,,Uber die eindeutigen Raumtransformationen . . . "  (Math. 
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Ann. 3, 1870); ma, dopo aver stabilito brevemente alcune propriets gene- 
rali, ha preso in esame certe particolari trasformazioni ehe mutano piani 
in superfieie di terzo ordine, insieme ad altre trasformazioni elm si otten- 
gono mediante prodotti di queUe. Nelta stessa Nota sono poi considerate 
superfieie razionali, la eui rappresentazione plane pus ottenersi ricorrendo 
alle dette trasformazioni. 

Analisi dei punti singolari delle curve. 

Ai vari metodi adoperati da Newton in poi per lo studio dei punti 
multipli singolari delle curve algebriche si aggiunge, nella seeonda met~ 
del secolo scorso, un nuovo procedimento che si propone di trasformare 
la curve in un' ultra sulla quale al punto multiplo primitivo corrispon- 
dano punti semplici o muttipli a tangenti distinte. Kronecker in ricerche 
ehe furono pubblicate solo neI 1881, ma the furono comunicate verbal- 
mente fino dal 1858 a Riemann e Weierstrass, e nel 1862 all' Accademia 
di Berlino, ed esposte in un corso di lezioni nel 1870--71,  adoperava a 
tale scopo una trasformazione birazionale della curve. Senza conoscere 
queste ricerche, il l~oether nel 1871 (,,Uber die algebraischen Funktionen; 
Note I I " ,  GSttinger Nachr., 7. Juni 1871), adoperando una suecessione di 
trasformazioni quadratiche dell' intero piano, riuscl a trasformare una curve 
dotata di quantisivogliano punti singolari, in un a]tra avente solo punti 
multipli ordinari. L' aiiermazione che il numero delle trasformazioni qua- 
dratiehe occorrenti ~ sempre finito trovasi nella Note citata, m a l a  prima 
dimostrazione di questo fatto comparisce in una Nora contemporanea di 
Hamburger che aveva avu~  Ia stessa idea. I1 l~oether ~ ritornato pid 
diffusamente sull' argomento nella :Nota ,,Uber die singul~ren Wertsys teme. . . "  
(Math. Ann. 9, 1875), nella Nota gis citata ,,Rationale Ausf i ihrung. . ."  
ed in a~tri lavori. I1 suo nome ~ rimasto specialmente connesso con questo 
importante problema e con questo metodo, grazie all' intuizione geometrica 
che egli ha avuto dei punti multipli in/initamente vicini, i quail ven- 
gono via via trasformati, dal proeedimento riduttore, in punti distinti 
(e merc(~ cluesti definiti). Conviene qui notate che i punti infinitamente 
vicini, onde ogni singolarits risulta composta, hanno in qualche modo una 
reale esistenza, perch~ nel computo detle intersezioni di due curve o delle 
condizioni che un punto singolare impone alle curve di ordine abbastanza 
elevato quei punti infinitamente vicini si comportano come se fossero 
isolati. Ci5 il Noether stesso ha messo in luee, come abbiamo gis detto, 
a proposito del suo tcorema fondamentale, ed ~ confermato anche dagli 
sviluppi pifi recenti della tcoria ore le singolarits sono sC, udiate sistemati- 
camento anche di fronte aI calcolo differenziale. I1 Noether stesso ha 
aggiunto in seguito un risultato essenziale al suo teorema generale di 



176 G0 Cmstelnuovo, F. Enriqtms, F. Severi. 

decomposizione, stabilendo il rapporto della propria teoria dells singo- 
Iarits con quelle di Smith e Halphen ehe si fondano sugli sviluppi di 
Puiseux. Nelta Nora ,Les combinaisons ea~ract~ristiques . . . "  (Rendiconti 
Circolo Mat. di Palermo 4, 1890) egli determina precisamente i punti 
multipli successivi di un ramo di curv~, e fa vedere il significato parti- 
colare che assumono in tale determinazione i cosiddetti termini earar 
dello sviluppo in serie di potenze fratte; la natura della singolarit~ appare 
cosl legata agli elementi aritmetici ehe vengono definiti dall' algoritmo per 
la rieerca del massimo comun divisore fra gli esponenti successivi dello 
svituppo. 

lennzioni the ta  e curve  p lur i tangent i .  

Un altro gruppo di lavori del Noether si riattacca a quel campo di 
rieerche che fu aperto dalIo studio del problema di inversione di Jaeobi 
nella teoria degli integrali abeliani. Come & noto, la risoluzione di esso 

fondata sul legame ehe passa fra eerie funzioni traseendenti di p varia- 
bili, qua|i sono le funzioni # o le funzioni 2p  vol~e periodiche con esse 
formate, e cexte funzioni algebriche collegate ad una curva piana di genere 
~o, che fm-ono dette Wurzel]unctionen e trovano la interpretazione geo- 
metrica nelle curve aggiunte che toceano la curva data in tutti i punti 
comuni. Le diverse soluzioni del problema algebrico-geometrico corrispon- 
dono ad altrettante flmzioni v ~, the differiseono sostanzialmente l 'una  
dall' altra per 1' addizione, alle p variabili, di sistemi di semiperiodi; le 
diverse # sono catatterizzate mediante i valori di eer~i gruppi di humeri 
detti caratterisliche. 

I1 primo lavoro del Noether su�91 soggetto ,Zur Theorie der Theta- 
funk~ionen von 4 Argumenten" (Math. Ann. 14, 1878) si eonnetf~ con 
una Memoria di Weber che aveva studiato la teoria delle funzioni ~ di 
genere 3. Il Noether riesce ad estendere i principali risultati al caso sueces- 
sivo p = 4 e s~abilisee in forma esplicita un teorema di addizione per le 
relative /L I~elt' anno successivo egli af[ronSa il. pr~blema generale nella 
Nora ,,Zur Theorie der Thetafunktionen yon beliebig vielen A_rgumenten" 
(Math. Ann. 16, 1879). Vatendosi del proeesso di induzione completa 
egli ot~tiene risultati generali per le ~ di ~o variabili; appoggiandosi su 
ricerche del Jordan, egli approfondisce lo studio del gruppo di Gatois delle 
equazioni per Ia bisezione dei periodi delle fnnzioni abeliane di genere p, 
ed assegna le operazioni che si dovrebbero compiere per risolvere le dette 
eqaazioni. La lqota ,,Zuz Umkehrprobtem" (Math. Ann. 28, 1886) porta 
perfezionamenti al metodo elassico per la risoluzione del problema di 
inversione. 
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Da un punt<) di vista pi~ geometrico ~ trattato il caso del genere 3 
helle Note ,,Uber die Gleichung 8-ten Grades. .  2' (Math. Ann. 15, 1879), 
,,Zur Theorie der Beriihrungseurven.. ." (Abhandl. d. Miinchener Akad. 
d. Wiss. 2 t~ Kl., 17, 1889), ,,Note iiber die 7-Systeme" (Math. Ann. 46, 
1895), ove si sfruttano le propriet~ della classica configurazione delle 
bitangenti della quartica piana e delle curve di 2 ~ 3 ~  ordine che 
toccano la quartiea ovunque la incontrano. Particolarmente notevole sotto 
1' aspetto algebrico ~ la prima di queste tre Note ove viene studiato siste. 
maticamente fl pifi semplice caso di una equazione [,ernaria, le cui radici 
si distribuiscono in terne tali the due radiei individuano sempre una terna 
e che le radici di ciaseuna terna sono legate da una relazione razionate, 
simmetrica rispetto ad esse. Della detta equazione, di 7 o grado, il Noether 
esamina il gruppo di Galois, di ordine 168, e fa vedere come all' equazione 
stessa conduca la risoluzione dell'equazione generale di ottavo grado, 
quando al campo di razionalits si aggiunga una radice di una risolvente 
di grado 30. Ad una equazione ternaria di 70 grado conduce il problema 
di determinare an gruppo di sette coniche (eonsiderato gik da Hesse) le 
quali seghino complessivamente una quartica piana nei punti di contatto 
delle 28 bitangenti. La determinazione eompleta di tutti i gruppi di 7 co- 
niche dotati della detta proprietk ~ fatta dal Noether nell' ultima delle 
Note sopra eitate. 

Altri scritti. 

• gi~ detto che le opere pih importanti ed originali del 
Noether appartengono al primo periodo della sua attivit~ seientifica. Egli 
continub a lavorare durante tutta la sua lunga vita, ma quando senti 
diminuite, per 1' ets le facolts inventive, volle rendere ancora dei servigi 
alla diffusione del sapere, approfi~ando della sua larga e profonda eoltura. 

Dal 1891 al 1894 egli eollabor5 col Brill ad una Monografia the fu 
pubblicata nel Jahresberichte der Deutschen Math.-Vereinigung (Band 3) 
sotto il titolo ,,Die EnSwiclrlung der Theorie der algebraischen Funktionen 
in ~lterer und neuerer Zeit". La M~nografia pregevolissima contiene uno 
sguardo completo sulla storia delle funzioni algebriehe di una variabile 
e sui progressi apportati alla teoria nella seconda mets del secolo scorso, 
per via geometriea ed analitica. 

Comineia in quell' epoca la serie delle commemorazioni ehe il Noether 
scrisse di molti dei maggiori matematiei del suo tempo: Cayley, Sylvester, 
Brioschi, Lie, Hermite, C~emona, Salmon, Liiroth, Gordan e Zeuthen. Chi 
abbia letto queste biog~afie sa con quanto acume i! Noether cerchi di 
mettere in rilievo i earatteri essenziali della produzione scientifiea dei 
singoli autori, e con quanta simpatia vengano ricordati quei matematiei 
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a cui egli fu legato da relazioni amiehevoli. Ques~a eoll~ione di eomme- 
morazioni fornisce una lareziosa raccolta cti notizie per chi vorrs scrivere 
la storia del pensiero matematico nella seconda mets del secolo XIX. 

~'egli ultimi anni della sua vita, che si chiuse il 13 dicembre 1921, 
egli cerc5 conforto ai dolori per la sor$e della sua patria, dedicandosi 
alla tettura e alla interpretazione delle opere di uno dei maggiori geni 
del nostro Rinascimento, Leonardo da Vinci. L' indice ana]itico del Codice 
Atlantico da lui redatto ed invia~o ad uno di noi appena conclusa la pace, 
si trova oggi presso 1' Is$ituto di s~udi Vinciani che ne curers la stampa 
dopo averlo tradotto e integmto nelle patti ore apparisca meno eompleto. 
Questa comunione di pensiero col sommo italiano eostituisce un nuovo 
legame f r a i l  matematico tedesco ad il nostro paese dove egli ebbe tanti 
ammiratori. 

(Eingegangen am 5. 7. 1924.) 
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