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HO L'età della terra

Sull’immaginario in geometria

P a r t e  I  - Problemi elementari.

1. Introduzione: punti e re tte  im m aginari!. — L’in tro ­
duzione dei punti im maginarii, qual’è data nel modo più 
semplice dalla geom etria analitica (’) porge una compreu- 
sione superiore e talvolta un istrumento' d’ indagine, anche 
nello studio di questioni geom etriche aventi carattere ele­
m entare. Essa offre, in primo luogo, alla geom etria una veduta 
di continuità, riattaccando proprietà apparentem ente distinte, 
come quelle in cui si scambiano somme e differenze di se­
gm enti ecc .: il passaggio continuo dall’una all’a ltra  proprietà (*)

(*) Le nozioni elementari, che qui richiameremo, si trovano p. es. in 
G. Ca steln do vo , Lezioni di Geometria analitica. Una elementare trattazione 
sintetica degl’immaginarii è data da P. E n r iq u es , Lezioni di Geometria pro­
iettiva, 4a ed., $§ 38, 65bls.
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risponde qui al prolungam ento analitico di funzioni poli- 
drome (l). In  secondo luogo i teoremi generali sulla deter­
minazione delle funzioni razionali per mezzo dei loro zeri e 
dei loro poli, trovano applicazioue nei casi ove certe espres­
sioni (rapporti o prodotti di distanze ecc.) rimangono costanti, 
al variare di alcuni elementi da cui dipendono: tale costauza 
riuscendo intim am ente spiegata da quei teoremi.

L’ interesse di queste considerazioni c’ induce a tra tta rne  
in una rapida esposizione, recando qualche esempio istru ttivo .

Ci limiteremo alla geom etria del piano.
Un punto (xy) essendo definito dalle sue coordinate car­

tesiane ortogonali x  e y, si o tterranno i punti im maginari (o 
complessi) dando ad x  e y  valori comunque complessi:

x  =  x l -t- ixì 
y =  y l +  iy ì .

I  punti soddisfacenti ad un’equazione lineare

« « + %  +  (! =  0,

costituiscono una linea retta, che deve in ogni caso pensarsi 
come costituita da tu tti i suoi pun ti reali e im m aginari : del
resto questa re tta  ha infiniti punti reali solo nel caso che
l’equazione sia a coefficienti reali (rette reali). Se invece
«, b, e sono complessi :

« =  «H- io!
b =  ß -+- iß' 
o =  Y -h  i f ,

la re tta  è, essa stessa, immaginaria  e contiene un  solo punto 
reale, cioè l’ intersezione colla re tta  im m aginaria coniugata:

(a — ia')x -+- (ß — iß')y -F (y —  i f )  =  0.

La re tta  che congiuuge due punti im maginarii coniugati 
è reale; e viceversa una re tta  reale contiene sempre, insieme 
ad ogni suo punto  immaginario, anche il coniugato.

fi) Cfr. E. B o m p ia n i, I l  principio di continuità e V immaginario in 
geometria, art. 10° nel Vol. II delle Questioni, raccolte e coordinate da 
F. E n r iq u es .
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2. Distanza di due punti : re tte  isotrope e punti ciclici. —
La distanza di due puuti, (ab) e (cd), resta defluita — per 

1 estensione — dalla formula

r —  V(« — e)* -+- (b — d f ,

dove ora a, b, c, d assumono valori comunque complessi. Qui 
s’ incontra subito un resultato paradossale. La condizione 
perchè la distanza di due punti s’annulli non porta più la 
coincidenza dei due punti. Dato un punto (ab) il luogo dei 
pun ti aventi distanza nulla da (ab) è costituito da due rette 
immaginarie, che per (ab) reale sono coniugate:

(x — «)* -+ (y — b f  =  \x — a -t- i (y — b)\\(x — a) — i (y — b)\ — 0

Queste re tte  im maginarie, che insieme alle coniugate for­
mano i cerchi di raggio nullo con centro reale, si possono 
defluire semplicem ente come re tte  passanti per due punti 
im m aginarii coniugati sopra la re tta  all’ infinito del piano, 
che flicorni punti ciclici del piano. In fa tti cerchiamo i punti 
all’ infinito appartenen ti alle re tte

x  — a — = h i(y  — b) ;

a tal uopo conviene cambiai'e x  e y  nei rapporti x/z  e y/z  e 
rendere omogenea l’equazione:

x  — az — ± i ( y  — bz) ;

facendo poi in questa z —  0, si ottengono le coordinate dei
punti d’ intersezione colla re tta  all’ infinito:

«
z =  0, x  =  ±  iy (o y — ix).

Il nome dei pun ti ciclici è dovuto alla proprietà che essi 
sono comuni a tu tti i cerchi del piano. In fa tti l’equazione 
fl’ un cerchio

(X -  ay  +  {y _  by  =  

resa omogenea diventa

(x — a z f  -+- (y — bz)* —  r*«î,
e per z =  0 dà

x =  ±  iy.
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Così tu tti i cerchi del piano hanno sempre due in terse­
zioni fìsse nei detti punti ciclici, M  e N. In  particolare i 
cerchi d’ugual centro 0, si toccano in M  e N , avendo ivi 
come tangenti le rette  OM, ON: come è facile verificare, es­
sendo la re tta  all’ infinito polare del centro 0.

Ora il risultato a cui siamo pervenuti innanzi si può anche 
enunciare come segue: V i sono nel piano infinite rette di 
lunghezza nulla, dette anche rette isotrope, che, costituiscono 
i due fa sc i di rette, parallele coi centri nei due punti ciclici: 
la condizione di trovarsi sopra una retta isotropa è condizione, 
necessaria e sufficiente, perchè la distanza di due pun ti propri 
sia nulla.

Quanto alla distanza di un punto proprio dai due punti 
ciclici, cioè dai due punti all’ infinito che pur si trovano con 
esso sopra una re tta  isotropa, si ha un’espressione di forma 
indeterm inata, che vedremo poter assumere qualunque valore, 
quando si definisca per continuità, calcolando la distanza del 
punto proprio da un altro  che tenda ad andare in un punto 
ciclico secondo una data linea. In fa tti si consideri il punto 
origine (00) e il punto (x, ix), che si muove sopra una delle 
due rette  isotrope per esso: la distanza essendo sempre nulla, 
essa rim ane anche nulla al lim ite, per x = o o .  Invece se si 
paragona coll’origine il punto j x, i(x — 1) J, variabile sopra 
un altra  re tta  isotropa che non passi per (00), si trova la 
distanza

x 2 -+- [i(x — l)]2 =  xi — (x — l)2 =  2x -t- 1

che diventa infinita (del 1° ordine) passando al limite per 
x = :o o . Se, infine, si fa muovere un punto (xy) sul cerchio 
di raggio r  col centro nell’origine,

x 2 -f- y ‘l — r 2 =  0,

è chiaro che la distanza dall’origine — costantem ente eguale 
ad r — resta sem pre r  anche al limite per x =  °o, cioè 
quando il punto (xy) venga a cadere in uno dei punti ci­
clici M  o N.

Queste considerazioni si possono estendere al caso in cui 
un punto P = (x y )  vada a cadere sopra la re tta  all’ infinito 
in uno dei punti ciclici, p. es. in M, movendosi sopra una
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curva qualunque C (o sopra un ram o «li curva) che passi 
semplicem ente per M. In fa tti si riconosce facilm ente (colle 
consuete valutazioni degli ordini d’ infinito e d’ infinitesimo) 
che se la curva C tocca una qualsiasi re tta  isotropa diversa 
da MO (che è la re tta  isotropa congiungeute il punto 0) la 
distanza MO, valutata come limite della distanza d’un punto 
variabile P  di C da 0, resulta sempre infinita, come se il 
punto P  si fosse mosso spilla taógente a C. Se invece P  si 
muove sopra una C tangen te in M  ad MO, il limite della 
distanza PO dipende «lai raggio del cerchio osculatore a C 
in M, cioè eguaglia il limite che si ottiene facendo tendere P  
a M  sopra questo cerchio : che — per 0  reale — è un cerchio 
di centro 0  (tangente all'infinito  alle re tte  OM, ON). Infine 
la distanza PO tenderà a 0 — diventando infinitesima d’or­
dine r  =  l ,  2... — se P  si accosta ad M  sopra una C avente 
con OM in M  un contatto  d’ordine r 4-1 (ossia ( r 4-2) punto).

3. Angolo di due rette. — L’angolo di due rette ,

ax 4 -%  +  c =  0 
d x  -+- b'y q- v =  0,

è dato in geuerale da
a d  bb'

COS « =  --    = r
Va* 4- b2 Va'1 4- b'2

ab' — dbsen a =  —---------—  --  ,
Va2 4- b1 V«'2 4-è'2

e queste espressioni si assumono a definire l’angolo per re tte  
comunque immaginarie.

D a esse si ricava *
e‘° =  cos d +  t sen a = a d  4- bb' 4 - i(ab' — db)

*2ia — la a
V«2 4- b2 Va'- 4- V* 

bb')2 — (ab' — db)2 -4- 2i(aa' 4- bb')(ab' — db) 
(Vr b2)(d2 4-  b’1) '
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Quindi l’angolo a — a meno del fattore di proporzio­
nalità  2i — viene espresso dal logaritm o del birapporto

^i, — i, - ,  ~,j che appare nel secondo membro. Questo è il

birapporto form ato dai pun ti ciclici M, N  coi pun ti all’ infi­
nito delle due rette, A  e A':

a =  ~  log (M N A Ä ).

In  parole: l’ angolo di due rette è misurato dal logaritmo 
del birapporto che i loro punti all’ infinito formano coi punti 
ciclici (*).

In  particolare segue (2) che: U na re tta  isotropa forma 
con un’altra  re tta  qualunque un angolo infinito. Due re tte  
parallele — cioè aventi comune il punto  all’ infinito — for­
mano in generale un angolo nullo. F a  eccezione il caso di 
due re tte  isotrope «, a' congiungenti il medesimo punto 
ciclico, per cui il b irapporto ( M N A A ') e quindi l’angolo, 
assume un valore indeterminato.

Se si cerca di determ inare codesto angolo per continuità, 
più precisamente, se si cerca un limite dell’angolo secondo 
cui si vede un dato segmento A B  da un punto P  che si 
avvicini al punto ciclico M  sopra una curva C (o sopra un 
ramo di curva che passi semplicem ente per M), si riconosce 
subito che il birapporto da form are è quello delle due re tte  
isotrope M A  e M B  colla tangente alla curva C e colla re tta  
all’infinito (che va ad N). L ’angolo ha dunque un valore 
finito se la curva su cui P  si avvicina ad ilf non tocca una 
delle due re tte  isotrope M A , MH.

! (t) L a g ü ek b e , Nouvelles Annales de Mathématiques, 1853 (pag. 57). 
(2) Tengasi presente ciré il birapporto di quattro punti di una retta

(M NAA) M A . MA’
N A ■ NA”

diventa influito se uno dei due punti, A o A', viene a coincidere con M 

o N, ma che esso assume la forma indeterminata -j se ambedue i punti 

A e A ’ vengono a coincidere con uno dei due punti M o N.

Periodico di Matematiche 11
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Le considerazioni precedenti tengono a ciò che le re tte  iso­
trope hanno rispetto  a tu tte  le altre  rette  del piauo un’orien­
tazione assolutam ente priv ilegiata: di qui anzi viene il nome 
« isotrope », che significa « egualm ente poste ».

Le rette isotrope per un punto restano ferm e per qualunque 
rotazione attorno ad esso. Le re tte  isotrope si presentano cosi, 
nel fascio di centro 0, come le rette  unite per la congruenza 
che intercede fra  le rette (inclinate d’un angolo dato qualsiasi, 
e in particolare come rette  doppie della involuzione form ata 
dalle coppie di re tte  perpendicolari, cioè come « re tte  per­
pendicolari a se stesse » : la relazione di perpendicolarità fra 
due rette , coi punti all’ infinito A e A', si lascia definire come 
separazione arm onica della coppia dei punti ciclici M N, per 
mezzo di A A ';  e però se si cerca la direzione perpendicolare 
a quella delle re tte  isotrope per M, si ha da determ inare il 
coniugato armonico di M  rispetto ad M N, che è il punto 
stesso, M.

4. Distanza d’un punto da una re tta . — D ata, nel piano, 
una re tta  (propria)

ax -+- by +  c =  0, 

la distanza da essa d’un punto P  — (xy) vale

ax A -by A- e 
W d - f c 2” ’

e però questa distanza non si annulla mai per punti P  (reali 
o im m aginarli) che sieno fuori della retta . Essa non si annulla 
neppure quando P  va all’ infinito, tranne per ax —  — by ; ma 
questo caso non costituisce affatto un’eccezione, poiché allora P  
è il punto all’ infinito della retta .

La distanza d’ un punto da una re tta  propria è sempre 
finita, tranne  quando il punto stesso cada all’ infinito. Sol­
tanto per le rette isotrope (b =  ±  ia), accade che la distanza  
da esse di ogni punto esterno riesca sempre infinita.

Queste osservazioni portano alcune conseguenze per le 
aree dei triangoli. L’area d’un triangolo — essendo definita 
dal prodotto d ’un qualunque lato per la corrispondente al­
tezza — non diventa mai infinita per triangoli con lati finiti.
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Più precisam ente assumasi una base a = B C , finita e non 
nulla; sopra di essa si possono sempre costruire (lue triangoli 
dando ad arbitrio  le lunghezze degli altri due lati, b e c, 
poiché occorre per ciò intersecare i due cerchi di raggi b e c 
con centri C e B : orbene questi due cerchi (avendo centro 
diverso) non si toccano nei punti ciclici, e però si segano in 
due punti (simmetrici rispetto a BC) a distanza finita, la cui 
distanza dalla re tta  BC  è dunque finita; pertan to  è sempre 
finita anche l’area del triangolo di lati a, b, c.

5. Area del triangolo. — Vogliamo indicare alcune appli­
cazioni elem entari cui dà luogo l’ uso dell’ im maginario in 
geom etria.

Cominceremo col determ inare la formula che ci esprime 
l’area A  del triangolo di lati a, b, c.

A vvertiam o anzitu tto  che — essendovi due triangoli sim­
m etrici con lati dati, sopra una base data — l’area deve 
ritenersi definita dai lati a , b, c, a meno del segno; sarà 
dunque A 2 funzione (algebrica univoca e però) razionale 
di a, b, c:

A i _  V(«bc)
4>(<tbe) '

Ma poiché, tenendo fermo uno dei tre lati, non è possibile 
rendere A  infinita per valori finiti degli altri due, si deduce 
che il denom inatore è una costante, cioè

A2 =  le cp(abo) =  f(abc).

Il polimonio f  si vede subito essere omogeneo di 4° grado 
rispetto alle a, b, c, perchè, moltiplicando queste variabili 
per p, l’area si moltiplica per p~ e quindi A2 per p*. Ciò posto, 
si osservi che la nostra area s’annulla quando i tre  vertici 
dèi triangolo vengono in linea re tta , cioè per

a =  b -h c, a =  b — c, a =  c — 6;

ne segue che f  è divisibile per

« -+- b — c, b c — a, a -+- c — b.

Siccome poi i lati a, b, c, sono definiti per le coordinate, 
come radicali, a meno del segno, la continuità richiede che
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ciascuno di essi possa m utare di seguo (per cammini che 
girano attorno agli zeri); quindi l’ espressione d i / non dovrà 
cam biare cambiando di segno ad una qualunque delle varia­
bili a, b, c : ciò porta che insieme ad a -H b — c figuri come 
fattore in /  anche a 4- b -+- 0  (e la stessa conseguenza si ottiene 
egualm ente dalia considerazione degli altri due lati). In  con­
clusione l’area verrà espressa da una formula

f i2 =  k(a +  b q- c)(a -+- b — e)(b -He — a)(a +  c — b ) ;

ed il fa tto re  numerico k si lascia determ inare dal caso del 
triangolo rettangolo isoscele:

a —  b =  l ,  c =  V 2, f i2 =  - ,

sicché, ponendo p =  a ^ +  ° , si trova

fi =  Vp(p — «)(2> — b)(p — e), 

che è la form ula consueta d’Eroue.

6. Il cerchio come luogo. — Il cerchio si presenta, nel 
piano, come luogo dei pun ti che godono di alcune semplici 
proprietà, cioè: come luogo dei pun ti la cui distanza dal 
centro è costante, come luogo dei punti da cui due punti 
fissi (appartenenti al cerchio stesso) sono veduti sotto un 
angolo costante (*), e come luogo dei punti le cui distanze 
da due punti dati sono in rapporto costante. Vediamo di 
com prendere queste proprietà dal punto di vista della geo­
m etria dell’ immaginario.

Ciò accade di fare in relazione al teorem a fondam entale 
della teoria delle funzioni, che: una funzione algebrica, della 
variabile complessa, z, la quale non diventi mai nulla 0  in fi­
nita (neppure per z =  00) si riduce ad una costante.

(4) L’angolo ritenendosi formato dai raggi proiettanti i punti fissi A 
e B  dal punto variabile P, secondo la loro direzione, non vi è differenza 
nel passare da un arco AB  del cerchio al suo complementare.
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1° La proprietà che la distanza d’un punto dal centro 
non diventi inai infinita, neppure pei punti in cui la curva 
sega la re tta  all’infinito, si traduce nella proprietà del cerchio 
di passare per i due punti ciclici, che costituiscono appunto 
le intersezioni predette. E perchè la medesima distanza non 
si annulli mai, occorre che le re tte  isotrope uscenti dal centro 
del cerchio non seghino in punti propri il cerchio stesso, ma 
lo tocchino uegli stessi punti ciclici (all’ infinito): tu tto  ciò ha 
riscontro nelle proprietà osservate nel ■§> 2.

2° Il luogo C dei punti da cui si vedono due punti fissi 
generici, A q B, secondo un angolo costante, deve anzitu tto  
soddisfare alla condizione di non segare la re tta  all’ infinito 
fuori dei punti ciclici M  e N, perchè da ogni altro  punto 
all’ infinito il segm ento A B  è veduto secondo un angolo 
nullo.

Occorre inoltre che nessun ramo della curva C tocchi in 
uno dei punti ciclici, M o N, la re tta  all’infinito, altrim enti 
l’angolo secondo cui si vede A B  da un punto P  di quel ramo 
tenderebbe a zero, quando il punto P  va in M  o N. Perciò 
l’ordine della curva C sarà un numero pari 2« e la C avrà 
iu M  e in N  la m olteplicità n.

Similmente si riconosce che la curva C non può segare la 
re tta  A B  fuori di A  e B, e che ha in essi la m olteplicità n, 
non toccando la AB.

Ora la nostra curva d’ordine 2», con 4 punti «-pii si spezza 
in « coniche passanti pei 4 pun ti A, B, AI, N, e cioè in « 
cerchi per A  e B: vi vede poi subito che i cerchi componenti 
— di cui è data l’ inclinazione sopra la re tta  A B  — sono due, 
ossia « =  2.

Così l’analisi del problem a conduce al luogo noto, com­
posto di due cerchi simmetrici per A, B. E si può quindi 
verificare d irettam ente che per ogni punto P  variabile sopra 
un cerchio passante per A e B, l’angolo secondo cui A B  è 
veduto da P  rim ane costante: poiché (cfr. ^ 3) esso rim ane 
finito e diverso da zero per ogni posizione di P , anche 
quando P  va all’ infinito in uno dei punti ciclici M  o N, 
ovvero sulla re tta  A B  in A  o B.

3" Passiamo a considerare il cerchio come luogo dei 
punti le cui distanze da due poli fissi sono in un rapporto  
costante.
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Assumausi due poli generici, A  e B, e si cerchi il luogo E  
dei puuti P  per cui:

P A
P B =  cost. (cost. 4= 1).

A nzitutto  dal grado dei polinomi che figurano sotto radi­
cale nelle espressioni di P A  e P B , si deduce che la curva K  
è di 2° grado, cioè una conica. Ora questa conica non può 
segare la re tta  all’ infinito del pianò fuori dei punti ciclici, 
M  e N, perchè le distanze d’un generico punto all’ infinito 
da A  e B  stanno in un rapporto eguale ad 1 (rapporte deter­
m inato, come si comprende, per continuità); dunque la K  
passerà per M  e N, cioè dovrà essere un cerchio.

(Questo è il resultato dell’analisi del problem a, conforme 
a quello che si raggiunge, in m aniera elem entare, col ragio­
nam ento di A p o l l o n i o .  Ma si può dare anche la sintesi, 
m ettendo così in luce tu tte  le coppie di punti, A e B, rispetto  
a cui i punti P  del cerchio hanno distanze form anti un rap­
porto costante.

Se il rapporto P A  : P B  deve essere costante, bisogna che 
esso non diventi mai nullo, uè infinito. Ora esso diventerebbe 
nullo o infinito se si trovasse un punto  P  appartenen te  ad 
una re tta  isotropa PM , tale che la  P N  non fosse isotropa 
(sicché P M  —  0, PN=\=0), ovvero se fosse isotropa la re tta  
P N  e non la PM .

Questa osservazione si può esprim ere in una m aniera per 
cui giova prem ettere una semplice definizione. Si cougiun- 
gauo A  e B coi punti ciclici M  e N, e s’ indichino con

A' =  A M  ■ B N  B ' — A N -B M

le intersezioni di queste due coppie di re tte  isotrope: con 
D a k b o u x  diremo che i punti A' e B' costituiscono la coppia dei 
punti associati ad A, B  (l). Nell’annessa figura i pun ti A, B, A', 
B' Al, N, sono rappresentati tu tti come reali; sappiam o invece 
che Al e N  sono im m aginarli coniugati, e per conseguenza 
se A  e B  sono reali A' e B' saranno im m aginarii coniugati,

(l) Coppie di punti associati sono dunque coppie di vertici opposti 
d’uu quadrilatero completo, clie ha due vertici nei punti ciclici.
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e viceversa, poiché la relazione fra  coppie di punti associati 
è reciproca.

La nozione delle coppie di punti associati perm ette di espri­
mere l’osservazione sul cerchio che abbiamo fa tta  innanzi, come 
segue: se K  è un cerchio 
luogo di punti, P , per cui le 
distanze da due poli fissi A 
e B  hanno un rapporto co­
stante, i punti Ä  e B' asso­
ciati ad A , P ,  dovranno 
stare sopra il cerchio.

Viceversa se i punti A' e 
B ' associati ad A e B  stanno 
sul cerchio K, che cosa si può 
dire del rapporto F A  : P B  per un punto P  variabile su E  ?

Questo rapporto non diventa mai nullo, nè infinito perchè 
quando uno dei suoi term ini s’annulla (cadendo P  in A! o 
in B') s’annulla anche l’ altro, diventando — come è facile 
verificare — infinitesimo del medesimo ordine (cioè del 1° or­
dine rispetto all’ascissa x); e sim ilm ente quando uno dei te r­
mini diventa oo (cadendo P  in M  o in N) d iventa oo anche 
l’altro, e del medesimo ordine. Così si conclude che il detto 
rapporto  riesce costante. Cioè: il cerchio è luogo dei p u n ti le 
cui distarne da una coppia di punti fissi han rapporto costante, 
e ciò rispetto ad infinite coppie di punti, soggette soltanto alla 
condizione che la coppia dei p un ti associali appartenga al 
cerchio. È poi facile vedere che le coppie di punti possibili 
sono precisam ente quelle che — trovandosi sopra un diam etro 
del cerchio — dividono arm onicam ente le sue intersezioni 
colla circonferenza. Questa proprietà, notissima, resulta qui 
dalle nozioni della polarità  relativa ad una conica, mercè un 
semplice sguardo dato alla figura che precede: se Ä  e B' 
sono sulla circonferenza, la re tta  A B  coniugata alla A B ’ pas­
serà per il polo 0  di M N, che è il centro del cerchio ed i 
punti A  e B  resulteranno coniugati alla conica (cerchio) in 
cui è iscritto il quadrangolo M NA'B'.

In  tal guisa la proprietà del cerchio (di Apollonio) di essere 
luogo dei punti le cui distanze da due punti fissi hanno un 
rapporto costante, riesce illum inata secondo il nostro punto 
di v ista : in una m aniera superiore che non pretende certo
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di sostituire la semplicissima m aniera elem entare, ma che 
appare soprattu tto  feconda in ordine a possibili estensioni 
del problema, come vedremo più avanti.

7. Osservazione sui punti associati. — Si consideri, insieme 
ad una coppia di punti A B  del piano, la coppia associata A'B'. 
Il rapporto delle distanze P A :P B , come si è visto, rim ane 
costante quando P  varia su un cerchio per A B ', ed allora 
resta anche costante l’angolo secondo cui il segmento A’B ’ è 
veduto da P. Segue da ciò che il detto rapporto P A \P B  
sarà funzione dell’angolo a.’ =  A  P B ’.

Si può determ inare agevolm ente tale funzione. A tal uopo 
sostituiamo alle coordinate cartesiane aias , e xy , di A, 
B  e P, le nuove coordinate simmetriche:

a, =  a, q- ia2, a» =  a, — in, , 

ß, =  hi +  Ìl}2 , ß* =  ft, — *'ft2 ,
u — x q- iy, v — x  — iy,

rispetto  a cui i due fasci delle re tte  isotrope vengono rap ­
presentati da ì« =  cost. e r  =  cost.; le coordinate simm etriche 
dei punti associati A  e B ’ saranno

ai ßä 1 ®* ß, *

Avremo, per le distanze:

PA- =  (x — a A2 q- (y — a2)2 —
=  (z -h  iy  — a, — ia2)(x — iy  — a, q- ia2) =

—  (u — «,)(» — a,),
PB 2 =  (it -  ßt)C« -  pf),

quindi
P A 2 _  (u a t) ( r— a.,)
PB- -  (« -  ßt.)(u -ß 7 );

analogam ente pei punti associati, essendo p. es.

A ' =  K ß 2), B' =  (a.,ß ,l,
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sarà
P A '1_(a — g,)(r — ß2)
PB'- (a — a2)(« — ßt) ‘

D ’altra  parte  ponendo

a =  A P B , a' =  Æ PB',
avremo (§ 3)

eu x ==t , - <xi . « — a
» — Pi ’ v —  ß*

_  (« — — ß8) _PA'-
~ ( v  — ß,)(u — a2) — P P "  ’

e però, estraendo la radice,

„  P Ä

Analogam ente
P B "

PA.
P B '

Cioè: il prodotto delle distanze d’ un punto P  da due 
punti A  e B  eguaglia eia’, designando et! l’ angolo secondo cui 
si vede da P il segmento form ato dai pun ti associati Ä  e B' (*).

F e d e r ig o  E n r iq u e s

(*) Cfr. G. DAhBOUx, Sur une classe remarquable de courbes et de sur­
faces algébriques, Parigi, Gauthier et Vi liars, 1873 (pag. 63).
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P a k t e  II - Le cassinoidi e le curve di Darboux.

8. Cassinoidi. — Ci proponiamo di studiare le curve piane, 
luogo dei punti le cui distanze da uu certo gruppo di poli 
dauuo un prodotto costante. Queste curve han ricevuto il 
nome di cassinoidi, presentandosi come estensioni della curva 
di C a s s in i , che risponde al caso di due poli. Talvolta sono 
anche dette lemniscate, generalizzando il nome della lemni­
scata di B e r n o u i l l i ,  che è il luogo dei pun ti il cui prodotto 
•delle distanze da due poli A e B  eguaglia il quadrato della 
m età di AB.

Consideriamo dapprim a la curva di Cassini, luogo dei 
punti le cui distanze da due punti (generici) A  e B  danno 
un rapporto costante (non nullo). Questa curva K  è del 
4° ordine, come appare subito dall’equazione. Essa deve sod­
disfare a due condizioni :

1° La K  non può segare la re tta  all’infinito del piano 
in un punto P  fuori dei punti ciclici M  e N, perchè la di­
stanza P A  (e similmente la PB) diverrebbe infinita. P er lo 
stesso motivo la K, passando p. es. per M, non può avere 
in M un ram o tangente alla re tta  all’infinito, sul quale P, 
accostandosi ad M, diverrebbe infinita.

2° La K  non può neppure segare una re tta  isotropa 
per A o B, p. es. AM , in un punto P  a distanza finita, 
perchè la distanza P A  e quindi il prodotto P A -P B  si annul­
lerebbe. Quindi la K  tocca coi suoi due rami per M  le due 
re tte  isotrope A M  e BM , ad anzi queste debbono essere tan ­
genti d’inflessione per i detti rami.
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In  conclusione : La curva dì Cassini è una quartica eh0  

passa doppiamente per i due punti ciclici del piano ed ha un 
flesso su ciascuno dei quattro ram i uscenti da M e H.

Queste proprietà caratterizzano la curva di Cassini. Se una 
quartica K , soddisfacente ad esse, è reale, le tangenti p rin ­
cipali «i, e »i2 in M, sono im m aginarie coniugate alle tan­
genti », e «2 in N, sicché i pun ti A  =  min l , B = m 2n2, sono 
reali: la K  è luogo di puuti il cui prodotto delle distanze 
da A  e B  riesco costante.

In fa tti, se sopra la quartica K  si fa muovere un punto P, 
il prodotto delle distanze P A P B  non si annulla mai a di­
stanza finita, e nei punti all’ infinito M  e N  — accostandosi 
ad essi sopra i ram i che vi passano — si conserva pure finite 
e diverso da zero: giacché, per il ramo osculatore a P M  accade 
che la distanza P A  diventi zero (del 1° ordine) m entre la di­
stanza P B  d iventa infinita dello stesso ordine.

Il resultato  o ttenuto  riesce conferm ato da un calcolo di 
costanti, che pure, a prim a vista, conduce ad un paradosso.

Le quartiche piane dipendono da 14 costanti arbitrarie. 
L ’imposizione d’un punto doppio equivale a 3 condizioni 
lineari e così le quartiche passanti doppiam ente per M  e N  
dipendono da 14 — 6 =  8 param etri. Ora, se lina tangen te 
principale in M  o in N  lieve essere tangente di flesso, si ha 
una condizione lineare; in tu ttto  dunque 4 condizioni, che 
sembrai) ridurre a 8 — 4 =  4 i param etri da cui dipendono le 
curve di Cassini. Ma i due poli d’ una tal curva dipendono 
da 4 param etri (le loro coordinate nel piano) e resta ancora 
la costante a cui si eguaglia il prodotto delle distanze. D unque 
le curve di Cassini contengono in effetto 5 e non 4 para­
m etri ! Come si spiega il paradosso ?

La risposta è che le condizioni perchè le tangenti princi- 
cipali nei due puuti doppi d’una quartica sieno tangenti di 
flesso ilei relativi rami, non sono condizioni indipendenti : se 
una quartica passante per M e N, oscula tre rami lineari 
uscenti da questi punti, essa oscula anche il rimanente ramo.

P er dim ostrarlo si consideri il sistema lineare di tu tte  le 
quartiche K  che passano doppiam ente per M  e N : questo 
sistem a ha la dimensione 8 e il grado 8, cioè due E  si se­
gano (fuori di M , N ) in un gruppo di 8 punti comuni alle K  
di un fascio; si deduce che le quartiche K  passanti per 7 punti
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■del piano passano in generale per un 8“ punto da esse deter­
minato.

F ra  i gruppi di punti intersezioni di due E , vi è quello for­
m ato dalle intersezioni d’una K  generica colla re tta  r =  M N  
con tata  4 volte, che — detra tte  le 8 intersezioni assorbite in 
generale dai punti doppi M  e N  — contiene 8 punti, costi­
tu iti da 4 coppie di punti infinitam ente vicini ad M  e N, 
sui rami di K. Ciò posto, si supponga che per una K  irredu­
cibile, tre delle tangenti principali ai rami per M  e N  (per 
es. m ,, wq, iq) osculino i relativi ram i; allora la quartica for­
m ata da tu tte  e quattro  le tangenti principali wq, mi, ,  jq , 
contiene 7 fra le intersezioni della nostra K  colla re tta  r5, e 
quindi contiene anche 1’ 8° punto d’intersezione: quanto dire 
che la tangente principale «, oscula auch’essa il corrispon­
dente ramo di E  (per N ).

Le cose dette per la quartica di Cassini si estendono fa­
cilm ente alle cassinoidi d’ordine superiore.

La cassinoide luogo dei punti del piano per cui è costante 
il prodotto delle distanze da n poli, è una curva d’ordine 2n 
passante n volte per ciascuno dei punti ciclici M e ÏT, e carat­
terizzata dalla proprietà di possedere su ciascuno dei 2n rami 
per M o N” un flesso d’ordine n — 1 : cioè un contatto  (»-+-1) 
punto colla tangente.

9. Le curve di Darboux. — Darboux ha considerato una 
fam iglia di curve piane che, come vedremo costituisce una 
generalizzazione delle cassinoidi, e che si lasciano definire in 
relazione a due serie di poli A {, A 2,... e B i , B 2... come luoghi 
di punti per cui il prodotto delle distanze d’un punto dai poli 
della prim a serie ha un rapporto costante al prodotto delle 
distanze dai poli della seconda serie:

P A t ■ P A 2... =  k P B l • P B 2... (fc=^0, 1, oo).

Consideriamo in particolare il caso in cui si abbiauo due 
coppie di poli A t , A t , e B t , B 2 :

PA, ■ PA.2 _
P B l -P B ì /l’

La formula stabilita nel § 4 mostra che per i pun ti P  deliri 
curva riesce costante anche la somma algebrica degli angoli
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secondo cui si vedono le due coppie form ale dai pun ti associati 
ad A , , B, e A ,, B , .

Questa proprietà si estende in generale alle curve di D ar­
boux relative a due serie di n  poli, che appariscon dunque 
come luoghi di p un ti per cui riesce costante la somma algebrica 
degli angoli secondo cui si vedono n segmenti dati del piano (*).

Darboux ha scoperto questa bella proprietà, di cui go­
dono tutte le curve luogo di punti per cui i prodotti delle 
distanze da due serie di n e m poli hanno rapporto costante; 
le quali, per m < .n ,  rientrano pure come caso particolare nella 
famiglia sopra considerata, siccome dimostreremo nel seguito.

10. La quartica di Darboux definita in relazione ai punti 
ciclici. — Per caratterizzare le curve di Darboux, dal punto 
di vista delle relazioni proiettive coi punti ciclici, ci varremo 
di considerazioni sintetiche, a cui si è condotti per naturale 
estensione dallo studio del caso (n =  1) del cerchio (§ 6).

Riferiamoci al caso semplice delle curve di Darboux coi» 
due coppie di poli, che — come appare subito dall’ equa-

\  pjL . pjL
zione — sono del 4° ordine. Affinché il rapporto y->p‘ p p

si m antenga sempre eguale alla costante 7c =J= 1, esso non deve 
mai diventare 1, nemmeno quando P  va all’ infinito sopra la 
curva; segue da citò che la quartica non può segare la re tta  
all’ infinito in altri punti che nei punti ciclici M  e N, ed 
anche che in questi non può avere un ramo tangente alla 
re tta  all’ infinito, poiché accostandosi P  per es. ad M, sopra 
il ramo, il rapporto  fra  i detti prodotti di distanze tenderebbe 
ad 1. Pertan to  la quartica di Darboux passa doppiam ente 
per M  e N.

Oltre a ciò essa deve soddisfare a condizioni ulteriori. 
Poiché una re tta  isotropa come la A tM, sega la curva in un 
punto P  che ha da A t una distanza P A l =  0, onde non si 
annulli il nostro rapporto di prodotti bisogna che si annulli 
in pari tempo anche la distanza PR , o P B 2, sia per es. P B t . 
A llora P B l sarà pure una re tta  isotropa: P B l =  P N .

Si riconosce in tal guisa che le due coppie di punti (ge­
neralm ente a distanza finita), P ,P 2 e P 3P 4, in cui la quartica

(l) C fr. D a r b o u x , 1. c.
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di D arb o u x , K, viene segata dalle re tte  isotrope, MAi e M A2, 
sono anche due coppie di punti appartenenti alle rette  iso­
trope NB, e NB„ .

Similmente le due coppie di re tte  isotrope N A lt N A 2 e 
M B ,, MB„, si segheranno in 4 punti Q,Q2Q3Q ,, appartenenti 
alla K.

Queste condizioni sono espresse dall*annessa figura, ove tu tti 
i punti sono segnati come se fossero reali. Esse valgono a ca­
ratterizzare la quartica di 
Darboux, K, potendosi di­
m ostrare la costanza del 
rapporto dei prodotti delle 
distanze in relazione alle 
coppie di poli A ,A , e B ,B 2.
In fa tti, facendo variare un 
punto P  sulla curva, si 
verifica che il rapporto 
P A r P A ,
PB . ■ PB. non diventa mai

zero o infinito, nè quando P  va all’ infinito in M  o N, nel 
qual caso P A ,, P A 2, P B , , P B 2 diventano infinite dello stesso 
ordine, nè quando P  va sopra una re tta  isotropa per A ,,  /l2 
o B ,,  P 2, cioè assume la posizione d’uno dei punti P ,P 2P 3P i 
o QiQiQzQi, nel qual caso num eratore e denom inatore del rap­
porto diventano infinitesimi dello stesso ordine. E però quel 
rapporto rim ane costante.

Ora sorge una dom anda: che cosa im portano le condizioni 
sopra espresse per una quartica, K , soggetta ad avere due 
punti doppi in M  e N ?

La risposta può esser data molto semplicemente per chi 
conosce gli elementi della geom etria delle curve ellittiche, 
ossia di genere 1 (*).

La K, passante doppiam ente per M  e N, è una curva di 
genere 1, sulla quale le re tte  per M  e N  segano due involu­
zioni g\. Quando si proiettano da iV sulla stessa K  le coppie 
di punti di K  allineate con M , si trasform a la prim a g\ in

(•) Cfr. p. es. E n r iq c e s -Ch is in i : Lezioni sulla teoria geometrica..., vol. Ili, 
§§ 7, 27.
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un’a ltra  gl, che, se è (listilita dalla data, non avrà coppie 
comuni con essa. Dunque, se i due punti P tP t allineati con M  
sono pro ietta ti da N  su K, in altri due punti, P 3 e P 4, pure 
allineati con M, vuol dire che la g\ segata su K  dalle rette 
per M  viene trasform ata in se stessa dall’ involuzione analoga 
segata dalle re tte  per N: in altre  parole le due involuzioni gl 
sono permutabili.

Se sussiste questa relazione sim m etrica di perm utabilità, 
auclie ogni coppia di punti allineati con il/, dovrà esser pro­
ie tta ta  da N  in una coppia di punti allineati cou M, e reci­
procam ente due punti di K  allineati con N  saran proiettati 
da M  in due dan ti ancora allineati con N.

Così essendo, si può costruire la figura sopra disegnata a 
partire  da un punto A, scelto nel piano in m aniera arbitraria. 
In fa tti, assunto A in un punto generico del piano, determ i­
nerem o i punti P l e P s sezioni di MA  colla K, e quindi i 
punti P 3 e P 4 loro proiezioni da N, i quali si troveranno 
sopra una re tta  per M : a questa re tta  dovrà dunque appar­
tenere anche il punto A , . Ma ora seghiamo la K  colla 
re tta  NA, in Q,Qt ; proiettando Q,Q4 da M sulla K  stessa, si 
avranno due pun ti Q2Q3 allineati con N, e sulla Q2Q3 dovrà 
pure trovarsi anche il punto A 2, che così riesce determ inato.

Iufine^anche i punti P , e B 2 verranno determ inati come 
intersezioni rispettivam ente delle re tte  P {N, Q{M  e P„N, Q3M.

In  conclusione potremo enunciare il teorem a:
La quartina di Darboux è caratterizzata come curva del 

4° ordine che passa doppiamente pei punti ciclici M, N del 
piano, e su cui le rette per M, N segano due involuzioni per­
mutabili. Questa quartina costituisce il luogo dei punti per cui 
i prodotti delle distanze da due coppie di poli stanno in un 
rapporto costante, e ciò relativamente ad una serie oo2 di qua­
terne di poli: una quaterna (come Darboux pure ha avver­
tito) resta determinata dalla scelta arbitraria, nel piano, di 
uno dei suoi punti.

È facile valutare il numero dei param etri da cui dipendono 
queste cu rve; anzi, effettuandosi il computo in due modi di­
versi, se ne trae una conferma dei risultati stabiliti.

L’ imposizione d’uu punto doppio im porta per una curva 
3 condizioni, e la perm utabilità di 2 involuzioni gl sopra 
una curva ellittica dà luogo ad una  condizione, che significa
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l’equivalenza delle serie doppie (serie complete <^)(‘); perciò 
le quarfciche di D a r b o u x  contengono 1 4 —6 — 1 =  7 param etri. 
Allo stesso resultato si arriva contando le 8 costanti da cui 
dipendono le due coppie di poli A ,A 2 e B, B2, e la costante

data dal rapporto del prodotto delle distanze P A r P A t 
Pi?, • P B 2

purché si diminuisca il numero, 9, così ottenuto, di 2, in 
vista della circostanza che una qnartiea di D a r b o u x  è tale 
rispetto ad oc2 quaterne di poli.

11. Casi particolari. — La qnartiea di D a r b o u x  essendo 
definita per rispetto ad una serie di poli, vi è luogo a con- 

v siderare il caso particolare in cui uno di questi va all’ infi­
nito e la curva appare quindi come luogo di pun ti per cui 
il prodotto delle distanze da due poli e la distanza da un 
terzo polo stanno in un rapporto costante. Inoltre, partico- 
Iarizzaudo la quartica, si presenta anche il caso in cui essa 
compaia come luogo dei punti le cui distanze da due poli 
danno un rapporto costante, cioè come una curva di C a s s in i .

La quartica K  essendo affatto generale (con due punti 
doppi in M  e N  e le relative g2 permutabili) si può ottenere 
una particolare quaterna di poli, facendo coincidere la re tta  
per N  cui appartengono P , e P 3 colla re tta  all’infinito NM: ciò 
accade se si scelga A, sopra una delle due tangen ti princi­
pali a K  in il/; allora A 2M  sarà la tangente principale all’ in­
finito, e così auche Q2 e Qt , le A, N  e A 2 N  resultando tangenti 
principali ai ram i di E  in N. La quartica, K, di Darboux, appare 
così anche il luogo dei punti P  per cui il prodotto delle distanze 
P A ,-P A 2 ha un rapporto costante alla distanza da un unico 
polo, B.

(l) Questa equivalenza si può esprimere, come è noto, in base al teo­
rema d1 Abei., eguagliando le somme dei valori degl’ integrali ellittici di 
prima specie

2I(P,) -+- 2Z(P2) =  2I(P 3) -+- 2J(P4) (mod. ta, ta').

L’integrale I  (coi periodi ta, tu'), relativo ad una quartica f(xy) — 0 
passante doppiamente per i punti all’ infinito M  e N, vien dato da
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Per particolarizzare ulteriorm ente la generazione della K, 
m andando all’infinito anche B , , occorre che la K  stessa sod­
disfi a condizioni particolari. In fa tti, bisogna che anche P, 
e P 4 vadano all’ infinito vicino ad M, e però che le tangenti 
ai due rami di K  in M siano tangenti di flesso per questi 
rami. Se ciò accade, anche QL e Q2 come Q3 e Q4 andranno 
all’ infinito viciuo ad N, cioè le tangenti principali di IT in N  
resulteranno tangenti di flesso pei rispettivi rami. La K  così 
particolarizzata è la curva di Cassini, luogo dei punti per cui 
è costante il prodotto delle distanze dai poli A, e A 2. Ed invero 
la proprietà caratteristica che abbiamo indicato per questa 
curva, implica — come subito appare — che le due g'2 segate 
dalle re tte  per M  e N, siano perm utabili: quando sussista per­
lina quartica tale relazione, le quattro  tangenti ai rami pei 
puuti doppi M  ed N  resulteranno tangenti di flesso pei ri­
spettivi rami, ove ciò accada per due di esse; si ritrovano 
così le tre  condizioni perchè una quartica passante doppia­
m ente per M  e N, sia una curva di Cassini.

Il resultato ottenuto  ci perm ette di enunciare che : la 
quartica di Cassini può ritenersi anche, in in fin iti modi, come 
luogo di pun ti i cui prodotti da due coppie di poli sono in un 
rapporto costante; uno dei poli della quaterna può scegliersi 
ad  ̂ arbitrio, nel piano, sopra una re tta  per M, diversa dalle 
tangenti principali.

12. Curve di Darboux d’ordine n. — I  resultati, che ab­
biamo svolto per le curve di D arboux relative a due coppie 
di poli, si estendono al caso di due serie di poli qualsiansi. 
Così, il luogo dei punti per cui i prodotti delle distanze da 
due terne di poli A l A 2A3 e B l B ì B 3 sono in un rapporto 
costante, sarà una sestica, 2fG, passante triplam ente per i 
due punti ciclici, M  e A', e su cui le rette  per M  e N seghe­
ranno due gì perm utabili. S’ intende con ciò che tre punti 
di A”6 allineati con M  verranno pro iettati da N, sulla 
stessa, in sei pun ti costituiti da due terne ancora allineate 
con M ; e reciprocam ente per tre  punti allineati con N. 
Questa relazione, come nel caso delle due g2 sulla quartica 
di genere 1, si esprime affermando l’equivalenza dei tripli 
delle due gì: cioè dicendo che codesti tripli sono contenuti 
in una medesima serie completa gl, sulla di genere 4.
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In fa tti, i gruppi di 9 punti form ati da terne allineate con 
M  e N  costituiscon gruppi comuni alle serie complele (non 
speciali) g\ triple delle nostre gl, le quali g\ debbou quindi 
coincidere (‘); ma se tali serie coincidono, le gijj composte 
delle terne delle due gl avran comune una gl, cioè vi saranno 
oo1 gruppi é?9 composti di terne allineate con M  e N ; ogni 
terna allineata con M  o N  farà  parte  d’ un tal 6rs ; ossia le 
due gl saranno perm utabili, nel senso innanzi spiegato.

A nche qui la K a apparirà come luogo dei punti per cui 
i prodotti delle distanze da due terne di poli danno un rap­
porto costante, e ciò rispetto  ad una serie di oo2 sestine di 
poli: dove è possibile scegliere un polo ad arbitrio  ecc.

Il numero dei parametri da cui dipendono le curve di 
D arboux del 6° ordine può determinarsi facilmente in due 
modi, il cui accordo vale anche come dimostrazione della 
proprietà caratteristica di esse.

Le curve del 6° ordine con due punti tripli M  e IV con- 
6-9tengono —-----2-6 =  15 costanti arbitrarie; e la permutabilitàJi

delle due gl3 segate dalle vette per M  e N , che significa la 
equivalenza di due gruppi di 9 punti composti da terne delle 
due serie, porta 4 condizioni, essendo 4 il genere della curva; 
• pieste condizioni, possono esprimersi col noto teorema (I’Abel, 
eguagliando due somme d’integrali abeliani. Così rimangono 
15 — 4 =  11 parametri.

Allo stesso numero si arriva contando le 2-6 =  12 costanti 
da cui dipendono le due terne di poli, nonché la costante che 
esprime il rapporto dei prodotti delle distanze; poiché una 
stessa curva di D arboux am m ette una serie oo2 di poli.

Oiò che si è detto  per il caso n =  3 si estende ora al caso 
di li qualunque e si ottengono, pure per n qualunque, i casi 
particolari corrispondenti a quelli considerati per n — 2.

Oi limiteremo ad enunciare i resultati che in tal guisa si 
ottengono.

La curva di Darboux, luogo dei punti per cui i prodotti 
delle distanze da due serie, di n poli ciascuna sono in rapporto 
costante, è in generale una curva d’ordine 2u di genere

p =  Ji3 — 2». — 1, (*)

(*) C fr. E n h iq u e s-Ch is in i , op. cit. $ 17.
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passante ti volte per i due pun ti ciclici M e N , e  caratterizzata  
dalla proprietà che gli n -pii delle due g ’n segate dalle rette 
per M e N" appartengono alla stessa serie lineare g “*~p . La  
curva gode della sua proprietà rispetto ad oo1 coppie di serie 
di poli, potendosi scegliere ad arbitrio uno dei poli.

Le curve, luogo dei punti per cui i prodotti delle distanze 
da due serie di n e m (m <  u) poli, sono in un rapporto co­
stante, appartengono alla stessa famiglia delle curve anzidette, 
i poli della prim a serie trovandosi su rette che hanno un con­
tatto d’ordine n — m coi rami della curva in  M e N.

In  particolare, per m =  0, rientrano f r a  le curve di Darboux 
le cassinoidi, luogo dei punti per cui è costante il prodotto 
delle distanze da n poli: tali poli si trovano sopra re tte  oscu­
latrici (con contatto  d’ordine n) ai ram i della curva.

Questi sviluppi e conclusioni m ostrano l’uso che può farsi 
in problemi elem entari o quasi elem entari, non solo dell’im­
m aginario, bensì anche dei concetti e dei teoremi della geo­
m etria algebrica: i quali, per la loro generalità ed im portanza, 
m eritano di essere più divulgati fra gl’ insegnanti.

F ederlgo E nriques


