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Caritoro I.

I numeri relativi

Definizioni.

1. Tutti sappiamo che i numeri, i quali comprendono,
oltre lo O (zero), gli interi
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servono a contare gli oggetti e a misurare le grandezze,
come la lunghezza di una strada o l'area di un campo o
il volume di un muecchio di ghiaia o il peso di un corpo, ecc.

Ma molte volte si & condotti a considerare grandezze,
che, pur essendo fra loro comparabili (o, come si suol dire,
omogenee), si possono computare it due sensi diversi, I’uno
opposto dell’ altro: somme incassate o pagate, crediti o de-
biti, guadagni o perdite, temperature al di sopra o al di
gotto dello zero, latitudini boreali o australi, longitudini
occidentali od orientali, ecc.

In tutti questi casii calcoli si rendono pit rapidi e piu
significativi, ricorrendo ai cosiddetti numeri relativi, ciod
contrassegnati col + o col —.

Prendiamo uno degli esempi dianzi accennati. Un cassiere,
che, al suo sportello, fa volta per volta incassi o pagamenti,
pud sul suwo registro di cassa distinguere gli uni dagli

Awvaunt U, - Exuiques F. 1
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altri, scrivendo le somme incassate e pagate in due colonne
diverse :

INcass] PAGAMENTI
L. — ’ L. 330

» 720 > -

» 15600 S

> — > 800

Ma pud anche registrare tutte queste somme, le une
dopo le altre, in una medesima colonna, distinguendo quelle
incassate da quelle pagate in un modo qualsiasi, p. es. scri-
vendo in mnero le prime, in rosso le seconde; ma siccome
gli incassi accrescono il fondo di cassa, mentre i pagamenti
lo diminuiscono, il cassiere trovera pitt naturale registrare
gli incassi con numeri da aggiungere, ciod contrassegnati
col 4-, e i pagamenti con numeri da fogliere, cioé contras-
gegnati col —:

OPERAZIONI DI CASSA

L. — 350
» -+ 720
» -+ 1500
» — 800

Similmente per i crediti e i debiti, per i guadagni e le
perdite. Nel caso delle temperature si sogliono contrassegnare
col + quelle sopra zero, col — quelle sotto, e si parla senz’ al-
tro di + 15° C. o di — 3° C. ccc. E se, come si fa talvolta,
si conviene di contrassegnare col + le latitudini horeali e
le longitudini occidcntali (e quindi col —le latitudini au-
strali e le longitudini orientali) si hanno, ad es., per le cittd
qui sotto notate le latitudini e le longitudini (rispetto al
meridiano di Roma [Monte Mario] e a meno di 1') indicate
accanto a ciascuna:
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Roma . .. .. lat. - 41°54" long. O°

Torino. . . . . » - 450 30 2 - 40 48
Trieste. . . . . » = 450 4l > 1018
Trapani . . .. = + 380 3’ » =001
Lecee .. ... » 40021 » 4 DHod]l’
Tripoli. . . .. » +30°20° » + 0040
Asmara . ... » - 15°20 >~ 260 20
Mogadiscio . . » -4-202 > -4 32045
Madrid. . . . . » 4410 > — 16010
Londra .... » —Dlo24 x> — 120 36
Parigi . . ... » —49° v — 10010
Berlino . ... » —+-bH20 > 40003
Vienna. . ... » -~ 48030 > 43030
Leningrado . . » ~+Db9°59  » 4-1704¥

3

2. Come gia si & accennato dapprincipio, i numeri con-
trassegnati col +- o col — si dicono relafivi; e pil precisa-
mente (escluso lo 0) si chiamano positivi i numeri che hanno
il segno -, negativi quelli che hanno il segno —. Quanto
allo O, siccome, per ogni specie di grandezze, agciungere o
togliere O & la stessa cosa, +-0 non si distingue da — O,
ciod 4+ 0 e — 0 sono eguali, cosicche davanti allo O & in ogni
caso inutile mettere il segno.

Per contrapposto ai numeri relativi, si dicono assoluti
i numeri privi di segno, che sinora abbiamo considerato
nell’ Aritmetica.

Ad ogni numero relativo corrisponde un ben determinato
numero assoluto, che si ottiene da esso, sopprimendo il
segno - o0 —, e che si chiama il valore assolufo del numero
relativo considerato; cosi il valore assoluto di—+-5 & 9, di
— 38 & 3, ecc. Lo 0, considerato come numero relativo, ha
valore assoluto nullo e segno indeterminato.

Viceversa ogni numero assoluto, che non sia 0, di luogo
a due diversi numeri relativi, secondo che gli si prentette
il segno -+ 0 —; e questi due numeri relativi, aventi lo stesso
valore assoluto e segni contrari, si dicono fra loro opposii.

Due numeré velative (diversi da zero) sono wuguali solo
quando hanno lo stesso valore assoluto e lo stesso segno.
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3. Agli esempi gid indicati di grandezze misurabili con
numeri rvelativi conviene aggiungerne un altro, da cui si &
condotti ad una rappresentazione geometrica dei numeri
relativi, che tornerd molte volte utile nel seguito.

Pensiame una strada, per es. la via Emilia, che passa
per Bologna e va da Piacenza a Rimini; e immaginiamo che
lungo di essa, per tutta la sua lunghezza, siano collocate
le pietre chilometriche (come in realtd & fatto per qualche
tratto) e che su ciascuna pietra sia segnata la rispettiva
distanza, in km., da Bologna, sia nel tratto da Bologna a
Rimini, sia in quello da Bologna a Piacenza. A distinguere
le une dalle altre queste distanze, contate a partire da Bo-
logna nei due sensi, si pud convenire di indicare con numeri
positivi quelle da Bologna verso Rimini e con numeri nega-
tivi quelle da Bologna verso Piacenza. Si dird allora che
la distanza, in km., da Bologna a Forli & - 61,8, quella da
Bologna a Reggio Emilia — 65.

Pensando, invece che alla via Emilia, ad una strada im-
maginaria, tutta rettilinea e indefinitamente prolungata nei
due sensi, arriviamo alla seguente yrappresentazione geoine-
trica dei wmwneri relativi. Segnata sul foglio una retta, fis-
siamo su di essa un punto O (origine) e, adottata un’uniti
di misura, per es. il cm., conveniamo di misurare con wumeri
positivi le distanze da O verso destra (ciod nel senso indicato
in figura con una freccia), con nwneri negativi quelle da O
verso sinistra. Per avere le distanze +- 1, 4 2, + 3,... bisognera
riportare, a partire da O verso desira, I’nnitd di misura 1,

)74 0 M —
-8-%-2 -7 o +7 +2+5);3

2, 3,... volte rispettivamente, mentre i punti a distanza — 1,
— 2, —3,... si otterranno riportando 1, 2, 8,... volte 'unita da O
verso sinistra. E in modo analogo si rappresenteranno i nu-
meri relativi fratti. L’origine O corrisponde al numero 0, e due
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distanze OM, OM’, uguali ma da parti opposte rispetto ad O.

Si ha cosl una refla graduate; ed & di questo tipo la
cosiddetta scale, di cui sono forniti vari strumenti, p. es. i
termometri, mentre quella dei barometri, come pure la scala
grafica delle carte topografiche o geografiche, & graduata
soltanto con numeri positivi o, meglio, assoluti.

Di una retta graduata si dice senso o verso positivo quello,
in cui si conviene di valutare le distanze da O con numeri
positivi (nel caso della fig. quello indicato dalla freccia),

senso o verso wnegativo 1’ opposto.

. . 5 5 .
numeri opposti | per es. + 5, — 5 ) sono rappresentati da due

Addizione e softrazione dei numeri relativi

4. I numeri relativi, come gid i numeri assoluti, si
possono sommare, sottrarre, moltiplicare e dividere; ma natu-
ralmente qui bisogna tener conto anche dei loro segni.

Cominciando dall’ addizione, avvertiamo anzitutto che
anche nel caso dei numeri relativi il risultato dell’ addizione
si dice somma e i numeri che si addizionano o sommano, si
chiamano addendi o termini della somma; e I’ operazione di
addizione si seguita ad indicare col segno .

Ora la regola per sommare due numeri relativi & senza
altro suggerita da uno qualsiasi degli esempi del n. 1 od
anche dalla rappresentazione dei numeri relativi su di una

retta graduata (n. prec.).
Torniamo, per fissare le idee, ad un cassiere. Se egli fa,

I'uno dopo 1’ altro, due incassi o due pagamenti, il risultato
per la cassa & quello stesso, che si avrebbe se il cassiere
riscotesse o, rispettivamente, pagasse in una sola volta le
" due somme riscosse o pagate separatamente. Cosi, se le due
somme _incassate ' sono di L. 350 e L. 975 o quelle pagate
sono di L. 275 e L. 1000, & naturale scrivere

[+ 850] -+ [+ 975] = + 1825, [— 275] -+ [— 1000] = ~ 1275,

dove si & chiuso ciascun addendo in parentesi quadre [ ],
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per distinguere il + o —, che gli spetta secondo che & posi-
tivo o negativo, dal segno 4 che indica I’ addizione.

Supponiamo, in secondo luogo, che il cassiere faccia, I’ uno
dopo 1’altro, un incasso e un pagamento. Pud darsi che si
tratti di due somme uguali, e allora, a conti fatti, non si
ha nessuna variazione nella situazione di cassa: il risultato
complessivo delle due operazioni & nullo e si scrivera, ad es.,
[+ 750] 4+-[— 750] = 0.

Se poi si tratta di due somme diverse, bisogna distinguere
due casi, secondo che & maggiore la somma incassata o quella
pagata. Nel primo caso & come se venisse incassata la diffe-
renza fra la somma effettivamente riscossa e quella pagata;
nel secondo caso invece & come se venisse pagata la diffe-
renza fra la somma pagata e quella riscossa. Cosl si & con-
dotti a scrivere, per es.,

[+ 450] +- [— 200] = -+ 250, [+ 175] + [— 500] = — 325.

A conseguenze perfettamente analoghe si perviene, se si
pensa, anziché agli incassi e ai pagamenti, ai cammini, che
su di una retta graduata pud percorrere, a partire dall’ori-
gine O, un punto M (immagine in piccolo di un pedone, che
cammini su di una strada rettilinea). Se M percorre succes-
sivamente 3 unitd di lunghezza verso destra (o verso sinistra)
e poi altre 2 unitdh nel medesimo senso, & come se percor-
resse, tutte di seguito in quel medesimo senso, 3 + 2 unita.
Supponiamo invece che il punto, sempre partendo da O,
percorra prima un certo numero di unitd in un senso e poi
un certo altro numero di unitd nel senso opposto. Se i cam-
mini percorsi nei due sensi opposti sono uguali, il punto M
si ritrova alla fine in O (cioé ha compiuto un cammino
utile nullo). Escluso questo caso, esso finird col trovarsi
da quella parte di O, nel cui sénso ha compiuto il cammino
(assoluto) maggiore: cosi, ad es., si scriverd

[+ 8]+ [+ 2] =+5, [— 3] +[—2]=—F5,
[+ 3] +[—3] =0,
[+3]+[—2)=+1, [-3]+[+2]=—1
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Queste osservazioni conducono alla seguente

Regola. La somma di due numeri relativi di ugual segno
¢ quel numero, che ha per valore assoluto la somma dei valori
assoluti dei due addendi e lo stesso loro segno. La somma di
due numeri relativi di segno conlrario é il nwmero, che ha
per valore assoluto la differenza dei valori assoluti dei due
addendi e il segno di quello di essi, che ha il valore asso-
luto maggiore.

In particolare la somma di un qualsiasi numero relativo
e dello zero ¢ uguale al numero dato (in accordo col signi-
ficato concreto che in ogni caso ha la aggiunta dello zero).

Quando gli addendi hanno valori assoluti fratti, e segni
contrari bisogna, come prima cosa, ridurre questi valori
assoluti allo stesso denominatore per riconoscere quale dei
due addendi abbia valore assoluto maggiore e, quindi, quale
sia il segno, che spetta alla somma. Per es.

EEEEEBE A

15 15°
5. In accordo eon la regola precedente, la somma di due

. . 3
numeri opposti, come +8 e —8 0o — 1 e +

i ecc., & sem-

‘I )
pre uguale a 0.

Viceversa, se due numeri relativi hanno per somma 0,
essi sono necessariamente opposti. Infatti i due numeri debbono
avere, anzitutto, segni contrari, perché la somma di due nu-
meri entrambi positivi o negativi &, per la regola del n. prec.,
positiva o, rispettivamente, negativa. E i loro valori assoluti,
dovendo avere differenza nulla, sono necessariamente uguali.

6. Quando si & imparato a sommare due numeri relativi,
si possono ugualmente sommare tre o quattro o quanti si
vogliono numeri relativi. Come nel caso dei numeri assoluti,
si sommano anzitutto i primi due addendi, poi alla somma
cosl ottenuta (secondo la regola del n. prec.) si somma il
terzo addendo, poi al nuovo risultato si somma il quarto, ecc.
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Per es., si vogliano sommare i numeri + 7, — 15 e 4 3:
se, analogamente a quanto si faceva talvolta in Aritmetica,
si indica con la parentesi ([+ 7]+ [— 15]) la somma gia
eseguita di +-7 e — 15, la somma dei tre addendi conside-
rati &, per definizione, uguale a

[+ 7+ [— 15) + [+ 3];
e, siccome si ha
[+ 7] 4 [— 15] = — 8, [— 8] + [+ 3] = —5,

risulta
[+ 7+ [—18) +[+3]=—0b.

Importa avvertire che, invece di
((+ 7]+ [— 18]) -+ [+ 3],

si suole scrivere pilt semplicemente
[+ 7] + [— 18] + [+ 3];

e cosi, anche in ogni altro caso, la somma di quanti si
vogliono addendi relativi si indica scrivendo di seguito questi
addendi, mettendo fra ciascuno e il successivo il segno -+
dell’ addizione.

7. Riprendiamo I’ esempio del cassiere. Egli ogni sera,
alla chiusura degli sportelli, per verificare la situazione di
cassa, fa la somma di tutti gli incassi e pagamenti ese-
guiti nella giornata. Ma, per rendere poi piu rapido questo
conto, egli, senza attendere la sera, pud, per es. ad ogni ora,
fare il conto delle operazioni di incasso e di pagamento
compiute in quell’ ora, riservandosi di fare piu tardi la somma
totale delle somme parziali cosl mano mano oftenute. Egli
giungera in tal modo allo stesso risultato, che avrebbe ottenuto,
eseguendo tutta in una volta la somma complessiva.

Questo fatto evidente si pud enunciare, dicendo che la
somma di quanti si vogliono nuwmeri relativi non cambia, se
ad alcuni di questi addendi si sostituisce la loro somma eseguita.
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I questa (come gid nel caso dei numeri assoluti) la
cosiddetta proprieta associativa della somma.

Ad_es. [— 18]+ [+ 9] [ 5] = [— 18] -+ [+ 9] + [— b))
=[— 18]+ [+ 4]

Applicando la stessa proprietd associativa in senso in-
verso, si ha che la somma di quanti si vogliono numers relativi
non cambia, se ad un addendo si sostituisce una somma
uguale ad esso.

8. Vale per la somma dei numeri relativi (come gia nel
caso di quelli assoluti) un’ altra proprietd altrettanto evidente.
Se in due giornate diverse, il cassiere eseguisce, sia pure
in ordine differente, gli stessi incassi e gli stessi pagamenti,
il risultato finale di queste operazioni di cassa &, nelle due
giornate, il medesimo.

Ciod la somma di quanti si vogliono numeri relativi non
dipende dall ordine, in cui se ne prendono gli addendi.

Questa (come gid si sa dal caso dei numeri assoluti) & la
proprieta commutativa della somma.

Cosi, ad es., tanto [+ 8] +[— 17] quanto [— 17] + [+ 8]
® uguale a — 9; tanto [— 25) + [+ 9] 4+ [— 13], quanto
[+ 9]+ [— 25] 4+ [— 13] & uguale a — 29, ecc.

Tenendo conto insieme della proprietd commutativa e di
quella associativa, si ha che, quando si debbono sommare
pit addendi, di cui alcuni siano positivi e gli allri negativi,
8i pud cominciare col sommare da wna porte tutti gl addends
positivi, dall’ altra tutti quelli negativi; ¢ poi sommare le due
somme, parziali, di segno contrario, cosi ottenute. Il calcolo
riesce pitt rapido, perché ogni somma di numeri di ugual
segno si riduce in sostanza ad una somma ordinaria.

9. Passiamo alla soffrazione, che & 1’ operazione inversa
dell’ addizione. Anche qui, come nel caso dei numeri asso-
luti, il risultato della sottrazione si dice differenza; il numero
che si vuol sottrarre si chiama soltraendo, quello su cui si
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vuol eseguire la sottrazione si chiama miénuendo. La sottra-
zione si seguita ad indicare col segno —.

Se si pensa alla rappresentazione dei numeri relativi su
di una retta graduata (n. 3) e si riflette che sommare, ad
es.,, + 3 ad un numero relativo vuol dire spostarsi di 3 unita
di lunghezza verso destra, si capisce che per sottrarre + 3
basterd spostarsi di 3 unitdh verso sinistra; e similmente,
come sommare — 3 ad un numero relativo vuol dire spostarsi
di 3 unitd verso sinistra, cosl sottrarre — 3 vorra dire spo-
starsi di 3 unitd verso destra.

Ma precisiamo meglio questa osservazione. Dati due numeri relativi,
per es.+ 15 e — 27, sottrarre — 27 (sottraendo) da + 15 (minuendo) vuol
dire trovare un numero relativo (differenza), che, sommato col sottra-
endo — 27, dia come risultato il minuendo + 15. Ora si vede subito che
questa differenza uon & altro che la somma del minuendo + 15 e del-

I’ opposto + 27 del sottraendo — 27. Infatti per la proprieta associativa
della somma (n. 7)

([++15] + [+ 27]) + [— 27] = [+ 15] + ([+ 27] + [—27]),
e siccome si ha (n. 5)
[+27]+[—-27]=0,
si conclude appunto
([+ 15] + [+ 27]) + [— 27] = + 15.
Percid indicando con [+ 15] — [— 27] la differenza di + 15 ¢ — 27,si ha
[+ 156] — [— 27] = [+ 15] + [+ 27].
Similmente si trova
[+ 15] = [+ 27] = [+ 15] + [— 27], [— 15] — [~ 27] = [— 15] + [+-27],
[— 15] — [+ 27] = [— 15] + [— 27]. :
Resta cosi giustificata la
Regola. Per sottrarre da un numero relativo un altro
numero relativo, basta sommare ol minuendo U opposto del
sottraendo. '
In particolare, sottraendo da un qualsiasi numero relativo

lo O, si riottiene quel numero; sottraendo dallo O un qual-
siasi numero relativo, si ottiene 'opposto di questo numero.
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Cosi [+ 7] —0=+7, [—7]—0=—T7; 0 — [+ 12] = — 12,
0—[—12] = + 12.

10. Qui va fatta un’osservazione molto importante. Nel
caso dei numeri assoluti si poteva sottrarre un numero da
un altro, solo quando il sottraendo era minore del minuendo
o, al pit, uguale ad esso. Invece, nel caso dei numeri rela-
tivi, risulta dalla regola del n. prec. (come del resto da
ognuna delle rappresentazioni concrete date dianzi per i
numeri relativi) che da un qualsiasi nuwinero relativo si puo
sottrarre qualsiasi altro numero relativo. In altre parole pos-
siamo dire che, mentre nel caso dei numeri assoluti si
presentavano delle sotfrazioni émpossibili, per i numeri rela-
tivi la sottrazione é sempre possibile.

11. La differenza di due numeri relativi uguali (siano
essi positivi o negativi) & sempre uguale a 0; in ogni altro
caso la differenza di due numeri relativi ¢ necessariamente
positiva o negativa. Secondo che si presenta il primo o il
secondo caso, si dice che il minuendo é maggiore o, rispet-
tivamente minore del sottraendo. Si ha cosi una regola, o
criterio, per disporre tutti i numeri relativi in ordine cre-
scenfe, ed importa comprender bene, una volta per tutte,
questo ordinamento.

Se si prendono due numeri entrambi positivi, per es.
+4 e+49, si ha

[+9] —[+4]=+5, [+4]—[+9]=—05,

ciod il maggiore & +9; e si scrive+9 > +4, -4 <+ 9.
Similmente si riconosce, anche in ogni altro caso, che di
due numeri positivi é maggiore quello che ha il valore asso-
luto maggiore, cosicché 1’ ordine crescente dei numeri posi-
tivi & (in accordo col loro significato concreto) quello stesso
dei valori assoluti.

Se invece si prendono un numero positivo ed uno nega-
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tivo, per es. +5 e — 8, si ha
[+5] - [—8=+13, [—8 —[+b5]= — 13,

cosicche® il maggiore ¢ —+5; e cid si esprime, scrivendo
+5>-—-8 —8<«< +5. In questo stesso modo si riconosce
che ogni numero positivo é maggiore di ogni numero negativo.

Consideriamo infine due numeri entrambi negativi, per
es.— 3 e — 10: si ha

[— 8] — [~ 10] = +7, [~ 10] — [~ 8] = —T.

B dunque maggiore — 3; ciod —3 > — 10, — 10 << — 3.
Nello stesso modo si vede che, in ogni caso, di due numers nega-
tivi ¢ maggiore quello, che ha il valore assoluto minore.

Lo O ¢ maggiore di tuilti ¢ nuwmeri negativi e minore di
tuiti i nuwineri positivi.

Per avere un’immagine concreta di questo ordinamento
dei numeri relativi basta pensare ad una retta graduata
(n. 3) e immaginare di percorrerla nel senso positivo: si
incontrano cosi successivamente i numeri relativi nel loro
ordine crescente. '

—_—

-7-6-5-4-3 -2-7 0+17 +2+3+4+'5+6+7

Di due numeri relativi quali si vogliono & sempre mag-
giore quello, che sulla retta graduata, percorsa nel senso
positivo, si trova dopo 1 altro.

12. Supponiamo che da un numero relativo, per es. da
— 6, si voglia sottrarre — 2, e poi al risultato sommare — 4,
e poi ancora sottrarre dal nuovo risultato -+ 5. Il risultato
finale di queste addizioni e sottrazioni di numeri relativi,
se si usano, al solito, le parentesi per indicare le operazioni
eseguite, andrebbe denotato con

{((— 6] —[—2) + [— 4} — [+ 5].

Ma, analogamente al caso in cui si trattava di sole addi-
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zioni (n. 6), si usa scrivere pitt semplicemente
() [— 61— | = 2]+ [— 4] — [+ 5]

Ora ricordiamo che, secondo la regola del n. 9, ogni sot-
trazione fra numeri relativi si riduce ad un’addizione:
sottrarre — 2 & lo stesso che sommare + 2, sottrarre +-5 &
lo stesso che sommare -— 5. Percid abbiamo

[— 6] — [— 2]+ [— 4] — [+ 5] =[— 6] +[+ 2] + [— 4] +[—5]}.

Si pud dunque dire che, quando si tratta di numeri
relativi, I’addizione e la sottrazione costituiscono in sostanza
una medesima operazione. Essa si chiama addizione algebrica ;
e tutte le volte che, come mnell’ esempio (1), si considerano
pitt numeri relativi e alcuni si prendono come addendi, gli
altri come sottraendi, si dice che si fa una sonmna algebrica.
Dall’ esempio or ora considerato risulta che per ridurre una

- somma algebrica ad une somme vera e propriae di numeri
relativi, basta sostitwire ad ogni numero relativo, che vi com-
paia come sottraendo, il suo opposto come addendo; in altre
parole, bastc cambiare ogni segno di sottrazione in un segno
di addizione, cambiando, nel medesimo tempo, il segno del
numero relativo che andava sottratto.

Moltiplicazione e divisione dei mumeri relativi

13. Anche per i numeri relativi il risultato della molti-
plicazione si dice prodoffo e i numeri che si moltiplicano
si chiamano fatfori. Pit precisamente, nel caso di due fattori,
il numero che si moltiplica si dice moltiplicando, quello per
cui si moltiplica moltiplicatore. Come in Aritmetica, la mol-
tiplicazione si indica col segno X<.

Alla regola per moltiplicare due numeri relativi si & condotti nel
modo piit naturale, quando ci si proponga di definire il prodotio in ma-
nicra che per questa nuwova specie di moltiplicazione si conservino le
stesse proprieti fondamentali, che valgono per la moltiplicazione det
numeri assoluti,
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Cominciamo coll’ osservare che, quando in una qualsiasi classe di
grandezze misurabili con numeri relativi, ci si limita a considerare
soltanto grandezze misurate da numeri positivi (per es. soli incassi o
soli crediti o sole temperature sopra lo zero, ece.) il segno diventa
superfluo, e sulle corrispondenti misure si pud operare, come se si trat-
tasse di numeri assoluti. Percid si & intanto condotti a prendere come
prodotto di due numeri positivi il numero positivo, che ha per valore
assoluto il prodotio dei valori assoluti dei fatiori. E similmente, si prende
uguale a zero il prodotto dello zero per un gqualsiasi numero positivo.

Cosi si avrd, ad es.,

2 5 10
[+ 7)< [+ 8] =+ 21, [+ 3> 3] =+ 31,
3 7 21

[+9]>}<0=0, 0X[+12]=0, ecc.

Volendo allora definire il prodotto di un numero negativo per uno
positivo, ad es. di —5 per + 8, ricordiamo anzitutto che il numero —5
& caratterizzato dalla uguaglianza (n. 5)

[+ 5] +[— 5] =0.

Percid il prodotto della somma [+ 5] + [— 5] per + 8 va posto uguale
a zero. D’altra parte mel caso dei numeri assoluti il prodotto di una
somma per un numero si pud anche calcolare, moltiplicando per quel nu-
mero i singoli addendi e poi sommando i prodotti parziali cosi ottenuti
(propriete distributiva). Se vogliamo che questa stessa proprietd valga
anche per la moltiplicazione dei numeri relativi, dobbiamo definire il
prodotto di — 5 per + 3 in modo che risulti

[+ 5] X [+ 3] + [ 5] X[+ 8] =0;

e cid vuol dire (n. 5) che al prodotto [— 5] ><[-+ 3] dobbiamo dare il
valore opposto a quello di [+ 5] ><[+ 3], cio& il valore —15:

[— 5] > [+ 8] = — 15.

E se vogliamo che, come per i numeri assoluti, il prodotto non
dipenda dall’ordine in cui si prendono i fattori, il medesimo valore — 15
va attribuito anche a [+ 3] ><[—5]: cio®

[+ 8] [— 5] = — 15.

Analogamente in tutti i casi, in cui si tratta di moltiplicare due
numeri relativi di cui uno sia positivo e I'altro negativo: cio® si ¢ condotti
a prendere come prodotfo di due numeri relativi di segno contrario quel
numero negativo, che ha per valore assoluto il prodotio dei valori assoluti
dei fattori.
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Resta, infine, il caso, in cui entrambi i fattori siano negativi, per
es. — 5 e — 3. Riprendiamo 1'uguaglianza

[+ 5]+ [ 5] = 0.

Se, vogliamo che il prodotto dello zero per un qualsiasi numero
negativo risulti ancora wnullo e che il prodotto di una somma per un
numero negativo sia ancora uguale alla somma dei prodotti parziali, che
si ottengono, moltiplicando per quel numero gli addendi, dobbiamo de-
finire [— 5] ><[—~ 3] in modo, che risulti

[+5] < [~ 8] +[— 8] X[ 8] =0,

ciod dobbiamo assumere come valore di [—5]>[— 3] I opposto del
valore di [+ 5] ><[— 8], vale a dire precisamente + 15. E poichd tutto
cid si pud ripetere per il predotto di due numeri negativi quali si vo-
gliano, si & condotti a prendere come prodotio i due numeri negativi
il nummero positive, che ha per valore assoluto il prodotio dei valori as-
soluti dei fattori.

Risulta cosi giustificata la seguente

Regola. Il prodotio di due nuwmeri relativi é quel numero,
che ha per valore assoluto il prodotio dei valori assoluti dei
due fattori ed é positivo o negativo, secondo che ¢ due fattori
hanno segni uguali o contrari.

Occorre fissar bene 1’ attenzione sulla regola dei segni,
che si pud enunciare diceado:
Nella moltiplicazione, +- per + e — per— fanno -+-; -+ per
— e — per -+ fanno —.
Giova inoltre rilevare subito queste due conseguenze
immediate della regola di moltiplicazione:
a) Moltiplicare un niinero relalivo per — 1 equivale a
cambiargli segno.
b) Il prodotto di due numeri, di cui uno, alineno, sia
nullo, ¢ 0; mentre ¢l prodotio di due nuieri relativi, enfrainbi
diversi da 0, non é mai nullo.

14. Per esercizio, vediamo come si possa interpretare la moltiplica-
zione di due numeri relativi, quando il moltiplicando si rappresenti, su
di una retta graduata {(n. 3), per mezzo della corrispondente distanza
OM, la quale, come sappiamo, va presa da una parie o dall'altra del-
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Porigine fissa O, secondo il rispettivo segno. Moltiplicare il numero
relative rappresentato da OM per un numero positivo, ad es. per + 3, vuol
M 0 M —

-6 -5-4-3 - —7' 0+1+2+o+4+5+e

- [—2]x{+a]-—— —*“ f {¢7Jy[+3]~

dire prendere, a partire da O, la distanza tripla di OM e dalla stessa
parte rispetto ad 0. Invece moltiplicare lo stesso numero relativo rap-

M 0 M —
-6 -5 -4 -3 2-7 D+1+2+3+4+5+6

,;-

SR P WA e P R

presentato da OM per — 3 vuol dire prencdere ancora, a partire da O, la
distanza tripla di OM, ma dalla parte opposta, rispetio all origine 0.

15. Per fare il prodotto di tre o pin fattori si moltiplica
il primo per il secondo, poi il prodotto parziale cosi ottenuto
per il terzo, e cosl via.

Per es., il prodotto di — 8, + 12, —4 &

([~ 8IX [+ 12)) X [—4];
ma si indica pitt semplicemente con
[— 8] X[+ 12] X [— 4].

Esso & uguale a -+ 384.

In ogni caso il valore assoluto del prodotto &, per la
regola del n. 13, uguale al prodotto dei valori assoluti dei
fattori; e il segno dipende dal numero dei fattori negativi.
Se questi fattori negativi sono in numero parié, il prodotto
risulta positivo; se invece essi sono in numero dispari, il
prodotto risulta negativo.

Va anche notato che per cambiare segno ad un prodotio
basta cambiare segno ad wuno dei fattori o ad un numero
dispart di fattori; mentre, cambiando segno, in un prodotio,
ad un wumero pari di fattori, si conserva inallerato il valore
del prodotio.
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16. Dalla regola del n. 13 risulta altresi che: In un
prodotto di tre o pitv fattori si pud sostituire al posto di due
o pin fattori il loro prodotio esequito, senza che cambi né il
valore assoluto, ne il segno del prodotio totale. B questa (come

nel caso dei numeri assoluti) la proprieta associativa del
prodotto.

Cosi, ad es.,

[— X[+ 9N X[ 6]=[—T] X ([+ 99X [—6) =
= [— 7] ><[— b4].

E, ancora per la regola del n. 13, ¢ manifesto che seguita
a valere, anche per i numeri relativi, la proprieta commutativa
del prodotto: Il prodotio di quanti si vogliono numeri relativi
non dipende dall’ ordine, in cui si moltiplicano i@ fattors.

Per es., [— 8] > [+ 5] e [+ 5] XX [-- 8] sono entrambi uguali
a—40; [— 3] X[—T7]>X[+ 5] e [+ 5] > [— 7] >X[— 3] sono
entrambi uguali a + 105, ecec.

Infine sussiste anche per la moltiplicazione dei numeri
relativi, la proprieta distributiva rispetto alla somma, cioé:
Per moltiplicare per un numero relativo la somma di due
(o pin) addendi, pur essi relativi, si pudo anche cominciare
col moltiplicare per quel numero ¢ singoli addendi, e poi som-
mare fra loro i prodotti parziali cosi oftenuti. Cosi, ad es.,

(= T+ [+ 9 X[ 8] =[—T] X[~ 3]+ [+ 9] X[—3}.

Cio in sostanza risulta dal fatto che alla regola per la moltiplicazione
dei numeri relativi siamo appunto arrivati, proponendoci di conservare
valida anche questa proprietd (n. 13). Ma se non si vuol tener conto di
cid e si preferisce vedere come dalla regola stessa del n. 13 discenda
direttamente la proprietd distributiva, basta fare le seguenti riflessioni.
Si ricordi anzitutto che, nel caso dei numeri assoluti, la moltiplicazione &
distributiva, come si sa dall’Aritmetica, non soltanto rispetfo della somma,
ma anche rispetto della differenza. Ora, passando al caso dei numeri
relativi, si tratta di far vedere che, quando si ha come moltiplicando
una somma di due numeri relativi e come moltiplicatore un qualsiasi
numero relativo, si arriva al medesimo risultato sia moltiplicando per
il dato moliplicatore la somma eseguita, sia moltiplicando per esso sepa-
.. ratamente i due addendi e poi facendo la somma dei due prodotti parziali
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(velativi) cosl ottenuti. Ora & prima di tutto manifesto che mnell’uno
e nell’altro modo si ottiene pel risultato il medesimo valore assoluto,
perche il valore assoluto della somma data & uguale alla somma o alla
differenza dei valori assoluti dei due addendi, e, dovendosi moltiplicare
questa somma o differenza di valori assoluti per il valore assoluto del
moltiplicatore, si pud senz’ altro applicare la proprieta distributiva.

Quanto poi al segno, supponiamo dapprima che il moltiplicatore
sia positivo, nel qual caso il prodotto, per la regola del n. 13, deve risul-
tare dello stesso segno della somma da moltiplicare. Per la stessa ra-
gione ciascuno dei due prodotti parziali ha il medesimo segno dell’ad-
dendo, da cui proviene, e, in ogni caso, risulta maggiore in valore asso-
luto quel prodotto parziale, che corrisponde all’addendo di valore
assoluto maggiore, cosicche il segno della somma dei due prodotti par-
ziali & quello stesso della somma data, cio® appunto quello che spetta al
prodotto voluto. Se poi il moltiplicatore & negativo, i due prodotti parziali
hanno, rispettivamente, segno contrario agli addendi, da cui provengono,
e la loro somma ha segno contrario alla somma data, come appunto
deve accadere, secondo la regola dei segni, per il prodotto, che si vuol
calcolare.

17. Passiamo infine alla divisione. Come nel caso dei
numeri assoluti, dividere un dato numero (dévidendo) per
un altro (dévisore) vuol dire trovare un terzo numero (quo-
ziente), che moltiplicato per il divisore dia il dividendo.

Ricordando la regola per la moltiplicazione dei numeri
relativi (n. 13), si vede subito che il valore assoluto del
quoziente deve essere uguale al quoziente del valore assoluto
del dividendo per quello del divisore.

Quanto al segno, se il dividendo & positivo, il quoziente, per
la regola dei segni della moltiplicazione (n. 13), deve avere
lo stesso segno del divisore; mentre invece, se il dividendo
& negativo, il quoziente deve essere di segno contrario del
divisore. Si hanno dunque per il dividendo, il divisore e il
quoziente le seguenti combinazioni di segno:

Dividendo Divisore Quoziente
-+ + “+
+ —_— R
— -+

— - +
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Si riconosce cosi che anche nella divisione 4 per + e —
per — fanno +; e+ per — e — per + fanno —; e possiamo
enunciare la seguente:

Regola. Il quoziente di due numeri relativi é quel numero,
che ha come valore assoluto il quoziente del valore assoluto del
dividendo per quello del divisore, ed é positivo o mnegativo,
secondo che dividendo e divisore hanno segni uguali o contrari.

Anche per i numeri relativi 1’ operazione di divisione si
denota col segno:, od anche scrivendo il dividendo al di
sopra e il divisore al di sotto di una lineetta orizzontale.
Cosl si ha, ad es.,

_— e . _+8
7 10 = = T s ==
2
— 15 5 2 5 3 14
[——15].[*-9]:__9--——" g, [——g]-li—l—?jl:—f):—ﬁ, ecec.
7

18. Importa osservare che, anche per i numeri relativi
come per quelli assoluti, la divisione per O é un’ operazione
priva di senso. Infatti la divisione per O di un numero diverso

da O, come, ad es., & ¢mpossibile, perch® non esiste nes-

—4
0
sun numero relativo, che moltiplicato per O, dia — 4; mentre
la divisione di O per O & inderminala, perché ogni numero,
moltiplicato per O da O.

Percid la divisione per 0 va sempre esclusa.

19. Due numeri, il cui prodotto sia uguale a1, si
dicono fra loro reciproci: tali somo, ad es., +5e+%, —g—
e——g, ece.

Dalle regole per la moltiplicazione e per la divisione dei
numeri relativi (nn. 13, 17) risulta che dividere un numero
per un altro ¢ lo stesso che moltiplicarlo per il reciproco di
questo secondo numero.
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Percid, ricordando anche la proprietd distributiva della
moltiplicazione (n. 16), si vede che per dividere una somma
algebrica per un numero relativo basta dividere per questo
numero ¢ singoli addendi della somma e poi sommare i quo-
zienti parziali cosi otlenuts.

Semplificazioni di serittura.

20. Quando si & ben capito il significato dei numeri
relativi e si sono imparate, in modo sicuro, le operazioni su
di essi, si possono adottare, senza pericolo di equivoci, alcune
semplificazioni di scrittura, che sono molto comode nei cal-
coli e che percid sono accettate da tutti.

@) Consideriamo una qualsiasi somma algebrica (n. 12),
per es.

) [ 7) = [+ 5] =+ [ 18] — [ 9}

Si ¢ gid notato al n. 12 che una tal somma algebrica si
pud sempre scrivere come una somma vera e propria: basta
sostituire ad ogni numero relativo, che vi compaia come
sottraendo, il suo opposto come addendo. Cosi, nel caso
precedente, basta scrivere

(3) [— 7] 4 [—B] 4+ [+ 13] + [+ 9]

Ora, siccome ciascun addendo ha in sé il suo segno, che,
per parlare alla buona, indica se si tratti di un numero
« da aggiungere » o di un numero « da togliere », diventano
superflui i vari segni +, che stanno fra i singoli addendi rela-
tivi. Percid invece della (3) si usa scrivere pitt semplicemente

—7—5413+409.

Analogamente in ogni altro caso: ciog, in ogni somma
algebrica, i numeri, che eventualmente vi compaiono come
sottraendi, si riducono ad addendi (cambiandone il segno),
e poi si scrivono semplicemente tutti gli addendi, I’uno dopo
I’ altro, ciascuno col proprio segno.
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b) Un’altra convenzione, suggerita dall’intento di sem-
plificare le scritture, & quest’altra. Davanti ai numeri posi-
tivi il segno + di regola si sottintende, salvo, naturalmente,
quando si tratti di un addendo di una somma algebrica.
- Anzi, anche in questo caso si tralascia il segno + davanti
~ ad un numero positivo, se esso & il primo addendo di una
- somma algebrica. Cosl, invece di

+3, +—2-, —|—6—‘15+10, [+4]><["‘8]7 1——"2) ecc.,

si scrive rispettivamente

2

375)

6 — 15+ 10, 4 ><[— 8], :‘F’Z, eco.
Cosl una scala graduata (n. 3) si rappresentera nel modo
seguente:

R

-7-6-5-4-3-2-1 0 71 2 3 4 5 6 7

E necessario avere ben presente che, come gii si & detto,
il segno + davanti ai numeri positivi resta cosl semplice-
mente soffinfeso e non soppresso, cosicché bisogna tenerne
conto nelle operazioni (p. es. mella moltiplicazione e nella
divisione) secondo le regole stabilite in questo Capitolo.



CariToro II.

Principi del calcolo letterale.

Convenzioni fondamentali.

1. Nel capitolo precedente, estendendo il concetto di

. numero (assoluto), che gid avevamo dall’Aritmetica, abbiamo
“introdotto i numeri relativi (positivi e negativi) e abbiamo

imparato ad eseguire su di essi le operazioni fondamentali,

& cio® I’addizione algebrica, la moltiplicazione e la divisione.
D or immamzi, parlando di nwmeri, intenderemo sempre che
i 8t tratté di numeri relativi.

B questa una delle caratteristiche essenziali dell’ Algebra
in confronto dell’dréfmetica. Ma ve n’ & un’ altra, che importa
capir bene.

Nelle Scuole medie inferiori, quando abbiamo imparato
le regole per misurare le grandezze geometriche (superficie

~ poligonali, circonferenze e cerchi, solidi), abbiamo visto

come fosse utile esprimere queste regole per mezzo di
« formule », indicando, caso per caso, con lettere le lun-
ghezze dei segmenti, che definiscono le dimensioni delle
grandezze considerate. Cosi, se si indicano con b ed % le
lunghezze della base e dell’altezza di un parallelogramma,
la regola per trovarne 1’area & espressa dalla formuletta

bX<Xh;

se b ed 2 indicano le lunghezze della base e dell’ altezza
di un triangolo, 1’ area & data da

%bxh;
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e similmente 1’area di un trapezio & data da
1
50 +0b)Xh,

se b o b’ ne denotano le lunghezze delle basi, » 1’ altezza;
la lunghezza di una circonferenza e 1’area del cerchio sono
date, vispettivamente, da

2nr, Tl

dove r indica la lunghezza e = (pi greco) rappresenta il
noto numero fisso, che fornisce il rapporto della lunghezza
di una qualsiasi circonferenza a quella del suo diametro e
che ¢ dato, per approssimazione, da 3, 14 o, meglio, da 3,1416;
e cosl via.

Ognuno di noi ha certamente riconosciuto I’ utilitd di
queste formule per esprimere le regole di misura; esse non
solo forniscono altrettanti risultati generali, ciod validi
ugualmente in tutti i possibili casi particolari, ma sugge-
riscono immediatamente la via da tenere per risolvere molti
problemi sulle figure, alle quali si riferiscono: per es., tro-
vare 1’altezza di un triangolo di cui si conoscono 1’area e
la base, o il raggio di una circonferenza, di cui si conosce
la lunghezza, ecc. _

“Analoghi vantaggi, come risultera sempre piu chiara-
mente dal séguito dei nostri studi di Matematica e poi di Fi-
sica, si raggiungono, in ogni specie di problemi, studian-
doli in generale, cio® non sui dati particolari che volta per
volta possono essere prefissati, bensi indicando i numeri,
che misurano le grandezze date e quelle che si cercano, con
lettere, e cercando di esprimere la soluzione con formule,
che possano servire in tutti i problemi del medesimo tipo,
e diversi fra loro solo per i valori particolari dei dati.

Ora I’Algebra elementare, nella sua prima parte, di cui
qui intendiamo occuparci, si propone appunto di studiare
sistematicamente i procedimenti di calcolo su numeri (re-
lativi) indicati con lettere e le formule, cui cosi si per-
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viene. Questi calcoli e queste formule possono corrispon-
dere a problemi-svariati di Geometria o di Fisica; ma da
queste possibili interpretazioni ’Algebra per se stessa pre-
scinde, occupandosi soltanto di trasformare, semplificare e
confrontare le formule, considerate in generale.

2. Conveniamo, dunque, di indicare d’or innanzi con le
lettere minuscole (corsive) a, b, c,... altrettanti numeri rela-
tivi, ciascuno col suo segno e col suo valore assolufo. Di
questi a, b, ¢,... ci serviremo, come se fossero numeri rela-
tivi determinati, ma ragioneremo sempre in modo, che tutto
cid, che diremo, resti vero, qualunque valore numerico (re-
lativo) si pensi attribuito ad a, a b, a c,...

Questo modo convenzionale di indicare i numeri per
mezzo di lettere si chiama wnofazione letferale od anche al-
gebrica ; e, similmente, si chiama calcolo letterale od alge-
brico quello in cui si usa codesta notazione.

3. L’ opposto del numero o si indica con — a, cosicche,
viceversa, 1’ opposto di —a & a (I, n. 2) (*). Ora si suol dire
che « —a ha in evidenza il segno — »; e, per contrapposto, si
dice che «dinnanzi ad @ & sottinteso il segno in evidenza —+ ».
Ma bisogna ben guardarsi dal confondere il segno — che é
messo in evidenza davanti ad wna letlera, o il segno -+ che
vt 8¢ soltintende, col segno (vero o proprio) del nunero rela-
tivo, indicato caso per caso da quella leftera. Come a pud,
secondo i casi, rappresentare indifferentemente un numero
positivo o mnegativo, lo stesso va detto di —a: se ad a
si da il valore 5, —a vuol dire —5; se il valore di a
8 — b, quello di —a & b.

(!) In questo modo richiamiamo il n. 2 del Capitolo I.
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Proprieta fondamentali delle operazioni
e loro conseguenze immediate.

4, B chiaro che, quando i numeri si denotano con let-
tere, il risultato di una qualsiasi operazione su di essi (ad-
dizione algebrica, moltiplicazione o divisione) non si pud
che indicare. Si potra calcolarlo effettivamente, solo quando
si fissera un valore per ciascuna delle lettere considerate.

Ogni scrittura, che indichi il risultato di una o piu ope-
razioni, da eseguirsi su numeri rappresentati da lettere, si
dice una espressione letterale o algebrica.

Si capisce che, quanto & maggiore il numero delle ope-
razioni che si vogliono indicare, tanto pitt complicate risul-
tano le espressioni letterali, che cosi si ottengono. Ora si
possono assegnare delle regole generali, le quali permettono
di dare alle varie possibili espressioni le forme piti semplici
e pin comode per poter poi calcolarne il valore, quando si
da un valore determinato a ciascuna delle lettere, che vi
compaiono. Lo studio ordinato di queste regole & appunto
lo scopo del Calcolo letterale, di cui ci occuperemo in questo
Capitolo e nei tre seguenti (III, IV e V).

Codeste regole discendono tutte, direttamente o indiret-
tamente, dalle proprietda fondamentali delle operazioni, che
gid conosciamo; e in questo Capitolo cominceremo col-
I esprimere queste proprietd fondamentali con lettere, an-
ziché con numeri, per poi dedurne le prime e piu facili
conseguenze.

5. La somma di due numeri relativi o e b si indica, na-
turalmente, con a +b; e, cosi, la somma di ¢ ¢ —b con a —b,
la somma di a, b, ¢ con @ +b + ¢, quella di @, — b, ¢ con
a—b+c, quella di —a, —b, ¢ con —a —b+¢, ecc. Si
tratta sempre di somme algebriche (I, nn. 12,20), e in cia-
scuna di esse i singoli addendi, presi ciascuno col rispet-
tivo segno (sottinteso o in evidenza), si dicono fermini della
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somma. Cosi i termini di @ +b sono & e b, quelli di & —b
sono @ e — b, ecc.

B della massima importanza che il principiante fin da
queste pitt semplici espressioni letterali, si impratichisca in
modo sicuro a calcolare il valore, che ciascuna di esse as-—
sume, quando ai suoi termini si danno valori numerici par-
ticolari. Per es., se ad @ e b si danno rispettivamente i
valori 7 e — 10, @ + b vuol dire — 3, @ — b vuol dire 17;
se =3, b=—D5,¢c=12, il valore di a +b+c & 3—5H+4 12
ciod 10, quello di ¢ —b—+c & 3+5+12, cioe 20, quello di
—a—b-+-¢c 8 —3+ 5+ 12, ciod 14, ecc.

6. Le proprieta commutativa ed associativa della somma
(I, nn. 7, 8) sono espresse rispettivamente dalle due ugua-
glianze

(1) a+b=b+a (proprietad commutativa)
2) a+b+c=a-+0+c (proprieta associativa),

dove, nella seconda uguaglianza, si & indicata con (b - ¢)
la somma eseguita di b e c.

Ad esse possiamo aggiungere la proprietd caratteristica
dello zero (rispetto alla somma), espressa dall’uguaglianza

a+0=a.
Nelle (1), (2) abbiamo supposto che i termini delle somme
~avessero tutti in evidenza il segno; ma le stesse ugua-
glianze seguitano a valere quando per qualcuno di essi (od
anche per tutti) sia messo in evidenza il segno - . Cosi per
la proprietd commutativa

¢—b=—b+a, —a—b=—b—a, ecec.,
e per quella associativa
‘) a—b+c=a-+(—b+o),
a—b—-c=a+(—b— ¢, ecc.



28 CAPITOLO II [1T, 7-8]

7. Dalle proprieta commutativa ed associativa della somma
risultano immediatamente le seguenti conseguenze :

a) Come in una somma algebrica si pud sostituire a
pint termini la loro somma (proprietd associativa) cosi, vice-
versa, per sommmare due somme algebriche basta formare
un’ unica sommma algebrica con tutti i termini di quelle date,
presi ciascuno col segno che ha in evidenza. Per es.

@—b+c)+(—d+e+f)=a-—b-+c—d+e+f.

b) L’opposta di una somma algebrica é la somma degli
opposti dei suoi termini; o, in altre parole, per cambiare
segno ad una somma algebrica, basta cambior segno a tutts
i suoi termini.

Consideriamo la somma o —b -+ c¢. Diciamo che 1’ opposta
& —a+b—c.

Basta far vedere (I, n. 5) che la somma di queste due
somme & uguale a 0. Infatti si ha successivamente

(@—b+c)+(—a+b—c)=a—b+c—a+b—c
(osservazione precedente)
=a—a—b+b-+c—c
(proprietd commutativa)
=0+0+0=0.

¢) Di qui risulta che per soltrarre una somma alge-
brica, basta cambior segno a tutti i suoi termini, Infatti per
sottrarre un numero basta sommare il suo opposto (I, n.9).

Cosi
a—(—b+c—d)=a—+b - c+d.

8. Passiamo alla moltiplicazione, ed anzitutto ricordiamo
che gia in Aritmetica talvolta la moltiplicazione si & deno-
tata, anzich® col segno >, con un semplice punto inter-
posto fra i fattori. Cosi anche nel calcolo letterale si pud scri-
vere a-b invece di a > b, 0 a-b-c invece di a><b>Xc, ecc.;
ma di regola, ancora piit semplicemente, i prodotti si indi-
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cano scrivendo 1’uno dopo 1’altro i fattori, senza interporvi

~alcun segno, cioé con ab o abc, ecc. Per es., I’ espressione ab,
per a =5, b= —1717, vuol dire — 35, la abc, per a = — 2,
b=>5, ¢c=23, vuol dire — 30, ecc.

Se qualcuno dei fattori letterali ha in evidenza il segno — ,
questo segno va naturalmente conservato e (per evitare con-
fusioni) ognuno di questi fattori si deve scrivere entro pa-
rentesi; cosi il prodotto di @ e — b si scrive a(— b), quello
di —a e b si scrive (— a)b, quello di —a e — b si scrive
(—a) (=)

Ma queste scritture si possono semplificare perché nella
moltiplicazione vale per i segni in evidenza dei fattori lel-
terali la stessa regola che per i segni propri dei [fattors
numerici (I, n. 13). Infatti, si ricordi che, quando in un
prodotto di numeri relativi si cambia segno ad un sol fat-
tore, anche il prodotto cambia segno, mentre il prodotto
resta inalterato se si cambia segno a due fattori (I, n. 15).
Si vede cosl senz’ altro che tanto a(— b) quanto (— a)b hanno
per opposto il prodotto ab, mentre (— a)(—b) & uguale
ad ab, ciod

o(—b)= —ab, (—a)p=—ab, (— a)— b)=ab.

Percid, d’or in avanti, quando dovremo moltiplicare fra
loro piu fattori letterali, di cui qualcuno abbia in evidenza
il segno —, sopprimeremo questi segni —, mettendo in
evidenza davanti al prodotto il segno dovuto, cio® precisa-
~ mente il segno +- (che pud essere sottinteso) o il segno —,
secondo che & pari o dispari il numero dei fattori letterali
che hanno in evidenza il segno — . Cosi invece di a(—bd)c
scriveremo — abc, invece di a(— b)(— ¢) seriveremo abe; ecc.

9. Le proprieta commutativa, associativa e distributiva
della moltiplicazione sono espresse rispettivamente dalle

{4) ab=ba (proprietd commutativa),
(5) abe = afbe) ( » associativa),
(6) (@ + b)c =ac + be ( » distributiva).
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E a queste uguaglianze possiamo aggiungere quelle che
esprimono le proprietd caratteristiche (rispetto alla moltipli-
cazione) dell’ unita positiva 1 e dello O

a-1=a, a-0=0.

La seconda si enuncia in parole dicendo che un pro-
dotto & certamente nullo, se & nullo anche uno solo dei suoi
fattori; e va ricordato che questa proprietd del prodotto si
pud invertire, cosicche, anche nel calcolo letterale, condi-
zione necessaria e sufficiente perché sia nullo un prodotio si
é che sia nullo uno (almeno) dei suoi fattori (legge di an-
nullamento del prodotto).

Le uguaglianze (4), (5), (6) esprimono proprietd generali
della moltiplicazione; percid esse valgono anche se qual-
cuno dei fattori o dei termini, che vi compaiono, ha in evi-
denza il segno — ; cosi, ad es., per la proprieta distribu-
tiva abbiamo

(@ +b)(—c¢c)=—ac—bc, (@ —bec=ac— bc,
(@ — b)(— ¢) = — ac+ be, ece.

10. Importa rilevare alcune immediate conseguenze delle
proprieta (4), (5), (6) della moltiplicazione.
a) Lo proprieta distributiva della moltiplicazione vale
rispetto ad ogni somma algebrica, qualunque sia ¢l numero
dei suoi termini. Cosi, ad es.,

(@ + b+ c)d =ad + bd+cd,

@ (@ — b+ ¢)Jd =ad — bd + cd, ecc.

Quando al prodotto di una somma algebrica per un nu-
mero si applica la proprieta distributiva, come & indicato
nelle uguaglianze precedenti, si dice che « si scioglie la
parentesi ».
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b) Le uguaglianze (7) si possono scrivere in semso in-
verso

ad +bd + cd = (a + b -+ c)d,
ad — bd + cd = (@ — b + ¢)d, ecc.

Si vede cosl che, se tutti ¢ lermini di una somina algebrica
hanno un fatlore letlerale comune, la somma data é uguale
al prodotto di questo fattore per la somma algebrica dei fat-
tori residui dei singoli lermini, presi ciascuno col segno del
lerriine rispetlivo.

Quando si applica la proprieta distributiva del prodotto
in questo senso inverso, si dice che dalla somma algebrica
considerata « si raccoglie il fattor comune ».

¢) La proprietd distributiva della moltiplicazione, ove
si tenga conto anche della proprietd commutativa, si pud
esprimere, anzichd con la (6), con la uguaglianza

6) a(b + c¢) =ab + ac.

Supponiamo allora di voler moltiplicare fra loro due
somme algebriche, per es. a —b-+c¢ per d—f. Considerando
per un momento la prima somma come eseguita, abbiamo
per la (6)

@a—b+c)d—f)=(@—b+c)d—(a—b+cf,

onde poi, applicando a ciascuno di questi due ultimi pro-
-dotti la proprietd distributiva, si trova

® (@ —b+c)(d—f)=ad —bd + cd —af +bf — cf.

Vediamo cosi che per moltiplicare fra loro due somme al-
gebriche basta far la somma di tutli ¢ prodolti parziali, che
si oltengono, moltiplicando ciascun termine della prima per
ciascun termine della seconda.

Anche in questo caso si dice che « si sciolgono le pa-
rentesi ».
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E a queste ugunaglianze possiamo aggiungere quelle che
esprimono le proprietd caratteristiche (rispetto alla moltipli-
cazione) dell’ unitd positiva 1 e dello 0

a-1=a, a-0=0.

La seconda si enuncia in parole dicendo che un pro-
dotto & certamente nullo, se  nullo anche uno solo dei suoi
fattori; e va ricordato che questa proprietd del prodotto si
puod invertire, cosicché, anche nel calcolo letterale, cond:i-
zione necessaria e sufficiente perché sia nullo un prodotto si
é che sia nullo uno (almeno) dei suoi fattori (legge di an-
nullamento del prodotto).

Le uguaglianze (4), (5), (6) esprimono proprietd generali
della moltiplicazione ; percid esse valgono anche se qual-
cuno dei fattori o dei termini, che vi compaiono, ha in evi-
denza il segno —; cosl, ad es., per la proprietd distribu-
tiva abbiamo

(@ +b)(—¢)=—ac—bc, (@ —bjc=ac— b,
(@ — b)(— ¢) = — ac+be, ecc.

10. Importa rilevare alcune immediate conseguenze delle
proprieta (4), (5), (6) della moltiplicazione.
a) La proprieta distributiva della moltiplicazione vale
rispetto ad ogni somma algebrica, qualunque sia il numero
dei suoi termini. Cosi, ad es.,

(@ + b+ c)d =ad + bd+cd,
(@ — b+ c)d =ad — bd + cd, ecc.

(7)

Quando al prodotto di una somma algebrica per un nu-
mero si applica la proprietd distributiva, come & indicato
nelle uguaglianze precedenti, si dice che « si scioglie la
parentesi ».
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b) Le uguaglianze (7) si possono scrivere in senso in-
verso

ad + bd + c¢d = (& +- b + ¢)d,
ad — bd + c¢d = (@ — b + ¢)d, ecc.

Si vede cosl che, se tutti ¢ termini di una somina algebrica
hanno un fattore letterale comune, la somma data é uguale
al prodotto di questo fattore per la somma algebrica dei fat-
tori residui dei singoli termini, presi ciascuno col segno del
terinine rispettivo.

Quando si applica la proprietd distributiva del prodotto
in questo senso inverso, si dice che dalla somma algebrica
considerata « si raccoglie il fattor comune ».

¢) La proprieta distributiva della moltiplicazione, ove
si tenga conto anche della proprietd commutativa, si pud
esprimere, anzichd con la (6), con la uguaglianza

(6) a(b + ¢) = ab +- ac.

Supponiamo allora di voler moltiplicare fra loro due
somme algebriche, per es. @ —b—+-c¢ per d—f. Considerando

per un momento la prima somma come eseguita, abbiamo
per la (6

@—b+c)d—f)=(a@—b+c)d—(a—b+c)f,

onde poi, applicando a ciascuno di questi due ultimi pro-
- dotti la proprietd distributiva, si trova

(8) (@ —b—+c)(d—f)=ad —bd + cd —af +bf — cf.

Vediamo cosi che per moltiplicare fra loro due somme aol-
gebriche basta far la somma di tutti ¢ prodotti parziali, che
si ottengono, moltiplicando ciascun termine della prima per
ciascun termine della seconda.

Anche in questo caso si dice che « si sciolgono le pa-
rentesi ».
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Nella pratica, per evitare di tralasciare qualcuno dei prodotti par-
ziali, conviene procedere con ordine. Noi d’ or innanzi terremo di re-
gola Yordine seguito nell’esempio or ora considerato, cio® moltiplicheremo
ordinatamente tutti gli addendi della prima somma per il primo addendo
della seconda, poi per il secondo, poi per il terzo, e cosi via.

11. Prima di andare innanzi conviene riflettere un mo-
mento sul significato delle varie uguaglianze (1)-(8) dianzi
scritte. Prendiamo, ad es., la prima e pil semplice di tutte

a+b=>b+a;

essa dice che le due espressioni @ + b, b+ a, comunque si
scelgano i valori dei due numeri relativi a e b, assumono
valori nguali. Lo stesso si pud ripetere per tutte le altre
uguaglianze (2)-(7): in ciascuna di esse abbiamo due espres-
sioni letterali diverse (membri dell’ uguaglianza), una scritta
prima del segno = (primo membro), 1’ altra dopo (secondo
membro); e in tutti i casi la uguaglianza considerata assi-
cura che queste due espressioni assumono lo stesso valore,
comunque si scelgano, fra i numeri relativi, i valori da attri-
buire alle lettere a, b, c,..., che vi compaiono.

Ora due espressioni letterali, che, per qualsiasi scelta dei
valori da attribuirsi alle lettere in esse contenute, assumono
valori uguali, si dicono édentiche. Ed ogni uguaglianza tra
due espressioni letterali identiche si chiama un’identita.

Percid le uguaglianze (1)-(8) sono altrettante identitd.

12. 11 quoziente di due numeri a e b si indica col solito
segno a:b o, pilt spesso, con 2 (che si legge « a biesimi »

b

o « a diviso b » od anche « a fratto b »). Se ad @ e b si danno

i valori 4 e 5, g vuol dire 45; per a =3,b=—1, g vuol
. 3 2 5 a . 14
dire — g per a=g, b= — 7 p vuol dlre—ﬁ, ecc.
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Va ricordato che il quoziente di due numeri ha senso,
purche il divisore sia diverso da zero (I, n. 18). Percio wel
calcolo letterale, mentre una lettera pud di solito rappresen-
tare un numero relativo qualsiasi (e quindi anche nullo), si
deve sempre escludere per essa il valore zero, quando questa
letiera si voglia usare come divisore.

. . . . . o e

Ricordiamo inoltre che il quoziente 5 & per definizione
tale che moltiplicato per b deve dare @; si ha dunque per
definizione

b=a.

Sl e

Se il dividendo, o il divisore, od entrambi, hanno in evi-
denza il segno —, vale anche qui per i segnl in evidenza
la solita regola (I, n. 17), ciod

(9) —a__ (27 a a —a__a
b b —bT b —b b
Per dimostrare la prima di queste identita si tenga conto che il
quoziente :52 di — a per b & definito dalla

—Q

5 b=

¢ se a ciascuno dei due numeri uguali, che qui si hanno nei due membri.
cambiamo segno. otleniamo ancora due numeri uguali, cio

..—.'a
('—" T) b=a.
Ora questa identitd dice che l’opposto di ———b—‘z, moltiplicato per &

da @, cioé coincide col quoziente b di a per b. Si ha quindi veramente

Le analoghe dimostrazioni delle altre due identitd (9) si svolgano
per esercizio.
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a
b
brica; a e b, che possono essere indifferentemente numeri
interi o fratti, positivi o negativi (con la esclusione del va-
lore O per b), si chiamano i termini della frazione algebrica,
e, piu precisamente, a si dice il wnwmeratore e b il deno-
minatore.

Insomma, si usa per le frazioni algebriche la stessa no-
menclatura che per quelle ordinarie; c¢ cid & giustificato
dal fatto che, come apparird dai tecremi che dimostreremo
nei prossimi numeri, valgono per le frazioni algebriche re-
gole di calcolo perfettamente analoghe a quelle ben note
per le frazioni ordinarie.

Qui intanto osserviamo che ogni frazione algebrica del

13. Ogni quoziente letterale - si dice una frazione alge-

tipo cio¢ avente per denominatore 1, non & altro, per

a
_1 )
definizione, che a; e viceversa, ogni numero a, quando torni

. . a
comodo, si pud scrivere, o pensare, sotto la forma 1

14. Una frazione algebrica non cambia valore, quando se
ne moltiplicano ambo i ternini per uno stesso numero, purché
diverso da zero; cioe, se ¢=0, si ha in ogni caso

a__ac
b bc’

Infatti vale per definizione I’ identitd (n. 12)

a

bb=a,

s : s @ . s s
e se i due numeri uguali Zb ed a si moltiplicano per uno stesso nu-

mero, si hanno ancora due numeri uguali; ciod

%bc:ac.

Ora poiché & e ¢ sono entrambi diversi da 0 (il primo perche si &
preso come divisore, il secondo per ipotesi), & pur diverso da 0 il nu-
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mero be, e la identitd precedente dice che % & il quoziente di ac per be,
ciod appunto

a_ac

b b

Scambiando in questa identita i due membri, cio® scrivendo

ac__ a

be — b
vediamo che una frazione algebrica mon cambio valore se si

dividono ambo i termini per uno stesso numero, diverso
da zero.

15. Pin frazioni algebriche si possono sempre ridurre allo
stesso denominatore.

Se si hanno due sole frazioni g e 2,
ambo i termini della prima per il denominatore d della se-
conda, ed ambo i termini della seconda per il denomina-

tore b della prima. Si ha cosl (n. prec.)

basta moltiplicare

a ad ¢ b
b bd’ a  bd’

Similmente pitt di due frazioni algebriche si riducono
allo stesso denominatore, moltiplicando ambo i termini di
ciascuna per il prodotto dei denominatori di tutte le altre.

Notiamo, in particolare, che un qualsiasi numero a si
pubd scrivere sotto forma di frazione, avente per denomina-
tcre un numero b prefissato ad arbitrio (purcheé diverso da

zero). Infatti
__ab
o=
16. Per sommare pin frazioni algebriche aventi lo stesso
denominatore, basta scrivere la frazione che ha per denomi-
natore il denominatore comune degli addendi e per numera-
tore la somma algebrica dei numeratori. Per es., nel caso
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di due frazioni, si ha

a c a—+c
(10) 3~F5=—b~'——-

Invero, poiché il secondo membro indica il quoziente di
a—+c per b, ciod il numero che, moltiplicato per b da a+ c,
basta far vedere che, anche moltiplicando per b il primo mem-
bro, si ottiene @ + ¢. Ora si ha veramente

a ¢ a c
(a"i*l—))b-—?)-bﬁ—zb—-a -+ C
19. Quando si vogliono sommare pin frazioni algebriche
aventi denominatori diversi, basta ridurle prima allo stesso
denominatore (n. 15) e poi sommarle, secondo la regola del
n. prec. Per es.

a'_*__q__ad be __ ad + be
b aT%d " bd  bd

Analogamente

ad — be

c__ — ad + be
d  bd '’

== ——~————bd , ecCcC.

2+
b

o R
Ul

\

18. 11 prodotio di pitv frazioni algebriche é la frazione
algebrica che ha per numeratore il prodotto dei numeratori
dei fattori e per denominatore il prodotto dei loro dewomi-
natori. Per es., nel caso di due frazioni,

ac_a
bd bd’

Poiche gﬁc’ quoziente di ac per bd, & il numero che, moltiplicato

(Z- %, moltiplicato per bd, da ac.

Ora, applicando prima la proprietd commutativa, poi quella associativa,
1% b prop L y Pol g

si ha

per bd, di ac, basta far vedere che anche

b-d=ac.

(S TRN]
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Naturalmente se qualcuna delle frazioni, che si vogliono
moltiplicare, ha in evidenza il segno —, hisogna mettere
in evidenza davanti al prodotto il segno —, o sottointen-
-dere il segno -+, secondo la solita regola dei segni del pro-
dotto (n. 8). Cosi

e S (D

. . R 2 . b
19. Di una frazione algebrica 73 8 dice reciproca la o che

si ottiene dalla data scambiandone i due termini o, come
_talvolta si dice, capovolgendola; cosicch® per essere sicuri
. . . . a ..
che abbia senso la reciproca di una frazione 5 bisogna
esciudere il valore zero anche per il numeratore «.
Si riconosce subito che il prodotto di due frazioni reci-

“proche ¢ uguale ad 1. Infatti

ab _ab

Pa"ba— 1

In altre parole la reciproca 3 di una frazione 3 & il

b

quoziente di 1 per la frazione data.

20. Il quoziente di due frazioni algebriche é uguale ol
* prodotto della frazione assunia come dividendo per la reci-
~proca della frazione assunia come divisore, ciod

k3

i

_ad

a.¢
b'd ™ be’

Basta far vedere che moltiplicando %g per % si ottiene %;
ed invero si ha

ade _ads _a

bed ™ bed  b°
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Carrtoro III.

Potenze.

1. Dopo le somme algebriche di pilt termini letterali e i
prodotti e i quozienti di due numeri, pur essi rappresentati

. da lettere, le espressioni piut semplici sono le potenze, che

LN

si definiscono come in Aritmetica.

In questo Capitolo ci proponiamo anzitutto di studiare
le regole di calcolo di queste potenze. Poi, in accordo con
lo spirito di generalith che informa 1’ Algebra, le estende-
remo a casi, che in Aritmetica non si potevano presentare.

Potenze ad esponente positivo.

2. Dati un numero relativo @ ed un numero intero po-
sitivo (o assoluto) n, si dice pofenza n™* di a il prodotto
di » fattori uguali ad a. Essa si denota con a"; ciod si
pone, per definizione,

I numeri a ed » chiamansi rispettivamente base ed espo-
nenle della potenza, e, talvolta si dice che la potenza a” &
oftenuta « elevando a all’esponente # ». La prima potenza
(o di esponente 1) & per definizione uguale alla base;e percid
si indica semplicemente con a (tralasciando 1’esponente 1,
superfluo). Come in Aritmetica, la seconda potenza o* = aa
e la terza o®=aaa si chiamano anche, rispettivamente,
quadrato e cubo, perchd, come sappiamo, a* ed a°, quando si
prescinde dal segno di @, danno 1’area del quadrato di lato
@ e, rispettivamente, il volume del cubo di spigolo a.
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Dalla regola dei segni risulta che le pofenze di esponente
pari di uwn numero relativo (sia esso positivo o negativo)
sono tulle positive, mentre le potenze di esponente dispari
sono positive o negative, secondo che é positiva o negativa
la base (I, n. 15).

Le potenze dello zero sono tutte uguali a zero ; ed una po-
tenza non puod essere nulle, se non é nulla lo base (I, n. 13).

3. Dalla definizione discendono immediatamente per le
potenze alcune proprietd, le quali danno luogo ad altret-
tante regole di calcolo, che vanno ben ricordate. Le stabi-
liremo in questo n. e nei seguenti nn. 4-7.

Per elevare un prodotto ad un dato esponente, basta ele-
vare a quell’ esponente i singoli fattori; ciod:

(@b ... k) = a™b™... h".

Per semplicith dimostreremo questa identitd nel caso, in
cui si tratta di elevare alla terza potenza il prodotto di due
fattori; in ogni altro caso si ragiona in modo analogo.

Per dimostrare che

(ab)® = a®b?,
si ricordi che per definizione
(ab)® = ababab,

e al secondo membro si applichi prima la proprietd com-
mutativa (portando in principio i tre fattori @) e poi quella
associativa (sostituendo ad aaa e bbb rispettivamente a® e b?).

4. Per elevare una frazione algebrica ad wun dato espo-
nente, basta elevare a quell esponente i due termini della
frazione, cioe

2) a\t_ o"
“ ) =5
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La dimostrazione & perfettamente analoga a quella del
n. prec. Si svolga per esercizio.

b. Il prodotto di due potenze della stessa base é uguale
a quella potenza di questa medesima base, che ha per espo-
nente lo somma degli esponenti delle potenze date, o, in forma
piti breve, per moltiplicare due potenze della stessa base,
basta sommare gli esponenti (proprietd additiva degli espo-
nenti); ciod, se m ed n sono due numeri interi positivi
quali si vogliono,

(3) amam = gMm+n,

Infatti il primo membro indica il numero, che si ottiene
moltiplicando il prodotto di s fattori @ per il prodotto di
altri » fattori a, e, per la proprietd associativa del prodotto,
il risultato & quello stesso che si ottiene moltiplicando fra
loro m + n fattori a.

6. Per elevare una potenza ad un nuovo esponente, basta
wmoltiplicare il primitivo esponente per il nuovo, ciod

(4) (a/ﬂ)m — aqnm,

E questa un’immediata conseguenza del teorema del
n. prec. Infatti per definizione

e sommando, a secondo membro, gli esponenti, si ottiene
appunto la (4). ‘

7. Il quoziente di due potenze della stessa base, di cui la
prima abbia esponente maggiore della seconda, ¢ uguale a
quella potenza della medesima base, che ha per esponente la
differenza degli esponenti delle due potenze, o, in forma piu
rapida, per dividere wna potenza per wwr’ altra potenza della
stessa base e di esponente minore, basta sottrarre questo espo-
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nenle da quello della prima potenza; ciod, se m ed n sono
due numeri interi, di cui il primo sia maggiore del secondo,

am
(5) P (m > n).

Per dimostrarlo basta osservare che se m > mn, la po-
tenza o™ si pud scrivere a!™—"™+" ogsia, per il n. 5, a™"a",
cosicche il primo membro della (5) diventa

am—nan
a™ ;

e, dividendo ambo i termini di questa frazione algebrica
per a”, si ottiene appunto a™—".

Potenze ad esponente nullo o negativo.
8. L’identitd dimostrata al n. prec.
(5) — =M "

& valida solo se !’ esponente s del numeratore & maggiore
dell’ esponente » del numeratore.

Ora osserviamo che se, invece, & 1 = #, il primo membro
come quoziente di due numeri uguali si riduce ad 1, mentre
al secondo membro si presenta la scrittura a’, che, secondo
la definizione di potenza (n. 2), non ha alcun significato.
Se si vuole che la identita (5) risulti verificata anche quando
m=mn, si & condotti ad attribuire, per convenzione, al segno a°,
qualunque sia @, il valore 1 e a chiamarlo « potenza di a
ad esponente nullo ».

9. Ad un’altra convenzione si & analogamente guidati, se si vuole
rendere valida la stessa identity (5) anche mnel caso, in cui m, anziche
maggiore od uguale ad %, sia minore. Supponiamo, per es., m =3, # = 5.
In tal caso il primo membro della (5), assume il valore

a:}
a’’
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ossia (come risulta dividendo numeratore e denominatore per ad)

Invece a secondo membro, sostituendo materialmente 8 al posto di me
e 5 al posto di #, si ottiene la scrittura

as—>5 = a—2’

che non ha alcun significato. Per rendere valida anche in questo caso
la (5) basta far la convenziome che il segno a—? rappresenti il reci-
proco di a®, ciod porre per definizione

a"2=§.

Cosl perche la () sussista per qualsiasi scelta dei numeri interi
positivi m ed =, converremo di indicare con a—?, qualunque sia I’intero
positivo p, il reciproco di a?, ciod porremo

a—pP =

R|m

Per es.:

1 1 1 1\
e 2 =y == —— — = =
By, 102 m =l (10) 10° = 1000,

1 1
(—1)—2= = =-—q=- 1, ecc.
Anche o~ si chiamerd « potenza di base @ » e il numero nega-
tivo — p se ne dird ancora I’ esponente.
Va notato che ogni potenza a—» ad esponente negativo & una fra-
zione algebrica, avente per denominatore una potenza ad esponente po-
sitivo della stessa base. Percio tutle le volte che una letiera si eleva ad

un esponente negativo bisogna escludere per questa lettera il valore
zero (II, n. 12).

10. Con la definizione delle potenze ad esponente nullo o negativo
si & resa valida I’identita

a”l
5 = qm—"
15) o /4 s

per ogni coppia m, n di interi positivi o nulli; e si riconosce agevol-
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In ogni caso, quando in un monomio si sono eseguite le
semplificazioni indicate sull’ esempio precedente si dice, che
il monomio si & scritto in « forma ridotta » o semplicemente
« ridotto »; cosicché ogni monomio ridotto, & dato dal pro-
dotto di un fattore numerico (relativo) e di un certo numero
di potenze a basi letterali diverse (e aventi tutte il segno
sottinteso ). Il fattore numerico col suo segno (sottinteso
o in evidenza) si chiama coefficiente del monomio; e talvolta
si dice segno di un monomio quello del suo coetficiente. Il
prodotto dei fattori rappresentati da lettere si dice « parte
letterale » del monomio.

Se in un monomio il coefficiente numerico si riduce a 1
0oa — 1, il suo valore assoluto 1 non si scrive tra i fattori
del monomio e resta solo la parte letterale, davanti a cui
nel primo caso si sottintende il segno -+, nel secondo si
mefte in evidenza il segno —: cosl il monomio a*b’c ha il
coefficiente 1, il monomio — ab® ha il coefficiente — 1.

Di regola nel seguito i monomi si scriveranno in forma
ridotta.

2. Dato un monomio, scritto in forma ridotta, si dice
« grado » di esso «rispetio ad una sua lettera » 1’esponente,
con cui questa lettera vi compare, e si dice «grado lotale »
o semplicemente « grado » del monomio la somma dei suoi
gradi rispetto alle varie lettere da esso contenute. Cosi il

monomio
— 3a*bic

& di grado 2 (o 2°) rispetto ad a, di grado 3 (o 3°) rispetto
a b, di grado 1 (o 1°) rispetto a ¢; e il suo grado (totale)
e 2+3+4+1=6 (o 69.

Talvolta, come vedremo meglio in seguito, si & condotti
a considerare pitt monomi, formati con le medesime lettere,
e a confrontarne i gradi rispetto a codeste lettere. Si pren-
dano, ad es., i due monomi — Ha*bc® e 2a°b°; rispetto ad a
essi sono dei gradi 2 e 3, rispetto a b dei gradi 1 e 5; quanto
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alla lettera ¢, il primo monomio & di grado 2, mentre il se-
condo non la contiene. Ma se si ricorda che, qualunque sia
¢, si ha ¢"=1 (III, n. 8), il secondo monomio si pud, per un
momento, pensare scritto a’b°c’, e si & condotti a dire che
esso, rispetto a ¢, ¢ di grado 0. Cid vale in generale; cioé
wn qualsiasi monomio si dice di grado O rispetto ad ogni
lettera, che non vi sia contenula.

In particolare i numeri si possono dire monomi di grado O
rispetto ad ogni lettera, che si voglia considerare.

3. Due monomi si dicono simili se contengono le mede-
sime lettere, ciascuna al medesimo esponente. In altre parole,
sono simili due monomi, che, scritti in forma ridotta, diffe-
riscono, al piu, per il coefficiente. Sono ad es. simili i mo-
nomi 30 e — Ha, o 10a*6® e — 4a®b? ecc.

In particolare vanno considerati simili fra loro due mo-
nomi uguali, come pure tutti i numeri (pensati come monomi
di grado 0).

Due monomi simili, che abbiano coefficienti opposti,
come, ad es., 3a°0® e — 3a*b?, si dicono senz’ altro opposti,
in quanto per qualsiasi scelta dei valori delle lettere, che vi
compaiono, assumono valori assoluti uguali e segni contrari.

Operazioni sui monomi,

4. La somma algebrica di pilt monomi non si puod di regola
che indicare, scrivendo I’uno dopo I’altro i monomi addendi,
ciascuno col suo segno in evidenza; cosl, ad es., la somma
dei tre monomi 4a®b, — 3ab®, 2ab si indicherd con

4a%b — 3ab® + 2ab.

Ma talvolta la somma di pitt monomi si pud semplificare.
Consideriamo anzitutto due monomi opposti come 3a’b?
e  3a’b®. Per qualsiasi scelta dei valori delle lettere a e b,
essi assumono valori assoluti uguali e segni contrari; percid
la loro somma risulta nulla, comunque si pensino prefissati
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i valori di @ e b. Cid si esprime dicendo che la somma dei
due monomi & identicamente nulla.

Abbiamo dunque che, quando si debbono sommare pil
monomi, e due di essi sono opposti, questi due addendi si
possono senz’ altro sopprimere. Come si suol dire, in una
somma algebrica di monomi, due monomi opposti si elidono
a vicenda.

Supponiamo in secondo luogo che si vogliano sommare
due monomi simili (ma non opposti), per es. — 4ab* e Jab*.

Il primo si pud considerare come il prodotto di — 4 per
ab', il secondo come il prodotto di 9 per lo stesso monomio
letterale ab*. Percid la loro somma

— 4ab* + 9ab*

si pud anche scrivere, per la proprieta distributiva della mol-
tiplicazione,
(— 4+ 9)abd*,

ossia, eseguendo la somma algebrica dei due coefficienti,
bab*.

Similmente
1 1 14
50°0® — ba*h? =5 — D|a*b® = — —-a*b’.
3 3 3

Enunciando la regola in generale, abbiamo che la somma
algebrica di pitt monomi simili si pud sempre ridurre a quel
monomio simile ai dati, che ha per coefficiente la somma alge-
brica dei coefficienti dei monomi addends.

Percid tutte le volte che nei calcoli si incontra una somma
algebrica di monomi, bisogna veriticare se fra di essi vi siano
monomi simili o. in particolare, coppie di monomi opposti:
le coppie di monomi opposti si sopprimono, e in ogni caso
i monomi simili si riducono secondo la regola or ora enun-
ciata. E questa la cosiddetta riduzione dei termini simili.

5. Per moltiplicare fra loro due o pitt monomi, si forma
un unico prodotto coi fattori, numerici e letterali, dei mo-
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nomi dati; e al solito, il prodotto cosi ottenuto si scrive sotto
forma ridotta. Per es.

(3a’bc?) X< (— bab®) = — 16a’b3c.

B manifesto che in ogni caso: 1) Il coefficiente del mo-
nomio prodotio e uguale al prodotio dei coefficienti dei monomi
fattori; 2) 1’ esponente, che ogni leltera assume nel prodotio,
e la somma degli esponenti, che essa ha nei singoli fatlori
(contando per zero il suo esponente in quei monomi fattori,
in cui essa eventualmente manca).

In altre parole, ¢/ prodotto di pii monomi é, rispetto a cia-
scuna sua lettera, di grado uguale alla sommma dei gradi des
diversi monomi fatltori rispetto a quella lettera. E il grado
totale del prodotto & similmente uguale alla somma dei gradi
totali dei monomi fattors.

6. Passiamo alla divisione dei monomi; ed anzitutto, ricor-
dando 1’avvertenza del n. 12 del Cap. II, facciamo notare
che, quando si vuol dividere un monomio per un altro,
bisogna escludere il valore O per ciascuna delle lettere, che
compaiono nel monomio divisore.

Dopo cid, le regole che vanno applicate nella divisione
dei monomi, risultano evidenti, se si tien conto che per divi-
dere un prodotto per un suo fattore basta sopprimere
questo fattore, e che il quoziente di due potenze di egual
base & la potenza della medesima base, che ha per espo-
nente la differenza dei due esponenti (III, n. 7).

Cid premesso, importa rilevare che solo in casi speciali
il quoziente di due monomi & ancora un monomio, mentre
in generale esso & rappresentabile soltanto per mezzo della
frazione algebrica, che ha per numeratore il dividendo e per
denominatore il divisore.

Cerchiamo, dunque, di vedere quando si verifichi il primo
caso, cio® quando succeda che dati due monomi, esiste un
terzo monomio (quoziente), che, moltiplicato pel secondo
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(divisore) da il primo (déividendo). Basta ricordare la regola
della moltiplicazione dei monomi (n. prec.) per riconoscere
che, affincheé si verichi questo caso & necessario che il divi-
dendo contenga futfe le lettere del divisore, elevate ciascuna
ad un esponente maggiore o, almeno, uguale a quello, che
essa ha nel divisore.

Viceversa, se sono dati due monomsi, di cui il primo con-
lenga tutte le letlere del secondo, e ciascuna ad un esponente
maggiore od uguale a quello che essa ha nel secondo, é mani-
festo che il quozienie del primo monomio pel secondo é il mo-
nomio, in cui il coefficiente é il quoziente dei coefficienti del
dividendo e del divisore e la parte lellerale si ottiene da
quella del dividendo, sottraendovi dall’ esponente di ciascuna
sua lettera 1’ esponente, che questa ha mnel divisore (I, n. 7).
Naturalmente restano inalterati gli esponenti di quelle lettere,
che non compaiono nel divisore. mentre spariscono quelle,
che hanno nei due monomi il medesimo esponente. Per es,,

3a'b’c® —_ ?_’04—362—263—1 — — Zqc?
— dabic™ 4 - 4

Tutte le volte che il quoziente di un monomio per un altro
¢ ancora un monomio si dice che il primo & divisibile per
il secondo.

7. Quando un monomio non & divisibile per un altro, il
quoziente del primo per il secondo non si pud rappresen-
tare, come gia si & accennato, se non per mezzo di una fra-
zione algebrica. Ma se i monomi dati hanno comune qualche
lettera, la frazione algebrica. che ha per numeratore il divi-
dendo e per dencminatore il divisore, si pud semplificare.
Infatti ¢ in tal caso facile {rovare un monomio, per cui en-
trambi i monomi dati siano divisibili; e nella frazione alge-
brica si possono dividere ambo i termini per questo loro
divisore comune (II, n. 13), il quale & certamente diverso da
zero, percheé gid si ¢ dovuto escludere il valore O per fuile
le lettere del denominatore (n. prec.). Si considerino, ad es.;
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i due monomi
4a°b*c*d e —3a’bc’e.
E manifesto che essi sono entrambi divisibili per a®b*c?;
e, dividendo per esso ambo i termini della frazione, si trova
40°b*c®d _ 4da’d
— 3a®b*c’e®  — 3c'e®”’

Il monomio a®b’c® si & ottenuto, prendendo, nei due mo-
nomi dati, tutte (e sole) le lettere comuni, ciascuna elevata al
pin piccolo degli esponenti, con cui essa compare nei due
MONOMI.

La stessa regola vale anche in ogni altro caso, ed il
monomio cosl trovato si pud caratterizzare, fra tutti i mo-
nomi per cui sono divisibili i due monomi dati, come quello,
che é di massimo grado rispetto ad ogni sua lettera. Esso
percid si chiama il massimo comun divisore dei due monomi.

8. Ove si tenga conto del significato convenzionale delle potenze
ad esponente mnegativo (III, n. 9), il quoziente di due monomi, anche
quando il dividendo non sia divisibile per il divisore, si pud scrivere
sotto forma di un prodotto di potenze (ad esponenti positivi e negativi).
Per es.:

4a%b%c*d  4dod 4, .
300 —8ce 3% deT
Ma 1’ espressione cosi ottenuta non & un monomio, bensi ancora una
frazione algebrica, perchd® implica le divisioni per c* ed e? mentre un
monomio deve essere, per definizione (n. 1) vn semplice prodotfo (di
fattori numerici e letterali).

Polinomi.

9. Si dice polinomio ogni somma algebrica di due o piu
monomi. Questi monomi si possono supporre non tutti simili
fra loro, perche, se fossero tali, la loro somma sarebbe ridu-
cibile ad un unico monomio (n.4). Termini del polinomio
sono i monomi, di cui esso & la somma algebrica (presi cia-
scuno col suo segno, sottinteso o in evidenza).
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Di regola conviene scrivere i polinomi «in forma ridotta »;
cio® prima di tutto si scrivono in forma ridotta i singoli ter-
mini (n. 1), e poi si riducono i termini simili (n. 4). Se, dopo
cid, il polinomio comprende 2 o 3 o 4... termini, il poli-
nomio, si chiama, pitt specialmente, binomio o frinomio o
quadrinoniio, ecc. Per es., a -+ b e 3a°b -+ 2ab® sono binomi;
a® — 3ab* -+-4 & un trinomio e cosi via.

10. Di un polinomio, scritto in forma ridotta, si dice
« grado rispetto ad una delle sue lettere », il massimo dei gradi
dei suoi termini rispetto a codesta lettera. B, analogamente,
si dice « grado totale » o, semplicemente, « grado » del poli-
nomio il massimo dei gradi totali dei suoi termini. Cosi,
ad es., il polinomio

a® — 4ab® + 3a*b +-5b + 1

& di 2° grado rispetto ad a, di 3° rispetto a b; ed & di
‘grado (totale) 4.

Un polinomio, di cui tutti i termini siano di ugual grado,
si dice omogeneo; per es., il trinomio

a® - 3ab — bb®

& omogeneo (di 2° grado).

Operazioni sui polinomi.

11. I polinomi non sono che somme algebriche. Valgono,
quindi, per essi le medesime regole di calcolo, che abbiamo
stabilito nel Cap. II sulle somme algebriche, come & -+ b,
@ — b+ ¢, ecc., di cui ogni termine era costituito da una
sola lettera. Anche queste somme erano altrettanti polinomi,
e la sola differenza fra questo caso elementare e quello dei
polinomi in generale sta nella circostanza che i singoli ter-
mini, anzicheé semplici lettere, possono essere prodotti di fat-
tori (numerici e letterali).
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Cosi, dati due o piu polinomi quali si vogliano, la loro
somma algebrica si ottiene, formando un’ unica somma con
tutti i termini dei singoli 'polinomi da sommare (II, n. 7b);
Per es..

(a® 1- 3ab® — 2b) — (— 40® + ab?) = a® + 3ab®> — 2b + 4a° — ab®.

E in questo, come in ogni altro caso, dopo avere scritto
la somma totale, bisogna guardare se in essa sia possibile
qualche riduzione di termini simili (n. 4). Nell’esempio pre-
cedente sono simili il primo e il quarto termine della somma
totale, come pure il secondo e I’ultimo, e, riducendoli, si
trova:

(@® + 3ab® — 2b) — (— 4a® + ab?) = ba’® + 2ab* — 2b.

12. Il prodotto di due polinomi & dato (II, n. 10c) dalla
somma di tutti i prodotti parziali che si ottengono, moltipli-
cando ciascun termine del primo polinomio per ciascun ter-
mine del secondo (e tenendo, naturalmente, conto dei segni
che questi termini hanno in evidenza). Al solito nella somma
cosl ottenuta vanno eseguite tutte le possibili riduzioni di
termini simili. Qualche esempio notevole sard indicato al
prossimo paragrafo.

13. Infine il quoziente di due polinomi non si pud, di
regola, che indicare colla frazione algebrica, che ha per ter-
mini il dividendo e il divisore, e in ogni caso vanno esclusi
per le lettere, che compaiono wel divisore, quei valori, per cui
esso si annulla.

Per queste frazioni algebriche, aventi come termini due
polinomi, valgono le stesse regole di calcolo, che nel Cap. II
Z’ Cosl una frazione
algebrica, anche a termini polinomiali, non cambia valore
(per ogni possibile scelta nelle lettere, che vi compaiono) se
si moltiplicano i due termini per uno stesso monomio o poli-

(nn. 12-19) abbiamo stabilito per le frazioni
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nomio, purché st escludano per le letlere di questo monomio
o polinomio quei valori, per cui esso si annulla. Profittando
di questa proprietd, due o pitt frazioni algebriche si possono
ridurre al medesimo denominatore (II, n. 14) e quindi som-
mare algebricamente (II, n. 15).

Similmente due frazioni algebriche quali si vogliono si
moltiplicano o si dividono 1’una per 1’altra con le stesse
regole dei nn. 17-19 del citato Cap. IL

14. Tutte le volte che nei calcoli si incontra una frazione algebrica,
convien cercare, se pure & possibile, di semplificarla. Daremo in pro-
posito qualche regola generale nel prossimo Capitolo per il caso, in cui
i termini della frazione siano polinomi di un tipo speciale. Qui ci limi-
tiamo ad osservare che talvolta, tenendo presenti le considerazioni dei
nn. 6, 7 sulla divisibilitd dei monomi, si riesce a riconoscere che tutti
i termini del numeratore e tutti quelli del denominatore sono divisibili
per un medesimo monomio; ed allora si possono dividere per questo
monomio il numeratore e il denominatore (cio2 tutti i termini dell’uno
e dell’ altro). Cosi nella frazione algebrica

3a%b* — bath? — 2a%b
2ab* — 6a%b

tutti i termini del numeratore e del denominatore sono divisibili per ab;
onde, sopprimendo in tutti questo divisore comune, si trova

3ab® — Sab — 2a?
2b — 6a

Si avverta che questa divisione dei due termini della frazione per
ab & lecita. Infatti, perché abbia senso la frazione data bisogna esclu-
dere quei valori di @ e & che annullano il denominatore, e siccome
questo ammette come fattore ab, va escluso, in particolare, il valore 0
tanto per a quanto per b. E questa osservazione vale in tutti i casi
analoghi. :

Identita notevoli.

15. Come applicazione delle regole di calcolo sui poli-
nomi, stabiliremo qui alcune identitd, che tornano spesso
utili, e che percid bisogna tenere a memoria.
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Calcoliamo anzitutto il quadrato (@ -+ 5)* di un binomio
@ + b, ciod il prodotto di questo binomio per se stesso. Se-
condo la regola (vale a dire, moltiplicando ciascun termine
di @ + b per ciascun termine di @ -+ b) troviamo

(@ +b) =(a + b)a +b) =a’ + ba + ab -+ b?;

e, riducendo il secondo e il terzo termine, fra loro simili,
cencludiamo

(1) (@ + b)* = a? + 2ab + b2

7

Abbiamo dunque la seguente
Regola. Il quadrato di un binomio é uguale alla somma
dei quadrati dei due termini e del doppio del loro prodotio.

Se a e b sono positivi e si interpretano come (lunghezze di due
segmenti, la identitd (1) esprime il seguente teorema geometrico (ve-

b ab &
a a’ ab
(a,+5)2 -

dasi 'annessa figura): Il quadrato della somma di due segmenti é equi-
valente alla:somma dei quadrati dei due segmenti, auwmentata del
doppio del loro rettangolo.

Come esercizio si verifichi che per il quadrato di un tri-.
nomio vale la formula

(@ b + ¢ =a*+ b+ ¢* -+ 2ab + 2ac +- 2bc.

Di questa identitd si pud dare un’interpretazione simile a quella
data per la (1).

16. In modo analogo ad (@ + b)* si pud calcolare il qua-
drato (@ — b)* di @ — b; ma, anche senza eseguire il calcolo,
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basta osservare che la identitd (1) vale per qualsiasi scelta
dei valori di @ e b, e, quindi in particolare, anche se al
posto di & si prende — b. Poiche si ha 2a(—b)= — 2ab,
(— b = 1% si trova

(2) (@ — b)* = a* — 2ad + b*.

Se @ e b sono positivi ed & a> b, identitd (2), scritta sotto la

forma
(@ — 8)% + 2ab = a® + b2,

esprime il seguente teorema geometrico (vedasi I’ annessa figura): Il
quadrato della differenza di due segmenti disuguali, aumentato del.

b a-b
(@-6)°
a|ab
ab
a? EG

doppio del loro rettangolo, é equwalente alla somma dei quadrati dei
due segmenti.

17. Calcoliamo similmente il cubo (@ + b)* di un binomio.
Basta moltiplicare per a + b il quadrato (@ + b)*; onde, te-
nendo conto della (1), si trova successivamente

(@ + 0P = (a -+ b)(a—+ b) = (a* + 2ab + b’)a + b) =
= a® + 2q2b ~+ b%a + a*b + 2ab® + b%;
e quindi, riducendo i termini simili (secondo e quarto, terzo
e quinto)
(3) (@ + b)* = a® -+ 3a*b + 3ab® + b*;

da cui, cambiando segno a b nei due membri. si deduce

(4) (@ — b =a® — 3a*b +- 3ab* — b°.
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Queste due identitd (3) e (4), ove @ e b siano positivi (e nella se-
conda sia @ > b), si possono interpretare geometricamente come due
teoremi sul cubo della somma e, rispettivamente, della differenza di
due segmenti.

18. Un’altra formula notevole si ottiene, moltiplicando
fra loro la somma o + b per la differenza o — b degli stessi
due numeri a, b. Si trova

(@ + b)@ — b) = a* + ba — ab — b*;

ossia, in quanto il secondo e terzo termine, come opposti,
gi elidono,

©) (@ + b)(a—b) = a® — b.

Si ha dunque che il prodotto della somma di due addendi
per la loro differenza é uguale alla differenza dei quadrati
dei due addends.

Supposti @ e b positivi e & > b, la identitd (5) esprime il seguente
teorema geometrico (vedasi I’annessa figura): La differensa dei qua-

a b

a’ 7
)

} &* (a+6) (a-0)

6

drati di due segmenti disuguali é equivalente al rettangolo, che ha per
lati la somma e la differenza dei due segmenti.

19. Le formule precedenti sono, naturalmente, applicabili
anche a binomi, i cui termini non siano ciascuno dati da
.una sola lettera, bensi da monomi (o anche da altre espres-
sioni) quali si vogliano. Cosl ad esempio si ha, in virtu
della (1),

(3a*b + 2ab*) = 9a*b* -+- 12a*h* + 4a’b*.
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Notiamo poi che della (5) si fa spesso uso per decomporre
in due fattori la differenza di due espressioni, ciascuna delle
quali si possa considerare come il quadrato di un monomio
o di un polinomio o di un’altra espressione qualsiasi. Come
esercizio, si verifichi I’ esattezza della seguente catena di
identitd, tenendo conto dell’ osservazione or ora fatta e delle
formule (1), (2):

(@* + b* —c*) — 4a’b* =

= (a® + b* — ¢* + 2ab)(a® + b* — ¢* — 2ab) =
= (o + b — (o —bf —¢’) =
=(@+b+c)a+b—cffa—b+c)a—b—c).

|l



Capitroro V.

Polinomi ordinati
secondo le potenze di una indeterminata.

Polinomi ordinati e principio &’ identita.

1. In ogni problema geometrico o fisico i valori di certe
grandezze sono conosciuti o, come si suol dire, sono dati:
e ci si propone di trovare, tenendo conto delle condizioni
enunciate dal problema, i valori di certe altre grandezze non
conosciute. Se il problema si vuol risolvere con I’Algebra,
i valori di queste grandezze si denotano con lettere, le quali
si dicono le ¢ncognite del problema; ed & invalso 1’uso di
usare a questo scopo le ultime lettere dell’ alfabeto «, y, #
(il che non toglie che talvolta, se torna comodo, si usino anche
altre lettere).

Per semplicita supponiamo che ci sia stato proposto un
problema, in cui si abbia un’ unica incognita, che indiche-
remo con x. Per risolvere il problema con 1’ Algebra bisogna,
come spiegheremo meglio nel prossimo Capitolo, cominciare
con lo scrivere le relazioni, che, secondo 1’ enunciato del pro-
blema, debbono intercedere fra i dati e 1’incognita, che pel
momento si lascia indeterminata; e si & cosi condotti ad indi-
care il risultato di certe operazioni, da eseguirsi I’una dopo
I’altra, sui dati e su codesta indeterminata .

Questo risultato sarh una certa espressione contenente
la 2. Se le operazioni da eseguirsi, I'una dopo I’ altra, sulla «
sono soltanto addizioni algebriche e moltiplicazioni, 1’ espres-
sione si dice infera rvispetto alla x; si dice, invece fratia, se
fra codeste operazioni compare anche qualche divisione, in
cui il divisore sia la stessa & o qualche espressione intera
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rispetto ad essa. Le regole di calcolo letterale apprese nei
Capitoli precedenti, permettono gia, in generale, di sem-
~plificare nei vari casi siffatte espressioni, ma qui ci propo-
niamo di aggiungere altre regole, pilt particolarmente adatte
al caso di queste espressioni contenenti una indeterminata.

Cominciamo con 1’ osservare che se si-tratta di un’espres-
sione intera (cio® se le operazioni indicate sulla & sono sol-
tanto addizioni algebriche e moltiplicazioni), basta sciogliere
le eventuali parentesi per ridurre I’ espressione o ad un mo-
nomio, che sia il prodotto di un coefficiente (numerico) per
una certa potenza della x, o ad una somma algebrica di
monomi di questo genere, come ad es.

— 3 + D + 2u® — 4 + Ta* — 2.

Ogni polinomio di questo tipo si dice un « polinomio
nella indeterminata  ».

Se poi 1’ espressione & fratta (cioé se fra le operazioni
da essa indicate compare qualche divisione per x o per
un’ espressione intera rispetto ad essa), si otterra (dopo sciolte
le eventuali parentesi) o una frazione algebrica contenente
la x nel denominatore, o una somma algebrica di frazioni
di questo genere; e bastera ridurre tutti i termini allo stesso
denominatore ed eseguire la somma (IV, n. 13) per ridurre
in ogni caso la data espressione ad un’ unica frazione alge-
brica, avente come termini due polinomi nella indetermi-
nata .

E dunque sui polinomi di questo tipo che va fissata la
nostra attenzione; e in questo Capitolo ci occuperemo appunto
di tali polinomi e delle varie operazioni su di essi.

Riprendiamo, per fissare le idee. il pulinomio nella inde-
terminata a pocanzi scritto, cioe

— 3 4- 5 + 20" — 4 4 Tw? — 2w,
Naturalmente in un tale polinomio la prima cosa da farsi

sard la riduzione degli eventuali termini simili; e cosi, nel-
I’ esempio precedente, riducendo fra loro il primo e il quinto
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termine, come pure il secondo e il quarto, si scriverd
4c® 4- 1 +20% — 2.

Dopo di cid, per rendere piu semplici e rapidi i calcoli,
conviene scrivere i termini del polinomio in un ordine oppor-
tuno, cio®, precisamente, nell’ ordine in cui I’ esponente della
indeterminata x, nei successivi termini, va decrescendo dal
massimo al minimo. Per es. il polinomio dianzi considerato
si scrivera

20 + dac* — 22 + 1.

Un polinomio in una indeterminata, i cui termini siano
scritti in quest’ ordine, si dice ordinato secondo le potenze
decrescenti della x.

In un polinomio cosi ordinato il primo termine & quello
di grado massimo e, percid, uguale al grado del polinomio;
L ultimo termine & quello di grado minimo, e se, come nell’e-
sempio precedente, si riduce ad un puro numero, ciod non
contiene l’indeterminata o, come si suol dire, & di grado O
rispetto alla  (III, n. 2), si chiama il termine noto. I coeffi-
cienti degli altri termini (presi, ciascuno, col proprio segno) si
dicono senz’ altro i coefficienti del polinomio; ed anzi spesso,
parlando dei cofficienti di un polinomio, si intende inclu-
dere fra essi anche il termine noto.

I polinomi in una indeterminata x si possono anche ordi.nare nel-
I’ ordine inverso di quello dianzi considerato, cio¢ secondo le potenze

crescenti della indeterminata. Ma mnoi di regola ¢i atterremo al primo
ordinamento.

2. Dianzi abbiamo considerato polinomi in una indeter-
minata, i cui coefficienti fossero numeri conosciuti; ma in
molte questioni di Algebra conviene ragionare, in generale,
su polinomi i cui coefficienti siano denotati con lettere. Cosi
un polinomio di 1° grado nella a (binomio) si pud scrivere

ax + b,
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un polinomio di 2° grado (trinomio)
ax® 4- bx + c;

e, quando si tratta di un polinomio di un grado qualsiasi n,
i suoi coefficienti, per lo piu, si denotano tutti con una mede-
sima lettera @ o b o ¢, ecc., contrassegnata con un indice che
designa il posto occupato dal corrispondente termine, a partire
dal primo, contrassegnato con 0. Usando, ad es., per i coeffi-
cienti la lettera @, un polinomio di grado # si scrive di solito

X" + X" 4 X" A v+ Gy X+ @y,

cio®, in ciascun termine, si prende come indice del coeffi-
ciente la differenza fra il grado del polinomio e quello del
termine considerato.

In tutti questi casi bisogna tener presente la differenza,
che corre fra la x e le lettere a, b, ¢ o a,, a,, @,,..., con
cui si denotano i coefficienti: mentre la & rimane indeter-
minata, cio® suscettibile di ogni possibile valore, le lettere
assunte come coefficienti rappresentano numeri, che possono
bensi essere stati scelti dapprincipio in un modo qualsiasi,
ma in ogni caso si suppongono dati, e non possono pitt cam-
biare in tutta la questione, che si considera.

3. Nel seguito, parlando di polinomi, intenderemo, anche
quando non lo diremo esplicitamente, che si tratti di poli-
nomi in una indeterminata a, ridotti e ordinati secondo le
potenze decrescenti della wx.

Spesso per semplicitd indicheremo un tale polinomio con
una lettera maiuscola 4 o B, ecc.; e quando vorremo mettere

in evidenza I’indeterminata «, da cui il polinomio dipende,

scriveremo A(x), B(x), ecc. Se poi in un polinomio A4(x) si in-

tenderd attribuito alla & un dato valore ¢, si indichera il va-

lore, che corrispondentemente assumera il polinomio, con A(c).
Per es., se si indica con A(x) il polinomio

3x? — 4 4- 5,
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A(1) vuol dire 3 — 4+-5, ciod 2, A4(2) vuol dire 3-2° — 4.2 4-
+b, ciod 9, ecc.

In ogni caso A(0), ciod il valore che A(x) assume quando
alla o si da il valore O, & il termine noto di 4(x), e, quindi,
risulta nullo sempre e solo quando questo termine noto
manca, cioé quando in A4(x) il termine di grado minimo &
di 1° grado o di grado superiore.

4. E manifesto che due polinomi di ugual grado ed aventi
ordinatamente uguali i coefficienti dei termini di ugual grado
in 2 assumono, per qualsiasi scelta del valore della indeter-
minata, valori uguali, cio¢ sono identici (II, n. 11).

Importa rilevare che sussiste anche la proposizione in-
versa, cio¢ il seguente prineipio d’identith dei polinomi: Se
due polinomi in una stessa indeterminata x, assuinono valori
uguali per qualsiasi valore attribuito alla x, sono necessaria-
mente dello stesso grado e hanno ordinataimente uguali i coef-
ficienti dei termini di ugual grado nella x.

In altre parole, se 4 e B sono due polinomi in una stessa
indeterminata, I’identith 4 = B implica necessariamente che
A e B si riducono allo stesso polinomio.

5. Questo teorema si dimostrerda immediatamente, quando avremo
stabilito la seguente proposizione pitt semplice: Un polinomio nella x,
che assuma il valore zero per qualsiasi valore di questa indeterminata,
ha necessariamente nulli_tutti i coefficienti, ciot si riduce al puro nu-
mero 0.

Si riconosce subito che il teorema & vero per i binomi di 1° grado
ax + b. Se, infatti, questo binomio deve assumere il valore 0, qualunque
sia il valore dato ad x, deve risultare nullo, in particolare, quando ad
x si da il valore 0, ciod deve essere b =0, e il binomio si riduce ad azx.
Ma questo monomio” deve annullarsi ancora per ogni valore dato ad «,
in particolare per =1, onde si ha « =0 ¢ il binomio si riduce a 0.

Stabilito cosi il teorema per i binomi di 1° grado, si dimostra che
esso vale anche in ogni altro caso possibile, facendo vedere che dal-
I ipotesi che il teorema sia vero per i polinomi di un certo grado =
discende che esso & pur vero per quelli di grado = +-1 (dimostrazione
da % ad #n+1 o per induzione).

Per semplicitd, svilupperemo il ragionamento nel caso, in cui, sta-
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bilito il teorema per i binomi di 1° grado, si vuole estenderlo ai trinomi
di 2° grado
1) ax? + b + ¢ =0.

Supponiamo, dunque, che questo trinomio si annulli per qualsiasi
valore di «. Se in esso, dappertutto dove sta seritto x, scriviamo invece
2x. otteniamo il nuovo trinomio

a-2x)2+b-2x + ¢,

che, ove si eseguiscano le operazioni indicate, assume la forma
©2) daa® + 2bx + c.

D’ altra parte anche questo nuovo trinomio si deve annullare per
ogni valore della «, perche il valore, che esso assume quando alla x
si dd un qualsiasi valore k, & quello stesso che il primitivo trinomio (1)
assumeva per & = 2k ed & quindi, per ipotesi, nullo. Ma poich® entrambi
i trinomi (1) e (2) si annullano per qualsiasi valore di «, lo stesso accade
del polinomio, che si ottiene, moltiplicando il trinomio (1) per 4 e sot-
traendo dal risultato il trinomio (2), cioe:

4 (ax® + b + ¢) — (dax? + 2bx + ¢) =
=4 ax? + 4bx + 4¢ — dax® — 2bx — ¢c =
= dax? — 4ax? 4+ 4bx — 2bx + 4¢c —c =
= 2bx + 3¢ ;

e questo & un binomio di 1° grado, cosicche, per la prima parte della
dimostrazione. sono necessariamente nulli i due coefficienti 25, 3¢ e,
quindi, b e c¢: e il trinomio (1) si riduce ad ax® Poiché esso deve an-
cora annullarsi per ogni valore di «, si vede subito (per es. prendendo
o =1) che anche a & necessariamente nullo. e il teorema ¢ dimostrato
anche per i trinomi di 2* grado.

Con questo stesso ragionamento (cioé con la sostituzione di 2x ad x)
si dimostra, come s’ & accennato dapprincipio, che dall’ipotesi che il
teorema valga per i polinomi di un grado n discende che esso vale
altresl per i polinomi di grado immediatamente superiore, onde il teo-
rema risulta stabilito per tutti i possibili polinomi.

6. Cid premesso, & facile dimostrare il principio di identitd (n. 3).
Supponiamo, infatti, che certi due polinomi, per c¢s. i due polinomi,
rispettivamente di 2° e 3° grado,

ax®+bx +c , axd+bx®+-cx+-d,

assumano valori uguali per qualsiasi valore dato alla «. Cid vuol dire
che il polinomio che si ottiene sottraendo il primo dal secondo, vale
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a dire
a'e? +b'x? + e+ d — (ax® + b+ ¢) =
=aB+ b+ ce+d — ax*—br—c =
=a'x®+ 0 — a)x®+ (¢ —b)x+d —c
deve annullarsi, qualunque sia il valore che si attribuisce alla «; e,
quindi, per il teorema del n. prec. debbono essere nulli tutti i suoi
coefficienti o/, ' —a', ¢/ — b, d' — ¢, ciod deve essere

a’-——-—O, b’———a,, C'=b, d':c’

e i due polinomi dati si riducono allo stesso poliromio.

Addizione dei polinomi ordinati.

7. A far meglio comprendere e ritenere le regole per le
operazioni sui polinomi ordinati giova premettere un’osser-
vazione. Un polinomio ordinato secondo le potenze decre-
scenti di una indeterminata si pud considerare come una
estengione della ordinaria scrittura dei numeri interi, nel
consueto sistema decimale. Invero tutti ben sappiamo che,
ad es., con la scrittura 3452 si indica la somma di 3 migliaia,
4 centinaia, 5 decine e 2 unita ; cioe, ricordando che 100 = 10%,
1000=10% si ha

34562 = 3-10° +- 4-10* +5-10 + 2.

Si pud dunque dire che ogni numero intero vien cosi
rappresentato come il valore, che un certo polinomio ordinato
secondo le potenze decrescenti di una indeterminata x (a coef-
ficienti interi compresi fra 0 e 9) assume quando alla x si
attribuisce il valore 10.

Ora le operazioni sui polinomi ordinati si dispongono
e si eseguiscono in modo perfettamente analogo a quello,
che tutti abbiamo imparato fin dall’ Aritmetica pratica per
le operazioni sui numeri interi. Anzi va rilevato che queste
regole di Aritmetica pratica non sono (come ognuno ricono-
scerd) che conseguenze particolari delle considerazioni che
nei prossimi numeri svolgeremo intorno alle operazioni sui
polinomi ordinati.
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8. Per sommare due o pitt polinomi ordinati giova scri-
verli I’uno sotto 1’altro, mettendo in colonna ordinatamente
i termini di ngual grado nella x, cio® i termini simili, in
modo che poi, nel calcolare la somma, le corrispondenti ridu-
zioni si possano eseguire a memoria. Per es., I’ addizione dei
due polinomi

Sa® — 6x® + 3 — 4, 4u* — 20+ 7
si dispone ed eseguisce nel modo seguente:

B — 6x*+ 3 —4
4 — 200 4-7

Boe® — 2>+ x + 3

Se in un addendo manca qualche termine, il posto corri-
spondente si lascia in bianco, come & mostrato da quest’ altro
esempio :

xt — 2x® + 4 — 8
x® — 3t +2
xt— x® — 3x* + 4 —6

Se poi da un polinomio si vuole sottrarne un altro, I’ ope-
razione si dispone nello stessso modo, ma sotto il minuendo
si scrive per lo piu 1’ opposto del sottraendo, cioé il polinomio
che da esso si ottiene, cambiando segno a tutti i termini
(IL, n. 7b); e dopo di cid si eseguisce la somma nel modo or
ora indicato. Cosl per calcolare la differenza

do* — Tac® + 220 + 3 — (22° + 5a® — =+ 4)

8i serive
4® — Toa® 4 22+ 3
— 2 — Db+ x —4

20® — 122* + 3 — 1

E manifesto che: 1) la somma algebrica di due o pitv poli-
nomi di grado diverso risulta di grado uguale al maggiore
dei gradi degli addendi; 2) se si sommano due o pg polinoms
di ugual grado, ¢ termini di massimo grado si riducono e
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possono anche elidersi, cosicché la somma pud risultare di
grado minore di tutti gli addends.

Moltiplicazione dei polinomi ordinati.

9. Per moltiplicare due polinomi si dispongono !’ uno
sotto 1’altro, come se si volessero sommare, e poi, sotto il
solito tratto orizzontale, si scrive nella prima riga la somma
algebrica dei prodotti dei termini del moltiplicando (presi
nel loro ordine) per il primo termine del moltiplicatore, e
si ha cosl il « primo prodotto parziale »; mnelle righe suc-
cessive si scrivono ordinatamente gli altri analoghi prodotti
parziali del moltiplicando per i successivi termini del molti-
plicatore, e si ha cura di disporre in colonna i termini simili;
infine si fa la somma totale dei vari prodotti parziali cosi
ottenuti, eseguendo (possibilmente a memoria) le riduzioni
dei termini simili, che si trovano nelle singole colonne.
Esempio:

3¢ —2x*+ x —DH
—dx* —3x +2

— 120 + 8x* — 4ac® 4 202
— 9zt - 6 — 3x* 4 15z
4 6x® — 4x* + 22— 10

— 1225 — x* 4+ 8a® + 13x* 4+ 172 — 10

Anche in questa operazione conviene lasciare in bianco
i posti dei termini eventualmente mancanti, sia nei due
polinomi, che si vogliono moltiplicare, sia nei successivi
prodofti parziali. Esempio:

2t — + 3 + 1
x?—4x — 3
20’ — «f + 3+
— 8x® + 4t — 120 — 4
— 6t + 3 — 92—3

2t — 9x® — 22t + 63 — 11> — 132 —3
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10. I evidente 1’analogia di questo modo di disporre la moltiplica.
zione di due polinomi ordinati con quello consueto della moltiplicazione
di due numeri interi. Solo in questo ultimo caso le moltiplicazioni par-
ziali del moltiplicando per le successive cifre del moltiplicatore (coeffi-
cienti, in esso, delle varie potenze del 10) si fanno a partire dalla destra,
anziché dalla sinistra, per rendere possibili i cosiddetti riporti. Per es.,
quando si moltiplica 425 per 73, I’ ordinaria scrittura

425
73

1275
2975

31025

non ¢ che un modo pilt conciso di rappresentare 1’ operazione:

410°+ 210 + 5
710 + 3

103 + 2102 + 7.10 + 5
2104 + 9108 + 7.10% 4+ 5.10

310* + 103+ 0.102 + 210 + 5

11. Fra i vari termini del prodotto di due polinomi quello
che si ottiene moltiplicando fra loro i due termini di mas-
simo grado del moltiplicando e del wmolliplicatore non si puo
mai ridurre con alcun altro, perche tutti questi termini ri-
sultano di grado minore. D’altra parte codesto termine, che
non si elide mai, & di grado uguale alla somma dei gradi
dei due polinomi dati. Percid ¢! prodotto di due (o piu) po-
linoms in una stessa indeterminata é di grado uguale alla
sonuna dei gradi dei fatlori.

Similmente, nel prodotto di due polinomi, non si pud mai
ridurre con altri termini quello, che si ottiene moltiplicando
fra loro i due termini di minémo grado nella indeterminata.

Invece i rimanenti termini (cio® quelli di grado minore
del massimo e maggiore del minimo) in generale si riducono
e possono anche elidersi a vicenda tutti quanti. Per es., qua-
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lunque sia a, si trova

x® + ax® + a*x + a
x—a

xt 4+ ax® + o*x® + o’z
— ax® — o’x® — o’ —at

a4 — at
Come esercizio si dimostri che, comunque si scelgano 1’intero posi-
tivo » e il numero e, si ha
(x4 ax" 2+ a3+ ..+ a2+ oY) (x—a)= x*—a”
(wEn-—i —_— aw2n—2 + a?x?n—?» [ a?ﬂ*—-?x — a?ﬂ—l) (w + a) = gg%n — a2n,
(xZn — aw?n—i + asw‘ln—2 “+ o — aZn—-ix + a’Zn) (w + a) — w‘?n+i -+ ai'n+1'

Divisione dei polinomi ordinati e frazioni algebriche.

12. Il quoziente di due polinomi ordinati in una stessa
indeterminata a si pud, al solito, rappresentare per mezzo
della frazione algebrica, che ha per numeratore il dividendo
e per denominatore il divisore, con la consueta avvertenza
che vanno esclusi per la « i valori, per cui il divisore si
annulla. Ma questa frazione algebrica si pud in molti casi
semplificare; e qui ci proponiamo appunto di studiare queste
possibili semplificazioni.

B senz altro manifesto che la maggiore semplificazione
si ha, quando il polinomio dividendo & uguale al prodotto
del divisore per un altro polinomio, giacché in tal caso il
quoziente dei due polinomi dati si riduce a questo terzo
polinomio. Considerato, ad es., il prodotto

(22* — 4 + 3)(3x + b) = 62® — 22 — 11x + 15

8i ha
6’ — 20> — 11w -+ 15
— 9 — :
3+ 5 v —dae+3,
B — 22 — 11 + 15 :
=3x + D.

20 — 4+ 3
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Si & cosi condotti a studiare anzitutto come, dati due
polinomi, si riconosca se uno di essi sia uguale al prodotto
dell’altro per un terzo polinomio, e, in caso affermativo,
come si possa trovare questo terzo polinomio, quoziente dei
due dati.

13. Premettiamo una definizione e qualche osservazione.

Dati due polinomi 4 e B, in una stessa indeterminata,
si dice che 4 & divisibile per B, tutte le volte che 4 si pud
ottenere, moltiplicando B per un altro polimonio ¢, cioé
sussiste 1’ identita

(3) A = BQ.
In altre parole, il polinomio 4 & divisibile per il poli-

. . . A . .
nomio B, quando il quoziente B & ancora un polimonio

{nella stessa indeterminata).

Dalla identitd (3), che deve intercedere fra i tre poli-
nomi 4 (dividendo), B (divisore) e @ (quoziente) risulta
{n. 11) che 4l divisore deve sempre essere di grado minore o,
al inassimo, uguale « quello del dividendo, e che, in ogni
caso, il grado del quoziente ¢ uguale alla differenza fra il
grado del dividendo e quello del divisore.

Se in particolare il dividendo e il divisore sono di ugual
grado, il quoziente non pud essere che di grado O, cioe
deve ridursi ad un numero ¢ e si ha 1’ identita

A—qB.

Va pur notato che, se 4 & divisibile per B e ¢ denota
un qualsiasi numero (purché diverso da 0), 4 & divisibile
anche per ¢B, perch® dalla identitdy (3) discende subito
quest’ altra

1
4= (B Q).
q

Infine osserviamo che, qualunque sia il polinomio 4, si

ha, indicando con ¢ un qualsiasi numero, diverso da O,
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1’ identita
1
A=, 4)

cio® un polinomio va considerato divisibile per qualsivoglia
numero diverso da O (polinomio di grado 0).

14. Dopo queste premesse passiamo ad occuparci del
problema accennato alla fine del n. 12, cio®, dati due poli-
nomi (nella stessa indeterminata x) 4 e B, di cui il primo
sia di grado maggiore o, almeno, uguale a quello del se-
condo, proponiamoci di vedere come si possa riconoscere
se 4 sia divisibile per B; e, in caso affermativo, come si
possa determinare il polinomio ¢, quoziente di 4 per B.
Si tratta di un problema analogo a quello che si presenta
in Aritmetica, quando, dati due numeri interi (assoluti) si
vuol riconoscere se il maggiore sia divisibile per il minore.

Qui per maggiore semplicita ci riferiremo ad un esempio,
e, precisamente, prenderemo come dividendo il polinomio,
gid considerato al n. 12,

4 = 6x® — 20 — 11c + 15
e come divisore il polinomio
B =3x + 5,

per il quale A4 & divisibile, in quanto, come si & visto diretta-
mente al n. citato, & uguale al prodotto di B per 2x* —4x+3
(quoziente @).

Esaminando attentamente le relazioni, che intercedono
fra i termini di questi tre polinomi A4, B, @, in virtu della
identita

(3) A = Bo,

vedremo come si possa procedere, anche in ogni altro caso,
per trovare, futte le volte che sia possibile, il polinomio quo-
ziente di due dati polinomi.
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Riprendiamo dunque per i nostri tre polinomi 1’iden-
titdh (3); e, dopo aver sostituita a @ la sua espressione, ap-
plichiamo al prodotto a secondo membro la proprietd distri-
butiva e, per maggiore semplicitd di scrittura, invertiamo
in ciascun prodotto parziale I’ordine dei fattori. Abbiamo
cosl per la identitd questa nuova forma:

(4) 4 = 22°B — 4xB + 3B.

Per il principio d’identitd dei polinomi (n. 4) debbono
coincidere, a calcoli fatti, nei due membri i coefficienti dei
termini di ugual grado. Ora il termine di massimo grado nel
secondo membro si ottiene, moltiplicando il primo termine
di B per 2x°, cioé per il primo termine del quoziente  (n. 11);
percid, viceversa, questo primo termine di ¢ si pud trovare,
dividendo il primo termine del dividendo 4 pel primo ter-
mine del divisore B (prima divisione parziale).

Dopo cid sottraiamo dal dividendo 4 il prodotto 2x°B
del divisore B pel termine trovato del quoziente, e chia-
miamo primo resto parziale la differenza R, — A — 2x°B,
che per l'identitd (4), & data da

() R,— — 4xB + 3B.

In questo primo resto parziale, il termine di massimo
grado, come risulta dalla (5) stessa, & dato dal prodotto del
primo termine di B per il secondo termine — 4x del quo-
ziente, cosicche, viceversa, questo secondo termine di @ si
trova dividendo il primo termine di R, pel primo termine
di B. E siamo condoftti ad eseguire su R, operazioni per-
fettamente analoghe a quelle eseguite pocanzi su 4: sot-
traendo da E, il prodotto — 4aB del divisore B per il nuovo
termine — 4o di @, otteniamo un secondo resto parziale R,,
che, per la identitd (5), si riduce ad

(6) R, =3B,

cio® proprio al prodotto di B per I’ultimo termine 3 del
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quoziente, cosicchd questo termine si trova, al solito, divi-
dendo il primo termine del resto parziale R, per il primo
termine di B; ma quando si passa a calcolare il terzo resto
parziale B,, sottraendo da R, il prodotto di B per I’ultimo
termine di @, si ottiene, in virti della (6), una differenza
identicamente nulla, e il procedimento & finito.

Le operazioni dianzi descritte si dispongono, in pratica,
nel modo seguente:

A= 6x® — 2x* — 11+ 15 |3x+5H =B
— 60° — 10x° 122° — 4+ 8 =Q
R, = —122* — 11l + 15
12° + 20
R,= " 9xe+15
—9x—15
R,—= 0

Questa operazione si dice divisione del polinomio A per
il polinomio B; e i ragionamenti fatti sull’ esempio prece-
dente mostrano che, tutte le volte che un polinomio 4 &
divisibile per un altro polinomio B, I’ operazione dianzi de-
seritta conduce, dopo un certo numero di divisioni parziali
(precisamente tante quanti sono i termini del quoziente), ad
un resto parziale identicamente nullo. Il quoziente & sempre
- dato dalla somma algebrica dei monomi ottenuti come quo-
zienti nelle successive divisioni parziali. Per es., se si
~ prendono come dividendo ancora il polinomio 4 di pocanzi
e come divisore B il binomio 2x® — 4% + 3, ciod il quoziente
di or ora, si & condotti alla operazione seguente:

A= 6x*— 2¢* —le+15 |22 —4x+3=DB
— 6% +122* — 9 I8¢ + b =0
B, = 102* — 20 + 15
— 102* + 20 — 15
R,= 0
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oy

Naturalmente si trova come quoziente il binomio 3x + 5,
che dianzi si era preso come divisore.

15. Nel n. prec. abbiamo considerato due polinomi 4, B,
di cui gia sapevamo che il primo era divisibile per il se-
condo. Ma se si prendono due polinomi 4 e B quali si vo-
gliono e, supposto che A4 sia di grado maggiore od uguale
di B, si divide 4 per B nel modo indicato al n. prec.,
quale risultato possiamo ottenere?

Dimostreremo qui anzitutto che se la divisione di A per B,
nel senso dianzi descritto, conduce, dopo un certo numero di
divisioni parziali, ad un resto identicamente nullo, A é divi-
sibile per B, e, quindi per il n. prec., il quoziente dei due
polinomi ¢ dato dalla somma dei monomi ottenuti nelle suc-
cessive divisioni parziali.

Ragioniamo anche questa volta su di un esempio e pren-
diamo

A = 3x° — bt — 4a® 4+-13x* +3x — 6, B=3x*+ o — 2.

Dividendo A4 per B, secondo il n. prec., otteniamo:

A= 3x®— da* —4u® + 132> 4- 3x —6 3+ x —2=28
— 3x° — x' + 2’ x® — 2x* + 3
B, = — b6t — 20° + 13x* + 3¢ — 6
6xt 4 2x* — 4ac’
R,= 9x® + 3¢ —6
— 9 —3x +-6
R,= 0

Abbiamo dunque che, dopo tre divisioni parziali, si per-
viene ad un resto identicamente nullo. Orbene, se si deno-
tano anche questa volta con E,, R, rispettivamente i primi
due resti parziali, risulta dal modo in cui essi sono stati
ottenuti che si ha

A—a*B=R,, R, +22'B=R,, R,—3B=0
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ossia
A=xB+ R, R,=—2*B+ R,, R,=3B,;

e basta sostituire nella seconda identitd ad R, la sua espres-
sione data dalla terza, e poi nella prima 1’ espressione di R,
cosl ottenuta, per concludere

A =x*B — 2x*B + 3B;
ciod
4 = (x® — 2x* + 3)B.

Si ha dunque veramente che 4 & divisibile per B e il
quoziente & dato dalla somma «x® — 22* -3 dei successivi
quozienti parziali.

E manifesto che si arriva nello stesso modo alla mede-
sima conclusione tutte le volte che, dividendo un polinomio
per un altro, si perviene, dopo un certo numero di divi-
sioni parziali, ad un resto identicamente nullo.

16. Resta da considerare il caso, in cui la divisione di
un polinomio 4 per un altro B (di grado non maggiore)
non conduca ad un resto parziale identicamente nullo, cioé
il caso in cui A non sia divisibile per B. Si tratta di una
questione perfettamente analoga a quella, che si presenta
in Aritmetica quando si divide un numero intero per un
altro, che non sia un suo divisore.

B certo ad ogni modo che la divisione di 4 per B, anche
quando non conduca ad un resto parziale identicamente
nullo, deve ad un certo punto necessariamente arrestarsi.
Infatti ad ogni divisione parziale, il resto parziale dimi-
nuisce di grado, cosicch® inevitabilmente si finisce coll’ ar-
rivare ad un resto parziale di grado minore del divisore
e, quindi, tale che il suo termine di massimo grado non &
piu divisibile per il primo termine del divisore.

Per vedere a quali conclusioni si pervenga in questo
caso, riferiamoci ancora una volta ad un esempio; prendiamo

A =06x 4+ Te* + 4a* + dx -1, B =2x'+ 3¢ — 1.
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Eseguendo la divisione otteniamo:

A= 6rt+To*+4da? +bx+1 |2 +3¢x—1=B

— 6 — 9® + 3® 3 —x +H=20Q
R = — 20+ Tw® + b5+ 1
20 + 3a* —
R,= 10x® + 4x+1
— 10x* -~ 152 + 5
R = — 1l +6

Qui !’operazione si arresta, dopo tre divisioni parziali,
perche si arriva ad un resto parziale — 11x + 6 di 1° grado’
mentre il divisore & di 2° grado. Questo ultimo resto par-
ziale (analogamente a quanto si fa in Aritmetica per i nu-
meri interi) si chiama senz’altro il resfo della divisione del po-
linomio 4 per il polinomio Bj; e, il polinomio Q=3x*—x+-5,
somma dei successivi quozienti parziali, si chiama quoziente
intero di A per B.

Dal modo stesso, in cui, partendo da 4 e B, si sono
-ottenuti il polinomio @ e il resto della divisione, che indi-
cheremo senz’ altro con R, risulta fra questi quattro poli-
nomi una identitd fondamentale. Per trovarla, indichiamo
al solito con R,, R, rispettivamente i due resti parziali,
successivamente ottenuti prima di E; abbiamo allora, come
risulta dal procedimento tenuto,

A—3x*B=R,, R, +xB=R,, R, —b5B=R,
ossia

A=32B+R, R,=—axB+R, R,—5B+R;

e sostituendo nella seconda identitah ad R, la sua espres-
sione fornita dalla terza, e nella prima ad E, I’ espressione
cosl ottenuta, troviamo

A =3x*B —xB + 5B+ R = (3x* — x + 5)B + R,

ciod
A= BQ -+ R.



[V, 16-17] POLINOMI ORDINATI 77

& questa didentita fondamentale, che intercede fra divi-
dendo, divisore, quoziente inlero e resto (perfettamente ana-
loga a quella, che vale in Aritmetica nel caso dei numeri
interi).

B manifesto che le considerazioni dianzi svolte su di un
esempio e le conclusioni, cui siamo cosl pervenuti, valgono
ugualmente per due polinomi 4, B quali si vogliono (quando
A sia di grado non minore di B e non sia divisibile per esso).

17. Giova riassumere la precedente discussione (nn. 14-17)
nel seguente enunciato: Dati due polinomi A, B in wuna
stessa indeterminata, di cui il primo sia di grado non -
nore del secondo, si divide A per B con le operazioni sequenti :

19) Si ordinano entrambi i polinomi secondo le potenze
decrescenti della indeterminata.

20) Si divide il primo ltermine di A per il primo termine
di B e si sottrae da A il prodotto di B per il « quoziente
parziale » cosi ottenuto. La differensa é il « primo resto
parziale ».

3°) 8i divide il primo termine di questo resto parziale
per il primo lermine di B e si sottrae dal primo resto par-
ziale il prodotto di B per questo « secondo quoziente parziale »
e 8t oftiene il « secondo resto parziale ».

40) Si ripete il procedimento fino a quando si perviene
ad un resto parziale identicamente nullo oppure di grado
minore del divisore.

Nel primo caso A é divisibile per B ed il quoziente é la
somma Q dei quozienti parziali successivamente oltenuti, talché
st ha

A = BQ.

Nel secondo caso i polinomi 4 e B sono legati alla somma Q
dei quozienti parziali (quoziente intero) e all’ ultimo resto par-
ziale R (resto della divisione) dalla identita

() 4=BQ+ R,
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dove (giova ripeterlo) ¢l resto R é di grado minore del divi-
sore B.

Se m ed n sono i gradi di 4 e B rispettivamente,
con m =>mn, il grado di @ &, in ogni caso, uguale ad m — n;
e, quando A4 non & divisibile per B, e quindi vale la (7), il
resto & di grado minore di # (ciog, secondo i casi, di grado
0o1o02..0n—1). Si pud anche dire che 4 & divisi-
bile per B ogni qualvolta il resto della divisione di 4
per B sia identicamente nullo.

Notiamo, in particolare, che: se 4 e B sono dello stesso
grado n, il quoziente intero risulia di grado 0, cioé si riduce
ad un numero (e il resto & di grado » — 1 o minore): se
A é di un qualsiasi grado n e B di 1° grado, il quoziente
intero ¢ di grado m — 1 e il resto si riduce ad un nwmero
(diverso da O se A4 non & divisibile per B, nullo nel caso
contrario).

Aggiungiamo un’ultima avvertenza. Se 4 non & divisi-
bile per B, non bisogna confondere il quoziente intero @
di 4 per B col quoziente vero e proprio di 4 per B: questo
¢ dato dalla frazione algebrica é e, moltiplicato per il divi-
sore B, da il dividendo A, mentre il quoziente intero ¢, mol-
tiplicato per B, non da A, bensi, in forza della identita (7),
la differenza 4 - R fra il dividendo ed il resto. Tuttavia
nell’uso, quando non vi sia pericolo di equivoco, il quoziente

intero @ si dice anche semplicemente « quoziente » di A
per B.

18. Per semplicitd, negli esempi dei nn. prec. abbiamo
sempre considerato polinomi a coefficienti tutti interi; ma
naturalmente tutto cid che si & detto vale anche per poli-
nomi a coefficienti frazionari; anzi in generale, anche par-
tendo da polinomi a coefficienti interi, si ottengono quozienti
e resti a coefficienti frazionari. Si consideri, ad es., la di-
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visione seguente:

Bt — 2 +* —4dwe —3 |4 — 3+ D

9 . 15 3 1 41
— 3xt 4, — 2 4 = e 2
4 4 F R T 7
2:03—14—1932—490-—3
L Ewg——éw
—1% t1g 16
41 , 69

a1, 123 205
6% T 64 64
399 13

—ea "V

Indicheremo negli Esercizi qualche artificio, che, nel
caso di polinomi a coefficienti interi, permette di evitare
nelle successive divisioni parziali la introduzione di coeffi-
cienti frazionari. '

19. Si & visto che il quoziente intero @ ed il resto R della divisione
di due polinomi 4 e B (di cui il primo abbia grado non minore del se-
condo e non sia divisibile per esso) sono tali che: 1°) il grado del resto
R @ minore di quello del divisore B; 2°) sussiste 1’ identita

) A=BQ+R.

Ci proponiamo di dimostrare che queste due proprietd sono caratfe-
ristiche del quoziente e del resto; cioe futte le volte che in un modo
qualsiasi (senza ricorrere alla divisione) si trovano due polinomi @' ed
R' tali che il secondo sia di grado winore di B e, di pii, sussista
U identita
) A=BQ + R,

i due polinomi Q' ed R' sono mecessariamente identici al quoziente Q e
al resto R rispettivamente.

Infatti, essendo, per ipotesi, B’ di grado minore di B, risulta anzi-
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tutto dalla identitd (7') che il termine di massimo grado di 4 & uguale al
prodotto dei termini di massimo grado di B e @' (n. 11), cosicche quest’ul-
timo polinomio &, come @, di grado uguale alla differenza di quelli di
4 e B. Percid se, per fissare le idee, supponiamo che 4 sia di 5° grado
e B di 2% Qe @ sono entrambi di 3° grado ed R ed R/, al massimo,
di 1°,

D’ altra parte dalle (7), (7') si deduce I’identitd

BQ+ R=BQ + R,
e quindi anche, sottraendo da ambo i membri BQ' + R, la
8) BQ—BQ'=R —R ossia B(@—¢)=PR —R

Ora in quest’ ultima identitd il polinomio B’ — R &, al pari di R ed
R', di grado non maggiore di 1 (n. 17). Percid nel polinomio a primo
membro B(Q — '), identico ad R’ — R, debbono risultare nulli, per il
principio di identitd (n. 4), i coefficienti di tutti i termini di grado mag-
giore di 1. Ora se indichiamo con byx*® il termine di massimo grado di
B (con b, = 0) e poniamo

Q=qx® +q@*+ g +¢q ;, Q@ =0q @+ ¢ @+ g+ s,

si ha

@— Q@ =(20%— )+ (6 — ¢ + (@ — ¢)T + % — s,
cosicche il termine di massimo grado in B(Q — ') & dato (n. 11) dal
prodotto dei termini di massimo grado di Be @ — @', ciod da by(g, — g,)x5,
onde, trattandosi di un termine di grado maggiore di 1, si ha

bo(2o — ¢'0) =0,

e quindi, essendo by =0, risulta gy — ¢’y =0, cioé gy =¢',.
Percid @ — @' si riduce a

Q— 0@ =(—q)x*+ (@e—d)r+95— 5,

e il termine di massimo grado in B(Q — Q') & by(g; — ¢',)x*, e poiche
anche questo & di grado maggiore di 1, si ha necessariamente

(91 — ') =0,

e quindi ¢, — ¢, =0 ossia ¢, =¢',’

Cosi continuando, si riconosce che & anche g,=1¢s, ¢g5=1¢'3; ciod
Q e Q' sono identici. E dopo cid dalla identita (8) risulta che R'— R
deve essere identicamente nullo, vale a dire che anche R ed R’ sono
necessariamente identici, come appunto si voleva dimostrare.

In particolare dal teorema cosl stabilito discende che se sussiste
U identita BQ = BQ', si ha necessariamente quest altra Q= Q'
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20. Dopo cid torniamo alle frazioni algebriche %, i cui

termini sono polinomi in una stessa indeterminata (cfr. n.12).

Se il grado del numeratore & maggiore od uguale a
quello del denominatore, la frazione si dice impropria, men-
tre si dice propria se il grado del numeratore & minore di
quello del denominatore.

Ora la divisione dei polinomi permette di ridurre ogni
frazione algebrica impropria alla somma di un polinomio e
di una frazione propric. Infatti, indicando al solito con
ed R il quoziente intero e il resto della divisione di 4 per B,
si ha

A= BQ + R,
onde risulta

A _ BQ+R

BT B

e, tenendo conto che per dividere una somma per un nu-
mero basta dividere per quel numero i singoli addendi e
che per dividere un prodotto per un suo fattore basta sop-
primere questo fattore, si conclude

A R
B“‘Q’"E;

dove, come ben sappiamo, il grado di B & minore di quello
di B, cosicché la frazione algebrica g & propria.

Vien cosi meglio chiarita la ragione per cui, al n. 16,
il polinomio @ si ¢ chiamato « quoziente intero » dei due
polinomi 4 e B. Esso & la parte intera (n. 1) del quo-

ziente% di 4 per B.

21. Si sa dall’Aritmetica che una frazione & drreducibile quando i
suoi due termini sono primi fra loro (vale a dire, non hanno alcun
altro divisore comune oltre I’unitd); e che per rendere irreducibile una
frazione qualsiasi (o ridurla ai minimi termini) occorre e basta divi-
derne ambo i termini per il loro massimo comun divisore.
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Anche le frazioni algebriche, sono suscettibili di una riduzione ana-
loga. Per chiarirla bisogna prima definire il « massimo comun divisore »
di due polinomi in una stessa indeterminata, al quale si perviene con
un procedimento di divisioni successive, analogo a quello che in Arit-
metica pratica si & imparato per trovare il massimo comun divisore di
due numeri interi (assoluti).

Come vedremo nei prossimi numeri, un tale procedimento conduce
a riconoscere che, dati due polinomi quali si vogliono, 4 e B, si veri-
fica necessariamente uno di questi due casi; o non esiste alcun poli-
nomio (di grado maggiore di 0) per cui A e B siano entrambi divisibili,
ciod, come si suol dire, i due polinomi non hanno alcun divisore comune,
e in tal caso 4 e B si dicono primi fra loro; oppure fra i divisori co-
muni di A e B ne esiste uno ben determinato che é divisibile per tutli
gli altri ed é, fra tutti, quello di maggior grado; e questo polinomio
si chiama il massimo comune divisore (M. C. D.) di A e B.

Avvertiamo subito che veramente se M & il M. C. D. di 4 e B,
questi due polinomi sono (n. 13) entrambi divisibili anche per ¢M, qua-
lunque sia il numero g (purch® diverso da zero); ma due divisori co-
muni come M e gM, cioé diversi soltanto per un fattore numerico, non
si considerano come distinti I’ uno dall’ altro.

22, Siano dunque dati due polinomi, nella stessa indeterminata, 4 e
B, di cui, per fissare le idee, supporremo il primo di grado non minore
del secondo. Se 4 & divisibile per B, questo secondo polinomio & ma-
nifestamente il M. C. D. di 4 e B, perché ogni loro divisore comune &,
in particolare, divisore di B, n& pud, quindi, esistere alcun divisore
comune, che sia di grado maggiore di B; e d’altra parte, se B’ & un
divisore comune di 4 e B di grado uguale a B, ma non identico ad
esso, il quoziente di B per B’ si riduce ad un numero (n. 13), cosicché
i due divisori B e B’ per la convenzione fatta alla fine del n. prec.,
non vanno considerati come distinti I’ uno dall’ altro.

28. Escluso il caso che A sia divisibile per B, indichiamo al solito
con R il resto della divisione di 4 per B talche, denotando con @ il
quoziente intero, si abbia 1’identitd
(7) 4 =BQ—+ R.

Diciamo anzitutto che se 4 e B sono entrambi divisibili per un po-
linomio C, anche il resto R é divisibile per C.

Infatti, per 1'ipotesi fatta, esistono due polinomi @,, @, tali che
valgono insieme le due identita

A=CQ” B:CQ2a
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cosiccheé la (7) si pud anche scrivere
CQ=CQ:Q+ R,
ossia, sottraendo da ambo i membri CQ,Q,

CQ—CQ=R,
(@ — Q:¢) =R,

cnde risulta che B & veramente divisibile per C.

Viceversa, se B ed R sono entrambi divisibili per un polinomio C,
anche 4 é divisibile per C.

Infatti, avendosi per ipotesi

B=CQ,, E=C0,

o, infine,

dove @, e Q; sono due certi polinomi, la (7) si pud serivere

A=100:Q + CQ; ossia 4==C (Q:Q+ Qy)-

24, Cid premesso, applichiamo ai due polinomi 4 e B il « procedi-
mento delle divisioni successive », ciod: Diviso 4 per B, indichiamo,
questa volta, con R, il resto, e dividiamo B per R,. Se B non & divi-
sibile per R,, indichiamo con R, il resto della nuova divisione e divi-
diamo R, per R,. Se R, non & divisibile per R,, indichiamo con R, il
nuovo resto e cosi via.

Questo procedimento, dopo un certo numero di divisioni, ha neces-
sariamente termine. Infatti, se % & il grado del polinomio B, il primo
resto B, &, al massimo, di grado #» — 1, il secondo resto R, &, al massimo,
di grado % — 2, e cosl via. Percid potra accadere che i successivi resti
E,, Ry, R,..., decrescendo man mano di grado, finiscano (dopo n divi-
sioni al pit) con un resto di grado 0, cioé con un numero. E, se non si
verifica questo caso, accadrd necessariamente, che la successione dei
resti finisce prima, cio¢ ad un certo punto si otterrd un resto Ry, di
grado almeno uguale ad 1, che non da luogo ad un resto successivo, in
quanto risulta divisibile per esso il resto precedente Rp_1.

Esaminiamo separatamente questi due casi.

25. Supponiamo, dunque, in primo luogo che, dopo un certo numero
p=mn di divisioni, si trovi un resto Rp, che sia un semplice numero.
In tal caso i due polinomi A e B sono mecessariamente primi fra loro
(n. 21), ciod non hanno nessun divisore comune (di grado =1). Infatti
ogni divisore comune di, 4 e B dovrebbe essere, per il primo teorema
del n. 23, divisore anche di R,, e quindi, come divisore comune di R
ed R,, anche di R,, e cosl pure di R, ... fino ad Ry, e cid & assurdo,
perchd R, & un numero.
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26. BEsaminiamo, in secondo luogo, il caso, in cui la successione dei
resti finisce con un resto B, di grado almeno uguale ad 1, e ricordiamo
che cid si verifica, quando il resto precedente R,_1 risulta divisibile
per Ry. In tal caso U ultimo resto Ry é i1 M. C. D. di A e B.

Infatti, in quanto RBp_1 & divisibile per Ry, ed Ry & il resto che si
ottiene dividendo per Ry_1 il resto precedente R,_3, si ha anzitutto
che anche questo Rp—_2, per il secondo teorema del n. 23, & divisibile
per Rp; e nello stesso modo risalendo a ritroso la successione dei resti,
si vede che Ry, & divisore comune di tutti i resti e quindi anche di B
ed 4. Per far vedere che questo divisore comune R, di 4 e di B & il loro
M. C. D., osserviamo che ogni divisore comune C di 4 e B &, come si
& notato al n. prec., divisore comune anche di R,, Ry,.., fino ad Ry,
e, quindi in particolare, non pud essere di grado maggiore di R,. Se
poi & di grado uguale ad R,, dovendo pur sempre essere un divisore
di esso, non ne differisce che per un fattore numerico (n. 13) e percido
non va considerato distinto da esso (n. 21).

27. Riassumendo le conclusioni ottenute nei numeri precedenti, ab-
biamo che: Se il procedimento delle divisioni successive, applicato a due
polinomi A e B, termina con un resto mumerico. i dwe polinomi sono
primi fra loro; se termina con wn resto di grado maggiore od uguale
ad 1, questo resto é il M. C. D. di A e B.

Risulta di qui, viceversa, che se due polinomi A e B sono primi fra
loro, il procedimento delle divisioni successive. applicato ad A e B. ter-
mina con un resto numerico. giacché in caso contrario I'ultimo resto
sarebbe di grado =1 e sarebbe un divisore comune di 4 e B, anzi il
loro M. C. D.

28. Importa aggiungere un’ osservazione. Se due polinomi A e B non
© sono primi fra di loro ed M é il loro M. C. D.. i quozienti di 4 e B
per M sono primi fra loro.

Infatti, indicati con 4, e B, questi due quozienti, abbiamo le due
identita
9) A=AM, B=BM.

Se 4, e B, non fossero primi fra loro, ammetterebbero qualche di-
visore comune M’ (di grado = 1) e sussisterebbero due nuove identita
(10) Ay=A'M, B=BM
dove A', B' denotano certi due polinomi. Ma allora, sostituendo nelle (9)
ad 4, e B, le loro espressioni date dalle (10), otteremmo le

A= AMM, B= BMM,
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da cui risulterebbe che 4 e B sono divisibili entrambi per il polinomio
MM, che, in quanto M' & di grado=1, & di grado maggiore di M, loro
M.C.D., e cid & assurdo.

29. Dopo cid torniamo ancora una volta alle frazioni algebriche,
aventi per termini due polinomi nella stessa indeterminata ax.

Una frazione B di questa specie si dice érreducibile se i suoi termini

A e B sono primi fra loro.

Ora & facile vedere come ogni frazione, che gii non sia irreducibile,
si possa rendere tale. Se infatti nella frazione algebrica i due termini
A e B hanno qualche divisore comune, si indichi con M il loro M. C. D.
e siano 4, e B, i quozienti di 4 e B, rispettivamente, per M, talchd

si abbia
A= A4,M, B=B; M.

A
Percid la frazione algebrica b7 si pud scrivere

AM
B

Ora ricordiamo che, affinché la frazione data abbia un senso, bisogna
escludere quegli eventuali valori della inderminata 2, per cui si annulla
il denominatore B. Restano cosl esclusi, in particolare, quegli eventuali
valori di @ per cui si annulla M, che & un fattore di B. Quindi per
tutti i valori di o, pef i quali la frazione % ha senso, il polinomio M
& certamente diverso da 0, e si pud, senza alterare il valore della fra-
zione, dividerne ambo i termini per M, ossia « sopprimere il fattore
comune M ». Si ha dunque (per ogni possibile valore di « che non

annulli B)
4 4,

B~ B/

dove, in quanto 4, e B, sono primi fra loro (n. prec.), la frazione a
secondo membro & irreducibile.

Divisione di un polinomio per un binomio di 1° grado.

80. In molti problemi di Algebra si & condotti a dividere un poli-
nomio A(x) nella inderminata x per un binomio della forma a — ¢, dove
¢ denota un numero dato.
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Se n & il grado di A(x), sappiamo che il quoziente intero Q(x) di A(x)
per x —c & di grado » —1, mentre il resto deve essere di grado 0,
ciod deve ridursi ad un puro numero r, che risulta nullo sempre e sol-
tanto quando A(x) sia divisibile per & — c¢. Sappiamo altresl che fra il
dividendo A(x), il divisore & —¢, il quoziente Q(x) e il resto 7 sussiste
I’ identitd (n. 17)

(1) A(x) = (x—¢) Q@) + 1

Da questa identitd discende una conseguenza molto notevole. Poich®
si tratta di un’ uguaglianza, che si mantiene vera per qualsiasi valore
della «, rimane tale, in particolare, quando ad « si attribuisce il va-
lore ¢. Ora, dando ad , nella (11), questo valore e indicando al solito
con A(c) il valore che cosi assume A(x), si ottiene 1’ ugnaglianza numerica

Afc) = 1.

Abbiamo dunque che ¢l resto della divisione di um polinomio per il
binomio x — ¢ € il valore, che il polinomio assume quando ad x si attri-
buisce il valore c.

Percid, in particolare, se A(x) & divisibile per « — ¢, risulta 4(c) =0:
e, viceversa, se & A(c) =0, & nullo il resto della divisione di A(x) per
x —c, ciod A(x) & divisibile per & —¢. Si ha, quindi, ch® affinche un
polinomio sia divisibile per un binomio x — ¢, é necessario e sufficiente
che il polinomio si annulli per x=c.

81. Proponiamoci di calcolare effettivamente il quoziente intero Q(x)
e il resto » della divisione di un polinomio 4(x) per un binomio % — c;
e, per non complicare inutilmente i calcoli, supponiamo 4 di 8° grado;

A(x) = a,x® + 0,22 +- ayx + .
I1 quoziente sard un certo polinomio di 2° grado
(12) Q) = g2 + 9,2 + s

e poiche I'identitd (11), sotto la condizione che + sia un numero, carat-
terizza il quoziente intero ed il resto (n. 19), si tratta di determinare i
coefficienti ¢, ¢4, g, di @ e il numero 7, in modo che sussista 1’iden-
titd (11), cio®, pitt precisamente, in modo che, quando, tenendo conto
dell’ espressione (12) di @, si eseguiscano i calcoli indicati a secondo
membro, e nel risultato si riducano i termini simili, si pervenga ad un
polinomio di 3° grado, i cui coefficienti siano ordinatamente uguali a
quelli dei termini di ugual grado di A4(x). Eseguiamo dunque anzitutto
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il prodotto di @Q(x) per x —e¢:

Q? + Q& + @
xr—2C

qo® + g, 2° +
— goCw® — g, — GC

Q0% + (91 — go0)2* 1+ (Qz — 9,6)% — @z

Abbiamo dunque
(@ —c)Q@) + 17 = g% + (g — qC)&® + (¢2 — Q)% + 7 — ¢:C;

ed uguagliando i coefficienti di questo polinomio ordinatamente a quelli
dei termini di egual grado di A(x), perveniamo alle uguaglianze

Qo = A,

S ) — QC=0ay,
E 92— c=ay,
T — Q6 =as;

od anche

Qo= Qy,

9y == Q¢+ @y,
Qo == Qi€+ Ay,
r=¢sC + Qg.

(13)

Se nella seconda di queste uguaglianze si sostituisce a g, il valore a,
dato dalla prima; e, similmente, nella terza a ¢, il valore dianzi otte-
nuto, e cosl via, si ottengono queste altre uguaglianze :

Qo == G,
gy = WC + Oy,
1@y = (@€ + @1)C + @By = AyC? + a4, + @y,
7 = (@C? + @€ + &,)C + a3 = ayC® + a,C% -+ a,c + a.

Esse forniscono i coefficienti del quoziente ed il resto, espressi
ciascuno per mezzo di ¢ e dei coefficienti del dividendo. L’ ultima, in
particolare, conferma il fatto, gia rilevato al n. precedente, che il resto
r non & altro che il valore assunto da A4(x) per x=c.

82. Per il calcolo pratico del quoziente Q(x) e del resto #, conviene
fissare 1’attenzione sulle uguaglianze (13). Da esse risulta senz’ altro la
cosiddetta Regola del Ruffini: Quando un polinomio, ordinato secondo le
potenze decrescenti di un’indeterminata x si divide per un binowiio
x—c, nel quoziente, ordinato anch’ esso mnello stesso modo, il primo
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coefficiente é uguale al primo coefficiente del dividendo, e ciascuno degli
altri si ottiene woltiplicando quello immediatamente precedente per ¢ e
aggiungendo il coefficiente di ugual posto del dividendo. Il termine wnoto
si ottiene quando si arriva ad wutilizzare il penultimo coefficiente del
dividendo ; e, se si applica ancora una volta la stessa regola, si ottiene
il resto della divisione.

L’ applicazione di questa regola si rende piti comoda, disponendo
I’ operazione nel modo indicato dalla seguente tabelletta, dove si intende
che ciascuno dei g, come pure 7, sia ottenuto come somma dei numeri
che gli stanno sopra:

a, a, a, |a
¢ 90¢  9:C | 9C

9% U @ |T

Per es., la divisione di 3a% — 4a® +2x +5 per © —2 si dispone e
si eseguisce nel modo seguente:

3 —4 215
2| 6 4w
3 2 6 |17

Il quoziente & 3x2+ 2x 4-6 e il resto & 17.

Se nel dividendo manca qualche termine, bisogna aver cura di se-
gnare nella prima riga, al posto del rispettivo coefficiente, lo 0; e in ogni
caso si deve tener presente che ¢ denota non gia il termine noto del binomio
divisore (avente il primo coefficiente uguale ad 1), bensi il suo opposto.
Cosi, per dividere 2wx® -+ 63x* — 85 per x -+ 3, I’operazione si dispone e
si eseguisce come segue:

2 0 0 63 0| —8
—3 —6 18 —b54 —27| 81
2 —6 18 9 —27| — 4

Il quoziente & dunque 2x*— 6x® -+ 18x* +- 92 — 27 e il resto & —4.

83. Con la regola del RUFFINI si possono anche calcolare il quo-
ziente ed il resto della divisione di un polinomio 4 per un qualsiasi
binomio di 1° grado ax -+ b. Infatti questo binomio si pud scrivere, rac-

cogliendo il fattore a, .
do2)
a

. . b .
cosicche, indicando —- a con ¢, si ha

(14) ax + b = a(x — o).
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Se allora si calcolano con la regola del RurFINI il quoziente @ e il
resto » di 4 per x — ¢, sussiste 1’identita

(1) A(x) = (@ — ) Q(x) + 7.
Ma questa identith si pud anche scrivere
Aw)=alr—0) = Q) + 1,

ossia, tenendo conto della (14),

A(x) = (ax + b) i Qx) + 7.

Si ha dunque (n. 19) che il quoziente di 4 per ax—+b & -(13' @, mentre

il resto & lo stesso 7 di prima.

Cenno sui polinomi in pitt indeterminate.

34. I problemi, che si risolvono col sussidio dell’Algebra,
possono riguardare, come vedremo nel seguito, non una sola
incognita, bensl due od anche piti. Cosl nei calcoli letterali,
cui si & condotti per risolvere tali problemi, si incontrano
anche polinomi in due o piu indeterminate «, y, #.... Limi-
tiamoci qui a qualche osservazione sui polinomi in due in-
determinate x, y.

Ogni polinomio di questa specie & una somma algebrica
di monomi o termini, ciascuno dei quali & il prodotto di un
coefficiente (dato numericamente o anche rappresentato da
una lettera) e di certe due potenze della x e della y. Una di
queste potenze pud anche mancare, ossia, come si suol dire,
essere di esponente O, e allora si ha un termine dipendente
soltanto dall’altra indeterminata. Se poi le due potenze della x
e della y sono entrambe di esponente O, il termine si riduce
ad un numero (eventualmente rappresentato da una lettera)
e si ha il fermine noto del polinomio.

Anche per questi polinomi la prima cosa da farsi
la riduzione dei termini simili (n. 4); e dopo di c¢id vanno
considerati di ogni polinomio i gradi rispetto alla x e ri-
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spetto alla y e il grado (totale). Per es. il polinomio
(15) B’y — 2uty® + wy + T — 'y — b

& di 4° grado rispetto alla «, di 2° grado rispetto alla y,
di grado (totale) 5°. Un polinomio di 1° grado, dopo la ri-
duzione dei termini simili, non pud contenere che tre ter-
mini (al pitt), uno di 1° grado in @, uno di 1° grado in y
e un termine noto; esso sard del tipo ax + by +c.

Per rendere piit spediti e facili i calcoli giova ordinare
in modo opportuno anche i polinomi in pit indeterminate.
Si noti che in un polinomio di questa specie si possono
avere termini non simili (e quindi irriducibili fra loro), '
aventi il medesimo grado totale. Per es., nel polinomio pre-
cedente il primo e il terzo termine sono di 5° grado e il
secondo e il quinto sono di 4° grado. Orbene, per ordinare
un polinomio in due indeterminate, si comincia col rag-
gruppare i termini di ugual grado totale, e si hanno cosi
tanti polinomi parziali ciascuno dei quali & omogeneo in x
ed y (IV, n. 10). Questi polinomi parziali si considerano
I'uno dopo I’altro nell’ordine, per es., decrescente dei loro
gradi; e, infine, in ciascuno di essi i termini si ordinano
secondo le potenze decrescenti di una delle indeterminate,
per es., della « (onde, in quanto la somma degli esponenti
delle due indeterminate & in ognuno di essi costante, i ter-
mini di ogni polinomio parziale risultano ordinati secondo
le potenze crescenti della y). Cosi il polinomio (15) si scri-

vera
x'y + 3xty® —4xty — 22°y* + Te —b.

E pure ordinato il polinomio di 2° grado
3x® — 4dxy -+ Oy +a — 2y + 1.
35. Quanto alle operazioni sui polinomi in « ed y, supposti ordi-
nati nel modo or ora detto, conviene disporre I’addizione e la molti-

plicazione come nel caso dei polinomi in una sola indeterminata (nn. 8, 9);
e si ha anche in questo caso che il grado della somma & uguale o mi-
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nore del massimo grado degli addendi, e il grado del prodotto & sempre
uguale alla somma dei gradi dei fattori.

Il quoziente di due polinomi 4 e B, si pud sempre rappresentarc
per mezzo della frazione algebrica %, con I’avvertenza che vanno escluse
per x ed y quelle coppie di valori, per cui si annulla il denominatore B-

In taluni casi particolari & facile, con un po’ di pratica, riconoscere
la possibilitd di qualche semplificazione. Per es., pud accadere ches
esaminando i gradi con cui « ed y compaiono nei singoli termini di 4
e B, od anche tenendo conto di formule note di moltiplicazione come
quelle dei numeri 15-19 del Cap. IV, si ravvisi che 4 e B hanno a di-
visore comune un certo monomio (o polinomio) H, ciod si abbia 4 - .1 H,
B=B,H, dove A, e B, denotano certi due nuovi polinomi in x e y-

Allora la frazione 4 si pud scrivere

B
A, H
BH’
ciod, come si suol dire, « si pud raccogliere H a fattor comune di ambo
i termini ».

Ma per tutte le coppie di valori « e y, per cui la frazione ha senso,
H & certamente diverso da 0, perch® per ogni eventuale coppia di va-
lori, per cui esso si annulli, si annulla anche il denominatore B, che
ammette H come fattore. Percid, sempre quando abbia senso la fra-

zione g, si possono dividerne ambo i termini per H e si ha 1'identita

ciod « si pud sopprimere a numeratore e denominatore il fattore co-
mune H ».



CariTroro VI

Equazioni di primo grado.

Preliminari e definizioni.

1. Delle regole di calcolo letterale apprese uei Capitoli
precedenti possiamo ormai valerci per la risoluzione dei
problemi, la quale costituisce lo scopo principale dell’Algebra.

Proponiamoci, per es., di trovare un numero tale che il
suo quadruplo, diminuito di 18, dia 50.

In questo problema si ha un numero ¢ncognito, mentre
-sono dati i numeri 18 e 50. Se indichiamo il numero inco-
gnito con «, il suo quadruplo & rappresentato da 4x; e il
problema richiede che la differenza 4« — 18 risulti uguale
. a B0, ciod che x renda soddisfatta la condizione espressa
dall’ uguaglianza

4 — 18 =5H0.

Ognuno capisce come si possa procedere per trovare il
valore di x; se la differenza 4 — 18 deve dare 50, vuol
dire che 4x deve essere uguale a 50 + 18, ciod

do =50 + 18;

e allora il valore di « si trova prendendo la 42 parte di 50 + 18,
ciod
m:50+ 18:6_8:17
4 4 )
2. Consideriamo qualche altro problema, altrettanto sem-
plice, in cui i dati siano rappresentati da lettere.
@) Quattro numeri a, b, ¢, d si dicono costituire, nel- .
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I’ ordine scritto, una proporzione (o progressione) aritmetica,

quando
a—b=c¢c—d.

Ora dalla uguaglianza delle due differenze ¢ — b, ¢ — d
risulta che sono uguali anche le somme che si ottengono
da esse aggiungendo b + d ad entrambe, cioe

a—b+b+d=c—d+4b+d ossia a+d=>b-+c.

Si ha dunque che in una proporzione aritmetica la somma
degli estremi é uguale a quella dei meds.

Allora dati i primi tre numeri o termini @, b, ¢ di una
proporzione aritmetica, come si trova il quarto? Indicatolo

con x, si deve avere
a—+x==5b-c,

e poiché la somma di « e di ¢ deve dare b+ ¢, esso &
uguale alla differenza di b+ ¢ e di a, cioé

t=b-4+c—a.

Come caso particolare della proporzione aritmetica si
ha la proporzione aritmetica continua di tre numeri a, b, c,

quando
a—b="b—c,

da cui, aggiungendo alle due differenze uguali @« — b, b — ¢
la somma b + ¢, si deduce

oa—b+b+c=b—c+b+c ossia a+c=2b;

e allora b si dice media aritmetica fra a e c.

Per trovare la media aritmetica di due dati numeri a e c,
occorre e basta trovare un numero x, soddisfacente alla
condizione espressa dall’uguaglianza

2 =a +c;

e poiche il doppio di « deve essere uguale ad a + ¢, @ sara
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la metd di questa somma, cioé

a—+ ¢
5

X =

b) Quattro numeri o, b, ¢, d si dicono costituire, nel-
I’ ordine scritto, una proporzione (0 progressione) geomelrica
(o, semplicemente una proporzione), se il quoziente dei primi
due & uguale a quello degli altri due, cioé se

c

@
b

. . . a ¢ . .o
Poiché i due numeri 5’ g "omo uguali, tali risultano

a

anche i loro prodotti per bd, e poiche 5

bd = ad, gbdzbc,

8i conclude
ad =bc,

cioé in una proporzione geometrica il prodotto degli estremi
¢ uguale a quello dei meds.

Gia nell’ Aritmetica si sono studiate queste proporzioni,
e si sono incontrati numerosi problemi, che si risolvono
colla determinazione del quarto proporzionale dopo tre nu-
meri dati (regole del tre, di interesse, di ripartizione, di
miscuglio). La sola novitd che qui si incontra sta nel fatto
che i numeri, di cui si tratta, possono essere indifferente-
mente positivi o negativi.

Per determinare il numero incognito ®, che & quarto
proporzionale dopo tre numeri dati a, b, ¢, basta osservare
che dall’uguaglianza di condizione '

ax = bc

risulta che « & il quoziente di bc per a, cioé

r=—.
a
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¢) Vi & una terza specie di proporzioni, gia conside-
rata dagli antichi Pitagorici (circa 500 anni a. C.) e da essi
chiamata armonica per la sua relazione con la teoria del
suono. Quattro numeri a, b. ¢. d si dicono costituire, nel-
I’ ordine scritto. una proporzione armonica, quando i loro
reciproci sono in proporzione aritmetica, cioé quando

1 1 1 1

a b ¢ d
ossia

1 1 1 1

Percid, dati tre numeri a, b, ¢, per trovare il quarto ar-
monico x, bisogna soddisfare all’uguaglianza di condizione

1 1 1 1

-+
a x b c
da cui risulta che deve essere

1 1

+

1 1
c a’
Ma

Lt 1 _oac  ab bo_ab+o—be
b ¢ a abc ' abc abc abc ’
cosicché la (1) si pud scrivere

1__alb+c)—bc

x abe ’

e il quarto armonico & dato da

- abe
" afb+c)—bc’

3. In ciascuno dei problemi dianzi risolti si trattava di
trovare un certo numero incognito, che abbiamo sempre
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indicato con «x; e, ciascuna volta, la condizione imposta dal
problema si traduceva in una certa relazione o uguaglianza
tra la dncognita x e i dati del problema (assegnati nume-
ricamente o rappresentati, piit in generale, con lettere).

Ora ¢ della massima importanza rilevare e ben coiu-
prendere la differenza essenziale, che corre fra le ugua-
glianze cosl ottenute

4 — 18 =50, a +x=b+¢, 2x=a-+c, ax=bc,
@) 1 1 11
— — +E7

a x b

e le uguaglianze fra espressioni letterali considerate nei
Oapitoli precedenti, quali, ad es.,

x+a=0a+x (©+ o=+ 20c+ o,

L, =t

(x+a)x—a)=a*—a>, — - =4 a.
" ' x—a

Queste ultime uguaglianze, come si & notato fin dapprin-
cipio (II, n. 11) e ripetuto, ad ogni occasione, sono identitc,
cioé valgono comunque Si fissino, caso per caso, i valori delle
lettere che vi compaiono (con la sola avvertenza di escludere,
quando intervenga qualche frazione algebrica, quei valori
delle lettere, per cui eventualmente si annulli il denomina-
tore). In sostanza, in ognuna di queste identitd compaiono,
nei due membri, due forme diverse di una medesima espres-
sione letterale, riducibili I’una all’altra con le operazioni
del calcolo algebrico.

Invece le (2), una volta fissati, come si suppone, i valori
dei dati a, b, ¢, ..., che vi compaiono, non valgono per qual-
siast valore della incognita, bensi soltanto per wvalori parti-
colari, che sono appunto quelli chiesti dal corrispondente
problema. Si pud anche dire che in ognuna delle (2) si
hanno nei due membri dell’eguaglianza due espressioni let-
terali non identiche, cio® due espressioni che per valori
presi a caso per la a assumono valori diversi; e si tratta
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di trovare quei valori particolari della incognita, per cui
codeste due espressioni prendono il medesimo valore.

Insomma, mentre le (3) sono éncondizionatamente vere ed
affermano ciascuna una proposizione o teorema generale,
le (2) sono uguaglianze condizionali per la incognita, ed
esprimono, in qualche modo, una domanda.

Per contrapposto alle identitd, le (2) si chiamano equa-
zioni nell’incognita x. E in ogni caso si dice equazione in
una incognita o ogni uguaglianza condizionale fra due
espressioni (contenenti o ’una o 1'altra od entrambi la x)
per mezzo della quale si cerchi di determinare questa
incognita.

Giova aggiungere che talvolta, nell’applicare 1’Algebra
alla risoluzione dei problemi, si & condotti a considerare
fra 1’incognita « e i dati qualche relazione, di cui poi ei
si accorge che ¢ soddisfatta da qualsiasi valore della «,
cioe si riduce ad una identith. Una tale uguaglianza non
costituisce pitt un’equazione vera e propria, nel senso or
ora definito: tuttavia si continua a chiamarla con questo
nome. Solo, tenendo conto che essa non impone nessuna
condizione alla x, si suol dire un’equazione indeterminaic.

Se con A(x) e B(x) si indicano due espressioni, conte-
nenti 1’incognita x, ogni equazione si pud scrivere

A(x) = B(x).

Come per le identitd (II, n. 11), le due espressioni A(x)
¢ Bx) si dicono rispettivamente primo e secondo membro
dell’ equazione; e se A(x) e B(x), o tutte e due, sono somme
di pin termini, ciascuno di questi si chiama senz’ altro
termine dell’ equazione.

Di un’equazione si dice soluzione, o anche radice, ogni
numero (od espressione letterale, formata coi dati), che,
attribuito come valore all’incognita, faccia assumere ai due
membri dell’ equazione valori uguali. Cosi per !’equazione

4 — 18 =50
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& soluzione il numero 17; per !’equazione
ax = bc
& soluzione !’ espressione

be
a ?

e cosl via. Di ogni soluzione di un’equazione spesso si dice
che « soddisfa » all’equazione od anche che la « verifica ».

Risolvere un’ equazione vuol dire trovarne tutte le solu-
zioni.

Giova notare fin d’ora che si possono incontrare equa-
zioni, che non ammettono nessuna soluzione e che percid
si dicono émpossibili od anche assurde. Tale &, ad es., x® = — 4.
perche, qualunque valore (positivo o negativo) si prenda per
I’ incognita @, il suo quadrato risulta positivo e non puod,
quindi, mai risultare uguale a — 4.

Dobbiamo, infine, aggiungere un’avvertenza importante.
Pud darsi che fra i termini di un’ equazione compaia qualche
frazione algebrica. Per es., nell’ equazione
11 1 1
a a7y
del n. 2, ¢ sono fratti tutti i termini. In ogni caso, percht
I’ equazione abbia senso, bisogna escludere per le lettere
che compaiono nei denominatori (siano esse incognite o,
per ipotesi, date) quei valori, per cui codesti denominatori
si annullano. Cosl nell’ esempio precedente va escluso il
valore O sia per i dati a, b, ¢, sia per 1'incognita x.

Equazioni equivalenti.

4. Due equazioni nella stessa incognita si dicono equi-
valenti, se ogni soluzione della prima & anche soluzione
della seconda, e viceversa.

Importa tener ben presente che, per concludere che due
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equazioni sono equivalenti, non basta assicurarsi che tutte
le soluzioni di una di esse soddisfa all’altra, perché pud
darsi benissimo che questa seconda equazione abbia anche
altre soluzioni, che non rendano soddisfatta la prima. Per
es. delle due equazioni

% —3=1, 2°—3=23x"—bx+3

si verifica facilmente che la prima ammette la soluzione =2
e questa soltanto, mentre la seconda & bensl soddisfatta
anch’essa da « =2, ma ammette inoltre la soluzione x = 3,
che non soddisfa alla prima.

Risulta in ogni caso dalla definizione, che due equazioni
equivalenti ad una terza sono equivalenti anche fra loro.

5. Poiché due equazioni equivalenti hanno le medesime
soluzioni, & chiaro che quando si vuol risolvere un’equa-
zione, si pud sempre considerare, in luogo di quella data,
un’ altra equazione qualsiasi, purché equivalente ad essa; e
¢id, naturalmente, torna vantaggioso se la nuova equazione
¢ pitt semplice della data.

Indicheremo qui e al n. 7 due facili artifici, che per-
mettono di dedurre da una data equazione un’altra equi-
valente. Si tratta di conseguenze immediate delle regole del
calcolo letterale; e del resto siamo gid stati condotti spon-
taneamente ad applicarle nella risoluzione delle eqmazioni
particolarmente semplici, incontrate nei problemi dei nn. 1, 2.

Dimostriamo anzitutto il cosiddetto principio del tra-
sporto dei termini: Da un’ equazione si ottiene un'equazione
equivalente, trasportando un qualsiasi suo termine dal mem-
bro, in cui si trova, all’ altro, purché gli si combi segno.

E cid che abbiamo fatto al n. 1, quando dall’ equazione

4x — 18 =50
siamo passati alla
4 = 50 + 18.

Per ragionare in generale, supponiamo che in un’equa-
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zione, il cui primo membro sia una certa espressione A(x),

il secondo membro sia la somma di due termini B(x), Clx),
ciod consideriamo 1’ equazione

@ A(w) = Blw) + Cla)..

Si tratta di far vedere che quest’ equazione & equivalente
alla »
) Afxr) — Cx) = Bw),

ciod che ogni soluzione della (4) soddisfa alla (5) e, vice-
versa, ogni soluzione della (5) soddisfa alla (4).

Per dimostrare la prima parte, indichiamo con ¢ una
qualsiasi soluzione della (4); cid vuol dire che le due espres-
sioni A(x) e B(x)-- Clx) assumono lo stesso valore, quando
in esse si attribuisce alla « il valore ¢; in altre parole si
ha ’uguaglianza fra numeri

(6) A(¢) = B(c) + Clo).

Ora, sottraendo da ambo i membri di questa uguaglianza
fra numeri il numero C(c), si deduce I’ uguaglianza

) Afe) — Cle) = B(o),

la quale ci assicura appunto che ¢ & anche soluzione della (5).
Viceversa, questo stesso ragionamento permette di con-
cludere che ogni soluzione della (5) soddisfa alla (4); perche.
come la (D) si deduce dalla (4) aggiungendo ad entrambi i
suoi membri I’ espressione — C(x), cosi la (4) si deduce
dalla (5), aggiungendo ad entrambi i suoi membri C(x).

6. D’or innanzi, quando diremo di « trasportare » un
termine da un membro all’altro di un’equazione, sottinten-
deremo che, secondo il teorema prec., gli si cambi simul-
taneamente segno.

Conviene rilevare subito due immediate conseguenze di
codesto teorema.

@) Quando ¢ G}atat un equazione, il teorema prec. si

RN

W
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pud applicare a futti i termini di uno dei due membri,
per es. del secondo; ciod® si possono trasportare tutti questi
termini al primo membro. Si vede cosi che ad ogni equa-
zione si pud dare la forma

Afx) =0,

dove A(x) denota una certa espressione in w.

b) Supponiamo che nei due membri di un’equazione
compaia uno stesso termine (beninteso col medesimo segno
nei due membri). Ad es., si consideri un’equazione della

forma
4(x) + C(x) = B(x) + C(x).

Per il teorema del n. prec.; si ottiene un’equazione equi-
valente trasportando il termine C(x) dal secondo membro al
primo. Si ottiene cosi I’equazione

Afe) + Cla) — Cfor) = Bla),
cioé
A(x) = B(x).
Abbiamo dunque che se ¢ due membri di un’equazione
contengono uno stesso termine. questo termine si pud Soppri-
mere.

7. Dimostriamo, in secondo luogo, che: Da un’ equazione
si ottiene un’ equazione equivalente, moltiplicando o dividendo
ambo & membri della data per uno stesso numero diverso da
zero, od anche per uw espressione letterale, purché questa
espressione non contenga U incognita e nown sia nulla.

I’ equazione data si supponga senz altro ridotta alla
forma (n. prec.)

¢ si indichi con ¢ un numero diverso da O od anche un’e-
spressione letterale, che, per altro, in accordo coll’ipotesi
del teorema, non contenga la x e non sia nulla. Osserviamo
che, in quanto dividere per ¢ & lo stesso che moltiplicare
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per —3 s eé soddisfa alle stesse condizioni supposte per ¢,

basta dimostrare il teorema per il caso della moltiplicazione.
Dobbiamo dunque far vedere che la (8) & equivalente all’c-

quazione
9) qA(x) = 0.

A tal fine, cominciamo con I’indicare con ¢ una solu-
zione della (8). Cid vuol dire che, quando ad « si attribuisce il
valore ¢, 1’ espressione A(x) assume il valore 0, cioé sussiste
I’ uguaglianza numerica

(10) A(c) =0.
Percid sussiste anche 1’ uguaglianza
(11) qA(c) =0,

che assicura appunto che ¢ & soluzione anche della (9).
Viceversa, questa stessa osservazione permette di ricono-
scere che ogni soluzione della (9) soddisfa anche alla (8):
perché come la (9) si deduce dalla (8), moltiplicandone ambo
i membri per g, cosi la (8) si deduce dalla (9), moltiplican-

. . 1
done ambo i membri per h

8. Prima di applicare i teoremi precedenti alla effettiva
risoluzione di equazioni, convien dare qualche altra defi-
nizione.

Un’ equazione si dice éntera, se & ottenuta uguagliando
fra loro due polinomi nella incognita o (quando tutti i ter-
mini siano portati a primo membro) uguagliando a zero un
polinomio in codesta incognita. Si dice invece fratta, se fra
i termini compare qualche frazione algebrica, contenente
Pincognita nel denominatore.

Se un’ equazione & intera, se ne trasportino tutti i ter-
mini a primo membro. Secondo che il polinomio, che cosi
si oftiene a primo membro, risulta, quando sia ridotto, di
grado 1 o 2 o 3 ... rispetto all’incognita, anche I’ equazione
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si dice, rispettivamente, di 1° o 2° o 3° ... grado. Per es.,
le equazioni

D 20=—Te+2, 3—2x—2x*=uwd—2x)+4,
( + 1) — 3 = (& — 2)(3 — 2w),

ove si trasportino tuftti i termini a primo membro e si ese-
guiscano le riduzioni possibili, diventano rispettivamente

b +3=0, —7x—1=0, 3x*—5x+4=0.
Le prime due sono, dunque, di 1° grado, la terza di 2°
grado.
Nel seguito di questo Capitolo ci occuperemo ecsclusiva-

mente di equazioni di 1° grado o riducibili ad equazioni
di 1° grado.

Esempi di equazioni di primo grado e regola di risoluzione.

9. Gid nel risolvere i problemi dei nn. 1, 2 abbiamo
incontrato aleuni esempi semplicissimi di equazioni di 1°
grado in un’incognita. Qui considereremo altri esempi meno
semplici, per trarne poi la regola generale di risoluzione.

1) Prendiamo 1’ equazione

(12) 432 — 2) = 2(da — 3) + 3(L — @).
Sciogliamo nei due membri le parentesi:
122 — 8 =8x — 6 +- 12 — 3x;
riduciamo a secondo membro i termini simili:
1202 — 8 =>5x +6;

trasportiamo il termine del secondo membro, che contiene
la x, al primo, e il termine noto del primo membro al
secondo (n. H):

120 —Hxr=8+6;
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riduciamo ancora i termini simili:
T =14,
e finalmente dividiamo ambo i membri per 7 (n. 7):

_u_

7 2.

(18) x

Cosi dall’equazione data abbiamo dedotto, ’una dopo
I’altra, tutta una serie di equazioni, applicando semplice-
mente le regole del calcolo letterale e i due teoremi dei
nn., 5, 7. Percid ciascuna di queste equazioni & equivalente
alla precedente, e sono quindi equivalenti anche la (12), da
cui siamo partiti, e la (13), cui siamo arrivati.

Poiché & ben chiaro che quest’ultima non & soddisfatta
che dal valore 2 dell’incognita, anche 1’ equazione proposta
ammette questa soluzione, e nessun’altra all’infuori di essa.

Siamo dunque senz’altro sicuri che 1’ equazione (12), ove
vi si attribuisca alla incognita x il valore 2, deve risultare
soddisfatta. Tuttavia avvertiamo, come norma generale, che
quando si & risolta un’ equazione, & consigliabile verificare
" alla fine sv il valore trovato soddisfa effettivamente I’ equa-
zione proposta. Ci si assicura cosi della esattezza dei calcoli
eseguiti; e, ad ogni modo, questa verifica costituisce per i
principianti un ottimo esercizio.

Naturalmente, per compiere questa verifica si calcolano
separatamente i valori, che i due membri dell’equazione
assumono, quando in ciascuno di essi si attribuisce alla
incognita il valore trovato; e codesti due valori debbono
risultare uguali. Cosi, nel caso della equazione (12), ponendo
nei due membri =2, si trova rispettivamente

43.2 - 2) =16, 2(4-2—3)+ 34 —2) =16

b +3 16 —b

2) 5 = 3T — da,

Qui compaiono dei divisori e conviene farli scomparire,
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o, come si suol dire, convien « liberare 1’equazione dai
divisori ».

A questo scopo, basta moltiplicare ambo i membri per 21,
prodotto (ed anzi minimo multiplo comune) dei divisori 3
e 7; si ha cosi:

7(bac + 3) — 3(16 — bx) = 21(37 — 4x).
Procedendo poi come mnel caso precedente, troviamo,

Puna dopo Y altra, le seguenti equazioni, equivalenti fra
loro e alla data:

35 + 21 — 48 + 15x =777 - 84,
50 — 27 =777 - 84x

1342 = 804
804
.l;-—-'l—gl— .

L’ equazione proposta ammette dunque la soluzione x = 6
e nessun’altra.

3 (7 — (o + 3) = @ + 9)(5 — ).

Sciogliendo nei due membri le parentesi e riducendo i
termini simili, troviamo:

— x4+ 4+ 21 = — x° — 4o + 45.

I due membri sono dunque ciascuno di 2° grado; ma
poiché in entrambi i membri il termine di 2° grado & — 2,
questi due termini si elidono a vicenda e si possono senza
altro sopprimere (n. 6, ). Si ha cosi I’ equazione di 1° grado

doe + 21 = — 4o 4 45,

da cui, col solito procedimento, si traggono successivamente
queste altre:
4o +- 4c = 45— 21
8x =24
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4) 5(8x + 2) — 3(dx — 1) = T(x — 1) — 2(2x¢ — 5).
Procedendo come nell’ esempio 1), troviamo:

150 +10 — 120 + 3 =T — 7 — 4x + 10
3x 4+ 13 = 3z + 3.

Ma qui si presenta un caso di eccezione: se si trasporta
dal secondo membro al primo il termine in x e dal primo
al secondo il termine noto, il coefficiente dell’incognita
si riduce a 0, e si ottiene 1’ eguaglianza condizionale

(14) 0.2 =— 10,

alla quale non & possibile soddisfare con alcun valore di w,
perche, qualunque valore si prenda, il suo prodotto per O
da O e non mai — 10. Si tratta dunque di un’equazione
impossibile od assurda (n. 3); e tale necessariamente & anche
la 4), da cui siamo partiti. Infatti, se essa ammettesse una
soluzione, questa dovrebbe soddisfare, in forza dei teoremi
dei nn. 5, 7, anche alla (14).

d) 6(3x — 1)+ 2(4 — Txx) = 3(dex + 2) — 4(2c +- 1).
Si ottiene, nel solito modo, successivamente

18 —6+8—14x=120c +6 — 8¢ - 4
4o 4 2 =4dx + 2;

o infine, trasportando al solito il termine in « dal secondo
membro al primo e il termine noto dal primo al secondo.

(15) 0.2 =0:

e si presenta un nuovo caso di eccezione, in qualche modo
contrario a quello precedente. La (15) ¢ soddisfatta da ogni
possibile valore di «, perché ogni numero, moltiplicato per 0.
da 0. Altrettanto accade della 5), da cui siamo partiti, perche.
in forza dei teoremi dei nn. 5, 7, le 5) e (15) sono fra loro
equivalenti. La 5) non & dunque una vera e propria equa-
zione, bensl una identitd. Tuttavia, come gia si ¢ detto al
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1 o
n. 3, si continua, per estensione, a chiamarla un’ equazione;
solo, in quanto non impone alla x alcuna condizione, si
dice un’equazione ¢ndeferminata.

10. I procedimenti usati nei vari esempi del n. prec. si
possono applicare in ogni altro caso. Possiamo quindi enun-
ciare in generale la seguente

Regola. - Per risolvere un’equazione di 1° grado (a coef-
ficienti numerici) in una incognita si eseguiscono le sequenti
operazioni :

1°) se U'equazione contiene dei coefficienti frazionari,
essa st libera dai divisori, moltiplicandone ambo i membri
per il prodotto (o, meglio, per il minimo wmultiplo comune)
dei denominatori;

20) si sciolgono le eventuali parentesi;

39) si lrasportano tutti @ termini contenenti [ incognita
al primo membro e tutti i _termini noti al secondo;

4°) si riducono, in awmbo © membri, ¢ termini simili;

D) se, a calcoli fatti, il coefficiente dell incognita nel-
U unico termine, che cosi risulla a primo membro, é diverso
da zero, U equazione ammette una soluzione (ed wuna sola),
la quale si ottiene dividendo per questo coefficiente della in-
cognita il terimine noto, che costituisce il secondo membro;
se, inwvece, il coefficiente della incognita risulta uguale a zero,
U equazione & impossibile (cioe priva di soluzioni) o indeter-
minata (cioé un' identitc), secondo che il termine noto é di-
verso da zero o nullo.

Non si deve credere che le operazioni enumerate in
questa regola vadano sempre eseguite nel preciso ordine
qui indicato. A seconda dei casi, pud convenire, nella ese-
cuzione di codeste operazioni, 1’ uno o I’ altro dei vari ordini
possibili; e nella scelta dell’ordine pitt opportuno non si
pud essere guidati da criteri generali, bensl soltanto dalla
pratica, che si acquista col lungo esercizio.

Ma in ogni caso bisogna finire col trasportare tutti i
termini contenenti 1’incognita in un membro, e tutti i ter-



[VI, 10-11] EQUAZIONI DI PRIMO GRADO 109

mini noti nell’ altro. Quando si & fatto cid, si dice che 1’e-
quazione si & ridotta a forma normale. Essa allora assume
I’ aspetto

ax = b,

dove a e b denotano due numeri (od anche due espressioni
letterali non contenenti 1’incognita).

E non sard inutile ripetere che I’equazione ammetle una
soluzione ed una sola se é a =0, e la soluzione é data in
tal caso da

b
Xr = -.
a

Se invece ¢ a =0 e b=0, I'equazione ¢é tmpossibile; se.
infine, ¢ a =b =0, U’equazione é indeterminata.

11. Al n. 9 abbiamo considerato esclusivamente equa-
zioni di 1° grado a coefficienti numerici, mentre nella
risoluzione algebrica dei problemi si & spesso condotti ad
equazioni, i cui coefficienti sono (tutti o, almeno, in parte)
espressioni letterali. Anche queste equazioni si risolvono,
applicando la regola del n. prec.; ma pud darsi che per
valori speciali delle lettere, che compaiono nei coefficienti,
I’ equazione risulti impossibile o indeterminata, e bisogna
precisare bene questi casi di eccezione. E questa la cosid-
detta discussione dell’ equazione.

Consideriamo qualche esempio.

1) Sia data 1’ equazione

dove a e b rappresentano due numeri, che si suppongono
dati. Naturalmente, perch¢ i vari termini di questa equa-
zione abbiano senso bisogna escludere tanto per a quanto
per b il valore 0. Sotto questa ipotesi, applichiamo all’equa-
zione data la regola del n. prec., cio¢ comineiamo col mol-
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tiplicare ambo i membri per il prodotto ab dei denominatori:
bx = abc — ax;

poi trasportiamo a primo membro il termine in « del secondo,
e riduciamo i termini simili:

(o + bjx = abe.

Se ¢ a +b=0, cioé b= — a, '"equazione & possibile e
determinata, e basta dividere ambo i membri per ¢ + b per
trovare la soluzione

__ abe
=3

Se invece & a + b =0, si presentano i casi di eccezione;
e precisamente, osservando che (in quanto @ e b sono per
ipotesi diversi da 0) il termine noto abc si annulla solo
quando sia ¢==0, si riconosce che per a +b=0 e ¢=0
I’ equazione & impossibile, per ¢ +b=0 e ¢=0 essa &
indeterminata.

. . a’c
2) (a+:c)(b+w)=a(b+c)+—5— + X

Anzitutto, perché I’equazione abbia senso, bisogna sup-
porre b=0. Notiamo poi che in questo caso non conviene
cominciar dal liberare I’ equazione dai divisori, ma piuttosto
dallo sciogliere le parentesi. Si frova successivamente

a’c

M+M+m+ﬁ:@+w+b+ﬁ
, a’c
(@ + b = ac + 5

e poiche
ac _a’c __abc+ a’c _ acla +b)
T T Ty T T

si oftiene per la data equazione la forma normale

ac(a -+ b)

(@ + b)or = 5 .
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Se a +b=0, ciod se b= — a, si trova, dividendo ambo
i membri per a -+ b, la soluzione

o=
=3
Se poi & a -+ b=0, si annullano tanto il coefficiente

di a, quanto il termine noto, e I’ equazione & indeterminata.
3) (x — a)(2x— b)* = (x — b)(2xc — a)®.
Eseguiamo anzitutto i due quadrati (IV, n. 16):
(x — a)(4x? — 4bx + b*) = (x — b)(4x* — dax +- a*);
sciogliamo le parentesi:

4x® — dax® — 4bx? + dabx +- b2 — ab® =
= 4oc® — 4bx? — 4ax® + 4abx + a*x — a®b;

sopprimiamo nei due membri i termini a due a due uguali

(n. 6, b):
bix — ab* = a’x — a?b;

infine trasportiamo i termini in & a primo membro, quelli
noti a secondo, e poi raccogliamo in ciascun membro i fat-
tori comuni:

b*x — ¢*x = ab®> — a*b,
(16) 6* — a*)x = ab(d — a).

Perché quest’equazione ammetta una soluzione ed una
sola occorre e basta che sia b° — a*=0; ma per la nota
identitd del n. 18 del Cap. IV,

(17) b —at=(b — a)b + a)

onde si riconosce che, affinche sia b — a* =0, & necessario
e sufficiente che siano diversi da O entrambi i binomi b — «
e b+ a, cioé che b sia diverso tanto da @« quanto da — a.
Sotto questa ipotesi, dividendo ambo i membri della (16)
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er b® — a?, si oftiene la soluzione
bl

abld - a)
T
Ma, tenendo conto della (17), si ha
dp—a)_ _abb—a) _ ab

B—a’ ~ b—ab+a) bra

e percid, sotto 1’ipotesi b® — a®* =0, la data equazione am-
mette la soluzione
S
b+a’
e questa soltanto.
Restano i casi di eccezione b +~a=0 ¢ b—a=0.
Se ¢ b +a=0, cioé b= — a, la (16) si riduce a

0.2 = 2a?,

ed & quindi impossibile per a =0, indeterminata per a = 0.
Se poi & b — a =0, ossia b = «, 1a (16) diventa senz’altro
indeterminata.

12. Sinora abbiamo considerato soltanto equazioni intere,
mentre nei problemi, come vedremo fra un momento con
qualche esempio, si incontrano spesso equazioni fratte.

Supponiamo, dunque, data un’ equazione fratta, ciod un’e-
quazione che abbia fra i suoi termini almeno una frazione
algebrica, contenente 1’incognita nel denominatore, e tra-
sportiamone tutti i termini a primo membro. Pud darsi che
con cio i termini fratti si elidano a vicenda tutti quanti, e
allora si ricade su di un’equazione intera. In caso contrario
i vari termini dell’ equazione si possono ridurre al medesimo
denominatore e poi sommare (IV, n. 13); e in tal modo
I’ equazione data assume la forma

A
Bla) =

dove 4(x) e Bfx) denotano due polinomi nella incognita a.

(18)
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Basta allora ricordare che il quoziente di due numeri &
nullo sempre (e soltanto) quando & nullo il dividendo, mentre
il divisore & diverso da O, per riconoscere che le soluzioni
della (18) saranio tutte (e sole) quelle soluzioni dell’ equa-
zione intera A(x) =0, che non sono, nello stesso tempo, solu-
zioni della B(x) = 0.

Per le applicazioni pratiche & utile riflettere come si
ottengano i due termini A(x) e B(x) della frazione algebrica
a primo membro della (18). Per fissare le idee si immagini
che 1’equazione data abbia soltanto due termini, entrambi
fratti, ¢ sia, per es,

M) | M,@)

2\ .o,

N(x) = N,(x)

dove M, N, M,, N, denotano certi quattro polinomi in .
Riducendo i due termini allo stesso denominatore e som-
mandoli, si ottiene

M) N, (x) + M, (%) V)
Nix) N, ()

=0.

11 polinomio, che dianzi abbiamo chiamato A(x), & qui
M(x)N,(x) + M, (x) Niz),

ed & precisamente la somma dei prodotti, che si ottengono,
moltiplicando i vari termini dell’ equazione data per il pro-
dotto dei loro denominatori. I1 polinomio, che dianzi abbiamo
indicato con B(x) & il prodotto N(x)N,(x) dei denominatori
dei termini dell’ equazione data. Analogamente in ogni altro
caso.

Abbiamo, dunque, la regola seguente: Per risolvere un’e-
quazione fratta; 1) se wne trasportano tutti ¢ termini a primo
membro; 2) si moltiplicano ambo ¢ membri per il prodotio
dei denowinatori dei vari termini; 3) si risolve U equazione
intera cosi oftenuta; e delle soluzioni, cui si perviene in tal
modo, si conservano solo quelle, che non annullano il pro-
dotto dei denominatori.
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E chiaro che le operazioni 1) e 2) si possono eseguire
anche in ordine inverso, cioé prima la 2) e poi la 1).

13. Per chi conosce le nozioni sulla divisibilitd dei polinomi, svolte

nei nn. 19-33 del Cap. prec. e, in particolare, possiede il concetto di
M. C. D. di due polinomi (V, n. 21) & facile vedere come si possa
sempre semplificare un’equazione fratta della forma (18), in modo da
essere sicuri che nessuna delle soluzioni dell’ equazione A(x)=0 renda
soddisfatta anche la B(x) = 0.
Afx)
B(x)
si pud sempre rendere tale, dividendone ambo i termini per il loro M. C. D.
Per semplicitd, supponiamo che gia la g—i—:; goda di questa proprietd. Ora
sappiamo che, affinché un polinomio si annulli per « = ¢, & necessario
e sufficiente che esso sia divisibile per & —c¢ (V, n. 30). Perciod, se ac-
cadesse che A(x) e B(x) si annullassero entrambi quando ad w« si attri-
buisce un certo stesso valore ¢, essi sarebbero tutti e due divisibili
per x—e¢, ciog, contro I’ipotesi, non sarebbero primi fra loro,

Infatti, se la frazione algebrica non & gia irreducibile (V, n. 29),

14. Applichiamo le considerazioni del n. 12 a qualche
esempio.
x® — 2x+ 4

x—2

Do

1) x4 2=
Qui per la & va escluso il valore 2, per il quale il se-
condo membro non ha senso.
Stabilita questa esclusione, cominciamo col liberare !’ e-
quazione dal divisore, moltiplicando ambo i membri per « -- 2.
Otteniamo cosi 1’ equazione intera

(x — 2)x + 2) = a* — 22 + 4,
ossia, essendo (IV, n. 18) (x — 2)x + 2) = a* — 4,

' —4d=0"— 2244
e quindi
— 4 = — 2% + 4.
Si tratta qui di un’ equazione di 1° grado, che, risolta
con la regola del n. 10. dd x = 4; e poich® questo valore
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¢ diverso dal valore 2, per cui si annulla il denominatore
x — 2, & certo che x =4 & soluzione anche della equazione
data, come, del resto, si verifica direttamente.

2¢ 1+ 38 6x + 8
2) w+12+1“2m+1'

In questo caso, prima di liberare 1’ equazione dai divi-
sori, bisogna escludere i valori di «, per cui essi si annul-

lano, cioé — 12 e — % Con questa esclusione, moltiplichia-

mo ambo i membri dell’ equazione data per (x + 12)2x —+1).
Otteniamo cosi

(2x + 38)(2% + 1) + (x + 12)(2x + 1) = (6 + 8)(x + 12),
e successivamente, secondo la solita regola,

40® + 762 + 22 + 38 + 20® + 240 + 2 + 12 =062 + 8x + T2x + 96,
62® + 1032 + 50 = 6x* + 80x + 96,

93¢ — 46,
x© =2,
a b _a-—b

3)

x—a x—b x—c

Esclusi per « i valori a, b, ¢, moltiplichiamo ambo i
membri dell’ equazione per il prodotto (x — a)(x — b)(x — ¢)
dei denominatori. Otteniamo

afe — b)x — ¢) — blx — a)lx — ¢) = (@ — b)(x — a)(x — b)

e quindi, successivamente,
a(x®— b — cox +be) — b’ — ax — cx + ac)= (@ — bj(x*— ax— bx—+ ab),
— (@ — b)r == — (@ — b)(a + b)x+ (@ — b)ab.

Se & a =10, quest’ equazione, e quindi anche la data, si
riduce ad un’identitd. Escluso questo caso particolare, si
trova, dividendo ambo i membri per ¢ — b,

— cx = — (@ + b)x + ab,
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—

ossia
(19) (@+b— cx=ab;

e quindi, supposto a +-b—c=0, ciod ¢c=a + b, si ha per
I’equazione data la soluzione :
ab
r=
a+b—c

Se poi & ¢=a +- b, si riconosce dalla (19) che !’equa-
zione & impossibile o indeterminata, secondo che il prodotto ab
¢ diverso da 0 o nullo.

Problemi di primo grado.

15. Si dice di 1° grado ogni problema, che trattato con
I'’Algebra, si traduce in equazioni di 1° grado nelle inco-
gnite. Ci occuperemo pel momento dei problemi ad una sola
incognita; e per la risoluzione di tali problemi cominceremo
col dare alcune norme, che varranno poi anche nel caso di
pit incognite.

Quando si vuol risolvere un problema col sussidio del-
I’Algebra, bisogna anzitutto fissare la grandezza, che conviene
assumere come incognita. Spesso 1’ enunciato stesso del pro-
blema suggerisce senza ambiguitd quale sia questa incognita;
talvolta, invece, vi & una certa liberta di scelta e, in questi
casi, non si puo essere guidati da criteri generali, ma piut-
tosto da quella pratica, che si acquista soltanto col lungo
esercizio. In ogni caso, se le grandezze in questione sono
geometriche o fisiche, ¢ necessario stabilire in modo preciso
quale unita di misura si intenda adottare per U incognita
prescelta, in relazione con quelle eventualmente indicate dal
problema per le grandezze date.

Dopo cid, indicata 1’incognita con una lettera, per es.,
con x, si scrive la relazione, che, secondo I’enunciato del
problema, deve intercedere fra la x e i dati (che, secondo
i casi, possono essere assegnati numericamente, o rappre-
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sentati da lettere): cioé, come si suol dire, si mette in equa-
zione il problema.

Infine I’equazione cosi oftenuta (che qui supponiamo
di 1° grado) s¢ risolve. Se i dati sono assegnati numerica-
mente, tali risultano i coefficienti dell’ equazione e, quindf
anche, la corrispondente soluzione; e, di solito, il numero
ottenuto risponde senz’altro al problema. Ma talvolta il si-
gnificato stesso dell’incognita impone al suo valore qualche
limitazione: per es., un numero d’uomini non pud essere
che intero e positivo (o, meglio, assoluto), un peso non pud
essere che positivo, 1’etd di un figlio non pud essere che
minore di quella del padre, ecc. Se il numero ottenuto,
risolvendo 1’equazione, non soddisfa a tali limitazioni, va
rifiutato, e il problema si dovrd dire émpossibile, perche
~non ammette soluzione.

Se poi i dati sono rappresentati da lettere, risultano
espressi per mezzo di lettere anche i coefficienti dell’ equa-
zione; ed allora, affinché quest’ equazione ammetta una so-
luzione (ed una sola), deve essere soddisfatta dai dati, come
gia si & visto in qualcuno degli esempi dei nn. 11, 14, una
limitazione, cio¢ deve risultare diverso da O il coefficiente,
che viene assunto dalla a nell’equazione ridotta a forma
normale. Ed anche quando si ammette verificata dai dati
questa condizione e si & trovata 1’ espressione letterale della
soluzione, pud accadere, come si & detto pocanzi, che, in
forza del significato stesso della incognita, una tale espres-
sione debba soddisfare a qualche altra condizione (di natura
aritmetica o di segno o di disuguaglianza, ecc.), la quale
imponga qualche nuova limitazione ai valori delle lettere,
che rappresentano i dati. Sono oggetto della cosiddetta
discussione del problema, la determinazionc precisa di tutte
queste limitazioni per i dati letterali, e 1’csame ordinato e
completo di tutti i casi, cui pud dar luogo la scelta dei
valori numerici di questi dati.

Nei prossimi nn. illustreremo con alcuni esempi di pro-
blemi le considerazioni e le norme qui esposte in generale.
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16. Un numero intero {assoluto) é composto di due cifre,
lo cui differenza é 5; se si cambiano di posto le due cifre,

C . . . 3
8t ottiene un nuinero, che é soltanto 1 3

del primo: trovare
questo numero.
Prendiamo come incognita x la cifra delle unitd del

primo numero; poich® questo numero deve essere maggiore
.3 . .
del secondo (che non & che i 3 di esso), la sua cifra delle

decine deve essere & + 5 (e non x — 5), cosicche il numero
delle sue unitd & 10(x + 5) + «, mentre quello del secondo
numero & 10x - (x + 5), e si deve avere

10 + (€ +5) = g [10(x + 5) +- x).
Risolvendo, secondo la regola del n. 10, quest’ equazione
di 1° grado, si trova £ =2, e il numero cercato & 72. In-

fatti si ha 27 = —272.

Si osservi che, anche prima di mettere in equazione il problema, si
poteva notare che, in quanto la incognita x denota la cifra delle unita
di un numero di due cifre, avente per cifra delle decine x -+ 5, non
sono ammissibili per la «, in forza del suo stesso significato, che i va-
lori 0 0°1 0 2 0 3 0 4; e qualora poi I’equazione avesse condotto ad un
valore di « diverso da questi, il problema sarebbe stato impossibile.
Per cs., se ci si proponesse il problema analogo al precedente, in cui,
in luogo del dato g, si prefissassero i :‘;, si sarebbe condotti all’equa-
zione

10x + (x + 5) = ; [10(x + 5) -+ x],

la quale ammette bensi una soluzione ed una sola, ma questa & data

175
da o = I © non ha senso, in relazione al problema proposto, il quale

& percid impossibile.

17. Un serbatoio d acqia ¢ munito di due rubinetti di
afflusso e di uno scarico. Se chiudendo lo scarico, si tenesse
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.

aperto soltanto il primo rubinetto, il serbatoio si riempirebbe
in 8 ore, e se si tenesse aperto soltanto il secondo rubinetto,
st riempirebbe invece in 12 ore. Infine, se il serbatoio fosse
pieno e, tenendo chiusi i due rubinetti, si aprisse solo lo sca-
rico, si vuoterebbe in 24 ore. Quante ore 0ccorrono, per riem-
pire il serbatoio, tenendo simulianeamente aperti @ due ru-
binetti e lo scarico?

Prendiamo come incognita x il numero di queste ore, e
per comodita di ragionamento indichiamo con ¢ la capacita
del serbatoio, per es., in litri, cio®é il volume, misurato in
litri, dell’ acqua, che occorre per riempirlo. Poiché il primo
rubinetto riempirebbe da solo il serbatoio in 8 ore cioé

e . c T
verserebbe ¢ litri d’ acqua, in un’ ora ne versa g ¢ quindi in x

ore versa —- litri. Similmente il secondo rubinetfo in x ore

8
cx

Pl litri, mentre lo scarico, nello stesso tempo, ne sot-

versa

cw . . ' . . .
trae 915 © siccome in capo ad « ore il serbatoio deve risul-
tare pieno si deve avere

@ om_om_
gtz =%

cioe, dividendo ambo i membri per c,

z __
24

+ 1,

® 8
ol &

Risolvendo quest’equazione si trova a&=06. Occorrono
dunque 6 ore.

Risolviamo lo stesso problema in generale, cio¢ lasciando indeter-
minati i dati ed indicando, ad es. con p, ¢, i tre numeri (di orc)
dianzi prefissati come uguali, rispettivamente, ad 8, 12, 24. Natural-
mente i tre numeri p, g, 7, per il loro stesso significato, vanno supposti
positivi. Con lo stesso ragionamento svolto or ora, il problema si tra-
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duce nell’ equazione

x x x . 1 1 1
~ 4 - —— =1 ossia —+—-——) =1.
r q p q

Perche quest’equazione ammetta una soluzione (ed una sola), occorre
e basta che il coefficiente della x sia diverso da 0. e sotto questa ipotesi
la soluzione & data da

" 1 . par
1.1 1 gr+1p—pg
p q

Ma per il significato, che in questo problema ha 1l’incognita « (mi-
sura, in ore, di un certo tempo, a partire dall’istante, in cui si aprono
simultaneamente i due rubinetti e lo scarico) il suo valore deve ri-
sultare positivo. Si ha dunque che, affinché il problema ammetta una
soluzione (ed una sola) & necessario e sufficiente che i dati rendano
soddisfatta la condizione

1—f—l——1>0 ossia —13+1>1
p q p 9

18. Un professore di educazione fisica, per far eseguire
agli alunni della sua scuola, a classi riunite, un saggio di
ginnastica collettiva, vuol disporli in quadrato, e ad wun
primo tentativo gli sopravanzano 11 alunni; prova ad aggiun-
gere a ciascuna riga e « ciascuna colonna un alunno e, per
completare il quadrato, gli mancano 14 alunni. Quanti sono
gli alunwni di quella scuola ?

Indichiamo con « il numero di alunni, che nel primo
tentativo sono stati messi in ciascuna riga e in ciascuna
colonna del -quadrato: il numero totale degli alunni & allora
espresso da «* + 11. Nel secondo tentativo & stato aggiunto
un alunno a ciascuna riga e a ciascuna colonna, cosicché il
medesimo numero complessivo degli alunni & anche espresso
da (x -+ 1)* — 14; si deve dunque avere

411 = (& -+ 1)* — 14.
E questa I’equazione in cui si traduce il problema, e,

risolvendola, si trova x=12. Gli alunni sono 12%-+11
(ossia 13° — 14) cioe 155.
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Consideriamo il problema in generale, sostituendo ad 11 e 14 due
numeri interi assoluti m ed n quali si vogliono. I’ equazione & allora

x4 m = (x + 1) —n,
o, ridotta a forma normale, diventa
2 ==m +n — 1.

Essendo in ogni caso diverso da 0 il coefficiente della x, quest’ equa-
zione ammette sempre una soluzione (ed una sola), la quale & data da

m-+n—1

» B)

Ma qui per la ®, che denota un numero di alunni, non sono ammis-
sibili che valori interi (assoluti). Percid il problema & possibile sotto la
condizione che il numero intero assoluto m + n — 1 risulti divisibile
per 2, ossia pari. Deve dunque essere dispari la somma % + %, ciod i
due numeri dati w ed n debbono essere uno pari e 1'altro dispari.

19. 8¢ divida il numero 153 in due parti, che stiano fra
loro come 4 sta a b.

Indicata con 2 una delle due parti, I’ altra sara 153 —

e si dovra avere
€ 4

58 —% b

Risolvendo quest’equazione, si trova x = 68; le due parti,
in cui va diviso 153, sono dunque 68 e 85.

Anche in questo caso risolviamo il problema in generale, ciod pro-
poniamoci di dividere un qualsiasi numero (relativo) N in due parti, che
stiano fra loro come certi due dati numeri (relativi) m ed =. Si & cos:
condotti all’equazione R

x m

N—% =’

che, ridotta a forma normale, diventa
(™ + n)x = mN.

Si riconosce cosi che il problema ammette una soluzione (ed una
sola) la quale & data da
mN
T om+n’
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salvo quando sia m + i = 0, nel qual caso 1’equazione & impossibile se
& N =0, indeterminata se & N =0. Ed & facile capire la ragione di questi
due casi di eccezione. Se & m—+n =0 vuol dire che i due numeri dati
m ed % sono fra loro opposti, cosicché debbono risultare tali anche le
due parti, in cui va diviso il numero dato V; ora se questo N & diverso
da zero, non & possibile decomporlo nella somma di due numeri fra
loro opposti (la quale risulta sempre nulla); mentre se N & nullo, si pud
sempre considerare come la somma di un qualsiasi numero e del suo
opposto.

Osserviamo infine che anche quando i tre numeri dati N, m ed n
siano, come nel caso numerico considerato dapprincipio, tutti e tre interi
e positivi, le due parti, in cui risulta diviso N, sono in generale fra-
zionarie; se si vuole che anch’esse siano intere, bisogna prefissare i
dati N, .  in modo che il prodotto mN sia divisibile per m + #u.

20. Un levriere ha scovato una lepre. Nel medestimo tempo,
in cui il levriere fa 3 salti, la lepre ne fa 4; e 2 salti del
levriere valgono quanto 3 di quelli della lepre. Se questa,
quand’ é scovata, si trova gia o 50 swoi salli dal levriere,
quanti salti dovic fare il levriere per raggiungeria?

Conviene prendere come incognita x non gia il numero
dei salti richiesto, bensi la sua terza parte; cosi il numero
di salti che dovra fare il levriere sari 3z, mentre 4x indi-
chera il numero di salti, che nello stesso tempo fard la lepre.
Ora per semplificare il ragionamento indichiamo per un
momento con / la lunghezza, per es., in decimetri, di un salto
di lepre. Quella di un salto di levriere (in quanto 2 di questi

salti equivalgono a 3 di quelli di lepre) sard g {. Lo spazio

. . 9
percorso del levriere in 3x salti sard dunque dato da 2 lx, e,

siccome il levriere raggiunge in tal modo la lepre, codesto
spazio dovra risultare unguale alla somma del vantaggio che
gid aveva la lepre (50 suoi salti, cio¢ 50! decimetri) e dello
spazio da essa percorso, fuggendo, in 4x suoi salti, cioe 4ucl
decimetii. Otteniamo dunque 1’equazione

9
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ossia, dividendo per ! ambo i membri,

§w=50+4m.
Risolvendo quest’equazione si trova x— 100; sono dun-
que 300 i salti che deve fare il levriere per raggiungere

la lepre.

21. Un reggimento di fanteria esce dalla caserma alle 5
del mattino per una esercitazione di wmarcia e si avvia alla
meta al passo regolamentare di 5 km. all’ ora. Dopo un’ ora
e ‘megzo, un ciclista viene mandalo a portare” un ordine al
colonnello e corre lungo la stessa strada o 20 kwm. all ora.
4 che ora il ciclista raggiungerd il reggimento?

Indichiamo con « il tempo, misurato in ore (e frazioni
decimali di ora), che trascorre fra 1'uscita del reggimento
dalla caserma e !’istante in cui esso & raggiunto dal ciclista.
In questo intervallo di tempo « il reggimento, che ad ogni
ora fa 5 km., ha percorso bx km. Per percorrere la stessa

¢

distanza, il ciclista ha a sua disposizione il tempo x — ;
=

e, poicheé ad ogni ora egli percorre 20 km., si deve avere

S = 20(:1: — g)

Risolvendo quest’equazione, si trova ax=2. Il ciclista
raggiunge il reggimento alle ore 7.

22. A nezzogiorno un camion parte da un paese A per
un altro paese B, che dista da A 115 km., e va « 15 kin.
all ora. Uw ora dopo parte da B per 4, lungo la stessa strada,
un’ automobile, che fa 60 km. all ora. Quando si incontre-
ranno il camion e I’ automobile?

Indichiamo con « il tempo, che passa fra la partenza
del camion e il suo incontro con 1'automobile, e supponia-
molo misurato in ore e frazioni decimali di ora. In questo
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tempo il camion, che ad ogni ora fa 15 km. percorre, a pa1-
tire da A, 15x km. Poich® I’automobile parte da B un’ora
dopo, essa corre soltanto per x — 1 ore e, in quanto va a
60 km. all’ora, percorre 60(x — 1) km. Siccome x ore dopo
il mezzogiorno il camion e 1’automobile s’incontrano, vuol
dire che la somma delle due distanze percorse, in senso op-
posto, dall’uno e dall’altra, deve risultare uguale alla di-
stanza fra 4 e B, ciod a 115 km. Si ha cosl I’ equazione

152 -+ 60(2 — 1) = 115,

che, risolta, d& o« =2 é Il camion e I’automobile &’ incon-

trano 2"20™ dopo la partenza del camion, cio® alle 14720™.

23. I due ultimi problemi (e, in un certo semso, anche quello del
n. 20) si possono considerare come casi particolari di uno stesso pro- -
blema generale, che trova molte applicazioni interessanti e che pelclb
ci proponiamo di studiare. Ma occorre qualche premessa.

Nei problemi precedenti abbiamo parlato di un reggimento, che
marcia a 5 km. all’ora, di un ciclista, che corre a 20 km. all’ora, di
un camion, che va a 15 km. all’ora, ecc. Questi modi di dire appar-
tengono al linguaggio corrente, ma conviene precisarne bene il senso.
I1 regyimento, il ciclista, il camion, ecc., su strada piana, procedono di
regola in modo che (almeno in media) ad ogni unitd di tempo, per es.
ad ogni ora, percorrono ciascuno lo stesso cammino. Per ragionare in
generale raffiguriamoci la strada come, una linea, ad es. come una
retta, e il reggimento o il ciclista o il camion ecc. come un punto I,
che percorre codesta retta e che diremo genericamente un « punto mo-
bile » o semplicemente « un mobile ». Orbene si dice che un mobile M
si muove di molo uniforine, se (come nei vari esempi dianzi considerati)
percorre ad ogni unitd di tempo lo stesso cammino o spazio. E in tutti
questi casi, si chiama velocit del mobile quel numero che misura lo
spazio percorso nell’unitd di tempo. Naturalmente bisogna fissare quale
unita di misura si voglia adottare sia per il tempo che per lo spuzio;
per es., se si prendono rispettivamente 1’ora (h.) e il chilometro (km.),
la velocitd risulta data in chilometri all’ora o per ora (o si scrive
« km./h. »); se invece si prendono il secondo (sec.) ed il metro (m.), la
velocita viene espressa in metri al secondo o per secondo (m./sec.), e
cosi via.

Se, per parlare in generale, indichiamo con v la velocita del mobile,
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lo spazio che esso percorre in 2, 3, 4,... unitd di tempo & dato, rispet-
tivamente da 2v, 3v. 4v,...; in un qualsiasi tempo 2 esso percorre lo
spazio vx, cosicché, se si indica lo spazio con s, si ha fra spazio e tempo
la relazione

(20) § = vz,

che si dice I’equazione del moto (uniforme) del mobile considerato.

24. Ma nei problemi per lo pilt non basta sapere quale sia, in valore
assoluto, il cammino percorso dal mobile in un dato tempo, bensi in
generale, interessa trovare quale posizione il mobile occupi sulla retta
in un generico istante. quando si sappia che esso in un istante dato ¢
passato per una data posizione.

A tal fine bisogna valutare tanto gli spazi come i tempi (e quindi
le velocitd) con numeri relativi. Immaginiamo, dunque, che la retta, su
cui si muove M, sia graduata (I, n. 3), e, per considerare dapprima il
caso pitt semplice, prendiamo come origine O (degli spazi) la data po-
sizione, in cui si sa che M si & trovato in un certo dato istante, e counve-
niamo di contare i tempi a partire da questo stesso istante (origine
dei tempi).

Sulla retta si intende prefissato, ad arbitrio. uno dei due versi come
positivo, e pud accadere che il mobile M si muova precisamente in
questo verso (moto progressivo). In tal caso la velocitd, che per defi-
nizione, & data dal cammino percorso da M fra l'istante 0 e l'istante 1
(0, cid che & lo stesso fra gli istanti 1 e 2, 0 2 e 3, ecc.) va presa po-
sitiva e, se v ¢ il suo valore, I’equazione (20) del n. prec., cio¢ la

(20) - §=vr

da senz’altro, ad ogni istante «, la distanza da O, a cui si trova, in
quell’istante, il mobile M. Cosi per il reggimento del n. 21 si ha s=>5a,
per il camion del n. 22 si ha s = 15.

Anzi, se si immagina che M non parta da O, bensi venga pit di lon-
tano, la stessa equazione (20) dd anche la posizione, in cui M si &,
istante per istante, trovato prima dell’ istante @ = 0, assunto come origine
dei tempi. Infatti & anzitutto chiaro che gli istanti precedenti I'istante 0
vanno indicati con numeri negativi; e, precisamente. I'istante — 10 —2
o -- 3 ecc. denota quello. che precede 1'istante 0 di 1 02 o 3 ecc. unita
di tempo: ed & altresi manifesto che in codesti istanti il mobile M si
trovava alla distanza da O, misurata, rispettivamente, da —v 0o — 2¢
0 —3v, ecc. In altre parole, anche per valori negativi del tempo .
sussiste fra spazio e tempo la relazione (20).

Ma pud anche darsi che M percorra la retta nel verso negativo
(moto retrogrado). In tal caso la velocitd, che deve pur sempre misurare
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il cammino percorso da M fra gli istanti 0 ed 1 (o, cid, che @& lo stesso,
fra gli istanti 1 e 2 0o 2 e 3, ecc.) va presa negativa; ma, ove si indichi
ancora con v questa velociti negativa, seguita manifestamente a va-
lere fra spazio e tempo la stessa relazione (20); per x > 0, cioé dopo
I’istante 0, va risulta negativo, ciod M si trova dalla parte negativa
di O, mentre per « < 0, cioé prima dell’ instante 0, M si trova dalla parte
positiva di O.

25. Passiamo, dopo cid, al caso generale, in cui si sa che un punto M.
animato di una data velocita v (positiva o negativa, secondo che il moto
& progressivo o retrogrado), in un dato istante «x, (posteriore o ante-
riore all’istante assunto come origine dei tempi, secondo che & a, >0
0 x5 < 0) si trova ad una data distanza s, da O (e, quindi, dalla parte
positiva o negativa di O, secondo che & s,>0 o s, <0). A quale di-
stanza da O si troverd M in un altro istante qualsiasi a?

Per fissare le idee supponiamo x > x,. Fra I'istante a, e 1 istante «
passa il tempo x — «,. e in questo tempo M percorre il cammino v(x — x,),
che sara positivo o negativo secondo il segno della velocitah v. Ma M &
partito dalla distanza s, da O, cosicche, alla fine di codesto tempo x —«x,,,
cioe all’istante a, si trovera alla distanza da O, che si ottiene som-
mando (algebricamente) ad s, il nuovo cammino v(x - x,). Insomma,
I’ equazione del moto di M, ciod la relazione fra lo spazio s e il tempo «,
sard data. in questo caso generale, dalla

(21) § = V(% — Xo) + S,

Cosi. per il ciclista del n. 21 (ove sulla retta, che rappresenta il
cammino percorso dal reggimento, si prenda come verso positivo quello

<

di mavreia) si ha s:20(az-—i); per I’automobile del n. 22 (ove sulla

retta, che rappresenta la strada da 4 a B, si prenda come senso po-
sitivo quello da 4 verso B) si ha s =—60(x — 1) + 115.

Naturalmente la (21), come gia la (20), vale sia prima, sia dopo
1'istante 0, cio® tanto per valori positivi, quanto per valori negativi
del tempo «. E da essa risulta che, nell’istante 0, il mobile M si trova
alla distanza da O misurata da — v, + s,: esso & dunque dalla parte
positiva o negativa di O secondo che questo numero —wvx,+s, & >0
o < 0. Se poi, per caso, questo numero risulta nullo, vuol dire che
nell’istante 0 il mobile si trova precisamente nell’origine O degli spazi.
E in quest’ultimo caso, scrivendo la (21) sotto la forma

§ = VI — VX, + S,

e tenendo conto che & — vay—+ sy =0, si riconosce che la (21) si riduce
alla (20).
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26. Dopo queste premesse, possiamo occuparci del problema gene-
rale, al quale accennammo al n. 23.

Su di una retia si muovono di moto uniforme due mobili M ed M’
e siano v e v' le rispettive velocitd (che naturalmente supponiamo note
non solo in valore assoluto. ma anche in segno). Si conoscano inolire
le posizioni M,, My, che sulla retia occupano. rispettivamente, i due
mobili M ed M in certi due dati istanti (che possono essere diversi o
coincidere). In quale istante accade che i due mobili occupino sulla
retta la stessa posizione?

Per semplicitd adottiamo sulla retta come origine degli spazi s la
posizione particolare M,, prefissata per M, e conveniamo di contare i
tempi dall’istante, in cui M si trova in codesta posizione. L’ equazicne
del moto di M & allora (n. 24) la

(20) § == vX.

Se, in base ai dati, & sy la distanza di M," dal punto M,, assunto
come origine degli spazi, ed & x, l'istante, in cui (rispetto all’ origine
dei tempi or ora adottata) M’ si trova nella posizione M, I’ equazione
del moto di M' & data (n. 25) dalla

(21) § = (@ — ) -+ 8, .

Per risolvere il problema proposto bisogna trovare quell’istante a,
in cui le due espressioni va e v'(x—x,’) + s assumono lo stesso valore:
ciot si & condotti all’ equazione

(22) v =1 (X —x,) + sy,

che & evidentemente di 1° grado. Ridotta a forma normale, essa assume
I’ aspetto
(v — v =— v + s,

onde si ricomosce che purche sia v-— v’ Z0, cioé a patto che i due

mobili abbiano velocita diverse, la (22) ammette una soluzione (ed una

sola), data da

23) = __”_'ﬂ"_“‘r"so_’
v—

B questo P’istante cercato; e se i due mobili percorrono la retta nello
stesso senso (come il reggimento e il ciclista del n, 21), cio¢ se le ve-
locita v e v’ sono di ugual segno, si tratta dell’istante, in eni uno dei
due mobili raggiunge 1 altro; se invece i due mobili si muovono in
senso contrario (come il camion e 1’automobile del n. 22), ciod se v e v’
sono di segno opposto, nell’istante (23) i due mobili s’¢ncontrano.

Secondo il segno, I'istante (23) segue o precede Distante 0; e nei
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problemi concreti, ove I’enunciato imponga qualche limitazione di disu-
guaglianza all’istante richiesto, pud anche darsi che la soluzione (23)
dell’ equazione non renda scddisfatta tali limitazioni e che percid il pro-
blema risulti impossibile.

27. Dianzi abbiamo escluso il caso v —v' =0, in cui i due mobili
hanno la stessa velocitd. B facile vedere il perche dei casi di eccezionc
che cosl si presentano.

Sotto Pipotesi v — v’ = 0. I’equazione (22) & imposs:bile o indeter-
minata, secondo che & — v’y + s, = 0, oppure — v'&'; + s,/ = 0. Ora si
ricordi (n. 25) che — v'x,’ + &y ¢, in forza della (21), 1a distanza da M,,
a cui M’ si trova nell'istante 0. Se & — v’z -+ s, =0, vuol dire che
nell’istante 0 i due mobili si trovano distanziati I’ uno dall’altro; e,
siccome si muovono entrambi con la medesima velocita (e, in particolare,
nello stesso senso) & chiaro che essi, durante tutto il moto, mantengono
sempre la medesima distanza 1’uno dall’ altro e non possono mai oceu-
pare sulla retta la stessa posizione. Se poi & —v'a';+ s/’ =0, i due
mobili, che nell’istante 0, si trovano entrambi in M,, e procedono pur
sempre alla medesima velocitd, si muovono, durante tutto il moto, di
conserva, cioé occupano ad ogni istante la stessa posizione.

28. Fra gli esercizi verranno proposti vari problemi del tipo dianzi
considerato, e le considerazioni qui esposte varranno, casc per caso, di
guida nella risoluzione e nella discussione.

Sistemi di due equazioni di primo grado in due incognite.

29. Sinora abbiamo studiato soltanto problemi ed equa-
zioni in una sola incognita. Ma vi sono problemi, in cui ci
si propone di determinare due o pitt grandezze non cono-
sciute, e che, percid, quando si trattano con I’Algebra, con-
ducono ad equazioni in altrettante incognite.

Noi qui ci limiteremo a considerare equazioni in due
sole incognite, ma le generalitd, che esporremo in questo n.,
valgono in ogni caso.

Un’ equazione in due incognite @ e y & un’uguaglianza
condizionale della forma

(24) Afee, y) = Blac, y),

dove A(x, y) e B(x, y) denotano due date espressioni, conte-
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nenti # e y. Dicesi soluzione della (24) ogni coppia di valori,
che sostituiti rispettivamente ad x e y, fanno assumere alle
due espressioni 4(x, y) e B{x, y) un medesimo valore.

Alle equazioni in due incognite si estende la definizione
di equivalenza (n. 4), dicendosi equivalenti due equazioni
nelle stesse incognite x e y, quando ogni soluzione della
prima & anche soluzione della seconda, e viceversa.

Si estendono altresi i teoremi dei nn. 5-7; in particolare,
si pud anche in queste equazioni trasportare un termine da
un membro all’altro, purché gli si cambi segno.

L’ equazione (24) si dice infera, se sono intere entrambeo
le espressioni A(x, y) e Blx, y), cio® se esse sono due poli-
nomi in « e y. Si dice invece fratta, se in A(x, y) o in B(x, y)
0 in entrambe compare, come termine, qualche frazione
algebrica, contenente a denominatore almeno una delle in-
cognite.

Di un’equazione intera si dice grado quello del poli-
nomio, che si ottiene a primo membro, quando vi si tra-
sportano tutti i termini dell’equazione (e si riducono gli
eventuali termini simili).

Nel seguito di questo Capitolo ci limiteremo a considerare
equazioni di 1° grado. Una tale equazione si dice ridotta a
forma mormale, quando si sono trasportati a primo membro
tutti i termini contenenti le incognite, a secondo tutti i ter-
mini noti. Percid un’equazione di 1° grado in due inco-
gnite x e y, quando sia ridotta a forma normale, assume
I’ aspetto

ax + by = c,

dove a, b, ¢ denotano tre numeri dati (od anche tre date
espressioni letterali, non contenenti le incognite).

30, Prendiamo, ad es., I’equazione (di 1° grado, normale)
(25) 3w -+ 2y = 12.

Si vede subito che una tale equazione ammette infinite
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soluzioni. Se, per es., si da ad « il valore 0, si ottiene per
la y 1’ equazione (in una sola incognita)

2y = 12,

la cui soluzione & y =6, cosicch® una soluzione della (25)
¢ data da x =0, y = 6. Se invece si da ad a il valore 1,
si ha per y 1’equazione

34 29 =12,

che & soddisfatta da 4 :g; ed =1, y:g é una nuova

soluzione della (25).

Insomma, dato ..d arbitrio, un valore alla «, risulta de-
terminato un valore per la y, che si ottiene risolvendo la
data equazione, come se fosse, un’equazione nella sola inco-
gnita y. Cosl tutte le soluzioni della (25) sono date dalle
coppie di valori, che vengono assunti da

o y= 12— 3
= G
quando ad « si attribuiscono tutti i possibili valori.

Consideriamo, allora, un’altra equazione di 1° grado nelle

stesse incognite x e y, per es., la

Anche questa ammette infinite equazioni; ma possiamo
chiederci se le due equazioni considerate ammettano qualche
soluzione comune, cioé se esista qualche coppia di valori,
che, sostituiti rispettivamente ad x e y nelle due equazioni,
le rendano soddisfatte entrambe.

Quando ci si propone di trovare le soluzioni comuni a
due equazioni nelle stesse incognite, si dice che « si fa si-
stema delle due equazioni » od anche che « si fanno coesi-
stere le due equazioni »; e le eventuali soluzioni comuni
alle due equazioni si dicono senz’ altro soluzioni del sistema.
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Risolvere il sistema vuol dire trovarne tutte le possibili
soluzioni.

Un sistema si rappresenta di solito, scrivendone le equa-
zioni, 1’ una sotto 1’altra e unendole con una graffa. Cosi,
nel caso delle due equazioni dianzi considerate, si scrive

53.’1;-}-2@/:12,

31. Come nel caso delle equazioni (n. 4), due sistemi si
dicono equivalenti, quando tutte le soluzioni del primo sod-
disfano anche al secondo e, viceversa, ogni soluzione del
secondo soddisfa anche al primo.

E per risolvere i sistemi si procede in modo analogo a
quello tenuto per le equazioni (nn. 9, 10), ciod si cerca di
passare dal sistema dato ad altri sistemi equivalenti, man
mano piu semplici, fino ad ottenerne uno, che permetta di
riconoscerne agevolmente la soluzione (o le soluzioni).

Nel caso dei sistemi di due equazioni di 1° grado in due
incognite si possono seguire tre metodi, che sostanzialmente
si equivalgono, e che ci permetteranno di riconoscere che
ogri sistema siffatto én generale (cio® all’ infuori di qualche
caso particolare di eccezione) ammette una soluzione ed
una sola.

32. Metodo di sostituzione. Riprendiamo il sistema de:
n. 30
(26) 3w + 2y = 12,

Si tratta di trovare per x e y due valori, che rendano
soddisfatte entrambe queste equazioni. Se si tien conto sol-
tanto della prima, le sue soluzioni, come si & visto al n. 30,
sono date dalle coppie di valori, che si ottengono da
_ 12— 3z

T e y=-—py—,

(27)
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attribuendo ad x tutti i possibili valori. Di queste coppie
di valori dobbiamo considerare soltanto quelle, che soddi-
sfano anche alla seconda equazione. Ora esprimendo che la
coppia di valori (27) soddisfa a questa seconda equazione,
cioé sostituendo in essa al posto della y I’ espressione

12 — 3z

si trova !’ equazione

(28) dop — 55 =35,

la quale contfiene la sola incognita x ed & di 1° grado. Essa
definisce quel valore di x, per cui le (27) danno una solu-
zione comune delle due equazioni, cio® una soluzione del
sistema. Risolvendo la (28), si trova « =2 e, sostituendo
questo valore di « nella seconda delle (27), si ottiene y = 3.
Il sistema dato ammette dunque la soluzione x =2, y = 3;
e, in forza dello stesso ragionamento, non ne pud ammet-
tere altra.

11 metodo cosl spiegato si pud enunciare con la seguente

Regola. Per risolvere un sistema di due equazioni di
1° grado in due incognite x ed y col metodo di sostituzione,
st risolve una delle due equazioni rispetto ad una delle in-
cognite, per es., la 1y, come se la x fosse conosciuta, e I’ espres-
sione cosi oftenula si sostituisce al posto di y nell altra equa-
zione. Si perviene in tal modo ad un’ equazione nella sola x,
che, risolla, da il valore di questa incognila. Quello della y
st ottiene sostituendo codesto wvalore di « -mella rispettiva
espressione dianzi trovata.

33. Metodo di confronto. Consideriamo il sistema
4o + 6y =15,
B — 4y = 13.

Risolvendo la prima equazione rispetto alla y, come se
la x fosse conosciuta, si trova che tutte le soluzioni della
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prima sono date dalle coppie di valori

29) z y="0%

dove ad x si diano tutti i valori possibili. Similmente tutte
le soluzioni della seconda equazione sono date dalle coppie
di valori ‘

dove ancora si attribuiscano ad a tutti i possibili valori.
Per avere una soluzione del sistema (ciodé comune alle due
equazioni) bisogna trovare un valore di x tale che faccia
assumere lo stesso valore alle due espressioni fornite per
la y dalle (29) e (30). Si & cosl condotti all’equazione

15 —4x 5w —13

(81) Y

che contiene la sola ® ed ¢ di 1° grado. Risolvendola si
trova « = 3 ; dopo di che il valore di y si trova ponendo « = 3
nell’ una o nell’altra delle espressioni di y date dalle (29)

) 1
e (30). Risulta g =3 onde il sistema ammette la soluzione

. 1 ,
£=3, Y= 5, © nessun’ altra.

Regola. Per risolvere un sistema di due equazioni di 1°
grado in due incognite col metodo di confronto si risolvono
entrambe le equazioni rispetto ad una stessa incognita, per
es., rispetto alla y, come se la x fosse conosciula, e si ugua-
gliano le due espressioni cosi ottenute per la y. Si perviene
in tal modo ad un’ equazione nella sola x, la quale, risolia,
fornisce il valore di questa incognita. Quello di vy si ottiene,
sostituendo questo valore di x in una qualsiasi delle e
espressioni di y diamzi trovale.
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34. In ognuno dei due metodi precedenti si perviene alla
risoluzione del sistema, deducendo da esso una nuova equa-
zione (la (28) nel primo metodo, la (31) nel secondo), che
contiene soltanto una delle incognite (la x): questa equazione
si dice ottenuta dal sistema eliminando 1 altra incognita
(cioé la g). Il terzo metodo, che ci resta da spiegare, con-
duce direttamente a questa eliminazione. Ma & necessario
premettere una definizione e un teorema, che interessano
non soltanto per i sistemi di due equazioni di 1° grado in
due incognite, di cui qui ci occupiamo, bensi anche per
sistemi pit generali.

35. Date due equazioni 4 =0 ¢ 4'=0, si dice combinazione
lineare di esse ogni equazione della forma ¢4 +-¢4A'=0,
dove ¢ e ¢' denotano due numeri quali si vogliono, non
entrambi nulli. Questi due numeri si dicono i moltiplicator:
della combinazione lineare. Per es., prendendo g =1e ¢ =1
oppure g =1 e ¢=—1, si hanno le due combinazioni
lineari

A4 A=0 e A— A =0,

che si dicono ottenute dalie due equazioni date A =0 e 4'=0,
« sommandole » o, rispettivamente, « sottraendole membro
a membro ».

Cid premesso, sussiste il seguente teorema: Un qualsiasi
sistemea di due equazioni A =0 e A'=0 ¢é equivalente ad
ogni sistema. della forma

(32) A=0, q4 1 g4 =0,

dove ¢ e ¢ denotano due wwneri quali si vogliono, purché ¢
sia diverso da 0.

Infatti ogni soluzione del sistema 4 =0, A’=0 fa assu-
mere il valore O ad entrambe le espressioni 4 e 4’; percio
essa annulla anche 1’ espressione g4 -+- ¢’4’, cioé soddisfa al
sistema (32). Viceversa, ogni- soluzione di questo sistema,
annullando insieme le due espressioni 4 e g4 -1- ¢4, fa
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assumere il valore O anche alla ¢'4" e quindi, essendo
per ipotesi ¢’ =0, alla stessa A’; ciod soddisfa al sistemna
dato 4 =0, 4" =0.

35. Giova aggiungere una osservazione. Al n. prec. ab-
biamo considerato un sistema della forma 4 =0, 4'=0.
cioé abbiamo supposto che in entrambe le equazioni tutti i
termini fossero stati portati a primo membro, mentre nelle
equazioni di 1° grado, ridotte a forma normale, i termini
noti si lasciano a secondo membro. Ora & facile riconoscere
che per formare una combinazione lineare di due equazioni
normali non occorre portare i termini noti a primo membro.
Invero, supponiamo di avere due equazioni della forma

A=c¢, A =,

dove ¢ e ¢ denotano i rispettivi termini noti. Per formarne
una combinazione lineare di moltiplicatori ¢ e ¢, dovremmo,
secondo la definizione del n. prec., cominciar col trasportare
i termini noti a primo membro e poi considerare I’ equazionc

94 —o) +q(4'—c)=0.
Ma sciogliendo le parentesi e ritrasportando il termine
noto al secondo membro, quest’ ultima equazione si scrive
QA+ ¢ A" =qo+q°¢,

e, come si vede, si pud ottenere direttamente, come combi-
nazione lineare delle due equazioni date, sotto la loro forma
normale.

36. Metodo dei coefficienti uguali o della combinazione
lineare. Consideriamo il sistema

{5 3y= —3,

(33) | — 20 4 4y = 92

Si & visto or ora che si oftiene un sistema equivalente
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sostituendo ad una delle due equazioni, per es., alla seccnda,
una qualsiasi combinazione lineare delle (33), (purche sia
diverso da O il moltiplicatore della seconda). Ora si possono
sempre scegliere i moltiplicatori in modo che nella nuova
equazione, risulti eliminata (cioé venga a mancare) una delle
due incognite. Per es., se si vuole eliminare dalle (33) la y,
basta moltiplicare ambo i membri della prima equazione per
il coefficiente 4 della # nella seconda ed ambo i membri
della seconda per il coefficiente 3 della stessa # nella prima,
e poi sottrarre membro a membro le equazioni cosi ottenute.
Invero, le due date equazioni, quando se ne moltiplicano
ambo i membri, rispettivamente, per i due moltiplicatori
indicati, diventano

| 4-bx-+4-3y=—12,
| — 3204+ 3-4y= 66,
e, sottratte membro a membro, danno I’equazione nella sola x

260 — — 78,

che, risolta, dd4 = — 3. Dopo di ci0, attribuendo ad «
questo valore in una delle due equazioni (33), per es. nella
prima, si trova la

-~ 15 4-83y = — 3 ossia 3y =12,

Ja ‘quale da y = 4.

Del resto a questo valore della y si pud giungere anche
direttamente, eliminando, in modo analogo, fra le (33)la x:
basta moltiplicare ambo i membri della prima di codeste
equazioni per 2 e quelli della seconda per 5 (con che i
coefficienti della x nelle due equazioni risultano opposti)
¢ poi sommarle membro a membro. Si trova cosl la

26y = 104,
da cai risulta appunto y—=4.

In pratica, per cseguire comodamente il calcolo, giova scrivere ac-
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canto a ciascuna equazione il rispettivo moltiplicatore, disponendo, ad es..
I’ operazione nel modo seguente

4\ Bu-4+8y——3 2, B+ 8y — —3
3| — 2 -+4y =22 5] —2c+ 4y =922
90w + 19y — — 12 10z + 6y — — 6
—6x + 12y — 66 * ) 100 -+ 200 — 110
%6 —T 96y — 104

o, pitt semplicemente,

4y bxr+3y—=-—38 2y BSr4-8y—-—3
—8) —2x 4y —22 5| — 20+ dy=22
26 ——) 26y — 104

Se nelle date equazioni i due cofficienti della incognita, che si vuole
eliminare, sono interi e hanno qualche fattore comune, giova scegliere
i due moltiplicatori in modo che il valore assoluto comune dei nuovi
coefficienti di codesta incognita risulti uguale al minimo multiplo eo-
mune dei valori assoluti dei coefficienti primitivi. Per es.

4( 9x—6y=4 —5( 9x—6y=1
3| 15w + 8y =6 3| 15+ 8y =6
T8l =384 Bly = — 2

Regola. Per risolvere un sistema di due equazioni di 1°
grado in due incognile col metodo dei coefficienti uguali si
moltiplicano ambo i membri delle due equazioni per moltipli-
catori (diversi da O) tali, che i coefficienti di uwna delle inco-
gnite, per es., della y, risultino fra loro uguali od opposti.
Dopo di cio, sottraendo o, rispettivamente, sommando membro
a membro le due equazioni cosi ottenute, si pervieme ad una
equazione, che contiene soltanto la x e, risolta, da il valore
di questa incognita. La y si determina sia sostituendo il va-
lore trovato per la x iw una delle date equazioni. sia elimi-
nando da queste, in modo analogo, la x.

37. Per ciascuno dei sistemi considerati sin qui (nn. 32-36)
abbiamo trovato una soluzione (ed una sola); ma si possono
anche presentare casi di impossibilita e casi di indetermi-
nazione.
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Prendiamo, ad es., il sistema

Sx — 4y = 2,

— 6+ 8y=>5;
e proviamo a risolverlo con uno qualsiasi dei due metodi
dianzi indicati, per es., col metodo di confronto (n. 33). Ri-
solvendo entrambe le equazioni rispetto alla y e uguagliando

le due espressioni cosi ottenute, troviamo 1’ equazione
3o —2 6r+5
4 — 8

che liberata dai divisori, diventa
6x — 4 = 6x +- 5,

ed & un’ equazione impossibile, in quanto, ridotta a forma
normale, assume 1’ aspetto

6 —6x =19 ossia O.x=9.

Non esiste, dunque, nessun valore di «, che insieme con
un conveniente valore di y, renda soddisfatte le due date
equazioni: il sistema & émpossibile.

E il fatto si spiega facilmente osservando, che se si di-
vidono ambo i membri della seconda equazione per — 2, si
ottiene 1’equazione equivalente

la quale contraddice alla prima delle date, in quanto richiede
che 1’ espressione 3x — 4y, la quale per la prima deve assu-

mere il valore 2, risulti, invece, uguale a -— 5
~

Consideriamo in secondo luogo il sistema
| — 2x 4 3y=5,
[ 8c - 12y=— 20.
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Applicando ancora il metodo di confronto, si & condotti
all’ equazione nella sola

20 +5  8x+ 20

3 12

che, liberata dai divisori, diventa
8x 4- 20 = 8x + 20

e si riduce ad una identita. Cid vuol dire che I’incognita
non risulta soggetta ad alcuna condizione; o, in altre parole,
ad ogni possibile valore di x si pud associare un valore
per y, che insieme con esso renda soddisfatto il sistema: il
sistema & indeterminato. E il fatto risulta evidente, se si
osserva che le due equazioni date sono fra loro equivalenti,
in quanto la seconda si deduce dalla prima, moltiplicandone
ambo i membri per — 4.

Discussione dei sistemi di due equazicni di primo grade
in due incognite.

88. Gli esempi dei nn. prec. e¢i hanno mostrato che per un sistema
di due equazioni di 1° grado in due incognite sono possibili vari casi:
in generale esso ammette una soluzione (ed una sola); ma pud anche
non ammetterne nessuna, oppure ammetterne infinite. Qui, discutendo
in generale un tale sistema, faremo vedere che questi sono i soli casi
possibili, e assegneremo dei criteri, che permettono di decidere, anche
senza risolvere il sistema, a quale dei casi esso corrisponda.

Il sistema, ove si immagini ridotto a forma normale e si denotino i
coefficienti con lettere, si pud scrivere

(34) ax + by = ¢,
: a'x + by ==c,
dove a, b, ¢, @', b, ¢’ rappresentano sei numeri dati (od anche sei opres-
sioni letterali, non contenenti le incognite «, y). Per semplificare la di-
scussione supporremo, che i coefficienti a, b, a’, b’ delle incognite siano
tutti e quattro diversi da 0; e notiamo che, quando si annulla uno di
questi coefficienti, il sistema comprende un’equazione in una sola delle
incognite, onde risulta facile discuterlo, caso per ecaso. D'altra parte
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possiamo aggiungere che i risultati, cui si perviene in questi casi speciali,
rientrano in quelli, che qui otterremo, ragionando nel caso generale.
Ammesso, dunque, che nessuno dei coefficienti delle incognite sia
nullo, risolviamo il sistema (34) col metodo dei coefficienti uguali e
comineiamo con 1’eliminare la y, considerando la combinazione lineare
delle (34), che ha per moltiplicatori 8 e —b (entrambi, per ipotesi,
diversi da 0):
b ax+by=c
—b | dx+dy=c
(85) (ab’ — a'b)x = cb' — c'b

Affinche I'equazione nella sola & cosl ottenuta sia possibile (e de-
terminata) & necessario e sufficiente (n. 10) che sia

(38) ab — a'b=0.
Esamineremo poi i casi di eccezione, che si presentano quando &
ab' —a'b =0.

Qui intanto, supponendo soddisfattia la (36), ricordiamo che il sistema
dato & equivalente (n. 35) a quello formato dalla (35) e da una qual-
siasi delle (34); percio il valore di «, che, associato ad un conveniente
valore di y, da una soluzione del sistema, & quello che soddisfa alla (35),
ciod ¥ b ’

o et —c
87) = —ab

Per trovare il corrispondente valore di y si potrebbe temer conto di
una qualsiasi delle equazioni date (34); ma @& pin semplice eliminare
da esse la x. Troviamo cosi

—a' { ax-+by=c¢,
a | a'x+by="2¢,
(35) (ad) — a'b)y = ac' — a'c

L’ equazione nella sola y, che cosi otteniamo, ha, come coefficiente
della incognita y, la stessa espressione ab’' — a'b, che abbiamo trovato
nella (85), come coefficiente della incognita wx. Percid sotto 1'ipotesi (36),
la (35') & anch’essa possibile (e determinata): e, ragionando come po-

canzi, si riconosce che la sua soluzione, cio®
ac' —a'c
38) Y=y -
ab' — a'd

da il valore di y. che insieme col valore (37) di a rende soddisfatto il
sistema.
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Concludiamo, dunque, che sotto 1’ipotesi (36), il sistema (34) ammette
una soluzione (ed una sola), data dalle formule (37), (38).

89. Passiamo al caso dianzi escluso
ab — a'db =0.
Sotto questa ipotesi, 1’equazione
(35) (ad' — a'b)x = ¢b’' — c'b,

che, come si & visto al n. prec., si ottiene dalle date, eliminando la y,
& (n. 10) impossibile o indeterminata, secondo che cb' — ¢'d & diverso
da 0 o nullo.

Ma il sistema dato &, anche qui, equivalente (n. 35) a quello formato
dalla (35) e da una qualsiasi delle (34), per es. la prima. Percid, quando
si ha simultaneamente

(89) ab' —a'b=0, cb'—cb=y

non esiste nessun valore di «, che insieme con un conveniente valore
di y, renda scddisfatto il sistema (34), il quale risulta impossibile. Se
invece si ha insieme

(40) abl —a'b=0, cb —cb=0,

I’incognita & non & soggetta ad alcuna condizione ed il sistema (34)
ammette come soluzioni tutte quelle della sua prima equazione, ciod
tutte le coppie di valori di

c— ax

X, Y= b

dove ad x si attribuiscano tutti i possibili valori.

Ma qui nasce spontanea una domanda: come pud succedere che tutte
le soluzioni della prima delle equazioni (34) rendano senz’ altro soddi-
sfatta anche la seconda? .

Peor rispondere a questa domanda e, al tempo stesso, per chiarire la
ragione del caso d’impossibilitd, che si presenta quando si verificano
le condizioni (39), bisogna esaminare in modo pill preciso le (39) e (40).
La condizione ab’ — a'b = 0 si pud anche scrivere ab’ = a'b o (in quanto
a e b si sono supposti diversi da 0)

a b
a b’
cosicch®, indicando con % il valore comune di questi due rapporti, si ha

@ .
(41) a‘= k’ =
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e quindi
“2) a' =ak, b = bk.

Percid la seconda delle equazioni (34) si pud scrivere
akx -+ bky = ¢/,

ossia (in quanto k, insieme con a' e &', & diverso da 0)

cI
ax + by = 5
¢ il sistema dato assume I’ aspetto

s ax +by=c

oy ' s by =2
3¢) | ox-+ by = B

Cid premesso, riprendiamo il caso d’impossibilitd, che si presenta
quando si verificano le condizioni (39). La seconda di esse si pud
scrivere

b
czc’b/)

od anche, in forza della seconda delle (41),
C/
02705

od allora si comprende bene come il sistema (34'), cio® lo stesso sistema
dato, sia impossibile: mentre la prima delle due equazioni richiede che
si trovino due valori di « e y, i quali facciano assumere all’ espressione

ax + by il valore ¢, la seconda impone che la medesima espressione,
!

per gli stessi valori di « e y, prenda il valore E_’ diverso da c.

Se, invece, sussistono le (40), che caratterizzano il caso d’indeter-
minazione, dalla seconda di esse risulta

ossia, per la seconda delle (41),

€ = ’E’

e le due equazioni, che costituiscono il sistema (34') coincidono. In-
somma nel caso d’indeterminazione le due equazioni del sistema sono
fra loro equivalenti.
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40. Prima di riassumere, in un enunciato, i risultati della prece-
dente discussione, giova aggiungere un’ osservazione.

Si & visto al n. prec. che quando sussistono le (40), si ha. per un
certo numero k (diverso da 0)

a' =ak, b =0k, c =ck.

Percid in tal caso il binomio a¢’ —a’c, da noi incontrato insieme
con ab' — a'db e cb' — ¢'b, assume il valore

ack — ake,

ciod si annulla anch’esso. Viceversa, se insieme, con la ab' —a'b =0,
(n. prec.) che implica a' = ak, b’ = bk, sussiste la ac’ — a'c =0, da que-
st’ultima si deduce

¢ =c ossia ¢’ =ck,

o8

e si riconosce che il binomio ¢b’ — ¢'b, riducendosi a
cbk — ckb,

si annulla anch’esso. Abbiamo dunque che quando i quatiro coefficienti
a, b, &', &' (supposti tutti diversi da 0) verificano la condizione

abl —a'b =0
e si considerano anche i termini noti c e ¢, sono possibili per i binomi
cb —cb, ac —a'c

soltanto due casi: o sono entrambi diversi da zero o si annullano tuiti
e due.

Se allora, riprendiamo le due equazioni (35), (35') n. 38, che dal si-
stema (34) si deducono, eliminando rispettivamente la y e la «, ciod le

(ab' — a'b)xc =cb' — ¢'b, (ad' — a'b)y = ac' — a'c,

vediamo, che, nei casi di eccezione, caratterizzati dalla condizione
ab' — ab’ =0, esse sono o tutte e due impossibili o tutte e due indeter-
minate.

41. Possiamo oramai riassumere la discussione precedente nel se-
guente enunciato: Sia dafo un sistema di due equazioni di 1° grado in
due incognite e sia ridotto a forma mormale:

by=c
34 ax + by = ¢,
®4) a'x+ by=c.
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Se il binomio ab' — a'b é diverso da zero, il sistema ammette una
soluzione (ed una sola), data da

ch — c'b ac’ —a'c

= —ab YT ab —ab

Se tnvece il binomio ab' — a'b é nullo, sono possibili due casi: i due
binomi cb' —c'b e ac' — a'c, che compaiono nelle formule precedenti,
come numeratori, sono entrambi diversi da zero oppure sono entrambi
nulli. Nel primo caso il sistema é impossibile, nel secondo é indetermi-
nato ed amnette tutte (e sole) le soluzioni di una qualsiasé delle sue due
equaegioni (fra loro equivalenti).

42. Le formule risolutive dianzi indicate si ricordano piu facilmente,
usando una particolare notazione (che si pud estendere al caso di equa-
zioni di 1° grado in quante si vogliono incognite e che assume percid
in matematica una notevole importanza). I binomi ab — a'b, ¢b’ — ¢'d,
ac’ — a'c, che si presentano in codeste formule, si chiamano ciascuno
(al pari di ogni binomio analogo) il deferminante dei quattro numeri
che vi compaiono, e si denotano, rispettivamente, con

la b | lc b acl
’a’ v’ lc’ o’ 10&’ c |’

Insomma, dati quattro numeri, disposti in quadrato, si dice loro
determénante il numero, che si ottiene sottraendo dal prodotto dei due
numeri, posti diagonalmente a sinistra in alto e a destra in basso, il
prodotto degli altri due.

Possiamo allora dire che il sistema (34) & possibile (e determinato)
quando ¢ diverso da zero il determinante

o

a b
dei coefficienti delle incognite (presi nella disposizione, in cui si pre-
sentano nelle due equazioni, ridotte a forma normale e ordinate mello
stesso modo rispetto ad « e y). E in tal caso la soluzione & data da

cb a c

c v y la' ¢
“Tas | Y“lao[

‘a’ v |a’b’

In entrambe queste espressioni il denominatore & il determinante
dei coefficienti delle incognite; e in ciascuna di esse il numeratore &
il determinante, che da quello dei coefficienti si ottiene, sostituendo ai
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coefficienti della incognita, che si considera, i rispettivi termini noti
(portati a secondo membro).

Problemi di primo grado in due ineognite.

N

43. Un numero di due cifre é eguale a 7 wvolte la somma
delle sue cifre; mentre, se da esso si sotlrae 36, si oltiene il
numero formato con le stesse due cifre, prese in ordine in-
verso. Qual’ é quel nwnero?

Indichiamo, nel numero cercato, con « la cifra delle
decine, con g quella delle unita, talché il numero valga 10x -y
unith. Esprimendo che questo numero, & uguale a 7 volte
la somma « + y delle sue cifre e che, d’altra parte, sot-
traendo da esso 36, si oftiene 10y 4+, si & condotti alle
due equazioni

10 +y="Tx+y), 10x+y—36=10y + x,

che, ridotte a forma normale, danno il sistema

{ 3 — 6y =0,
| 9% — 9y = 36,
ossia
| ©—2y=0,
| 2 — y =4

Sottraendo membro a membro dalla seconda equazione
la prima si trova y —=4; e, quindi, in base alla prima equa-
zione, & = 8. Il numero cercato & 84.

44. Trovare i due termini di una frazione, la quale st

, 5 ‘ ; ) 11

riduca o 7 quando se ne awmenta il numeratore di 10, o 13
quando se ne diminuisce il denominatore di 26.

Denotando, rispettivamente, con « e y il numeratore e

il denominatore della frazione cercata, si deve avere

X 11

x -+ 1_0_ _
Ty --267 187

g =

i Ot
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Liberando le due equazioni dai divisori (e, quindi, esclu-
dendo per y i valori 0 e 26) si trovano le due equazioni

Te 4+ 70 =by, 13x=11(y — 26),
ossia
S%—@:—M
| 18 — 11y — — 286.

Con uno qualsiasi dei metodi di risoluzione indicati
(nn. 32, 33, 36) si oftiene & =55, y = 91. La frazione cer-

55
cata & dunque 91"

45. Vien divisa in parti wguali fra un certo numero di
operai una gratificazione. Se essi fossero 6 di pin, ricevereb-
bero ciascuno 10 lire di meno; se fossero 3 di wmeno riceve-
rebbero ciascuno 10 lire di pit. Quanti sono questi operai?
Quanto ricevono ciascuno?

Denotiamo con « il numero di operai, con y la somma,
in lire, che riceve ciascuno di essi. In forza dell’enunciato
del problema, abbiamo fra le  ed y le due equazioni

@+ 6)ly — 10) =2y, (@—3)y+ 10)=uay

ossia
xy + 6y —10x — 60 =y, xy — 3y + 10 — 30 = xy,
o, infine, in forma normale
i — 10x + 6y == 60,
[ 10x — 3y = 30.
Sommando membro a membro le due equazioni, troviamo
3y =90 e quindi y=30;

onde, in base ad una qualsiasi delle due equazioni, otte-
niamo x = 12. Gli operai sono, dunque, 12 e ricevono cia-
scuno L. 30.
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46. Un treno, partito dalla citta A wverso la citta B, é
costretto, dopo 45 minuti di corsa regolare, ad arrestarsi per
un improvviso guasto alla locomotiva, e resta fermo 30 wmi-
nuti. Riparato il guasto, riprende la corsa con una wvelocita

che € i Tg(_) di quella che aveva prima dell arresto, e arriva

a B con 39 minuli di ritardo. Se il treno avesse dovuto ar-
restarsi (sempre per 30 minuti) dopo altri 27 km. di corsa
regolare, sarebbe arrivato a B con 36 wminuti di ritardo.
Qual’ é la distanza fra 4 e B? Qual’era la velocita del treno
prima dell’ arresto?

Chiamiamo x questa velocitd incognita, misurata in km./h.,
e y la distanza fra 4 e B, misurata in km. Percid il treno

avrebbe dovuto impiegare nel suo viaggio da 4 a B Z ore (do-

ve la divisione per x & certamente lecita, in quanto « per il suo
significato non pud essere nulla). Poiché si & arrestato dopo 45

minuti di viaggio (cio® 2(1’ ora), aveva gid percorso im km.,

. . 3 .
onde gliene rimanevano ancora da percorrere y — 1% esic

come questo tratto & stato percorso alla velocitd di I% x km./h,

il tempo impiegato a percorrerlo & stato di ore

3
Y71% 20y - 150

_9_ 18«
Tl

Questo tempo, aumentato dei 45 minuti di corsa regolare

e dei 30 minuti di arresto, cio®, in tutto, di Z d’ ora, deve

Y

dare il tempo - che il treno avrebbe dovuto impiegare da 4

a B), aumentato dei 39 minuti di ritardo, cioé, in ore,
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.13
di -2‘6.

tteniamo cosl intanto 1’ equazione
20y — 16 E}_g/_l_l_S_
18 47 " 20°
Se invece il treno avesse dovuto arrestarsi dopo altri 27 km.,

il tratto di viaggio residuo sarebbe stato di km. y — v 27:

e a percorrere il tratto di corsa regolare il treno avrebbe

’

impiegato ore ‘1+%. Poichs il ritardo sarebbe stato di 36

minuti, cioe dig di ora, si ¢ analogamente condotti alla

seconda equazione

20y —150—540 5 27_y 3
182 it =275

Liberando le due equazioni dai divisori e riducendole a
forma normale, si ottiene il sistema

10y — 21z =0,
20y — 33x = 540;

che, risolto con uno qualsiasi dei metodi indicati (nn. 32,
33, 36), d& x =60, y = 126. Si trova dunque che la distanza
fra 4 e B & di km. 126 e che, prima dell’arresto, il treno
correva a 60 km./h. (dopo, a 54 km./h.).

Cenni sui sistemi di equazioni di primo grado
in piu di due incognite.

47, I metodi appresi ai nn. 32, 33, 36 per la risoluzione dei sistemi
di due equazioni di 1° grado in due incognite, servono anche a risolvere
i sistemi analoghi di quante si vogliono equazioni di 1° grado in al-
trettante incognite.

Ci limiteremo qui a qualche considerazione sui sistemi di tre equa-
zioni di 1° grado in tre incognite «, y, 2. Per risolvere un tale sistema,
si pud procedere nel modo seguente. Da due delle equazioni date, per es.
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dalle prime due, si deduce, con uno qualsiasi dei metodi dei nn. 32.
33, 36, un’equazione che contenga soltanto due delle incognite, per
es. x © y (ciod si elimina la 2); e, similmente, si deduce un’altra equa-
zione che contenga solo x e y, partendo, anzichd dalle due prime equa-
zioni del sistema, dalla terza e da una delle altre due. Risolvendo il
gistema delle due equazioni in x e y, cosi ottenute, si trovano i valori
di queste due incognite; e basta sostituire codesti valori in una qual-
siasi delle equazioni del sistema, per avere un’equazione nella sola z.
la quale permette di trovare il valore di questa terza incognita.

In generale un tale sistema ammette una soluzione (ed una sola):
ma naturalmente possono anche qui presentarsi casi di impossibilita o
di indeterminazione: ma di tali eventualitd ci riserviamo di indicare
qualche esempio negli Esercizi, e qui ci accontenteremo di applicare il
procedimento dianzi accennato a due sistemi, aventi effettivamente una
soluzione (ed una sola). '

48. Prendiamo, per es.,, il sistema

x+2 —d2=—2,
i 3 + 4y — 22 = 16,
'290— Y+ 3z2=09.

Sottraendo membro a membro dalla seconda equazione, moltiplicata
per 2, la prima troviamo la

B + 6y = 34;

e similmente, sommando membro a membro alla prima equazione, mol-
tiplicata per 3, la terza, moltiplicata per 4, otteniamo la

112 + 2y = 30.

Risolvendo il sistema in « e y, formato da queste due ultime equa-
zioni, troviamo x =2, y =4. Sostituendo questi valori nella seconda
delle equazioni date, perveniamo all’equazione nella sola z

6+ 16 — 22 =16
da cui risulta 2= 3. Il sistema dato ammette, dunque, la soluzione
=2 y=4, =3

49. Proponiamoci il problema seguente: Si ha una somma di L. 745,
costituita di monete d’ argento da 5, 10 e 20 lire. Il numero complessivo
delle monete da &5 e 20 lire é inferiore di 1 al doppio di.quello delle
monete da 10 lire, mentre il nwmero complessivo delle monete da 10 e
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20 lire supera di 2 quello delle monete da 5 lire. Trovare il numero
delle monete di ciascuna specie.

Indichiamo con x, y, # i numeri delle monete da 5, 10, 20 lire rispet-
tivamente. Poich¢ 1'’ammontare della somma & di L. 745, dev’essere

anzitutto
B + 10y + 202 = 745.

D’ altra parte, in quanto il numero complessivo x + 2z delle monete
da 5 e 20 lire deve essere inferiore di 1 al doppio 2y del numero delle
monete da 10 lire, risulta

x+2=2—1.

Infine, dovendo il numero complessivo y -+ 2z delle monete da 10 e
20 lire superare di 2 il numero x delle monete da 5 lire, si ha

y+z=ux+2.

Dividendo ambo i membri della prima equazione per 5 e riducendo
anche le altre due a forma normale si ottiene il sistema

‘ © + 2y + 42 = 149,
(43) x—2+2 =—1,
?w— y —2=—2

Per eliminare 1'incognita 2z basta sommare membro a membro alla
prima equazione la terza, moltiplicata per 4, e poi sommare membro a
membro la seconda e la terza equazione. Si perviene cosi al sistema
inax ey
S — 2y = 141,

2 — 8y = — 3,

che, risolto con uno qualsiasi dei metodi dei nn. 32, 33, 36, da a =39,
y =27; dopo di che, sostituendo questi valori di # e y in una delle
equazioni del sistema (43), per es., nella terza, si trova 2 = 14. 8i conclude
dunque che le monete da 5, 10, 20 lire sono, rispettivamente, 39, 27, 14.



ESERCIZI

CariToro I

1. Calcolare:
[+17]+ [~ 9], [—18]+ [+ 8], [—16]+ [—12],

[+ %] + [-_ %] [— i} + [+ 363!] [— 0,25] + [— 3,75],
[+85]+[ - 28]+ [—83], [— 80]—+ [+ 19]+ [— 6],
[— g] -+ [+ %)] + [— 1—45], [+ 28,2] + [— 87,9] +- [ — 12,4].
2, Calcolare:
[+19] —[—13], [—72) — [+ 28], [—35]—[—48],

[l 8-l ol - s
[+ 236,25] — [— 173,75], [— 83,2] — [+ 49,7], [—38,5] — [— 63,7].

3. Un termometro segna — 13° Lia sua temperatura viene anzitutto
innalzata di 17° e poi si abbassa di 1° ad ogni 5 minuti. Quale tempe-
ratura segnerd dopo un quarto d’ora? Dopo quanto tempo segnerd —4°?

4. Tenendo conto che la longitudine del meridiano di Greenwich,
rispetto a quello di Roma, & — 12°27/, calcolare le longitudini rispetto
al meridiano di Greenwich delle cittd indicate a p. 3. Similmente cal-
colare le longitudini di quelle medesime cittd, rispetto al meridiano
dell’ Etna, tenendo conto che la longitudine di questo meridiano rispetto
a quello di Roma & —+ 2°31'.

5. Calcolare:

[+ 25] +- [— 38] — [ — 45] — [+ 84],

4= fe sl (a3
[ - 42] — ([+ 18] — [— 27T] + [— 36]),
e (e b S
6. Calcolare:
[+ 28] <X [—8]), [—35]><[+9), [—28]<[—12),

[eal<[=s) [=ap<lesa) [el<[-al

[+ 3,28] < [— 6,12], [—4,3]<[+52], [— 7.4]><[42].
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7. Calcolare:

[—12] — [ - 4] ([+ 8] — [— 4] -+ [+ 15])
([+ 28] — [— 18]) >< ([— 18] + [— 12])

(=313
([+ 0,3] + [— 2,8]) X ([— 8:4] — [—T:6])-
8. Calcolare:
[+12]:[—4], [—18]:[+12], [—86]:[— 654],
L
[+17,52]:[— 24], [— 49]: [+ 8,5}, [—10,89]:[— 0,99].
9. Calcolare:
T—18+45, — 2,012+ 4,345 — 3,128 — 0,024, %-—- g + Z
15— (21 —38) —82, —6—{12— (24— 36) ),
8 < (— 5), ( %) X9, (—96) < (—47),

_16
85 —T7,2 2
—61 25 35’

1), —3 2 \—3] —1
10. Quali sono i valori approssimati per eccesso, con due cifre de-
cimali esatte, di
7,5 —824

9,3 —5,4?

CariToro II

11. Calcolare il valore assunto da ciascuna delle seguenti espressioni,
quando si prenda

a=1 b=-—2, ¢=8, d=—4, e=5H, f=—86,

oppure
2 1 3 1
=~—§, b:a, c=——5, d="'§’ e=2, f=-—1:
1. 6 — 26 — 3¢+ d, . 2. —4a—b—+ Tc—2d,

3, Tub — 3ed +- 4ef, 4. — 8abc -+ bed ~- 3cde — 2def,
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) c d r’ 7 be  8ed  de af '
7 2a—3b_4b+c+2~d—-e 8 a—b-+c

) c d of !’ —d+e—f’

a+c b+d d+f 10 a«—b+c—d

e d=btr=a c—d+e—f"

12. Si sciolgano le parentesi nelle seguenti espressioni; e si tenga
presente che, quando, come nelle espressioni 3-9, si hanno pitt coppie
di parentesi, I’una dentro I’altra, sara di regola opportuno che il prin-
cipiante, per evitare errori, cominci dallo sciogliere le parentesi interne,
poi quelle prossime a queste e cosl via, fino ad arrivare alle parentesi
esterne:

lLa—-b+(—c+d—e), 3, a -b—(c+d e,
8.a—|b+(c—d} doa—|—b—(c—ad) 1
5. 4 —|{b+[c—(d—e)]} 6.a—1b—[c+(d—e)]l
.a—ja—[a—(a—1)]1 8. a—|a-+[a— (a+1)]1,
9. (@ + b)(c —ad), 10. (@ —b)(c - a),

11. (a — b +c)(d + e — ). 12. (@ — b)(c +- d)(e — ).

13. Gimoco. Pensa un numero, raddoppialo, aggiungi 8, dividi per 2,
sottrai il numero pensato; avrai 4 (!). Perche?

14. Giuoco. Pensa un numero, moltiplica per 2, aggiungi 5, molti-
plica per 5, aggiungi 10 e moltiplica per 10, e dimmi il risultato. Se
da questo sottraggo 850 e divido il nuovo risultato per 100, ho il nu-
mero pensato. Perchd? Questo giuoco si trova nel De divinationibus
di Leonardo da Vinei.

15. Ginoco. Scrivi un numero (intero assoluto) di tre cifre decre-
scenti di 1 per volta; capovolgi; fa la differenza fra i due numeri.
Avrai 198. Perché? [Il numero, indicando con @ una delle cifre da 1,
a 7, si pud serivere 100(a + 2) + 10(a + 1) + @, ecc.].

16. Giuoco. Scrivi un numero (intero assoluto) di tre cifre, di cui
la prima superi I'ultima almeno di 2 e Dlultima sia differente da 0;
inverti I’ ordine delle cifre, fa la differenza dei due numeri, e a questa
differenza aggiungi la medesima con le cifre invertitc. Troverai 1089.
Porchd? [Se a, b, ¢ sono le cifre del numero scritto (con & >c+1>1),
la differenza fra codesto numero e quello invertito & 99(¢ — c). Bisogna
invertire questo numero che, avendosi 1 < a — ¢ < 8, & certamente di
tre cifre; e per far questo & necessario trovarme le tre cifre. A tal {ine

(*) Questo giuoco e i tre seguenti sono tolti dall’interessante e divertente opu-
scolo di G. Pgaxo, Giuochi di Aritmetica e problemi interessanti, Torvino, G. B. Pa-
ravia & C.
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basta scriverlo 100(¢ —c¢) — (@ —¢) =100(@ — ¢ — 1) +-100 — (@ — ¢) =
=100(@¢ — ¢ — 1) +9:10+10 —a+-c: la cifra delle centinaia 8 a —c —1,
quella delle diecine & 9, quella delle unitd ® 10 — a + ¢; ecc.].

CariToLo III

. R, 2
17. Calcolare i valori di a? e a® per a=—38 o a=—7z0 a = —6,5.
18. Eseguire le operazioni indicate nelle seguenti espressioni:
. . ar a? an+38 an+3 anrt+1i an
a3a4’ ((a2)3)4’ o R ) ’ ’ 2)
a ar al ar ar—1 an—?2

(&) 66 GG 60

19. Scrivere sotto forma di prodotti di potenze (ad esponente rela-
tivo) le seguenti espressioni:

BB 55 G
o (6 6 64

CariToLo IV

20. Scrivere sotto forma ridotta i seguenti monomi:
1 N 1 . 15, ( 7 3 4
“z badc, ab30,5¢ ( 2) b(— a?), % b2 — 3) (—a) (__ 5) c.

21. Quali sono i gradi rispetto alle singole lettere e i gradi totali

dei seguenti monomi ?
2 21 3\2 3
7 b 3 (—c?)a(—0b)2a3 0,2ab0,3¢0,1cb, — a(z) b? (— z) cta.

22, Sommare i monomi :

1. 8a, —a, 5a, —d4a, 2. 0,5a, —ga, 0,75a, -—%a,
3. %a, gb, — %b, — i%a, 4. —2a2b, Tab?, 5ab?, — dabc.
28. Moltiplicare i monomi :
1. —3a, jlgb’ 2. 3ab?, — 2ab, 4b%,
1 2 8-, ,
3. §a2b, —gab3c, Zb"cy 4. 0,3ab, — 0,04bc, 2,5ac.
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24, Scrivere sotto forma ridotta i monomi:
(2a%'c)?, <—Za3b2)4, (0,7ab2%)5.
25. Dividere:
1. 6a3bc® per — 2abc, 2. —gab“(ﬂ per babZc,
3. 3a%sc per —%abzc, 4. 0,06a'b%c3 per 0,3a°b%>.

26. Semplificare le frazioni algebriche :

1
= b
— 8a®b2c? 3¢ ble — a3he®
4a¥bic* ' 3 a‘bc5, 0,25a%b%¢3 -
2

27, Sommare i polinomi seguenti, riducendo, caso per caso, gli even-
tuali termini simili:

. 804 —2b, —4a + 5b,

. 54 —3b+c¢, b—3a—3¢c, 2¢—a—+ 2b.

. 40% —3b% 2a% — 5b%, b*—a®, 4b% — 243

. a*—3a%b+3ab® — b, 203+ 5a°0—6ab® —Tb3, a3 — ab®+ 203
a® — 2a?b + ab® + b3, 3a’b + ad, 253 — a%b — 243,

a? + bt + %, —4a®--5c3, Ba®—Tb*+ 10c3, 6b* — 6¢°.

O Do

o

28. Sottrarre :

1. 4a — 100 da Ta — 145,

2. 24 —2b—3c da —6a —2b-+c,

8. —ba®—6a+3 da 2a°—a—4,

4. a® + 2ab + Hbac — 362 — 2¢* da a®— Sab — b* 4 be — 2¢2.

29. Moltiplicare :

.a@a—1 per a+2 per a-+3,

. 20 — 4a’b + 5ab® per — 3albe,

. 303 — 202 + 4ab>— b3 per a?— 3ab— b2,
5 . 2 1., .
g ad — 5 a?b + 8 ab® per 1242 —6ab -+ 652,

at + a®b + a?b® + ab®+b* per o —b,

a* — a®h + a’b® — ab® +b* per a4 b,

a’ + a'd® + a*b* + 0% per a—1¥?

a8 — a%h? + atht — atbS+b® per a? 4 by,
a2+ b2+ c2—ab—ac—bc per a-+b-+c
10. a*+b*+c*+ab—ac+bc per a—b+c.

oA B whE
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30. Porre in evidenza in ciascuno dei seguenti polinomi il fattore
monomiale comune :

1. 6a3 — 8a® — 10a. 2. 25a4b3 — 15a%b* + 35a3b3,
2 .
3. 3atbt — 15ab° + 18a%h% — dab?, 4, g a’h? — % a*b’ + §8'i abs.

81, Verificare le seguenti identita :
1. (@ - b)(a —c¢)=a? — (b + c)a + be,
. (@ —b)(a—c)(a—d)=a? - (b+ c+ d)a*+ (bc+ cd+ db)a — bed,
(& — B)(b — ¢)(¢ — a) = ab(b — a) + be(c — b) + ca(x — ¢),
(@ —+-b)(b~+c)(c — @) + (b+-¢)(c+ a)( —b) + (c+ a)(a+-b) (b —c) +
+ (@ --b)(b—c)(c—a)=0.
32. Semplificare le frazioni algebriche :
3a%b — 4ab®  aPb? — 203
2a2b — 5ab*’  6a%h — 3at

LR

38, Ridurre ciascuna delle espressioni seguenti ad una frazione alge-
brica:

1 3a-——b+4b—2c_3c—2a 9 1+l+i
ST 12 9 '’ “a 2a " 3a’
2a—b a?
R P e
5 a—b b—c+c——-a P q4 r
b T e U e “atbe T abte T aber’
1 1 a [/
" ame=go=aa=a &6~ Yae 1)
9. % o f1—_1) 10 L
a—+1 a—+1 1
-+ i
a,2+—s
a

84, Calcolare i seguenti quadrati e cubi (IV, nn. 15-17):

‘ 1 2 v
1. (3a + 4b)2, 2. (—ab2——a2b),
P 3
1 1y a by
3.(5-»5), 4.(5—2),
1 2\t 1 s
5.(§a—-2b+§c>, 6.(§a—3b).

85. Verificare le seguenti identitd, che, ove @ e b si suppongano
numeri assoluti e si interpretino come lunghezze di segmenti, esprimono
in forma algebrica le proposizioni 5-10 del II Libro degli Elementi d¢
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EBuclide (!). L’ alunno cerchi di ricostruire, in base a queste identitd, gli
enunciati di tali teoremi di Geometria.

a-+b 2 fa—+b\
1 ab—i—-( . —b):(T),
a? 2

2. (a+b)b+(§)=(g+b),

3. (@ + b)? + a®* =2(a + b)a + b%,
4. 4(a+ b)a + b2 = (2a + b)?,

2 2
. a2+b2=2,(a+b)+<w—b) ‘,

[}

2 2
a

(a+b)2+b2=2i(g)2+(-2— +b)2§.

o

86. Se 5 numeri interi assoluti sono consecutivi, il quadrato del
medio & uguale al prodotto degli estremi, aumentato di 4.

87. Se 4 numeri interi assoluti sono comsecutivi, il loro prodotto &
uguale sia al quadrato del prodotto dei medi, diminuito di 1, sia al
quadrato del prodotto degli estremi, aumentato di 1.

88. Verificare I’identita:

(a® — b?) + (2ab)? = (a? + b)2.

Di qui, in forza dell’inverso del teorema di Pitagora, risulta che
se @ © b sono due numeri interi assoluti quali si vogliano, purchs
sia @ > b, i tre numeri interi assoluti a?— b2, 2ab, a? + b* danno le
lunghezze dei cateti e dell’ipotenusa di un triangolo rettangolo, o, come
si suol dire, costituiscono una ferna pitagorica di numeri interi asso-
luti. Tali somno, ad es., 3, 4, 5 (per a =2, b=1); 8, 6, 10 (per a =3,
b=1); 5, 12, 13 (per a =38, b=2); ece. Viceversa si dimostra (con un
ragionamento elementare e facile) che tutte le possibili terne pitagoriche
di numeri interi assoluti si ottengono in questo modo.

"~ 89. Si eseguiscano le operazioni indicate nelle seguenti espressioni,
tenendo conto del n. 18 del Cap. IV:

1. (20 — 8b)(2a + 3b), 2. (0,2a% + 0,3b2)(0,2a2 — 0,3b2),

a b\a b
5. { (@ + b)(a@ — b) — [a(a + b) — b(a — )] 13,

3. (l —+ })(1 — 1), 4. (a® + ab + b%)(a® — ab + b?),

(') Cfr. F. Enriques, Gli elementi di Euclide e la critica antica e noderng, 1; Bo-
logna, Zanichelli.
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10.

11.

1

N

1

40. Trasformare ciascuna delle espressioni seguenti in un prodotto
di espressioni intere o in una potenza di un’espressione intera (IV,

w

. (@ — a+1)(a? — a — 1)(a* + 203 + a? + 1),
. | a* — ab —[b2— ab — (c? — bc)] + be | (a® + b2 —c?),
. (a® + b3)(ad — b¥)(at — b,

a+b b+c c+a
=0 —a)  t—a)@—b)  @—=bp—_0’
a+1 a—1 a a—1
a—1 a+1 af—1 a&+2a+1
a+b 1 1
+

a*—2b+b2 " a—b a+b

(a—i—b_a—b .fa b
“\a—b a+b)'(5—a)’

CRRE e
be ac ab a a+b+cf

nn. 15-19):
1. 4a® + 12ab + 952, 2. 9at — 2a2b? + %b‘,
3. (@ b)*—at+ b? 4. 808 + 36a%b -+ 5dab? + 2703,
1 1
5. 9a® — 1652, 6 =~
7. (@ b)® — ¢, 8. (Ta — 5b)* — (2a + 3b)?,

9. 25a4b* — c2d®

) 10. (@ —b—¢)2— (b —c— a)

11, 25(a + b)? — 16(a —b)2, 12. a® — bs.

41, Verificare le identita:

0 =1 T> U B W N e

- (@4 b+ (@—b)*=2(a*+ b?),

. (@ + b)2 — (@ — b)* = dab,

. (ac + bd)? + (ad — be)®* = (a® + b2)(c? + d?),

. (ac — bd)? — (ad — be)® = (a*> — b¥)(c® — a@?),

. a(a + 1)(a + 2)(@ + 8) + 1= (a® + 8a + 1)?,

. (a® + ab + b?)(a® — ab + b%) = at + a?b? + b4

(@a+bdb+c+ad)a+bdb—c—d)=a+ b — ¢* — @2+ 2(ab — cd),

. 4(ac + bd)? — (a* — b* 4+ — d¥)* =
=(a+b+c—d)fa+b—c+d)fa—b+c+d)(—a-+Db+c+d),

9. (a2 + b2+ ¢%)(p? + @* +1%) — (ap + bq + cr)2 =
= (ag — bp)? + (br — cg)* + (cp — ar)?,
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10 @+b+c)+(@a+b—c)2+(@—b+c)+(—a+b+c)=
=4(a? + b2+ ¢?),

11. (@ —b)3 + (b —¢)® +- (¢ — a)® = 3(a — b)(b — ¢)(c — a),

12. (@ + b+ ¢)3 — (a3 + b® + ¢3) = 3(a + b)(b + ¢)(c + a),

1. (@a+b+c)P—(a+b—c)P —(@—b—+c)3 — (—a—+ b+ c)3 = 24abe.

42. Soflsma (1). Tutti i numeri sono uguali. Infatti, siano a e b due
numeri quali si vogliano, e si ponga @ — b=c. Moltiplicando ambo i
membri per @ — b, avremo

a® — 2ab -+ b = ac — be,
da cui successivamente

a*—ab—ac=ab—b2—be, ala—b—c)=bla—b—e¢),

e quindi @ = b. Dov’® I’ errore ?

Altro ragionamento sofistico per stabilire la stessa affermazione falsa.
Siano @ e b due numeri quali si vogliano, e sia ¢ la loro media arit-
metica, cio®

a+b—c'
3 3

Si avra
a—+ b =2,

e, moltiplicando ambo i membri per a — b,

a? — b? = 2ac — 2bc,
da cui successivamente
a? —2ac=">0%—2bc, a®—2ac+c2=0>—2bc+¢% (@a—c)=(b—0c)
ossia ¢ —c=0b—c e quindi a=". 8i trovi anche qui il passaggio er-

rato.

48. Sofisma. La somma non gode della proprietd commutativa. In-
fatti, siano @ e b due numeri disuguali quali si vogliano e sia ¢ un terzo
numero, pur esso qualsiasi. Avremo

c—a=c—b
da cui
(c—a)*=(c—D)

(!) Questo esercizio e i due seguenti sono tolti dall’opuscolo di C. TorFOLETTI,
Sofismi matematici, Livorno, R. Giusti, 1916.
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Se per ¢ prendiamo la media aritmetica di a e b, avremo

c—a:g—ﬂ’——azb—a, c—b=a+b—b:a-b,

2 2
b—a\_ (a—b)\®

| =
( 2 )<( 2 )

e, sviluppando e moltiplicando ambo i membri per 4,

onde

? —2ab + o®> = a® — 2ab + b*
ossia
b+ a* = a? + b

Anche in questo caso si trovi I’errore del ragionamento.

44, Sofisma. Dati due numeri @ e b, se & a>b, & anche b > a. Infatti,
dall’ ipotesi @ > b segue @ — b> b — a. Ma sappiamo che (& — b)(a — b)=
=(b— a)(b— a), cosicche sussiste la proporzione

a—b:b—a=b—a:a—b;

e poichd, se in una proporzione un antecedente & maggiore del suo con-
seguente, anche 1’ altro antecedente & maggiore del suo conseguente, dal-
Pultima disuguaglianza scritta discende b — a>a—b e, quindi succes-
sivamente, 2b > 2a, b > a.

Dov’e I’errore?

CariTorLo V

45. Per poter concludere che due polinomi 4(x), B(x), in una stessa
indeterminata &, coincidono (ciod sono dello stesso grado ed hanno ordi-
natamente uguali i coefficienti dei termini di ngual grado) non & neces-
sario sapere, come si & supposto nel testo (V, n. 4) che essi assumono
valori uguali per qualsiasi scelta del valore della x, bensl vale il seguente
teorema, che costituisce una nuova forma del « principio d’identita dei
polinomi » e che, per essere applicato, richiede soltanto un numero finito
di verifiche: 1) Due polinomi mnella stessa indeterminata, i guali siano
entrambi di grado non wmaggiore di un certo numero n, coincidono se
assumono valori uguali per n—+ 1 valori diversi della indeterminata.

Considerando il polinomio 4 -- B, si riconosce in modo perfettamente
analogo a quello del n. 6 del Cap. V, che per stabilire questo teor. basta
dimostrare che: 2) un polinomio in una indeterminata x, il quale sia di
grado non wmaggiore di n e adbbia il valore 0 per n—+ 1 valori divers:
della w, é identicamente nullo (ciod ha nulli tutti i suoi coefficienti).
Ora quest’ultimo teorema discende come facile corollario da una propo-
sizione, che nel teste (V, n. 30) & stata dedotta dalla teoria della divi-
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sibilitdh dei polinomi (nonch& dal principio d’identitd), ma che, come qui
faremo vedere (1), si pud anche stabilire direttamente.

Si tratta del seguente tecorema: 3) Un polinomio A(x), il quale si an-
nulli quando alla x si dia un certo valore c, si pud scrivere sotto la
forma
@ Afx) = (x — ¢)4,(x),

dove A,(x) denota un polinomio di grado immediatamente inferiore ad 4,
avente, per il termine di massimo grado, il medesimo coefficiente di A.
Daremo della dimostrazione una rapida traccia, lasciando all’alunno
volonteroso la cura di svilupparla in tutti i particolari.
I1 teor. & evidente se ¢ =0, giacche, se 4 si annulla per s =0, vuol
dire che 4 manca di termine noto, e si ha quindi senz’altro la (1). Sup-
poniamo dunque A(c) =0 con ¢=0 e, posto

A(x) = agax™® + a5t + ..y 2+ @y,
chiamiamo y una nuova indeterminata, legata alla a della relazione
(2) =%—¢
e quindi tale che, viceversa, sia

(3) =y +c.

Ponendo, in A(x), y + ¢ al posto di =, otteniamo I’ espressione
Ay +ey=ay +c)*+ay+o) i +..+a,—(y+c)+a,.

Ora, anche senza sviluppare le singole potenze (y+¢)?, (y—+c¢)*—, .... del
binomio y —+ ¢, si riconosce che ciascuna di esse da un polinomio in y,
di grado uguale al rispettivo esponente, in cui il termine di massimo
grado ha il coefficiente 1. Percid 4(y -+ ¢) & un polinomio in y di grado =,
il cui termine di massimo grado ha lo stesso coefficiente @, di A(x).
D’ altra parte A(y + ¢) per y =0 assume il valore A4(c), che per ipotesi
& nullo. Si ha dunque

4 Ay + ) =y4'(y),

dove 4'(y) & un polinomio in y di grado » — 1, avente @, come coeffi-
ciente del termine di grado n — 1. Dopo cid, se nei due membri della (4)
rimettiamo & — ¢ al posto di y, otteniamo

A(r) = (v — o) A'(x — c)

(}) F. Exriques, Sul principio d’identita dei polinomi. Per. di Matematica s, IV.
vol. X, 1930; pp. 172-173.
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e per le stesse osservazioni fatte or ora, abbiamo che A(x —¢) & un po-
linomio in x di grado » — 1, avente a, come coefficiente del termine di
grado . — 1, come appunto si voleva dimostrare.

Cid premesso si dimostra agevolmente il teor. 2). Supponiamo che il

polinomio A(x), di grado non maggiore di %, si annulli per #+-1 valori
€y: Cgy vy Cpy della «, fra loro tutti diversi. Diciamo intanto che A(w)
& necessariamente di grado minore di #, ciog che il suo coefficiente a,
del termine di grado 7 & necessariamente nullo. Infatti. in quanto A4(x)
si annulla per »=¢,, si pud scrivere

) Alx) = (w — ;) 4y(%)

dove 4, & di grado immediatamente inferiore ad 4 ed ha @, come coef-
ficiente del termine di grado # — 1. Ma A(x) si annulla anche per x=c,.
cosicché. in forza della (5) ed essendo ¢, =c¢,, si ha 4,(c,) =0 e quindi

6) 4(%) = (v — ¢5) do(x),

dove 4, & di grado immediatamente inferiore ad 4, ed ha a, come coef-
ficiente del termine di grado » — 1. E, in base alle (§), (6), si ha

Am) = (& — cy)(w — ca) Ay(x)-

Cosl continuando e tenendo conto successivamente che 4 si annulla an-
che per ¢g, ¢4, ..., C,, si trova che

A) = ay(® — €)(5 — €3) - (@ €,);

dopo di che basta ricordare che 4 si annulla anche per ¢, e che ¢, &
diverso da ¢,, Cgy ..oy C er concludere che a, & necessariamente nullo.
i LA (%) 0
Il polinomio 4 & dunque di grado non maggiore di # — 1; onde, riap-
plicando lo stesso ragionamento (ed utilizzando solo n degli n+1 va-
lori ¢y, €y, <oy Cpry, per cui esso si annulla) si riconosce che & pur
nullo a,, e cosl successivamente, a,, @3, ..., @+, © il polinomio 4 &
identicamente nullo. .
46. Sommare i polinomi seguenti:

1.3—2 4—56x To—11, x4 9,

2. 422 —3b2, 222+ a?, — 322 4b2, — 2a2 — 2ab,

3. 2% —da? 4+ 5x —8, 22— Ta2— 140+ 5, — 23+ 92242+ 8,

4. — ot 4+ 22% — 42+ 8 +- 5, — 223+ 322 —Tx—9, 3x2— a4 3,
5. §m3——zm2+ 22 —%, - gaﬁ + 822 - :—;w—i—g.

6. 0,32 — 2,502 — 0,62 + 4,8, — 14+ + 2,50° + 522 — S,4x — 2.4.

7. 23 — 2002 + a2 + ad. 7% 4+ 3ga2, 207 — aa? - 23,

8. 2ab — 3ax? + 2a%r, 12ab -+ 10ax2 — 6a2r, — 8ab+ ax® — Halw.
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47. Sottrarre:

1. 4+ 10a da 7a— 14z,

2. 522 — 6x+-2 da Ta2—8x—+1,

3. —%x’l—f—%m—l da 3:1:3—;:62——41:4—3,

4. 0,752% + 1,22 + 2,96 da a2+ x+ 3,

5. — 3a% + Baw? — 3alr — 20 da — 243 + 6ax? — ad,

6. 4a? — 222 — 20 — 14 — (223 - 822 +4w+16) da Ta®—2a24 9y o

48. Moltiplicare i polinomi seguenti:

. 322 —dw+5, 9- 2,

x® + 3ax, =+ 3a,

1+ 4x — 102?, 1— 6z +- 322,

23 —To+ 5o+ 1, 222 —do+1,

3 — 222 4 8w — 4, 4wl + 3w+ 2041,

ot — 203 +- 322 — 20 + 1, @+ 20% + Ba 420 41,
a’® + 2axr — 22, a®—+ 2a% + %2,

. a2 —axr+al. 2+ ax+ ad o — a*x?+4- el

W e

® oo e

49. Eseguire le seguenti divisioni di polinomi, e, in ogni caso, ve.
rificare con una moltiplicazione I’esattezza del risultato:

. (62> + 2 —15): (22 — 3),

(62 — «® + 11w + 4) : (B + 1), v

(— 423 + 1522 — 130 + 8) : (— #% + 32 — 1),

(22* — 323 + 8z — 2):(20% — 3x + 2),

(82> — Tt — 43 + 92 ~ 13x + 12): (32 — x + 3),

(%7 — 52° + Tud + 202 — 63 — 2): (2* — 32> + 220 + 1),

. (#3 — 3abx + ad + b3): (¢ + a + b),

. (@8 — [@—+ b —+- c]a® + [ab + ac + be]w — abe) : (v — c),

. (#® —2a#® + [a? + ab — b%]x — a®b + ab?): (x — a + D),
10. (a®x* + [2ac — b?]x? + ¢*): (ax® — bz 4+ ¢).

©0NaE o W

50. Eseguire le seguenti divisioni e, in ogni caso, verificare I’ esat-
tezza del risultato, ricorrendo alla relazione fondamentale tra dividendo,
divisore, quoziente e resto (V, n. 17):

(622 + x — 2): (8x — 4),

. (423 + 28x* + T — 1) : (4o + 3),

(10x* — 23 — 3a® -+ 4 + 1) : (5a® + 20 - 3),

(2x% + 528 — 102 + 14 — 10): (20* - 3w+ 2),

(6x® — a3 + Ba? + 1) :(22® - 3w+ 2),

(62° +- Bzt — 1813 + 10a2 -+ da - 1): (323 — 222 +- 1),

. (5 + 6x4 — 203 — 3% — B — 1): (5a® — 4a*> + x —2),

S
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8. (2% + o’z + af): (2% — a?),
9. (% + azt + a*a® — ada® — atx — ad): (2% + ad),
10. (x® + atxt — abzx? — ab): (2! + a’a® + af).

81. Dimostrare che nella divisione di un polinomio per un altro,
secondo la regola del n. 17 del Cap. V: 1) se si moltiplica per un
numero ¢ il dividendo, risultano moltiplicati per ¢ anche il quoziente
intero ed il resto; 2) se si moltiplica per un numero ¢ il primo o
secondo o terzo,... dividendo parziale, risultano moltiplicati per g¢
anche il resto e tutti i termini del quoziente a partire dal secondo o
dal terzo o dal quarto,... rispettivamente. [Sono conseguenze immediate
della relazione fondamentale fra dividendo, divisore, quoziente intero
e resto; V, n. 17].

Queste osservazioni tornano utili, in quanto, nel corso della divi-
sione di due polinomi a coefficienti interi, permettono di evitare che
si presentino coefficienti frazionari, come, secondo la regola, inevita-
bilmente accade, quando il primo coefficiente del dividendo dato o di
uno dei successivi dividendi parziali non & divisibile per il primo
coefficiente b, del divisore. In tali casi si pud preventivamente molti-
plicare il dividendo dato o il dividendo parziale per b, (o per il mi-
nimo multiplo comune di b, e del primo coefficiente del dividendo
dato o del dividendo .parziale), salvo poi tener conto che, ad operazione
ultimata, andra diviso per b, (o per codesto minimo multiplo) il resto,
cui si sard pervenuti, come pure ciascuno dei termini del quoziente
intero, a partire dal primo che si sarad ottenuto dopo la moltiplicazione
suindicata. Per es. si voglia dividere

2% — a* + 223 — 42 —5 per 3w —da?4 1.

Qui per evitare nel corso della divisione, coefficienti frazionari, bi-
sogna moltiplicare per 3 tanto il dividendo, quanto ciascuno dei due
successivi dividendi parziali. I’ operazione si pud disporre mnel modo
seguente, che non richiede ulteriori spiegazioni:

3 225 — at - 228 —dx —_5| 83 —4x% 4+ 1
8:22°5 — 32* + 623 — 12 —15 222+ 5x -+ 38
— 8-22% + 8¢ — 222
3 5t + 628 —2% — 120 —15
3.-524 + 1823 — 62 —36x — 45
— 852t + 2023 — bz

3 38x3 —6a° —d4lx —45

3.3828 — 18x% — 123x — 135

— 33823 + 15242 — 38

1342° — 123z — 173

Il resto e il quoziente intero della divisione dei polinomi dati ri-
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sultano rispettivamente uguali a

1 134 41 178

(18422 — 1992 — bl TV

3 (13422 — 1282 — 173) o7 @ 5 ¢ o7
1., 1. 1. 2. 5 38
FRai "R it R R

Si verifichi I’ esattezza del risultato, ricorrendo alla solita relazione
fondamentale (V, n. 17).

52. Dimostrare che se prima di dividere un polinomio per un altro,
si moltiplicano dividendo e divisore per uno stesso numero, il guo-
ziente intero rimane inalterato e il resto risulta moltiplicato per quel
numero (V, n. 17).

Questa osservazione torna utile, quando si tratta di dividere, I’ uno
per I'altro, due polinomi in cui compaiono coefficienti frazionari. In
tal caso si possono moltiplicare entrambi i polinomi per un multiplo
comune (e converrd prendere il minimo) dei denominatori dei coeffi-
cienti frazionari, e, dopo eseguita la divisione dei due polinomi a coef-
ficienti interi cosl ottenuti, conservare inalterato il quoziente intero e
dividere il resto per il moltiplicatore intero dianzi adottato.

Se, per es., si vuol dividere

1:m‘—+—larﬁ—§av2—lL-éav—+—1 er -]—"a:”——l:v+g
A R R Per o¥ —gv Ty

conviene sostituire a questi due polinomi quelli, che si ottengono, mol-
tiplicandoli entrambi per 6, ciod

2wt + 3u0° — 9uw® + 8v + 6, 8a® - 2 + 4.

Nella divisione di questi due polinomi conviene applicare I’ artificio
indicato nell’ eserc. prec. e disporre 1’ operazione come segue :

3 At 4 328 — 922 4 8x +6'3x2—2w+4

320 + 9% — 2Ta® + 24w + 18 202+ 180 — 79
— 3.2x% +4a® — 8a®

3 1323 — 352* + 24x + 18
3-130° — 1052 + 725 —+ 54

— 3.18a% + 262 — 522
3 — 79x% 4+ 20x -+ 54

—3.19%* + 60x + 162
3+ 7922 — 158x + 316

— 98w + 478

Tenendo conto delle avvertenze date in questo eserc. e nel pree., si
conclude che il resto ed il quoziente della divisione dei due polinomi
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dati sono uguali rispettivamente a

1 49 239
6_-§§(_‘98x+478)__—8_1x+_8T’
1., 1 1.2, 13 19
gon +32 13:0——??79—3:6 +~9—a,——27.

Si verifichi I’ esattezza del risultato (V, n. 17).
53. Trovare il massimo comun divisore dei polinomi seguenti:

1. 208 4+~ o — 50+ 2, %% — 20 —8§,
2. 8t — 152° — 422 + 220 — 10, «3 + 322 — 892 - 5,
3. a1—228 —22° + 60t — 33+ 822 — 6+ 3, 2°— 224 2¥ — 22422 —1.

Si avverta, che siccome il M. C. D. di due o pi2 polinomi & sempre
determinato a meno di un fattore costante, che si pud prendere ad ar-
bitrio (V, n. 21) e d’altra parte i quozienti che si ottengono col pro-
cedimento delle divisioni successive non hanno alcuna importanza per
la determinazione del M. C. D., & sempre lecito (quando torna comodo)
moltiplicare, in ciascuna divisione successiva, per un conveniente nu-
mero I’uno o l'altro dei due polinomi od anche tutti e due (eserc. 51, 52).

54, Bseguire le seguenti somme di frazioni algebriche:

1 1 ] a
1. + , . — ,
T+a T—a rT—a x+a
3 1+3x_1—3x 4 @ 3
"1—8s 1+ 32’ "wla—a)  ala—a)’
D)
5. 1] + 3a 20w ,
a—x a+x a—ax®
6 x? + x *
St —1 w-—1+m+1’
7 ® 2% - x
‘w—1 z+1 x—2’
o—x o+x a®—2?
8. -+ — ,
a+x a—x a4 2x?
1 1 2
9. + — )
(xr—2)(x—38) (@—38)(x—4) (@—2)(x—4)
1 1 20 — 3
10. —
@(x + 1) + (@ +2)  w(e+ 1)(x+2)’
1 1 _ r—a ax — 222
‘"vx—a 24ar+a® @ —ad’
19, L 1 4o 20

— + - .
r+a xs—a a2—a 24 af



[V-VI, 55-57]

ESERCIZI 167

-
2.

Eseguire, applicando la regola del Ruffini (V, n. 32) le seguenti

divisioni di polinomi:

56.

(W —6): (v —2),

L (Be2 4 Tw +-12): (v + 3),

(223 + Ta2 — 3w+ 4): (v +- 4),

. (62 — 132 + 822 + & — 6): (205 — 8),
. (202 — 3w+ 4): (v + 1),

. (@3 + 4w —B):(x — 1),

L (Bt — 222+ —1):(x+ 2),

. (425 — 3): (3% + 2).

[ e N

In ciascuno dei seguenti casi, determinare il numero & in modo

che la divisione risulti esatta :

1. (@2 —2x+a): (v —4),

2. (24 +- 8% — 82 + @) : (v + 8),
3. (62 — 3z + 43 + a): (20 — 1),
4. (122° + 50+ + a): (42 + 8).

CariToLo VI

57. Risolvere le seguenti equazioni (di 1° grado o riducibili ad equa-
zioni di 1° grado):

© =1 o e —

11.
13.
14.

15.

16.

11.

18.

. 3% - 8 =>5x+6, 2.20 ~ 2x=1x-4-9,
. 85+ 28="7T8 — 2, 4. 0,265+ 0,379 = 0,425 — 0,419
T(w — 18) = 3(x — 14), 6. 5z —7) + 63 =9y, ’
. 59w — T) = 61(9 — x) — 2, 8. T2(x — 5) =63(5 — u),
v @ L. Il = 1

Lo+ p=11—3, 03— =it

4x

e 12. 10[8(2 + %) — 10] = 52 +- 10,

8 — 3[2 +- 8(x + 1)] =2 — 4[2(x — 1) + 5],

2w+3 4(20+8) 3 5

5 +———§——_§(Zw+3)+§7

[si prenda come incognita 2z —+- 3].

8z2—1 20—5 2—3 o _ .,
2 3 i e "o
1 3

5”_3+1x'1°+4—x_1o—x
5 3 i =6

9(95__1 +Z(” N, 8
A ) 5‘7)“ +y

(95 — 2)2(z + 3) = (32 + 2)2(9 + 11),
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19.

23.

24.
25.
26.
27.
28.
29.
30.

31.

33.

35.

37.

39.

41.

43.

47.

49,

x—5 22+46_a*—2 a®—wx+41

O R R

(@ — z)(@~+b) = (b — 2)(@ — D),

a(ax — b) + b(b — az) = a? — b2,

(@ —b)(x—c) — (b —c)(@ —a) — (¢ — a)(x — b) =0,
(2 — a) + x(x — b) = x(x — a)(x — b),

(@ —a)@ —b)=(x— a—1b)?

(% + 2a)(@ — @) = (x + 2b)(x — b)2,

(% + @) (22 + b+ )2 = (x + b)(2x + a + ¢)3,

0. (x + 1)(x + 2)(@ + 3) = (x — 1)(&w — 2)(x — 3) + B(4w — 2)(x +- 1),
21.
22.

(@ — a)(«c — b)(% + 20 + 2b) = (z + 2a)(x + 2b)(x — @ — b),

(@ — @)® +- (1 — b+ (z — €)* = 8(x — a)(x — b)(x — o),
(v — a)?(®x + a — 2b) = (» — b)3(x — 2a + D),

%(a—-x)—g(b—t-x):m, 32. —(a—-w)—i— (» —b)=um,

T—0 s+a 2ax 34 x—a+x~2b_a2+ab+2b2

a—b a-+b a%— b2 "a—b  a+bd  ar—b2 ’

=+ 2b w—4b_4bx—10b2 36 1= v l

a—b a+b  az—b®’ ) a+ ab a-+1
a—b

12 1 29 6 5

FRRbtraTS Sy S &

24 15 128 216
;ﬁ+5—x 0 40’31;——4_5.11——6’

x? 43 r—1 To—21
Tz e T a2
20—6_ 205 —5 m 4x+17+3x—10_~7
3xr—8 3w—1T w43 x—4&

2 1 6 6 x—3_w—-4_m—6_m——7
‘2% —38 2—2x 3w+ 2 ‘x—4 x—5 ax—T =x—8’
41:—+—1+ 13  Sv—1 48 mi—m+1+m2+w+l_2w
do+2 " 4@2—-4) 3(«r—2)° Cow—1 z+1 ~ 7

a b2 ac — b? ab bec ca 1 1 1
a—x ew—a) ¢ W et wm et ta

a—zx x2—a® a 2%
51. b b z b’
z 1 v a
@ b _a—2b 535 b a
‘w1 2a—b '5:_:I_J~a—b’
b a b a



[VI, 57-64] ESERCIZI ' 169

1+ax 3+ a2x? . ax+b a4+ f
54- = y 55. - = y
l—ar 1— a%x? cx+d cx—+g
a—2x  a—w 1 1 a—b
56°__6w—b_3w——b’ 57'x——a_—x-b:w2—ab’
. 1 1 1 1
58. — = —
8 x—a v—a+c¢c x—b—c x—0Db’
59 r+-a . x4+ b
‘22 +ax+c 22+ bz +d’
60. r—a r—a—1_ z—b x—b—1

t—a—1 z—a—2 x—b—1 z—b—2
58. Risolvere 1’ equazione:

1 1 3
P 8+ 12 ' 8x+2 4+ Ta46

[Si decompongano i tre denominatori in fattori di 1° grado, cercando
il M. C.D. del primo e del secondo e quello del primo e del terzo].

69. In ciascuno dei seguenti casi si determini il numero & in modo
che la divisione risulti esatta:

1. (#2+ ax —12): (v — 3); 2. (22° + Ta? + ax + 5): (x + B);
3. (ax? — 8x — 12): (24 — 8); 4. (9x* + 1523 + ax® — x + 15): (3% + 5).

60. Discutere le seguenti equazioni:

dx+1 z+3 2 1 + 1 -1 z
"8x—2 2—8x" T x+1 w+2 x4+ 2

3. (@ + b)(b + x) — (@ — b)(@a — x) = 2ba.

61, Nell’equazione

5(2b — ax) + 6(5x — b) =12,

si determini anzitutto @ in modo che essa risulti impossibile, e poi si
determinino @ e b in modo che I’equazione risulti indeterminata.

62. Quale numero aumentato di m (per es. di 5) da il suo multiplo
secondo m ?

63, Per quale numero (intero assoluto) si deve dividere 829 per avere
come quoziente intero 24 e come resto 47

64, Un numero & tale che se si accresce di « (per es. di 8) il suo
multiplo secondo m (per es. 8), si ottiene lo stesso risultato che dimi-
nuendo di b (per es. di 9) il multiplo di quello stesso numero secondo
(per es. 11). Qual’é quel numero?
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65. Dividendo I'uno per I’altro due numeri interi assoluti si ottiene
come quoziente (intero) 3 e come resto 86. Trovare i due numeri, sa-
pendo che la loro differenza & 312.

66. In un garage, fra automobili e motociclette. sono depositate 28
macchine e il numero complessivo delle ruote & 74, Quante sono le
automobili e quante le motociclette ?

67. Un agricoltore prende in affitto, al prezzo annuo di L. 8825, un
podere di 13 ha. Questo terreno & di due qualita: per la migliore il
prezzo d’affitto annuo per ha. & di L. 725, per I'altra & di L. 650.
Quanti ha. vi sono per ciascuna qualitd di terreno?

68. In una sala sono riuniti signori e signore, i primi in numero
triplo delle seconde. Dopo che sono useciti 8 signori, ciascuno con la
propria signora, il numero dei signori risulta 5 volte quello delle si-
gnore. Quanti signori e quante signore si trovavano dapprincipio in
quella sala ?

69. Ad un ritrovo intervengono uomini, donne e fanciulli, in tutto %
persone (per es. 4), di cui gli uomini superano le donne di a (per es.
di 5) mentre gli adulti, nel loro complesso, superano i fanciulli di b
(per es. di 12). Quanti sono gli nomini, quante le donne, quanti i fan-
ciulli?

70. Due miniere di carbone 4 e B sono collegate da un tronco fer-
roviario di 158 km. A qual punto della linea si dovra costruire una
fabbrica, perche, tenendo conto delle spese di trasporto per ferrovia
(proporzionali al percorso), il Cardiff, pagato in 4 20 scellini la tonnel-

.»lata e 1'antracite pagata in B 31 scellini la tonnellata, vengano a co-
- stare, posti in fabbrica, lo stesso prezzo per tonnellata?

71. Una contadina porta al mercato un certo numerc di ova, col pro-
posito di venderle a 35 cent. I'uno. Per via ne rompe 6 e, vendendo
ciascuna delle rinanenti a 40 cent., intasca 50 cent. meno di quanto
sperava, partendo da casa. Quante erano le ova?

72. Un numero intero assoluto di 6 cifre ha come prima cifra il 2.
Se questa cifra 2 si porta dal primo all’nltimo posto,’il numero si cam-
bia nel suo triplo. Qual’é questo numero? [Si prenda come incognita il
numero che da quello cercato si ottiene, sopprimendovi la prima cifra).

78. Trovare due numeri, di cui tanto la somma, quanto il quoziente
sia 9.

74. Si woltiplichi un numero per 5; dal prodotto si sottragga 24; il
resto si divida per 6 e al quoziente cosi ottenuto si aggiunga 13. Se
come risultato si ottiene lo stesso numero da cui si & partiti, qual’ &
questo numero ? .

75. I re di una dinastia hanno portato 9 nomi diversi. Il primo di |

questi nomi fu preso da % dei” re, il secondo da i, il terzo da %, il
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1
quarto da 12 ° ciascuno degli altri nomi & stato assunto da un solo re.

Quanti furono i re di quella dinastia?

76. Un tiratore di carabina spara 20 colpi e paga 50 centesimi ad
ogni colpo fallito, mentre ne riceve 75 tutte le volte che fa centro.
Quante volte fa centro se finisce col pagare L. 2,502

77, Un tale ha speso 4 L. meno dei g di quanto aveva in tasca, poi

3 L. piu di i di quanto gli era rimasto, e, infine, L. 1,20 pilt dei g del

nuovo resto. Se dopo cid si trova in tasca L. 24, quanto aveva dap-
principio?

78. Dividere il numero 180 in 4 parti tali, che si ottenga il mede-
simo risultato sia aggiungendo 5 alla prima, sia sottraendo 5 dalla se-
conda, sia moltiplicando per 5 la terza, sia dividendo per 5 la quarta.
[Si assuma come incognita il risultato comune delle quattro operazioni
dianzi indicate].

79. In un opificio lavorano 28 uomini, 20 donne e 10 ragazzi. Se la
paga settimanale complessiva (per 6 giornate di lavoro) & di L. 6528, e
la paga di due uomini eguaglia quella di 3 donne, come pure quella
di 5 ragazzi, qual’é la paga giornaliera di ciascun uomo, di ciascuna
donna, di ciascun ragazzo?

80. Una donna compera un certo numero di ova, pagandone una
metd al prezzo di L. 1 al paio e I'altra metd al prezzo di I.. 1 ogni tre
ova. Poi vende tutte queste ova a L. 4 la diecina, e si trova ad aver
perduto L. 1. Quante erano le ova?

81. Un padre, morendo, dispone che una certa somma di denaro
venga ripartita fra i suoi figli nel modo seguente: al primogenito a lire,

1 . . ] .
pit » del rimanente; al secondogenito 2a lire, pit " del nuovo residuo;

al terzogenito 3a lire, pitt = del nuovo residuo; e cosi via. Sapendo che
"

in questo modo la somma risulta ripartita per intero e che le quote dei
singoli figli'risultano fra loro uguali, si trovi a quanio ammontava la
sommaie quanti erano i figli.

Si risolva prima il problema in un caso numerico; per eseunipio per
@ = 3000, 7 = 6.

Questo problema per a=1 ed =17 si trova nel Liber .lbaci, di
Leonardo Pisano; e per a 'ed’n quali si vogliano & stato risolto da
Eulero (cfr. G. PrANO, op. cit. a p. 153).

82. Un trapezio, in cui la base maggiore e I altezza sono lunghe
rispettivamente cm. 85,7 ¢ ¢m. 18,4, ha 1’ area di cm.? 533,6. Qual’ ¢ la
lunghezza della base minore ?
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83. La stessa quantitd di carbone che una macchina consuma, a fuoco
continuo, in 22 giorni, viene similmente consumata da un’altra mac-
china in 26 giorni. Per quanti giorni (e quante ore) si possono far fun-
zionare simultaneamente quelle due macchine con quella stessa quantita
di carbone ?

84. Di un triangolo rettangolo si conoscono la lunghezza @ di un
cateto e la somma s delle lunghezze dell’altro cateto e dell’ ipotenusa.
Trovare le lunghezze di questi due lati.

85. Di un triangolo rettangolo si conoscono la lunghezza @ di un
cateto e la differenza d delle lunghezze dell’ipotenusa e dell’ altro ca-
teto. Trovare queste due ultime lunghezze.

86. Quanto & lungo il lato di un quadrato, la cui area diminuisce
di m.? 2,75, quando si diminuisce il lato di 50 centimetri?

87. In un cono (circolare retto), la cui base ha il diametro di cm. 10,
il lato (o apotema) supera 1’altezza di 1 cm. Qual’2 il volume del cono ?

88. Un giardino di forma quadrata viene cintato con un muro di
cm. 40 di spessore e perde cosi m.2 84 della sua area. Qual’® il suo
lato e quale I’area libera rimasta?

89. Di quanto bisogna allungare il lato maggiore di un rettangolo,
i cui lati sono di cm. 55 e em. 50, perché risulti simile ad un rettan-
golo, avente i lati di cm. 24 e em. 152

90, Un serbatoio d’acqua, alimentato da due conduttule, si riempie
in 3 ore quando queste due condutture funzionano insieme, in 5 ore
quando funziona soltanto la prima. In quante ore si riempirebbe, se si
facesse funzionare soltanto la seconda conduttura?

91. A quale temperatura centigrada un termometro Réaumur e un
termometro Fahrenheit segnano il medesimo numero di gradi? [Si ricordi
che a 0° C., 100° C. corrispondono, rispettivamente, 0° B., 80° B. e 32° F.,
212° F.].

92, Un ciclista, mantenendo sempre la stessa velocita, alle 142 si

trova a 15 km. dal suo punto di partenza e-alle I5% a 24 km. A quale

ora & partito?

93, Fra listante, in cui da una vetta si vede brillare una mina
sul fianco opposto della montagna, e 1'istante, in cui si percepisce il
rombo dello scoppio, passano 3 secondi e % Si determini la distanza
fra quella vetta e il luogo, dove & stata fatta brillare la mina, ammet-
tendo che il suono si propaghi nell’aria colla velocitd di 333 m./sec. e
che la velocita della luce sia cosl grande, che si possa ritenere di aver
visto lo scoppio nell’istante stesso, in cui & avvenuto.

94. 4 fa con B una gara di corsa, e, dando a B un vantaggio ini-
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ziale di 100 m., si trova, dopo 5 minuti di corsa, 150 m. pilt avanti
di B. Se la velocitd di 4 & uguale ai —g— di quella di B, quale & stata

la velocita di ciascuno dei due corridori e quale il rispettivo percorso?

95. Un automobilista vuol percorrere 165 km. in 3 ore. Ma dopo
un’ora di viaggio & costretto, per un arresto del motore, a sostare
per 20 minuti. Quale velocith dovra tenere nella seconda parte del
viaggio?

96. Due viandanti e due ciclisti percorrono una stessa strada nello
stesso senso (oppure in senso opposto). La velocitd del primo & di
v km./h.,, quella del secondo & di o' km./h. Quando e a qual punto
del loro percorso l’uno raggiungera 1’altro (oppure si incontreranno)
se sono partiti da due luoghi, la cui distanza & di k¥ km.?

v=4 3 36 3,9 141 185
V=5 4 42 4,7 165 178
27 49 389 3887 3,4 3.

97. Due viandanti o ciclisti si sono messi in cammino su di una
medesima strada, partendo insieme da uno stesso luogo, il primo con
la velocita di ¢ m./sec., I'altro con la velocitd di ¢’ m./sec., e tutti e
due nel medesimo senso (oppure in senso opposto). Quando accadrd
che la loro distanza sia di » m.?

c=38 1,6 1,3 5 4,8 1
=5 1,4 0,8 15 1.2 4
R=78 1000 700 3000 18000  150.

98. Due viandanti, partiti nello stesso istante, da due luoghi diversi,
camminano su di una stessa strada con la velocita di 8,8 km./h. il
primo, e di 4,2 km./h. il secondo, I’uno incontro all’altro (oppure nello
stesso semnso). A quale distanza si trovavano inizialmente, se si incon-
trano (oppure l’uno raggiunge 1’ altro) dopo 3% oppure dopo 1207,
oppure dopo 362

99. Su di una pista chinsa di m. 1440 di circuito partono insieme, da
uno stesso punto, due cavalieri, colle velocita rispettive di v e v’ m./sec.
nello stesso senso (o in senso opposto), Quando e dove I'uno vien
raggiunto dall’ altro (oppure si incontrano)?

v=65 6 6 58 45 924
V=55 4 48 62 63 4,1
100. Due viandanti partono, con le velocitd di v e v’ m./sec. rispet-

tivamente, da due luoghi distanti ¥ km. e si vanno incontro. Quando
o dove si incontrano, se il secondo parte un’ora dopo del primo, op-
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pure 20 minuti prima?
v= 14 1,5 1,45 1,55
v= 1,6 1,2 1,25 1,35
E=2574 135 1251  225.

101. Un pedone parte da un luogo 4 e s’incammina alla velocita
di v km./h.; m minuti dopo, vien mandato a raggiungerlo un ciclista,
che corre a v km./h. Quando e dove lo raggiungera?

v=4 8 4 3 85 36
V=14 15 16 17 147 18
m=29 10 15 28 40 96.

102. A mezzogiorno le lancette delle ore e dei minuti, in un qual-
siasi orologio, sono sovrapposte. A quale ora si sovrappongono ancora
per la prima volta? Quante volte e a quali ore si sovrappongono fra
il mezzogiorno e la mezzanotte?

103. Alle 3 le lancette di un qualsiasi orologio sono ad angolo retto
(e quella delle ore precede quella dei minuti). A quale ora, per la
prima volta, le due lancette si ritrovano ad angolo retto e nello stesso
verso? A quale ora per la prima volta si ritrovano ad angolo retto,
ma in senso inverso (cio® in modo che la lancetta delle ore segua
quella dei minuti)? Quante volte e a quali ore si verificano fra il
mezzogiorno e la mezzanotte queste due circostanze?

104. Su di una circonferenza si muovono di moto uniforme, a par-
tire da una stessa posizione (e nel medesimo istante), due punti con
le velocitd (angolari) rispettive di @ e &' gradi/sec., in senso opposto
(oppure nello stesso senso). Quando si incontreranno (oppure I’ uno
raggiungera 1’ altro)?

a=5 15 54 168 192 111
a=1 9 126 12 48  39.

Si tenga conto che di un punto M, il quale descriva una circonfe-
renza di centro O di moto uniforme (cioé percorrendo archi uguali in
tempi uguali), si dice welocitd angolare il numero di gradi descritti
intorno ad O dal raggio OM nell’unitd di tempo.

105. Quando e dove accadra, sotto le ipotesi dell’eserc. prec., che
i due punti distino di un quarto di circonferenza?

106. Su di una circonferenza si muovono di moto uniforme, due
punti, a partire; da due posizioni, la cui distanza angolare & di 60°.
Vanno nello stesso senso e le loro velocitd angolari sono, rispettiva-
mente, di a ed a' gradi/sec. -Quando accadrd che I’uno raggiunga
Ialtro, se inizialmente precede il pidt lento? Quando, se inizialmente



[VI, 106-110] ESERCIZI 175

precede il pill rapido?

=15 315 1,75 185 120 180
a= 3 225 025 065 90 3.

107. Su di una pista circolare due ciclisti, partendo simultaneamente
da uno stesso punto, corrono in senso opposto (oppure nel medesimo
senso): il primo compie 1I’intero giro in s secondi, il secondo in s se-
condi. Dopo quanti secondi s’incontreranno (oppure 1'uno ragginngera
I’ altro) ?

s =60 90 56 36 60 112
s'=30 60 42 45 84 144.

108. I1 carrello di una carrozza ferroviaria risente, ad ogni pas-
saggio da una rotaia alla successiva, una scossa facilmente percettibile
al viaggiatore. Se ciascuna rotaia & lunga 15 m., per quanti secondi
bisognera contare codeste scosse, perché il numero ottenuto fornisca
la velocitd del treno in km./h.?

109. In una manovra un reggimento di fanteria marcia, con la ve-
locitd di 5 km./h., contro il partito avversario. Un ciclista, che va 5
volte piu veloce, si stacca dal reggimento e, dopo avere avvistato la
pattuglia di punta di un reggimento avversario a 600 m. dal punto
pitt avanzato da lui raggiunto, torna indietro e si riunisce al suo reg-
gimento due ore e mezzo dopo la partenza. Si domanda a quale di-
stanza dal nostro reggimento si trova, in codesto istante, il reggimento
avversario, se anch’esso marcia a 5 km./h.

110. Risolvere i seguenti sistemi di equazioni di 1° grado (o ridu-
cibili a sistemi di questo tipo):

1 (e —y=>5 40 —3y =1 61 — Ty =
Na+y=11 | 20+ 4y=28 3r—2 =9
| @ Yy —2
) (490—%::11 \3+3y . s o+ S 21
: T 4w —2 ") x—4
?2w—3y=0 ’ 5 =8y —4 ’4y-+- =29
[ —+ —x x 1 =
5:11 14 1 \w3y y2 =9 ‘ 3J+w:]o
717y =10 8. 9. -
( Tle x4y 'v—-y .
2w—y="1T 5 9 =5 5 +y=6
\ A
/ — (o—1 y—2
(%’“+%’i:34 \”‘gy+”6y_5 =
/ 11. 12.
70 Sy By vty s—y y—5_
(\?+_4__§+12 (_r_‘__lo (2w+ =121



176 ©  ESERCIZI [VI, 110]

" 2w+ 3y 10-Y
13 | 3 1, | 2B0-3y) =825 —3y) + 10
' ' 4y —8x 8w ) 4r— Sy —4(6y —20)+ 3
=11
6 4
15 | 0085 — 021y =083 | 0824025y =56
. .
) 0,120 + 0,75y = 3,54 8z — 0,5y = 28 — 0,25y
[ 20 +y—6
5«;—41,:7 —w_ﬁg—+14=0
7.0« 11  4x—5y 18.
3+ 0= 5y ( Y 6"’ ) T +1=0
“ 8y —1
| =y |=—y=1
19 2y —x—3 20'?£ﬂ_aﬁf_l_§
(3x+3y—2=3 y—1 v ¥
4 3 { 2 1 .
T 2= =1
\a: Y 1 \3x+4y+2+2m—8y—2
21. - 22. ¢
2 4 8 2 4
(a: vy Sr+4dy+2 2x—8y—2
03 ;m+y=a+b 04 (@ ~+ c)e — by = be
| bx + ay =2ab N 2+y=a+b
25 : T+y=c 26 j a(x+y)+bxz—y)=1
| ax—by =c(a—b) Nalz—y)+br+y)=1
o7 ;ax—i—by-_—_c 98 (@ + b)x — (0 — b)y = 4abd
| et + b2y = ¢? | (@—Db)z + (@ + b)y = 2a% — 2b2
— (T Y
2. ) (a+h)x+(b—h)y=c 30. ) a b_2
| b+Ez+(@—ky=c | bo—ay—o0 °
° Yy e—a_ y—b_
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b a a b
(T Y _, (Y g
sa+b+a—b_—2a \a2—1 i
33. ¢ .34,

+ 2=a®+ b2.

' a + Yy
2ab ~ a® + b? B+1 a1
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111. Discutere i sistemi seguenti :

122 — 9y =2 120 —16y +3 =10
3y —4x =3 4y — 32 =0,T5
x_ 5
3 sz—/_@' (@+b)x=(a — by
"w+2y_ —s | bE+y)=1+aly—u)
w Y=

112. Determinare a in modo che il sistema seguente risulti impos.
sibile :
6z—4y=1
B—a)x—2y=2.

118. Si consideri il sistema

3x+ 4y =2
2y + (3 —a)y=h,

e prima si determini ¢ in modo che esso risulti impossibile, poi si de-
terminino @ e b in modo che il sistema risulti indeterminato.

114, In un triangolo un angolo & di 57°30', mentre la differenza degli
altri due & di 11°50". Trovare le ampiezze di questi due angoli.

115. Se in un triangolo si aumeniano un lato di 5 cm. e la corri-
spondente altezza di 8 cm., I’area cresce di 165 cm?; se invece si au-
menta lo stesso lato di 2 em. e si diminuisce la corrispondente altezza
di 6 cm., I’area diminuisce di 63 cm?2. Trovare I'area del triangolo.

116. Alcuni amici, dovendo pagare il conto di un pranzo collettivo
in una trattoria, osservano che se fossero 2 di pid pagherebbero cia-
scuno, per lo stesso importo complessivo, 2 lire di meno, mentre paghe-
rebbero ciascuno 3 lire di pit se fossero 2 di meno. Quanti sono quegli
amici e quanto paga ciascuno ?

117. Se 4 desse a B 75 lire, essi avrebbero la stessa somma di de-
naro. Se invece B desse 25 lire ad A4, questi avrebbe il triplo di B.
Quante lire ha ciascuno?

118. Un agricoltore vende 10 q. di frumento e 6 q. di grano turco
e percepisce L. 1410. Vende poi, agli stessi prezzi, 8 q. di frumento e
15 q. di grano turco e percepisce L. 1689. A qual prezzo per quintale
ha venduto il frumento e a quale il grano turco?

119. In una cantina vi sono due qualitd di vino. Se si mescolasse la
prima qualitd colla seconda nel rapporto da 2 a 8 il vino cosi tagliato
verrebbe a - costare L. 1,68 al litro; se invece si mescolasse la prima
qualita alla seconda nel rapporto da 8 a 2, il vino tagliato verrebbe a co-
stare L. 1,62 al litro. Quali sono i costi per hl. delle due qualita di vino?
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120. Un numero (intero assoluto) di due cifre & uguale al quadruplo
della somma delle sue cifre; e d’altra parte, se ad esso si aggiunge 18,
si ottiene il numero formato con le stesse due cifre, prese in ordine in-
verso. Trovare questo numero.

121. Un numero (intero assoluto) di due cifre, diminuito di 45, da il
numoro formato con le stesse due cifre, prese in ordirle inverso, ed ®,

d’altra parte, ugunale agli g— di questo secondo numero. Trovare quel nu-

mero.

122. Due operai, lavorando insieme, possono compiere un certo lavoro
in 30 giorni; ma dopo 18 giorni uno di essi abbandona il lavoro, e 1I’al-
tro lo completa, impiegando 20 giorni di pid. In quanti giorni avrebbe
condotto a termine quello stesso lavoro ciascuno dei due operai, lavo-
rando da solo?

128. Un agricoltore vuol preparare per I’inverno 100 g. di foraggio,
mescolando fieno maggengo e paglia. I1 maggengo costa L. 17,6 al quin-
tale, la paglia L. 5,5. Se quell’ agricoltore vuole che il foraggio di mi-
stura gli venga a costare L. 10 al quintale, quanti quintali di maggengo
e quanti di paglia deve mescolare?

124. Tre botti hanno complessivamente la capacita di 1. 2250. Le prime
due sono piene e la terza & vuota; e per riempire quest’ ultima, bisogna

versarvi il contenuto della prima e % di quello della séconda, oppure il

contenuto della seconda e % di quello della prima. Quali sono le capa-

citah in hl. delle tre botti?

125. Se in una frazione si aumenta il numeratore di 1 e si diminuisce
il denominatore di 1, la nuova frazione risulta uguale ad 1. Se invece
il numeratore si aumenta del denominatore e il denominatore si dimi-
nuisce del numeratore, la nuova frazione risulta uguale a 4. Quali sono i
termini della frazione primitiva?

126. A e B hanno ciascuno un certo numero di gettoni. 4 da a B
tanti gettoni quanti questi ne ha, e subito dopo B da ad 4 tanti gettoni
quanti ad 4 ne sono rimasti. Poi ricominciano daccapo: cio® 4 da a B
tanti gettoni quanti questi ne ha, e B da ad 4 tanti gettoni, quanti
ad 4 ne sono rimasti. Dopo cid 4 e B si trovano ad avere ciascuno 16
gettoni. Quanti ne avevano ciascuno dapprincipio? [Si osservi che il
problema si pud anche trattare come in una sola incognita, perché dallo
stesso enunciato risulta che 4 e B hanno complessivamente 32 gettoni].

127. Due treni, lunghi rispettivamente, m. 125 e m. 155, corrono in
senso inverso su due binari paralleli e impiegano a sfilare completa-
mente 1'uno rispetto all’ altro (dall’ istante, in cui si trovano affiancati
i fanali delle due locomotive, a quello, in cui si trovano affiancati i fa-
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nali delle due carrozze di coda) 10 secondi. Se corressero nello stesso
senso, impiegherebbero a sfilare I’uno rispetto all’altro 70 secondi. Qualj
sono, in km./h., le velocitd dei due treni?

128. Risolvere i sistemi:

*+2y—2=2 T4y +2=3

1 32w—y+z=3 2. {2 +2+4+82=—1
z2+y—z=0 x4+ 4y + 92 = —11
x+y=15 s2a'—y=10

3. Jy+2=2>5 4.?5x—7z=1
x+2=20 4o+ 92 —4
6:'/__43—1 2_1_
\32—7 - \w y
52 — w 3 5

5. Z—y‘:‘3—é— 6.?;—}—;—1
y—2 _ 1,2_
o y T

—y—+2=0>
T4y —2=c

8 ’ r+Y+e=a+b+c

s —x+yt+e—=a
( rt+a=y+b==z—+c

(@ +ay+a?z=ad (*t+y+e=1
9. { @+ by + b2z = b3 10. iax—+—by+cz:h
x+cy+cz=c? a*x +- b2y + c2z = h?
a(— yz + ex -+ xy) = Y2 c+y+e=0
11. § b(yz — =22 +- xy) = xyz 12. % (b+c)x+(c+a)y + (a+be=0
c(y2 + sw — xy) = wy2 bex + cay + abz = 1.

129. Riconoscere che dei seguenti sistemi il primo & impossibile, il
secondo & indeterminato:
*+y+2=3
22 + 10y — 26 =5
3z — 5y + T2 = 10.

S r—4y+6e=0
20+ 3y —de=1
l S —y+22=2

130. Un negoziante nella primavera dell’anno scorso ha acquistato
250 hl, di vino di tre qualitd diverse, pagandole rispettivamente L. 1,75,
L. 2, L. 2,50 al litro e spendendo, complessivamente, 1. 53250. Quest’anno
compera ancora le medesime quantita di codeste stesse qualitd di vino,
pagandole per altro L. 1,50, L. 1,80, L. 2,20 al litrc e spendendo in tutto
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L. 46900. Quanti ettolitri di vino ha acquistato, entrambe le volte, di
ciascuna delle tre qualita?

131. Un numero di tre cifre & 61 volte la somma delle sue cifre, e
diminuisce di 495, se le sue cifre si scrivono in ordine inverso. Inoltre
la somma delle cifre estreme & tripla della cifra di mezzo. Qual’ @ questo
numero ?

132. 4 e B, lavorando insieme per 9 giorni, guadagnano L. 405; 4 e
C, lavorando insieme per 12 giorni, guadagnano L. 564; B e C, lavo-
rando insieme per 7 giorni guadagnano L. 294. Quanto guadagna al
giorno ciascuno di essi?

1
4
dista 112 km. Lia strada da 4 a B & in parte piana, e, per il resto, parte
in salita, parte in discesa; e la pendenza della salita & uguale a quella
della discesa. Il ciclista in piano va a 18 km./h,, in salita a 12 km./h,,
e in discesa a 24 km./h.; e se con queste stesse velocita andasse da
B ad 4 impiegherebbe 6 ore e 55 minuti. Quanti chilometri di strada
piana, quanti di salita, quanti di discesa vi sono fra 4 e B? (Borel-Stiickel).

[11 problema si pud risolvere come in due sole incognite].

134. Trovare un numero (intero assoluto) di tre cifre, che aumenta
di 360 quando si scambiano le prime due cifre, e di 99 quando si scam-
biano la prima e la terza, mentre diminuisce di 27 quando si scambiano
le due ultime cifre. [Si osservi che il sistema di equazioni, cui si & cosi
condotti & indeterminato; ma, in forza della condizione implicita nel-
1’ enunciato che i valori delle tre incognite (cifre del numero voluto) ri-
sultino numeri interi assoluti compresi tra 1 e 9, il problema ammette
soltanto un numero finito di soluzioni (precisamente 5)].

133. Un ciclista va in 6 ore ed - da un paese 4 ad un paese B, che
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