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172 CURVATURA - CURVE
lineo (nella posizione P ) considerando l ’angolo della tangente  a C  
in P  con la tangente in un p un to  vicino P i, dividendolo p e r l ’arco 
P P  1, e passando al lim ite p e r P i ten d en te  a P . Si definisce così una 
prima curvatura i/r , o flessione, d i C  in  P ;  r  ne è il raggio di prima  
curvatura o di flessione-, r  è pu re  il raggio del circolo osculatore, il 
quale sta nel piano osculatore (v. curve) e si definisce m ed ian te  tre 
punti di C  che tendono  a P ; la re tta  perpendicolare al p iano oscu
latore nel cen tro  di de tto  circolo è l’asse di curvatura, ed è la posi
zione lim ite della re tta  com une ai p iani norm ali a C  in  P  e P i 
quando P i  tende  a P  su C. L a stessa costruzione, applicata ai piani 
osculatori di C  anziché alle tangenti, cioè, che fa lo stesso, alle 
binormali di C, che sono le perpendico lari ai piani osculatori nei 
rispettivi pun ti di C, conduce a definire una seconda curvatura, o 
torsione i /g, d i C  in  P , che sarebbe nulla p e r una curva piana 
(perché allora il p iano osculatore è fisso, e coincide col piano della 
curva), e che m isura la rapidità con cui C  si scosta in P  dall’anda
m ento p iano; q è il raggio di seconda curvatura, o di torsione, d i C  
in  P . R ipetendo  ancora la  stessa costruzione p e r le  norm ali p rin c i
pali di C  si trova una curvatura totale i : R , che non  dà nu lla  di 
nuovo, perché i : P 2 =  i : r2 +  i : q2. L a  linea C  è no ta  di form a e 
di grandezza quando ne siano date le equazioni intrinseche r =  r (s), 
q =  g (s), che esprim ono r, q in funzione dell’arco s.

Si può giudicare della curvatura  d ’una superficie S  in  un  suo 
punto  P  conoscendo quella delle linee tracciate su 5  e uscenti da 
P  nelle varie direzioni ; basta anzi considerare le sezioni normali, 
cioè le linee piane che si hanno tagliando S  coi p iani che passano 
per la norm ale n ad S  in P ;  occorre però  scegliere su  n un  senso 
positivo, e qu ind i a ttribu ire  u n  segno +  o — al raggio di curvatura  
R  di una sezione norm ale secondoché essa è concava, in  P , dalla 
parte della norm ale positiva oppure  dalla parte  opposta. S tud iando  
allora come varia R  al variare della sezione norm ale corrispondente , 
si trova che R  am m ette  un  valor m assim o ed un  valor m inim o (da 
in tendersi in  senso relativo), P i  e P 2; e questi due valori spettano  
a due sezioni norm ali fra loro perpendico lari, le sezioni normali 
principali-, la cu rvatu ra  i / P  della sezione norm ale che fa l ’angolo & 
con la p rim a delle due sezioni norm ali principali è espressa m e
diante le due cu rvatu re  principali i / P i  e i/R>  dalla form ula (di
„  , , i cos2 )? , sen 2# ,,  , . . , .
Eulero): =  I . Il p rodo tto  K  =  i / ( P i P 2) si chiam a

R  R 1 R->
la curvatura totale di P  in  P  (K . F. G auss, 1827). L a form a di S  
in un  piccolo in torno  di P  d ipende dal segno di K \  secondoché 
K 'S to ,  cioè secondoché i segni di P j  e P 2 sono eguali o opposti, 
detta  form a è quella di un  ellissoide o di un  iperboloide ad una 
falda. Com e caso in term edio , se K  =  o, cioè se è nulla in  P  una 
delle cu rvatu re  principali, P  ha in P  la form a di u n  cilindro. N ei 
tre casi P  si dice rispettivam ente punto ellittico, iperbolico, para
bolico. I l valore di K  non  m uta se S  si flette, com e se fosse un 
tessuto flessibile e inestensib ile, senza strappi né stiram en ti né 
contrazioni. Si può  dare di K  il seguente significato in trinseco : 
considerato su S  un  triangolo geodetico, ossia un  triangolo i cui lati 
siano linee geodetiche, la differenza tra  la som m a degli angoli 
del triangolo e n  (eccesso geodetico del triangolo) vale J K d o  esteso 
all’area del triangolo (teor. di G auss). In  particolare, sulle super
ficie a curvatura totale costante, com e il piano, la sfera e la p seudo
sfera, K  è il rapporto  tra  l’eccesso e l’area di un  triangolo geo
detico.

In varie questioni occorre la curvatura media di una superficie: 

|. Essa è nulla per le superficie ad area minima (v. super

fic ie : Superficie notevoli).
Si può estendere (Riemann, 1854) la nozione della curvatura a una 

varietà V  con più di tre dimensioni, sulla quale si suppone dato un si
stema di coordinate curvilinee u,, «»,..., u„ e assegnato inoltre l’elemento 
lineare, ossia l ’espressione del quadrato ds2 della distanza infinitesima ds 
di due punti di V  infinitamente vicini e di coordinate u,, u.,, ..., u„ e 
«t +  du,, u . +  du2ì ..., u„ +  dii,,:

ds'- =  E  an, du, dui. {i ,k =  1,  2 , . . . ,  n) .

In tali ipotesi sono definite su V  le linee geodetiche; sicché se si pren
dono due geodetiche uscenti da un punto P{u„ u2, ..., u„) di V  secondo 
due direzioni distinte, che vadano da P  ai punti infinitamente vicini 
u, -  du1, ..., Un +  du,, e u, +  Su,, ..., u„ +  òu„, riesce definita una super
ficie geodetica S  uscente da P , ossia la superficie ricoperta dalle geodetiche 
uscenti da P  nelle direzioni che vanno da P  a tu tti i punti u, +  A du, +  
+  fiôu,, ..., u„ +  IdUn +  pòu„\ la curvatura totale K  di S  in P  di
pende in generale da P  e da S, e si chiama la curvatura di V  nel punto P  
e secondo la giacitura della superficie S . Se, per ogni singola posizione

di P  su V, essa non dipende dalla superficie geodetica F  che si è fatta 
passare per P , cioè se essa è localmente costante, allora essa riesce indi- 
pendente anche da P  e ovunque costante su V, la quale si chiama allora 
una varietà a curvatura costante (teor. di F. Schur).

Bibi..: O ltre i tra tta ti di geometria differenziale, ad es. di L . Bianchi, di 
G . D arboux, di W. Blaschke, ecc., si veda anche: T . Levi-Civita, Lezioni di calcolo 
differenziale assoluto, redatte da E. Persico, Roma 1925, cap. V II. E. G. T.

C U R V E . — N e ll’uso com une della parola, « curva » significa 
linea non  re tta  e non com posta di linee rette. Già Parm enide d ’Elea, 
secondo Proclo nel Commento a ll’Euclide, distingueva le linee in 
re tte , curve e m iste. M a nell’evoluzione del linguaggio m atematico, 
che tende sem pre ad elim inare le eccezioni affermando una veduta 
di continuità, la parola « curva » è d ivenuta sinonimo di « linea », 
ritenendosi dunque la re tta  com e caso particolare della curva. Gli 
antichi G reci hanno  conosciuto diverse specie di curve notevoli, 
o ltre il cerchio: in  p rim o  luogo le coniche, e poi le curve d ’ordine 
superiore  usate p e r la soluzione del prob lem a della trisezione del
l’angolo o della duplicazione del cubo, cissoide di Diocle e concoide 
di N icom ede, e poi ancora la quadra trice  di Ippia e Dinostrato, la 
spirale d ’A rch im ede, ecc. Q ueste  curve hanno  offerto occasione a 
tra tta re  diversi p rob lem i (concernenti le tangenti, i massimi e mi
nim i), che la geom etria m oderna  ha riso lu to  in  una maniera ge
nerale, e che stanno alla base del calcolo differenziale.

x. Sulla  definizione di curva. — N ell’antica scuola di Pitagora 
(fondata il 540 a. C .) la linea si pensava costitu ita  di punti-m onadi, 
corpiccioli elem entari di piccola estensione: da questa veduta, che 
risponde ad una  conoscenza em pirica no n  ancora razionalizzata, 
traevano i Pitagorici diverse conseguenze im portan ti, e in primo 
luogo la possibilità della m isu ra  delle linee. M a  la teoria andò 
incontro  ad una crisi in  seguito  alla scoperta deg l’incom m ensurabili, 
fatta  nella stessa scuola.

Si approfondì allora dagli E leati (Parm enide e Z enone d ’Elea) 
l ’analisi del concetto  degli en ti geom etrici, e si riuscì a capire che 
essi hanno u n  significato p u ram en te  ideale: il p u n to  è senza esten
sione, la linea non  si o ttiene  som m ando dei p u n ti ed è pu ra  lun
ghezza senza larghezza, la superficie non  ha spessore, ecc.

L a discussione in to rn o  all’esistenza di tali figure m atem atiche 
era viva in  G recia  nella seconda m età  del sec. V  a. C. Sofisti, come 
Protagora d ’A bdera, sostenevano che le vere linee hanno  una  certa 
larghezza e differiscono perciò  dal concetto  dei m atem atici; così il 
cerchio deve avere, non  un  pun to , m a un  piccolo tra tto  a comune 
con la tangente . Si trova qui una vedu ta  em pirica, cui consente Ari
stotele, e che sarà conservata dalla trad izione degli scettici, raccolta 
più tard i nel libro Adversus geometras di Sesto E m pirico . Frattanto 
i filosofi razionalisti, isp irati dalle m atem atiche — D em ocrito e 
P latone -  sostenevano, contro  gli em pirici, la realtà deg l’in telli
gibili o delle Idee : idea =  ISéa significa orig inariam ente schem a o 
figura m atem atica.

I ten tativ i p e r chiarire il concetto  generale della linea, nel se
colo IV  a. C., conducono ad alcune definizioni che ci sono riportate 
da P latone e A risto tele: definizione genetica della linea come 
luogo d ’u n  p u n to  che si m uove, e definizione delle linee come ter
m ini delle superficie. L a prim a si ritrova in Proclo (ed. Friedlein 
1873, p. 97) e in  Pappo  (ed. H u tltsch , 1877, I I ,  p. 662). L a seconda 
figura negli Elem enti di Euclide (I, 6) com e com plem ento  alla I, 2 
(le linee sono lunghezze senza larghezza) che, nella sua forma ne
gativa, sta a ricordare  e riassum ere il risu lta to  della già accennata 
polem ica eleatico-pitagorica.

Le anzidette definizioni sono passate ne ll’insegnam ento  tradi
zionale della geom etria; m a anche p rim a di arrivare alla critica 
contem poranea, il pensiero  m atem atico  doveva riconoscerne l’im 
precisione e l ’insufficienza. Così ne ll’Encyclopédie (nuova ed., IX, 
G inevra 1777, p. 758),  D ’A lem bert dice che la linea è un  concetto 
fondam entale non  u lterio rm en te  spiegabile : p e r chiarire questo con
cetto  generale conviene assum ere com e data  la nozione di linee e 
superficie particolari, cioè della re tta , del p iano, ecc.

L ’in tero  sviluppo delle m atem atiche m oderne  conduce a tale 
ch iarim ento . E d in questo  figura com e essenziale il m etodo della 
geom etria analitica di F erm at e D escartes {La géométrie, 1637).

Riferiam oci p e r sem plicità alla geom etria del piano, e assumiamo 
in questo  un  sistem a di assi cartesiani x, y  (v. coordinate). La ge
nerazione m eccanica della curva porta  ad  esprim ere le coordinate 
d ’un suo p un to  variabile com e funzioni d ’un  param etro  t  (tempo):

x  =  <p ( t), y  =  y> ( t).
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Se, com e accade di solito per tra tti convenien tem ente lim itati, 
la curva sega in  un  sol p un to  le parallele a ll’asse delle y , essa si 
può anche rappresen tare  ponendo  y  funzione di x:

y  = f  0)-

N ei casi p iù  consueti le funzioni di cui si d iscorre am m ettono 
u n 'espressione analitica p e r m ezzo delle operazioni elem entari del
l ’analisi: operazioni razionali, radicali, esponenziali e logaritm i, 
seni e coseni, ecc. E  la costruzione delle re tte  tangenti o delle curve 
osculatrici nei p u n ti della curva, porta alle derivate successive di 
codeste funzioni (cfr. n . 2).

Sulla base d ’u n  ragionam ento  induttivo  si è condotti a ritenere  
che le curve descritte  secondo una legge geom etrica o m eccanica 
si possano rappresen tare  per mezzo di funzioni definite com e espres
sioni analitiche. Viceversa sem bra anche evidente che le funzioni 
definite p e r  m ezzo d ’u n ’espressione analitica qualsiasi vengano 
rappresen ta te  per m ezzo di curve; la stessa legge analitica della 
funzione sem bra doversi trad u rre , in qualche m odo, in  una  legge 
di generazione geom etrica o m eccanica.

Sebbene questi enunciati siano evidentem ente im precisi, poiché 
vi figura la nozione non  bene determ inata  della « legge geom etrica 
o meccanica » nonché quella di « espressione analitica », essi no n  
cessano di avere un  significato, sia pu re  erroneo. N e deriva, in  p a r
ticolare, che il concetto della curva viene pensato  com e assai p iù  
generale di quello della funzione : in fa tti accanto alle curve 
geometriche descritte secondo una  legge, sem bra naturale  di consi
derare curve arbitrarie, descritte  da un  p un to  che si m uova senza 
legge, e perciò non  suscettib ili d i rappresen tazione analitica.

U n  tentativo  di precisare le vedute  sopra accennate è stato  fatto  
da J. L . Lagrange col concetto  della funzione analitica. Egli am m etteva 
che una  funzione qualsiasi, cioè u n ’espressione di calcolo, in  cui 
la variabile en tri in  m odo qualsivoglia, sia sv iluppabile in  u n a  serie 
di potenze di T ay lor, fatta  eccezione al p iù  p e r alcuni p u n ti sin
golari ove s’in tro d u rreb b ero  sviluppi in serie di potenze fratte  
(cfr. Fonctions analytiques, 1798). L a funzione analitica, così de
finita, esprim e di fatto  una  legge estensibile a tu tto  il cam po di va
riabilità, che esclude il m utam ento  arb itrario  del m oto  generatore 
della curva. M a si è riconosciuto p iù  tard i che il concetto  del L a- 
grange è troppo  ristre tto : le sue funzioni analitiche sono definite 
dalla p roprie tà  di estendersi al cam po della variabile com plessa, m a 
altre funzioni, date p. es. come in tegrali di equazioni differenziali 
e p u r  rappresen tab ili con le no te  operazioni dell’analisi, escono da 
codesta classe. L e  erronee vedute  dei m atem atici a cui abbiam o 
accennato, dovevano essere corrette  dagli stud i sul prob lem a delle 
corde v ibranti e sulla teoria del calore, che hanno suscitato il p ro 
blema della rappresen tazione d ’una funzione m edian te  serie t r i
gonom etriche. R icordiam o brevem ente questa  in teressan te  storia.

N el 1747, D ’A lem bert diede la soluzione generale dell’equazione 
a derivate parziali del second’ord ine che rapp resen ta  le v ib ra
zioni d ’una corda elastica: l’integrale si p resen ta  come som m a di 
due funzioni

y  — /  (at — .v) — /  (at — x),

dove /  è una funzione arb itra ria  periodica, di periodo eguale al 
doppio della lunghezza / della corda. N el 1753, D aniele B ernoulli 
diede dello stesso problem a una  soluzione diversa: fra le vibrazioni 
possibili vi sono quelle risponden ti a certi suoni sem plici, che si 
esprim ono (con T aylor) m edian te  seni e coseni:

n n x  m ix t y  =  sen  ̂ cos — - - ,

Bernoulli scopriva che anche le som m e di questi integrali p a r
ticolari debbono dare suoni com posti, co rrisponden ti a possibili 
vibrazioni della corda, e ne deduceva che la soluzione generale del 
problem a si può esprim ere con una serie p rogred ien te  p e r seni e 
coseni di archi m ultipli. M a questa deduzione veniva contestata da 
Eulero e da D ’Alem bert. L ’integrale di B ernoulli, dicevano, non  
può  essere l ’integrale generale, a ltrim en ti una curva arbitraria  (cor
rispondente  alla posizione iniziale della corda) si dovrebbe rap p re 
sentare  con una serie trigonom etrica. L a  serie trigonom etrica  e sp ri
me una  legge analitica, perciò sem bra a priori assurdo che ad  essa 
possa rispondere , p e r es., una curva com posta di p iù  tra tti di retta, 
in cui non  si ravvisa l ’unità d ’una legge di descrizione.

Cosi ragionavano i nostri m atem atici. M a a correggere tali ve
du te  vennero  le scoperte di J.-B . Fourier nella teoria del calore (anno

1807 e seguenti). U na linea com posta di tra tti paralleli e distinti si 
può  rapp resen ta re  con una  serie trigonom etrica. Q u ind i il problem a 
di esp rim ere  una  funzione arb itra ria  m edian te  una  serie trigono- 
m etrica  n o n  sem bra p iù  assurdo. Anzi F o u rie r ten ta  di risolverlo 
rip rendendo  a tal uopo  u n  m etodo  già escogitato da Eulero (1777), 
m edian te  il quale calcola i coefficienti della serie cercata. Sebbene 
questo  calcolo no n  d im ostri a rigore l ’assunto , le larghe applicazioni 
delle serie di F o u rie r  riescono a m odificare profondam ente i con
cetti d i funzione e di curva. D irich let, che p e r prim o ha dato con
dizioni rigorose p e r lo sv iluppo di F o u rie r (1829), in troduce la 
nuova definizione: una  quan tità  y  è funzione della variabile x  in 
u n  dato  in tervallo , se, p e r ogni x  dato  in  questo , resta  definito un 
corrisponden te  valore di y  (v. funzione). U n a tale funzione y  (x) 
può  essere com unque discontinua, e qu ind i è chiaro che non rap 
p resen te rà  in  generale una  curva, nel senso in tu itivo  della parola. 
Si ha d u n q u e  che il concetto  di funzione secondo D irichlet è più 
generale del nostro  concetto  di curva.

Bisogna alm eno in tro d u rre  la restriz ione della continuità. Ma, 
sarà lecito d ire  che ogni funzione continua y  =  f  (x) rappresenti 
una curva? P er qualche tem po i m atem atici l’hanno  creduto . Anzi 
deducevano di qu i che la funzione con tinua  f  (x) deve possedere 
la derivata, in  co rrispondenza alla tangen te  che l’in tu izione rico
nosce alla curva. D eduzione affatto arb itra ria , che è stata demolita 
dalla critica di R . W eierstrass, U . D ini, ecc.: perché non  è detto 
a priori che u n  luogo definito  da condizioni m atem atiche astratte 
(funzione d i D irich le t continua) risponda ad a ttrib u ti intuitivi. E 
del resto  gli esem pi di funzioni con tinue  prive di derivata rispon
dono esaurien tem en te  a ogni dubbio .

Q ui giova rico rdare  u n  celebre teorem a di W eierstrass: ogni 
funzione con tinua  am m ette  u n ’espressione analitica com e serie di 
polinom i. In  conseguenza si deve d ire che, non  solo la funzione di 
D irich let, m a anche la funzione rappresen tab ile  con u n ’espressione 
analitica, risponde ad u n  concetto  p iù  generale della curva. L a tesi 
dei m atem atici del secolo X V II I  si trova esa ttam en te  invertita.

M a lo studio  delle curve rapp resen ta te  param etricam ente da 
funzioni continue riservava altre sorprese. A ssum endo una  (cosid
detta) linea rapp resen ta ta  da due funzion i continue x  =  <p (t), 
y  =  y> (t), traduciam o la p roprie tà  adom brata  nella definizione tra 
dizionale della curva com e tra ie tto ria  d ’un  p u n to  m obile. Si può 
ricercare se in  conseguenza venga soddisfatta  anche la proprietà 
adom brata  n e ll’a ltra definizione della curva com e term ine  di super
ficie, cioè se la de tta  linea sia suscettib ile  di d iv idere una superficie 
p iana in  due parti. O rbene, G . Peano (S u r  une courbe qui remplit 
toute uri aire plane, in  M ath . Annalen, 1890) ha costru ito  l’esempio 
d ’una  linea, rapp resen ta ta  da due funzion i continue, e che pur 
tu ttav ia  riem pie u n  in tero  quadrato .

Affinché una  linea, rapp resen ta ta  p aram etricam en te  da due fun
zioni continue x  — <p (t), y  =  y> (t), d ivida una  superficie piana in 
due parti, occorre postu lare  che i suoi p u n ti corrispondano biuni- 
vocam ente ai valori del param etro  t, riuscendo  d unque  / funzione 
continua di x  e y , cioè che la curva sia descritta  semplicemente da 
u n  suo p un to  m obile (teorem a di C. Jo rdan  in Cours d ’analyse, 
2a ediz., Parigi 1897, I, pp . 90-100).

D ’altra parte  si può  cercare di conferire  un  senso preciso alla 
definizione delle linee com e lunghezze senza larghezza, e ciò in 
rapporto  alla teoria degli insiem i di G . C an to r (v. insieme): si è 
condotti allora a considerare, nel piano, degli insiem i G  di punti, 
continui -  cioè perfe tti e ben  concatenati -  e p u r privi di punti 
in te rn i; tali cioè che m ai nessun  in to rno  d ’u n  p un to  P  di G  appar
tenga a G. M a si trovano in  tal guisa delle figure che non  sono su 
scettibili d i esser poste in  corrispondenza biunivoca e continua con 
u n  segm ento rettilineo . O ra le curve di Jo rdan , rappresentabili per 
m ezzo di funzioni continue invertib ili d ’un  param etro , soddisfano 
ai prim i a ttr ib u ti elem entari delle curve in tu itive, m a non  a tu tti. 
Bisogna so ttoporre  u lterio rm en te  le funzioni rappresentative ad altre 
condizioni restrittive  perché la curva possegga in ciascun punto  la 
tangente , il cerchio osculatore, ecc.

P er ten ta re  u n ’analisi esaurien te  del concetto  della curva, sem 
bra naturale  di rivolgersi a ll’esperienza fisica. P er esem pio, cerche
rem o di tra rre  le p roprie tà  della curva da quelle del filo. L a consi
derazione del filo ci suggerirà, in  effetto, alcune sem plici nozioni: 
sarem o anzitu tto  indo tti a postu lare  che l ’arco possegga una lu n 
ghezza finita, ossia che la curva sia rettificabile-, p e r una  curva 
continua ciò richiede soltanto l’esistenza di un lim ite superiore alla 
lunghezza delle poligonali iscritte  (L . Scheeffer, 1884-85). Sorgerà
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quindi la dom anda fino a che pun to  tale condizione porti l ’esistenza 
delle tangenti, ecc. U n teorem a di H . L ebesgue (1904) risponde 
al problem a insegnandoci che « una curva rettificabile possiede la 
tangente quasi in ogni pun to , cioè in  tu tti i pun ti, fatta eccezione 
per i pun ti d ’un insiem e di m isura nulla».

C om unque, l ’esperienza sul filo n o n  può  servire a cara tteriz
zare la curva m atem atica in tu itiva; e qualsiasi esperienza riesce in a
deguata allo scopo. U na linea fisica non  è m ai una vera linea (pura 
lunghezza senza larghezza né spessore), sia che si pensi realizzata 
da un filo (corpo tubiform e di piccolo d iam etro), sia che venga data 
da una striscia, quale è, p. es., una strada. R isorgono qu i le diffi
coltà degli antichi em piristi, d i cui F . K lein  ha rip reso  le vedute.

Q uando si vuole sostitu ire ad una  striscia la figura lim ite della 
curva, andiam o incontro  a un  processo d ’idealizzazione che ha in 
sé qualcosa d ’arbitrario . P er es., si po trebbe idealizzare una striscia, 
sostituendovi una curva a zig-zag, con infinite piccole oscillazioni; 
e allora svanirebbe il concetto  della tangente . È  ben  vero che 
l’intuizione non  segue questa  via com plicata: la tangente  ad una 
striscia si può  definire, com e ha indicato lo stesso K lein, m ediante 
un ’altra striscia parallela, che ne segna, in  qualche m odo, la d ire 
zione. M a, in u ltim a analisi, quando  tentiam o di derivare da ll’espe
rienza fisica i postu lati della linea, dobbiam o ten e r conto, non  tanto 
dei dati di fatto  de ll’esperienza stessa, quan to  delle esigenze sem 
plificatrici della nostra m ente , che in  essi si rispecchiano.

F. E nriques ha cercato di form ulare tali esigenze postu lando 
che « due linee piane, in teram en te  rappresen ta te  nella nostra  in 
tuizione, abbiano a com une un  num ero  finito di p u n ti ». D a questa 
ipotesi egli deduce condizioni, a cui deve soddisfare una curva in 
tuitiva, rispetto  ad altri luoghi già riconosciuti com e curve. Così, 
paragonando una curva qualsiasi alle linee re tte  e alle parabole 
d ’ordine 2, 3..., ne  trae  l’esistenza in  ogni p un to  della curva d ’una 
tangente a destra  e d ’una tangente  a sinistra, e parim ente  di p ara 
bole osculatrici di tu tti gli ordini.

Si potrà considerare la curva data (per u n  tra tto  a destra  o a 
sinistra d ’ogni punto) com e lim ite di tali parabole osculatrici, e 
più p recisam ente com e una curva analitica, cioè definita da fu n 
zioni analitiche nel senso di Lagrange?

Per saggiare il postulato, a cui si è condotti in tal guisa, osser
viamo: la curva analitica risponde ad una legge che la definisce in 
tu tta  la sua estensione quando  ne sia dato u n  arco com unque p ic 
colo. P arrebbe d unque  che il p ro lungam ento  di una  curva arbi
traria dovesse essere definito da u n  arco qualsiasi della curva. M a, 
a sciogliere questo paradosso, rispondiam o: le osservazioni p rece
denti non  ci suggerivano di dire che « ogni curva in tu itiva sia una 
curva analitica », m a tu t t ’al p iù  che « una curva in tu itiva  arb itraria  
si com pone di un  num ero  finito di curve analitiche, raccordate in 
punti angolari, dove la tangente  (o una  parabola osculatrice) a d e 
stra differisce dalla tangente  (o parabola osculatrice) a sin istra ». 
Secondo questa veduta il pensiero m atem atico sarebbe capace d ’im 
maginare infinite leggi (analitiche) di descrizione d ’una curva, e la 
curva arbitraria  risu lterebbe determ inata  nella nostra in tu izione, non  
soltanto dalla scelta d ’una legge, m a anche da un  num ero  finito di 
interventi volontari, che si traducono  in  successivi cam biam enti della 
detta legge, corrispondenti ai p u n ti angolari.

Se ora si chieda di tra rre  una  conclusione da tu tto  ciò che p re 
cede, direm o che la difficoltà di definire in  m odo esaurien te  il con
cetto generale della curva sem bra derivare da ciò, che la m ente  nostra 
è capace d ’im m aginare infinite specie di linee, do tate  di certe  p ro 
prietà in tu itive, senza che sia segnato a tale im m aginazione un 
limite esatto. A  seconda degli scopi che si hanno in  vista, converrà 
dunque riferirsi a fam iglie di curve particolari u lterio rm en te  esten 
sibili (come le curve algebriche o le p iù  sem plici trascendenti), ov
vero ad en ti più generali caratterizzati da alcuni dei postu lati che 
l’intuizione attribu isce alle linee. L a  topologia, la geom etria diffe
renziale, ecc., procedono appun to  in  tal guisa, quando  assum ono 
come curve le linee di Jo rdan , ovvero quelle corrispondenti a fu n 
zioni dotate di alcune derivate successive, ecc. In  ogni caso le linee 
analitiche (rappresen tate  da serie di potenze) sem brano rispondere 
nel miglior m odo agli a ttrib u ti delle curve in tu itive.

2. Proprietà differenziali delle curve piane. -  R iassum iam o b re 
vemente le proprietà  differenziali delle curve, cioè le p roprietà  che 
loro spettano in  generale ne ll’in to rno  d ’u n  p u n to  (non singolare), 
riferendoci dapprim a al caso delle curve piane.

Se la curva è rapp resen ta ta  dalla funzione, continua e deriva
bile, y  =  f  (x), la tangente  nel p un to  (x , y)  ha com e coefficiente

angolare la derivata y '  =  dy/dx  =  f ( x ) ;  questa  è d u n q u e  la tan 
gente  trigonom etrica de ll’angolo che la re tta  tangente  fa con l ’asse 
delle x. L ’equazione della re tta  tangen te  è data, in  coordinate cor
ren ti X , Y , da ,

y  _ y  =  ( * - _ * ) - £

Ove la curva sia rappresen ta ta  dall’equazione f  (x, y )  = 0 ,  l’equa
zione della tangente sarà:

d f
dx

( X  —  x) + d f
dy

(Y - y )

L ’equazione della normale sarà qu ind i

o.

d f
dx ( -  Yy) f ( X - x )  =  o.

dy
In  generale la tangen te  ad una curva lascia, p e r un  certo  tra tto , 

la curva tu tta  da  una  parte  (verso cui la curva volge la sua conca
vità). Fanno  eccezione i p u n ti d'inflessione o di flesso, in cui la tan
gente traversa  la curva e dove la derivata  seconda (nell’ipotesi della 
continuità) risu lta  nulla o infinita. Ivi la derivata  seconda cambia 
di segno, e la curva viene a volgere la sua convessità a quella parte 
di piano cui p rim a volgeva la concavità.

L a  lunghezza de ll’arco di curva contato  a p a rtire  da u n  punto  
origine (x 0, y  a) è espressa da

s — J  / i  +  y ' 2dx.
xd

L ’area com presa fra la curva, lim itata fra i p u n ti (x0, yo), (xi, yi), 
le perpendico lari p e r  questi estrem i all’asse delle x, e questo  asse vale

?A  =  J y  dx.
x„

L e derivate successive della funzione y  =  / ( x )  perm ettono  di scri
vere le equazioni delle curve osculatrici, in  partico lare  delle p ara 
bole. L a parabola osculatrice del second’o rd ine, cioè la parabola 
lim ite d ’una parabola  tangen te  che in con tri la curva in  u n  pun to  
u lterio re  avvicinantesi ad (x0, y 0) è data  da

y  = f  (*o) +  / '  f a )  ■ (* — *0) +  f "  (x„) • —  Xo)i-I -2
In  m odo analogo si hanno  tu tte  le parabole  osculatrici d ’ordine 

n =  3 ,4 ,  ecc., le cui equazioni si o ttengono  p rendendo  i prim i 
n +  i  te rm in i dello sviluppo d i T ay lo r della f u n z i o n e / (x) :

y  = f { x 0 ) + f  (x0) (x — * 0) +  . .. + f ( x 0) — . —■ ■
ni

F ra  le curve osculatrici ha speciale im portanza il cerch io : cerchio 
osculatore è il lim ite d ’u n  cerchio tangente  che passi p e r u n  pun to  
u lterio re  avvicinantesi al p un to  di con ta tto  (v. curvatura). Il suo 
raggio si dice raggio di curvatura  della linea d a ta ; esso è p iù  o meno 
grande, secondoché la curva è m eno o p iù  incurvata , cioè discosta 
dalla retta. L ’espressione del raggio di cu rvatu ra  è data  da

=  ( i  +  y z) T  
i y ' i

3. P unti singolari delle curve piane. — A  una  curva possono a p 
partenere  dei p u n ti singolari. P e r una  curva arb itra ria  u n  pun to  
singolare può  co rrispondere a un  brusco volontario  cam biam ento

Fig. i Fig. 2

della legge con cui la curva stessa viene generata. M a, se si tratta 
di curve algebriche o analitiche, si p resen tano  p e r  così d ire dei 
p u n ti singolari naturali, definiti dalla legge stessa di generazione- 
delia curva. Così, p e r  es., la curva com posta di due archi di ce r
chio aventi in  u n  estrem o  la stessa tangen te  e cu rvatu ra  in  senso 
opposto, collegati in  m aniera  da attraversare  la tangente , ci dà un 
p u n to  di flesso (fig. 1 ) 0  una cuspide (fig. 2) artificiale, dove viene 
m eno la continu ità  della cu rvatu ra  (che cam bia b ruscam ente di
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segno). Invece un flesso naturale si ha  -  com e già abbiam o accennato  -  
dove la cu rvatu ra  d iventa nulla o in fin ita; e in  corrispondenza a 
queste due ipotesi s ’incontrano  due tip i di flessi (di prim a  e di 
seconda specie) che si può ten tare  di rappresen tare  rispettivam ente 
con due figure, ne ll’una delle quali si collegano due curve di cu r
vatura opposta che vanno avvicinandosi alla re tta  loro com une 
tangente, ne ll’altra  invece si collegano analogam ente due curve che 
presentano l ’aspetto  dei due sem iarchi costituen ti una p u n ta  (il 
cerchio osculatore tende  a divenire piccolissim o, teoricam ente ad 
un punto). S im ilm ente si ha una cuspide naturale in  cui si colle
gano due archi con curvatura  infinita o nu lla : il prim o caso -  la 
cuspide ordinaria che si p resenta, p. es., p e r la curva y 2 =  x 3 nel 
punto (o, o) -  si o ttiene dal flesso di seconda specie sostituendo  a 
uno dei due archi il sim m etrico rispetto  alla norm ale alla curva; 
e in m odo analogo si deduce il secondo caso 
(la cuspide acuminata) dal flesso di prim a 
specie. U na variante della cuspide è offerta 
dal cosiddetto  becco (fig. 3), dove i due archi 
stanno dalla m edesim a parte della tangente.
In  tu tti i casi la singolarità della cuspide, nel 
cam po reale, si può caratterizzare dicendo 
che la curva viene descritta  dal m oto d ’un  
punto, che in  essa viene invertito  (invertendosi, con continuità, 
anche la curvatura). Vi sono p u n ti singolari di specie diversa e si 
possono, in  prim o luogo, caratterizzare i p u n ti singolari algebrici, 
che appartengono alle curve algebriche (n. 5) o alle trascendenti a 
com portam ento algebrico (algebroidi).

AU’infuori del caso dei p iù  sem plici flessi, u n  p un to  singolare 
della curva algebrica piana /  (x, y )  =  o è un  p un to  multiplo secondo 
un certo  in tero  r, caratterizzato  dall’annullarsi di tu tte  le derivate 
parziali di / ,  fino all’ord ine r  escluso : u n  tal p u n to  è definito  geo
m etricam ente dalla p roprie tà  che le re tte  p e r esso hanno ivi con 
la curva r intersezioni riunite.

nods)
punto 

cuspide isolato
Fig- 4

P er r =  2 si ha un  p un to  doppio, che, dal p un to  di vista della 
realtà, dà luogo a tre  tipi (fig. 4): nodo, cuspide e punto isolato. In  
quest’u ltim o caso si può d ire che la curva passante per il pun to  
si riduce ad  u n  cerchietto  infinitesim o, com e accade p e r la sezione 
d ’una superficie col p iano tangente  in u n  p un to  ellittico.

Per r qualsiasi, l’aspetto del punto r-plo O — sempre nel campo reale — 
dipende dalla realità o meno delle rette che ivi osculano la curva (avendo 
almeno, in generale, con essa r +  1 intersezioni riunite in O, anziché r). 
Se codeste rette osculatrici sono tutte reali e distinte, la curva nel
l’intorno di O è costituita di r archi o rami lineari, che dal punto di 
vista c ifferenziale sono r linee passanti semplicemente per O e interse- 
cantisi in esso. Ma, indipendentemente dalla realità, se le nominate rette 
oscula rici sono distinte, si può sempre scindere la curva — o la corri- 
spond nte funzione y  (a:) — nell’intorno di Q in r rami lineari (curve o fun
zioni lementari che solo a distanza da O si ricollegano, prolungandosi 
l’una nell’altra). Una complicazione sorge invece quando alcune delle 
rette menzionate vengono a coincidere. Allora, generalmente, i rami si 
fondono in rami cuspidali o superlineari. Così accade già nel punto 
doppio O =  (0,0) della curva y 2 =  x3, che -  come si è detto -  è una 
cuspide. Qui si sarebbe tratti a distinguere i due archi corrispondenti a 
y  =  +  Vx3 e y  =  — fx 3 ; ma le due funzioni cosi distinte nel campo reale 
(e quindi anche le due curve da esse rappresentate) non si lasciano più 
distinguere nel campo complesso, pur restando nell’intorno del punto O, 
anzi si scambiano e prolungano l’una nell’altra: non si può parlare (in 
questo campo) di due rami (della funzione o della curva) ma di un solo 
ramo di second'ordine, cioè di una funzione irreducibile a due valori.

Il problema di distinguere, in tu tti i casi, i rami lineari o superlineari 
di una curva in un punto singolare algebrico, prende origine nella scuola 
di Newton, ma il resultato è stato precisato da V. Puiseux (1850). Il quale, 
studiando la funzione algebrica implicita y{x) definita dall’equazione 
f ( x ,  y) =  o, come funzione della variabile complessa x, ha dimostrato che 
la curva nell’intorno del punto singolare si lascia separare in più curve 
o rami, ciascuno dei quali si rappresenta con sviluppi in serie di potenze 
d ’un parametro t, o più semplicemente con una serie di potenze fratte

v + v '+ r"
+  . . .

D ’altra parte M. Nöther (1871) ha riconosciuto che ogni singolarità al
gebrica si può ritenere come riunione (o limite) di punti multipli ordinari 
che sono divenuti infinitamente vicini, e che si possono separare mediante 
successive trasformazioni quadratiche del piano. I punti multipli infini
tamente vicini si lasciano definire mediante condizioni differenziali, svi
luppate da F. Enriques (1916), e in questo senso si conferisce loro una 
reale esistenza. La singolarità viene definita, non soltanto dalla molte
plicità, ma anche dalla posizione di tali punti (punti liberi e punti satelliti) 
determinata mediante derivate-coordinate.

L ’introduzione dei punti multipli infinitamente vicini permette con 
Nöther di risolvere il problema delle intersezioni di due curve, trattato 
da A. Cayley, G. Halphen, ecc. ; il numero delle intersezioni di due curve 
assorbite in un punto singolare è dato dalla somma Ers, dove r e s ( >  1) 
sono le molteplicità rispettive delle curve stesse in tu tti i punti infinita
mente vicini che confluiscono a formare la singolarità.

Si aggiunga che i punti multipli infinitamente vicini contano come 
i punti propri rispetto alle condizioni di passaggio per una curva algebrica 
d ’ordine assai elevato: cioè ogni punto che debba avere la molteplicità r 
impone alla curva r{r +  i) /z  condizioni lineari.

L a  form a di u n a  curva, o m eglio d ’un  ram o reale di curva, 
nell’in to rno  di un  p u n to  singolare algebrico, dà luogo a diversi 
casi, che sono, o ltre ai tip i di flesso e di cuspide descritti innanzi, 
anche la curva a punta  e la curva appiattita , quali si ottengono dai 
due tip i di flesso collocando i due archi dalla m edesim a parte della 
tangente , e dalla parte  opposta  della norm ale : la curva a pu n ta  nasce 
in  ta l guisa dal flesso di seconda specie, quella app ia ttita  dal flesso 
di p rim a specie (con cu rvatu ra  nulla). L ’analisi di tu tte  queste 
form e si trova com pletam ente svolta da  G . C ram er, in Introduction à 
l ’analyse des lignes courbes algébriques, G inevra 1750, cap. X II.

I pun ti a ll’infinito  d ’una  curva, e le singolarità che in  essi la curva 
può  p resen ta re , si riconducono p e r pro iezione a p u n ti propri. 
T u ttav ia  quan to  alla form a giova avvertire  che in  u n  pun to  ordi
nario  a ll’infinito, la tangente  (asintoto) traversa  la curva, che appare 
d u nque  costitu ita  da due ram i accostantisi nelle due direzioni 
a ll’asintoto da bande opposte (fig. 5), com e si osserva, p. es., per i

due ram i dell’iperbole  (v. coniche). Invece se si ha all’infinito un 
flesso (cioè un  p u n to  la cui proiezione d ia un  flesso), la curva viene 
costitu ita  da due ram i che si accostano nelle due direzioni opposte 
all’asin to to  dalla stessa parte  di p iano (fig. 6), ecc.

I p u n ti singolari del tipo  algebrico n o n  sono i soli che si p re
sen tino  nelle curve trascendenti. A nzi diversi esem pi si offrono a 
noi, già in  casi o rdinari. Si pensi, p e r es., alla singolarità della 
sinusoide y  =  sen x, nel p u n to  all’infinito  de ll’asse x:  se si proietta 
questo  p u n to  in  u n  p un to  p rop rio  O, si o ttiene  una curva che si 
accosta e tende  ad O  oscillando indefin itam ente, in  guisa che nel 
p un to  lim ite O  non  si può  defin ire la tangente .

U n  altro  esem pio no to  è offerto da u n a  spirale che si avvolga 
accostandosi asin to ticam ente a u n  p u n to  O {fuoco).

Una singolarità grafica di questo tipo si può presentare nei punti 
singolari delle equazioni differenziali del prim ’ordine e del primo grado, 
analizzati da H. Poincaré e da I. O. Bendixson (classificazione delle tre 
specie di punti singolari: nodi, selle o colli e fuochi).

4. Proprietà differenziali delle curve gobbe. -  Si dice gobba una 
curva dello spazio che non  giaccia in  u n  p iano, e generalm ente si 
esclude che essa sia com posta di tra tti p ian i o com prenda qualche 
tra tto  di curva piana. A lcune curve gobbe vennero  considerate fino 
dall’an tich ità : così A rch ita  ha stud iato  l ’intersezione d ’una sfera e 
d ’un  toro, e in  Pappo si trovano varie p rop rie tà  della curva che si 
p resen ta  sulla sfera com e analoga della spirale d ’A rchim ede. N el
l’epoca m oderna le in tersezioni di sfere, coni e cilindri sono state 
stud iate  fin dal sec. X V II, nel tra tta to  del p. D e C ourcier (1662). 
M a lo stud io  m etodico  delle curve gobbe, con lo strum ento  della 
geom etria analitica, com incia con A. C . C lairaut (1731).

P e r rapp resen ta re  una curva gobba si possono assum ere le coor
dinate x, y , z ,  del p un to  variabile su essa come funzioni d ’un 
param etro  t : x  =  x  (t), y  =  y  (t), z  =  z  (t), aggiungendo p e r  sif
fatte funzioni le condizioni di con tinu ità  e di derivabilità fino a 
que ll’ord ine che, caso p e r caso, occorre.y  =  ax 4- bx r +  ex
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L ’arco s della curva -  a contare da una certa  origine -  si o ttiene 

integrando l ’elemento lineare

I coseni d ire tto ri della tangente  nel p un to  (x , y ,  z), o rien tata  
nel verso delle s crescenti, sono dati da

dx „ dv d z
cos a =  — , cos p =  —~ , cos y  -  -, ■

ds ds ds

II piano norm ale (a codesta tangente) ha p e r per equazione

( X  — x) cosa +  ( Y  — y )  cos/? +  (Z  — z)  cosy =  o.

I piani che contengono la tangente  alla curva in  M  e la se
gano u lterio rm ente in u n  p un to  vicino M ',  definiscono general
m ente u n  p iano lim ite, quando  M '  tende  a M , che si dice piano 
osculatore e che si può anche definire com e la posizione lim ite del 
piano passante p e r M  e p e r  altri due p u n ti generici M ', M "  della 
curva, quando, tenu to  fisso M , si fanno tendere  M '  e M " ,  lungo 
la curva, a M . L ’equazione del p iano osculatore è data da

X  — x Y  — y Z  — ;
dx dy dz
ds ds ds
d~x d 2y drz
ds2 ds2 ds2

Per una curva piana il p iano osculatore coincide in ogni p un to  
col piano della curva; invece p e r una curva gobba esso varia col 
punto M  d ’osculazione.

In  un  generico p un to  M  di una curva sghem ba il p iano oscula
tore e il p iano norm ale si segano secondo una  retta , che si dice 
normale principale della curva in  M , m en tre  si chiam a binormale 
la perpendicolare in  M  al p iano osculatore . L a tangente , la n o r
male principale e la b inorm ale costituiscono un  tried ro  tr ire tta n 
golo: il triedro principale (o satellite), relativo alla curva in  M .

Quando M  descrive la curva, variano, pure mantenendosi a due a 
due ortogonali, le direzioni, rispetto agli assi, dei tre spigoli del' triedro 
principale, e la considerazione della varia rapidità di deviazione di codeste 
tre direzioni, in rapporto agli archi percorsi da M  sulla curva, conduce 
a un metodo elegante e fecondo per lo studio delle proprietà differenziali 
delle curve, che è noto sotto il nome di « metodo del triedro mobile » 
(cfr. G. Darboux, Leçons sur la théorie générale des surfaces, I, 2a ediz., 
Parigi 1914, I, I, li) e che è stato esteso alle superficie e, più in generale, 
alle varietà a quante si vogliono dimensioni dallo stesso Darboux, da 
A. Demoulin, da E. Cotton e, più specialmente, da E. Cartan. È già 
tato rilevato altrove (v. curvatura) che la varia rapidità di deviazione 

della tangente, in relazione al cammino di M  sulla curva, si valuta punto 
per punto mediante la flessione o prima curvatura 1 jr (dove r è il raggio 
di flessione) e che l ’analoga deviazione della binormale — o, ciò che è
10 stesso, del piano osculatore — si valuta mediante la torsione o seconda 
curvatura i /q (dove g è il corrispondente raggio). Sono fondamentali 
in quest’ordine di questioni le cosiddette formule di Frenet-Serret, le 
quali permettono di esprimere le derivate, rispetto all’arco s, dei nove 
coseni direttori dei tre  spigoli del triedro principale per mezzo dei coseni 
stessi e dei raggi di curvatura r e Q. M a per dare a codeste espressioni 
una forma non ambigua, bisogna attribuire convenzionalmente un segno 
alla torsione e quindi al corrispondente raggio (mentre la flessione si 
considera sempre in valore assoluto). Per chiarire le convenzioni, che 
s’introducono a tale scopo, importa tener conto del fatto che una curva 
sghemba, mentre in un suo generico punto M  attraversa il piano oscu
latore, giace tutta (in prossimità di M )  da una medesima banda del piano 
(chiamato rettificante) della tangente e della binormale. In  base a questo 
fatto si fa la convenzione, di natura intrinseca, di orientare sempre la 
normale principale da M  verso quella parte da cui, rispetto al piano ret
tificante, giace, intorno a M , la curva; e poi s’immagina un osservatore 
che stando ritto su una qualsiasi delle due facce del piano osculatore, 
coi piedi in M , guardi nella direzione orientata della normale principale. 
La curva si dice, in M , destrorsa o sinistrorsa, secondo che codesto osser
vatore la vede salire (traverso il piano osculatore) da sinistra verso destra 
o nel senso opposto; e questa distinzione è intrinseca, perché non di
pende dalla scelta della faccia del piano osculatore, su cui si pensa ritto 
l’osservatore. Ciò premesso, alla torsione della curva in M  si attribuisce
11 segno +  se la terna (ortogonale) di assi cartesiani adottati e la curva 
in M  sono entrambe destrorse o sinistrorse, il segno —• in caso contrario. 
Si aggiunga infine, la convenzione di orientare la binormale in modo che 
la terna trirettangola « tangente (orientata ad arbitrio, p. es. nel verso 
delle s crescenti), normale principale (orientata nel verso dianzi precisato) 
e binormale » risulti di orientazione concorde alla terna cartesiana di

riferimento e si designino i coseni direttori di codeste tre rette coi simboli 
indicati nella seguente tabelletta:

X X 2
tangente a ß Y

norm, princ. ì V t

binormale A p V

Le formule di Frenet-Serret sono:
1 da £ dß r] dy £
l ds r ’ ds r ’ ds r

a A di] ß p d i y r
ds r Q ' ds r o ’ ds r o ’
dX £ dp r\ dv £
ds p ’ ds g ’ ds o

Se s’introducono i tre versori, o vettori unitari, t  (tangenziale, di 
componenti a, ß, y), n (normale principale, di componenti f, ri, £), n 
(binormale, di componenti A, p, v), le formule precedenti si possono 
scrivere sotto la forma vettoriale, che non solo è in sé stessa espressiva, 
ma risulta spesso assai comoda (v., p. es., cinematica)

d t n dn  t n dri n
ds r ’ ds r Q ’ ds p

L e tangenti a una curva gobba form ano una superficie rigata 
che si può  definire anche com e inv iluppo  della serie sem plicem ente 
infinita dei p iani osculatori alla curva: una tale rigata si dice sv i
luppabile, perché a essa, o alm eno a regioni di essa convenien te
m ente lim itate, spe tta  la p rop rie tà  di po tersi adattare , p e r  sem plice 
flessione senza estensione né dup lica tu re , sopra una superficie piana.

N on  c ’indugerem o a parlare  dei p u n ti singolari delle curve 
gobbe. B asterà m enzionare i p u n ti stazionari, in  cui il p iano oscu
latore ha u n  con tatto  d ’o rd ine d ispari con la curva, che ne ll’in torno 
del p u n to  v iene lasciata tu tta  da una parte . E  aggiungerem o che 
si possono stud iare  i p u n ti singolari delle curve gobbe, riferendosi 
alle singolarità delle curve p iane che se ne deducono  p e r proiezione. 
Così si possono definire le singolarità algebriche costitu ite da punti 
dopp i o m ultip li d ’ord ine i  (ove la curva ha i  in tersez ioni riunite 
con un  piano qualsiasi); in partico lare  si possono distinguere i punti 
dopp i a tangenti d is tin te  o nodi e le cuspidi, ecc.

5. Curve algebriche p iane: storia. -  F ra  le curve si presentano 
com e analiticam ente sem plici e n e ttam en te  definite nella loro in 
tegrità, le curve algebriche. N el p iano esse si definiscono m ediante 
u n ’equazione algebrica fra le coordinate cartesiane: f  (x, y )  =  o. La 
d istinzione fra curve algebriche e trascenden ti appartiene  a D escartes 
(1637). Il quale concepì anche una  classificazione delle curve alge
b riche; m a la classificazione oggi in  uso , secondo Y ordine (grado 
com plessivo di /  rispetto  a x  e y ,  ovvero num ero  delle intersezioni 
della curva con una  re tta  generica) è dovuta  a N ew ton (1676).

L e curve di second’o rd ine -  coniche -  furono studiati nella 
scuola francese da D escartes, D esargues, Pascal e D e L a H ire, 
che sem bra avere esercitato  u n ’influenza sopra N ew ton . 1 Questi 
è passato alla Enumeratio linearum terlii ordinis (1704), disting lendo 
le varie form e delle cubiche e riducendole  p e r  proiezione al s p a 
rabole cam paniform i (genesis per umbras).

L o  sviluppo u lterio re  della teo ria  delle curve algebriche, nelle 
scuole new toniana e cartesiana, conduce verso la m età del sec. X V III  
alla com posizione di alcuni tra tta ti: M ac L au rin  (1720-1748), De 
G ua M alves (1740), E ulero  (1748), C ram er (1750), nonché un 
anonim o francese (1756). In  tali tra tta ti si s tud iano  ed  espongono 
le p roprie tà  di form a, in  piccolo e in  g rande: in  piccolo, cioè nel
l ’in to rno  d ’u n  p u n to  — sia ordinario , sia singolare -  si applicano 
e svolgono concetti e m etodi del calcolo differenziale; in  grande, 
cioè riguardando  la curva reale nella sua in terezza, si estendono 
alle curve d ’ord ine superiore  le p rop rie tà  d iam etrali delle coniche 
e si analizzano le p roprietà  asin to tiche (ricondotte  p iù  tard i allo 
studio  dei p u n ti singolari p ropri).

Si trovano, in codesti tra tta ti, p rob lem i appro fond iti con una 
analisi esauriente, e pensieri e m etod i che d iverranno  il germ e di 
nuovi prob lem i e sv iluppi; tali i m etod i sin tetici di M ac L aurin , 
le considerazioni sui g rupp i d i p u n ti capaci di determ inare una 
curva d ’ord ine n e sul cosiddetto  paradosso  di E ulero-C ram er.

U n  radicale progresso si com pie attraverso  l’elaborazione della 
geom etria positiva pro iettiva nella scuola di G . M onge (Poncelet,
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configurazione delle 28 tangenti doppie della quartica e dei loro 56 punti 
di contatto: questi appartengono, 8 a 8, a 315 coniche per modo che i 
quattro punti di contatto di due bitangenti sono comuni a 5 coniche 
(Steiner, 1852). Altre belle proprietà della configurazione sono state messe 
in luce da Hesse e da Cayley (1853 e segg.).

La teoria p roiettiva delle curve, di cui abbiam o parlato, si r i
ferisce egualm ente a p u n ti reali e com plessi. M a le question i di 
forma delle curve reali hanno  p u r fatto  dei progressi, che vogliamo 
almeno ricordare. C itiam o gli s tud i d i M öbius sulle cubiche, quelli 
più recenti di Z eu then  sulla form a delle quartiche e il teorem a di 
H arnack, che una curva di genere p  possiede al m assim o p  +  1 
rami reali, ecc.

In  tali s tud i s ’adopera il p rincip io  di continuità, specialm ente 
sotto la form a di « m etodo di piccola variazione ». In  Italia questo 
ordine di ricerche è partico larm ente coltivato da L . B rusotti.

7. Geometria sopra la curva. -  Passiam o ora a indicare b reve
m ente i nuovi sviluppi sulle curve algebriche, in  rapporto  alle 
trasform azioni birazionali. Essi costituiscono la cosiddetta  geometria 
sopra la curva, o teoria delle serie lineari di g rupp i di punti.

Si dice serie lineare g„r di g rupp i di n p u n ti sopra la curva / ,  
la serie dei g rupp i di livello p e r u n  sistem a lineare r volte infinito 
di funzioni razionali dei pun ti di / ,  aventi a com une uno  stesso 
g ruppo  di poli, ossia la serie dei g rupp i di p u n ti segati s u / d a l l e  
curve d ’un  sistem a lineare

Ao Cpo +  Al <pi +  . . .  +  Ar Cpr =  O,
che non  contiene la /  com e p arte : i p u n ti fissi, cioè i punti-base  
di questo sistem a appartenen ti a / ,  possono, a volontà, com putarsi
0 no in  ciascun g ruppo  della g,,’’.

U na serie lineare si dice completa, se n o n  è con tenu ta  in  altra 
più am pia dello stesso ordine. Si d im ostra che: un  g ruppo  di n 
pun ti arb itra riam en te  dato so p ra /, de term ina  una serie com pleta g„r 
di dim ensione r, a cui appartiene.

P e r le curve razionali, che am m ettono  una  rappresentazione 
param etrica dei p u n ti p e r m ezzo di funzioni razionali d ’u n  para
m etro  in  guisa da trasform arsi in  re tte , la d im ensione della serie 
com pleta eguaglia l’o rd ine: r  =  n. M a, fuori di questo  caso (e cioè 
quando  il genere p  >  o) si ha sem pre r  <  n. D u e  g rupp i di n pun ti, 
presi a caso sulla curva / ,  non appartengono  a una  m edesim a serie 
lineare; l’appartenenza a una  tal serie costituisce una relazione fra
1 due gruppi, che può  considerarsi com e u n ’equivalenza (godendo 
delle proprietà  riflessiva, sim m etrica e transitiva, caratteristiche delle 
relazioni egualiform i). A nzi si può  trad u rre  tale relazione ne ll’egua
glianza di certi num eri. C iò in v irtù  d ’un  celebre teorem a di Abel.

Si considerino gl’integrali di funzioni razionali sopra la c u rv a /, o 
sopra la superficie di Riemann che offre la rappresentazione reale dei 
suoi punti complessi. Questi integrali, detti abeliani, posseggono, in 
generale, punti singolari, che sono poli o punti logaritmici. Sono, in ogni 
caso per p >  o, funzioni polidrome, accrescendosi d ’un periodo per 
ciascuno dei 2p cicli indipendenti descritti sopra la superficie di Riemann 
(cfr. n. 6). Ora fra codesti integrali ve ne sono p  linearmente indipendenti, 
che restano ovunque finiti (e regolari) sopra la superficie o curva, e si 
dicono di prima specie. Per il teorema d ’Abel le somme dei valori degli 
integrali di prima specie nei gruppi d ’una g nr restano costanti. Viceversa 
due gruppi di n punti su /  per cui le somme degli integrali di prima 
specie siano eguali (o congruenti rispetto ai periodi) appartengono a 
una medesima serie lineare, cioè sono equivalenti.

D ate due serie lineari com plete |a |  =  g j , |é | =  g m\  si definisce 
la serie somma \ a -(- b j, che è la serie lineare com pleta contenente 
i g rupp i di n +  m p u n ti com posti d ’un g ruppo  G„ della prim a e 
d ’un  gruppo G,„ della seconda.

Sim ilm ente si definisce la serie differenza: se \a\ contiene un 
gruppo di \b\ esiste una  determ inata  serie com pleta c\ =  j a — h , 
tale che |a |  =  |b +  c |; ogni g ruppo  di b fa parte  di qualche 
gruppo di 1 a | e i g rupp i di n — m  pun ti residu i form ano la stessa 
serie residua | c \.

Questi teorem i d iventano espressivi in  forza del seguente teo 
rema (che si deduce dall’/ ! /  +  B/p di N ö ther citato innanzi, n . 6) : 
Sopra una curva piana, le curve di dato  ord ine aggiunte, cioè 
passanti con la m olteplicità  i - i  p er ogni suo p un to  i - pio, segano 
una serie com pleta. L a serie com pleta a cui appartiene u n  gruppo 
di punti G„ sopra una curva / ,  si o ttiene m andando  p e r G„ una 
curva d ’ordine abbastanza elevato, e considerando poi il sistem a 
lineare di tu tte  le curve dello stesso ord ine che passano per il g ruppo 
residuo G '. D unque  la serie g„ o ttenu ta  non  dipende dalla scelta 
della curva aggiunta m andata  p e r  G  o da G ' ( teorema del resto).

F ra  le serie appartenen ti a una  curva piana / ,  ve n ’è una inva
rian te  rispetto  a trasform azioni birazionali, cioè la serie segata sulla 
curva d ’o rd ine m  dalle curve aggiunte d ’ord ine m  — 3 (tolte le in ter
sezioni assorbite dai p u n ti m ultipli). Q uesta serie è una g''~_] d ’o r
d ine 2p — 2 e di d im ensione p  — 1, designando p  il genere della 
curva, già innanzi definito  (n. 6).

L ’invarianza di tale serie, a cui si dà il nom e di canonica, è 
stata riconosciuta anzitu tto  p e r via trascendente, sulla base della 
teoria di R iem ann d eg l’in tegrali abeliani.

Le curve aggiunte d ’ordine m -  3 forniscono gli integrandi
di prima specie, per cui l’integrale

risulta ovunque finito sopra la curva.
Brill e N ö th e r hanno  d im ostrato  poi che la detta  serie è inva

rian te , facendo vedere che essa è sopra /  l ’unica serie completa 
d ’ord ine 2p  — 2 e di d im ensione p  — 1. E nriques ha dato del 
teorem a una dim ostrazione d iretta.

Per una qualsiasi serie a =  g„r si definisce la serie jacobiana |<2;|, che 
è la serie completa contenente tu tti i gruppi di 2n +  2p-2  punti doppi 
delle g„l contenute in essa; quindi si stabilisce la relazione fondamentale 
che lega le jacobiane di due serie a e b :

|(a +  b)j — aj — 2b =  | 2« — bj\ ; 

risulta di qui (quando la sottrazione sia possibile, cioè per p  >  o)
I c I =  I aj — 2a I =  I bj — 2b \

e la i c ] — che riesce cosi definita indipendentemente dalla serie a j— si può 
costruire partendo dalla serie segata dalle rette e risulta quindi essere 
la serie canonica, segata su /  dalle aggiunte d ’ordine m-3.

Il p rob lem a di de term inare  la dim ensione della serie lineare 
com pleta g„r a cui appartiene  u n  g ruppo  G„, viene riso lu to  dal 
teorema di R iem ann-R och: la d im ensione vale r =  n  — p  +  i, dove 
i designa il num ero  dei g rupp i canonici linearm ente indipendenti 
che contengono il G„.

R iem ann (com pletato  da R och, 1864) è g iun to  a questo teorem a 
in  base a u n ’espressione delle funzioni razionali m edian te  g l’in te
grali abeliani di seconda specie (aventi su /  u n  solo polo).

D i poi si sono date  diverse d im ostrazioni algebrico-geom etriche 
(Brill e N ö th er, 1873, con V A f  +  Bip; C astelnuovo, p e r via nu- 
m erativa, 1889, ecc.).

Il teo rem a fondam entale  de ll’invarianza della serie canonica 
m ette  in  evidenza che le p rop rie tà  delle curve, nella geometria 
delle trasform azioni birazionali, d ipendono  essenzialm ente dal ge
nere .

L ’annullarsi di questo  cara ttere  num erico , p  =  o, esprim e le 
condizioni perché la curva sia razionale; p e r  p  =  1 si hanno  le 
curve trasform abili in  cubiche piane senza punti doppi (teorem i 
d i C lebsch). C urve b irazionalm ente identiche hanno sem pre lo 
stesso genere. M a non  è vera la proposizione inversa. G ià per 
p  =  i le condizioni d ’iden tità  b irazionale di due curve richiedono 
l ’eguaglianza di u n ’invarian te  suscettib ile  di variare in  m odo con
tinuo : il modulo. Il m odulo  d ’una  cubica viene espresso dal b irap- 
po rto  delle qu a ttro  tangen ti altrove alla curva, condo tte  p e r  un 
suo pu n to ; b irappo rto  costan te  secondo un  teorem a di Salm on.

In  generale la fam iglia delle curve di genere p  >  1, contiene 
infinite classi di curve birazionalm ente d is tin te , che d ipendono 
da 3 p  — 3 moduli. L a circostanza che per p  =  0,1 si abbiano più 
che 3p  — 3 m oduli, d ipende dal fatto che: le curve di genere zero 
am m ettono  003 trasform azioni razionali in  sé stesse e le curve di 
genere 1 n e  am m ettono  co1. Anzi questi g ru p p i di trasformazioni 
caratterizzano le curve di genere o e 1. L e  cu rve di genere p >  1 
no n  possono am m ettere  che un  n um ero  finito  di trasform azioni 
(teorem a di Schw arz). Alla determ inazione dei m oduli delle curve 
di genere p, si accom pagna il teorema d ’esistenza d i R iem ann: si 
può  costru ire  una  funzione algebrica a n  ram i (o in  linguaggio 
geom etrico una  curva con tenen te  u n a  g,}, m edian te  la quale viene 
rapp resen ta ta  sopra una re tta  n - pia) dando  ad  arb itrio  i 2n 
+  2p  — 2 pun ti di diram azione (cui rispondono  i pun ti doppi 
della g,,1): la curva riesce d eterm inata  a m eno di trasform azioni 
birazionali, quando si fissino le sostituzioni p rodo tte  sui ram i per 
u n  giro della variabile com plessa a tto rno  ai p u n ti di diramazione. 
Q uesto  teorem a ha ricevuto  sem plici d im ostrazioni algebrico-geo
m etriche da E nriques e Severi.
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8. Curve algebriche gobbe. -  G li antichi hanno già incontrato  
alcune curve gobbe algebriche, come per es. le in tersezioni della 
sfera e del cono 0 della sfera e del toro , usate  da A rchita  di T aran to  
per la soluzione del problem a delle due m edie proporzionali. M a 
in  generale la considerazione delle curve algebriche gobbe, com incia 
soltanto con la geom etria pro iettiva nel sec. X IX .

Il primo problem a che qu i s’incontra  è quello della definizione, 
che fu posto da Cayley (1847). D ue superficie algebriche, di dati 
ordini n e m, s ’intersecano secondo una curva algebrica, che viene 
così rappresentata dal sistem a delle due equazioni:

/  (x, y ,  z)  =  o, <p (x, y , z)  =  o,

e che per essere incontrata  dai p iani in  nm  p u n ti, dovrà ritenersi 
à 'ordine nm. M a può dirsi, reciprocam ente, che ogni curva alge
brica venga rappresen tata  in  ta l modo? Si vede facilm ente che l’in 
tersezione di due superficie può risu ltare riducib ile ; per es. l’in te r
sezione di due quadriche può contenere com e parte  una re tta : 
allora la parte residua, curva gobba d ’ord ine 3, non  può  essere 
intersezione completa di due superficie. A nche fra le curve del 
40 ordine se ne trovano che non sono intersezioni com plete: accanto 
alla quartica di prima specie, intersezione di due quadriche, c ’è 
la quartica di seconda specie scoperta da Salm on (1850), che si 
ottiene come intersezione parziale di una  quadrica con una  su p er
ficie cubica passante per due generatrici dello stesso sistem a di 
essa e diversi sono i caratteri delle due curve: la prim a possiede 
due corde per ogni pun to  dello spazio, cioè due p u n ti doppi appa
renti, la seconda ne possiede tre, sicché la proiezione della prim a 
ha il genere uno e la seconda ha il genere zero, ecc. (L e proprietà  
più im portanti della quartica di seconda specie sono state u lterio- 
m ente studiate dal C rem ona e dal Bertini).

O ra volendo definire, in  generale, le curve algebriche gobbe 
convien dire che esse sono rappresen tate  param etricam ente da 
funzioni algebriche d ’un  param etro , cioè che una  curva gobba è 
definita ponendo le coordinate x , y ,  z  funzioni razionali di u, v, 
legate da una relazione algebrica:

x  =  x (u, v) , y  =  y  (u ,v )  , z  =  z  (u, v) , /  (u , «) =  o.

Si può anche definire una curva algebrica gobba com e in te rse 
zione di p iù  superficie passanti per essa, cioè m edian te  u n  sistem a 
di p iù  equazioni in tre  variabili, aventi infinite soluzioni com uni. 
Ala -  in  accordo con la teoria generale dei sistem i d ’equazioni 
algebriche di K ronecker (1882) -  non  basterà, in  generale, consi
derare tre  superficie passanti per la curva giacché queste avranno 
fuori della curva anche u n  num ero  finito di p u n ti com uni e può 
darsi che, p e r qualunque terna di superficie contenen ti la curva, 
codesto num ero non  si riduca mai a zero. P er rappresen tare  p e r
fettam ente una  curva gobba algebrica occorre dunque , in  generale, 
un  sistem a d i quattro equazioni.

Fra le rappresentazioni analitiche più notevoli d ’una curva gobba 
citiamo :

i. la rappresentazione monoidale di Cayley (1862):

/  (x, y) =  o 'F (x, y) 
V (x, y) ’

che si deduce dalla rappresentazione parametrica indicata, eliminando 
u e v. La curva appare qui come intersezione della superficie (monoide) 
ipz — (p =  o, avente un certo ordine ni e un punto (m-1) -pio all’infinito 
sull’asse z, col cilindro /  (x, y) =  o, parallelo a codesto asse, all’infuori 
d ’un gruppo di generatrici comuni (Halphen e Valentiner, 1882-83);

2. la rappresentazione, pure indicata da Cayley (1856), in cui la curva 
viene rappresentata dall’equazione unica che definisce, in coordinate di 
rette, il complesso delle rette incidenti: i complessi di rette siffatti soddi
sfano a due equazioni differenziali caratteristiche (Klein, 1872).

Alle curve algebriche gobbe si estendono, col metodo delle proie
zioni, le formule di Pliicker.

Si considerino per una curva gobba le seguenti coppie di caratteri 
duali: l’ordine n e la classe ri, cioè il numero dei piani osculatori per 
un punto dello spazio; il numero d dei punti doppi apparenti, cioè il nu
mero delle corde per un punto, e il numero d ' delle rette intersezioni 
di due piani osculatori che appartengono a un piano generico; il nu
mero D  dei nodi e il numero D' dei piani biosculatori; il numero k delle 
cuspidi e il numero ri dei piani stazionari con contatto quadripunto; 
il numero t dei piatii bitangenti alla curva per un punto generico, e 
l ’ordine / ' della curva nodale della rigata sviluppabile formata dalle 
tangenti. Inoltre si considerino anche i tre caratteri autoduali della ri
gata sviluppabile anzidetta: il rango r della curva, cioè il numero delle 
tangenti che incontrano una retta generica, che è il grado della rigata; il 
numero T  delle tangenti doppie della curva, generatrici doppie della r i

gata; e il numero N  delle tangenti di flesso, generatrici cuspidali della 
rigata medesima. Si hanno allora le sei relazioni (indipendenti) di Cayley.

r =  n (n — 1) ■— 2 (d -\- D) — 3k 
n =  r (r ■— 1) ■— 2 (t +  T )  — 3 (ri +  N )
3 (r ■— ri) =  ri +  N  — k
r =  ri (ri — i ) — 2 (d'~ •f- D') ■— 3 k'
ri — r (r — 1) — 2 (t' T  T ) — 3 (n +  N )
3 (r — ri) = n N  — k'.

Ai caratteri indicati si può aggiungere il genere p della curva gobba 
(genere delle proiezioni piane) che vale

p  =  — (n — i ) (n — 2) — (d +  D) — k =  — (r i— 1) (r i— 2)— (d 'flD ’)—ri.
2 2

Allora dalle formule precedenti si deduce r =  2n +  2p — 2 — k, 
che, per curve prive di cuspidi, si riduce a r = 2 n 2 p — 2.

(L ’estensione delle formule di Cayley alle curve iperspaziali è stata 
fatta da Veronese). Altre formule importanti danno il grado della rigata 
delle trisecanti d ’una curva gobba, e il numero delle sue quadrisecanti 
(Cayley 1863, Zeuthen 1869).

La definizione param etrica  delle curve gobbe data innanzi 
presen ta  la curva come trasform ata razionale d ’uria curva piana. 
Si capisce perciò che lo stud io  delle curve algebriche gobbe riceva 
luce dalla geom etria sopra la curva, cioè dalla teoria delle serie li
neari. D i fatto  ogni curva gobba d ’o rd ine si può  far nascere da una 
curva piana in cui venga data  una g fl. P iù  in  generale una curva, su 
cui si consideri una g„r (con r  >  2) dà origine a una curva trasform ata 
dell’ordine n, appartenen te  a uno  spazio di r d im ensioni: soltanto 
in un  caso particolare questa curva si può  rid u rre  a una  curva m ul
tipla. L a proprie tà  di determ inazione delle serie com plete si tra
duce qu ind i nel teorem a: ogni curva, del p iano o d ’uno spazio 
a tre  o p iù  dim ensioni, è normale -  cioè n o n  proiezione d ’una curva 
dello stesso ord ine -  ovvero può  o ttenersi com e proiezione da una 
curva norm ale, pro iettivam ente definita, d ’uno spazio superiore.

R iferendoci alle curve gobbe dello spazio ordinario  (r =  3), 
ricordiam o ora i principali p roblem i e risu lta ti che vi si riferiscono.

U n  teorem a di H . V alentiner (1879), invertito  da H alphen  (1882) 
perm ette  d i caratterizzare le curve d ’o rd ine mn che sono interse
zioni com plete di due superficie degli o rd in i m e n :  si hanno per 
u n  p un to  generico dello spazio m (m  — 1) n (n — 1) corde della 
curva, i cui p u n ti d ’appoggio appartengono  a u n  cono d ’ordine 
( m  —  1) ( n  —  1).

D ’altra  parte  N o th e r (1874) ha insegnato  a costru ire su tali 
curve C m„ in tersezioni com plete, la serie canonica g ‘, ; essa2 P —  2
viene segata dalle superficie <p d ’o rd ine  m  +  n — 4. D i qui si de
duce anche la costruzione della serie canonica sopra una curva C 
intersezione parziale di due superfìcie d ’o rd ine  m e n ,  aventi u n ’ulte
riore in tersezione K :  essa viene segata dalle <p d ’ordine ni -\- r i— 4, 
che passano per i p u n ti com uni a C  e K .

Se p e r una  curva gobba C  d ’o rd ine n e genere p  si conducono 
tre  superfìcie degli o rd in i m ly m 2, rn?l, qu an te  saranno le in terse
zioni loro fuori di C? O , in  a ltre  paro le , a quan te  fra le m x ni., m3 
in tersezioni equivale la cu rva com une alle tre  superfìcie?

T ale  equivalenza è

(m i +  m 2 +  m 3 — 4 ) n  — (2 p  — 2).

Il p roblem a è sta to  riso lto , anche nel caso p iù  generale di su
perficie passan ti p e r la curva com une con certe m olteplicità, da 
Salm on (1847, 1849, 1866), Cayley (1869), N ö th e r (1871).

U n  altro  prob lem a, in  qualche m odo analogo, è di determ inare 
quan te  sono le condizioni lineari ind ipenden ti im poste a una su
perficie d ’o rd ine m  dal passaggio p e r una  curva d ’ordine n e genere />; 
ovvero p e r qu an ti p u n ti della curva occorre far passare la super
ficie perché contenga la cu rva stessa. Q uesto  num ero P  è chiam ato, 
da Cayley, postulazione. Esso supera d ’una  unità la dim ensione 
della serie g„r segata su  C  dal sistem a d i tu tte  le superficie d ’or
dine n, e qu ind i, ne ll’ipo tesi che tale serie riesca com pleta e non 
speciale, risu lta  p e r il teorem a di R iem ann-R och

P  =  mn — p  +  i .

Si d im ostra che questa  form ula vale effettivam ente per i valori 
di m  assai elevati e alm eno per m >  (n — 3V2. L e form ule di postu 
lazione, anche in  condizioni p iù  generali, sono state date da Cayley 
e N ö th e r (1871), e p iù  recentem ente da Castelnuovo (1893).

Il genere d ’una  curva gobba d ’ordine n non  può superare il 
m assim o in tero  contenuto  nella frazione (n — 2)2/4, che si designa 
con [(n  — 2)2/4]; le curve del massim o genere appartengono a
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una superficie di 20 ordine: teorem a di H alphen . (L a ricerca delle 
curve d i genere m assim o negli iperspazi è sta ta  p roseguita da Ca- 
stelnuovo, 1889, e da G . Fano, 1893).

A nche per valori di p  inferiori al m assim o, finché p  >  {ri — 1) 
(n —-2)/6 , le curve gobbe C„,p d ’ord ine n e genere p  appartengono 
sem pre a una quadrica (H alphen). E qu ind i, m edian te  la no ta  rap 
presentazione di questa, si possono determ inare  tu tte  le fam iglie di 
C„.p con caratteri com presi fra i d e tti lim iti: p e r u n  dato n vi sono 
delle lacune nei valori di p  fra:

(n — 2)21 (n — 1) (n — 2)
4 e 6

Che dire ora delle C„,J(, p er cui

2
H alphen ha d im ostrato  che esistono sem pre curve con tali ca

ra tteri, fra quelle tracciate sopra una  superficie cubica ; anzi per

P >
n- +  3

8

ogni C„,p appartiene a una superficie cubica (irriducibile o no).
M a il problem a della classificazione generai^-delle  C„. (, offre, 

gravi difficoltà. A nzitu tto  si ha: per

4 n — 12
P jS 5----------

3

le curve C„,p form ano una  fam iglia di curve a m oduli generali, 
d ipendente  da  4 n param etri; e questa  è irriducib ile  alm eno per 
p  <  n — 3 (curve no n  speciali). Invece per

collettività anim ale o vegetale o m inerale. L a rivelazione quan
tita tiva, di cui in  questa  definizione, può esprim ere:

a) come il fenom eno considerato  — p. es. la popolazione -  
varia attraverso il tempo e si ha allora una  curva storica;

b) com e la m assa si ripartisce, in  u n  determinato istante, 
secondo la m isura di u n  determ inato  carattere  — p. es. la popola
zione secondo l’età o il redd ito  — e si h a  una  curva di frequenza;

c) com e sono legati due diversi caratteri, quando  alla coppia 
corrisponde, nello stesso istante, la stessa frequenza, e si ha allora 
u n a  curva di livello (o di indifferenza). A nziché riferirsi a due di
versi caratteri in  uno  stesso istante, una  curva di livello può  rife
rirsi ad un unico carattere in tempi diversi. U na curva d i livello espri
m e qu ind i, p. es., che in  uno  stesso is tan te  tan ti figli sono nati da 
u n  padre di 25 anni e da una  m adre di 20, qu an ti da  u n  padre 
di 30 e da una m adre di 28, o q uan ti da u n  padre di 35 e da una m a
d re  di 33, ecc. O vvero che la m ortalità  a 20 ann i, per una  data  po 
polazione al tem po o, è pari alla m ortalità  a 23 ann i, per la stessa 
popolazione, al tem po 1, alla m ortalità  a 25 ann i al tem po 2; ecc.

Curve storiche. — I l prob lem a fondam entale  consiste nel sepa
rare il movimento evolutivo (m ovim ento  generale) dalle flu ttuazion i 
stagionali e dalle perturbazioni cicliche.

Detti precisamente: u la ordinata osservata; x  la ordinata corrispon
dente al movimento evolutivo; y  l’indice delle fluttuazioni stagiorali; 
z  l’indice delle perturbazioni cicliche, tutte le quantità essendo riferite 
a uno stesso istante t, il problema consiste nel determinare x, y , z , noto u.

Ecco brevemente come si opera. Si comincia col determinare x. La 
determinazione è empirica e si può ottenere per due vie. La prima, più 
semplice (metodo della media mobile) consiste, nel porre

e1 + f 
x (t) =  lu  (t) dt

Jt + e
4 « — 12

P  >  -------------
3

le curve gobbe C„.,, sono sem pre, nella fam iglia delle curve di 
genere p, curve a m oduli singolari, e possono costitu ire  diverse 
fam iglie irriducib ili, che soltanto fino a u n  certo  p un to  (cioè per 
valori non  troppo  alti de ll’ordine) sappiam o d istinguere con noti 
caratteri num erici. G ià per n =  9 E. W eyr e H alphen  (1873-74) 
hanno scoperto due fam iglie diverse d i curve del genere io , d ipen 
den ti ciascuna da 36 param etri, le quali si d istinguono da ll’ordine 
m inim o v del cono che ne contiene le corde p e r un  pun to  dello 
spazio (v =  4 per una fam iglia e v =  3 per l ’altra). Però i carat
teri n , p , v non bastano p iù  a d istinguere le fam iglie di curve d ’o r
dine n =  15 e genere p =  28. E  così, salendo con l’o rdine, cresce 
la com plicazione.

Il p roblem a classificatorio di cui si tra tta  è stato  oggetto delle 
ricerche di H alphen , N ö th e r e V alentiner (1882, 1883). C itiam o 
fra i risu lta ti di N ö th e r questo bel teorem a: le curve d i genere 
massim o fra quelle di dato ordine che appartengono a una su p er
ficie senza linee singolari, sono intersezioni di questa  con su p er
ficie passanti p e r una curva piana, intersezione com pleta o parziale 
del piano stesso.

I risu lta ti conseguiti dai geom etri sudde tti, che p u r  son lungi 
dall’esaurire la questione, non  sono sta ti sostanzialm ente superati. 
T u ttav ia  una nuova posizione di p roblem i scaturisce dallo studio  
dei sistem i di curve tracciate sopra una superficie algebrica, p a rti
colarm ente ne ll’indirizzo della suola geom etrica italiana.

B ibl.: Per il concetto generale della curva si vedano gli articoli di F. E nri
ques e H . v. M angoldt, in Encyklopädie der mathematischen Wissenschaften, 
I II , I e 2, ed anche: L. Tonelli, Serie trigonometriche, Bologna 1928; F. K lein, 
Anwendung der Differential- und Integralrechnung a u f Geometrie, eine Revision 
der Prinzipien (G ottinga 1901), L ipsia 1902; F. Severi, Le curve intuitive, in 
Rendiconti del Circolo mat. di Palermo, L IV  (1930), pp. 51-66. - Per le proprietà 
differenziali delle curve, oltre i tra tta ti di calcolo infinitesimale: L . Bianchi, L e
zioni di geometria differenziale, voli. 2, 3a ed ., Pisa-Bologna 1922-24: rist. I 
in 2 parti, Bologna 1927. Per le curve algebriche: F. Enriques e O. Chisini, 
Lezioni sulla teoria geometrica delle equazioni e delle funzioni algebriche, voli. 3, 
Bologna 1915-1924; id .-id ., Courbes et fonctions algébriques, Parigi 1926; F. Se
veri, Vorlesungen über algebraische Geometrie, L ipsia 1921; id ., Trattato di geo
metria algebrica, I, 1, Bologna 1926. F. En.

C U R V E  S T A T IS T IC H E . — Col nom e generico di curve sta- 
tistiche s’in tendono le curve che, in una form a qualsiasi, rap p re 
sentano una rilevazione quantita tiva, relativa a u n  fenom eno col
lettivo -  o fenom eno di m assa -  quale la popolazione, la natalità, 
il gettito tribu tario , i prezzi, ecc. L a collettività considerata è ge
neralm ente una collettività um ana, m a po trebbe anche essere una

£ essendo una qualsiasi quantità positiva, che d ’ordinario si assume 
uguale almeno ad ]/2, se si assume l’anno come unità di misura del tempo.

La seconda (metodo della interpolazione) consiste nell’eseguire, fra 
i valori osservati di u , una interpolazione con una linea di equazione sem
plice (lineare, quadratica, cubica, esponenziale, sinusoidale), e nell’as- 
sumere come valore di x al tempo t , il valore dell’ordinata della curva 
interpolata corrispondente allo stesso t.

Si passa successivamente alla determinazione di y. Per questo si ese
guono le operazioni seguenti: si costruiscono, per tutto il periodo di 
anni considerato, i rapporti delle cifre osservate in ciascun mese a quelle 
osservate nel mese precedente; si fa la media (o la mediana) dei rapporti 
relativi allo stesso mese dei vari anni; si moltiplicano gl’indici così ot
tenuti progressivamente in modo da ottenere una serie continua; si mol
tiplicano i termini della serie per un coefficiente di proporzionalità, tale 
che la media annua sia pari all’unità.

Determinate x  ed 3’, si ottiene infine z  mediante la formula
u =  x  (y  -J- z).

La successione dei valori di z  si dice pure il movimento ciclico. Esso 
ha somma importanza per lo studio del movimento degli affari, e in ge
nerale per la costruzione di quegl’indici (barometri economici), che sono 
strumenti per la previsione economica. Appunto nelle riviste e nei bol
lettini, organi di istituti che attendono a questa previsione, il lettore 
troverà numerose applicazioni dei metodi sopra indicati: in modo par
ticolare la prima annata (1919) della Reviezv of Economie Statistics, organo 
del Harvard Economie Service, contiene una completa e dettagliata 
esposizione dei metodi.

Curve di frequenza. — T ip ica  fra le curve di frequenza  è la curva 
di G auss, o curva degli e rrori accidentali, la cui equazione è

(1) y  =  h e ~ cx2

h e c essendo costan ti positive.
La descrizione della forma di questa notissima curva si trova in tutti 

i manuali di statistica. Ci limitiamo a ricordare che essa è tutta compresa 
nel semipiano y  >  o; che è simmetrica intorno all’asse della y, sopra cui 
taglia la sua ordinata massima h , e dove presenta una cuspide. A destra 
e a sinistra della cuspide la curva discende rapidamente, passa per

attraverso un’inflessione, dopo la quale la decrescenza rapida si muta in 
una decrescenza lenta, che di mano in mano diviene sempre più lenta, 
fino a tendere asintoticamente all’asse delle x.

I l nom e di curva degli e rro ri accidentali deriva dal fatto che, 
se si eseguono diverse m isure d i una  stessa grandezza fisica, tu tte  
nelle stesse condizioni esterio ri (con gli stessi strum enti, dallo 
stesso osservatore, con uguale accuratezza ecc.), e si riportano or-


