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 INTRODUZIONE AL LIBRO X

1. Il decimo libro degli « Elementi » si occupa degli irrazionali.
Perd la maniera di esporre questa teoria differisce profondamente
da quella moderna. Cid riguarda non soltanto la terminologia, esclu-
sivamente geometrica, che impedisce a EucCLIDE di introdurre i sim-
boli come V. Pii1 notevole ancora & il fatto che EUCLIDE si limita
agli irrazionali quadratici e biquadratici e alle loro somme e diffe-
renze. Ma pur limitandosi a questa categoria, egli ne da una espo-
sizione cosi esatta e chiara, che si & voluto vedere in questo libro
ain capolavoro che sorpassa tutti gli altri degli « Elementi». Infatti,
pur avendo i matematici del Rinascimento — e forse anche i suc-
cessori di EUCLIDE nell’antichita — largamente esteso il concetio del-
’irrazionale, pur avendo i grandi pensatori posteriori fondato una
aritmetica ancora piu profonda, tuttavia soltanto la seconda meta
del secolo scorso ha potuto sorpassare EUCLIDE nel rigore delle sue
dimostrazioni.

Si attribuisce a PITAGORA o ai primi Pitagorici (circa 500 a C.)
la scoperta degli irrazionali, e cid in base ad una interpretazione
di FRIEDLEIN di un testo di PRocLo (Commentar. EUcLIDE [, ed.
FRIEDLEIN, 1873, pag. 65). A conferma vale anche uno scolio al X°
libro, attribuito egualmente a ProcLo (EuUcLIDE, ed. Heiberg, V,
pag. 415, 417). Dice questo scolio che i1 Pitagorici hanno scoperto
per la prima volta I'esistenza di grandezze incommensurabili tra
loro. Il primo che ha pubblicato queste ricerche peri in un naufragio.

Questa leggenda relativa a IpPaso di Metaponto, ha forse un
significato simbolico, accennando alle difficolta che la nascente teoria
doveva vincere nella sua propagazione, e alle contraddizioni che
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la scoperta suscitava nella geometria pitagorica, 1 cui principii do-
vevano poi essere riveduti dalla critica della scuola d'Erea (cfr.
Nota alla def. I, 1).

Il primo esempio d’incommensurabili fu certo: diagonale e lato
del quadrato. Non si sa con certezza come i Pitagorici ne fornis-
sero la dimostrazione, che tuttavia presumiamo di potere ricostruire
secondo un passo (I, 23) degli « Analytica priora» d’ Aristotele
(cfr. la nota alla prop. 2).

La dimostrazione aritmetica che cosi viene offerta dell irrazio-
nalita di V2, ha carattere speciale e non puo essere estesa ad
altr1 irrazionali. Tuttavia assai presto 1 Greci dovettero accorgersi
che codesto caso non costituisce soltanto una « scandalosa ecce-
zione ». DEMOCRITO D'ABDERA (intorno al 400) si occupava degli
irrazionali, e forse gia della loro classificazione, in due libri, perduti,
mept GAyov ypuppdv xal vaetdy B (Cfr, Diels. « Vorsokratiker »
A, 33. VIIL, 1), di cui non rimane piu alcuna notizia.

Invece PLATONE ci da preziosi riferimenti sulle ricerche di due
altri matematici, cioé¢ del suo maestro TEODORO di Cirene e di
TEeETETO d'Atene, nel dialogo intitolato a « Teeteto» (147 C-148 d).

Dice dungue I'autore che Teodoro in un corso tenuto ad Atene
(399 a C.) ha dimostrato che i lati dei quadrati, la cui area &
eguale a 3,5,... 17 unita, non hanno nessuna misura comune coll u-
nita di lunghezza. Egh ha dato per ciascuno di questi casi una
dimostrazione particolare. Di questa dimostrazione noi non sappiamo
niente. Si puo tuttavia tentare con lo ZEUTHEN (¥) di ricostruire
un procedimento valido ogni volta per una irrazionalita particolare,
ma che 1 Greci coi mezzi della loro scienza non potevano ricon-
durre ad un algoritmo generale. Le idee dello ZEUTHEN si trovano
esposte nell’ articolo di BONNESEN (Periodico di Matematiche, 1921,
IV, vol. I, n. 1, pp. 16-30 « Sur la théorie des nombres irrationels
de I'antiquité ») e anche nelle Note critiche di ZARisk1 agli scritti

(*) Sur la constitution des livres arithmétiques des Elements d’Euclide
et leur rapport & la question de I'irrationalité, in Bullet. de I' Acad. des Scien.
et des Lettr. de Danemark, 1910. Sur I'origine historique de la connaissance
des quantités irrationnelles, ibid 1915,
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aritmetici di Dedekind in <« Continuita e numeri irrazionali »,

(Nota X ; vol. n. 5 di questa collezione).

Il giovane TEETETO, continua PLATONE, ha concepito allora I'idea
generale, che ciot tutte le radici’ di numeri non quadrati sieno irra-
zionali. Cid induce a pensare che TEETETO abbia costruito per la
prima volta una teoria generale degli irrazionali quadratici. PLATONE
ci descrive anche come TEETETO sia stato condotto ad una distin-
zione fondamentale che si ritrovera qui a base della classificazione
euclidea. Riportiamo le parole del dialogo (147 d- 148 b) :

TEETETO... Visto che il numero delle radici quadrate & illimitato,
mi venne |'idea di trovare un’espressione generale per tutte queste
radict....

SocRATE. E. ne avete trovata una?

T. lo credo; giudica tu stesso.

S. Dimmi.

T. Dividiamo tutti 1 numeri in due classi: quelli che risultano dalla
moltiplicazione di due numeri uguali, noi ne paragoneremo la
figura ad un quadrato, e li chiameremo numeri quadrati o equilateri.

S. Bene.

T. Quelli che sono compresi fra questi numeri quadrati, e ai quali

appartengono anche 3 e 5 ed ogni numero che non risulta dalla

moltiplicazione di due numeri uguali, ma da quella di un nu-

mero maggiore per un numero minore, o di un minore per un
numero maggiore, li rappresenteremo con rettangoli, perch‘e sono
compresi da un lato maggiore e uno minore, e li diremo numeri
rettangolari.

. Benissimo. Ma con questo?

. Tutte le rette che sono «lati » di quadrati le diremo lunghezze;
ma quelle che sono «lati» di numeri rettangolari son definite

- W

solo in potenza, perché le loro lunghezze non hanno alcuna
misura comune con le prime, ma solo 1 loro quadrati.
E una convenzione simile abbiamo fatto per le grandezze

solide.
S. Benissimo, miel giovani!

Ma TEETETO & andato anche piut oitre nella classificazione de-
gl’irrazionali, e i rapporti dei suoi lavori col libro X dell’EucLIDE
risultano in parte chiariti da alcuni passi, dovuti probabilmente a
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Parpo, che il WoEPKE ha scoperto nel 1850 in una traduzione
araba (%), oggi pubblicati colla versione inglese di WiLLIaM TomsoN.

« TEETETO ha fatto una distinzione tra le radici commensurabili
in lunghezza e quelle incomensurabili (cfr. il passo platonico sopra
citato) e ha diviso le specie pit note delle linee incommensurabili
secondo differenti medie.... la mediale alla geometria, la binomiale
all’ aritmetica e |' apotome all’armonia, come I'ha descritto Eudemo
il Peripatetico». Poi: « Quanto ad EUCLIDE, egli si & proposto
di dare regole rigorose sulla commensurabilita e I’ incommensurabilita
delle grandezze in generale; ha precisato le definizioni e le distin-
zioni fra le qualith razionali e irrazionali, ha riconosciute un gran
numero di irrazionalita d'ordine differente e infine ha mostrate
con chiarezza la loro estensione totale ».

Forse quest ultima osservazione si riferisce all’ultima proposi-
zione del libro X (la quale tuttavia non sembra autentica) dove si
mostra come; a partire da una mediale, si possa costruire una
serie illimitata di linee irrazionali, tutte incommensurabili fra loro.

Dopo avere riconosciuto che la classificazione degl’irrazionali
contenuta nel X d' EUCLIDE si collega alle ricerche dei geometri pre-
cedenti, sorge ora la domanda se e come codeste ricerche prelu-
dessero al concetto generale del rapporto fra grandezze incommen-
surabili, quale & definito da EUCLIDE.

A questo proposito lo ZEUTHEN — fondandosi sopra un accenno
d’ ARISTOTELE (*) — ha fatto I'ipotesi che la prima definizione
tentata dai Greci si basasse sul procedimento del massimo comun
divisore, che viene spiegato in EUCLIDE X, 2: infatti la serie illi-
mitata dei quozienti incompleti delle divisioni successive definisce
il rapporto delle due grandezze confrontate, a quel modo che &
dato, per noi, dalla frazione continua. Se I'ipotesi avesse un fon-
damento pitt largo, si potrebbe proseguire congetturando che i
matematici greci abbiano avuto davanti agli occhi alcuni esempi

() Memoria presentata all'’Acc. delle Scienze di Parigi, 14, pag. 658-720.
Cfr. CHASLES « Comptes Rendus », 37 (1853), pag. 553-60.

(3 TopricA VI, 3, 5 (6) Cfr. Nota alla def. 'V, 3 di questi Element
Vol. I, pag. 8).
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dove apparisce una facile legge aritmetica di formazione dei detti
quozienti: poiche in fatto gl irrazionali quadratici conducono in tal
guisa ad una legge periodica.

Comungque una tal via aritmetica, se mal fu battuta, dovette presto
cedere alla definizione affatto generale del rapporto che & posta
nel hibro V dell' EUCLIDE, e che si ha ragione d'attribuire ad
Euposso di Cnido. Il senso di essa & ampiamente spiegato nelle

“note al detto libro V, dove si disegna pure |’ evoluzione del con-
cetto di rapporto per cui questo verra ad esser concepito come
un « numero », ¢ si fa vedere in qual guisa la definizione moderna
dei numeri reali di DEDEKIND scaturisca appunto dalla definizione

euclidea dei rapporti.

2. Prima di riassumere il contenuto del X° libro ci sembra utile
~di indicare ci6 che esso non contiene. Non vi si deve cercare un
calcolo quantitative degli irrazionali. Adoperando un linguaggio
aritmetico possiamo dire che EUCLIDE non ci insegna a calcolare,

p. es., (6+ V7) 9+ 3 V2).
~ La teoria & puramente qualitativa; essa ci insegna a distinguere
i caratteri dei numeri 6, V7 ¢ 6 + V7 e dei numeri da essi de-
dotti per mezzo delle quattro operazioni fondamentali (le specie).
Non si pud paragonare questa teoria all’ algoritmo moderno degli
irrazionali, ma piuttosto alla teoria moderna dei corpi algebrici.
Essa neppure fornisce metodi di approssimazione degli irrazio-
nali, benché questimeto di fossero conosciuti dai Greci: si sa infatti

che 1 Pitagorici conoscevano le ridotte successive dello sviluppo di

V2 in frazione continua: | (secondo TEONE di Smirne,

3 7
’ 2 » '5— e
ed. Hiller p. 43, 44). Poco dopo EucLIDE, ArcHIMEDE (287 - 212
a C.), per calcolare il numero = ha trovato i valori approssimati
di molti irrazionali. Cosi anche ToLoMEO ha calcolato nel suo
. « Almagesto» 1 lati del varii poligoni regolari iscritti in funzione
del diametro, approssimando i numeri irrazionali ottenuti per mezzo di
numeri razionali. EUCLIDE stesso ha fatto probabilmente simili calcoli,
ma in ogni caso essi sono perduti. Non si deve tuttavia dimen-
ticare che la notazione « numero V2» non & quella di EUCLIDE e
che in generale 1 Greci non considgravano V2 come un numero,
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come si vede per esempio dalla prop. X, 9. Solo nel periodo del
Rinascimento, sotto 1'influenza degli arabi, si comincia a parlare
degli irrazionali come « numeri », calcolabili, non mai in maniera
precisa, ma con approssimaziori successive.

Diciamo ora che il libro X costituisce non solo un modello di
rigore, si anche di costruzione logica. L.a prima parte di esso con-
tiene 1 criterii piut generali secondo cui 1 Greci potevano riconoscere
la commensurabilita o |’ incommensurabilita delle grandezze. Nella
prop. | appare nella sua vera luce quel postulato d’ Eudosso-Archi-
mede che il libro V nasconde nella def. 4: a quella proposizione si
riattacca pertanto la controversia relativa all’ infinitesimo attuale,
sollevata dall’angolo di contatto. Dall anzidetta proposizione Eu-
cLIDE deduce quindi il noto procedimento per la ricerca del massimo
comun divisore di due grandezze, che riesce appunto ad un numero
finito o ad un serie infinita di divisioni, secondoché si opera su
grandezze commensurabili o no.

L'A. ne trae poi la conseguenza che due grandezze commen-
surabili stanno fra loro come due numeri (razionali o interi); anzi
si ha In cid un criterio necessario e sufficiente per la commensu-
rabilita (prop. 5-8). Ne segue I'importante criterio che permette
di riconoscere se i uadrati di due segmenti sieno o pur no com-
mensurabili fra loro (prop. 9-10): cioé che essi debbono stare
fra loro nel rapporto dei quadrati di due numeri (razionali o interi).

E probabile che questa proposizione costituisse la grande sco-
perta di TEETETO, che gli avrebbe consentito di dimostrare I’ irra-
zionality delle radici di cui parla PLATONE.

Dopo avere introdotto cosi, in una maniera rigorosa, cid che

i
noi chiamiamo le radici quadrate dei numeri razionali ‘/5 (p.q

inter1), EUCLIDE ci dimostra le proprietd fondamentali di queste
grandezze, dando anche un metodo per costruirle (prop. 10).
Quando quattro quantith sono proporzionali e la prima e la seconda
sono incommensurabili, la terza e la quarta sono pure incommensu-
rabili (11* proposizione); quantita commensurabili con la stessa
quantitay sono pure commensurabili fra loro (12*); quando due
quantita sono commensurabili fra loro, e I'una d’esse & incommen-
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surabile con una terza, anche I'altra quantita gode di questa pro-
prieta (13* proposizione). Segue il teorema: quando si ha

p:Vp—gt=r: Vit — s

secondoché p & commensurabile o no con g, anche r & commensura-
bile o no con s (prop. 14). Le due proposizioni seguenti esprimono
la proprieta fondamentale dell’addizione di grandezze commensu-
rabili e incommensurabili: dalla commensurabilita o meno di due
delle grandezze a, b e (a + b) si pud concludere che tutte e tre
sono o non sono commensurabili. La 17* e 18" proposizione appli-
cano le nozioni acquisite al problema della commensurabilita
delle radici d’una equazione di secondo grado e dei coefficienti.
EuUcLIDE qui dimostra (nel suo linguaggio geometrico), che nell’e-

. b?
quazione x(a—x)=--, x e (a— x) sono o non sono commen-

3
surabili secondoché a, Va*— b* godono di tale proprieta. Questa
prima parte del libro si chiude con la proprietd fondamentale della
moltiplicazione delle quantita commensurabili: quando due delle
tre quantita a, b, ab sono commensurabili, tutte e tre godono di
questa propriety (19% e 20" prop.).

Nelle proposizioni seguenti sino alla fine del X° libro EucLIDE
fa ricerche sugli irrazionali che si ottengono dagli irrazionali gia
introdotti con |’ addizione, la sottrazione e I’ estrazione di radice qua-
drata. Si ottiene dunque una classificazione degli irrazionali della forma

Vve=ve

dove p e g sono commensurabili. Noi diamo questa classificazione
in modo un po’ diverso dagli altri commentatori, perché ci sembra
metta meglio in evidenza il pensiero essenziale di EucLIDE. Espri-

miamo \/\/E + Vg dove Vp, e Vg sono incommensurabili e
p e q commensurabili, p = g, nella forma Va+ Vb -
\/\/p +Vg=Va+ Vb, allora
Vo+Vg=a+b+2Vab
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Si ottiene uua soluzione per a e b ponendo:

orb=Vp
-2Vab="Vq

Quindi si ha:
a*—2ab+b=p—q,

a—b=Vp—gq
SVe+ Vo1

b=z Vo— ]VP'—q

e si ottiene 1'indentita:

e T T )i Ty
V\’/P—i— '\_/q:Vé\/P—'—é\/P_‘q+l/2\'ﬁ"2\/f’“vq

!
A

Ora si possono distinguere 6 casi, seguendo questo calcolo:
1) p quadrato perfetto = r* '
a) Vp — ¢ commensurabile con r

B) Vp — g incommensurabile con r

2) q quadrato perfetto = s

%) Vp» — q commensurabile con Vp
8) Vp — g incommensurabile con Vp
3) né p, né¢ g quadrati perfetti

o) Vp — g commensurabile con Vp
B) Vp — g incommensurabile con Vp

E la suddivisione che EUCLIDE ottiene in modo geometnco.
Egli introduce la seguente denominazione:

%) Vp + V@ =r~+ Vq= 1" binomiale; Vr + Vg = binomiale,
29)\p + Vg=Vp + s = 2*binomiale;VVp + s =I* bimediale
3) Vp+Vg =  3'binomiale; VVp + Y g =2"bimediale
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: 18) Vp+ Vg=r + \ qg= 4*binomiale; Vr -+ Vp = maggiore
2B) \/;’ + Vg=\p + s= 5"binomiale; % Vp +s = ipotenusa
d’un razionale e d' un mediale
3B Vp+ Vg= 6 binomiale; V'V g +V g = ipotenusa
d’una somma di due mediali.

Non pretendiamo tuttavia che questa interpretazione ci indichi
in modo assolutamente evidente lo scopo che EUCLIDE voleva rag-
giungere studiando appunto queste 12 specie d’irrazionali. Possiamo
trovare ragioni abbastanza plausibili, ma rimane sempre un elemento
d’incertezza, perché in realtai non possediamo libri che dieno
I'applicazione degl’ irrazionali al campo numerico al tempo d’EUCLIDE.

Quando si aggiunga che gli irrazionali ottenuti cambiando
-+ in — hanno loro nomi propri (p. e. invece di binomiale, il termine
« apotome », invece di « maggiore », « minore ») e che |'irrazionale
della forma Vp Vg, dove p e g sono razionali, si chiama mediale,
si sono riferiti tutti i termini speciali introdotti da EucLIDE. Il prin-
cipale contenuto del libro X° & la dimostrazione dell’ esistenza di
questi irrazionali. Le sole proposizioni ancora aggiunte sono le
71-72 ¢ 108-110, secondo le quali la somma d'un razionale e
d’ una mediale appartiene alle categorie 1%, 2%, 18, 28 e la radice della -
somma di due mediali commensurabili appartiene a 3% 0 a 38. Per
le apotomi si ha un’altra regola. Inoltre le pronosizioni 112 - 114 ci

danno. la valutazione diuna frazione —_—C——: , dove C & razio-
o Vo=* Vg
zionale ¢ Vp = V¢ appartiene a 1),

L’ultima prop. 115 — probabilmente aggiunta pit tardi —
stabilisce che da una mediale si pud dedurre una serie d'irrazio-
nali essenzialmente irreducibili, cioé che I’ operazione di estrazione
della radice quadrata conduce a sempre nuove irrazionalita.

3. - Qual’e il significato del libro X, cosi diverso dagli altri

libri degli Elementi?
Ecco una domanda che ha ricevuto risposte assai differenti nella
storia. ANARIZIO (nel sec. X) si limita a illustrare il nostro libro
con alcuni esempi numerici. STIEFEL (1544) considera il libro stesso
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come una teoria per calcolare le radici di certi irrazionali ed espone
ampiamente le regole di calcolo. ,

Ma gli algebristi italiani del Rinascimento vi cercavano, oltre
a quello scopo, la classificazione qualitativa. LEONARDO Pisano,
agl'inizil del secolo XIII, studiando I’ equazione di 3° grado

x® -+ 2x24+10x=20

propostagli da GiovanNi da Palermo, dimostra che essa non pud
essere soddisfatta da nessuno degli irrazionali euclidei: si pud tro-
vare qui il principio delle considerazioni moderne mercé il quale
si riconosce |"impossibilita di risolvere con riga e compasso 1 pro-

blemi di 3° grado (Cfr. I'art. di A. ConTi nel vol. III delle
« Questioni » (1) ). I cosisti della fine del secolo XV e del XVI, —
Luca PacioLi, TARTAGLIA, CARDANO — si occupavano con grande
interesse delle irrazionalita del tipo quadratico. CARDANO nel-
"« Ars magna» (1545) studia minutamente la forma delle equazioni
di secondo, terzo e quarto grado le cui radici sono irrazionali eu-
clidei. Cosi non & meraviglia che appunto dal libro X sia scaturita
I"idea geniale che ha condotto alla risoluzione delle equazioni
cubiche in generale (cfr. la Nota in fine al Vol.). Tuttavia il libro
stesso restava un grande mistero. Dice STEVIN (<« Arithmetica »,
1595): « La difficolta del X libro d' EUCLIDE ¢ venuta in orrore
a molti, cosi da chiamarlo la croce dei matematici, materia troppo
dura da digerirsi, nella quale non si scorge alcuna utilita ».

Per apprezzare al giusto valore questa materia basta pero guar-
dare ai problemi e ai resultati che ne derivano storicamente. Infatti
la teoria euclidea degl’ irrazionali si prosegue nella scienza moderna
in due sensi diversi:

1) colla definizione generale dei numeri irrazionali merce gli
sviluppi infiniti (in particolare coll’algoritmo della frazione continua
introdotto da CATALDI: cfr. la nota alla prop. 3) e merce le sezioni
di DEDEKIND, che abbiam gia visto riattaccarsi al libro V;

(*) Questioni riguardanti le matematiche elementari raccolte e coordinate
da F. ENRIQUES - Bologna, Zanichelli.
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2) colla classificazione degl’irrazionali, la guale raggiunge il
suo grado pih alto nella teoria dei corpi algebrici, ma conduce,
gia con ABEL, ad una forma canonica degl’irrazionali resultanti da
radicali sovrapposti, che & una diretta estensione della dottrina eucli-
dea (cfr. I'art. 21 di V. NoTaRI nel vol. Il delle citate « Que-
stioni » pag. 490 - 3).

I giudizii dei matematici e degli storici piu recenti sul libro X
tendono a definire lo scopo che EUCLIDE si pud esser proposto nello
scriverlo. CHRISTENSEN (1889), di cut HEATH accoglie in gran parte
le vedute, stima che si tratti di classificare le radici delle equazioni
biguadratiche della forma

x‘ipx2iq:0,

a coefficienti razionali o irrazionali d’un certo tipo. KLEIN (Vorle-
sung tber Elementargeometrie, II, 1907) crede che scopo principale
di esso fosse la classificazione degli irrazionali che si presentano
nei libri seguenti degli Elementi: nel qual giudizio egli & d ac-
cordo con parecchi commentatori dell’ antichita e del Rinascimento.
Bisogna dire, perd, che lo sviluppo dato alla materia del libro X
oltrepassa di assai quello scopo: se proprio EUCLIDE ha composto
il X per possedere quanto occorre alla trattazione dei poliedri
regolari, egli ha fabbricato tutta una batteria di cannoni per sparare
“un solo colpo; e tuttavia la batteria potra servire, com'& avvenuto,
per sparare in seguito altri colpi!

Terminiamo questa prefazione ricordando che il primo sommario
completo del libro X in forma algebrica & stato dato da CossALi
nel secolo XVIII. Fra 1 commentatori pili recenti che recano una
spiegazione di tal genere citiamo NESSELMANN, CHRISTENSEN e HEATH.



Termini.
1.

Si chiamana commensurabili (aoppetea) quelle grandezze

che sono misurate dalla stessa misura, e incommensu-
rabili quelle di cui non esiste una misura comune.

2.

Lee rette sono commensurabili in potenza (3uvépel sdppetpor)
quando 1 quadrati costruiti sopra di esse sono misurati
della stessa superficie; sono invece incommensurabili
[in potenza] (&oppetpor), quando non esiste un’area
che sia misura comune dei quadrati costruiti sopra di

esse.

EUcLIDE indica con &sdupetpoc |’ incommensurabile, con %Aoyos
I'irrazionale e con $«7ds il razionale.

Segmenti commensurabili nella prima potenza non sono definiti
a parte, ma rientrano come caso’particolare della definizione 1 di

grandezze commensurabili.
. Un segmento b commensurabile (nella prima potenza) con un
segmento a & della forma

con m, n, numeri interi.
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Un segmento b commensurabile con a nella seconda potenza &

della forma
—c
s n

m
dove S, mon & quadrato perfetto.

3.

Premesse queste cose, si pud dimostrare che esistono, in
numero infinito, rette commensurabili e rette incommen-
surabili, sia in lunghezza soltanto come anche in po-
tenza, con una retta preassegnata. Allora la retta pre-
assegnata si chiamera razionale (¢17%), e le rette con
essa commensurabili, sia in lunghezza che in potenza,
sia soltanto in poténza, si chiameranno razionali (§n7a();
le rette invece con essa incommensurabili si chiameranno

irrazionali (&oyot).

Questa definizione euclidea introduce in sostanza quella che noi
dictamo la scelta di una unita di misura: dopo la quale si sosti-
tuiscono alle grandezze 1 numeri che le misurano.

L’ esistenza effettiva degli irrazionali affermata nella definizione
si dimostra poi per mezzo di una costruzione nella prop. 10.

Si noti la differenza della terminologia di EUcLIDE dalla nostra.

) . m .
EUCLIDE chiama razionale b = V; a, dove a & razionale.

Quest’uso della parola, diverso dal moderno, esige una parti-
colare attenzione per capire il testo euclideo, ma conduce daltronde
ad alcuni enunciati particolarmente eleganti.
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4,

E il quadrato costruito sulla retta assegnata si chiamera
razionale (pntév), e le [aree] con esso commensurabili
si chiameranno razionali; mentre si chiameranno irra-
zionali (&Xoye) le aree con esso incommensurabili, e
irrazionali le rette il cui quadrato & equivalente a quelle
aree (af 5uv0'msvocfocf)‘t&); cioé, se son quadrati, gh
stessi loro lati; e se sono altre figure rettilinee, i lati
dei quadrati ad esse equivalenti.

Cost, secondo il linguaggio euclideo, segmenti razionali deter-
minano quadrati razionali, e segmenti irrazionali determinano qua-
drati irrazionali.

L’enunciato che <1 lati di un quadrato eguale ad una superficie
irrazionale limitata da segmenti rettilinei, sono essi stessi irrazionali»,
presuppone una definizione assiomatica dell’ eguaglianza di superficie
o equivalenza, da cui segua, p. es., che |'incommensurabilita &
invariante rispetto alle trasformazioni per equivalenza. Un’analisi
completa delle ammissioni che per EUCLIDE sono implicite nel
confronto di aree e volumi si trova in SToLZ, Math. Annalen. 22.



Proposizioni.
0
Assegnate due grandezze disuguali, se dalla maggore si
sottrae una grandezza pitt grande della sua meta, e
da cio che resta una grandezza pit grande della sua
meta, e se questa operazione si ripete successivamente,

resterd una certa grandezza che sara piu piccola della
grandezza minore assegnata.

Siano AB, ¢ (*) due grandezze disuguali, di cui 4B sia
la maggiore; dico che, se da ADB si sottrae una grandezza
pit grande della sua metd, e da cid che resta una gran-

—_—

A K H B

5 F G E
dezza piu grande della sua meta, e se questa operazione
si*ripete successivamente, restera una certa grandezza che

sara pitt piccola della grandezza c.
Infatti, se ¢ viene moltiplicata, pud risultare maggiore

(*) Quanto ai simboli da noi usati nell’ esposizione delle proposizioni euclidee,
conformemente a quanto fu gia fatto nei precedenti libri V-IX, usiamo due let-
tere maiuscole od una minuscola per denominare segmenti, secondoché¢ se ne
possono o no indicare gli estremi; in pid avvertiamo che, per comodita del
lettore abituato a snmbohsmo moderno, abbiamo adottato i segni -+, —, >,
di 2% potenza.

<v
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di AB. Si supponga d’averla moltiplicata, e sia DE mul-
tiplo di ¢ e maggiore di AB; si divida DE neile parti
DF, FG, GE uguali a ¢; da AB si sottragga B/ mag-
giore della sua meta; da AH, HK maggiore della sua
metd; e si ripeta quest’operazione continuamente, finche si
sia diviso A8 nello stesso numero di parti in cui & stato
diviso DE.

Siano dunque le parti AK, KH, HB uguali di numero
alle parti DF, I'G, GE; poiché ¢ DE maggiore di A5,
e da DE ¢ stato tolto EG minore della sua meta, e da
AB é& stato tolto BH piu grande della sua meta, ne segue
che il resto GD & maggiore del resto HA. E poiche GD &
maggiore di HA, e da GD ¢ stata tolta la meta GF, e
da HA ¢ stato tolto HK piu grande della sua meta, ne
segue che il resto DF ¢ maggiore del resto AK. Ma DF
& uguale a c¢; dunque anche ¢ & maggiore di 4K. Quindi
¢ AK minore di c.

Dunque della grandezza 4B resta la grandezza AK,
che & pitt piccola della grandezza minore assegnata c; cid
“che si doveva dimostrare.

Si puo fare una dimostrazione simile, anche quando
cio che si sottrae sia uguale alla meta.

A capo del X° libro EUCLIDE pone ragionevolmente questa
proposizione, che costituisce il fondamento della comparabilita delle
grandezze commensurabili e incommensurabili tra di loro, e quindi
del calcolo sopra irrazionali.

Infatti questa proposizione traduce in sostanza I’ assioma c
abbiamo ravvisato nella def. V, 4 (*) « due grandezze stanno in un

he

(1) Cfr. la relativa nota pag. 8, nel 2° vol. nostra,
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rapporto, quando il multiplo dell’ una supera 1"altra », cid che equi-
vale a dire che per le grandezze che si considerano nella teoria
dei rapporti vale il principio di Archimede:

Date due grandezze della stessa classe, esiste un multiplo del-
I'una che supera I'altra. Oppure : »

Se a=£=b, allora esiste sempre un numero intero m, tale che
ma > b. '

Nella X, | questo principio & trasformato in maniera da poter
essere applicato immediatamente alla dimostrazione della 2% propo-
sizione, la quale fornisce il criterio fondamentale per poter ricono-
scere se due grandezze siano commensurabili tra di loro o no.

La X, 1 trova una importante applicazione nelle proposizioni
2,5,7, 10 del libro XII, tant’& vero che in un primo tempo, quando
non era ancora chiaro il vero significato del X° libro, quale teoria
della classificazione degli irrazionali, si & creduto che il suo valore
s1 esaurisse nelle dette applicazioni pratiche.

Questa interpretazione erronea dei commentatori del 500 e del
600 ha tuttavia un fondo di verith, ed & che effettivamente il prin-
cipio di Archimede possiede un significato profondo e che per la
sua importanza -¢ fecondity pud essere paragonato al concettéo mo-
derno del limite.

A chi & dovuto questo principio, che porta il nome di Archimede ?

StoLz « Zur Geometrie der Alten, insbesondere tiber ein Axiom
des Archimedes » (Math. Annalen 22, pag. 506: 1883) ne trova
I’enunciato esplicito nella prefazione alla « Quadratura della Pa-
rabola » d’Archimede (*) (Opera omnia Il pag. 264). Ma se si
cerca di risalire veramente al suo primo autore, & difficile rispon-
dere alla domanda, perché sembra probabile che della verita in
esso contenuta si sia fatto uso dai geometri assal prima della for-
mulazione esatta. A questo proposito notiamo che il principio com-
pare in forma negativa, nell’argomento detto «1"Achille » di Ze-
none d’ Elea (cfr. la nota alla Def. V, 4).

Quanto alla prima formulazione esplicita del nostro principio,

(Y) Cfr. E. RUFINI « Il metodo d’Archimede e le origini dell’ analisi infinite-
simale nell’antichitd » Vol. N. 4 di questa collezione, pag. 36.
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la critica del Rurini, dopo quella dello ZEUTHEN, <i addita il
nome d' Euposso di Cnido. Nel suo piccolo ma interessante scritto
su «Eudosso » ricco di riferimenti alle fonti, il RUFINI richiama
specialmente due passi del Commento di PROCLO: nel primo, par-
lando dei geometri preeuclidei, il commentatore dice « Eudosso,
amico di Platone, aumentd il numero dei teoremi sopranominati »
e nel secondo aggiunge « EUCLIDE ha raccolto gli Elementi, riu-
nendo insieme molte cose trovate da Eudosso » ; infine c’& anche
uno scolio anonimo all’Euclide in cui Eudosso & nominato come .
« creatore » del V° libro. In base a queste citazioni, RUFINI con-
clude che a EuDOsso appartiene il merito di avere per mezzo di
un principio generale (che si enuncia sostanzialmente in X, 1)
fondato su basi rigorosamente logiche la gia vacillante teoria pita-
gorica delle proporzioni, e di aver conferito a questa teoria, attra-
verso le definizioni che si riferiscono al concetto di grandezza, un
tale grado di generalith, da renderla applicabile indifferentemente
alla geometria, all’aritmetica e alla musica, e quel che piui ci importa
qui, ai razionali e agli irrazionali. Lo stesso principio si trova in .
Euclide sotto forma implicita nella definizione gia menzionata del
V° libro ed & enunciato esplicitamente, sotto forma modificata, in
X, 1. Ora anche da cid che dice ARCHIMEDE possiamo trarre
argomento in favore della tesi che attribuisce ad Euposso il prin-
cipio medesimo. Nella gia citata prefazione alla « quadratura della
parabola » si enuncia che:

«Date due aree diseguali, il multiplo della loro differenza puo
superare ogni area finita ».

Archimede ritiene indispensabile ' uso di questo assioma per
poter seguire Eudosso nelle dimostrazioni relative al cono e al
cilindro. Egli aggiunge:

« Anche 1 geometri anteriori hanno usato questo lemma.
Il teorema che 1 cerchi stanno tra loro come i quadrati dei diametr:
& stato dimostrato da loro appunto per mezzo di questo lemma e
lo stesso si dica della dimostrazione del teorema che le sfere stanno
tra loro come 1 cubi dei diametri. Per mezzo dello stesso lemma
o di un lemma analogo essi hanno pure mostrato che ogni pira-
mide ¢ eguale alla terza parte di un parallelepido di egual base
ed altezza, e che ogni cono....».
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Parlando dei geometri anteriori Archimede intende in special
modo Eudosso, che & appunto I'autore dei detti teoremi. Dunque
Eudosso deve essersi servito di un postulato « simile» a quello citato.

Il teorema sulla proporzionalita fra cerchi e quadrati dei diametri
risale a IPPOCRATE di Chio. Si potrebbe credere che gia Ippocrate,
abbia conosciuto il « lemma di Archimede » e I'abbia adoperato
nella dimostrazione. Tuttavia molti motivi concorrono ad escludere
almeno ch’ei ne abbia dato la formulazione esplicita e a ritenerne
Euposso come il vero autore. Infatti ERONE attribuisce a Euposso
il detto teorema e i due teoremi sul cono e sulla piramide, mentre
ARCHIMEDE sembra considerarlo come il fondatore di un metodo
rigorosamente scientifico di dimostrazione e come il suo percursore
nelle quadrature e nelle cubature.

Aggiungiamo che un teorema contenente in sostanza il postulato
d'Archimede e la X, 1, si trova in ARISTOTELE, scolaro di PLATONE,
ma vissuto prima d EucLiDE (Physica VIII, 10, ed. J. Bekker,
Berlino 1831 p. 266). Cfr. anche Rufini « Il concetto di infinito ma-
tematico in Auristotele », Rassegna di Mat. e Fisica, Roma V, 1921,
6, p. 143.

Comunque, se al principio di cui qui si discorre si conservera
il nome d’Archimede, datogli da SToLZ, vuol dire che esso verra
designato, non dal suo inventore, bensi da colui che I'ha maggior-
mente adoperato e messo in valore: poiché certo ARCHIMEDE ne
ha tratto le pia feconde conseguenze. '

Ora il vero significato del postulato d’ Eudosso -Archimede viene
in luce soltanto per chi cerchi di stabilire in via assiomatica una
definizione delle grandezze. Nella Nota alla def. V, 2 si & detto
che questo compito & stato assolto da GRAsSMANN. Infatti nel suo
« Lehrbuch der Arithmetik » (V, 1) si trova la definizione seguente:

«Di ogni coppia di enti, che possono essere considerati come
grandezze (di una stessa classe), si deve poter dire se sono eguali
o diseguali ». Inoltre deve essere stabilito quanto segue:

1) si deve fornire un criterio per riconoscere quando & che due
grandezze della stessa classe sono eguali o diseguali. Questo criterio
pud essere stabilito in maniera arbitraria purché sieno scddisfatti
1 seguenti postulati :

2) se A= B e B=C, allora si ha anche 4 =C.
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3) date due grandezze diseguali, si deve poter decidere quale
di esse & la maggiore. Il criterio corrispondente deve perd soddi-
sfare alla condizione seguente:

4) da A=B e B> C segue A> C. Questa condizione,
insufficiente perd, si trova anche in Euclide.

5) Le operazioni di addizione e di moltiplicazione vengono
definite in modo da soddisfare alle stesse regole delle operazioni
sopra 1 numeri naturali.

6) Ogni grandezza si pud dividere in un numero qualsivoglia
di parti eguali.

Cid posto, se per una classe di grandezze non s introducono
altri postulati oltre ai 6 enunciati (come fa EUCLIDE per i segmenti),
allora il postulato d’Archimede non resulta come conseguenza ne-
cessaria da tali premesse. Infatti P. Du Bois-REymonp, G. CANTOR
e G. VERONESE, hanno riconosciuto — in varii modi — I esistenza
di classi di grandezze contenenti un infinito o un infinitesimo at-
tuale, per le quali non vale codesto principio.

(Cfr. nel vol. I delle citate « Questioni » gli articoli V di
G. Vitaul §§ 2,4, 5, e VI di F. ENRIQUES passim e in ispecie
Parte 4a)

L’ esempio elementare pilt antico di grandezze non-archimedee
& offerto dagli angoli curvilinei, poiché I'angolo di contatto costi-
tuisce un infinitesimo attuale di fronte agli angoli rettilinei. Delle
questioni a cui codesti angoli hanno dato luogo nella storia parla
la Nota alla Prop. IIl, 16 (Cfr. il citato art. di F. ENRIQUES nelle
« Questioni » § 56, pag. 380).

I commentatori dell’ Euclide hauno fatto precedere alla prop.

X, 1 alcune condizioni preliminari che noi togliamo da CLAvio.

1) Un divisore comune di due grandezze & divisore della
loro somma.

2) Il divisore di una grandezza misura anche ogni multiplo
di questa (segue da 1).

3) Ua divisore comune di due grandezze misura anche la
loro differenza.

Questi teoremi estendono alle grandezze 1 teoremi aritmetici

del VII libro.
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2.

Date due grandezze disuguali, se sottraendo ripetute volte
di seguito dalla grandezza maggiore la minore, nessuna
delle grandezze che si hanno per resio misura la prece-

- dente, le grandezze saranno incommensurabili.

Infatti, essendo AB, CD due grandezze disuguali e
AB la minore, si supponga che, sottraendo ripetute volte
la minore dalla maggiore, delle grandezze che si hanno
per resto nessuna misuri la precedente; dico, che le gran-
dezze AB, CD sono incommensurabili.

Infatti, se fossero commensurabili, una certa grandezza
potrebbe misurarle. Sia e, se & possibile, questa misura

e

c . F D
comune. Si supponga inoltre che AB misuri F'D e dia per
resto CF mincre di essa, che CF misuri BG e dia per resto
AG minore di essa, e cosi si continui finche non si abbia
per resto una grandezza minore di e. Si supponga cio fatto,
e si sia avuto per resto AG minore di e. Ora, poiche e
misura AB e AB misura DF, ¢ misurera per conseguenza
anche DF. Ma essa misura anche tutta CD; percio misu-
rera anche il resto CF. Ma CF misura BG; percio e mi-
sura anche BG. Ma essa misura anche tutta 4B; percid
misurerd anche il resto 4G, la pitt grande {cio®, misurera)
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la piu piccola; il che & impossibile. Dunque nessuna gran-
dezza misurera le grandezze AB, CD; quindi le gran-

dezze AB, CD sono incommensurabili [X, def. 1].

Dunque, se sottraendo ecc... c. d. d

Questa proposizione fornisce un criterio per poter riconoscere
I'incommensurabilita di due grandezze a, b. Si sottrae dalla gran-
dezza maggiore, a, tante volte quante si pud la grandezza minore,
b, e sia: a—bp=rc. Il resto ¢, che & minore di b, si sottrae di
nuovo da b tante volte, quante si pud, e sia: 5 — gc = d. Il nuovo
resto d, che & minore di c, si sottrae di nuovo da c, e cosi via.

Se questo processo non ha un termine, cioé se non accade mai
che un resto sia contenuto esattamente nel resto precedente un
numero intero di volte, allora le grandezze a e b sono incommen-
surabili tra di loro. Infatti, supposto il contrario, che cio& le gran-
dezze a e b abbiano una misura comune m, allora m dovrebbe
misurare anche 1 resti successivi ¢, d, e, f.... Ma in questa serie,
per il teorema X, 1 (dato che da a, come pure da b ecc., si sot-
trae sempre pit della loro metd), deve presentarsi alfine un termine
g minore di m e tuttavia misurabile per mezzo di m, cid che &
assurdo.

Questo procedimento infinito, di cui diamo in seguito esempi
geometrici e aritmetici, fornisce un criterio affatto generale dell’in-
commensurabilita, e la sua scoperta deve essere stata la conclusione
di tutto un periodo di sviluppo della scienza matematica, sulle ori-
gini del quale si hanno varie ipotesi.

M. CANTOR cosi descrive lo sviluppo dél concetto del numero
irrazionale :

Partendo da un triangolo rettangolo isoscele di cateto I, si &
proceduto alla misura dell’ ipotenusa. Essa & minore di 2 ¢ mag-
giore di 1. Ma non si riesce a esprimere la sua lunghezza per mezzo
di una frazione; anche se si prendono per i cateti multipli di 1, si
trovano al massimo valori approssimati. « E un grande passo »,
dice ENrico VoGT (Acta mathematica di Enestrom, 1906-07,
pag. 6-23) « dedurre dai tentativi falliti I'impossibilita. » Finche si
misura praticamente, non si va oltre il valore approssimato; ma
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occorre invece un’astrazione per arrivare al concetto dell’irrazio-
nale. Questa astrazione pud consistere o nella concezione della
misura come processo infinito, o nella dimostrazione dell’ impossibilita
di una misura esatta. Cosi LAMBERT ha dimostrato Iirrazionalita
di 7, e poi LINDEMANN la sua trascendenza. Ma il riconoscimento
dell'irrazionalita di una grandezza ebbe nel suo sviluppo tre fasi:
~ 1) il riconoscimento che tutti i risultati ottenuti con la misura
di questa grandezza sono inesatti;
2) la convinzione dell’ impossibilita di indicare il suo valore
preciso;
3) la dimostrazione dell’irrazionalita stessa.
Gli Indiani hanno calcolato I’ ipotenusa del quadrato in funzione
del lato, mediante la frazione:

| I+l i
+37 347 3,434

Questo numero corrisponde all’8° valore approssimato dello

sviluppo in frazione continua di V2, e quindi & molto esatto.
La conoscenza di una approssimazione tal- ..
mente grande, acquistata con un procedi-
menlo empirico, & tanto piui sorprendente,
in quanto gli indiani non conoscevano la di-
mostrazione del teorema di Pitagora. THIBAUT
(Journal of the asiatic society, Calcutta 1875)
spiega nella maniera seguente, come gli in-
diani hanno potuto arrivare a questo risultato
soddisfacente. La diagonale del quadrato di
lato 12 & quasi eguale a 17 (2><12% = 288,
172 =289). Se si toglie dunque dal quadrato
di lato 17 uno gnomone di area 1 (v. figura), allora rimane un

quadrato, il cui lato & eguale approssimativamente a 17 —55=

NN SRR ENANRNY

17241

] . C g . . .
=12+ 4+1— ﬂ Riducendo quindi i numeri trovati al qua

drato unitario, dividendo cio¢ per 12, si ottiene per V2 il valore

approssimato | +% + -3—14 — 3—4'-3—4 . Gli Indiani consideravanc
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questa costruzione come precisa, € non come un approssimazione;
cid mostra che nella conoscenza degli irrazionali essi non sono
nemmeno arrivati alla prima delle fasi sopradette.

I Pitagorici invece hanno certamente riconosciuto I incommen-
surabilita della diagonale e del lato di un quadrato, come pure di
un segmento colla sua parte aurea.

Di un’antica dimostrazione aritmetica di stile pltagorlco che
si riferisce al primo caso, ciod all'irrazionata di V2, da un cenno
ARISTOTELE (Analytica priora I, 23): I'ipotesi della razionalita
porterebbe all’ assurdo di supporre un numero intero contempo-

raneamente pari e dispari. In questo cenno sembra di ricono-
scere la dimostrazione che ci & stata pure conservata dalle edi-

zioni antiche (Anarizio) come prop. 116 o scolio alla prop. 115
di questo libro. Se 1/2 & razionale, vuol dire che si ha

n n?

2 2
m m: .. X
2= (~) = —, cio& m>=2n?,

con m e n interi. Ora, se m ed n sono ambedue pari, si pud divi-
dere per 2 I eguaglianza precedente; & lecito dunque supporre che
si abbia

m® = 2n®

\

dove m & necessariamente pari, ed n dispari. Ma, posto m = 2m,

si deduce
= 2m,?

e — per essere parl il suo quadrato — anche n dovra esser pari,
contro " ipotesi.

In luogo di ricorrere al precedente ragionamento aritmetico,
I' incommensurabilita del lato colla diagonale del guadrato, si puo
dimostrare per via geometrica applicando il criterio della nostra
prop. X, 2.

Si sottragga dalla diagonale 4C=d il lato a = AB= AD,
e si conduca poi la perpendicolare DE.

Sara allora DC = DE = BE = a, il lato d’un nuovo quadrato
sopra cul si potrd operare come sopra il dato. Se a e d avessero
una misura comune allora questa dovrebbe misurare anche la loro
differenza a;, e quindi anche la differenza d;, di a e a;. Insomma
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questa grandezza finita, misura comune di a e d, dovrebbe misurare
le diagonali e i lati di una serie illimitata di quadrati successivi,

A a B
a,
d E
.al
D d,
- C-

che — per il teorema di Pitagora e secondo la prop. 2 — vanno
indefinitamente decrescendo.

In modo analogo si pud dare la dimostrazione dell’ incommen-
surabilita del segmento colla sua parte aurea, cioé I irrazionalita
delle radici dell’equazione

*=a(a—x).

Questa dimostrazione & presentata da CAMPANO come segue :
Se AC & la sezione aurea del segmento 4B, e se si pone

AD= AB, allora da XIII, 5, segue che AB ¢ la sezione aurea

e "
4 ¥ +-

D A E c B

di BD. Percid se, viceversa, si prende CE = CB, sara EC
la sezione aurea di AC e cosi via. Siccome poi il segmento mag-
giore in una sezione aurea & minore di tutto il segmento, ma &
minore del doppio del segmento minore (XIII, 3), segue che il
segmento minore & contenuto totalmente una sola volta nel segmento
maggiore. Si vede dunque che il processo delle divisioni successive
indicate nella prop. 2 nel nostro caso non ha termine, e quindi 4B
e AC sono incommensurabili tra loro; in altre parole: il rapporto
di un segmento e della sua parte aurea & irrazionale.

Dei tempi di Euclide non si & conservato nessun testo aritme-
tico, e anzi il creatore del X° libro trascura deliberatamente la co-
struzione di esempi aritmetici. E interessante percid notare che i ma-
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tematici del secolo 16° hanno cercato di aritmetizzare le dimostrazioni
di Euclide. Come esempio citiamo quello di MICHELE STIEFEL
(Arithmetica integra, 1544), in cui si procede per sottrazioni suc-
cessive. In questo esempio si considerano le due grandezze V8 e V6
e si formano le differenze

1) V8— V6; 2) \/6—(\/6— V6)= \/Zi — V8.
fino alla decima sottrazione che da V1352 — V1350 ecc.

3.

Date due grandezze commensurabili, trovare la loro mas-
sima comune misura.

Siano le due grandezze commensurabili date AB, CD,
di cui la minore sia AB; si deve trovare la massima co-

mune misura di 4B, CD.

g F
A B

¢ E ® [}

Ora, la grandezza AB o misura CD, o no. Se la mi-
sura, siccome misura anche s¢ stessa, A sara certamente
misura comune di AB, CD; ed & chiaro che sara anche
la massima. Infatti una grandezza pii grande di 4B non
pud misurare 4B.

Si supponga ora che 4B non misuri CD:. In tal caso,
sottraendo, ripetute volte di seguito, la minore dalla mag-
“giore, dei resti che si ottengono qualcuno misurera il suo
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precedente; perch¢ 4B, CD non sono incommensurabili
[prop. 2]. Allora, si supponga che AB misuri ED e dia
per resto EC minore di essa, che EC misuri FB e dia per
resto AF minore di essa, che AF misuri CE.

Ci6 posto, poiche AF misura CE, e a sua volta CE
“misura AB, AF misurera di conseguenza anche FB. Ma
misura anche sé stesso; quindi AF misurera anche tutta
AB. Inoltre, AB misura DE; percid6 AF misurera an-
che ED. Ma misura anche CE; quindi misurerad anche
tutta CD; Dunque AF & misura comune di 4B, CD. —
Dico inoltre che & anche la massima. Giacche, se non lo
fosse, vi sarebbe una certa grandezza maggiore di AF,
che misurerebbe 4B, CD. Sia questa g. E allora, poiche
g misura AB, e a sua volta AB misura ED, g misurera
anche ED. Ma misura anche tutta CD; percid g misurera
anche FB. Ma misura anche tutta 4B; percio misurera
anche AF, la pit grande [cioé, misurera] la piu piccola;
il che ¢ impossibile. Percid nessuna grandezza piti grande
di AF misurera AB, CD; quindi AF & la massima comune
misura di 4B, CD.

Dungque ¢ stata trovata la massima comune misura delle
due grandezze commensurabili date 4B, CD; cio che si
doveva dimostrare.

COROLLARIO.

Da cid che precede & reso manifesto, che, se una gran-
dezza misura due grandezze, misurerd anche la loro mas-
sima comune misura. '
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Questa proposizione e il porisma accluso corrisponde alla pro-
posizione VII, 2, dove si cerca il massimo comun divisore di numeri,
invece che di grandezze. L. algoritmo :

-

a: b, p
~bp
c:b, g
—qc
d:c,r
—rd

0

conduce al resto O nel caso di due grandezze commensurabili.

ZeUTHEN (Videnskabernes selskabs Copenaghen, 1917) da un
passo della Topica di Aristotele argomenta che i Greci usavano il
metodo delle divisioni successive allo scopo di assegnare valori
approssimati del rapporti irrazionali, e che essi di piti consideravano
la legge di formazione di resti successivi come definizione di tali
rapporti (v. Introduzione).

Il procedimento delle divisioni successive fu poi dal CATALDI
(1597) trasformato nell’ algoritmo della frazione continua. ()

4.

Daie tre grandezze commensurabil{' trovare la loro mas-
sima comune misura..

Siano le tre grandezze commensurabili date a, b, c; si
deve trovare la massima comune misura di a, b, c.

(1) Ctr. E. Bortolotti. P. A. Cataldi ed i primi algoritmi infiniti. Bologna
1920 - Boll. Mathesis 1919. n. 1 a 12. Cfr. inoltre I’ articolo dello stesso autore
« La scoperta dell’irrazionale e le frazioni continue » in Per. di Mat., Maggio

1931.
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Si prenda la massima comune misura delle due gran-
dezze a, b, e sia d [prop. 3]. Ora, o d misura ¢, o no.
Si supponga, in primo luogo, che la misuri. E allora, poi-
ché d misura c, e misura anche a, b, la stessa d misurera
di conseguenza le grandezze a, b, ¢; quindi d & comune

N

T4 G - f
misura di a, b, ¢. Ed & chiaro che & anche la massima;
glacché una grandezza maggiore di d non misura a, b.

Si supponga ora che d non misuri ¢. Dico, in primo
luogo, che ¢, d sono commensurabili. Infatti, essendo a,
b, ¢ commensurabili, le misurerd una certa grandezza, la
quale evidentemente misurera anche a, b; e quindi misu-
rera anche la massima comune misura di a, b, che & d
[prop. 3, cor.]. Ma essa misura anche c; quindi la deita
grandezza misurera anche ¢, d. Dunque ¢, d sono com-
mensurabili.

Si prenda ora la loro massima comune misura, e sia e
[prop. 3]. Quindi, poich? e misura d, e a sua volta d mi-
sura a, b, segue che e misurera anche a, b. Ma essa misura
anche c. Dunque e misura a, b, c; dunque e & misura co-
mune di a, b, c. Dico inolire che & anche la massima.
Infatti, se ¢ possibile, sia f una certa grandezza maggiore’
di ¢, la quale misuni a, b, c. Ora, poiché f misura a, b, c,
3
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misurera certo anche a, b e la massima comune misura di
a, b [prop. 3, Cor.]. Ma la massima comune misura
dia, b & d; quindi f misura d. Ma misura anche c¢; quindi f
misura ¢, d e percid f misurera anche la massima misura
di ¢, d. Ma questa & e; quindi f misurera ¢, la maggiore
[ciog, misurera] la minore; il che & impossibile. Dunque
nessuna grandezza maggiore di e misura a, b, ¢; quindi e
¢ la massima comune misura di a, b, ¢ se d non misura c;
ma se la misura, la stessa d ¢ la massima comune misura.

Dunque & stata trovata la massima comune misura di
tre grandezze commensurabili date.

COROLLARIO.

Per cio che precede & chiaro che, se una grandezza
misura tre grandezze, misurera anche la loro massima co-
mune misura.

Similmente poi, anche nel caso di pii grandezze, si
trovera la loro massima comune misura, e si estendera il
corollario. Cio che si doveva dimostrare.

Per 1 numeri questa proposizione & dimostrata in VII, 3.

Si pud trovare il M. C. D. di tre grandezze anche direttamente,
sottraendo sempre la pill piccola grandezza dalle altre due (Cfr.
ENRIQUES -CHisINI:  « Teoria geometrica delle equazioni» Vol. Il
pag. 560).

5.
Le grandezze commensurabili hanno fra loro il rapporto

che un numero ha con un aliro numero.
Siano a, b, grandezze coramensurabili; dico, che a ha
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con b il rapporto che un numero ha con un altro numero.
Infatti, essendo a, b, commensurabili, le misurera una
certa grandezza. Sia ¢ quella che le misura; quante volte
¢ misura a, altrettante unita siano in d; quante volte ¢ mi-
sura b, altrettante unita siano in e.
Ora, poiché ¢ misura a secondo il numero delle unita

b
4
f ————] et
~ d €

che sono in d, e l'unita similmente misura d secondo il nu-
mero delle unita che sono in esso, segue che lo stesso numero
'di volte d’unita misura il numero d e c la grandezza a.
Percio
c:a=1:d;
[VII, def. 20]
quindi, invertendo
 a:c=d: .
[V, 7, cor.]
Inoltre, poiché ¢ misura b secondo il numero delle
unita che sono in e, e I'unitd similmente misura e secondo
il numero delle unita che sono in esso, segue che tante

volte I'unitd misura il numero e quante c¢ la grandezza b.
Percio
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Ma fu dimostrato che a : c=d : 1; quindi ex aequo

a:b=d:ec
[V, 22]

Dunque le grandezze commensurabili a, b hanno tra
loro lo stesso rapporto che il numero d ha con il numero e;

c. d. d.

Nella dimostrazione si sfrutta la definizione VII, 20 dell’ egua-
glianza di due rapporti, nella quale perd si tratta di numeri e non
di grandezze in generale. Qui invece si tratta deli’eguaglianza di
due rapporti, 'uno di grandezze, e I'altro di numeri. Ma allora
s1 deve prima stabilire che 1 numeri si possono considerare come
grandezze particolari, percid occorre provare che le grandezze
soddisfacenti alle condizioni indicate per i numeri nella definizione
VII, 20, soddisfano anche alla definizione V, 5 di grandezze pro-
porzionali. Questa dimostrazione & svolta da HEATH (Volume III,
pag. 25), seguendo SIMSON.

CoMMANDINO ha mostrato come, seguendo la dimostrazione di
Euclide, si pud trovare effettivamente il valore numerico del rap-
porto di due grandezze commensurabili. Egli osserva anche che la
proposizione 5, vale ancora quando a, b sono segmenti, 1 cui qua-
drati stanno tra loro come due numeri quadrati, e anche nel caso
In cui @ e b siano superficie anziché segmenti. Invece, per quanto
riguarda la questione come deve essere formulata la proposizione
nel caso di grandezze incommensurabili, p. es. nel caso di due
segmenti commensurabili solo 2% potenza, egli rinvia alla prop. 9.

6.

Se due grandezze hanno tra loro il rapporto che un numero
ha con un altro numero, le grandezze stesse sarannol
commensurabili.

Infatti, le grandezze a, b abbiano tra loro lo stesso
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rapporto che il numero d ha con il numero e; dico che le
grandezze a, b sono commensurabili.

— + ——t
a ¢ .
b
[ mamrm e | [ e —
d e

Si divida infatti a in tante parti uguali, quante unita
sono in d, e sia ¢ uguale a una di esse; sia poi f composta
di tante grandezze uguali a ¢, quante unita sono in e.

Ora, poiché tante grandezze uguali a ¢ sono in a,
quante unita sono in d, quella parte che I'unita ¢ di d, la
stessa parte & d della grandezza a; quindi

c:a=1:d  [VII, def. 20]
a:c=d:1| [V, 7, cor.]

Inoltre, poiche tante grandezze uguali a ¢ sono m f,
guante unita sono in e, segue che

c:f=1:¢ [VII, def. 20]

Ma fu anche dimostrato che a: c=d : 1; quindi ex
aequo

a:f=4d:e [V, 22]
Mad:e=a: b; quindi anche a : b=a : f. [V, 11]
Quindi a ha lo stesso rapporto con ciascuna delle gran-

dezze b, f. Percio ¢ b=7F [V, 9]. Ma ¢ misura f; mi-
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sura quindi anche b. Ma misura anche a; percid ¢ misura
a, b. Quindi a & commensurabile con b.
Dunque, se due grandezze, ecc....

COROLLARIO

Per quanto precede & chiaro che, dati due numeri,
per es. d, e, ed una retta, per es. a, & possibile costruire una
proporzione tale che il numero d stia al numero e, come la
retta data sta ad un’altra retta [f].

Se poi si prende anche b media proporzionale tra le
rette a, f, allora si avra

a : f = quadrato (a) : quadrato (b);
[cfr. V, def. 9]

‘cioé come la prima sta alla terza, cosi la figura descritta
sulla prima a una figura simile e similmente descritta sulla

seconda [VI, 20, cor. 2]. Ma

a : f = numero d : numero e;

quindi risulta

Anche qui si ammette nella dimostrazione che grandezze pro-
porzionali nel senso della definizione VII, 20 sono anche propor-
zionali secondo la definizione V, 5.

La 1* parte del corollario dice: se a & un segmento dato, e
se m e n sono due numeri interi, allora si pud determinare un
segmento x tale che si abbia -

a:rx=m:n

La 2* parte del corollario avverte che analogamente si puo
determinare un'segmento y in modo che si abbia:
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numero d : numero e = quadrato (a) : quadrato (b);

c. d. d

2

a: y*=m: n

Questo segmento y si trova come la media proporzionale tra
a e il segmento x, di cui alla 1* parte del corollario, cioé

a:y=y: x.

Infatti, dalla definizione V, 9 e da VI, 19 segue allora che a
sta ad x come un’area costruita sopra il segmento a sta ad un’area
simile costruita sopra il segmento y, e quindi in particolare

a: x=a: y*,
da cui
‘ a@:y*=m:n.

Nella simbolica moderna si procederebbe come segue: da

a:y=y: x
segue
a®: y*=y?: 1%,
ossia
a:y=ax:x*
Quindi -
a’:y>=a: x,
ossia ’ R
a’: y*=m: n.
7.

Le grandezze incommensurabili non hanno fra loro il rap-
porto che un numero ha con un altro numero.

Siano a, e grandezze incommensurabili; dico che a

non ha con e il rapporto che un numero ha con un altro
numero.
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Infatti, se a ha con ¢ il rapporto che un numero ha con
un altro numero, sard a commensurabile con e [prop. 6].

.

f—

a

b

Ma non lo &; percid a non ha con e il rapporto che un
numero ha con un altro numero.
Dunque, le grandezze incommensurabili ecc...

«Se due grandezze non stanno tra loro nel rapporto di un
numero (intero) ad un altro numero, allora esse sono incommensu-
rabili». Questo & secondo STIEFEL (Arithmetica integra) un com-
plemento necessario alla X, 2. Infatti, se due grandezze sono
incommensurabili, allora il procedimento della X, 2, non avendo
un termine, & incapace di stabilire il fatto della loro incommensu-
rabilita. Ma applicando invece la proposizione 7 si trova subito,
p. es., che le grandezze V24, V8 sono incommensurabili, perche
il loro rapporto

V24. \//8 = V3

non & un < numero ».

8.

Se due grandezze non hanno fra di loro lo stesso rapporto
che un numero ha con un altro numero, le due gran-
dezze saranno incommensurabili.

Infatti due grandezze a, b non abbiano fra di loro lo
stesso rapporto che un numero ha con un altro numero:
dico che le grandezze a, b sono incommensurabili,
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Infatti, se fossero commensurabili, @ avrebbe con b il
rapporto che un numero ha con un altro numero [prop. 51;

ma non lo ha, quindi le grandezze a, b sono incommen-
surabili.
Dunque se due grandezze ecc...

9.

I quadrati costruiti su rette commensurabili in lunghezza
hanno fra loro il rapporto che un numero quadrato ha
con un numero quadralo; e i quadrati, che hanno fra
loro il rapporto che un numero quadrato ha con un
numero quadrato, avranno anche i loro lati commen-
surabili in lunghezza. — Ma i quadrati costruiti su.
rette incommensurabili in lunghezza non hanno fra loro
il rapporto che un numero quadrato ha con un numero
quadrato; e i quadrati che non hanno fra loro il rap-
porto che un numero quadrato ha con un numero qua-
drato non hanno i loro lati commensurabili in lunghezza.

Infatti, siano a, b commensurabili in lunghezza; dico
che il quadrato costruito su a ha con il quadrato costruito
su b il rapporto che un numero quadrato ha con un nu-
mero quadrato.
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Infatti, essendo a commensurabile in lunghezza con b,
a ha con b il rapporto che un numero ha con un numero
[prop. 5]. Abbia il rapporto che ¢ ha con d. Quindi,

poiche
a:bh=c:d,

e, a sua volta, il rapporto del quadrato costruito su a al
quadrato su b & duplicato del rapporto di a a b, giacche le

a

figure stanno fra loro nel rapporto duplicato [ossia, come
i quadrati] dei lati omologhi [V, 20, cor.]; e il rapporto
del quadrato di ¢ al quadrato di d ¢ duplicato del rap-
porto di ¢ a d, giacché fra due numeri quadrati v’¢ un
solo medio proporzionale, e il numero quadrato con altro
numero quadrato ha un rapporto duplicato di quello che
ha il lato con il lato [VIIIL, 11]; segue che anche

quadrato (a) : quadrato (b) = c? : d*
Inoltre si abbia che:
~ quadrato (a) : quadrato (b) = c? : d2;
dico che a ¢ commensurabile in lunghezza con b.
‘Infatti, poiché
quadrato (a) : quadrato (b) = ¢?: d?
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e il rapporto del quadrato su a al quadrato su b & dupli-
cato del rapporto di @ a b, e il rapporto del quadrato
di ¢ al quadrato di d & duphcato del rapporto di ¢ a d,
segue che anche

a:b=c:d.

Quindi a con b ha il rapporto che il numero ¢ ha con
il numero d; percio a ¢ commensurabile in lunghezza con b
X, 6].

Inoltre, a sia incommensurabile in lunghezza con b;--
dico che il quadrato su g non ha con il' quadrato su b il
rapporto che un numero quadrato ha con un numero qua-
drato. ,

Infatti, se il quadrato su a al quadrato su § avesse il
rapporto che un numero quadrato ha ad un numero qua-
drato, a sarebbe commensurabile con b. Ma non lo &;
quindi il quadrato su a al quadrato su b non ha il rap-
porto che un numero quadrato ha con un numero quadrato.

Ancora, il quadrato su a al quadrato su b non abbia
il rapporto che un numero quadrato ha con un numero qua-
drato; dico che a & incommensurabile in lunghezza con b.

Infatti, se a fosse commensurabile con b, il quadrato
su a al quadrato su b avrebbe il rapporto che un numero
quadrato ha con un numero quadrato. Ma non lo ha;
quindi a non ¢ commensurabile in lunghezza con b.

Dunque, i quadrati ecc...

COROLLARIO

Per le cose dimostrate & manifesto che rette commen-
surabili in lunghezza sono sempre commensurabili anche
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in potenza, ma quelle commensurabili in potenza non
sempre sono commensurabili anche in lunghezza.

LEMMA.

Nei libri aritmetici & stato dimostrato che i1 numer
piani simili hanno fra loro il rapporto che un numero qua-
drato ha con un numero quadrato [VIII, 26], e che se
due numeri hanno fra loro il rapporto che un numero qua-
drato ha con un numero quadrato, essi sono numeri piani
simili.

Da cid appare che i numeri piani non simili, cioé quelli
che non hanno 1 lati proporzionali [VII, def. 22], non?!
hanno fra loro il rapporto che un numero quadrato ha
con un numero quadrato. Infatti, se lo avessero, sareb-
breo numeri piani simili; cid che & contro I'ipotesi. Dun-
que 1 numeri piani non simili non hanno fra loro il rap-
porto che un numero quadrato ha con un numero quadrato.

Nella dimostrazione si fa uso della proposizione VI, 20, a cui
corrisponde per 1 numeri la proposizione VIII, 11, La VI, 20 dice
sostanzialmente quanto segue:

« Superficie simili (in questo caso quadrati, a* e b%) stanno nel
«rapporto duplicato » dei lati, vale a dire che se L & la media
proporzionale delle due superficie (a* : L = L : %), la prima superficie
sta alla seconda nel rapporto dei lati omologhi (a®: L = a:b).»

EUCLIDE ammette implicitamente nella dimostrazione della X, 9’
che se due rapporti sono eguali, anche i rapporti duplicati sono
eguali. La dimostrazione si completa in questo punto come segue.
Si tratta di dimostrare che se @ e b sono due segmenti, e m, n
due numeri interi, per modo che si abbia

a: b::m: n,
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allora si ha anche
a*: bB*=m?: n*,
e Inversamente.

Sia adesso L la media proporzionale di a* e 5%,

a: L=L: b
Da VI, 20 segue
a®: L=a:b
soSia

* L:b=a:b.
Si determini p in modo che si abbia
m*: P=P:/n2:

allora si ha secondo VIII, 11 '

m?: p=m: n,

oppure

p:nf=m:n.
Ne segue

a: L=m*:p
e inoltre

L:b=p:n?,
da cui

a’: BP=m*: n?,
c d. d.

In" uno scolio si afferma che secondo PLATONE questa proposi-
zione sarebbe stata dimostrata da TEETETO, seppure non ancora
in tutta la sua generalita.

Cosi, a poco a poco, attraverso la scoperta pitagorica degli
irrazionali e le dimostrazioni di TEoDORO di Cirene per i casi
speciali (V3,... V7), si & arrivati ad un criterio generale delle
irrazionalith quadratiche, stabilito certamente da EUDOsso, ed enun-
ciato qui da EUCLIDE, criterio che dice:

« Due grandezze, 1 cui quadrati non stanno tra loro come numeri
quadrati, sono incommensurabili.» In linguaggio moderno «la radice
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quadrata d’una frazione irreducibile 1 cul termini non sono qua-
drati perfetti & irrazionale ».

CaMpPANO dimostra |'irrazionalith del rapporto della diagonale e
del lato di un quadrato, osservando appunto che 1 loro quadrati
stanno nel rapporto I: 2, ciot nel rapporto di due numeri non
quadrati. Infatti in uno scolio a VIII, 8 si dimostra che & impossi-
bile trovare la media proporzionale tra un numero e il suo doppio,
vale a dire due grandezze il cui rapporto & = I: 2, non stanno tra
loro come due numeri quadrati.

CLAvIO dimostra e illustra anzi con esempi il fatto che le gran-
dezze di cui nella X, 9 possono avere tra di loro il rapporto di
numeri quadrati ecc., senza essere commensurabili con il segmento
razionale dato (con I'unita).

STIEFEL nella sua « Arithmetica integra» (1544) dice che 1 numeri
irrazionali presentano delle proprietd che poco si accordano con
quelle dei numeri razionali (essi, p. es., non posseggono una unita
comune), e che si ravvicinano piuttosto alle proprieta delle super-
ficie : cosi EUCLIDE parla di superficie e di segmenti invece che di
numeri irrazionali.

10.

Trovare due rette incommensurabili con una retta data,
una in lunghezza soltanto, l'altra anche in potenza.
Sia a la retta data; si debbono trovare due rette incom-

mensurabili con a, una in lunghezza soltanto, I’altra anche

In potenza. _ )

Si prendano due numeri b, ¢ non aventi fra loro il
rapporto che un numero quadrato ha con un numero qua-
drato, ciod numeri piani non simili [Lemma prec.], e si
faccia in modo che

b : ¢ = quadrato (a) : quadrato (d)
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— abbiamo infatti imparato a far cid [prop. 6, cor.]; —
quindi & commensurabile il quadrato su a con il quadrato
su b [prop. 6]. E poiche b a ¢ non ha il rapporto che un
numero quadrato ha con un numero quadrato, neppure, per
conseguenza, il quadrato su a con il quadrato su d ha

il rapporto che un numero quadrato ha con un numero
quadrato; quindi a & incommensurabile in lunghezza con d.
Si prenda e, media proporzionale fra a e d; allora:

a : d = quadrato (a) : quadrato (e).
[V, def. 9]

Ma a & incommensurabile in lunghezza con d; quindi
anche il quadrato su a & incommensurabile con il quadrato
su e; percid a & incommensurabile in potenza con e.

Dunque, sono state trovate due rette incommensurabili
con la retta data e; e, precisamente, d soltanto in lun-
ghezza, ¢ invece in potenza e anche in lunghezza.

CLAVIO pospone questa proposizione alla [1, perché nella sua
dimostrazione se ne fa uso.
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L’ordine di successione accolto «in codicibus vulgatis» egli
attribuisce ad un errore originario di scrittura.

CAMPANO fa seguire alla proposizione I’ esempio seguente:

Dato il segmento a, allora la diagonale d di a* e la media

proporzionale Vd.a sono grandezze della natura richiesta. Infatti
d ed a sono incommensurabili nella 1* potenza, a e Vd.a lo sono
anche nella 2* potenza.

11.

Se quattro grandezze sono proporzionali, ¢ la prima ¢é
commensurabile con la seconda, anche la terza sara
commensurabile con la quarta; e se la prima & incom-
mensurabile con la seconda, anche la terza sara in-
commensurabile con la quarta.

Siano a, b, c, d quattro grandezze proporzionali, tali che
a:b=c:d,

e sia a commensurabile con b; dico che sara anche ¢ com-
mensurabile con d.

Infatti, poiché e é commensurabile con b, segue che a
ha con b il rapporto che un numero ha con un numero
[prop. 5]. Ma siccome

anche ¢ ha con d il rapporto che un numero ha con un
numero; quindi ¢ ¢ commensurabile con d [prop. 6].
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Sia invece a incommensurabile con b; dico che sard
anche ¢ mcommensurabile con d. Infatti, poiché a & incom-

- ——————————y

¢ d
mensurabile con b, segue che a non ha con b il rapporto
che un numero ha con un numero [prop. 7].

Ma
a:b=c:d;

quindi neppure ¢ ha con d il rapporto che un numero ha con
wn numero; percid ¢ € incommensurabile con d [prop. 8].
Dunque, se quattro grandezze, ecc...

Se _
a: b=c: d,
allora da
a:b=m: n,
dove m e n sono numerl interi, segue

c:d=m: n.
E se .
‘a: bFm: n,

c:d=Em: n

Questa proposizione risale probabilmente a TEETETO.

CLAVIO mostra in un lemma a X, 11, come si possono trovare
quanti si vogliano numeri che non stiano tra loro come numeri qua-
drati, p. es., tutti 1 numeri primi.

allora

12.

Le grandezze che sorio commensurabili con una stessa
grandezza sono commensurabili anche fra loro.
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Sia, infatti, ciascuna delle grandezze a, b commensu-
rabile con c¢; dico che & anche a commensurabile con b.

Infatti, poicheé a & commensurabile con c, segue che a
ha con c il rapporto che un numero ha con un numero
[prop. 5].

Abbia il rapporto che b ha con e. Inoltre, poiche ¢ &

a c b
d
’——e-‘—_| !-——b—-——‘
f b
g 7

commensurabile con b, segue che ¢ ha con b il rapporto che
un numero ha con un numero [prop. 5]. Abbia il rapporto
che f ha con g. E dati quanti si vogliano rapporti, per es. il
rapporto di d ad e, e di f a g, si prendano i numeri b, &, |
che siano ordinatamente nei dati rapporti [VIII. 4], di-
modoché sia

d:e=h:k; f:g=Fk:L

Allora, poicht a:c=d: e, e anche d : e=h : k,
segue che

a:c=h:k [V. 11].

Inoltre, poiché c: b=F:g e anche f: g=Fk: [, se-
gue che
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c:b—Fk:l [V. 11].
Ma anche a: c = h : k; quindi ex aequo:

a:b—h:l [V. 22].

Quindi a ha con b il rapporto che il numero h ha con il nu-
mero b; percid a ¢ commensurabile con b [prop. 6].
Dunque, le grandezze commensurabili con una stessa
grandezza, sono commensurabili anche fra loro; c. d. d.
Si abbia
a:c=m:n
c:b=p:q

dove m, n, p, g sono numeri razionali.
Si trovi un numero razionale x; tale che si abbia

Allora si avra anche

13,

Se due grandezze sono commensurabili, e una di esse &
incommensurabile con un’altra grandezza, anche la se-
conda ¢& incommensurabile con questa.

Siano a, b due grandezze commensurabili, e una di
esse, a, sia incommensurabile con un’altra grandezza c;
dico che anche la seconda b ¢ incommensurabile con c.
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Se, infatti, fosse b commensurabile con c, mentre & an-
che a commensurabile con b, sarebbe anche a commensu-
rabile con ¢ [prop. 12]. Ma & anche incommensurabile;

a

c

il che & impossibile. Quindi @ non & commensurabile con c;
percio & incommensurabile.
Dunque, se due grandezze sono commensurabili, ecc....

LEMMA

Date due rette disuguali, trovare di quanto il quadrato
della maggiore supera il quadrato della minore.

Siano AB, c le due rette date disuguali, e AB la mag-
giore di esse; si deve trovare di quanto il quadrato di 4B
supera il quadrato di c.

Si descriva su .AB il semicerchio ABD, e in esso si
determini AD uguale a ¢ [IV, 1], e si conduca DB.
E manifesto che I'angolo ADB é retto [III, 3], e che
il quadrato di 4B supera il quadrato di AD, cioe di c,
del quadrato di DB [I, 47].

Similmente poi, date due rette, si trova la retta il cui
quadrato & uguale alla somma dei quadrati delle rette
date nel modo seguente.

Siano AD, DB le due rette date, e si debba trovare lav
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retta il cul quadrato sia uguale alla somma dei loro qua-
drati. Si pongano per cio in modo che comprendano I’an-
golo retto formato da AD, DB, e si conduca AB; anche

D

[

ora & manifesto che AB ¢ la retta, il cui quadrato & uguale

alla somma dei quadrati di AD, DB [I, 47]; c. d. d.

14.

Se quatiro relte sono proporzionali, e il quadrato della
prima supera il quadrato della seconda del quadrato
di una retta ad essa (prima) commensurabile, anche
il quadrato della terza superera quello della quarta del
quadrato di una retta ad essa (terza) commensurabile.
E se il quadrato della prima supera il quadrato della
seconda del quadrato di una retta a essa incommensu-
rabile, anche il quadrato della terza superera quello
della quarta del quadrato di una retta ad essa incom-
mensurabile.

Siano a, b, c, d qualtro rette proporzionali, tali che

a:b=c:d,
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e il quadrato di a superi quello di b del quadrato di e, e il
quadrato di ¢ superi quello di d del quadrato di f; dico
che, se a & commensurabile con e, ¢ anche ¢ commensu-

[US R

f

rabile con f, e se a & incommensurabile con e, anche ¢ &
incommensurabile con f.
Infatti, poiché a : b=rc : d, segue che anche

quadrato (a) : quadrato (b) =
= quadrato (c) : quadrato (d) [VIL11].
Ma

quadrato (a) = quadrato (e) 4 quadrato (b),
quadrato (c) = quadrato (d) + quadrato (f).

Quindi
quadrato (e) + quadrato (b) : quadrato (b) =
= quadrato (d) 4+ quadrato (f) : quadrato (d),

Quindi, scomponendo [V, 17]:
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quadrato (e) : quadrato (b) =
_ = quadrato (f) : quadrato (d);
quindi anche [VI, 22]:

e:b=7f:d
e invertendo [V, 7 Cor.]:

b:e=d:f{.
Ma anche

a:b=c:d

quindi ex aequo [V, 22]:
ate=c:f
Dunque, se a & commensurabile con e, & anche ¢ commen-
surabile con f; se a & incommensurabile con e, & anche ¢
incommensurabile con f.
Dunque, se ecc....

Se

allora si ha
at: b*=c*: d*
e inoltre

@@=+ b BP=( —d°) +d*: d
Da qui, scomponendo, si ricava

(@@ —bY): P=(*—d%: &,
e
Ve — B : b=V—d*: d
e finalmente

a: Vat— b =c: V& —d~

Questa proposizione, -insieme con le altre 15 e 16 prepara un

criterio per riconoscere la razionalita delle radici di un’equazione
di 2° grado:
2
x* —ax+ —-=0.

3
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15.

Se due grandezze commensurabili si sommano, anche la
somma sara commensurabile con ciascuna di esse; e se
la somma & commensurabile con una di esse, anche le
grandezze primitive saranno commensurabili.

Infatti, si faccia la somma delle grandezze commensu-
rabili 4B, BC; dico che anche la somma AC & commen-
surabile con ciascuna delle grandezze A8, BC.

Infatti, poiché 4B, BC sono commensurakili, una certa
grandezza le misurerd. Sia d quella che le misura. Poiche

A B Cc

d

dunque d misura AB, BC, misurera anche la somma AC.
Ma misura anche AB, BC; quindi d misura AB, BC,
AC; percido AC & commensurabile con ciascuna delle gran-
dezze AB, BC [Def. 1].

Sia ora AC commensurabile con 4AB; dico che anche
AB, BC sono commensurabili.

Infatti, poiche AC, AB sono commensurabili, una certa
grandezza le misurera. Sia d quella che le misura. Poiche,
dunque, d misura CA4, AB, misurera anche la restante
BC. Ma misura anche 4AB; quindi d misurera 4B, BC;
quindi 4B, BC sono commensurabili [Def. 1].

Dunque, se due grandezze ecc....
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Da .
a —=mc

b=nc
segue

a+b=(m-+n) c

a—b=(m—n) c

16.

Se due grandezze incommensurabili si sommano, anche la
somma sara incommensurabile con ciascuna di esse; e
se la somma ¢& incommensurabile con una di esse, anche
le grandezze primitive saranno incommensurabili.

Date le grandezze incommensurabili 4B, BC, si faccia
la loro somma; dico che anche la somma AC & incom-
mensurabile con ciascuna delle grandezze AB, BC.

Infatti, se CA, AB non fossero incommensurabili, le
misurerebbe una certa grandezza. Sia d, se & possibile,

d

quella che le misura. Poiche, dunque, d misura CA4, AB,
misurera anche la restante BC. Ma misura anche AB;
percid d misura 4B, BC. Quindi AB, BC sono commen-
surabili; ma, per ipotesi, sono anche incommensurabili; e
questo & impossibile. Quindi, nessuna grandezza misurera

CA, AB; dunque CA4, AB sono incommensurabili. Allo
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stesso modo potremo dimostrare che anche 4AC, CB sono
incommensurabili. Quindi 4C & incommensurabile con cia-
scuna delle grandezze AB, BC.

Sia ora AC incommensurabile con una delle grandezze
AB, BC. In primo luogo, sia incommensurabile con AB;
dico che anche AB, BC sono incommensurabili. Infatti,
se fossero commensurabili, le misurerebbe una certa gran-
dezza. Sia d quella che le misurerebbe. Poiche, dunque,
d misura AB, BC, misurera anche la somma 4C. Ma mi-
sura anche AB; quindi d misura CA4, AB. Dunque CA4,
AB sono commensurabili; ma, per ipotesi, sono anche
incommensurabili; e questo ¢ impossibile. Quindi, nessuna
grandezza misurera 4B, BC; percio AB, BC sono incom-
mensurabili. <

Dunque, se due grandezze ecc....

La dimostrazione si fa per assurdo, in base al teorema pre-
cedente.

LEMMA

Se ad una retia si applica un parallelogrammo che sia in
difetto di una figura quadrata, il parallelogrammo ap-
plicato & uguale al rettangolo contenuto dai due segmen-

~ti della retta risultanti dall’applicazione.

Infatti, alla retta AB si applichi il, parallelogrammo
AD, che sia in difetto del quadrato DB; dico che AD
¢ uguale al rettangolo contenuto da AC, CB.

Cid & chiaro per s¢ stesso; infatti, poiche DB & qua-
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\

drato, ¢ DC=CB, ed & rettangolo (A4D)= rettan~
golo (AC, CD) = rettangolo (AC, CB).

Dunque, se ad una retta ecc....

B

(@]

A
Se a e x indicano segmenti, e si ha x < a, allora
ax — x*=(a — x) x.

In un secondo lemma, non accolto nell’ edizione di Heiberg, si
trova la risoluzione geometrica dell’ equazione

b .
x(a—x)—"—‘- (a>b)
Sopra il segmento a, come diametro, si costruisce un semicer-
chio, e sulla perpendicolare nel punto di mezzo di a si porta il

segmento b. Per I' estremo di b si tira la parallela ad a, e dal

2 2
punto in cui questa incontra il cerchio si abbassa la perpendicolare
su a, la quale incontrera a nel punto cercato.

In CLAVIO si trova lo scolio seguente: Se si vuole dividere un
segmento in due parti tali che I'area del rettangolo sopra esse
costruito sia eguale all’area di un poligono dato, allora quest’ ultima
non deve superare |'area del quadrato costruito sopra la meta del
segmento dato. In simboli algebrici, se si ha
B
x(a—x)= i
dove a & dato, deve aversi

b a®
4 = G
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altrimenti 1'equazione non & risolubile geometricamente (cioe x
non & reale). Questo scolio fornisce dunque il criterio della realita
delle radici. '

CLAVIO osserva ancora che il secondo lemma & un caso speciale

. del problema risolto in VI, 28.

17.

Date due rette disuguali, se alla maggiore si applica un
parallelogrammo che sia in difetto di una figura qua-
drata e uguale alla quarta parte del quadrato della
minore e che divida la retta stessa in parti commensu-
rabili in lunghezza, il quadrato della maggiore supera
quello della minore del quadrato di una retta con essa
(maggiore) commensurabile. — E, nel caso che il qua-
drato della maggiore superi quello della minore del
quadrato di una retta con essa commensurabile, se si
applica alla maggiore un parallelogrammo che sia in
difetto di una figura quadrata e uguale alla quarta parte
del quadrato della minore, questo la divide in parti
commensurabili in lunghezza. ) ‘

et
a.

~<.
.
N
\
\
1
—ad

F E D C

‘

Wr=====n

Siano a, BC due rette disuguali, di cul sia BC la mag-
giore, e si applichi a BC un parallelogrammo che sia in
difetto di una figura quadrata e uguale alla quarta parte
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del quadrato della minore, a, ciot al quadrato della meta
di a, e sia questo parallelogrammo il rettangolo (BD, DC),
e sia BD commensurabile in lunghezza con DC; dico che
il quadrato di BC supera quello di a del quadrato di una
retta con essa commensurabile.

Infatti, si divida BC in due parti uguali nel punto E
s1 faccia DE uguale a EF. Quindi anche la restante DC
¢ uguale a BF. E poiche la retta BC ¢ stata divisa in parti
uguali nel punto E e in parti disuguali nel punto D, ne
segue che: rettangolo (BD, BC) -+ quadrato (ED)=
= quadrato (EC) [II, 5], e lo stesso vale per 1 loro qua-
drupli; quindi 1l quadruplo del rettangolo (BD, DC) 4
~+ il quadruplo del quadrato (ED)—- al quadruplo del
quadrato (EC)

Ma

quadrato (a) = quadruplo del rettangolo (BD, DC)

[

quadrato (DF) = quadruplo del quadrato (DE),
perché DF & doppio di DE; e
quadrato (BC) = quadruplo del quadrato (EC),
poiche BC ¢ doppio di CE. Quindi
quadrato (a) + quadrato (DF)= quadrato (BC);

cosicche il quadrato di BC supera il quadrato di a del
quadrato di DF. Bisogna dimostrare che BC & anche
commensurabile con DF. Infatti poich¢ BD & commen-
surabile in lunghezza con DC, & anche BC commensura-

bile in lunghezza con CD [prop. 15]. Ma CD & com-
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mensurabile in lunghezza con CD 4 BF; perche CD ¢
uguale .a BF. Quindi -anche BC & commensurabile in lun-
ghezza con BF 4+ CD [prop. 12]; perci6 BC & com-
mensurabile in lunghezza anche con la restante F'D [pro-
pos. 15]; quindi il quadrato di BC supera il quadrato
di a del quadrato di una retta commensurabile con essa.

Ora, il quadrato di BC superi il quadrato di a del qua-
drato di una retta commensurabile con essa, e si applichi
a BC un parallelogrammo che sia in difetto di una figura
quadrata e uguale alla quarta parte del quadrato di a e
sia esso il rettangolo (BD, DC); si deve dimostrare che
BD & commensurabile in lunghezza con DC.

Infatti, con la stessa costruzione precedente, potremo
dimostrare allo stesso modo che il quadrato di BC supera
il quadrato di a del quadrato di FD. Ma il quadrato di
BC supera il quadrato di a del quadrato di una retta
con essa commensurabile. Quindi BC & commensurabile
in lunghezza con FD; cosicche BC & commensurabile
in lunghezza anche con tutta la restante BF + DC
[prop. 15]. Ma la somma BF + DC & commensurabile
con DC [prop. 6]. Cosicche BC ¢ commensurabile in lun-
ghezza anche con CD [prop. 12]; e quindi, sottraendo,
BD & commensurabile in lunghezza con DC [prop. 15].

Dunque, date due rette disuguali ecc...

Nella prima parte della proposizione viene mostrato che la con-
dizione necessaria affincheé la radice dell’ equazione

ax—-x2=l—,—, (a>b)
4 ,

sia razionale, & che sia razionale il quoziente a: Va* — b*.
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Nella seconda parte si dimostra che questa condizione & anche
sufficiente. La dimostrazione & fatta nel modo seguente:

Se a e b sono due segmenti (a>>b), e se a & diviso in due
parti x, a — x tali che si abbia

Q) x(a—x)z%z.

allora dall’ipotesi che x sia commensurabile con (@ — x) si deduce
che & commensurabile con Va* — b*, e inversamente, se a & com-

mensurabile con Va* — b?, allora x & commensurabile con (a — x).
Infatti, se si divide a in due parti eguali, e se dal punto di

. . .. a
mezzo si porta in ambo le parti il segmento = —x, allora da I, 5

2
si deduce

x(a—x) +,(‘—21.—Jc)’=g—2

e percid 4x (a — x) + 4 (; — x>2 =a?. Tenendo conto della (1)

sl ricava
b* + (a — 2x)* = o,
a® — b* = (a — 2x)?,

Va* — b* =a — 2x.

Se dunque x e (a — x) sono commensurabili, allora secondo
X, 15 si ha che a & commensurabile anche con x, quindi con"
a— 2x, ciod con Va®—b®.

Viceversa, se a & commensurabile con Va® — b%, cioé con
a — 2x, allora @ & commensurabile con 2x, con x, e quindi an-
che con a—x.

La discussione fatta sulle radici dell’ equazione mostra con evi-
denza che qui si tratta di un’equazione numerica di 2° grado.
Infatti la risoluzione dell’equazione generale di 2° grado ¢ stata gia
svolta sotto forma geometrica nel libro VI°, dove perd i coefficienti
dell’ equazione erano soggetti alla sola condizione naturale che le
radici dell’equazione risultino reali e non negative (le radici nega-
tive sono state introdotte solo nel secolo 17°).
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Ma la questione della razionalitac o meno delle radici che &
senza importanza nella costruzione geometrica di queste, & perd
essenziale, quando si tratta di una equazione numerica. Percid questa
questione viene posta solo nel X° libro, che ¢ dedicato alla teoria
del numeri irrazionali.

Si pud ritenere che 1’equazione di 2° grado

a(a — x)=1x°,

che ha una parte importantissima nel X° libro, e corrisponde al
problema geometrico della sezione aurea, abbia spinto gia 1 Pita-
gorici ad occuparsi delle radici irrazionali delle equazioni di 2° grado.
Secondo ZEUTHEN, anzi, si puo ritenere con sicurezza, che i
Pitagorici, occupandosi delle equazioni di 2° grado e applicando
il teorema di Pitagora, siano stati condotti alla scoperta che tali
equazioni portano ad Irrazionali.

Molti autori antichi attribuiscono ai Pitagorici la scoperta del
metodo di applicazione delle aree, che significa la risoluzione geo-
metrica delle equazioni quadratiche. Ma per questo problema era
necessario ai Pitagorici di definire ’eguaglianza di aree e, passando
al calcolo numerico, la grandezza di un’area. Ora, essi sapevano,
come gia gl egiziani, che, assumendo come unita di area il qua-

" drato costruito sull’unita di lunghezza, 1’area di un rettangolo &
eguale al prodotto dei due lati. Ma nel caso in cui i lati siano
incommensurabili coll’unity di lunghezza, non solo la dimostrazione
del detto teorema, che procede per divisione del rettangolo in
quadrati, cade in difetto, ma 1l teorema stesso perde il suo significato.
La difficolty fu superata trattando geometricamente il concetto gene-
rale di grandezza e creando cid che ZEUTHEN chiama un’ « algebra
geometrica », cioé un calcolo simbolico di cuwi EucLIDE fa conti-
nuamente uso, ma che evidentemente ha origine assal pii antica.

Questa astrazione nel considerare 1 problemi ravvicina notevol-
mente la trattazione di Euclide al metodo algebrico. L uso delle
lettere a, b, c... per indicare i segmenti e le aree, poi il fatto
che il testo di EucLIDE, che pur ricorre all’immagine geometrica,
riesce completamente comprensibile anche senza la figura e percio
facilmente traducibile in linguaggio algebrico moderno, finalmente
il prescindere dai valori numerici particolari per mezzo della sim-
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bolica geometrica, conferiscono effettivamente alla traitazione di Eu-
clide il valore di una trattazione algebrica intrinseca.

Neppure i matematici postericri, almeno DIOFANTO e gli arabi,
sono riusciti a superare questo grado dell’ astrazione matematica:
una pilt alta generalita si raggiunge appena nel Rinascimento.

Solo la mancanza di un istrumento algebrico costringe talvolta
EUCLIDE, come pure 1 suoi commentatori, a ricorrere agli esempi
numerici, dove si lascia al lettore il compito della generalizzazione.
Cosi p. es., EucLIDE si limita nelle figure a considerare il doppio,
o il triplo di un segmento, laddove il lettore facilmente si convince
che la sostituzione di un’altro fattore nulla toglie alla validita della
dimosirazione. Lo stesso fa DIOFANTO, e perfino FERMAT 1l quale,

P
nelle quadrature che noi adesso indichiamo col simbolo jxqc{x

attribuisce a p e g 1 valori !,2 o 2,3, adoperando perd questi
numeri in modo da non lasciar nessun dubbio circa la validita gene-
tale del risultato.

18.

Date due rette disuguali, se si applica alla maggiore un
parallelogrammo che sia in difetto di una figura qua-
drata e uguale alla quarta parte del quadrato della
minore e che divida la retta stessa in parti incommen-
surabili, il quadrato della maggiore supera quello della
minore del quadrato di una retta con essa (maggiore)
incommensurabile. — E, nel caso che il quadrato della
maggiore superi quello della minore del quadrato di
una relta con essa incommensurabile, se si applica alla
maggiore un parallelogrammo che sia in difetio di una
figura quadrata e uguale alla quarta parte del quadrato
della minore, questo la divide in pdrti incommensurabili.
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Siano a, BC due rette disuguali, di cui sia BC la mag-
giore, e si applichi a BC un parallelogrammo che sia in
difetto di una figura quadrata e uguale alla quarta parte
della minore, a, e sia esso il rettangolo (BD, DC) [cfr. il
Lemma alla precedente prop. 17] e sia BD incommensura-
bile in lunghezza con DC; dico che il quadrato di BC
supera quello di a del quadrato di una retta con essa
incommensurabile.

Infatti, con la stessa costruzione precedente, potremo
dimostrare allo stesso modo che il quadrato di BC supera

il quadrato di a del quadrato di FD. Bisogna dimostrare
che BC & incommensurabile in lunghezza con DF. Infatt,
¢ anche BC incommensurabile in lunghezza con CD
‘[prop. 16]. Ma DC & commensurabile con la somma
BF + DC [prop. 6] ; quindi anche BC & incommensura-
bile con la somma BF 4+ DC [prop. 13]. Cosicche anche
la restante F'D ¢ incommensurabile in lunghezza con BC
[prop. 13]. Allora anche la restante FD & incommen-
surabile in lunghezza con BC [prop. 16]. Ma il quadrato
di BC supera il quadrato di a del quadrato di FD; quindi
il quadrato di BC supera il quadrato di a del quadrato di
una retta con essa incommensurabile.

Ora, il quadrato di BC superi il quadrato di a del qua-
drato di una retta con essa incommensurabile, e si appli-
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chi a BC un parallelogrammo che sia in difetto di una
figura quadrata e uguale alla quarta parte del quadrato
di a, e sia esso il rettangolo (BD, DC). Si deve dimo-
strare che BD & incommensurabile in lunghezza con DC.
Infatti, con la stessa costruzione precedente, allo stesso
modo potremo dimostrare che il quadrato di BC supera
il quadrato di a del quadrato di FD. Ma il quadrato di
BC supera il quadrato di a del quadrato di una retta con
essa incommensurabile. Quindi BC & incommensurabile
in lunghezza con FD; cosicche BC ¢ incommensurabile
in lunghezza anche con tutta la restante BF +.DC
[prop. 16]. Ma la somma BF + DC & commensurabile in
lunghezza con DC [prop. 6]; quindi BC ¢ incommensu-
rabile anche con DC [prop. 13]; percio, sottraendo, anche
BD & incommensurabile in lunghezza con DC [prop. 16].
Dunque, date due rette ecc....

La dimostrazione & analoga a quella delia proposizione 17, e
stabilisce la condizione necessaria e sufficiente affinche le radici
della detta equazione di 2° grado siano irrazionali. E precisamente
FucLibE dimostra che, se

x +y=a,

b2
XY= 4

allora, quando x & incommensurabile con y, anche a & incommen-
surabile con Va®— b®, e viceversa.

Fino a questo punto EUCLIDE ha parlato di grandezze commen-
surabili e incommensurabili. Adesso incomincera a trattare dei
razionali ed irrazionali, secondo il senso euclideo, indicato nella
def. 3, e specificato nel lemma seguente.
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LEMMA

Essendo stato gia dimostrato che le rette commensu-
rabili in lunghezza sono sempre commensurabili anche in
potenza, e che le rette commensurabili in potenza non
sono sempre commensurabili anche in lunghezza, ma pos-
sono in lunghezza essere commensurabili o incommensu-
rabili, & chiaro che, se una retta ¢ commensurabile con
una data retta razionale, essa puo chiamarsi razionale e
commensurabile con questa non solo in lunghezza, ma
anche in potenza, poiché le rette commensurabili in lun-
ghezza sono tali sempre anche in potenza. Se poi una
retta ¢ commensurabile in potenza con una data retta -
razionale, se lo & anche in lunghezza, si dice anche in questo
caso che ¢ razionale e commensurabile con quella in lun-
ghezza e in potenza; se invece una retta commensurabile
in potenza con una data retta razionale, & con questa in-
commensurabile in lunghezza, si dice anche in questo caso

razionale ma commensurabile soltanto in potenza.

19

Il rettangolo contenuto da retie razionali fra loro com-
mensurabili in lunghezza [secondo uno dei modi pre-
detti] ¢ razionale.

Infatti, sia il rettangolo AC contenuto dalle rette razio-
nali commensurabili in lunghezza AB, BC; dico che AC
¢ razionale.
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Si descriva, infatti, su AB il quadrato AD; allora
AD ¢ razionale. E poicht 4B & commensurabile in lun-

D

iC

A B

ghezza con BC, ed AB & uguale a BD, ¢ anche BD com-

mensurabile in lunghezza con BC. E moltre
DA : AC=BD : BC [VL 1].
Quindi DA é'commensurabile con AC [prop. 11].

Ma DA ¢ razionale; quindi & razionale anche AC

[Def. 4].

Dungue, il rettangolo contenuto da rette razionali ecc...

Se a e b sono razionali (nel senso piit generale d’Euclide) e
se si ha .
a: b=m: n,

allora 1l prodotto a. b & razionale.
Infatti da @: b=m: n, segue per VI, |

a:ab=a:b,
ossia
a*.ab=m:n,

Siccome, a essendo razionale, si ha [X, def. 4] che anche a®
& razionale, si deduce che a. b & razionale.
COMMANDINO a questo punto svolge la dimostrazione del teorema:

Va. Vb=Vab,
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basandosi sulla relazione geometrica tra il rettangolo Va. Vb ed
1 quadrati costruiti sopra i suoi lati.
Dalla figura risulta

c=Va. Vb

e " aic=c: b
Quindi effettivamente

c:'\/a_b‘_-‘—‘\/;. Vb:

b

20.

Se un’area razionale ¢ applicata a una retta razionale, essa
ha per larghezza una retta razionale e commensurabile
con quella a cui & applicata.

Infatti, I'area razionale AC sia applicata alla retta
AB razionale in uno dei modi gia detti, ed abbia per lar-
ghezza BC; dico che BC ¢ razionale e commensurabile
in lunghezza con BA. _

Si descriva, infatti, su 4B il quadrato AD; quindi

AD ¢ razionale [Def. 4]. Ma anche AC & razionale;
quindi DA ¢ commensurabile con 4C. Ed inoltre:

[VL 1]
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Allora DB & commensurabile con BC [prop. 11]; ma
DB ¢ uguale a BA; quindi anche BC & razionale e com-
mensurabile in lunghezza con. AB [Def. 3].

Dunque, se un’area razionale ecc....

Se il prodotto ab & razionale, cioé se si ha
ab: a*=m:. n (X, Def, 4),
dove a & razionale, allora si ha anche
b:a=m:.n,

ossia anche 1l secondo fattore b & razionale.

In uno scolio CLAVIO mostra come st possano costruire quanti
si vogliano segmenti b, ¢, d,... ecc., che siano commensurabili con
quello dato a solo nella 2* potenza.

Per questo scopo, si ponga

a@rbididi.=3:5:7:11..

dove nel 2° membro si considerano soltanto numeri primi. Che il
rapporto di due numeri primi non pud essere eguale al rapporto
di due quadrati, CLAVIO dimosira nel modo seguente: Se due
numeri primi fossero nel rapporto di due quadrati, allora esst si
comporterebbero come numeri piani simili (VIII, 26), e percid uno
di essi dovrebbe dividere il secondo, cid che & impossibile.

Con questo CLAVIO dimostra che V2, V3, V5, \V7,... sono

irrazionality di classi differenti.

21.

Il rettangolo contenuto da rette razionali commensurabili
soltanto in potenza & irrazionale, e il lato del quadrato
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ad esso equivalente ¢ irrazionale. Si chiami questo linea
mediale.

Sia il rettangolo AC contenuto dalle rette razionali 4B,
BC commensurabili soltanto in potenza; dico che AC &
irrazionale, e che il lato del quadrato ad esso equivalente
¢ irrazionale; si chiami questo linea mediale.

Si descriva infatti su 4B il quadrato AD; quindi AD
¢ razionale [Def. 4]. E poich¢ 4B ¢ incommensurabile
in lunghezza con BC, poiche per ipotesi AB e BC sono
ccmmensurabili soltanto in potenza, ed ¢ 4B uguale a BD,
segue che DB & incommensurabile in lunghezza con BC.
Inoltre

DB : BC=A4D : AC,; [VI, 1]

quindi DA ¢ incommensurabile con AC [prop. 11]. Ma
DA & razionale; quindi AC & irrazionale [Def. 4]; e
percid anche il lato del quadrato equivalente ad AC &
irrazionale; questo si chiami linea mediale; c. d. 4.

LEMMA

Date due rette, la prima sta alla seconda, come il qua-
drato della prima sta al rettangolo delle due rette.

Siano FE, EG due rette. Dico che
FE : EG = quadrato (FE) : rettangolo (FE, EQG).

Si descriva infatti su F'E il quadrato DF, e si completl
GD. Allora, poiche:

FE:EC=FD: DG VI, 1]
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ed FD=quadrato (FE), DG==rettangolo (DE, EG)=
== rettangolo (FE, EG), segue che

FE : EG = quadrato (FE) : retténgol.o (FE, EC)..

Similmente anche, come il rettangolo (FE, EG) sta al
quadrato (EF ) ciot come GD sta a FD, cosi GE sta ad
EF; , c.d. d

Se il rapporto Vo : \/[; & irrazic;nale, cio¢
o \/{54: min,
qualunque siano 1 numeri razionali m e n, allora, essendo
2r Ve V= Va:\B,
o V. VB3=m. n;

cloé, se % & razionale, \/1 . VB & irrazionale, e percid & irrazionale

— 4
anche \/\/;.Vf;:: VY. La quantita \4/; si chiama mediale.
La mediale & dunque la media geomelrica tra due grandezze
commensurabili solo nella 2* potenza, ed & semnpre irrazionale.
CaMPANO rileva che il quadrato di una mediale & irrazionale
e che tale quadrato pud dirsi prodotfo mediale, perche eguale alla
media geometrica dei due quadrati i cui lati sono commensurabili

si ha anche

solo nella seconda potenza.

MicHeLE STiEFEL nella sua Arithmetica integra dice: Estraendo
la radice quadrata da un numero non quadrato, sl ottiene un qua-
drato mediale. E analogameate estraendo la radice cubica da un
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numero razionale, che non sia un cubo esatto, si ottiene il cubo
mediale, ecc.

CLAVIO osserva che I'inverso del teorema precedente non vale,
ciod un prodotto mediale non & necessariamente il prodotto di due
grandezze razionali commensurabili nella 2* potenza, ma puo essere
eguale anche al prodotto di due grandezze irrazionali, p. es. al
prodotto di due mediali.

CoMMANDINO da I'esempio: 2 e \'§. Il loro prodotto mediale

4

& V32, la sua radice quadrata V32 & la mediale ed & irrazionale.

Per la concezione e la simbolica moderna «il prodotto mediale »
%V «grandezza razionale commensurabile coll’ unita nella seconda
potenza », ¢ vV B, sono la medesima cosa, e cioé sono radici qua-
drate sopra numeri non quadrati. EUCLIDE invece nella sua simbo-
lica geometrica ha bisogno di questa distinzione, perche della prima
espressione, che & un’ area, egli sa estrarre la radice quadrata mentre
della seconda, che & una lunghezza, non lo sa fare.

Osserviamo ancora, in relazione alla prop. 17, che se le due

radici dell’ equazione sono incommensurabili, cioé razionali e com-
:

mensurabili nella seconda potenza, allora il coefficiente T sl pre-

senta come un prodotto mediale.
Infine notiamo che del lemma

a.b=a’:ab

si & fatto gia uso nelle proposizioni 19, 20, 21.

22.

Il quadrato di una retta mediale applicato a urta retta
razionale ha come larghezza una retta razionale, incom-
mensurabile in lunghezza con quella a cui é applicato.

Sia a mediale, CB razionale, e si applichi a BC il ret-
tangolo BD, uguale al quadrato di a, avente per larghezza
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CD; dico che CD ¢ razionale e incommensurabile in lun-
ghezza con CB.

- Infatti, poiché a & mediale, il suo quadrato & equiva-
lente al rettangolo contenuto da rette razionali, commen-
surabili soltanto in potenza [prop. 21]; sia il suo quadrato
equivalente a GF. Ma il suo quadrato & equivalente anche
a BD; quindi BD ¢ equivalente a GF. Ma essi sono equi-
angoli; e in parallelogrammi equivalenti ed equiangoli i
lati che comprendono angoli uguali sono inversamente pro-
porzionali [VI, 14]; quindi si ha la proporzione:

BC : EG=EF : CD.
Quindi anche:

quadrato (BC) : quadrato (EG)=
— quadrato’ (EF) : quadrato (CD)
[VI, 20-22].

Ma il quadrato di CB & commensurabile con il qua-
drato di EG, essendo ambedue queste rette razionali;

B

C D E F

quindi anche il quadrato di EF & commensurabile con il

quadrato di CD [prop. 11]. Ma il quadrato di EF &
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razionale; percid ¢ razionale anche il quadrato di CD
[Def. 4].

Quindi CD ¢ razionale; e poiche EF & incommen-
surabile in lunghezza con EG, essendo esse rette commen-
surabili soltanto in potenza, ed inoltre

EF : EG = quadrato (EF) : rettangolo (FE, EG)

[cfr. Lemma],

segue che i1l quadrato di EF & incommensurabile con il
rettangolo FE, EC [prop. 11]. Ma il quadrato di CD
¢ commensurabilt con il quadrato di EF, essendo tali
rette commensurabili in potenza, e il rettangolo delle ret-
te DC, CB & commensurabile con il rettangolo delle rette
FE, EGC, essendo questi rettangoli equivalenti al quadrato
di a; quindi anche il quadrato di CD & incommensurabile

con il rettangolo delle rette DC, CB [prop. 13]. Ma
quadrato (CD) : rettangolo (DC, CB)= DC : CB

[cfr. Lemma],

quindi DC ¢ incommensurabile in lunghezza con CB

[prop. 11].
Dunque, CD é razionale ed incommensurabile in lun-
ghezza con CB. c. d. d

In questa proposizione si tratta di dimostrare che, essendo data
1

una mediale \/Y e una lunghezza Vo razionale, ciot commen-
surabile coll’ unity o nella prima o nella seconda potenza, si pud
sempre scrivere

0 vi=Vvivi
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dove VB & ﬁna lunghezza anch’ essa razionale, ma tale pero che
Ve: VBEm:n (m, n numeri razionali).
Per la definizione della mediale (prop. 21) si ha
4 _\2 - e
(Vi = vs. ve

dove V& e V¢ sono lunghezze razionali (nel senso di EucLIDE),
tali perd che

V&: Vekm:n.
Vo Vi=Ve: V§,
w:d=¢e:f

Dalla (1) segue

e quindi

’

e siccome «, 8, ¢ sono commensurabili nella prima potenza col-
I" unita, anche § lo &, e quindi VP & razionale. Siccome poi si ha

VE: Ve=138: (V3. Vo),
5:(V3. Ve)=m: n,

st ha anche

ossla

5:(Va. VBFm:n,
Ma ( )Fmin
w:8=m:n,
percid
o w: (Ve.VB)FEm:n
e quindi

Vo: VB=m: n, c d d

Un prodotto mediale si pud dunque sempre rappresentare come
un prodotto di due lunghezze razionali, commensurabili solo nella
2* potenza, uno dei fattori potendosi scegliere ad arbitrio.
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23.

Una retta commensurabile con una mediale ¢ mediale.

Sia a una retta mediale e sia b una retta commensu-
rabile con a; dico che anche b ¢ mediale.

Infatti, si scelga una retta razionale CD, e si applichi
a CD il rettangolo CE equivalente al quadrato di a,
avente per larghezza £D; quindi ED ¢ razionale e incom-~
mensurabile in lunghezza con CD [prop. 22]. Si appli-
chi poi a CD il rettangolo CF equivalente al quadrato
di b, avente per larghezza DF. Ora, poiché a ¢ commen-

a b

E D F

surabile cop b, anche il quadrato di a & commensurabile
con 1l quadrato di b. Ma

rettangolo (EC) = quadrato (a);
rettangolo (CF) = quadrato (b);

quindi EC & commensurabile con CF.
Inoltre: '
rettangolo (EC) : rettangolo (CF) = ED : DF
[VL 1];

quindi ED & commensurabile in lunghezza con DF
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[prop. 11]. Ma ED ¢ razionale ¢ incommensurabile in-
lunghezza con DC; quindi anche DF & razionale [Def. 3]
e incommensurabile in lunghezza con DC [prop. 13];
dunque CD, DF sono rette razionali commensurabili sol-
tanto in potenza. Ma la retta, il cui quadrato ¢ equiva-
lente al rettangolo di due rette razionali commensurabili
soltanto in potenza, ¢ mediale. Quindi, la retta il cui qua-
drato. ¢ equivalente al rettangolo della retta CD, DF ¢
mediale. -Ma il quadrato di b & equivalente al rettangolo

delle rette CD, DF; dunque b ¢ mediale.

COROLLARIO.

Da quanto precede appare che una superficie commen-
surabile con una superficie mediale ¢ mediale.

LEMMA.

Analogamente a quanto ¢ stato detto per le rette razio-
nali [cfr. Lemma prop. 18], segue anche per le rette
mediali che una retta commensurabile con una mediale
si dice mediale ¢ commensurabile con quella non solo in
lunghezza, ma anche in potenza; giacche in generale le
rette commensurabili in lunghezza sono tali sempre anche
in potenza.

Se poi una retta ¢ commensurabile in potenza con una
mediale, se lo & anche in lunghezza, le rette si dicono
anche in questo caso mediali e commensurabili in- lun-
ghezza e potenza; se invece & (commensurabile) soltanto
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in potenza, esse si dicono mediali commensurab1h soltanto

n potenza.

Se Vo & una mediale e se si ha

(\4/07):x==m:n,

allora si ha

cioé anche x & una mediale.

Infatti, si abbia (X, 21) (Voc) =Vy.V5, dove
) Vy:iViZEmin,

e Vv, V3 sono razionali (commensurabili coll'unity nella prima
o anche nella seconda potenza). Si ponga

‘ t=Vy.y,
allora st avra
1\ _
Va) =51y
e quindi
2) Vé:iy=m: n;

si deduce che y & razionale, ciog

y= \/E .
Da (1) e (2) segue
Vy: \/s_:fz m:.n,
-_ 4 _
e quindi x :\/\/'{. Ve & della forma VB, cioé anche x ¢ una
mediale, c. d. d.

Nel corollario si aggiunge che se x* & commensurabile col pro-

4 2
dotto mediale (\/{) , allora x* & anche un prodotto mediale; cid

segue appunto dalla decomposizione x* = Vy. V..
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In questo corollario EUCLIDE introduce per la prima volta 1l
concetto di prodotto mediale.

CLAVIO osserva in un scolio che esistono mediali incommensu-
rabili tra di loro, sia nella prima sia nella seconda potenza.

STIEFEL fa in proposito 3 esempi :

4 _ 4 ___
Data la mediale V6, la mediale V96 & commensurabile con
4

essa nella prima potenza, V24 & commensurabile solo nella seconda

4 4
potenza, mentre V12 non & commensurabile con V6 n¢ nella
prima né nella seconda potenza.

24,

11 rettangolo contenuto da rette mediali commensurabili
in lunghezza secondo uno dei modi predetii [cfr. Lem-
ma preced.] ¢ mediale.

Infatti, sia il rettangolo AC contenuto dalle rette me-
diali AB, BC commensurabili in lunghezza; dico che AC
¢ mediale.

Si descriva infatti su AB il quadrato AD: esso ¢ me-

C

D

diale. E poiche 4B & commensurabile in lunghezza con
BC, e AB ¢ uguale a BD, anche DB & commensurabile

6
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in lunghezza con BC; percid anche DA & commensura-
bile con AC [VI, 1; prop. 11]. Ma DA ¢ mediale;
quindi anche AC & mediale [prop. 23, Coroll.]; <¢. d. d.

Se st ha
4 4
Va:VB==m:n,
4 . E
dove V%, \'B sono mediali ed m, n sono numeri razionali, allora

4 4 )
Ve VB & un prodotto mediale.
Infatti, si ha

(vaf: (Va. v 8 Va: VE= m:n.

2

4 _\* 4 _ _
Quindi, essendo (\/a) un prodotto mediale, anche Ve. \/[3

&, per la prop. 23, un prodotto mediale.

Conveniamo dunque in seguito di indicare con le lettere «, 8, ¥,...
m, n,... grandezze e numeri propriamente razionali, cioé commen-
surabili coll’ unita nella, prima potenza, con

Va, VB, Vr...

grandezze razionali (in senso euclideo) commensurabili coll’ unita
solo nella seconda potenza, con

4 4 4
Vo, VB, Vy
mediali, e infine 1 prodotti mediali con
4 2 4 2 4 2
(Ve (Va) . (V4.

1 quali non differiscono in sostanza da

Ve, VB, Vr...
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25.

Il rettangolo contenuto da rette mediali commensurabili
soltanto in potenza, o & razionale o & mediale.

Sia infatti il rettangolo AC contenuto dalle mediali
AB, BC commensurabili soltanto in potenza: dico che AC
o ¢ razionale o ¢é mediale.

Si descrivano infatti su AB, BC, i quadrati AD, BE.
Cosi ciascuno degli AD, BE ¢ mediale; si tracci la retta

A F G
H M
D B C
K N
(¢) EL

razionale F'G, e ad essa si applichi il rettangolo GH,
equivalente al quadrato 4D, di larghezza FH; e alla
retta FIM si applichi il rettangolo MK equivalente al ret-
tangolo AC, di larghezza HK e inoltre in modo simile
alla retta KN si applichi NL, di larghezza KL. Cosi
FH, HK, KL sono su di una stessa retta; e poiche cia-
scuno degli AD, BE & mediale, ¢ AD ¢ uguale a GH,
BE ¢ uguale a NL, anche ciascuno dei GH, NL & me-
diale: ma sono applicati sulla retta razionale FG; percio
ciascuna delle FH, KL & razionale e incommensurabile
in lunghezza con la FG [prop. 22]. Inoltre, poiche AD,
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BE sono commensurabili, anche GH, NL, saranno com-
mensurabili. Ma GH : NL—=FH : KL [VI. 1]. Cosi
FH, KL sono commensurabili in lunghezza [prop. 11]:
quindi FH, KL sono razionali e commensurabili in lun-
ghezza. Percio FH X GL ¢ razionale [prop. 19].

E. poiche DB = BA, OB = BC, sara DB : BC —
=AB : BO. Ma DB : BC=DA : AC [VI, 1] e
aAB : BO=AC : CO [VI, 1]. Percio D4 : AC —=
= AC : CO.

Ma AD = CH, AC=MK, ¢ CO=NL, dun-
que GH : MK = MK : NL.

Percio anche FH : HK = HK : KL [VI, 1]: cosi
FH = KL & uguale HK? [VI, 17]. Ma FH x KL &
razionale; percio anche HK?* & razionale. Cosi HK é ra-
zionale; e se & commensurabile in lunghezza con la retta
FG, HN ¢ razionale [prop. 19]. Se invece ¢ incommen-
surabile in lunghezza con la retta FC, le KH, HM sono
razionali commensurabili soltanto in potenza. Percio HN
¢ mediale [prop. 21]. Quindi HN o ¢ razionale o & me-
diale. Ma HN = AC; percio AC o ¢ razionale o &
mediale.

Dunque un rettangolo ecc.

Se si ha
4\ 42
(va) Ve =m: .
4 4
allora il prodotto Vo VP & razionale o & un prodvito mediale.

Euclide lo dimostra nel modo seguente:
Sia 3 un numero razionale arbitrario.

Allora st ha (X, 22)
4 _\2 -
(Ve =5. vs
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\7&,{/{3:8,1‘

(Ve =ava.
Quindi

s versva=(va) : (V)
ossia X, 1) Ve: Vi=m:n e quindi (X, 19) il prodotto

Ve-Vn & razionale.

Da

2
’

(Va) : (Va. Vi) = Va. va): (V)
segue Ve:xs=x:Vn, f; quindi ’
e="Ve. Vn,

cioé x? & razionale. Dunque x & commensurabile coll’ unita o nella
prima o nella seconda potenza, cioé

x=k
x=Vk.

44 )
Nel primo caso si ha che Vo VB =23k & razionale (X, 19),

nel Secondo caso .
4 4 4 _
Va. VE=5 Vk
¢ un prodotto mediale (X, 2/).
CoMMANDINO illustra la proposizione con alcuni esempi:

) 2 2
() VEAVE=13.V2.3.\Z. V2.3 =6;
) ViZB. V72 = VF 3.

Pitt in gener;le si ha Va .V {/&: VoB.
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26.

Una superficle mediale non supera un’alira superficie me-
diale di una superficie razionale.

Infatti, se & possibile, la superficie mediale 4B superi
la mediale AC della razionale DB, e sia data la razio-

F E

Dk c
B g G
H

nale EF alla quale si applichi il parallelogrammo rettan-
golo FH, di larghezza EH, equivalente ad AB; e si sot-
tragga F'G equivalente ad AC. Cosi rimarra BD = KH:
ma DB & razionale. Cosi anche KH ¢ razionale; e poi-
che ciascuna delle AB, AC ¢ mediale e AB=FH,
AC = FG, anche ciascuno deglhi FH, FG & mediale;
e sono applicati sulla retta razionale EF; dunque cia-
scuna delle HE, EG ¢ razionale e incommensurabile in
lunghezza con la retta EF [prop. 22]. E poiche DB
¢ razionale ed equivalente ad HK, anche KH & razio-
nale; ed & applicato alla retta razionale EF; cosi GH &
razionale e commensurabile in lunghezza colla EF [pro-



PROPOSIZIONI - 87

pos. 20]. Ma anche FG & razionale e incommensurabile
in lunghezza con la EF; percio EG, GH sono incom-
mensurabili in lunghezza [prop. 23].

Ma EG : GH=EG*?: EGXGH [prop. 21, Lemma].

Percid EG?, EG X GH sono incommensurabili [prop.
11]: ma EG? 4+ GH? & commensurabile con EH? perche
ciascuno dei due ¢ razionale, e ii doppio di EG X GH &
commensurabile con la superficie EG X GH [prop. 6]:
infatti & il suo doppio e cosi EG? 4 GH? e il doppio di
EG X GH sono incommensurabili [prop. 23]. Quindi
anche EG? + GH? + 2EG X GH, cio¢ EH* [II, 4]
¢ incommensurabile con EG? + GH? [prop. 16]. Ma
EG?* 4 GH*? ¢ razionale perci6 EH? & irrazionale
[def. 4]. Quindi EH ¢ irrazionale. Dunque non puo essere
razionale.

Dunque una superficie mediale non supera un’altra
mediale di una superficie razionale; c. d d

La differenza di due prodotti mediali non pud essere razionale :

4\ 4 \2
(V) — (Ve .
La dimostrazione si fa per assurdo. -
Se fosse

4 _\2 4_\2
1) (Vo) ~ (V) =+
allora, posto (X, 22) -
4 \2 (42 _
{9 o ve () v
dove 3 & razionale e arbitrario; e posto ancora

vy=2k,
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si dedurrebbe dalla (1)
Ve=Vn+k,
ossia

e=n -+ k*+ 2k Vn.

La somma di queste tre aree & irrazionale, cioé incommensurabile
con la somma delle due aree razionali (n -+ %°). Infatti si ha:

N _ 12
n:kVn=V71=k:(V.3> 1y,
quindi 1: kVan=m: n.Invece si ha evidentemente
(+k):n=m:.n,

e quindi (m+k): 2kVaEm:n.
Dunque

(m+k+2kVn): (n+E)Em:@n.

Si deduce che I'area ¢ & irrazionale e quindi che anche Ve &
irrazionale, cid che contradice all’ ipotesi. Si conclude cosi che la
(1) non pud aver luogo.

27.

Trovare delle rette mediali, commensurabili soltanto in po-
tenza e comprendenti una superficie razionale.

Si pongano le a, b, commensurabili soltanto in potenza,
e sia ¢ la loro media proporzionale [VI, 12]. Poiché a, b
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sono razionxli, commensurabili soltanto in potenza, a X b,
cioé ¢?, ¢ mediale [prop. 21]; allora anche ¢ ¢ mediale
[prop. 21]. E poiché a: b=c: d, ed a, b sono com-
mensurabili solo in potenza, anche ¢, d sono commensura-
bili solo in potenza [prop. 11]. Ma ¢ & mediale: dunque
anche d ¢ mediale [prop. 23]. Percid ¢, d sono mediali,
commensurabili solo in potenza. Dico ch’esse compren-
deno una superficie razionale. Infatti, poiché a:b = c:d,
permutando [V, 16] a:c=b:d. Mad:c=c: b,
percio anche ¢ : b=0b:d [V, 11]. Cosi ¢ X d = b*
[VL, 17]. Ma b?® & razionale, quindi anche ¢ X d ¢ ra-
zionale.

Dungue sono state trovate delle rette mediali, com-
mensurabili solo in potenza, che comprendono una super-
ficie razionale; c. d d

Trovare due mediali x e y commensurabili solo nella 2* potenza
e tali che il prodotto xy sia razionale.

Si considerino due grandezze razionali V&, VB, commensura-
bili coll’ unita nella prima o nella seconda potenza, e tali che si abbia

Vo: VBk=m:n.
Si avra anche evidentemente
a:B3=m:n,

essendo m, n numeri interi diversi dai precedenti.
Si determini x dalla proporzione

Ve:x=x: V{E
Veu: V(?:xiy.
2="Va.VB,

e si ponga

Si avra allora
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cio¢ x* & un prodotto mediale, e x & una mediale. Inoltre si avra

xlyFm:n,
Xly*=m.n

Quindi anche y? & una mediale (X, 23) commensurabile con x
solo nella 2* potenza.

Da ~
Ve VE =x.y
ossia
Vo:x= Vﬁ; vy,
e da
Vo:x==x: VB,
st deduce
. X '\/E = 'Vﬁ: y
ossia

(V8 =xy.

Quindi xy & razionale, c. d. d. Cosi per esempio se le due
grandezze di partenza sono « e VB, si ottiene

e=yi VB L y=)/2VE.

Se invece le grandezze sono Vx, VB allora si avra
m— VB
x=!/V°c.VB, y:]/ﬁv—g.

Dalle proposizioni 24-27 segue che nelle due equazioni

xy=A
x*—y*=B

che corrispondono ad una equazione di 4° grado, si possono presen-
tare 1 casl seguenti in quanto alla irrazionalita o meno delle radici:

1) x € y sono razionali, commensurabili nella prima potenza.
Allora 4 e B debbono essere razionali.
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2) x e y sono razionali, commensurabili pero solo nella se-
conda potenza (con I’ unita). In questo caso A4 deve essere un pro-
dotto mediale, B deve essere razionale.

3) x e y sono mediali, commensurabili tra loro nella prima
potenza. Allora 4 deve essere un prodotto mediale, ¢ B deve
essere irrazionale.

4) x e y sono mediali, commensurabili tra loro solo nella
2" potenza. In questo caso B deve essere irrazionale, 4 pud essere
o razionale o un prodotto mediale.

28.

Trovare delle mediali, commensurabili soltanto in potenza,
che comprendono una superficiec mediale.

Si pongano le a, b, ¢ razionali e commensurabili sol-
tanto in potenza, e si prenda la d, media proporzionale
tralea, b [VI, 13] esiab:c=d:e [VI 12]. Poi-
ché a, b sono razionali, commensurabili soltanto in po-
tenza, a X b, cioé¢ d?, & mediale [prop. 21]. Cosi d &
mediale. E poiche b, ¢ sono commensurabili soltanto in
potenza, e b : c=d : ¢, anche d, e sono commensura-




92 GLI ELEMENTI D! EUCLIDE

bili solo in potenza [prop. 11]. Ma d & mediale; cosi
anche e & mediale [prop. 23].

Percio d, e sono mediali, commensurabili soltanto in
potenza. Dico che esse comprendono una superficie me-
diale. Infatti, poiche¢ b : c=d : e, permutando [V, 16]
b:d=c:e

Mab:d=d:a;coid:a=c:e.

Percio a X c=d X e [VI, 16]. Ma a X ¢ & me-
diale. Quindi anche d X e ¢ mediale.

Dunque sono state trovate delle mediali, ecc.; <. d. d.

Lemma 1.

Trovare due {numer) quadrati, tali che anche la loro
somma sia un quadrato.

Si pongano i due numeri AB, BC, o (entrambi) pari
o dispari. Poiche, tanto se si sottrae un numero pari da
un numero pari, quanto se si sottrae un numero dispari
da un numero pari, i nsultati sono pan [IX, 24, 26],
la differenza AC & pari. Si divida 4AC in due parti uguali
in D. Siano inoltre AB, BC numeri piani simili o qua-
drati, che pure sono numeri piani simili.

Cosi AB X BC+ CD*=BD? [II, 6]. Ma ABXBC

A D C B

& un quadrato, perché abbiamo dimostrato che se due nu-
meri piani simili, moltiplicati tra loro, formano un numero,
questo & un quadrato [IX, 1]. Dunque sono stati trovati
due numern quadrati, AB X BC e CD? la cui somma
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¢ BD? Ed ¢ manifesto che sono stati anche trovati
due numeri quadrati, BD* e CD?, in modo che la loro
differenza AB X BC & un quadrato, se AB, BC sono
numeri piani simili. Se non sono numeri piani simili, 1 due
numeri quadrati trovati sono BD? ¢ DC?, la cui diffe-

renza AB X BC non & un quadrato; e d d

Lemma II.

Trovare due (numer) quadrati in modo che la loro
somma non sia un quadrato.

Sia mfatti AB X BC un quadrato, come dicemmo
[Lemma I], e CD sia pari, e sia diviso in due parti uguali
in D. Allora ¢ manifesto che AB X BC + CD* = BD?
[Lemma I]. Si sottragga I'unita DE.

Cosi AB x BC -+ CE* < BD? Dico quindi che la

A G HD EF . € B

somma del numero quadrato AB X BC con CE?, non
¢ un quadrato.

Infatti, se fosse un quadrato, o sarebbe uguale al qua-
drato di BE, o minore; non ¢ infatti maggiore, perche
'unita non lo divide.

Sia dapprima, se ¢ possibile,

AB X BC +CE?* = BE?,
e sia. GA = 2DE. Poicht AC=2CD, AG = 2DE,
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sara GC = 2EC, e cosi GC ¢ diviso in E in due parti
uguah. Quindi GB X BC + CE? = BE* [I1I, 6].

Ma abbiamo supposto anche AB X BC 4 CE?* =
= BE?; perci6 GBX BC+ CE*= AB X BC + CE*.
Togliendo la parte comune, CE? concluderemo che
AB = GB, il che & assurdo. Dunque AB X BC + CE?
non puo essere uguale al quadrato di BE. Dico che non
puo essere neanche minore. Infatti, se & possibile, sia
AB < BC + CE* = BF? ed HA = 2DF: di nuovo
concluderemo che HC = 2CF’; percié anche CH sarebbe
diviso in due parti uguali in F, e per questo

HB X BC + FC*= BF*? [II, 6].
Ma abbiamo supposto che anche
AB X BC + CE* = BF?,
percid dovrebbe essere
HB x BC + CF*= 4B x BC + CE?,
il che & in"lpossibi]e. Cosi AB X BC + CE? non ¢ uguale

ad una superficie minore di BE?; ma abbiamo dimostrato
che non ¢ neppure uguale a BE?; dunque ABX BC4-CE?

non ¢ un quadrato; c. d d

Trovare due mediali x e y commensurabili tra di loro solo nella
2* potenza, il cul prodotto sia un prodotto mediale. ~

Si prendano ad arbitrio 3 grandezze razionali Vo, VB, Vv,
commensurabilt coll’ unita nella 1? o nella 22 potenza, ma che a due
a due siano commensurabili solo nella 2* potenza.
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Si trovano le mediali richieste x ¢ y ponendo

Vo xX==y. \/[;,
t)) Ve: Vy=x:y.
Infatti si ha allora
Va . VS = x2,

quindi x* & un prodotto mediale, e x & una mediale. Siccome pot,
per la (1), y & commensurabile con x nella 2" potenza, si deduce
che anche y & una mediale (prop. 23).

Avendosi VB: Vy==x:y, ossia VB:x="Vy:y, e avendosi
inoltre VB: x=1x: Va, si deduce x: Va=Vy: y, ossia

xy = Vo Vy,
cloé xy & un prodotto mediale, c. d. d.

Nel lemma I viene risolto il problema di trovare un numero
quadrato, decomponibile nella somma di due quadrati. Per questo
scopo si considerano due prodotti simili (1 cui fattori cio& siano
proporzionali)

ap. bp e aq. bq,

in modo che siano tutti ¢ due pari o tutti e due dispari.

Allora si ha, secondo II, 6,

' —abg*\? o 2\ 2
abp®. abq® -+ (E’ﬁf’_z__‘ii) : (ab_p_;_ﬂv_q_) '

Ognuno di questi tre termini & un quadrato esatto.
Si pud anche esprimere questo risultato cosi: se il prodotto
¢ un quadrato e se = e B sono ambedue part o dispari, allora la

relazione . \
o[-

da una soluzione del problema.
Se il primo termine non & formato di prodotti simili, allora la
differenza degli altri due termini non & un quadrato perfetto.
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Nel lemma 2° EUCLIDE mostra, con un ragionamentio indiretto,
che se si considera ' espressione

abp* . abg® + (

la somma di questi due quadrati non & un quadrato perfetto.
Nel 1° lemma EUCLIDE assegna dunque tutte le soluzioni in-
tere dell’equazione

risolvendo cosi un problema importante e fondamentale, anche dal
punto di vista della teoria dei numeri moderna. Basta osservare
che la generalizzazione di questo problema al caso di 4 quadrati
rimane tuttora insoluta, e che la sua trattazione richiede i mezzi
pit complicati.

La soluzione di EucLiDE

x = abpg
__abp® — abg*
=2
__abp® + abqg®
== 2

(dove a, b, p, g sono numeri interi qualsiansi soggetti alla sola con-
dizione che abp® e abg® siano ambedue pari o dispari) contiene
come casi particolari le soluzioni attribuite ai suoi predecessori
PiTAGORA e PLATONE.

Astraendo dal fattore di proporzionalita ab, le soluzioni si pos-
sono mettere sotto la forma. seguente:

x=n (Z2m+ n)
y=2m (m—+ n)
z=y-+n*=x+2m?,
dove adesso occorre soltanto che n sia dispari.

Ponendo in particolare m=1, n+ 1 =1, si ottiene la solu-
zione di Platone indicata in I, 48:

x=P—1, y=2l, z=E+ 1.
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29.

Trovare due relle razionali, commensurabili solo in po-
tenza, in modo che il quadrato costruilo sulla maggiore
superi il quadrato costruito sulla minore, del quadrato
di una retta commensurabile in lunghezza con la mag-
giore.

Sia data infatt la retta razionale AB, e due numerl
quadrati, CD, DE, tali che la loro differenza CE non
sia un quadrato (Lemma I); su 4B si descriva un semi-

cerchio AFB, e sia
DC : CE = BA* : AF* [prop. 6, coroll.],

e si conduca FB.
Poiche BA? : AF? =DC : CE, BA? ha con AF?
lo stesso rapporto che DC ha con CE. Cosi, B4, AF*

- TS~ F

sono commensurabili [prop. €]; ma AB? & razionale:
" quindi anche AF? ¢ razionale; percid anche 4AF ¢ razio-
nale. E poiché DC non ha con CE il rapporto di due
numeri quadrati, neppure BA? ha con AF? lo stesso
rapporto di dué quadrati. Percio 4B, AF sono incom-

7
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mensurabili in lunghezza [prop. 9]. Cosi BA, AF sono
razionali, commensurabili solo in potenza.

E poiche DC : CE = BA? : AF?, convertendo [V,
19, coroll.] CD : DE = AB* : BF*. Ma CD ha con
DE lo stesso rapporto che un numero quadrato ha con
un numero quadrato. Percido anche 4B* ha con BF? lo
stesso rapporto che un numero quadrato ha con un numero
quadrato. Cosi 4B, BF sono commensurabili in lunghezza
[prop. 9] ed AB? = AF? + FB?. Quindi AB? supera
AF? del quadrato di BF, che ¢ commensurabile con 4B.

Dunque sono state trovate due rette razionali, ecc.

Una delle due grandezze razionali x e y, di cut nel problema,
p. es., x, si pud prendere ad arbitrio. Siano poi o, 8 due numeri
interi, tali che > —f? non sia un quadrato perfetto (Prop. 28,
lemma 2), allora si trova y, ponendo

Q) xlyt=a? (o — pI)....

Sara allora x* razionale, e quindi anche y sara razionale com-
mensurabile con x solo nella seconda potenza.

Per V, 19 si ha

xto (xt - yt) =t B2,

ossia (X, 9) x e Vx* —y® sono commensurabili nella 1* potenza.
Le due grandezze x e y sono dunque razionali, commensura-

Iy

bili tra loro solo nella seconda potenza e tali che Vx* —y® & com-
mensurabile nella prima potenza con la maggiore y.

Siccome la x si pud prendere ad arbitrio, e y deve soddisfare
alla (1), si possono percid presentare 3 casi.

1° caso. Si prende x razionale, commensurabile coll’ unita nella
prima potenza. Allora y risulta commensurabile coll’ unita solo nella
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seconda potenza. Oppure x sia commensurabile coll’unita solo nella
seconda potenza. Allora y pud essere commensurabile coll unita
o nella 2* potenza (2" caso)
o nella 1* potenza (3° caso).

In simboli:
FY
1° caso: x=7, y=y ?_._zﬁ;
o
) - o2 _ @2
2° caso: x="Vy, y:'V‘(.‘/a__—ﬂ;
aZ

3° caso: x::*{‘/a;“_zv~' y=1;

{»* — B2 non & un quadrato perfetto).
La proposizione 29 & un complemento alla discussione del-

I" equazione
b*
zidaz = = 0,

e precisamente essa insegna quali debbono essere 1 coefficienti
razionall @, b, commensurabili nella 1® potenza, affincheé la radice
dell’ equazione proposta

S V7
=TT

sia composta di due addendi g—, i—V%$T razionali e com-

mensurabili tra loro solo nella seconda potenza. Si ottengono tutti i
coefficienti @, b della natura richiesta, eguagliando questi addendi
al valori sopraindicati di x e y, e risolvendo rispetto ad a e b.
Le equazioni e le soluzioni rispettive in relazione ai varii casi
sono allora le seguenti:
1° caso:

2 YT,
z(a—z)=%, z:%iV%__b;
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2° caso: :
b? 21 pr a
z(a+z):‘4*j Z"‘:V%+%‘_j
3° caso:
b* T pe

30.

Trovare due retle razionali, commensurabili solo in- po-
tenza, in modo che il quadrato della maggiore superi
il quadrato della minore, del quadrato di una retla
incommensurabile con la maggiore.

Sia data la retta razionale AB, e due numeri quadrati
CE, ED, in modo che la loro somma CD non sia un
quadrato: su AB si descriva un semicerchio AFB, e sia
DC : CE=DBA*?: AF* [prop. 6, coroll.] e si con-
duca FB.

Cosi, similmente a quanto si ¢ fatto nella proposizione
precedente, dimostreremo che le rette razionali BA
e AF sono commensurabili solo in potenza; e poiche
DC : CE=BA* : AF?, convertendo [V, 19, coroll.]
sara CD : DE = BA? : BF?. Ma CD non ha con DE
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il rapporto che un numero quadrato ha con un numero
quadrato; percid neppure 4B2% ha con BF? il rapporto
che un numero quadrato ha con un numero quadrato.
Cosi, AB, BF sono incommensurabili in lunghezza
[prop. 9] e AB* = AF® 1 FB2. |
Dunque, le rette AB, AF sono razionali, commensu-
rabili soltanto in potenza, ecc....

Siamo m, n numeri interi tali che m?® -+ n® non sia un quadrato
perfetto (Prop. 28, lemma 2).
Si prenda ad arbitrio la grandezza razionale x, e si determini

y dalla proporzione
0 2yt =(m 4 n?): md

Si verifica subito che x e y sono razionali e commensurabili
tra loro solo nella seconda potenza.

Dalla (2) st ricava
22 (x*— y)=(m®+n?) . n®,

quindi x e Vx*— y* sono razionali e commensurabili tra loro solo

nella seconda potenza.
Questa proposizione assegna 1 valori dei coefficienti razionali a, b

dell’ equazione
. b
z'=qz = 7= 0,

supposti adesso (a differenza della precedente propos. 29) com-

mensurabili tra loro solo nella seconda potenza, per cui la radice
. . a a® b* : l
composta di due addendi 2" Vg g resonall € commensura-

bili tra loro solo nella 2* potenza. Si deve avere cioé

x =

’

IR

%

ul
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ossla s
—x bevEETa.

NI

Anche qui, come nella prop. 29, in guanto alla natura delle
grandezze x e y si possono presentare 3 casi

my
10 SO x::" B o e ——
caso f y Vm® + n®’
2° caso: x=Vy, . y= mVY,.
: Vm® + n?
2 2
3 casor  x=TVmER
m
31.

Trovare due mediali, commensurabili soltanto in potenza,
comprendenti un rettangolo razionale, in modo che il
quadrato della maggiore superi il quadrato della mi-
nore, del quadrato di una retta commensurabile in lun-
ghezza con la maggiore.

Sian date due rette razionali, a, b, commensurabili sol-
tanto in potenza, in modo che il quadrato della maggiore a
superi il quadrato della minore b di una retta commensura-
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bile in lunghezza con la a [prop. 29]; e sia ¢c>=a X b;
ma a X b ¢ mediale; percio ¢ & mediale. Sia poi ¢ X d=b?;
‘ma b? razionale; allora anche ¢ X d & razionale. E poi-
che a:b=aXb:b* e c>=aXb, b>=cXd,
sara a:b=c?*:cXd Ma ¢?:cXd=c:d; per-
cio anche a: b=c:d. Ma a, b sono commensurabili
soltanto in potenza, cosi anche ¢, d sono commensurabili
soltanto in potenza; e c¢ ¢ mediale; dunque anche d & me-
diale [prop. 23]. E poiche¢ @ : b=rc : d, e a* supera b*
del quadrato di una retta commensurabile con a, anche
¢ supera d? del quadrato di una retta. commensurabile
con c.

Dunque sono state trovate due mediali, commensurabili
soltanto in potenza, ¢, d, comprendenti un rettangolo ra-
zionale, e tali che c? supera d*> del quadrato di una retta
commensurabile con c.

Similmente dimostreremo che c* supera d* del quadrato
di una retta incommensurabile con ¢, se a® supera b? del

quadrato di una retta incommensurabile con a [prop. 30].

Si prendano ad arbitrio due numeri

o VB
razionali, commensurabili solo nella 2* potenza, e tali che si abbia
(X, 29)
Va2 — B = mx.

Allora per la prop. X, 21 si ha che

x="Vau Vg
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& una mediale. Se si pone poi
x:VB=VB:y,

il prodotto xy =B & razionale.
Siccome «: VB=aVB:B, e x*=aVB, segue

ossia

Ne segue che x e y sono due mediali (X, 23), commensurabili
solo nella 2% potenza (X, 11).
Siccome Vor —B=mx, si ha (X. 14)

Vel —yt=mx.

Restano cosi determinate due mediali x, y, commensurabili solo
nella 2* potenza, e tali che Vx* —y® & commensurabile nella 1*
potenza con la maggiore. .

In maniera analoga si possono trovare due mediali x, y, com-
mensurabili solo nella 2* potenza

xiy=0o:Vp

il cui prodotto xy sia razionale, e tali che
Vet — gyt F=mx;

basta scegliere « e 8 in modo che
Vo — B=ma.

Siccome x:y=o: VB, le due mediali stanno nello stesso
rapporto delle due grandezze razionali, di cui nella proposizione
29, dove si aveva

gt =al: (a2—BY,
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con % e B numeri interi qualsiansi e ®®2— f* non un quadrato per-
fetto. Si potrebbe dunque anche qui, scegliendo una mediale come
unitd, distinguere 3 casi per le coppie x, y delle mediali.

CLAVIO osserva che la prop. X, 29 rende superflua tutta la
dimostrazione di Euclide, meno le ultime righe.

32.

Trovare due mediali, commensurabili solo in potenza, che
comprendano un rettangolo mediale, in modo che il
quadrato della maggiore superi il quadrato della mi-
nore, del ‘quadrato di una retta commensurabile con
la maggiore.

Sian date tre rette razionali, a, b, ¢, commensurabili
soltanto in potenza, in modo che a® superi c? del quadrato

di una retta commensurabile con a [prop. 29] e sia
d*=a X b. Cosi d*> ¢ mediale; percid anche d & me-
diale [prop. 21]. Sia inoltre d X e=">b X c¢; poiché
aXb:bXc=a:c[prop.2],lemma]ed®=a X b,
dXe=bXc sarha:c=d?:d Xe.
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Ma d*:d X e=d : e [prop. 21, lemma]; percid
anche a : c=d : e. E poiché a, ¢ sono commensurabili
soltanto in potenza, anche d, e sono commensurabili sol-
tanto in potenza [prop. 11]. Ma d & mediale: allora
anche ¢ ¢ mediale [prop. 23]; e poich¢ a: c=d : e
ed a® supera c* del quadrato di una retta commensurabile
con a, anche d* supera ¢’ del quadrato di una retta com-
mensurabile con d [prop. 24]. Dico ora che anche d X e
¢ mediale. Infatti, poiche b X ¢ =d Xe, e b X ¢ ¢ me-
diale [prop. 21], anche d X ¢ lo &.

Dunque sono state trovate due mediali, d, e, com-
mensurabili solo in potenza, in modo che il loro rettangolo
¢ mediale, e il quadrato della maggiore supera quello
della minore del quadrato di una retta commensurabile
con sé. Similmente dimostreremo che d* supera e* del
quadrato di una retta incommensurabile con d, se a* su-
pera c? del quadrato di una retta incommensurabile con a

[prop. 30].

Per trovare le due mediali x, y di cui nel problema, si scel-
gano ad arbitrio 3 grandezze razionali « VE VY, commensurabili
tra loro solo nella 2* potenza, e tali che sia soddxsfatta la condi-
zione della prop. 29 :

Vo2 —y =mo.
x'Z::OL'VE,

dove x risulta una mediale (X, 21).
Per trovare y, st ponga

x. y—\/ﬁ V.

Si ponga allora

Si avra quindi

VB VEVi=aiVY, e siVi=r'im,
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percid

xiy=o:Vy.

Si deduce che x e y sono commensurabili nella 2* potenza,
e che quindi (X, 23) anche y & una mediale.

Da Vo' —y = mu, si deduce

Vit — gy =mx
¢ inoltre da

xy=Vp.Vy
si deduce che xy & un prodotto mediale. Le grandezze trovate x
e y soddisfano dunque a tutte le condizioni richieste.

Siccome %, VB, Vy si possono scegliere in maniera arbitraria,
purché siano razionali, commensurabili solo nella 2° potenza, e

soddlsflno alla relazione Va2 —y=a V1 —m?, segue che sl pos-
sono avere 3 casi:

. x= K, VB=Ve, Vy= KVI—m
2. «=VK, Vh=e Vy=VK(I—m)
3. »=VK, VE=Ve, Vy=VK(—m').

In corrispondenza si hanno per x e y i seguenti valori:

V7TVl __K'Ve(l - m2)

I. x=VKVe, y—‘—‘——‘—vm .

2 x=VeVR, y=2VKU—m)
, Vovk

& VeK (1 — m?)

3. x="VaB, y=—7p3—.
’ Vm{i

Qui K, e, m sono grandezze razionali, commensurabili coll’ unita
nella 12 potenza; esse del resto sono affatto arbitrarie.

Se si considerano x %=y come soluzioni di una equazione di
2% grado, allora (X, 23) 1 coefficienti a e b risultano necessaria-
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mente mediali, commensurabili tra‘loro nella 1* potenza, avendosi

b

§=x, 3= Vit = y* = mx.

LEMMA.

Sia ABC un triangolo rettangolo, avente retto 1’ an-
golo A, e si conduca la perpendicolare 4D. Dico che

A

AN

B D

CB X BD =BA?, BC x CD=CA?,
BD X DC = AD?* BC X AD = BA X AC.
Prima di tutto dimostriamo che CB X BD — BA->.
Infatti, poiche nel triangolo rettangolo & stata condotta
dal vertice dell’angolo retto la perpendicolare AB alla
base, 1 triangoli ABD, ADC sono simili fra loro e con
V'intero ABC [ V1, 8]. E poiché ABC ¢ simile ad ABD,
sara CB: BA=BA : BD [V], 4].

Percio CB X BD = AB:.

Per la stessa ragione anche BC X CD = AC?>.

E poiche, se in un triangolo rettangolo si conduce dal
vertice dell’angolo retto la perpendicolare alla base, la
retta condotta ¢ media proporzionale fra le parti in cui la

base & divisa, sara BD : DA = AD : DC.
Percio BD X DC = DA->.
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Dico inoltre che BC X AD = BA X AC. Infatt,
poiché, come abbiamo detto, 1 triangoli ABC, ABD sono
simili, sara BC : CA=BA : AD.

Cosi

BC X AD=DBA : AC [V], 16]; ¢ d. d

Indicando in un triangolo rettangolo I'ipotenusa con ¢, i due
cateti con a, b, I'altezza con A, i due segmenti in cui questa divide ¢
conpegq, si ha: cp = a*, cqg = b% pg=h? ch= ab.

33.

Trovare due rette incommensurabili in potenza, lali che
la somma dei loro quadrati sia razionale, e il rettangolo
da esse compreso sia mediale.

Siano date due rette razionali AB, BC, commensura-
bili solo in potenza, in modo che il quadrato della mag-
giore AB superi il quadrato della minore BC del quadrato

A E B D C

di una retta incommensurabile con la AB, si divida BC
in due parti uguali in D, e alla retta AB si applichi un

parallelogrammo equivalente al quadrato di BD o di DC,
mancante di un quadrato [VI, 28] e sia esso AE X EB,
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su AB si descriva una semicirconferenza AFB, si con-
duca la perpendicolare EF alla 4B, e si conducano
AF, FB.

Poiche le AB, BC sono reite disuguali, e AB3* su-
pera BC? del quadrato di una retta incommensurabile con -
se stesso, e alla retta 413 ¢ stato applicato un parallelo-
grammo equivalente alia guarta parte del quadrato di BC
(cioe al quadrato costruito sulla meta di BC) mancante di
un quadrato, cioe AE X EB, le AE ed EB saranno
incommensurabili [prop. 18].

Si ha poi: AE : EB=DBA X AE : AB X BE;
e BA X AE = AF*?, AB X BE = BF*. Cosi AF?,
FB? sono incommensurabili; percio AF, FB sono incom-
mensurabili in potenza. E poiche 4B & razionale, anche
AB? ¢ razionale. Cosi la somma dei quadrati AF* 4 FB*
¢ razionale [I, 47]; e poiché anche AE X EB = EF?,"
ed abbiamo supposto che AE X EB=BD? sara
EF = BD. Cosi BC & uguale al doppio di FE. Percio
anche AB X BC e AB X EF sono commensurabili [pro-
pos. 6]. Ma AB X BC ¢ mediale [prop. 21], quindi
anche AB X Ef ¢ mediale [prop. 23].

Ma AB X EF = AF X BF. Cosi anche AF X FB
¢ mediale. Ma abbiamo anche dimostrato che la somma
dei loro quadrati ¢ razionale.

Dunque si son trovate due rette, incommensurabili in
potenza, ecc.

Trovare due grandezze ¢, a, incommensurabili in potenza, tali
che ¢® + a*® sia razionale e che cd sia un prodotto mediale.
Per questo scopo si scelgano in modo arbitrarto due grandezze
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razionali a, b, commensurabili solo in 2" potenza e tali che si
abbia (X, 30) '
Va* - b adm:n.
Si trovino poi x e y dalle relazioni seguenti:
b2
x+y=a, w=7.
Sara allora (X, 18)
' x:yFmin
(Per la costruzione geometrica di x, y vedi la Nota alla pro-

posizione 16).
Si ponga adesso

)

ax=c, ay=d*.
Si avra allora

c:d*=ax.ayFm:n,
ossia ¢ e d sono incommensurabili in 2° potenza. Si ha poi
¢+ d? —ax +ay=a®,

quindi razionale. Infine si ha

_ 2pt
cd*=ax. ay = a*. xy:gz—

’

. ab . .
quindi cd = 3 » € siccome ab & un prodotto mediale (X, 21) segue
che anche cd & un prodotto mediale (X, 23).

EucLiDE da poi la costruzione geometrica dei segmenti c, d.
Questa costruzione & evidente. Dopo aver trovato x, y, soddisfa-
centi alle relazioni

b2

xt+y=—a, xy—‘—‘:f.

si descrive un semicerchio con diametro a e dividendo a nelle
due parti x e gy, si traccia per il punto di divisione la perpendi-
colare ad a. Si ottiene cosi un triangolo rettangolo, i cui cateti
sono ¢ ¢ d (v. lemma alla prop. precedente).
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In guesta proposizione EUCLIDE trova in sostanza le radici ¢, d
di un’ equazione biquadratica

2b2

xt— a’x* + =3 =

Per questo scopo EUCLIDE risolve prima I’ equazione di 2° grado

—ay’+7 =0,

di cui le radici sono

Si ottiene allora

OSSla

C—VZ —!—2\/a——b2 J—V \/a——b2

L'ipotesi di EucLIDE Va®— b as=m: n porta che le radici
¢ e d sono incommensurabili in 2* potenza (c*: d*==m . n).

34.

Trovare due rette incommensurabili in potenza, tali che
la somma dei loro quadrati sia mediale, ed il rettan-
golo da esse compreso sia razionale.

Siano date due rette mediali 4B, BC, commensurabili
solo in potenza, tali che il rettangolo da esse compreso sia
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razionale, in modo che AB? superi BC? del quadrato di
una retta incommensurabile con AB [prop. 31]; su AB
si descriva una semicirconferenza ADDB, si divida BC in
due parti uguali in E, e alla retta AB si applichi un paral-

A F B E C

lelogrammo AF X FB, equivalente al quadrato di BE,
e mancante di un quadrato [VI, 28]. Cosi AF, FB sono
incommensurabili in lunghezza [prop. 18]; da F si ab-
bassi la perpendicolare F'D alla retta AB e si conducano
AD, BD. Poiche AF, FB sono incommensurabili, anche
BA X AF e AB X BF saranno incommensurabili. Ma
BA X AF = AD?, AB X BF — DB?; dunque AD?,
DB? saranno incommensurabili.

E poiche AB? & mediale, anche AD? - DB? & me-
diale [III, 31; I, 47]. E siccome BC & uguale al doppio
di DF, sara anche AB X BC wuguale al doppio di
AD X FD. Ma AB X BC & razionale. Allora anche
AB X FD ¢ razionale [prop. 6; def. 4].

Ma AB X FD = AD X DB [prop. 32, lemma]
percid anche 4D X DB & razionale,

Dunque sono state trovate due rette, 4D, DB, incom-
mensurabili in potenza, ecc.

Trovare due grandezze u, v, incommensurabili in 2° potenza,
tali che u®+ v® sia un prodotto mediale e uv sia razionale.

8
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Per questo scopo si trovano, in conformita alla proposizione
X, 31 due mediali
: TR
VyeVs
soddisfacenti alle condizioni seguenti:
1) esse sono commensurabili in 2% potenza;

4 4
2) il prodotto Vy. V3 & razionale ;

3) ]/( ) (W) F=n V*r

Si trovano poi, secondo VI, 28, le due grandezze x e y sod-
disfacenti alle relazioni seguenti:

4 V3
x+y="WVy, =V—.

4
Si avra allora (X, 18)

x:yF+m:n, N
e quindi anche

4 _ i
Vyx: Vyys=m:n.
Poniamo adesso
4 _
Vyx=u?,
4

Vyg=v

con che risulta ‘
u*: v*FEm: n

Avremo e
4_ _
ut + ot =Vy (x+y)=(1/7)

\

e quindi u* + v* & un prodotto mediale.
Si ha poi 4

V*{ 14/7 ny—VVY x. V— y=Vit. v'=uv;

4 4
e siccome per ipotesi VY. V3 & razionale, segue che anche uv &
razionale.
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Le grandezze u, v soddisfano dunque alle condizioni richieste.
Osservazione. Le grandezze u, v soddisfano alle due equazioni

v 4
1 \? 4 \/3
u'e-f-v‘2=<1/y), uv="Vy.

€ quindi sono ancora, come nella proposizione 33, radici dell’ equa-

zione biquadratica
) L Vy. Ve
—(Vy) PESRASEL — =0.

Soltanto adesso le costantx a, b non sono pxu razionali, ma sono

mediali (a= VY b= VB)

35.

Trovare due rette incommensurabili in potenza, tali che la
somma dei loro quadrati sia mediale, il rettangolo da
esse compreso sia anch’esso mediale e al tempo stesso
sia incommensurabile con la somma dei quadrati.

Sian date due rette medialh A8, BC, commensurabili
solo in potenza, tali che il rettangolo da esse compreso sia

D

A : F B E C

mediale, e inoltre 4B superi BC? del quadrato di una
retta incommensurabile con AB [prop. 32]; su AB si
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descriva una semicirconferenza ADB, e si compiano le
altre costruzioni, come sopra.

Poiche AF, FB sono incommensurabili in lunghezza,
anche 4D, DB sono incommensurabili in potenza [pro-
pos. 11]; e poiche AB? & mediale, anche 4D? 4 DB?
¢ mediale [prop. 23, coroll.]; e poich¢ AF X FB =
= BE? = DF?, sara BE = DF. Cosi BC ¢ uguale al
doppio di FD; percid anche AB X BC & uguale al dop-
doppio di AB X FD. Ma AB X BC & mediale. Allora
anche AB X FD ¢& mediale.

Ma ABXFD — AD X DB; allora anche AD X DB
¢ mediale. E poiché 4B, BC sono incommensurabili in
lunghezza, e CB, BE sono commensurabili, anche 4B,
BE sono inccmmensurabili [prop. 13]. Percio AB? e
AB X BE sono incommensurabili [prop. 21, lemma;
prop. 11].

Ma AD? + DB* = AB* [I, 47l e AB X FD =
—=AB X BE=AD X DB. Allora AD? + DB? e
AD X DB sono incommensurabili.

Dunque sono state trovate due rette, 4D, DB, incom-
mensurabili in potenza, ecc.

Trovare due segmenti u, v incommensurabili tra loro in 2%
potenza e tali che u®-+ v’ e uv siano prodotti mediali, incommen-
surabili tra loro.

Per questo scopo di costruiscono in base alla X, 32 due me-

4 4 _
diali Vo, VB, soddisfacenti alle 4 condizioni seguenti:

1) f/a:{/g:i:m_: n;
2) Vo. VB=m: n;
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4 4 ’
3) Va: VB sia un prodotto mediale;
R 4_
4) VV«— VBm Ve.

Cio premesso si pone

| S~

2
‘. g
u +o,=Ve, uo, = .

Avremo allora (X, 18)

ulﬁvl=f:m3n

e quindi anche (X, 11)
. s .

(D w, Voo, VaEm: n.

. 4 — 2 . . .
Siccome |V« & un prodotto mediale e siccome si ha

u, {/; N 14/;=(u1 + 0,) ‘4/07:(14/;),2

segue che
4_ 4
2) u, Ve 4+ v, Vo & un prodotto mediale.
Si ha poi (X, 32 Lemma)
4 _
Va. Yo/ oA

e quindi si deduce che

1 i_
3) a; V. Vv, V& & un prodotto mediale.

Si ha infine .
' Va:VBm: n,

. .
(,{‘/;)‘Z (&L/; . Y;)#m: n.

ossia
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QOsservando che

w Ve o, Va=(Va),

I

4 L 4 -‘4/
Vi e o Va=va. 22,
si deduce

4_ 4\ 4/ &_ &_
4 (u,Voc + v, V’x): u, Va. o, Vasm: n.
Da (1), (2), (3), (4) segue che i segmenti

"=Vu1 14/07 "=Vv—x_‘z/;

soddisfano alle condizioni richieste nel problema.

36.

Se st sommano due rette razionali, commensurabili solo in
potenza, la somma ¢& irrazionale, e si dira binomiale
[ #orelohw 3¢ &x Blo dvopdrwv].

Si sommino infatti due rette razionali AB, BC, com-
mensurabili solo in potenza. Dico che la somma AC &
irrazionale.

Infatti, poiche 4B, BC sono incommensurabili in
lunghezza (essendo commensurabili solo in potenza) e

AB : BC= AB X BC : BC? [prop. 21, lemma], an-

A B c

che AB X BC e BC? sono incommensurabili [prop. 117.
Ma AB x BC e il doppio di AB X BC sono commen-
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surabili [prop. 6], e AB* 4 BC?, BC? sono commensu-
rabili (infatti1 A8, BC sono razionali, commensurabili solo
in potenza); allora il doppio di 4B X BC e AB? -+ BC?
sono incommensurabili [prop. 137 e, componendo, il dop-
pio di AB X BC, sommato con AB? e con BC?, cio¢
AC? [II, 4], & incommensurabile con AB* + BC?2.
Ma AB? 4 BC? & razionale; quindi AC? & irrazio-
. nale. Percio anche AC é irrazionale, e si dice binomiale;

c. d. d.

Se si addizionano due segmenti razionali, ma commensurabili
tra loro solo in 2* potenza, la loro somma & irrazionale; noi la
chiameremo somma binomiale.

Dimostrazione. St abbiano due segmenti

Vo, VB
tali che
“ \CE VE:i:m n,
‘ma
a: B=m: n.

Consideriamo la somma V +- V8. Abbiamo, per la prop. 11, 4,
M (VA + VB =2V +a -+,
Ora da Va: VB==m: n si deduce
. B: VaB=n: m,
invece si ha
B: a+B=n: (n-+ m).

Quindi 8 e & -+ B sono commensurabili, mentre § e VeB sono
incommensurabili. Si deduce (X, 13) che anche VB, «+ B sono
incommensurabili tra loro.. Si ha pure

2 Vep: (c+B)FEm:n-
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e da qui in virta della prop. X, 16,
@ Vap -+ (2 +f): (e +B)F=m: n.

Ma « -+ & (un’area) razionale, quindi 2VaB + o« + B ossia
(1) (Vo + VB)* & irrazionale. ~
Si deduce cosi che anche V + VB & irrazionale, c. d. d.

37.

Se si sommano due rette mediali commensurabili solo in
potenza e tali che comprendano un rettangolo razio-
nale, la somma ¢ irrazionale e si dira prima bimediale
[rodelodw 3¢ &x 3bo péowy mewrn].

Si sommino infatti due rette mediali, 4B, BC, com-
mensurabili solo in potenza, tali che il rettangolo da esse
compreso sia razionale [prop. 27].

Dico che la somma AC ¢ irrazionale.

Infatti, poiche AB, BC sono incommensurabili in lun-
ghezza, anche AB?* X BC* e il doppio di AB X BC
saranno incommensurabili. E, componendo, 4B2?, som-
mato con BC e con il doppio di AB X BC, & incommen-

A B - C

surabile con AB X BC [prop. 16]. Ma AB X BC ¢
razionale: infatti abbiamo supposto che il rettangolo com-
preso da AB e BC fosse razionale. Cosi AC? & irrazio-
nale. Dunque AC ¢ irrazionale, e si dira prima bimediale;

c. d. d.
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4 4 _ R
_ Siano Vx, VB le due mediali date. Si ha per ipotesi:
4 4 ' '
1) Vo: VB=m: n,
4.\ [4_\*
2) (Vpc) : (Vﬁ) =m:n,
4
3) VB & razionale.
Si tratta di dimostrare che
4 _ 4 __
Vu+ VB & irrazionale.

4 _ 4 _
Da Va: VB3=m: n si deduce, similmente a quanto si & fatto
nella dimostrazione della proposizione precedente,

Vo + VB 2{/;@:‘:m:n .
Componendo si ricava
: V§+'VE:2{/¢—{3:214/0?§_=|:m:n,

e osservando che

(¥ 4 ¥8) = va+ v+ 2vaF,

si deduce
(4 4 )’ 4
Va+VB):2Vaft=m:n.
4 . .
Ma, per ipotesi, VB & razionale; percid

4 4 _)2 .
(V; + VB) & irrazionale

e quindi anche

L 4
Vo + VB & irrazionale, c. d. d.

. 4 _ 4
La somma Vo« + VB si dira la prima bimediale.
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38.

Se si sommano due mediali, commensurabili solo in pc-
tenza e tali che comprendano un rettangolo mediale,
la somma & irrazionale e si dira seconda binomiale
[&x 300 péowv Beutépa].

Si sommino due mediali 4B, BC commensurabili solo
in potenza, tali che il rettangolo da esse compreso sia me-
diale. Dico che AC ¢ irrazionale.

Si ponga infatti la retta razionale DE, e alla retta DE
_s1 applichi DF, equivalente al quadrato di AC di altezza
DG [1, 44].

Poich¢ AC?—= AB* + BC* 4 24B X BC [II, 4],
alla retta DE si applichi EH, equivalente alla somma
AB? + BC2,

E F
Cosi la rimanente parte HF — 2A4B X BC.
~ E poiché ciascuna delle AB, BC & mediale, anche
AB? 4+ BC? & mediale. Abbiamo inoltre supposto che
anche 24AB X BC fosse mediale.
Ed EH = AB* + BC?, FH = 2A4B X BC.
Cosi, ciascuno degli EH, HF & mediale. E sono appli-
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cati alla retta razionale DE. Cosi, ciascuna delle DH,
HG é& razionale, e incommensurabile in lunghezza con la
retta DE [prop. 22].

Ora, poiche 4B, BC sono incommensurabili in lun-
ghezza e AB : BC = AB* : AB X BC [prop. 21 lem-
ma], AB* e AB X BC sono incommensurabili [prop. 11].
Ma AB* e AB?> 4+ BC? sono commensurabili [prop. 6].
Cosi AB? + BC? e 24B X BC sono incommensurabili
[prop. 13].

Ma EH = AB? + BC?* HF = 2AB X BC. Allo-
ra EH, HF sono incommensurabili; percio anche DH, HG
sono incommensurabili in lunghezza [VI, 1; prop. 11].
Dunque DH, HG sono razionali, commensurabili solo in
potenza. Quindi DG & irrazionale [prop. 36]. Ma DE
¢ razionale, e il rettangolo compreso da una retta razio-
nale e una irrazionale & irrazionale [prop. 20]. Percid
DF ¢ irrazionale, e un quadrato equivalente ad esso &
irrazionale. Ma AC? = DF; dunque AC & irrazionale
e si dira seconda bimediale; c. d d

4 4
Siano Vo, VB le mediali date. Per ipotesi
4 4
1) Va: VEEm: n;
2) Vo: VB=m: n;
i
3) Vup & mediale.
Si tratta di dimostrare che
T
Vo + VB & irrazionale.

Sia ¥ un segmento razionale arbitrariamente scelto, e si formino
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i quozienti

(Vo + VB): y=y
4
2VaB: y=1=z.
Siccome Vo, VB e quindi anche V& + VB sono prodotti me-

4
diali, come pure Vof, si deduce che y, z sono segmenti razio-
nali, incommensurabili con ¥ in 1* potenza.

Dall’ipotesi 1) si deduce (X, 11)
Va: Ve m: n,
mentre dall’ ipotest 2) s;i ha -
Va: (Va+VB)=(m+n): n.
Quindi (X, 13)
(Va+VE): 2VaB=em: n
e percid 1 quozienti y, z sono incommensurabili in 1* potenza

(chr. VI, 15 X, 11).

La proposizione 36 ci insegna allora che
y + z & irrazionale,

quindi & irrazionale anche (y + z)y (cfr. X, 20).
Ora si ha
— - 4 4 4 _
(y+ z)y= Vo + Vﬁ + 2 'Voc{i _—_—(Voc -+ Vp)

2
’

4 4_
quindi & irrazionale anche il segmento Ve + VB, c. d. d.

4 f
Il segmentoV« + VB dicesi seconda bimediale.
In uno scolio COMMANDINO osserva che I affermazione che
(y + 2)y sia irrazionale segue dalla prop. X, 20. Infatti, se (y + z)y
fosse razionale, allora un razionale diviso per un razionale darebbe
un irrazionale, in contraddizione con la X, 20.
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L’ espressione pilt generale di una seconda binominale &
4 _ _
Vo (1 +-Vm),

con la condizione che «m non sia il quadrato di un numero
razionale.

39.

Se si sommano due rette incommensurabili in potenza, tali
che la somma dei loro quadrati sia razionale, e il loro
rettangolo sia mediale, la somma é& irrazionale, e si dira

maggiore [ pelCov].

Si sommino infatti due rette 4B, BC, incommensura-
bili in potenza, aventi le proprieta indicate. Dico che AC

¢ irrazionale.

Infatti, poiche AB X BC ¢ mediale, anche 24B X} BC
¢ mediale [propp. 6, 23, coroll.]. Inoltre, AB* 4 BC*

A B C

¢ razionale. Cosi, 24B X BC e AB? 4+ BC? sono in-
commensurabili. Percido anche AB*+BC*+2A4B X% BC,
ciot AC? [II, 4] e AB* + BC? sono incommensurabili
[prop. 16].

Dunque AC? ¢ irrazionale; percio anche AC & irra-

zionale, e si dird maggiore; c. d d
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Siano ¢, s i due segmenti dati. Per ipotesi
1) £:5°Fm:n;
2) #* + s® & razionale;
3) ts & mediale (cio& prodotto mediale, trattandosi di un’arca).

Si deve dimostrare che la somma
t+s,

detta maggiore, & irrazionale.
Anzitutto si osservi che ['esistenza di due segmenti ¢ ed s,
soddisfacenti alle condizioni 1), 2), 3) & assicurata dalla prop. X, 33.
Dalle condizioni 2) e 3) si deduce

(2 +5%): tsz=m: n,
gnindi anche (X, 16)
B+ s*+2s): (*+s*)=Fm: n,
e percid (f-+s)? & irrazionale. Si conclude che anche ¢+ s &

irrazionale, c. d. d.
Per ottenere I'espressione piii generale della maggiore poniamo

| .
B+ st=m, 1322 Vn,
dove m e n sono numeri razionali.
Allora si ricava (£ + s)*=m + Vn, e quindi
t+s= \/m + Vn

Questa espressione non pud ridursi alla forma @ + VB a meno
che m® — n non sia quadrato perfetto. Questa condizione & espressa
appunto da Euclide in 1). Infatti, £, s* sono radici dell’ equa-
zione di secondo grado

n
x*— mx + 3= 0.
. . . . Coye e g e e
Per I'ipotesi 1), pr & irrazionale, quindi il discriminante
m’—n

non & un quadrato perfetto.
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40.

Se si sommano due reite, incommensurabili in potenza,
tali che la somma dei loro quadrati sia mediale, ed il
loro rettangolo sia razionale, la somma sara una retta
irrazionale, e si dira lato di un quadrato uguale alla
somma di un’area razionale con una mediale.

Si sommino infatti due rette AB, BC, incommensura-
bili in potenza, che abbiano le proprietd indicate. Dico che

AC é& irrazionale. Infatti, poiche AB? + BC? & mediale,

A B [

e 2AB X BC & razionale, AB? - BC? ¢ 2AB X BC
sono incommensurabili. Percio anche 4C? e 24B X BC
sono incommensurabili [prop. 16]. Ma 24AB X BC ¢ ra-
zionale. Allora AC? & irrazionale; percio AC & irrazio-
nale, e si dird lato di un quadrato uguale alla somma di
un’area razionale con una mediale.

Siano ¢ ed s 1 segmenti dati. Per ipotesi si ha
D e:s*Fm:n;
2) £ + s* & mediale;
3) ts & razionale.

Si deve dimostrare che

t + s & irrazionale.

L’ esistenza dei segmenti ¢ ed s & assicurata dalla prop. X, 34.
Dalle condizioni 2) e 3) si deduce

(t*+3): 2sF=m: n
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e quindi anche (X, 16)
(t+3s): 2ts3=m: n.

Ma 2ts & razionale, quindi (# -+ s)* & irrazionale, percid & irra-
zionale anche ¢+ s, ¢. d. d.

FEucLIDE chiama la somma irrazionale -+ s «il lato della
somma di un'area razionale con un’area mediale »:

Questa nuova irrazionalita non differisce sostanzialmente dalla
« maggiore >,

41.

Se si sommano due rette incommensurabili in potenza, tali
che la somma dei loro quadrati sia mediale, ed il loro
rettangolo sia anch’esso mediale e al tempo stesso sia
incommensurabile con la somma dei quadrati, la somma
sara una retta irrazionale, e si dira lato di un quadrato
uguale alla somma di due aree mediali.

Si sommino infatti due rette AB, BC, incommensura-
bili in potenza, che abbiano le proprieta indicate. Dico
che AC ¢ irrazionale. Si tracci la DE, razionale, e alla
DE si applichi DF, equivalente alla somma AB? + BC?,
e poi GH equivalente a 2ZAB - BC.

Allora DH = AC* [li, 4]. E poiche AB* + BC?
¢ mediale ed & equivalente a DF, anche DF ¢ mediale,
ed applicato alla retta razionale DE. Cosi DG ¢ razionale
e incommensurabile in lunghezza con la DE [prop. 22].

Per la stessa ragione anche GK ¢ razionale e incom-
mensurabile in lunghezza con GF, cioé con DE. E poiche

AB? 4+ BC? & incommensurabile con 24AB X BC, anche
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DF e GH sono incommensurabili. Percid anche DG, GK
sono incommensurabili [VI, 1; prop. 11]; inoltre sono
razionali; allora DG, GK sono razionali, commensurabili

K H
G F
53 E
A B c

solo in potenza. Dunque DK ¢ irrazionale [prop. 36],
mentre DE & razionale. Cosi DH & irrazionale, e ogni
quadrato ad esso equivalente & irrazionale. Ma AC?>=DH.
Dunque AC ¢ irrazionale: si dira lato di un quadrato
uguale alla somma di due aree mediali; c. d. d.

Le ipotesi sono:
1) #:s*Fm:n;
2) £+ s* & mediale;
3) t+s & mediale;
4 (+s):tsFEm:n.

Devesi dimostrare che

t + s & irrazionale.
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Sia Y un segmento razionale arbitrario. Poniamo
P+sP=vyx, 2s=vyy.

Dalle condizioni 2), 3) e dalla prop. X, 22 segue che x ¢
razionale e incommensurabile con ¥ in 12 potenza, e lo stesso vale
per y. Dalla 4) segue,

(2+3s*:2=m: n,
e quindi si deduce (VI, I; X, 11) che x e y sono incommensu-
rabili solo in 2* potenza.
[ segmenti x e y soddisfano dunque alle ipotesi della prop.

X, 36, e quindi la loro somma x + y, detta binominale, & irra-
zionale. Ma si ha

(x+yly=~F+s+ 2s=(t + s)*,
ciot (¢ -+ s)* & irrazionale, e percid anche ¢ + s & irrazionale, c. d. d.

La somma ¢+ s viene chiamata da Euclide «lato della somma
di due aree mediali ».

La sua espressione & \/V;; + Vn.

LEMMA.

Con questo lemma dimostreremo che le suddette rette
irrazionali si possono dividere in un solo modo, se si vuole
che le parti abbiano le proprieta indicate.

Si supponga che la' 4B sia divisa in due modi in C
e in D, e si supponga AC > DB.

Dico che AC? + CB?> AD? 4+ DB?. Sia infatt

y

A D E ¢ B

AB diviso per metd in E. Poiché 4C > DB, si tolga la
parte comune DC. Rimarra AD > CB. Ma AE = EB.
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Cosi DE < EC. Allora i punti C, D non distano egual-
mente dal punto medio di 4B.

E poicht 4AC X CB + EC>*=EB* [II, 5], e
AD X DB + DE? = EB? sara AC X CB + EC* =
AD X DB + DE?* Ma, fra essi, DE? < EC?; quin-
di nmarra AC X CB < AD X DB; percid -anche
24AC X CB < 24D x DB.

Dunque rimarra AC? + CB? > AD? 4 DB?;

: c. d d
Questo lemma (di cui Euclide fa uso nella proposizione se-

guente) afferma:
Si divida il segmento a in due segmenti in due modi differenti

x+y=—a x>y.
ut+ov=a. u=v.
Se si ha
x>u,

allora si ha anche
Xyt > u® + ot
Dimostrazione.
Si ha
x—@@x—v)> u—(x—0)
ossia
o v> u— (x — o).
Da qui si ricava

3—0<3—lu—(G—0)
ossia
a a
2 el )} < X — .2 ’
avendosi u +v=a.
Dalla proposizione II, 5 si deduce

(=5 =5
wr\r—3) =7
a

a 2
u0+(-2—-0) =-‘T,
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e quindi

. . " a\* :
Sottraendo la disuguaglianza (x — 2) > (g — v) , sl ottiene

xy < uv, e quindi anche
2xy < 2uv.

Sottraendo questa disuguaglianza dall’ eguaglianza

(x +y)*=(u+ )
sl ricava
X+ gt > a0, c. d. d.

42.

Una retta binomiale & divisa in un modo soltanto nelle sue
componenti.

Sia AB una retta binomiale, divisa in C nelle sue com-
ponenti. Allora AC, CB saranno razionali, commensurabili
solo in potenza [prop. 36]. Dico che AB non si pud divi-
dere in nessun altro punto in due rette razionali commensu-
rabili solo in potenza. Infatti, se & possibile, si divida in D,

in modo che anche AD, DB siano razionali, commensu-

A ») ¢ B

rabili solo in potenza. Allora ¢ manifesto che AC & di-
verso da DB. Siano infatti uguali, se & possibile; dovreb-
bero essere uguali anche 4D e CB.

Inoltre AC : CB=BD : DA, e AB sarebbe divisa
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nello stesso modo tanto dal punto D come dal punto C,
contro I'ipotesi.Percio 4AC, DB non sono uguali.

Per la stessa ragione i punti C, D non distano ugual-
mente dal punto medio; la stessa differenza che c’é tra
AC?+CB? e AD*+DB? ci sara anche tra 24D X DB
e 24C X CB, perchée AC? 4 CB? 4+ 24C X CB =
= AB?>= AD*? 4+ DB? + 2AD x DB [II, 4].

Ma la differenza tra AC? 4+ CB? e AD* -+ DB? &
una superficie razionale: infatti entrambi son razionali;
allora anche la differenza tra 24D X DB e 2AC X CB
& una superficie razionale, pur essendo mediale, il che &
assurdo: la differenza tra due superficie mediali infatti non
pud essere razionale [prop. 26]. Dunque una retta bino-
miale non si puo dividere in due punti diversi nelle sue
parti, cioé si puo dividere solo in un punto; c. d. d.

Un segmento binomiale si pué decomporre in un sol modo
nelle sue componenti.
In simboli moderni: se si ha

Ve+VE=Vx+Vy,

dove «, &, x, y, sono numeri razionali e il rapporto Va: VB non
¢ razionale, allora si ha necessariamente

Vo=V, Vp="Vy.
In particolare da

w+Ve=x+Vy

*“=x, VEZ'\/;.

segue necessariamente

Dimostrazione.
Nelle ipotesi fatte sia dunque

Q) Vo+VE="Vx+ Vg,
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e si supponga - B
Vad=Vx,
Vit vy
Dalla (1) e dalla prop. II, 4 si deduce
(& + 8) — (x +y) = 2Vag — 2V,

Ma il primo termine & razionale, quindi anche 2Vxy — 2VaB

& razionale, cid che & impossibile, perché Vxy e Vep sono prodotti
mediali, e quindi la loro differenza (X, 26) non pud essere razio-

nale (si noti che non pud aversi Vxy=Vep, perché allora tanto
Vx e Vy quanto Ve e VB sarebbero radici di una medesima equazione
di 2° grado).

Si deduce cosi che non si pud decomporre in due modi diffe-
renti un segmento in due segmenti razionali, commensurabili solo
in 2* potenza.

STieFeL illustra la proposizione 42 con I’ esempio seguente:

12 + V48 & una binominale; essa & bensi decomponibile in 6 e
6 + V48, oppure in 12+ V2 e V12, oppure ancora in 6+ V12

e 6 +~ V12 ecc. Ma tali componenti non sono «razionali, com-
mensurabili in 22 potenza ».

43.

Una retta prima bimediale é divisa in un solo modo nelle
sue componenti. '

Sia la prima bimediale 4B divisa in C, in modo che
AC, CB siano mediali, commensurabili solo in potenza,
tali che il rettangolo da esse compreso sia razionale; dico
che AB non pud essere diviso in tal modo da nessun altro
punto. ‘

Infatti, se & possibile, sia diviso in D in modo che AD,
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DB siano mediali, commensurabili solo in potenza, tali
che il rettangolo, da esse compreso sia razionale. Ora,

poiché la differenza tra 24D X DB e 2AC X CB &

—

A 5 ¢ B

uguale alla differenza tra 4AC* -+ CB® e AD? + DB?
uguale alla differenza tra AC? 4 CB% e AD + DB?
[prop. 41, lemma)], e la differenza tra 24D X DB e
2AC X CB ¢ razionale, perché entrambi son razionali,
anche la differenza tra AC? 4+ CB? e AD? + DB? sa-
rebbe razionale, sebbene mediale; il che ¢ assurdo [pro-
pos. 26].

Dunque una retta prima bimediale, ecc.

Una prima bimediale si pud decomporre in un sol modo nelle
sue componenti mediali.
In simboli, se

[ U SR
Va+VB=Vx+ Vy,
4 4_ 4 4_ ) o

dove Vo, VB e Vx, Vy soddisfano alle condizioni della prop. 37,

allora si ha necessariamente
4 4 4_ 4_
Va=Vx, VB="Vy.

Oppure ancora, ricordando che I’ espressione generale della

4
. . - m
prima bimediale & Vo + 7+ da

o
t. m L. g
Vo m=Va+
Va Vx,
si deduce

4_ 4 _
Ve=Vx, m=n.
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La dimostrazione & perfettamente analoga a quella della pro-
posizione precedente.
Infatti, si ha

25@ — 214/07@ =Va+ VB — (Vx+ Vy).

Ma il primo membro & razionale (v. prop. 37, ipotesi 3),

mentre il secondo membro, nell’ ipotesi V== Vx, Va=E Vy, & ne-
cessariamente irrazionale (Prop. X, 26), cid che & assurdo.

44,

Una retta seconda bimediale ¢ divisa da un punto soltanto
nelle sue componenti.

Sia la seconda bimediale AB divisa in C, in modo che
AC, CB siano mediali, commensurabili solo in potenza, e
tali che il rettangolo da esse compreso sia mediale [prop.
38]; allora & manifesto che il punto C non ¢ il punto me-
dio di 4B, perché le parti non sono commensurabili. Dico
che AB non ¢ divisa in alcun altro punto nelle sue com-
ponentl.

Infatti, se & possibile, sia AB divisa anche in D, in
modo che AC, DB non siano uguali; supponiamo che 4AC
sia maggiore (& manifesto che anche AD? + DB? <
< AC? 4+ CB?, come sopra abbiamo dimostrato [prop. 41,
lemmal) e che AD, DB siano mediali, commensurabili solo
in potenza, tali che il loro rettangolo sia mediale. Si ponga
la retta razionale EF, e ad essa si applichi un rettangolo
EK, equivalente al quadrato di 4B, e si tolga EG, equi-
valente ad AC? 4~ CB2. Allora la rimanente parte HK &
uguale a 24C X CB [II, 4]. Di nuovo, si tolga EL,
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equivalente ad 4D? -+ DB?, che abbiamo dlmostrato esser
minore di AC? 4+ CB2.

A D ¢ B
E M__H N
F L G K

Cosi, MK =2AD X DB. E poich¢ AC?* + CB?
¢ mediale, EG ¢ mediale. Ed ¢ applicato alla retta ra-
zionale EF: dunque EH & razionale, ed incommensura-
bile in lunghezza con EF [prop. 22].

Per la stessa ragione anche N & razionale ed incom-
mensurabile in lunghezza con EF. E poiche AC, CB sono
mediali, commensurabili soltanto in potenza, AC e CB sono
incommensurabili in lunghezza.

Ma AC : CB= AC?: AC X CB [prop. 21, lem-
ma]; allora anche AC? ¢ AC X CB sono incommensu-
rabili [prop. 11]. Ma AC? e AC? 4 CB? sono commen-
surabili; infatti AC, CB sono commensurabili in potenza;
e AC X CB, 2AC X CB sono commensurabili [prop. 6].
Percio anche AC? 4 CB? e 24AC X CB sono incom-
mensurabili [prop. 13]. Ma EG = AC? 4 CB?, HK =
= 2AC X CB. Allora EG, HK sono incommensurabili;
quindi anche EH, HN sono incommensurabili in lunghezza
[VI, 1; prop. 11].

Sono inolire razionali. Allora EH, HN sono razionali,
commensurabili solo in potenza. Ma se si sommano due
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rette razionali, commensurabili soltanto in potenza, la som-
ma ¢ irrazionale ed & detta binomiale [prop. 36]; quindi
EN & binomiale, divisa in H. Nello stetto modo dimo-
streremo che anche EM, MN sono razionali, commensu-
rabili solo in potenza. Ed EN, che & binomiale, sara divisa
in due punti diversi H ed M [il che & assurdo; prop. 42];
ed EH, MN non sono uguali, perche 4AC?* 4+ CB2?>
> AD? 1+ DB?; e siccome AD* + DB* > 24D X DB,
a maggior ragione AC? - CB*> 24D X DB, cio¢
EG > MK. Quindi anche EH > MN [VI, 1]. E cosi
EH, MN non sono uguali; c. d. d

Una seconda bimediale si pud decomporre in un sol modo nelle

sue componenti.
Si abbia dunque una seconda bimediale

4 4 & 4
Ve + Vfﬂ y Va> ‘\/(5
4 4_
dove Vu e V3 soddisfano alle condizioni seguenti (X, 38):

4 _ 4
1) Y« e VB sono mediali;
2) esse sono commensurabili solo in 2" potenza;

4 4
3) V. VB é mediale.
Si abbia adesso

4 4_ . 4_ 4 4 4
4) Ve +VBp="Vx+ Vy, con Vy>Vx

4 4 _
dove Vx e Vy soddisfano alle stesse condizioni 1), 2), 3).
Si tratta di dimostrare che si ha allora necessariamente

4 4 4 4 _
Voc:\/y, V[S:Vx
Supponiamo il contrario, e si abbia p. es.,

4 4_
Vo> Vy,
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Allora dal lemma alla proposizione 41 si deduce
) Ve+Vy<Va+VB.
Sia ¥ un numero razionale arbitrario, e si ponga
4 4\
S zy= (Va+ Vﬁ) ,
uy < Vo + VB.

Sottraendo si ottiene

©)

44

@ zr—ur={Va V) — (Vi VB =2V VE.

Se si pone adesso

) vw="Vx+Vy
dalla prima delle (6) e dalla (I1) si ricava

zy_vy=(f/c2+14/ﬁ)2—(V§+V§){

e tenendo conto della (4),
4 _ 4 \2 _ _ 4 4 _
) zy — vy =<Vx + Vy> —(Vx+Vg)=2Vx. Vy.

4

Siccome %/Cz, VB, Vo, VB sono mediali, segue che anche
Vo + VB & mediale, e siccome 7 & razionale, si deduce dalla seconda
delle (6) e in virti della prop. X, 22 che:

u & razionale, incommensurabile con 7 in 1* potenza.

Per la stessa ragione, essendo per le (7) e (3) (z — u)y me-
diale, si deduce che

z — u & razionale, incommensurabile con ¥ in 12 potenza.

4 4
Siccome Vo, VB sono commensurabili solo in 2° potenza, e

siccome si ha (X, 11)
4 4_ _ 4 4
Va:VB="a:Va VB

4 4 _
segue che anche Vo e}/a VB sono incommensurabili. Ma Vmﬂé
" commensurabile con V8 e quindi anche (X, 15) con Vo + V.
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Si conclude che
— . 4 4
Vo + Ve, 2Va VB
sono incommensurabili.

I secondi membri delle (6) e (7) sono dunque incommensura-

bili, quindi (VI, 1, X, 11) anche
u, z— u sono incommensurabili.
La X, 36 ci insegna allora che la somma
ut+(z—u =z

dei due segmenti razionali u e z— u & irrazionale; essa non &
che la binomiale.

La binomiale z risulta dunque decomposta nelle somma di due
segmenti razionali commensurabili solo in 2* potenza. Analogamente
si dimostra che 1 segmenti » € z — v sono razionali e commensu-
rabili solo in 2 potenza. Si ottiene cosi una seconda decomposi-
zione della stessa binomiale z

z=v+(z—v),

la quale, come dimostreremo subito, & essenzialmente distinta dalla

Py

prima decomposizione, cid che & assurdo, perché contradice alla

proposizione 42.
Infatti, la seconda delle (6) e la (8) in virth della disegua-

glianza (5) danno
uv.
D’ altra parte si ha
— 4 4 _
Ve+ Vy> 2 Vx Vy
e quindi per la (5)
_ _ 4 _ 4_
Ve VB> 2Vx Vy.
Dalla seconda delle (6) e dalla (8) si deduce allora
uy > (z — o)y

ufz—v.

e quindi
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Le due decomposizioni
z=u+(z—u)
z=v+(z—0)

risultano dunque essenzialmente distinte, c. d. d.

45.

Una retla maggiore ¢ divisa in un punto soltanto nelle sue
compornenti.

Sia ADB, retta maggiore, divisa in C in modo che AC,
CB siano incommensurabili in potenza, ¢ formino la som-
ma AC? 4+ CB? razionale, e AC X CB mediale [prop.
39]1. Dico che AB non ¢ divisa in altro punto nelle sue
componenti.

Infatti, se & possibile, sia divisa anche in D, m modo che
AD, DB siano incommensurabili in potenza, formino la

somma 4D? -+ DB? razionale, ¢ AD X DB sia mediale.

Poiche la differenza tra AC? + CB?* e AD? 4~ DB? &
uguale alla differenza tra 24D X DB e 2AC X CB, e
la differenza tra AC?* + CB?* ed AD* + DB? ¢ razio-
nale, perché entrambi sono razionali, anche la differenza
tra 24D X DB e 2AC X CB sarebbe razionale, quan-
tunque sia mediale, il che & impossibile [prop. 26]. Quindi
una retta maggiore non & divisa in punti diversi nelle sue
componenti. Dunque & divisa in un sol punto; c. d. d.
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" Un segmento « maggiore » si pud dividere in un sol modo nelle
sue componenti.
Sia

z=x+y

un segmento maggiore, dove si ha

m x*:y*sF=m: n,
2 x® =+ y® razionale,
3) xy mediale.

Si supponga che si abbia un’altra decomposizione
z=u+v,

dove u, v soddisfano ancora alle condizioni (1), (2), (3).

Da (x + y)? = (u + v)? si deduce
“) (x* + y*) — (u® + v*) = 2uv — 2xy.

Ma il primo membro & razionale, per I'ipotesi (2), mentre per
la (3) il 2° membro & mediale, cid che & assurdo.

Anche qui, come gia nella dimostrazione della prop. 42, oc-
corre completare la dimostrazione di EUCLIDE osservando che i due

membri della (4) non possono essere tutti e due nulli. Infatti se

fosse
x*+ y* = u® + v = cost.
Xy = uv, = cost.

i valori assoluti di x e y sarebbero biunivocamente determinati e
non potrebbero differire da quelli di u e v.

46.

Il lato di un quadrato equivalente alla somma di una su-
perficie razionale con una mediale & diviso in un punto
solamente nelle sue componenti.

Sia la retta AB, lato di un quadrato equivalente alla
somma di uno spazio razionale con un mediale divisa in C,
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in modo che AC, CB siano incommensurabili ic potenza,
formino la somma AC - CB? mediale, ¢ 24C X CB ra-

zionale [prop. 40]. Dico che AB non & divisa in alcun

altro punto nelle sue componenti. Infatti, se & possibile,
sia diviso anche in D, in modo che AD, DB siano incom-
mensurabili in potenza, formino la somma 4AD? 4 DB?
mediale, e 24D X DB razionale. Allora, poiche la dif-
ferenza tra 24AC X CB e 2AD X DB ¢ uguale alla
differenza tra AD? 4 DB? ed AC? 4 CB?, e la diffe-
renza tra 24C X CB e 2AD X DB ¢ razionale anche
la differenza tra AD* + DB?* e AC?* 4 CB’ ¢ razionale,
quantunque mediale, il ched impossibile [prop. 26]. Quindi
il lato di un quadrato equivalente alla somma di una su-
perficie razionale con una mediale non puo esser diviso in
punti. Dunque & diviso ‘in un sol punto: c. d d

Sia z «il lato della somma di un’area razionale e di un’area
mediale », vale a dire (X, 40)
Q)] . z=x+y
dove si ha:

*:y*Em:n

x® + y® mediale

2xy razionale.
Se si ha adesso un’altra decomposizione

z=u-+v,
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dove i segmenti u e v soddisfano alle stesse 3 condizioni a cui
soddisfano x e y, allora u e v coincidono necessariamente con x
e y. La dimostrazione & analoga a quelle delle propp. precedenti,
e consiste nell’osservare che se u, v non coincidono con x, y allora

nella relazione

2xy — 2uv = (u® + v°) — (x* +y*)
il primo membro & razionale, mentre il secondo & mediale, cio che
e assurdo.

Risulta dunque dimostrata I'unicita della decomposizione (1).

47.

Il lato di un quadrato equivalente alla somma di due su-
erficie mediali ¢ diviso in un punto soltanto nelle sue
componenti.

Sia la retta AB divisa in C in modo che AC, CB
siano incommensurabili in potenza, formino la somma
AC? L CB? mediale, AC X CB mediale ed al tempo
stesso incommensurabile con AC* + CB? [prop. 41].
Dico che AB non & diviso da alcun altro punto in modo
simile.

Infatti, se & possibile, sia divisa anche in D; com’¢ chia-
ro, AC, DB non sono uguali: si supponga maggiore AC e
sl ponga la retta razionale EF, ad essa si applichi EG equi-
valente ad AC? -+ CB?, e si applichi HK, equivalente al
rettangolo 24AC X CB. Cosi EK = AB? [II, 4].

 Ancora, alla retta EF si applichi EL, equivalente ad
AD? - DB?. Allora la rimanente parte 24D X DB =
= MXK. E poiché abbiamo supposto che 4C? 4 CB? fos-

se mediale, anche £G ¢ mediale; ed & applicato alla retta
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razionale EF; quindi HE & razionale ed incommensurabile
in lunghezza con la EF [prop. 22]. Per la stessa ragione
anche HN & razionale e incommensurabile in lunghezza

A, E_ M H N
D+
c
B
F L G K

con la EF. Ora, poiche 4C? 4- CB? e 24AC X CB sono
incommensurabili, anche EG, GN sono incommensura-
bili [VI, 1; prop. 11]; sono moltre razionali. Quindi EH,
HN sono razionali, commensurabili solo in potenza. Dun-
que EN, binomiale, & divisa in H [prop. 36]. Similmente
dimostreremo che ¢ divisa anche in M, mentre EH, MN
non sono uguali: allora una retta binomiale sarebbe divisa
in punti diversi, il che & impossibile [prop. 42]. Allora il
lato di un quadrato equivalente alla somma di due super-
ficie mediali non & diviso in punti diversi; dunque & diviso
in un sol punto; c. d d

10
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Sia z «il lato della somma di due aree mediali », ciog (X, 41)

Q) z=x +y, x>y
dove si ha:
®:y'Fm:n,
x® + y* mediale,
xy mediale,
(x*+y):xyEm:n

Si tratta di dimostrare che la decomposizione (1) & unica. In-
fatti supponiamo il contrario, e si abbia un’altra decomposizione

@ z==u-+v, u>wv,

dove u, v soddisfano alle stesse condizioni scritte sopra per x e y,

e supponiamo che si abbia
u>x.

Sia % un segmento razionale qualsiasi, ¢ poniamo
or =x*+y?, xs=2xy
op = u, + v*, ag = 2uo.
Allora si ha
o(r+s)=(x+y)*= 2%,
2uv=(u+ o)) —(+v) =2 —(* + )= (r+s)—ap.
Per ipotesi x>+ y®, ossia ar, & mediale, e siccome « & razio-
nale, segue che (X, 22)
r & anche razionale e commensurabile con « solo in 2* potenza.
Per la stessa ragione anche
s & razionale e commensurabile con o solo in 2% potenza.
Siccome si ha
(*+y*): 22yF=m:n
si deduce che or, us sono incommensurabili, ossia r e s sono in
commensurabili in 12 potenza, ma sono invece commensurabili
(essendo segmenti razionali) in 2% potenza.

Si conclude che (X, 36)
r -+ s & una binomiale.

Analogamente si dimostra che anche p +¢ & una binomiale.
Siccome si ha x +y=u—+v, con x>y, u>veu>x, s
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deduce (lemma alla prop. 41)
. a0t > a4yt
ossia

L ap=>ar, p>r.
- Avendosi poi
r+s=p+gq,

si vede che la stessa binomiale risulta decomposta in due modi
essenzialmente distinti, cid che & impossibile per la prop. X, 42.

Risulta dunque provata I’ unicita della decomposizione (1) del
segmento z.

Seconda serie di definizioni.

1. Data una retta razionale e una retta binomiale divisa
nelle ‘sue parti, nella quale la differenza in potenza tra
la parte maggiore e la minore ¢ equivalente al quadrato
di una retta commensurabile in lunghezza con la maggiore,
se la parte maggiore ¢ commensurabile in lunghezza con
la retta razionale data, essa si dira prima binomiale.

2. Se la parte minore ¢ commensurabile in lunghezza
con la retta razionale data, essa si dira seconda binomiale.

3. Se nessuna delle due parti & commensurabile in lun-
ghezza con la retta razionale data, essa si dira terza bino-
miale. v

4. Ancora, se la differenza tra la parte maggiore e la
minore, In potenza, ¢ equivalente al quadrato di una retta
incommensurabile in lunghezza con la maggiore, e questa
maggiore ¢ commensurabile in lunghezza con la retta ra-
zionale data, essa si dira quarta binomiale.

5. Se la minore & commensurabile con la data, si dira
quinia binomiale.

6. Se nessuna delle due, si dira sesta binomiale.
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STIEFEL nella sua Arithmetica integra costruisce tutte le sei
specie di binomiali nel modo seguente.
Il diametro AB sia razionale, commensurabile coll’ unity in 12

. . . AB .
potenza. Sia CD la media proporzionale tra 5 = AC e il resto

CB del diametro.

Analogamente sia EF la media proporzionale di AB—-AFe
il resto FB del diametro.

“Allora le varie binominali sono:

AD+ DC= —4—2§<] + 173) ¢ la prima binomiale,
AB 3
BD+ BC=—5— 2 (\/3 + 2) & la seconda bmomlale
DB + BE— ) <V3 ‘—Z—}/é) ¢ la terza binomiale,
AB+ BE = AB (l + 1?) ¢ la quarta binomiale,
V6
EB+ BF=A4B 3 3) & la quinta binomiale,

) ¢ la sesta binomiale.

AE + EF= AB (V—" V2

3
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Cosi p. es., se AB=12, allora le 6 binomiali sono ordina-
tamente:

1) 6+ V27; 2) V108 +9; 3) V108 + V96;
4) 12+ V96; 5) V96 + 8; 6) V48 + V32.

48.
Trovare una retta prima binomiale.

Sian dati due numeri AC, CB, in modo che 4B abbia
con BC il rapporto di un numero quadrato ad un numero
quadrato, ed 4B non abbia con CA4 il rapporto di un
numero quadrato ad un numero quadrato [prop. 28, lem-
ma]; sl ponga una retta razionale d, e sia EF commen-
surabile in lunghezza con la d; allora EF sara razionale
[def. 3]; e st abbia BA : AC = EF? : FG? [prop. 6,
coroll.]. Ma AB ha con AC il rapporto. di un numero
ad un numero. Allora anche EF? ha con FG? il rapporto
che un numero ha con un numero. Percio EF?, FG? sono
commensurabili [prop. 6]; ed EF & razionale; percio
anche F'G & razionale. E poiché B4 non ha con 4C il

rapporto di un numero quadrato ad un numero quadrato,

-d
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neppure EF? ha con FG? il rapporto che un numero qua-
drato ha con un numero quadrato. Cosi EF, FG sono
razionali, commensurabili soltanto in potenza; dunque EG
¢ binomiale.

Dico che & prima.

Infatti, poiche B4 : AC=EF?: FG*, e BA > AC,
sara anche EF?> FG? [V, 14]. Sia dunque FG? 4
+ h* = EF?; poiche¢ B4 : AC = EF? : FG?, conver-
tendo [V, 19, coroll.] AB : BC = EF? : h*>. Ma AB ha
con BC il rapporto che un quadrato ha con un quadrato;
percié anche E£? ha con h? il rapporto che un quadrato
ha con un quadrato. Quindi EF, h sono commensurabili
in lunghezza [prop. 9]. Cosi la differenza tra EF? ed FG?
¢ il quadrato di una retta commensurabile con EF, e inol-
tre EF, FG sono razionali, ed EF, d sono commensurabili
in lunghezza. '

Dunque EG & prima binomiale; c. d. d.

Trovare una prima binomiale, cioé una binomiale della forma
lo + V8,

dove @ & un segmento razionale dato. a priori, con la condizione
che si abbia
lo> Ve, VBa* —B: lx=n:m.
Costruzione.
Si scelgono a piacere due numeri quadrati m?, n*, tali che
m' — n* non sia un quadrato perfetto, e si pone

Ba?: B=m*: (m* —n®).
Da questa eguaglianza segue che B & commensurabile con & solo

in 2% potenza, quindi
lz + VB & una binomiale.
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Poi da
(Poa* — 8): Pa*=n*: m?,
ossia da
VP —B: lo=n: m,

si conclude che lx + VB & una prima binomiale. Si ha
—_ n 2
It + V= In + Im]/l —(~)
. m -

49,
Trovare una seconda binomiale.

Siano dati due numeri AC, CB, per modo che la som-
ma AB abbia con BC il rapporto che un numero quadrato
ha con un numero quadrato, ¢ con AC non abbia il rap-
porto di un numero quadrato ad un numero quadrato [prop.
28, lemma]. Si ponga la retta razionale d e la EF, com-
mensurabile in lunghezza con la d; allora la EF & razio-
nale. Sia ora anche C4 : AB= EF?: FG? [prop. 6,

coroll.]; allora anche EF? ed FG? sono commensurabili

At E
h
d
Ct
- £l
Bl .
Gl
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[prop. 6]. Percio anche FG & razionale. E poiche CA
non ha con AB il rapporto di un numero quadrato con un
numero quadrato, neppure EF? ha con FG? il rapporto di
un quadrato ad un quadrato. Allora EF, FG sono incom-
mensurabili in lunghezza [prop. 9]; percio EF, FG sono
razionali, commensurabili solo in potenza.

Dunque EF & binomiale [prop. 36]. Bisogna ora di-
mostrare che ¢ seconda binomiale.

Infatti, poiche, invertendo, B4 : AC = GF?*: FE? e
BA > AC, sara GF* > FE* [V, 14].

Sia GF?= EF? + h%. Convertendo, AB : BC =
= FG?: h®>. Ma AB ha con BC il rapporto di' un qua-
drato ad un quadrato. Allora anche F'G? ha con h? il rap-
porto di un quadrato ad un quadrato. Percio FG, h sono
commensurabili in lunghezza [prop. 9]. Quindi la diffe-
renza tra F'G? ed FE? ¢ il quadrato di una retta commen-
surabile con F'G; ed FG, FE sono razionali, commensu-
rabili solo in potenza, e la minor parte EF ¢ commensu-
rabile in lunghezza con la retta data d. Dunque EG & se-
conda binomiale; c. d d

Trovare una seconda binomiale, cioé una binomiale della forma
VB + lo, (o razionale, data a priori)
con la condizione che s; abbia
VB>lu, VE—Ta?: VB=n:m
Fissato a piacere il segmento Iz, si trova § dalla proporzione
Po?: p=(m*— n%: m?,

dove m* — n® non & un quadrato perfetto.
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Segue subito intanto che VB & commensurabile con Iz solo in
2* potenza, e quindi VB + Iz & una binomiale. Inoltre si ha evi-
dentemente VB = Ix. Infine si ha

g — Po?: B=n*: m®
e quindi

VB—"Pa?: VB=n: m, e d d

50.

Trovare una retta terza binomiale.

Sian dati due numeri AC, CB per modo che AB abbia
con BC il rapporto di un numero quadrato ad un numero
quadrato, ed invece con .AC non abbia il rapporto di un
quadrato ad un quadrato. Sia dato inoltre un altro numero
non quadrato d, che non abbia con alcuno dei B4, AC
il rapporto di un quadrato ad un quadrato; si ponga una
certa retta razionale e, e siad : AB==¢* : FG* [prop. 6,
coroll.]. Allora e, FG sono commensurabili [prop. 6],

A C B

e d
—_— [ |
’-—i——‘
F G H

ed e ¢ razionale; percid anche FG & razionale. E poiche d,
AB non hanno fra loro il rapporto di due quadrati, nep-
pure e¢® ed FG? avranno fra loro il rapporto di due qua-
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drati. Allora e, F'G sono incommensurabili in lunghezza
[prop. ¢]. Sia ora B4 : AC = FG? : GH?; cosi FG?,
GH? sono commensurabili; ma FG ¢ razionale; allora an-
che GH ¢ razionale; e poich¢ B4, AC non hanno fra
loro il rapporto di due quadrati, neppure FG2, GH? avran-
no fra loro il rapporto-di due quadrati. Cosi FG, GH sono
incommensurabili in lunghezza; percio FG, GH sono ra-
zionali, commensurabili solo in potenza.

Dunque FH & binomiale [prop. 36]. Dico che &
terza binomiale. Infatti, poiche d : AB=¢%: FG?, e
BA : AC=FG?: GH? ex aequo [V, 22] sard
d: AC=¢*: GH. Ma d, AC non hanno fra loro il
rapporto di due quadrati. Cosi neppure e?, GH? hanno tra
loro il rapporto di due quadrati.

Percido e, GH sono incommensurabili in lunghezza
[prop. 9]. E poiche B4 : AC=FG?: GH? sara
FG?> GH? [V, 14]. Sia dunque FG?> = GH* + k?*;
allora, convertendo [V, 19, coroll.], AB: BC=FG?: k?;
ma AB, BC hanno fra loro il rapporto di due quadrati.
Percio anche FG?, k* hanno tra loro il rapporto di due
quadrati. Allora FG, k sono commensurabili in lunghez-
za; e cosi la differenza tra FG? e GH? ¢ il quadrato di
una retta commensurabile con FG; inoltre FG, GH sono
razionali, commensurabili solo in potenza, e nessuna delle
due ¢ commensurabile in lunghezza con la retta e.

Dunque FH ¢ terza binomiale; , c.d. d

Trovare una terza binomiale, cioé una binomiale della forma

VE+Vr,
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tale che si abbia
V,f;\/ V*?, Vﬁ Vﬁ———_:{:m: n.

Costruzione.
Siano m’, n* due numeri quadrati arbitrarii, tali perd che
m* — n® non sia un quadrato. Sia inoltre p un numero intero ar-

bitrario, che non sia un quadrato perfetto, e tale che il rapporto

P hon sia eguale al rapporto di due quadrati. Cio premesso,

m>—n*
sl ponga
2) «?: f=p: m,

dove = & un segmento razionale dato a priori. Siccome p & supposto
non quadrato, il rapporto Lz non & eguale al rapporto di due qua-
m

drati. Dunque VB & un segmento razionale, commensurabile con =
solo in 2* potenza. Per trovare Y poniamo

2 B: y=m*: (m* — n?)

Sara anche VY un segmento razionale, commensurabile con
solo in 2% potenza, perché si ha da (1) e (2), per V, 22,

w?: y=p: (m*—nd.

Inoltre, la (2) mostra che VB e Vy sono commensurabili solo
in 2% potenza, quindi

VB + VY & una binomiale.
Inoltre dalla (2) si ha VB> V7, e infine dalla stessa (2) si

ricava )
B: B—vy=m": n®, ossia VB: VB —y=m:n, c d. d

51. .
Trovare una retta quarta binomiale.

Sian dati due numeri AC, CB, per modo—che AB non
abbia né con BC, né con AC il rapporto di un quadrato
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ad un quadrato [prop. 28, lemma]. E si ponga la retta
razionale d, e sia EF commensurabile in lunghezza con
la d. Allora EF & razionale. Sia inclitre B4 : AC =
= EF? : FG? [prop. 6, coroll]l. Allora EF?, FG? sono
commensurabili [prop. 6]; cosi anche FG ¢&-razionale.
E. poich¢ BA, AC non hanno tra loro il rapporto di due
quadrati, neppure EF?, FG? avranno tra loro il rapporto
di due quadrati. Allora EF, FG sono incommensurabili
in lunghezza.

AT E
h
d
CA
Fi.
B
G.

Allora EF, FG sono razionali, commensurabili solo
" in potenza: percid F'G & binomiale [prop. 36]. Dico che
¢ quarta binomiale. Infatti, poiche BA: AC=EF?:FG?,
sara EF?>FG? [V, 14]. Sia dunque EF*=FG?+ R

Allora, convertendo, [V, 19, coroll.], AB : BC =
= EF? : h*. Ma AB, BC non hanno fra loro il rapporto

di due quadrati; dunque neppure EF?, h® avranno fra
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loro il rapporto di due quadrati. Percid EF, h sono in-
commensurabili in lunghezza. Cosi, la differenza tra EF?
ed FG? ¢ il quadrato di una retta incommensurabile con
EF; inoltre EF, FG sono razionali, commensurabili solo
in potenza, ed EF, d sono commensurabili in lunghezza.

Dunque EG ¢ quarta binomiale; c. d d

Trovare una quarta binomiale, ciot una binomiale della forma
I + VB
dove si abbia I > \/B, lo:VPe®—B=m:n (lo essendo come

nelle proposizioni precedenti un segmento commensurabile in 12
potenza col segmento razionale o).

A tale scopo si fissano due numeri interi qualsiasi m, n, tali
che nessuno dei rapporti (m -+ n).m, (m -+ n):n sia eguale al rap-
porto di due quadrati perfetti.

Si pone quindi

M (m + n):m = Pa?:f.

Il segmento Ix+ VB sara la binomiale cercata.

Infatti, dalla (1) segue che \/B & razionale, ma incommensu-
rabile con Iz in 1® potenza.

Quindi lx + V§ & .una binomiale.

Dalla (1) segue ancora loc > \/{3, e inoltre si ricava

Pa® —B:Pa* = ni(m + n).

Dungue, \/lzocg—B e lx non sono commensurabili in 1* po-
tenza. Risulta dunque provato che I -+ \/B & una quarta bino-
miale,
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52.

Trovare una retta quinta binomiale.

‘Siano dati due numeri AC, CB, per modo che AB
non abbia con alcuno dei due il rapporto di un quadrato
ad un quadrato [prop. 28, lemma]; si ponga una retta
razionale d, e sia EF commensurabile con d. Allora EF

& razionale. Sia ora CA : AB = EF?: FG?; ma CA,

A E,
d
Cl
Fi
Bl A
G..

AB non hanno tra loro il rapporto di due quadrati; allora
neppure EF?, FG? avranno tra loro il rapporto di due
quadrati; percio EF, FG sono razionali, commensurabili
solo in potenza. '

Dunque EG & binomiale.

Dico ora che & gquinta binomiale. Infatti, poiche

CA : AB=EF?: FG? invertendo [V, 7, coroll.]
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BA : AC=FG?: FE* Allora GF? > FE* [V, 14].
Sia dunque GF?= FE? 4 h?; convertendo [V, 19,
coroll.] AB : BC = GF?: h*, Ma 4B, BC non han-
no fra loro il rapporto di due quadrati: allora neppure
FG?, h? hanno tra loro il rapporto di due quadrati. Cost,
"FG, h sono incommensurabili in lunghezza. Percio la
differenza tra FG? ed FE? & il quadrato di una retta
incommensurabile con FG. Inoltre GF, FE sono razio-
nali, commensurabili solo in potenza, e la minor parte EF
¢ commensurabile in lunghezza con la retta razionale
data d.

Dunque EG & quinta binomiale; c. d. d.

Trovare una quinta binomiale
VB + I,
dove si abbia VB> Iz, VB:VE— Pa®Em:n.

Conservando le notazioni della proposizione precedente, si ponga
m:(m + n) = Po?:f.

Allora st conclude subito che \/6 & razionale, incommensu-
rabile con Iz in 1® potenza. Inoltre \/B> Iz, e poi

(m+n):n=B:(8 — la?),
clog VB e \/[3 — [*%* sono incommensurabili in 1* potenza. Dunque

V3 + Iz & una quinta binomiale.

53.

Trovare una retta sesta binomiale.

Sian dati due rumeri 4C, CB, per modo che AB non
abbia con alcuno di loro il rapporto che un numero qua-
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drato ha con un numero quadrato. E sia dato un altro
numero d, che non sia un quadrato, ¢ che non abbia con
alcuno dei BA, AC il rapporto che un numero quadrato
ha con un numero quadrato. Si ponga una reita razio-
nale e, e sia d : AB=2¢c? : FG?; cosi ¢*, FG? sono
commensurabili [prop. 6]; ma ¢ ¢ razionale, dunque an-
che FG & razionale. E poiché d non ha con AB il rap-
porto di un numero quadrato con un numero guadrato,
neppure ¢ ha con FG? il rapporto di un numero quadrato
con un numerc quadrato. Quindi ¢, G sono incommen-
surabili in lunghezza [prop. 9].

Sia ora B4 : AC=FG? : GH*® [prop. 6, coroil.];
cosi FG?, GH? sono commensurabili; ma GH” & razionale,
percid anche GH ¢ razionale. E poich¢ BA non ha con
AC il rapporto di un numero quadrato ad un numero qua-
drato, neppure F'G? ha con GH? il rapporto di un quadrato
ad un quadrato.

A F
d k
e
|
Gt
B
H

Quindi e, FG, sono incommensurabili in lunghezza,

Sia ora nuovamventeABA : AC =FG? : GH?; allora
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FG?, GH? sono commensurabili, GH? & razionale e quin-
di anche GH & razionale. E poiché 4B non ha con 4AC
il rapporto che un quadrato ha con un quadrato, neppure
FG? ha con GH? il rapporto che un quadrato ha con un
quadrato. Cosi FG, GH sono incommensurabili in lun-
ghezza. Percid FG, GH sono razionali, commensurabili
solo in potenza; quindi FH & binomiale.

Bisogna ora dimostrare che & sesta. Infatti, poiche
d: AB=¢e*: FG? e BA : AC=FG? : GH?, ex ae-
quo sara d : AC=-¢*: GH?. Ma d non ha con AC
il rapporto di un quadrato ad un quadrato. Percid nep-
pure ¢ ha con GH? il rapporto di un quadrato ad un
quadrato. Cosi e, GH, sono incommensurabili in lun-
ghezza; ma abbiamo dimostrato che anche e, FG sono
incommensurabili; quindi ciascuna delle FG, GH, & in-
commensurabile con la retta e. E poiche B4 : AC =
= FG?: GH? sara FG*> GH? [V, 14].

Sia FG?*=GH?-F*. Convertendo si avra AB:BC=
=FG? : k*. Ma 4B non ha con BC il rapporto di
-un numero quadrato ad un numero quadrato. Percid nep-
pure FG? ha con k? il rapporto di un quadrato ad un
quadrato. E cosi FG, k sono incommensurabili in lun-
ghezza. Allora FG? supera GH? del quadrato di una
retta incommensurabile con FG, ed FG, GH sono razio-
nali, commensurabili solo in potenza; e nessuna delle due
¢ commensurabile in lunghezza con la data e.

Dunque FG & una retta sesta binomiale; c. d. d.
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Trovare una sesta binomiale
VE+ V1,
dove si ha \/l§> Vv, e VB VB —y=m:n

Per questo scopo, fissando di nuovo due numeri interi m, n,
tali che nessuno dei rapporti (m +n) :m, (m—+ n):n sia eguale
al rapporto di quadrati perfetti, si scelga inoltre un numero intero p,
soggetto alla sola condizione che anche 1 rapporti p: (m +n), p:m
non siano eguali a un rapporto di quadrati perfetti.

Sia poi @ un segmento razionale, arbitrariamente scelto. Poniamo

(n © pi(m+n)=0a?;B;
(2) (m—+n):m=8:y.

Allora \/6—4— \/} & la binomiale cercata.

Infatti, dalla (1) segue che \/B & commensurabile con a solo
nella 2* potenza. Lo stesso vale anche per il segmento V7, perche
dalla (2) segue che Y & commensurabile con § in 1* potenza:
inoltre dalla medesima (2) e dalle ipotesi sui numeri m e n, si
deduce che VB e VY sono commensurabili solo in 2* potenza, e
quindi VB — V7 & una binomiale.

Infine si ha evidentemente \/E> Vv e inoltre

B:B—71)=(m—+n).n,

e quindi \/S e VB —Y non sono commensurabili in 1* potenza.
Risulta dunque provato che V[ + \/ Y & una sesta binomiale.

LEMMA.

Siano due quadrati 4B, BC, disposti in modo che
DB, BE giacciano su una stessa retta. Allora anche FB,
BGC saranno per diritto. Si completi il parallelogrammo
AC. Dico che AC ¢ un quadrato, che DG ¢ medio pro-

porzionale tra AB, BC, e inoltre DC & medio proporzio-
nale tra 4AC, CB.
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Infatti, poiche DB = BF, BE = BG, sara DE =
—GF. Ma DE—=—AH =KC, FG=AK=HC

X G c
D 5 E
A F H

[1, 34], percio AH —= KC = AK = HC.

Allora il parallelogrammo AC & equilatero; ma & ret-
tangolo, dunque & quadrato.

E poich¢ FB: BG=DB: BE, ed FB: BG =
=AB : DG, DB : BE= DG : BC [VI, 1] sara an-
che AB : DG = DG : BC. Dunque DG & medio pro-
porzionale tra AB, BC.

Dico ora che DC & medio proporzionale tra 4C, CB.

Infatti, poiche AD : DK = KG : GC, perche sono
rispettivamente uguali, componendo si ha AK : KD ==
KC:CG. Ma AK : KD=AC : CD, KC : CG =
= DC : CB; allora AC : DC = DC : BC.

Dunque DC ¢ medio proporzionale tra AC, CB;

c. d. d

Se si adattano diagonalmente due quadrati x*, y® e si completa
la figura per ottenere il quadrato (x + y)?,
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si vede che (VI, 1)
X*lxy=x.y,
iy =xly,

.-

T
quindi
X*lay=uxy.yt

ciot il rettangolo xy & medio proporzionale fra i quadrati x*, y*.
Analogamente si ha
(x+ylilx+yy=(x+y)y
x+yyiy=x+y):y

ciod il rettangolo (x + yly & medio proporzionale dei quadrati
(x+y* ey

54.

Se un rettangolo é formato da una retta razionale e da una
prima binomiale, la retta il cui quadrato & equivalente
a detto rettangolo ¢ irrazionale e si dice binomiale.

Sia infatti il rettangolo AC compreso da una retta ra-
zionale AB e dalla binomiale AD. Dico che la retta, il
cui quadrato equivale ad AC, & irrazionale, e si dice bino-
miale.
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Infatti, poiché¢ 4D & prima binomiale, sia e il punto
di divisione. Sia AE la parte maggiore. E chiaro allora
che AE, ED sono razionali, commensurabili soltanto in
potenza, e che AFE? supera ED? del quadrato di una
retta commensurabile con AE, ¢ AE & commensurabile
in lunghezza con la data AB.

A G E_F o5
B HK L ¢
R_p
" .
NQ
S 0

Si divida £D in due parti uguali. Poiche 4FE? supera
ED? del quadrato di una retta commensurabile con AE,
se si applica alla quarta parte del quadrato minore, cioé
al quadrato EF? un parallelogrammo equivalente alla
maggiore AE, mancante di un quadrato, la AE vien di-
visa in parti commensurabili [prop. 17]. Si applichi dun-
que alla AE il rettangolo AG X GE, equivalente al qua-
drato EF?. Allora AG, GE saranno commensurabili in
lunghezza. Da G, E, F si conducano le parallele GH,
EK, FL a ciascuna delle AB, CD. Si costruisca il qua-
drato SN, equivalente al parallelogrammo AH, e NP =
= GK [II, 14]; e si dispongano in modo che MN, NQ
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siano per diritto; allora anche RN, NQO saranno per di-
ritto. Si completi 1l parallelogrammo SP; cosi SP & un
quadrato; e poiche AG X GE = EF?,sara AG : EF =
=FE : EC [VI, 17].

Percid anche AH : EL—=EL : KG [VI, 1]. Cosi
EL ¢ medio proporzionale fra SN e/NP. Ma anche MR
¢ medio proporzionale tra gli stessi SN, NP. Percio EL —=
= MR. Quindi anche EL = OQ [I, 43]. Ma anche
AH + GK = SN -+ NP; percio la somma AC =
= SP = MQ? Dunque MQ? & equivalente ad AC.

Dico che MQ & binomiale. Infatti, poich¢ AG & com-
mensurabile con GE, la AFE ¢ commensurabile con cia-
scuna delle AG, GE [prop. 15]. Ma abbiamo supposto
che anche le AE, AB fossero commensurabili. Percio an-
che le ACG, GE sono commensurabili con la AB. Ma 4B
¢ razionale, dunque ciascuna delle AG, GE & razionale.
Quindi anche AH, KG sono razionali [prop. 19], e AH,
GK sono commensurabili. Ma AH = SN, GK = NP.
Allora anche SN, NP, cioe MN?, NQ?, sono razionali
e commensurabili. E poiché AE, ED sono incommensu-
rabili in lunghezza, mentre AE, AG sono commensura-
bili, come pure DE, EF, le AG, EF sono incommensu-
rabili. Perci6 anche AH ed EL saranno incommensura-
bili [VL, 1; prop. 11]. Ma AH = SN, EL=MR.
Percio anche SV, MR saranno incommensurabili. Inoltre
SN : MR=ON : NR [VIi, 1]. Allora ON, NR
sono incommensurabili [prop. 11]. Ma ON = MN,
NR = NQ. Quindi MN, NQ sono incommensurabili.

Ed MN2?, NQ? sono commensurabili, e ciascuna d’essi ¢
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razionale. Dunque MN, NQ sono razionali, commensu-
rabili solo in potenza.

Cosi, la MQ & binomiale, ed MQ*= AC; c. d. d.

Se si fa il prodotto di un segmento razionale e di una prima
binomiale, la radice quadrata di questo prodotto & un segmento
irrazionale e precisamente una binomiale.

Sia _

a(lz + Vi

il detto prodotto. Per la definizione di prima binomiale si ha

(v. Definizioni II. 1, dopo X, 47)

(n le> VB
(2) Vi —B:lk=m:n.
Dividiamo il segmento ‘ Ix in due parti x, y in modo che si abbia
3) x+y=l,
_B
4) Xy =g.

Allora saranno x e y segmenti razionali, commensurabili con &
in 1* potenza (X, 17).

Poniamo adesso

()
Per la (4) si ha (VI, 1

% u* =oax
v=oay.

\L\/.
2=72 "

x.

e quindi
— \/_.
ox . —\—;—@az%got:rxy,

VB

ossia 5 ¢ la media proporzionale tra ax, oy.
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Per le (5) st ha dunque

‘/B

oc vt
2
Ma per il lemma precedente si ha
u?l uv =uv : v,

VB

(6) -y a=uu

quindi si deduce

Dalle (5), (6) e (3) si ricava

(u+v)2=u’—l'—v2+2uv=a(x+y)+\/B.a_——_
:oc-loc+a-\/ﬁ::ac(loc+\/[_3)

e quindi

Vallz + VB =u + 0.

Da questa espressione di \/a( Ix+ VP) si deduce facilmente che
essa rappresenta una binomiale. Infatti, si & gia osservato che x, y
sono segmenti razionali, commensurabili con « in 1* potenza. Quindi,
per (5), le aree u? »* sono razionali, e percid i segmenti u, v sono
anch’essi razionali. Resta da provare <he questi sono commensu-
rabili tra loro solo in 2% potenza. Si ha

v=uuw
e per le (5) e (6) si ottiene

u:v=x:

y—_.
5 -

Ma x & commensurabile coll unita (cioé con @) in 12 potenza.

mentre 5~ non lo & quindi x e —5 non sono commensurabili in

1® potenza. Lo stesso vale dunque per u e v, c. d. d.

A questa proposizione STIEFEL osserva nella sua Aritmetica
Integra (liber II, Cap. XVII): <« In questa proposizione si cerca
la radice quadrata di una prima binomiale ». Egli aggiunge una
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serie di esempi, dove I’ estrazione di una radice guadrata conduce
alla binomiale prima, seconda ecc., p. es. Va4 V1i52=

= V18 + 4 (ove 34 + \/1152 & una prima binomiale, Vig+4 ¢

seconda binomiale).

Questa interpretazione di STIEFEL & caratteristica per il suo
tempo, mentre in verith questa proposizione da la condizione dell~
riducibility dell’ espressione Vo + \/B

55.

Se un’area & compresa da una retta razionale e una se-
conda binomiale, la retta il cui quadrato & equivalente
a detta area ¢& irrazionale, ed ¢é detta prima bimediale.

L’area infatti ABCD sia compresa dalla retta razio-
nale AB e dalla seconda binomiale AD. Dico che la retta
il cul quadrato equivale all’'area AC & prima bimediale.

A G E F

D
5 ]
HK L ¢
R__p
M S
S 0

Infatti, poiche 4D & seconda binomiale, si divida in E
nelle sue parti, per modo che AE sia la parte maggiore.
Cosi AE, ED sono razionali, commensurabili solo in
potenza, AE? supera ED? del quadrato d’una retta com-
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mensurabile con AE, e la parte minore ED & commen-
surabile in lunghezza con la retta AB. Si divida ora ED
per meta in F, e alla retta AE si applichi AG X GE,
equivalente al quadrato EF?, e mancante d’'un quadrato.

Cosi AG, GE sono commensurabili in lunghezza
[prop. 17]. Dai punti G, E, F si conducano le parallele
GH, EK, FL alle AB, CD; e si costruisca un quadrato
SN, equivalente al parallelogrammo AH, e NP equiva-
lente al parallelogrammo GK, e si dispongano in modo
che MN, NQ siano per dirtto. Cosi anche RN, NO sa-
ranno per diritto. Si completi il parallelogrammo SP. Al-
lora da cio che & stato dimostrato appare che MR & me-
dio proporzionale tra SV, NP, ed ¢ uguale ad EL; e che
MQ? = AC. Occorre dimostrare che MQ & prima bime-
diale. Poich¢ 4E, ED sono incommensurabili in lunghez-

za, mentre ED, AB sono commensurabili, le AE, AB

saranno incommensurabili [prop. 13]. E poiché¢ 4G, EG

sono commensurabili, anche 4E & commensurabile con
ciascuna delle 4G, GE. Ma AE, AB sono incommen-
surabili in lunghezza. Percio anche le AG, GE sono in-
commensurabili con la AB; cosi B4A e AG, GE sono
razionali, commensurabili soltanto in potenza. Quindi cia-
scuna delle AH, GK ¢ mediale, e per conseguenza anche
ciascuna delle SV, NP & mediale.

Cosi, anche MN, NQ sono mediali. E poiche AG,
GE sono commensurabili in lunghezza, anche AH, GK,
cioe SNV, NP oppure MN?, NQ? sono commensurabili.
E poiche AE, ED sono commensurabili in lunghezza,
ed anche AE, AGC sono commensurabili, come ED, EF,
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le AG, EF sono incommensurabili. Dimodoche 4H, EL,
cioe SN, MR, cioe ON, NR, cioe¢ MN, NQ sono incom-
mensurabili in lunghezza.

Ma abbiamo dimostrato che MN, NQ sono mediali.
Cosi MN, NQ sono mediali, commensurabili in potenza.
Dico ora che esse comprendono un’area razionale. Infatti,
poicheé abbiamo supposto che DE fosse commensurabile
con ciascuna delle 4B, EF, anche AB, EF sono commen-
surabili. E ciascuna delle due ¢ razionale. Percio EL, cioe
MR, é razionale. ]

Ma MR = MN X NQ. E se si sommano due me-
diali commensurabili solo in potenza, tali che compren-
dono un’area razionale, la somma ¢& irrazionale, e si dice
prima bimediale.

Dunque MQ & prima bimediale; c. d. d.

La radice quadrata di un prodotto di un segmento razionale e
di una seconda binomiale & una prima mediale.
Si abbia dunque il prodotto

allx + V),
dove, per la definizione della seconda binomiale, si ha
) VB>, VB—Fai:VB=m:n
Dividiamo il segmento VB in due parti x, y in modo che si abbia
(2) x+y=V\p,
3 ="

Dalla (1), in virtd della prop. X, 17, si deduce che x e y sono
commensurabili tra loro in 1* potenza.
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Cid premesso si ponga

ax = u?
@ v oy = vt.
Per la (3) si ha
e
xi5=34

e quindi
b b
vocx.ocz =25 oy,

ossia, per le (4),
Iz o
e o o 2
wlos =ou— .0l
2 2
Ma avendosi anche
wluww=uv: v} -
si deduce ’

(5) ' uv:a-l—;.

Ora si ha, per le (4), (5) e (2)

(ut+of=uw+0*+2uw=oclx+yg +a le=aVB+a - la=
=oc(la+1/{3_),
e quindi
Voc(lx +VB)=u=+v.

E facile adesso provare che u+ 0 & una prima bimediale.

Infatti, osserviamo anzitutto che x, y sono commensurabili tra
loro in 1% potenza, e siccome la loro somma x +y="Vp & com-
mensurabile con « solo in 2% potenza, segue che x, y sono com-
mensurabili con o solo in 2% potenza. Lo stesso vale per ax e ay,
1 quali risultano dunque (X, 21) prodotti mediali. Avendosi

u=Vax, v="Vay,

si deduce (X, 21) che u, v sono mediali.

Siccome x, y sono commensurabili in 1* potenza, anche ax, ¢y,
u® e v* sono commensurabili tra loro in 1¢ potenza.

D’altra parte, siccome x & incommensurabile con % in 1* po-
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I
tenza, lo stesso vale anche per ox e « 5 5 ossia, per (4) e (5), u* e wv

sono incommensurabili in 1* potenza, e lo stesso vale dunque per u e v.
Risulta percid che u, v sono commensurabili tra loro solo in
2% potenza. :

Inoltre ‘dalla (5) si deduce (X, 19) che il prodotto uv—10 - I;

& razionale, percht ambedue i fattori sono razionali e commensu-
rabili tra loro in 1® potenza. :

I segmenti u, v sono dunque due mediali, commensurabili tra
loro solo in 2% potenza, e tali che il prodotto uv & razionale. La

loro somma u -+ v, e quindi Voc(loc+V(3) & per definizione X 37)
una prima bimediale.

56.
Se un’area ¢ compresa da una retfa razionale ¢ da una
terza binomiale, la retta il cui quadrato equivale a detta
area ¢ irrazionale, ed & detla seconda bimediale.

I’area ABCD sia infatti compresa dalla retta razio-
nale AB e dalla terza binomiale 4D, divisa in E nelle
sue parti, delle quali la maggiore ¢ AE. Dico che la retta
il cui quadrato equivale ad AC & irrazionale, e vien detta
seconda bimediale. :

Si paragonino infatti le stesse cose di prima. Poiche
AD & terza binomiale, AE, ED sono razionali, commen-
surabili solo in potenza, ed AE? supera ED? del qua-
drato di una retta commensurabile con AE, e inoltre nes-
suna delle due rette AE, ED & commensurabile in lun-
ghezza con AB, procedendo come nella proposizione pre-

cedente dimostreremo che MQ?*= AC, ed MN, NQ
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sono mediali, commensurabili solo in potenza. Percio MQ
¢ bimediale.

A G E_F_ o
B HK L ¢
R__p
M R
S 0

Bisogna ora dimostrare che & seconda.

Poich¢ DE, AB, cioe DE, EK sono incommensura-
bili in lunghezza, mentre DE, EF sono commensurabili,
ED ed EK sono incommensurabili in lunghezza [prop.
13] e sono razionali. Cosi FE, EK sono razionali, com-
mensurabili solo in potenza. Per questa ragione EL, cioé
MR, & mediale [prop. 21] ed & compresa dalle rette
MN, NQ. Cosi MN X NQ & mediale.

Dunque MQ & bimediale [prop. 38]; c. d. d

La radice quadrata del prodotto di un segmento razionale e
di una terza binomiale & una seconda bimediale.
Si abbia dunque il prodotto

aVB+Vy), (VB>Vy)
dove per definizione di terza binomiale si ha

(M VST-—Y:VQZmZn.
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Inoltre @ non & commensurabile in 1* potenza con VB e V7.
Poniamo ancora, come nelle proposizioni precedenti

x + y= VB , XY= g;
e inoltre poniamo
u*=ox, v'=oy.
Allora si ricava

uv:a7,

u+ov= Va(VB + V7).

Si deduce facilmente che avendosi u= Vax, v="Vay, ue v
. e . )
sono mediali, commensurabili tra loro solo in 2 potenza. Inoltre

il loro prodotto uv =« 7Y & un prodotto mediale. Per la X, 38

si conclude percio che la somma u + v & una seconda bimediale.

57.

Se un’area & compresa da una retta razionale e da una
quarta binomiale, la retta il cui quadrato equivale a

delta area ¢ irrazionale, ¢ vien detta maggiore.

L’area AC sia infatti compresa dalla retta razionale
AB e dalla quarta binomiale 4D, divisa in E nelle sue
parti, delle quali la maggiore sia AE.

Dico che la retta il cui quadrato equivale ad AC &
irrazionale, e vien detta maggiore.

Infatti, poiche AD & quarta binomiale, AE, ED sono
razionali, commensurabili solo in potenza, ed AE? supera
ED? del quadrato di una retta commensurabile con AE;
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e inoltre AE, AB sono commensurabili in lunghezza.
Si divida DE per meta in F, e alla retta AE si applichi
il parallelogrammo AG X GE, equivalente al quadrato

N GE F__o
B KL ©
R__p
M———Q

S 0

EF?; allora AG, GE sono incommensurabili in lunghezza.
[prop. 18]. Si conducano quindi GH, EK, FL parallele
alla retta AB, e si facciano le altre costruzioni, come
prima.

Quindi & manifesto che MQ?= AC. Bisogna ora
dimostrare che MQ, & irrazionale, e vien detta maggiore.
Poiche 4G, EQC sono incommensurabili in lunghezza, an-
che AH, GK, cioe SN, NP sono incommensurabili.

Allora MN, NQ sono incommensurabili in potenza.
E poiche AE, AB scno commensurabili in lunghezza, AK
¢ razionale [prop. 19]; ma AK = MN? + NQ?; per-
cio anche MN? 4+ NQ? ¢ razionale. E poiche DE, AB,
ciot DE, EK sono incommensurabili in lunghezza [prop.

13], mentre DE, EF sono commensurabili, EF, EK

sono incommensurabili in lunghezza. -
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Allora EK, EF sono razignali, commensurabili solo
'in potenza. Percid LE, cioe MR, & mediale [prop. 21].
Ma & compreso dalle rette MN, NQ. Cosi MN X NQ
¢ mediale, MN* + NQ? ¢ razionale, ed MN, NQ sono
commensurabili solo in potenza. Ma se si sommano due
rette incommensurabili in potenza, tali che.la somma dei
loro quadrati sia razionale, e il loro rettangolo sia mediale,
la somma & irrazionale, e si dice maggiore [prop. 39].

Dunque MQ ¢ irrazionale e si dice maggiore; ed -

MQ?*= AC; c. d. d

La radice quadrata del prodotto di un segmento razionale e di
una quarta binomiale & la cosidetta maggiore (X, 39).
Si abbia dunque il prodotto

ol + VB), (lo>VP),
dove per definizione della quarta binomiale si ha
(1) . VP& —B:ilaEm:n,
e inoltr‘e Iz, V3 sono commensurabili tra loro solo in 2* potenza.
Poniamo ancora
x+y=l, xy+g;

u*=oax, v*=oy.

VB

uv:a—z—,

Allora si ricava

u+ov= Va(loz +VB).

Per la (1) si ha (X, 17) che x, y sono incommensurabili, quindi
anche u? v* sono incommensurabili. Percio i segmenti u, v sono
incommensurabili in 2° potenza.

12
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Si ha poi
v+ ot=ax+y =alz
quindi u® + v* & razionale.
Infine, siccome o e - somo razionali, commensurabili solo in 22
VB, .
potenza, segue che uw=0o- ¢&un prodotto mediale.
Da quanto precede e dalla definizione della maggiore (X, 39)

segue subito che u -+ v, ossia Voc'(loc + \/B) & una maggiore, c.d.d.

58.

Se un’area ¢ compresa da una retta razionale e da una
quinta binomiale, la retta il cui quadrato equivale a
detio spazio & irrazionale, e si dice lato d’un quadrato
equivalenie alla somma d’un’area razionale con una

mediale..

[’area AC sia infatti compresa dalla razionale AB e

- dalla quinta binomiale AD, divisa in E nelle sue parti,

in modo che AFE sia la parte maggiore. Dico che la retta

il cul quadrato equivale ad AC & irrazionale, e vien detta

retta il cui quadrato equivale alla somma d’un’area razio-
nale con una mediale.

Si proceda infatti come nelle dimostrazioni precedenti.

E chiaro allora che MQ? = AC. Occorre ora dimostrare

" che MQ & una retta il cul quadrato equivale alla somma

d’un’area razionale con una mediale. Infatti, poiche 4G,

GE sono incommensurabili, AH, HE, cioe MN?, NQ?
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lo sono pure; cosi MN, NQ sono incommensurabili in
potenza.

E poiche 4D ¢ quinta binomiale, ed ED & la sua parte
maggiore, ED ed AB sono commensurabili in lunghezza.

A GCE_F_ o
B
HK L ¢
R__p
M —iQ
S5

Ma AE, ED sono incommensurabili; percio anche 4B,
AE sono incommensurabili in lunghezza. Allora AK,
cioe MN? -+ NQ?, & mediale [prop. 21]. E poiche DE,
AB, cioe DE, EK sono commensurabili in lunghezza,
ed anche ED, EF sono commensurabili, le £EF, EK sono
commensurabili [prop. 12].

Ma EK ¢ razionale. Allora anche EL, cioe MR, op-
pure MN X NQ, ¢ razionale [prop. 13]. Cosi MN, NQ
sono incommensurabili in potenza, la somma dei loro qua-
drati & mediale, e il loro rettangolo & razionale. Dunque
MQ ¢ il lato d'un quadrato equivalente alla somma di

uno spazio razionale con uno mediale [prop. 40] ed

MQ*= AC; c. d. d
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La radice quadrata del prodotto di un segmento razionale e di
una quinta binomiale & un segmento irrazionale, detto « lato della
somma di un'area razionale e di un'area mediale » (X, 40).

Si abbia dunque il prodotto

WV + la), (VB> lu),
dove, per definizione di quinta binomiale, si deve avere
m VB—Pa*:VBd=m:n

e dove inoltre @ ¢ VB sono commensurabili tra loro solo in 2*
potenza.
Poniamo di nuove
_ Pa?
x+y=Vp, Xy="5;
' =ax, v¥*=oy.
Allora si ricava

loc
w=a- =5,

u+ﬁ=va(V(§+Ia).

Devesi dimostrare che u + v & « lato della somma di un’area
razionale e di un’area mediale », cio¢ che si ha (X, 40):

1) u, v incommensurabili in 22 potenza.
2) u* + v* mediale.
3) Il prodotto uv & razionale.

Infatti, per la (1), si ha che x, y sono incommensurabili tra
loro (X, 18), e quindi anche u’, v®. Dunque la condizione 1) &
soddisfatta.

Da

u®+ ot = ax +g) = aVB,
Lll):Oc'E,

si deduce che sono soddisfatte anche le condizioni 2), 3), c. d. d.
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59.

Se un’area & compresa da una retta razionale e da una
retta binomiale, la retta il cui quadrato equivale a detta
area & irrazionale, e si dice che il suo quadrato & uguale
alla somma di due aree mediali. .

L’area ABCD sia compresa dalla retta razionale 4B,
e dalla sesta binomiale 4D, divisa in E nelle sue parti,
di cui la maggiore sia AE. Dico che la retta il cui qua-
drato equivale ad AC & il lato d’'un quadrato equivalente
alla somma di due aree mediali.

A GE F__ 5
B HK LT ¢
R__p
M—————1Q
5 0

Si proceda infatti come nelle dimostrazioni precedenti.
E chiaro allora che MQ%= AC ed MN, NQ sono in-
commensurabili in potenza. E poiché EA, AB sono incom-
mensurabili in lunghezza, EA e AB sono razionali, com-
mensurabili solo in potenza. Cosi AK, cioe MN? 4+ NQ?
¢ mediale [prop. 21]. Di nuovo, poich¢ ED, AB sono
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incommensurabili in lunghezza, FE ed EK sono incom-
mensurabili. Percio FE, EK sono razionali, commensurabili
solo in potenza. Cosi EL, ciot MR, oppure MN X NQ,
¢ mediale. E poiche AE, EF sono incommensurabili, an-
che AK, EL lo sono. Ma AK = MN?* + NQ?, EL =
=MN X NQ. Allora MN? + NQ? ed MN X NQ
sono incommensurabili. E ciascuno di loro &€ mediale, ed
MN, NQ sono incommensurabili in potenza.
Dunque MQ ¢ il lato d’'un quadrato equivalente alla
somma di due aree mediali, ed MQ?*= AC; c. d. d.

La radice quadrata del prodotto di un segmento razionale e di
una sesta binomiale & un segmento irrazionale, deito « lato della
somma di due aree mediali » (X, 41).

Si abbia dunque il prodotto

aVB+Vy), (V3>Vy)
dove, per definizione di sesta binomiale, si deve avere
(1 VB—v:V3m:n,

e inoltre V3, Vy sono commensurabili tra loro e con & solo in

2% potenza. )
Poniamo ancora

x+y="Vp, w=1, -

ut=oax, v'=oay.

VB

uv:oc—z N

Allora st ricava

u+o=Va(VB+ Vq).
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Devesi dimostrare che u+ v & «lato della somma di due
aree mediali », cio¢ che si ha (X, 41):

1) u, v incommensurabili in 2° potenza.
2) u* + v* & mediale.

3) uv & un prodotto mediale.

4) (u*+v¥):uw=Em:n

Infatti, dalla (1) si deduce (X, 18) che ¥, y sono incommen-
surabili tra loro, e quindi anche ©? 0% Dunque la condizione 1)

),

¢ soddisfatta. Dalle relazioni

u* + o' =alx +y)=2VB,
uo:oc?,

si deduce che sono soddisfatte anche le condizioni 2), 3).

Infine avendosi
vy vy

(u*+ v*): uv—VB

si conclude che la condizione 4) & soddisfatta, c. d d.

LEMMA.

Se una linea retta & divisa in parti disuguali, la somma
dei quadrati delle parti supera il doppio del rettangolo
da esse compreso.

Sia la retta AB divisa in C in pérti disuguali; e sia AC
la maggiore. Dico che AC? 4+ CB? > 2AC X CB.

Infatti, sia AB diviso per metd in D; poicht una
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retta & divisa in parti uguali in D e in parti disuguali
in C, sara AC X CB + CD?*=A4D? [II, 5]. Percid
AC X CB < AD* Allora 2AC X CB < 2AD>.

Ma AC? + CB*=2(AD* + DC? [II, 9]. Dun-
que AC? 4- CB?* > 24C x CB; ' c. d. d

Se x3=y, si ha
x* +y* > 2xy.

Dimostrazione. Per I, 5, si ha

e quindi

ossia anche

Quindi si conclude
x* + y* > 2xy, , c. d d

Questo lemma che si pud dedurre direttamente dalla prop. 11, 7,
& stata gia applicato rella dimostrazione della prop. X, 47.

60.

Il quadrato di una reita binomiale applicato ad una retta
razionale, ha come larghezza una retta prima bino-
miale.

Sia ‘AB una retta binomiale; divisa in C nelle sue parti,
per modo che AC sia la parte maggiore, si ponga la retta
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razionale DE, e ad essa si applichi DEFG, equivalente
ad AB2, di larghezza DG. Dico che DG & prima bino-

miale.

E H L Q F
A c B

Infatti a DE si applichi DH — AC?, e KL. = BC>.
Allora la rimanente parte [II, 4] 24C X CB = MF.
Ora si dimezzi MG in N, e si conduca la parallela NQ.
Cosi MQ = NF = AC X CB. E poiche 4B & divisa
in C nelle sue parti, AC, CB sono razionali, commensu-
rabili solo in potenza [prop. 36]. Allora AC?, CB? sono
razionali € commensurabili. Percio anche AC? 4 CB?
[¢ commensurabile con AC? - CB?, e quindi & razio-
nale] ; inoltre AC? -+ CB?> = DL.

Quindi anche DL & razionale: ed & applicato alla
retta razionale DE; percio DM & razionale, e commen-
surabile in lunghezza con la DE [prop. 20]. Di nuovo,
poiche AC, CB son razionali, commensurabili solo in po-
tenza, 24C X CB, cioe MF, & mediale [prop. 21]. Ed
¢ applicato alla retta razionale ML. Cosi MG ¢ razionale,
e incommensurabile in lunghezza con la ML, cioé con DE
[prop. 22]. Ma MD ¢ razionale, e commensurabile in

lunghezza con la retta DE. Cosi DM, MH sono incom-
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mensurabili in lunghezza [prop. 13]. E sono razionali:
allora DM, MG sono razionali, commensurabili solo in
potenza. Quindi DG & binomiale [prop. 36].

Occorre ora dimostrare che ¢ prima binomiale. Poiché
AC X CB & medio proporzionale fra AC? e CB?, anche
MQ & medio proporzionale fra LH, KL.

Allora DH : MQ=MQ : KL, cio¢ DK : MN =
=MN : MK. Cosi DK xX KM = MN?* [VI, 17].
E poiche AC? CB? sono commensurabili, anche DH,
KM scno commensurabili.

£ poiche AC* 4-CB* > 24C X CB [cfr. Lemma
prec.}, sara DL > MF. Allora anche DM > MG e
DK X KM — MN? = quarta parte di M G2, ¢ DK,
KM sono commensurabili.

Ma se son date due rette disuguali, ed alla maggiore
si applica un’area equivalente alla quarta parte del qua-
drato della minore, e mancante di un quadrato, se la parte
maggiore vien cosi divisa In parti commensurabili, la dif-
ferenza fra i quadrati della maggiore e della minore & il
quadrato di una retta commensurabile con la maggiore
[prop. 17]. Allora DM? supera M G? del quadrato di
una retta commensurabile con DM ; DM, MG sono ra-
zionali, e la maggiore, DM, ¢ commensurabile in lun-
ghezza con la data retta razionale DE.

Dunque DG & prima binomiale; c. d. d

Se st divide il quadrato di una binomiale per un segmento
razionale, si ottiene una prima binomiale.
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Sia Vo + V3 la binomiale data, e sia VY un segmento ra-
zionale. Posto

m v (Va+ VBr="Vy -z,

si tratta di dimostrare che x & una prima binomiale. Dimostrazione.
Poniamo

(2) C Vyey=a, Vy.z=3,

sottraendo le (2) dalla (1) si ricava

'V?-x—-V*?(’y—f—z):Z\/cﬁ,

ossia
3) vy A= r2)

UrD) g,

Siccome Vo —+ VB & una binomiale, @ e 8 e quindi anche o+
sono razionali (X, 15). Ma « + B=Vvly + z), e VY & razionale,
quindi (X, 20) y + z & un segmento razionale, commensurabile
con Vy in 1* potenza.

Siccome V2, V3 sono razionali, commensurabili tra loro in 1#
potenza, segue che

2Vaf = Vy[x — (y + z)]

& un prodotto mediale (X, 21). Ma VY & razionale, quindi (X, 21)

x — (y + z) & razionale, incommensurabile con V¥ in 12 potenza.
I due segmenti y + z, x — (y + z) sono dunque tutti e due
razionali, il primo commensurabile, il secondo incommensurabile

con V¥ in 12 potenza. Essi sono percid incommensurabili tra loro
in 1* potenza (X, 13). Quindi la loro somma

x=I(y+z)+ [x — (y+ 2)]

¢ una binomiale (X, 36).
Resta da dimostrare che x & una prima binomiale.
Per questo scopo st osservi che si ha (Lemma alla prop. 53)

a: Vo= VaB:B
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e quindi, per (2) e (3), )
(y'—f—z)__-v—.x—(y+z)

— —_ x— —
Vyeg:Vy o ——=Vy-———:Vr.2,
ossia .
x—(y+z) x—(y+2z),
y. 2 - 2 .z,
da cui ( .
- — +z
(4) yz=(———g*)).

Inoltre, siccome & e 3 sono commensurabili, si ha per la (2)
che anche 1 segmenti y e z sono commensurabili in prima potenza.
Ricordando la prop. 17, che esprime la condizione necessaria e
sufficiente affinche le due radici di una equazione di 2° grado (nel
nostro caso y e z) siano commensurabili in 1* potenza, si deduce
subito la seguente relazione di commensurabilita: '

(5) Viy +Az)’—[x—(y+z,)]’2(y+z)=m:n..
Avendosi (lemma X, 59) a + 3 > 2V, segue, per le (2) e (3),

' Vyey+Vyez>Vylx — (y+z1],
ossia
6) y+z>x—fy+z).

Infine, si & gia dimostrato sopra che
(y + z) & commensurabile in 1* potenza con il segmento razio-

nale dato V7. » (7)
Le (5), (6), (7) mostrano che x =(y +z)+[x —(y + 2)] &
effettivamente una prima binomiale (X, 47. Def. II, 1).

6l.

11 quadrato di una retta prima bimediale, applicato ad una
retta razionale, ha per larghezza una retta seconda
binomiale.

" Sia AB una retta prima bimediale, divisa in C nelle
sue mediali, di cui la maggiore sia AC; sia data la razio-
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nale DE, e ad essa si applichi il parallelogrammc DF,
equivalente ad AB?2, di larghezza DG. Dico che DG &
seconda binomiale.

Si facciano infatti le stesse costruzioni delle proposi-
zioni precedenti. Poiche AB & prima bimediale, divisa
in C, le AC, CB sono mediali, commensurabili solo in
potenza, comprendenti uno spazio razionale [prop. 37].
Percid anche AC?, CB? sono mediali [prop. 21]. Allora
DL ¢ mediale; ma ¢ applicato alla retta razionale DE : .
cosi MD ¢ razionale, ed incommensurabile in lunghezza
con la DE [prop. 22]. Ancora, poiche 24C X CB &
razionale ed & applicato alla retta razionale ML,
anche MG ¢ razionale, e commensurabile in lunghezza
con ML, cioé¢ con DE. Allora DM, MG sono incom-
mensurabili in lunghezza [prop. 13]'; sono inoltre razio-
nali; allora DM, MG son razionali, commensurabili solo

In potenza.
D K M N G
E TR T— F
A C B

Dunque DG ¢ binomiale [prop. 36].

Occorre ora dimostrare che & seconda. Infatti, poiche
AC? 4+ CB? > 24C X CB [prop. 59, lemma] sara an-
che DL > MF. Percio anche DM > MG. E poiché
AC?, CB? sono commensurabili, anche DH, KL lo sono.
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Quindi anche DX, KM saranno commensurabili [VI, 1;
prop. 11]. E DK XX KM = MN?; dunque DM? su-
pera MG? del quadrato di una retta commensurabile con
se; ed MG, DE sono commensurabili in lunghezza.
Duncue DC & seconda binomiale; c. d. d.

Il quoziente del quadrato di una prima bimediale (X, 37) e di

. un segmento razionale & una seconda binomiale (X, 47. Def. II, 2).
4‘— '1//_ . . .
Sia dunque Vo + ¥3 una prima bimediale, e Y un segmento

razionale. Posto
4 4\
(h (\/a+'\/§)=Yx,

si tratta di dimostrare che x & una seconda binomiale.
Dimostrazione:
) 4 4 (4 A (4N
Siccome Vo, V3 sono mediali, i loro quadrati (’\/a) , (Vp) sono
prodotti mediali (X, 21), e siccome per la definizione di prima
2

£ \2 /4 \2
bimediale (Vcc) ("VB) sono commensurabili, segue (X, 15 e X, 23,

1t /42 ~
corollario) che (V*/.) -+ <Vﬁ> & un prodotto mediale.

Posto dunque
432 /432
@ (Va) + (V) = 1a,
sara y un segmento razionale, commensurabile con Y solo in 2

potenza (X, 22,

Posto ancora . .
(3) 2Va VB =yz;

PR
si conclude che, il prodotto Va VE essendo razionale (definizione
della prima binomiale) (X, 37), il segmento z & razionale e com-
mensurabile con v in 1* potenza, perche il fattore ¥ & razionale
(X, 20).
Dei due segmenti y, z il primo & commensurabile con v solo
in 2% potenza, il secondo anche in 1® potenza. Quindi essi sono

tra loro incommensurabili in 1* potenza. Essendo tutti e due razio-
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nali, si deduce che la loro somma y+ z & una binomiale. Ma

sommando le (2) e (3) si ha

4 4\
(Va + VB) =1ty + 2),
e confrontando con la (1), si deduce
x=y-—+z
Quindi x ¢ una binomiale. Avendosi (X, 59, lemma)
4\2 /4 \2 1
(Va) + (Va) > 2vB,
si deduce

4) x> z.

Posto ('\4/07)2: Yy, ({t/{—i)z: Yv, saranno u e v commensurabili tra
loro in 1* potenza (X, 37).

Si ha poi dalle (2) ¢ (3) uro=%, u+v=y. Quindi ap-
plicando la prop. X, 17 si ha
) ley:m:n.

Infine si & gid visto che

(6) il segmento minore z & commensurabile con Y in |2 potenza.

Le (4), (5) e (6) mostrano che x = y -+ z & una seconda bino-

miale (X, 47), c. d. d.
62.

Il quadrato di una retta seconda bimediale, applicato ad
una retta razionale, ha per larghezza una reita lterza
binomiale.

Sia AB una retta seconda bimediale, divisa in C nelle
sue mediali, in modo che la parte maggiore sia AC, la
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DE sia razionale, e ad essa si applichi un parallelogrammo
DF equivalente ad AB? di larghezza DG. Dico che
DG ¢ terza binomiale.

Si facciano infatti le stesse costruzioni delle proposi-
zioni precedenti. Poiché 4B & seconda bimediale, divisa
im C, le AC, CB sono mediali commensurabili solo in
potenza, comprendenti un rettangolo mediale [prop. 38].

Percid anche 4C? 4+ CB? & mediale.

D K M N G
E H L Q F
A C B -

Inoltre AC? 4+ CB? = DL. Allora anche DL & me-
diale; ed & applicato alla retta razionale DE: cosi MD
¢ razionale ed incommensurabile in lunghezza con la DE
[prop. 22]. Per la stessa ragione anche MG ¢ razionale
ed incommensurabile in lunghezza con la ML, cioé con
DE. Quindi ciascuna delle DM, MG ¢ razionale ed in-
commensurabile in lunghezza con la DE. E poiche 4AC,
CB sono incommensurabili in lunghezza, ed AC : CB =
= AC? : AC X CB, anche AC* ed AC X CB sono
incommensurabili. Percid anche 4C2--CB? e 24C % CB,
cioe DI, ed MF sono incommensurabili. Quindi anche
DM, MG sono incommensurabili; e sono razionali: dun-
que DG & binomiale [prop. 36].
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Occorre ora dimostrare che & terza. Allo stesso modo
di prima potremo concludere che DM > MG, e DK,
KM sono commensurabili. E DK X KM = MN*. Al-
lora DM? supera MG? del quadrato di una retta com-
mensurabile con DM. E nessuna delle rette DM, MG
¢ commensurabile in lunghezza con la DE.

Dunque DG ¢ terza binomiale; ‘ c. d. d.

Il quoziente del quadrato di una seconda bimediale (X, 38) e
di un segmento razionale & una terza binomiale (X, 47. Def. II, 3).

4 4_
Sia Vo + VB una seconda bimediale. Posto

M (14/& + \4/3)22 x,

si tratta di dimostrare che x & una terza binomiale.
Dimostrazione:
Posto, come nella proposizione precedente,
4 _\2 ;4 2
(V) + (VB) = w.
4 4_
2Va - VB=1z,
si deduce in virth della definizione della seconda bimediale che 1
primi membri delle (2) sono prodotti mediali (X, 15, X, 23) e

che quindi (X, 22) i segmenti y, z sono razionali, incommensu -
rabili col segmento razionale y in 1* potenza.

@

4 4 )

Per ipotesi Va, VB sono incommensurabili in 1* potenza e
o 4 4 4\ 4 4\ 4

quindi, avendosi Vo : VB:(Va) : Va3, anche (Vot) , VaB sono

4\2 (4 _\2-

incommensurabili in 1% potenza. Dall altra parte (VOC) , (Vﬁ) e

: 4 \2
quindi anche la loro somma & commensurabile con (Va) . Si de
duce cosi che

(va) +(vB). 2vaB
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sono incommensurabili in 1* potenza (X, 13).
Dalle (2) si ha percid che y, z sono incommensurabili in 1°

potenza. Percid
y+ z=1x & una binomiale.

Si & gia visto che
(3) y € z sono incommensurabili in 1® potenza col segmento razionale Y.

Come gia nella proposizione precedente si dimostra in modo
analogo che si ha

4) y>z

() Vy*— 2z’ y=m:n.

Le relazioni (3), (4), (5) mostrano subito (X, 47. Def. 1I, 3)

che x =y + z & una terza binomiale. c. d. d
63.

Il quadrato di una retta maggiore, applicato ad una retta
razionale, ha per larghezza una retta quarta binomiale.

Sia la maggiore AB divisa in C, in modo che sia
AC > CB, e DE sia razionale. A DE si applichi un
parallelogrammo DF, equivalente ad AB?, di larghezza
DCG. Dico che DG & quarta binomiale.

Si facciano le stesse costruzioni delle proposizioni pre-

E H L Q F
A ¢ B

cedenti. Poiche 4B, maggiore, & divisa in C, le AC, CB
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sono incommensurabili in potenza, la somma dei loro qua-
drati & razionale, il loro rettangolo & mediale. E poiche
AC? 4+ CB? ¢ razionale, DL ¢& razionale. Percio DM
¢ razionale, ¢ commensurabile in lunghezza con DE. Di
nuovo, poiché 24C X CB, cioe MF, ¢ mediale, ed &
applicato alla retta razionale ML, anche MG & razionale
ed incommensurabile in lunghezza con DE. Cosi DM,
MG sono incommensurabili in lunghezza [prop. 13].

Percio DM, MG sono razionali, commensurabili solo
in potenza. Dunque DG & binomiale.

Occorre dimostrare che & quarta. Nello stesso modo
di prima dimostreremo che DM > MG e DK X KM =
= MN?. Ora, poich¢ 4AC?, CB? sono incommensurabili, -
anche DH, KL lo sono. Percic DK, KM scno incom-
mensurabili. Ma se son date due rette disuguali, ed alla
maggiore si applica un parallelogrammo mancante di un
quadrato ed equivalente alla quarta parte del quadrato
della minore, la differenza tra i quadrati della maggiore
e della minore & il quadrato d’una retta incommensurabile
con la maggiore [prop. 18]. Allora DM? supera MG?
del quadrato di una.retta incommensurabile con DM e
DM & commensurabile con la data DE. -

Dunque DG & quarta binomiale; c d. d.

Il quoziente del quadrato di una maggiore (X, 39) e di un
segmento razionale & una quarta binomiale (X, 47. Def. II, 4).
Sia ¢ + s la detta maggiore, € « un segmento razionale. Si
avrh dunque: 1) £:ss=m:n, 2) £+ s* & razionale, 3) 5 & un
prodotto mediale. Posto
Q)] (t+s5) =ax,
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si tratta di dimostrare che x & una quarta bincmiale.
Dimostrazione :
Poniamo

2) P+ 2= ay,

3) 2ts = az,

si avra allora (¢ + s)* = «(y + z), e quindi
(4) X —=y—+z

Dalla (2) si deduce che ay ¢ razionale, quindi (X, 20) y &
razionale e commensurabile con @ in 1* potenza. Dalla (3) si de-
duce che az & un prodotto mediale, e quindi z & razionale e
incommensurabile con @ in 1* potenza (X, 22). Risulta dunque
che i segmenti y, z sono ambedue razionali, ma (X, 13) incom-
mensurabili tra loro in 1?* potenza. Percio y+ z=2x ¢ una bino-
miale (X, 36).

Come nella proposizione precedente si dimostra che si ha

) y>z
Dall’ alira parte, posto

=aqu, s>=ov

e quindi, per le (2) e (3)

z2

(6) u-t+ov=y, uv:Z'

si deduce che, avendosi 2. s°3F=m:n, u e v sono incommensu-
rabili tra loro in 1* potenza (VI, 1, X, 11).
Applicando percid la prop. X, 18, si avra in virtn delle (6)

@) . Vy*—z2iyEmin

. .

Infine si & gia visto che

®) il segmento maggiore y & commensurabile
" in 1* potenza col segmento razionale dato.

Dalle relazioni (5), (7) e (8) si conclude subito che x =y + z
& una quarta binomiale, c. d. d.
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64.

Se il quadrato di una retta & equivalente alla somma di
urt’area razionale con una mediale, ed & applicato ad
una retta razionale, ha per larghezza una retta quinta
binomiale. :

Sia AB una retta il cui quadrato & equivalente alla
somma di un’area razionale con una mediale, divisa in C,
in modo che AC sia maggiore, ed alla DE si applichi
DF, equivalente ad AB?, di larghezza DG. Dico che DG
¢ quinta binomiale.

Si facciano le stesse costruzioni di prima. Poiche il
quadrato di AB & equivalente alla somma di un’area ra-
zionale con una mediale, ed AB ¢ divisa in C, le AC,
CB sono incommensurabili in potenza, la somma dei loro

D K M N G
E H L Q F
A C B

quadrati & mediale, ed il loro rettangolo & razionale; ora,
poiche AC? -+ CB? & mediale, anche DL lo ¢; allora
DM & razionale ed incommensurabile in lunghezza con
la DE [prop. 22].

Di nuovo, poiché 24C X CB, cioe MF, & razionale,

MG & pure razionale, e commensurabile con DE [prop.
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20]. Allora DM, MG sono incommensurabili; percid
DM, MG sono razionali, commensurabili solo in potenza.

Dunque DG ¢ binomiale. Dico che & quinta.

Nel modo solito dimostreremo che DK X KM —
= MN?* e DK, KM sono incommensurabili in lunghezza.
Allora DM? supera M'G? del quadrato di una retta com-
mensurabile con DM [prop. 18]. E DM, MG sono com-
mensurabili solo in potenza, e la minore MG & commen-
surabile in lunghezza con DE.

Dunque DG ¢& quinta binomiale; c. d. d.

Se si divide 1l quadrato del « lato della somma di un’area ra-
zionale e un’area mediale » per un segmento razionale, si ottiene
una quinta binomiale.

Sia f + s « il lato della somma di un’area razionale e di un’area
mediale », e sia @ un segmento razionale. Si avra dunque (X, 40):
1) £:s°==m: n; 2) £+ s* & un prodotto mediale; 3) #s & razionale.

Posto
(t+ )t =ox,

si tratta di dimostrare che x & una qunta binomiale (X, 47.

Def. 11, 5).

Posto ancora
P+ sP=oy, 2Us=az,
e quindi »
X = y+ 2z

si deduce facilmente che i segmenti y, z sono ambedue razionali,
il primo commensurabile con « solo in 2% potenza, 1l secondo anche
in 1" potenza. Quindi y, z sono commensurabili tra loro solo in
2* potenza, e percid la loro somma y +z=2x & una binomiale.
Posto di nuovo #*=au, s*=owv, e quindi
z!
u+o=y, w=7, ;

si vede subito che u, v sono incommensurabili in [* potenza, e
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applicando di nuovo la prop. X, 18 si deduce la relazione di
incommensurabilita :

) Vg*—2iys=min;
st ha poi
2) y>z,

e infine si & gia visto che

3) il segmento minore z & commensurabile in
1* potenza col segmento razionale dato «.

Le relazioni (1), (2), (3) provano che x =y -+ z & effettiva-
mente una quinta binomiale, c. d. d.

65.

Se il quadrato di una retta é equivalente alla somma di
due aree mediali, ed & applicato ad una retta razionale,
ha per larghezza una retta sesta binomiale.

Sia AB una retta il cui quadrato equivale alla somma
di due aree mediali, divisa in C, la DE sia razionale, e ad

essa sia applicato DF, di larghezza DG. Dico che DG

D K M N G
E B Q F
A ¢ B

¢ sesta binomiale. Si facciano infatti le stesse costruzioni
di prima. Poiché il quadrato di AB & equivalente alla
somma di due aree mediali, ed AB & divisa in C, le AC,
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CB sono incommensurabili in potenza, la somma dei loro
quadrati & mediale, il loro rettangolo ¢ mediale, ed inoltre
la somma dei quadrati & incommensurabile con il rettan-
golo [prop. 41]. Percio, per quanto & stato prima dimo-
strato, DL ed MF sono mediali: e sono applicati alla
retta razionale DE; percid ciascuna delle DM, MG &
razionale, ed incommensurabile in lunghezza con DE
[prop. 22]. E poiche AC? 4+ CB? e 24AC X CB sono
incommensurabili, DL. ed MF lo sono pure. Percid anche
DM, MG sono incommensurabili [VI, 1; prop. 11].
E cosi DM, MG sono razionali, commensurabili solo in
potenza.

Dunque DG ¢é binomiale.

Dico che & sesta.

Infatti, nel solito modo, dimostreremo che DK X KM =:
— MN? e DK, KM sono incommensurabili in lunghezza.
Per la stessa ragione DM? supera M G? del quadrato di
una retta incommensurabile in lunghezza con DM. E nes-
suna delle rette DM, MG & commensurabile in lunghezza
con la data retta DE.

Dunque DG & sesta binomiale; c. d. d

Se si divide il quadrato del «lato della somma di due aree
mediali » per un segmento razionale si ottiene una sesta binomiale.
Sia t+s <« il lato della somma di due aree mediali », e sia &
un segmento razionale. Si avra dunque (X, 41):
1) #:s*F=m:n, 2)*+ s & mediale, 3) £s & un prodotto mediale,
4) (P+s):tszEm:n

Posto
(t + s5)* = ax,

sara x una sesta binomiale (X, 47, Def. II, 6).
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Dimostrazione :
Posto
. P+ st=ay, 2Us=oz
e quindi
X—y + z,

si deduce facilmente che y e z sono segmenti razionali, incom-
mensurabili con o in 1* potenza. Siccome poi si ha per ipotesi

) B+ tsf=m:n,
ossla
oay:oz=E=m: n,

si conclude y e z sono commensurabili tra loro solo in 2* potenza.
Percié la loro somma x =y + z & una binomiale.
Posto come prima £*=ou, s>=av, e quindi u+v=y,

z . . . .
w=7,e applicando la prop. X, 18 si deduce in maniera ana-
loga che
Vo' — 22 y=m:n
Inoltre si ha :
(2 y>z,

ambedue i segmenti gy, z sono incom-

€)

mensurabili con & in |* potenza.

Le (1), (2) e (3) provano che x =y + z & effettivamente una
sesta binomiale, c. d d.

66.

Una retta commensurabile in lunghezza con una retta
binomiale, ¢ anch’essa binomiale, e dello stesso ordine.

Sia AB binomiale, ¢ CD sia commensurabile con la
AB. Dico che CD & binomiale, dello stesso ordine di AB.
Infatti, poiche 4B & binomiale, si divida in E nelle sue
parti, e sia AE la parte maggiore. Allora AE, EB sono
razionali, commensurabili soltanto in potenza.
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Sia AB:CD = AE:CF; allora anche EB:FD =
— AB : CD; ma AB, CD sono commensurabili in lun-
ghezza. Dunque anche AE, CF ed EB, FD lo sono
[prop. 11]. Ed AE, EB sono razionali. Allora anche
CF, FD lo sono. Inoltre, AE : CF = EB : FD. Cosi,
permutando, AE : EB= CF : FD. Ma AE, EB sono
commensurabili solo in potenza; percid anche CK, FD
sono commensurabili solo in potenza; e sono razionali.
Dunque CD & binomiale.

A Cr
E
- Ft
B/
 pl

Dico ora che & dello stesso ordine di AB.

Infatti AE? supera EB? del quadrato di una retta com-
mensurabile od incommensurabile con AE. Ora, se AE?
supera B2 del quadrato di una retta commensurabile con
AE, anche CF? supera FD* del quadrato di una retta
commensurabile con CF. E se ¢ commensurabile con la
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data retta razionale 4AE, anche CF sara commensurabile
con AE; percid ciascuna delle 4B, CD ¢ prima bino-
miale, ciog dello stesso ordine. Se poi & commensurabile
con la data razionale EB, anche FD & commensurabile
con EB; percid di nuovo, sard dello stesso ordine di 4AB;
infatti ciascuna di loro & seconda binomiale. Che se pol
non ¢ commensurabile con alcuna delle rette AE, EB,
nessuna delle rette CF, FD & commensurabile con essa,
e clascuna & terza binomiale. Inoltre, se 4E* supera EB*
del quadrato di una retta incommensurabile con AE, an-
che CF? supera FD? del quadrato di una retta incom-
mensurabile con CF; e se & commensurabile con la data
retta razionale AFE, anche CF & commensurabile, e cia-~
scuna di esse & quarta binomiale. Se poi lo ¢ EB, anche
I'D & commensurabile, e ciascuna & quinta. E. se nessuna
delle AE, EB lo &, neppure alcuna delle CF, FD & com-
mensurabile con la data retta razionale, e ciascuna ¢ sesta.

Percio una retta commensurabile in lunghezza con una
retta binomiale & anch’essa binomiale, e dello stesso or-

dine; c. d. d.

Se x & un segmento commensurabile in 1% potenza con una
binomiale « —+ VB,

54 oc+VE:x=mZn,

allora si pud decomporre il segmenio x in due parti
=y+ z,

in modo che sia soddisfatta la proporzione

(a+VB)Zoc=x:y.
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Da qui si pud dedurre facilmente che y e z sono come «, Vj
razionali e commensurabili solo in seconda potenza.
Quindi x & una binomiale. Che essa sia della stessa specie

della binomiale o -+ V8 si deduce dalle considerazioni che seguono:

1) Se o (il maggiore dei segmenti 2, VB) & commensurabile
con un dato segmento razionale, allora anche y (il maggiore dei
segmenti y, z) & commensurabile con lo stesso segmento razionale,
e viceversa.

- 2) Se si ha

Vo'z——(i e=m:n,
allora, per la prop. X, 14, si ha pure
Vy’——; ‘y=m:on
3) E se invece si ha
Va®—B:azdEm:n
allora, per la medesima prop. X, 14, si avra pure
V=2 iy=m:n

Risulta dunque provato che secondo che o + VB & una bino-
miale prima, seconda, terza ecc., anche x = y + z & una binomiale
prima, seconda, terza ecc., c d d

CLAVIO dimostra in un uno scolio che un segmento commen-
surabile con una binomiale solo in 2* potenza, & ancora una
binomiale, ma non necessariamente della medesima specie.

67.

Una retta commensurabile con una retta bimediale ¢
anch’essa bimediale, e dello stesso ordine.

Sié ADB bimediale, e sia CD commensurabile in lun-
ghezza con AB. Dico che CD & bimediale, dello stesso
ordine di AB.
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Infatti, poiché AB & bimediale, si divida in E nelle"
sue mediali. Allora AE, EB sono mediali, commensurabili
solo in potenza. E sia AB : CD = AE : CF; allora an-
che EB : FD—=AB : CD. Ma AB, CD sono com-

‘mensurabili in lunghezza: cosi anche ciascuna delle AE,

EB & commensurabile con ciascuna delle CF, FD. Ma

AT C {
E+

F
Bt

pil

AE, EB sono mediali; dunque anche CF, FD lo sono.
E poiche AE : EB=CF : FD, ed AE, EB sono com-
mensurabili solo in potenza, anche CF, F.D sono commen-
surabili solo in potenza; ma abbiamo dimostrato che esse
sono mediali: dunque CD ¢ bimediale.

Dico ora che & dello stesso ordine di 4AB.

Infatti, poiche AE : EB=CF : FD, sara anche
AE? : AE X EB=CF? : CF X FD; e permutando
sara AE? : CF?=AE X EB : CF X FD. Ma AE?,
CF? sono commensurabili. Allora anche AE X EB,
CF % FD lo sono [prop. 11]. Cosi, se AE X EB & ra-
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zionale, anche CF X FD lo ¢; se & mediale, & mediale,
e clascuna & seconda.

Per questa ragione CD ¢& dello stesso ordine di AB;
c. d. d.

14

Se Ve -+ VB & una bimediale (X, 37, 38) ¢ se x & un se-

gmento commensurabile con essa,
4_ 4
m (V::+VB)Zx=mZn,
allora x & ancora una bimediale, e precisamente della medesima
4 4

specie di Vo + VB.

Dimostrazione :
Si decomponga x in due parti,

x=y+z,
in modo che si abbia
4 4 1
) (Va+\/p):x=1/a:y
sl avra pure
4 4_ 4
3) (Vcc—i—'\/ﬁ): =VB:z

Dalle relaznom (1), (2) e (3) seque (X, I1) che y & commen-
surabile con Voc In prima potenza, € z & commensurablle con VB

Quindi (X, 23) y, z sono mediali. Siccome Va, VB sono commen-
surabili tra loro solo in 2% potenza (X, 37 e 38), e siccome si ha
dalle (2) e (3) .
4 Va:VB=y
st deduce che anche y e z sono commensurabih tra loro solo in 2%
potenza (X, 11) e che quindi x =y + z & una bimediale.

Per dimostrare che la bimediale y + z ¢ della stessa specie di
Voc + Vﬁ cloe bimediale prima o seconda, secondo che la bime-

diale Voc+ Vfﬂ ¢ prima o seconda, occorre mostrare che secondo
1

che il prodotto V& V3 & razionale o mediale, anche il prodotto yz
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¢ razionale o mediale. Ora cio si vede osservando che si ha dalla (4)
4 4
(\/oc) (gt =VaVB 1 yz.
Ma per la (2) (\/&) e y* sono commensurabili in 1% potenza,
quindi anche yz & commensurabile con V& VB in 1* potenza, e

\

4
& razionale, se Va VB & razionale, e sara mediale se &

4 a_
mediale il prodotto Va VB, c. d d
68.

percid yz

Una retta commensurabile con una maggiore, & anch’essa
maggiore.

Sia AB maggiore e sia la CD commensurablle con la

AB. Dico che CD ¢ maggiorel
Si divida AB in E. Allora ciascuna delle AE, EB

sono incommensurabili in potenza, la somma dei loro qua-

A, Co
E+

Fi
B

D4

drati & razionale, il loro rettangolo & mediale. Si facciano
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le stesse costruzioni di prima. Poiche AB:CD=AE:CF,
ed AB:CD =EB:FD, anche AE:CF =EB:FD.
Ma AB, CD sono commensurabili. Percié anche ciascuna
delle AE, EB & commensurabile con ciascuna delle CF,
FD. E poiche AE : CF=EB : FA, e permutando
AE : EB=CF : FD, componendo anche AB : BE —
CD : DF. Percid anche AB? : BE? —= CD? : DF?. Si-
milmente dimostreremo che anche AB%: AE>—=CD?:CF?;
percio anche AB? : AE*-+- EB?* = CD? : CF* + FD?.
Permutando dunque AB?: CD*=AE*+EB*:CF?+FD?>.

Ma AB? CD? sono commensurabili. Cosi anche
AE? + EB? e CF? -~ FD? lo sono. Ed AE* 4+ EB* ¢
razionale, come pure CF? 4 FD?. Nello stesso modo an-
che 2AE X EB e 2CF X FD sono commensurabili.

E 2A4E X EB ¢ mediale: allora anche 2CF X FD
lo &. Cosi CF, FD sono incommensurabili in potenza, la
somma dei loro quadrati ¢ razionale, il loro rettangolo &
mediale.

Quindi la CD ¢& irrazionale, detta maggiore.

Dunque una retta commensurabile con una maggiore

¢ maggiore; c. d. d.

Se t+ s & una maggiore (X, 39), cio¢ siha 1) #:5°F=m:n,
2) 2+ s* & razionale, 3) is & mediale, ¢ se x & un segmento
commensurabile con ¢+ s in 1% potenza,

m ((+s)ix=m:.n

allora anche x & una maggiore.
Dimostrazione:
Si ponga x =y + z in modo che si abbia

(2) (t+s):x=t.y
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e quindi anche | |
3) (t+s)ix=s:z
Dalle (2) e (3) si ricava |

tiy=s.z,
e quindi (V, 16)
“4) tis=y:z

Siccome # :s*==m: n, anche
€)) viz*FEmin
Dalla (4) si deduce (V, 18) (t-+s):s==x:z e (VI, 20)

(t+ 5)*: s* = x2: 2% Analogamente si ricava (f + 3): ## = x*: y*.
Percio (¢ + 5)?: (& + s9) = x*: (2 + y?), ossia (V, 16)

(5% (t+s)y = (8 + ) (2 + ).
Ma per la (1) (t + s)® e x*> sono commensurabili, quindi lo

stesso vale per (*+ s*) e (2% + y?).
Percid, essendo razionale # -+ s*, si conclude che

(6) z® + y* & razionale.

In modo analogo segue dalla (4) che #s ¢ commensurabile
con yz, e quindi, essendo s mediale anche

(7) yz & mediale.

Le (5), (6) e (7) provano che x =y + z & una maggiore, c. d. d.

Osservazione. La dimostrazione di EUCLIDE in alcuni punti non
& completa. Cosi, p. es., la diseguaglianza (5), conseguenza della (4),
non viene rilevata esplicitamente. Poi la proposizione (5¥) non
viene dedotta riferendosi a qualche proposizione precedente.
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69.

Il quadrato di una retta commensurabile con un’altra retta
il cui quadrato & equivalente alla somma di un’area
razionale con una mediale, & anch’esso equivalente alla
somma di un’area razionale con una mediale.

Sia 1l quadrato di AB equivalente alla somma di
un’area razionale con una mediale. E la CD sia commen-
surabile con la AB. Occorre dimostrare che anche il
quadrato di CD & equivalente alla somma di un’area ra-
zionale con una mediale.

Si divida AB in E nelle sue rette; allora AE, EB
sono incommensurabili in potenza, la somma dei loro qua-
drati ¢ mediale, il loro rettangolo razionale [prop. 40].

Ar Gy
et

F
8

pl-

Si facciano le stesse costruzioni di prima. In modo simile
dimostreremo che CF, FD sono incommensurabili in po-

tenza, ed AE? 4+ EB?, CF? + FD* sono commensura-
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bili, come pure AE X EB, CF X FD. Percid anche
CF? 4- FD? & mediale, CF X FD & razionale.

Dunque il quadrato di CD & equivalente alla somma
di un’area razionale con una mediale; - c. d. d

Se t+s & «il lato della somma di un'area razionale e un’area
mediale », cioé se (X, 40) 1) £#:s*Fm:n, 2) £ +5> & un
prodotto mediale, 3) fs & razionale, e se x ==y + z & commensu-
rabile con -5 in |* potenza, allora anche x ¢ « il lato della
somma di un’area razionale e un'area mediale ».

70.

Il quadrato di una retta commensurabile con un’altra retta
il cui quadrato é equivalente alla somma di due aree
mediali, & anch’esso equivalente alla somma di due aree
mediali.

Sia il quadrato di AB equivalenfe élla somma di due

A;: C.
E4

Fi.
B+

D4

aree mediali, e sia CD commensurabile con 4B. Bisogna
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dimostrare che anche il quadrato di CD & equivalente alla
somma di due aree mediali.

Infatti, poiche il quadrato di AB & equivalente alla
somma di due aree mediali, si divida in E nelle sue rette.
Cosi AE, EB sono incommensurabili in potenza, la som-
ma dei loro quadrati ¢ mediale, il rettangolo ¢ mediale,
ed inolire AE? + EB?, AE X EB sono incommensu-
rabili [prop. 41]. Si facciano le stesse costruzioni di pri-
ma. In modo simile dimostreremo che CF, FD sono in-
commensurabili in potenza, e che AE*-+ER? CF*4-FD?
sono commensurabili, come pure AE X EB, CF X FD;
percid anche CF? 4 FD? & mediale, CF X FD & me-
diale, ed inoltre CF* -+ FD?, CF X FD sono incommen-
surabili. -

Dungque il quadrato di CD & equivalente alla somma
di due aree mediali; c. d. d.

Se t + s & «il lato della somma di due aree mediali» (X, 41),
e se x=y-+z & un segmento commensurabile in | potenza
con { + s, allora anche x & «il lato della somma di due aree
mediali ».

71.

Se il quadrato di una retta & equivalente alla somma di
un’area razionale con una mediale, questa retta pud
essere una delle seguenti quatlro irrazionali: o bino-
miale, o prima bimediale, o maggiore, o lato d’un qua-
drato equivalente alla somma d’un’area razionale con
una mediale,
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Sia AB razionale, e CD mediale. Dico che una retta
il cui quadrato & equivalente ad AD, & binomiale, o &
prima bimediale, o & maggiore, o & lato d’'un quadrato
equivalente alla somma d’un’area razionale con una me-

- diale.

B D

Infath o AB>CD, o AB <CD. Sia dapprima
AB > CD. Si ponga la razionale EF, e alla retta EF
st applichi EG, equivalente ad AB, di larghezza EH; e
ancora alla EF si applichi HI, equivalente a DC, di lar-
ghezza HK. Poiché¢ AB & razionale, ed AB = EG, an-
che EG ¢ razionale. Ed ¢ applicato alla EF, ed ha per
larghezza EH. Allora EH & razionale, ed ¢ commensu-

rabile in lunghezza con EF. Ancora, poich¢ CD & me-

diale, e CD = H|I, anche HI & mediale. Ed ¢ applicato
alla retta razionale EF, ed ha per larghezza HK. Cosi

HK ¢ razionale, ed incommensurabile in lunghezza con
EF. E poiche CD & mediale, ed AB ¢ razionale, 48

e CD sono incommensurabili. Percio anche EG, HI lo
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sono. Ma EG : HI = EH : HK. Percio anche EH,
HK sono incommensurabili in lunghezza. E ciascuna &
razionale.

Allora EH, HK sono razionali, commensurabili solo
in potenza. Dunque EK & binomiale, divisa in H. E. poi-
che AB > CD, ed AB= EG, CD = HI, sara anche
EG > HI. Cosi anche EH > HK [V, 14]. Ora EH?
supera HK? del quadrato di una retta commensurabile
con EH o incommensurabile.

Superi dapprima del quadrato d’una retta commensu-
rabile con EH ; anche la maggiore HE & commensurabile
con la data EF. Dunque EK ¢ prima binomiale. Ma EF
& razionale: e se un’area ¢ compresa da una retta razio-
nale e da una prima binomiale, la retta il cui quadrato
equivale a detta area ¢ binomiale [prop. 54]. Quindi la
retta il cul quadrato equivale ad E/ & binomiale; percio
anche la retta il cui quadrato equivale ad 4D & bino-
miale.

Se poi EH? supera HK? del quadrato di una retta
incommensurabile con EH, anche la maggiore EH & com-
mensurabile in lunghezza con la data razionale EF; allora
EK & quarta binomiale; ma EF ¢ razionale: e se un’area
& compresa da una retta razionale e da una quarta bino-
miale, la retta il cui quadrato equivale a detta area & la
irrazionale detta maggiore. Cosi, la retta il cui quadrato
equivale ad E/ ¢ maggiore. Dunque anche la retta il cui
‘quadrato equivale ad AD & maggiore.

Sia ora AB < CD. Percid anche EG < HI. Allora
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-

anche EH < HK [VI, I; V,14]. Ma HK? supera EH®

del quadrato di una retta o commensurabile o incommen-

A K H E

Q

I G F

surabile con HK. Superi dapprima del quadrato di una
retta commensurabile in lunghezza con HK. E la minore
EH sia commensurabile in lunghezza con la data razio-
nale EF. Cosi EK & seconda binomiale. Ma EF & razio-
nale. E se un’area & compresa da una retta razionale e
una seconda binomiale, la retta il cui quadrato & equiva-
lente a detta area & prima bimediale [prop. 55]. Quindi
la retta il cui quadrato & equivalente ad EJ & prima bime-
diale. Dunque anche la retta il cui quadrato & equivalente
ad AD & prima bimediale.

Se poi HK? supera HE? del quadrato di una retta
incommensurabile con HK, anche la minore EH & com-
mensurabile con la data razionale EF.

Cosi EK & quinta binomiale. Ma EF ¢ razionale. E se
un’area & compresa da una retta razionale e da una quinta
binomiale, la retta il cui quadrato & equivalente a detta



216 GL1 ELEMENTI DI EUCLIDE

area ¢ il lato d’'un quadrato equivalente alla somma di
un’area razionale con una mediale. Allora la retta il cui
quadrato & equivalente ad E/ ¢ il lato d’un quadrato equi-
valente alla somma d’un’area razionale con una mediale.
Percio anche la retta il cui quadrato & equivalente ad 4D
¢ lato d’'un quadrato equivalente alla somma d’un’area
razionale con una mediale.

Dunque, se il quadrato di una retta, ecc.; c.d. d.

4 \e
Sia «® un’area razionale, e (Vp) un’area mediale.

B RY
Allora |/a -+ (VB) &
1) o una binomiale,
2) o una prima bimediale,
3) o una maggiore,
4) o il lato della somma di un’area razionale e un’area
mediale.
Dimostrazione.
Sia ¥ un segmento razionale, arbitrariamente scelto, ¢ poniamo

af = yx, (f/B)g =Yy.

Allora yx & razionale e quindi (X, 20) x & razionale, com-
mensurabile con v in 1* potenza.

Siccome Yy & un prodotto mediale, segue (X, 22) che y ¢
razionale, incommensurabile con Y in 1° potenza.

Da qui si deduce che x e y sono incommensurabili tra loro
In 1* potenza; e siccome sono ambedue razionali, si ha che

x+y ¢ una binomiale (X, 36).

Ora possono darsi due casi:
4\2
1) a2> (VB>
4.
2) a* < (Vﬁ)z
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Esaminiamo questi due casi.

4\2
1) Sia a*> (VB) . Allora x> y. Possono di nuovo darsi
due casi:
a) Vx*—g?ix=m:n
b) Vi*—y* i xEm:n.

Se vale a), allora (X, 47. Def. Il, 1) x+y é una prima
binominale, perche x >y e perch¢ x ¢ commensurabile con ¥

in 1® potenza. Ma per la prop. X, 54 la radice quadrata V(x +g)y
di un prodotto di una prima binomiale e di un segmento razio-
nale ¥ & una binomiale. Quindi

Vm:‘/o;;—(%)z é una maggiore.

Se vale invece b), allora (X, Def. 1, 4) x + y & una quarta
binomiale. Per la prop. X, 57 si conclude allora che

V(x + y)Y & una maggiore.

FERY)
2) Si abbia adesso «? <(Vﬁ) , quindi x <y, e si conside-

derino i1 due casi possibili:
a) Vy*—x*:y=m:.n
b) Vy*—x*:yFm:n.

Se vale a), allora (X, 47, Def. II, 2) x+y & una seconda
binomiale, e quindi (X, 55)

V(x + y)y & una prima bimediale.

Se vale invece b), allora (X, 47. Def. II, 5) x+y & una
quinta binomialg, e quindi (X, 58)

V(x +y)y & «il lato della somma di un’area razionale e di
un’area mediale ».
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72.

Se il quadrato di una retta ¢ equivalente alla somma di
due aree mediali incommensurabili tra loro, tale retta,
irrazionale, o ¢ seconda bimediale o lato d’un quadrato
equivalente alla somma di due aree mediali.

Si sommino infatti due aree mediali incommensurabili
fra loro, AB, CD. Dico che la retta il cui quadrato equi-
vale ad AD & o seconda bimediale o lato d’'un quadrato
equivalente alla somma di due aree mediali.

Infatti, 0 AB > CD, o AB < CD. Sia, per esempio,
dapprima AB > CD, e sia data la retta razionale EF;
alla EF si applichi EG,-equivalente ad AB, di larghezza
EH, ed HI, equivalente a CD, di larghezza HK. Poiche
ciascuno degli 4B, CD ¢ mediale, anche ciascuno degli
EG, HI lo sara. E sono applicati alla EF, razionale, ed
hanno per larghezza EH, HK. Allora ciascuna delle

A K H E

o)
(9]

1 G F

EH, HK ¢ razionale, ed incommensurabile in lunghezza
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con la EF. E poich¢ AB, CD sonc incommensurabili,
ed AB= EG, CD = HI, anche EG, HI saranno in-
commensurabili. Ma EG : Hl = EH : HK; percid an-
che EH, HK saranno incommensurabili in lunghezza.
Quindi EH, HK sono razionali, commensurabili solo in
potenza. Dunque EK & binomiale. Ma EH? supera HK?
del quadrato di una retta commensurabile od incommen-
surabile con EH. Superi dapprima del quadrato di una
retta commensurabile in lunghezza: nessuna delle rette
EH, HK & commensurabile in lunghezza con la retta ra-
zionale data EF. Allora EK & terza binomiale. Ma EF
& razionale. E se un’area ¢ compresa da una retta razionale
e da una terza binomiale, la retta il cui quadrato equivale
a detta area & seconda bimediale [prop. 56]. Allora la
retta il cui quadrato equivale ad El, cioe ad AD, & se-
conda bimediale.

Se poi EH? supera HK? del quadrato di una retta
incommensurabile con EH, ciascuna delle EH, HK &
‘incommensurabile in lunghezza con la EF. Cosi EK &
sesta binomiale. E se un’area & compresa da una retta
razionale e da una sesta binomiale, la retta il cui quadrato
¢ equivalente a detta area & lato d’'un quadrato equfva—
lente alla somma di due aree mediali [prop. 59].

Percio la retta il cul quadrato equivale ad 4D ¢ lato
d’'un quadrato equivalente alla somma di due aree me-
diali.

Dunque, se il quadrato di una retta, ecc....
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Se Va, VB sono due mediali, tali che
) (%)2:(%)24:",: n,

4 _\2 4 _\2
allora V(Va) +(V[3) & o una seconda bimediale o « il lato della

somma di due aree mediali »,

4 N2 (4 \2 :
Dimostrazione. Sia, per fissare le idee, (V&) > (Vﬁ) ,eslay

un segmento razionale arbitrariamente scelto. Poniamo

o (5 =1e, (18] =

Per ipotesi Yx e Yy sono prodotti mediali, e siccome y & ra-
zionale, segue (X, 22) che x e y sono ambedue razionali, incom-
mensurabili con ¥ in 1° potenza. Da (1) e (2) si deduce

x.yFm:.n
e quindi (X, 36) x +y ¢& una binomiale.

Si possono adesso presentare due casi.
1) Va*— gy*:x=m:n. Allora da quanto precede (X, 47.
Def. I, 3) x +y & una terza binomiale e quindi (X, 56)
TE\2 4 \2 .
!'(Va) +(V{3) ="Vv(x +y) & una seconda bimediale.
2) V¥ —y%: x=m: n. In questo caso (X, 47. Def. I, 6)

X +y & una sesta binomiale e quindi (X, 59)

/TF——&_? ~ _
’ (Vo:) +(VB> =Vy(x +g) & «il lato della somma di due aree

mediali », c. d. d.

Una binomiale e le irrazionali che ne derivano non
sono uguali né a una mediale né tra loro. Infatti il qua-
drato di una mediale, applicato ad una retta razionale
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ha larghez'za razionale, ed incommensurabile in lunghezza
con la retta a cui & applicato. Il quadrato poi di una bino-
miale, applicato ad un retta razionale ha per larghezza
una retta prima binomiale. Il quadrato di una retta prima
bimediale applicato ad una retta razionale ha per lar-
ghezza una retta seconda binomiale. Il quadrato di una
retta seconda bimediale, applicato ad una retta razionale
ha per larghezza una retta terza bimediale. Il quadrato
di una maggiore, applicato ad una retta razionale, ha per
larghezza una retta quarta binomiale. Un quadrato equi-
valente alla somma di un’area razionale con una mediale,
applicato ad una retta razionale, ha per larghezza una
retta quinta binomiale. Un quadrato equivalente alla som-
ma di due aree mediali, applicato ad una retta razionale,
ha per larghezza una retta sesta binomiale. Le larghezze
indicate differiscono quindi dalla prima e fra di loro:
dalla prima, percheé & razionale; fra di loro, perché non
sono dello stesso ordine.

Dunque le stesse rette irrazionali differiscono tra loro.

In uno scolio COMMANDINO riassume cosi la classificazione delle
irrazionalith finora considerate e ottenute per addizione:

« Sette sono li senarii, de quali fin qui s'& detto. Il primo di-
mostra la generatione delle linee irrationali, il secondo la divisione
percioche ad un sol punto si dividono. Il terzo la inventione delle
linee di due nomi cio¢ della prima, seconda, terza, quarta, quinta
e sesta, pol segue il quarfo senario, che dichiara in qual modo
queste linee sono differenti fra loro conciosiacosa, che usando quelli
di due nomi mostri la differenza delle sei linee irrationali. Nel
quinto dimostra |’applicatione o vero adattatione de quadrati, che
si fanno dalle irrationali, cioé quali irrationali facciano le larghezze
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de spatii adattati. Nel sesto in che modo le linee commensurabili
alle irrationali siano d'una medesima spetie, nel settimo manifesta-
mente insegna la differenza di esse ».

73.

Se da una retta razionale si toglic una retta razionale com-
mensurabile con la data solo in potenza, la rimanente &
frraziondle, e si dice apotome.

Dalla razionale 4B si tolga la razionale BC, commen-
surabile con 4B solo in potenza. Dico che la rimanente 4AC
¢ irrazionale, detta apotome.

Infatti, poiche¢ 4B, BC sono incommensurabili in lun-

ghezza, ¢ AB : BC = AB* : AB X BC, anche AB?,

—

A C B

AB X BC sono incommensurabili. Ma AB* + BC?, AB*?
sono commensurabili; ed AB X BC, 2AB X BC sono
commensurabili ; e poiché AB2+BC?*—=2A4BX BC+CA?
anche 4AC?, AB? -+ BC? sono incommensurabili.

Ma AB? 4 BC? ¢ razionale.

Dunque AC ¢ irrazionale, detta apotome; «c. d. d.

oo.— VB & irrazionale.
Dimostrazione: Siccome si ha per ipotesi
a:VBEm:n,
avendosi ’

a:Vﬁ:oﬁ:thB,

segue (X, 11) ~
' a2 oaVBF=m:n
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Ma si ha
(@+p):a*=m:n (X, 15),
quindi

(@ +B):aVBfm:n
Siccome si ha (I, 7)
| a’+B=2aVE+(ac'~V[§)2
si deduce (X, 13, 16)
(0 +B): (x— VB)dEm:n

Siccome @® -+ (5 & razionale, segue che (« — VB)* ¢ irrazionale
e quindi anche « — VB & irrazionale (X, Def. 4).

Questa proposizione, come pure le proposizioni seguenti, trat-
_tano di concetti analoghi a quelli trattati nelle proposizioni 36-41.
Soltanto invece del segno + figura il segno —, invece della bino-

miale of + VE figura 1’ apotome o — VB
74.

Se da una retta mediale si toglie una retta mediale, com-
mensurabile con la data solo in potenza, e tale che il
rettangolo da esse compreso sia razionale, la rimanente
parle ¢ irrazionale, detta prima apotome della mediale.

Dalla mediale 4B si tolga infatti BC, commensurabile
con la retta AB solo in potenza, ¢ tale che il rettangolo
AB X BC sia razionale. Dico che la rimanente AC & I'ir-
razionale detta prima apotome di una mediale.

—

A C B

Infatti, poiche 4B, BC sono mediali, anche 4B BC*
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lo sono. Ma 24B X BC ¢ razionale; dunque AB%X BC?
sono incommensurabili. Percid anche 24B X BC & incom-
mensurabile col rimanente 4AC?, perche, se il tutto & in-
commensurabile con una delle parti, anche le grandezze
date dapprincipio saranno incommensurabili. \

Ma 24B X BC & razionale.

Percio AC? & irrazionale. Dunque AC & irrazionale,
e vien detta prima apotome della mediale.

44
Se le mediali V&, VB sono commensurabili tra loro solo in se-
4
conda potenza, e se il prodotto Va3 ¢ razionale, allora il segmento
4 1
Va— VB, detto prima apotome della mediale, & irrazionale.
Dimostrazione.
4 4 4\ /42
Siccome Vo, VB sono mediali, segue che (Voc) +(V{3) ¢ un
4
prodotto mediale. Ma per ipotesi 2V« & razionale, quindi
4.\ 4.\2 4
(V&) +(v) : 2Vag = m: .
Per la prop. X, 16 si deduce allora che
4 _\2 4 _\2 4 4
[(Voc) +<VB) — Vocﬁ] :2VaBEm:n,
ossia
4 4N\ 4
(Va—VB) : 2VoB=m: n.
4 UV IRY
Si conclude che, essendo 2Vof razionale, (Vtx-—Vﬁ) &ir-
’ 4 4
razionale, e quindi che anche (Voc — VS) & irrazionale (X, Def. 4).
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75.

Se da una mediale si toglic una mediale commensurabile
con la data solo in potenza, e tale che 'area da esse
compresa sia mediale, la rimanente parte & irrazionale
e vien detta seconda apotome della mediale.

Dalla mediale AB si tolga la mediale CB, commen-
surabile con la AB solo in potenza, e tale che I’ area
AB X BC da esse compresa sia mediale. Dico che la
rimanente AC ¢& irrazionale, detta seconda apotome della

- mediale.

Sia data infatti la razionale DI, e ad essa si applichi
DE, equivalente a AB* X BC?, di larghezza DG} alla
DI si applichi ancora DH, equivalente a 24AB X BC, di
larghezza DF. Cosi il rimanente FE — AC?. E poiche
AB?, BC? son mediali e commensurabili, anche DE o
sara. Ed & applicato alla retta razionale DI, ed ha per
larghezza DG. Allora DG & razionale, ed incommensu-

15
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rabile in lunghezza con DI [prop. 22]. Di nuovo, poiché
AB X BC & mediale, anche 24B X BC lo sard; ma
¢ equivalente a DH. Allora anche DH & mediale. Ed &
applicato alla razionale DI, ed ha per larghezza DF.
Percio DF & razionale ed incommensurabile in lunghezza
con D{. E poiche AB, BC sono commensurabili solo in
potenza, sono incommensurabili in lunghezza. Allora an-
che AR%, AB X BC sono incommensurabili.

Ma AB?, AB® X BC? sono commensurabili; ed
AB < BC, 2AB X BC sono commensurabili. Allora
2AB X BC ed AB? X BC? sono incommensurabili
[prop. 13].

Ma DE = AB? X BC? DH=2AB X BC. Cosi
DE, DH sono incommensurabili.

Ma DE : DH = GD : DF [VI, 1]. Cosi GD, DF
sono incommensurabili. E ciascuna & irrazionale. Allora
GD, DF sono razionali, commensurabili solo in potenza.
Percid FC & apotome [prop. 73]. Ma DI & razionale.
E I'area compresa da una retta razionale e una irrazionale
¢ irrazionale [prop. 20] e la retta il cui quadrato & equi-
valente a detta area ¢ irrazionale. Ora AC* = FE.

Dunque AC & lirrazionale detta seconda apotome

della mediale; c.d d

4 4
Se le mediali Vo, V{3 sono commensurabili tra loro solo in 2*

4 4 _ 4
potenza e se Vo & mediale (X, 28), allora il segmento Va— VB,
. detto seconda apotome della mediale, & irrazionale.
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Dimostrazione.
Sia ¥ un segmento razionale, arbitrariamente scelto. Poniamo

(V8] ==

4 \2
0 3 (Voc) + 4
Ve =1yy ;

sottraendo si ottiene (I, 7)
4 4\
(Va — V8] =1z — ).

4\ /4 \2
Siccome (Va) . (Vﬁ) sono prodotti mediali, segue (X, 15, Co-
4.\ /4.\2

rollario 23) che (Vot) +(V§) , ossia Yx, & un prodotto mediale.
Siccome Y. & razionale, si deduce (X, 22) che x & razionale, incom-
mensurabile con ¥ in 1* potenza.

Nello stesso modo si dimostra che y & razionale, incommensu-
rabile con v in 1* potenza.

4 4_ 4 \e 4 '
Avendosi Va: V§=(Voc) :Vaf (X, 11), e siccome per ipo-
14
tesi Vo, VB sono incommensurabili in 1% potenza, segue che anche

(14/0_6>1, ‘f/a—ﬁ sono incommensurabili. Ma (’\4/&)2 + (\4@)2

' & commensu-
4\2 1\ /42
rabile con (Voc) (X, 15), quindi (Vo'c) +(V[3> & incommensurabile
4
con Va3 (X, 13). Dalle (1) si deduce allora che vx, Yy e quindi

anche x, y sono incommensurabili in 1* potenza (VI, I, X, 11).
Da cid’che precede si conclude che x — y & un’apotome (X, 73).
Ora dalla prop. X, 20 si pud dedurre facilmente che il pro-

dotto di un segmento razionale 7 e di un segmento irrazionale x —y

4_ - 4 2 4 4_
& irrazionale. Percid (Voz—— VB) , e quindi anche Vo — VB, &irra-
zionale, ¢, d. d.
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76.

Se da una retta se ne toglie un’altra incommensurabile in
potenza con la data, e tale che la somma dei quadrati
sia razionale, e il loro rettangolo mediale, la rimanente
¢ irrazionale, e vien detla minore.

Dalla retta AB si tolga la BC, incommensurabile in
potenza con la ADB, e tale che risponda alle condizioni
predette. Dico che la rimanente 4C & I'irrazionale detta
minore.

Infatti, poiche AB?*XBC? & razionale, e 2AB X< BC

A C B

¢ mediale, AB? X BC? ¢ 248 X BC sono incommen-
surabili. Ora, convertendo, 4B* X BC? & incommensu-
rabile con 4C?; ma AB? X BC? & razionale. Cosi AC?
¢ irrazionale. Dunque AC & irrazionale; e vien detta
minore; c. d. d.

Se si ha 1) #:s*s=m:.n, 2) £} s* razionale, 3) #s mediale

\

(X, 33), allora il segmento t— s, detto minore, & irrazionale.
Dimostrazione.
Avendosi, per ipotesi,

#F+s)):2s=m:n,
si deduce (I, 7, X, 16)
E+s):(t—s)PFEm:n

Siccome #* + s* & razionale per ipotesi, segue che ({—s)% e
quindi anche ¢t —s, & irrazionale, c. d. d.
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" 77.

Se da una retta se ne loglie un’alira incommensurabile in
polenza con la data, e tale che la somma dei loro qua-
drali sia mediale, e il doppio del loro rettangolo sia

. razionale, la rimanente sara irrazionale e si dice retta
che, sommala con una razionale, da per totale una
mediale.

Dalla retta AB si tolga la BC, incommensurabile in
potenza con la 4B, e tale che risponda ai requisiti richiesti.

Dico che la rimanente AC ¢ la irrazionale indicata.

Infatti, poiche AB% + BC? & mediale, e 24B X BC

A C B

¢ razionale, AB? 4+ BC? e 24B X BC sono incommen-
surabili. Cosi anche il rimanente 4C? e 2 AB X BC sono
incommensurabili. Ma 248 X BC & razionale; quindi
AC? ¢ irrazionale. Dunque AC & quella retta irrazionale

che, sommata con una razionale, da per totale una mediale;

c. d. d.

Se si ha 1) 2:s*F=m:n, 2) 2+ s* mediale, 3) 2ts razionale
(X, 34), allora il segmento t — s & irrazionale; (f — s) si dice il
segmento che, sommato con un razionale, da per totale una mediale.

Dimostrazione.

Si ha per ipotesi

(+s¥):2tsF=m:n,
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e quindi (I, 7, X, 16)
(t—s)*:2ts==m:n.

Ma 2fs & razionale per ipotesi, quindi (t— s)%, e percid anche
(t—s) & irrazionale, c. d. d.

OsSERVAZIONE. Invece di chiamare la nuova irrazionalita « se-
gmento che aumentato di un’area razionale di un tutto mediale »,
la si pud invece chiamare, per analogia alla prop. X, 70, « il lato
della differenza di un’area mediale € di un’area razionale ».

78.

Se da una retta se ne toglie un’altra incommensurabile in
potenza con la data, tale che la somma dei quadraii
delle due rette sia mediale, il doppio del loro rettangolo
sia anch’esso mediale, e inoltre la somma dei quadrati
sia incommensurabile col doppio rettangolo, la rima-
nente retta ¢ irrazionale; si dice retta che, sommata con
una mediale da per totale una mediale.

Dalla retta AB si tolga BC incommensurabile in po-
tenza con la AB, e che abbia 1 requisiti richiesti. Dico che
la rimanente AC ¢ la retta irrazionale che sommata con

A C B

D G

i “H E

una mediale da per totale una mediale. Sia data infatti la
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razionale DI, e ad essa si applichi DE equivalente ad
AB? 4 BC?, di larghezza DG, e si tolga DH, equiva-
lente a 24B X BC. Cosiil rimanente FE — AC?* [I1, 7].
E poiche¢ AB? 4 BC? & mediale, ed uguale a DE, DE
¢ mediale. Ed & applicato alla razionale D/, ed ha per
larghezza DG. Allora DG & razionale ed incommensu-
rabile in lunghezza con DI. Di nuovo, poiche 24B X BC
¢ mediale ed uguale a DH, DH & mediale. Ed & appli-
cato alla razionale DI, ed ha per larghezza DF. Allo-
ra DF & razionale ed incommensurabile in lunghezza
con DI. E poiche AB* 4 BC?, 24B X BC sono incom-
mensurabili, anche DE, DH lo sono. Ma DE : DH =
= DG : DF; perci6 DG, DF sono incommensurabili.
Ed entrambi sono razionali. Allora GD, DF sono ra-
zionali, commensurabili solo in potenza. Percio FG & apo-
tome. Ma FH & razionale. E I’area compresa da un’apoto-
me e una retta razionale & irrazionale, e la retta 1l cui
quadrato equivale a detta area & irrazionale.

Ma AC? = FE. Dunque AC ¢ irrazionale e si dice
retta che sommata con una mediale da totale mediale;

c. d. d.

Se si ha 1) #:s*F=m:n, 2) #+s° mediale, 3) 2fs ra-
zionale e 4) (2 + 5% : 2tsF=m: n (X, 35), allora il segmento {—s,
& irrazionale, e si dice segmento che, sommato con'un mediale, da
per risultato un mediale.

Dimostrazione.

Sia ¥ un segmento razionale arbitrario, e si ponga

B+ 5P =yx,
M 2ts =1y.
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Sottraendo si ricava (I, 7)
(2) (t—9)*=v(x—y).

Siccome Yx & un prodotto mediale, segue che x & razionale,
incommensurabile con Y in 1* potenza (X, 22). Analogamente y
& razionale, incommensurabile con Y in 1* potenza.

Avendosi, per ipotesi, (#* + 5% : 2ts5=m: n, ossia

Yx:ivys=m:n, segue (X, 1) x:yEm:n

Pertanto si conclude che x —y & un’apotome (X, 73).

Per la prop. X, 20 si conclude allora che anche Y(x — y),
ossia (# —s)* & irrazionale, quindi (f — s) & irrazionale, c. d. d.

OsSERVAZIONE. Il segmento (t— s), per analogia con la prop.
X, 41, si pud chiamare « lato della differenza di due aree mediali ».

79.

Ad una apoiome ¢ adiacente una sola retta razionale com-
mensurabile solo in potenza con la somma delle due.

Sia AB apotome, e ad essa sia adiacente BC. Allora
AC, CB sono razionali, commensurabili solo in potenza.
Dico che nessun’altra retta razionale commensurabile solo
in potenza con la retta totale, ¢ adiacente ad AB.

Infatti, se & possibile, sia questa BD. Allora AD, DB
sarebbero razionali, commensurabili solo in potenza. E poi-
che AD? 4 DB? supera 2AD X DB di tanto quanto
AC? + CB? supera 24AC X CB (infatt la differenza
¢ sempre AB?%), permutando, la differenza tra 4D?*+DB*
ed 4C? 4 CB? ¢ uguale alla differenza tra 24AB X DB
e 24AC X CB. Ma AD? ++ DB? supera AC? 4+ CB* di

un’area razionale, perche entrambi sono razionali; percio
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anche 24D X DB supera 24C X CB d’un’area razio-

nale, il che non puo essere, perche sono entrambe mediali,

— : ~
A B C D

ed una mediale non supera una mediale d'un’area razionale
[prop. 26]. Allora nessun’ altra retta razionale commen-
surabile solo in potenza con la somma delle due, & adia-

cente alla AB.

Dunque una sola retta razionale, ecc. ; c. d. d.

Un’ apotome o — Vﬁu(X, 73) non si pud dividere in due modi
differenti in due parti razionali, commensurabili in 2* potenza.
Infatti, se fosse

o—VB=x—y, (x3=x, VBzy)

dove anche x e y siano razionali, commensurabili solo in 2* po-
ienza, si avrebbe

o + B — 24VB = x* + y* — 2xy,
ossia
(@ +B) — (x* +y*) = 24V — 2xy.’
Ora in questa eguaglianza il primo membro & razionale, mentre

il secondo & un prodotto mediale, perche tanto 2zVB quando 2xy
sono prodotti mediali (X, 21; X, 26), ci6 che & assurdo. Quindi deve

aversi necessarlamente « = x, VB: y, c. d. d.
80.

Alla prima apotome di una mediale ¢ adiacente una sola
retta mediale commensurabile solo in potenza con la
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somma delle due e tale che con detta somma comprenda
un’area razionale. '

Sia infatti 4B la prima apotome di una mediale e BC
sia adiacente alla AB. Allora AC, CB sono mediali,

L

1 +
A B C D

commensurabili solo in potenza, e comprendono I’area
AC X CB razionale. Dico che nessun’altra mediale &
commensurabile con la 4B, se & commensurabile solo in
potenza con la somma delle due e se, con tale somma,
comprende un’area razionale.

Infatti, se ¢ possibile, sia adiacente anche la AB.
Quindi 4D, DB sono mediali, commensurabili solo in po-
tenza, e comprendono 'area 4D X DB razionale. Ora,
poiche AD? X DB? supera 2AD X DB di tanto quan-
to AC? X CB?* supera 24AC X CB (infatti la diffe-
renza & sempre ADB?), permutando, la differenza tra
AD? 4 DB* ed AC? + CB* sara uguale alla diffe-
renza tra 24D X DB e 24AC X CB. Ma la differenza
tra 24D X DB.e 2AC X CB & un’area razionale, per-
che entrambi son razionali: quindi anche la differenza
tra AD? + DB? ed AC? 4 CB? & razionale, il che &
impossibile, perché entrambe sono mediali: ed una me-
diale non supera un’ altra mediale d’ un’ area razionale
[prop. 26].

Dunque, alla prima apotome d’una mediale, ecc.

c. d. d.
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Una prima apotome d'una mediale si pud presentare in un sol
modo come differenza di due mediali, commensurabili solo in 2°
potenza e il cui prodotto sia razionale.

Si abbia dunque

1 4
() Na—VE=x—y,
4 4 .
dove tanto Vo, VB quanto x e y soddisfino alle condizioni (X, 74)

di essere mediali, commensurabili tra loro in 2°* potenza e di aver il
loro prodotto razionale. In queste ipotesi si deve avere necessa-

4_ 4_
riamente Va—=1x, VB=y.
Infatti, dalla (1) si deduce
432 /42 4
(V“) + (Vﬁ) — 2V =* + y* — 2xy,
ossla ’
4 _\2 4 _\2 4
('\/06) + (VB) — (2 +y*) = 2Vof — 2xy.

Per ipotesi, il secondo membro di questa eguaglianza & razio-

4 4_
nale, mentre il primo membro, se si ha Va==x, V3 =y, & neces-
sariamente un’area mediale, quale differenza di due aree mediali

1_ 4_
diseguali. Cid & assurdo, quindi deve aversi Vo = x, V@:y, c.d.d.
81

Alla seconda apotome d’una mediale & adiacente una sola
mediale commensurabile solo in potenza con.la somma
delle due, e tale che lo spazio compreso da essa e da
tale somma sia mediale.

Sia AB seconda apotome d’una mediale ¢ sia BC
adiacente ad AB. Allora AC, CB son mediali, commen-
surabili solo in potenza, tali che 'area 4AC X CB da esse
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compresa ¢ mediale. Dico che nessun’altra retta mediale
¢ adiacente alla 4B, se ¢ commensurabile solo in potenza

o B ¢ b

-+

E

H M - N

con la somma delle due, e comprende con detta somma
un’area mediale.

Infatti, se & possibile, sia BD adiacente. Allora anche
AD, DB sono mediali, commensurabili solo in potenza,
tali che comprendono AD X DB mediale [prop. 75].
Sia data la razionale EF, e ad essa si applichi EG equi-
valente ad AC? 4 CB?, di larghezza EM; e si tolga
I’'area HG, equivalente a 24C X CB, di larghezza HM.
Allora il rimanente EL=AB* [1I, 7].

Di nuovo, alla EF si applichi EI, equivalente ad
AD? + DB?, di larghezza EN. Ma EL = AB?; allora
il rimanente H/ = 24D -+ DB [II, 7].

E poiche AC, CB sono mediali, anche 4C? 4 CB?
lo sono. Ed AC? 4 CB?= EG. Quindi anche EG ¢
mediale. Ed & applicato alla retta razionale EF, ed ha
per larghezza EM. Cosi EM & razionale, ed incommen-
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surabile in lunghezza con EF. Di nuovo, poiche ACXCB
¢ mediale, anche 24C X CB lo sara.

Ma HG =2A4C X CB; allora anche HG & me-
diale: ed & applicato alla retta razionale AF, ed ha per
larghezza HM. Cosi HM ¢ razionale, ed incommensu-
rabile in lunghezza con EF [prop. 22]. E poiche AC,
CB sono commensurabili solo in potenza, essi sono incom-
mensurabili in lunghezza. Ma AC:CB=A4C?: AC xXCB.
Percio AC? ed AC X CB sono incommensurabili. Ma
AC?, AC? 4+ CB? sono commensurabili, ed AC x CB,
24C X CB pure.

Percio AC? 4+ CB?, AC X CB sono incommensu~
rabili. Ma EG?*= A4C? + CB?, GH=2AC X CB.
Allora EG, HG sono incommensurabili. Ma EG: HG =
=FEM : MH. Cosi EM, MH sono incommensurabili in
lunghezza. E ciascuna & razionale. Quindi EM, MH sono
razionali, commensurabili solo in potenza. Allora EH &
apotome [prop. 73] : ed MH gli & congruente.

Nello stesso modo dimostreremo che anche HN gli
¢ congruente. Cosi ad un’apotome sarebbero congruenti
rette diverse, commensurabili solo in potenza con la retta
totale, il che ¢ impossibile.

Dunque alla seconda apotome di una mediale, ecc.

c. d. d
Una seconda apotome di una mediale si pud presentare in un
sol modo come differenza di due mediali, commensurabili tra loro
solo in 2% potenza, e il cui prodotto sia mediale.
Si abbia dunque

4 _ 4
(l) 4 N V“—Vp:x_y»

dove t#nto VB e V8, quanto x e y soddisfino alle condizioni (X, 75)
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di essere mediali commensurabili tra loro solo in 2% potenza, e di
avere ll loro prodotto mediale. In queste ipotesi si ha necessaria-

mente Voc =1z, V@ =y.
Infatti, poniamo

P (va) + (V8] = 1u
(3) Zf/oc_ﬁ =1,

dove ¥ & un segmento razionale arbitrariamente scelto.
Per sottrazione si ricava

(Va— V) =va— o).
Posto ancora

@ Ay = 1,
si deduce dalla (1)
e+ gt —(Va— V) =2 @, 7)
ossla
(5) . vz — Y(u — v) = 2xy.
44 : 4\ /4_\2
Siccome Va, Vﬁ sono mediali, segue che (Va) +(VB) , ossla Yu,
& un prodotto mediale (X, 15 e corollario 23). Quindi (X, 22)

u & razionale, incommensurabile con 7 in |* potenza. Analoga-
mente si deduce dalla (3) e dalle ipotesi fatte, che v & razionale, in-

1 4
commensurabile con 7 in 1® potenza. Per ipotesi siha Va V@:{:mi n,
4\ 4
quindi si ha anche (X, 11) (Va) :VaBm: n

D’ altra parte si ha (14/0‘()2+ ({t/ﬁ)zt({k/o‘c)‘l:'mln, e quindi
X, 13)

42 L\ 4
(V“) + (VB) :VoaB=m : n, ossia yu: yod=m: n, ossia
finalmente (VI, 1) u:vEm:n -

Da quanto precede si deduce subito che u—v & un’apotome
(X 73). Nello stesso modo si deduce che z—[z—(u—v)] &

un apotome

Ma si ha

u—v=2z—[z—(u—0)],
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1 4
e se Vag=x, VB=Ey, si ha certamente uz=z, vz~ (u—v),
e quindi la medesima apotome risulta rappresentata in due modi
differenti come  differenza di due segmenti razionali, commensu-
rabili solo in 2* potenza, cid che contraddice alla prop. X, 79. .

Quindi x = f/a, y= 14/{§, c. d. d.
82.

Ad una retta minore ¢ adiacente una sola retta incom-
mensurabile in potenza con la somma delle due, e tale
che la somma dei quadrati della retta e di tale somma
sia razionale, e il doppio del rettangolo da esse com-
preso sia mediale.

Sia AB minore, e alla AB sia adiacente BC. Allora

AC, CB sono incommensurabili in potenza, la somma dei
* loro quadrati & razionale, il doppio rettangolo ¢ mediale.
Dico che nessun’altra retta che abbia questi requisiti &
adiacente alla AB. Infatti, se & possibile, sia adiacente
BD. Allora anche AD, DB, incommensurabili in potenza,
hanno le qualita dette. E poiche¢ la differenza tra

AD? + DB? e AC? 4+ CB? & uguale alla differenza

— \ J 5]

A B C D

tra 2AD X DB e 24C X CB, ed AD? 4 DB? supera
AC? + CB*? d’'un’area razionale, perche entrambi son ra-
zionali, anche 24D X DB supera 24AC X CB d’un’area

razionale, il che & impossibile, perche entrambi son mediali.

Dunque ad una retta minore, ecc. c. d d
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Un segmento minore si pud presentare in un sol modo come
differenza di due segmenti, incommensurabili in 2* potenza, tali
che la somma dei loro quadrati sia razionale e il loro prodotto sia
mediale (v. X, 76).

Si abbia dunque

) t—s—x—uy

dove t, s e x, y soddisfano alle condizioni sopradette. Allora si ha

necessarilamente
t=x, s=—=y.

Infatti, se cid non fosse vero, nell’ eguaglianza che si deduce

dalla (1)
(#+5) — (x*+ y°) = 2s — 2y,

il primo membro sarebbe razionale, mentre il secondo sarebbe
mediale, cid che & assurdo. Quindi deve aversi necessariamente
t=x, s=y, c. d. d. !

83.

Ad una retta che sommata con una razionale da per totale
una mediale, ¢ adiacente una sola retta incommensu-
rabile in potenza con la retia totale, e tale che la somma
del suo quadrato e di quello della retta totale sia me-
diale, e il doppio del loro retiangolo sia razionale.
Sia AB una retta che sommata con una razionale da

una retta totale mediale, e sia BC adiacente ad AB.

Allora AC, CB sono incommensurabili in potenza, ed

hanno 1 requisiti richiesti. Dico che nessun’altra retta che

ha quei requisiti & congruente alla AB.
Infatti , se & possibile, sia adiacente DB. Allora anche
le rette AD, DB sono incommensurabili in potenza, ed

hanno 1 requisiti richiesti. Ora, poiche, 4AD?* + DB? su-
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pera AC? 4~ CB? di tanto di quanto 24D X DB supera
2AC X CB e 2AD X DB supera 2AC X CB di

— } 4

A B C D

un’area razionale (infatti ognuno & razionale), anche
AD? 4 DB? supera AC? 4 CB? d’un’area razionale, il
che & impossibile, perché entrambi son mediali. Quindi
alla AB non ¢ adiacente nessun’altra retta incommensu-
rabile in potenza con la retta totale, e che con essa abbia
1 requisiti detti. Dunque una sola ¢ adiacente; c. d. d

Si abbia dungue
t—s=x—uy,

dove ¢, s e x, y soddisfano alle condizioni enunciate. Allora si ha
necessariamente { = x, s = y. Infatti, nell’ eguaglianza
(2 +s*) — (2* + y?) = 2ts — 2xy

il secondo membro & razionale, mentre, se fosse t==x, sy, il
primo membro sarebbe mediale, cid che & assurdo.

84.

Ad una retta che sommata con una mediale da una somma
mediale una sola retta & adiacente, incommensurabile
in potenza con la retta totale, in modo che la sommal
dei quadrati della reita adiacente e della retia totale
sia mediale, il loro doppio rettangolo sia mediale, ed
inoltre sia incommensurabile con la somma dei quadrati.

La retta 4B, sommata con una mediale, dia una retta
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totale mediale; e BC le sia adiacente. Allora AC, CB
sono incommensurabili in potenza, ed hanno i requisiti ri-
chiesti. Dico che nessun’altra retta che abbia quei requi-
siti & adiacente alla 4AB.

Infatti, se & possibile, sia questa BD, in modo che
anche AD, DB siano incommensurabili in potenza, che

AD?* 4 DB? sia mediale, 24D X DB sia pure mediale,

a B ¢ Db
F__L G i
E

H M M

ed inoltre AD? 4+ DB? e 2AD X DB siano incommen-
surabili. Sia data la razionale EF, e ad EF si applichi
EH equivalente ad AC% 4 CB?, di larghezza EM, e
sempre alla EF si applichi HG equivalente a 24C X CB,
di larghezza HM. Cosi il rimanente AB*> = EL.

Di nuovo, alla EF si applichi El, equivalente ad
AD? 4- DB?, di larghezza EN.

Ma AB?*—=EL. Quindi il nimanente 24D X DB=HI.
E poiche AC?+ CB? ¢ mediale, e 4C?*+ CB?> = EC,
anche EG & mediale. Ed ¢ applicato alla.retta razionale

EF, ed ha per larghezza EM. Allora EM ¢ razionale,
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ed incommensurabile in lunghezza con EF [prop. 22].

Di nuovo, poiché 24C < CB & mediale, e 24C X CB=
=HG, anche HG ¢ mediale. Ed ¢ applicato alla razio-
nale EF, ed ha per larghezza HM. Allora HM & razio-
nale, ed incommensurabile in lunghezza con la retta EF
[prop. 22]. E poiche AC? 4- CB? e 24C X CB sono
incommensurabili, anche EG, HG lo sono. Cosi anche
EM, MH sono incommensurabili in lunghezza. E cia-
scuna ¢ razionale. Allora EM, MH sono razionali, com-
mensurabili solo in potenza. Percio EH & apotome
[prop. 73] ed HM le & congruente.

In modo simile dimostreremo inoltre che EH & apo-
tome, ed HN le & congruente. Cosi sarebbero congruenti
due diverse rette, ciascuna apotome, commensurabili solo
in potenza con la retta totale, il che abbiamo dimostrato
che & impossibile [prop. 79]. Allora nessun’altra retta &
congruente alla AB.

Dunque alla 4B una sola retta & congruente, che sia
incommensurabile in potenza con la retta totale, ecc.

c. d d
Si abbia dunque
n t—s=x—y,
dove
:s*FEm:n; ¥ y*==m:n;
s £+ s* & mediale; x®+ y® & mediale;
0 ’ 2ts & mediale; 2xy & mediale;

E+s):23F=m:n; (x*+y?):2xyFm:n.

Allora si ha necessariamente { =x, s=y. Infatti, scelto in
modo arbitrario un segmento razionale «, si ponga

3) 2+ s=ou; 2s=ov
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si avra quindi (f — 5)* = o(u — v). Si ponga inoltre
4) o+ yl=oaz

si avra allora (I, 7) x* + y®* — (t — s)* = 2xy, ossia
) oz — ou — v) = 2xy.

Dalle (3) e dalle ipotesi fatte sopra ¢e s si conclude facilmente
che u e v sono razionali, commensurabili con « e tra di loro solo
in 2% potenza (X, 22, VI, I, X, 11). Quindi u — v & un’ apotome
(X, 73). In modo analogo si deduce dalle (4), (5) che z— [z—(u—v)]
& un’apotome. Risulta dunque che la medesima apotome & rappre-
sentata 1n due modi

u—v=z—[z— (u— )]

dove, se t3F=x e sy, si ha certamente u 3=z, v3= z — (u — v).
Cid contradice alla prop. X, 79, e quindi t=1x, s=y, c. d. d.

Terza serie di definizioni.

1) Date una retta razionale e un’apotome, se il qua-
drato della retta totale supera il quadrato della retta
congruente del quadrato di una retta commensurabile con
se, e la retta totale ¢ commensurabile in lunghezza con la
data razionale, essa si dice prima apotome.

2) Se la retta congruente & commensurabile in lun-
ghezza con la data razionale, ed il quadrato della retta
totale supera il quadrato della congruente del quadrato
di una retta commensurabile con sé&, essa si dice seconda
apotome..

3) Se nessuna delle due & commensurabile in lunghezza
con la retta data razionale, anche il quadrato della retta
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totale supera la congruente del quadrato di una retta com-
mensurabile con s¢, essa si dice terza apotome.

Di nuovo, se il quadrato della retta totale supera il
quadrato della congruente del quadrato di una retta in-
commensurabile con sé, se la retta totale & commensurabile
in lunghezza con la data razionale, si dice quarta apotome.

5) Se la congruente le & commensurabile, quinta.

6) Se nessuna delle due, sesia.

85.

Trovare una prima apotome.

Sia data la razionale a, e sia BG commensurabile in
lunghezza con la a. Allora anche BG ¢ razionale. Siano
dati due numeri quadrati DE, EF, la cui differenza FD
non sia un numero quadrato [prop..28, lemma I]. Allora
ED non ha con DF la ragione che un numero quadrato

ha con un numero quadrato. E sia ED: D DF=BG?: GC?2.

Cosi BG?, GC? sono commensurabili. Ma BG? & razio-

nale. Allora GC? & razionale. Percid anche GC

razio-

(¢
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nale. E poiche ED non ha con DF la ragione che un
numero quadrato ha con un numero quadrato, neppure
BG? ha con GC? la ragione che un numero quadrato ha
con un numero quadrato. Allora BG, GC sono incom-
mensurabili in lunghezza; e ciascuna & razionale; allora
BG, GC sono razicnali, commensurabili solo in potenza.
Dunque BC & apotome [prop. 73].

Dico ora che & prima.

Infatti, sia h? equivalente alla differenza tra BG? e
GC?; poiche ED : DF = BG* : GC?, anche converten-
do ED : EFf = BG? : h®. Ma ED ha con EF il rap-
porto che un numero quadrato ha con un numero qua-
drato. Allora anche BG? ha con h? il rapporto che un
numero quadrato ha con un numero quadrato; percido BG,
h sono commensurabili in lunghezza. Ma BG? supera GC?
del quadrato di h. Allora BG? supera GC? del quadrato
di una retta commensurabile in lunghezza con se, e I'in-
tera BG & commensurabile con la data razionale a. Quindi
BC & prima apotome. Dunque & stata trovata una prima

apotome; c. d d.

Trovare una prima apotome.

Si sceglie ad arbitrio un segmento razionale «, e un segmento
con esso commensurabile in 1* potenza, Si scelgono due numeri m, n,
tali che m* — n* non sia un: quadrato perfetto. Si determina poi
dalla eguaglianza:

Pa?:B=m?. (m* — n*) (X, 6, Corollario).

Allora B sara razionale, e V3 sara ancora razionale, commen-

surabile perd con It solo in 2% potenza. Percid It — VB & un’apo-
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tome (X, 73). Essa & inoltre una prima apotome. Infatti si ha
Poa?: B=m?:(m* — nd),

e quindi (V, 19 Corollario)
Pat ; (Ia? —B) = m®: n?,

ossia

la: VPP —B =m: n,

e quindi (X, Def. 1II, 1) loz—VE ¢ effettivamente una prima
apotome, c. d. d.

86.

Trovare una seconda apotome.

Sia data la razionale a e sia CG commensurabile in
lunghezza con la a. Allora CG ¢ razionale. E siano dati
due numeri quadrati DE, EF, la cui differenza DF non
sia un numero quadrato; e sia FD : DE = CG? : GB2.
Allora CG?, CB? sono commensurabili. Ma CG? & ra-
zionale; percid anche GB? lo sara. Cosi anche GB ¢é ra-
zionale. E poiche¢ CG? non ha con GB? la ragione di un

numero quadrato con un numero quadrato, CG e¢ GB sono
incommensurabili. E ciascuna & razionale. Allora GB,
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CB sono razionali, commensurabili solo in potenza. Quin-
di BC ¢ apotome [prop. 73].

Dico ora che & seconda.

Infatti la differenza tra BC* e GC? & h%. E poi-
che BG? : GC*=ED : DF, convertendo, BG? : h* =
= DE : EF. E ciascuno dei DE, EF & un quadrato.
Allora BG? ha con h? la ragione di un numero quadrato
ad un numero quadrato. Cosi BG, h sono commensurabili
in lunghezza. E la differenza tra BG? ¢ GC? & h?; percid
BG? supera GC? del quadrato di una retta commensu-
rabile in lunghezza con BG. E la retta congruente CG &
commensurabile con la data razionale a. Quindi BC &
seconda apotome.

Dunque ¢ stata trovata la seconda apotome BC};

c. d d

Trovare una seconda apotome (X, Def. III, 2)
Per questo scopo, conservando le notazioni della proposizione
precedente, si ponga

m (m* — n®) . m*=Pa*: B.

allora lx sara razionale e VB razionale, commensurabile con o solo in

2% potenza, e quindi VB — It & un’apotome. Inoltre si ha dalla (1)
m:nt=8:0— Fa?;

ossia

m:n="VB: Vg — I},

da cui si conclude subito che VB — lx & una 2° apotome, c. d. d.
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87.

Trovare una terza apotome.

Sia data la razionale a, e tre numer, e, BC, CD, non
aventi fra di loro la ragione che un numero quadrato ha
con un numero quadrato, ma CB abbia con BD la ragione
che un numero quadrato ha con un numero quadrato; e
sia e: BC=a?: FG? [prop. 28, lemma 1]; e BC:CD=
= FG? : GH?. Ora, poicht e : BC=a?: FG?, a® ed

F H G
i k

€
B D C

FG? sono commensurabili. Ma a? & razionale. Allora. an-
che FG? lo sara; percio FG & razionale. E poiche ¢ non
ha con BC la ragione che un numero quadrato ha con un
numero quadrato, neppure a® ha con FG? la ragione che
un numero quadrato ha con un numero quadrato. Cosi a,
FG sono incommensurabili in lunghezza. Di nuovo, poi-
ché¢ BC : CD = FG? : GH?, gli FG*> ¢ GH?* sono com-
mensurabili. Ma FG? & razionale; quindi anche GH? lo
sara. Percio GH & razionale. E poiché BC non ha con
CD la ragione che un numero quadrato ha con un numero
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quadrato, neppure FG? ha con GH? la ragione di un
numero quadrato con un numero quadrato. Percio FG,
GH sono incommensurabili in lunghezza. E ciascuna &
razionale. '

Quindi FG, GH sono razionali, commensurabili solo
in potenza. Dunque FH & apotome [prop. 73].

Dico ora che & terza.

Infatti, poiche e: BC=a*>: FG?, BC:CD =
= FG? : HG?, ex aequo [V, 22], e : CD=a* : HG>.
Ma ¢ non ha con CD la ragione che un numero quadrato
ha con un numero quadrato; quindi neppure a* ha con
GH? la ragione che un numero quadrato ha con un nu-
mero quadrato. Percid a, GH sono incommensurabili in
lunghezza. Quindi nessuna delle rette FG, GH & com-
mensurabile in lunghezza con la data razionale a.

Sia ora k? la differenza tra FG* e GH?; poiché dun-
que BC : CD = FG? : GH?, convertendo [V, 19, co-
rollario] sara BC : BD = FG? : k%

Ma BC ha con BD la ragione che un numero qua-
drato ha con un numero quadrato. Quindi anche FG? ha
con k? la ragione che un numero quadrato ha con un nu-
mero quadrato. Percio FG, k sono commensurabili in lun-
ghezza [prop. 9], ed FG? supera GH? del quadrato di
una retta commensurabile con s¢. E nessuna delle rette
FG, GH & commensurabile in lunghezza con la data ra-
zionale a. Quindi FG & terza apotome.

Dunque & stata trovata la terza apotome FG; c. d. d.
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Trovare una terza apotome, cioé un’apotome
VB— Vy,
in cui VB o Vy siano incommensurabili in 1* potenza col segmento

razionale o prefissato e che si abbia inoltre Vi—y:VB=n:m.

Per questo scopo siano p, m, n tre numeri arbitrari, tali perd
che 1 tre numeri p, m®, (m* — n*) non stiano due a due in rapporto
di quadrati perfetti. Si pone poi

0] pim=a2:,
2) m?. (m*—n)=B.y.
Allora si avra che VB & razionale, incommensurabile con & in
1* potenza, e che V‘;_' & pure esso razionale, incommensurabile
con VB in 1® potenza. Percid V§— Vy & un’apotome (X, 73).
Dalle (1) e (2) si deduce (V, 22)
pimt —n)=atit,

quindi Vy & commensurabile con « solo in 2* potenza.
Dalla (2) segue, convertendo,

m:nf=B:B—7) (V, 19 Corollario)

e quindi
min=V3:VB—1r.
Risulta cosi che VB—Vy & una terza apotome (X, Def. III, 3)-

88.
Trovare una quarta apotome.

Sia data la razionale a ¢ sia BG commensurabile in
lunghezza con la a. Allora anche BG ¢ razionale. E siano
dati due numeri DF, FE, in modo che la somma DE non
abbia con ciascuno dei DF, EF la ragione che un numero
quadrato ha con un numero quadrato.
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E sia DE : EF = BG?: GC? Allora BG? GC?
sono commensurabili. Ma BG? & razionale. Cosi anche

GC? lo sara. Percid GC sara razionale. E poiche DE

non ha con EF la ragione che un numero quadrato ha
con un numero quadrato, neppure BG ha con GC? la
ragione che un numero quadrato ha con un numero qua-
drato. Percio BG, GC sono incommensurabili in lun-
ghezza; e ciascuna ¢ razionale. Allora BG, GC sono ra-
zionali, commensurabili solo in potenza. Dunque BC &
.apotome [prop. 73]. Sia ora h? la differenza tra BG? e
GC2 Poiché dunque DE : EF — BG? : GC? anche
convertendo ED : DF = BG : h . Ma ED non ha con
DF la ragione che un numero quadrato ha con un numero
quadrato. Quindi neppure BG* ha con h® la ragione che
un numero quadrato ha con un numero quadrato. Percio
BG, h sono incommensurabili in lunghezza. Ma BG? su-
pera GC? del quadrato di h. Quindi BG? supera GC? del
quadrato di una retta incommensurabile con s¢. E la som-
ma BG & commensurabile in lunghezza con la data razio-
nale a. Quindi BC & quarta apotome.

Dunque ¢ stata trovata una quarta apotome; c. d. d.

Trevare una quarta apotome, ciog¢ un’apolome

b — VB
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in cul il segmento maggiore, ciod I, sia commensurabile in 1* po-
tenza con un segmento razionale « prefissato, e tale inoltre che si

abbia
VP2 — B [3 led=m: n.

Per questo scopo, fissato il segmento I, si scelgono due numeri
m, n che non stiano alla loro somma m ~+ n in rapporto di qua-
drati perfetti, Si pone poi

nH (m—+n):n=DFa*: (.
Sara VB un segmento razionale <<l e commensurabile con lx

solo in 2% potenza (X, 9) e quindi lx — VB & un’apotome (X, 73).

Dalla (1) si deduce poi convertendo,

(m~+n):m=Pa®; Pa* — §, (V 19 Corollario)
ossia

VB2 —B:lazd=m:n,
perché per ipotesi m -+ n, m non stanno tra di loro come quadrati

perfetti. Risulta cosi (X, Def. IlI, 4) che lx—-—VE & una quarta

apotome, c. d. d.

89.

Trovare una quinia apotome.

Sia data la razionale a e sia CG commensurabile in
lunghezza con la retta a. Allora CG & razionale. E siano

4

I

D F - E

dati due numeri DF , FE, in modo che DE non abbia
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con alcuno dei numeri DF, FE la ragione che un numero
quadrato ha con un numero quadrato. E sia FE : ED =
= CG? : GB2. Cosi anche GB*? ¢ razionale. Percio an-
che BG ¢ razionale. E poiché DE : EF = BG? : GC?,
e DE non ha con EF la ragione che un numero quadrato
ha con un numero quadrato, neppure BG? ha con GC?
la ragione che un numero quadrato ha con un numero qua-
drato. Cosi BG, GC sono incommensurabili in lunghezza
[prop. 9]. E ciascuna & razionale. Percio BG, GC sono
razionali, commensurabili solo in potenza. Dunque BC &
apotome [prop. 73].

Dico ora che ¢ quinta.

Sia infatti h? la differenza tra BG? e GC2. Poich¢ dun-
cue BG?: GC?*=DE : EF, convertendo sara ED : DF=
BG?: h*>. Ma ED non ha con DF la ragione che un
numero quadrato ha con un numero quadrato. Percidé nep-
pure BG? ha con h® la ragione che un numero quadrato ha
con un numero quadrato. Percid BG, h sono incommen-
surabili in lunghezza.

Ma la differenza tra BG? e GC? & h?; cosi GB3? supera
GC? del quadrato di una retta incommensurabile con BG.
E la adiacente CG & commensurabile in lunghezza con la
razionale data a. Quindi BC ¢ quinta apotome.

Dungue ¢ stata trovata la quinta apotome BC;

c. d. d

Trovare una quinta apotome, cioé un’apotome
VB—la,

in cui il segmento minore [0 sia commensurabile col segmento ra-



PROPOSIZIONI 255

zionale o prefissato, e tale che si abbia
VB—EB2: VBm:n.
Per questo scopo, conservando le notazioni della dimostrazione
precedente, e le ipotesi fatte sul numeri m, n, si pone

n:(m-+n)=Pa?;.

Allora si prova in maniera perfettamente analoga che VE-—- lx
& una quinta apotome.

90.

Trovare una sesta apotome.

Sia data la razionale a, e tre numeri e, BC, CD non
aventi fra loro la ragione che un numero quadrato ha con
un numero quadrato; ed inoltre neppure CB abbia con
BD la ragione che un numero quadrato ha con un numero

quadrato. E sia e: BC=a?:FG?, BC:CD=FG?:GC>.

F H G
k
i
€
B D C

Ora, poiché e : BC =a? : FG?, sara a* commensu-

by

rabile con FG2. Ma q? & razionale; allora anche FG? &
razionale; percio & razionale anche FG. E poiché e non
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ha con BC la ragione di un numero quadrato ad un nu-
mero quadrato, neppure a® ha con FG? la ragione di un
numero quadrato con un numero quadrato. Allora a, FG
sono incommensurabili in lunghezza. Di nuovo, poiche
BC : CD=FG? : GH?, sara FG” commensurabile con
GH?. Ma FG? & razionale. Percid anche GH? ¢ razio-
nale. Allora GH ¢ razionale. E poiché¢ BC non ha con
CD la ragione che un numero quadrato ha con un numero
quadrato, neppure FG? ha con GH? la ragione che un
numero quadrato ha con un numero quadrato. Allora FG,
GH sono incommensurabili in lunghezza. E ciascuna &
razionale. Quindi FG, GH sono razionali, commensura-
bili solo in potenza.

Dunque FH & apotome.

Dico ora che ¢ sesta.

Infatti, poiche e: BC=a?: FG?, BC:CD=FG?:GH?,
ex aequo sara e:CD=a?: GH?. Ma ¢ non ha con CD
la ragione che un numero quadrato ha con un numero qua-
drato. Allora neppure a®> ha con GH? la ragione che un
numero quadrato ha con un numero quadrato. Percié a,
GH sono commensurabili in lunghezza. Dunque nessuna
delle rette FG, GH & commensurabile in lunghezza con
la razionale a. Sia ora k® la differenza tra FG? e GH*
[prop. 13, lemmal].

Poiché dunque BC : CD = FG? : GH?, converten-
do, CB: BD=FG?: k2. Ma CB non ha con la BD
la ragione che un numero quadrato ha con un numero
quadrato. Allora neppure F'G? ha con k® la ragione che
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un numero quadrato ha con un numero quadrato. Percid
FG, k sono incommensurabili in lunghezza. Ma la diffe-
renza fra FG* e GH? & k*. Allora FG? supera GD? del
quadrato di una retta incommensurabile con FG. E nes-
suna delle rette FG, GH & commensurabile in lunghezza
con la data razionale a.

Quindi FH & sesta apotome.

Dunque ¢ stata trovata la sesta apotome FH; c. d. d.

Trovare una sesta apotome, cioé un’ apotome
VB —Vy
in cui ambedue i segmenti VB, V7 siano incommensurabili in 1*
potenza col segmento razionale prefissato o, e tale che si abbia

VB—v:VBEm:n

Per questo si scelgono tre numeri p, m, n che a due a due non
stiano in rapporto di quadrati perfetti, e inoltre lo stesso valga pei
numeri m e m— n.

Si pone allora
(1) p:m=a®:j,

(2) min=8y.

Si vede allora che VB & razionale (X, 6), incommensurabile

con & in 1* potenza (X, 9). Dalla (2) si deduce che anche Vy
& razionale, commensurablle con Vﬁ solo in 2% potenza.

Quindi VB — un’ apotome.

Dalle (1) e (2) si ricava p:n=0a2:y (V, 22), e quindi an-
che VY & incommensurabile con o in 1* potenza.

Infine dalla (2) si ricava, convertendo, m: (m —n)=p:f—7,
e quindi VB, VB—7 sono incommensurabili in 1* potenza. Da
quanto precede risulta effettivamente che VB — Vy & una sesta
apotome.

17
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91.

Se un’area & compresa da una retta razionale e da una
prima apotome, la retla il cui quadrato equivale a detta
area ¢ apotome.

[’area AB sia compresa dalla razionale AC e dalla
prima apotome AD. Dico che la retta il cui quadrato equi-
vale ad 4B & apotome.

Infatti, poiche AD & prima apotome, le sia congruente
DG. Allora AG, GD sono razionali, commensurabili solo
in potenza [prop. 73] ; 'intera AG & commensurabile alla
data razionale AC, ed AG? supera GD? del quadrato
di una retta commensurabile in lunghezza con 4G. Allo-
ra, se alla retta AG si applica un’area equivalente alla
quarta parte del quadrato DG?2, e mancante di un qua-
drato, la retta vien divisa in parti commensurabili [prop.
17]. Si divida DG in due parti uguali in E, e alla AG si
applichi un’area equivalente ad EG?, mancante di un
quadrato; e sia AF X FG. Cosi AF, FG sono commen-
surabili. Poi per i punti E, F, G si conducano le paral-
lele EH, FI, GK alla AC. .

Poiche AF, FC sono commensurabili in lunghezza,
anche 4G & commensurabile con ognuna delle AF, FG.
Ma AG, AC sono commensurabili; percio anche ciascuna
delle AF, FG & commensurabile in lunghezza con AC.
Ma AC & razionale; percio anche ciascuna delle AF, FG
lo sard. Allora anche ciascuno degli A1, FK & razionale
[VIL, 1; prop. 11]. E poiche¢ DE, EG sono commensu-

rabili in lunghezza, anche DG & commensurabile in lun-
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- ghezza con ciascuna delle DE, EG. Ma DG ¢ razionale
ed incommensurabile in lunghezza con la retta 4C. Per-
cio anche ciascuna delle DE, EG ¢ razionale, ed incom-

cC B H I K
P
L N p
fw
sl—Y o
%

R T M

mensurabile in lunghezza con la retta AC. Dunque cia-
scuno dei DH, EK & mediale [prop. 20].

Sia dunque A/ equivalente al quadrato LM, e si tolga
il quadrato NO comune, equivalente ad FK, avente I’an-
golo LPM. Allora 1 quadratt LM, NO sono posti intorno
alla stessa diagonale. Sia PR la loro diagonale, e si descri-
va la figura. Ora, poiche¢ AF XFGC=EG?, sara [VI, 17]

AF : EG=EG : FG. Ma AF : EG=AI : EK ed
EG : FC=EK : KF [V], 1], percio EK & medio pro-
porzionale fra A] e KF.

Ma anche MN & medio proporzionale tra LM, NO,
come sopra ¢ stato dimostrato; ed 4] = LM, KF = NO.
Percié anche MN = EK. Ma EK — DH, MN = LO.
Allora DK=Y W X-+NO. Ma anche AK=LM-+NO.
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Quindi il rimanente AB = ST. Ma ST = LN? percid
LN?* = AB. Dunque LN ¢ il «lato» di AB.

Dico che LN & apotome.

Infatti ciascuno degli LM, NO, cioe LP?, PN? ¢ ra-
zionale. Percid anche ciascuno degli LP, PN & razionale.
Di nuovo, poiché DH & mediale, e DH = LO, anche LO
¢ mediale. Ora, poiche 40 & mediale, ed NO & razionale,
LO ed NO sono incommensurabili. Ma LO : NO =
= LP : NP; cosi LP, PN sono incommensurabili in lun-
ghezza. E ciascuna & razionale; allora LLPP, PN sono razio-
nali, commensurabili solo in potenza. Percio LIV ¢ apotome
[prop. 73]. E il suo quadrato equivale ad AB. Quindi
la retta il cui quadrato equivale ad AB & apotome.

Dungque se un’area, ecc.; c. d. d

La radice quadrata del prodotto di un segmento razionale « e
di una prima apotome It — VB, & un’ apotome.

Siccome [o — '\/ﬁ ¢ una prima apotome, si ha (X, Def. III, 1)
che I e VB sono segmenti razionali, incommensurabili tra loro in
prima potenza, e inoltre Vo — B:le=m:n. Da qui si deduce
che, se si pone

x+y=lo, xy=§.

le incognite x, y sono commensurabili tra loro in 12 potenza (X, 17).
Viene anche di conseguenza che x, y seno commensurabili
con (x +y) (X, 15), ossia con lx, ciod x, y sono razionali. Percio
sono razionali anche 1 prodotti lx - x, lx-y (X, 19).
Per ipotesi VE & razionale, incommensurabile con « in 1% po-

tenza. Quindi (X, 21) %3 <« & un prodotto mediale.

Poniamo adesso
m wv=ox, v*=ay.
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Avendosi xy % segue (VI, 17) x: 1/2—-:1/73

VB_ VB

.

{y, e quindi

axie 5 =a =oy. Ma si ha pure u®:uw=uv:0* (VI, 53,
lemma), ossia, per le (1), ax:uww=uv:ay. Si deduce percid che
_ VB
w=="
ossia
(2) aVB = 2uv.

D’ altra parte u® -+ v* = a(x + y) = « - lx. Sottraendo I’ egua-
glianza (2) si ricava

(u—v)* =a(le — Vp),

e quindi u—v= Va(lac — VB). Ora, ox e ay essendo razionali,

segue per le (1) che anche u e v sono razionali. Poi, essendo V3
un prodotto mediale, segue che anche uv & un prodotto mediale.
Quindi v* e uv sono incommensurabili tra loro, perché v* & razio-
nale, mentre uv & irrazionale. Ma st ha v*:uww=v:u (VI 1).
Quindi v e u sono incommensurabili tra loro in 1* potenza. Tanto

basta per affermare che u——v‘—voc(lo'—VB) & un’ apotome
(X, 74), c. d. d.

92.

Se un’area ¢ compresa da una retta razionale e da una se-
conda apotome, la retta il cui quadrato equivale a detta
area ¢& prima apotome di una mediale.

L’area AB sia compresa da una retta razionale e da
una seconda apotome. Dico che la retta il cui quadrato
equivale ad AB & prima apotome di una mediale.

Sia infatti DG adiacente alla retta AD.
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Allora AG, GD sono razionali,»commensurabili solo in
potenza [prop. 73]. E la adiacente DG ¢ commensurabile
alla data razionale AC; mentre il quadrato dell’intera 4G
supera il quadrato di //D del quadrato di una retta com-
mensurabile in lunghezza con AG. Ora, poiche 4G? su-
pera GD? del quadrato di una retta commensurabile, se
“alla retta AG si applica un’ area equivalente alla quarta
parte di GD?, mancante di un quadrato, essa vien divisa
in parti commensurabili [prop. 17]i Ora si divida DG
in due parti eguali in E; ed alla AG si applichi un’area

A £ F "G
C B H I K
;

L N P

equivalente ad EG?, mancante di un quadrato. E sia essa
AF X FG. Allora AF, FG sono commensurabili in lun-
ghezza. Percio anche AG & commensurabile in lunghezza
con ciascuno degli AF, FG [prop. 15]. Ma AG & ra-
zionale ed incommensurabile in lunghezza con la retta AC.
Cosi anche ciascuna delle AF, FG & razionale ed incom-

mensurabile in lunghezza con la retta 4C. Percid ciascu-
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no degli A/, FK & mediale [prop. 20]. Di nuovo, poiche
DE, EG sono commensurabili, anche DG & commensura-
bile con ciascuno dei DE, EG. Ma DG, AC sonc com-
mensurabili in lunghezza; quindi ciascuno det DE, EK &
razionale.

Si costruisca ora il quadrato LM = A, e si tolga NO
equivalente all’area EK posta nello stesso angolo LPM,
nel quale ¢ LM. Allora i quadrati LM, NO son posti in-
tomo alla stessa diagonale. Sia essa PR, e si descriva
la figura. Ora, poicheé A, FK sono mediali ed A —= LP?,
FK = PN? anche LP? PN*sono mediali; perci> LP, PN
sono mediali, commensurabili sono in potenza.

E poiche AF X FG = EF?, sara

AF : EG=EG : FG VI, 17]

Ma AF : EG=AI: EK [VI, 1] ed anche
EG : FG=EK : FK. Percio EK & medio proporzio-
nale fra AI, FK. Ma anche MN & medio proporzionale fra
LM, NO; [prop. 53, lemma]. Ed Al = LM, FK =
= NO. Percid6 anche MN = EK. Ma DH = EK,
LO = MN [I, 43]. Percio DK =YW X 4+ NO. Ora
poich¢e AK = LM + NO, dicui DK=YWX + NO,
sara il rimanente AB=T7S. Ma TS = LN?*. Allora
LN? = AB. Dunque LN ¢ il «lato» di AB.

Dico ora che LN ¢ prima apotome di una mediale. In-
fatti, poich¢ EK & razionale, ed EX = LO, anche LO
ciot LP X PN, & razionale; ma abbiamo dimostrato che
NO & mediale; percio LO, NO sono incommensurabili.
Inoltre LO : NO = LP : PN [V], 1]. Perci6 LP, PN
sono incommensurabili in lunghezza. Cosi LPP, PN sono
mediali, commensurabili solo in potenza, e comprendono
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un’area razionale. Allora LN ¢ prima apotome di una me-
diale [prop. 74]. Ed LN* — AB.

Dunque la retta il cui quadrato ecc. c. d d

La radice quadrata del prodotto di un segmento razionale « e
di una seconda apotome (V3 — lx) & una prima apotome di una
mediale.

Siccome VB — Iz & una seconda apotome, si ha (X, Def. III, 2)
che VB e Iz sono razionali, incommensurabili tra loro in 1* po-
tenza, e inoltre si ha V[?x_—_l?oﬁi VB: m:n. Da qui st deduce,
come nella proposizione precedente, che ponendo

xy=VE =10

le incognite x e y sono commensurabili in 1* potenza tra loro, e
con x -+ y, ossia con VB Quindi x, y sono segmenti razionali.

Per ipotesi loc non & commensurabile con VB in 1* potenza, quindi
nemmeno con x e y, percid (X, 21)

lx-x e lx-y sono prodotti mediali,

invece il prodotto

I

e & razionale.

Poniamo di nuovo
v=ox, v’=oy
e quindi

) u2+v’=(x+y)=ocVB_;

Siccome si & dimostrato che ax, @y quindi u, v sono prodotti
mediali, segue che u e v sono mediali, commensurabili tra loro solo
in 2" potenza. (Osservazione: la parola « solo » non & qui sen-
7' altro giustificata. Il fatto che u, v sono commensurabili tra loro
solo in 2* potenza, verry stabilito soltanto piu sotto). Si ricava poi
facilmente che si ha

(2) 2uv = o - L.
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Sottraendo la (2) dalla (1) si ricava
(u—0)?= (VB — l),

e quindi
u—ov= Voc(VB — lw)
.Che u— v siano una prima apotome di una mediale (X, 74) si pro-
va subito, osservando che si ha uv = %_z quindi il prodotto uv & ra-

zionale. Poi, »® essendo un prodotto mediale, uv e v* sono incom:
mensurabili tra loro, e quindi anche u, v sono incommensurabili
tra loro in 1* potenza. I segmenti u e v sono dunque mediali,
commensurabili tra loro in 2% potenza, e tali che il loro prodotto
& razionale.

Tanto basta per affermare (X, 74) che u — v = Vo&(Vﬁ— I)

& una prima apotome bimediale, c. d. d.
93.

Se un’area ¢ compresa da una relta razionale e da una
terza apotome, la retta il cui quadrato equivale a detta
area ¢& seconda apotome di una mediale.

L’area AB sia compresa dalla retta razionale AC e
dalla terza apotome AD. Dico che la retta il cui quadrato
equivale all’area 4B & seconda apotome di una mediale.
Infatti sia DG congruente alla AD. Allora AG, GD,
sono razionali, commensurabili solo in potenza, nessuna
delle rette AG, GD & commensurabile in lunghezza con la
data AC, e il quadrato dell’intera 4G supera il quadrato
della congruente DG del quadrato di una retta commensu-
rabile con 4G. Poiché dunque 4G? supera DG? del qua-

drato di una retta commensurabile con 4G, se alla 4G si
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applica un’area equivalente alla quarta parte di DG2, man-
cante di un quadrato, essa vien divisa in parti commensu-
rabili [prop. 17].

Ora si divida DG in due parti uguali in E, ed alla retta
AQG si applichi un’area equivalente ad EG?, mancante di
un quadrato; sia essa AF X FG. Peri punti E, F, G si
conducano le parallele EH, FI, GK alla AC. Allora AF,

A D E F G
C B H i K
L N, P

=

W

R &

FG sono commensurabili. Percid 41, FK sono commen-
surabili [V, 1; prop. 11]. E poiche AF, FG sono com-
mensurabili in lunghezza, anche 4G & commensurabile in
lunghezza con ciascuna delle AF, FG [prop. 15]. Ma
AQG ¢ razionale ed incommensurabile in lunghezza con la
retta AC. Percio anche AF, FG lo sono [prop. 13]. C031
ciascuno degli A/, FK ¢ mediale [prop. 20].

Di nuovo, poiché DE, EG sono commensurabili in lun-
ghezza, anche DG & commensurabile in lunghezza con cia-

scuno dei DE, EG [prop. 15]. Ma GD ¢ razionale ed in-
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commensurabile in lunghezza con la retta 4C. Percido an~
che ciascuna delle DE, EG & razionale ed incommensura-
bile in lunghezza con la retta AC [prop. 13]. Cosi ciascu-
no dei DH, EK & mediale [prop. 20]. E poich¢ 4G, GD
sono commensurabili solo in potenza, 4G e¢ GD sono in-
commensurabili in lunghezza; ma 4G, AF e DG, EG sono
commensurabili in lunghezza. Percio AF, EG sono incom-
mensurabili in lunghezza [prop. 13]. Ma AF : EC =
= AI : EK [VI, 1]. Dunque 4I, EK sono incommen-
surabili [prop. 11].

Si costruisca dunque il quadrato LM — A], e si tolga
NO, equivalente ad FK, posto nello stesso angolo nel
quale & LM. Cosi LM, NO sono posti intorno alla stessa
diagonale [VI, 26]. Sia essa PR, e si descriva la figura.
Ora poiché¢ AF X FG=EQG?, sara AF: EG=EG:FGC
[VI, 17]. Ma AF : EG=AIl : EK [VI, 1], ed
EG:FG=EK:FK. Percio anche Al : EK—=FEK : FK.
Cosi KE ¢ medio proporzionale fra 4/, FK. Ma an-
che MN & medio proporzionale fra i quadrati LM, NO
[prop. 53, lemma]. Ed 4/ = LM, FK = NO. Allora
~anche EK=MN. Ma MN=LO [I, 43], EK= MN
Percio anche DK = YW X + NO.

Ma inolre AK = LM -+ NO; allora il rimanente
AB = ST = LN?. Dungue LN ¢ «il lato » di AD.

Dico che LN ¢ seconda apotome di una mediale. Infat-
ti, poiche abbiamo dimostrato che A/, FK sono mediali, ed
Al = LP?, FK = PN?, anche ciascuno degli LP?, PN*
¢ mediale. Percio ciascuna delle LP, ON ¢ mediale. E poi-
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ché A1, FK sono commensurabili, anche LP? PN? lo sa-
ranno.

Di nuovo, poiché¢ abbiamo dimostrato che AJ ed EK
sono incommensurabili, anche LM ed MN, cioe LP? ed
LP X PN sono incommensurabili. Percio anche LP, PN
sono incommensurabili in lunghezza. Dunque LP, PN so-
no mediali, commensurabili solo in potenza.

Dico ora che esse comprendono un’area mediale. Infatti,
poiché abbiamo dimostrato che EK & mediale, ed EK —
= LP X PN, anche LP X PN & mediale. Percio LP,
PN sono mediali, commensurabili solo in potenza, e com-
prendono un’area mediale. Allora LV & seconda apotome
di una mediale [prop. 75]. E il suo quadrato equivale
ad AB.

Dunque la retta il cui quadrato equivale ad AB & se-
conda apotome di una mediale; c. d. d

La radice quadrata del prodotto di un segmento razionale «
per una terza apotome (VB — V) & una seconda apotome di una
bimediale (X, 75).

Siccome VB—V? &, per ipotesi, una terza apotome, si ha
(X, Def. IlI, 3) che VB, VY sono segmenti razionali, incommensu-

rabili con a e tra loro in 1% potenza, e inoltre si ha VB —y: VB=m:n.
Da qui segue senz’altro (X, 17) che ponendo

x+y="VB, xy=§,

le incognite x, y sono commensurabili in 1* potenza tra di loro e
quindi anche con x + y, ossia con Vﬁ (X, 15).

Ma VjB & incommensurabile con @ in |* potenza, quindi (X, 13)
anche x e 7 sono incommensurabili con @ in 1* potenza. Ne segue
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che 1 prodotti ax, oy sono mediali (X, 21). Per la medesima ra-

4

gione & mediale il prodotto 2 Inoltre, siccome x & commen-

surabile con Vﬁ in 1® potenza, mentre VY non & commensurabile

con VB in 1* potenza, segue (X, 13) che x e VB sono incom-
mensurabili tra loro in 1® potenza. Percid si ha

ocx:d—%:l:m:n.

Si ponga adesso
=oax, v*=uxy
e quindi
M u® + v =oa(x + y) = aVp.

Si ricava, come nelle proposizioni precedenti,
2) ' 2u0 = aVy.

Sottraendo la (2) dalla (1) si ricava (u——v)2=oc(VB—V:})

u—v =\/a(VB — V).

Ora si vede facilmente che u — v & una seconda apotome di una
mediale. Infatti, siccome x e y sono commensurabili in 1* potenza,
segue che anche u? v® sono commensurabili. E. siccome cx non &

commensurabile con « -21, si ha &*:uwvEmin, ossia (VI, 1,

X, 11) u:vE=m:n. Infine ox, ay essendo prodotti mediali,

.- o
segue che u, v sono mediali. Il loro prodotto un— —7‘)-,8: un pro-

dotto mediale. | segmenti u, v risultano dunque mediali, commen-
surabili tra loro solo in 2% potenza, e il loro prodotto & mediale.
Tanto basta per affermare (X, 75) che u—v & una seconda

apotome di una mediale, c. d. d.
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94.

Se un’area é compresa da una retta razionale ¢ da una
quarta apotome, la retta il cui quadrato equivale a detta

area & minore.

Sia I'area AB compresa dalla retta razionale AC e dal-
la quarta apotome AD. Dico che la retta il cui quadrato
equivale a detta area ¢ minore.

A D E F G
C B H 1 K
L N P
-
s Y] v )
X
R T M \

Sia infatti DG congruente ad AD. Allora AG, GD
sono razionali, commensurabili solo in potenza, ed AC
¢ commensurabile in lunghezza con la data razionale 4AC,
e il quadrato dell’intera AG supera il quadrato della con-
gruente DG del quadrato di una retta incommensurabile
in lunghezza con AG. Ora, poiche 4G? supera GD? del
quadrato di una retta incommensurabile in lunghezza con
AQG, se alla AG si applica un’area equivalente alla quarta
parte di DG2, mancante di un quadrato, essa vien divisa
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1n parti incommensurabili [prop. 18]. Sia dunque DG di-
visa in E in due parti uguali, ed alla retta AG si applichi
un’area equivalente ad EG?, mancante di un quadrato, e
sia essa AF X FG. Cosi AF, FG sono incommensurabili.
Ora per E, F, G si conducano EH, FI, GK parallele
alle AC, BD. Poiche dunque AG & razionale e com-
mensurabile in lunghezza con la retta AC, I'area AK &
razionale. Di nuovo, poiche DG, AC sono incommensu-
rabili in lunghezza, e ciascuna ¢ razionale, DK & mediale
[prop. 21]. Inoltre, poich¢ 4F, FG sono incommen-
surabili in lunghezza, 4] ed FK sono incommensurabili
[VI, 1; prop. 11]. Si costruisca ora il quadrato LM=—AI,
e si tolga NO equivalente all’area FK, posto nello stesso
angolo LPM. Allora i quadrati LM, NO sono posti in-
torno alla stessa diagonale [VI, 26]. Sia essa PR, e si
descriva la figura.

Ora, poiche AF X FG = EG?; sara AF : EC =
=EG: FG [VI, 17]. Ma AF : EG=AI : EK,
EG: FG=EK : FK [VI, 1]. Percio EK & medio
proporzionale fra AI, FK. Ma anche MN & medio pro-
porzionale fra i quadrati LM, NO [prop. 53, lemma]
ed Al = LM, FK = NO. Perci6 anche EK = MN.
Ma DH = EK, LO=MN [I, 43]. Allora DK =
= YWX -+ NO. Ora, poiche AK=LM -+ NO, dei
qualii: DK =YWX + NO, sara AB=ST = LN*.
Dunque LN & «l lato» di AB.

Dico che LN & l'irrazionale detta minore. Infatti, poi-
che AK & razionale, ed AK = LP? -+ PN?, anche
LP? 4+ PN? & razionale. Di nuovo, poich¢ DK & me-
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diale, e DK =2LP X PN, anche 2LP X PN & me-
diale. E poiché abbiamo dimostrato che A/ ed FK sono
incommensurabili, anche LP?, PN? sono incommensura-
bili. Allora LP, PN sono incommensurabili in potenza, la
somma dei loro quadrati & razionale, il doppio del loro
rettangolo ¢ mediale.

Percio LN & l'irrazionale detta minore [prop. 76].
Ed LN?> = AB.

Dungque la retta il cul quadrato, ecc.; c. d. d.

La radice quadrata del prodotto di un segmento razionale o
per una quarta apotome (lz — Vp) & un minore (X, 76).

Siccome I — VB & una quarta apotome, si ha (X, Def. III, 4)
che il segmento maggiore lx & commensurabile con o in 1% po-
potenza, mentre VB non lo &. Inoltre «, VB sono razionali, com-

mensurabili tra loro solo in 2" potenza, e si ha VI%a*—§: laF=m : n.
Si deduce che ponendo

x+y=lI, XY=y

le incognite x, y sono incommensurabili tra loro (X, 18) in prima
potenza.

Inoltre per ipotesi si ha che -l & razionale (X, 19) e «VpB
& mediale.

Poniamo

v=oax, v*=oay

e quindi :
O] Vv+or=ax+y)=a-lo;

st ricava facilmente

2 2uv = V.
Sottraendo la (2) dalla (1) si ha (u — v)* = a(le — VB), ossia

u—v= Voc(loc —Vp).



PROPOSIZIONI 273

Ora & facile provare che u — v & un minore. Infatti, siccome x
e y sono incommensurabili tra loro in 1* potenza, anche ax, ay

sono incommensurabili tra loro. Quindi
1) «® v* sono incommensurabili tra loro.
Dalla (1) e dalla (2) si ricava poi che
2) u® + v* & razionale,
3) uv & un mediale.
I due segmenti u, v soddisfano dunque alle 3 condizioni della

prop. X, 76, e quindi u— o & un minore, c. d. d.
95.

Se un’area & compresa da una reita razionale e da una
quinta apotome, la retia il cui quadrato equivale a detta
area ¢ la retla che, sommata con una superficie razio-
nale, da per somma una mediale.

L’area AB sia compresa da una retta razionale AC e
dalla quinta apotome AD. Dico che la retta il cui qua-

A D .E F G
C B H I K
L N, 3
N4
s Yf//' o
X
R T M

drato equivale all’area AB ¢ la retta che, sommata con

una razionale, di per somma una mediale.

18
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Infatti, sia DG congruente alla 4AD. Allora AG, GD
sono razionali, commensurabili solo in potenza, e la con-
gruente GD & commensurabile in lunghezza alla data
razionale AC; ma 1l quadrato dell’ intera 4G superi il
quadrato della congruente GD del quadrato di una retta
incommensurabile con 4AG; allora, se alla retta AG si
applica un’area equivalente alla quarta parte di DG?, e
mancante di un quadrato, essa vien divisa in parti incom-
mensurabili [prop. 18]. La DG sia dunque divisa in E in
due parti uguali, ed alla 4G si applichi un’area equiva-
lente ad EG?, mancante di un quadrato; e sia questa
AF X FG. Allora AF, FG sono incommensurabili in
lunghezza. E poiché¢ 4G, CA sono incommensurabili in
lunghezza, e ciascuna & razionale, AK & mediale [prop.
21]. Di nuovo, poiche¢ DG ¢ razionale, e commensurabile
in lunghezza con la AC, DK ¢ razionale [prop. 19].
Si costruisca dunque il quadrato LM = Al, e si tolga
il quadrato VO equivalente all’area FK, posto nello stesso
angolo LPM. Allora i quadrati LM, NO sono posti in-
torno alla stessa diagonale [VI, 26]. Sia essa PR e si
descriva la figura. Allo stesso modo dimostreremo che
LN? = AB.

Dico che LN ¢ una retta che, sommata con una razio-
nale, di per somma una retta mediale. Poiche infatti ab-
biamo dimostrato che 4K ¢ mediale, ¢ AK = LP* 4
-+ PN2, LP? ++ PN? & mediale. Di nuovo, poiche DK
¢ razionale, e DK = 2LP X PN, anche questo & razio-
nale.

E poiché A4, FK sono incommensurabili, anche L%,
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PN? lo sono. Percio LP, PN scno incommensurabili in
potenza; la somma dei loro quadrati & mediale, il doppio
del loro rettangolo & razionale. Quindi la rimanente LN -
¢ lirrazionale che sommata con una superficie razionale
da per totale una retta mediale, ed LN ¢ « il lato » di 4B.

Dunque la retta il cul quadrato, ecc.; c. d. d.

La radice quadrata del prodotto di un segmento razionale o per
una quinta apotome VB — Iz & cid che, sommato con una super-
ficie razionale, da per risultato una mediale.

Siccome Vﬁ_— o & una quinta apotome, si ha (X, Def. lII, 5)
che il segmento minore l& & commensurabile con @ in |2 potenza,
mentre VB non lo &. Inoltre, VB e Iz sono razionali, commensu-
rabili tra loro solo in seconda potenza, e si ha VB — [o? Vﬁ:{:m n.

Posto di nuovo

©

x+y=Vg xy:t‘f ,

si deduce (X, 18) che x, y sono incommensurabili tra loro in 1%
potenza. '
Inoltre, per ipotesi, aVf & mediale X, 21) e «- loc & razio-

nale (X, 19).
Poniamo
=oax, v*=ay,
e quindi
1)) u? + vt =ofx +g) =aVp;
si ricava facilmente
(2) 2uv =a - le,

Sottraendo la (2) dalla (1) si ottiene (u« — 0)* = a(VE — I) e
quindi
u— o= Va(lo — Vp).

Ora ¢ facile provare che u — v & cid che con una superficie
razionale di una mediale.



276 GL1I ELEMENTI DI EUCLIDE

Infatti, siccome x e y sono incommensurabili tra loro in 1* po-
tenza, lo stesso vale per ax, ay. Quindi
1) u* e v® sono incommensurabili tra loro.
[ oltre dalla (l) e dalla (2) si deduce che
2) u®+ v* & un prodotto mediale,
3) uv & razionale.
I due segmenti u, v soddisfano dungue al]e 3 condizioni della
prop. X, 77, € quindi u— v & effettivamente cid che dovevasi
dimostrare.

96.

Se un’area & compresa da una retla razionale e da una
sesta apotome, la retta il cui quadrato equivale a detta
area, sommata con una superficie mediale, da per som-

ma una mediale.

L’area AB sia compresa dalla razionale AC e dalla
sesta apotome A4D. Dico che la retta il cui quadrato equi-
vale ad 4B, sommata con una mediale, da per somma
una retta mediale.

Infatti, sta DG congruente alla AD. Allora AH, HD
sono razionali, commensurabili solo in potenza, e nessuna
delle due & commensurabile in lunghezza con la data 4AC,
_ mentre il quadrato dell’intera 4G supera il quadrato della
congruente DG del quadrato di una retta incommensu-
rabile in lunghezza con 4G. Ora, poiche AG? supera
GD? del quadrato di una retta incommensurabile in lun-
ghezza con AQG, se alla AG si applica un’area equiva-
lente alla quarta parte di DG? e mancante di un qua-
drato, essa vien divisa in parti incommensurabili. Si divida
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quindi DG in due parti uguali, nel punto E, ed alla 4G
st applichi un’area equivalente ad EG?, mancante di un

C B H 1 K
L N p
\4
s Yf/ o
X~
R T M

quadrato; e sia essa AF X FG. Allora AF, FG sono
incommensurabili in lunghezza. :

Ma AF : FG=AI : FK. Cosi AI, FK sono in-
commensurabili. E poiche 4G, AC sono razionali, com-
mensurabili solo in potenza, AK ¢ mediale [prop. 21].
Di nuovoe, poiché AC, DG sono razionali, ed incommen-
surabili in lunghezza, anche DK ¢ mediale [id.]. Poiche
quindi AG, GD sono commensurabili solo in potenza,
AG, GD sono incommensurabili in lunghezza.

Ma AG : GD=A4K : KD [VI, 1]. Allora 4K,
KD sono incommensurabili. Si costruisca quindi il qua-
drato LM = AI, e si tolga NO, equivalente all’area FK,
posto nello stesso angolo. Cosi i quadrati LM, NO son
posti intorno alla stessa diagonale. Sia essa PR e si de-
scriva la figura. Nello stesso modo di prima dimostreremo

che LN? = A4B.
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Dico che LN ¢ la retta che, sommata con una mediale,
da per somma una retta mediale. Infatti, poiché abbiamo
dimostrato che AK & mediale, ed AK — LP? -+ PN?,
LP? 4+~ PN? ¢ mediale. Di nuovo, poiché abbiamo dimo-
strato che DK & mediale, e DK = 2LP X PN, anche
2LP X PN & mediale.

E poiche abbiamo dimostrato che AK e¢ DK sono in-
commensurabili, anche LP? -+ PN? e 2LP X PN lo
sono. E. poiche 41, FK sono incommensurabili, anche
LP?2, PN? lo sono. Cosi LP, PN sono incommensurabili
in lunghezza, la somma dei loro quadrati ¢ mediale, il
doppio del loro rettangolo ¢ mediale, ed inoltre la somma
dei quadrati ¢ incommensurabile col doppio rettangolo.
Quindi LN ¢ l'irrazionale che sommata con una mediale
da per totale una mediale [prop. 78] ¢ LN ¢ l lato »
di 4B. '

Dunque la retta il cui quadrato, ecc.; c. d. d.

La radice quadrata del prodotto di un segmento razionale «

per una sesta apotome VB — V7, & cid che sommato con una su-
perficie mediale da per risultato una mediale.

Siccome VB— VY & una sesta apotome, si ha (X, Def. IlI, 6)
che VB, VY sono razionali, incommensurabili con @ e tra di loro
in 12 potenza. Inoltre si ha VB —y:VB==m: n. Da qui, posto

x+y‘:VB, xy:r,

st deduce (X, 18) che x, y sono incommensurabili tra loro in 1°

potenza. Inoltre i prodotti &VB, «V7y sono ambedue mediali (X, 2).
Poniamo

u*=ox, 0 =ay.
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Avremo )
m u2+v’=oc(x+y)=oﬂ/ﬁ.

Inoltre si ricava facilmente
@ v=aVy.
Sottraendo la (2) dalla (1) si ottiene (u — v)*==aVB — V¥, ossia
u— v=Va(VF— V),

Ora 2 facile dimostrare che u— v & cid che sommato con una
superficic mediale da per risultato una mediale.
Infatti, siccome x e y sono incommensurabili tra loro in 1%
potenza, lo stesso vale per ax, ay. Quindi
1) u® e v® sono incommensurabili tra loro.
Dalla (1) e dalla (2) si deduce che
2) u?® + v* & mediale,
3) uv & mediale. i
Inoltre (u® + v*): 2uv = VBZ VY, e siccome, per ipotesi, VB
e Vy sono incommensurabili tra loro in [* potenza, segue che
4 (B®+0v*):2u0Fm:n
I segmenti u, v soddisfano dunque alle 4 condizioni della prop.
X, 78, e quindi u — v & effettivamente cid che, sommato con una
superficie mediale, da per risultato una mediale.

97.

Il quadrato di un’ apotome, applicato ad una retta razio-
nale, ha per larghezza una prima apotome.

Sia AB apotome, CD razionale, ed alla CD si appli-
chi CE equivalente ad AB , di larghezza CF. Dico che
CF & prima apotome.

Infatti sia BG congruente alla AB. Allora AG, GB

sono razionali, commensurabili solo in potenza [prop. 73].
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Ed alla CD si applichi CH = AG?, K. — BG>. Allora
I'intero CL. = AG?* 4+ CB?. Di cui CE = AB2. Allora
il rimanente FL = 2AG X GB [II, 7]. Sia ora FM
diviso in due parti uguali nel punto /V, e per /V si conduca
NO parallela a CD. Cosi FD= LN = AGC X GB.
E. poiche AG?4-CB? & razionale, e DM — AG?*}+GB?

A B G

— -

C F N R M

D E o) H - L

anche DM & razionale. Ed & applicato alla retta razio-
nale CD, di larghezza CM. Allora CM ¢ razionale, e
commensurabile in lunghezza con la retta CD [prop. 20].
Di nuovo, poiche 24G X GB & mediale, ed FL =
= 2A4AC X GB, FL & mediale. Ed ¢ applicato alla retta
razionale CD, ed ha per larghezza FM. Allora FM &
razionale, ed incommensurabile in lunghezza con CD
[prop. 22]. ,

E poiche¢ AG? 4+ GB? & razionale, ¢ 24G X GB &
mediale, 4G*+4GB? & incommensurabile con 24C X GB.
Ma CL=A4G?*+4 CB?, FL=2AG X GB. Allora
DM, FL sono incommensurabili,. Ma DM : FL =
= CM : FM; allora CM, FM sono incommensurabili in
lunghezza [prop. 11]. E ciascuna & razionale: quindi
CM, MF sono razionali, commensurabili solo in potenza.
Dunque CF & apotome [prop. 73].
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_ Dico ora che ¢ prima.

Infatti, poiche 4G X GB & medio proporzionale tra
'AG*? e GB? [prop. 21 lemma], e CH = AG?, KL=
= BG?, NL = AG X GB, anche NL sara medio pro-
porzionale tra CH, KL. Percio CH : NL= NL : KL.
Ma CH:NL=CK:NM, ed NL:KL—=NM:KM;
CK <X KM ¢ allora equivalente a MN [VI, 17], cioe alla
quarta parte di FM?. E poiche AG2, GB? sono commen-
surabili, anche CH, KL lo sono. Ma CH : KL =
= CK : KM. Allora CH, KM sono commensurabili
[prop. 11]. Ora, poiche CM, MF sono due rette disu-
guali, ed alla CM & applicata un’area CK X KM equi-
valente alla quarta parte di /M2, e mancante di un qua-
drato, e poiche CK, KM sono commensurabili, CM? su-
pera MF? del quadrato di una retta commensurabile in
lunghezza con la data razionale CD. Quindi CF ¢ prima
apotome.

Dunque il quadrato di un’apotome ecc.; c. d d

Se si divide il quadrato di una apotome (x — Vp)? per un se-
gmento razionale Y si ottiene una prima apotome.

Si abbia dungue
(I) (a—VB)2:7-x,

dove o, Vf—i sono razionali, commensurabili tra loro solo in 2% po-
tenza. Si tratta di dimostrare che x & una prima apotome. Per
questo scopo poniamo

- vry=o) y-z=8
e quindi
(2) Yy +z)=a*+f.

Siccome a® -+ @, e quindi anche Y(y + z), ¢ razionale, segue
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(X, 20) che y + z & razionale e commensurabile con t in 1? po-
tenza.
Dalla (1) e dalla (2) si ottiene per sottrazione

Yly + z — x) = 2aVB,

e siccome &V & per ipotesi un prodotto mediale, segue che y +z — x
& razionale e incommensurabile con yin 1* potenza (X, 22). | due
segmenti (y + z), (y + z — x) sono dunque ambedue razionali, il
primo commensurabile con 7 in 1* potenza, il secondo no. Quindi
essi sono incommensurabili tra loro in 12 potenza. Percio la loro
differenza

y—2)—(y+z—x)=x

¢ un’ apotome (X, 73).
Resta a dimostrare che x sia una prima apotome.

Ora, «*: aVB = aVB : B, ossia, avendosi &> =71 iy, f=7 -z,

avgzk‘,,y_*_;_“_’_"
. y+z—x +z—x,
u‘,.y"\{. 2 =Y.y 2 .‘\{.z'
e quindi . , '
LYy+Z—x_y+z—x,
y. 2 = 2 -
- . (y+Z_x)2 . 2
Da qui si deduce yr=-"—"7p— (VI, 17). Siccome «* e 8

sono commensurabili, segue che y e z sono commensurabili tra

loro in 1% potenza (VI, 1; X, I1). La prop. X, 17 fornisce allora
y+z—x\°

per la loro somma y + z e prodotto yz = 2 la seguente

relazione di commensurabilita:

4

Vy+ 2 —(y+z—xf.(ly+2z)=m:n

Questa relazione insieme al fatto che y + z & commensurabile
in 1* potenza col segmento razionale dato Y, prova che x & una
prima apotome (X, Def. III, 1).
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98.

Il quadrato di una prima apotome di una mediale, appli-
cato ad una reila razionale, ha per larghezza una se-
conda apotome.

Sia AB la prima apotome di una mediale, CD sia
razionale, e alla retta CD si applichi CE equivalente ad
AB?, di larghezza CF. Dico che CF & seconda apotcme.

Infatti, sia AB adiacente alla BG. Allora AG, CB
sono mediali, commensurabili solo in potenza, e compren-
dono un’area razionale [prop. 74]. Alla retta CD si
applichi CH, equivalente ad AG?, di larghezza CK, ¢
KL, equivalente a GBB?, di larghezza KM. Percid tuito
CL = AG? + GB?. Allora anche CL & mediale; ed &
applicato alla razionale CD, ed ha per larghezza CM.
Quindi CM ¢ razionale ed incommensurabile in lunghezza
con CD [prop. 22]. E poiche CL = AG?* + GB?, di
cui AB? = CE, il rimanente 24G X GB sard equiva-
lente ad FL [II, 7]. Ma 24GC X GB ¢ razionale; per-
cid CL é razionale. Ed & applicato alla retta razionale
FE, ed ha per larghezza FM. Quindi anche FM & razio-
nale, e commensurabile in lunghezza con CD [prop. 20].

Poiché¢ dunque AG? -+ GB? cioe CL, & mediale,
e 24G X GB, cioe FL, & razionale, CL ed FL sono
incommensurabili. Ma CL : FL—=CM : FM. Allora
CM, FM sono incommensurabili [prop. 11]. E ciascuna
¢ razionale. Allora CM, MF sono razionali, commensu-

rabili solo in potenza. Dunque CF & apotome [prop. 73].
Dico ora che & seconda. Sia infatti FM divisa in due
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parti uguali in V, e per IV si conduca la parallela NO
alla CD. Allora FO=NL = AG X GB. E poiche

A B G

—

C F N K M

5 E ) H L

AG X GB ¢ medio proporzionale tra AG? e GB? [prop.
21, lemma] ed AG*= CH, AG X GB= NL, BG*> =
== K, anche VL sara medio proporzionale tra CH, KL.

Allora CH : NL=NL : KL. Ma CH : NL =
=CK: NM, NL : KL=NM : MK.

Percio CK : NM = NM : KM. Cosi CK X KM
¢ equivalente ad NM?* [VI, 17], cioé alla quarta parte
di FM?. Ora, poiche CM, MF sono due rette disuguali,
e alla maggiore CM ¢ applicata 'area CK X KM equi-
valente alla quarta parte di MF?, e mancante di un qua-
dratc, ed essa vien divisa in parti commensurabili, CM?
supera MF*? del quadrato di una retta commensurabile in
lunghezza con CM [prop. 17]; e la congruente FM ¢
commensurabile in lunghezza con la data razionale CD.
Allora CF ¢& seconda apotome. Dunque il quadrato della
prima apotome di una mediale, ecc.; c. d. d

Se si divide il quadrato della prima apotome di una mediale

1 4\
(Va—-VB) per un segmento razionale Y, allora si ottiene una se-

conda apotome.
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Si abbia dunque
4 4\
M (’Voc — Vﬁ) = yx,

4 4
dove Vo — \/B & una prima apotome di una’'mediale; allora (X, 74)

_ 4
Vo, VB sono mediali, commensurabili tra loro solo in 2* potenza,

4__ o
e tali che Vaf & razionale. Si tratta di dimostrare che x & una
seconda apotome (X, Def. 3, 2).

Per questo scopo si ponga

2 (V) =vu. (V) =+

e quindi
4 \2 42
(3) (’Voz) -+ (VB) =v(y + 2).
Dalla (3) si deduce (X, 15 e 23 corollario) che y(y—+ 2) &

un prodotto mediale, e che quindi (X, 22) y + z & razionale, in-
commensurabile con Y in .1* potenza.
Sottraendo la (1) dalla (3) si ricava

) {y + z— x) = 2Va,

4
e siccome Vol & per ipotesi rozionale, si deduce (X, 20) che
(y + z — x) & razionale e commensurabile con Y in 1* potenza.

I due segmenti (y + z), (y +z—x) sono dunque ambedue
razionali, il secondo commensurabile con ¥ in 1? potenza, il primo
no. Essi sono quindi incommensurabili tra loro in 1* potenza.
Percio la loro differenza

(y+z)—@y+z—x)=x

¢ un’ apotome (X, 73).
Resta da dimostrare che x sia una prima apotome. Si ha
LYy+z—x)

(14/&)2 : \4/(2_[3 = {‘/&BI (\4/6)2, ossia per la (2) ela (3) vy: =

Yy +z —x) . y+z—x y-+z—%x
= 5" 1Yz, ossia ancora y : = 2 iz
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Quindi
_g+rz—xp
yz —_— 4 .

Ma dalla (2) si conclude che y e z soro commensurabili in 12
potenza, e percio, per la prop. X, 17, la loro somma y + z e il pro-
+z —x)* . X .

dotto yz:ﬁy——-———)- sono legati con la seguente relazione di

3

commensurabilita: Viyg + 2z —(y+ z—x)*:(y+z)=m:n.
Questa relazione, insieme alla circostanza che il segmento (minore)

" y=+ z— x & commensurabile in 12 potenza col segmento razionale

dato v, prova che x=(y +z2)— [y +2z— x) & una seconda apo-

tome (X, Def. III, 2).

99.

I! quadrato della seconda apotome di una mediale, appli-
cato ad una retta razionale, ha per larghezza una terza

apotome.

Sia AB seconda apotome di una mediale, CD sia ra-
zionale, ed a CD si applichi CE, equivalente ad AB?, di
larghezza CF.

Dico che CF ¢ terza apotome.
Sia infattt BG congruente ad AB. Allora ACG, GB

sono mediali, commensurabili solo in potenza, e compren-
dono un’area mediale [prop. 75]. Alla retta CD si ap-
plichi CH, equivalente ad 4AG?, di larghezza CK, e alla
retta KH si applichi KL, equivalente a BG?, di larghezza
KM. Allora I'intero CL = AG* + GB2.

Ma AG? - GB? ¢ mediale. Dunque anche CL &
mediale. Ed & applicato alla razionale CD, ed ha per lar-
ghezza CM. Percio CM & razionale ed incommensurabile
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in lunghezza con CD. E poiché¢ CL = AG? + CB?, di
cut CE = AB?, il imanente LF sara uguale a 24G X GB
[II, 7]. Sia ora FM diviso per meta in /V, e si conduca
la parallela NO alla CD. Allora FO=NL=AC X GB.
Ma AG X GB & mediale. Cosi anche FL lo sara. Fd &
applicato alla razionale EF, ed ha per larghezza FM.
Percio FM ¢ razionale, ed incommensurabile in lunghezza
con CD [prop. 22]. E poiche AG, GB sono commen-
" surabili solo in potenza, 4G e GB sono incommensurabili
in lunghezza. Percio anche 4G* e 4G X GB sono in-
commensurabili [prop. 21, lemma; prop. 11]. Ma AG?
ed AG? 4+ GB?, AG X GB e 24AG X GB sono com-

A B G
c _F N K ™
5 E ) H L

mensurabili. Allora 4G? + GB? ¢ 24GC X GB sono
incommensurabili [prop. 13]. Ma CL = AG? 1+ GB?;
FL=2AG X GB; percio CL, FL sono incommensu-
rabili. E poiche CL : FL=CM : FM, le CM, FM
sono incommensurabili in lunghezza. E ciascuna & razio-
nale. Percio CM, MF sono razionali, commensurabili solo
in potenza. Dunque CF & apotome [prop. 73].

Dico ora che ¢ terza. Infatti, poiche 4AG2, GB? sono
commensurabili, anche CH, KL lo sono. Percio anche
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CK, KM sono commensurabili [VI, 1; prop. 11]. E poi-
che AG X GB & medio proporzionale tra 4AG? ¢ GR?
[prop. 21, lemma], e CH = AG*, KL = GB?* NL =
=— AG X GB, anche NL 2 medio proporzionale tra CH
e KL. Cosi CH: NL=NL :KL. Ma CH : NL =
=CK : NM, NL : KL=NM : KM.

Percio CK : MN = MN : KM. Allora [VI, 17]
CK X KM ¢ equivalente ad MN?, cioe alla quarta parte
di FM?. Poiche¢ dunque CM, MF sono due rette disu-
guali, e alla CM ¢ applicata un’area equivalente alla
quarta parte di FM?, mancante di un quadrato, ed essa
vien divisa in parti commensurabili, CM? supera MF? del
quadrato di una retta commensurabile con CM ; e nessuna
delle rette CM, MF & commensurabile in lunghezza con
la data razionale CD. Allora CF ¢ terza apotome.

Dunque il quadrato della seconda apotome di una me-
diale, ecc.; c. d. d

Se si divide il quadrato della seconda apotome di una mediale

4 _ 4 \2
(Va—VE) per un segmento razionale y si ottiene una terza

apotome.
Si abbia dunque

4 4\
) (Va— vB) =vx,
4 4
dove Va— VB & seconda apotome di una mediale, quindi (X, 75)
4 4
Va, VB sono mediali, commensurabili tra loro solo in 2* potenza

4
e tali che VaB & mediale. Devesi dimostrare che x & una terza
apotome (X, Def. IlI, 3).

Per questo scopo, si ponga

@ (f/&)zzvy; (1%/6)2_—_” '
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e quindi
3 (’\4/&)z -+ (14/3)2 =7(y -+ z).

Si deduce dalla (3) che Y(y -+ z) & un prodotto mediale e che
quindi (X, 22) (y + z) & razionale, incommensurabile con ¥ in- 1*
potenza.

Dalla (1) e dalla (3) si ricava per sottrazione

4) 214/&@ =Yy + z— ),

e quindi si conclude in modo analogo che (y + z— x) & razionale
incommensurabile anch’esso con 1 in 1° potenza.

4 \2 4 4 4 4 _\2
Si ha poi (Va) : Vaf = Va: VB, quindi (VI, 1, X, 11) (Va)

4 1\ 4_\e
& incommensurabile con VoB. D’alira parte (Voz) + (1/ Y) ¢

v 4 _\= 4 4 -\2
commensurabile con (Voc) , perche, per ipotesi, (Va) (V@) sono.

4 \2 1\ 4
commensurabili. Si deduce che (Vo_c) + (VB) e VaB sono incom-
mensurabili tra loro. V '

Dalla (3) e dalla (4) si deduce allora che (y + z) e (y + z—x)
sono incommensurabili tra loro in 1* potenza.

I due segmenti (y + z), (y -+ z— x) risultano cosi ambedue
razionali, incommensurabili tra loro in 1* potenza. Percid la loro
differenza

(y+2)—(y+z—x)=x
& un’ apotome.
Inoltre si deduce, come nelle proposizioni precedenti, che
J— 2

om0 2=
e siccome dalla (2) segue che y e z sono commensurabili tra loro
in 1* potenza, si trae, per la proposizione X, 17, la seguente re-
lazione: '

Viy+z—(g+z—xPily+z)=min
Questa relazione, insieme alla circostanza gia provata sopra

19
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che 1 segmenti (y + z), (y + z— x) sono ambedue incommensu-
rabili- in 1* potenza col segmento razionale dato Y, prova che
(y+2)—(y+2z—x)=x & una terza apotome (X, Def. IlI, 3).

100.

Il quadrato di una minore, applicato ad una retta razio-
nale, ha per larghezza una quarta apotome.

Sia AB minore, ¢ CD sia razionale; alla razionale
CD si applichi CE equivalente ad 48?2, di larghezza CF.
Dico che CF ¢ quarta apotome. Infatti sia BG congruente
ad AB. Allora AG, GB sono incommensurabili in po-
tenza, formano AG? + GB? razionale e 24G X GB
mediale [prep. 76]. Ed alla CD & applicato CH equi-
valente ad 4G?, di larghezza CK, e KL — BG?, di lar-
ghezza KM. Allora I'intero CL = AG? 4+ GB2. Ma
AG? 4+ GB? & razionale. Percio anche CL lo sara. Ed &
applicato alla razionale CD, ed ha per larghezza CM.

A B G
c - F 7 N K M
5) E 0o _ H L

Allora CM ¢ razionale e commensurabile in lunghezza
con la CD [prop. 20].

E poiche [!'intero CL=GB?-+4 GB? & cui
CE = AB?, il rimanente FL. = 24G X GB [11, 7]. Sia
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ora F'M diviso per meta in IV, e per N si conduca la paral-
lela NO a ciascuna delle CD, ML. Allora FO = NL =
= AG X GB. E poiché¢ 24C X GB ¢ mediale, ed &
equivalente ad /L, anche FL & mediale. Ed ¢ applicato
alla retta razionale FE, ed ha per larghezza FM. Cosi
FM ¢ razionale, ed incommensurabile in lunghezza con la
retta CD [prop. 22]. E poiche 4G? + GB* ¢ razionale,
e 2AGC X GB ¢ mediale, AG* + CB* ¢ 2AG X GB
sono incommensurabili, ‘

- Ma CL=A4GC*+-CB? ed FL=2A4G x GB.
Percic CL, FL sono incommensurabili. Ma CL : FL =
= CM : MF; perci6 CM, MF sono incommensurabili
in lunghezza [prop. 11]. E ciascuna & razionale. Allora
CM, MF sono razionali, commensurabili solo in potenza.
Dunque CF & apotome [prop. 73].

Dico ora che & quarta. Infatti, poiche AG, GB sono
incommensurabili in potenza, anche AG? e GB? lo sono.
E CH = AG?, KL? = GB?. Percio CH, KL sono in-
commensurabili, Ma CH : KL=CK : KM. Allora
CK, KM sono incommensurabili in lunghezza [prop. 11].
E poiche AC X GB ¢ medio proporzionale tra 4G?,
GB?, ed AG?*=CH, GB*=KL, AG X GB=NL,
anche VL & medio proporzionale tra CH, KL.

Allora CH:NL=NL:KL. Ma CH:NL=CK:NM
NL:KL=NM : KM; quindi CK:MN =MN:KM.
Percio CK X KM ¢ equivalente ad M N2, cioé alla quar-
ta parte di FM. Ora, poiche CM; MF sono due rette di-
suguali, ed alla CM & applicato CK X KM equivalente
alla quarta parte di MF, mancante di un quadrato, ed essa
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vien divisa in parti incommensurabili, CM? supera MF?
del quadrato di una retta incommensurabile con CM
[prop. 18]. E I'intera CM ¢ commensurabile in lunghezza
con la data razionale CD. Allora CF & quarta apotome.

Dunque il quadrato di una minore, ecc.; c. d. d

Se si divide il guadrato di un « minore » (¢ — s)® per un se-
gmento Y, sl ottiene una quarta apotome.

Si abbia dunque
(M (t—s)}=rx,
dove (f—s)* & un « minore >, cio¢ si ha (X, 76):

1) #:s*=FEm:.n, 2) £+ s* & razionale, 3) 2fs & mediale.
Devesi dimostrare che x & una quarta apotome.

Si ponga
(2) ' t=yy, sS=ryz
e quindi
3) £+ s =1y + z2).

Siccome #* + s* &, per ipotesi, razionale, si deduce (X, 20)
che (y + z) & razionale, commensurabile con y in |* potenza.
Dalla (1) e dalla (3) si ricava per sottrazione

Us=7(y + z — x),

e siccome 2fs & per ipotesi, mediale, si deduce (X, 22) che
(y + z — x) & razionale, incommensurabile con Y in 1% potenza.

I due segmenti (y + z), (y + z — x) risultano dunque ambedue
razionali, il primo commensurabile con ¥ in 1* potenza, il secondo
no. Essi sono dunque per di pitt incommensurabili tra loro in 1*
potenza, e percid la loro differenza

W+z)—(y+z—x)=x

& un’apotome (X, 73).
Inoltre si deduce, come nelle proposizioni precedenti,

_(y+z—2x)
yz = 4 s
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ei sccome dalla (2) segue che y e z sono incommensurabili tra
loro in 1* potenza (avendosi per ipotesi #*:s*3=m: n), si ha per
la prop. X, 18 la seguente relazione di incommensurabilita tra la loro

. +z—x)*
somma (y + z) e il prodotto yz = Ytz :

V(y + z)* — (y+z—x)}Fmin

Questa diseguaglianza insieme al fatto gia stabilito sopra che il
segmento maggiore y + z & commensurabile in 1* potenza col se-
gmento razionale dato v, prova che (y+z)—(y+z—=x)=x
& una quarta apotome (X, Def. III, 4).

101.

Il quadrato di una retta che sommata con una razionale
da per totale una retta mediale, applicato ad un retta
razionale, ha per larghezza una quinta apotome.

Sia AB la retta che sommata con una razionale da per
totale una retta mediale; sia CD razionale, ed alla CD
si applichi CE equivalente ad AB?, di larghezza CF.
Dico che CF & quinta apotome.

Sia infatti BG congruente alla AB.

Allora AG, GB sono incommensurabili in potenza,
la somma dei loro quadrati & mediale, il doppio del loro
rettangolo & razionale [prop. 77]1. Alla CD si applichi
CH=AG?, KL=GB>. Allora !'intero CL=—
AG? 4+ GB2. Ma AG? 4- GB? ¢ mediale; percio an-
che CL lo sara; ed & applicato alla razionale CD, ed ha
per larghezza CM. Allora CM ¢ razionale ed incommen-
surabile con la CD [prop. 22]. E poiche CL = AG* +
+ GB?, di cui CE= A4B? sara il rimanente FL =
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= 2AG X GB [11, 7]. Si divida ora FM per meta in
N, e per N si conduca la parallela VO a ciascuna delle

o B ¢
Re F N K M
) E 0 H L

CD, ML. Allora FO=NL = AG X GB. E poiche"
2AG X GB & razionale, ed & equivalente ad FL, anche
FL ¢ razionale. Ed ¢ applicato alla razionale EF, ed ha
per larghezza FM. Percio FM ¢ razionale e incommen-
surabile in larghezza con CD [prop. 20]. E poiche CL
¢ mediale ed FL & razionale, CL ed FL sono incommen-
surabili. Ma CL : FL=CM : MF; percio CM, MF
. sono incommensurabili in lunghezza [prop. 11]. E cia-
scuna ¢ razionale. Allora CM, MF sono razionali, com-
mensurabili solo in potenza; dunque CF & apotome [prop.
73]. Dico ora che & quinta. Infatti in modo simile dimo-
streremo che CK X KM & equivalente ad NM?, cioé alla
quarta parte di FM?>. E poiche AG?, GB? sono incom-
mensurabili, ed 4G*=CH, GB*=KL, CH e KL
sono incommensurabili.

Ma CH : KL =CK : KM ; percio CK, KM sono
incommensurabili in lunghezza [prop. 11]. Ora, poiche
CM, MF sono due rette disuguali, ed alla CM ¢ appli-

cata un’area equivalente alla quarta parte di FM?, man-
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cante di un quadrato, ed essa vien divisa in parti incom-
mensurabili, CM? supera MF? del quadrato di una retta
incommensurabile con CM [prop. 18]. E la congruente
FM & commensurabile con la data razionale CD.
Dunque CF & quinta apotome; c. d. d.

Si abbia dunque
) (t—s)*=rx,

dove t — s & cid che con una superficie razionale di un totale
mediale, cioe (X, 77): 1) #:s*F=m:n, 2) £#+s* & mediale,
3) 2ts & razionale. '
Devesi dimostrare che x & una quinta apotome.
Per questo scopo si ponga di nuovo

2 F=vyy, s*=7z
e quindi
3) (F+s)=v(@y+2z), 2Us=y(y+z— x).

Dalle (3) st deduce subito che i segmenti (y + z), (y+z—x)
sono ambedue razionali, il primo commensurabile con ¥ in 1*
potenza, il secondo no, e 'quindi incommensurabili fra loro in 1*
potenza. Percio la loro differenza

(y+2)—(@y+z—1x),

& un’ apotome (X, 73). Inoltre si ha, come nelle proposizioni pre-

cedenti,
_(ly+z—x)
yz = 4 ,

e siccome dalle (2) segue che y e z sono incommensurabili tra
loro in 1* potenza, si conclude per la prop. X, 18, che

Vg+z—(y+z—2a:(g+2)Fm:n

Da questa relazione e dal fatto gia stabilito che il segmento
minore (y + z — x) & commensurabile con Y in I* potenza, si
conclude che (y + z) —(y + z—x) = =x & una quinta apotome

(X, Def. III, 5).
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102.

Il quadrato di una retta che sommata con una mediale da
per totale una mediale, applicato ad una retta razio-
nale, ha per larghezza una sesta apotome.

Sia AB una retta che, sommata con una mediale, da
per totale una mediale, sia CD razionale, ed alla CD si
applichi CE, equivalente ad AB?, di larghezza CF. Dico
che CF & sesta apotome. Sia infatti BG congruente alla
AB. Allora AG, GB sono incommensurabili in potenza,
la somma dei loro quadrati ¢ mediale, il doppio del loro
rettangolo & mediale, ed AG? 4+ GB? ¢ incommensurabile
con 2AG X GB [prop. 78]. Alla CD si applichi ora
CH = AG?, di larghezza CK, e KL = BG?. Cosi I'in-
tero CL —= AG? + GB>. Percid anche CL ¢ mediale.
Ed ¢ applicato alla razionale CD, ed ha per larghezza
CM. Allora CM ¢ razionale, ed incommensurabile in lun-
ghezza con la retta CD [prop. 22]. Ora, poiché CL =
= AG?* + GB?, di cui CE = A4DB?, sara il rimanente

A B G
C F N K M
D . E . [¢] H L

FL=2AG X GB [11, 7]. Ma 24G X GB & mediale.
Allora anche FL lo &. Ed & applicato alla raziqnale FE,
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ed ha per larghezza FM. Percio FM ¢ razionale, ed in-
commensurabile in lunghezza con CD [prop. 22]. E poi-

ché AG? + GB? & incommensurabile con 24G X GB,
e CL=AG* - GB?, FL=24G X GB, sara CL
incommensurabile con FL. Ma CL : FL.—=CM : MF;
percid CM, MF sono incommensurabili in lunghezza.

E ciascuna & razionale. Allora CM, MF sono razio-
nali, commensurabili sclo in potenza. Dunque CF & apo-
tome [prop. 73].

Dico che & sesta. Infatti, p01che FL=2A4GC x CGB,
si divida la retta M per meta in IV, e per N si conduca
la parallela NO alla CD. Allora FO=NL=A4G X< GB.
- E poiche AG, GB sono incommensurabili in potenza,
AG? ¢ GB? sono incommensurabili. Ma CH = AG?,
KL = GB?. Percio CH, KL sono incommensurabili. Ma
CH : KL—=CK : KM. Cosi CK, KM sono incommen-
surabili [prop. 11]. E poiche AG X GB & medio pro-
porzionale fra AG? e GB? [prop. 21, lemma] e CH =
= AG?, KL=GB?, NL=AG X GB, anche NL
sara medio proporzionale tra CH, KL.

Allora CH : NL=NL : KL; e per la stessa ra-
gione CM? supera MF? del quadrato di una retta incom-
mensurabile con CM [prop. 18]. E nessuna di esse &
commensurabile con la data razionale CD.

Dunque CF ¢ sesta apotome, ecc.; c. d. d.

Si abbia dunque
Q) (t— sy =1z,

dove (t —s) & ci6 che con una superficie mediale da un risultato

mediale, cioe (X, 78): 1) £2:s*F=min, 2) £+ 3* & mediale,
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3) 2ts & mediale e 4) (£2 + s : 2ts==m : n. Devesi provare che x
& una sesta apotome (X, Def. III, 6).

La dimostrazione si svolge in maniera perfettamente analoga
come nelle pp. precedenti. Basta osservare che ponendo

(2) t=vyy, s°=yz,
sl avra -
Wy +z)=8+s, yv(y—+z—x)=2s

e quindi segue che i segmenti (y + z), (y + z — x) sono ambedue
razionali, incommensurabili con 7 in 1* potenza (perché per ipotesi,
tanto # ~+ s%, quanto 2fs, sono prodotti mediali). La condizione 4), e
ciot (f* + s¥): 2ts=m : n prova inoltre che (y + z), (y + z—x)
sono incommensurabili tra loro in 1* potenza, quindi la differenza

+2—(y+z—x)=x

& un'apotome. Infine, in virth della prop. X, 18, si trae la rela-

zione V(y +2)*—(y + z — x)*: (y + z) F=m: n, osservando che

+ z —x)* :
yz:(.y_;_.i), e che per le (2) y e z sono incommensu-

rabili tra loro. Cio prova che x & una sesta apotome.

103.

Una retta commensurabile in lunghezza con una apotome
¢ apotome dello stesso ordine.

Sia AB apotome, e sia CD commensurabile in lun-
ghezza con AB. Dico che anche CD ¢ apotome dello
stesso ordine di 4B. Infatti, poiche 4B & apotome, sia
BE congruente ad AB. Allora AE, EB sono razionali,
commensurabili solo in potenza [prop. 73]. '

Sia BE : DF=AB : CD [VI, 12]; poich¢ un

termine di un rapporto sta all’ altro come tutti a tutti



PROPOSIZIONI ' 299

[V, 12], AE : CF=AB : CD. Ma AB, CD sono
commensurabili in lunghezza. Cosi anche AE, CF e BE,
DF lo sono [prop. 11]. Ma AE, EB sono razionali.
commensurabili solo in potenza. Quindi’ anche CF, FD
sono razionali, commensurabili solo in potenza [prop. 13].
Ora, poiché¢ AE : CF = BE : DF, permutando [V, 16]
AE : EB=CF : FD. Ma AE? supera EB> del gua-

drato di una retta commensurabile o no con AE; se supera

- €

C b F

del quadrato di una retta commensurabile con 4E, anche
CF? supera FD? del quadrato di una retta commensura-
bile con CF [prop. 14]. E se AE & commensurabile in
lunghezza con la retta data razionale, anche CF le ¢
commensurabile [prop. 12]; se BE, anche DF; se nes-
suna delle due rette AF, EB, neppure alcuna delle rette
CF, FD [prop. 13]. Se poi AE? supera EB? del quadrato
una retta incommensurabile con AE, anche CF? supera
FD? del quadrato di una retta incommensurabile con CF
[prop. 14]. E se AE & commensurabile in lunghezza
con la retta data razionale, anche CF le &€ commensurabile,
se BE, anche DF [prop. 12]; se nessuna delle due rette.
AE, EB, neppure alcuna delle rette CF, FD [prop. 13].

Dunque CD & apotome [prop. 73] dello stesso ordine
di AB; ‘ c d. d.
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Se o — VE ¢ un'apotome, e inoltre
(5] (“—VB)Ix-:mZn,

allora secondo che « — VB & una prima, seconda, ... sesta apotome,

anche x sard una prima, seconda, ...sesta apotome.
" Dimostrazione. _
Si immagini il segmento x come differenza di due segmentiy, z:

x=y—z
dove z soddish alla proporzione

) VBiz=(2—Vp):x (V1, 12)
Da qui si ricava ‘
ai(z+x)=(@— VB):x

ossia

3) a:y:(a—-VE)Ix.

La (2) e la (3), confrontate con la (1), mostrano che z & com-
mensurabile con Vj in 1* potenza, e che y & commensurabile
con o In |2 potenza. .

Siccome @, VB sono commensurabili solo in 2* potenza, segue
(X, 13) che anche y, z sono commensurabili solo in 2% potenza,
quindi x==y — z & un’apotome. Che x pol sia un’apotome della
medesima specie di o — VB segue dalle considerazioni seguenti:

1) Siccome «, y sono commensurabili tra loro in 1* potenza,
segue che secondo che « & commensurabile o no in 1* potenza
con un segmento razionale dato Y, anche y sard commensurabile
0 no con Y. Lo stesso si dica per V e z.

2) Dalla X, 14 si deduce che secondo che
Vor—B:a=m:n o Va®—fB:az=m:n,
si avra anche

Vy'—2':y=m:n o Vy—z:ym:n.
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104.

Una retta commensurabile con I'apotome di una retta me-
diale & anch’essa apotome di una mediale, e dello stesso
ordine.

Sia AB T'apotome di una mediale, e sia CD commen-
surabile in lunghezza con la AB. Dico che anche CD ¢
apotome d’una mediale, e dello stesso ordine di 4B.

Infatti, data AB apotome di una mediale, le sia adia-
cente EB. Cosi AE, EB sono mediali, commensurabili
solo i potenza [propp. 74, 75].

E sia AB: CD=BE : DF [VI, 12]. Allora an-
che AE, CF e BE, DF sono commensurabili [V, 12;

AT B £

—

C D F

prop. 11]. Ma AE, EB sono mediali, commensurabili
solo in potenza. Cosi anche CF, FD sono mediali [prop.
23] commensurabili solo in potenza [prop. 13]. Dunque
CD ¢ apotome d’una mediale [propp. 74-75].

Dico ora che & dello stesso ordine di AB. Infatti, poi-
che AE : EB=CF : FD [V, 12; V, 16] sara anche
[prop. 21, lemma] AE*:AEXEB=—CF?*:CFXFD.

Ma AE?, CF? sono commensurabili. Allora anche
AEXEB, CFXFD lo sono. Dunque, se AE 3} EB &
razionale, anche CF X FD lo &; se AE X EB & me-
diale, anche CF X FD lo & [prop. 23, coroll.].
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Dunque CD ¢ apotome di una mediale, e dello stesso

ordime di AB; c. d. d.

Un segmento x, che sia commensurabile in 1* potenza con
un’apotome di una mediale, & anch’ esso un’apotome dello stesso
ordine. '

4 4
Sia Vo — VB un’apotome di una mediale, e si abbia
4 4
(Voc — VB):x:m: n.

4 _ 4
Devesi dimostrare che, secondo che (Voc —Vﬁ) & una prima o

seconda apotome d'una mediale, anche x & una prima o seconda
apotome d una mediale.
Si rappresenti x come differenza di due segmenti y e z,

x=y—z,
dove z soddisfi alla proporzione
4_ 4 4
('\/a — VB) x=VB:z
si ricava allora

4 4_
‘\/oc:yZVﬁ:zzm:n.

4 4
Risulta dunque che Va e y, ceme pure VB e z sono com-
mensurabili tra loro in 1® potenza.

44
Ma Va, VB sono, per ipotesi (X, 74, 75), mediali, commen-
surabili tra loro solo in 2% potenza. Lo stesso vale percid per y e z
(X, 23, X, 13). Epperd la differenza x —=y — z & un’ apotome
d'una mediale (X, 74, 75).

1 4 4 N2 4
Siha poi Ve: VB=y: z, e quindi (Voc) Vol =y lyz.
1 4
Ma (Voc) sono commensurabili tra loro, quindi anche Voc@ e xz'
sono commensurabili tra loro (V, 16, X, 11). Percid secondo che

4
Vap & razionale o mediale, anche yz & razionale o mediale (X, 24,
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4 4
corollario). Si conclude (X, 74, 75) che secondo che Va — VB
& una prima o seconda apotome d’una mediale, anche x =y — z
& una prima o seconda apotome d una mediale.

105.

Una retta commensurabile con una minore ¢ minore.

Sia AB minore, e sia CD commensurabile con 4B.
Dico che anche CD & minore. Si facciano infatt le stesse
costruzioni. Poiché¢ AE, EB sono incommensurabili in
potenza [prop. 76], anche CF, FD lo sono [prop. 13].
Ora, poiche AE : EB=CF : FD [V, 12; V, 16],

" B E

¢ : D F
sara anche AE? : EB?* = CF? : FD?* [VI, 20, coroll.].
Allora, componendo [V, 18], AE?* + EB*: EB* =
= CF? + FD? : FD*. Ma EB? DF*? sono commensu-
rabili; allora anche AE* -+ EB? e CF? 4 FD? lo sono;
[V, 16; prop. 11]. Ma AE*? ++ EB? ¢ razionale [prop.
76]; allora anche CF? + FD? lo ¢&; di nuovo, poiché
AE? : AE X EB=CF? : CF X FD [prop. 21, lem-
ma], ed AE?, CF? sono commensurabili, anche 4E X EB,
CF X FD losono. Ma AE X EB, ¢ mediale [prop. 76] ;
percio anche CF X FD lo & [prop. 23, coroll.]. Allora
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CF, FD sono incommensurabili in potenza, la somma dei
loro quadrati & razionale, il loro rettangolo & mediale.

Dungue CD ¢ minore [prop. 76]; c. d. d.

Sia (t—s) un minore; se si ha
(t—s):x=m:n,

allora anche x & un minore.
Si ‘ponga
x=y—z, (t—s):x=t.y.
Si avra allora
) siz=tly=m:6n

Per X, 76 si ha £#.s*Z=m:n, quindi per la (1), si ha pure
X, 13).
a)y*:zFmin
Si ha poi dalla (1) t:s=y:z ossia #:s*=yg*: 2* (VI, 22)
e quindi (£2+s%):s*=(y*+2*):2* (V, 18). Ma s, z® sono
commensurabili tra loro, quindi lo stesso vale per (1 + s%), (y°+ z2).
Siccome #* + s* & per ipotesi, razionale (X, 76), segue che anche
b) y®+ z* & razionale.
Da #:ts=y*.yz e dalla commensurabilita di #, y?, si deduce
la commensurabilita di ts, yz. E siccome #s & mediale, segue (X, 23,
corollario) che anche
c) yz & mediale.
Risulta dunque che y, z soddisfano alle 3 condizioni a), b), c,
che valgono a definire un minore (X, 76). Quindi x =y —z &
un minore.

2

106.

Una retta commensurabile con una retta che sommata con
una razionale da per totale una retta mediale, & an-
ch’essa una retta che sommata con una razionale da
per totale una retta mediale. '
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Sia AB una retta che sommata con una razionale da
per totale una retta mediale; e sia CD commensurabile
con AB. Dico che anche CD & una retta che sommata

o B E

- 4

c D F

con una razionale da per totale una retta mediale. Sia in-
fatti BE congruente alla AB. Allora AE, EB sono in-
commensurabili in potenza, la somma dei loro quadrati
& mediale, il loro rettangolo & razionale [prop. 77].

Si proceda nel modo solito. Come prima dimostre-
remo che CF : FD = AE : EB, e che AE? + EB?,
CF? .- FD* e AE X EB, CF X FD sono commensu-
surabili. Percio anche CF, FD sono incommensurabili in
potenza, la somma dei loro quadrati & mediale, il loro ret-
tangolo & razionale.

Dungue CD & una retta che, sommata con una razio-
nale, da per totale una retta mediale [prop. 77]; c. d. d.

Se t—s & cid che sommato con una superficie razionale da
per nisultato una mediale, e se

(t—s):x=m:n,
allora anche x & una retta che sommata con una razionale da per
totale una mediale.
Ponendo, come nelle proposizioni precedenti,
o x=y—z (—s).x=tly,
si ricava
tlily=siz=m:un,
E+s)=(+2°) g%
20
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Percio y & commensurabile con ¢ in 12 potenza, z & commen-
surabile con s, £*+s* & commensurabile con y®+ z°. Quindi
1 segmenti y e z soddisfano alle medesime condizioni, a cui per

ipotesi soddisfano #, s, e precisamente si ha (X, 77):
a) y®:z*F=min
b) y* + z* & mediale

Y

c) yz & razionale.
Risulta cost provato che x —=y — z. & cid6 che sommato con
una razionale da un risultato mediale.

107.

Una retta commensurabile con una retta che sommata con
una mediale da per totale una mediale, & anch’essa una
retta che, sommata con una mediale, da per totale una

me’diale.

Sia AB una retta che sommata con una mediale da
per totale una mediale, e sia CD commensurabile con 4B.

Dico che anche CD ¢ una retta che sommata con una
mediale da per totale una retta mediale.

A B E

C D COF

Sia infatti BE adiacente alla AB, e si proceda come
prima. Allora AE, EB sono incommensurabili in potenza,
la somma dei loro quadrati & razionale, il loro rettangolo
¢ mediale. E inoltre la somma dei quadrati ¢ incommen-
surabile col rettangolo [prop. 78]. Ma le rette AE, EB,
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come & stato dimostrato, sono commensurabili con le rette
CF, FD; ed inoltre AE* + EB? CF? + FD? ed
AE X EB, CF % FD sono commensurabili. Percio an-
che CF, FD sono incommensurabili in potenza, la somma
dei loro quadrati ¢ mediale, il loro rettangolo & mediale,
ed inoltre la somma dei quadrati & incommensurabile col
rettangolo.
‘ Dunque la retta CD, sommata con una mediale, da per
totale una mediale [prop. 78]; c. d d

La dimostrazione & perfettamente analoga a quella della pro-
posizione precedente.

108.

Se si toglie un’area mediale da un’area razionale, la retia
il cui quadrato equivale alla differenza tra le arce &

una delle due irrazionali: o apotome, o minore.

Dall’area razionale BC si tolga la mediale BD. Dico
-che la retta il cui quadrato equivale alla rimanente area
EC & una delle due irrazionali: o apotome, o minore.

Sia data infatti la razionale FG, ed alla FC si applichi
- 1l rettangolo GH, equivalente a BC, e si tolga GK, equi-
valente a DB. Allora il rimanente EC = LH. Ora, poi-
che BC & razionale, BD & mediale, e BC = GH,
BD — GK, GH sara razionale e GK mediale. E sonc

applicati alla razionale FG. Allora FH é razionale e com-
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mensurabile in lunghezza con FG [prop. 20], ed FK
sara razionale ed incommensurabile in lunghezza con

H : K F

FG [prop. 22]. Percido FH, FK sono incommensurabili
in lunghezza [prop. 13]. Cosi FH, FK sono razionali,
commensurabili solo in potenza.

Percio KH & apotome [prop. 73], e KF le & con-
gruente. Ora HF? supera FK? del quadrato di una retta
commensurabile o no con HF.

Superi dapprima del quadrato di una retta commen-
surabile: anche I'intera HF ¢ commensurabile in lunghezza
con la data FG. Percio KH ¢& prima apotome. Ma una
retta il cui quadrato equivale all’area compresa da una
retta razionale e da uma prima apotome & apotome
[prop. 911; percid la retta il cui quadrato equivale al-
I'area LH, cioe EC, ¢ apotome.

Se invece HF? supera FK* del quadrato di una retta
incommensurabile con HF, KH sara quarta apotome.
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Ma una retta il cui quadrato equivale all’area compresa
da una retta raziondle e da una quarta apotome & mi-

nore [prop. 94]; c. d. d

2

4 \2
Se 2® & un’area razionale, e (Vﬁ) ¢ un'area mediale, allora

BETIRY
l/az__<'\/ﬁ) ¢ un’apotome o una minore.

Dimostrazione.
Si ¥ un segmento razionale arbitrariamente scelto.
Si ponga

e (W=

Si avra allora
432
@* — (VB) =71(x—uy).

" Siccome Yx & razionale, segue (X, 20) che x & razionale, com-
mensurabile con Y in 1* potenza. Siccome poi Yy & mediale, st
deduce (X, 22) che y & raziornale, commensurabile con Y solo in
2* potenza. | segmenti x, y sono percid ambedue razionali, incom-
mensurabili tra loro in 1® potenza, e quindi la loro differenza x — y
¢ un’apotome (X, 73). Ora possono darsi due casi:

a) Vi* —y?ix=m:n

b) Vit —gy*ix=m:n.
Nel caso a) st ha (X, Def. III, 1) che x—y & una prima
apotome, perche, come si & gia visto, il segmento maggiore x &

commensurabile con Y in 1* potenza. Dalla prop. X, 91 si deduce
allora che

2

Vi(x—y) = ‘/;—2——— (14/6)- & un’apotome.

Nel caso b) invece x —y risulta una quarta apotome (X,

Def. IIl. 4) e quindi per la prop. X, 94

Vi —y)= V; — (6/6)2 & una minore.
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109.

Se un’area razionale vien tolla da un’area mediale, sor-
gono alire due rette irrazionali; o prima apotome di
una mediale, o una retta che sommata con una razio-
nale da per totale una retta mediale.

Dall’area mediale BC si tolga I'area razionale BD.
Dico che la retta il cui quadrato equivale all’area rima-
nente EC & una delle due irrazionali: o prima apotome
di una mediale o una retta che, sommata con una razio-
nale, da per totale una retta mediale.

Sia data infatti la razionale F'G, e si applichino le aree,
similmente a quanto si & fatto prima. Allora allo stesso
modo consegue che FH & razionale ed incommensurabile
in lunghezza con la FG, KF & razionale e commensurabile
in lunghezza con la FG. Cosi FH, FK sono razionali,
commensurabili solo in potenza [prop. 13].

Dunque KH ¢ apotome [prop. 73], ed FK le & con-
gruente. Ora HF? supera FK*? del quadrato di una retia
commensurabile con HF, o no. Se HF? supera FK? del
quadrato di una retta commensurabile con HF, e la con-
gruente FK & commensurabile in lunghezza con la data
razionale F'G, KH & seconda apotome; ma FG & razio-
nale, percio la retta il cui quadrato equivale all’area LH,
cioe EG, & prima apotome di una mediale [prop. 92].
Se invece HF* supera FK? del quadrato di una retta in-
commensurabile con HF, e la congruente FK & commen-
surabile in lunghezza con la data razionale FG, la KH &
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quinta apotome. Percid la retta il cui quadrato equivale
all’area EC & quella che, sommata con una razionale, da

per totale una retta mediale [prop. 95]; c. d. d
C
D E
A B
L
c— e F

Ry
Se (VB) & un’area mediale, e a* & un’area razionale, allora

FRRY
V(V,B) —a* & o una prima apotome di- una mediale o cido ch
con una superficie razionale da un risultato mediale.
Dimostrazione. Sia Y un segmento razionale arbitrariamente
scelto. Si ponga '

(‘4/5>2='{x, 2t =1y
e quindi '

(7 p—

Py

4 \2
Siccome (1/{3) , ossia Ty, & mediale, segue che x & razionale
- 1,

commensurabile con Yy solo in 2% potenza (X, 22). Siccome poi a2,
ossla Yy, & razionale, segue che y & razionale, commensurabile
con ¥ in 1* potenza (X, 20). I segmenti x, y risultano dunque
ambedue razionali, incommensurabili tra loro in 1* potenza e per cio
x —y & un’ apotome (X, 73)
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Ora possono darsi due casi:
a) Vil —g?ix=m:n
by Vi* —y?ixd=m:n
Nel caso a), dato che il segmento minore y & commensurabile

col segmento razionale Y prefissato, si deduce che x —y & una
seconda apotome (X, Def. III, 2) e quindi, per la prop. X, 92,

_ : /ﬁ_ '
'Vy(x —y) =l (Vﬁ) — o & una prima apotome di una mediale.

Nel caso b) invece x—y risulta una quinta apotome (X, Def. IlI, 2)
e quindi (X, 95)

1 \2
Vylx —y) = ]/ (V[S) — & & cid che con una superficie razionale da

un risultato mediale.

110.

Se da un’area mediale si toglie un’area mediale, incom-
mensurabile con 'intera, sorgono due irrazionali: o una
seconda apotome di una mediale, o una retta che som-
mata con una mediale da per totale una mediale.

Si tolga infatti, come nelle figure precedenti, dall’area
mediale BC I'area mediale BD, incommensurabile con
I'intera. Dico che la retta il cui quadrato equivale all’area
EC & una delle due rette irrazionali: o seconda apotome
di una mediale, o una retta che sommata con una mediale
da per totale una mediale. '

Infatti, poicheé ciascuna delle aree BC, BD & mediale,

e BC, BD sono incommensurabili, similmente a quanto
si & fatto pirma concluderemo che ciascuna delle FH,
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FK ¢ razionale ed incommensurabile in lunghezza con
la FG [prop. 22]. E poiche BC, BD, cioe GH, CK,

sono incommensurabili, anche HF, FK lo sono [VL 1;

C
Di= E
A B

H
L K
G - ; F

prop. 11]. Allora FH, FK sono razionali commensura-
bili solo in potenza. Dunque KH & apotome [prop. 73].
Ora, se FH* supera FK? del quadrato di una retta com-
mensurabile con FH, e nessuna delle due rette FH, KF &
commensurabile in lunghezza con la data razionale FG,
la KH ¢ terza apotome. Ma KL ¢ razionale, e il rettan-
golo compreso da una retta razionale e da una terza
apotome & irrazionale, e la retta il cul quadrato equivale
a tale rettangolo ¢& irrazionale, e si dice seconda apotome
di una mediale [prop. 93].

Dunque la retta il cui quadrato equivale all’area LH,
cioe EC, & seconda apotome di una mediale.

Se invece FH? supera FK? del quadrato di una reita.
incommensurabile con FH, e nessuna delle rette HF, FK
¢ commensurabile in lunghezza con la FG, la KH & sesta
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apotome. -Ma wuna retta il cui quadrato sia equivalente al
rettangolo compreso da una retta razionale e da una sesta
apotome & una retta che sommata con una mediale da
per totale una mediale [prop. 96]. Dunque la retta il
cui quadrato equivale ad LH, cioe EC, sommata con una
mediale, da per totale una mediale; c. d. d

La dimostrazione & analoga a quella della proposizione prece-
dente, e si basa sulle proposizioni X, 93, X, 96.

111.
Un’ apotome non ¢ lo stesso che una retla binomiale.

Sia AB apotome. Dico che AB non & lo stesso che
una binomiale.
Infatti, se & possibile, lo sia. Sia data la razionale DC

ed alla CD si applichi il rettangolo CE equivalente ad
§

C

AB?, di larghezza DE. Poiche AB ¢ apbtom'e, DE &
prima apotome [prop. 97]. Le sia adiacente EF. Cosi
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DF, FE sono razionali, commensurabili solo in potenza,
FD? supera FE? del quadrato di una retta commensu-
rabile con DC. Di nuovo, poiche AB & binomiale, DE
¢ prima binomiale [prop. 60]. Si divida in G nelle sue
parti e sia DG la parte maggiore. Allora DG, GE sono
razionali, commensurabili solo in potenza, DG? supera
GE? del quadrato di una retta commensurabile con DG,
e la parte maggiore DG & commensurabile in lunghezza
con la data razionale DC. Cosi anche DF & commensu-
rabile in lunghezza con la retta DG [prop. 12]. Percio
anche la rimanente GF & commensurabile in lunghezza
con la DF [prop. 15]. Ma DF, EF sono incommensu-
rabili in lunghezza. Percid anche FG, EF lo sono [prop.
13]. Allora GF, FE sono razionali, commensurabili solo
in potenza. Dunque EG & apotome [prop. 73]. Ma &
razionale, il che & impossibile. '
Dunque una apotome non ¢ lo stesso di una retta bino-
miale; c. d d.

In questa proposizione EUCLIDE dimostra un teorema notevole
e fondamentale, e ciod che un’apotome o — VB non & mal eguale

a una binomiale v + V3.
Infatti, posto che si abbia

a—VE:Y—!—VS,

si arriva a un assurdo. Sia & un segmento razionale arbitraria- -
mente scelto, e si ponga

(v — VB = ex.

Per la prop. X, 97 si deduce che x & una prima apotome.

Percid si avra
X=y — Z,
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dove y, z sono segmenti razionali, commensurabili tra loro solo in
2* potenza, di cui il primo, cioé y, & commensurabile con € mn 1*

potenza. Inoltre (X, Def. III, 1)
Vei—Ziy=m:n.

Nello stesso tempo
(Y + V3): =ex,

e quindi, per la prop. X, 60, x & una prima binomiale.
Percid
XxX=u-+v, u>v

dove u, v sono segmenti razionali, commensurabili tra loro solo in
2% potenza, di cui il maggiore, cioé u, ¢ commensurabile con &

i 1" potenza (X, Def. II, I). Inoltre

Vet —o*iu=m:n
Inoltre
y—z=u-t+vo.

Da quanto precede segue che u e y sono commensurabili tra
loro in 12 potenza (X, 12), perché ambedue sono commensurabili
in 12 potenza con Y. Quindi anche y — u, y sono commensurabili
tra loro in 1® potenza (X, 15). Ma y € incommensurabile con z in
1* potenza, quindi anche y — u & incommensurabile con z in [*
potenza (X, 13).

Siccome y — u, z sono ambedue razionali, segue che
(y — u) — z & un’apotome (X, 73).

La differenza (y — u) — z risulta dunque irrazionale. Ma nello
stesso tempo essa & razionale, perche si ha (y —u) —z=0v, cid
che & assurdo.

Osservazione. Nelle proposizioni 97-102 si considerano 1 qua-
drati dell’ apotome, della prima apotome di una mediale ecc., divisi
ordinatamente per un segmento razionale. Siccome 1 quozienti otte-
nuti (apotome prima, seconda ecc.) sono tutti distinti tra di loro,
segue che anche I'apotome, la prima apotome di una mediale ecc.
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sono irrazionalith essenzialmente distinte. L’importanza della pro-
posizione |11 consiste in cid che essa permette inoltre di provare
che le irrazionalita or dette sono essenzialmente distinte dalle irra-
zionality analoghe, munite del segno —+, e cioé dalla binomiale,
dalla prima bimediale ecc.

[CoroLLARIO]

L’apotome e le irrazionali che ne derivano non sono
uguali né ad una mediale, né fra loro.

Infatti 1l quadrato di una mediale, applicato ad una
retta razionale, ha per larghezza una retta razionale ed
incommensurabile in lunghezza alla retta a cui & appli-
cato [prop. 22].

Il quadrato poi di una apotome, applicato ad una
reita razionale, ha per larghezza una prima apotome
[prop. 971; il quadrato della prima apotome di una me-
diale, applicato ad una razionale, ha per larghezza una
seconda apotome [prop.'987; il quadrato della seconda
apotome di una mediale, applicato ad una razionale, ha
per larghezza una terza apotome [prop. 99]; il qua-
drato di una minore, applicato ad una retta razionale,
ha per larghezza una quarta apotome [prop. 100]; il
quadrato di una retta che sommata con una razionale
da una mediale, applicato ad una razionale, ha per lar-
ghezza una quinta apotome [prop. 101]; il quadrato di
una retta che, sommata con una mediale, da per totale
una mediale, applicato ad una razionale, ha per larghezza
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una sesta apotome [prop. 102]. Ora, poiché dette lar-
ghezze differiscono dalla prima e fra di loro: dalla prima,
perche & razionale, e fra di loro, perché non sono dello
stesso ordine, ¢ manifesto che le stesse irrazionali differi-
scono tra loro. E poiché abbiamo dimostrato che un’apo-
tome non ¢ una retta binomiale [prop. 111], e che le
rette irrazionali che derivano dall’apotome, applicate ad
una razionale, hanno per larghezza un’apotome, ciascuna
secondo 1l suo ordine, le irrazionali che derivano dall’apo-
tome sono diverse dalle irrazionali che derivano dalla
binomiale, in modo che le tredici irrazionali hanno que-
st'ordine : '

Mediale

Binomiale

Prima bimediale

Seconda bimediale

'Maggiore

« Lato» della somma di un’ area razionale con
una mediale '

« Lato » della somma di due aree mediali

Apotome

Prima apotome di una mediale

Seconda apotome di una mediale

Minore

Retta che sommata con una razionale da per to-
tale una mediale A

Retta che sommata con una mediale da per totale -

una mediale.
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112.

11 quadrato di una retta razionale, applicato ad una bino-
miale, ha per larghezza un’apotome le cui parti sono
commensurabili con quelle della binomiale; inoltre stan-
no nello stesso rapporto, e I'apotome cosi formata avra
lo stesso ordine della binomiale.

Sia a razionale, BC binomiale, di cui sia DC la parte
maggiore, € sia BC X EF = a*. Dico che EF & apo-
tome, le cui parti sono commensurabili con le rette CD,
DB, stanno nello stesso loro rapporto, ed inoltre la EF ha
lo stesso ordine di BC.

Infatti, sia anche BD X g=a*

Ora, poiche BC X EF = BD X g, sara

CB:BD=g: EF [VI, 16].
Ma CB > BD. Allora anche g > EF [V, 16; V, 14].
Sia EH=g. Allora CB: DB=HE : EF. Percio,
dividendo [V, 171, CD : BD = HF : FE.

v———a——————4
B D Q‘C
] e
K E F T

Sia HF :FE = FK:KE. Perci6 anche HK:KF —=
— FK : KE; infatti uno degli antecedenti sta ad uno
dei conseguenti come la somma degli antecedenti a quella
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dei conseguenti [V, 12]. Ma FK : KE=CD : DB.
Percio anche HK : KF —=CD : DB. Ma CD? DB?
sono commensurabili [prop. 36]; quindi anche HK?, KF*
Io sono [VI, 20 coroll.; prop. 11]. Ma HK® : KF* =
= HK : KE, perche le tre rette HK, KF, KE sono
proporzionali [V, def. 9]. Allora HK, KE sono com-
mensurabili in lunghezza [prop. 11]. Percio anche HE,
EK lo sono [prop. 15]. E poiché a*> = EH X BD, ed
a® & razionale, anche EH X BD ¢ razionale. Ed ¢ appli-
cato alla razionale BD; cosi EH ¢ razionale, e commen-
surabile in lunghezza con la BD [prop. 20]. Percid an-
che EK, che le ¢ commensurabile, ¢ razionale e com-
mensurabile in lunghezza con la BD [prop. 12].

Ora, poiche¢ CD : DB=FK : KE, e CD, DB sono
commensurabili solo in potenza, anche FK, KE sono com-
mensurabili solo in potenza [prop. 11]. Ma KE ¢ razio-
nale; allora anche FK lo ¢. Cosi FK, KE sono razionali,
commensurabili solo in potenza.

Dunque EF & apotome [prop. 73].

Ora, CD? supera DB? del quadrato di una retta com-
mensurabile od incommensurabile con CD.

Se CD? supera DB* del quadrato di una retta com-
mensurabile con CD, anche FK? supera KE* del qua-
drato di una retta commensurabile con FK [prop. 14].
E se CD ¢ commensurabile in lunghezza con la retta data
razionale, anche FK le & commensurabile [propp. 11,
12]; se BD, anche KE [prop. 12]; se nessuna delle
due CD, DB, neppure alcuna delle FK, KE.

Se poi CD? supera DB? del quadrato di una retta in-
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. commensurabile con CD, anche FK? supera KE? del qua-
drato di una retta incommensurabile con CD, anche FK?
supera KE?> del quadrato di una retta incommensurabile
con FK [prop. 14]. E se CD & commensurabile in lun-
ghezza con la data razionale, anche FK lo ¢; se BD,
anche KE; se nessuna delle due, neppure alcuna delle
FK, KE.

Dunque FE & apotome, le sue parti FK, KE sono
commensurabili alle parti CD, DB della binomiale, e
sono nello stesso rapporto; ed inoltre & dello stesso ordine

di BC; ' c.d d

Se 1t & un segmento razionale, ¢ & -+ VB & una binomiale,
allora, posto

=B+ 'Vﬁ)x,
x sarh un’apotome =Y — V3, e precisamente del medesimo or-
dine de"a binomiale & + V3. Inoltre

062*{=Vﬁ: Ve=m:n.
Dimostrazione.
Si ponga

n=yVB.
(o + V'ﬁ_)x = yVE,

Si ricava allora

ossia
a+VB:VB=y:x (VI, 16)
Quindi y > x (V, 16; V, 14).
Dall’ ultima proposizione si trae
w:Vp=@w—x):x AR V)
Poniamo _
W—x)ix=zi(z—x)=a:V3
21 '
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st avra allora

(y—x+z)iz=z.(z—x Vv, 12)

¢ quindi .
(y—x+z)iz=a Vs TV, 1)

Siccome &+ VB & una binomiale, segue che o*:B=m:I

(X, 36), quindi (VI, 22, X, I1)
(y—x-+zP.z2=m:L
Da (y—x+2z):z=2z.(z— x) st deduce (V, Def. 9)

(y—x+22.22=@y—x+2).(z— x).
Quindi

(y —x+z)i(z—x)=m:!L

Percid anche y e (z —x)sonb commensurabili in 1® potenza
(X, 15).

Siccome si & posto N* =gyVB, e 7 & razionale, segue che y
& razionale, commensurabile con VB in 1* potenza (X, 20). Quindi
anche (z — x) & razionale commensurabile con V3 in 1 potenza.

Siccome si & posto o : \/S:: z:.(z— x), e siccome «, VS sono

.

commensurabili solo in 2% potenza, segue che z & razionale, com-
mensurabile con (z — x) solo in 2% potenza. Si conclude che

x=2z—(z — x) & un’ apotome (X, 73).

QOsserviamo inoltre che dalla proporzione precedente o ; VE——
—z:(z — x) segue che z & commensurabile con o. in I° potenza,
perche V3 (z — x)sono commensurabili tra loro in 1 potenza.

Il segmento x = z — (z — x) risulta dunque un’ apotome, 1 cui
termini sono rispettivamente commensurabili in 1° potenza col ter-
mini o, V3 della binomiale, e sono inoltre ad essi proporzionali.

Segue percid:

1) Secondo che ¢ & commensurabile o no in 1° potenza con
un segmento razionale dato ¢, anche z sara commensurabile o no
in I* potenza con & (X, 11, 12).

2) Lo stesso vale per Vﬁ e (z—x)
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3) Secondo che si ha Vo> —B:a=m:p,
oVoc’—BZoc:i:‘m:p,

si avrd anche

'Vz’—(z—x)zlz:mlp.
o VZE—(z—x)izd=m:p (X, 14)

Si conclude (cfr. X, Def. Il e X, Def. Ill) che x = z — (z — x)

& effettivamente un’apotome del medesimo ordine della binomia-

le o:+V(§; c. d. d,

113.

Il quadrato di una retta raziondle, applicato ad una apo-
tome, ha per larghezza una binomiale, le cui parti sono
commensurabili con quelle dell’apotome, e sono nello
stesso rapporto; ed inoltre la binomiale cosi formata
¢ dello stesso ordine dell’apotome.

Sia a razionale, BD apotome, e sia BD X KH = a?,
per modo che il quadrato della razionale a applicato alla
apotome BD, abbia per larghezza KH.

Dico che KH & binomiale, le cui parti sono commen-

—

surabili con la BD, e sono nello stesso rapporto; ed inol-

tre KH & dello stesso ordine di BD.
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Infatti, sia CD congruente alla BD. Allora BC, CD
sono razionali, commensurabili solo in potenza [prop. 73].
E sia BC X g=a* Ma a® ¢ razionale, allora anche
BC X g lo &. Ed & applicato alla razionale BC. Percid
g & razionale, commensurabile in lunghezza con la BC
[prop. 20]. :

Ora, poiche BC X g=BD X KH, sara [VI, 16]
CB:BD=KH :g. Ma BC > BD. Allora anche
KH>g [V, 16; V, 14]. Sia data KE =g; allora
KE, BC sono commensurabili in lunghezza. E poiché
CB : BD=HK : KE, convertendo [V, 19, coroll.]
BC:CD=KH : HE. Sia KH: HE—=HF : FE.

Allora anche KF :FH=KH : HE=BC : CD
[V, 19].

Ma BC, CD sono commensurabili solo in potenza.
Allora anche KF, FH sono commensurabili solo in po-
tenza [prop. 11]. E poiche KH : HE = KF : FH,
KH:HE = HF:FE, sara anche KF:FH — HF:FE.
Percid anche il primo sta al terzo come il quadrato del
primo al quadrato del secondo [V, def. 9]; cosi anche
KF : FE=KF? : FH?. Ma KF?, FH? sono commen-
surabili; infatti KF, FH sono commensurabili in potenza.
Allora anche KF, FE sono commensurabili in lunghezza
[prop. 11]. Percid anche KF, KE sono commensurabili
in lunghezza [prop. 15]. Ma KE & razionale e commen-
surabile in lunghezza con la BC [prop. 12]. E poiché
BC:CD = KF:FH, permutando [V, 16] BC:KF =
= DC : FH.

Ma BC, KF sono commensurabili. Allora anche FH,
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DC sono commensurabili in lunghezza [prop. 11]. Ma
BC, CD sono razionali, commensurabili solo in potenza.
Cosi anche KF, FH sono razionali, commensurabili solo
in potenza. Cosi anche KF, FH sono razionali, commen-
surabili solo in potenza [prop. 13].
Dunque KH ¢ binomiale [prop. 36]. Ora, se BC*
supera CD? del quadrato di una retta commensurabile
con BC, anche KF? supera FH? del quadrato di una retta
" commensurabile con KF [prop. 14]. E se BC & commen-
surabile in lunghezza con la data razionale, anche KF
lo & [prop. 12]; se CD & commensurabile in lunghezza
con la data razionale, anche FH lo &; se nessuna delle
rette BC, CD, neppure alcuna delle rette KF, FH [prop.
13]. Se poi BC*? supera CD? del quadrato di una retta
incommensurabile con BC, anche KF? supera FH? del
quadrato di una retta incommensurabile con KF [prop.
14]. E se BC & commensurabile in lunghezza con la data
razionale, anche KF lo &; se CD, anche FH [prop. 12];
se nessuna delle due BC, CD, neppure alcuna delle
KF, FH.
Dunque KH ¢& binomiale, le cui parti KF, FH sono
commensurabili con le parti BC, CD dell’apotome e sono
“nello stesso rapporto; ed inoltre KH ¢& dello stesso ordine

di BC; c. d d.

Y . o D . ’
Se 7 & un segmento razionale, e & — Vj3 &un’apotome, allora,
posto

71’ - (9C - VB)x’
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x sarh una binomiale =¥ + V3, del medesimo ordine dell’apotome
a—VB. E inoltre si avra
a:‘(:'\/EI'l/ézmIn.
Dimostrazione.
Si ponga
n* = ay.

Allora y sard un segmento razionale, eommensurabile con =« in

1" potenza. Siccome si ha

al(la—VR)=x:y,
si deduce x >y (V, 16, V, 14). Dall' ultima proporzione si trae
@:VB=x:(x —y). Poniamo
a:V3i=xix—y=z:(x —y—2z.
Da questa proporzione si trae
(x—z)iz=x.(x —y),

. quindi _
(x—z)iz=a:Vp

I segmenti (x — z), z sono dunque commensurabili solo in 22
potenza.
Da x:(x—y)=@kx—2)iz exi(x—y)=z:(x—y—2z)
si deduce
(x—z)iz—=z.lx—y—2z),

e quindi si pud scrivere (V, Def. 9)
(x—zPi22=@x—2):(x—y—2).

Siccome x — 2z, z sono commensurabili in [* potenza, segue
che anche (x —z) e (x —y — z), e percid anche (x — z) e g,
sono commensurabili tra loro in 1® potenza. Ma y & razionale,
commensurabile con ¢ in 1* potenza.

Quindi anche (x = z) é razionale, commensurabile con o in
I potenza (X, 12). :

Da a:VB=(x—2):z si deduce allora che z & commensu-

rabile con VB in 1* potenza (X, 11), quindi anche z & razionale.
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I segmenti z, (x — z) risultano dunque ambedue razionali, e,
come si & gia osservato, essi sono commensurabili tra loro in 2%
potenza. Percid

x={(x — z) + z & una binomiale.

. Siccome i termini z, (x —z) di questa binomiale € 1 termini «,
Vﬁ della apotome sono ordinatamente proporzionali e commensu-
rabili tra loro, si deduce come nella proposizione precedente, che

la binomiale x & del medesimo ordine dell’apotome &+ V3, c.d. d.

114.

" Se un’area ¢ compresa da un’apotome e da una retta bino-
miale, le cui parti siano commensurabili a quelle del-
Papotome e siano nello stesso rapporto, la retta il cui

quadrato equivale a detta area & razionale.

L’area infati AB X CD sia compresa dall’apotome
AB e dalla retta binomiale CD, la cui parte maggiore
sia CE,-e le parti CE, ED della binomiale siano commen-

A 5 —F

& E D
Y z ~3

! 7 it

K T M

surabili alle parti AF, FB' dell’apotome e stiano nello
stesso rapporto; ‘ed inoltre sia g2 = AB X CD.
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Dico che g & razionale.

Sia data infatti la razionale b, ed alla retta CD si ap-
plichi un’area equivalente ad h?, di larghezza KL. Cosi
KL ¢ apotome, le cui parti, KM, ML sono commensu-
rabili con le parti CE, ED della binomiale e sono nello
stesso rapporto [prop. 92].-

Ma CE, ED sono commensurabili alle rette AF, FB,
e sono nello stesso rapporto. Cosi AF: FB=KM : ML.

Percio, permutando [V, 16] AF:KM — BF:LM.
Allora anche AB : KL= AF : KM [V, 19].

Ma AF, KM sono commensurabili [prop. 12]; cosi
anche AB, KL lo sono [prop. 11].

Ma AB: KL=CD X AB : CD x KL. Allora
anche CD X AB e CD X KL scno commensurabili
[prop. 9]. :

Ma CD x KL = k2. Allora CD X AB ed h? sono
commensurabili.

Ma g2=CD X AB. Percid g? h? sono commen-
surabili, Ma h? & razionale. Cosi anche g*> & razionale.
Percio g ¢ razionale: ed ¢ il « lato» di CD X AB.

Dunque, se un’area & compresa da un’apotome e da
una binomiale, ecc.; \ c. d. d

COROLLARIO

Di qui ci appare che & possibile che un’area razionale
sia compresa da rette irrazionali; c. d. d

Se i termini di un'apotome (¢ — VB) e di una binomiale

_ (moc—i—mVB) sono rispettivamente proporzionali, allora la radice
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quadrata del loro prodotto & razionale:

V(@ — V3) (mx + mVB) =

dove 7 & razionale.
Dimostrazione.
Sia £ un segmento razionale, arbitrariamente scelto, e si ponga

et = (mox +mVp)x.
Allora, per la prop. X, 112, x & un’apotome:
x=1— V5,
e inoltre per la medesima proposizione
Yime=Vs:mVB=p:L

Da qui si trae
aiy="VB:V5,

e quindi
aly=(a—VB):(y — V3. (V, 19)
Ma «, ¥ sono commensurabili tra loro in 1* potenza, quindi

anche (¢ — V3), (Y — V3) sono commensurabili tra loro in 1* po-
tenza. Avendosi '

(@x— VB) r— Vo) == (o — VE)(ma “+ mvg) iy — VS)(mOC - mvg)"
ossia B B
7 —VR):(y—Va)y=m:e?,

segue che anche 7* e £? sono commensurabili tra loro. Ma &* &
razionale, quindi anche %? & razionale. Percid 7 & razionale, c. d. d.

115.

Da una mediale sorgono infinite irrazionali, e nessuna &
" uguale ad una delle precedenti.

Sia a mediale.
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Dico che da a sorgono infinite irrazionali, e nessuna
¢ uguale ad una delle precedenti.

Sia data la razionale b, e sia ¢>=>b X a. Cosi ¢ &
irrazionale [def. 4]; infatti I'area compresa da una irra-
zionale ed una razionals & irrazionale [prop. 20]. E non

[ e s |
a

L

& uguale ad una delle precedenti; infatti il quadrato di
nessuna delle precedenti, applicato ad una retta razionale,
ha per larghezza una mediale.

Di nuovo, sia d*>=0> X c. Allora d* & irrazionale
[prop. 20]. Percid d & irrazionale [def. 4]. Né & uguale
ad alcuna delle precedenti; infatti il quadrato di nessuna
delle precedenti, applicato ad una retta razionale, ha per
larghezza c.

Ora in questo modo appare che si puo seguitare all’in-
finito: dalla mediale sorgono infinite irrazionali, € nessuna
¢ uguale ad alcuna delle precedenti; e d d

In questa proposizione viene indicato un metodo che permette
di costruire, a partire da una mediale, un numero gqualsivoglia di
nuove Irrazionalith essenzialmente distinte tra di loro.

4 _
Sia Va una mediale, € sia B un segmento razionale qualsiasi.



PROPOSIZIONI 331

Allora

1
=)V g

¢ irrazionale, perché dalla prop. X, 20 si pud dedurre che il pro-
dotto di un segmento razionale e di un segmento irrazionale, &

necessariamente irrazionale.
‘ Questa nuova irrazionalith s & essenzialmente distinta da tutte
le irrazionalith considerate finora, perché nessuna di queste gode
della proprieta che il suo quadrato, diviso per un segmento razio-
nale, dia una mediale.

" Nello stesso modo, a partire da s, si costruisce | irrazionalita

= VsB, ecc.

Osservazione. Questa proposizione, in cui lo sguardo del mate-
matico si volge verso nuove irrazionality, sembra, anche ad HEIBERG,
sia ‘aggiunta solo piit tardi.



NOTA
SULLA RISOLUZIONE DELLE EQUAZIONI CUBICHE (?)

Alcuni storici delle Matematiche — E. BorToLoTTI (*) e
G. Vacca (]) — hanno attirato recentemente |’ attenzione su cid
che il libro X degli Elementi & stato oggetto di profondi studi da
parte dei matematici italiani del Rinascimento.

Il capitolo 14 del « Liber Abaci » di LEONARDO Pisano co-
stituisce, secondo 1l VAccaA, una esposizione originale, sotto forma
algebrica, del libro X. In particolare 1’ultima sezione « De inven-
‘tione radicuum binomiorum et recisorum > (*) contiene anzitutto la
trasformazione che col nostri simboli si scrive

Va+Vb+Va—Vb=V2a+2Va—b

ciog, col linguaggio di LEONARDO, la somma di un binomio

a+ Vb
a— Vb
¢ uguale alla radice di un unico binomio.
LLEONARDO procede pilt avanti allo studio delle radici cubiche
e dei loro prodotti, assumendo a fondamento della trattazione lo

sviluppo del cubo di un binomio che gia si trova in DioFaNTO
IV, 9, ma che probabilmente .LEONARDO non conobbe.

e del suo reciso

(%) Nota di M. T. ZAPELLONIL

(®) L’Algebra nella scuola matematica bolognese nel sec. XVI, in Per. d;
Mat. (V, 3) 1922, e I « Algebra », opera di RAFAEL BOMBELLI, in questa
collezione, n. 7, Bologna, Zanichelli, 1929.

(®) Sul commento di Leonardo Pisano al libro X di Euclide e sulla riso-
luzione delle equazioni cubiche. « Bollettino dell’ Unione Mat. It. » (Apr. 1930).

(*) Roma, 1857,
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Ma egli si arresta dinannzi alla somma di due radicali cubici

3. 8. 3_ 8_

V3+V5, V5—-V3,
dei guali dice « aliter dici non possunt pulchrius ». E qui finisce
senza osservare che il problema di sommare codesti due radicali
avrebbe condotto ad una equazione cubica.

Tuttavia della risoluzione cubica LEONARDO si era gia occupato,
come egli stesso racconta nell opuscolo Flos. Intorno al 1226, es-
sendosi egli incontrato con Federico II, I' astrologo dell’ imperatore,
Giovannl PANorMmiTA, gli aveva proposto di risolvere |’ equazione

x% 4+ 2x® + 10x = 20.

LEONARDO tentd allora di esprimere la radice per mezzo di uno
degli irrazionali euclidei classificati nel libro X; ma riusci a dimo-
strare che una soluzione di tale natura & impossibile (%).

Dovette quindi contentarsi di una soluzione approssimata che

calcold con metodo a nol sconosciuto, a meno di 61(‘)3-

Seguendo il BONCOMPAGNI, non pare che i Matematici dei
secoli XIV e XV siano proceduti oltre LEONARDO, ma nel secolo
XVI1 il libro X dell’Euclide veniva profondamente meditato dai
matematici, come si vede, per esempio, al I Libro dell’Algebra del
BoMBELLI, nel guale in particolare viene posto il problema di tra-

3
sformare un radicale cubico \/V;im in un binomio euclideo
Vv = u, problema che il BoMBELLI dimostra equivalere alla riso-
luzione di un’ equazione cubica.

Di qui appunto il BORTOLOTTI & stato indotto a pensare che
proprio attraverso questa via SCIPIONE DAL FERRO sia pervenuto
per la prima volta a risolvere ' equazione cubica generale. E il
VAccA spiega pil semplicemente I’ idea.

Si ponga

(1) Scritti di LEONARDO PISANO, 1I, pag. 228 e segg.
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elevando a cubo ed applicando le regole insegnate da LEONARDO
sl trova

¥=3V(a®— bx+ 2a
quindi 1’equazione priva di 2° termine

*=px+gq
ha per soluzione

3 3
x:\/a+VZ+Va—b,
dove si ponga
a=9 p=T_F.
2’ 4 27
che & la soluzione di ScipioNE DAL FErro.

Questa via sembra giustamente al VAccA pit semplice e na-
turale di quella esposta dal TARTAGLIA e da lui comunicata al
CARDANO che la pubblicd, com’& noto, nel 1545.

Per ulteriori notizie sulla risoluzione delle equazioni cubiche,
cfr., oltre i lavori citati, I'art. di D. GigLl nel Il volume delle

« Questioni », _

Questi pochi cenni bastino a richiamare | attenzione del lettore
sull’ importanza che 1l libro X degli Elementi ha avuto nello svi-
luppo dell’Algebra moderna.

La sua influenza non si limita agli inizi di questo sviluppo, perché
anche gli studi di RUFFINI e di ABEL per dimostrare I impossibilita
della risoluzione per radicali dell’ equazione di 5° grado prendono
le mosse dalla classificazione degli irrazionali euclidei: in luogo di
irrazionali formati con radicali di 2° grado sovrapposti, si tratta di
“radicali formati con la sovrapposizione di radicali di indice qua-
lunque; ad ogni modo .la forma tipica di questi irrazionali & una
estensione della forma euclidea, e gioca, com’& noto, nella dimo-
strazione del teorema fondamentale di RuFFiNI-ABEL. (Cfr. Intro-

duzione). o PR
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