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IN TR O D U ZIO N E

RICHIAMI E COMPLEMENTI

P rim a di proseguire lo studio dell’A lgebra oltre i limiti del programma 
svolto negli anni precedenti, gioverà riassum ere quelle nozioni già ac
quisite, che occorre aver ben presenti per comprendere in modo preciso 
e sicuro gli u lteriori sviluppi della materia. Non intendiamo, natural
mente, rifare tutto il cammino; e ci limiteremo a richiam are per sommi 
capi i  concetti e i risultati essenziali, tralasciando generalmente le di
mostrazioni e le dilucidazioni particolari, che ogni alunno potrà rivedere 
nel testo usato precedentem ente (*). Solo, in vista di future applicazioni, 
aggiungeremo qua e là qualche osservazione complementare, soprattutto 
sulle disequazioni e sui principi generali relativi alle equazioni.

Numeri relativi e notazione letterale
1. L ’Algebra, in confronto dell’Aritmetica, presenta, come si è rile

vato fin dalle prime considerazioni su di essa, due caratteristiche 
essenziali :

1) In  luogo dei num eri interi e fratti assoluti dell’Aritmetica, si 
considerano generalmente nell’Algebra i num eri interi e fratti relativi, 
cioè contrassegnati col -h o col — : num eri positivi o negativi, o, se si 
vuole, « da aggiungere » o « da togliere » (I1, nn. 1-2).

2) P e r  studiare le proprietà dei numeri relativi, e delle rispettive 
operazioni, in  generale, cioè indipendentem ente dai valori speciali, che 
ad essi, caso per caso, si intendono attribuiti, codesti num eri si deno
tano (ciascuno col suo segno) per mezzo di lettere, e i risultati delle 
operazioni da eseguirsi su di essi si indicano con formule od espressioni 
letterali od algebriche ( I l i , nn. 1-2).

A d ogni numero (intero o fratto), diverso da zero, corrispondono due 
num eri relativi, che si ottengono dal dato, prem ettendogli il segno -+■ 
oppure il segno — ; e, viceversa, ad ogni numero relativo corrisponde

(x) Cfr. U . A maldi- F .  E nriques, Algebra Elementare, v o l. I, ad u so  d e i Ginnasi 
superiori e del corso inferiore degli Istituti Tecnici, Bologna, Zanichelli.

I  Capitoli di questo Vol. I si citeranno nel seguito con I , .  I l , ,  I I I , ,  I V , , ecc.

A m aldi U .  - E nriques F . 1



9 INTRODUZIONE flntrod., 1-2]

un numero assoluto, che da esso si ottiene sopprimendo il segno e che 
si chiama il suo valore assoluto. I l  valore assoluto di un numero rela
tivo a si denota con | a \ .

È noto come spesso torni utile la rappresentazione geometrica dei 
numeri relativi per mezzo dei punti di una retta graduata. Scelti ad 
arbitrio su di una retta  un verso o senso positivo  e un punto 0 (origine) 
e adottata una unità di misura, si rappresenta ogni numero relativo a 
per mezzo del punto A, che ha da 0  la distanza \a \ e cade, rispetto 
ad 0, dalla parte positiva o negativa, secondo il segno di a.

-  7 -  6 -  5  -  4  - 3  - 2  -1  O 1 2 3 4 S 6 7 <

Ricordiamo che, davanti ai numeri positivi aritmeticamente dati, il
segno 4 -, per semplicità, non si scrive, ma «si sottintende »; così ad

2 2
es., invece di -h  3, p ,... si scrive 3, p ,...

2. Ai numeri relativi si estendono le operazioni fondamentali del- 
l’Aritm etica ; e, data la loro importanza, ne richiamiamo qui le regole, 
per quanto a questo punto esse debbano oramai essere possedute nel 
modo più preciso e sicuro :

1) L a  somma di due num eri relativi di ugual segno è quel numero, 
che ha  per valore assoluto la somma dei valori assoluti dei due addendi 
e lo stesso loro segno. L a  somma di due num eri relativi di segno con
trario è il numero , che ha per valore assoluto la differenza dei valori 
assoluti dei due addendi e il segno di quello di essi, che ha il valore 
assoluto maggiore.

2) L a  differenza di due num eri relativi è uguale alla  somma del 
minuendo e dell’opposto del sottraendo.

3) I l  prodotto di due num eri relativi è quel numero, che ha per  
valore assoluto il prodotto dei valori assoluti dei due fa ttori ed è posi
tivo o negativo, secondo che i due fa ttori hanno segni uguali o contrari.

4) I l  quoziente di due num eri relativi è quel numero, che ha come 
valore assoluto il quoziente del valore assoluto del dividendo per quello 
del divisore, ed è positivo o negativo, secondo che dividendo e divisore 
hanno segni uguali o contrari.

Poiché per sottrarre un numero relativo da un altro basta sommargli 
Y opposto, la sottrazione e V addizione, nel campo dei num eri relativi, 
costituiscono, in sostanza, una medesima operazione, che si chiama 
addizione algebrica.

T a poi rilevato che, anche por i num eri rela tiv i come già per quelli 
assoluti, la divisione per 0 è un’operazione priva di senso, cosicché nel
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calcolo letterale, m entre una le ttera può di solito rappresentare un 
numero relativo qualsiasi (e quindi anche nullo), si deve sempre escludere 
per una  lettera il valore 0, quando essa si voglia usare come divisore. 
E  così, ogni qual volta si sia condotti ad adottare come divisore una 
espressione letterale qualsiasi, bisogna escludere per le lettere, che vi 
compaiono, tu tti quei sistemi di valori, per cui 1’ espressione si annulla.

Con questa avvertenza si estendono senz’ altro alle frazioni aventi 
term ini letterali o frazioni algebriche tutte le regole di calcolo, che 
nell’A ritm etica valgono per le frazioni ordinarie.

8. 3j’ addizione e la moltiplicazione dei num eri relativi godono di 
tutte le proprietà form ali, che alle stesse operazioni spettano nel campo 
dei numeri assoluti. P e r  l’addizione valgono:

1) la proprietà commutativa

a  -+■b — b -+- a:

2) la proprietà associativa

(a -f- 6) -1— c =  a {b -f- c) ;

3) la proprietà additivo, dello zero

a +- 0 rr= a.
P er la moltiplicazione:

1) la proprietà commutativa

ab =  ba :
2) la proprietà associativa

{db)c =  a(bc) .

3) la proprietà distributiva rispetto a lla  somma,

(a b)c =  ac -h bc ;

4) la proprietà m oltiplicativa dello zero

a  • 0 =  0.

Yale, inoltre, la legge di annullam ento del prodotto: affinchè un 
prodotto sia nullo è necessario e sufficiente che sia nullo uno, almeno, 
dei fattori.

Le varie uguaglianze, che abbiamo dianzi scritto per esprim ere le 
proprietà formali della addizione e della moltiplicazione, sono altrettante 
iden tità , cioè sono uguaglianze, che si mantengono vere, comunque si 
scelgano i valori da attribuire alle singole lettere, che vi compaiono.

D a queste identità fondam entali discendono, direttam ente o ind ire t
tamente, anche tutte quelle altre identità, che, insieme con esse, costi
tuiscono le regole del calcolo letterale.
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4, F ra  queste regole sono particolarm ente im portanti quelle relative 
al calcolo delle potenze.

Com’è ben noto, dato un numero relativo a (base) e un numero intero 
positivo (od assoluto) n  (esponente), si dice potenza n ma di a e si designa 
con an il prodotto di n  fattori uguali ad a. cioè si pone

1 2 8 n

cosicché ogni potenza ad esponente pari di un qualsiasi numero relativo 
(sia esso positivo o negativo) risulta  positiva; mentre ogni p o te n za a d  
esponente dispaia è positiva o negativa, secondo che tale è la base.

Orbene, le regole or ora accennate sono espresso dalle identità, la 
cui dimostrazione è pressoché immediata :

(T)
(11)

ini)

(ab)n ■— anbn\
Ia \n  an t
1 b) ~~ ir*' 

aman — am+u;
(IY) (am)n =  amn ;

m
am 
an am~ n.

In  queste identità a e b denotano due numeri relativ i quali si vo
gliono, m entre m  ed n  indicano due interi positivi (od assoluti) pur 
essi arb itra ri; solo nell’ultima di esse deve essere m ^> n.

Ma fin dagli elementi del calcolo letterale si è visto che è possibile 
dare un senso alla (Y) anche per (cioè per m  minore od uguale
ad n), purché si estenda opportunam ente il concetto di potenza.

Precisamente, si dà un senso alla (Y) per m  =  n, facendo la conven
zione di attribuire al segno a 0 (cui la prim itiva definizione di potenza 
non dà alcun significato) il valore 1, cioè ponendo, qualunque sia il nu
mero relativo a  (diverso da zero),

a 0 — 1.

Similmente alla (Y) si dà un senso anche per m  <  w, convenendo 
che il simbolo a~ ~ q u a n d o  p  sia un qualsiasi numero intero positivo 
(ed a un qualsiasi numero relativo diverso da zero), significhi il reci
proco di aP, cioè ponendo

Introdotte così, accanto alle potenze ad esponente intero positivo, 
anche quelle ad esponente nullo o intero negativo, si riconosce agevol
mente che per tutte queste potenze si mantengono valide, senza alcuna 
eccezione, le identità (I)-(Y).
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5. Prim a di procedere oltre in questo rapido riassunto aggiungiamo 
alcune ovvie proprietà delle disuguaglianze fra  num eri rela tivi, che nel 
seguito dovremo, in varie occasioni, richiamare.

È ben noto che di due num eri relativ i disuguali a e b il primo è 
maggiore o minore del secondo, secondo che la differenza a  — b risulta 
positiva o negativa; cioè si ha

a  >  b o a<^b,
secondo che è

a  — b >  0 o a  —b <  0.

Tenendo conto di questo criterio, si giustificano imm ediatamente le 
seguenti osservazioni :

A) Da a^> b consegue — a  <  — b.
In fa tti se la differenza a  — b è positiva, la differenza — a  — (— 6) =  

=  — a - h b  =  b — a, come sua opposta, risu lta negativa.
Quando si applica la precedente proprietà si dice che « si cambia 

senso alla disuguaglianza ».
B) Da a^> b consegue, qualunque sia  il numero relativo  c,

a  +  c > 6 + c .

In  parole: Se ad ambo i membri di una  disuguaglianza si aggiunge 
uno stesso numero relativo , si ottiene una  disuguaglianza nello stesso 
senso.

In fa tti
a - h e  — (6 +  c) =  a  c — b — c — a  — 6 >  0.

C) Da a  > 6 ,  c >> d consegue

a  h c >  b -h d,

cioè: Sommando membro a membro due disuguaglianze di ugual senso 
si ottiene ancora una  disuguaglianza nel medesimo senso.

Infatti

a -h  c — (b -h d) =  a  -f- c — b — d — (a — b) -f- (c — d) >  0.

H aturalm ente il teorema vale anche se le disuguaglianze sono più 
di due.

D) Da a^> b consegue ac^>bc se c è positivo, ac< lbc se c è 
negativo.

Cioè : Moltiplicando ambo i membri di una  disuguaglianza per uno 
stesso numero, si ottiene una  disuguaglianza nello stesso senso o nel 
senso opposto, secondo che codesto numero è positivo o negativo.

Infatti, essendo a  — b^> 0, la differenza ac — b c ~  (a — b)c è positiva 
o negativa secondo che tale è c.
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E) Le proprietà sinora rilevate sono generali, cioè valgono per 
numeri indifferentemente positivi o negativi. IN'el campo dei numeri 
positivi vale quest’altra: Se a, b, c, cl sono num eri positivi, eia a  >  b, 
c '>  cl consegue ac >  bel.

Cioè : Moltiplicando membro a membro due (o più) disuguaglianze di 
ugual senso fra  numeri positivi, si ottiene ancora una  disuguaglianza  
nel medesimo senso.

Infatti moltiplicando ambo i membri della disuguaglianza a ^>b per 
c 0 e quelli della c '̂ > d per b >  0, si ottiene

ac >  bc, bc >* bel,
onde risulta appunto

ac >̂ bel.

Si tenga presente che la validità del precedente teorema dipende in 
modo essenziale dalla condizione che i numeri, di cui si tratta, siano 
tutti positivi. Se a, b, c, d non sono tu tti positivi, può verificarsi, pur 
essendo a >  b, c^> cl, uno qualsiasi dei tre casi

ac >» bel, ac =  bd, ac << bd.
Ad es., si ha:

- 2 > - 3 , 5 >  I e (— 2) 5 >  (— 3) 4;
— 2 >  — 8, 6 > 4 e (— 2) 6 =  (— 3) 4 ;
— 2 >  — 3, — 4 >  — 5 e (— 2)(— 4) <  (— 3)(— 5).

F) Dal precedente teorema discende il seguente corollario, parti
colarmente importante: Se a e b sono entrambi positivi, secondo che è

a^> b  o a= ^b o a <^b, 

si ha, per qualsiasi intero positivo n, rispettivamente 

a ìl >  bn o an —  h>l o a n < 6 u;

e, viceversa, secondo che è
an ^>bn o an =  bn o a n <  bn, 

si ha rispettivamente
a^> b o a =  b o a< ^b.

La prim a parte è una imm ediata conseguenza della proprietà E) e 
della analoga proprietà delle uguaglianze ; la  seconda parte si dim ostra 
subito per esclusione. Se ad esempio, si suppone an^>bn, non può essere 
nè a =  b, nè a <^b, perchè, in forza della prim a parte, ne risulterebbe 
rispettivam ente an — bn o an <^bn.

Gr) Se m  ed n  sono due in teri positivi ed a è un  qualsiasi numero 
positivo diverso da  1, da m  >  n  consegua am an o am <  ̂a n, secondo 
che è a > l  o 1.
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Infatti, essendo m  — n>>0, da a^>  1 consegue, per il teor. prec., 
a Y>i~ n ^> 1 e quindi, moltiplicando ambo i num eri per an ^>0, am ^>an. 
Similmente nel caso a  1.

H) Se a , b hanno lo stesso segno, da a^> b consegue

Infatti si ha
1 1 __ b — a
a b ab

e questa frazione algebrica, in quanto il numeratore b — a  è per ipotesi 
negativo, mentre il denominatore, come prodotto di due fattori di ugual 
segno, è positivo, è certamente negativa.

Monomi, polinomi, frazioni algebriche
6. U na espressione letterale si dice in tera , rispetto alle lettere che 

vi compaiono, se le operazioni, che vi sono indicate sono soltanto addi
zioni algebriche e moltiplicazioni. Si dice, invece, fra tta  se fra lo ope
razioni, che vi sono indicate, vi è anche qualche divisione, il cui d ivi
sore sia letterale.

F ra  le espressioni intere si è chiamato monomio ogni prodotto di 
fattori quali si vogliano (cioè numerici o letterali, uguali o disuguali). 
Ogni monomio si può scrivere (sotto form a ridotta) come prodotto di 
un fattore numerico o coefficiente (che può ridursi ad 1 o a — 1) e di un 
certo numero di potenze ad esponente intero positivo di lettere diverse 
(parte letterade). P e r es. nel monomio — Sa2bc3 il coefficiente è — 3, la- 
parte letterale è a2bcò.

Grado di un monomio rispetto ad una  sua lettera è l’esponente 
(intero positivo), con cui questa lettera v i compare (quando esso sia 
scritto in forma ridotta): grado totale o, semplicemente, grado del mo
nomio è la somma dei suoi gradi rispetto alle varie lettere in esso con
tenute. Così il monomio or ora scritto è di grado 2 (o 2°) rispetto ad a, 
di grado 1 (o 1°) rispetto a 6, di grado 3 (o 3°) rispetto a c; ed è di 
grado totale 2 -+-1 -h  3 =  6 (o 6°).

Talvolta, in  accordo con la definizione di potenza ad esponente nullo 
(n. 4), torna comodo dire che un monomio è di grado nullo  (o sero) 
rispetto ad una qualsiasi lettera, che non vi sia contenuta.

Così pure si estende talvolta il nome di « monomio » ai prodotti, in 
cui compaiono come fattori anche potenze ad esponente negativo, come 
ad es.

3atb-*c-ld*.
Tenendo conto del significato degli esponenti negativi (n. 4), si vede
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subito che i prodotti di questo genere non sono altro che frazioni alge
briche (a term ini monomiali). Così

3a2b~3c ~ W 3 a2d* 
b3c ‘

Perciò questi monomi in senso esteso si possono dire monomi fra tti, 
chiamando interi quelli, che contengono soltanto potenze ad esponente 
positivo. Ma noi nel seguito, quando parleremo di « monomi », senza 
nulla avvertire in contrario, intenderemo di riferirci a quelli interi.

7. Due monomi si dicono sim ili, se contengono le medesime lettere, 
ciascuna al medesimo esponente, cioè se hanno la medesima parte let
terale (e, quindi, differiscono, al più, per il coefficiente) : tali sono, ad

es., — 3a3b2 e 4a3ò2 oppure a2b3 e — ?  a 9ò3.o

8. De operazioni sui monomi, come, in genere, su ogni specie di 
espressioni letterali, non si possono che indicare. Ma per lo più le 
espressioni, cui si è così condotti, si possono semplificare.

Così, quando in una somma algebrica di monomi compaiono monomi 
simili, questi si riducono; cioè alla somma parziale di questi monomi, 
simili fra  loro, si sostituisce il monomio simile ad essi, che ha come 
coefficiente la somma algebrica dei loro coefficienti. Così, ad es.,

a 2b3 -  3a3&s — § a 263 -4- 4a3ò2 =  5 a3b3 -t- a3bKü O

Il prodotto di due (o più) monomi si scrive senz’altro, sotto forma 
ridotta, prendendo come coefficiente il prodotto dei coefficienti dei 
monomi fattori e come parte letterale il prodotto delle lettere, che in 
essi compaiono, elevata ciascuna alla somma degli esponenti, che essa 
ha nei singoli fattori. P e r esempio :

( Ì a36c!) ( - 5 a6s) = - ® a W -
Perciò il grado del monomio prodotto, rispetto ad ogni sua lettera, 

è uguale alla somma dei gradi dei diversi monomi fattori rispetto a 
quella lettera. Similmente il grado (totale) del prodotto è uguale alla 
somma dei gradi dei fattori.

9. Quando si vuol dividere un monomio per un altro, bisogna esclu
dere il valore 0 per ciascuna delle lettere, che compaiono nel monomio 
divisore.

I l  quoziente di due monomi non è, in generale, un monomio, bensì 
una frazione algebrica. Affinchè si riduca ad un monomio o, come si
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suol dire, il primo monomio sia divisibile p e r i i  secondo, occorre e basta 
che il monomio dividendo contenga tutte le lettere del divisore, elevate 
ciascuna ad un esponente, che non sia minore di quello che essa ha 
nel divisore. E, sotto questa ipotesi, il monomio quoziente ha come 
coefficiente il quoziente dei coefficienti dei due monomi dati; e la sua 
parte letterale si ottiene da quella del monomio dividendo, sottraendovi 
dall’ esponente di ciascuna sua lettera 1’ esponente, che essa ha nel divi
sore. Così, ad esempio,

— 3 a4b2c3 
5 a2b ~ a2bc3. 5

In  ogni altro caso, purché i due monomi dati abbiano qualche lettera 
comune, è facile scrivere un monomio, per cui essi risultino entrambi 
divisibili : basta prendere nei due monomi dati tutte (e sole) le lettere 
comuni, elevata ciascuna al minore dei due esponenti, con cui essa coni- 
pare nei due monomi. I l  coefficiente si può prendere a piacere : se i 
coefficienti dei due monomi sono entram bi interi, converrà assumerlo 
uguale al loro massimo comun divisore. U n tale monomio (determinato 
a meno del coefficiente) è quello di massimo grado rispetto a ciascuna 
sua lettera, per il quale i due monomi dati risultino entram bi divisibili, 
e perciò si chiama il loro massimo comun divisore (M. C. D.). P e r  es. 
il M. C. D. di 4tabb2c3d e — 3a 3ò2c7e3 è a3b2c3 (od ogni altro monomio 
simile a questo).

La frazione algebrica, che ha per term ini due dati monomi, si sem
plifica, dividendo num eratore e denominatore per il loro M. C. D. Così

4abb'C3d   4a 2d
— 3a3b2c1e3~ — 3cie3'

10. P er sommare più frazioni algebriche, i cui term ini siano tu tti 
monomi, bisogna ridurle alkTstesso denominatore, e come tale si può 
prendere il prodotto dei loro denominatori. Ma si rende più semplice 
il risultato, prendendo come denom inatore comune il minimo comune 
m ultiplo  (m. c. m.) dei denom inatori delle date frazioni, cioè quel mo
nomio (determinato a meno del coefficiente), che sia divisibile per tutti 
codesti denominatori e risu lti di grado minimo  rispetto a ciascuna le t
tera. Esso si ottiene prendendo come sua parte letterale il prodotto di 
tutte le lettere comuni e non comuni a i vari denominatori, elevata eia- 
scuna al maggiore degli esponenti, con cui essa v i compare. I l  coeffi
ciente si potrà prendere ad arbitrio ; e se i coefficienti dei monomi dati 
sono|interi, converrà assumerlo uguale al minimo comune multiplo di 
codesti coefficienti. Così, il m. c. m. di 3a4bc2 e 2ab3 è fìa463c2 ; e si ha ad es-

1 1 _  2b2 — 3a3c2
3a4bc2 ~  2ab3 ~~ 6a4b3c2 '
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11. É noto che si chiama polinomio ogni somma eli due o più mo
nomi, non tutti simili fra loro (termini). I  polinomi si scrivono di regola 
sotto forma r id o tta ; cioè prim a se ne scrivono in forma ridotta tu tti i 
termini e poi si riducono gli eventuali term ini simili. Se dopo ciò il 
polinomio comprende due o tre o quattro term ini ecc., esso si chiama 
rispettivamente, binomio, trinomio , quadrinomio , ecc.

Di un polinomio, scritto in forma ridotta, si dice « grado rispetto 
ad una delle sue lettere », il massimo dei gradi dei suoi term ini rispetto 
a codesta lettera. E, analogamente, si dice « grado totale » o, semplice- 
monte, « grado » del polinomio il massimo dei gradi totali dei suoi te r
mini. Cosi, ad es., il polinomio

a 2 — 4ab3 3a2b -1 - 56 - t-1

è di 2° grado rispetto ad a , di 3° rispetto a b ; ed è di grado (totale) 4.
U n polinomio, di cui tu tti i term ini siano di ugual grado, si dice 

omogeneo ; per es., il trinomio

a 2 -f 3ab — 562

è omogeneo (di 2° grado).

12. L a somma di due (o più) polinomi è data dal polinomio, che ha 
per term ini tutti i term ini dei polinomi addendi; e il prodotto di due 
polinomi è dato dalla somma dei prodotti parziali, che si ottengono mol
tiplicando successivamente ciascun term ine del primo polinomio per 
ciascun termine del secondo. N ell’ uno e nell’ altro caso la sola sempli
ficazione possibile è quella proveniente dalla riduzione degli eventuali 
term ini simili.

I l  quoziente di due polinomi non si può, in generale, che indicare 
con la frazione algebrica, che ha per term ini i due polinomi (escludendo 
per le lettere, che compaiono nel divisore, quei valori, per cui esso si 
annulla). Ma in ogni caso conviene cercare se questa frazione algebrica 
si possa semplificare. U na facile semplificazione si ha, quando tu tti i 
term ini del numeratore e del denominatore risultino divisibili per uno 
stesso monomio (o polinomio).

P er le frazioni algebriche a term ini polinomiali valgono le solite 
regole di calcolo. Così esse non cambiano valore, se si moltiplicano i 
due term ini per uno stesso monomio o polinomio (purché per le lettere 
che compaiono in questo moltiplicatore si escludano quei valori per cui 
esso si annulla). Profittando di questa proprietà, si possono ridu rre  due 
(o più) frazioni algebriche allo stesso denominatore, e, quindi, sommarle 
algebi’icamente.
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18. Bisogna tener presenti le seguenti identità, che, come si è v i s t o  

negli elementi, si ottengono, come im m ediata applicazione della regola 
per la moltiplicazione dei polinomì:

(a -f- b)2 =  a 2 -f 2ab +  b2, (a — b)2 ^ a 2 — 2ab b2,
(a +  ò)(a -  b) a 1 — b2.

Ed è utile ricordare anche queste altre:

(a 4~ b c)2 — a1 b2 -\~c2 t 2ab + 2ac -f- 2bc,
(a ò)3 == a 3 -i- 3a26 +  3a&2 ò3,
(a — 6)3 — a 3 — 3a 2b -h Scib2 — 63.

Polinomì ordinati secondo le potenze di una indeterminata
14. U n polinomio di grado n  in una indeterm inata ac, quando si scriva 

in forma ridotta e si ordinino i suoi term ini secondo le potenze decre
scenti della indeterm inata, assume l’aspetto

a Qx n -t- a ix n—i -h a2x n~ 2 +  ... -t- a n- Lx  a n — 0 ,

dove c&0, a iy a 2, ..., a n— t , denotano n -\-  1 num eri dati o i h - 1  espres
sioni letterali date, le quali non debbono contenere la x, ma rispetto 
alle lettere, che vi figurano, possono essere di natura qualsiasi (mono- 
m iali o polinomiali, in tere o fratte).

Spesso torna utile denotare un tale polinomio con una lettera A  o B. 
eoe.; e quando si vuol m ettere in evidenza la indeterm inata, da cui 
esso dipende, si scrive A(x) o B (x ), ecc. Se poi in  un polinomio A(x) 
si vuole attribuire alla x  un certo valore c, il valore corrispondente
mente assunto l a  A(x) si denota con A(c).

15. JNblla teoria dei polinomì in  una indeterm inata è fondamentale 
il cosiddetto principio di identità  (per la dimostrazione cfr. Y  {, nn. 4-6) :

Due polinom ì in  una  stessa indeterm inata x, i  quali assumano valori 
uguali per qualsiasi valore attribuito alla  x, sono necessariamente dello 
stesso grado e hanno ordinatamente uguali i  coefficienti dei term ini di 
ugual grado nella x.

In  altre parole, se A  e B  sono due polinomì in una stessa indeter
minata, P identità A — B  implica necessariam ente che 4  e £  si riducano 
allo stesso polinomio.

16. P e r ricordare come si dispongano e si eseguiscano le operazioni 
fondamentali sui polinomì ordinati in una stessa indeterm inata, giova 
tener presente l’analogia fra la scrittura di codesti polinomì e quella 
dei num eri in teri (assoluti) nel consueto sistema di numerazione deci-
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male. Tutti ben sappiamo che, ad es., con la scrittura 7285 si indica la 
somma

7 • IO3 4- 2 • IO2 4- 3 • 10 4- 5.

Si può, dunque, dire che ogni numero intero viene così rappresen
tato come il valore, che un certo polinomio, ordinato secondo le potenze 
decrescenti di una indeterm inata œ (e a coefficienti interi compresi tra  0 
e 9), assume, quando alla x  si attribuisce il valore 10.

Orbene, le operazioni sui polinomi ordinati si dispongono e si ese
guiscono in  modo perfettam ente analogo a quello, che tu tti abbiamo 
imparato, fin dall’A ritm etica ieratica, per le operazioni sui num eri interi.

P er il caso della addizione e della moltiplicazione basterà qui indi
care due esempi:

1) Addizione :
3&4 — 2x3 -f- x 2 -h ox — 6 

àx3 -  7x2 — x  -+- 9

3x* 4- 2x3 — 6x2 ~h éx  -f- 3
2) Moltiplicazione :

2x3 — 5x2 -4- 3
Sx2 — x  -f  2

6#5 — 15ap4 -t 9x2 
— 2x4 4- ox3 — 3x

4as3 — 19xl 4- 6

6#5 — 17x* -i- 9x3 — x 2 — 3x 4- 6

Conviene ricordare che nel prodotto di due polinomi si hanno sempre 
due term ini, che non possono mai ridursi coi rim anenti, cioè il prodotto 
dei due term ini di grado massimo dei due fattori e quello dei due te r
mini di grado minimo. Perciò, in particolare, il grado del prodotto è 
sempre uguale alla somma dei gradi dei fattori.

Sono notevoli le seguenti identità, che si giustificano eseguendo le 
moltiplicazioni indicate nei primi membri :

(xn~~i 4- axn~ 2 4- a2x n~~3 4- ... 4- an“ 2 x 4- -• a) — x " — an,
(x2n~ i — ax2il~ 2 4-- a2x 2n~3 — ... 4- a2n~ 2x — a2n~ ^(x i- a) =  x 2>l — a2rl, 

(x2fi — ax2n~L 4- a2x 2n~ 2 — ... — a2'1—lx f - a2n)(x 4- a) — x2n+1 4- a2,l+ i .

17. È opportuno ferm arsi un po’ più a lungo sulla divisione.
La frazione algebrica —, che indica il quoziente di due polinomi

in una stessa indeterm inata x  (con la esclusione di quei valori della x, 
per cui B  si annulla), si può, in generale, semplificare.
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ISTel caso di due num eri in teri assoluti a  e 6, è notorio che il quo
ziente può essere in casi speciali un numero intero (a divisibile per ò). 
In  ogni altro caso si ha

in forma intera, a — bq -hr,

dove q ed r  sono certi due ben determ inati num eri interi assoluti, di 
cui il secondo è minore di b (<q « quoziente intero di a per b » ed r  
« resto della divisione di a  per b »).

Analogamente, nel caso di due polinomi A (x), B(x)1 di cui il primo 
abbia un grado n  maggiore od uguale al grado m  di B, la frazione

algebrica — si può, in casi speciali, r idu rre  ad un certo nuovo poiino- B
mio Q di grado n — m  in x  (quoziente di A  per B) ; e in tal caso A 
si dice divisibile per B. In  ogni altro caso si possono determ inare din* 
certi polimonî Q ed 7?, tali che il primo sia di grado n  — m, il secondo 
di grado minore del grado m  di B , e sussista la identità

o, in forma intera,
( i )

A B
b — q  +  b .

A  — B Q a -B .

I l  polinomio Q si chiama quoziente intero  (e, talvolta, se non vi è 
pericolo di equivoco, semplicemente quoziente) di A  per B , m entre R  
si chiama resto ; e P operazione, con cui si trovano i due polinomi Q ed 
R , si designa col nome di « divisione dei polinomi in una stessa inde
term inata ».

Tenuto conto dell'uso, che se ne dovrà fare in avvenire, richia
miamo qui la corrispondente regola:

D ati due polinom i A , B  in u na  stessa indeterm inata , di cui il primo  
sia di grado non minore del secondo, si divide A per B  con le opera
zioni seguenti:

1°) S i ordinano entrambi i polinom i secondo le potenze decrescenti 
della indeterminata.

2°) S i divide il prim o termine di A  per il primo termine di B  e 
si sottrae da A il prodotto di B  per il « quoziente parziale  » così otte
nuto. L a  differenza è il  « primo resto parzia le  ».

8°) S i divide il prim o termine d i questo resto parziale per il 
primo termine d i B  e si sottrae dal prim o resto parzia le il  prodotto 
di B  per questo « secondo quoziente parziale  » e si ottiene il « secondo 
resto parziale  ».

4°) S i ripete il procedimento fino a quando si perviene ad una  
divisione esatta oppure ad un  resto parzia le di grado minore del d i
visore.
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Nel prim o caso A  è divisibile per B  ed il quoziente è la somma Q 
dei quozienti parzia li successivamente o tte n u tita lc h é  si ha

A =  BQ.

Nel secondo caso i  polinom i A  e B  sono legati a lla  somma Q dei 
quozien ti parzia li (quoziente intero) e alV ultimo resto parziale B  (resto 
della divisione) dalla identità

(1) A =  BQ -f- B ,

dove (giova ripeterlo) il resto B  è di grado minore del divisore B  
Se, ad es., si prende

A  =  6a?° -f x 4 — 6a?3 -f- 3x2 — 1, B  — 3x3 — x 2 -t- 2x  — 1, 
si trova:

6o?5 +- x x — 6x3 -f- 3x2 — 1 3^:ì _  x 2 -h 2x  — 1
— 6#5 2x4 — 4x3 -h 2x2 ---------------------------
--------------------------------------- — -------  2x2 -h x  — 3

3x4 — 10x3 -f- 5x2 — 1
— 3x* H- x 3 — 2x2 +  x

— 9æ3 3x2 •+- x  — 1
9ac3 — 3x2 + 6,t — 3

7x — 4

cioè
Q =  2 x 2 -k- x  — 3, B  =  7x — 4.

Im porta tener presente che la identità 

(1) A =  BQ -+ B,

sotto la condizione che B  sia di grado minore di B , caratterizza  il 
quoziente Q e il resto B  della divisione di A  per B \ cioè, se, da ti due 
polinomi A e B  in  una  stessa indeterminata, di cui il  secondo sia  di 
grado minore del primo, si trovano in  un  modo qualsiasi (senza ricor
rere alla divisione di A  per B) due polinomi Q ed B, soddisfacenti a lla  
iden tità  (1) ed B  è d i grado minore di B, questi due polinom i Q ed B  
sono rispettivamente il quoziente ed il  resto della divisione di A  per B.

18* U na frazione algebrica ~ , i cui term ini siano polinomi in  una
stessa indeterm inata, si dice propria  od im propria , secondo che il 
grado n  del num eratore A  è minore o no del grado m  del denomina
tore B. Si è visto or ora che una frazione im propria {n >  m) si può 
sempre decomporre nella somma di un polinomio Q di grado n  — m  e
v , . . Bdi una trazione propria —,B
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Supponiamo ora che una frazione — sia già propria, cioè sia n< ^m .l i
U na tale frazione non si può semplificare, o, come si suol dire, è -irri
ducibile, se i due polinomi A  e B  non hanno alcun divisore comune, il 
che si esprime dicendo che essi sono p rim i fra loro.

Se invece A  e B  hanno qualche divisore comune, fra i polinomi, 
che li dividono esattam ente entrambi, ne esiste sempre uno (determi
nato a meno di un moltiplicatore numerico), che è di grado massimo. 
È  il cosiddetto massimo comun divisore (M. C. D.) di A  e B.

Esso si trova con un procedimento di successive divisioni, perfetta
mente analogo a quello, con cui in A ritm etica si calcola il massimo 
comun divisore di due num eri in teri (assoluti) ; supposto, come si è 
detto, che il grado n  di A  sia minore del grado m  di B , si divide B  
per A; se B  non è divisibile per A  ed è R { il resto, si divide A  per B { : 
se neppur questa volta la divisione risu lta  esatta ed è R 2 il nuovo resto, 
si divide B i per B 2, e così si continua. I l  procedimento ha certamente 
termine, perchè B i è, al massimo, di grado n  — 1, B 2 è, al massimo, 
di grado n  — 2, e così via. Ma possono darsi due casi: o si finisce col 
trovare un resto di grado 0, cioè un numero, e allora i due polinomi 
sono prim i fra  loro (cioè priv i di divisori comuni); oppure dopo un 
certo numero di divisioni si trova un ultimo resto di grado > 1 ,  il 
quale divide esattam ente il resto precedente; e allora quell’ultimo resto 
è il M. C. D. di A  e B.

Indicatolo con ilf, si avrà

A =  A iM J B ^ B ^

dove A t , B t sono due polinomi prim i fra loro, e risulterà

A _ A lM _ A i 
B  ~~ B iM ~~ B { ’

cioè la frazione algebrica sarà resa irriducibile.

19. In  varie  questioni, soprattutto relative alle equazioni, si è con
dotti a dividere un  polinomio A(x) per un binomio di 1° grado della 
forma x  — c, dove c denota un numero dato. Se n  è il grado di A(x), 
il quoziente Q sarà di grado n  — 1, m entre il resto dovrà risu ltare di 
grado zero, cioè ridu rsi ad un numero r, che sarà nullo se A è d ivisi
bile per x  — c. In  ogni caso sussisterà l’identità caratteristica (n. 17)

(!') A(x) =  (x — c) Q(x) -f- r.

A ttribuendo in essa ad x  il valoro c si deduce

A(c) =  r,
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cioè il  resto della divisione di un  polinomio per x  — c è il  valore, che 
il polinomio assume, quando ad x  si attribuisce il valore c.

E di qui risu lta  che affinchè un polinomio in  x  sia divisibile per 
x  — c. è necessario e sufficiente che esso assuma il valore sero, quando 
vi si attribuisce ad x  il valore c.

20. Il quoziente intero di nn polinomio A(x) per un binomio x  — c 
si può trovare applicando la regola generale del n. 17; ma si può calco
lare pili rapidam ente con la cosiddetta regola del R uffini :

Quando un  polinomio, ordinato secondo le potenze decrescenti di una  
indeterminata, x, si divide per un binomio x  — c, il quoziente, ordinato 
aneli’esso nel medesimo modo, ha lo stesso primo coefficiente del d iv i- 
derido, e ciascuno degli a ltri suoi coefficienti si ottiene, moltiplicando  
quello immediatamente precedente per c e aggiungendo il coefficiente di 
ugual posto del dividendo. I l  termine noto si ottiene quando si arriva  
ad u tili zzare il penultimo coefficiente del dividendo; e se si applica an 
cora una  volta la stessa regola, si ottiene il resto della divisione.

Dimostriamo questa regola, e, per non complicare inutilm ente i cal
coli, supponiamo A  di 3° grado:

A(x) =  a 0x 3 -f- a ±x 2 +  a2x  -+-a3.

Il quoziente sarà un certo polinomio di 2° grado

Q(x) — q0x 2 +  qiX +  q2 ;

e poiché l’ identità (1'), sotto la condizione che r  sia un numero, carat
terizza il quoziente intero ed il resto (n. 17), si tra tta  di determ inare i 
coefficienti q0, ql , q 2 di Q e il numero r, in modo che sussista l’iden
tità (1'), cioè, più precisamente, in modo che, quando tenendo conto 
dell’ espressione di Ç, si eseguiscano i calcoli indicati a secondo mem
bro, e nel risultato si riducano i term ini simili, si pervenga ad un 
polinomio di 3° grado, i cui coefficienti siano ordinatam ente uguali a 
quelli dei term ini di ugual grado di A(x) (n. 15). Eseguiamo dunque 
anzitutto il prodotto di Q(x) per x  — c:

q0x 2 4 -  qLx  +  q2 
x  — c

q0x 3 -h  q{x 2 q2x
— qQcx2 — q^cx — q2c

qQx 3 4- tei -  q0c)x2 4 - (q2 — q ^ x  — q2c 

Abbiamo, dunque,

(x — c)Q(x) 4- r  =  qQx 3 4- (gd — qQc)x2 4 - (q2 — qtc)x +  q2c ;
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ed uguagliando i coefficienti di questo polinomio ordinatam ente a quelli 
dei term ini di ugual grado di A (x), perveniam o alle uguaglianze

ossia

q0 — «o,
0 i~  Ooc — a i ?
0.2 — 0ic =  a2 ?
r  — q2c =  ^3 ?

Ì 0o =  a<n 
ql =  q0c -t-a l ,

02 ~  0lc ■+“ a 2 >
r  =  q2c -+- a 3 ;e queste ultime uguaglianze danno appunto la regola dianzi enunciata.

Se, per es., si vuol dividere 2sc4 — Sxs — 15cc — 6 per x  — 3, 1’ ope
razione si dispone nel modo seguente:

2 — 3 0 — 15 — 6
6 9 27 36

2 3 9 12 30

I l  quoziente è dunque 2x3 -f- 3#2 +  9x  12 e il resto 30. 
Eseguendo con la regola del R uffin i le divisioni

x n — an x 2n — a 2n x 2n+i +  a 2n~hi
x  — a  ’ x - \ - a  ? x  -+- a

si ritrovano le identità del n. 16.

21* Anche i polinomi in  due indeterm inate x, y  si scrivono, di re
gola, ordinati in modo opportuno: dato un tale polinomio, si comincia 
col distinguere in  esso le varie  parti omogenee (n. 11), cioè si decom
pone il polinomio nella somma dei v ari gruppi di term ini di ugual 
grado (totale) rispetto ad x  e y  ; questi polinomi parziali si considerano 
l’uno dopo l’altro nell’ordine, per es., decrescente dei loro grad i: e, 
infine, in ciascuno di essi i term ini si ordinano secondo le potenze 
decrescenti di una delle indeterm inate, per es. della x  (onde, in quanto 
la somma degli esponenti delle due indeterm inate è in ognuno di essi 
costante, i term ini di ogni polinomio parziale risultano ordinati secondo 
le potenze crescenti della y). Così un polinomio di 2° grado in x, y  si 
scriverà

a x 2 h bxy -+- cy2 -f- h x  -+ ley l.

A maldi U . - E nriques F . 2
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Equazioni
22. Già nel caso dei problemi di 1° grado si è visto che, quando si 

applica l ’A lgebra alla risoluzione di un problema, per es. ad una sola 
incognita x, si è condotti a tradurlo in una equazione

(2) A(x) =  B(x  1,

dove A(x) e B(x), prim o  e secondo membro, denotano certe due espres
sioni contenenti l ’incognita. Se i dati del problema non sono assegnati 
numericamente, compaiono nei due membri dell’equazione anche le 
lettere, con cui si è convenuto di indicare codesti dati.

In  ogni caso importa aver ben chiara la differenza essenziale, che 
intercede fra  un ’ equazione (2) e le identità fra  espressioni letterali, di 
cui abbiamo avuto occasione di richiam are numerosi esempi nei nn. prec. 
(esempio tipico la identità caratteristica (1), che lega dividendo, d iv i
sore, quoziente e resto di una qualsiasi divisione di polinomi in una 
stessa indeterm inata). Ogni identità è, per definizione, u n ’uguaglianza 
che vale comunque si fissino i  valori delle lettere che v i compaiono (con 
1’ avvertenza di escludere, quando intervenga qualche frazione algebrica, 
quei valori, per i quali eventualm ente si annulli il denom inatore e 
quindi la frazione risu lti p riva di senso).

Invece un ’ equazione (2), una volta fissati, come si suppone, i valori 
dei dati le tterali del problema, non è verificata da qualsiasi valore 
dell’incognita, bensì soltanto da valori particolari’, che sono appunto 
quelli richiesti dal corrispondente problema. Insomma ogni equazione 
è una uguaglianza di condizione, che si impone alla incognita, allo scopo 
di determ inarne il valore.

È noto che si dice soluzione o anche radice di un ’equazione ogni 
valore (numerico o letterale) dell’incognita, che faccia assumere lo stesso 
valore ai due membri dell’equazione. E risolvere un ’equazione vuol 
dire trovarne tutte le soluzioni.

Se A(x), B(x) sono, rispetto alla incognita x , due polinomi, l’equa
zione (2) si dice intera . Si dice invece fra tta , se fra i term ini di A(x) 
e B(x) (term ini dell’ equazione) compare qualche frazione algebrica, con
tenente F incognita al denominatore.

In  quest’ ultimo caso si presentano come eccezionali quei valori del- 
F incognita, pei* i quali si annulla il denominatore di qualche term ine 
fratto dell’equazione. Ciascuno di essi, .sostituito al posto della incognita, 
rende privo di senso almeno un term ine dell’equazione, e perciò, in 
accordo con le convenzioni del calcolo letterale, non può d irsi soluzione 
dell’ equazione.

Giova, infine, ricordare che talvolta si incontrano equazioni che non
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ammettono nessuna soluzione, e che perciò si elicono impossibili od as
surde : tale è, ad es., la  x 2 =  — 4.

P e r  contrario può accadere che, dopo avere scritta l’equazione, in 
cui si traduce un problem a a dati letterali, ci si accorga che, per v a 
lori speciali di codesti dati, l ’equazione risu lti soddisfatta da qualsiasi 
valore della incognita, cioè cessi di essere u n ’equazione vera e propria 
per ridursi ad una identità. Ciò si suole esprim ere anche dicendo che. 
per quei certi valori dei dati, l ’equazione d iventa indeterminata.

23. P e r  lo studio delle equazioni è essenziale aver ben compreso il 
concetto di equivalenza  fra  equazioni.

Due equazioni
(3) A(x) =  B(x), A '( x ) ^ - B ’(x)
si dicono equivalenti, se hanno le medesime soluzioni. Perciò, per poter 
concludere che due equazioni sono equivalenti bisogna accertarsi che 
ogni soluzione della prim a renda soddisfatta la  seconda e, viceversa, 
ogni soluzione della seconda renda soddisfatta la prima.

Ma talvolta accade che si riesca soltanto ad assicurarsi che di due 
equazioni (3) la seconda è soddisfatta da tutte le soluzioni della prima, 
senza poter escludere che am metta anche qualche altra soluzione. In 
tal caso si dice che la seconda equazione è una  conseguenza della prima 
o consegue dalla prima.

Si può perciò dire che due equazioni sono equivalenti, quando cia
scuna di esse consegue dall’altra.

In  ogni caso due equazioni, che siano entrambe equivalenti ad una  
stessa equazione, sono equivalenti fra  loro.

24. P er dedurre da un ’equazione data altre equazioni equivalenti, 
o quanto meno conseguenti, servono, come già si è visto nel caso delle 
equazioni di 1° grado, alcuni teoremi generali o principi, che qui, in 
vista della loro im portanza anche per il seguito, riprenderem o e chia
riremo. L i stabiliremo considerando esclusivamente equazioni in tere : e 
vedremo poi come gli stessi principi si possano, con opportune avver
tenze, utilizzare anche nel caso delle equazioni fratte.

25. Sussiste anzitutto il principio  di a d d iz io n e : Da u n ’equazione 
si ottiene u n ’equazione equivalente, aggiungendo ad ambo i membri una  
stessa espressione intera rispetto a ll’ incognita, che può, in particolare, 
ridursi ad una espressione nei soli dati letterali od anche ad un sem
plice numero.

Indicata con M  questa espressione, dobbiamo dim ostrare che una 
qualsiasi equazione
(4) A =  B
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dove A e B  rappresentano due polinomi in una stessa incognita x, è 
equivalente alla
(5) A +  M = B  +  M;

cioè che ogni soluzione della (4) soddisfa anche la (5), e, viceversa, 
ogni soluzione della (5) soddisfa la (4).

A tale fine osserviamo che se c è una soluzione della (4), vuol dire 
che i due polinomi A e B, quando vi si attribuisca ad x  il valore c, 
assumono valori uguali. Ma è allora manifesto che assumono valori 
uguali anche i due polinomi A  +  M  e B -h  M, cioè ogni soluzione della (4) 
soddisfa la (5). Similmente, se per un certo valore della x , assumono 
valori uguali i due polinomi A-\- M  e B~h M, altrettanto accade di A e B, 
cosicché ogni soluzione della (5) soddisfa anche la  (4). Perciò le due 
equazioni sono equivalenti.

26, Pensando data la
(5) 4  +  M = B - h M

e tenendo conto che essa, come si è visto or ora, è equivalente alla

(4) A =  B,

abbiamo che : Se nei due membri di u n ’ equazione si sopprimono due 
term ini fra  loro uguali, si ottiene u n ’ equazione equivalente alla  da ta .

27. U n altro corollario immediato del principio di addizione è il 
principio  di trasporto: Da u n ’equazione si ottiene u n ’equazione equi
valente, trasportando un  qualsiasi termine da un  membro a ll’altro , 
purché gli si cambi il segno.

Infatti, in un’equazione intera, in cui sia A  il polinomio a primo 
membro, indichiamo con M  un term ine del secondo membro e con B  
la somma di tu tti gli altri, cosicché l’equazione si possa scrivere

(6) A — B  -f- M.

Basta aggiungere ad ambo i membri il term ine M, cambiato di segno, 
e tener conto del principio di addizione, per concludere che la (6) è 
equivalente alla

A - M — B -\~ M — M  ossia A  — M ~ B ,

la quale si può dire appunto ottenuta dalla (6), trasportando dal secondo 
membro al primo il term ine M  e cambiandogli segno.

Perciò ogni equazione, trasportandone tu tti i term ini del secondo 
membro al primo, si può sempre ridu rre  alla forma

A =  0.
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28. Consideriamo infine una qualsiasi equazione (intera), che per 
semplicità supporremo ridotta alla forma

(7) A =  0,

e, indicando con M, come al n. 25, una espressione intera rispetto alla 
incognita x, confrontiamo la (7) con l’equazione

(7') MA =  0,

che dalla data si ottiene, moltiplicandone ambo i membri per M.
Perchè risulti uguale a zero un prodotto, occorre e basta che si 

annulli uno dei fattori. Perciò la (7') è soddisfatta non soltanto dalle 
soluzioni della (7), bensì anche dalle eventuali soluzioni della nuova 
equazione
(8) M =  0,

le quali saranno, in generale, diverse da quelle della (7).
Vediamo così che, in generale, la (7') non risulta equivalente alla 

equazione data (7), ma si può dire soltanto una sua conseguenza.
Può darsi tu ttav ia  che la (8) non abbia soluzioni; e ciò si verifica 

certamente, se M  si riduce ad un semplice numero diverso da zero, o 
ad una espressione anche contenente la incognita, ma non mai nulla. 
In  tal caso le due equazioni (7), (7') sono equivalenti.

Dianzi, per semplicità, abbiamo supposto di partire  da un’equazione 
della forma (7), cioè abbiamo immaginato di aver prima trasportato 
tu tti i term ini in un membro. Ma tutto ciò, che in codesto caso si è 
detto della (7) in confronto con la (7'), si può ripetere di una qualsiasi 
equazione della forma 
(4) A =  B

in confronto con la
(4') MA =  MB,

che dalla (4) si ottiene, moltiplicandone ambo i membri per M. In fa tti 
le (4), (4') sono equivalenti rispettivam ente alle

A — B  =  0 e MA — MB =  0 ossia M (A  — B) ~  0,

che sono appunto della forma delle (7), (7').
Vale, dunque, in ogni caso il seguente principio  di moltiplica

zio ne: Da u n ’equazione si ottiene u n ’equazione equivalente, m oltip li’ 
candone ambo i membri per uno stesso numero diverso da zero o per 
una espressione letterale (anche contenente l ’incognita) la quale non sia  
m ai nulla.

Se invece si moltiplicano ambo i  membri di u n ’equazione per una  
espressione intera rispetto a ll’ incognita, la quale per qualche valore di 
questa si annulli, la nuova equazione è una  conseguenza della data, ed
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ammetto, come soluzioni in più di questa, tu tti quei valori della inco
gnita, per cui si annulla l’espressione considerata, e che già non sod
disfano la equazione data.

Queste soluzioni, che la (7') o la (4') ha in più della (7) o della (4), 
si dicono soluzioni della (7') o della (4'), estranee alla (7) o alla (4).

29* Le considerazioni precedenti si possono invertire. Immaginiam o 
data un’equazione della forma 
(7') MA =  0,

cioè un’equazione, in cui il secondo membro è nullo, mentre il primo 
è divisibile per una certa espressione M, in tera rispetto all’incognita; 
e confrontiamola con la equazione

(7) A =  0,

che dalla data si ottiene, dividendone il primo membro per M, o come 
anche si dice, sopprimendovi il fattore comune M.

Se M  è un semplice numero diverso da zero, o un’espressione con
tenente soltanto dati letterali e non nulla, o infine anche un’ espressione 
contenente l’incognita, ma tale che non si annulli per alcun valore di 
questa, le (7'), (7) sono, come poeanzi, equivalenti.

Se invece la M  contiene l ’incognita e per qualche valore di questa 
si annulla, cioè se l’equazione

(8) M  =  0

ammette qualche soluzione, la (7) ha, in meno della (7 ), tutte quelle 
soluzioni della (8) che sono ad essa estranee. Ciò si esprime, dicendo 
che la (7) « ha perduto », rispetto alla (7'), codeste radici della (8).

E anche qui tutto ciò, che dianzi si è detto della (7') in confronto 
con la (7), si può ripetere di un ’ equazione della forma

(4') MA  =  MB
in confronto con la
W  B,

che dalla (4') si ottiene dividendone ambo i membri per M.
Possiamo, dojio ciò, enunciare il seguente principio  di d iv isio n e : 

Da u n ’equazione si ottiene u n ’equazione equivalente, dividendone ambo 
i membri per un loro fattore comune, che sia  un  numero diverso da zero 
od anche u n ’espressione intera rispetto a ll’ incognita, la quale non si 
annu lli m ai per alcun valore dell’ incognita.

Se, invece, questo fattore comune è u n ’espressione intera  rispetto a l
l’incognita, che per qualche valore di questa si annulli, l’equazione 
ottenuta dalla data, dividendone ambo i membri per codesto fattore, può 
aver perduto, rispetto a ll’equazione data, qualche soluzione; e precisa-
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mente avrà perduto quelle soluzioni dell’ equazione ottenuta uguagliando 
a zero la espressione considerata, che sieno ad essa estranee.

In  ogni caso, il fatto che la equazione

(7') MA =  0

ammette tanto le soluzioni della

(I) A =  0,
quanto quelle eventuali della
(8) M = 0

si esprime dicendo che « la (7') si decompone nelle due equazioni (7) e (8) > ; 
e così si dice che la (4') si decompone nelle due equazioni (4) e (8).

80. Sinora abbiamo parlato di equazioni intere. Quando si passa a 
considerare equazioni fra tte , bisogna tener conto di quei valori ecce
zionali della incognita, che annullano il denom inatore di qualche te r
mine fratto e che, come già si è rilevato (n. 22), non si possono dire 
soluzioni dell’equazione, in quanto rendono privo di senso qualche suo 
termine.

Se questi valori eccezionali mancano, cioè se tutti i denom inatoli 
dei term ini fra tti dell’ equazione, pu r contenendo l’incognita, si conser
vano, per qualsiasi valore di essa, diversi da zero, i principi dianzi 
enunciati restano ancora applicabili, come nel caso di un’equazione in
tera.

Ma, quando non si verifica questa circostanza del tutto particolare, 
codesti principi si possono applicare alle equazioni fratte soltanto a 
patto che si escludano per Vincognita, sia nell'equazione da cui si parte, 
sia in quelle che mano mano se ne deducono, gli accennati valori ecce
zionali.

Stabilita questa esclusione, i term ini dell’equazione fratta, conside
rata si possono trasportare tu tti a primo membro. Con ciò può darsi che 
i termini fratti si elidano, a due a due tutti quanti, cosicché si per
venga ad un’equazione intera

(9) A(x) =  0.

Se nessuno dei valori esclusi per l’incognita soddisfa questa equa
zione, essa è senz’altro equivalente all’equazione fratta, da cui si è 
partiti. Se invece anche uno solo di codesti valori eccezionali è solu
zione della (9), quest’equazione in tera non si può dire equivalente alla 
data equazione fratta, bensì soltanto una sua conseguenza.

Ma in generale non accadrà che, col trasporto dei termini dell’equa
zione a primo membro, tutti i term ini fratti si elidano a vicenda; ed
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allora i vari termini si ridurranno allo stesso denominatore e dopo ciò 
si sommeranno. In  tal modo si perverrà ad un’equazione della forma

( 10)
A(x)
B(x) 0,

dove A  e B  rappresentano due polinomi in x.
In  ogni caso i valori, che vanno esclusi per l’ incognita, sono quelli 

che annullano il denominatore JB, cioè le soluzioni dell’equazione intera

(11) B(at) =  0;

e saranno soluzioni della (10) tutte le soluzioni dell’ equazione in tera

(12) A(x) =  0,

che non sono soluzioni della (11). E qui si presentano due casi, analoghi 
a quelli incontrati poc’ anzi, quando abbiamo supposto che 1’ equazione 
fratta, col trasporto dei term ini a primo membro, si riducesse intera. Se 
nessuno dei valori eccezionali per l’incognita, cioè delle soluzioni 
della (11), soddisfa l’equazione intera (12), questa è equivalente al- 
l ’equazione fratta (10). In  caso contrario, l ’equazione intera (12) ha, in 
più della equazione fratta (10), quelle sue soluzioni che soddisfano anche 
la (11), e che perciò rendono la (10) p riva di senso.

Vediamo così che, con opportune cautele, la risoluzione di una qual
siasi equazione fratta si può sempre far dipendere da quella di un ’ equa
zione intera, la quale si dice dedotta dalla data « liberandola dai deno
minatori ».

31. Delle varie eventualità dianzi accennate, parlando in generale, 
daremo esempi concreti più avanti, quando avremo imparato a risolvere 
le equazioni di 2° grado (Cap. I II ) .

Ma fin d’ ora conviene riflettere sul modo, in cui praticam ente una 
equazione fratta si può liberare dai denominatori. P e r  fissare le idee, 
immaginiamo che l ’equazione fra tta  proposta sia della forma

(13) M  _  W  
N  “  N ' ’

dove M , N, M f, N ' denotano altrettante espressioni intere rispetto all’in 
cognita x. P e r  liberarla dai denominatori, dobbiamo, secondo quanto si 
è detto al n. prec., cominciare con l’escludere per la x  gli eventuali 
valori per cui si annulla N  o N f. Dopo ciò, trasporta ti tu tti i term ini 
a primo membro, cioè scritta la (13) sotto la forma
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dobbiamo ridurre i vari term ini allo stesso denominatore. Se non riu 
sciamo a trovare fattori comuni a d ’AT ed N l, non possiamo prendere, 
come denominatore comune, che il prodotto N N ' e perveniamo all’ e- 
quazione

M N' —
N N ' “

talché 1’ equazione in tera voluta è la

M N 1 — M ’N = 0  ossia M N' =  M 'N:

e quest’ equazione in tera si ottiene direttam ente dalla (13), moltiplicando 
ambo i membri per il prodotto N N ' dei denominatori dei vari term ini 
fra tti .

Se poi si riesce a trovare un divisore Q comune ad N  ed N* talchi* 
sia N = P Q j N ' =  P'Q , doAre Q, P , P' designano altrettante espressioni 
intere rispetto alla x , la (14) si può scrivere

M_ _  W _ _
PQ P , Q ~ ° ’

o si può assumere come denominatore comune dei suoi term ini il pro
dotto PP'Q, Si perviene così alla

M P  — M 'P  __
PP'Q  ~

e l’equazione in tera

M P’ — M 'P  =  0 ossia M P  ' =  M 'P

si ottiene direttam ente dalla data, moltiplicandone ambo i membri per 
il prodotto P P 'Q , or ora trovato come multiplo comune dei denomina
tori dei suoi vari term ini fratti.

Analogamente si procede in ogni altro caso.

32! U n ’ ultim a avvertenza. Quando nella risoluzione algebrica di un 
problema si è condotti ad un’ equazione fra tta  e si è, perciò, costretti 
ad escludere jier l’incognita qualche valore, come eccezionale per co- 
desta equazione, bisogna poi cercare direttam ente se i valori così esclusi 
per l’incognita abbiano qualche significato in relazione al problema 
proposto.

88. E ben noto che si dice grado di un ’equazione in tera il grado, 
rispetto all’ incognita, del polinomio, che si ottiene a primo membro, 
quando vi si trasportino tu tti i term ini e si eseguiscano fra di essi tutte 
le possibili riduzioni.

JN"ei corsi precedenti già si sono studiate le equazioni di 1° grado.
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Qui basterà ricordare che ogni equazione di 1° grado, OAre si tra 
sportino al primo membro tu tti i term ini contenenti l’incognita e al se
condo tutti quelli noti, assume la forma (normale)

(15) ax  == 6,

dove a e b denotano ciascuno un numero o una data espressione let
terale non contenente l’incognita.

Se a Sg 0 (caso generale), si trova, dividendo ambo i membri per a, 
che la (15) ammette l’unica soluzione

bx ~ ~  . a
Se è a — 0 mentre 6 ^ 0 ,  la (15) non ammette nessuna soluzione 

(caso iV impossibilità).
Infine se è simultaneamente a  =  0, b =  0, ogni numero, come ogni 

possibile espressione letterale, soddisfa la (15) (caso d} indeterminazione).
Delle equazioni di 2° grado ci occuperemo nei prossimi Cap. I -I II ;

Disequazioni
31. Come vedremo in seguito, soprattutto nella discussione delle equa

zioni e dei problemi di 2° grado, si è talvolta condotti a considerare 
due espressioni A(x), B(x) in una stessa indeterm inata e a cercare per 
quali vaioli della x  la prim a assuma valori maggiori oppure minori 
della seconda, cioè a studiare la disuguaglianza

A(x) >> B(x) oppure A(x) <  B(x).

Queste si possono dire disuguaglianze di condizione per la x, e perciò 
a distinguerle dalle disuguaglianze verificate per qualsiasi scelta delle 
lettere che vi compaiono (come, ad es., a 2 +  1 >  a2) si chiamano dise
quazioni o inequazioni o, anche, disuguaglianze nella indeterm inata x.

Avvertiam o che qualche volta interessa conoscere per quali valori 
della x  la A(x) risulti maggiore od anche uguale alla B(x) (oppure m i
nore od anche uguale). Si scrive allora

A(x) >  B(x) opinil e A (x) <  B(x) :

e queste relazioni di condizione, che contemplano anche il caso dell’ u- 
guaglianza, si chiamano comunemente ancora disequazioni. Volendo 
essere più precisi, si possono indicare col nome speciale di lim itazioni.

35. Alle disequazioni (e quindi anche alle limitazioni) si estendono 
in modo ovvio concetti e risu ltati già stabiliti per le equazioni.

Come queste, le disequazioni si dicono intere se tali sono, rispetto 
alla indeterm inata, le espressioni che vi compaiono nei due membri.
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Se anche una sola di queste due espressioni è tra tta  rispetto all’inde
terminata, la disequazione si dice fra tta .

Di una qualsiasi disequazione

A(x) >  B(x)

si dice soluzione ogni valore (numerico o letterale) della se, che la renda 
soddisfatta, cioè, precisam ente, faccia assumere alla espressione A(x) un 
valore maggiore di quello corrispondentemente assunto dalla B(x).

E due disequazioni si dicono equivalenti, se ogni soluzione della 
prima soddisfa anche la seconda e viceversa.

Ragionando in modo perfettam ente analogo a quello dei nn. 25-27 
e tenendo conto di una nota proprietà delle disuguaglianze fra num eri 
(n. 5.B), si estendono alle disequazioni intere in una indeterm inata il 
principio di addizione e quello di trasporto , talché ad ogni disequazione, 
trasportandone tu tti i term ini nel membro che deve risu ltare maggiore, 
si può dare la forma

A(x) >  0.

Qualche nuova avvertenza occorre, quando da una disequazione si 
vuol dedurre una disequazione equivalente, moltiplicando ambo i membri 
della data per uno stesso numero o per una stessa espressione. Si r i
cordi, infatti, che nel caso dei num eri rela tiv i la  disuguaglianza a  > 0  
equivale alla a6 >  0 se ò è un numero positivo , alla ab<^ 0 se b è un 
numero negativo (n. 5D). Si riconosce allora, ragionando in modo ana
logo a quello del n. 28, che una disequazione

A{x) >  0,
è equivalente alla

MA(x) >  0,

se M  è un numero positivo  o un’ espressione letterale sempre positiva  
(per qualsiasi scelta dei valori delle lettere che vi compaiono) ; è invece 
equivalente alla

MA(x) <7 0,

se M  è un numero negativo o un’espressione letterale sempre negativa.
E se si jDarte da una disequazione, in cui non siansi trasportati tutti 

i term ini in un membro, cioè abbia la forma

A > B ,

si riconosce in modo analogo che questa disequazione sotto le ipotesi 
ammesse per M  poc’anzi, equivale, rispettivam ente, alla M A^> M B  o 
alla MA <  MB.

Ma importa osservare che, m entre nei casi considerali dianzi vale 
per le disequazioni lo stesso principio di moltiplicazione che per le
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equazioni (n. 28), le disequazioni si comportano in modo diverso dalle 
equazioni, quando se ne moltiplicano ambo i membri per una espres
sione ili, che contenga l’indeterm inata x  e che per certi valori di questa 
risulti positiva , mentre per altri risulti negativa. Confrontiamo, infatti, 
sotto questa ipotesi la disequazione

(16) A  >  0
con la
(17) M A > 0 .

È facile convincersi che la (17) non soltanto (come accade per le 
equazioni) non è in generale equivalente alla (16), ma (a differenza di 
quello che succede per le equazioni) non si può nemmeno più dire una 
conseguenza della (16), nel senso che sia soddisfatta da tu tte  le solu
zioni della (16). Invero, osservando che il prodotto di due num eri è 
positivo solo quando i due fattori sono entram bi positivi o entram bi 
negativi, si riconosce che le soluzioni della (17) sono date dall’ insieme 
delle soluzioni comuni alle due disequazioni

(18) A >  0, M >  0

e di quelle comuni alle due disequazioni contrarie

(19) A <  0, M <  0.

Perciò la (17), in confronto della (16), perde quelle eventuali solu
zioni della (16), che soddisfano la limitazione i l f <  0, m entre guadagna  
quelle eventuali soluzioni della A< ^0, che soddisfano anche la M<^ 0.

In  ogni caso bisogna tener presente, che, come si è osservato or ora, 
le soluzioni di una disequazione della forma (17) si ottengono prendendo 
tutte le soluzioni comuni alle due disequazioni (18) e tutte quelle co
muni alle due disequazioni (19).

36, Sulle disequazioni fra tte  ci limitiamo a qualche osservazione. 
Anche per esse, come per le equazioni fratte (n. 30), vanno esclusi quei 
valori della indeterm inata, che rendono privo di senso qualche term ine 
(‘ratto, annullandone il denominatore.

Con questa esclusione, anche in una disequazione fra tta  si possono 
trasportare tu tti i term ini in un membro. Eseguendo, dopo ciò, le ope
razioni indicate, si può darle sempre la forma

( 20) é M
B{x) > o ,

dove A  e B  rappresentano due polinomi in x. A ffinchè questa disequa
zione sia soddisfatta, occorre e basta che codesti due polinomi assumano 
valori di ugual segno. Vediamo così che le soluzioni della (20) sono
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date da tu tti (e soli) i valori di oc, che rendono soddisfatte sim ultanea
mente o le due disequazioni intere

A(x) >  0, B(x) >  0,

oppure le due disequazioni in tere contrarie

A(x) <  0, B(x) <  0.

37. Le disequazioni intere si classificano, come le analoghe equa
zioni, a seconda del g rado; cioè, si chiama grado di una disequazione 
intera il grado, rispetto alla indeterm inata, del polinomio, che si ottiene 
a primo membro, quando v i si trasportino tu tti i term ini e si esegui
scano fra di essi le possibili riduzioni.

Consideriamo, come applicazione delle generalità precedenti, le dise
quazioni (intere) di 1° grado, che si trattano in modo perfettam ente 
analogo alle corrispondenti equazioni.

Se, data una disequazione di 1° grado, si trasportano in quel membro, 
che deve risu ltare maggiore, tu tti i term ini, che contengono l’ indeter
minata, nell’altro tu tti i. term ini noti, e si riducono gli eventuali termini 
simili, si ottiene una disequazione equivalente, che ha la forma

(21) aoc >  6.

Supposto a ^  0 (caso generale), si dividano ambo i membri per a. 
Se a  >* 0, la (21) è equivalente (n. prec.) alla

cioè risulta soddisfatta da tu tti (e soli) i valori di x  maggiori di - .a
Se invece a  << 0, la (21) è equivalente alla

x < -

ed è quindi soddisfatta da tu tti (e soli) i valori di x  minori di - .

Si vede così che in questo caso generale ( a ^ O )  i valori della oc, 
per cui risulta soddisfatta la disequazione, sono tu tti (e soli) quelli

maggiori o, secondo i casi, minori della soluzione ^  della corrispondente

equazione ax  =  b.
Se poi è a  — 0 la disequazione (21), analogamente a quanto accade 

per l’equazione, risu lta o impossibile oppure soddisfatta da qualsiasi 
valore della x. In fa tti se a =  0, la (21) si riduce a 0 > 6 ,  cosicché r i
sulta impossibile se è 6 > 0 ,  soddisfatta da ogni possibile valore dia; se
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ò ò < 0 .  Se infine è sim ultaneam ente a  =  0, 6 =  0, la (21) è senz’altro 
impossibile.

A) P e r  avere qualche esempio di disequazione di 1° grado, nel 
caso generale, consideriamo Ja

10 -  7x >  15 — lOx.

Se ne deducono successivamente le seguenti disequazioni ad essa 
equivalenti:

— 7x 4- lOx >  15 — 10,
Sx >  5,

Similmente dalla

si deduce successivam ente:

x >!

x — S > I x  — 11

òx  — 15 >  7x — 11, 
5a: — 7x >  15 — 11, 

— 2x  >  4, 
x  2.

B) Consideriamo, in secondo luogo, qualche esempio di disequa
zioni fratte riducibili a disequazioni in tere di 1° grado. P e r  trovare le 
soluzioni della disequazione

Sx -f 2
4V— 5 > 0

basta (n. prec.) trovare tu tte le soluzioni comuni alle due disequazioni 
intere

2 5
3ac-t-2>*0, 4x — 5>>0 ossia x ^ > — g,

tutte quelle comuni alle

Sx 4- 2 <  0, 4x — 5 <T 0 ossia 3 ’ ^  ^  4 ’

sicché la disequazione proposta risulta soddisfatta da tu tti gli
2e da tu tti gli x  <  — - .

Se invece si considera la
2x  4- 3

> 0 ,1 — bx

si è condotti a soddisfare insieme le

2x 4- 3 >  0, 1 — 5x >> 0 ossia ^  3 1
x >  2 > x < 5>
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e le
2x -f 3 <7 0, 1 — 5x << 0 ossia a? <  — - , x^> ~ :

e. poiché queste due ultim e si contraddicono, le soluzioni della disequa
zione proposta sono date da tu tti (e soli) i valori di x  soddisfacenti la

3 1
doppia disuguaglianza — ^ < * < g .

Sistemi di equazioni di 1° grado
88. Torniamo alle equazioni. Già nel primo studio dell’Algebra si è 

visto che vi sono problemi, in cui si chiede di determ inare due o più 
grandezze non conosciute, e che, perciò, quando si trattano con l’A l
gebra, conducono ad equazioni in altrettante incognite.

Noi qui ci lim iteremo a considerare equazioni in due sole incognite, 
ma le generalità, che esporremo in questo n. e nei seguenti, valgono 
in ogni caso.

Dicesi equazione nelle due incognite x  e y ogni uguaglianza di con
dizione della forma
(22) A(x, y ) =  B(x, y ).
dove A (x , y) e B(x, y) rappresentano due date espressioni contenenti x  e y. 
E si dice intera  se entrambe le espressioni A(x, y) e B(x, y) sono intero 
rispetto ad x  e y, cioè se esse sono due polinomi in queste due inco
gnite. Si dice invece fra tta , se in  A(x, y) o in B (x , y), o in entrambe, 
compare, come term ine, qualche fraziono algebrica, contenente a deno
minatore almeno una delle incognite.

Di un’Jequazione (22) si dice soluzione ogni coppia di valori (nume
rici od anche letterali), che, sostituiti rispettivam ente ad x  ed y , fanno 
assumere alle due espressioni A(x, y), B (x , y) un medesimo valore.

Naturalmente, se l’equazione è fratta? vanno qui escluse quelle coppie 
eccezionali di valori, che rendono privo di senso qualche suo termine, 
annullandone il denominatore.

89, Alle equazioni in due incognite si estende la definizione di equi
valenza (n. 23), dicendosi equivalenti due equazioni nelle stesse incognite x  
e y, quando ogni soluzione della prim a è anche soluzione della seconda, 
e viceversa.

Si estendono altresì i principi nn. 25-29; in particolare, si può anche 
in queste equazioni trasportare un term ine da un membro all’altro, 
purché gii si cambi segno (e, ove l’equazione sia fratta, si escludano 
per le incognite le coppie di valori eccezionali).

Infine, anche qui, di un’equazione intera si dice grado il grado. 
rispetto al complesso delle incognite, del polinomio, che si ottiene a primo
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membro, quando vi si trasportino tu tti i term ini dell’equazione (e si 
riducano gli eventuali term ini simili).

H el seguito di questa Introduzione ci lim iteremo a considerare equa
zioni (intere) di 1° grado. U na tale equazione si dice ridotta a forma  
normale, quando si sono trasportati a primo membro tu tti i term ini 
contenenti le incognite, a secondo tu tti i term ini noti. Perciò un’equa
zione di 1° grado in due incognite x  e y, quando sia ridotta a forma 
normale, assume l’aspetto

ax by —  c,

dove a , 6, c denotano tre num eri dati (od anche tre date espressioni 
letterali, non contenenti le incognite).

40. Prendiam o, ad es., l’ equazione (di 1° grado, normale)

(23) 3x  -f- 2y  =  12.

Si vede subito che una tale equazione ammette infinite soluzioni. 
Se, per es., si dà ad x  il valore 0, si ottiene per la y  l’equazione (in 
una sola incognita)

2y — 12,

la cui soluzione è y  =  6, cosicché una soluzione della (23) è data da x  — 0, 
y — 6. Se invece si dà ad x  il valore 1, si ha per y  l’equazione

che è soddisfatta da 9
2 ’

3 +  2y =  12,

ed x  =  1, y =  -  è una nuova soluzione
della (23).

Insomma, dato ad arbitrio, un valore alla x, risu lta determ inato un 
valore per la y, che si ottiene risolvendo la data equazione, come se 
fosse un’equazione nella sola incognita y. Così tutte le soluzioni della 
(23) sono date dalle coppie di valori, che vengono assunti da

12 — 3x
œ e y  =  — «—

quando ad x  si attribuiscano tu tti i possibili valori o, come si suol dire, 
si lasci « arbitraria ».

Consideriamo, allora, un ’altra  equazione di 1° grado nelle stesse 
incognite x  e y, per es., la

4x — y — 5.

Anche questa ammette infinite equazioni ; ma possiamo chiederci se 
le due equazioni considerate ammettano qualche soluzione comune, cioè 
se esista qualche coppia di valori, che sostituiti rispettivam ente ad x  
e y  nelle due equazioni, le rendano soddisfatte entrambe.
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Quando ci si propone di trovare le soluzioni comuni a due equazioni 
nelle5*stesse incognite, si dice che « si fa sistema delle due equazioni » 
od anche che « si fanno coesistere le due equazioni » ; e le eventuali 
soluzioni comuni alle due equazioni si dicono senz’altro soluzioni del 
sistema.

Risolvere il sistema vuol dire trovarne tutte le possibili soluzioni.
U n sistema si rappresenta, di solito, scrivendone le equazioni l’ima 

sotto l’altra e unendole con una graffa. Così, nel caso delle due equa
zioni dianzi considerate, si scrive

Sx  2y =  12,
4x — y  —  5.

41. Come nel caso delle equazioni (n. 23), due [sistemi si dicono 
equivalenti, quando tutte le soluzioni del primo soddisfano anche il 
secondo e, viceversa, ogni soluzione del secondo soddisfa anche il primo.

E  per risolvere i sistemi si procede in modo analogo a quello che 
si tiene per le equazioni in una sola incognita, cioè si cerca di passare 
dal sistema^dato ad altri sistemi equivalenti, mano mano più semplici, 
fino ad ottenerne uno, che perm etta di riconoscerne agevolmente la*so- 
luzione (o le soluzioni).

ISTel caso dei sistemi di due equazioni di 1° grado in due incognite 
si possono seguire tre metodi, che sostanzialmente si equivalgono, e che 
ci condurranno a concludere che ogni sistema siffatto in  generale (cioè 
all’ infuori di qualche caso particolare di eccezione) ammette una solu
zione ed una sola.

42. Metodo di sostituzione. Riprendiam o il sistema del n. 40

(24)
Sx  +  2y =  12, 
4x  — y =  5.

Si tra tta  di trovare per x  e y  due valori, che rendano soddisfatte en
tram be queste equazioni. Se si tien conto soltanto della prima, le sue 
soluzioni, come si è visto al n. 40, sono date dalle coppie di valori, che 
si ottengono da

(25) 12 — Sxx  e y  = -----2----- ,

attribuendo ad x  tu tti i possibili valori. Di queste coppie di valori dob
biamo considerare soltanto quelle, che soddisfano anche la seconda 
equazione. Ora esprimendo che la coppia di valori (21) soddisfa que-

A m a ld i U. - E n r iq u es  F. 3
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sta seconda equazione, cioè sostituendo in essa al posto della y  F espres
sione

12 — Sx
2 ’

si trova l’equazione 

(26)

la quale contiene la sola incognita x  ed è di 1° grado. Essa definisce 
quel valore di x , per cui le (25) danno una soluzione comune delle due 
equazioni, cioè una soluzione del sistema. Risolvendo la  (26), si trova 
x  =  2 e, sostituendo questo valore di x  nella seconda delle (26), si ot
tiene y —  3. I l  sistema dato ammette dunque la soluzione x  — % y =  3; 
e, in  forza dello stesso ragionamento, non ne può am mettere altra.

I l  metodo così spiegato si può enunciare con la seguente
Regola* Per risolvere un sistema di due equazioni di 1° grado in  due 

incognite x  ed y  col metodo di sostituzione, si risolve una  delle due 
equazioni rispetto ad una  delle incognite, per es. la y, come se la x  fosse 
conosciuta, e V espressione così ottenuta si sostituisce al posto d i y nel- 
V altra  equazione. S i perviene in  ta l modo ad u n } equazione nella sola x, 
che, risolta, dà il valore di questa incognita. Quello della y si ottiene, 
sostituendo codesto valore di x  nella rispettiva espressione d ianzi trovata.

43. Metodo di confronto. Consideriamo il sistema 

\ 4x -h 6y =  15,
| 5x — 4y =  13.

Risolvendo la prim a equazione rispetto alla y , come se la x  fosse 
conosciuta, si trova che tu tte  le soluzioni della prim a sono date dalle 
coppie di valori

(27) y
15 — 4x 

6

dove ad x  si diano tu tti i valori possibili. Similm ente tutte le soluzioni 
della seconda equazione sono date dalle coppie di valori

(28) x, ò x - l S
y =  Ï

dove ancora si attribuiscano ad x  tu tti i possibili valori. P e r  avere una 
soluzione del sistema (cioè comune alle due equazioni) bisogna trovare 
un valore di x  tale, che faccia assumere lo stesso valore alle due espres
sioni fornite per la y  dalle (27) e (28). Si è così condotti a ll’equazione

15 — 4x òx  — 13(29)
6 4
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che contiene la sola x  ed è di 1° grado. Risolvendola si trova x  =  3; 
dopo di che il valore di y  si trova ponendo x  — 3 nell’ una o nell’ altra

delle espressioni di y  date dalle (27) e (28). R isulta y  =  - , onde il si

stema ammette la soluzione x  —  8, y — \-, e nessun’altra.u
Regola. P er risolvere u n  sistema di due equazioni di 1° grado in  due 

incognite col metodo di confronto si risolvono entrambe le equazioni r i
spetto ad u na  stessa incognita, per es. rispetto alla  y. come se la. x  fosse 
conosciuta, e si uguagliano le due espressioni così ottenute per la y. S i  
perviene in  ta l modo ad un'equazione nella sola x. la quale. risolta , 
fornisce il valore di questa incognita. Quello di y  si ottiene, sostituendo 
questo valore di x  in  una  qualsiasi delle due espressioni di y dianzi 
trovate.

44. In  ognuno dei due metodi precedenti si perviene alla risoluzione 
del sistema, deducendo da esso una nuova equazione (la (26) nel primo 
metodo, la (29) nel secondo), che contiene soltanto una delle incognite 
(la x): questa equazione si dice ottenuta dal sistema eliminando  l’altra 
incognita (cioè la y). I l  terzo metodo, che ci resta da spiegare, conduce 
direttamente a questa eliminazione. Ma è necessario prem ettere qualche 
considerazione generale, che interessa non soltanto per i sistemi di due 
equazioni di 1° grado in due incognite, di cui qui ci occupiamo, bensì 
anche per sistemi quali si vogliano.

45. Se, dato un sistema, si riesce a scrivere un ’equazione, la quale 
sia soddisfatta da tutte le soluzioni di esso, si dice che la nuova equa
zione è una  conseguenza del sistema o consegue da esso.

Consideriamo, allora, per fissare le idee, un sistema di due equa
zioni in  due incognite

(80) ,4 =  0, A '=  0.

Se q, q' sono due num eri quali si vogliano, l’equazione

(81) qA-h q A '= 0

si dice combinazione lineare delle (80) di moltiplicatori q, q’. P er es., 
prendendo q —  1, qf =  1, oppure q =  1, qf =  — 1, si hanno le due com
binazioni lineari

A - i - A ' =  0 o A  — A ' =  0,

che si dicono ottenute dalle (30) « sommandole » o, rispettivam ente, 
« sottraendole membro a membro ».
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Ciò premesso, sussiste il seguente teorem a:
Un qualsiasi sistema ammette come sue conseguenze tutte le combina

zioni lineari delle sue equazioni.
Riferendoci per semplicità al sistema in due incognite (30), dobbiamo 

far vedere che ogni sua soluzione soddisfa anche l ’equazione (31), co
munque siansi presi i moltiplicatori q e q'. Ora ciò è evidente, perchè 
se certi due valori delle incognite soddisfano le (30), vuol dire che essi 
annullano simultaneamente le due espressioni A  ed A ', ed allora essi 
annullano necessariamente (comunque siansi presi q e q') anche l’espres
sione qA  h- q ' A cioè rendono soddisfatta anche la (31).

Rello stesso modo il teorema si dim ostra per un sistema di quante 
si vogliano equazioni.

D al teor. prec. risulta che se delle equazioni di un sistema, del quale 
si ignori se abbia o no soluzioni, si riesce a formare una combinazione 
lineare, che sia impossibile, è certam ente impossibile anche il dato 
sistema. Se, invero, esso avesse una soluzione, questa dovrebbe soddi
sfare anche la combinazione lineare considerata.

46. Al teorema precedente si può dare una forma più precisa: Da 
un sistema di quante si vogliano equazioni si ottiene un  sistema equi
valente, sostituendo ad una di esse una  loro combinazione lineare, p u r 
ché questa dipenda effettivamente dalV equazione, che si vuol sostituire, 
cioè sia tale che il corrispondente moltiplicatore sia  diverso da zero.

R’el caso di due equazioni (30) dobbiamo far vedere che un tale si
stema è equivalente al sistema

(32) A =  0, qA  -f- q'A' =  0,
purché sia q' ^  0.

In fa tti sappiamo già che ogni soluzione di (30) soddisfa anche il 
sistema (32), perchè (n. prec.) l’equazione

qA -I- q'A' =  0

è una conseguenza del sistema (30). V iceversa, ogni soluzione del si
stema (32), annullando insieme le due espressioni A  e qA +  q'A', fa 
assumere il valore 0 anche alla q'A' e quindi, essendo per ipotesi q' ^  0, 
alla stessa A '; cioè soddisfa il sistema dato A =  0, A ' =  0.

47. Giova aggiungere una osservazione. A l n. prec. abbiamo consi
derato un sistema della forma A  =  0, A ' =  0, cioè abbiamo supposto che 
in ciascuna delle equazioni tu tti i term ini fossero stati portati a primo 
membro, m entre spesso si è condotti a considerare equazioni che hanno 
term ini in entrambi i membri (come accade per le equazioni di 1° grado, 
ridotte a forma normale). Ora è facile riconoscere che per formare una
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combinazione lineare di due (o più) equazioni quali si vogliano non 
occorre portarne tu tti i term ini a primo membro. Invero, supponiamo 
di avere due equazioni della forma

A =  B, A! =  B ’.

P er formarne una combinazione lineare di moltiplicatori q e q', do
vremmo, secondo la definizione del n. prec., cominciar col trasportare 
tutti i term ini a primo membro e poi considerare 1’ equazione

q(A — B)-+-q!(A’ — B') =  0.

Ma sciogliendo le parentesi e ri tra sportando i term ini qB, qrB' a se
condo membro, quest’ultim a equazione si scrive

qA  -+- q’A ’ =  qB  f q'B

e, come si vede, si può ottenere direttam ente, come combinazione lineare 
delle due equazioni date, sotto la loro forma prim itiva.

48. Metodo dei coefficienti uguali o della combinazione lineare. Con
sideriamo il sistema

\ 5a? -h 3 y — — 3,
I — 2x  H- àg =  22

Si è visto or ora che si ottiene un sistema equivalente sostituendo 
ad una delle due equazioni, per es., alla seconda, una qualsiasi com
binazione lineare delle (33), (purché sia diverso da 0 il moltiplicatore 
della seconda). Ora si possono sempre scegliere i m oltiplicatori in modo 
che nella nuova equazione risu lti eliminata (cioè venga a mancare) una 
delle due incognite. P er es., se si vuole eliminare dallo (33) la y, basta 
moltiplicare ambo i membri della prim a equazione per il coefficiente 4 
della y nella seconda ed ambo i membri della seconda per il coeffi
ciente 3 della stessa y nella prima, e poi sottrarre membro a membro 
le equazioni ottenute. Invero, le due date equazioni, quando se ne 
moltiplicano ambo i membri, rispettivam ente, per i due moltiplicatori 
indicati, diventano

( 4*5æ-f-4«3 y =  — 12,
( — 3 .2cc-f-34  y =  66,

e, sottratte membro a membro, danno l’equazione nella sola x

26x =  — 78,

che, risolta, dà x  =  — 3. Dopo di ciò, attribuendo ad x  questo valore 
in una delle due equazioni (33), per es. nella prima, si trova la

— 15 -+- Sy =  — 3 ossia 3y — 12,
la quale dà~t/ =  4.
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Del resto a questo valore della y  si può giungere anche direttam ente, 
eliminando, in modo analogo, fra  le (38) la x:  basta moltiplicare ambo 
i membri della prima di codeste equazioni per 2 e quelli della seconda, 
per 5 (con che i coefficienti della x  nelle due equazioni risultano op
posti) e poi sommarle membro a membro. Si trova così la

26y =  104,

da cui risu lta  appunto y =  4.
In  pratica, per eseguire comodamente il calcolo, conviene scrivere 

accanto a ciascuna equazione il rispettivo moltiplicatore, disponendo 
ad es., l ’operazione nel modo seguente:

4 ( 5a? f- 3y =■ — 3
3 j — 2x -t- ày =  22 

( 20x -h 12y  =  — 12
) — 9x r  12y  =  66

=  — 78

2 ( 5 æ +  3y —  — 8
5 j — 2x  +• 4y — 22 

( 10a? h- 6y =  — 6
-t- | — 10# +  29y =  110

26 y  =  104

o, j)iù semplicemente,

4 ( 5x ~h 3y =  3
— 3 } — 2 x - h l y  =  22 

26x — — 78

2 l 5 x -h  3y =  3
5 ) — 2 x - h l y  =  22

2 6y =  104

Se nelle date equazioni i due coefficienti della incognita, che si vuole 
eliminare, sono interi e hanno qualche fattore comune, giova scegliere 
i due moltiplicatori in modo che il valore assoluto comune dei nuovi 
coefficienti di codesta incognita risu lti uguale al minimo multiplo co
mune dei valori assoluti dei coefficienti prim itivi. P e r  es.

4 j 9x — 6y =  4 — 5 ( 9x — dy =  4
3 j lò x  -j- 8y — 6 3 ) VSx 8y =  6

~~SÏx  = 3 4  ò ly  =  — 2

Regola. Per risolvere un sistema di due equazioni di 1° grado in  
due incognite col metodo dei coffidenti uguali si moltiplicano ambo i  
membri delle due equazioni per moltiplicatori (diversi da  0) ta li, che i 
coefficienti di una  delle incognite, per es., della y, risultino fra  loro 
uguali od opposti. Dopo di ciò, sottraendo o, rispettivamente, sommando 
membro a membro le due equazioni così ottenute, si perviene ad una  
equazione, che contiene soltanto la x  e, risolta, dà il  valore di questa 
incognita. L a  y si determina sia  sostituendo il valore trovato per la x  
in una delle date equazioni, sia  elim inando da queste, in  modo ana
logo, la x.
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49. P er ciascuno dei sistemi considerati sin qui (nn. 42*48) abbiamo 
trovato una soluzione (ed una sola) ; ma si possono anche presentare 
casi di impossibilità  e casi di indeterminazione.

Prendiam o, ad es., il sistema

( Sx  — 4y =  2, 
l — 6 x -h 8 y  =  5;

e proviamo a risolverlo con uno qualsiasi dei due metodi dianzi indi
cati, per es. col metodo di confronto (n. 43). Risolvendo entram be le 
equazioni rispetto alla y  e uguagliando le due espressioni così ottenute, 
troviamo l’equazione

Sx  — 2 _6x -h  5
4 “  8 ’

che liberata dai divisori, diventa

6x — 4 =  6x -h 5,

ed è un’equazione impossibile, in quanto, ridotta a forma normale, 
assume l’aspetto

6x — 6x =  9 ossia 0«sc =  9.

!Non esiste, dunque, nessun valore di x, che insieme con un conve
niente valore di y , renda soddisfatte le due date equazioni: il sistema 
è impossibile.

E il fatto si spiega facilmente osservando, che se si dividono ambo 
i membri della seconda equazione per — 2, si ottiene l’ equazione 
equivalente

S x — k y ~ —  g ,

che contraddice la prim a delle date, in  quanto richiede che l’espres
sione 3cc — 4i/, la quale per la prim a deve assumere il valore 2, risulti,

invece, uguale a — \ .

Consideriamo in secondo luogo il sistema

( — 2x —f— 3 y ==- 5,
( 8x  — 12y =  — 20.

Applicando ancora il metodo di confronto, si è condotti all’ equazione 
nella sola x

-+- 5 _  8x H- 20 
3 12 ’

che, liberata dai divisori, diventa
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e si riduce ad una identità. Ciò vuol dire che l’incognita x  non risulta 
soggetta ad alcuna condizione; o, in  altre parole, ad ogni possibile v a 
lore di x  si può associare un valore per y, che insieme cori esso renda 
soddisfatto il sistema : il sistema è indeterminato. E  la ragione del fatto 
risulta evidente, se si osserva che le due equazioni date sono fra  loro 
equivalenti, in quanto la seconda si deduce dalla prima, moltiplicandone 
ambo i membri per — 4.

Discussione dei sistemi di due equazioni di 1° grado 
in due incognite

50. Grli esempi dei nn. prec. ci hanno mostrato che per un sistema 
di due equazioni di 1° grado in due incognite sono possibili v a ri casi : 
in generale esso ammette una soluzione (ed una sola) ; ma può anche 
non am metterne nessuna, oppure am metterne infinite. Qui, discutendo 
in  generale un tale sistema, faremo vedere che questi sono i soli casi 
possibili, e assegneremo dei criteri, che permettono di decidere, anche 
senza risolvere il sistema, a quale di questi casi esso corrisponda.

I l  sistema, ove si immagini ridotto a forma normale e si denotino i 
coefficienti con lettere, si può scrivere

(34) a x -h  by — c, 
a 'x  -f- bfx  =  c',

dove a, ò, c, a', c' rappresentano sei num eri dati (od anche sei 
espressioni letterali non contenenti le incognite).

P er risolvere questo sistema, cominciamo con l’elim inare la y , for
mando la combinazione lineare delle (34), che ha per moltiplicatori bf e — b:

(35)

b' ( a x  -f- by =  c,
— b l a!x +  b’y  =  c',

(ab’ — a'b)x =  db’ — c'ò*

Otteniamo così, come conseguenza del sistema, un’equazione, che con
tiene la sola x. Affinchè essa sia possibile (e determinata), occorre e 
basta (n. 33) che sia diverso da zero il coefficiente dell’ incognita, cioè 
si abbia
(36) ab’— a ' b ^  0,

il che intanto implica che non possono essere sim ultaneam ente nulli b e V .
Esamineremo poi i casi di eccezione, che si presentano quando sia 

ab' — a'b =  0, e qui supporremo senz’altro soddisfatta la condizione (36). 
Sotto questa ipotesi troviamo, come soluzione della (35),

cV —  dbx(37) ab' — a'b ’
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Similmente, possiamo eliminare fra le (43) la x, formando la loro com
binazione lineare di moltiplicatori — a' e a  (i quali, sotto l’ipotesi (36), 
non possono essere entram bi nulli). Troviamo così

— a' ( a x  -b by =  c,
/3m  a  ( a 'x -h b 'y  —  c',
' ' (ab' — a'b)y — ac' — a'c,

cioè un’equazione nella sola y , la quale, sotto la stessa ipotesi (36), è 
anch’essa possibile ed ha la soluzione

(39) ___ ac' — a'c
y ab' — a'b *

Ora osserviamo che ciascuna delle due equazioni (36), (39) è una 
conseguenza del sistema dato (n. 45), cosicché deve risultare soddi
sfatta da ogni possibile soluzione del sistema. Di qui discende che 
questo non può essere soddisfatto che dai due valori di x  o y, che 
soddisfano le (36), (38), cioè da quelli forniti dalle formule (37), (39).

V iceversa sostituendo questi valori di x  ed y  nelle equazioni del 
sistema dato (34), si verifica che veram ente esse risultano entram be 
soddisfatte. Perciò si conclude, che, sotto V ipotesi

(36) ab' — a'b ^  0,

il sistema (34) ammette u n 'u n ica  soluzione, data  da  

cb' — c’b ac’ — a’c(40) ab’ — a’b 7 y - " ab’ — a’b *

Ciò vale, comunque siano stati prefissati i cofficienti delle equazioni 
del sistema (anche in parte nulli), purché beninteso, resti validada con
dizione essenziale (36).

51- Passiamo ad esaminare i casi di eccezione, che si presentano 
quando sia
(41) ab’ — a ’b =  0,

cioè, si annulli 1’ espressione, che in entram be le formule risolutive (40) 
del caso generale compare come denominatore.

Farem o vedere che sotto l’ipotesi (41) il  sistema è impossibile o in 
determinato.

A tal fine conviene distinguere e discutere successivamente vari casi.
1) Sempre sotto l’ipotesi (41), supponiamo dapprim a che sia diversa 

da zero almeno una delle due espressioni cb’ — c’b, ac' — a ’c, che com
paiono nelle formule risolutive (40) come num eratori. Sia, per es.,

(42) cb’ — cb  0,
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il che implica che i coefficienti b e b’ non possono essere entram bi nuìli. 
Sotto queste ipotesi (41), (42), l’equazione (35), che al n. prec. abbiamo 
dedotto dalle equazioni del dato sistema (34), come loro combinazione 
lineare di moltiplicatori b' e — b, si riduce a

O.sc =  cb' — db ,

e poiché il secondo membro è diverso da zero, risulta impossibile (n. 33). 
É  quindi impossibile anche il sistema (34), di cui essa è una conseguenza 
(n. 45).

Allo stesso risultato si perviene, supponendo diverso da zero l’altro 
numeratore ac' — a'c delle (40). Abbiamo, dunque, che quando è nullo 
il  denominatore ab' — a'b delle formule risolutive, mentre è diverso da  
zero almeno uno dei due numeratori db' — db, ad  — a'c, il sistema  (34) 
è impossibile.

2) Esaminiamo dopo ciò il caso, in cui, essendo sempre verificata 
1’ ipotesi
(41) ab' — a’b == 0,

si annullano simultaneamente entrambi i num eratori delle (40), cioè si ha

(43) cb' — c'b =  0, ad  — a'c =  0;

e supponiamo che sia diverso da zero uno almeno dei quattro coefficienti 
a, b, a', b’ delle incognite.

Sotto quest’ultima ipotesi faremo vedere che basta tener conto, oltre 
che della (41), di una delle (43) per riconoscere che anche l’altra di 
queste è necessariam ente soddisfatta, e, in ogni caso, il sistema (34) è 
indeterminato.

Invero, supposto, per fissare le idee, 0, si deduce dalla (41) e
da quella delle (43), che contiene b, cioè, in questo caso, dalla prima,

, b’ , b'(44) a ' = ^ a ,  c '=  j  c,

cosicché intanto, moltiplicando ambo i membri di queste due ugua
glianze numeriche rispettivam ente per c e per a  e sottraendo membro 
a membro, si vede che è verificata necessariam ente anche la  seconda 
delle (43). Inoltre, tenendo conto delle (44), la  seconda delle equazioni 
deb dato sistema (34) si può scrivere

V , */ 6' . V , _ . V— a x  -h  b'y =  — c ossia — (ax by) =  — c ;

onde si vede che, se è 0, questa seconda equazione delle (34) si
Vottiene dalla prima, moltiplicandone ambo i membri per — ed è quindi
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ad essa equivalente ; mentre, se è invece b' — 0, si riduce alla identità 
0 =  0. ^Nell’uno e nell’altro caso, il sistema (34), ammette tu tte (e sole) 
le soluzioni della sua prim a equazione (che contiene il coefficiente b 
supposto diverso da zero)

a x  + by -= c,

cioè tutte le coppie di valori, che si ottengono da

c — a x

dando alla x  ogni possibile valore.
Ad analoghi risu ltati si perviene, supponendo diverso da zero, an

ziché b, uno qualsiasi degli altri tre cofficienti a  o a! o V delle inco
gnite. Abbiamo dunque che: Se, sotto V ipotesi

(41) ab' — a'b =  0,

è diverso da zero uno almeno dei quattro coefficienti delle incognite ed 
è nullo quello dei num eratori cV — db, ad  — afe delle formule risolu
tive (40), che contiene codesto coefficiente diverso da zero, è nullo anche 
V altro numeratore, e il sistema ammette tutte  (e sole) le soluzioni di 
quella delle sue due equazioni, che contiene i l  coefficiente supposto d i
verso da zero.

In  questo caso, in quanto si può attribuire un valore arbitrario ad 
una  delle incognite, m entre il valore dell’a ltra  risulta, volta per volta, 
corrispondentemente determinato, si dice che il sistema presenta una 
indeterminazione semp lice.

3) Alle varie  ipotesi esaminate sin qui sfugge soltanto il caso, in 
cui siano sim ultaneam ente nulli tu tti e quattro i coefficienti delle inco
gnite, cioè sia

a =  0, b =  0, a' =  0, V —  0 ;

ed in tal caso risultano nulli nelle formule risolutive (40), come nel 
caso 2), tanto il denominatore, quanto i due num eratori, cioè sono veri
ficate sia la (41), sia le (44). Ma qui le due equazioni del dato si
stema (34) si riducono alle due uguaglianze numeriche

0 =  c, 0 =  d,

onde si vede direttam ente che, se anche uno solo dei term ini noti c, d  
è diverso da zero, il sistema è impossibile, mentre, se è c —  0, d  =  0, 
svanisce completamente.

In  quest’ultimo caso, in quanto il sistema si può ritener soddisfatto 
da ogni possibile coppia di valori di x  e y, si dice che si ha una 
indeterminazione doppia o completa.
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52. I  risultati della precedente discussione si possono raccogliere 
nella seguente tabella:

I P O T E S I
Natura

del
sistema

Soluzioni

db’ — a’b ^ O
possibile 
e deter
minato

cb' — c'b 
X d b '— a ’b 

ad  — a'c 
y ab’ — a'b

ab'—a'b =  0

ad  — a'c e db' — db 
non entram bi><(nulli

impos
sibile

a d —a ’c—o| I e quindi cb' — db =  0 
{ a '^ 0  )

cb'—c’b = 0j | e quinci ac' — a'c =  0

indeter
minato
sempli

cemente

c — by _ .x — -------- ,  tj arb.ia
a  ’ J

d — b'y .x  = ---- — , y arb.i»a' ’
, . c — ax x  arb.ia, y =  — ^—

, . d —a’x x  arb.i», y =  — ——

a  =  0, b —  0, a' —  0, V —  0

c, d  non entrambi 
nulli

impossi
bile

c =  0, d  =  0
indeter
minato
doppia
mente

x  arb.ia, y arb.iîl

63. P e r  ricordare ed enunciare più rapidam ente le formule risolu
tive (40) e i risu ltati della precedente discussione, tornano utili una 
definizione e una notazione (che si possono estendere al caso di quante si 
vogliano equazioni di 1° grado in altrettante incognite e che, a dir vero, 
acquistano il loro pieno interesse soltanto in questo caso più generale).

I  binomi ab' — a'b, cb' — c'è, ad  — a'c, che compaiono nelle formule 
. risolutive (40) e che hanno tan ta parte nella discussione, si chiamano 
ciascuno (al pari di ogni binomio analogo) il determinante dei quattro 
num eri che v i compaiono, e si denotano, rispettivam ente, con

a b c b I a c
a ’ b’ d b ’ 1 ’ a 1 d

Insomma, dati quattro numeri, disposti in quadrato, si dice loro 
determinante il numero, che si ottiene sottraendo dal prodotto dei due
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numeri, posti diagonalm ente a sinistra in alto e a destra in basso, il 
prodotto degli altri due.

Possiamo perciò dire che un  sistema di due equazioni di 1° grado 
in  due incognite è possibile e determinato sempre e soltanto quando è d i
verso da zero il  determinante dei coefficienti delle incognite.

Le formule risolutive (40) si possono scrivere

c b a c I
d V a1 d 1
a b ? y a b
a’ V a' V

I l  denom inatore comune di queste espressioni dei valori delle duo 
incognite è appunto il determ inante dei coefficienti, m entre il num era
tore è, per ciascuna incognita, quel determ inante, che dal denom inatore 
si ottiene, sostituendo ai coefficienti della incognita considerata i rispet
tivi term ini noti (portati a secondo membro). E  questa la  cosiddetta 
regola del Cramer, dal nome del matematico svizzero Gabriele Cra
mer (1704-1752), cui si deve questo risultato  (nel caso generale di quante 
si vogliano equazioni di 1° grado in altrettante incognite).

Cenni sui sistemi di equazioni di 1° grado 
in più di due incognite

54. I  metodi appresi ai n. 42, 43, 48 per la  risoluzione dei sistemi 
di due equazioni di 1° grado in due incognite, servono anche a risolvere 
i sistemi analoghi di quante si vogliano equazioni di 1° grado in al
trettante incognite.

Ci lim iteremo qui a qualche considerazione sui sistemi di tre equa
zioni di 1° grado in tre incognite x y y , z. P e r  risolvere un tale sistema, 
si può procedere nel modo seguente. Da due delle equazioni date, per es. 
dalle prim e due, si deduce, con uno qualsiasi dei metodi dei nn. 42, 
43, 48, un ’ equazione che contenga soltanto due delle incognite, per 
es. x  e y  (cioè si elimina la z) ; e, similmente, si deduce un’ a ltra  equa
zione che contenga solo x  e y, partendo, anziché dalle due prime equa
zioni del sistema, dalla terza e da una delle altre due. Risolvendo il 
sistema delle due equazioni in x  e y, così ottenute, si trovano i valori 
di queste due incognite; e basta sostituire codesti valori in una qual
siasi delle equazioni del sistema, per avere un’ equazione nella sola s, 
la quale perm ette di trovare il valore di questa terza incognita.

In  generale un tale sistema ammette una soluzione (ed una sola) ; 
ma naturalm ente possono anche qui presentarsi casi di impossibilità  o 
di indeterminazione. L a impossibilità si verifica, quando una delle equa-
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zioni contraddice ad una delle altre (o ad entrambe). L a indeterminazione 
può essere di diverse specie. Può darsi anzitutto che il sistem a'contenga 
due equazioni distinte, m entre la terza sia una combinazione lineare 
delle prime due o si riduca addirittura ad una identità; ed allora il 
sistema ammette infinite soluzioni, in quanto una delle incognite resta 
libera di assumere ogni possibile valore, e a ciascuno di questi valori 
corrispondono per le altre due incognite valori determ inati (caso d’in 
determinazione semplice). In  secondo luogo può accadere che il sistema 
sia equivalente ad una sola delle sue equazioni, m entre ciascuna delle 
altre due sia equivalente alla prim a o si riduca ad una identità ; ed 
allora il sistema ammette tutte le soluzioni di quell’unica equazione, 
talché si possono dare valori arb itrari a due incognite, restando, volta 
per volta, determinato il valore della terza (caso d’indeterm inazione 
doppia). Può infine succedere che tutte e tre le equazioni del sistema 
si riducano ad identità, ed allora le incognite restano libere di assumere 
ciascuna, indipendentem ente dalle altre, ogni possibile valore (caso 
d’indeterminazione completa o tripla).

Di tali eventualità eccezionali ci riserviam o di indicare qualche 
esempio negli Esercizi, e qui ci accontenteremo di applicare il proce
dimento di risoluzione dianzi accennato a due sistemi aventi effettiva
mente una soluzione (ed una sola).

55. 1) Consideriamo il sistema

Se eliminiamo la 0 dalle due prime equazioni, prendendone la com
binazione lineare di moltiplicatori, 2 e — 1, e così dalla seconda e dalla 
terza, e sommiamo le due nuove equazionifmembro a membro (e div i
diamo poi ambo i membri per 2), otteniamo il sistema in x  e y

che ammette la soluzione x  =  5, y — — 2. Sostituendo questi valori nella 
prim a equazione del sistema si trova 0 =  8, onde il sistema ammette la 
soluzione x  =  5, y  =  — 2, 2  =  3.

2) Similmente risolviamo il sistema :

i x - h  y -f- 0 = 0,
< a x - h b y  cz =  0,
! a2x -+-b2y - t - c 2z =  (a — b)(b — c)(c— a),
< a x - h b y  C0 =  0,

dove a, 6, c si suppongono disuguali a due a due.
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Le due combinazioni lineari di moltiplicatori — c ed 1 delle due 
prime equazioni e della seconda e della terza danno il sistema in x  e y

( (a — c)x -b  (6 — c)y =  0,
( a(a — c)x -+- 6(6 — c)y =  (a — 6)(6 — c)(c — a),

la cui soluzione è x  =  c — 6, y =  a — c. Sostituendo nella prim a equa
zione del sistema, si ottiene per s  il valore 6 — a, onde la soluzione
del sistema è data da

x  =  c — 6, y  =  a  — c, z ~ b  — a .



t



C a p i t o l o  I

Estrazione di radice quadrata e numeri reali

Preliminari

1. Abbiam o v isto  che per r iso lvere le  equazioni e i s i
stem i di 1° grado occorrono so ltanto  a d d iz io n i algebriche , 
m oltip licazion i e d iv is io n i , cosicché, com unque si p refissin o  
i valori in teri o fratti dei co e ffic ien ti d elle  equazioni con
siderate, si trovano sem pre (salv i i casi di im possib ilité) 
certi valori, pur ess i in teri o fratti, che soddisfano la  data  
equazione o il  dato sistem a.

Ci proponiam o qui di far vedere che quando, invece, si 
passa alla  r iso lu zion e d elle  equazioni di 2° grado, si è con
dotti ad applicare, oltre le  operazioni fondam entali su ac
cennate, un altro tipo di operazione, già noto per pratica  
dalle S cu o le  in feriori, cioè la  estrazione d i rad ice  q u a d ra ta , 
onde poi r isu lterà , che, quando si fissin o  a caso i valori 
interi o fratti dei co e ffic ien ti di u n ’ equazione di 2° grado, 
in  gen erale accade, che non esiste  n essu n  num ero intero o 
fratto, che la  renda soddisfatta.

P er  fissare  Y attenzione su problem i sem p lic i e ben noti, 
ricorriam o alla  teoria d elle  proporzioni fra grandezze geo
m etriche, che abbiam o studiato di recente. In  questa teoria  
si presentano due problem i fondam entali:

1) costruzione d e lla  q u a rta  p ro p o rzio n a le  dopo tre gran
dezze date, per es. dopo tre segm en ti;

2) costruzione della  m ed ia  p roporzion a le  fra due gran
dezze date, per es. fra due segm enti.

I l  prim o, com e g ià  sappiam o (Y i; n. 2) è un problem a

A maldi U . - E nriques P . 4
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di 1° grado. S e invero sono a, b, c le  lun gh ezze (asso lu te  
e d iverse da zero) d ei tre segm en ti dati, la  lu n gh ezza  x  d e l | 
quarto proporzionale è d efin ita  d a ll’ equazione [

a __ c
b ~ x ’

che, lib era ta  dai d enom inatori, dà luogo  a l l ’ eq u azion e di 
1° grado (norm ale)

a x  =  6c,

la  q u a le , com u n q u e s ian o  sta ti p re f issa t i i n u m eri in ter i ! 
o fratti a, 6, c (per n atu ra  loro d iv ers i da zero), am m ette, I 
com e su a  u n ic a  so lu z io n e , il  n um ero, pur esso  in tero  o ! 
fratto , |

___òc
a  *

C on sideriam o, in v e c e , i l  secon d o  p rob lem a. L a  lu n 
gh ezza  x  d e l m ed io  p rop orzion a le  fra d u e seg m en ti a  e b 
è d e fin ita  d a ll’ eq u a zio n e

a __x
x ~ V

che, liberata dai denominatori, si trasforma nell’ equazione 
di 2° grado, di tipo particolarmente semplice,

=  ab ;

e possiamo anzi semplificarla ulteriormente, supponendo 
di voler trovare il medio proporzionale fra il segmento 
unità e quello di lunghezza (assòluta) a, talché si sia con
dotti all’equazione 
(1) x2 =  a .

Ora si vede facilmente che, quando si fissi per a un va
lore intero o fratto, non esiste, per lo più, nessun valore 
intero o fratto, che renda soddisfatta l’ equazione (1). Invero,

Psi rifletta che, se una frazione numerica — è irriducibile
S
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(cioè a term in i prim i fra loro), anche il  suo quadrato — è

irrid u cib ile (perchè i fattori prim i di p 2 e q2 sono quelli 
stessi di p  e, r isp ettivam en te, q, presi ciascuno due volte). 
Perciò la  equazione (1) non può essere soddisfatta  da un x  
intero, se non quando a  sia  il  quadrato di un num ero in 
tero, cioè uno dei cosiddetti q u a d ra ti p e r fe tti  1, 4, 9, 16,... ;

/  /
1 / a> '

Il------
cu

Pe non può essere soddisfatta  da una frazione - ,  se non
2

quando a  sia  una frazione, i cu i due term ini siano entram bi 
quadrati perfetti.

E sc lu si q uesti due casi sp ecia li, la  (1) non am m ette, n el 
campo dei num eri in teri e fratti, n essu na  soluzione.

Questo risu ltato  sem bra, a tutta prim a, 
in contraddizione col fatto geom etrico ben  
noto, che i l  problem a, che ci ha condotti 
alla (1), am m ette sem pre una soluzione.
Sappiam o in fa tti che il m edio proporzio
nale fra due dati segm en ti si può sem pre  
costruire (con riga  e com passo), per es. applicando la  costru

zione ricordata d a ll’ an nessa  figu ra  (*).
Ma, r ifletten d o m eglio , si ricon osce, che non vi è con

traddizione alcuna. In fa tti, n e lla  m isurazione d elle  gran
dezze geom etriche si è v isto  che i num eri in teri e fratti 
perm ettono di m isurare soltanto le  grandezze com m ensurabili 
con l ’ unità, e che per m isurare anche q u elle  incom m ensu
rabili, b isogn a esten dere il  cam po dei num eri, introducendo, 
accanto a i num eri in teri e fratti, che n el loro in siem e si 
sono detti ra z io n a li , un  nuovo tipo di num eri, che si sono 
chiam ati ir ra z io n a li.

Ricordiamo anzi che 1’ esistenza di coppie di grandezze incommensu
rabili si è stabilita, indicando, come esempio tipico, il lato e la diagonale

(4) E. E nr iq u es-TJ. A maldi, Geometria elementare, Geom. piana, 
P arte  I I ;  Bologna, Zanichelli; Cap. V I, n. 24.
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di un quadrato ; e la incommensurabilità di questi due segmenti si è 
dimostrata, osservando che la lunghezza della diagonale 
rispetto al lato non può essere un numero intero o fratto, 
in  quanto deve, in forza del teorema di Pitagora, soddi
sfare appunto un’equazione del tipo (1), cioè la

x 2 =  2.

Orbene, farem o qui vedere che ogni q u a l volta  u r i  equa
zione, de l tipo  (1) non am m ette so lu zion i nel cam po dei n u 
m eri ra z io n a li  (cioè, com e si è detto, in teri o fratti), è sod
d is fa tta  d a  u n  num ero irra z io n a le  (il che geom etricam ente  
vuol d ire che il m edio proporzionale fra F u n ità  e il se 
gm ento di lunghezza a  è, in  tal caso, incom m ensurab ile  
con F unità).

Ma per ben ch iarire questo risu ltato  fondam entale e, 
al tem po stesso , per fissare in  m odo preciso  le  nozioni 
aritm etiche, che ci occorreranno n el segu ito , è necessario  
che prim a, in  una d igressione, rich iam iam o per som m i capi 
in  qual modo, n e lla  m isurazione d elle  grandezze geom e
triche, si sia  condotti a lla  d efin izion e dei num eri irrazio
n ali e d elle  operazioni su di ess i (*).

Numeri reali assoluti

2. Torniam o dunque a lla  m isurazione d elle  grandezze 
geom etriche, e, per sem plicità , riferiam oci al caso dei seg 
m enti. A vvertiam o una volta  per tutte che qui, per la  na
tura stessa  d ella  q uestione, intenderem o per il  m om ento di 
parlare esc lu sivam en te  di num eri a sso lu ti .

F issa to  u n  segm ento U  com e unità, ricordiam o che un  
segm ento A  s i d ice  com m ensurabile  con Z7, se esiste  un

q ualch e sottom ultip lo  — U  delF u n ità  U, il quale sia  conte-

(4) P. E nriques *U. A maldi, Ibidem , Cap. V i l i .
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m ito un  num ero esatto  d i v o lte  p  in  A , ta lch é sia

a - * & \
o, com e si su o le  scrivere,

(2) A  —  — U.
y Q.

PIn  tal caso è appunto il  num ero razionale —, che si a s

sum e com e rapporto  A : U  di A  ad U  o m isu ra  di A  rispetto  

a ll’ u n ità  U. Questo rapporto o m isu ra  ^  ind iv idu a esatta

m ente il  segm ento A  rispetto a lla  u n ità  U, in  forza della  
relazione (2); e va notato che ogni altro num ero razionale

— risu lta  m inore o m aggiore di —, secondo che si ha 
n q

ni . . n . , ni TT .
— T J < A  o, risp ettivam en te, — U  >  A .

P assiam o dopo ciò  al caso, in  cu i A  s ia  incom m ensu
rabile  con U, c ioè non con tenga un num ero esatto di volte  
nessun  sottom ultip lo  di U. In  questo caso non è p iù  p o ssi
b ile  in d iv idu are il rapporto A  : U  per m ezzo di un num ero  
razionale, m a si arriva al m edesim o risu ltato , ricorrendo  
ad un procedim ento di in d efin ita  ap p ro ssim a zio n e .

P reso un  q u a lsia si num ero razionale ^ , il corrispondente

m
segm ento, com m en surabile con V un ità , — U  è, in  questo

caso, n ecessariam en te  m inore o m aggiore di A ; e si con- 
m

tinua a d ire che — è m inore o m aggiore del rapporto A  : U, 

secondo che è

m  Tr , m  TT .
— U <  A  oppure — U  >  A . 
n  n
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P iù  p recisam ente, se — è tale, che risu lti s im u ltan ea

m ente

n  n U,

si d ice che — ed m — — sono, per il rapporto A : U ,  i due  
n  n

va lo r i a p p ro ss im a ti , a  meno d i  , i l  prim o p e r  d ife tto , il
n

secondo p e r  eccesso.
E, incidentalmente, conviene osservare, che nulla di più occorre per 

la pratica. In fa tti, in ogni applicazione concreta è perfettam ente inutile 
considerare per le grandezze, di cui si tratta, i sottomultipli al disotto 
di un certo grado di piccolezza, perchè già i nostri sensi e gli stessi 
strum enti di misura, di cui ci serviamo, non ci permettono di valu tarli; 
e, caso per caso, si può senza danno ferm arsi ad una conveniente ap
prossimazione.

V olendo, anche in questo caso d ella  incom m ensurab ilità , 
determ inare esattam ente il rapporto A \ U y b isogna profittare  
d ella  p ossib ilità  di sp ingere la  va lutazione approssim ata di 
ta le rapporto quanto avanti si vuole , e tenere conto in siem e  
di tu tti g li in fin iti suoi lavori approssim ati (per d ifetto e per 
eccesso). P recisam en te si p en si ripartito il  cam po di tu tti  i 
num eri razionali asso lu ti {escluso lo 0) in  due c la ss i I I  e / f ,  
assegnando a lla  c la sse  I I  tu tti i num eri razionali m inori 
di A  : U  (valori approssim ati per difetto), a lla  c la sse  K  tu tti 
i num eri razionali m aggiori (valori approssim ati per eccesso). 
S i v ien e così a determ inare nel cam po dei num eri razionali la  
cosiddetta  sezione ( I I \ I I ) ,  corrispondente al rapporto A : U ,  
la  quale è perfettam ente analoga a q uella , che, n el caso di

Pdue grandezze com m ensurabili di rapporto —, si otterrebbe, 

assegnando ad una c la sse  I I  tu tti i num eri razionali m inori
Pdi a lla  c la sse  I I  tu tti i num eri m aggiori. L a so la  d iffe 

renza sta  n e l fatto, che, m entre n el caso di A  in com m en su 
rabile con U  le  due c la ssi contengono tu t t i , senza eccezion e,
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i num eri razionali, n e l caso di A  com m ensurabile con U  ne

resta esc lu so  uno  (ed uno solo), p recisam en te il num ero ^ ,

che dà il  rapporto d elle  due grandezze. Se i num eri razio
nali si pensano ordinati n el loro ordine crescente, si può  
dire che in  entram bi i casi le  due c la ssi ZZ e J£, andando, 
per così dire, Y una verso Y altra, ind ividuano il  posto oc
cupato, in  codesto in siem e ordinato di num eri, dal rap
porto A : U. S e A  ed U  sono com m ensurabili, un ta le posto  
è p recisam en te q uello  del valore razionale del rispettivo  rap
porto ; se, invece, A  ed U  sono incom m ensurab ili, al loro  
rapporto A  : U  corrisponde, n e ll’ in siem e ordinato dei n u 
meri razionali, una lacu n a  ; ed è a questa  lacu na, che si 
fa corrispondere, per d efin izione, uno di quei num eri di 
nuova sp ecie  che si chiam ano ir ra z io n a li  (assoluti).

Così, ricorrendo a lle  corrispondenti sezion i, si d efin iscono  
nello stesso  modo tanto i num eri razionali, quanto q u elli 
irrazionali, i prim i com e rapporti di grandezze com m ensu
rabili, i second i com e rapporti di grandezze incom m ensu
rabili.

Grli uni e g li altri, n el loro insiem e, costitu iscon o  il cam po  
dei n u m eri rea li  (assoluti).

3. Q uesta d efin izion e dei num eri irrazionali, per mezzo 
d elle corrispondenti sezion i, è su ggerita  d alla  considerazione  
geom etrica  dei rapporti d elle  grandezze. Ma im porta rilevare  
che ad essa  si può dare anche una form a puram ente aritm e tica  
e, pei’ciò, p iù  adatta allo  studio delP A lgebra.

A tal fin e  si osservi anzitutto che le  due c la ssi H  e Z£, 
costituenti la  sezione (J2| JST), che d efin isce  un  num ero reale  
(cioè, com e or ora si è detto, razionale o irrazionale), godono  
d elle segu en ti tre proprietà :

1) Ogni num ero ra zion a le  (assoluto e d iverso da 0), 
e c c e t tu a to  a l  p i u  a n o , a p p a rtien e  a d  u n a  (e a d  u n a  sola) 
delle due c la ss i ,
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2) L a  classe H  contiene , con ogni suo num ero , anche 
tu tti  i  n u m eri ra z io n a li m in o r i:  e la  classe K  contiene , con 
ogni suo num ero, anche tu tti  i  n u m eri ra z io n a li m a g g io ri .

3) L a  classe IL non contiene u n  m assim o (cioè u n  n u 
mero m aggiore d i tu tti  g li a ltr i) , nè la  classe JL contiene u n  
m inim o (cioè u n  num ero m inore d i tu tt i  g l i  a ltr i) .

Orbene, si dim ostra che, v iceversa , com unque si r iesca  a 
ripartire il cam po dei num eri razionali asso lu ti (escluso lo 0) 
in  due c la ssi H  e JKT, le  quali godano delle  proprietà 1), 2), 3), 
queste due c la ssi costitu iscono la  sezione ( H\ TL) ,  corrispon
dente ad un determ inato num ero reale ; cioè esiste  sem pre  
un num ero reale (ed uno solo), che è m aggiore di tu tti i 
num eri della  c lasse H  e m inore di tu tti i num eri d ella  
c lasse  K .

In fatti, si d istinguano due casi, secondo che le  due c la ssi 
la scian o  fuori un num ero razionale (e per la  prim a proprietà  
non può essere che uno solo), oppure li  com prendono tutti. 
N el prim o caso F unico num ero razionale esc lu so  deve essere, 
in  forza della  proprietà 2), n ecessariam en te m aggiore di tu tti 
i' num eri di H , m inore di tu tti i num eri di JET, cosicch é le  
due cla ssi costitu iscon o la  sezione ( H |2T), corrispondente a 
codesto num ero razionale. Se poi le  due c la ssi H e  (K  com 
prendono tutti i num eri razionali, basta tener con k T d ella  
con tin u ità  d elle  grandezze per dedurne che esiste  sem pre  
un segm ento A  (ed uno solo), n ecessariam en te incom m en 
su rab ile con F unità  U, il  quale am m ette, rispetto ad C7, 
un rapporto A  : £7, m aggiore di tutti i num eri di H ,  m inore  
di tutti i num eri di K  ; cioè le  due c la ssi date co stitu i
scono la  sezione ( H \ K ) ,  corrispondente a l rapporto irrazio
n a le  A  : U.

Invero , su di una semiretta, a partire dalla sua origine 0, imm agi
niamo portati tu tti i segmenti, commensurabili con l’unità, che hanno 
per m isure i num eri (razionali) della classe IL, e chiamiamo « punti H  » 
gli estremi dei segmenti così ottenuti ; similmente, immaginando portati 
sulla sem iretta/,tu tti a partire da 0 , i segmenti, pur essi commensurabili 
con l’unità, che hanno per misure i num eri (razionali) della classe K , 
chiamiamo « punti K  » i loro estremi. Poiché ogni numero di IL  è mi-
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nore di ogni numero di JET, ogni punto H  precede sulla semiretta 
(nel Terso a partire da 0 ) ogni
punto K , talché, per il postulato •— ------------------- !----------------- -------
della continuità della retta  (*), 0  p u n te li I  p u n teÆ
esiste certamente un punto L  di
separazione fra i punti H  e i punti K. E questo punto di separazione 
è necessariam ente unico.

Si provi, infatti, ad am mettere che esista un altro punto Lì, pur esso 
compreso fra i punti H  da una parte e i punti K  dall’ altra e, per fissare 
le idee, si supponga OL' >> OL. Preso del segmento unità U un sotto-

multiplo U minore di L L ’, si consideri fra i successivi suoi multipli

U ~ U  n n
4
n U ....

il primo, che risu lti maggiore di OL e sia — U. Non può essere allora

y  U >  OL', perchè, essendosi preso ~ U < ^L L ’, se ne dedurrebbe, sot-

m  ■ 1 m
traendo membro a membro, --------  U^> OL, contro l’ipotesi che — U sia

n  n

il primo multiplo di « U maggiore di OL. Sarà dunque OL << ™ U<^ OL',

sicché il numero razionale ^  risu lterà maggiore di tu tti i num eri di I I ,

minore di tu tti i num eri di jET; ma ciò è assurdo, perchè, per ipotesi, 
nessun numero razionale resta  escluso dalle due classi.

Accertata così 1’ unicità del punto L  di separazione dei punti H  dai 
punti K , si riconosce subito che il segmento OL è il segmento A  cer
cato, in quanto, essendo OL maggiore di tu tti i segmenti OH, minore di 
tu tti i segmenti OK, il rapporto O L\U  è maggiore di tu tti i numeri 
di I I ,  minore di tu tti i num eri di K m, e questo segmento OL è neces
sariam ente incommensurabile con U, perchè in  caso contrario la sua 
m isura darebbe un numero razionale maggiore di tu tti i num eri di I I  
e minore di tu tti i num eri di K ,  contro l’ipotesi.

C oncludiam o, dunque, ch e non solo ogni num ero reale  
definisce nelV in siem e dei n u m eri ra z io n a li u n a  sezione  (le 
cu i due c la ss i sono co stitu ite  da tu tti i num eri razionali 
risp ettivam en te m inori e m aggiori del num ero considerato),

( l) F. E nkiquks- I J .A mal.di, Geometria elementare, Geom. piana, Parte II: Bologna, 
Zanichelli: Cap. V II, n. 1.
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m a , v iceversa , sezione , com unque o tten u ta , n ell'in siem e
dei n u m eri ra z io n a li definisce u n  num ero reale , com e unico  
num ero com preso fra i num eri razionali della  c lasse m inore  
e q u elli d ella  c lasse m aggiore.

P er ind icare che un num ero reale a  è defin ito  dalla  
sezione si scrive

a =  (Jff|JSC).

4:. Ogni num ero irrazionale, per la  sua stessa  defin izione  
(come elem ento di separazione fra le  due c la ss i d ella  corri
spondente sezione) occupa un posto ben  determ inato n e ll’or
d ine crescente dei num eri razionali, cosicch é resta  sen z’ altro  
stab ilito  un ord in e  crescente d i tu tti  i  n u m eri re a li a s so lu ti .

D i qui e d alle  note proprietà d ella  d isu gu aglian za  fra  
num eri razionali seguono im m ediatam ente i cr iteri di d isu 
gu aglian za  fra num eri reali, in  particolare fra num eri irra
zionali. D ati due num eri rea li a  ed a', i l  prim o è m aggiore  
del secondo (a >  a'), e quindi il secondo è m inore  del prim o  
[a' <  a), quando esiste  q ualch e num ero razionale r, che sia  
al tem po stesso m inore di a  e m aggiore di a ';  cioè, ove 
si considerino le  sezion i ( H \ K ) ,  ( H' \  K \  che d efin iscono, 

r  ^  r ispettivam ente, a  ed a ‘ è
____ j £ - _____ l____ a  >  a', quando la  c la sse  I I
------------ ,-------- 1----------1--------------  con tien e qualche num ero r,
-  ....... K L--------------  che appartiene anche a K f ;

^  ed in  tal caso esiston o  in f i
n iti num eri razionali com presi tra a ' ed a, cioè tu tti i 
num eri di I I '  m inori di r  e tutti i num eri di I I  m aggiori 
di r .

D ue num eri rea li non possono essere u g u a li , se non  
quando n essuno dei due sia  m aggiore d e ll’ altro ; cioè, p iù  
precisam ente, quando tu tti i num eri razionali m inori o m ag
giori d e ll’ uno sono pur m inori o, rispettivam ente, m aggiori 
d e ll’ altro. In  a ltre parole le  sezion i corrispondenti ai due  
num eri debbono coincidere.
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E da q ueste d efin iz ion i d e ll’ u guaglian za  e d ella  d isu g u a 
glianza  n el cam po dei num eri rea li d iscen de sen z’ altro che  
si conservano v a lid e  per codeste relazion i le  stesse  proprietà  
formali^ che valevano n e l oarnpo dei num eri razionali.

5. L a d efin iz ion e di un num ero irrazionale a  per mezzo 
d ella  corrispondente sez ion e fa in terven ire la  tota lità  dei 
num eri razionali. Ma è m anifesto  che, per ind iv idu are il 
num ero considerato , sono, per così dire, in u tili i num eri 
troppo lontani, e bastano q u e lli prossim i ad esso.

S i può lim itarsi a considerare, n e lla  c la sse  m inore H  
d ella  corrispondente sezion e ( H \  JC), soltanto i num eri m ag
giori di uno di ess i preso ad arbitrio, per es. del valore appros

sim ato (per difetto) di a  a m eno di 1 o di —  o di — ecc. ;  e

così, n e lla  c la sse  m aggiore K ,  si possono prendere soltanto i 
num eri m inori di un  analogo valore approssim ato per eccesso . 
E non occorre nem m eno tener conto di tu tti i num eri razio
nali, che così rim angono : basta estrarre d a lla  c la sse  JET o 
dalla  ST, o da tu tte e due, una su ccessio n e  di in fin iti valori 
prog ressiva m en te  a p p ro ss im a ti ad a, o, com e si suol dire, 
ten den ti ad a.

Chiarirem o q ueste osservazioni, m ostrando che si può in  
tal modo o tten ere per il  num ero irrazionale a  una rappresen
tazione sotto fo rm a  decim ale , analoga  a q u e lla  con su eta  per 
i num eri razionali.

6. C om inciam o col ricordare d a ll’A ritm etica  che una f in 

zione ^  si riduce in  form a d ecim ale, d ividendo il num era-
q

tore per il denom inatore con la  regola  ben  nota per la  d iv i
sione dei num eri in teri, e che, se la  frazione è stata ridotta  
ai m in im i term in i e, dopo ciò, i l  denom inatore non am m ette 
fattóri prim i d iversi dal 2 e dal 5, l ’ operazione conduce ad 
un num ero fin ito  di cifre d ecim ali, cioè la  frazione è rap*
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p resentabile per m ezzo di un decim ale l im ita to : così 

g =  0,5 1 =  1,4: 1  =  2,25 g  =  0,65 eco.

In  ogni altro caso, cioè ogni qual vo lta  n e lla  frazione

irr id u cib ile  -  il denom inatore am m etta qualche fattore prim o

diverso dal 2 e dal 5, l ’operazione non ha m ai term ine e si 
p ervien e su ccessivam en te ad in fin ite  c ifre decim ali, le  q uali 
per altro si ripresentano, alm eno da un certo posto in  poi, 
p erio d ica m en te ; cioè si è condotti ad un decim ale illim ita to  
period ico  (con un  eventuale an tip erio d o ): così

9 1 4Q
% =  0,6666... -  -  0,142857142857... ^  =  3,2666...
H 7 15

S i sa ancora d a ll’A ritm etica che, v iceversa , ogn i p o ssi
b ile  decim ale illim ita to  periodico si può ottenere scrivendo  
in  form a decim ale una determ inata frazione (<generatrice  del 
d ecim ale periodico): così (i)

0,6363... =  j |

3,7333.

0,8333.
7_
I V

373 — 37

8 3 - 8
90

56
90 =  Ï 5 ’ eCC-

5
6 ’

(A) Le regole per trovare le frazioni generatrici dei decimali illi
m itati periodici sono le seguenti:

1) L a generatrice di un decimale periodico semplice (cioè privo 
di antiperiodo) ha per denominatore l’intero formato da tante cifre 9, 
quante sono le cifre del periodo; e il num eratore si ottiene, sottraendo 
la eventuale parte in tera dall’ intero formato da questa eventuale parte 
intera, seguita dal periodo.

2) L a generatrice di un decimale periodico misto (eioè dotato di anti
periodo) ha per denominatore l’intero formato da tante cifre 9 quante 
sono le cifre del periodo, seguite da tanti 0 quante sono le cifre del- 
l’antiperiodo ; il num eratore si ottiene, sottraendo la eventuale parte
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Orbene, prim a di proceder oltre, im porta aver ben  chiaro  

il s ign ifica to  di questa  rappresentazione dei num eri razio
nali sotto form a di d ecim ali illim ita ti. Ad es., per la  fra- 

2
zione g la  scrittura

1  =  0,6666...
o

2
sign ifica  precisam en te che g am m ette com e va lo r i a p p ro ss im a ti

p e r  d ife tto , r isp ettivam en te a m eno di — , di — di ~ ,  ecc., 

i num eri d ella  su ccessio n e

(3) 0,6 0,66 0,666 ...

e com e va lo r i a p p ro ss im a ti p e r  eccesso corrispondenti i nu
meri d e lla  su ccessio n e

(4) 0,7 0,67 0,667...

S i ha dunque, che i num eri di c ia scu n a  di q ueste due
2

su ccession i si a p prossim an o  in defin itam en te  a g fino a d iffe 

rirne di quanto poco si vuole , e ciò si suole esprim ere anche  
dicendo che le  due su ccessio n i tendono  (la prim a crescendo,

2
la  seconda descrescendo) a l lim ite  g .  Y a rilevato  che una

q u alsiasi di codeste due su ccession i, per es. la  (3), basta da
2

sola per ind iv iduare il  num ero g , g iacch é da essa  si può 

subito dedurre la  (4) (aum entando di 1 in ciascu n  suo nu-

intera, seguita dall’antiperiodo, dall’intero formato da codesta eventuale 
parte intera, seguita dall’ antiperiodo e dal periodo.

Dai decimali illim itati periodici si possono escludere quelli di pe
riodo 9, perchè ciascuno di essi è sostituibile con un decimale lim i
tato. P er es.,

0,999 ... =  1 ; 0,35999... =  0,36; 7,15999... =  7,16; ecc.
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m ero F u ltim a cifra) e ^ è V unico  num ero reale, che sia

m aggiore di tu tti i num eri d ella  (3), m inore di tu tti q u e lli 
della  (4).

Se infatti esistesse un altro numero reale a , avente questa stessa 
proprietà, e non fosse già razionale, esisterebbe anche (n. 4) qualche

2
numero razionale r, compreso fra g ed a  e quindi aneli’esso maggiore

di tutti i numeri (3), minore di tutti i (4), sicché la differenza fra  un 
qualsiasi numero (3) e un qualsiasi numero (4) dovrebbe risu ltare mag- 

2giore di quella fra » ed r, mentre le differenze fra i num eri (3) e (4) 
o

di ugual posto sono successivamente

ì  J l JL _L
10 102 103 io*->

cioè finiscono col diventare piccole quanto si vuole e, in particolare,
2minori della supposta differenza fra g ed r.

7. Dopo questi richiam i, si p erviene agevolm ente alla  
rappresentazione in  form a d ecim ale di un q u a lsia si num ero  
irrazionale

a  =  ( H \ K ) .

A tal fin e si com inci col prendere il m assim o intero con
tenuto in  JET (o lo zero, se questa c la sse  non con tien e nessu n  
num ero intero). Se così si trova, ad es., il 2, vu o l dire che 
il  3 è in  K ,  cioè a  è com preso fra 2 e 3; e 2 è la  parte  
in te ra  (o valore approssim ato per difetto, a m eno di 1) di a. 
P oi dei num eri

2, 2,1 2,2 2,3 . .  . 2,9

si prenda F ultim o, che appartiene ad H . S e  esso è 2,7, il 
consecutivo; cioè 2,8 si trova in J f, e 2,7 è il  valore appros
sim ato per difetto di a  a m eno di 0,1, m entre 2,8 è il corri
spondente valore approssim ato per eccesso.

S im ilm en te si troveranno due analoghi valori approssi
m ati a m eno di 0,01, per es. 2,71 e 2 ,72; due valori appros
sim ati a m eno di 0,001, per es. 2,718 e 2 ,719; e così via.



e sa r a z ió n e  di r a d ic e  q u a d r a la  e  n u m er i  r e a l i 63|I, 7]

Il procedim ento non avrà m ai term ine, perchè ogni n u 
mero razionale è n ecessariam en te m inore o m aggiore di n, 
per ip o tesi irrazionale ; co sicch é  si sarà condotti a due su c
cessio n i di in f in iti d ecim ali c ia scu n a

(5) 2 2,7 2,71 2,718 . . . ,

(6) 3 2,8 2,72 2,719 . . . ,

n e lla  prim a d e lle  q ua li si hanno i va lori approssim ati di a 
per d ifetto , a m eno di 1, di 0,1, di 0,01, di 0,001,... e nella  
seconda i corrispondenti va lori approssim ati per eccesso . 
Come n e l caso dei num eri razion ali (n. prec.), queste due  
su ccession i tendono entram be al num ero irrazionale a ;  e 
basta una di esse , per es. la  prim a, per ind ividuarlo , in  
quanto (come si r icon osce con lo stesso  ragionam ento di 
pocanzi) a  è P u n ico  num ero reale  m aggiore di tu tti i n u 
m eri d ella  (5), m inore di tu tti i num eri d ella  (6). P erciò , 
com e n el caso dei num eri razionali, si scrive

a  =  2 ,718...,

dove a secondo m em bro i p un tin i stanno ad ind icare le  
in fin ite  c ifre decim ali, che si otterrebbero, continuando in d e
fin itam en te  il procedim ento d ianzi indicato.

Ma in  questo caso si presenta  una osservazione e sse n 
ziale. L e in fin ite  c ifre  dec im a li, che successivam ente s i otten
gono p e r  u n  q u a ls ia s i num ero irra z io n a le  a, non possono  
m a i p re se n ta rs i p erio d ica m en te . Se, invero, così accadesse, 
e si avesse, ad es.,

a  =  2 ,718718718...,

cioè si p resen tasse  il  periodo 718, P u n ico  num ero m aggiore  
di tu tti i num eri d ella  su ccession e (5), m inore di tu tti q uelli 
della  (6) sarebbe, non già  il  num ero irrazionale a, b en sì il 
num ero razionale (frazione generatrice  del d ecim ale periodico)

2718 — 2 2716
999 — 999 *
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Abbiam o dunque, che ogni num ero irrazionale si può  
rappresentare sotto form a di un decim ale illim ita to  non  
period ico .

V iceversa , se si p refissa  ad arbitrio un d ecim ale illim i
tato non periodico, q uale ad es.

(7) 3 ,121122111222...,

si ricon osce agevolm ente che esso rappresenta, n el senso or 
ora chiarito, un ben determ inato num ero irrazionale. In fatti, 
si assegn ino  ad una c la sse  I I  tu tti i num eri razionali

(8) 3 3,1 3,12 3,121 3,1211 . . .

(ottenuti da (5), prendendo su ccessivam en te  la  parte in tera  
o una, o due, o tre,... cifre d ecim ali) e, con ciascu n o  di essi, 
tu tti i num eri razionali m inori ; si assegn ino  in vece  ad una  
c la sse  K  i num eri razionali

(9) 4  3,2 3,13 3,122 3,1212 . . .

(ottenuti dai (6), aum entandone di 1 F u ltim a cifra) e, con  
ciascu n o di essi, tu tti i num eri razionali m aggiori. È fa c ile  
con vincersi che queste due c la ssi costitu iscon o una sezione  

dalle  cu i c la ssi non resta esc lu so  n essu n  num ero  
razionale.

In fa tti la I I ,  per la sua stessa definizione, contiene, con ogni suo 
numero, tutti i numeri razionali minori, e così la K  contiene, con ogni 
suo numero, tutti i numeri razionali maggiori. In  secondo luogo I I  
non contiene un massimo, perchè ogni suo numero è minore o uguale ad 
uno dei num eri (8), i quali fanno tutti parte di essa e non ammettono 
massimo ; e per analoga, ragione la IC non ammette minimo.

Infine dalle sue classi I I  e K  non può restare escluso alcun nu 
mero razionale, giacché un tale numero, in forza delle proprietà or 
ora riconosciute alle due classi, non potrebbe essere che maggiore di 
tu tti i num eri di I I  e, simultaneamente, minore di tu tti quelli di K , e 
quindi, scritto in forma decimale, dovrebbe dar luogo al decimale illi
mitato (7); e ciò è assurdo, in quanto si tratta di un decimale non 
periodico.

Q uesta sezione ( H \ H )  d efin isce  dunque un num ero irra
zionale, al quale tendono entram be le  su ccessio n i (8), (9); e
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ciò vuol dire appunto che questo num ero è rappresentato  
dal decim ale illim ita to  (7).

Così, tenendo conto d elle  osservazioni precedenti e delle' 
proprietà dei d ecim ali period ici r ich iam ate al n. prec., si con 
clude che : Ogni numero reale è rappresentabile sotto forma di 
numero decimale (lim itato o illim ita to  e, in  questo secondo  
caso, period ico o no) ; e, viceversa, ogni numero decimale rap
presenta un numero reale. Si tratta di un numero razionale, 
se il decimale è limitato oppure illimitato ma periodico; di 
un numero irrazionale se il decimale è illimitato e non 'pe
riodico.

O perazioni su i num eri reali a sso lu ti

8. In  G eom etria si dim ostra che la  interpretazione dei 
numeri irrazionali asso lu ti com e rapporti di grandezze in 
com m ensurabili conduce a d efin ire geometrica niente per co- 
desti num eri le  operazion i fondam entali di addizione, molti
plicazione, sottrazione e divisione^), in  p ieno accordo col caso  
dei num eri razionali (rapporti di grandezze com m ensurabili 
Ma queste stesse  operazioni si possono d efin ire anche in  
modo puramente aritmetico, partendo da lle  sezion i corrispon
denti ai num eri, su cui si vuole operare. B asta  farsi g u i
dare dalla  an alogia  col caso dei num eri razionali, quando  
anche per q uesti si p ensino le corrispondenti sezioni.

Per l ’ addizione, si osserva che se a  ed ci sono due ìlu
mini razionali, la  som m a a -}- a' è m aggiore di tutte le  
somme che hanno per addendi due valori approssim ati per 
difetto di a ed a m entre ò m inore di tu tte le analoghe  
somme di due valori approssim ati per eccesso . Così, per 
defin ire la  som m a a ci di due num eri reali a sso lu ti quali 
si vogliano, d efin iti a lle  sezion i (jHT | JST), r isp etti
vam ente, si ind ich i con FI. -f- JET la c la sse  form ata da tutti i

(4) F. E n riq u es  -IT. A m aldi, Geometria elementare, G coni. pian.*!. 
Parto  Li; Bologna, Zanicholli: Gap. VITI, mi. 1-5.

Amai.ni U. • Enriques F.



GO CAPITOLO T [I, 81

num eri, che si ottengono som m ando a ciascu n  num ero di M  
ciascu n  num ero di JET', e con JL +  K '  la  c la sse  form ata an a
logam ente coi num eri di jBl e jB7. Q ueste due c la ss i d efin i
scono in  ogni caso una sezione.

Basta dimostrare d ie queste due classi godono delle proprietà 1), 2), 3) 
del n. 3. Quanto alla 2), la II-{- I I ' ,  insieme con ogni suo numero li -{- hi 
(dove li, li' sono due numeri quali si vogliano di I I ,  I I '  rispettiva
mente), contiene anche ogni numero razionale b <  h -f- hi, perchè, se 
si pensa divisa la differenza (razionale) li r  li '— b in dne parti (razio
nali) c, c', minori rispettivam ente di li, li', dalla c -+- c' =  h -4- li' — b 
risulta b — (li — c)-f- (li' — c'), dove li— c, li' — c' sono dne num eri di I I ,  I I '  
rispettivam ente. E in modo analogo si dimostra che la classe K  ~h K ' 
contiene, con ogni suo numero, anche ogni numero raziona le minore. In  
secondo luogo la I I - { - I I '  non può contenere un massimo, perchè ciò 
non avviene nè per la I I ,  nè per la I I '  ; e per analoga ragione la 
K  -+- K.' non contiene un minimo. Resta da far vedere che le due 
classi non possono lasciar fuori piu di un numero razionale. A tal fine 
si osservi anzitutto che ogni eventuale numero razionale escluso da I I  
ed I I '  non può, per le proprietà già stabilite, che essere sim ultanea
mente maggiore di tutti i num eri di I I  -+- I I '  e minore di tu tti i nu
meri di JK +  K '  • Proviamo allora a supporre che esistano due numeri 
razionali siffatti r  ed r' e sia r  >  r '. P resa una frazione

do» £ < £ < * -* • ')>

si possono considerare fra i successivi multipli di -  due coppie di mul
tipli consecutivi, tali che risulti

m
n <  a  < m - f  1 — <  a  <  n

mi +- 1 
n

(il segno =  potendo valere nella prima o seconda limitazione, solo se a 
o, rispettivam ente, a' è razionale). In  ogni caso sarà

m — 1 m -h 1 m i— 1 m' 1
~ < a <  — — , — —  <  a' <  — —  ,

. . .  . m — 1 m  -+-1 m — 1 w  +  1cioè ì n u m e r i  ,  ,  ,   apparterranno rispetti
ti---------- n  n  n ------ r r  r

vomente alle classi I I ,  K , H ’, K ',  cosicché i due num eri

m — 1 ^  ni' — 1 _m  +  m' — 2 m + 1  m' -4- 1 m  -f- m' 2

saranno contenuti rispettivam ente in H  ~h JET', K~t~ K '  e dovranno
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perciò comprendere fra loro tanto r , quanto r'. Ma ciò è assurdo perchè 
la loro differenza

m + « ' + 2  m -+■m' — 2 _4
n  n  n

è, in forza della (10), minore di r  — r ’.
Dopo ciò, si d efin isce  com e som m a a  -1- a' dei due nu

m eri rea li a  ed a' il num ero corrispondente a lla  sezione  
(H ‘4 - H ' \ K  +  K ) .

9. S im ilm en te, per d efin ire il prodotto aa! di due num eri 
reali asso lu ti quali si vogliano a  =  (H \  J£), a> =  (H ' \ K '), si 
dim ostra che in  ogni caso risu lta  d efin ita  una sezione dalle  
due c la ssi U H '  e ITjK7, di cu i la  prim a è costitu ita  da tutti 
i num eri, che si ottengono, m oltip licando cia scu n  num ero  
di H  per cia scu n  num ero di e la seconda è form ata ana
logam ente coi num eri di K  e K '.  La d im ostrazione è ana
loga a q u ella  or ora data per il caso d ella  som m a e por 
essa rim andiam o al n. 46 d eg li E sercizi. Ora se a  ed a' sono 
entram bi razionali, è m anifesto  che il  num ero corrispondente  
alla sezione [H H '\  I t t i .  ) è il prodotto aa' di a  per a ’. In  ogni 
altro caso, si assum e, per d efin izione, com e prodo tto  aa' dei 
due num eri rea li a sso lu ti a, a' il num ero corrispondente alla 
sezione ( H H \ K K ) .

E questa d efin iz ion e si com pleta, assum endo uguale a 
zero sia  i l  prodotto di un q u a lsia si num ero rea le  per lo zero, 
sia il  prodotto dello  zero per un q u a lsia si num ero reale.

D a lle  stesse  d efin iz ion i d ianzi stab ilite  r isu lta  sen z’altro  
che per Y addizione e la  m oltip licazione, così estese  al cam po  
di tutti i num eri reali, asso lu ti, si m antengono va lid e  tutte  
le  proprietà form ali, che per ta li operazion i valgono nel 
cam po dei num eri razion ali (Introd., n. 3).

10. D a lla  p reced en te d efin izion e di prodotto segue, in 
particolare, la  d efin izion e d elle  su ccessiv e  poten ze  (ad esp o
nente intero p ositivo  od assoluto) di un q u a lsia si num ero  
reale a  =  (H \!K ).  P er  es. il quadrato a 2 corrisponde alla
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sezione (IL 2\ K 2), dove M 2 denota q u ella  c lasse, che con tien e  
non soltanto i quadrati di tu tti i num eri di JT, b en sì anche  
tutti i prodotti, che si ottengono m oltip licando cia scu n  n u 
mero di H  per ciascuno degli altri num eri d ella  stessa  classe;  
e K 2 ha un sign ifica to  analogo.

11. P assiam o alle operazioni inverse su i num eri reali 
asso luti.

Q ualche sp ecia le  avvertenza occorre per la  sottrazione. 
D ati due num eri reali a =  (JL\IL), a' =  (L I 'I Jt'), supponiam o  
a >  a ’. Ciò vuol dire (n. 4) che vi sono in fin iti num eri razio-

œ nali m inori di a, cioè appar
ten en ti a lla  c la sse  H , cheB K

^   jg -i.............. sono m aggiori di a', c ioè ap-
^  partengono a lla  c la sse  JBT.

Si formi a llora la  classe I L — ET', costitu ita  da tu tte le  d iffe 
renze, che si ottengono, sottraendo da ciascu n o di q uei n u 
m eri di IL, che appartengono anche a 2£', ciascu n o  dei num eri 
di K '  m inori di esso ; e, d ’ altra parte, si form i la  c la sse  
K  — f i ' ,  costitu ita  da tutte le  d ifferenze, che si ottengono, 
sottraendo da ciascu n  num ero di K  c iascu n o  dei num eri 
di 1 Ï  (i q uali sono tutti minori). Le due c la ssi t ì — K ', 
K  — I L \  così costruite, costitu iscon o (vedasi il n. 47 degli 
E sercizi) una sezione ; e se il num ero corrispondente a questa  
sezione (H  K  l i  I I  ) si som m a, secondo il n. 6, al 
num ero a  =  si ottiene precisam ente (vedasi il n. 48
d eg li E sercizi) il num ero a =  (JHT| IL). P erciò , in  ogni caso, 
il num ero corrispondente a lla  sezione ( H — K '  | K  — IL') è 
la differenza a  — a' dei due num eri rea li asso lu ti dati.

In fin e , s i d im ostra (vedansi i nn. 49 ,51  d eg li E sercizi) che, in
H  K

ogni caso, r isu lta  d efin ita  una sezione da lle  due c la ssi 
* K  H

EL
dove 2 ^ 7  denota la  c la sse  di tutti i quozienti, che si o tten 

gono dividendo ciascu n  num ero di H  per ciascu n  num ero
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di K ',  e la  , è form ata in  modo analogo coi num eri delle  
H

cla ssi K  e TI'. D i p iù  si riconosce, che se il num ero corri

spondente a lla  sezione [^~r, j si m oltip lica , secondo il n. 6.

per il num ero a ' — ( I I ' \ K %  si o ttiene com e prodotto (ve- 
dansi i un. 50, 52 degli Esercizi) il num ero a! ~ ( H \ K ) .

P erciò , in  ogni caso, la  sezione j d efin isce  il quo-
CV \ i /

diente  —, dei due num eri rea li dati. 
a

12. N ella pratica i num eri reali non si individuano per mezzo delle 
corrispondenti sezioni, ma se ne considerano valori approssimati (con un 
grado di approssimazione conveniente alla natura della questione che 
si vuol trattare); e i calcoli si fanno su questi valori approssimati.

Le norme fondamentali, che si debbono osservare in questi calcoli 
sono suggerite dalle stesse definizioni, che ìli un. prec. si sono indicate 
per le operazioni sui num eri reali, quando si pensino individuati p<*|- 
mezzo delle corrispondenti sezioni.

Così dai nn. 8, 9 risu lta che, per «a vere un valore per difetto (o per >>c- 
cesso) della somma o del prodotto di due (o piu) numeri, basta som
mare o moltiplicare fra loro altrettanti valori per difetto (<>. rispettiva
mente, per eccesso) degli addendi o dei fattori.

Invece dal n. prec. discende che por avere un valore per difetto 
della differenza a — a’ di due numeri, basta prendere un valore per 
difetto li del minuendo,^il quale sia maggióre del sottraendo o \  e poi sot
trarre da esso un valore per eccesso k ’ del sottraendo, il (piale sia- minoro 
di h; e p e ra v e re  un valore per eccesso basta sottrarre da un valore per 
eccesso k  del minuendo un valore per difetto h1 del sottraendo.

Infine per avere un valore per difetto di un quoziente, basta, dividero 
un valore per difetto del dividendo per un valore per eccesso del divisore, 
mentre per avere del quoziente un valore per eccesso, b as tad i ridere un 
valore per eccesso del dividendo per un valore per difetto dei divisori?.

N aturalm ente il grado di approssimazione del risultato di ciascuna 
di queste operazioni dipende dal grado di approssimazione, con cui si 
son presi i dati; e vi sono regole, che permettono di prevedere quale 
grado di approssimazione abbia il risultato, quando i dati hanno un 
certo numero di cifre decimali esatte, o, viceversa, (piante cifre esatte 
occorra avere nei dati, perchè il risultato presenti un prefissato grado 
di approssimazione. Vedutisi in proposito gli Esercizi.
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Numeri reali relativi

13. S inora si è parlato esc lu sivam en te di num eri reali 
a sso lu ti . Ma, per le  m edesim e ragioni che, fin  d a ll’ in izio  
delio  studio d e ll’A lgebra, ci hanno condotti ad introdurre i 
num eri razionali re la tiv i, si considerano, accanto a questi, 
i num eri irra z io n a li r e la tiv i , cioè contrassegnati col -h  o 
col — , o, com e anche qui si suol dire, p o s it iv i  e n eg a tiv i . I 
num eri re la tiv i razionali ed irrazionali costitu iscon o, in 
siem e con lo 0, il cosiddetto cam po dei n u m eri rea li r e la tiv i .

Ogni num ero reale p o sitivo  si può p ensare d efin ito  per 
mezzo di una sezione n el cam po dei so li num eri razionali 
p o s itiv i  (si ricordi l ’ osservazione fatta, per i num eri reali 
asso luti, al princip io  del n. 5); e, così, ogni num ero reale  
negativo  per mezzo di una sezione n el cam po dei num eri 
reali n egativi.

A questa defin izione per mezzo di sez ion i n el cam po  
dei so li num eri p ositiv i o dei so li num eri n egativ i fa  ecce
zione soltanto lo 0, che corrisponde alla  sezione costitu ita  
dalla  c la sse  di tutti i num eri razionali n egativ i e da q uella  
di tu tti i razionali positiv i.

Y ale, naturalm ente, per tutti i num eri rea li re la tiv i 
(cioè ind ifferen tem en te razionali o irrazionali) la  rappre
sentazione geom etrica per mezzo dei punti di una retta  
graduata, di cu i sinora ci siam o sem pre serv iti lim itata- 
m ente al caso di q u elli razionali (Introd., n. 1). Ma qui va  fatta  
una osservazione altrettanto ovvia, quanto im portante. Ora 
che d isponiam o di tu tti i num eri razionali ed irrazionali, 
non solo ad ogni num ero corrisponde su lla  retta graduata  
un punto (ed uno solo), ma, v iceversa, ad ogni punto, co
m unque preso su lla  retta, corrisponde un num ero (ed uno  
solo), m entre, quando si consideravano soltanto i num eri 
razionali, restavano esc lu si quei punti, che d a ll’ orig ine  
hanno una d istanza incom m ensurabile con l ’ unità.

Questo fatto si esprim e, d icendo che fra i num eri rea li
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relativ i e i punti di una retta graduata vi è una corri
spondenza b iun ivoca , cioè u nivoca  in  entram bi i sensi (tanto 
fra num eri e punti, quanto fra punti e num eri).

14. Ai num eri rea li re la tiv i si estendono le note regole  
(Introd., n. 2) per le  operazioni fondam entali (addizione a lg e
brica, m oltip licazione, d ivisione), le  quali, com e ben sap 
piam o, a ll7 in fuori d elle  norm e per i segni, si riducono ad 
operazioni su i valori a sso lu ti dei num eri relativ i, su cui 
si vu ole  operare.

E per q ueste operazioni su i num eri reali rela tiv i si 
conservano va lid e  tutte le p ro p r ie tà  fo rm a li , che su ssistono  
nel cam po dei num eri razionali re la tiv i (Introd., n. 3) e che 
già estendem m o ai num eri reali asso lu ti (n. 9).

15. D 7 or innanzi, tutte le  vo lte che parlerem o di « n u 
meri », senza aggiun gere a lcuna avvertenza in  contrario, 
intenderem o di r iferirc i a num eri rea li re lativ i. E potrem o  
senz7 altro applicare tutti i teorem i e i procedim enti di ca l
colo lettera le , sinora appresi, in  quanto essi d iscendono  
tutti, d irettam ente o ind irettam ente, da lle  proprietà form ali 
delle operazion i fondam entali, che, com e si è notato or ora, si 
m antengono va lid e n el cam po di tu tti i num eri reali relativ i.

Così, ad es., varranno n el cam po dei num eri rea li re la 
tiv i le  rego le  per il  ca lco lo  d elle  potenze ad esponente in 
tero (positivo o negativo) e le  proprietà fondam entali d elle  
disu gu aglian ze (Introd., nn. 4, 5).

E segu iterann o a valere, senza eccezione, i p rincip i g e
nerali su lle  equazioni (Introd., nn. 25-32) e le  regole per la  
riso lu zione d elle  equazioni d i 1° grado (Introd., n. 33) e 
dei corrispondenti sistem i (Introd., nn. 38-55), anche quando  
i coe ffic ien ti di queste equazioni e di q uesti sistem i siano  
num eri re la tiv i q uali si vogliano, anziché soltanto razio
nali, com e accadeva n el prim o nostro studio di tali argo
m enti.
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Estrazione di radice quadrata dei numeri reali assoluti

16. Torniam o, dopo la  precedente d igressione, a lla  eq u a
zione di 2° grado (n. 1)
(1) x 2 =  a,

e stud iam ola dapprim a nel cam po dei num eri rea li asso luti, 
supponendo, naturalm ente, che ta le sia  il num ero a .

R icordiam o che la  (1) traduce in  equazione il  problem a  
geom etrico d ella  costruzione del m edio proporzionale fra 
F u n ità  e il segm ento di lunghezza a  (ed a  sarà razionale  
o irrazionale, secondo che si tratta di un segm ento com 
m ensu rab ile o incom m ensurab ile con F unità). P o ich é  sap
piam o dalla  G eom etria che questo m edio proporzionale si 
può sem pre costruire, e risu lta , in  ogni caso, ben determ i
nato, abbiam o senz’ altro che la  sua lunghezza forn isce una  
soluzione della  (1) ed è anzi l ’ u n ica  soluzione, che questa  
equazione possa am m ettere n el cam po dei num eri rea li 
asso luti. Qui possiam o oram ai aggiungere che, se a  non è 
quadrato perfetto o quoziente di due quadrati p erfetti (n. 1), 
q uest’ u n ica  soluzione della  (1) sarà un num ero irrazionale.

In  ogni caso, questo num ero, che elevato  a quadrato  
dà il num ero a, si ch iam a (come già si è visto, per i num eri 
razionali, in  A ritm etica) la  rad ice  q u a d ra ta  (o d i in d ice  2) di a, 
e si ind ica  col sim bolo V a, dove il segno V non è che una  
deform azione tradizionale della  in iz ia le  d ella  parola « radice ».

L ’ operazione, con cu i si determ ina la radice di un  n u 
m ero, si d ice « estrazione di radice », e codesto num ero si 
ch iam a il « radicando ».

17. D ianzi ci siam o assicu rati che un q u alsiasi num ero  
reale assoluto  a  am m ette sem pre una radice quadrata (ed 
una sola), servendoci d ella  in terpretazion e geom etrica  d ella  
equazione (1). Ma, anche in  v ista  di altre future esten sion i, 
con vien e far vedere com e si possa prescindere da ta le in ter
pretazione geom etrica, e dim ostrare anche d irettam ente, in
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base a lla  so la  teoria  a ritm etica  dei num eri rea li asso luti, 
V esistenza  (e la  u n ic ità )  d e lla  radice quadrata (assoluta) di 
ogni num ero rea le  (assoluto).

A tal fin e  ripartiam o il cam po dei num eri razionali a s
so lu ti (escluso lo 0) in  due c la ssi I I  e i l ,  assegnando alla  
prim a tu tti q uei num eri, il cu i quadrato sia m inore di a, 
a lla  seconda tu tti q u elli, il cu i quadrato sia, invece, m ag
giore di a.

Q ueste due c la ssi defin iscono  una sezione {H\JK.).
P er dimostrarlo basta far vedere che le due classi H  e K  godono 

delle proprietà I), 2), 3) del n. 3.
1) Ogni numero razionale assoluto appartiene o ad I I  o a K .  sal vo 

il caso che il suo quadrato, anziché minore o maggiore di a, sia proprio 
uguale ad esso; ed in tal caso codesto numero razionale assoluto è il 
solo, che resti escluso dalle due classi.

2) Se li è un numero di H ,  cioè se è h~ <  a, anche ogni al irò 
numero razionale assoluto minore di h ha un quadrato minore di a 
(Introd., n. 5, F) e quindi appartiene ad I L  E, similmente, ogni numero 
maggiore di un numero di K  appartiene aneli* esso a K .

3) L a classe I I  non può contenere un massimo. In fatti, preso in 
I I  un qualsiasi numero h , è facile determ inare un intero assoluto p

abbastanza grande, perchè il numero razionale assoluto h 4 ^ , manife

stamente maggiore di h, appartenga ancora ad I I .  Basta che risulti

cioè
<  a,

h2 '2h 1
-----1 - ~ 9P P 2 <  a ossia a — li2:

e, questa disuguaglianza è certamente verificata, (Introd., n. 5 0) se si 
sceglie l’ intero assoluto p  abbastanza grande, perchè si abbia siimi lia
ne amento

2h 1 1 1
_ ^2 <  2 (« — h ') •

Dopo ciò, si ricon osce fac ilm en te che il num ero corri
spondente a lla  sezion e ( H  | K )  è precisam en te la  radice qua
drata di a , c ioè am m ette, com e suo quadrato, il num ero a.

Invero, se esso è un num ero r a z io n a le -  , questo num ero ^
a  2
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è l ’ im ico esc lu so  da lle  due c la ssi H  e K  (e, perciò, com 
preso fra Y una e Y altra), e il suo quadrato, per la  d e fin i
zione stessa  d elle  due c lassi, non può essere che u gu a le  ad a.

Se in vece il num ero corrispondente a lla  sezione (EL\K.) 
è irrazionale, il suo quadrato corrisponde (n. 10) a lla  se 
zione (/Z 2 |ÜC2), ed è fa c ile  con vincersi che a questa  sezione  
corrisponde precisam ente a, cioè a  è m aggiore di tu tti i 
num eri d ella  ì / / 2, m inore di tu tti q u e lli d ella  2T2. In fa tti 
ogni num ero di JEL2 o è il quadrato di un num ero li di £f, 
e allora, per la  d efin izione stessa  della  H , si ha 7̂ 2 <  a  ; 
oppure è il prodotto di due num eri d iversi h n h2 di H ,  e 
d alle  d isu gu aglian ze h\ <  a , hr2 <  a  d iscen de (Introd., n. 5 
E ; I, n. 15) 7̂ ~7̂ 2 <  a 2 e, quindi (Introd., n. 5 F ;  I, n. 15) 
h j i 2 <  a. E analogam ente si dim ostra che a  è m inore di tu tti 
i num eri di K 2.

P er concludere, non resta  p iù  che da osservare che ogni 
num ero reale assoluto che sia  m inore o m aggiore d ella  \  a ,  
così trovata com e corrispondente a lla  sezione (H  |jK), ha un  
quadrato risp ettivam en te m aggiore o m inore di a  (Introd., 
n. 5, F ; I, n. 15); cosicch é r isu lta  effettivam en te stab i
lito , per v ia  puram ente aritm etica, che nel cam po de i n u 
m eri rea li a sso lu ti ogni num ero ha u n a  ra d ice  q u a d ra ta  ed  
u n a  so la .

A. questo risu ltato  non fa  eccezion e nem m eno lo  zero, 
g iacch é il solo num ero a quadrato n u llo  è lo zero stesso , e 
si ha

VÔ =  0.

18. Se della radice quadrata di un numero reale assoluto a  si vo
gliono la parte in tera e le successore cifre decimali (n. 7), basta cercare, 
per tentativi, prim a fra  i num eri interi, poi fra i decimali con una sola 
cifra dopo la virgola, poi fra quelli con due cifre, ecc. due num eri 
consecutivi, i cui quadrati comprendano fra loro il numero a. Così nel 
caso di si trova successivamente

P  < 2  <2*, (1,4)8<2 <(1.5)*, (1,41)2< 2 <(1,42)*, (1,414)* <2< (1 ,415)*  
(1,4142)2 < 2  <(1 ,4143)2 ,...
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onde si conclude
V2 =  1,4142...

Similmente, nel caso di
Va’

02 <  J  <  1'-’, (0,7)2 <  1 <  (0,8)2, (0,70)2 < - <  (0,71)2,

(0,707)2 <  ^ <  (0,708)2, (0,7071)2 <  -  <  (0,7072)2, . . .  .

e quindi

Va
=  0,7071 . . . .

Questo procedimento si può applicare al calcolo di V a anche quando 
di a  si conosca soltanto un certo valore approssimato (e non si sappia 
nemmeno se a  sia razionale o no). Ma in questo caso le cifre decimali 
di V a si possono calcolare soltanto fino ad un certo posto dopo la virgola, 
il quale dipende dal numero delle cifre decimali che si conoscono per a. 
P er es. si consideri il rapporto ti della lunghezza della circonferenza al 
diametro e si supponga di conoscerne soltanto le prime tre cifre deci
mali, cioè si prenda per re il valore approssimato per difetto (a meno 
di 0,001)

ti =  8,14-1.
Si trova in tal caso

l 2 <8 ,141  <22 , (1,7)2 <3,141 <(1,8)2, (1,77)* <  8,141 <  (1,78)*,
(1,772)2 <  3,141 <  (1,773)2 ;

ma a questo punto bisogna fermarsi, perchè aggiungendo una nuova 
cifra decimale si trova

(1,7723)2 =  3,1410 . . . . ,  (1,7724)2 =  3,1414.......
(1,7725)2 =  3 ,1419 ..... (1,7726)2 =  3,1421.... :

e, finché non si conosca una nuova cifra decimale di 71, non si può de
cidere se la quarta cifra decimale di V^ sia 3 o 4 o 5. Se invece si 
tien conto anche della quarta cifra decimale, che, come si sa, è 5, si trova 
Vu — 1,7724...; e così in ogni altro caso analogo.

Ricordiamo che già nelle Scuole medie inferiori si sono im parate 
regole pratiche, che permettono di trovare più rapidam ente i valori 
decimali approssimati di una qualsiasi radice quadrata (per la giustifi
cazione di tali regole vedansi gli Esercizi) ; e ancora più spediti riusci
ranno questi calcoli, quando avremo appreso l’uso delle cosiddette Tavole 
dei logaritmi (Cap. V il i ) .
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Qui aggiungiamo che si posseggono anche regole, che permettono 
di prevedere con quale grado di approssimazione si possa trovare la 
radice quadrata di un numero, di cui sia dato un certo numero di 
cifre decimali, e, viceversa, quante cifre decimali occorra conoscere del 
numero }:>er trovare con un prefissato grado di approssimazione la sua 
radice quadrata (vedansi gli Esercizi).

Estrazione di radice quadrata dei numeri reali relativi

10. Consideriam o oram ai P equazione

(1) x 2 — a

nel cam po dei num eri rea li r e la tiv i , cioè cerchiam o le  radici 
quadrate di un q ualsiasi num ero reale relativo, e d ist in 
guiam o due casi, secondo che a  è positivo  o negativo.

A) Se a  è positivo, è anzitutto m anifesto  che esso am 
m ette com e radice quadrata il num ero positivo , che ha per 
valore assoluto  la  radice quadrata del valore assoluto di a  
(n. 17). S i dirà questa la  radice quadrata p o s itiv a  (od aritm etica) 
del num ero positivo  a, e si riserverà ad essa  il sim bolo V a .  
Ma è pur evidente clic anche P opposto — \  a  del num ero \  a  
dà una seconda rad ica  di a, perchè

( — V » )3 =  ( V a ) 2 =  a.

11 num ero — V a  si chiam erà la  radice quadrata n ega tiva  
di a ; e, quando si vorranno indicare in siem e q ueste due  
radici quadrate di a , si scriverà

±  V a .

È facile assicurarsi, che il numero positivo a  non ammette altre 
radici all’infuori di queste due. In fa tti il quadrato di ogni numero di
verso da y  a  o — Va- ha un valore assoluto diverso da a (Introd , n. 5 F m,
1. n. 15).

B) Supponiam o in vece  che a  sia  negativo. In  tal caso è 
chiaro che esso non am m ette n essu na  rad ice quadrata, per
chè ogni num ero reale relativo (sia esso positivo  o negativo) 
ha sem pre un quadrato positivo .
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A questa  im p ossib ilità  di trovare, n el cam po dei num eri 
reali relativ i, la  radice quadrata di un num ero n egativo fa 
riscontro la  im p ossib ilità  di riso lvere ogni problem a geom e
trico o fis ico , che conduca alla ricerca di una ta le radice, 
cioè si traduca in u n ’ equazione del tipo (1) con a <  0. Ciò 
risu lterà  chiarito  m eglio  in  segu ito; qui basterà, com e esem 
pio, considerare il problem a di costruire un triangolo ret
tangolo, di cu i a  sia  la lunghezza d e ll’ ipotenusa, b quella  
di uno d ei due cateti. La lunghezza d e ll’ altro ca teto è 
data, in  forza del teorem a di P i t a g o r a ,  da Ver — Ir. Ora 
questa estrazione di radice quadrata diventa im p ossib ile  
quando sia  b >  a. corrispondentem ente al fatto geom etrico  
che non esiste  n essu n  triangolo rettangolo, in cui un cateto  
sia m aggiore d e ll’ ipotenusa.

B isogn a  per altro osservare che in u lteriori sv ilu p p i del- 
l ’A lgebra (equazioni di 3° grado) si è condotti ad espression i 
im p licanti estrazion i di radice quadrata di radicandi negativ i, 
le quali tuttavia forniscono soluzioni effettive di problem i 
geom etrici o fis ic i. D i qui ha avuto orig ine una u lterior i1 
esten sion e del cam po dei num eri, per cui i num eri reali 
relativi vengono a far parte del più am pio cam po dei cosid 
detti num eri im m aginari- o com plessi: e in questo nuovo  
cam po am pliato di num eri V operazione di estrazione di in 
dice (di in d ice q ualsiasi) d iventa possib ile  senza eccezione. 
In particolare ogni num ero negativo am m ette sem pre duo 
radici quadrate im m aginarie.

Q uesta u lteriore esten sion e del concetto di num ero esce  
dal nostro program m a. T uttavia talvolta n el seguito, por 
sem plice com odità di lingu aggio , invece di dire che un nu
mero n egativo non am m ette radici quadrate reali, direm o  
che « le  sue radici quadrate sono im m aginarie ».

20. R iassum endo la precedente d iscu ssion e (e tenendo  
conto che anche n el cam po dei num eri reali rela tiv i lo zero 
non am m ette n essu n ’altra radice quadrata oltre se stesso) ale
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biam o che : N el cam po dei n u m eri rea li re la tiv i ogni num ero  
p o s itivo  am m ette due r a d ic i  q u a d ra te , f r a  loro opposte; lo 
zero am m ette come rad ice  q u a d ra ta  soltanto se stesso ; ed ogni 
num ero n egativo  è p r iv o  d i ra d ice  q u a d ra ta  (o, com e anche  
direm o, ha soltanto radici quadrate im m aginarie).



Ca p it o l o  I I

Calcolo dei radicali quadratici

1. A lle operazioni di addizione algebrica, m oltip licazione  
e d iv ision e, le  quali, n el loro com plesso, si sogliono ch ia 
m are operazioni ra z io n a li , perchè ap p licate a num eri razio
n ali danno sem pre, com e risu ltati, num eri razionali, abbiam o  
aggiunto F operazione di estrazione d i ra d ice  q u a d ra ta .

N e lla  r iso lu zione dei problem i ci varrem o oram ai di 
tutte queste operazioni ; e sarà com odo d istin gu ere con nom i 
sp ecia li le  esp ression i, in  cui su lle  lettere, che v i com paiono, 
sono in d ica te  soltanto operazioni razionali, da q uelle , in  
cui entra anche qualche ra d ica le  q u a d ra tico , c ioè F in d ica 
zióne di q ualch e estrazione di rad ice quadrata, da esegu irsi 
su di una esp ression e lettera le . L e prim e si ch iam ano esp res
sion i ra z io n a li , le  seconde esp ression i ir ra z io n a li  (quadra
tiche). L e une e le  altre si ch iam ano in tere , se non v i è 
ind icata  n essu n a  d iv ision e a d ivisore le ttera le ; si ch iam ano  
invece fra tte  in  caso contrario. Così, in  particolare, esp res
sione « razionale intera » sarà sinonim o di « polinom io » ; 
esp ression e « razionale fratta » sarà sinonim o di « frazione  
algebrica  » (o « som m a di frazioni a lgeb rich e », sem pre ridu
cib ile , com e sappiam o, ad u n ’ unica frazione algebrica).

Y a notato che ta lvolta  in  u n ’ esp ression e si è condotti a 
d istin gu ere a lcu n e d e lle  lettere, che v i com paiono, d alle  
rim an en ti; così n e lle  equazioni si d istin gu ono le  in cogn ite  
x , y , ... dal dati a, 6 ,... U n ’ esp ression e con tenente le  x , y ,... 
si d ice razionale o irrazionale, in tera o fratta rispetto  a lle  
x , y , ..., secondo la  natura d e lle  operazioni che v i sono in d i
cate su  queste lettere , qualunque sia  il modo, in  cu i v i com 



80 CAPITOLO II [II, 1-8]

paiono le  rim anenti a, b, .... P er es. F esp ression e

\ / a  x  —
a

VT>
è razionale intera (eli 1° grado) rispetto ad x  (irrazionale  
in tera  rispetto ad a, irrazionale fratta rispetto  a 6).

2. ÌTon b isogna d im enticare che n el cam po dei num eri 
reali l ’estrazione di radice quadrata ha senso soltanto quando  
il radicando non è nega tivo . P erciò , com e in  ogni esp res
sione razionale fratta vanno esc lu si per le lettere, che vi 
com paiono, quei valori, per cu i si an nu lla  q ualch e d ivisore, 
così una esp ression e contenente qualche rad ica le quadratico, 
avrò senso soltanto a patto, che si esclu d ano per le  lettere  
quei valori, per cu i i corrispondenti radicandi risu ltano n e
gativi.

Per es. l ’ esp ression e y  Sx — 5 ha senso, purché sia

r>
Sx — 5 >  0 ossia  x  >  ^ i

o

la V ( x — 1 Ho — x), purché sia

1 <  x  < : 3 ;

la  Yar — a 2, purché sia

| x  ! >  | a  | c ioè — | ci j <  x  <  i a  | ,

dove, com e g ià  altra volta  si è detto (Introd., n. 1), | a | 
denota il valore assoluto di a.

Si noti che può anche accadere, che un rad ica le qua
dratico abbia senso per ogni p ossib ile  sce lta  d e lle  lettere, 
che vi com paiono, in quanto il radicando non possa m ai 
risu ltare negativo. Così accade, ad es., per \ x '  -f- a 2.

3. Come g ià  n el caso d elle  radici quadrate dei num eri 
positiv i, anche in  quello  dei radicali quadratici quali si 
vogliano, intenderem o che il segno V sia  riservato ad in 
die:! re, di una q u a lsia si esp ression e lettera le  (supposta po-
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sitiva), la  radice quadrata p o s itiv a , e m etterem o in  evidenza, 
davanti al sim bolo V ? i l  segno — , quando vorrem o in d i
care la  radice quadrata n e g a tiva .

Inoltre, per sem p lic ità  di locuzione, quando n el segu ito  
parlerem o di « radice quadrata », senza n u lla  aggiun gere  
in  contrario, intenderem o riferirc i a lla  radice quadrata  
positiva.

4. P er la  trasform azione e la  sem p lificaz ion e d e lle  esp res
sioni irrazionali (quadratiche) con vien e tener p resente Y id en 
tità, va lida  per d efin iz ion e (sotto la  ip otesi a ^ > 0 ),

Inoltre tornano spesso  u tili q ueste a ltre due iden tità :

valide la  prim a sotto le  cond izion i a  ;>  0, 6 ^ 0 ,  la  seconda  
sotto le  cond izion i a  ;>  0, b >  0 ; e la  prim a si m an tien e vera  
anche n el caso di un  prodotto di quanti si vogliano fattori.

In  parole : A) L a  ra d ice  q u a d ra ta  del p rodo tto  d i due o 
p iù  fa tto r i  (non negativ i) è u gu ale  a l prodotto  delle ra d ic i  
qu adra te  d e i fa t to r i .

B ) L a  ra d ice  q u a d ra ta  d i u n a  fra zio n e  algebrica  (a d en o
m inatore positivo  e num eratore non negativo) è u gu ale a l 
quoziente delle r a d ic i  q u a d ra te  dei due te rm in i.

La d im ostrazione è im m ediata. P er  g iu stificare  la  (2) basta  
far vedere che il  quadrato del secondo m em bro è u guale  
ad a b ; ed invero, applicando una nota proprietà d e lle  po
tenze (identità  I d el n. 3 d e ll’ Introd.) e tenendo conto della
(1), si trova

( 1 ) ( ±  V a ) 2 =  a .

( 2) \ a b  =  \  a  \ b ,

( V a V ò ) '  =  ( V a ) s ( V b)- — a b . 

A nalogam ente si d im ostra la  (3).

A maldi U . » E nriques F . ( Î
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5. P rim a di ind icare le  p iù  im portanti applicazion i, che  
n el calcolo  lettera le  trovano i due teorem i così stab iliti, 
con vien e aggiun gere una osservazione.

T alvo lta  si è condotti ad estrarre la  radice quadrata del pro
dotto o del quoziente di due num eri (o di due espression i) a , 6, 
entram bi n egativ i. In  tal caso le  (2), (3) non valgono più , perchè  
V a  e V& non hanno senso. Ma basta osservare che

aò  =  ( - < * ) ( - 6 ) ,  -

per riconoscere che per a  <  0, b <  0 sussistono, in luogo  
d elle  (2), (3), le  identità

(2r) \ ' a b = \  — a V — 6 ,

,a )  f ì ~ v = r

Le (2) e (2'), come pure le (8) e (8'), ri possono raccogliere in un’unica 
formula, scrivendo

(2") V56 =  V M V T 6 l ,

Ma di regola nel calcolo letterale si evita, per quanto è possibile, 
di introdurre il segno di valore assoluto, che complica le scritture e 
talvolta anche le ulteriori trasformazioni delle formule.

6. Torniam o ai teorem i del n. 4. L a (2) trova u n ’ im m e
d iata  applicazione, quando un rad icale quadratico ha com e 
radicando il prodotto di u n ’esp ression e le ttera le  per un  coef
fic ien te  num erico, che sia  un quadrato perfetto o il quo
zien te di due quadrati perfetti. Ad es.,

Via =  2Va, j/— a == -  Va .

E in questi casi si d ice che « si porta fuori del radicale  
il co e ffic ien te  num erico ».
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Se il co e ffic ien te  num erico del radicando non è nè qua
drato perfetto, nè quoziente di due quadrati perfetti, si può 
portare fuori ogni suo d ivisore che sia  tale. Così

E altre vo lte può tornar com odo esegu ire l ’ operazione  
inversa, cioè «portare sotto il segno di rad ice»  un co e ffi
cien te num erico esterno, naturalm ente elevandolo  al qua
drato. P er es.,

7. A pplicando la  (2) ad una potenza (ad esponente intero  
positivo q ualsiasi) a ”, si ha, purché sia  a  >  0,

cioè, quando su di un num ero o su di lina esp ression e le t 
terale q u a lsia si (;> 0) si devono su ccessivam en te  esegu ire  
un elevam ento a potenza e la  estrazione di radice quadrata, 
è ind ifferen te l ’ordine, in  cu i si esegu iscon o  le  due operazioni.

L ’ esp ression e (V & )w si può sem pre sem plificare.
D istin gu iam o due casi, secondo che n  è pari o dispari, 

cioè d ella  form a 2m  oppure d ella  form a 2m  1 (dove m  
denota un altro num ero intero positivo).

Se è n  =  2m  si ha (Introd., n. 4 ; I, n. 15)

P erciò , in  forza d ella  (4), si ha (qualunque sia  w , pur
ché sia  a  2> 0)

(4) V a *  =  ( V a ) " ;

( V a ) 2m =  ( ( V a ) * ) ”* =  a m.

(4') V a 2m =  a m. 

Se in vece è n  — 2m  -t- 1, si ha

. ( V ò )2m+1 - ( V a ) 2m V a  =  am V a ;
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e, quindi, in forza della (4), (qualunque sia m, purché sia
a  >  0)

(4") \ a ìm+l =  am \ a .
botiam o che la (4') si mantiene valida anche per a  <  0 purché m  

sia pari, mentre se m  è dispari va sostituita con la

V a ^  =  — am.

L a (4") per a  <  0 non ha mai senso.

8. Le osservazioni precedenti permettono di semplificare ogni rad i
cale, che abbia come radicando un monomio. In  ogni caso si può portar 
fuori del radicale ogni fattore (numerico o letterale), che compaia nel 
radicando al quadrato o ad una qualsiasi potenza di esponente pari. 
Solo bisogna badare, caso per caso, di portar fuori soltanto fattori, che 
non siano negativi e di lasciare, in ogni caso, sotto il segno di radice 
un radicando non negativo. Così, ad es., si ha

V 3 Ô W  =  «2&c2V§6c7
purché sia ò > 0 ,  c >  0.

E la massima semplificazione si ha, quando il monomio radicando 
sia un « quadrato perfetto », cioè il quadrato di un altro monomio. R i
cordando la  regola per la moltiplicazione dei monomi (Introd., n. 6), si rico
nosce che, affinchè ciò accada, occorre e basta che il monomio dato abbia 
positivo il coefficiente numerico e sia di grado pari rispetto a ciascuna 
delle lettere, che vi compaiono. Così è quadrato perfetto 2a 46'?c6, non 
invece 9a26c4, e nemmeno — 4a*b*cP. P e r il primo di questi monomi si 
ha (purché sia bc >  0)

V2a4ò2e6 =  V2a/?òc3.

Notiamo, incidentalm ente, che il criterio or ora dato per riconoscere 
i monomi quadrati perfetti torna talvolta utile per vedere se la  diffe
renza di due monomi si possa decomporre nel prodotto della somma 
per la differenza di due monomi, in base alla nota identità (Introd., 
n. 13)
(5) a2 — 62 =  (a -h b)(a — 6).

P e r  es., si ha

3a266 — 4c4d2 =  (V§aò3 -+- 2c2d)(V§aò3 — 2c2d).

9. Quando il radicando è un polinomio, il radicale quadratico non 
si può, in  generale, semplificare.

Si può guardare, se, per caso, i vari term ini del polinomio abbiano 
a fattor comune un monomio: e, se così accade, si raccoglie codesto
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monomio a fattoi* comune ; e poi al prodotto così ottenuto si applica il 
teorema A) del n. 4. P e r  es. :

A/Ba 2bc'd — 2ab3c2 a 362c4 =  Va6c?(3ac — 2b2 +  a2bc2) =

=  cVab V^ac — 262 -h a 26c2,

purché sia c >  0, a 6 >  0.
Se una tale riduzione non è possibile (o se, essendo possibile, si è 

già eseguita), è sempre opportuno guardare, se il polinomio radicando 
sia un «quadrato perfetto» , cioè il quadrato di un altro polinomio: e, 
naturalm ente, a tale scopo giova tener presenti le formule (Introd., 
n. 13), che danno il quadrato di un binomio o trinomio, ecc.

10. Quando si incontra un’ espressione fratta, il cui denominatore con
tenga qualche radicale quadratico, si cerca per lo più di rendere razio
nale codesto denominatore, cioè di far scomparire da esso i radicali.

]Nel caso, che è il più semplice possibile, di un ’ espressione della 
forma

a

T i

basta moltiplicare num eratore e denominatore per V&. Si ottiene cosi

a  __ a'Sjb __a^Jb

P er indicare un altro artificio che, in taluni casi, permette di ren
dere razionale il denominatore di un’ espressione irrazionale fra tta  pro
mettiamo l’osservazione che ogni differenza a  — 6, quando a<e b si sup
pongano entram bi positivi, si può sempre decomporre nel prodotto di due 
fattori, in quanto, essendo a  =  (Va)2, ò =  (Vò)2> si ha in forza della (5),

(6) a — b =  (Va +  V&)(Va — V&)«

Ciò premesso, si consideri un’ espressione irrazionale fratta del tipo

A
^Ja -f- V b ,

dove A  denota un’ espressione letterale qualsiasi (e si suppone a  >  0, 
b >  0, b). Moltiplicando ambo i term ini di questa frazione per V a — \' b
e tenendo conto della (6), si trova

A  _  A (V à  — Vb)_____ A (V a  — Vò)

V â - h  V b ~ ( V à  -i- Và)(Và — Vb}~~ a ~ b
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Similmente
A  __ A {\ja  -+- V&)

V a — V&_  » — 6

Applicando successivamente due volte questo stesso artificio, si può 
trasform are in una frazione a denominatore razionale ogni espressione 
fra tta  della forma

A
\!a =t= V& =*= Ve ’

11. Si dice radicale quadratico doppio ogni espressione della forma 
\ / A  -f- VB, dove A  e B denotano due num eri o due espressioni razionali. 

Sotto le condizioni A  >  0, B >  0, A'2 >  B , valgono le due identità :

(7)

(8 )

A/-------- — l /A - h V - d 2 — B i / A - V ^  — B
V a  -+- ViB =  | / ---------§----------+  ( / ---------2 ---------

- , ------- i / a  -+- VX2 — b  \ I a  — VX2 — jB
V a  — V B =  J / -------- §------------- 1 /--------- 2---------

Esse si giustificano, verificando, per ciascuna, che i due membri (en
tram bi positivi per il loro stesso significato in forza della convenzione 
del n. 3) hanno quadrati uguali (Introd., n. 5 B ; I, n. 15).

Queste identità, quando A 2 — B sia un quadrato perfetto, permettono 
di 4 trasform are un radicale quadratico doppio nella somma o nella dif
ferenza di due radicali quadratici semplici.

P e r  cominciare da un caso numerico, si consideri V3=fc Qui si 
ha A — 3, B  — 5, A 2 — B  =  4, onde in forza delle (7), (8), risulta

Così in V a  =±= V»2 — b2 si ha A  =  a, B  =  a2 — ò2, A 2 — B =  ò2; 
e quindi

- /-------- i / a - h b  -\/a — b
Va=±= Va2 — 62=  ( /—2” =*= |/ —g— •



C a p i t o l o  III

Equazioni di secondo grado

Formula risolutiva generale

1. N el Cap. I abbiam o studiato e risolto, n e l cam po  
dei num eri rea li re la tiv i, le  equazioni di 2° grado del tipo  
particolare

x 2 =  a ,

le quali, fra le  equazioni di 2° grado in  una incognita , si 
sogliono d istin gu ere col nom e di p u re .

Ci proponiam o ora di far vedere che anche la  risoluzione  
di ogni altra equazione di 2° grado in una sola incognita , 
quando sia  p ossib ile , si riduce a q u ella  di u n ’equazione pura, 
cioè si effettua  eseguendo, oltre a lcu ne operazioni razionali 
(II, n. 1), una estrazion e d i rad ice  q u a d ra ta . È questa la 
ragione, per cu i n e ll’ uso ogni so luzione di un’ equazione  
di 2° grado si d ice una sua r a d ic e ; onde poi, per uniform ità  
di lingu agg io , lo stesso  nom e si estende a d esignare anche 
le  so luzion i di ogni equazione algebrica  di grado superiori.1.

Consideriam o, dunque, una q u a lsia si equazione intera, 
in  cu i l ’ in cogn ita  x  com paia al 2° grado. Quando tutti i 
term ini si trasportino a prim o m em bro e si esegu iscan o  
tutte le  p o ssib ili riduzioni di term ini s im ili, restano, a prim o  
membro, n el caso p iù  generale , tre term ini, fra loro irrid u 
c ib ili: uno in  x 2, uno in  x  ed un term ine indipendente d a l
l ’ in cogn ita ; cioè l ’ equazione si può in  ogni caso supporre  
ridotta a lla  forma, che direm o norm ale ,

(1) a x 2 - 1 bx  -b  c — 0 ,
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dove a, b, c rappresentano tre num eri (reali relativ i) dati od 
anche tre date esp ression i le ttera li quali si vogliano. N el 
seguito, riferendoci a questa  form a d e ll’ equazione di 2° 
grado, direm o, per brevità, che a, b, c sono, rispettivam ente  
il « p r im o » , « sec o n d o » , « terzo co effic ien te  » d e ll’ equazione, 
e, p iù  particolarm ente, designerem o c col nom e di « term ine  
noto ».

P ossiam o sen z’ altro supporre che a  non sia  nullo, g iacch é  
se fosse a  =  0, 1’ equazione si ridurrebbe di 1° grado. Sotto  
l ’ ipotesi a ^ O ,  l ’ equazione (1) è eq u iva lente a q u ella  ch e  
se ne deduce, d iv idendone ambo i m em bri per a  (Introd., 
n. 29), cioè ad

, b c n 
-f- — oc — — — 0 .  

a  a

b o
Se, per sem plicità , i due nuovi co e ffic ien ti -  , -  si in d i

ca Qj

cano co n p , q r ispettivam ente, l ’equazione gen erale di 2° grado  
diventa
(2) x 2 - \ - p x  q =  0 .

2. I co e ffic ien ti p  e q possono b en issim o an nu llarsi, e 
si hanno così due casi particolari, in  cu i l ’equazione si r iso lve  
im m ediatam ente.

Se è p  =  0, l ’ equazione si riduce a lla  equazione pura

x 2 -t- q —  0 .

Trasportando il term ine noto al secondo m embro 

x 2 =  — q ,

vediam o che se q è negativo (e quindi — q positivo) l ’ equa
zione è soddisfatta  dai due num eri, fra loro opposti,

V — q e — \ ‘— q,

(e da n essu n  altro a ll’ in fuori di questi) ; e se q  è an ch ’ esso  
nullo , q ueste due so luzion i o radici si riducono entram be a 
zero. S e poi q è p ositivo  (e quindi — q negativo), l ’equazione
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(X, n. 20) non am m ette a lcu na  so luzione rea le  (ma, com e si 
è detto, ha due rad ici im m aginarie).

Quando, invece, sia  n u llo  q  senza che sia  ta le p , Y eq u a
zione (2) si r iduce a

e si può scrivere
x~ - \ -p x  =  0 ,

x(x  -\-p )  —  0 ,

cosicch é si decom pone (Introd., n. 29) n e lle  due equazioni di 
1° grado

x  =  0 ,  x  p  =  0 ,

ed am m ette perciò le  due soluzioni, d iverse o d is tin te , 0 e — p .

3. E sam inati questi casi particolari, torniam o a ll’ eq u a
zione gen erale
(2) x 2 4- p x  H- q =  0 .

E ssa  si riso lve con un artific io , detto del completa/mento 
del q u a d ra to , suggerito  d a lla  form ula che dà lo sviluppo del 
quadrato del b inom io (Introd., n. 13).

S critta  la  (2) sotto la  form a

x 2 - \ - p x  =  — q , 

osserviam o che il  prim o m embro, in  quanto si può scrivere

x 2 4 -  2x  |jj,

dà due term ini dello  sviluppo del quadrato del binom io  
Px  +■ - ; cosicch é , aggiungendo ad ambo i m em bri i l  term ine
a

or)1
m ancante ~ ~ , otteniam o Y equazione, eq u iva len te  a lla  (2) 

(Introd., n. 25),

o P  x-  4- 2x  - — 2 .
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la  quale si può addirittura scrivere

( x

Ora il prim o m em bro di q u est’ equazione, essendo un  
quadrato perfetto, risu lterà, per q u a lsia si valore di x,  o 
positivo  o nullo . P erciò  F equazione am m etterà so luzion i o 
radici rea li soltanto quando sia  p ositivo  o n u llo  anche il  
secondo membro.

F altra d elle  radici quadrate di codesto num ero positivo , cioè  
deve essere o

O tteniam o così per la  nostra equazione le due soluzion i 
o radici d is tin te

che di so lito  si designano sim ultaneam ente co lF unica  form ula

Se è

risu lta  dalla  (3) che deve essere u guale a lF u n a  o al-
a

oppure

(4)
Se in vece  è

(5)

l ’ equazione (3) si r iduce ad
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cosicch é am m ette com e radice P u n ic a  soluzione d e ll’ eq u a 
zione di 1° grado

x  =  0 ,

cioè

X - - Px -  2 .

Ma poiché in  q u est’u n ico  valore vengono a coincidere,
n 2

quando si riduce a zero il b inom io ~  — q, i due valori (4),

da cui, quando codesto b inom io è positivo , 1’ equazione (3) è 
soddisfatta, si su ole  d ire che n el caso (5) qui considerato,

l ’ equazione (3) ha due  rad ici coin ciden ti nel valore od
panche la  ra d ice  d o p p ia  — | .

Se in fin e  è

l ’equazione (3), com e si è notato dapprincip io, è priva di radici 
reali (e ha, invece, due radici im m aginarie).

I l b inom io
p2

che col suo segno caratterizza i tre casi p ossib ili per le  
radici am m esse d a ll’ equazione di 2° grado (due rad ici rea li 
d istin te  oppure due rad ici rea li co in cid en ti oppure nessu na  
radice reale), d icesi d isc r im in a n te  d e ll’ equazione (e ta lvo lta  
anche del trinom io di 2° grado che ne costitu isce  il prim o  
membro).

P ossiam o quindi r iassu m ere la  p recedente d iscu ssion e  
n el segu en te  en u ncia to :

L 'eq u a zio n e  d i  2° gra d o

x ' - h p x  q —  0 ,(2)
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quando il  d iscrim in a n te

è p o sitivo , am m ette le due ra d ic i (reali) d is tin te

,2

quando i l  d iscrim in a n te  è n u llo , am m ette due ra d ic i (reali) 
coinciden ti (o una rad ice  doppia) d i va lore

e qu an do il d iscrim in a n te  è n ega tivo , non am m ette  a lcu n a  
ra d ice  rea le .

L a form ula

che fornisce, quando esistono, le  radici rea li d ella  (2), siano  
esse  d istin te  o co in cid en ti, e che, com e si ver ifica  agevo l
m ente, conduce anche nei casi particolari del n. prec. a lle  
so luzion i là  ottenute, si ch iam a la  fo rm u la  r iso lu tiv a  generale  
d ella  equazione (2).

La lim itazion e

che caratterizza i casi, in  cu i la  (2) am m ette rad ici reali, 
si chiam a condizione d i re a ltà , re lativa  a lla  equazione con
siderata.

La risoluzione della equazione di 2° grado per v ia geometrica (di 
cui daremo un cenno al n. 14 del prossimo Gap.) si fa risalire ai P ita 
gorici e si trova nel Libro V I (prop. 28, 29) degli Elementi di E uclide 
( I I I  sec. a. C.). Quanto al procedimento algebrico, con cui pocanzi siamo 
pervenuti alla formula risolutiva (4), sembra si debba ritenere che esso 
fosse giì\ noto a Erone (fra il I  e il I I I  sec. d. C.) e a Diofanto ( I I I  sec.) 
e si trova esplicitamente sviluppato nelle opere dei matematici indiani 
Braliinagupta (V II sec.) e Bhascara (X II sec.).

P .
2 ’
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4. Torna com odo possedere anche la form ula risolu tiva  
per V equazione di 2° grado considerata nella sua forma 
p rim itiva
(1) a x 2 -I- bx c =  0 .

U n a tal form ula si potrebbe ottenere d irettam ente, con  
un artific io  analogo a quello  usato n el n. prec. per la  (2) 
(com pletam ento del quadrato); ma, p iù  sem plicem ente, noi

b c
sostitu irem o n e lla  (4) a p , q i r isp ettiv i valori - ,  -  . Otte-

CI/ ci
niam o così

=  _  A  ± l / —  - -
2a  f 4 a 2 a '

ossia, riducendo allo  stesso  denom inatore il radicando,

x  =
b ^ i / b 2 — 4 ac  

2 a  f 4 a 2

o, in fin e  (II, n. 5),

(5)
__— b ±  V b2 — 4ac

2 a

È q uesta  la  form ula r iso lu tiva  d ella  (1).
Sotto la  rad ice quadrata com pare in essa  il b inom io

b2 — 4 a c ,

cosicché la  (1) am m ette due radici d istin te  o due radici co in 
cidenti o n essu n a  rad ice (reale), secondo che codesto binom io  
è positivo  o n u llo  o n egativo; è se esso è n ullo , il valore  
com une d elle  due radici è dato, com e risu lta  dalla  (5),

E isu lta  d a ll’ osservazione precedente che il segno del 
binom io b2 — 4ac deve, in ogni caso, coincidere con quello  
del d iscrim in ante
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Ò C
ed invero, sostituendo a p , q r isp ettivam en te - ,  -  si trova

a  a

p 2 b2 —  4 ac

cioè il b inom io b2 — 4ac d iffer isce  dal d iscrim inante soltanto  
per il d iv isore p ositivo  4a 2. S iccom e, per d istin gu ere i tre 
casi che si possono presentare per le  radici di u n ’ equa
zione di 2° grado, basta  il segno del d iscrim in ante (e non in te 
ressa  il valore assoluto), così quando F equazione è d ella  
form a (1), si u sa  chiam are d iscrim in a n te  il b inom io 62 — 4ac, 
per quanto esso, com e si è or ora verificato , co in cid a  solo  
in segno, e non in  valore assoluto, con F esp ressione, cu i al 
n. prec. si era attribuito un ta l nom e. E la  condizione di 
realtà  re lativa  a lla  (1) si può scrivere

V  — 4ac ;>  0.

L a formula risolutiva (5) si semplifica, quando nell’equazione (1) il 
coefficiente della x  lia in evidenza il fattore 2, come accade se i tre 
coefficienti sono interi e il secondo è pari. In  tal caso l ’equazione si 
può scrivere

a x2 -h 2bx +  c =  0,

e la formula risolutiva, come si verifica sostituendo nella (5) 2b a 6, 
diventa

— b =tV&2 — <tc(b) x = ------------------------ .a

Qui, come discriminante, si suol prendere il binomio b2 — ac, che si 
può chiamare « discriminante ridotto » ; e la condizione di realtà si può 
scrivere

b2 — ac >  0.

5. Quando è proposta u n ’ equazione di 2° grado, conviene  
anzitutto ricon oscere se essa  am m etta rad ici rea li guardando  
se sia  soddisfatta  la  risp ettiva  condizione di realtà, per la  
quale si adotterà la  form a

(7) b2 — 4ac > 0  o - -  — q ;>  0,
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secondo che n e ll’ equazione il coeffic ien te  del term ine di 2° 
grado si è lasc ia to  d iverso da 1 o si è ridotto a ll’unità. E 
qui g iova notare che si è sen z’ altro sicuri che codesta con 
dizione è soddisfatta  com e d isuguaglianza , e quindi l ’ eq u a
zione am m ette rad ici rea li d istin te , se, n el prim o caso, a  
e c sono di segno contrario, sicch é il prodotto ac  risu lti 
negativo, o se, n el secóndo caso, q è negativo.

6. C onsideriam o qualche esem pio di equazioni di 2° grado 
a coeffic ien ti num erici.

A) x 2 -4 - x  — 6 =  0 .

Qui abbiam o p — 1, q =  — 6, e p oiché q u est’ u ltim o è 
negativo, l ’ equazione am m ette certam ente due rad ici reali 
distin te. A pplicando la  form ula r iso lu tiva  (4), troviam o:

cioè, d istinguendo le due radici e ind ican d ole con x l9 x , 
rispettivam ente, x { =  2. x 2 =  — 3.

B ) 4 x 2 — 6x  -t- 1 — 0 .

In  questo caso a =  4 ,  b — — 6, c = l ,  cosicch é il di- 
scrim inante b2 — 4ac ha il valore positivo  20, cosicch é anche  
qui si hanno due rad ici rea li d istin te . A pplicando la  form ula  
riso lu tiva  (5), si trova

_  6 ±  V2Ô _  3 ±  V 5  
*  “  8 ~  4 ;

cioè
3 + V 5  3 - V 5

x { — |  — -g .

Applicando la (6) si trova più rapidam ente:

3 *  V 9 ^ 4  3 =±= V6
4 4
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C ) 3 x 2 — 4 æ -f-g  =  0 .

In
re

questo caso a  =  3, 6 =* — 4, e =  ^ , e, quindi,

62 — 4ac = 1 6  — 4 • 3 • -  =  0 .

L ’ equazione am m ette dunque due rad ici co in cid en ti, il
2

cui valore com une (n. 4) è ^ .

D) ^  +  «  +  1 =  0 .

E ssendo p  =  1, g =  1, il d iscrim in ante è dato da

P 2 1 , 3T — s = j —1 =  — 4 :

cosicch é l ’ equazione non am m ette radici reali.

Somma e prodotto delle radici di un5equazione di 2° grado

7. P er lo studio d elle  equazioni di 2° grado sono par
ticolarm ente im portanti due relazion i sem p lic issim e, che  
intercedono fra i co e ffic ien ti e le  radici.

C onsideriam o V equazione gen erale

(1) a x 2 ~h bx  +  c =  0

e, supposto positivo  o n u llo  il d iscrim inante 62 — 4ac, in d i
chiam o con x { , x 2 le due radici (d istinte o coincidenti) del- 
T equazione, ponendo, per fissare  le  idee,

— 6 H- V62 — 4ac
x 0

b — V&2 — 4 ac
1 2 a  ’ ~ 2 2a

Som m ando m em bro a m em bro, otteniam o

b +  4ac  -  b — V&2 — 4ac
2 a + 2 a

26
2 a

6 .
a ’
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mentre, ca lcolando il prodotto d e lle  due radici, e applicando  
la  nota iden tità  re la tiva  al prodotto d ella  som m a per la 
differenza di due date esp ression i (Introd., n. 13), troviam o

__( — b -h V b2 — 4a c ) ( — 6 — X b 2 — 4 a c )__
x , x * -  &  —

__b2 — (V 62 — 4  a c ) '  4 a c  c
4 a 2 a  ’

c
2 a ’

ossia: In  u n 1 equazione d i  2° g ra d o , a  d iscrim in a n te  non  
n egativo , la  som m a delle due ra d ic i  è u gu ale  a l quoziente del 
secondo coefficiente p e r  i l  p r im o , cam biato d i segno ; e i l  p r o 
dotto  delle due r a d ic i  è u g u a le  a l  quoziente del term ine noto  
p e r  i l  p r im o  coefficiente .

N aturalm ente, se si prende P equazione sotto la  form a

(2) x 2- h p x q  — 0,
si ha
(8') — — p ,  x ^ — q .

S e il  d iscrim in ante è n ullo , — -  o, rispettivam ente, — p
a

dà il doppio del valore com une d elle  due rad ici co in cid en ti.

8. L e relazion i (8) o (8') fra le  rad ici e i coeffic ien ti della  
equazione di 2° grado perm ettono di prevedere dai segn i dei 
co effic ien ti q u e lli d elle  radici.

R iferendoci a lla  equazione (2), supposta a d iscrim inante  
positivo, avrem o anzitutto che, essendo

x Lx.z — q ,

le due radici (distinte) risu lteranno di segno u guale o con 
trario, secondo che q è positivo  o negativo.

4 a 2

Abbiamo dunque:

X.  -4-

A ma ldi  IT. - E nkiquks  F .
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Se è q >  0, le  due radici, in  quanto è

x i - \ - x 2 =  — p ,

saranno entram be p ositive o entram be n egative, secondo che 
p  è n egativo o positivo.

Quando in vece è q <  0, e quindi le  radici sono di segno  
contrario, la

X { -4- X 2 =  —  p

ci d ice che avrà valore assoluto m aggiore q u ella  d elle  due  
radici, che ha segno contrario a p.

Abbiam o così la  segu en te tabelletta , in  cu i si è supposto  
di rappresentare con x L la  radice d i va lore  assolu to  m aggiore:

p 2 x {

H-

+

■f
4-

i 
+

 +
 

i

+

N otiam o che in  questi due u ltim i casi, cioè quando è q <10, 
la  ra d ice  p o s itiv a  è data, tanto per p  >  0  quanto per p  <  0, da

P
2 ) 4

-  q .

9. I r isu lta ti precedenti si enunciano rapidam ente, in tro
ducendo due con ven ien ti m odi di dire. D ati, in  un certo  
ordine, p iù  num eri rela tiv i, quali sono, ad es., i tre co e ffi
c ien ti di u n ’ equazione di 2° grado in  form a norm ale, si d ice  
che essi presentano una p erm a n en za  (di segno) ogni volta  
che due num eri con secu tiv i hanno segn i u guali, una v a r ia 
zione  ogni volta  che due num eri con secu tiv i sono in vece  di 
segno contrario. È m anifesto  che, se a tutti i num eri con-
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siderati si cam bia segno, restano invaria ti sia  il  num ero  
delle perm anenze, s ia  q u ello  d elle  variazion i, sia , in fin e  
l ’ ordine in  cu i si su sseguon o perm anenze e variazion i.

Ciò prem esso, consideriam o il num ero d elle  perm anenze  
e quello  d elle  variazion i, presentate dai tre co e ffic ien ti di 
un’ equazione di 2° grado in  form a norm ale. P er l’osserva
zione fatta  or ora, possiam o sem pre supporre di avere ridotto  
il prim o ad essere  p ositivo  o, addirittura, u gu ale ad 1, e di 
considerare 1’ equazione sotto la  form a (2). Sotto questa  ipo
tesi, le  com binazioni di segno dei coeffic ien ti, n ei quattro  
casi e len ca ti n e lla  tab ella  del n. prec. sono ordinatam ente

-f- +  +
_l_ — -f-

+  — —
+  +  —

N el prim o caso (due radici, entram be negative) abbiam o  
due perm anenze e n essu n a  variazione ; n el secondo (due ra
d ici positive) abbiam o due variazion i e n essu n a  perm anenza ; 
nel terzo (due radici di segno contrario, d elle  quali è m ag
giore in  valore asso lu to  q u e lla  positiva) abbiam o prim a una 
variazione e poi una perm anenza ; in fin e  n e l quarto (due ra
d ici di segno contrario, d elle  quali è m aggiore in  valore  
assoluto q u ella  negativa) abbiam o prim a una perm anenza e 
poi una variazione. P ossiam o quindi en u nciare la  segu en te  
R e g o l a  d e i  s e g n i  d i  C a r t e s i o  : U n ’ equazione d i  2° g rado  
(norm ale), a  d iscr im in a n te  p o s itiv o , ha tan te  ra d ic i  p o s itiv e  
quante sono le v a r ia z io n i p resen ta te  d a i su o i coeffic ien ti;  e, 
se le due ra d ic i  sono d i segno con trario , è m aggiore in  va lore  
assoluto qu ella  p o s itiv a  qu an do  la  va r ia z io n e  precede la  p e r 
m anenza, quella  n eg a tiva  in  caso con trario .

10. T enendo conto d elle  re lazion i (8) od (8') fra le  radici 
e i coeffic ien ti, si può im m ediatam ente scrivere V equazione  
d i  2° grado, che ha p e r  ra d ic i due n u m eri d a ti. B asta  p ren 
dere com e prim o coeffic ien te  1’ unità, com e secondo la  somma
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dei due num eri dati, cam biata di segno, e com e term ine  
noto il loro prodotto. P er  es. 1’ equazione, che h a  le  radici

5  e — - è data da 
à O

x 2 +  \ x  —  ̂ ~  0  od anche 6 x 2 +  x  — 2 =  0 .  
b 6

N è è sostanzialm ente diverso q u est9altro problem a: Tro
vare due n u m eri, d i cu i s i conoscano la  som m a e i l  p ro d o tto .

E ssi sono le  rad ici d e ll’ equazione di 2° grado, che ha  
com e prim o co effic ien te  l ’ unità, com e secondo la  som m a  
data, cam biata di segno, e com e term ine noto il prodotto. 
Il problem a am m ette soluzione a patto che non r isu lti n ega
tivo il  d iscrim in ante d e ll’ equazione così ottenuta.

Decomposizione di un trinomio di 2° grado 
in fattori di 1° grado

11 ♦ D alle  relazion i fra coeffic ien ti e radici (n. 7) d iscen de  
un’ altra notevole conseguenza. T enendo conto d e lle  (8), il  
trinom io di 2° grado a x l bx  » c, supposto a d iscrim in ante  
non negativo, si può scrivere

a x l +  bx -f- c =  a (x 2 -  x  -+- =  a (x 2 — [xt f x 2]x  h x {x 2),
\  a  a j

ossia
( 10) a x l H- bx  +  c =  a(x  — x {)(x — x 2) .

Cioè chiam ando, per brevità, « radici di un trinom io di 
2° grado » q u e lle  d e ll’ equazione, che si o ttiene u g u ag lian 
dolo a zero: Un trin om io  d i  2° g ra d o  a  d iscrim in a n te  non  
n egativo  è iden tico  a l prodo tto

a(x — x {)(x — x 2)

del p r im o  coefficiente p e r  i  due binom i d i  1° g ra d o , che s i  
ottengono so ttraen do  dalV in d e te rm in a ta  r isp e ttiva m en te  le 
due r a d ic i .
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In  particolare, se il  d iscrim in ante è n ullo , si ha p iù  p re
cisam ente, ind icando con x u2 il valore com une d e lle  due  
radici co in cid en ti,

(11) a x 2 -h b x  -h e  — a(x  — x iì2f .

V ediam o dunque che, com e n el caso d elle  radici d istin te, 
ciascuna di q ueste dà luogo, per il  trinom io di 2° grado, ad 
un fattore di 1° grado, così, quando vi è un7 unica radice x l}2, il 
trinom io r isu lta  d iv is ib ile  per il quadrato del corrispondente  
binom io di 1° grado, onde resta g iu stifica to  il  nom e di d o p 
p ia , che in  tal caso abbiam o dato a ll’ u n ica  radice x lf2 (n. 3).

Se poi il d iscrim in ante è negativo, il trinom io non è 
certam ente decom ponib ile in  fattori di 1° grado. In fatti, se 
così accadesse, ognuno di ta li fattori, u guagliato  a zero, 
darebbe u n ’ equazione di 1° grado, la  cu i so luzione rende
rebbe soddisfatta  anche l ’ equazione di 2° grado, ottenuta  
uguagliando a zero il trinom io, la  quale, invece, non ha, in  
questo caso, n essu n a  radice.

R isulta così confermato, per i trinomi di 2° grado, il teorema generale, 
già noto (Introd., n. 19), che, affinchè un polinomio in una indeterm i
nata x, sia divisibile per un binomio x  — c, è necessario e sufficiente 
che esso si annulli per x  — c.

N aturalm ente, se il trinom io si prende sotto la  forma 
X' -t- p x  -h q, si ha

x 2 - \ - p x  ~h q =  (x — x ^ x  — x 2) o X' ~ \-px  - f  q — (x — x it2\2

p 2 p 2
secondo che è — g >  0 o^j- — 2 =  0; m entre n e l caso

p 2
~  — q <  0 il  trinom io non è decom ponib ile in  fattori di 

1° grado.

12. La p ossib ilità  di decom porre un trinom io di 2° grado 
in  fattori di 1° grado conduce ta lvolta  a sem plificare le  fra
zioni a lgebriche. Consideriam o, ad es., la frazione

òx 9 -  lS x  -f- 6
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P oich é u guaglian do a zero il num eratore e il d enom ina
tore, si ottengono le  due equazioni

di

b x 2 — 13æ h- 6 ^  0 ,  3 x 2 — bx  -  2 =  0,

3
i cu i la  prim a am m ette le  radici 2 e g e la  seconda le  ra

d ici 2 e — g , si hanno le  due identità

DX 13x  -f- 6 — b{x — 2)\x  — gj =  (x — 2)(òx — 3), 

3 x 2 — b x  -  2 =  3{x — 2)^x +  =  (x  — 2)(3as -4- 1) ;

e quindi
b x 2 — 13x  - 1 - 6 __(x — 2)(bx — 3)
3 x 2 — b x  — 2 (x — 2){3x -h 1) ’

E sc lu si per la  x  i valori eccez ion a li 2 e — ^ , che a n n u l

lano il  denom inatore, si ottiene, sem plifican d o, la  id en tità

b x 2 — 13x  6 __ b x  — 3
3 x 2 — bx  — 2 3æ +  T

D iseq u azion i d i 2° grado

13. I r isu ltati o ttenuti al n. 11 su lla  d ecom pon ib ilità  di 
un trinom io di 2° grado in  fattori di 1° perm ettono anche  
di studiare le  d isequ azion i (intere) d i  2° g ra d o  (Introd., n. 37).

A tale scopo supponiam o dato un q u a lsia si trinom io  
a x 2 -i- bx  +  c e im m agin iam o che la  indeterm inata x  assum a  
su ccessivam en te, in  ordine crescente, tu tti i p o ss ib ili valori 
o, com e si su ol dire, v a r i  da — ooa +  oo (leggasi « da m eno  
in fin ito  a p iù  in fin ito  »). C orrispondentem ente varia  anche  
il valore^del trinom io, e sappiam o che esso  si annulla , al 
più , per due valori d ella  indeterm inata  o va rià b ile  x  (radici 
d e ll’ equazione di 2° grado, che si o ttiene u guaglian dolo  a 
j&ero). Ci proponiam o di ricon oscere se per g li a ltri valori
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della x  esso assum a valori p ositiv i o n egativ i o di entram bi 
i segni.

Qui sarà u tile  ricorrere a lla  rappresentazione geom etrica  
dei valori d ella  indeterm inata x  per mezzo dei punti di una  
retta graduata (I, n. 13). N e lla  ipotesi che il trinom io  
abbia due rad ici rea li x L, x 2, e supposto, per fissare le  idee, 
», < » 2, segnam o su lla  retta graduata i due p un ti x n x 2) cioè

OC.j  ̂ OC 2 ■ ^

i due punti, che corrispondono ai due valori xl} x 2 d ella  x. 
La retta graduata risu lta  così d iv isa  in  tre parti, di cui 
quella  di mezzo (segm ento) è fin ita , le  altre due (sem irette) 
sono in v ece  in fin ite . C iascuna di queste parti della  retta 
graduata, com e pure l ’ in siem e dei valori d ella  x che v i sono  
rappresentati, si ch iam erà un in te rv a llo . Q uello di mezzo o 
fin ito si d irà « in tervallo  da x 1 a x 2 » o « in tervallo  di estrem i 
x{, x2 »; e n el segu ito  g ioverà spesso  d istin gu ere il caso, 
in cu i n e ll’ in tervallo  si includano i due estrem i x u x2, da 
quello, in  cui, invece, q u esti due estrem i si intendano esc lu si 
d a ll’ in tervallo . N el prim o caso F in terva llo  si denoterà con 
x ^1 1 X2, n e l secondo con x L »2: sicch é, in  altre parole, 
con x{ x 2 s i ind ich erà  F in siem e d ei valori di x sod d isfa 
centi la  doppia lim itazion e xl < : x < t x2, con x{ x 2 l ’ in 
siem e dei valori di x sod disfacen ti la  doppia d isu gu aglian za  
», <  x <  x2. T alvolta  si sarà condotti anche ad includere  
n e ll’ in terva llo  uno solo dei due estrem i, e in questi casi 
l ’ in tervallo  si denoterà con x L l— x2 o con xL ~~lx2, secondo  
che l ’ u n ico  estrem o, che v i si in ten de incluso , è x { o x 2.

S im ilm en te i due in terva lli in fin iti si diranno, r isp etti
vam ente « in tervallo  da — oc a x i » e « in tervallo  da 
x2 a -h oo ». I l prim o si denoterà con — oo —11 xL o con  
— oo xif secondo che vi si intenderà in c lu so  o no l ’estrem o  
xL ; e con analogo sign ifica to  si useranno per F altro in ter
vallo  in fin ito  le  d esignazion i x2 -f- oo e x 2 ~ -f-  oo.
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Dopo queste prem esse, torniam o al trim onio a x 2 4- bx 4 - c 
e d istingu iam o tre casi, secondo che il rispettivo  d iscr im i
nante è positivo, nu llo  o negativo.

I. 6 2 — 4ac  >  0.

Il trinom io ha due radici d istin te  x l9 x 2 e su ssiste  Y identità

Supposto com e pocanzi x i <  x 2, abbiam o che per ogni x  
d e ll’ in tervallo  x 2 + o o ,  cioè per ogni x > x , ,  le  d iffe 
renze x  — x L, x  — x 29 sono tutte e due p ositive, m entre per 
ogni x  d e ll’ in tervallo  — co x L, cioè per ogni x  <  x { , le  
stesse d ifferenze sono tutte e due n egative. In  entram bi i 
casi il loro prodotto è positivo , e perciò il  trinom io (10) 
assum e un valore, il cu i segno è quello  stesso  del suo prim o  
coeffic ien te  a. Se in vece  si prende per x  un valore del- 
1? intervallo  x i x %, la  d ifferenza x  — x L r isu lta  p ositiva  e 
la  x  — x 2 negativa, cosicch é il valore corrispondentem ente  
assunto dal trinom io (10) è di segno contrario ad a .

IL 62 — 4ac =  0 .

Indicato  con x iì3 i l  valore com une d elle  due radici co in 
c id en ti del trinom io, si ha Y identità

(11) ax~ -h  bx  -h  c =  a(x  — x lt2)* ;

e, poiché (x — x lì2f ,  per q u a lsiasi valore di x ^ x iì2 r isu lta  
positivo , il corrispondente valore del trinom io ha sem pre lo  
stesso  segno di a.

III . b l —  4 a c < 0 .

In  questo caso il  trinom io non è decom ponib ile in  fattori 
di 1° grado, ma, per ogni valore d ella  x , i l  segno si può  
ricon oscere d irettam ente. S i scriva  invero

e al trinom io in  p arentesi quadra si ap p lich i l ’artific io  del 
com pletam ento del qu adra to  (n. 3); cioè, osservando che i

( 10) a x 2 H- bx  -•»- c =  a(x  — x {)(x — x 2) .

-  -f- ,a  a



[ I l i ,  13-14] EQUAZIONI DI SECONDO GRADO 105

prim i due term ini coincidono coi prim i due term ini del qua

drato di x  -f- —jj, si aggiun ga e si tolga in  p arentesi il ter-

b~
m ine m ancante di codesto quadrato, cioè ^  . Si o ttiene così 

1’ identità

ax2 -\-bx c — a x

ossia

cvx1 -\-bx +  c =  a

2 b ¥
1 -  x  —.—g 

a  4 a 2
c ¥  
a  4 a 2

b \ 2 4ac — ¥
X  +  2 a j  + 4a*

D ei due term ini in  parentesi quadra il prim o, com e qua
drato di un binom io di 1° grado, non è m ai n egativo e si

an n u lla  soltanto per x  =  — m entre il secondo non di-
U Cb

pende da x  ed, in  forza d e ll’ ipotesi ¥  — 4ac <  0, è sem pre  
positivo. P erciò  l ’ esp ression e in  parentesi quadra è sem pre 
p ositiva  e il trinom io, per ogni p ossib ile  valore di x, ha 
costantem ente il  segno del suo prim o coeffic ien te  a.

C oncludendo, possiam o enunciare il  segu en te teorem a : 
Un trinom io  d i  2° g ra d o  a  d iscrim in a n te  p o s itiv o , p e r  ogni 
valore della  va ria b ile  esterno a ll1 in terva llo  compreso fra  le 
due r a d ic i, h a  lo stesso segno del suo p r im o  coefficiente, m en 
tre ha  i l  segno con trario  p e r  ogni valore della  varia b ile  in 
terno a  codesto in te rv a llo .

Se i l  d isc r im in a n te  è n u llo , i l  tr in o m io , p e r  q u a ls ia s i  
valore d e lla  v a r ia b ile , d iverso  d a  q u e ir  unico, p e r  cu i s i a n 
n u lla , h a  lo stesso segno del suo p r im o  coefficiente .

Se, in fin e , i l  d iscr im in a n te  è negativo , i l  trin om io , p e r  
ogni p o ssib ile  va lore  de lla  variab ile , sen za  eccezione, ha lo 
stesso segno del suo p r im o  coefficiente .

14. Questo teorem a perm ette di risolvere, in  ogni caso, 
le  d isequ azion i di 2° grado. B asterà  considerare qualche  
esem pio.
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S ia  data la  d isequazione

— lCte2 — x  ■+■ 3 >  0 .

Il trinom io a prim o m em bro ha d iscrim inante positivo
1 3

e, p oiché le  sue radici sono ^ e — g , m entre i l  prim o coef

fic ien te  è negativo, la  d isequazione è soddisfatta  da tutti 

(e soli) i va lori di x, appartenenti a ll’ in terva llo  — ^ , cioèO mi

3 ^  1per — g <  x  <  g .

In v ece  la  d isequ azion e opposta

— 10cc2 — *  +  3 < 0  ossia  IO2 -+- x  — 3 >  0
3 1—'i

è ver ifica ta  da tutti g li x  estern i a ll’ in terva llo  — ^

—  3 1 —
cioè n eg li in terva lli — ©o —  -  , -  -f- oo.

Consideriam o, in  secondo luogo, la  d isequazione  

3 x 2 -f- 4 x  +  |  >  0 .

Qui il d iscrim in ante è n u llo  e i l  valore com une d e lle  due 
2

rad ici co in cid en ti è — g , cosicché, essendo positivo  i l  prim o

coeffic ien te , la  d isequazione è soddisfatta  da ogni p ossib ile
2

valore di x, d iverso da — g,* m entre la  d isequ azion e opposta

4 4
3 x 2 -f- 4 x  +  n <  0 ossia  — 3 x 2 — 4 x  — 5 >  0  

o o

non è sod d isfatta  da a lcu n  valore di x .
Prendiam o, in fin e , la  d isequ azion e

4æ2 — x  4 -  10 >  0.

P o ich é  il  d iscrim in ante è negativo  e i l  prim o coeffic ien te  
del trinom io a prim o mem bro è positivo , essa  è soddisfatta
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da ogn i p ossib ile  valore di x, senza eccezion e ; e la  d iseq u a
zione opposta

4 x l — x  -f- 10 <  0 ossia  — 4 x 2 -\- x  — 10 >  0 

non am m ette so lu zion e alcuna.

15. D a quanto precede risu lta  che per ogni d isequazione  
di 2° grado g li estrem i d eg li in terva lli (fin iti o in fin iti), in  
cu i essa  r isu lta  soddisfatta, non sono altro che le  radici 
d ella  corrispondente equazione di 2° grado (cioè d e ll’ eq u a
zione che d a lla  data d isequ azion e si ottiene, sostituendo al 
segno >  o <  1’ — ).

E convien  rilevare che u n ’ osservazione analoga v a le  nel 
caso di una q u a lsia si d isequazione di 1° grado a x  >  b con  
a ^ O  (Introd., n. 37). Secondo che a  è positivo  o negativo, 
essa  è soddisfatta  da tutti, e so li, i valori di x  apparte

n en ti a ll’ in terva llo  -  -t- oo o, r isp ettivam en te, — oo - ,
(% a

dove -  è p recisam en te V u n ica  so luzione della  corrispon- 
a

dente equazione ax  =  b.

Discussione delle equazioni di 2° grado 
dipendenti da un parametro

16. Torniam o a lle  equazioni di 2° grado. Quando si ap
p lica  l ’A lgebra a lla  riso lu zione dei problem i, si è spesso  
condotti, com e vedrem o n el prossim o Cap., ad equazioni 
di 2° grado, i cu i co e ffic ien ti non sono num eri assegnati, 
m a espression i le tte ra li . S i può dire che in tal caso non si 
ha u n ’ u n ica  equazione, b en sì tutta u n ’ in fin ità  di equazioni, 
cioè tante quante sono le equazioni d istin te , che dalla  data  
si ottengono, attribuendo a lle  s in go le  lettere, che v i com 
paiono nei co effic ien ti, tu tti i valori, di cui esse  sono su 
scettib ili, e che, beninteso, non rendano privo di senso alcun  
term ine d e ll’ equazione. Q ueste lettere, pensate com e in d e -
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term in a te , si ch iam ano i p a ra m e tr i  d e ir  equazione proposta. 
N aturalm ente q uesti param etri non vanno con fu si con F in -  
cogn ita: essi rappresentano sem pre num eri, che si suppon
gono d a t i , e, caso per caso, si tratta di trovare q u elle  
esp ression i delF in cogn ita  per mezzo dei param etri, che ren 
dono soddisfatta F equazione.

C onsideriam o il caso, che p iù  in teressa  per le  future  
applicazion i, di u n ’ equazione di 2° grado, d ipendente da un  
solo param etro fc, cioè di un ’ equazione

(12) ax~ -h  bx +  c — 0

dove i tre co e ffic ien ti a, 6, c denotino tre date esp ression i, 
con tenenti la  so la  indeterm inata k. V ogliam o renderci conto  
d elle  varie circostanze, che si presentano per le  radici d ella  
equazione (12), a seconda d ei va lori che si attribu iscono  
al param etro k.

Supposto dapprim a che la  (12) sia  effettivam en te di 
2° grado, cioè esc lu si g li even tu a li va lori d i k , che an n u l
lino  il prim o coeffic ien te  a , dobbiam o studiare la  corri
spondente condizione di realtà.

(13) 6* — 4ac ^  0,

la  quale, in  quanto a, &, c sono esp ression i con tenenti il  
param etro k, è una certa lim itazion e n ella  indeterm inata k. 
Se essa  è di 1° o di 2° grado, sappiam o r iso lverla  (Introd., 
n. 37; III, nn. 13-15); cioè, pensando rappresentati tu tti i 
p o ssib ili valori di k su di una retta graduata e im m agi
nando segnati su di essa  i punti, che rappresentano le  so
lu z ion i o rad ici d e ll’ equazione (di 1° o 2° grado) in  k

(14) &* — 4 ac =  0,

sappiam o ricon oscere entro quali in terva lli debba restare  
il param etro ft, a ffin ch è la  data equazione (12) abbia rad ici 
reali. P er  i va lori di k in te rn i  a codesti s in g o li in terva lli 
la  cond izione di rea ltà  è soddisfatta  com e d isu gu aglian za  
(n. 15), s icch é la  (12) am m ette due ra d ic i rea li d is t in te ; e
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basta guardare, caso per caso, quali siano i segn i assunti, 
per ta li va lori di ft, d a lle  esp ression i a, 6, c, per decidere, 
in  base ai nn. 8, 9, quale sia il segno d elle  due radici 
d ella  (12) (e quale d elle  due, n el caso dei segn i contrari, 
abbia valore assoluto  m aggiore). In vece  agli estrem i degli in 
terva lli su in d ica ti è soddisfatta  (n. prec.) la  (14), ta lch é la (12) 
ha corrispondentem ente due ra d ic i r e a li co in ciden ti, date dal

valore che iv i assum e V esp ression e — ~  (n. 4).

D eterm inati g li in terva lli, in  cu i deve restare il para
metro k perchè sia soddisfatta la  condizione di realtà (13). 
e quindi 1’ equazione abbia radici reali, con v ien e gen era l
m ente guardare se in codesti in terva lli es ista  q ualch e valore  
particolare di k , per cu i si an n u lli o il secondo coeffic ien te  6 
o il term ine noto c (n. 2). P er  ogni k  d ella  prim a sp ecie  
la  (12) si riduce ad un ’ equazione pura ed ha perciò due 
radici opposte; per ogni k  d e lla  seconda sp ecie  essa  lia, 
oltre una radice n u lla , una rad ice u gu ale  al valore, che

l ’ esp ression e — -  assum e per il  k considerato.

S in  qui si è sem pre supposto restano quindi,
in fine , da considerare q u eg li even tu a li valori di k , per cui. 
an nu lland osi a, l ’ equazione (12) si riduce di 1° grado.

L ’ esam e ordinato e com pleto di q ueste varie circostanze  
costitu isce  la  d iscu ssion e  d e lla  (12).

R isu lta  da quanto si è detto d ianzi che a base di questa  
d iscu ssion e sta la  considerazione di quei va lo r i notevoli del 
param etro k , che soddisfano le  s in go le  equazioni

62 — 4ac — 0, a  =  0, 6 =  0, c — 0,

e che perciò  taluno ch iam a i caposa ld i d e lla  d iscussion e.
G eneralm ente con vien e ca lco lar li tutti sin  dapprincip io e 

poi d isporli in  ordine crescente (in senso algebrico). S i d ivide  
così V in siem e di tutti i p ossib ili valori di k da - - c o  a -e oo 
(o, se si vuole , la  retta graduata, su cui si rappresentano  
q uesti valori) in  un certo num ero d’ in tervalli, di cu i il primo
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va da —  ©o al valore n otevo le  di k  p iù  p iccolo , V u ltim o dal 
valore notevole p iù  grande a  +  oo? m entre tutti g li a ltri sono  
fin iti. E basta esam inare ordinatam ente com e si com portino, 
quanto al segno o al r isp ettivo  annullarsi, le  quattro esp res
sion i 62 — 4ac, a, 6, c entro ciascu n o di codesti in terva lli e 
n eg li estrem i, per poter rilevare tu tte le  particolarità  volute.

17. Illustriam o le norme precedenti con due esempi.
A) Consideriamo l’equazione

(15) (k — 2) x 2 — (2 k  -h 1) x  -t- k  - f-1 =  0.

Si ha in questo caso

a =  k  — 2, b — — (2k  1), c =  k  1,
b2 — 4ac =  (2k  -h 1)* — 4(k — 2) (k -f-1) =  Sk -t- 9.

Di qui segue che:
g

secondo che è — > >  — 0?o
f e < , = z , > 2

» fc < , = .,

» k  — 1

risu lta  b2 — 4ac < ,  =  , >  0,

a < , = ,  > 0 ,

*>>, =  , < 0 ,

C "V J =  , > 0 ;

e i valori notevoli di k  in  ordine crescente sono: — — 1, — 2.o 2
0

Perciò ragioniamo nei term ini seguenti : per k  <  — g , essendo
ò- — 4 a c < 0 ,  la (15) (che è sempre di 2° grado, in quanto k  si man
tiene costantemente diverso da zero) non ha radici reali.

0
P er k  =  — 5, essendo b2 — 4ac == 0, si hanno due radici reali coinci• o

denti, il cui valore comune, in  quanto a  e 6 si riducono rispettivam ente
25 5 . , + , 1 5a — -g- 6 | , è  dato da — ^ • j

0
P er k  >  — p il discrim inante 62 — 4ac si mantiene costantemente

• \  8 j  5-

8
positivo, sicché la (15) ha sempre due radici reali distinte , salvo che 
per k  =  2, dove, annullandosi a, essa si riduce di 1° grado. P iù  p re
cisam ente:

0
per — p <  k  <[ — 1, in quanto a, 6, c presentano la combinazione 

o
di s e g n i-----1-----(due variazioni), le due radici sono entrambe positive
(n. 9);
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per k  =  — 1, annullandosi c, una delle due radici è nulla, m entre 
l’altra, in quanto a  e 6 assumono, rispettivam ente, i valori — B e l ,

vale g ;

per — 1 <C & <  — g, i segni di a, 6, c s o n o -----h -t- (una variazione,

seguita da una permanenza), cosicché le due radici presentano segni 
contrari, essendo maggiore, in valore assoluto, quella positiva;

per k  =  — -  si annulla 6, onde la (15) diventa un’ equazione pura,

5 1
e, poiché a  e c assumono rispettivam ente i valori — g e 9 ’ ^ue ln ‘ 

dici sono -±: ~  ;
V5

per — -  <  k  << 2 i coefficienti a, 6, c presentano la combinazione

di s e g n i-------- h  (una perm anenza seguita da una variazione) e quindi
le due radici sono di segno contrario, essendo maggiore, in valore asso
luto, quella negativa;

per k  — 2, annullandosi a , la (15) si riduce di 1° grado; e, poiché 
b e c assumono rispettivam ente i valori — 5 e 3, è soddisfatta soltanto

infine per k  >  2, i segni di a, 6, c sono - f ---- h (due variazioni),
sicché si torna ad avere due radici positive.

L ’ espressione generale delle due radici reali, valida per ogni

— - ,  escluso k =  2, è data da 
— 8

_ 2 k  +  1 ±  V8fc-f-9
X  ~  2(fc — 2)

In  questo come in ogni altro caso, la discussione di un’equazione 
di 2° grado, dipendente da un parametro, si effettua più speditamente 
e ci si assicura meglio di non commettere omissioni, costruendo una 
tabella a sei colonne, nella prim a delle quali si segnano, nel loro ordine 
da — co a -+- oc,  gli in tervalli determ inati per il param etro dai diversi 
suoi valori notevoli (o caposaldi) e, fra  ciascuno di questi intervalli e 
il successivo, il valore notevole che li separa. In  ognuna delle quattro 
colonne seguenti, in testate rispettivam ente alle espressioni b2 — 4ac, 
a, 6, c, si registrano, in corrispondenza di ogni intervallo e di ogni 
valore notevole di k , le particolarità di segno e di annullam ento della 
rispettiva espressione. In fine nella sesta colonna si notano le diverse
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circostanze, che, corrispondentemente, si presentano per le radici reali 
(r. r.) della equazione.

Così, nel caso della equazione (15), si ha la seguente tabella:

k 6* -  4ac j
ì

!
a l

i
b C r. r. dell’ equaz.

__  9
1

-  i i

!
-, nessuna r. r. :

00 8 !
\

9
8

0
!
1 1 r, r. doppia — ^ ;

-r -> \ ; f +
| 2 r. r. disi, posit. ;

— 1
!jiU /

0 1 r. r. =  0, 1 r. r. —  ̂;

i 1
HO

, M
- \ 2 i\ r. di segno cont., 

ed è > ,  in vai. ass., la pos. ;

1
2

*
0

1

2 r. r. =  d=
V5

~ r 2 11 1

> +- 2 r. r. di segno cont., 
ed è > ,  in vai. ass., la neg.;

2 0
i

1 r. r. semplice =  -  ;

2 -h  co 1 1 -h
1 1 2 r. r. dist. posit.

B) Prendiam o in secondo luogo l’equazione

(k — l ) x 2 — 4k x  -t Sk - j - 10 =  0.

I l discrim inante (ridotto) è dato da

4fc2 _  (le _ l ) ( 3 k  + 1 0 )  =  k* — 7k +  10,

cosicché si annulla per k =  2 e per fc =  5, e si mantiene negativo in 
ogni punto interno all’ intervallo 2 5, positivo in ogni punto esterno
(n. 18).

D’altra parte i coefficienti a, 6, c si annullano, rispettivam ente, per k
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uguale a 1, 0, — onde i valori notevoli di k , considerati in ordine 

crescente, sono
in

0 1 2  5.10
3

La discussione è riassunta nella tabella seguente:

k 68 — ac a b c r. r. dell’ equaz.

—  10 
°° 3 ( -

\
2 r. r. dist. pos. ;

10
3

!
4-

i
0

40
1 r. r. — 0, 1 r. r. =  — ^  *

- g - ,
\ 2 r. r. di segno cont. ; 

ed è > ,  in vai. ass., la pos.;

0 + \ 01
2 r. r. — ±  V10;

0 — 1 i
2 r. r. di segno cont. ; 
ed e > ,  in vai. ass., la neg.;

1 0
» L 1 r .r .  sem plice— — ;

1 ” ” 2 2 r. r. dist. posit. ;

2 0
H -

2 r .r . coincid. — 4;

2 “ “ 5 j _ . + nessuna r, r. ;

5 0 1 o • 52 r .r .  come. =  ~;

5 -h co 1 -1- 1 2 r .r .  dist. posit.

L a espressione generale delle due radici reali, valida tanto per k  <  2, 
escluso il valore k  =  l, quanto per k  >  5, è data da

2k  dsx  — ---------- -̂----- •k  — 1

A maldi U . - E nriques F . 8
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Equazioni fratte riconducibili ad equazioni di 2° grado

18. Sappiam o che la  r iso lu zione di u n ’ equazione fratta  
si può ricondurre a q uella  di u n ’ equazione intera, liberando  
l ’ equazione data dai denom inatori (Introd., nn. 30-31); m a si 
deve tener sem pre ben presente, che n e ll’applicare questo pro
cedim ento b isogn a esc lu d ere per l ’ incogn ita  quei valori ecce
zio n a li, che, annullando il denom inatore di qualche term ine  
fratto d e ll’ equazione data, rendono un tal term ine priyo di 
senso e non possono, quindi, essere considerati fra le  pos
s ib ili rad ici d e ll’ equazione. Q uesti valori eccezion a li si d e
term inano, cercando le so luzion i d elle  equazioni intere, che  
si ottengono, uguagliando a zero i denom inatori dei vari 
term ini fratti d e ll’ equazione data.

Dopo ciò, esc lu si per l ’ incogn ita  i valori così trovati, si 
passa  a liberare 1’ equazione dai denom inatori. A tal fin e  si 
debbono ridurrò allo  stesso  denom inatore tu tti i term ini 
(anche q u elli, che siano eventualm ente interi) ; e l ’ equazione  
intera, cui è r icon d u cib ile  la  data, si ottiene, m oltip licando  
am bo i m em bri d e ll’ equazione così trasform ata per il  deno
m inatore com une dei suoi term ini.

Come denom inatore com une si prende di regola  il  pro
dotto dei denom inatori dei vari term ini fratti d e ll’ equazione  
data ; m a si prende, invece, un loro m ultip lo  com une di grado 
m inore, se in  codesti denom inatori dei s in go li term ini si 
r iesce  a trovare q ualch e fattore com une. Ciò accade certa
m ente, se n e lla  r icerca  dei valori eccez ion a li si è constatato  
che un m edesim o valore eccezion a le  an n u lla  p iù  denom ina
tori, g iacch é in  questo caso, ind icato  con c questo sp ecia le  
valore eccezion a le , i denom inatori, che per esso si an nu l
lano, sono tu tti d iv is ib ili per x  — c (Introd., n. 19).

Queste avvertenze, che, così esposte in  forma generale, possono riu
scire alquanto difficili, risulteranno chiarite da qualche esempio di 
equazioni fratte riconducibili ad equazioni di 2° grado, che qui studieremo.
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13 
6 ‘

Si rileva subito che i valori eccezionali per cui il primo membro 
risulta privo di senso, sono * =  — 1 e x — — 2. Esclusi per l’ incognita 
questi valori, si libera l’ equazione dai denominatori, moltiplicandone 
ambo i membri per il loro prodotto 6(*-f-l)(*  h~2). Si ottiene così l’equa
zione intera

6(.r H- 2)2 f- 6(x -+- 1)2 =  13(* -h 1)(* -+- 2), 

che, ridotta a forma normale, assume l’aspetto

x2 +  Sx — 4 — 0,

e ammette le due radici distinte *, =  1, x2 =  — 4. Poiché sono entrambe 
diverse dai valori eccezionali, esse sono anche le radici dell’equazione 
data. Si faccia la verifica.

Il primo denominatore 2(*2 -  1) si può anche scrivere (Introd. n. 13) 
sotto la forma 2(x -+- 1)(* — 1), onde risu lta che esso è divisibile per il 
secondo denom inatore 4(*-f-l).

Perciò i valori eccezionali per l’ incognita sono qui * =  1, x =  — 1. 
Esclusi questi valori, l’ equazione si libera dai denominatori, moltipli
candone ambo i membri semplicemente per 8(*2— 1). Si perviene in tal 
modo all’equazione intera

Le sue radici * 4 =  3, x 2 — — 5, entrambe diverse dai valori eccezio- 
zionali, sono anche le radici dell’equazione data. Verificare.

I l  trinomio di 2° grado x 2 - h x - h  1, che compare a primo membro 
come denominatore, è a discrim inante negativo, cosicché non si annulla 
per alcun valore di x; e l’unico valore eccezionale é, per questa equa
zione, il valore 1, che annulla il secondo denominatore. Di qui risulta 
altresì che i due denom inatori non hanno alcun fattore comune. Perciò, 
per liberare l’equazione dai denominatori, bisogna moltiplicarne ambo 
i membri per il loro prodotto. Si ottiene in tal modo l’equazione intera

12 -  2(x ~ l )  =  x2 - l
ossia, in forma normale,

x 2 -+■• 2x — 15 =  0.

6*2 13* -f-11 _  2(3* — 1)
X 2 - \ ~ X - \ ~ 1  X  —  1

(6^2 +  13tf +  liH *  — 1) =  2(3* -  1 ) ( * 2  _f . x  - t - 1). 

che si riduce agevolmente alla forma normale
*2 — 2* — 3 =  0.
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Essa ammette le due radici x i =  8 e x 2 =  — 1, entrambe diverse 
dal valore eccezionale 1 ; esse danno perciò anche le radici della C). Si 
faccia anche qui la verifica.

3(agg-f-a?-t-l) _  3x — l  _  5
6x2 -h  Ila? — 10 3x — 2 2x +  5 *

In  questo caso si presentano senz’ altro come eccezionali i due valori

-  e — ? che annullano, rispettivam ente, i due denom inatori di 1° grado, 
o 2
Ma bisogna cercare se per qualche altro valore si annulli anche il de
nominatore di 2° grado.

Ora, uguagliandolo a zero, si ha l’equazione

6x2 I la  — 10 =  0,
2 5che ammette precisamente, come radici, i due valori g e — ^ rico

nosciuti come eccezionali. Basta dunque escludere questi due valori; e 
poiché sussiste l’identità (n. 10)

(ir2 lise — 10 — -+- 5) =  (3* — 2)(2x -+- 5),

1’ equazione si libera dai denominatori, moltiplicandone ambo i membri 
semplicemente per 6x2 lise — 10. Si ottiene così l’equazione intera

3(x2 h x  1) =  (3x — l)(2sc +  5) — 5(3se — 2),
ossia

3sc2 — 5sc 4  - 2 -  0,

9
cdie ammette le due radici x i =  1 e x 2 =  ~.

Poiché quest’ultimo valore si è dovuto escludere, come eccezionale 
per la data equazione D), resta per questa equazione soltanto la radice 
x { — 1.

Al solito si verifichi il risultato.

x  5 35 __
x  — 2~^~ se2 -h  3x 10

Come nell’ esempio prec., il denominatore di 2° grado si annulla per 
gli due stessi valori 2 e — 5, per cui si annullano rispettivam ente i due 
denom inatori di 1° grado. Perciò i soli valori eccezionali per l ’incognita 
sono appunto 2 e — 5 ; e per liberare l ’equazione dai denom inatori basta 
moltiplicarne ambo i membri per x 2~h3x  — 10. Perveniam o così al*
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l’equazione
x(x  -b  5) +  5(x — 2) -b  35 =  0

ossia
(16) x * -h l0 x - i-2 ò  =  0.

Il discrim inante di quest’ equazione di 2° grado risulta nullo, cosicché 
essa ammette due radici coincidenti. Ma il loro valore comune è — 5. 
cioè precisam ente uno dei due valori eccezionali, che abbiamo dovuto 
escludere per l’incognita. Poiché ogni eventuale soluzione della equa
zione data deve pur soddisfare l’equazione in tera (16) e quest’ultima 
è soddisfatta dall’unico valore — 5. che per la data va escluso, conclu
diamo che l’equazione E), sotto la forma in cui è qui data, non ammette 
soluzione alcuna .

È per altro opportuno aggiungere un’ osservazione. P rim a di liberare 
la E) dai denominatori, eseguiamo le operazioni indicate a primo mem
bro. Perveniam o in tal modo all’equazione

x 2 -b lOx -+-25_
? +  Sx  — 10 “  '

la quale, ove si tenga conto delle due identità

x 2 -h IO# -b 25 =  (x -b 5)'2, x z -b Sx  — 10 =  (x — 2)(x -b 

si può scrivere
(x -h  5)2 

{x — 2)(x -b 5) 0.

5),

Se la frazione algebrica a primo membro si semplifica sopprimendo 
nei due term ini il fattore comune x  +  5, si ottiene 1’ equazione

(17) x  -b 5 
x  — 2

che ammette come unico valore eccezionale x  =  2, ed, escluso questo 
valore, è equivalente all’equazione di 1° grado, x  -b 5 =  0, la cui solu
zione è x  =  — 5.

Perciò quel valore — 5, che per l’ equazione data andava escluso 
come eccezionale, è una vera e propria soluzione dell’ equazione (17), 
che dalla data si è dedotta, eseguendo le operazioni indicate e sempli
ficando la frazione algebrica, che con ciò si era ottenuta a primo membro.

Si vede da questo esempio, che, quando, nel cercar di risolvere 
un’ equazione fratta, si portano tu tti i term ini in un membro ed, ese
guite le operazioni indicate, si semplifica la frazione algebrica così otte
nuta, dividendone ambo i term ini per un loro fattore comune, può darsi 
che la nuova equazione ammetta come soluzione qualche valore, che per 
l’equazione, quale era stata considerata dapprincipio, era eccezionale.
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Equazioni irrazionali riconducibili ad equazioni 
di 2° grado

19. Ad equazioni di 2° grado si possono ricondurre, in  
casi sp ecia li, anche equazioni, con tenenti n ei loro term ini 
qualche rad icale quadratico, il cu i radicando dipenda dalla  
incognita. L e equazioni di questo tipo costitu iscon o un caso  
particolare d elle  cosiddette equazioni ir ra z io n a li , d esign an 
dosi con questo nom e tutte le equazioni, in cui figurano  
non soltanto operazioni razionali (cioè di addizione algebrica, 
m oltip licazione e d ivisione), bensì anche di estrazione d i  
ra d ice , di ind ice q ualsiasi, da esegu irsi su esp ression i, con
tenenti V in cogn ita:  m entre, per contrapposto, si d icono r a 
zio n a li le  equazioni, intere e fratte, considerate sin  qui, in  
cui su lla  incognita  non sono in d icate che operazioni razionali.

P er ricondurre la riso luzione di u n ’ equazione irrazionale, 
contenente radicali quadratici, a q u ella  di u n ’ equazione  
razionale, occorrono opportuni artific i ; e, in ogni caso, sono  
n ecessarie  particolari avvertenze, in  quanto l ’ equazione, cu i 
si è condotti, non è sem pre eq u iva lente a lla  data. Ci pro
poniam o di illu strare brevem ente questi artific i e q ueste  
avvertenze; e, per ragionare sul concreto, com inciam o da 
un esem pio.

Consideriam o Y equazione

(18) V 8 ~ 7 œ  =  4æ — 3.

Le so luzion i di questa  equazione vanno cercate soltanto  
fra i valori di x , che non rendono priva di s ign ifica to  Y estra
zione di rad ice quadrata ind icata  a prim o m em bro; d’ altra  
parte, poiché, per le  con ven zion i stab ilite  n el ca lco lo  dei 
rad ica li, i l  sim bolo a prim o m embro denota la  rad ice p o 
s i t iv a  del radicando, vanno considerati per la  x esclusiva- 
m ente quei valori, che rendono positiva  o, al m inim o, n u lla  
T esp ression e a secondo membro.
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Si è così condotti ad im porre a lla  in cogn ita  x le  due 
lim itazion i

Ma in  questo caso, com e in  ogni altro, in  cu i si tratti 
di equazioni irrazionali a co e ffic ien ti esc lu sivam en te n u 
m erici, si può b en issim o prescindere da questa  ricerca  pre
lim inare dei valori, che si possono accettare per Y incognita , 
in quanto il procedim ento di riso lu zione che adotterem o, ci 
costringerà poi a verificare d irettam ente se i valori, cui 
saremo condotti, rendano effettivam en te soddisfatta V eq u a
zione proposta.

11 procedim ento ò m olto sem plice. P oiché, se sono u guali 
due num eri, sono pure uguali i loro quadrati, ogni eventuale  
radice d ella  (18) soddisfa n ecessariam en te anche F equazione, 
che da essa  si ottiene, elevandone a quadrato ambo i m em bri, 
cioè la

(19) 8  — 7x — (4æ — o ) 2 ossia  16æ2 — 1 7 æ -l- l — 0.

Q uest’ equazione di 2° grado am m ette le  due radici x i =  ì ,

x.2 =  ^ 0  cd è fra queste che vanno cercate le  rad ici d ella  (18).

Ora si ver ifica  d irettam ente che a q u est’ u ltim a equazione

soddisfa la  x i =  1 , non la  æ2 =  — , cosicch é la x L =  1  è

l’ unica soluzione.
Ed è fa c ile  capire com e, n el passaggio  dalla  (18) a lla  (19),

si sia  introdotta la  soluzione estranea x ì = - Tt. A lla  stessa
lb

equazione (19), cu i siam o pervenuti, elevando a quadrato  
ambo i m em bri d ella  (18), si p erv ien e anche eseguendo la  
stessa  operazione su ll’ equazione

8  — 7 $ : > 0 ,  i x  — 3 , > 0  ossia

(18') —  V 8  — I x  =  4 x  — 3

e si verifica , che la  soluzione x 2 =  , ottenuta dianzi com e

estranea, soddisfa  appunto a questa  equazione.
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20. L ’esem pio precedente su ggerisce  una osservazione  
generale, che occorre tener presente tutte le  volte che, per  
riso lvere un ’ equazione, si è condotti ad elevarne a quadrato  
am bo i m em bri.

D ata un ’ equazione q ualsiasi

(20) A  =  B,
confrontiam ola con la
(21) A 2 — B 2.

È m anifesto, che ogni so luzione d ella  (20), soddisfa  n e
cessariam ente anche la  (21), la  q uale è, dunque, in ogni 
caso una conseguenza d ella  (20). Ma non si può dire che sia  
ad essa  eq u iva len te; anzi, in  generale, la  (21) am m ette, oltre  
le  radici d ella  (20), q ualch e altra radice, perchè, traspor
tando tutti i term ini a prim o m em bro, si può scrivere

A* — B 2 =  0  ossia  (A — B X A ~ h B )  =  0 ;  

cosicché si decom pone n elle  due equazioni 

A  — B  ~  0 e A  + 5  =  0,

cioè n e lla  (20) e n ella
(20') -  A  — B.

C oncludiam o dunque ch e: E levando a  qu a d ra to  ambo i  
m em bri d i  u n ’equazione , s i ottiene u r i  equazione, che è in  
ogni caso u n a  conseguenza della  d a ta , m a am m ette , oltre  le 
ra d ic i d i  qu esta , tu tte le even tu a li ra d ic i delV equazione, che 
d a lla  d a ta  s i  ottiene, cam biando segno a d  uno dei suoi 
m em bri.

Di qui risu lta , in  particolare, che se la  (20') è im p os
sib ile , cioè priva di radici, l ’ equazione A  =  B  è sen z’ altro  
eq u iva len te a lla  A 2 =  B 2.

Y ale, ino ltre, la  segu en te osservazione, che torna tal
vo lta  u tile :  Se le due espression i A  e B  sono ta li che, p e r  
ogni va lore della  in d e term in a ta  x, d a  cui esse d ipen don o , 
r isu lti  sem pre A >  0 e B >  0, oppure sem pre  J L < 0  e B <  0, 
le due equ azion i A  — B  e A 2 — B 2 = 0  sono eq u iva len ti.
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In fatti, n e lle  condizioni am m esse, le  so le rad ici p ossib ili 
per F equazione — A ~ B  sono quei valori d ella  æ, per cui 
risu lti sim u ltaneam en te A  =  0 e B  =  0 ; e q uesti valori 
di x  rendono in  ogni caso soddisfatta anche la  A  =  B , 
cosicché n el passaggio  da questa equazione a lla  A 2 — B 2 
non si può guadagnare n essu na  radice.

21. T orniam o a lle  equazioni irrazionali. Se in  un* eq u a
zione com pare com e term ine un rad ica le \ 'A ,  dove A  de
nota una certa esp ression e con tenente F incognita, e si vuol 
liberare Y equazione da questo rad icale, b isogna anzitutto  
iso la r lo , c ioè si debbono trasportare tu tti g li altri term ini, 
che com paiono n ello  stesso  m em bro di V A , n e ll’ altro membro, 
così da ridurre Y equazione a lla  form a

(22) V A  =  B ,

dove B  rappresenta una certa esp ression e. Dopo ciò si e le 
vano a quadrato ambo i m em bri e si cerca di riso lvere  
Y equazione
(23) A  =  B 2

così ottenuta, la  quale, com e si è v isto  al n. prec., è in  
ogni caso una con segu en za d ella  (22), m a può ben issim o  
non essere ad essa  eq u iva lente. Quando si siano trovate  
tutte le  rad ici di q uesta  equazione (23), b isogna riconoscere, 
sostituendole, una dopo F altra, n e lla  equazione data (22), 
quali di esse  la  rendano effettivam en te soddisfatta  e quali, 
invece, vadano rifiu ta te  com e ad essa  estran ee (e soddisfa
centi a lla  — \ A  =  B ).

S i noti che si può sen z’ altro con clu dere che una radice  
d ella  (23) soddisfa  la  (22), se fa  assum ere alF esp ression e B  
un valore p ositivo , g iacch é in tal caso essa  non può certo  
soddisfare la  — V A  =  B .

S i ha inoltre che la  \ ì  A  =  B  è certam ente eq u iva len te  
alla  A  =  jB2, se F esp ression e B  è tale, che non d iventi m ai 
n egativa  per n essu n  valore d ella  x  (n. prec.).
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22. Illustriam o le considerazioni precedenti con qualche altro esempio 
di equazioni irrazionali (a coefficienti numerici). Qui si tratterà di equa
zioni riconducibili al 2° grado; ma può anche darsi che un’equazione 
irrazionale, ridotta razionale, risulti di 1° grado (vedasi qualche esempio 
negli Esercizi).

A) V#2 — Sx — 3 4- 6x 4-15 =  Sx 4- 6.
Isolando il radicale si ottiene l’equazione

Va;2 — Sx — S — 2x — 9,

da cui, elevando a quadrato i due membri, si deduce la

x 2 — Sx — 3 =  (2a; — 9)2 ossia x l — Ila; 4- 28 =  0.

Quest’ equazione, conseguenza della data, ammette le due soluzioni 
x { =  7, as* =  4; e, sostituendole nella equazione data, si verifica che 
Tunica radice di questa ò la a;1 =  7. La x 2 — k soddisfa invece l’equazione

— Va;2 — Sx — 3 4- 6x 4- 15 =  Sx 4- 6, 

ottenuta dalla data, cambiando segno al radicale.

B) 3V6 4- x — x 2 4- 7x — 3 =  6# 4- 5.
Operando come nell’ esempio precedente, si è ricondotti all’ equazione 

di 2° grado
2x2 — òx 4- 2 =  0,

le cui due radici x L =  2, x 2 =  \ ,  come si verifica direttam ente, soddi-2
sfano entrambe l’equazione irrazionale data.

G) V25** — 80x -+-160 =  3x — 16.
Col procedimento solito si perviene all’equazione di 2° grado 

x'2 4- x  — 6 =  0.

Si verifica direttam ente che nessuna delle sue due radici x i =  2, 
x 2 =  — 3 soddisfa T equazione data, che è perciò impossibile. Esse sono 
invece entrambe radici dell’equazione

— V â 5 æ ^ 8 Ô S T l6 Ô  =  3* — 16.

B) V8a: +  9 =  \ !2x  +  6 +  V x-t-4 .
Questa equazione si libererà dai suoi tre radicali, applicando due 

volte successivamente 1’ artificio dell’ elevamento a quadrato. L a prima 
volta si ottiene l’equazione

4- 9 =  2x  4 -B 4-X  4- 4 4- 2\^{2x 4- 6) (oc 4- 4),
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da cui, isolando l’unico radicale rimasto, si deduce

2V(2# -b 6)(#-b4) =  5# — 1.

Con un nuovo elevamento a quadrato si perviene alla

4(2# -b 6)(# -b 4) =  (5# — l) 2 ossia 17#2 — 66# — 95 =  0.

Questa equazione, conseguenza della data, ammette le due radici x { =  5, 
19x 2 =  — di cui solo la prim a soddisfa la D), mentre l’ altra è la ra 

dice dell’ equazione
V8#h~ 9 =  V2# -b 6 — V# -t- 4.

E ) V # - f - V # — 2 — V8# — 5.
Qui a primo membro abbiamo un radicale doppio. Con un primo 

elevamento a quadrato otteniamo l’equazione

# -b V# — 2 =  3# — 5,

da cui, isolando il radicale ed elevando ancora a quadrato i due membri, 
deduciamo, con facili riduzioni,

4#2 — 21# -b 27 =  0.

9
Delle due radici x t =  3, x 2 =  j  di questa equazione di 2° grado, si 

verifica che solo la prim a soddisfa l’equazione data. L ’altra soddisfa la

V  # — V# — 2 =  V3# — 5.

23. Talvolta un’equazione irrazionale si può liberare dai radicali 
anche senza elevarne a quadrato ambo i membri. Si consideri, ad es., 
P equazione irrazionale fratta

1 1
(24)

x  -+ Va — i — Va ■
: # .

Qui dovremmo cercare se esistano per l’incognita valori eccezionali 
(cioè tali, che annullando P uno o P altro dei denominatori, rendano privo 
di senso il corrispondente termine) ; ma possiamo tralasciare questa 
ricerca, riserbandoci al solito di verificare alla fine direttam ente se i 
valori, che troveremo per la #, siano effettivam ente radici dell’equa
zione proposta.

Cominciamo, dunque, col liberare i denominatori dai radicali (II, 
n. 11), moltiplicando ambo i term ini della prima frazione algebrica 
per x  — V2 -  #2 e ambo i term ini della seconda per # -b V2 — #2. Otte-



124 CAPITOLO III [III, 28-24]

niamo così l’equazione 

x  — V2 — x 2 ; -f- V2 — x 2
2(x2 — 1) ^  2(x2 — 1) se2 — 1

0 questa equazione razionale fratta, liberata dal denominatore, dà V equa
zione intera

x(x2 -  2) =  0,

che si decompone nelle due equazioni

x  =  0, x l — 2 =  0.

Troviamo così per x  i tre valori 0, V2, — V2, di cui nessuno è ecce
zionale nè per l’equazione fratta ausiliaria, nè per la data; e si verifica 
direttam ente che essi soddisfano tutti e tre la (24).

Disequazioni fratte e irrazionali
24. A ggiungiam o qui da u ltim o a lcu ne osservazioni su lle  

disequazion i fratte e irrazionali, che torneranno u tili sp e
cia lm ente n ella  d iscussion e dei problem i.

Com inciando dalle d isequ azion i f r a tte , sappiam o (Introd., 
n. 36) che ogni d isequazione di questa sp ecie  si può ridurre  
alla  form a

A(x)
(25) 0,B(x)

dove A{x), B(x)  denotano due esp ression i intere in  una  
stessa  indeterm inata x;  e le  so luzion i di questa  d isequazione  
sono date d a ll’ in siem e di tu tti quei valori di x, che rendono  
soddisfatto il sistem a d elle  due d isequazion i intere

A(x) >  0, B (x ) >  0

e di tu tti q u e lli, che rendono soddisfatto il sistem a d e lle  
due d isequazion i

A(x)  <  0, B(x)  <  0.

P erciò , com e g ià  prim a sapevam o riso lvere la  (25) quando  
A  e B  erano entram be di 1° grado (Introd., 11. 37), potrem o  
ora, in  base ai nn. 13, 14, r iso lver la  anche quando q ueste  
due esp ression i siano entram be di 2° grado o Y una di 1° 
e Y altra di 2°.
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25. Diamo qualche esempio.

A) n - > -  5O ^  62cc 3 ^ 2  — x  ’
Trasportando tutto a primo membro ed eseguendo le operazioni in

dicate, troviamo
— 21æ +  7—  Q

(2x -+- 3)(2 — x ) " ^

Dobbiamo dunque determ inare le soluzioni del sistema

(26) — 2 1 a ;-f -7 > 0 , (2x +  3)(2 -  x  ) >  0

e quelle del sistema

(27) - 2 1 c c - f - 7 < 0 ,  (2sc-f-3)(2 — x ) < 0 .

Ora la prim a delle (26) equivale ad m entre la seconda è sod
disfatta sia quando risulti

(26') 2x } 3 > 0 ,  2 — æ > 0 ,
sia quando risulti
(26") 2x \ - 3 <  0, 2 — x  <  0 ;

e, m entre le (26') equivalgono alle due condizioni x  >  — æ < 2  cioè

3 ----sono soddisfatte entram be nell’ intervallo — ^ 2, le (26") conducono
3

alle due condizioni x  <  — a?>»2, manifestam ente contradditorie fra

loro. Perciò le (26) risultano soddisfatte tu tte e due da quei valori di x,
3 -------------------  1che appartengono all’intervallo — ~ 2 e sono m inori di g , cioè da

3 -----1tu tti (e soli) i valori di x  appartenenti all’intervallo 2 3*

Passando al sistema (27), si ha che la prim a equivale ad x \  

m entre la seconda ammette tanto le soluzioni del sistema 

(27') 2æ -f-3 >  0, 2 — x < 0 ,
quanto quelle del sistema 

(27") 2sc -f- 3 <  0, 2 — æ > 0 .

1
*3’

Ora le (27') equivalgono alle x^>  — x^> 2 , cioè sussistono insiemea
3

- c c ,  e, così, le (27") equivalgono alle x  << — 
—  3a ;< 2  e sussistono entram be nell’intervallo — co — Ma poiché, come

nell’ intervallo 2 '
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già si è notato, la prim a delle (27) richiede quest’ ultimo in ter

vallo — co — |  va senz’altro rifiutato, m entre nell’intervallo 2 -+- oc,
in cui valgono insieme le (27') e quindi la seconda delle (27), è verifi
cata anche la prim a di queste due ultime disequazioni.

Concludiamo dunque che la disequazione proposta A) è soddisfatta
3 —  1nei due in tervalli — ~ ~ , 2 " +  co .a o

Qui, come per ogni altra disequazione, la risoluzione si rende più 
spedita e sicura, ricorrendo alla rappresentazione dei valori della x  
per mezzo dei punti di una retta  graduata. Anzitutto si segnano su 
questa retta  i punti, in cui si annullano il num eratore e il denom ina
tore della frazione algebrica, che si vuol rendere maggiore di zero, e 
in corrispondenza di ciascuno di questi punti si segna uno 0, al di

+  -
---------------------------------------   Q — -------------------------------------------------------------------- —

■- - - - - - - - - - - - - - - - - —  i. . . . . . . . . . 1- - - - - -  ^
-3/2 V3 2

----------— — - e-------------------  0  -------------
-  +  -

sopra o al di sotto della retta, secondo che nel punto considerato si 
annulla il num eratore o il denominatore. In fine in corrispondenza dei 
singoli intervalli, determ inati sulla retta g raduata da questi 0 (al di 
sopra della retta per il numeratore, al di sotto per il denominatore) si 
indica il segno che vi compete, rispettivam ente, al num eratore e al 
denominatore. Dopo ciò si rileva a colpo d’occhio quali siano quegli 
intervalli, in cui i due term ini della frazione algebrica hanno Io stesso 
segno e, quindi, la disequazione è soddisfatta ; e, per rendere più visi
bili questi intervalli, si possono segnare con un doppio tratto.

B)
2x* ■ 3x -

, > 0 -3x2 — òx — 12 '
I l  trinomio a num eratore ha le due radici -2 , g , quello a denomi

natore le due radici — =■, 3; e ciascuno di essi si m antiene negativoÜ
entro l ’intervallo compreso fra le corrispondenti radici, positivo fuori 
(n. 13). Si riconosce agevolmente (soprattutto ricorrendo alla rappresen-
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tazione geometrica) che i due trinom i hanno lo stesso segno e, quindi, 
la disequazione proposta è soddisfatta nei tre in tervalli — oo — 2,

4 “
3

C)

2 ’ 3 ~h o s -

3 — l l x  — 4sc- ^  ^ 
ò +  8x-h3x* > U

Ciascuno dei due term ini della frazione a primo membro ha due 

radici ; ma m entre il num eratore è positivo nell’ intervallo — B -  ,

0

- 3

+

+

= 1 ------F

^ 0 ^ 0

0

%

+

compreso fra le due radici, e negativo fuori, il denominatore è invece
5 —

negativo nell’ intervallo — -  — 1 compreso fra  le due radici, e posi

tivo fuori. Perciò la disequazione proposta è soddisfatta nei due inter- 

valli — 3 — g , — 1

-D)
2x  - f-13

6 - -2x2> 2 .

Trasportando il 2 a primo membro e riducendo, si trova per la di
sequazione proposta la  forma equivalente

4:X2 -+ ~ 4 :X -h l
> — x  — 2x— >  0 ossia (2x H- l )a

6- - 2x2 ' > 0 .

A primo membro il num eratore si annulla soltanto per x  —  — e 

si m antiene positivo per ogni altro valore di x  ; invece il denominatore,

+
-------------— 0

+

- 2
0

3/2
O

3
che ammette le due radici — 2, si conserva positivo nel loro in ter

vallo, negativo fuori, cosicché la disequazione è soddisfatta nei due
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—  1 1 —  8 in tervalli — 2 — ̂ , — -  -  o, come anche si può dire, nell’ inter-
2 2 2 '

—  8 1 vallo — 2 escluso il valore —

Æ) > 1 .5cc - f-10 
6 -f- 7cc — 3sc2 

Questa disequazione è equivalente alla
3x2 — 2x -f- 4 ^
6 h 7# — Sx2 "

0:

e poiché qui a primo membro il numeratore, privo di radici reali, è 
sempre positivo, mentre il denom inatore si conserva positivo nell’inter- 

2 ---vallo — -  8, compreso fra le radici, negativo fuori, la disequazione
3

proposta è soddisfatta in codesto intervallo.

36. A lla  riso luzione di d isequ azion i di 2° (o 1°) grado 
si riconduce anche q u ella  di d isequ azion i ir ra z io n a li  (qua
dratiche), cioè contenenti nei loro term ini qualche rad icale  
(quadratico), il cui radicando sia, ad es., di 1° o 2° grado. 
P er lo p iù  a questa riso lu zione si perviene, com e n el caso  
d elle  equazioni irrazionali, « liberando » la  d isequ azion e dai 
rad icali, per mezzo di opportuni elevam en ti a quadrato. 
Ma prim a ancora di ricorrere a questo procedim ento b i
sogna assicu rarsi che i rad icali, su cu i si dovrà poi ope
rare, abbiano sen so; onde si è intanto condotti a r iso lvere  
opportune lim itazion i au siliari, che perm ettono di deter
m inare q uegli sp ecia li in tervalli, in  cu i deve restare la  x, 
perchè la  d isequazione proposta abbia senso.

Dopo ciò si « iso la  » in  uno dei due m em bri d ella  d ise 
quazione quel radicale, da cu i essa  si vuol liberare, e si 
elevano a quadrato i due m em bri. Ma, com e nel caso delle  
equazioni (nn. 20-21), b isogna qui tener conto di sp ecia li 
avvertenze ; ed anzi le  circostanze, cu i può dar luogo codesto  
elevam en to  a quadrato per le  d isequazion i, non sono del 
tutto analoghe a quelle, che si presentano per le  equazioni.

P er  ch iarire la  cosa, consideriam o una d isequazione

(28) A  >  B ,
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dove A  e B  denotano due esp ression i quali si vogliano in  
una stessa  ind eterm in ata  x , e confrontiam ola con la  d ise 
quazione
(29) A* >  B~.

Scrivendo q ueste due d isequazion i sotto la  form a  

(28') A  — B >  0,
(29') A 2 — B 2 >  0 ossia  (A — B){A  +  B) >  0,

si riconosce agevolm ente che in  generale, non soltanto, com e 
nel caso d elle  equazioni (n. 20), esse  non  sono eq u ivalenti 
fra di loro, ma non  si può nem m eno p iù  dire che la  se 
conda sia  sem pre una conseguenza  della  prim a (cioè ne 
am m etta tutte le  soluzioni). In fa tti le  so luzion i d ella  (29') 
sono date d a ll7 in siem e di tu tte q u elle  del sistem a

(30) A  — B >  0, A - h B >  0,

e di tu tte q u elle  del sistem a

(31) A  — B <  0, M -f- £  <  0,

cosicché, n el p assaggio  d ella  d isequazione (28) a lla  (29), si 
g u adagn an o  tu tte le  even tu a li so luzion i d ella  d isequazione  
contraria A  — B  <  0, per cu i sia  A  -f- B  <  0, m a s i perdon o  
tutte q u elle  d ella  prim itiva  A  — B  >  0, per cu i r isu lti 
A  +  B  <  0.

Q uesto vale in generale , cioè se non si fa n essu na ipotesi 
particolare. Ma lim itiam oci a considerare per la  indeterm i
nata x, da cu i dipendono A  e B , q uegli in terva lli, in  cu i 
queste due esp ression i non d iventano m a i n ega tive . S i vede  
subito, che, entro questi in te rv a lli , le  (28), (29), o, ciò che è 
lo stesso, le  (28'), (29'), sono fra loro eq u iva len ti. In fatti 
ogni valore di x, che appartenga ad uno di codesti in ter
valli e renda soddisfatta  la  A  — B  >  0, fa assum ere a B  
un valore positivo  o, quanto m eno, nullo , e quindi ad A  
un valore n ecessariam en te positivo, cosicché un ta le x  sod
disfa non soltanto a lla  prim a d elle  (30), bensì anche a lla  
seconda e quindi a lla  (29'). V iceversa , un q u a lsia si valore

A m ald i U. - Enkiquks F. 9
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di x, che appartenga ag li in terva lli d ianzi ind icati, non  
può m ai soddisfare a lla  seconda d elle  (31), perchè, per  
ipotesi, a n essu n a  d e lle  due esp ression i A  e B  fa  assum ere  
valori n egativ i. P erciò  ogni so luzione della  (29'), che appar
tenga ai detti in terva lli, soddisfa n ecessariam en te il  s i
stem a (30), cioè la  (28'), di cu i la  seconda d elle  (30) in  co- 
d esti in terva lli è, com e si è v isto  or ora, una conseguenza.

P o ich é  la  precedente osservazione torna ta lvolta  u tile , 
giova en u nciarla  esp lic itam en te : Se p e r  la  in d e term in a ta  x, 
d a  cu i d ipendono due espression i A  e B  q u a li s i  vog lian o , 
s i  considerano so ltan to  quegli in te rv a lli , in  cui codeste due  
espression i non d iven tan o m a i nega tive , la  d isequazione  
A  B , entro codesti in terva lli, è equ iva len te  a l la ' d iseq u a 
zione A 2 >  B 2, che d a  essa  s i  o ttien e , elevandone a  q u a d ra to  
ambo i  m em bri.

N aturalm ente questo teorem a va le  addirittura p e r  tu tti 
i  va lo ri della  x, se le  due esp ression i A  e B  non assum ono  
m ai valori negativ i.

S iccom e poi il teor. prec. va le  anche per le  equazioni 
(n. 20), esso si estende senz’ altro al caso d elle  lim itazion i 
A ^ > B .

27. A pplich iam o i r isu lta ti precedenti ad una d iseq u a
zione irrazionale della  form a

(32) V Z  >  B ,

dove A  e B  denotano due esp ression i intere in  una stessa  
indeterm inata x. P ossiam o, ad es., supporre che la  A  sia  
di 1° o 2° grado e che la  B  sia  di 1° grado.

Secondo la  convenzione fissa ta  una volta  per tutte (II, 
n. 3), V  A  rappresenta la  radice p ositiva  del suo radicando ; 
e, com e ben sappiam o, la  indeterm inata x  va fatta variare 
soltanto in  q ueg li in terva lli, in  cu i codesto rad ica le ha 
senso, cioè risu lta  A ^ > 0 .

Ora in  q uesti in terva lli possono b en issim o esistere valori 
della  x, per cu i r isu lti B  <  0, e tu tti questi valori, in
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quanto fanno assum ere a V i  valori p ositiv i o, quanto meno, 
nulli, soddisfano sen z’ altro la  d isequ azion e (32). E sc lu si per 
la x  q uesti valori, cioè considerati, n eg li in terva lli in cui 
ha senso V .4, soltanto quei valori di x, per cu i è B  >  0, 
sappiam o (n. prec.) che, per codesti valori d ella  ind eterm i
nata, la  d isequazione (32) è eq u iva len te a quella , che se ne 
deduce, elevandone a quadrato ambo i m em bri, cioè alla  
A  >  B 2, la  quale im plica , com e sua conseguenza, la  A  >  0. 
Abbiamo dunque che: L e so lu zion i de lla  d isequazione i r r a 
zionale
(32) V Z >  B

sono d a te  dalV in siem e d i quelle del s istem a

A  0, B  <  0
e d i quelle del sistem a

B ^ O ,  A  >  B 2.

In modo analogo si d im ostra ch e: L e so luzion i della  d i 
sequazione

V Z  <  B

sono tu tte  (e sole) qu elle  del sistem a

A ^ >  0, B  >  0, A < B * .

28. Illustriam o le considerazioni precedenti con qualche esempio.

A) ]/4x* — 3æ — 1 >  2x -h  1.

È questa una disequazione della forma (32), con A ~  4x* — 3x — 1, 
B — 2 x - h l . I l  trinomio A ammette le due radici — T, 1, sicché risulta

i 4 > 0  nei due in tervalli — oo — - ,  1 -+-co ; B, che si annulla per

x — — ì , si m antiene negativo in tutto Y intervallo — co — - ,  che è

interno al primo dei due in tervalli or ora determ inati. Perciò intanto 
soddisfano la disequazione proposta (n. prec.) i valori di x  appartenenti

all’ intervallo — co — »-. Restano da considerare, secondo il teorema
a

del n. prec., i valori di x, per cui sia sim ultaneam ente 

ì x  -\ 1 >  0, ix* — 3x — 1 > ( 2 x  -+-1)2.
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L a prim a di queste due condizioni equivale a x > — m entre la
2seconda si riduce a — lx ^> %  cioè a x  <  — Si è così condotti al* 

1 —  2l’ intervallo — s  — =, che, aggiunto a quello trovato dianzi, dà come 2 7
intervallo  dei valori di x, che soddisfano la disequazione proposta, 

—  2
l’intervallo — 00

Anche qui, come negli altri casi analoghi, può tornare utile la rap
presentazione geometrica dei valori della x  per mezzo dei punti di una 
retta  graduata (cfr. n. 25 A).

B) \/10-+-3x  — x 2> x-+ -2 .
Qui A  =  10 -t- Sx — x 2 si m antiene non negativo nell’ in tervallo  

— 2 1 '5 , compreso fra le sue due radici, il quale esclude tutto l’in te r
vallo — co — 2, in cui B  =  x  -+- 2 risu lta negativo. Perciò la disequa
zione proposta è, in questo caso, equivalente (n. prec.) al sistema 

0, A > B 2, cioè

x  2 >  0, 10 -4- Sx — x 2 >  (x -f- 2)2 .

La seconda di queste disequazioni si riduce a

6 — x  — 2x3 >  0,

—  3ed è soddisfatta nell’ intervallo — 2 ̂ , compreso fra le due radici del2
suo primo membro. Poiché in questo intervallo risu lta verificata anche 
la x  -+ -2 > 0 , esso fornisce tu tte le soluzioni della disequazione proposta.

C) V x j 2 ^ 3 x Y — 12 > 5  — 12x .
Qui non occorre nessun elevamento a quadrato. In fa tti si osservi

2 1che il radicale ha senso soltanto nell’intervallo -  6, compreso fra
o

le due radici del radicando ed è positivo all’interno di esso; m entre
5

il secondo membro si annulla per x  =  ^  e si m antiene negativo in
12

5  tutto l ’in tervallo  -t- co , il quale comprende quello or ora trovato.

Perciò le soluzioni della disequazione proposta sono date da tu tti (e
2 1— 11

soli) i valori di x  appartenenti all’intervallo -  6.ü

1)) 6V#2 -f- x  — 6 <15x -\ 6.
Applichiamo il secondo teorema del 11. prec. I l  radicale ha senso 

fuori dell’ intervallo compreso fra le due radici del radicando, cioè
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negli in tervalli — <=© 1 — 3 e 2 1 +  oo . I l  secondo membro si m an

tiene positivo soltanto nell’intervallo — - cc, cosicché va escluso

l’intervallo — co 1 - 3 e conservato solo l’intervallo 2 1— +  Infine, 
elevando a quadrato ambo i membri della disequazione proposta e r idu 
cendo, si trova la

Ila;2 — 2±x — 252 <  0,

42 —che è soddisfatta nell’intervallo — — 6, compreso fra le due radici

del suo primo membro. L/a disequazione proposta è dunque soddisfatta da
42 ~tutti (e soli) i valori di x  comuni ai due intervalli 2 ; -i- cc , — —

cioè appartenenti all’intervallo 2 1 “ 6.

0,

E) 2 \Jx -  1 -+- V2(27 — 2x) >  8.

Perchè i due radicali abbiano senso simultaneamente, occorre e
i— i 27

basta che la x  appartenga all’ intervallo 1 0-. In  questo intervallo

il primo membro della disequazione proposta non diventa mai negativo,
i - - - i  27

e, poiché il secondo membro è un numero fisso, essa, in 1 ^ , è

equivalente (n. prec.) a quella che se ne deduce, elevando a quadralo 
i due membri, o elio con immediate riduzioni si può scrivere

2 \/2(æ — 1)(27 — 2x) >  7.

Anche per questa nuova disequazione il secondo membro è un mi-
I-—i 27

mero fisso positivo, mentre il primo, nell’ intervallo 1 —- in cui ha

senso, non diventa mai negativo. Perciò essa, in codesto intervallo, è 
equivalente alla disequazione, che se ne deduce, elevando ambo i 
membri a quadrato : e questa nuova disequazione si riduce a

— 16x'2 ~t 2?>2x — 265 >  0.

Essa è soddisfatta nell’intervallo 53^ —, compreso fra le due radici

del trinomio a primo membro. Poiché questo intervallo è tutto interno 
—  27all’intervallo 1 — , in cui ha senso la disequazione proposta E ) e

2
vale la sua equivalenza a quelle successivamente dedotte, si conclude 
che le soluzioni della disequazione E) sono tutti (e soli) i valori di x

5
appartenenti all’intervallo - 53 

4 '





C a p i t o l o  IV

Problemi di secondo grado 

Preliminari
1. U n problem a in  una so la  in cogn ita  si d ice di 2° g ra d o , 

se, ricorrendo a ll’A lgebra, la  sua r iso lu zion e si può far d i
pendere da q u ella  di u n ’ equazione di 2° grado rispetto al- 
l ’ incogn ita .

In  questa  riso lu zione b isogna segu ire norm e perfettam ente  
analoghe a quelle , ch e sono state date per il caso dei pro
blem i di 1° grado (V IA, n. 15).

In  prim o luogo si deve scegliere V incogn ita , la  quale  
sarà un sem p lice num ero se si tratta di un  problem a arit
m etico, la  m isura di una grandezza se i l  problem a è geom e
trico o fis ico ; e in  questo secondo caso b isogna stab ilire  
quale u n ità  d i m isu ra  si in ten da adottare per codesta in co 
gnita, in  relazione con q u e lle  eventualm ente p refissa te  dal- 
l ’ enunciato  del problem a per i d a ti .

I l problem a, qualu nq u e esso  sia , sta b ilisce  fra i d a ti  e 
V in cogn ita  una q ualch e relazione, che è destinata  a d eter
m inare il valore di questa  incognita . Ma per lo  p iù  esso, 
accanto a siffa tta  relazione, che si può dire q u a n tita tiv a , 
im pone al valore d e ll’incogn ita  q ualch e condizione puram ente  
q u a lita tiv a , di natura aritm etica  o di d isuguaglianza . Ad 
es., un num ero incognito  di oggetti non può assu m ere che  
valori in teri e p ositiv i (o m eglio  asso luti); una^lunghezza, 
un’area, un volum e non può assum ere che valori p o sit iv i;  
la  d istanza d ei centri di due circonferenze, s e g a n tis i/a  v i
cenda, deve essere  m aggiore d ella  d ifferenza dei raggi e 
m inore d ella  loro som m a, ecc. E quando si vuol riso lvere
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algebricam ente un problem a, con vien e fissare fin  dapprin
cip io 1’ attenzione sia  su lle  condizioni quantitative, sia  su  
q u e lle  q ualitative, che esso im pone a ll’ incognita .

Dopo ciò i l  problem a si m ette in  equazione  o, com e anche  
si d ice, s i in ta vo la  ; cioè si traduce la  relazione q uantitativa, 
stab ilita  dal problem a fra i dati e Y incognita , in  u n ’ equa
zione ; e qui supporrem o che si pervenga ad u n ’ equazione  
di 2° grado rispetto  a ll’ incogn ita  x.

Se i dati sono assegnati n um ericam ente, ta li risu ltano  
anche i co e ffic ien ti d e ll’ equazione, e si passa senz’ altro a 
riso lverla , applicando la  form ula r iso lu tiva  generale .

Ove accada che l ’ equazione sia  im p ossib ile  (cioè che i l  
risp ettivo  d iscrim inante sia  negativo) vu ol dire che anche  
il  problem a è im p ossib ile . Se in v ece  Y equazione am m ette ra
d ici, queste non si possono sen z’ altro accettare com e so luzion i 
del problem a; b isogna esam inare se rendano soddisfatte anche  
le  condizioni q u a lita tive im poste dal problem a; e se ta luna  
di q ueste rad ici non obbedisce a siffa tte  condizioni, essa, 
per quanto ver ifich i l ’ equazione, va  rifiu tata , com e estran ea  
o non conveniente  al problem a.

Talvolta, modificando opportunamente l’enunciato proposto, si riesce 
a form ulare un nuovo problema, che am metta precisam ente come solu
zione quella radice dell’equazione del problem a dato, che si è ricono
sciuta estranea ad esso.

Si avverta  a ltresì che se l ’ equazione del problem a si pre
senta  sotto form a fratta e perciò, n el r iso lverla , si è costretti 
ad esclu d ere per l ’ incogn ita  q ualch e valore, com e eccez io 
n ale per l ’ equazione, b isogna verificare d irettam ente se 
q uesti valori eccezion a li forniscano so luzion i p el problem a  
proposto (Introd., n. 32).

M eno sem p lice risu lta , in  generale, la  d iscu ssion e del 
problem a, se i dati, anziché assegnati n um ericam ente, sono  
rappresentati da lettere; m a su ciò tornerem o al n. 7. Qui 
intanto illu strerem o le  considerazion i p recedenti con a lcu n i 
esem pi, particolarm ente sem plici, di problem i di 2° grado 
a dati num erici.
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Problemi di 2° grado a dati numerici

2. L a  d ifferen za  d i due n u m eri è 8 e i l  loro p ro d o tto  è 
65. T rovare i  due n u m eri.

A ssunto, com e incogn ita  x, il m inore dei due num eri, 
potrem o rappresentare F altro con x H - 8 ,  onde si dovrà avere

x(x  -l- 8) =  65 ossia  x~ -+- 8x  — 65 =  0 .

I l d iscrim inante (ridotto) di q u est7 equazione è 4 M -6 5  =  81. 
cosicch é essa  am m ette due rad ici rea li d istin te . C alcolandole, 
si trova — 4 ± V 8 1 ,  cioè 5 e — 13. Sono q uesti i valori, che  
può avere il num ero m inore ; i corrispondenti valori del nu
mero m aggiore si troveranno, aggiungendo 8. I l problem a 
am m ette, dunque, due soluzion i : 5 e 13, — 13 e — 5.

3. D ividere  i l  num ero  10 in  due p a r t i , ta li che i l  loro 
prodo tto , au m en ta to  d e lla  som m a dei loro q u a d ra ti , d ia  76.

A ssunta com e incogn ita  x  una d elle  due parti, • F altra 
sarà 10 — x , cosicch é dovrà essere

x{10  — x) -f- x~ (10 — x f  =  79 , 

ossia, riducendo F equazione a form a norm ale, 

x 2 — lO x  - |-2 1  =  0 .

Il d iscrim in ante (ridotto) è 5 2 — 2 1 = 4 ,  ta lché F equazione  
am m ette due radici rea li d istin te . E sse sono date da 5 ±  \ 4 ,  
cioè da 7 e 3. P o ich é 10 — 7 =  3, 10 — 3 =  7, le  due radici 
diverse d ella  equazione conducono, per il problem a, ad u n 7 u- 
n ica  so lu zion e; cioè a lla  so luzione 7 e 3. Ciò d ipende dal 
fatto, che le  cond izioni im poste dal problem a ai due num eri 
r ich iesti sono sim m etriche , c ioè ta li che, qualunque dei due 
num eri si prenda com e incognita , si è sem pre condotti alla  
m edesim a equazione.

4. A lcu n i opera i d iv idon o  in  p a r t i  u g u a li u n a  g ra tifica 
zione d i L . 360. Se fossero s ta ti  2 d i m eno , avrebbero ricevu to , 
ciascuno , L . 6 d i p i ù . Q uanti sono quegli opera i?
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In dich iam on e il num ero incognito  con x. P er  questa  in 
cogn ita  non si potranno accettare che valori in teri positiv i 
(o, m eglio, assoluti).

C iascun operaio, n ella  ripartizione della  gratificazion e, 
360

riceve L ire ------. Se fossero stati x  — 2, ciascu n o avrebbe
x

ricevuto L ire . D eve dunque essere
x  — 2 ^

(i)
860

X
H -6

360  
x  — 2 ’

P er i l  s ign ifica to  stesso  della  incognita , non sono am m is
s ib ili per essa  i valori 0 e 2, che vanno esc lu si, com e ecce 
zionali, per q uesta  equazione fratta. P erciò , per la  r iso lu 
zione del nostro problem a, possiam o sostitu ire a lla  (1) 
P equazione intera, che se ne deduce, liberan dola  dai deno
m inatori, cioè m oltip licandone ambo i m em bri per x(x  — 2). 
P erven iam o così a ll’ equazione

360(æ — 2) -t- 6x(x  — 2) =  360&,
ossia

x 2 — 2x  — 120 =  0 .

I l d iscrim inante (ridotto) è 121, cosicch é P equazione am 
m ette due radici rea li d istin te . E sse sono 12 e — 10. La  
seconda va rifiu tata , com e estranea al problem a, il quale  
perciò am m ette P u n ica  so luzione æ = 1 2 .

5. Un serbatoio d 'acqua è m u n ito  d i due con du ttu re  d i  
afflu sso , e, qu an do  queste due con du ttu re sia n o  entram be  
aperte , s i  r iem pie  in  24 ore . Una delle due con du ttu re , d a  
so la , im p ieg a , a  riem p ire  i l  serbatoio , 20 ore p iù  d e ll 'a l tr a . 
Quante ore im p ieg a , d a  so la , ciascu n a  delle due co n d u ttu re?

In dich iam o con x  il num ero d’ ore im piegato , da sola, 
dalla  seconda conduttura, con che dovrà essere x  >  0. I l 
num ero d’ ore im piegato  d a ll’ altra è x  -4- 20, cosicch é in  1 
ora le  due condutture riem piono, r isp ettivam en te, le  frazioni
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-  e -------del serbatoio. P o ich é  in siem e riem piono vt del
X  X  H— «U
serbatoio, si deve avere

1 1 _  
x - h  20  24*

I valori x  —  0, x  =  — 20, che risu ltano eccez ion a li per  
questa  equazione fratta, non convengono certo al problem a. 
P ossiam o quindi, sen z’ altro, sostitu ire a codesta equazione  
quella , che se ne deduce liberan dola  dai denom inatori, cioè la

x 2 — 28x  — 480 =  0 .

Q uest’ equazione am m ette le  due rad ici 1 4 ± \ / 6 7 6 ,  cioè  
40 e — 12, di cu i solo la  prim a con vien e al problem a pro
posto. C oncludiam o dunque che le  due condutture per riem 
pire il  serbatoio im piegano, c iascu n a  da sola, rispettivam ente  
40 e 60 ore.

6. T rovare u n  num ero che, au m en ta to  d e lla  su a  rad ice  
q u a d ra ta  p o s it iv a , d ia  90.

Indicato  con x  questo num ero che, in  quanto, per 1’ en u n 
ciato del problem a, deve am m ettere radici quadrate, non  
può essere che positivo , si è senz’ altro condotti a ll’ equa
zione irrazionale

(2) x - \ ~ y j x  —  90.

L iberiam ola  dal rad ica le  ; cioè scriv iam o su ccessivam en te  

y jx  =  90 — x , x  =  (90 — x)2,
e, in fine ,

æ2 — 181^ +  8100 =  0.

361
II d iscrim in ante di q u est’ equazione è - j - ,  e le  sue ra

d ic i sono
181 '361
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Ma non b isogna d im enticare che, n el liberare la  (2) dal 
radicale, si può essere introdotta q ualch e radice ad essa  
estranea (III, nn. 20-21). Ed in  realtà  si v er ifica  d iretta
m ente che dei due valori 81 e 100 solo il prim o soddisfa  
la  (2), e perciò forn isce P u n ica  so luzione del problem a  
proposto.

L ’ altro valore 100 soddisfa invece l ’equazione

x  — \ !x  — 90,

e dà, quindi, ru n ic a  soluzione di quest’altro problem a:
Trovare un numero che, dim inuito della sua radice quadrata posi

tiva , dia  90.

Problemi di 2° grado a dati letterali

7. ì l e i  problem i dei nn. prec. i dati erano assegn ati 
num ericam ente. Supponiam o in vece  che sia  proposto un  
problem a di 2° grado, in  cu i i dati siano rappresentati 
(tutti o in  parte) da lettere . P er  con segu en za anche P eq u a
zione del problem a con tien e n ei co e ffic ien ti cod esti d a ti  let
te r a l i ; e, analogam ente a quanto si osservò per le  equazioni 
di questa sp ecie  (III, n. 16), si può dire che in  ta l caso non  
si ha veram ente un problem a unico, b en sì tu tta una c la sse  
di problem i del m edesim o tipo, cioè tanti quanti sono i 
problem i d istin ti, che si ottengono da q uello  proposto, a ttri
buendo ai singo li dati lettera li tutti i valori d iversi, di cui 
ciascu n o  di e ss i è su scettib ile . In  gen era le  fra q uesti pro
b lem i a lcu n i sono p ossib ili, a ltri no ; e, fra q u e lli p ossib ili, 
a lcu n i hanno due soluzion i, a ltri una sola. E oggetto della  
discussione  del problem a proposto P esam inare, ordinata- 
m ente e senza om ission i tutti q u esti d iversi casi e i l  d e
term inare, per ciascu n o  di essi, le  cond izion i cu i debbono  
soddisfare i dati le ttera li, a ffin ch è il  caso considerato  si 
ver ifich i.

P o ich é il problem a, oltre le  re lazion i quan titative, che si 
traducono nelP equazione, può im porre alP in cogn ita  qualche
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cond izione qualita tiva  (n. 1), n e lla  d iscu ssion e del problem a  
si possono d istinguere, alm eno teoricam ente, due parti:

1) la  d iscu ssion e d e ll’ equazione in  se stessa , cioè senza  
tener conto d elle  sp ec ia li cond izion i q u a lita tive  im poste  
dal problem a a lle  so luzion i. Qui i dati le ttera li del pro
b lem a si considerano com e a ltrettan ti p a ra m e tr i  (III, n. 16). 
su sce ttib ili c iascu n o  di tu tti i p ossib ili valori (esclusi so l
tanto q u elli, che, eventualm ente, rendono privo di s ig n ifi
cato q ua lch e term ine d e ll’ equazione) ; e b isogna determ inare  
per q u esti param etri le  condizioni n ecessarie  e su ffic ien ti 
affin ch è l ’ equazione am m etta rad ici reali, d istinguendo i 
casi, in  cu i si hanno due rad ici d istin te  da q u elli, in  cui 
esse coincidono o, abbassandosi il  grado d e ll’ equazione  
dal 2° al 1°, si riducono ad una sola.

Se questa discussione è resa difficile dalla presenza di più para
metri, conviene, in  genere, im m aginare di tenerli tu tti fissi ad ecce
zione di uno, che si chiama parametro di discussione (e che si fa variare 
in quegli intervalli, che sono consentiti dal suo significato) applicando, 
per la determ inazione dei vari casi offerti dalle radici, le norme indi
cate ai nn. 16, 17 del Cap. p rec .. P e r  la scelta più opportuna di questo 
param etro di discussione non è qui possibile dare regole generali ; ma 
per lo più essa è suggerita o dal significato stesso del problema pro
posto o da considerazioni ausiliarie, che si presentano spontanee a chi, 
con un conveniente esercizio, abbia acquistato una certa pratica nella 
risoluzione dei problemi.

2) la  d iscu ssion e dei r isu lta ti così ottenuti, in  relazione  
a lle  condizioni q u a lita tive  im poste dal problem a a ll’ in co 
gn ita: s i dovrà riconoscere, in  ciascu n o dei casi di p ossib ilità  
caratterizzati n e lla  prim a parte, q ua li u lteriori condizioni per 
i param etri siano n ecessarie  e su ffic ien ti, a ffin ch è alm eno  
una d e lle  rad ici corrispondenti d e ll’equazione convenga e ffe t
tivam ente al prob lem a; e spesso  accadrà che si debbano  
rifiutare, com e estran ei al problem a, valori d e ll’ incognita, 
che pur soddisfano l ’ equazione.

S i deve per altro avvertire che n e lla  pratica non con 
viene, in  genere, d iscu tere com pletam ente 1’ equazione, prima 
di passare a tener conto delle  condizioni q u a lita tive; se da
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q ueste restano esc lu si per i param etri certi valori, è in u tile  
preoccuparsi di ver ificare  se per codesti valori P equazione  
sia  o no p ossib ile , g iacch é in  ogni caso le  even tu a li sue  
radici, cu i così si perverrebbe, andrebbero poi r ifiu ta te , 
com e estranee al problem a.

8. N ei prossim i nn. darem o a lcu n i esem p i di problem i 
p articolarm ente sem plici, ta lch é per la  loro d iscu ssion e  
basteranno le  osservazioni gen erali d el n. prec.

In  altri casi occorrono, oltre i particolari avvedim enti accennati 
pocanzi in relazione ai nn. 16, 17 del Cap. prec., altre considerazioni 
sussidiarie, di cui ci potremo occupare soltanto nel I I  biennio.

Qui ci lim itiam o ad aggiungere, che, com e §i vedrà in  
qualcuno dei prossim i esem pi (n. 16), ta lvo lta  per g iun gere  
a ll’ equazione del problem a, con v ien e scrivere dapprim a  
P equazione, che lega  P incogn ita  p rescelta  a q ualch e altra  
in cogn ita  a u s ilia re , e poi, trovate le  esp ression i di q ueste  
in cogn ite  au siliari per mezzo dei dati, so stitu ire  queste  
esp ression i nelP equazione scritta  dianzi.

9. D ato u n  segm ento d i lunghezza  a, determ in arn e la  
sezione a u re a . P er  il suo stesso  sign ifica to  il num ero a  va  
supposto p ositivo; e b isogna determ inare q u ella  parte x  
di a, il cu i quadrato r isu lti eq u iva lente al rettangolo d ella  
parte residua e delP intero segm ento. N aturalm ente deve  
essere 0 <  x  <  a.

Ponendo il problem a in equazione si è im m ediatam ente  
condotti a lla
(3) x 2 =  a(a  — cc),
ossia

x 2 +  a x  — a 2 —  0.

P o ich é  il  d iscrim in ante ^ a 2 è sem pre positivo , q uest’equa

zione am m ette in  ogni caso due rad ici d istin te , le  quali, com e  
risu lta  dai segn i dei co e ffic ien ti (III, n. 8), sono di segno  
contrario.
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M entre la  rad ice n egativa  

va rifiu tata , com e estranea al problem a, q uella  positiva , cioè

(5) - | - f - ] / | a s =  ^ ( V 5 - l ) a ,

è ev id en tem en te m inore di a , co sicch é con vien e al problem a, 
di cu i dà F u n ica  soluzione. È questa  dunque la  sezione au rea  
del segm ento a  (lato del decagono regolare di raggio a).

È facile in terpretare la radice negativa (4) dell’equazione del pro
blema. Il suo valore opposto (o, se si vuole, il suo valore assoluto)

(6) g -+- l)a

è la radice positiva dell’equazione, che dalla (3) si ottiene, cambiando 
segno alla cc, cioè della

cc2 =  a(a -q- oc),

la quale ha naturalm ente come radice negativa l’opposta della sezione 
aurea (6). Ora la precedente equazione si può anche scrivere

a~ — x(x  — a),

onde, confrontandola con la (3), si riconosce che la (6) dà la lunghezza  
di quel segmento, la cui sezione aurea è il segmento dato a (cioè la 
lunghezza del raggio del decagono regolare di lato a).

Del resto la radice negativa (4) si può anche interpretare diretta- 
mente, considerando il problema su di una retta graduata ; ed è questa 
la considerazione, di cui conviene, di regola, valersi nei casi analoghi. 
Se sulla retta graduata, a partire dall’ origine 0, si prende il segmento 
OA =  a (il quale, per l’ ipotesi a >  0, cadrà, rispetto a 0, dalla parte

X '  O  X  A

positiva) e si interpreta la x  come distanza (relativa) di un incognito 
punto X  da 0  (il quale cadrà, rispetto ad 0, dalla parte positiva o ne
gativa, secondo che è x  >  0 o x  <  0), l’equazione (3), in quanto a — x  
misura in ogni caso la distanza (relativa) XA, traduce il seguente pro
blema: Su lla  retta OA trovare un punto X  tale, che 0 X  risu lti media
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proporzionale fra  OA ecl XA. I l  problema ammette le due soluzioni 
(4), (5). L a seconda, cioè quella positiva, conduce ad un punto X  com
preso fra 0  ed A  (e dà luogo alla sezione aurea di OA) ; la soluzione 
negativa (4) dà invece un punto X '  esterno al segmento OA. e, precisa- 
mente, situato rispetto ad 0  dalla parte opposta di A.

10. S u  d i u n  segm ento d i d a ta  lunghezza  a, p reso  come 
ipo ten u sa , costru ire u n  trian go lo  rettangolo , i l  g ita le  s ia  equ i
va len te  a lla  som m a del q u a d ra to  della  su a  a lte zza , re la tiv a  
alV ipotenusa, e del qu adra to  d i dato  lato  b.

Qui va senz’ altro supposto a  >  0 e 6 >  0. Prendiam o, 
com e in cogn ita  x  F altezza del tr iangolo r i
spetto a ll’ ipotenusa . P er  il suo stesso  s i
gn ificato , x  dovrà risu ltare p ositiva  e non

m aggiore di - ,  che è la  m assim a altezza
u

dei tr ian goli rettangoli di ipoten usa  a  (in quanto il  luogo  
dei loro vertic i è la  circonferenza di d iam etro a).

P er porre il problem a in  equazione basta  osservare che

F area  del triangolo è \ a x ,  co sicch é deve risu ltare2

(7) -  a x  =  x 2 d~ 62
u

ossia  2 x 2 — a x  h 2b 0.

P oich é  il  d iscrim in ante è dato da a 2 — 1662, questa  equa
zione am m ette due radici d istin te  o due radici co in cid en ti 
o n essu n a  radice, secondo che è

a 2 ;> 1662 o a 2 —  166' o a 2 <  1662,

od anche, in quanto a e 6 sono, per dato, entram bi p ositiv i, 
secondo che è

6 <  j  o b
a

o 6 > a

In  q u est’ u ltim o caso il problem a è sen z’ altro im p ossi
b ile . N eg li altri due b isogna tener conto d e lle  condizioni

a
q ualita tive , cu i é soggetta  la  x.  Se é 6 <  le due radici,
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com e r isu lta  dai segn i dei co e ffic ien ti d ella  (7), sono en

tram be p ositive e, p o iché la  loro som m a è data da -  , sono  

anche tutte e due m inori di P erciò  q ueste due radici
L i

(8)
a ±  V » 8 — 1662 

4
Ci

forniscono due so luzion i del problem a. Se, in fin e , è 0 = ^ ,
et

le  due rad ici coincidono in  e si ha per il problem a una
l ì

sola  so luzione (doppia).

11. I s a  'ivere in un  cerchio di dato raggio r  un triangolo isoscele, di 
cui la somma della base e dell’ altezza abbia una  data lunghezza a.

Supposto risoluto il problema, sia ABC  il triangolo cercato, isoscele 
sulla base AB, A bbassata da C l’altezza CH  e prolungatala fino ad 
intersecare in B  la circonferenza, talché sia CB — 2r, assumiamo come 
incognita x  V altezza CH, cioè poniamo CH =  x. P e r dato è certamente 
a >  0, r  >  0 ; e, d’altra parte, l’incognita x , per 
il suo stesso significato e per le condizioni im
poste dal problema, deve soddisfare alle tre disu
guaglianze c r> 0 , x<^2r, x<Ca. Se poi vogliamo 
tener conto anche degli eventuali casi estremi 
(privi, a d ir vero, di un effettivo senso geome
trico), in  cui si annulli l ’altezza o la base del 
triangolo isoscele, la x  risu lta soggetta alle tre 
limitazioni
(9) x  >  0, x  <  2r, x < a .

L a condizione quantitativa imposta dal problem a è espressa da 
flc-f-A B  — a, ossia A B  =  a  — x. Ma è A B  =  2A H :  e AH, come altezza 
del triangolo ABC, che ha l’angolo in  A  iscritto in una semicirconfe
renza e quindi retto, è media proporzionale fra C H = x  e H B ~ 2 r  — x. 
Si deve dunque avere

x  \ A H  — A H  : 2r  — x  cioè A H  — '\/x{2r — x) ; 

e il problema si traduce nell’equazione irrazionale

c

A maldi U. - E nriques F.

2\jx{2r — x) =  a  — x.

io
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Liberiam ola dal radicale ( II I , n. 21), non dimenticando che con ciò 
si possono in trodurre soluzioni estranee, che andranno poi rifiu tate nella 
discussione. Perveniam o così all’equazione di 2° grado

éx(2 r  — x) — (a — x )2, 

che ridotta a forma normale assume l’aspetto 

(10) 5æ2 — 2(a 4r)x  -t- a 2 0.

Poiché il discrim inante (ridotto) vale (a -f-4 r)2— 5a 2, la condizione 
di realtà  delle radici della (10) è data da

(a +  4 r)2 >  5a2,

ossia, in quanto a - h é r  e a  sono entram bi positivi,

a  -f- 4 r >
onde risu lta

a  < 4r
V5 — 1 ?

ossia, moltiplicando, a secondo membro, num eratore e denominatore 
per V 5 h-1 ,

(Si noti che qui a secondo membro compare il doppio del raggio del 
decagono regolare di lato r :  n. 9).

P e r  a — {]/5 + 1  )r V equazione (10) ammette la radice doppia ( II I , n. 4)

a  +  4r
5“ “

che evidentem ente soddisfa le tre  limitazioni (9) e perciò fornisce una 
soluzione del problema. P es ta  dunque da esaminare l ’ipotesi

(11) a  <  (V5 -+- l)i',

sotto la  quale la (10) ammette due radici reali distinte ; ed anzi, poiché 
i coefficienti della (10), essendo a > 0 ,  r > 0 ,  presentano sempre la
combinazione di segni H-------- h (due variazioni), si tra tta  in  ogni caso
di due radici positive ( II I , n. 9). Secondo la  formula risolutiva gene
ralo, osso sono date da

~  a  -f- 4r =i= V(a H- 4r)2 — 5a2ny» ir — ------------ — ------------ .

e bisogna vedere se l’una o l ’altra o tu tte e due verifichino le due
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ultime limitazioni (9), cioè la æ <  2r  e la x  a. Cominciando dalla ra 
dice maggiore, cioè dalla

_ a  -f- 4r -{- ^(a  -+- 4r)2 — 5a2
X —  5 >

abbiamo che per un tale valore di x  le due indicate limitazioni si pos
sono scrivere, rispettivam ente

(18) V(&-+"4r)2 — 5 a 8< 6 r  — a,
(14) \/(a -f- 4r)2 — 5a2 <  4(a — r).

Ora si riconosce subito che la (18), in  forza dell’ipotesi (11), è 
senz’altro soddisfatta. In fa tti, in quanto vale la (11) (cioè il discrim i
nante è > 0 )  e V5-+-1 è minore di 6, sono positivi sia il radicando a 
primo membro, sia il secondo membro, sicché la limitazione è equiva
lente a quella, che se ne deduce elevandone ambo i membri a qua
drato ( III , n. 26) ; e, con facili riduzioni, si verifica che questa nuova 
limitazione si riduce a

(a — 2r)2 >  0
ed è perciò sempre valida.

Passando alla (14), abbiamo anzitutto che, in quanto il primo membro 
è positivo, non può essere soddisfatta se non per a > r .  D ’altra parte, 
quando sia verificata questa ipotesi, non sono mai negativi nella (14), 
sotto la  condizione (11), nè il radicando a primo membro, nè il secondo 
membro, cosicché anche questa limitazione è equivalente a quella, che 
se ne deduce, elevando i due membri a quadrato ; e con ovvie ridu 
zioni si trova che quest’ultim a limitazione si riduce alla
(15) a >  2r.

Abbiamo dunque che sotto questa condizione (15), la quale implica 
la a >  r  che avevamo dovuto imporre pocanzi, la maggiore delle due 
radici della (10) soddisfa a tu tte e tre le lim itazioni (9) ; e, poiché ad 
esse soddisfa a m aggior ragione la radice minore, pur essa positiva, 
concludiamo che le due radici danno, in questo caso, due soluzioni del 
problema. In  particolare per a — %r le due radici si riducono rispetti- 

2vamente a 2r e e la prim a fornisce per il problema la soluzione, o
geometricamente illusoria o degenere, in cui, annullandosi la base del 
triangolo isoscele, questo si riduce al diametro CD (contato due volte).

P er a  <  ̂2r, la radice maggiore della (10) va rifiutata, perchè non 
soddisfa la lim itazione (14), ma rim ane da considerare la radice mi
nore, cioè la

f l- t-4 r  — V (a-f-4 r)2 — 5 a 2
* = - -------------- 5------------------ •
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Bisogna esaminare se essa renda soddisfatte le due limitazioni cc< 2 r, 
x  <  a, che per un tale valore di x  diventano

— V(a -h 4 r)2 — 5a2 <  6r — a,
— V(&-+-4r)2— òa2 < 4(a — r).

L a prima è certamente soddisfatta, perchè il secondo membro è 
positivo, m entre il primo è negativo. Quanto alla seconda, è pur essa 
soddisfatta per la stessa ragione se è a > r .  Se poi è a< < r, basta 
scriverla

V(a 4r )2 — 5a2 >  4(r — a)

per riconoscere che, essendo positivi tanto il radicando a primo membro, 
quanto il secondo membro, è, al solito, equivalente a quella, che se ne 
deduce, elevando a quadrato i due membri, cioè, con facili riduzioni, 
alla a(2r— a ) > 0 ,  che, essendo a<^r, risu lta valida. Perciò per a<C2r 
il problema ha in ogni caso un’ unica soluzione, data dalla minore delle 
radici della (10).

Riassumendo, per 0 <  a <  2r il problema ammette una sola so
luzione ; per a =  2r  ha due soluzioni, di cui una è degenere ; 
per 2r  <C a <  ( V5 -t- l ) r  ammette due soluzioni distinte ; infine per 
a  == (V5-+-l) r  ha una soluzione (doppia), mentre per a  > (V 5  4- l) r  
non ha più alcuna soluzione.

12. Abbiam o così dato (nn. 9-11) qualche esem pio di ap
p licazion e d e ll’A lgebra a lla  G eom etria. Sarà u tile  aggiungere  
in  proposito a lcu ne osservazioni d’ ordine generale.

N otiam o anzitutto che c iascu n a  d elle  equazioni di 2° grado 
(3), (7), (10), in  cui abbiam o risp ettivam en te tradotti i tre 
problem i geom etrici considerati, è omogenea  r ispetto  al com 
p lesso  d elle  lettere (incognita  e dati), che vi com paiono. È 
questa  una proprietà generale di tu tte le  equazioni, che si 
ottengono esprim endo in  form a a lgeb rica  le  re lazion i fra- 
grandezze geom etriche, quando si rappresentino con lettere  
le  lunghezze dei segm enti, che individuano codeste grandezze. 
E ssa d iscen de d a ll’ ovvia circostanza, che non può su ssistere  
una relazione di u guaglian za  se non tra segm enti, o tra 
su p erfic ie , o tra solid i ; e l ’ area di ogni su p erficie  è data 
(a m eno di even tu a li coe ffic ien ti num erici, ind ip en denti dal- 
l ’ u n ità  di m isura) dal prodotto d elle  lunghezze di due se-
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gm enti, e sim ilm en te, il  volum e di ogni solido è dato dal 
prodotto d elle  lunghezze di tre segm enti.

E se ta lvo lta  l ’ equazione, in  cu i si traduce un problem a  
geom etrico, sem bra p resentarsi in  form a non om ogenea, ciò  
dipende dal fatto che in  quei suoi term ini, che non obbe
discono a lla  om ogeneità, si sottin tende com e fattore, un con
ven ien te num ero di volte, i l  segm ento di lunghezza 1 (che 
dal punto di v ista  algebrico  sarebbe in u tile  scrivere). Così, 
quando, per g iun gere al problem a aritm etico d ella  estrazione  
di radice quadrata, abbiam o considerato il  problem a geo
m etrico d e lla  costruzione del m edio proporzionale x  fra due  
dati segm enti a  e 6 (I, n. 1), siam o stati condotti a ll’equa
zione om ogenea, rispetto a lle  tre lettere a, b, x,

x 2 — ab.

P oi, per sem p lificare q u est’ equazione, abbiam o supposto  
che il segm ento b si r id u cesse a ll’ unità, con che 1’ equazione  
ha assunto la  form a algebricam ente non om ogenea

x 2 —  a.

Ma n e lla  in terpretazione geom etrica  il secondo membro 
non va considerato  com e la  lunghezza di un segm ento, bensì 
com e l ’ area d el rettangolo  di d im en sion i a  ed 1.

In  ogni caso questa  legge d i om ogeneità  può tornare 
utile, sia  com e regola  per controllare la  esattezza d ella  eq u a
zione, in  cu i sia si tradotto un dato problem a geom etrico, sia, 
viceversa, com e gu ida n e ll’ in terpretare geom etricam ente una  
data equazione.

Ed è per questa  ragione d i om ogeneità, che, quando fra 
i dati di un  problem a figurano sim u ltaneam en te segm enti 
e su p erficie  o so lid i, l ’ area di q ueste su p erfic ie  si suppone  
di solito  assegn ata  sotto la  form a l2 (area d el quadrato di 
dato lato l) o iir2 (area d el cerch io  d i dato raggio r), ecc. ; 
e così i l  vo lum e di c ia scu n  solido dato si suppone a sse
gnato sotto la  form a l z (volum e d el cubo di dato sp igolo  l)

4
o g 7zrò (volum e d ella  sfera di dato raggio r), e c c . .
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13. In  secondo luogo, riprendiam o le  considerazion i del 
n. 7 su lla  d iscu ssion e dei problem i di 2° grado a dati le t
tera li per fare un passo u lteriore.

Quando si tratta con l ’A lgebra un  problem a geom etrico  
e, dopo avere caratterizzati i casi di possib ilità , si sono  
ottenute, in  base a lle  form ule riso lu tive, le  esp ression i d elle  
corrispondenti soluzioni, si cerca di dedurne la  costruzione  
d elle  so luzion i trovate.

L e esp ression i lettera li di q ueste so luzion i danno una  
serie ben d efin ita  di operazioni, che esegu ite  su lle  m isure  
d elle  grandezze date, conducono a trovare le  m isure d elle  
grandezze incognite. Orbene si cerca di in terp re ta re  geom e
tricam ente  codeste operazioni a lgebriche, in  gu isa  da trarne 
una serie di costruzioni, eseg u ib ili con g li strum enti del 
disegno (riga, com passo, e, se fa  com odo, anche squadra), le  
quali perm ettano di dedurre d irettam ente d a lle  grandezze  
date le  grandezze incognite.

L e form ule riso lu tive  d elle  equazioni di 2° grado im p li
cano soltanto operazioni razionali (cioè di som m a algebrica, 
m oltip licazione, d iv isione) e di estrazione di rad ice quadrata. 
P erciò  a lla  interpretazione geom etrica di ta li form ule si arri
verà in ogni caso, quando si sappiano interpretare i r isu lta ti 
d elle  operazioni elem entari or ora ind icate (subordinatam ente  
a lla  condizione, che sia  sem pre rispettata  la  condizione di 
om ogeneità).

N on occorre spendere parole su lla  costruzione d ella  som 
ma a  -h b e d ella  d ifferenza a  — ò, dove con a  e 6, com e con  
ogni altra lettera  che userem o in  q ueste considerazion i, 
intendiam o rappresentare num eri p ositiv i (o assoluti), in  
quanto vanno interpretati com e lunghezze di segm enti.

L e esp ression i, che restano da interpretare e costru ire  
sono sem p licem en te

i c  - ,—r 
a  * V “ 6 '

di cu i la  prim a si può interpretare com e il segm ento quarto
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proporzionale dopo i tre segm en ti a, b e c (I, n. 1) ed è 
perciò  costru ib ile  col noto procedim ento, suggerito  dal cosid 

detto teorem a di T alete. L a seconda si può interpretare, 
com e il m edio proporzionale fra i due segm en ti a  e b (I, 
n. 1), e si può costru ire con procedim enti altrettanto noti.

A q ueste esp ression i elem en tari vanno aggiunte, com e  
p articolarm ente im portanti, q ueste altre due

che si interpretano e si costru iscono im m ediatam ente, ricor
dando il teorem a di P ita-

golo di ca teti a  e b ; P altra a , ^
è il secondo cateto del
triangolo rettangolo, che ha per ipotenusa  a  e per prim o  
cateto b.

E le  in terp retazion i e le  costruzioni così date per le  varie  
espression i e lem en tari d ianzi considerate perm ettono di in ter
pretare e costru ire anche ogni altra esp ressione, in cui f i
gurino soltanto  operazioni razionali (addizioni a lgebriche, 
m oltip licazion i, d iv ision i) ed estrazion i di radici quadrate ( l),

14. Come illustrazione delle considerazioni precedenti, diamo la co
struzione delle radici delle equazioni di 2° grado, considerate sotto le 
loro forme omogenee tipiche. Queste varie forme, quando il primo coef
ficiente sia ridotto all’unità, differiscono fra loro per i segni del secondo

(L) Cfr. E nriques-A maldi, Geometria elementare, Geometria piana, 
Parte I I  j Bologna, Zanichelli, Cap. IX , nn. 34-37.

\ / a 2 -h  b \  y a r  — ir

gora. La prim a è P ip o te
nusa del triangolo rettali-
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coefficient© e del term ine noto e sono date da

x 2 =t a x  =t b2 — 0.

Ma siccome costrurremo, in valore assoluto, anche le radici negative, 
potremo lim itarci a considerare i due tipi

(16) x 2 — a x  ~h b2 =  0
e
(17) x 2 h~ ax  — b2 =  0,

giacché gli altri due si riducono a questi, cambiando segno a .x , e con 
ciò cambia il segno, ma non il valore assoluto, delle radici.

Cominciando dalla (16), notiamo che quest’equazione, in quanto si 
può scrivere

ax  — x 2 =. b2 ossia x(a  — x) —  ò2,

traduce il problema geometrico di determinare le dimensioni (x e a  — x) 
del rettangolo di perimetro 2a, equivalente al quadrato di lato b.

L a condizione di possibilità della (16) è data da

cioè, in quanto a  e b sono positivi,

Se g >  6, le due radici della (16), fra loro distinte ed entram be po

sitive, sono date da

e si costruiscono sommando e sottraendo al segmento ^  il segmento 

, - ........ ^ — ò2, cioè il secondo cateto del trian 

golo rettangolo di ipotenusa = e di primo

cateto b. L a costruzione è effettuata nella
L2 1

unita figura dove OA — s  a, OB == 6 e lea
due radici (dimensioni del rettangolo voluto) sono rappresentate da
0 X t , OX2.

Se poi è -  =  6, le due radici coincidono nel valore g, cioè 6, e il 

rettangolo voluto è lo stesso quadrato dato.
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Passiamo alla (17), che in  quanto si può scrivere 

x(x  ~h a) =  ò2,

traduce il problem a geometrico di determinare le dimensioni del ret
tangolo (x e x  -h a), che abbia come differenza dei la ti a e sia  equiva- 
valente al quadrato di lato b.

Qui, essendo negativo il term ine noto, l’equazione è sempre possibile 
ed ammette in ogni caso due radici distinte e di segno contrario, che 
sono date da

Quella positiva, cioè la

a s )

si costruisce sottraendo il segmento ^ dall’ipotenusa ■ b~ del

triangolo rettangolo di cateti ?  e 6. INTell’unita figura, dove O B = b ,a
A B  =  - a ,  essa è rappresentata da A

OX, I l  valore assoluto della radice 
negativa, cioè

(19) ]/(!)'■•ò2 a
2 ’

è rappresentato da OX', dove X f è il simmetrico di X  rispetto a B. 
A ltrettanto facile è la costruzione delle soluzioni (5), (8), (12) dei

problemi considerati ai nn. 9 -1 1 . 
L ’alunno le costruisca }3er esercizio.

In  particolare le costruzioni della 
sezione aurea (5) del segmento a  e del 
segmento (6), che ammette a come 
sezione aurea, rientrano in quelle1 
date or ora per la (18) e la (19), quando 

si supponga b =  a, Si ricade così sulle ben note costruzioni, che sono 
suggerite dalla teoria dei triangoli simili (*).

15. Torniamo alla risoluzione di problemi di 2° grado, per indical e, 
in  questo n. e nel seguente, due esempi non più geometrici, ma fisici.

A quale distanza fra  la Terra e la L u n a  (e sulla loro con giungente) 
dovrebbe trovarsi u n  terzo corpo celeste perchè potesse restare. rispetto

G) E nriques- A m aldi, Geometria elementare, Geoin. piami. Parte II. Gap. V II, n. :>7.
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ad esse, m  quiete, so^o fa z io n e  delle loro due attrazioniP S i prenda la 
distanza dalla Terra alla L u n a  uguale a km. 385000 e la massa della 
Terra uguale ad  81 volte quella della L u n a . Inoltre si tenga presente 
che le attrazioni esercitate su di uno stesso corpo celeste dagli a ltri corpi 
sono direttamente proporzionali alle masse di questi e inversamente pro
porzionali ai quadrati delle loro distanze dal corpo a ttra tto .

Trattiamo il problem a in generale, anche per non introdurre subito 
nei calcoli un numero così grande come la distanza fra  la Terra e la 
L/una. Pensiamo dunque, due corpi celesti T  ed L  quali si vogliano, e 
indichiamo con h  >  0 la loro distanza (misurata in km.), con k  il rapporto 
tra  la massa di T  e quella di L, supponendo, per fissare le idee, k  >  1.

Chiamato G il corpo celeste, che vogliamo possa restare in quiete 
sotto le attrazioni sim ultanee di T  ed L, abbiamo, per lo stesso enun
ciato del problema, che G deve trovarsi sulla re tta  T L  e compreso fra  T  
ad L. Perciò, se come incognita x  assumiamo la distanza TG, deve essere

(20) 0 <  x  <  h.

P er porre il problema in equazione, osserviamo che le attrazioni 
esercitate da T  e da L  sullo stesso corpo C debbono stare fra loro nel 
rapporto k  delle loro masse e, nello stesso tempo, nel rapporto degli 
inversi dei quadrati delle rispettive distanze x  e h  — x  da C. Insomma

k  1codeste due attrazioni debbono stare fra loro come — sta a ------- - .
x 2 (h — x f

Ma perchè C resti in quiete, occorre e basta che le due attrazioni, le 
quali agiscono in  senso opposto, si elidano a vicenda, cioè che il loro 
rapporto sia uguale ad 1. Si deve dunque avere

( 21)
k __ 1
x 2 (h — x )a *

È questa l’ equazione del problema. Si tratta  di un’equazione fratta, 
i cui valori eccezionali x  =  0 e x  =  h  vanno senz’ altro esclusi, in  forza 
delle condizioni (20). Con questa esclusione, possiamo sostituire alla (21), 
l’equazione, che se ne deduce, moltiplicandone ambo i membri per 
X'(h — x )a, cioè, in forma normale, la

(22) (fc — l)æ2 — 2 h k x - h k 2k= :0 .

P e r  k  —  1 quest’ equazione si riduce all’ equazione di 1° grado

— 2hx  4- h~ =  0,

che ammette l’unica soluzione e il risultato era prevedibile. In fa tti 

in questo caso, essendo k =  1, T  ed L  hanno masse uguali, ed è quindi
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evidente, che il corpo C, per poter restare in quiete rispetto a T  ed L, 
deve trovarsi nel punto medio della loro distanza TL.

Escluso questo caso, cioè supposto fe >  1, abbiamo che il discrim i
nante dell’ equazione di 2° grado (22) è dato, a meno del fattore 4, da fc3fc, 
cosicché risu lta sempre positivo ; e la (22) ammette due radici, le quali, 
come si rileva dai segni dei cofficienti, sono entram be positive. Esse 
sono date da

fcfc d= Vk*k _  fc Vfc ,
fc — 1 k —T  k '

Ma, essendo
k-i- V k >  k — 1 >  0,

la maggiore di queste due radici risu lta maggiore di h e quindi estranea 
al problema. Quanto, invece, alla radice minore

(23) fc — Vk
“fc - 1

si osservi, che essendosi supposto f c > l  e quindi fc2 >  fc, risulta Vfc >  1 
e fc >  Vfc, perchè in  caso contrario si avrebbe, elevando a quadrato 
ambo i membri, rispettivam ente (Introd., n. ÒF) f c < l ,  fc3< fc . Perciò

0 <  fc — Vfc <  fc — 1,

e la radice (28), come minore di fc, soddisfa effettivam ente il problema, 
di cui costituisce l’unica soluzione.

IN’el caso proposto dall’ enunciato, cioè per fc =  885000, k — 81, il va
lore della (28) è

81 — V81
80“ 385000 =  jg  385000 — 346500.

È questa, in km., la distanza dalla Terra, a cui, sulla congiungente 
della Terra con la Luna, dovrebbe trovarsi un corpo, perchè potesse 
restare, rispetto ad esse, in quiete.

16. D alla bocca di u n  posso di m iniera si lascia cadere sul fondo 
una p ie tra , e fra  V istante, in cui si abbandona a se stessa la pietra, 
e quello, in  cui si avverte il  suo tonfo sul fondo, passano  t secondi. 
Quanto è profondo il posso? S i tenga presente che, quando si lascia 
cadere un  corpo (e si prescinde dalla resistensa dell1 aria), gli spasi, 
che esso percorre nella sua caduta, sono proporsionali ai quadrati delle 
durate della caduta, m isurate a partire dall’ istante, in  cui il corpo si 
è abbandonato a se stesso, e che nel prim o secondo di tempo esso per
corre m. 4,905. D’a ltra  parte si ricordi che il suono si propaga (di moto 
uniforme), percorrendo ad ogni secondo m. 338.
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Assumiamo come incognita x  la profondità del pozzo, m isurata in 
metri (e necessariam ente positiva) ; e, per semplicità di scrittura poniamo

4,905 =  -  g , 383 =  v,a

cioè indichiamo con g la cosiddetta accelerazione della gravità  (in m etri 
al secondo), e con v l’analoga m isura della velocità di propagazione 
del suono.

Ino ltre denotiamo per un momento con t k il numero di secondi, che la 
pietra impiega a cadere dalla bocca del pozzo al fondo, e con t2 il nu 
mero di secondi, che il suono prodotto dalla pietra, battendo sul fondo, 
impiega per giungere alia bocca del pozzo. Si avrà

(24) t { -i~t2 =  t,
con t i <  t, t2 <  t.

Ora i num eri di metri, percorsi dalla pietra, cadendo per 1 o 2 o 3... o t i 
secondi, sono proporzionali rispettivam ente a l 2, 22, 32, ..., e, siccome

nel primo minuto secondo la p ietra percorre precisam ente -  g metri, ia
numeri di metri percorsi cadendo per 2 o 3... o t i secondi, si otterranno

moltiplicando rispettivam ente 2-, 33, ..., t ^  per ^ g. Ma in t { secondi la2
pietra tocca il fondo del pozzo, cioè ne percorre tu tta  la profondità x \ 
si avrà perciò

D ’altra parte, poiché il suono ad ogni secondo percorre v m etri e a 
salire dal fondo del pozzo alla bocca impiega t2 secondi, sarà

(25) x  =  vt2.

D a queste due ultime equazioni si deduce

e quindi, sostituendo nella (24),

m  l / f + ï= < .

Abbiamo dunque che il nostro problema conduce ad un’equazione 
irrazionale. L iberandola dal radicale, perveniamo all’equazione di 2° 
grado

(27) J  - 2 ( -  -4 --)* + - <s= 0 ,
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il cui discrim inante

in quanto per dato è t >  0, g >  0, v >  0, risulta sempre positivo. Essa 
ammette perciò due radici distinte ; e dai segni dei coefficienti si rileva 
che queste due radici sono entrambe positive. Poiché la (27) è una con
seguenza dell’ equazione (26) del problema, la soluzione di questo va 
cercata fra codeste due radici, che sono date da

Ma la maggiore di queste due radici (cioè quella corrispondente al 
segno -+-) va rifiutata, perchè è manifestamente maggiore di vt, mentre 
la profondità del pozzo, in forza della (25), deve risultare uguale a vt2, 
con t2 <  £. ISTon resta dunque che la radice m inore; e, senza fare alcuna 
ulteriore verifica, siamo sicuri che essa soddisfa il problema, perchè 
questo, come risu lta dall’ esperienza, ammette indubbiam ente una solu
zione, e questa sua soluzione deve per necessità soddisfare l’ equa
zione (26), in  cui esso si traduce, e quindi anche la (27), che è una 
conseguenza della (26).

Concludiamo così che la profondità del pozzo è data, in metri da

Ad es., prendendo t —  5®,5 (e naturalm ente g =  9,81, v =  883) si trova 
che la profondità del pozzo è, a meno di le m .,  di m. 111,71.





Ca p it o l o  Y

Tipi elementari 
di equazioni di grado superiore al secondo 
e di sistemi di grado superiore al primo

Equazione biquadratica elementare 
ed equazioni reciproche di 3° e 4° grado

1. A nche n el cam po elem entare si incontrano problem i, 
che, trattati con l ’A lgebra, conducono ad equazioni di grado 
superiore al 2°. È g loria  degli a lgeb risti ita lia n i del Cin
quecento la  riso lu zion e d elle  equazioni di 3° e 4° grado, 
le  cu i form ule riso lu tive  gen erali sono state scoperte per 
q u elle  di 3° da S c ip io n e  D a l  F e r r o  (1456-1526) e per 
q u elle  di 4° da L u d o v ic o  F e r r a r i  (1522-1565). Ma queste  
form ule riso lu tive  im plicano, in siem e con operazioni razio
n a li (II, n. 1) e di estrazione di radice quadrata, altre ope
razioni di carattere p iù  elevato  (precisam ente estrazioni di 
radice cubica) (l).

T uttavia  vi sono equazioni sp ecia li di grado superiore  
al 2°, la  cu i r iso lu zione, appunto in forza d ella  loro forma 
particolare, si può ridurre a q u ella  di una o p iù  equazioni 
di 2° grado ed è, quindi, e ffettu ab ile  con sole operazioni 
razionali e di estrazione di rad ice quadrata. Studierem o nei 
prossim i nn. 2 -5 , per il caso del 3° e 4° grado, i tip i più  
sem plici e n o tevo li di ta li equazioni riso lu b ili elem entarm ente.

P) Quasi tre secoli dopo fu dimostrato da un altro algebrista ita 
liano, P aolo R uffini (1765-1822), che per la risoluzione delle equazioni 
generali di grado superiore al 4° non bastano pivi nemmeno le estin
zioni di radice di indice qualsiasi.
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In  base a quanto d icem m o al n. 13 del Cap. prec., le  
form ule r iso lu tive di s iffatte equazioni, ove si interpretino  
geom etricam ente, conducono a costruzioni e seg u ib ili con la  
riga e il com passo.

2. Consideriam o in  prim o luogo u n ’ equazione di 4° grado, 
la  q uale non contenga potenze ad esp on en te d ispari d e ll5 in 
cogn ita  {equazione b iqu a d ra tica  elem entare  o, sem plicem en te, 
b iq u a d ra tica ). Ove si trasportino tu tti i term in i in  un  membro, 
essa  assum erà la  form a

a x 4 f- bx2 -f- c =  0 ,

dove a , 6, c sono coeffic ien ti, che si suppongono n oti; e, 
p oiché è lec ito  supporre a  d iverso da zero, si potrà ridurre a

(1) x 4- \ - p x 2 +  g =  0 ,

dove con p  e q si designano i rapporti - ,  - .

Ora codesta equazione si può anche scrivere  

(x2)2 p x 2 -t- q =  0 ,

cosicch é, se x  soddisfa l ’equazione (1), il suo quadrato u = x 2 
(che qui si prende com e incogn ita  a u s ilia re ) dovrà soddisfare  
1’ equazione (detta riso lven te  d ella  data)

(2) u 2 - \ - p u q  — 0 .

S e q u est’ equazione am m ette una soluzione p ositiva  u i , 
le  due radici quadrate

±  \ u {

soddisfaranno la  (1); perciò, secondo che l ’ equazione au si
liare (2) am m ette due radici p ositive , una (doppia) o nessuna, 
l ’ equazione b iquadratica  am m etterà quattro  rad ici reali (a 
due a due u gu ali in  valore assoluto e di segno contrario) 
o du e  (fra loro u gu a li in  valore assoluto  e di segno con
trario) o n essu n a .
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Il prim o caso si ver ifica  (III, n. 8) per 

~  — q >  0, p <  0, g >  0, 

e le  quattro radici sono date d a ll’ u n ica  form ula

ove si sce lgan o  n ei quattro m odi p ossib ili i segn i ; il secondo  
caso si ver ifica  sia  per

q < 0 ,

e sotto q uesta  ip otesi le  due radici rea li sono (III, n. 8)

sia  per

j  — q =  o, p <  o,

e a llora le  rad ici rea li si riducono a

e c iascu n a  va considerata  com e d o p p ia .
Ad es., l’equazione

4sc4 — 25ac2 -+- 86 =  0 
Bammette le quattro radici db 2, =fcs ; le2

Bcc4 — 25flc2 — 18 =  0, 81sc4 — 12x2 -+ -16 =  0
2hanno le due radici ± 3  e, rispettivam ente, le due radici doppie =t lo 

x* -f- x 2 -f-1 =  0, 2xK -f- Sx2 - f-1 =  0 

sono entram be prive di radici reali.

3. U n ’ altra  c la sse  di equazioni ricon d u cib ili ad eq u a
zioni di 2° grado è costitu ita  d a lle  cosiddette equazioni 
di 3° e 4° grado a  ra d ic i reciproche  o, p iù  sem plicem ente, 
reciproche . P er q u a lsia si grado si d ice reciproca di p rim a

A maldi TJ. - E kkiquks F . 11
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specie ogni equazione (intera), in  cui, quando tutti i term ini 
siano portati in un membro e ordinati, com e di solito , se 
condo le  potenze decrescenti d e ll’ incognita , sono uguali i 
co e ffic ien ti del prim o e d e ll’ u ltim o term ine, e così pure  
q u e lli del secondo e del penultim o, del terzo e d e ll’ an ti
penultim o, ecc., c io è  i co e ffic ien ti di tu tte le  coppie di 
term ini eq u id istan ti dagli estrem i. S i d ice, invece, reciproca 
di seconda specie ogni equazione, in  cu i c ia scu n a  di codeste  
coppie di term ini eq u id istan ti d ag li estrem i ha com e coef
fic ien ti due num eri opposti. L a ragione di ta li denom ina
zioni si vedrà, n el caso del 3° e del 4° grado, fra un m o
m ento.

C om inciando dal 3° grado, abbiam o che le  equazioni di 
prim a o seconda sp ecie  sono risp ettivam en te del tipo:

(3) ax3 -4- bx2 +  bx +  a  =  0,

(4) ax3 4 -  bx2 — bx —  a =  0.

Ora i prim i m em bri di q ueste due equazioni si possono  
scrivere

ax3 4 -  bx2 4 -  bx 4 -  a  =  a(x:' 4 - 1 )  +  b(x +  l):t\

ax 3 +  bx2 — bx — a  =  a(x* —  1) 4 -  b(x — l)x  ;

ed, ove si ricordi (Introd., n. 16) che

x* + 1  =  (x 4~ l)(æ2 —  x  4- 1), x 9 —  1 =  [x — l)(ar 4- x 4 -  1),

s i p e r v ie n e  a lle  d u e  id e n tità

^  | a x 3 4 -  bx2 +  bx 4 - a =  (x 4 -  1 )(ax2 4- [b — a]x 4 - a),

I a x 34 -b x 2 —  bx —  a =  (x —  1 ){ax2 4- [6 4 -  a]x4- a ),

le  q u a li, d e l re sto , s i o tten g o n o  a n ch e  d ir e tta m en te , d iv i
d en d o , co n  la  r e g o la  d e l R u f f i n i  (In trod ., n . 20), i d u e  p o li
n o m i a  p r im o  m em b ro p er  x  4-  1 ed  a; — 1 r isp e ttiv a m en te .

R isu lta  di qui che la  equazione di prim a sp ecie  (3) si 
decom pone n e lle  due equazioni

x  4- 1 =  0, ax2 4-  [6 — a]x 4-  a =  0,
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e, quindi, am m ette, oltre la  radice — 1, le  even tu a li rad ici 
di quest’ u ltim a equazione (reciproca) di 2° grado.

S im ilm en te, la  equazione di seconda sp ecie  (4), in  forza 
della seconda d elle  identità  (5), si decom pone n e lle  due 
equazioni

x  — 1 =  0, a x 2 -\- [6 +  a\x  4 - a =  0,

e perciò am m ette, oltre la  radice 1, le  even tu a li radici di 
quest’altra equazione (pur essa  reciproca) di 2° grado.

P er ciascu n a  d elle  due equazioni di 2° grado dianzi 
ottenute, quando sia  soddisfatta la  condizione di realtà, le 
due radici hanno per prodotto 1 (III, n. 7), cioè sono fra 
loro reciproche, e, poiché tanto -  1 quanto 1 è reciproco  
di se stesso , r isu lta  g iu stifica to  il nom e dato a lle  eq u a
zioni (3), (4).

P. es. le equazioni

Sx3 — òx2 — òx -i - 3 — 0, x 3 -h Sx2 — Sx — 1 =  0

ammettono le radici (si ricordi il n. 10 del Cap. IL)

4 +  V7 4 — V ? _ 3
3 ’ 8

e, rispettivamente, 

1, - 2 - 4 -  V3, 2 — y'3 — 1
— 2 -t- V'3 *

4. Le equazioni reciproche di 4° grado di prim a o se 
conda sp ecie  sono, rispettivam ente, del tipo:

(6) cix4 —P bxà 4~* car 4 — bx 4~ ci 0,

(7) axA -p bx3 — bx — a  =  0.

S i noti, che n e ll’ equazione di seconda sp ecie  m anca il 
term ine in  x2, p erchè il r isp ettivo  coeffic ien te , com e corri
spondente al term ine eq u id istan te d agli estrem i, deve essere  
uguale al suo opposto, e quindi nullo .

Il m etodo di r iso lu zione è, per q uesti due tip i di eq u a
zioni, diverso. N el caso d ella  (6), osserviam o che essa  (come, 
del resto, ogni altra equazione reciproca) non am m ette cer*
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tam ente la  radice ^ =  0, perchè il  term ine noto a  non può  
annullarsi, senza che Y equazione si riduca di grado. P erciò  
la  (6) è eq u iva len te (Introd., nn. 29, 30) a ll’ equazione, che  
da essa  si deduce, d iv idendone ambo i m em bri per x \

ossia

(8)

y b a
cix' — bx —f- c H—  —,

x x~
o,

a \ x 2 -4- \ ) +  6(x  -+- -  ) -+- c =  0.

Se allora si prende com e incognita  au siliare la

1
u  — x +  -  ,

X

si ha, elevando a quadrato ambo i mem bri,

«! =  f  +  2 +  -
x 2

ossia

U2 —  2 =  -+- 4  ,

cosicché, sostituendo n ella  (8) si è condotti a lla  equazione  
au siliare di 2° grado (risolvente  d ella  data)

(9) ct(u~ — 2) H- bu  +  c =  0.

Se u t è una sua soluzione, le  eventuali so luzion i d ella  
equazione

1
x —f— — — n . , 

x
che si può scrivere
(10) x' — u {x  - + - 1 = 0

ed ò perciò an ch ’ essa di 2° grado (e reciproca), soddisfaranno  
anche la  (6).

In  tal modo si ottengono tutte le  so luzion i d ella  (6), e 
poiché la  (9) può avere al m assim o due soluzion i reali e 
per ciascu n a  di esse  la (10) può pur essa  averne al m as
sim o due, concludiam o che la (6) am m etterà al m assim o
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quattro so lu z ion i; e, p recisam ente può averne 4 o 2 o 
nessuna.

Si noti che le  rad ici d ella  (10), quando esistono, hanno  
per prodotto 1 (III, n. 8), cosicch é anche per la  eq u a
zione (6) le  even tu a li rad ici sono a due a due reciproche.

P er es. le equazioni

a?4 —  l x 3 4- 14a?2 — I x  4- 1 =  0 e x 4 — àx3 — 3x2 — àx  4 1 =  0
hanno le radici

2-f-VS, 2 - V 3 l
2 -+- VB ’

3 -+- V5 3 — V5 
2  ’ 2 ~

e, rispettivam ente,
5 V ^ì 5 — V 2 Ï_ 2

2 2 5 -4- V21

2
3 4- Vò *

Per riso lvere la  equazione di seconda sp ecie  (7) si pro
cede in  modo analogo a q uello  tenuto per le  equazioni 
reciproche di 3° grado (n. prec.). E ssa  si può scrivere

a(x4 — 1) -h b(x2 — l)x  =  0,

ossia, in  forza d e ll’ identità  x 4 — 1 =  (or — l)(x2 4 - 1).

(x2 — 1 ){ax2 +  bx 4 -  a) =  0,

cosicché si decom pone n e lle  due equazioni

x2 — 1 — 0, a x 2 4 -  bx 4 - a  =  0.

Perciò la  (7) am m ette sem pre le  due radici l e  — 1, e, 
in più di queste, le  even tu a li rad ici d e ll’ equazione (reci
proca) di 2° grado, or ora scritta.

S i vede così che anche per la  (7) le  radici sono a due 
a due reciproche.

Ad es., l’equazione
x i 4- 3x3 — 3x — 1 =  0

ammette lo radici
,  ̂ —3 -+• V5 -  3 — VS __ 2
’ ’ 2 ’ a " -m -yr

mentre per la
3 r4 — Æ3 4  x — 3 =  0

si hanno soltanto le radici (reali) 4 -1  e — 1,
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5. A vvertiam o che sono analogamente riconducibili ad equazioni 
di 2° grado anche tutte le equazioni reciproche di 5° grado e quelle 
di 6° grado di seconda specie. In fa tti, come si può dim ostrare per 
esercizio, ciascuna di esse ammette almeno una delle due radici - f-1, 
— 1 ; e ciò basta perchè se ne possa ridu rre la risoluzione a quella di 
uir equazione reciproca di grado minore.

Sistemi di 2° grado

6. Quanto ai s istem i di due (o più) equazioni in  a ltret
tante incogn ite, noi sinora sappiam o riso lvere soltanto q u elli 
di 1° grado, c ioè co stitu iti da so le  equazioni di 1° grado 
(Introd., nn. 40-55). Dopo questi, i s istem i p iù  sem p lic i sono  
q u e lli costitu iti da u n a  equazione di 2° grado e da una  
(o più) equazioni di 1° grado. E ssi s i ch iam ano sis tem i 
d i  2° g r a d o ; e farem o vedere n ei prossim i nn. che la  r i - 
soluzione d i  ta li s is tem i s i  p u ò  sem pre r id u rre  a  qu ella  d i  
im a  equazione d i  2° g ra d o  in  u n a  so la  in cogn ita , ed è 
quindi effettu ab ile  con sole operazioni razionali e di estra
zione di radici quadrate.

7. R iferiam oci ad un esem pio, e consideriam o il  sistem a  
di 2° grado n e lle  due in cogn ite  x  e y

\ 3x  — 2y — 2 =  0 ,
'  ̂ l a?2 — 2 x y  -t- 2#2 +  4 x  — IO# - |-  8 =  0 .

P er  riso lverlo  ci varrem o di q uello  stesso  m etodo d i  so s ti
tuzione, che abbiam o im parato ad applicare n el caso dei 
sistem i di due equazioni di 1° grado in  due incogn ite  
(Introd., n. 42).

S i debbono trovare tutte le  coppie di valori, che so stitu iti 
n elle  due equazioni, r isp ettivam en te ad x  ed y , le  rendono  
soddisfatte entram be. Se d elle  due equazioni date (11) si 
considera soltanto q u ella  di 1° grado, e si vogliono tutte  
le  sue so luzion i, si com incia  col riso lverla  rispetto ad una  
d elle  incogn ite, per es. a lla  y, com e se l ’ altra fosse cono-
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 ̂ scin ta . S i trova in  tal modo

3x  —  2
(12) y =  — g—  ;

e  le  so luzion i d ella  prim a d e lle  (11) sono date da tutte (e sole) 
le  coppie d i valori, che si ottengono da

3x  — 2
(13) y = — 2 ~

attribuendo ad x  tutti i p ossib ili valori.
Fra queste in fin ite  coppie di valori dobbiam o considerare  

q u elle  che, eventualm ente, soddisfano anche la  seconda  
equazione (11). Ora, esprim endo che la  coppia di valori (13) 
soddisfa anche questa seconda equazione, cioè sostituendo  
in essa, al posto di ÿ, l ’espressione (12), otteniam o Pequazione  
di 2° grado n ella  sola incogn ita  x

x 2 — (Sx -  2)x + (Sx ~  +  4 x  — 5(3x  — 2 ) +  8 =  0 ,

ossia, eseguendo le  operazioni ind icate e sem plificando,

(14) ' as2 — 6as +  8 =  0 .

E ssa d efin isce  q uegli eventuali valori di x f per cui le  (13) 
danno le  so luzion i com uni a lle  due equazioni, cioè le  so lu 
zioni del sistem a. P o ich é la  (14) am m ette le  due rad ici 
x t =  4, x 2 =  2 e, in  corrispondenza di questi due valori di x, 
la  (12) dà risp ettivam en te y ì = 5 ,  y 2 = 2 ,  il sistem a (11) am 
m ette le  due so luzion i x { — 4, y { =  5 e x 2 =  2, y 2 — 2.

L 7 equazione n ella  sola x  (14), che abbiam o dedotto com e 
conseguenza del dato sistem a, si può dire ottenuta da esso, 
elim inando  P incogn ita  y , e s i ch iam a la  sua r isu lta n te  in  x.

A nziché la  y , si può sim ilm en te elim inare dal sistem a  
la x , e si p erviene a lla  r isu lta n te  in  y , naturalm ente d iversa  
dalla (14), ma pur essa  di 2° grado. È chiaro che anche in  
questo secondo modo si debbono ottenere per il sistem a (11) 
le  m edesim e so luzion i ; e sarà un buon esercizio  il  verificarlo .
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Il sistem a (11), com e ogni altro d ello  stesso  tipo, si d ice  
di 2° grado appunto perchè ta li sono le  sue r isu ltan ti (in  
ciascu n a  d elle  due incognite).

8. I l metodo d i sostituzione  d ianzi sp iegato  è ev id en te
m ente ap p licab ile  ad ogni p ossib ile  sistem a di 2° grado in  
due incognite, cioè costitu ito  da u n ’ equazione di 1° grado e 
da una di 2°. N el caso del sistem a (11) abbiam o ottenuto  
due soluzioni, in  quanto la  risu ltan te (14) aveva due radici 
rea li ; m a com e ben si com prende, può anche su cced ere, 
secondo i casi, che la  r isu ltan te abbia due rad ici co in c i
denti o sia  priva di radici reali. C orrispondentem ente il s i
stem a avrà u n ’ u n ica  soluzione (da considerare com e doppia) 
oppure non ne am m etterà alcuna.

Così, ad es. si verifica , applicando il m etodo di so stitu 
zione, che per il sistem a

j 6æ -t-2/ +  4 =  0 ,

( x 2 — 2x y  — y 2 +  y  —  3 =  0 , 

la  risu ltante in  x  è data d a ll’ equazione  

x 2 -H 2x  1 =  0,

la  quale am m ette due rad ici co in cid en ti n e l valore x  =  — 1, 
cu i corrisponde per il sistem a l ’ u n ica  so luzione (doppia) 
x  =  — l ,  y  —  2.

In vece  per il  s istem a

\ x  — y  —  3 =  0,

| x 2 ■+- 2x y  — y 2 — lO x  -b  2y  -b  25 =  0, 

la  r isu ltan te  in  x  è
x 2 — 4x  -b  5 =  0 ;

e poiché q u est’ equazione è priva di rad ici reali, i l  sistem a  
è im p ossib ile .

9. Fra i sistem i di 2° grado in  due in cogn ite  ve ne sono  
ta lu n i particolarm ente n otevo li per le  in terp re ta zio n i geo.
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m etriche , di cu i sono su scettib ili. N aturalm ente resta ap p li
cab ile ad essi il m etodo di sostituzione del n. 7; ma, caso 
per caso, la  loro form a su ggerisce particolari artifici, che  
conducono a lla  r iso lu zione p iù  rapidam ente.

D iam one qualche esem pio, e com inciam o dal p iù  sem 
p lice  :

(15)
x  +  y  =  h,

x y  — k,

dove h e k  si suppongono dati (num eri od espression i le t
terali). S i è qui condotti ad un problem a già trattato: Tro
vare  due n u m eri, d i cui s i  conoscono la  som m a e i l  prodotto  
(III, n. 10). Q uesti due num eri sono le  radici d e ll’ equazione  
di 2° grado
(16) u 2 — h u - h k  =  0 ;

e la  condizione di p ossib ilità  di q u est’ equazione, e quindi
h 2

del sistem a (15), è data da — k  0.

h 2
S e è precisam ente — k  >  0, e sono u l9 u 2 le  due radici 

reali d istin te  d ella  (16), cioè si pone

il sistem a am m ette le  due so luzion i x  =  u i9 y  =  u 2 e x  =  u 2, 
y  =  u { ) cioè, scam biando in  una soluzione i valori di x  e y , 
si ottiene V altra. Ciò deriva dal fatto che il sistem a non  
varia, se n e lle  sue equazioni si scam biano fra loro le  due 
incogn ite x  ed y 9 o, com e si suol dire, il sistem a è sim m etrico.

Ad un sistem a del tipo (15) conduce il problem a geom e
trico : D eterm inare le d im en sion i d i u n  rettangolo  d i dato  
p erim etro , che s ia  equivalente a d  u n  da to  quadrato .

Se 2p  è il  perim etro prefissato  ed l è il lato del quadrato  
dato (dove p  ed l denotano due num eri p ositiv i o, m eglio, 
assoluti), le  d im ension i di un ta le rettangolo debbono essere
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due num eri x  ed y , pur essi entram bi p ositiv i, soddisfacenti 
a lle  due equazioni

x - h y  = jp , x y  =  P.

L ’ equazione di 2° grado, di cu i essi sono le  radici, è la  

(17) u 2 — p u  +  l2 =  0;

onde il problem a è p ossib ile  a patto d ie  sia

o, ciò che è lo stesso, in  quanto p  ed l sono p ositiv i (Introd., 
n. 5F),

T)
;>  £, ossia  2p  ;>  4? ;

e, sotto questa  ipotesi, le  due radici d ella  (17), com e r isu lta  
dai segn i dei coeffic ien ti (III, nn. 8, 9), sono entram be po
sitive e perciò rispondono effettivam ente al problem a. A b
biam o dunque che questo è possib ile , purché il perim etro  
prefissato non sia  m inore di quello  del quadrato dato. S e  
è uguale, c ioè se 2p  =  4i, le  due radici d ella  (17) coinci-

7)
dono ed hanno il  valore % =  l, cosicch é si ricade su l qua- 

drato dato.
Risulta di qui che tu tti i rettangoli equivalenti ad un  dato quadrato 

hanno perimetro maggiore di esso (od anche, tu tti i rettangoli di peri
metro uguale ad un  dato quadrato hanno area minore).

Al sistem a (15) si riconduce anche il sistem a

(18)

scrivendolo:

\ x  — y  =  h,

\ x y  =  h,

x  +  (— y) =  h, 

x(— y) — k.

In  un sistem a di questo tipo (18) si traduce il  problem a  
del n. 2 del Cap. IV , com e pure il problem a geom etrico: 
D eterm inare le d im en sion i d i u n  rettangolo , conoscendo la  
d ifferen za  d i queste d im en sion i e V area  del rettangolo.
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10. Consideriam o, in  secondo luogo, il sistem a (aneli1 esso  
sim m etrico)

i x  H- y  =  h ,
(19) . 7

( ar 4 -  =  k .

A ggiungendo 2x y  ad ambo i m em bri d ella  seconda del le  
equazioni (19), si o ttiene F equazione eq u iva len te (Introd., 
n. 25)

x l 4- y l 4- 2x y  =  k 4- 2x y  ossia  (x 4- y f  =  k 4 -  2#y, 

che, tenendo conto d ella  prim a d elle  (19), si può scrivere

h2 — k +- 2x y  ossia  x y  =  -  - ~ - - .

S i è quindi condotti ad un sistem a del tipo studiato al 
n. prec.

In  modo analogo si r iso lve il sistem a  

j x  — y —  h 

\ x 2 4 -  y z =  k.

B asta  sottrarre 2x y  da ambo i m em bri d ella  seconda  
equazione e poi prosegu ire com e pocanzi.

Ad un  sistem a (19) o (20) si è condotti, quando si pone  
in  equazione il  problem a geom etrico  : D ate V ipo ten u sa  e la  
som m a o la  d ifferen za  dei ca teti d i  u n  triangolo  re ttan go lo , 
determ inare qu esti ca te ti.

11. Prendiam o, in fin e , i l  s istem a

(21)
x  +  y  —  h, 
x 2 —  y ì — k.

L a second a equazione si può scrivere  

{x +  y){x  — y) =  k 

ossia, in  forza d ella  prim a,

h(x — y) =  k c ioè x  — y  — -  .
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P oich é la  prim a d elle (21) e q u est’u ltim a equazione danno  
rispettivam ente la  som m a e la  d ifferenza di x  e y , basta  
som m arle e sottrarle membro a membro, e d iv idere per 2 
ambo i m em bri d elle  due equazioni così ottenute, per dedurne

x =  l { h + §
In modo del tutto sim ile  si r iso lve il sistem a

( 22 )

I x  — y  =  h,
ì X' — y 2 =  fa

Ed è del tipo (21) o (22) il sistem a, in  cu i si traduce il 
problem a : D eterm inare V ipo ten u sa  ed u n  cateto d i u n  tr ia n 
golo re ttan go lo , conoscendo la  loro som m a o la, loro d ifferenza  
e V a ltro  cateto .

12. Abbiam o visto che ciascu n o dei sistem i di 2° grado
(15), (18)—(22), considerati ai nn. 9 -11 , traduce in  equazioni, 
com e già si era preannunziato fin  dapprincip io  (n. 9), un  
certo problem a geom etrico in  due incogn ite . Qui g iova  ag
g iungere che codesti m edesim i sistem i tornano ta lvo lta  u tili 
anche quando l ’A lgebra si ap p lica  a lla  r iso lu zione dei pro
b lem i geom etrici in  im a  sola  incogn ita ,. S i ricordi, invero, 
che per la  in tavolazione a lgeb rica  di un ta le  problem a  
con vien e spesso  introdurre, accanto a ll’ incogn ita  p rincipale, 
q ualch e incogn ita  au siliare  (IV, n. 8). Orbene, non è in fre
quente il caso, che una incogn ita  a u siliare  r isu lti legata  a 
q u ella  p rincipa le  precisam ente da uno dei s istem i di 2° grado 
dianzi con siderati; e per lo p iù  accade che le  condizioni 
q u a lita tive  di p ossib ilità  d el s istem a rendano p iù  agevole  
la  d eterm inazione d elle  analoghe cond izion i di p o ssib ilità  
del problem a geom etrico  proposto.

18. Torniamo alle considerazioni generali sui sistemi di 2° grado. I l 
metodo di sostituzione, che al n. 7 abbiamo applicato al caso di un 
sistema di 2° grado in due incognite, permette di risolvere anche ogni 
sistema di 2° grado in  più di due incognite, purché sia  soddisfatta  (dai
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coefficienti del sistema) una  certa condizione qualitativa. Chiariremo 
questa condizione nel caso di un sistema di 2° grado in tre incognite

2/,
U n tale sistema è costituito da due equazioni di 1° grado in a\ //. 

e da una terza equazione di 2° grado nelle medesime incognite. Vo
lendo applicare in questo caso il metodo di sostituzione analogo a 
quello del n. 7, bisogna cominciare col considerare le due equazioni 
di 1° grado e risolverne il sistema rispetto a due delle incogniti', per 
es. rispetto ad y e zy come se la terza, cioè la x , fosse conosciuta. Dopo 
di che, sostituendo nella equazione di 2° grado ad y  e z  le loro espres
sioni per mezzo della x , così ottenute, si perviene ad un’equazione di 
2° grado nella sola x  (risultante in x  del sistema), le cui eventuali 
radici danno quei valori di x, che, associati a convenienti valori di // 
e zy costituiscono le soluzioni del sistem a; e questi valori di y  e z si 
trovano, sostituendo codesti valori della x  nelle espressioni di y  e z, otte
nute dapprincìpio. Ora è evidente che tutto ciò sta bene, purché sia  possi
bile risolvere rispetto ad y e z il sistema, delle due equazioni di 1° grado . 
quando vi si consideri la x  come conosciuta; e noi sappiamo che a tal 
fine occorre o basta che sia diverso da zero il determ inante dei quattro 
coefficienti di y  e z nelle due equazioni, cioè F espressione be' — b't\ 
se b, c e b’y c’ .sono i coefficienti di y  e z  nella prim a e, rispettivam ente, 
nella seconda equazione (Intimi., un. 50-53).

Tenendo conto anche degli altri risultati ottenuti nella discussione 
dei sistemi di due equazioni di 1° grado in due incognite, si può dimo
strare (e ciò può costituire un buon esercizio), che, quando non sia 
soddisfatta la condizione or ora indicata, il sistema di 2° grado proposto 
risulta o impossibile o indeterminato  (cioè, rispettivam ente, privo di 
soluzioni o dotato di infinite soluzioni, in guisa elio almeno ad una 
delle incognite si può sempre attribuire un valore arbitrario).

Tipi elementari di sistemi di 4° grado
14. Dopo i sistem i di 2° grado, i sistem i p iù  sem plici, 

se restiam o n el caso di due so le incogn ite  x e y. sono 
q uelli costitu iti da due equazioni, entram be di 2° grado 
in x e y ;  e, naturalm ente, possiam o supporre che non esista  
n essuna com binazione lineare di q ueste due equazioni, la 
quale r isu lti di 1° grado, g iacch é in tal caso il sistem a  
dato sarebbe eq u iva len te  ad un sistem a di 2° grado (Tntrod.. 
n. 46). Sotto questa cond izione essenzia le, il sistem a dato 
si chiam a d i  4° grado.
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P er com prendere la  ragione di q uesta  denom inazione, 
si im m agin i di applicare al sistem a il so lito  m etodo d i so - 
istituzione: c ioè si p en si di riso lvere una d elle  equazioni 
date rispetto ad una d elle  incognite, per es. rispetto  a lla  y  
(rispetto a lla  quale 1’ equazione considerata  sarà in  gen erale  
di 2° grado) e poi di sostitu ire 1’ esp ression e così o tten uta  
per la  y  (im plicante n ecessariam en te sotto un segno di ra
d ice quadrata una esp ression e con tenente la a) n e ll’ altra 
equazione. S i otterrebbe così una equazione n e lla  sola x 
(risu ltan te  in  x del sistem a), la  quale, liberata  dai rad icali 
(III, n. 21), r isu lterebbe p recisam ente d i  4° g ra d o  (vedansi 
gli Esercizi).

Q uesto fatto non solo g iu stifica  il nom e dato ai sistem i, 
che qui consideriam o, ma fa a ltresì com prendere com e la  
loro risoh izion e , in  quanto d ipende da q u ella  di u n ’ equa
zione di 4° grado, non s ia  in  gen erale  effettuabile con sole 
operazion i ra z io n a li e d i estrazion e d i  ra d ic i  Q uadrate  (n. 1).

T uttavia, poiché sappiam o che per tip i sp ecia li d i eq u a
zioni di 4° grado la  riso lu zione è r icon d u cib ile  a q u ella  di 
equazioni di 2° grado (nn. 2-4), com prendiam o ancora com e 
debbano esistere particolari sistem i di 4° grado riso lu b ili 
elem entarm ente, c ioè con operazioni razionali e di estrazione  
di rad ici quadrate. N e darem o nei prossim i nn. g li esem pi 
più  sem p lici. S i tratterà anche qui, com e ai nn. 9 -11 , di 
sistem i su scettib ili ciascuno di una im m ediata  in terpre
tazione geom etrica  ; e si potrà ripetere per ess i l ’ osserva
zione fatta  al n. 12 per i s istem i di 2° grado d ei nn. or ora 
citati.

15. Ad un particolare sistem a di 4° grado si è condotti dal 
problem a segu en te: D eterm inare le d im en sion i d i  u n  re tta n 
golo , che abbia  u n a  d a ta  d iagon ale  d e s ia  equivalen te a l 
q u adra to  d i dato  lato  1.

I l sistem a, che in  tal caso si o ttiene, è

x 2 +  y'z =  d \  x y  — l2.
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C onsideriam o, più  
metrico)

(23)

in  generale, il

 ̂ oc - y 2 =  /? ,

ì x y  =  *\

sistem a (ancora s im -

dove h e k  denotano due num eri (o due esp ression i letterali) 
quali si vogliano, che per altro possiam o supporre sod d isfa
centi a lle  due cond izioni h >  0, k  0. In fatti per li < 0  la 
prim a equazione r isu lta  im p ossib ile , m entre per 7̂  =  0 è sod
disfatta soltanto da x\ —  0, y  —  0 ; e d? altra parte per A* =  0 
la seconda equazione si decom pone in  x  =  0 e y  =  0. co 
sicché si ricad e su s istem i del tutto privi di interesse.

P er riso lvere il s istem a (23), si form i anzitutto la  com 
binazione lin eare d elle  due equazioni, che si o ttiene som 
mando m em bro a m em bro a lla  prim a la  seconda, dopo aver  
m oltip licato  ambo i m em bri di questa  per 2. O tteniam o cosi 
Y equazione

(24) x 2 +  y 2 4 -  %xy =  h - h 2 k  o ssia  (x -4- y f  =  h - t -  2k,

che si può sostitu ire, n el s istem a (23), a lla  prim a equazione  
(Introd., n. 46). Se li 4 -  2A; <  0, q u est1 equazione è im p ossib ile , 
e quindi è ta le anche il sistem a. E sclu so  questo caso, la  (24) 
si decom pone n e lle  due equazioni

x  4 -  y  —  V  h  4 -  2A;, x  4 -  y  =  — \ /h  4 -  2k ;

cosicché le  so luzion i del sistem a (23) sono date da tu tte (e 
sole) le  ev en tu a li so luzion i di c iascu n o  dei due seguenti 
sistem i

) x  4 -  y  \ /  h  4~ 2kj j x  4~ y :=: — \ /  k  4~ 2Aj, 
t x y  =  k; \ x y ~ k ;

che sono entram bi del tipo considerato al n. 9. I l sistem a  
(23) può d unque am m ettere 4 so luzion i o 2 o nessuna.

16. C onsideriam o, in vece, il sistem a, pur esso  di 4° grado. 

( x 2 — y 2 =  li,
I x y  — k,
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dove, per non ricadere su casi privi d’ interesse, supporrem o  
7?2gO, &5g;0. N on va le  in  questo caso un artific io  analogo  
a q uello  del n. prec. R icorriam o allora al m etodo gen erale  
di sostituzione.

D alla seconda equazione si r ileva  che, in  ogni eventuale  
soluzione, i valori d elle  due incogn ite debbono essere en 
tram bi d iversi da zero. P erciò  tutte le  so luzion i d ella  seconda  
equazione, fra le  quali vanno cercate q u elle  del sistem a, 
sono date da

x  arbitraria e d iversa da zero, y  =  - ,
7 J x

Sostituendo questa esp ression e di y  n e lla  prim a equa
zione, si trova che i valori di x, cu i corrispondono so luzion i 
d el sistem a, sono d efin iti d a ll’ equazione {risu ltan te  in  x  del 
sistem a)

o fc* 7x r --------- =  II,xr

la  quale, in quanto si è già esc lu so  il valore x  ~  0, ò qui 
eq u iva lente a quella , che se ne deduce liberandola  dal d en o
m inatore, cioè a lla

x 4 — hx~ — k 2 =  0.

Q uesta b iquadratica elem entare, in  quanto il term ine noto 
è n egativo, am m ette in  ogni caso due radici, fra loro op
poste (n. 2). Sono questi i valori d ella  x ;  e, in  forza della  
seconda d e lle  (25), risu ltano fra loro opposti anche i corri
spondenti valori d ella  y, cosicch é il sistem a (25) am m ette  
sem pre due soluzioni, fra loro opposte.

N aturalm ente questo metodo generale di sostituzione è applicabile 
anche al sistema (24) del n. prec. ; ma in questo caso la biquadratica 
elementare, che si ottiene come risultante in x  del sistema, può avere 
4 radici o 2 o nessuna.

Del resto entram bi i sistemi (24), (25) si jjossono risolvere, osservando, 
che dalla seconda equazione, elevandone a quadrato ambo i membri, si 
deduce x 2y 2 == fc2, cosicché si conoscono la somma e il prodotto di x 2 e =±= y 2.

Perciò i valori eventuali di x 2 e =*= y'2 si trovano come radici di 
mi’equazione di 2° grado (n. 9), e quelli di x  e y  se ne deducono con
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estrazioni di radice quadrata, purché, naturalm ente, i valori trovati per 
#2, y 2 siano positivi.

Solo, in quanto si è sostituita alla seconda equazione del sistema 
quella, che se ne deduce elevandone a quadrato ambo i membri, si 
possono essere introdotte soluzioni estranee (III , n. 20) ; e delle coppie 
di valori trovati per x  e y  bisogna conservare solo quelle, il cui pro
dotto risulta uguale a k  (e non a — k).

Si noti che, se nell’equazione di 2° grado, cui si è così condotti, si 
mette x 2 al posto dell’incognita, si ritrova la biquadratica elementare, 
che si ottiene come risu ltante in x  del sistem a col metodo generale di 
sostituzione.

17, P iù  sem p lice ancora è la  riso lu zione del sistem a di 
4° grado

( x 2 - \ - y 2 — h ,
I x 2 — y 2 — k .

D ei quadrati d elle  in cogn ite  si conoscono la  som m a e la  
differenza, onde si r icava sen z’ altro, som m ando e sottraendo  
membro a m èm bro le  due equazioni, e dividendo' per 2 ambo 
i membri di ciascu n a  d elle  due equazioni così ottenute,

* * =  g (* +  *), y* = - ( * - * ) .

Il sistem a è p ossib ile , purché nè F im o  nè F altro dei 
due secondi m em bri sia  n egativo. S i hanno 4 soluzioni, se 
sono entram bi p o sit iv i;  2 so luzioni, se uno è positivo  e Faltro  
nullo ; una so la  n el caso privo d’ in teresse, in  cu i siano en 
trambi n u lli (cioè x  =  y  =  0).

18. A ll’uno o a ll’altro dei sistem i di 2° o 4° grado, con 
siderati ai nn. 9-11, 15-17 si può ricondurre ogni sistem a  
costituito da due equazioni, che siano entram be di 1° grado 
rispetto a due esp ression i, prese com unque fra le

(26) x  +  y , x  — y , x y , x~ -+- i f ,  x l — t f .

Sia, ad es., il sistem a

j a (x 2 -+- y 2) +  bxy  =  c .
I a'{x2 -+~ y 2) +  b'xy —  c',

A mat.di U . * E nriques F . 12
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dove a , b, c, a ', b', c' sono dati. A ssum endo com e in cogn ite  
a u siliar ie

u  —  y ?, v  =  x y ,

si è condotti al sistem a

I OM +  =  C ,

j a'u  -f- 6't; =  c'.

S e questo è p ossib ile , cioè se è d iverso da zero il  deter
m inante ab' — a'b dei coe ffic ien ti (Introd., n. 52), ed è u  =  
v  =  v { la  sua soluzione, il sistem a dato è eq u iva len te al 
sistem a

j æ2 - h y 2 =  u  d,

( x y  =  v l ,

che è del tipo considerato al n. 15.
Similmente, applicando i metodi dei nn. 7-11, si riconduce all’uno 

o all’ altro dei sistemi di 2° o 4° grado dei nn. 9-11, 15-18 ogni sistema, 
che sia di 2° grado rispetto a due delle espressioni (26). Basta p ren
dere, caso per caso, come incognite ausiliarie codeste due espressioni.

19. Affermiamo qui da ultimo, pur senza poterlo dim ostrare (4), che 
i sistemi di 4° grado, in  due incognite, risolubili elementarmente (cioè 
con sole operazioni razionali e di estrazione di radici quadrate) si pos
sono tu tti ridurre, con opportune trasformazioni, alla forma seguente 
(che comprende come casi particolari tutti i sistemi dei nn. 15-17)

( a x 2 -t- bxy +  cy2 -4- h =  0 ,

( a 'x 2 - h  b'xy ~h c'y2 - h  h' =  0.

Essi sono caratterizzati dal fatto, che vi mancano tu tti i term ini di 
1° grado.

P e r risolvere un sistema di questo tipo, cominciamo col far vedere 
che si può sempre ridursi al caso, in  cui uno almeno dei due termini 
noti Jt ed hf sia nullo, talché una delle due equazioni risulti omogenea 
(cioè ottenuta uguagliando a zero un trinomio di 2° grado, omogeneo 
in x  ed y).

p) Ofr., per es., V. N o t a k i, Le equazioni di quarto grado ed i sistemi di due equa
zioni di secondo grado in due incognite, in F. E n k iq u e s , Questioni riguardanti le Mate
matiche elementari, Farte II; Bologna, Zanielielli. 1920*.
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Infatti, se h  ed h! sono entram bi diversi da zero, il sistema (27) è 
equivalente a quello, che da esso si ottiene, sostituendo ad una qual
siasi delle sue equazioni la loro combinazione lineare, che ha per mol
tiplicatori h’ e — h (Introd., n. 46), cioè la

(ah' — a'h)x2 4- (bh' — b’h)xy - f  (di' — c'h)y2 =  0,
la quale risu lta appunto omogenea. F a  eccezione soltanto il caso, in cui 
questa equazione svanisca, cioè risultino nulli sim ultaneam ente i suoi 
tre coefficienti. Ma in tal caso si ha

ossia
a’h  =  ah ', b'h == bh', c'h — eh

; h' ht h \  , h1a ~  — a, b1 =  — b, c =  — c : h h h
perciò la seconda delle equazioni (27) si può scrivere 

h'— (aæ2 - f  bxy -f- cy'2 ~h h) =  0, 

h'e coincide, a meno del moltiplicatore —, con la prima, cosicché il si
stema si riduce ad un’unica equazione.

Possiamo, dunque, considerare senz’altro un sistema della forimi

( -\-bxy  4- cy2 =  0,
( a’x 2 4- b'xy +  c'y2 -4- h' =  0 ;

ed è lecito aggiungere l’ ipotesi che i coefficienti a  e c della prima 
equazione siano entram bi diversi da zero, perchè se, ad es., fosse c —■ 0 
codesta equazione, si potrebbe scrivere

x(ax  4- by) =. 0,

cosicché si decomporrebbe nelle due equazioni

x  =  0, a x  4- by =  0 ;

e il sistema (28) am metterebbe tu tte (e sole) le soluzioni di ciascuno dei 
due sistemi

l x  =  0, ( a x  4- by =  0
( a 'x2 4“ b’xy  4 - c’y 2 4-  h’ —  0 ; j a 'x 2 4 -  b'xy +  c'y2 4 -  h ’ =  0 ;

che sono entram bi di 2° grado (n. 7).
Supposto perciò a ^  0, c 0, distinguiamo due casi, secondo d ie 

è f e '^ O o  h ’=  0.
I. h ' ^ 0  (sistema non omogeneo).

Per risolvere il sistema (28) basta determ inare tutte le soluzioni 
dell’ equazione omogenea 
(29) a x 2 4- bxy 4 cy2 =  0,
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e poi fra  esse cercare quelle, che eventualm ente soddisfano anche 
l’equazione non omogenea.

Ora è in primo luogo manifesto che la (29) è soddisfatta da x  =  0, 
y — 0 (soluzione nulla), ma questa soluzione non soddisfa la seconda 
equazione, perchè li' ^  0. D ’altra parte la (29) non ammette nessun’altra 
soluzione, per cui la oc sia nulla, giacche, ponendo in essa x  — 0, si ot
tiene cy2 — 0, e quindi, necessariam ente, y  — 0. Restano dunque da 
cercare quelle soluzioni della (29), per cui x  è diversa da zero. A tal 
fine poniamo

y  — u x ,

dove u  è un’incognita ausiliare. Sostituendo nella (29) e raccogliendo x 2. 
otteniamo

x 2(a - h bu -h cu2) — 0, 

e, poiché qui supponiamo x ^ 0 ,  dobbiamo avere 

(30) a  -f- bu -h cu2 =  0.

Vediamo così che tutte le soluzioni da noi volute della (29) si otten
gono dando ad x  un valore arbitrario  e ad y  il valore u Lx, dove iit 
sia una radice dell’equazione di 2° grado (30). Sono dunque possibili 
tre casi : se 62 — 4ac >  0, la (29) ammette, in corrispondenza delle due 
radici reali distinte della (30), due infinità di soluzioni, ciascuna del tipo

x  arbitraria, y  =  ;

se b2 — 4ac =  0, la (29), in corrispondenza della radice doppia della (30). 
ha un ’unica infinità di soluzioni di questo stesso tipo; infine se 
b2 — 4ac <  0, la (30) è priva di radici reali e la (29) non ammette nes
sun’altra soluzione oltre quella nulla.

In  quest’ultimo caso il sistema dato (28) è privo di soluzioni. Negli 
altri due, invece, bisogna cercare, in corrispondenza di ciascuna radice u t 
della (30), se esista qualche valore di x, che insieme con y =  u {x, renda 
soddisfatta anche la seconda delle equazioni (28), cioè sia tale che si 
abbia

x 2(a' H- b' uL -f- c’u f )  +  Tu' =  0.

Questa è un’ equazione di 2° grado (pura) in x , che, ove a' ò'w4-f- c'iii2 
risu lti di segno contrario ad dà per x  due valori (fra loro opposti); 
cosicché concludiamo che il sistema non omogeneo (28), quando non sia 
privo di soluzioni, ne ammette 4 oppure 2 (in ogni caso, a due a due. 
opposte fra loro).

IL  h ’=  0 (sistema omogeneo).
Abbiamo il sistema

(31)
ax- -f- bxy +  cy 2 — 0 
a 'x2 b'xy c'y2 =  0,
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P er risolverlo valgono le stesse considerazioni di pocanzi, ma il r i
sultato è nettam ente diverso.

Anzitutto la soluzione nulla x  =  0, y  — 0 soddisfa entrambe le equa
zioni. Quanto poi alle soluzioni, per cui è si trova, ponendo
y — ux  in tutte e due le equazioni,

x 2{a 4 - bu 4- cu2) — 0, x 2(a' 4- b'u 4 c'u2) — 0,

talché deve essere sim ultaneam ente 

(32) a  -t- bu 4 - cu2 =  0, a ' 4 b'u 4- c'u2 =  0.

Perciò il sistema ammette soluzioni, diverse da quella nulla, sempre 
e soltanto, quando queste due equazioni di 2° grado abbiano una radici » 
reale comune; e se u t è questa radice, il sistema ammette addirittura le 
infinite soluzioni

x  arbitraria, y  =  u Lx,

fra cui, lier x  =  0, risu lta compresa anche quella nulla.
Ya notato, che se le (32) hanno comuni tutte e due le radici, si ha 

un caso privo d’interesse, perchè le due equazioni (31) si riducono ad 
una sola. In fatti, denotate con u iì u2 codeste due radici, si hanno le 
due identità ( II I , n. 11)

a  +  ÒM +  cu2 =  c(u — u £)(u — u 2), a' 4- b'u - f  c'u2 — c'(u — mì)(w — u 2) : 

e quindi anche la
q1

a' 4- b'u 4- c'u2 — — (a 4- bu -v cu2) ; c

onde, per il principio d’identità dei polinomi (Introd., n. 15), risulta che 
a', b', c' sono proporzionali ad a, b, c; e le due equazioni (31) d iversi

ficano fra loro soltanto per il moltiplicatore numerico —.

20. Esempi :

( x 2 + -xy~h2y2 — M, 
l 2x2 — x y  4- y 2 =  16.

Calcolando di queste due equazioni la  combinazione lineare di mol
tiplicatori — 4 e 11, si ottiene l’equazione omogenea

lS x 2 — 15x y  4- 3y 2 —  0 ossia 6x2 —  5x y  4- y 2 =  0 ;

e di qui, ponendo y =  u x , si ricava, per x  0,
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Quest’ equazione eli 2° grado ha le due radici 3 e u 2 =  2. Sosti
tuendo nella seconda delle equazioni date y =  Sx  e y  — 2x, si trova, 
rispettivamente,

xr — 2 e x 2 ~  4

e quindi x  — =t: V2 e x  — =±: 2. I l  sistema ammette dunque le quattro 
soluzioni :

x  — y — se-- — V2, y  — — 3\/ 2;
as — 2, 2/^=4; — 2, 2/ — — 4-

< 2æ2 -4- 3;»2/ +  y~ — 70,
( 6ar -f- xy  — =  50.

L ’equazione omogenea, che dalle date si deduce, come combinazione 
lineare (di moltiplicatori — 5 e 7), è in questo caso

32æ2 — 8æî/ — 12 y 2 =  0 ossia Sx2 — 2 x y  — 3 y 2 — 0.

Col procedimento già applicato nell’ esempio precedente si trova che
4

questa equazione omogenea è soddisfatta da y = x  e da y  —  — 2x .o
Ma ponendo y =  — 2x nella prim a delle equazioni date si perviene ad

4
un’ equazione di 2° grado impossibile j mentre ponendovi y =  - x ,  si trova

x 2 =  9,

e quindi x  — =fc 3 ; cosicché il sistema ammette le due soluzioni 

x  --- 3, y  4 ; x  =  — 3, y  —  — 4.

( 2#2 — x y ~  10y2 =  0,
( tix2 — 17xy  5y l =. 0.

L a prim a di queste due equazioni omogenee è soddisfatta, per qual-
2 1

siasi x , tanto da y =  ~ x , quanto da y = — ^ x ; e la prim a di questeO a
due infinità di soluzioni soddisfa anche l’altra equazione. Perciò il si
stema ammette le infinite soluzioni:

x  arbitraria, y ==^X}

cioè risu lta soddisfatto da tutte le coppie di num eri proporzionali ad 1
2

e - ,  o, ciò che è lo stesso, a 5 e 2.5
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21. Si riconosco facilmente che, con lo stesso procedimento indicato 
al n. 19 per i sistemi della forma (28). sono risolubili anche i sistemi 
della forma (*)

( a x 2 -h bxy  -f- cy2 —  0 
( a 'x2 -h b'xty +  c'y2 Vx +  m 'y  -t- h' —  0.

(*) Solo in apparenza questi sistemi sono più generali dei sistemi (28), ai quali 
si possono sempre ridurre con opportune trasformazioni. Cfr. l ’ Art. di V. N o t a r i, 
citato a p. 178.





C a p i t o l o  Y I

| Badici d’ indice qualsiasi e calcolo dei radicali
i

| Radici d'indice qualsiasi dei numeri assoluti

1, P er  la  riso lu zione d e lle  equazioni di 2° grado, ci è 
bastato introdurre, accanto a lle  operazioni razionali (addi
zione a lgebrica , m oltip licazione e d ivisione), le  estrazion i 
di radice quadrata. Ma si è già  notato (V, n. 1) che, anche  
nel cam po elem entare, si incontrano problem i, a lla  cu i ri
soluzione codeste operazioni non sono p iù  su ffic ien ti:  per 
avere un esem pio estrem am ente sem p lice di ta li problem i 
si pensi la  ricerca  d ello  sp igolo del cubo che ha un dato 
volum e. S i è così condotti ad estendere il concetto di radice  
quadrata o d i in d ice  2 al caso d e ll’ in d ice  3 e, p iù  in  g e 
nerale, di in d ice  (intero positivo) q ualsiasi.

Questa esten sion e, già  praticam ente nota fin  da lle  S cu ole  
medie inferiori, è del tutto ovvia. P reso un num ero reale a 
e fissato  un intero positivo  n, si consideri Y equazione

(1) x n —  a .

Se e s iste  un num ero x  sod d isfacen te a questa  equazione, 
cioè tale che la  sua  potenza n ma s ia  u gu ale  ad a, questo  
numero si d ice ra d ice  n ma o d i in d ice  n  del num ero a ;  o 
si d ice estrazione d i ra d ice  n ma l ’ operazione, che, quando  
sia possib ile , conduce a determ inare un ta le num ero x.

In  p articolare la  radice di in d ice  3 si d ice cubica , in  
quanto l ’ estrazione di radice di in d ice 3 è l ’ inversa d e l
l’ elevam ento al cubo.

D obbiam o dunque studiare l ’ equazione (1) per ogni p os
sibile valore d e ll’ intero positivo  n  ; e, com e g ià  si è fatto
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per n =  2 (1, un. 16-18), la  considererem o qui dapprim a  
nel cam po dei num eri assoluti.

Vale anche per n  q u a lsiasi lo stesso  risu ltato , che per 
n — 2 dim ostram m o al n. 17 del Cap. I, cioè, qualu nq u e sia  
il num ero assoluto a, es iste  un num ero assoluto, ed uno solo, 
la cui n ma potenza sia  u guale ad a, o, in  altre parole, ogni 
num ero assolu to  am m ette , p e r  g u a ls ia s i va lore  delV in d ice  n, 
u n a  rad ice  n ma, ed u n a  sola. Q uesta radice n ma si denoterà

n _
col sim bolo \i a, continuando, com e nei Cap. p rec ., a trala
sciare V ind ice , quando esso sia  uguale a 2, cioè si tratti di 
radici quadrate.

R icordiam o che d ella  esisten za  d ella  radice quadrata \ /  a  
di un q u alsiasi num ero assoluto  a  potem m o assicu rarci su 
bito per via  geom etrica in  quanto y  a  è p recisam en te la  
lunghezza del segm ento m edio proporzionale (effettivam ente  
costru ib ile con la  riga e il com passo) tra il segm ento u n ità  
e quello  di lunghezza a  (I, n. 16). Ma per ogni altro in 
dice n  >  2, Y esistenza  d ella  radice non si può p iù  stab i
lire geom etricam ente.

Tutto al più, si può convincersi in modo intuitivo della esistenza 
della radice cubica, osservando che, se si fa variare con continuità la 
lunghezza dello spigolo di un cubo da 0 a +  w , anche il volume del 
cubo deve variare con continuità e, quindi, assumere mano mano tutti 
i possibili valori da 0 a +  co ; per ognuno di questi valori la lunghezza 
dello spigolo del cubo corrispondente dà appunto la radice cubica.

Si è dunque costretti a procedere per v ia  aritm etica  ; 
ma basta ripensare il ragionam ento, che allo stesso  fin e  si 
è fatto n el caso d ella  radice quadrata (I, n. 17) per com 
prendere com e esso si possa estendere al caso di q u a lsiasi 
altro indice. 2

2. P er chi non si accontenti di questa induzione, sviluppiamo qui 
un tale ragionamento.

Cominciamo con l’osservare che la radice n ma del numero asso
luto a risu lta razionale (cioè intera o fratta) soltanto quando a  sia la 
potenza n ma di un numero intero (o, come si suol dire, una potenza  
perfetta), oppure una frazione (irreducibile) avente per term ini due po
tenze perfette.
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Esclusi questi casi del tutto particolari, la radice n 1"" di a  non può 
essere che irrazionale, cosicché, per prendere una via che valga in 
tutti i casi possibili, conviene cercare di definire codesta radice per 
mezzo di una sezione. Precisam ente, assegnamo ad una classe I I  tutti 
i numeri razionali assoluti, la cui jmtenza n ma è minore di a , ad una 
classe K  tu tti quelli, la cui potenza n ma è maggiore di a. Queste due 
classi definiscono, nel campo dei numeri razionali assoluti, una sezione 
(I, n. 3). In fa tti :

1) Balle cine classi può restare escluso, al pm . un solo numero 
razionale, cioè precisamente, quando pure esista, il numero razionale, 
la cui potenza n ma sia proprio uguale ad a\ mentre ogni altro numero 
razionale, avendo una potenza n wa minore o maggiore di a , appartiene 
o ad H  o a K .

2) L a  classe I I  contiene, con ogni suo numero li. tu tti i numeri 
minori, perchè essendo lin <^a, anche ogni numero minore di h ha una 
potenza n tm minore di a  (Introd., n. 5F; I, n. 15); e, similmente la K  
contiene, con ogni suo numero fc, ogni numero maggiore.

3) L a  classe I I  non contiene massimo. P er semplicità dimostriamolo 
per n — 3. Si tratta  di far vedere che se li è un numero della Ü , cioè

se KA <  a, si può sempre trovare una frazione -  abbastanza piccola (cioè

un intero p  abbastanza grande), perchè si abbia ancora

(2)

cioè (Introd., n. 13)
7, 3 fc2 3 h 1
liò -f-------- h - T  +  -1 <  a .p  p 2 p ò

P er trovare questo intero p, consideriamo la differenza d — a  — h 3, 
talché sia
(8) a  =  liA -f- d,

e scegliamo p  abbastanza grande, perchè risulti simultaneamente

m  ^  1 * 
p - < 3 d’

3 ^ 1 .

Sarà allora

7, 3W- Sh 1 ^  7 , 1 1 _ 1 . . ,  7
hò-i-------- +  J  +  ô ^  +  ô d — hA-\-d ;p  p 2 p 3 3 3 3

cioè, in forza della (3), sussisterà appunto la (2).
Similmente si dimostra che la classe K  non contiene minimo. 
Stabilito così che le due classi / /  e K  costituiscono una sezione nel 

campo dei num eri razionali, avremo che questa sezione ( l i  |JK) definisce
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un certo numero (reale assoluto) 6; e non è difficile riconoscere che 
questo b é precisamente la radice, da noi voluta, di a.

Anche qui, per semplicità, ragioniamo nel caso n  — 3. Dobbiamo far 
vedere che

ò3 =  a;
cioè, considerata la sezione ( H 3\ K' S), che definisce b5 (I, n. 10), biso
gna dimostrare che anche a  è maggiore di tu tti i numeri di J2"3 e mi
nore di tu tti quelli di .K 3 (I, n. 4). Ora, come sappiamo, la classe J f 3 
è costituita da tu tti (e soli) i prodotti h ^ h z  di tre num eri hlf h2, h3 
(uguali o no), presi comunque in l i ; e, poiché, per la definizione del
la H , si ha

h i3 <  a,  li.? <  a , h33 < » ,  

sarà anche (Iiitrod., n. 5D; I, n. 15)

V  h.? V  <  a 3,

e quindi (Intimi., n. 5F; I, n. 15)

h i W  <  »•

Si ha dunque veram ente che a  è maggiore di ogni numero di f f 3; 
e, poiché similmente si riconosce che a  é minore di ogni numero di 1£3, 
si conclude che a  é uguale a 63.

I l  ragionamento precedente kvale in ogni caso, onde resta stabilito 
che, per qualsiasi valore dell’indice n, ogni numero reale assoluto am
mette una radice n ma assoluta.

E  non ve ne può essere che una sola, giacché, se é bn =  a, ogni 
altro numero assoluto diverso da b ha una potenza wm", che é necessa
riam ente diversa da a  (Introd., n. 52T; I, n. 15).

Radici d’indice qualsiasi dei numeri relativi

3. Torniamo nel campo dei numeri relativi, e conside
riamo dapprima un numero a positivo. Qualunque sia F in
dice n, il numero a ammette certamente una radice nma 
positiva, cioè precisamente quella, che ha per valore asso
luto la radice nma assoluta del valore assoluto di a (nn. 1, 2); 
ed è a questa radice nma positiva od aritmetica, che, in 
questo caso di un numero a positivo, riserveremo sempre il

n __
simbolo \ a ,  come già si è convenuto nel caso di n — 2 
(I, n. 19).
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Ma se n  è pari, ad es. uguale a 4, in siem e con la  radice
4 _ 4 _

quarta positiva  V a ,  anche il num ero opposto — V a  am m ette  
com e quarta potenza il num ero a, perchè

( _ V 5 ) = ( t a ) ‘= a .
4 _

Questo num ero — V a  si d ice radice quarta n eg a tiva  di a.
4 _  4 _

Ed è m an ifesto  che, o ltre V a  e — V a ,  il num ero a  non am 
m ette a ltre rad ici quarte, perchè ogni altro num ero relativo, 
diverso da cod esti due, ha una quarta potenza d iversa  da a 
(Introd., n. 5F ;  I, n. 15). E tutto ciò si può ripetere per 
qualsiasi in d ice  pari.

Se in v ece  F in d ice  n  è d is p a r i , ad es. u guale a 3, un

numero p ositivo  a, oltre la radice positiva  \ /a ,  non am m ette

altra radice cubica, perchè la terza potenza di — \  a  è u gu ale  
a — a e non ad a, e, d’ altro canto, ogni num ero diverso da
3 _ 3 _
V a e — \ a  ha una terza potenza, il cu i valore assoluto  è 
diverso da a.

4. P assiam o al caso di un num ero a n ega tivo , e anzitutto  
supponiam o che F in d ice n  sia  d is p a r i . I l num ero a  am m ette  
certam ente una radice n ma negativa, cioè il num ero nega-

n __
tivo — V M >  Ĉ e h a per valore assoluto  la  rad ice n ma (asso
luta) del valore assoluto \a\ di a, perchè, essendo n  dispari 
ed a  negativo, si ha

N è a  può am m ettere altre radici n me, perchè ogni num ero
n ___

diverso da — V| a |  ha una potenza n ma d iversa da a. P er 
ciò in  questo caso (a <  0 ed n  dispari) abbiam o

n _ n __
V a  =  — V |a |.

R esta in fin e  da considerare il caso, in cui a sia  negativo  
ed n  p a r i . In  tal caso il num ero a non può am m ettere, nel
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cam po dei num eri rea li re la tiv i, a lcuna radice n ma, perchè  
ogni num ero relativo, elevato  a ll’esponente pari n, dà un  
num ero positivo .

P er dare un senso anche alle radici di indice pari dei num eri nega
tivi, bisogna, come già si è accennato nel caso di n  =  2 (I, n. 19), 
estendere il campo dei numeri, aggiungendo ai num eri reali i cosiddetti 
num eri im m aginari o complessi; e nel campo di numeri, così ampliato, 
si dimostra che, qualunque sia V indice n  (pari o dispari), ogni numero 
(reale o anche complesso) ammette n  radici n me diverse.

5. R iassum endo abbiam o che, nel cam po dei num eri reali 
re la tiv i: P e r  n  pari, ogni num ero p o sitivo  am m ette dtie r a 
d ic i n me, f r a  loro opposte, m entre ogni num ero negativo  non  
ne am m ette a lcu n a . P er n  d ispari, ogni num ero am m ette  u n a  
ra d ice  n ma ed u n a  so la , la  quale è p o s it iv a  o n ega tiva , se
condo che ta le  è i l  num ero con sidera to .

T enendo conto della  convenzione, fatta al n. 3, di deno
ti _

tare con \! a, se a  è p ositivo  ed n  pari, la  radice n ma p o s i-
n _

tiv a  di a, possiam o anche dire che il  sim bolo y ja , quando a  
è positivo , rappresenta sem pre un num ero p o sitivo , m entre, 
quando a  è negativo, rappresenta un num ero n egativo  se n  
è d isp a r i  e non ha a lcu n  senso  se n  è p a r i .

Calcolo dei radicali

6 . Come g ià  per i rad icali quadratici (II, nn. 4, 5) anche  
per q u elli di in d ice q u a lsia si d iscendono dalla  loro d efin i
zione e d a lle  proprietà d elle  potenze (Introd., n. 4 ; I, n. 15) 
a lcu n e regole di ca lco lo , che stab ilirem o n ei prossim i nn. 
Ma affin ch è le  identità , che esprim ono ta li regole, valgano  
senza> eccezione è n ecessario  supporre che i rad icandi siano  
tu tti p o s it iv i  e considerarne, in  ogni caso, le  rad ici p o s itiv e  
od a ritm etich e .

Quando nei calcoli si sia condotti a considerare anche radicali (d’in
dice dispari) a radicando negativo, è facile riconoscere, caso per caso, 
si* e fino a qual punto codeste regole si mantengano applicabili.
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7. P er  d efin izion e su ssiste  la  identità

e dalla  d efin izione stessa  d iscén de an ch e q u est’ altra, che. 
al pari d ella  (4), va tenuta sem pre presente.

(5) y ò ” =  a,.

L a (4) sussiste anche per a  <  0, purché il radicale abbia senso, cioè 
n  sia dispari. Invece la (5), quando a  sia negativo, può risultare falsa. 
pur avendo senso il radicale, che compare a primo membro. Precisa- 
mente, ciò accade quando a  è negativo ed n  è pari, giacche in tal caso,

dovendo \!a n denotare, come sempre, la radice positiva del suo radi
cando (positivo), si ha, in luogo della (5), la

n_
V an — — a .

8. A base del ca lco lo  dei rad ica li di ind ice q u a lsiasi 
stanno le  due segu en ti identità , che estendono q u elle  sta 
b ilite  per i rad ica li quadratici al n. 4 del Cap. II, e che  
F alunno dedurrà in  modo perfettam ente analogo d alle cor
rispondenti proprietà d e lle  potenze:

n ____  n _ n _
(li) y/ab =y/a  y/b;

n n

e la  prim a su ssiste  anche n el caso di un prodotto di quanti 
si vogliano fattori.

E sse danno luogo ai due segu en ti en u n cia ti:
A ) L a  radice n ma di u n  prodotto è uguale al prodo tto  

delle radici n me dei fattori.
B) L a  radice n ma di un  quoziente è uguale al quoziente 

delle radici n me del dividendo e del divisore.
Interpretate in senso inverso, le  due identità  (6) e (7) 

perm ettono di ridurre ad u n  unico radicale sia il prodotto
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di p iù  radicali dello stesso indice , sia il quoziente di due 
radicali dello stesso indice .

9. D a lla  identità  (6) d iscendono im m ediatam ente a lcu ne  
conseguenze notevoli.

A) N e lla  (6) sostitu iam o a n ad a ed applich iam o la (5); 
otteniam o la  identità

n ___  n __
\ a vb =  a y b ,

la  quale ci d ice che se fra i fattori del radicando v i è una 
potenza di esponente uguale a ll’ in d ice  d ella  radice, si può  
portarne fuori del segno di rad ice la  base (riducendone  
ad 1 l ’ esponente); e v iceversa , un fattore esterno si può 
portare sotto il segno di radice, purché si e lev i a ll’ esp o
nente u guale a ll’ ind ice di radice.

/ n \m
B ) Considerando \V & / com e prodotto dei suoi fattori 

e riducendo questi ni rad ica li ad uno solo, troviam o su c
cessivam en te

I n _\ m n _ n _ n _ n  ___
\Vaj = V a V a . . . \ a  =  Vam,

1 2  ni
cioè

/ w _\ m n ___
(8) I V a j  = V a m .

D unque per elevare u n  radicale ad una certa potenza , 
basta elevare alV esponente prefissato il radicando .

Ciò si può anche esprim ere dicendo che se si deve 
estrarre da u n  numero la radice di u n  certo indice e poi 
elevare il risultato ad u n  certo esponente, è indifferente V or
dine in  cui si eseguiscono le due operazioni.

10. A lle identità fondam entali (6), (7) va aggiun ta  questa  
altra

ni ------/  n _ n m _
(9) \  ÿ /a  =  ÿ /a ;

cioè : L a  radice m ma della radice n ma di u n  numero  (o di
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un’ espressione, 1’ uno o Y altra positiv i) è uguale alla radice 
di indice m n  di quel numero  (o di q u e ll’ espressione).

Per dim ostrare questa  identità  basta far vedere che, eie-

di una nota proprietà d elle  potenze (I, n. 4; II, n. 15), per 
elevare una q u a lsia si base a ll’ esponente m n , basta elevarla  
prima a ll’ esponente m, e poi elevare il risu ltato  a ll’ espo- 
nente n  ; e in tal modo si ottiene su ccessivam en te, in virtù  
della (4),

11. D alla  (9) si deducono i segu en ti im portanti corollari: 
A) Ogni radice di indice non prim o si può calcolare, 

estraendo successivamente p iù  radici di indice prim o .
Così, per es.

B) Se n e lla  (9) sostitu iam o an in  luogo di a  e ap p li
chiamo la  (5), troviam o la  nuova identità

la quale esprim e il segu en te teorem a assa i n otevo le: Un- 
radicale non cambia valore, se si eleva il radicando ad u n  
esponente n  qualsiasi e, nel medesimo tempo, si moltiplica 
Vindice per quello stesso numero n.

Questo teorem a perm ette di ridurre p iù  radicali allo stesso 
indice, senza alterarne il valore. Così, se si hanno i rad icali

n i mn_
( 10) y ja  =  \ / a n ;

Va, V'6>
essi sono risp ettivam en te u gu ali a

n i_ n

mn
V a ” , ÿ b m .

A m ald i U. - E n r iq u es  F.
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M anifestam ente com e in d ice  com une si può prendere, 
in  luogo del prodotto degli in d ic i dei rad ica li dati, un  q u a l
s ia s i altro loro m ultip lo  com une; e, se codesti in d ic i non  
sono prim i fra loro, converrà preferire il loro m inim o m u l
tip lo com une.

0) L* identità  (10), letta  da destra a sin istra , ci d ice  
che se s i considera  u n a  certa ra d ice  d i u n a  d e term in a ta  p o 
ten za  e V in d ice  e V esponente hanno u n  fa ttore  com une , s i pu ò  
sopprim ere questo fa ttore  com une , senza  che re s ti a ltera to  il  
valore del ra d ic a le  considerato  (sem plificazione del radicale). 

Così per esem pio
9 _  3 _

V 'a 6 =  V a 2.

Nuovi tipi di equazioni e di sistemi 
risolubili per radicali

12. Con la introduzione della estrazione di radice di indice qualsiasi 
è resa possibile la risoluzione di nuove equazioni di grado superiore 
al 2°.

Anzitutto, in base alla defizizione stessa di radice, diventano riso
lubili per ogni grado n  (escluso soltanto il caso di n  pari ed a  negativo) 
le equazioni della forma

x n — a — 0,

che si dicono equazioni binomie.
Ed è pure risolubile ogni equazione della forma

(11) x 2n -f -p x v -f - q =  0,

la quale si chiama equazione trinomia elementare di grado 2n. Essa 
generalizza evidentem ente V equazione biquadratica elem entare (V, n. 2) 
e si risolve in modo perfettam ente analogo. Se si assume come inco- 
cognita ausiliare la u =  x 1l9 si è condotti all’ equazione di 2° grado in n

(12) u 2 -f~ pu  -f - q =  0,

onde risu lta  che, se u t è una radice reale di quest’ultim a equazione, 
la (11) è soddisfatta da ogni radice dell’equazione binomia

x n =  u i ;

mentre d ’altra parte è chiaro che la (11) non può am m ettere altre
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radici, oltre quelle che si possono ottenere in questo modo. Si riconosce 
così (n. 5) che, se n  è pari, la (11) ha radici "reali solo se la (12) ha 
radici positive, e, in corrispondenza di ciascuna di queste, la (11) am
mette due radici opposte. Se invece n  è dispari, la (11) ammette una 
radice reale (ed una sola) in corrispondenza di ogni radice reale della 
(12), sia essa positiva o negativa. Come esercizio, si caratterizzino, in 
base ai segni dei coefficienti (e del discriminante) della (12), i vaia' 
casi possibili per le radici della (11).

13. Osservazioni analoghe si possono fare per i sistemi. Limitandoci 
per semplicità al caso di due sole incognite x  e y, possiamo risolvere con 
estrazioni di radice di indici opportuni ogni sistema di due equazioni 
in x  e y, tale che, ove si assumano come incognite ausiliari do e con
venienti potenze di x  e y, cioè si ponga, per certi due in teri n  od 
ni, u =  x n, v =  y m, si riduca, nelle nuove incognite il e v, ad un sistema 
di 1° o 2° grado, od anche ad uno di quei particolari sistemi di 4° grado, 
che ai nn. 15-19 del Cap. prec. abbiamo im parato a ridu rre  ad equazioni 
di 2° grado. Se u  — , v =  v l è una soluzione del sistema ausiliare
così ottenuto, ogni coppia di valori di x  e y , soddisfacenti, rispettiva
mente, alle due equazioni binomie

darà una soluzione del sistema dato; ed in  questo modo se ne trove
ranno tu tte le possibili soluzioni, prendendo successivamente in consi
derazione le diverse soluzioni del sistema ausiliare.

Così, per es., il sistema simmetrico (di 9° grado)

che è del tipo (15), considerato al n. 9 del Cap. prec. Sotto l’ipotesi 
li3
-j- — k  >  0 , il sistem a ausiliare (14) ammette le due soluzioni

x n =  u t , y m =

(13)
 ̂ x 3 -\-y3z= h 

} x 3y 3 — fc

ove si ponga x  — x 3, v — y3, si riduce al sistema

(14)
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onde, tenendo conto delle jiosizioni u  =  x 3, v =  y3, si conclude che il si
stema dato (13) ammette le due soluzioni (*)

-Vì-VS-* -Vi-V?-*'

(») A  puro titolo di curiosità, notiamo che alla formula risolutiva generale delle 
equazioni di 3° grado in una incognita (V, n. 1) si perviene, facendone dipendere la 
risoluzione da quella di un sistema, in due incognite ausiliari, del tipo (13).



C a p i t o l o  V II

Potenze ad esponente reale qualsiasi

1. R iprendiam o il concetto di potenza di un numero. F in  
dai princip i del ca lco lo  lettera le , dopo aver defin ito  la  po
tenza di nn num ero a ad un esp on en te intero positivo  ro, 
com e prodotto di n  fattori u gu a li ad a, siam o stati condotti 
ad estendere il  concetto di potenza anche al caso, in  cui 
T esponente sia  nullo o intero negativo ; e, p recisam ente, si 
è posto per d efin izione, qualunque sia  il  num ero a e qua
lunque sia  Y intero relativo n  (Introd., n. 4 ; I, n. 15),

a» —  1, a ~ n —  —  • 
a n

Si è poi d im ostrato che per il ca lco lo  d elle  potenze così 
estese si conservano va lid e q u elle  stesse  regole, che v a le 
vano n el caso d eg li esponenti in teri p ositiv i e che sono  
espresse d a lle  id en tità  (dove a e b denotano due num eri 
quali si vogliano e g li esponenti in teri m  ed n  possono e s 
sere, ind ifferentem ente, p ositiv i o n egativ i o anche nulli):

( I ) (ah)n =  a ”bn ,

(II) (am)n =  a m n,

(III)
laV l a"
\b j

(IY) a ma n = a m+n

(V )
n ̂

=  a m- ”
an

In  questo Capitolo ci proponiam o di estendere u lterior
m ente il concetto di potenza, per arrivare a lle  potenze ad
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esponente reale relativo qua lsiasi ; e vedrem o che anche in  
questo caso p iù  generale seguitano a va lere le  proprietà  
esp resse d a lle  id en tità  (I)-(V).

D obbiam o per altro im porre due restrizion i, che b iso 
gnerà tenere sem pre p resen ti: 1) i numeri, che si adotte
ranno come basi, si dovranno supporre sempre p ositiv i ; 2) tutte 
le volte che si parlerei di radici, d'indice qualsiasi, di tali 
numeri positivi, si dovranno intendere le radici p ositive od 
aritm etiche.

Potenze ad esponente razionale

2. Com inciam o col d efin ire le  potenze (dei num eri p o si
tivi) ad esponente razionale relativo q u a lsiasi. M ostrerem o  
così che il calcolo dei radicali, studiato n el Capitolo pre
cedente, s i può considerare com e un calcolo di potenze.

P er  riferirc i ad un caso determ inato proponiam oci di 
calco lare la  radice cu b ica  d ella  sesta  potenza a 6 di un nu 
mero positivo a , cioè

S iccom e a6 si può scrivere (n. 1, II) 

a 6 =  (a 2)3,

otterrem o sen z’ altro
3 __

cioè
3 __  6

V a 6 =  a 3 ; 

e n ello  stesso  modo si avrà

3   ® 3   1? 3   16
V » 9 =  as, y  a12 =  a », V » 10 =  a 3

Q uesta riduzione del rad ica le ad una potenza non è più  
p ossib ile  se, p . es., si vu o le  estrarre la  radice cu b ica  di a \  
perchè 7 non  è d iv is ib ile  per 3 e perciò  non si possono
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raggruppare i 7 fattori a  d i a 1 in  tre prodotti parziali di 
ugual num ero di fattori ciascuno. S e proviam o tu ttavia  ad 
applicare form alm ente la  stessa  riduzione u sata  d ianzi nel 
caso in  cu i Y esponente di a  era d iv is ib ile  per 3. siam o con 
dotti al segno

7

a? ,

che non ha per se stesso  n essu n  sign ificato .
A llora, per rendere form alm ente p ossib ile  anche in questo  

caso la  su accenn ata  trasform azione algebrica, converrem o  
di rappresentare col segno

il rad icale

-  7
e direm o che a? è la  « p o ten za  d e lla  base a  a ll’esponente  r> ».

Parlando in  generale , il  rad ica le

—
\ a P

o, ciò che è lo stesso  (YI, n. 9E),

se p  è d iv is ib ile  per q, è r id u cib ile  a lla  potenza ad esp o
nente intero

p
a * .

Se poi p  non è d iv is ib ile  per q , no i p e r  convenzione  rap
presenterem o ancora q uel rad ica le  col segno

p
a*.

S u ssisterà  dunque in  ogni caso la  identità

< z_  ?  ( £\*
V =  =  a*  o ssia  \ a y  — a p ,
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la  quale, se p  è d iv is ib ile  per q , esprim e una proprietà  
d elle  potenze ad esponente intero ; e se in vece  $  non è d i
v is ib ile  per q forn isce la  defin izione d ella  « potenza di a  

Pa ll’ esp on en te -  ».

Così, in  particolare, sarà:

1 _ 3 ?! io___ io__
22 =  V 2, 42 = ( V 4 ) 3 =  8, 42’1 =  410=  V 4 21, 5 ° * » = V 5 s, ecc.

3. L a convenzione del n. prec. si estende anche al caso 
di esponenti fratti n egativ i; cioè si pone

_ P  a ___
a  v = } / a - p ,

con la  sola  avvertenza di attribuire il  segno — al num eratore  
d e ll’ esponente, in  quanto il denom inatore, che forn isce Y in 
d ice di una estrazione di radice, non può essere che positivo. 

R icaviam o poi d alle su ccessiv e  identità

0!

che su ssiste  anche per le  potenze ad esponenti frazionari 
la  iden tità

a  Q p ?
a i

L a definizione di potenza ad esponente frazionario non  si può esten
dere nello stesso modo al caso delle basi negative, perchè i num eri 
negativi non ammettono radici di indice pari (VI, n. 5).

4. P e i ca lco li con potenze ad esponente frazionario su s
sistono le  stesse  regole fondam entali va lide per le  potenze  
ad esponente intero.

È invero fa c ile  m ostrare com e su ssistan o ancora le  iden 
tità  (I)-(V) del n. 1. L a dim ostrazione si fa per tutte nel
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m edesim o modo : si sostitu iscon o n el prim o m em bro alle  
potenze ad esponente frazionario i corrispondenti radicali, si 
eseguiscono le  operazioni secondo le  regole del ca lco lo  dei 
radicali (VI, nn. 7-11) e in fin e  si scrive il risu ltato  sotto form a  
di potenza ad esponente frazionario.

D im ostriam o, p. es., la  (I), riferendoci, per fissare  le  idee, 
ad un caso num erico:

3 3 3

[ a b f =  cfi f i .

In fatti si hanno le  su ccessiv e  id en tità :

( d b f  =  V ( ò 6 ) ®  =  \ / f i  =  a®  f i  •

L asciando poi alF alunno di dim ostrare com e esercizio  
le (II), (III) e (V) del n. 1, dim ostriam o qui la  (IV), r iferen 
doci ancora ad un caso num erico :

_2 5 _ 2  5

a  3a i : = a  3 + *.

In fatti (si ricordi V I, nn. 8, 11B)

_ 2 3 ___  1 _____  12___12________ 12
a  3a 4z =  y a ~ 2 Va5 — Va~~8 V^15 =  V^~8̂ 15 —

12 —8+15 2 5
=  \ =  a  12 = a  3 + ì\

Andamento delle potenze ad esponente razionale 
al variare della base o dell5 esponente

5. Sappiam o che, n e l caso d elle  potenze ad esponente  
intero p o s itivo  d ei num eri p o s i t iv i , da b >  a  con segu e, q u a
lunque sia  F in terò  p ositivo  n, bn >  a n, e che, se m  ed n  
sono due num eri in teri p ositiv i, da n  >  m  con segu e a n >  a m 
oppure a n <  a m, secondo che il num ero positivo  a  è m aggiore  
o m inore di 1 (Introd., n. 5 jF, G; I, n. 15). Ci proponiam o  
qui di estendere a lle  potenze ad esponente razionale q uesti 
due criteri, che perm ettono di riconoscere come v a r ia  u n a
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po ten za  (a base positiva), qu a n d o , tenuto fisso V esponente, s i  
fa  v a r ia re  la  base , oppure , ten u ta  fissa  la  base , s i  fa  v a r ia re  
V esponente.

6. Prem ettiam o due osservazion i:
A) ogni p o ten za  d i  1, a d  esponente ra zio n a le , è uguale a d  1. 

Sono invero u gu a li ad 1 tutte le  potenze di 1 ad esp o
nente intero positivo , com e pure tutte le  rad ici (positive) 
di 1. Sarà quindi u guale ad 1 anche ogni potenza di 1 ad 
esponente razionale p ositivo; p. es.

3 5 _  5 _
i # = v i *  =  v i  =  i .

E così pure sarà uguale ad 1 ogni potenza di 1 ad 
esponente razionale negativo, in  quanto non è che la  rec i
proca di una potenza di 1 ad esponente razionale p ositivo; 
così

, - { = ì = i .X   3  ±.

B) D ato u n  num ero p o sitivo  a , diverso  d a  1, secondo che 
esso è m aggiore o m inore d i  1, anche ogni su a  p o ten za  a d  
esponente razion a le  p o sitivo  è r isp e ttivam en te  m aggiore o m i
nore d i  1, m entre ogni su a  p o ten za  a d  esponente ra zion a le  
n egativo  è, risp e ttiva m en te , m inore o m aggiore d i  1.

S e l ’ esponente è un intero p ositivo  n, sappiam o già, com e 
si è ricordato al n. prec., che d a a > l o a < l  consegue, 
risp ettivam en te, a n >  1 o a n <  1. Prendiam o dunque anzi-

Ptutto com e esp on en te una q u a lsia si frazione p ositiva  — e indi-

p
chiam o con  b il  valore (positivo) di a D alla

p
b —  a*

ricaviam o, elevando am bo i m em bri alP esponente g,

bq — ap .
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Se a  >  1, avrem o anche a p >  1 e quindi & non può e s 
sere nè u gu ale nè m inore di 1, perchè in  tal caso anche 67, 
cioè a?, sarebbe r isp ettivam en te u gu ale o m inore di 1 ; co 
sicché si conclude

A nalogam ente da a  <  1 si deduce b <  1 ossia  a 7 <  1.
Se poi, com e esponente, prendiam o un q u alsiasi num ero

cosicché, essendo a* >  1 o < 1  secondo che è c t > l  o f K l ,

risu lta corrispondentem ente a  7 <  1 o >  1.

7. Ciò preinesso, d im ostriam o i due teorem i fondam entali, 
preannunciati al n. 5.

A) Se a  e b sono due n u m eri p ositiv i q u a li s i vogliano  
ed r  è u n  q u a ls ia s i num ero ra zio n a le , d a  b >  a  consegue 
br >  a r o br < a r secondo che è r >  0 o r <  0 ; cioè, quando  
in  u n a  p o ten za  a d  esponente ra zion a le  d i u n a  base p o s i
tiva  s i tiene fisso V esponente e s i  fa  crescere la  base , la  
potenzagcresce o decresce secondo che V esponente è p o s itivo  
o negativo.

In fatti d a ll1 ip otesi 6 > a  si deduce, d ividendo ambo i 

membri pel num ero positivo  a, -  >  1 e quindi, se r  >  0

p
b >  1 o ssia  a 7 >  1.

p

Prazionale negativo — -  , abbiam o

a 7
p

p

a
(n. prec., B),

ossia  —  >  1n.1a

o in fine
hv >  a r .
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Se in vece  è r  <  0, si ha (n. prec., B )

( - V  <  1 ossia  — <  1 
\ a j  a r

o in fin e
br <  a r.

B ) Se r  ed s  sono due n u m eri ra z io n a li  q uali si vogliano  
ed a  è u n  q u a ls ia s i num ero  positivo  d iverso  d a  1, d a  s > r  
consegue a s >  a r oppure a s <  a r, secondo che è a  >  1 oppure  
a  <  1 ; cioè, qu an do in  u n a  p o ten za  a d  esponente razion a le  
d i u n a  base p o s it iv a  (diversa da 1) s i  tiene fissa  la  base e 
s i  fa  crescere V esponente , la  p o ten za  cresce o decresce, secondo  
che la  base è m aggiore o m inore d i  1.

In fa tti, per confrontare le  due potenze a r ed a% se ne 
con sideri il  rapporto

dove, per Y ipotesi s >  r, si ha &* — r  >  0. P erciò , se è a  >  1, 
si avrà (n. prec. B)

qS
a s - r  ^  |  ossia  —  >  1 o in fin e  a s >  a r. 

a 1

E sim ilm en te, se è a  <  1, sarà

a s~ r  <  1, %  <  1, a* <  a ’\
a

8. In  v ista  di future applicazion i, con v ien e p recisare  
m eglio  il teorem a B ) del n. prec. E sso ci assicu ra  che, 
quando si tien e  fissa  la  base p ositiva  a  e s i fa  crescere
Y esponente^ razionale r, la  potenza a r cresce o d ecresce  
secondo ch e è a > l  o 0 < a < l ;  di conseguenza, quando
Y esp on en te si fa in v ece  decrescere, la  potenza a r, secondo
che è a > l  o d ecresce o, risp ettivam en te, cresce.
Orbene, vogliam o far vedere che in  ogni caso la  potenza  
n el crescere fin isce  co l d iventare grande quanto si vuole,
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e nel decrescere fin isce  col d iventare p iccola  quanto si 
vuole. D istin gu erem o i so liti due casi a  >  1 e 0 <  a  <  1. 
e ce ne occuperem o separatam ente nei prossim i due nn.

9. F issa ta  u n a  base a  >  1 :
A) s i p u ò  sem pre trovare u n  esponente ra zio n a le  p o s i- 

tiro r  abbastan za  g ra n d e , perchè a r r is u lti  m aggiore d i u n  
q u a lsia si num ero p o sitivo  p re fissa to  H , p e r  quanto g ra n d e  ; 
e ciò si esprim e brevem ente dicendo che qu an do V espo
nente tende a  +  oo, anche la  p o ten za  tende a  4 -  oo ;

B) s i p u ò  sem pre trovare u n  esponente ra zio n a le  nega
tivo — r, abbastan za  g ra n d e  in  valore assolu to  perchè a r v 
r isu lti  m inore d i u n  q u a ls ia s i num ero p o sitivo  p refissa to  e (*), 
per quanto p icco lo ; e ciò si esprim e brevem ente, dicendo  
che, quando V esponente tende a  — oo, la  p o ten za  tende a  
zero.

A) B asterà mostrare che si può trovare un intero  positivo n, 
abbastanza grande, perchè sia

(1) a n > H ,

giacché allora, per il n. 7B, la stessa disuguaglianza v arrà  per ogni 
esponente razionale r  >  n.

P er trovare un intero n  soddisfacente alla (1), si consideri l’identità

an — 1 =  (a — l)(an—1 -h a11—2 ... a2 a - f -1),

che è stata dim ostrata negli elementi del Calcolo letterale (Introd., n. 16) e 
che del resto, si verifica subito, eseguendo il prodotto indicato a secondo 
membro. I l  secondo fattore del secondo membro comprende n  termini, 
di cui P ultimo è 1 e gli altri, per l’ipotesi a  >  1, sono tu tti maggiori 
di 1 (n. 6J3), cosicché, se si sostituisce a ciascuno di essi l’unità, il se
condo membro rimpicciolirà e avremo

an _  1 >  (a — 1 )n ossia an >  1 -f- (a — 1 )n.

Allora, perchè risu lti soddisfatta la (1) basterà prendere l’intero n  
abbastanza grande, perchè sia

^
1 -f- (a — 1 )n >  H  ossia n  >  —---- j - .

(4Ì Leggasi « épsilon »; e è la lettera e (breve) dell’alfabeto greco.
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basta che sia

a ~ r <C e ossia — <[ e ar

e si è visto appunto or ora che si può sempre trovare un esponente 
razionale positivo r, soddisfacente a questa condizione.

10. F issa ta  u n a  base p o s itiv a  a  <  1 :
A) s i  p u ò  sem pre trovare u n  esponente ra zion a le  p o s i

tivo r  abbastan za  gra n d e  perchè la  p o ten za  a r, che s i  m a n 
tiene sem pre p o s it iv a , r isu lti  m inore d i u n  q u a ls ia s i num ero  
p o s itiv o  prefissa to  e, p e r  quan to  p iccolo; cioè, qu an do V espo
nente tende a  +  oo, la- po ten za  tende a  zero:

B ) s i p u ò  sem pre trovare u n  esponente razio n a le  nega
tivo  — r  abbastanza gra n d e  in  va lore assolu to , perchè a r v 
r isu lti  m aggiore d i u n  q u a ls ia s i num ero p o sitivo  p refissa to  H . 
p e r  quanto  gra n d e  ; cioè, quando V esponente tende a  — o o ,  

la p o ten za  tende a  +  o o .

A) In fa tti la condizione
ar <T s

si può anche sciàvero

e, poiché sotto l’ipotesi a<^ 1 risu lta  -  >  1, è possibile soddisfare a

questa condizione in forza del teorema B) del n. prec.
B) Slmilm ente la condizione

>  H
si può scrivere

e si può quindi soddisfare in forza del teorema A) del n. prec.

11. V a in fin e  rilevato  il segu en te teorem a, pur esso  
notevo le:

Q ualunque s ia  la  base p o s it iv a  a  (cioè, sia  essa  m ag
giore di 1 o com presa fra 0 ed 1), s i p u ò  sem pre trovare
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un  esponente ra zio n a le , p o sitivo  o n egativo , r  o — r, abba
stanza  piccolo in  va lore asso lu to , perchè la  p o ten za  a r o ar~r 
abbia d a  1 u n a  d ifferen za  che s ia , in  valore a sso lu to , m i
nore d i u n  q u a ls ia s i num ero p o sitivo  prefissa to  s, p e r  quanto  
piccolo ; e ciò  si esprim e, d icendo che quando V esponente 
tende a  0 (sia decrescendo, cioè per valori positiv i, sia  cre
scendo, cioè per valori negativ i) la  p o ten za  tende a d  1.

Supponiamo dapprim a l e ,  considerando il caso di un esponente 
razionale positivo r, notiamo che, in queste ipotesi, ar è in ogni caso 
maggiore di 1 (n. 67?), onde bisogna far vedere che si può dare ad r 
un valore abbastanza piccolo, perchè risulti

(2) ar -  l < s ,
ossia
(2') a ' <  1 +  6.

A tal fine si prenda (eom! è possibile, per il n. 97?, in quanto 1 -} s 
è maggiore di 1) un numero razionale s abbastanza grande perchè si abbia

(1 -b s)* >  a .

Di qui, elevando ambo i membri all’ esponente -  e ponendo -  =  r , si
ottiene la (2'), ossia la (2).

Se poi, sempre nell’ipotesi 1, si vuol considerare il caso di un 
esponente razionale negativo, basta dim ostrare che si può scegliere un 
numero razionale positivo r  abbastanza grande, perchè risulti

(3) 1 — a ~ r  <  s,
ossia
(3') 1 - s  < «-»* .

Ora, avendosi 1 — £*<1? si può sempre trovare (n. 1 DA) un esponente ,v, 
tale che risulti

( 1 - * ) * < » - * ,

e di qui, elevando ambo i membri all’esponente -  e ponendo ~s — r -

ottiene la (3'), ossia la (3).
Esaurito così il caso a > l ,  si riconduce ad esso anche il caso 

osservando che si ha

1 / l \ “ r Ia* ~ ------=  -  , a—1 =a ~ r \a) a r

e che, sotto l ’ipotesi ammessa, è - ^ > 1 .

tr
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P oten ze ad esponente irrazion a le

12. N e lle  su ccessiv e  esten sion i del concetto di potenza  
di un num ero positivo  non resta  p iù  che un passo, cioè d e fi
n ire le  potenze di una base p ositiva  a  ad un q u a lsia si 
esponente irra zio n a le  relativo 6.

Consideriam o qui dapprim a il caso in  cu i sia  a  >  1 e 
b >  0, e ind ich iam o con (•Hi K )  la  sezione, n el cam po dei 
num eri razionali p o s itiv i  (I, n. 13), che d efin isce  questo espo
nente b. Ciò posto, assegnam o ad una c la sse  JET', in  corri
spondenza di ogni num ero h di H , tutti i num eri razionali 
p ositiv i, che non sono m aggiori di a 11) e, s im ilm en te, a sse
gnam o ad una cla sse  JC', in  corrispondenza di ogni num ero k 
di IL, tu tti i num eri razionali positiv i, che non sono m inori 
di a h. L e due c lassi H r, K ,  così fo rm ate , costituiscono u n a  
sezione nel cam po dei n u m eri ra z io n a li p o s i t iv i .

In fa tti: 1) Dalle cine classi H ’, K f resta escluso, a l p iù , un  solo 
numero razionale. Proviamo, invero, a supporre che ne restino esclusi 
due, r  ed s (con r  <  s). P e l modo stesso, in cui si sono formate le due 
classi H ’ e K r, questi due num eri debbono essere entram bi maggiori 
di ogni potenza ah, dove h denota un qualsiasi numero di JET, ed entram bi 
minori di ogni potenza ah, dove k  denota un qualsiasi numero della K \  
e cioè deve essere

ah <  r  <  s <  ak, 

e, quindi, comunque si prenda h  in JET e k  in K ,  

(4) ah — ah ^> s — r.

Ma ciò è assurdo. Infatti, si fissi a piacere un numero della classe K
§ __ q-

e, indicatolo con k L, si consideri il numero — rr-  . Si può sempre tro-
a*1

1
vare una frazione positiva — tanto piccola che an (che, come sappiamo,

è sempre maggiore di 1; n. 61?) risulti vicino ad 1 quanto vogliamo 
(n. prec.), per es. sia

an — 1 < s — r
ni^(5)
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Se allora si considera la  successione dei m ultipli di —, cioè

1 2 3
n  n  n  ’ ’ ’ *

si finisce necessariam ente col trovarne due consecutivi — ed ^ , elion  n
comprendano fra loro il numero b, cioè tali che il primo appartenga 
ad Jf , il secondo a K . L a differenza

m+t m

si può scrivere

— i) ,

onde, tenendo conto della (5), si ha

m-hl
(6 )

s — r

Ma, in  quanto — appartiene ad U  e fc* a JT, è necessariam ente — <  k t , 

e quindi (n. 7B)
m

— a™
a n <  a fc| ossia -rr <  1.

a 1

Perciò dalla (6) discende

m-h 1 m 
a  w — a n <  s — r  ;

^ _j_ . ^
e, poiché — —— , ~ appartengono rispettivam ente ad I I  e JT, resta

veramente dimostrato che la (4) non può sussistere per ogni possibile 
scelta di li e fc.

2) L a  classe B  ', per il modo stesso in  cui è stata formata, contiene 
con ogni suo numero , anche ogni numero minore, e così la K f contiene, 
con ogni suo numero , ogni numero maggiore.

3) L a  classe I I 1 non contiene massimo. In fa tti, ogni numero h' di I I '  
è tale che esiste in I I  qualche numero hy per cui risulta

h' <  ah.

Ma in J9T, che non contiene massimo, esistono con h anche altri nu
meri maggiori, e s  e h i h uno di questi, si ha ahl >  a}\  e in I I  si trovano

A maldi U . -  E nriques E . 14
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tu tti i num eri razionali compresi fra a h e ah' , i quali sono tutti mag
giori eli hr.

Similmente la K  non contiene minimo.
I l num ero reale positivo  defin ito  dalla  sezione ( H r \ K r) si 

chiam a p o ten za  d e lla  base a alV esponente b e si denota  
con a b.

13. D ianzi si è supposto a  >  1, b >  0.
S e in vece  è 0 <  a  <  1, pur restando b >  0, la  potenza  

a h si d efin isce  in  modo analogo. Solo, in  quanto le  potenze  
ad esponente razionale di a, al crescere d e ll’ esponente, an
ziché crescere, com e accade per a  >  1, decrescono (n. 7J5), 
la  sezione (H '\I C ) ,  destin ata  a d efin ire a b, si costru isce, 
scam biando, rispetto a quanto si è fatto or ora, l ’ u ffic io  
d elle  due cla ssi H  e K ,  c ioè si assegnano ad in  cor
rispondenza di ogni num ero k di JÏ, tutti i num eri non  
m aggiori di a k e a K '  in  corrispondenza di ogni num ero h 
di H  tutti i num eri razionali p ositiv i non m inori di a h.

In fin e  se b è un num ero irrazionale nega tivo , si pone 
per defin izione, tanto per « >  1, quanto per Ü <  a  <  1,

Del resto si può anello dimostrare, che questo medesimo valore 
(reale positivo) di ab risu lta definito dalla sezione ( l i f \ IV )  nel campo 
dei num eri razionali positivi, che si ottiene, applicando, a partire dalla 
sezione che definisce b nel campo dei num eri razionali nega
tivi, un procedimento perfettam ente analogo a quello seguito pocanzi 
nel caso di b^> 0.

14. A lle  potenze ad esponente irrazionale relativo dei 
num eri p ositiv i si estendono tutte le  proprietà fondam en
tali (I)-(V) del n. 1, com e pure i teorem i dei nn. 6-11, e in 
particolare q u elli, che abbinino ivi stab ilito  sul modo di va
ria-re d elle  potenze, quando, tenuta fissa la  base, si faccia  
variare V esponente e che qui, per la  loro im portanza, rias-
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sum iam o in  una tabella , ind icando oram ai con a  e 6 due  
num eri re a li  q u a li si vogliano, di cu i il prim o sia  p ositivo  
e d iverso da 1 :

« >  o , - g l 6 a*

j

I > 1  1
fisso <

tendente a -f- o© tende a -f- oo

» 0 » 1

» —  oo v 0

» -4-00 » 0

» 0 » 1

» —  oo » - f  co

N on ci indugerem o su q ueste esten sion i, che r ich ied e
rebbero ragionam enti laboriosi e so ttili ; e ci lim itiam o ad 
osservare che la  p ossib ilità  di ta li esten sion i risu lta  in  
qualche modo in tu itiva , ove si r ifle tta  che le  proprietà  
suaccennate valgono, in  ogni p ossib ile  ordine di approssi
mazione, per le  potenze ad esponente razionale, con cu i si 
possono approssim are le  potenze ad esponente irrazionale. 
Si conserveranno, quindi va lide, anche quando, coi proce
dim enti di approssim azione in d efin ita  che risu ltano dalla  
defin izione per m ezzo d elle  corrispondenti sezion i (I, n. 5), 
si perviene a codeste potenze ad esponente irrazionale.





C a p i t o l o  V i l i
f

Equazioni esponenziali e logaritmi

Equazioni esponenziali
1. S i è v isto  n el Cap. prec. che, quando si s ia  fissata  

una base p ositiva  a, d iversa da 1, la  potenza a b, per ogni 
possib ile  valore b d e ll’ esp on en te (sia  esso  razionale o irra
zionale, p ositivo  o negativo) ha un valore p o s itivo  ben  de
term inato. V iceversa , ci ch ied iam o: prefissato  un q u a ls ia s i  
valore p ositivo  c, esisterà  sem pre un  esponente rea le 6, tale  
che la  potenza a b r isu lti proprio u gu a le  a c?  In  a ltre pa
role, vogliam o sapere se esista  sem pre una so luzione per 
l ’ equazione in  x
(1) a x == c.

E questa  u n ’ equazione di tipo nettam ente d iverso dalle  
equazioni algebriche  di 1° o 2° o 3°.... grado, considerate  
sin qui, g iacch é in  q ueste la  in cogn ita  x com pariva solo  
come base di potenze a esp on en ti in teri ben determ inati, 
m entre n ella  (1) essa  figura com e esponente. P erciò  la  (1) 
si chiam a equazione esponenziale d i base  a.

Ora, se si tien  conto d elle  proprietà stab ilite  al Cap. 
prec. per le  potenze ad esponente rea le q u a lsia si di una  
base positiva , si è sen z’ altro condotti a r itenere evidente  
che, qualu nq u e sia  la  base p ositiva  (e d iversa  da 1) a  e co
munque sia si p refissato  il  num ero positivo  c, codesta equa
zione (1) deve effettivam en te avere u n a  so luzione ed u n a  
sola . Invero, si ricordi che, se si fa variare l ’ esp on en te x 
da — oo a +  ooj la  potenza a^, se a  >  1, passa  v ia  v ia  da 
valori p ositiv i prossim i a 0 quanto si vu o le  a valori p o 
sitivi grandi quanto si vuole, m entre invece, se 0 <  a  <  1,
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passa, in  senso inverso, da valori p ositiv i grandi quanto si 
vu ole a valori p ositiv i p rossim i a 0 quanto si vuole . N el- 
1’ uno e n e ll’ altro caso, non v ’ è ragione che la  a x non  
assum a, per un opportuno valore 6 d e ll’ esponente x, i l  v a 
lore c prefissato , *e questo 6 forn isce appunto u n a  so luzione  
d ella  (1). D ’ altra parte, p oiché la  a x, secondo che è a  >  1 
o 0 <  a  <  1, conserva, al variare di æ da — oo a +  oo, un  
andam ento costantem ente crescen te o d ecrescente, è pur 
chiaro che per ogni x diverso da 6 essa  assum e un  valore  
diverso da a b, cioè da c, cosicch é il valore x =  b è n ece s
sariam ente V u n ica  so luzione d ella  (1).

E si può anche aggiungere q ualcosa  di p iù . L a po
tenza a x per x =  0 si riduce ad a 0 =  1, s icch é, ancora in  
forza del suo andam ento sem pre crescente o sem pre d ecre
scente, essa  n el caso a  >  1 assum e per ogni « > 0  un  va
lore >  1 e per ogni x <  0 un valore (positivo) <  l,fm en tre , 
n el caso 0 <  a  <  1, assum e in vece  per ogni x  >  0 un va
lore (positivo) <  1 e per ogni x <  0 un valore >  1. P erciò , 
v iceversa , se a  >  1 il valore 6, per cu i r isu lta  a b =  c è 
n ecessariam en te positivo  o n egativo  secondo che è c >  1 
o c <7 1, m entre, se 0 <  a  <  1, codesto valore 6 è positivo  
o negativo, secondo che è c < l  o c > l .

B isu lta  così g iu stifica to  in tu itivam en te il segu en te teo
rem a fondam entale su lle  equazioni esp on en zia li : D a ti due  
n u m eri p o s it iv i  qu a li s i vogliano a  e c, d i cu i i l  p r im o  s ia  
diverso  d a  1, V equazione esponenziale

(1) a x — c

am m ette sem pre u n a  soluzione ed u n a  so la . Se è 1 e a  >  1, 
questa  soluzione è p o s itiv a  o n eg a tiva , secondo che è c >  1 
o c <  1, m entre , se è c ^ l  ed a <  1, essa è p o s it iv a  o ne
g a tiv a , secondo che è c < l  o c >  1. Se in f in e  è c —  1, la  
soluzione della  (1) è in  ogni caso x —  0.

P er dim ostrare rigorosamente questo teorema bisogna ricorrere an
cora una volta alla definizione dei num eri rea li per mezzo delle cor
rispondenti sezioni nel campo dei num eri razionali (I, nn. 3, 10).
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Escluso il caso c =  1, in  cui l’equazione esponenziale (1) ammette 
Tunica soluzione x  — 0, cominciamo col supporre a >  1 e c > l .  P e r  de
finire la corrispondente soluzione della (1), ripartiamo i num eri razionali 
positivi in due classi H  e K ,  assegnando alla prim a tu tti i numeri ra
zionali positivi h, per cui risulta ah <  c, alla seconda tu tti i num eri 
razionali positivi fc, per cui risu lta ak >  c. Diciamo che così si deter
mina, nel campo dei num eri razionali positivi, una sezione ( H \ K ) .

In fa tti : 1) Ogni numero razionale viene, in  ta l modo, attribuito ad I I  
o a K , salvo, al più, quelV eventuale numero razionale r, per cui r isu lti 
proprio ar =  c, ed in  questo caso r  è già la soluzione cercata della (1).

2) L a  classe JEL contiene, con ogni suo numero li, tu tti i num eri 
razionali minori, perchè, avendosi ah <  c, anche ogni numero razio
nale minore di h , preso come esponente di a , dà una potenza minore 
di c (V II, n. 7 B) e, quindi, appartiene ad H . E, similmente, la classe K  
contiene, con ogni suo numero, tu tti i  num eri razionali maggiori.

3) L a  classe I I  non ha massimo. In fatti, preso un qualsiasi nu
mero h  di I I ,  cioè tale che sia ah <  c, e posto c — ah =  d, talché 
sia c =  ah -h d, si può sempre trovare (V II, n. 11) un numero razionale 
jmsitivo r  abbastanza piccolo perchè risulti

Di qui, moltiplicando ambo i membri per ah, si deduce

ah+r — ah <  d ossia ah+v << ah -f- d,
cioè

ah+r <  c,

e alla classe I I  appartiene, insieme con h, anche il numero +  -
n

Similmente si dimostra che la classe K  non ha minimo. 
Riconosciuto, così, che le due classi II. e K  costituiscono una se

zione (IT | A ') nel campo dei numeri razionali positivi e indicato con h 
il numero positivo definito da questa sezione, diciamo che b è appunto 
la soluzione dell’ equazione (1).

P er dimostrarlo, dobbiamo considerare la sezione ( IT '|A ') ,  clic, se
condo il n. 12 del Cap. prec., definisce la potenza ab, e far vedere che 
anche c è maggiore di tu tti i num eri h' di H ',  minore di tu tti i nu
meri h1 di IC .

A tal fine si ricordi che, per il modo stesso in cui è stata formata 
la classe I I ', ogni suo numero h' è minore o, al più, uguale ad una 
qualche potenza ah, dove h è un numero di I L  Poiché si ha ah <  c, 
risulta appunto h’ <  c. Similmente si dimostra che ogni numero Tcf di K 1 
è maggiore di c, cosicché resta veram ente dimostrato che

ab =  c.
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Stabilito, così, il teorema per a  >  1 e c >  1, passiamo al caso, in 
cui, essendo ancora a  >  1, sia invece c <  1.

Consideriamo qui, in luogo della (1), l ’equazione esponenziale nella 
incognita u

Poiché a secondo membro compare un numero maggiore di 1, questa 
equazione è soddisfatta, per quanto si è dianzi dimostrato, da un certo 
valore positivo b di u \  e basta scrivere la (2) sotto la forma

per riconoscere che l’equazione prim itiva (1) ammette, in questo caso, 
la soluzione negativa — b.

Rimane infine da considerare il caso, in cui sia a  <  1 (e c ^  1). Qui, 
in luogo della (1), consideriamo l’equazione esponenziale, nell’incognita u ,

la quale, avendo la base -  >  1, ammette, in forza dei risu ltati già sta

biliti, una soluzione 6, che sarà positiva o negativa, secondo che è 
c >  1 o c <  1. Riscrivendo la (3) sotto la forma a ~ u =  c, ricono
sciamo che l’equazione (2), ammette, in questo caso, la soluzione — 6, 
la quale è positiva o negativa secondo che è c <  1 o c >  1.

I l  teorema è così dimostrato in tu tti i casi.

2. La, considerazione d elle  so luzion i d elle  varie equa
zion i esp on en zia li di data base risu lta , com e vedrem o fra 
un  m om ento, particolarm ente u tile  n ei ca lco li num erici. 
P erciò  si è trovato opportuno dare un nom e sp ec ia le  a 
cod este soluzion i. P recisam en te  si è convenuto di chiam are  
logaritm o in  base a  di un q u alsiasi num ero p ositivo  c 1? esp o
nente, cu i si deve elevare la  base a  per ottenere il  num ero  
p refissato  c (*). Q uesto logaritm o si in d ica  con lo g a c, cosic-

(2)

(3)

1

Logaritmi e loro proprietà fondamentali

(4) Secondo E uclide, se il numero a  si considera come ragione (o 
rajiporto) di due grandezze, i num eri a2, a 3, .... diconsi ragione duplicata ,
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chè si ha per d efin izione P identità

(4) a loe«c = : c .

Im porta tener p resente che questa  d efin izione di lo g a 
ritmo ha senso, purché siano soddisfatte le  due segu en ti 
condizioni : 1) la  base a  deve essere p o s it iv a  e d iversa  d a  1, 
perchè solo per a  >  0 la  potenza a x ha senso, q ualunque  
sia P esp o n en te  x ;  e, d’ altra parte, se fosse a  =  l ,  codesta  
potenza avrebbe, per q u a lsia si valore di %, il  valore 1;

2) i l  num ero c deve essere p o sitivo , perchè la  potenza a x 
per q u a lsia si valore di x  (positivo o negativo), r isu lta  
sem pre p ositiva , cosicch é non avrebbe senso parlare di lo 
garitmo di un  num ero negativo.

P erciò  d’ or innanzi, anche senza p iù  avvertirlo, suppor
remo sem pre soddisfatte q ueste due condizioni.

3. In  forza d ella  stessa  d efin izione, le  proprietà d ei lo 
garitm i si deducono im m ediatam ente da q u e lle  d elle  potenze  
ad esponente q u a lsia si dei num eri p ositiv i. Così, per co 
m inciare, d a lle  p iù  sem plici, osserviam o che d alle identità

a 0 =  1, a 1 =  a
risulta

l ogal = 0 ,  log„« — L

cioè: In  u n a  q u a ls ia s i base a , i l  logaritm o d i 1 è lo zero, e 
il logaritm o della  base è 1.

Inoltre, tenendo conto del teorem a fondam entale sul- 
P equazione esp on en zia le  (n. 1) e d e ll’ andam ento sem pre  
crescente o sem pre decrescente d ella  potenza a x secondo  
che è a  >  1 o 0  <  a  <  1, si ha che : Se la  base a  è m aggiore  
d i 1, ogni num ero m aggiore d i  1 h a i l  logaritm o p o s itiv o ,

triplicata,.... di a. Così per a11, n  si dirà il numero della ragione =  Xóyou 
àpifrjiôç ; e di qui venne il nome di « logaritmo » d ie  risale allo scozzese 
Gtovanni P apier  (JNùperus), al quale si deve l’invenzione dei loga
ritmi. Egli la rese nota nel 1614.
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e ogni num ero po sitivo  m inore d i  1 ha i l  logaritm o n eg a tivo ; 
e se due n u m eri sono d isu g u a li , anche i  loro lo g a ritm i sono 
d isu g u a li nello stesso s e n so re  '^viceversa.

Se, invece, la base a, p u r essendo positiva, è minore di 1, il logaritmo 
di un numero (positivo) è positivo o negativo, secondo che il numero 
considerato è minore o maggiore di 1; e di due num eri disuguali ha 
logaritmo maggiore il m inore, e viceversa.

I . L e proprietà dei logaritm i, che ne hanno suggerito  
la  introduzione e ne rendono vantaggioso F u so  n ei ca lco li 
num erici, sono le  segu en ti :

A ) In  u n a  base q u a ls ia s i i l  logaritm o del p ro d o tto  d i  
due n u m eri è uguale a lla  som m a dei lo g a ritm i dei due fa t
tori, cioè

Ioga (OiC.) —  Ioga Oj +  lo g a C4 .

In fatti da lla  d efin izion e del logaritm o (n. 2) abbiam o  

c l — - a^0^acL, Cq -=-  

e di qui, m oltip licand o m em bro a m embro,

C f i t  =  a l °S a CL +  l° Sa C2.

Ora questa  identità  c i d ice che per ottenere il  nu
m ero CjC2 b isogn a elevare la  base a  a ll’ esponente

Ioga C4 -t- l0g„ C2 ,
cioè appunto (n. 2)

Ioga (c4 Cs) =  lo g a c, -I- log„ c2 .

Lo stesso  teorem a vale sen z’ altro per un prodotto di 
quanti si vogliano fattori, g iacch é si ha, per e s .,

log  (c,c2c3) =  log  ([c4ca]ca) =  log  [c,c2] log  c3 =

=  log  c, +  log  c2 +  log  C.j .

B ) I n  u n a  base q u a ls ia s i , i l  logaritm o  del quoziente d i
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due n u m eri è u gu ale  a lla  d ifferen za  f r a  i l  logaritm o del d i 
v idendo e i l  logaritm o del d iv iso re , c ioè

(5 I Ioga =  lo g a C, —  Ioga .

In fatti d a lla  identità

si deduce, applicando il teorem a A),

(
c ^
-  j -+- Ioga C2 =  l0gfl C,

e quindi la  (5).
G) R isu lta , in  particolare, dal teor. prec. e dal n. 3,

log0 - =  Ioga 1 — Ioga c =  — log„ C,
0

cioè: D ue m rnieri ohe sian o  V uno i l  reciproco deir a ltro  han n o , 
in  u n a  base q u a ls ia s i , logaritm i u g u a li in  valore assolu to e 
di segno co n trario .

D) In  u n a  base q u a ls ia s i i l  logaritm o d ì u n a  p o ten za  
qu a lsivog lia  d i u n  num ero s i ottiene m o ltip lican do  p e r  V espo
nente i l  logaritm o d e lla  base d e lla  p o te n za , cioè

Ioga C* =  b Ioga C.

In fatti d a lla  identità  (4) di d efin iz ion e del logaritm o (n. 2) 

c a iosac

si deduce, elevando ambo i m em bri a ll’ esponente 6,

Cb =  a b Iogrtc.

e questa identità  ci d ice appunto (n. 2) che
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E) D al teor. prec. d iscende, in  partico lare,

n _ 1 J
Ioga V e =  l0 g a C* =  -  Ioga C,

ti/

cioè : In  u n a  base q u a ls ia s i i l  logaritm o d i u n  ra d ica le  
(a radicando positivo) s i ottiene d iv id en d o  p e r  i l  re la tivo  in 
dice i l  logaritm o del ra d ic a n d o .

5. I  teorem i p recedenti fanno com prendere q uale sia  
F u tilità  che pei ca lco li num erici si trae da una Tavola  
d i lo g a ritm i . U na T avola  di logaritm i in  data base a  è co
stitu ita  n e lla  sua form a p rim itiva  (che n e lla  pratica, com e 
vedrem o poi, si m odifica  opportunam ente per ragion i di 
com odità) da due colonne di num eri. N e lla  prim a colonna  
sono segn ati in  ordine crescente i num eri p ositiv i, che, entro  
un certo in tervallo , si su sseguono ad una data d ifferenza  
costante, p. es. di m illesim o in  m illesim o. N e lla  seconda  
colonna, di fronte a c ia scu n  num ero d ella  prim a, è segnato, 
con una data approssim azione, il r isp ettivo  logaritm o in  
base a .

Se si vu o l trovare il prodotto di due num eri ct , c2, con
ten u ti n e lla  Tavola, basta  ricordare F id en tità  (n. prec.)

log» (c,C2) =  l0 g a C, H- Ioga Cs .

In  base ad essa, s i cercheranno su lla  T avola  lo g a c l e 
lo g a c2 (che si troveranno n e lla  seconda colonna di fronte ai 
num eri c , , c2 d ella  prima), si som m eranno q uesti due lo g a 
ritm i, e in fin e  si cercherà su lla  T avola  q uale s ia  i l  num ero  
che ha per logaritm o la  som m a ottenuta. Codesto num ero  
sarà il  prodotto cercato c f i2 .

V ediam o così che col su ssid io  d ella  T avola  di logaritm i, 
la  m oltip licazion e si r iduce ad una addizione; e a n a loga
m ente, in  base ai teorem i B) - E) del n. prec., ogni d iv ision e  
si r iduce ad una sottrazione, ogni e levam ento a potenza alla  
m oltip licazion e per F esponente, e, in  particolare, ogni estra
zione di radice a lla  d iv ision e per F ind ice .



[V i l i ,  5-7] EQUAZIONI ESPONENZIALI E LOGARITMI 221

In  tal modo i ca lco li n um erici vengono abbreviati e 
sem p lifica ti; e noi potrem o dare in  proposito num erosi 
esem pi (nn. 15-21), quando avrem o trattato in  modo p iù  
preciso d elle  proprietà e d e ll’uso dei logaritm i in base 10, 
che so li si adoprano n ella  pratica.

6. P rim a per altro è opportuno aggiungere una osservazione sul 
modo in  cui si passa da un  sistema di logaritmi ad un  altro.

Cerchiamo, cioè, quale relazione interceda tra  i logaritmi di un me
desimo numero c in due diverse basi a  e b:

Ioga c, logbC.

Abbiamo per definizione (n. 2)

c =  bl0SbC.

Se allora prendiamo il logaritmo in base a  dei due membri di que
sta identità, avremo, pel n. 4D,

ossia
Ioga C =  log& C-logrt b

log& c Ioga C 
Ioga b *

Si ha dunque che il logaritmo di un  qualsivoglia numero in  base b 
si ottiene dividendo il logaritmo dello stesso numero in  base a per il 
Ioga b. ossia moltiplicandolo per

1
Ioga b *

Quest’ultimo numero dicesi modulo pel passaggio dal sistema di 
logaritmi in base a al sistema in base b ; e vediamo da quanto precede 
che, allorché si cambia la base del sistema, i logaritmi di tu tti i numeri 
variano proporzionalmente (nel rapporto dato dal modulo).

Logaritmi volgari e uso delle corrispondenti Tavole

7. Come già  si è accennato (n. 5), n e lla  pratica  dei ca l
coli num erici si usano i logaritm i di base 10 o logaritm i 
volgari o anche del B r ig -g s ,  dal nom e del m atem atico inglese, 
che per prim o ne intraprese il  calcolo  e ne pubblicò una  
tavola (A r i tm e t ic a ■ lo g a r itm ic a - . L en d in i 1624).
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Ci proponiam o qui di studiarne le  proprietà e di i l lu 
strare, con regole ed esem pi, Fuso d elle  corrispondenti T avole.

P er  sem p lic ità  di scrittura, denoterem o, per q u a lsia si n u 
mero positivo  c, i l lo g 10c con L o g e , onde avrem o anzitutto (n. 3)

L og 1 =  0 ,  L og 10 =  1 .

E, p oiché la  base 10 dei logaritm i volgari co in cid e con  
q u ella  del sistem a di num erazione decim ale, è altrettanto  
fa c ile  trovare il L ogaritm o di q u a lsia si u n ità  decim ale, tanto  
m aggiore che m inore di 1. L e u n ità  d ecim ali m aggiori di 1 
sono, oltre il 10, di cu i g ià  conosciam o il Logaritm o,

100 =  IO2 1000 =  IO3 10000 =  IO4.....

S i ha quindi, oltre L og 10 =  1,

L og 100 =  2 L og 1000 =  3 L og 10000 =  4 ... .;

cioè i l  L ogaritm o  d i ogni u n ità  decim ale m aggiore d i 1 è dato  
d a l num ero degli zeri delV u n ità  con sid era ta .

S im ilm en te le  u n ità  decim ali m inori di 1 sono

0,1 =  IO-1 0,01 =  IO-2 0,001 =  io - 3....
onde risu lta

L og 0,1 =  -  1 L og 0,01 =  -  2 L og 0,001 =  -  3.... ;

cioè i l  L o garitm o  d i ogni u n ità  decim ale m inore d i  1 è dato  
d a l l ’in tero  negativo, che ha tan te u n ità  g u a n ti sono g li zeri del- 
V unità, con sidera ta  (com preso quello  che precede la  virgola).

Com unque si p refissi un num ero positivo , le  due osser
vazion i p reced en ti perm ettono di trovare il m assim o intero, 
p o sitivo  o nega tivo , che non supera il L ogaritm o del num ero  
prefissato, e che si ch iam a la  ca ra tteristica  di questo Logaritm o.

Si rifletta , invero, che, in quanto la  base 10 qui adottata  
è m aggiore di 1, al crescere del num ero cresce anche il 
corrispondente L ogaritm o (n. 3). N e con segu e che i num eri 
com presi fra 1 =  10° e 1 0 =  IO1, cioè aventi lu p à r ie  in tera  
d i  1 so la  c if r a , hanno L ogaritm i com presi fra 0 ed 1, cioè di
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caratteristica  0 ; i num eri com presi fra 10 =  IO1 e 100== IO2, 
cioè aventi la  parte intera di 2 cifre, hanno L ogaritm i com 
presi fra 1 e 2, cioè di caratteristica  1; i num eri com presi 
fra 100 =  IO2 e 1000 =  IO3, cioè aventi la  parte intera di 3 
cifre, hanno L ogaritm i com presi fra 2 e 3, cioè di caratte
r istica  2 ; e così v ia . In vece , passando ai num eri (positivi) 
m inori di 1, abbiam o che q u elli com presi fra 1 =  10° e 
0,1 =  IO- 1 , cioè aventi 1 zero davanti alla prim a cifra signi- 
flcativa, hanno L ogaritm i com presi fra 0 e — 1, cioè di 
caratteristica  — 1; i num eri com presi fra 0,1 =  IO"1 e 
0,01 =  IO"2, cioè aventi 2 zeri davanti alla cifra signifi
cativa, hanno L ogaritm i com presi fra — l e  — 2, cioè di 
caratteristica  — 2; i num eri com presi fra 0,01 =  IO"2 e 
0,001 =  1 0 ~ 3, c ioè aventi 3 zeri davanti alla prim a cifra 
significativa, hanno L ogaritm i com presi fra — 2 e — 3, cioè  
di caratteristica  — 3 ; e così via.

P ossiam o dunque en u nciare la  segu en te
Regola delle caratteristiche. — La caratteristica del 

Logaritmo di un qualsiasi numero maggiore di 1 è V intero 
(positivo o nullo), che si ottiene diminuendo di 1 il numero 
delle cifre della parte intera del numero considerato. La ca
ratteristica del Logaritmo di un qualsiasi numero (positivo) 
minore di 1 è V intero negativo, che ha tante unità , quanti 
sono gli zeri, che (com preso q uello  a sin istra  d ella  virgola) 
precedono nel numero considerato la prima cifra significa
tiva.

Così, ad es., la  caratteristica  di L og 3742,83 è 3, q uella  
di L og 0,004762 è — 3.

8. P refissiam o un q u a lsia si num ero positivo  c, e, per 
non ricadere su casi g ià  esauriti, supponiam o che esso non  
sia nè 1, nè u n ’ unità  decim ale. I l rispettivo  Logaritm o, ove 
se ne ind ich i con G la  caratteristica , che è sem pre un in 
tero (positivo o nullo  se c >  1, n egativo se c <  1), si può 
scrivere

L og c — G -\r M ,



m CAPITOLO VITI fV III, 8]

dove M  (eccesso  d el L ogaritm o su lla  r isp ettiva  caratteristica) 
è un? certo num ero sempre positivo e minore di 1, co sic 
ché, scritto sotto form a decim ale, ha n u lla  la  parte intera. 
P oich é la  caratteristica , in  base a lla  regola  del n. prec., si 
può in  ogni caso assegnare im m ediatam ente, essa  non é 
m ai ind icata  n e lle  T avole ; e v i sono, invece, registrate le  
cifre decim ali della  parte M , a partire dalla  v irgola  e fino  
ad un determ inato posto, che varia  da T avola  a Tavola. 
Y i sono così Tavole a  4, a  5, a  6, a  7 decimali (*); e so lita 
m ente P u ltim a cifra  v i si scr ive arrotondata, se la  prim a  
cifra  che si trascura è m aggiore di 4, co sicch é ogni T avola  
dà i L ogaritm i con un errore (per d ifetto  o per eccesso) 
m inore di m ezza unità  d e ll’ u ltim o ordine (2).

In  tal modo, è bene notarlo subito, i calcoli con Loga
ritm i sono tutti calcoli approssimati e il  grado d e ll’ appros
sim azione, che si può raggiungere, d ipende in  ogni caso dal 
num ero dei d ecim ali d ella  T avola  di L ogaritm i, di cu i si 
in tende servirsi.

I  gruppi d elle  prim e 4 o 5 o 6 o 7 cifre  d ecim ali di M, 
che, com e dicem m o, si trovano registrati n e lle  T avole, d iconsi 
mantisse dei r isp ettiv i L ogaritm i.

E qui va fatta u n ’ osservazione fondam entale: La man
tissa del Logaritmo di un qualsiasi numero non varia , quando 
il numero si moltiplica o si divide per una qualsiasi potenza 
(ad esponente intero positivo) di 10.

P) Subito dopo l’invenzione dei Logaritm i si calcolarono Tavole con 
un grande numero di decimali; p. es. VArithm etica logarithmica  del 
B riggs contiene i Logaritm i dei num eri a 14 decimali. Ma più tardi si 
riconobbe che bastano per la pratica Tavole m inori; così nei calcoli 
astronomici e geodetici di grande precisione si tien conto al più di 7 od 8 
decimali, e per moltissime applicazioni (p. es. in Astronomia nautica, in 
Fisica, in Chimica) bastano Tavole a 5 decimali. JN"oi nel seguito per le 
nostre esercitazioni num eriche ci limiteremo ai primi 4 decimali.

(2) In  molte Tavole si contraddistingue con un segno speciale (un 
asterisco, un punto, una lineetta) l’ultima cifra del Logaritmo, quando 
è arrotondata, cioè quando il Logaritmo è dato per eccesso.



[ v i l i ,  8] EQUAZIONI ESPONENZIALI E LOGARITMI 225

In fatti, ind icato  con n  un q u a lsia si intero positivo , si 
ha, qualu nq u e sia  il num ero positivo  c (n. 4.4),

L og (10” c) =  L og 10n - f  L og c =  n  +  L og c ,

L og (IO- *” c) == L og 1 0 ~ ” -t L og c =  — n~\- L og c .

S i ha, dunque, che, secondo che c si m oltip lica  o si d ivide  
per 10”, il L ogaritm o aum enta o d im in u isce di n, ta lch é  
varia b en sì la  caratteristica , m a non la  m antissa .

L ’osservazione precedente si può anche enunciare, dicendo  
che la mantissa del Logaritmo di un qualsiasi numero di
pende soltanto dalle cifre, che, in  un dato ordine, costituiscono 
il numero considerato, ma non dal posto, che vi occupa la 
virgola.

D i qui d iscende, che basta conoscere le  m an tisse dei 
L ogaritm i dei num eri com presi fra 1 e 10, perchè risu ltino  
note q u e lle  dei L ogaritm i di tu tti g li altri num eri. E, poiché  
naturalm ente è im p ossib ile  calco lare le  m an tisse  dei L oga
ritm i di tutti i num eri com presi fra 1 e 10, si registrano  
nelle T avole q u elle  dei num eri, che, in  codesto intervallo , 
si su sseguon o ad una d ifferenza costante, tanto p iù  p iccola  
quanto m aggiore è Y approssim azione, che si vuol raggiun
gere. P er es., n e lla  Tavola a 4 decimali, che è a llegata  a 
questo volum etto e di cu i oram ai ci servirem o n el seguito, 
sono registrate le  m antisse, con 4 decim ali, dei num eri da 
1 a 10, di centesim o in  centesim o, cioè dei num eri

(6) 1 1,01 1,02 1 , 0 3 . . . .  9 ,99;

e notiam o subito, che in  forza d ella  osservazione fondam en
tale or ora enunciata , codeste m an tisse  son pur q u elle  di 
tutti i num eri che dai (6) si ottengono m oltip lican d oli o d iv i
dendoli per una q u alsiasi potenza di 10, c ioè dei num eri 
costituiti, a l più, da tre cifre significative consecutive, segu ite  
o precedute da quanti zeri si vogliano.

Dobbiam o qui sp iegare la  d isp osizion e di codesta T avola  e 
illustrarne l ’uso. L e norm e, che così darem o, valgono sostan-

A m ald i TJ. -  E n r iq u es  E. 15
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zialm ente per tu tte le  altre T avole ad un num ero m aggiore  
di d ecim ali; e, del resto, quelle , che si trovano in  com m ercio, 
sono sem pre accom pagnate da sp ecia li avvertenze, che ne 
sp iegano l ’ uso.

9. Logaritmi dei numeri da 1 a 10 con tre cifre signi
ficative consecutive. I L ogaritm i dei num eri da 1 a 9,99  
di cu i la  nostra T avola  contiene le  m an tisse (con 4 decim ali), 
hanno tutti la  caratteristica  0, che, com e g ià  dicem m o, non è 
in  a lcu n  modo ind icata  n ella  Tavola. In  questa la  prim a co
lonna, contrassegnata in  alto con JST, con tien e le  prim e due  
cifre del num ero, cioè la  cifra  degli in teri e q u ella  dei d e
cim i ; la  terza cifra, o cifra  dei centesim i, s i trova in  testa  
a lle  s in go le  co lonne d elle  m antisse, che sono appunto in  
num ero di 10 e sono contrassegnate in  alto con 0, 1, 2 ,...., 9.

Così, p. es., la  m antissa  del Logaritm o di 3,75 si trova  
a ll’ incrocio  d ella  lin ea  37 e d ella  colonna 5 ed è perciò  
data da 5740 (‘J; avrem o quindi

L og 3,75 =  0,5740.

10. Logaritmi dei numeri da 1 a 10 con quattro o 
più  cifre significative consecutive. Prendiam o un nu- 
num ero com preso tra 1 e 10 e avente q u a ttro  c ifre  sig n ifi
cative consecutive  (di cu i le  due interm edie possono anche  
essere, Y una o Y altra o entram be, nulle). S ia, per es. 6,053. 
E sso è com preso tra due num eri a tre so le c ifre s ig n ifica 
tive e fra loro con secu tiv i ; p recisam ente, n el nostro caso, 
si ha

6,05 <  6,053 <  6,06,
onde r isu lta  (n. 3)

L og 6,05 <  L og 6,053 <  L og 6,06, 

ossia , calcolando, col su ssid io  della  T avola  il prim o e terzo (*)

(*) L ’ alunno verifichi qui e nel seguito, valendosi della Tavola, i 
calcoli indicati nel testo.
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L ogaritm o (n. prec.)

0,7818 <  L og 6,053 <  0,7825.

Il L ogaritm o cercato avrà la  caratterisca  0  e una m an
tissa  com presa fra 7818 e 7825, cioè uguale a

7818 ~h d,
dove d ind ica  un num ero positivo, certam ente non superiore 
alla differenza 7 fra le  due m antisse, con secu tive  n ella  
nostra Tavola, 7818 e 7825, la  q ua le  d icesi differenza tavo
lare (delle due m an tisse considerate).

Q uesta d ifferenza tavolare 7 dà Y aum ento (in u n ità  
del 4° ordine decim ale) che su b isce il Logaritm o, quando  
il num ero varia  da 6,050 a 6,060, c ioè cresce di 10 unité  
(del 3° ordine decim ale), e noi dobbiam o determ inare F au 
mento d (in unità  del 4° ordine decim ale) che su b isce il 
Logaritm o, quando il num ero varia  da 6,050 a 6,053, cioè  
cresce di 3 u n ità  (del 3° ordine decim ale). P er trovare co- 
desto num ero d, si ammette che, quando al mimerò si fanno 
subire aumenti non superiori a 10 unità decimali del 3° or
dine, i corrispondenti aumenti della mantissa (valutati in 
unità d ecim ali del 4° ordine) siano proporzionali a quelli 
del numero (R ego la  d e l l e  p a r t i p roporzion ali).

Si tra tta  naturalm ente di una regola di semplice approssimazione, 
ma si può dim ostrare che essa non conduce ad errori sensibili. Poiché 
non disponiamo dei mezzi necessari per sviluppare una tale dim ostra
zione, ci accontentiamo della seguente giustificazione intuitiva. Scor
rendo la Tavola nell’ordine crescente dei num eri (e quindi anche delle 
mantisse) si verifica che le differenze tavolari (cioè le differenze fra 
ciascuna delle mantisse e la consecutiva) finiscono v ia v ia  col decre
scere, ma per tratti, che spesso risultano abbastanza lunghi, si m an
tengono uguali, e solo di quando in quando decrescono (o eccezional
mente, per l ’arrotondam ento dell’ultim a cifra, crescono) di una sola 
unità  (del 4° ordine decimale) per volta. Così, a partire dalla m antissa 
7818, corrispondente al numero 6,05, si trovano successivamente 6 dif
ferenze tavolari uguali a 7, poi una eccezionale uguale ad 8, cui se
guono altre 17 differenze ancora uguali a 7, sicché bisogna arrivare al 
25° posto per trovare una differenza uguale a 6, ecc. Si può dunque 
dire che sulla Tavola, tratto per tratto, si ha una sensibile propor sio-
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n a lità  fra gli aum enti del numero e i corrispondenti aum enti della 
m antissa. Ciò vale quando il numero cresce di una unità decimale del 
2° ordine per volta ; e basta tener conto della regolarità, con cui variano, 
l’uno rispetto all’ altro, il numero e il Logaritm o (potenza di base 10 e 
rispettivo esponente) per essere ragionevolm ente indotti a ritenere che 
questa stessa sensibile proporzionalità fra  aumenti del numero e aum enti 
della m antissa si m antenga valida, anche quando il numero si fa cre
scere non più di una in tera un ità decimale del 2° ordine per volta, 
ma soltanto di 1 o 2 o B ... o 9 un ità  decimali del 3°.

C osì n e l n ostro  ca so  p orrem o la  p rop orzion e

d  : 3 =  7 : 10,
on d e r isu lta

ossia approssim atam ente
d  =  2;

e anche in  q uesta  d ifferenza si arrotonderebbe la  cifra  (o 
l ’u ltim a cifra) che si conserva, se la  prim a ch e s i trascura  
fosse m aggiore di 4.

L ’ operazione su in d icata  d icesi in terpo lazion e  e s i d ispone  
n el modo segu en te :

L og 6,053
Numero M antissa

P er 6,050 7818
d :  3 =  7 : 1 0

P er . . .  3 2

L og 6,053 =  0,7820

Se poi è proposto un num ero com preso fra 1 e 10, avente  
p iù  di 4  cifre  s ig n ifica tiv e  con secu tive , il  num ero si ac
corcia, prendendone soltanto le  prim e quattro cifre e arro
tondando la  quarta se la  q u in ta  è m aggiore di 4: per es. 
in v ece  d el num ero

5,7836
si prenderà il num ero

5,784

e si cercherà il L ogaritm o di questo valore approssim ato.
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E ciò è lecito , in  quanto (cogliam o ancora una vo lta  Y oc
casione di avvertirlo) i ca lco li con L ogaritm i sono sem pre  
approssim ati. P er  il num ero dianzi considerato si troverà:

L og 5,784
Fum erò Mantissa

P er 5,780 7619
d  : 4 =  8 :1 0

P er . . .  4 3

L og 5,784 =  0,7622

11. L o g a r i t m o  d i  u n  n u m e r o  q u a l s i a s i .  P assiam o, in 
fine, a considerare i num eri non com presi fra 1 e 10; e 
dapprim a prendiam one uno m aggiore di 10, per es. 327,47. 
P oich é la  nostra T avola  con sen te di calcolare soltanto i 
Logaritm i dei num eri aventi 4 cifre s ig n ifica tiv e  con secu 
tive, i l  num ero proposto va accorciato, e, in  quanto la  5a 
cifra supera 4, la  4 a va arrotondata, cosicch é si è condotti 
a calcolare il L og 327,5. L a caratteristica  è 2 (n. 7) e la 
m antissa è q u ella  stessa  di L og 3,275 (n. 8) e si trova nel 
modo ind icato  a l n. prec. E cco com e si d ispone l’operazione :

L og 327,5
Numero M antissa

P er 327,0 5145
d  : 5 =  1 4 : 1 0

P er . . .  5 7

L og 327,5 =  2,5152

Supponiam o, invece, che sia  proposto un  num ero (posi
tivo) m inore di 1, per es. 0,285. P o ich é le  tre c ifre  sono  
precedute da 1 solo zero, la  caratteristica  di L og 0,285  
è — 1 (n. 7), m entre la  m antissa  è q u ella  stessa  di 2,85  
(n. 8), cioè, com e si r ileva  d alla  T avola, 4548. S i ha dunque

L og 0,285 =  — 1 -|- 0,4548.

E seguendo la  som m a algebrica  qui in d icata  si troverebbe  

L og 0,285 =  — 0,5452 ;
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ma nei calcoli lo g a ritm ic i s iffa tta  som m a algebrica  non s i  
eseguisce , e i l  L o garitm o  {negativo) d i u n  q u a ls ia s i num ero  
m inore d i  1 s i scrive  sem pre sotto form a d i som m a a lge
brica della  ca ra tte r is tica  n eg a tiva  e detta  m a n tissa  p o s it iv a .

La caratteristica  o parte in tera  si su ole scrivere al suo  
posto prim a d ella  virgola, co llocan d ole il segno — al di 
sopra per ricordare che esso non riguarda la  m an tissa , la  
quale va presa positivam en te. Così n el nostro caso si 
scriverà

L og 0,285 =  1,4548.

e si dovrà tener sem pre p resente che la  scrittura al se 
condo m em bro sta a d esignare la  somma algeb rica  (4)

— 1 +  0,4548.

Se poi si vu ole  il Logaritm o di un num ero (positivo) 
m inore di 1, le  cu i cifre s ig n ifica tiv e  siano p iù  di 3, com e, 
ad es., 0,056317, si com in cia  col ridurre q ueste cifre a 4
arrotondando al solito  la 4 {l se la  5a supera 4 ; e così n el 
caso or ora ind icato  si prende d el num ero proposto i l  va
lore approssim ato 0,05632. L a caratteristica  è, in  questo  
caso, — 2 (n. 7), e la  m antissa , che è q u ella  stessa  di 5,632 
(n. 8), si ca lco la  n el modo ind icato  a l n. prec. S i trova  
così :

L og 0,05632

Numero Mantissa
P er 0,05630 7505

d  : 2 =  8 : 10
P er  . . . .  2 2

L og 0,05632 =  2,7507

(*) Poiché qui la parte soprassegnata con — precede la virgola, non 
v i è luogo ad equivoco con la notazione, formalmente simile ma di 
tu tt’ altro significato, che talvolta si usa a indicare il periodo dei numeri 
decimali periodici, p. es.

7,3 =  7,3333....
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12. Nelle Tavole eli Logaritm i sono segnate solitamente, a mar* ^ 
gine delle colonne delle mantisse o in fondo alle pagine, certe  ̂ ^  
tabellette (contrassegnate per lo più con « P. P . » =  « Partes Pro- .> 1
portionales ») che forniscono, per ciascuna delle varie differenze :■ì 2,4
tavolavi che si presentano nella pagina considerata della Tavola ;V-
(e che di solito sono pochissime ; n. 10), gli aumenti da darsi alla ” ^
mantissa, corrispondentemente ad un aumento, pel numero, di 7 r> H 
1, 2, 3,..., 9 decimi do] l’unità decimale corrispondente all'u ltim a s (>,4 
cifra dei num eri reg istrati nella Tavola : così p. es. por una diffe- 9 V- 
renza tavolare di 8 la tabelletta sarà quella indicata qui accanto.

13. Calcolo logaritmico inverso. N ei un. precedenti 
abbiam o v isto  com e una T avola di L ogaritm i perm etta di 
calcolare il Logaritmo di un qualsiasi numero (positivo). Ala 
pei ca lco li n um erici è n ecessario  saper riso lvere anche il 
problema inverso: Calcolare il numero che ha un dato 
Logaritmo.

V i sono d elle  cosidette Tavole di Antilogaritmi, costru ite  
in  modo perfettam ente sim ile  a q u elle  di L ogaritm i, che  
perm ettono appunto di trovare il num ero che ha un dato 
Logaritm o. Ma il m edesim o problem a si può anche risolvere, 
usando una T avola di Logaritm i, p. es. la  nostra T avola  
a 4 d ecim ali.

P er  ind icare il procedim ento, riferiam oci ad un esem pio  
concreto e proponiam oci di trovare il num ero y  che ha il 
Logaritm o

1,941463....

A nzitutto, volendo noi va lerci d ella  nostra T avola  a 4 d ec i
m ali, accorcerem o il dato Logaritm o a 4 cifre d ecim ali (ar
rotondando la  4 a se, com e n el caso or ora proposto, la  su c
cessiva  è m aggiore di 4); così considererem o del dato L o
garitm o il valore approssim ato

1,9415.

La caratteristica  1 di questo L ogaritm o c i d ice che y ha  
una parte in tera di 2 cifre (n. 7). D ’ altra parte scorrendo  
su lla  nostra T avola  le  colonne d elle  m antisse, rilev iam o che
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la mantissa 9415 del nostro Logaritmo si trova all’incrocio 
della linea 87 e della colonna 4. Sarà quindi

V -8 7 ,4 .
Ma in generale la mantissa del Logaritmo dato, pur com

prendendo 4 sole cifre, non si troverà nella nostra Tavola. 
In tal caso essa risulterà compresa fra due mantisse conse
cutive. Si otterranno così due valori approssimati pel nu
mero y e si potrà trovarne una cifra ulteriore, applicando, 
in modo inverso, la Regola delle parti proporzionali (n. 10).

Si voglia, p. es., trovare il numero y tale che sia
Log y =  2,4128.

La caratteristica 2 ci dice che y ha una parte intera di 
3 cifre. Scorrendo poi la Tavola si trova che la man
tissa 4128 di Log y è compresa fra le due mantisse

4116 e 4133,
che nella Tavola sono consecutive e corrispondono ai due 
numeri (a parte intera di 3 cifre)

258 e 259.
Avremo dunque intanto

258 <  y <  259.
Se poi vogliamo trovare un’ altra cifra di y , cioè, in questo 

caso, la sua prima cifra decimale D, notiamo che la diffe
renza tavolare relativa alle due mantisse 4116 e 4133 è 17, e 
che per avere la mantissa 4128 di Log y bisogna accre
scere 4116 di 12. In base alla Regola delle parti propor
zionali porremo la proporzione

onde risulta
12:D =  17:10

^  =  1 2 X 1 0  =  ? A

ossia per approssimazione
D =  7.
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Sarà dunque
ÿ =  258,7.

L’operazione si dispone nel modo seguente :
Log y  — 2,4128

M antissa Numero
Per 4116 258,0

12: 2) = 1 7 :  10
Per ...12  ...7

y  — 258,7

14. Supponiamo da ultimo che si voglia trovare il nu
mero y , che ha un dato Logaritmo negativo, p. es.

Log y  =  — 2,3161.
Per poter trarre profitto dall’ uso della Tavola, qui biso

gna anzitutto r id u rre  i l  dato  L o garitm o  a lla  so lita  fo rm a  dei 
L o g a ritm i n eg a tiv i (n. 11): bisogna, cioè, ridurre positiva la 
parte decimale.

Ora a ciò si perviene semplicemente aggiungendo 1 alla 
parte decimale e sottraendo 1 dalla parte intera:

— 2,3161 =  — 2 — 0,3161 =  (— 2 -  1) -h (1 — 0,3161) =
=  — 3 +  0,6839 =  3,6839

Onde risulta che, praticamente, u n  L ogaritm o  negativo  s i 
riduce a lla  fo rm a  u tile  p e i calcoli, d im in u en do  d i  1 la  p a r te  
in tera  e sostituendo a lle  p r im e  3 cifre  decim a li le r isp e ttive  
differenze d a  9 e a lla  q u a rta  la  su a  differen za  d a  10. 

Ridotto così il nostro Log y  alla forma voluta

Log y  — 3,6839,

rileviamo, cercando la mantissa 6839 nella Tavola, che il 
numero y  ha le cifre significative 483; e, poiché la carat
teristica è — 3, la prima cifra significativa sarà al terzo  
posto dopo la virgola; onde si conclude:

y =  0,00483,
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E quando la mantissa proposta non si trova nella Tavola, 
si procede per interpolazione, applicando la Regola delle 
parti proporzionali nel modo indicato al n. prec. Per es.,

Log y =  — 1,3465 =  2,6535
M antissa Tennero

Per 6532 0,04500
3 :  2) =  1 1 : 1 0

Per ... 3 3

y =  0,04503

Calcoli logaritmici
15. Come già si accennò al n. 5, l’uso dei Logaritmi 

permette di semplificare notevolmente i calcoli numerici. Illu
streremo qui con alcuni esempi siffatte applicazioni dei 
Logaritmi, aggiungendo qualche avvertenza sul modo di ese
guire e disporre i calcoli. Naturalmente si tratta sempre di 
calcoli approssimati e, come già notammo, il grado del- 
Y approssimazione dipende dal numero dei decimali della 
Tavola di cui si intende valersi. Noi continueremo a servirci 
della nostra Tavola a 4 decimali.

16. P bodotto. — Si voglia eseguire il prodotto
x =  375 X  0,00827 x  1,685 X  48,36.

Abbiamo pel n. 4A
Log x =  Log 375 +  Log 0,00827 +  Log 1,685 -+- Log 48,36 ;

perciò, col sussidio della Tavola si troverà
Log 375 =  2,5740
Log 0,00827 =  3,9175
Log 1,685 =  0,2266
Log 48,36 =  1,6844

Log x =  2,4025
e quindi (n, 13)

x =  252,6.
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Nel sommare i Logaritmi dei vari fattori bisogna tener 
presente che, mentre le mantisse sono tutte positive, le 
caratteristiche sono in parte positive e in parte negative, 
cosicché, dopo aver sommato le mantisse e scritta la parte 
decimale della somma ottenuta, si riporta la parte intera e 
questa si aggiunge alla somma algebrica delle caratteristiche.

17. Quoziente. — Per calcolare un quoziente si ricorre 
alla identità (n. 4B)

Q
Lcjg-* =  Loge, — Loge,.

e o

Si è così condotti a calcolare la differenza di due Loga
ritmi. Ma siccome il risultato di codesta sottrazione è un 
Logaritmo, del quale poi si cercherà il numero corrispon
dente, conviene fare in modo che

Log c{ — Log c.,
risulti subito sotto la solita forma di Logaritmo, cioè abbia 
la parte decimale positiva. Ciò si ottiene senz’altro riducendo 
sin da principio — Log c2 a codesta forma, secondo la regola 
pratica data al n. 14. Qui notiamo che — Log c2 non è altro
che Log -  (n. 80), ed è da taluno chiamato il Cologaritmo
di c2 e designato con Colog c2.

Naturalmente, perchè la suaccennata trasformazione di 
— Log c2 sia vantaggiosa nella pratica, bisogna che si sappia 
eseguire a memoria, nell’atto stesso che si rileva dalla Ta
vola la mantissa di Logc2.

Ecco come si dispone il calcolo logaritmico di un quoziente:
_  4,76 

0,00853 
Log 4,76 =  0,6776

— Log 0,00853 == 2,0691

Log x — 2,7467
* =  558,1
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18. P otenza ad esponente intero positivo. — In base 
alla identità (n. 4D)

Log cn — n Log c,

per calcolare la potenza cn, si cerca il Loge, e, moltipli
cando questo per n> si ottiene il Logaritmo del numero 
cercato; dopo di che questo numero si calcola nel solito 
modo, ricorrendo alla Tavola.

Per es.
x =  (7,58)5 

Log 7,58 =  0,8797 
Log x =  5 Log 7,58 =  4,3985 

x =  25030.

Qui si è condotti a moltiplicare un Logaritmo per un 
intero positivo. Se il Logaritmo da moltiplicare è a carat
teristica negativa, bisogna tener presente che esso è la som
ma algebrica di una parte intera negativa (caratteristica) 
e di una parte decimale positiva (mantissa).

Sia p. es. da calcolare

Avremo

dove

x =  (0,913)7.

Log — 7 Log 0,913, 

Log 0,913 =1,9606
ossia, precisamente,

Log 0,913 =  — 1-+- 0,9605.

Sarà dunque

Log x =  7 Log 0,913 =  — 7 +  0,9605 X  7 =  
=  — 7 +  6,7235 =  1,7235,

e quindi infine
cc == 0,529.
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19. Estrazione di radice. — Basta applicare l’identità
(n. 4E)

n _  l
Log Ve =  - Logc .

Così per calcolare

x — V 350
si pone

Log a? =  -  Log 350 =  -  X  2,5441 =  0,3180, 

onde risulta
x =  2,08.

Il calcolo così indicato conduce a dividere un Logaritmo 
per un numero intero. Se il Logaritmo è a caratteristica 
negativa, occorre qualche artificio per far sì che il quoziente 
risulti sotto la forma consueta dei Logaritmi negativi, cioè 
abbia positiva la parte decimale (n. 11).

Il modo, in oui si eseguisce la operazione, è sufficiente- 
mente chiarito dal seguente esempio numerico:

x =  V 0,0255

Log x =  -  Log 0,0255 =  g X  2,4065 =  A ( _  2 +  0,4065) =

=  - ( — 5 +  3,4065) =  -  1 + -  X  3,4065 =  1,6813 

X =  0,4801 .

20. Applicando insieme i varii procedimenti indicati nei 
nn. prec., si può calcolare rapidamente, col sussidio dei 
Logaritmi, ogni espressione numerica monomia (anche fratta 
e irrazionale) cioè comprendente quante si vogliano moltipli
cazioni, divisioni ed estrazioni di radici (escluse cioè le addi
zioni). Sia p. es. da calcolare un valore approssimato di

5 azb3 

c V d
x =
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dove sia

a  =  3,85 b  —  0,728 c =  291 d  =  0,0463. 

Avremo

Log x  =  Log 5 -1 -2  Log a  -+- 3 Log 6 — Log c — —  Log d  ; 

e, poiché la  Tavola dà

Log 5 =  0,6990 
Log a  =  0,5855 
Log 6 =  1,8621 
Log c  —  2,4639 
Log d  =  2,6656,

l’ operazione si eseguirà nel modo seguente (si ricordino le  
avvertenze dei nn. 16-19):

Log 5 =  0,6990
2 Log a  = 1 ,1 7 1 0
3 Log 6 =  1,5863 

- L o g e  =  3,5361

— -  Log d  =  0,3336

Log x  =  1,3260 
a? =  0,2119.

21. P e r  dare un altro esempio di calcolo logaritmico di una espres
sione num erica monomia, proponiamoci di trovare u n  valore approssi
mato del raggio x  d i una  sfera di dm?  693 di volume.

Sarà

|  =  698

ossia

Log x  =  g (Log 3 H~ Log 693 — Log 4 — Log re).

e quindi
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Prendendo per n il valore approssimato 3,142, ricaviamo dalla Tavola

Log 3 =  0,4771 
Log 693 =  2,8407 
Log 4 =  0,6021 
Log t: =  0,4972 ;

onde l’operazione si eseguirà nel modo seguente:

Log 3 =  0,4771 
Log 693 =  2,8407

— Log 4 =  1,3979
— Log ti =  1,5028

3 Log x  =  2,2185 
Log x  =  0,7395 

# = 5 ,4 8 9 ;

cioè il raggio della sfera è di dm. 5,489.





C a p i t o l o  IX

Progressioni

Progressioni aritmetiche

1. P iù  numeri, in un dato ordine, si dicono costituire  
una p r o g r e s s i o n e  a r i t m e t i c a ,  se le differenze, che si otten
gono sottraendo ciascuno di questi numeri dal successivo, 
sono uguali fra loro. Il valore comune di queste differenze 
si dice d i f f e r e n z a  o anche r a g i o n e  della progressione e i sin
goli numeri, che costituiscono la progressione, si chiamano 
t e r m i n i .  Per indicare che più numeri costituiscono una pro
gressione aritmetica, si premette ad essi il segno 

Esempi di progressioni aritm etiche sono

— 8

— 5

11

9
2

14 17 20

4 2 3
5
2 2 .

e la differenza è nel primo caso 3, nel secondo — =.
U

Queste due progressioni hanno un numero finito di ter
mini o, come si suol dire, sono finite.

Un esempio di progressione aritmetica i n f i n i t a , cioè 
avente infin iti termini, è dato dalla serie dei numeri interi 
positivi

— 1 2 3 4 5 . . . .  ;

e se si considerano tutti i numeri interi, positivi e negativi, 
con lo zero intercalato fra gli uni e gli altri,

- f  . . . .  — 3 - 2  — 1 0 1 2 3 . . . ,

si ha una progressione aritmetica infinita in entrambi i sensi.

A maldi U . -  E nriques E . 16
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In  ogni caso, se i term ini di nna. p rogressione si rappre
sentano n el so lito  modo, su  di una retta graduata, con a l
trettanti punti, questi punti risu ltano  a d istanza costante, 
ciascu n o dal su ccessivo .

2. Se a  è un q u a lsia si term ine di una progressione aritm e
tica , di cu i sia  d la  d ifferenza, il term ine su ccessivo  ò c h -  d, 
q uello  precedente a  — d, cosicch é i term ini d ella  progres
sione, a partire dal term ine a , verso destra e verso sinistra, 
sono dati ordinatam ente da

. . . .  a  — 3d  a  — 2d a  — d  a  a  -f- d a  - f  2d a  +  3d . . .

V ediam o così che, se i term ini d ella  progressione si contano  
a partire da a, com e prim o, Y n mo term ine verso destra è 
dato da

a  -4- (n — l)d,

1’ n mo term ine verso sin istra  è dato da

a  — (n — l)d.

E pur evidente che, se è data una progressione aritm e
tica  fin ita , possiam o sem pre prolungarla  di quanti term ini 
vogliam o, sia  n e ll’ uno che n e ll’ altro senso, e considerarla  
com e facen te parte di una progressione aritm etica  infinita ; 
basta aggiungere a destra su ccessivam en te i term ini, che 
d a ll’ u ltim o d ella  progressione data si ottengono, aum entan
dolo di d, 2d, 3d, 4d , ___ , e, sim ilm en te, agg iun gere a si
n istra  i term ini, che dal prim o d ella  progressione data si 
ottengono, d im inuendolo  di d, 2d, 3d, 4 d ,___

3. S e a , b, c sono tre term ini con secu tiv i di una pro
gression e aritm etica, si deve avere, per d efin iz ion e (n. 1),

b — a  — c — 6,
onde risu lta

2b =  a - f  c ossia  b =  — s—  :
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cioè: Ogni termine di una progressione aritmetica è uguale 
alla media aritmetica fra il precedente e il successivo.

Ora in  varie  q uestion i si è condotti al segu en te pro
blem a. Fra due numeri dati a eh  inserire un dato numero n 
di medie aritmetiche, c ioè trovare n num eri, che, in terca la li 
in un ordine opportuno fra a  e 6, costitu iscan o  con essi 
una progressione aritm etica  (di n -4 2 term ini).

T utto si r id uce a trovare la  d ifferenza d di questa  pro
gressione, di cu i il dato num ero a  deve essere il  prim o ter
m ine e b V(n-\- 2)mo. P erciò  si è condotti (num. prec.) a lla  
equazione n e lla  in cogn ita  d

da cu i r isu lta

(i)

b =  a  -4- {n -4- 1) d,

, b — a
d — ------- -.

n  1

Così per inserire 3 m edie aritm etich e fra 5 e 12 basta  
prendere la  d ifferenza

d =  —  —  -  -  
— 4 — 4 ’

e si trova
27 34 41 
4  4 4

12.

Quando fra a  e b si inseriscono n  medie aritmetiche, l’intervallo fra 
i due num eri a  e è, la cui m isura (relativa) è b — a, risulta diviso in 

parti uguali, la cui m isura è data appunto dalla (1).
Va anche notato che, se è data una progressione aritmetica, e fra le 

singole coppie di term ini consecutivi si inserisce un medesimo numero n  
di medie aritm etiche, si ottiene una nuova progressione aritmetica, di 
cui fanno parte  tu tti i term ini della data. Se d è la differenza di que
sta. la differenza della nuova progressione è ------ -r.1 s  n - f-1

4. In  una p rogressione aritm etica  consideriam o un certo  
numero n di term ini con secu tiv i, di cu i il prim o sia a. Se d 
è la  d ifferenza, e ss i sono dati (n. 2) da

a a - f  d a -4- 2d  a -t- 3 d ... 
a -4- (n —- 2)d a [n — 1 )d.



•244 CAPITOLO IX [IX, 4-5]

L a som m a del prim o e d e ll’ n m0 term ine è data da

(2) a  -b  a  +  (n — V)d =  2a  (n — 1 )d  ;

ed è ev idente che allo  stesso  risu ltato  si perviene, som 
m ando il secondo term ine e il  penultim o, perchè il  secondo  
si ottiene dal prim o, aum entandolo di d , m entre il penultim o  
si o ttiene d a ll’ u ltim o, d im inuendolo  di d . E n ello  stesso  
modo si ricon osce che sono u gu ali a lle  due som m e così 
considerate la  som m a del terzo term ine e delP an tip en u l
tim o, e così via. Abbiam o dunque che : I n  u n a  progression e  
a ritm etica  fin ita  le coppie d i term in i eq u id is ta n ti d a g li estrem i 
hanno tu tte  la  m edesim a som m a .

Se il  num ero dei term in i è d ispari, cioè 3 o 5 o 7. . . ,  
uno di essi r isu lta  eq u id istan te d agli estrem i, cioè il  2° o 
il 3° o il 4 ° .. .;  e la  som m a (2) del prim o e delP u ltim o ter
m ine r isu lta  u gu ale al doppio di codesto term ine centrale.

5. I l teorem a del num . prec. conduce ad una regola  per 
ca lco lare la  som m a di un q u a lsia si num ero di term in i con
secu tiv i di una progressione aritm etica.

S ia  n  il loro num ero, e, per m ettere in  evidenza il nu
m ero d’ ordine di c iascu n  term ine, ind ich iam oli con

» a  ̂ a 2 a 3 ... a „   ̂ a ^ ^  a

P er ca lco lare la  loro som m a

S  =  a i -f- a 2 -f- a 3 - \ - ... -f- a n—2 i

r iscr iv iam ola  coi term ini in  ordine inverso

S  =  a n -f— a rt__i -t- a n_ 2 +  ... a 3 ■+• a 2 a i ,

e poi som m iam o m em bro a m em bro q ueste due uguaglianze, 
raccoglien do a secondo m em bro i prim i addendi d elle  due 
som m e, e poi i due secondi, i due terzi, e così via. Otte
niam o in  tal modo

2S  — (a4 -f- a„) -f- (a2 +  a n__2) ... a 2) +  (an -f- cq).
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P oich é g li n  b in om i a secondo m embro sono u gu a li fra  
loro (num. prec.), si conclude

e quindi

2S  — n{ai -f- a n), 

s  _  n (a L -h  a„)

P erven iam o così al segu en te teorem a: L a  som m a d i n  
term in i consecutivi d i u n a  progression e a ritm e tica  è u guale  
ad  n  volte la  m ed ia  a r itm e tica  del p r im o  e de ll1 u ltim o.

Così, ad es., per la  som m a d e i p r im i  n  n u m eri n a tu ra li  
troviam o

(3) 1 +  2 -b  3 +  ... +  (n — 1)

per la  som m a dei p r im i n  n u m eri n a tu ra li  d isp a r i

1 -f- 3 -f- 5 ... -4- [2[n — 1) 1] =  r i1 )

onde si vede che la  som m a di quanti si vogliano in teri po
sitiv i d ispari con secutiv i, a partire da 1, è sem pre un qua
drato perfetto.

6. V alen d oci d ella  esp ression e (3), trovata al n. prec. 
per la  som m a dei prim i n  num eri naturali, possiam o sta 
b ilire u n ’ altra form ula analoga, che ci tornerà u tile  nel 
seguito d ei nostri studi. V ogliam o precisam ente trovare una  
espressione per la  som m a dei q u a d ra ti dei p r im i n  n u m eri 
n a tu ra li  (evidentem ente non costitu en ti una progressione  
aritm etica), cioè per la  som m a

22 +  3 3 - f - ... -i- n 2.

A ta le  scopo partiam o d alla  identità  (Introd., n. 13) 

x 3 — (x — l ) 3 =  3x2 — 3x  1.

Se in  essa  sostitu iam o ad x  su ccessivam en te  g li n  prim i
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num eri naturali, otteniam o le  n  u guag lian ze num eriche

1 = 3 - 1  — 3- 1  +  1,
23 — 1 =  3*22 — 3*2 - n i ,  '
3 3 ~ 2 3 =  3 . 3 2 ~  3 - 3  +  1,

n 3 — (n — l )3 =  3 n 2 — 3 n  +  1.

Som m iam ole m em bro a m em bro ; a prim o m em bro otteniam o  
evidentem ente n 3, m entre a secondo, se som m iam o per co
lonne, troviam o d alla  prim a colonna il triplo d ella  som m a S  
cercata, dalla  seconda il  triplo, cam biato di segno, della  
som m a dei prim i n  num eri naturali, cioè (n. prec.) di 
n(n  t 1)

2
dunque

ossia
(4)

Ma

, e, in fin e , dalla  terza sem p licem en te n. Abbiam o  

n(n  + 1 )n 3 =  3 S  _  3 : n,

2n 3 ■

6£ =  2n z +  3n(n +  1) -- 2n.

2 n  =  2n(ni — 1) =  2 n(n +  1 )(n — 1),

cosicch é d alla  (4), raccogliendo a fattor com une del secondo  
m em bro i l  prodotto n{n  + 1 ) ,  deduciam o

6S  =  n(n  +  l)[2(n -  1) +  3] =  n{n  +  1)(2n  +  1) 
e q uindi

« _  w(w +  l)(2n +  1)
-  -  6 •

N on è d iff ic ile  trovare in  modo analogo la  som m a delle  
potenze 3e, 4 e, ... dei prim i n  num eri naturali (vedansi gli 
E sercizi).

Progressioni geometriche
7. P iù  num eri in  un dato ordine (o te rm in i) si dicono  

costitu ire u na progression e geom etrica , se i quozienti che si 
ottengono, d iv idendo ciascu n o di codesti term ini per il pre-
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cedente sono tutti u gu a li fra loro. Il valore com une di 
codesti quozienti si d ice ragione o quoziente  d e lla  progres
sione geom etrica. P er ind icare che p iù  num eri sono in  pro
gressione geom etrica, si prem ette ad essi il segno ~  .

E sem pi di progression i geom etriche f in ite , c ioè aventi 
un num ero fin ito  di term ini, sono

3 6 12 24 48

1
1 1 1 1
3 9 27 81

e la  ragione è risp ettivam en te 2 e — ^ .

Sono in vece  in f in ite  le  progression i geom etriche, di 

ragione ^  e — 3 risp ettivam en te,
a

. . .  1 1 i 1
'• 1 2 4 8 16 "" ’
. . 2  2
...........  9 3

2 - 6  1 8 ...

Ed è una progressione geom etrica la  su ccession e d i tutte
le potenze ad esponente intero (positivo e negativo) di un  
q ualsiasi num ero a  :

77 ... a r 'z a -1  1 a  a 2 a :i . . . .

S i avverta che in una progressione geom etrica, perchè  
conservi un senso la  d efin izione, è n ecessario  che n essu n  
term ine sia  nullo, ta lché anche la  ragione, quoziente di un  
q ualsiasi term ine per il precedente, deve essere d iversa da 
zero.

Invero ogni termine, che non sia 1’ ultimo di una progressione finita, 
deve essere diverso da zero, perchè abbia senso il quoziente della 
divisione per esso del term ine successivo. Se poi fosse nullo F ultimo 
termine di una progressione geometrica finita, risulterebbe uguale a zero 
la ragione (quoziente dell’ ultimo termine per il precedente) e quindi 
anche il penultimo termine, come avente nullo il rapporto all’antipe
nultimo; e ciò, come si è visto or ora, non può succedere.
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8. Se a  è un q u a lsia si term ine di una progressione geo 
m etrica  di ragione q , il term ine su ccessivo  è ag, q uello  pre

cedente - ,  cosicch é i term ini d ella  progressione a partire  

da a , verso destra e verso sin istra  sono dati ord inatam ente

(5)
a  a  

q 3 q2
a

2
a  aq a q 2 a q " ....

Perciò, se i term ini d ella  progressione si contano a par
tire da a , com e primo, V n mo verso destra è dato da

a q n~ L ,
P n mo verso sin istra  da

a

D alla  form a (5) dei term ini di una progressione geom e
trica si r ileva  che, se la  ragione q è, in  valore assoluto, 
m aggiore di 1, essi, purché si vada abbastanza avanti verso  
destra, fin iscono  col d iventare, in  valore assopito, grandi 
quanto si vuole (VII, n. 9A), c ioè tendono a + o o ,  m entre  
in vece  verso sin istra  fin iscon o  col ridursi, in  valore assoluto, 
m inori di q u a ls ia si num ero p ositivo  p refissato  (V II, n. 10A), 
cioè tendono a 0. E accade Y opposto se è |g |  <  1.

Quanto al segno, se la  ragione q è positiva , tu tti i ter
m in i (5) d ella  progressione hanno lo stesso  segno ; se, invece, 
è q <  0 , e ss i sono di segn i alternati.

N on hanno in teresse i due casi, in  cu i sia  q =  1 o q = .  — 1; 
n el prim o, i term ini d ella  progressione sono tutti u guali, nel 
secondo hanno valori asso lu ti u gu a li e segn i a lternati.

N otiam o, in fin e , che ogni progressione geom etrica  fin ita , 
com e r isu lta  d a lla  form a (5) dei suoi term ini, si può pro
lun gare in  entram bi i sen si e considerarla  com e facen te parte  
di una progression e in fin itita : basta aggiun gerle  a destra  
su ccessiv a m en te  i term in i che d a ll7 u ltim o si ottengono, m ol
tip licand olo  per q, q 2, g 3. e  a sin istra  q uelli, che d a ll’u lti
mo si ottengono, d iv idendolo  per g, g~, g :i, ...
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9. S iano a , b, c tre term ini con secu tiv i di una progres
sione geom etrica. E ssi sono n ecessariam en te d iversi da zero 

tutti e tre, e in  ogni caso a  e c hanno lo stesso  segno (n. prec.). 
Inoltre si ha, per d efin izione,

b _ c  
a  6 ’

e quindi

con ac  >  0. P erciò

¥  =  ac

b =  db V ac*

Abbiam o dunque ch e: In  u n a  progression e geom etrica ogni 
term ine è u g u a le , in  va lore  asso lu to , a lla  m ed ia  geom etrica  
fra  i l  term ine preceden te e quello  successivo .

Come n el caso d elle  progression i aritm etiche, s i è ta lvolta  
condotti al problem a segu en te: In serire  f r a  due n u m eri d a ti  
a, b u n  dato  num ero n  d i m edie geom etriche, c ioè trovare n  
num eri, che, in terca la ti in  un  certo ordine fra a  e b, costi
tuiscano con questi due num eri una progressione geom etrica  
(di n  -h 2 term ini).

P er considerare il caso, che ha effettivam en te in teresse, 
supponiam o a  e b entram bi positiv i. In d icata  con q la  ragione  
incognita d ella  progressione voluta, notiam o che in  questa  
progressione il num ero b deve essere il term ine (n -t 2)m0, 
quando com e prim o term ine si prenda il num ero a. D eve  
dunque essere (n. prec.)

(6) b — a q n+i,

cosicché, se si resta n el cam po dei num eri p ositiv i, si trova  
(tanto per n  pari, quanto per n  dispari)

JN"el campo dei num eri relativi, se n  è dispari, si può prendere per
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la ragione q indifferentem ente l’ uno o l’altro dei due valori opposti

mentre, invece, se n  è pari, q non può avere elle il valore positivo (7).
Se poi si considera anche il caso, dianzi escluso, in  cui a  e b siano 

di segno contrario, deve pur sempre sussistere la (6), cosicché, essendo

-  <  0, si riconosce, che per n  dispari il problema non ha soluzioni ;

cioè non è possibile inserire un numero dispari di medie geometriche 
fra due num eri di segno contrario (in accordo con le osservazioni del 
n. prec. sui segni dei term ini di una progressione geometrica). Se, in
vece, n  è pari, il problema ammette un’unica soluzione, data, anche in 
questo caso, dalla (7), che qui fornisce per la ragione un valore negativo.

In  ogni caso, se è data una progressione geom etrica e fra le coppie 
di term ini consecutivi si inserisce un medesimo numero n  di medie 
geometriche, si ottiene una nuova progressione geometrica, in cui com
paiono come term ini tu tti quelli della data. Se q è la ragione di questa,

la ragione della nuova progressione è Y q .

10. Proponiam oci si ca lco lare la  som m a di un qualsiasi 
num ero n  di term ini con secu tiv i di una progressione geo
m etrica  di ragione q, d iversa da 1, cioè, ind icato  con a  il 
prim o dei term in i considerati, la  som m a

M oltip licando ambo i m em bri di questa u guaglian za  per 
q, otteniam o

cosicché, sottraendo membro a mem bro da questa  uguaglianza  
la  precedente, troviam o

n i 1.

(8)

S  — a  -f- aq  4 - aq- -+-... 4 -  a q n~ > =  

—  a ( l 4 - q 4 -  q~ 4 - . . .  q n~ l) .

q S  — a(q  4- q* +- q 3 4 - . . .  4- g ”)

( 2 - 1 )  5  =  a(ff» - . l )

e quindi, essendo q  2 ;  1

( 9)
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botiam o che questo stesso risultato si può dedurre immediatamente 
dalla (8), ricordando l’identità (Introd., il. 16) :

(1 4 - q 4  - q2 4 -... 4 - qn~~l)(q —  1) —  qìl —  1 .

Scrivendo la  (9) sotto la  form a

ç, __ a q n — a
ì F " r

siamo condotti a lla  segu en te regola  : L a  som m a d i n  term in i 
consecutivi d i u n a  progression e geom etrica  (di ragione d iversa  
di 1) s i ottiene , d iv id en d o  la  d iffe ren za  f r a  i l  p r im o  term ine  
e quello , che segue V n moy p e r  la  d ifferen za  fra  V u n ità  e la  
ragione.

L a form ula (9) dà luogo a n otevoli applicazion i, di cui 
daremo un  cenno n eg li E sercizi.

Progressioni e logaritmi

11, D alla considerazione di due progressioni, l’una aritm etica e l’altra 
geometrica, si può tra rre  una nuova definizione dei logaritmi, che qui 
rapidamente accenneremo. D’accordo con quella del n. 2 del Cap. V i l i  
si riconoscerà immediatamente.

Preso ad arbitrio un numero a  positivo e diverso da 1, consideriamo 
le due progressioni infinite

(10) — —  a—3 a ~ 2 a ~ l 1 a a2 a3 ____ ,

(11) -  . . . . — 3 —  2 — 1 0  1 2  8

di cui la prim a è la progressione geometrica delle potenze ad esponente 
intero (positivo o negativo) di a, mentre la seconda è la progressione 
aritmetica dei rispettiv i esponenti, cioè dei num eri interi (positivi e 
negativi); e ad ogni term ine della (10) facciamo corrispondere il termine 
della (11), che gli sta sotto: cioè facciamo corrispondere al term ine 1 
della (10) il term ine 0 della (11), e ad ogni altro term ine della (10) quel 
termine della (11), che, rispetto al term ine 0, occupa il medesimo posto, 
che il term ine considerato della (10) occupa rispetto al term ine 1.

Dopo ciò, immaginiamo di inserire fra ciascuna coppia di termini 
consecutivi della progressione geometrica (10) un qualsiasi numero n  di 
medie geometriche e, similmente, di inserire fra ciascuna coppia di te r
mini consecutivi della progressione aritmetica (11) il medesimo numero n  
di medie aritm etiche. Con questa intercalazione otteniamo due nuove



252 CAPITOLO IX [IX, 11]

progressioni, la prim a geometrica, la  seconda aritmetica, di cui fanno 
parte rispettivam ente tu tti i term ini della (10) e della (11).

Orbene, di ogni numero c, così ottenuto come term ine della nuova 
progressione geometrica, si chiama logaritmo in base a  quel term ine 
della nuova progressione aritmetica, che, rispetto al term ine 0, occupa 
il medesimo posto, che c occupa nella progressione geometrica, rispetto 
al term ine 1.

Si può a tu tta prim a pensare che il logaritmo così definito per un 
numero c dipenda dal numero n  di medie geometriche, che si son dovute 
inserire fra  i term ini consecutivi della (10) per trovare fra i term ini della 
nuova progressione geometrica il numero c. Invece è facile dimostrare 
che, anche se al medesimo c si perviene inserendo fra i term ini con
secutivi della (10) un diverso numero n ' di medie geometriche, il termine 
di ugual posto della progressione aritmetica, che dalla (11) si deduce, 
inserendovi fra term ine e term ine n' medie aritmetiche, è sempre quello 
stesso di prima. Ma noi qui tralascierem o questa dimostrazione (vedansi 
gli Esercizi) ; e perverrem o indirettam ente al medesimo risultato, mo
strando che la nuova definizione di logaritmo si accorda con quella 
del n. 2 del Cap. V i l i ,  la quale, come si è visto, definisce il logaritmo 
in modo unico.

A tal fine, osserviamo che la ragione della progressione geometrica, 
che dalla (10) si ottiene, inserendovi fra  term ine e term ine n  medie geo
metriche, è data (n. 9) da

n-hl _
(12) Va,
cosicché un numero c, il quale compaia fra i term ini di questa nuova 
progressione geometrica, avente la ragione (12) e contenente il term ine 1, 
sarà dato da

(n+t, \m
(18) c = \  Va) = a n + 1

dove m  denota un certo intero, positivo o negativo. D ’altra  parte, la 
differenza della corrispondente progressione aritmetica, che dalla (11) 
si deduce inserendovi fra  le coppie di term ini consecutivi n  medie 
aritm etiche, è (n. 3)

n - h i ’

e il numero che, secondo la nuova definizione, si è chiamato logaritmo 
di c, cioè il termine, che in  questa nuova progressione aritm etica occupa, 
rispetto al term ine 0, lo stesso posto che nella progressione geometrica 
ò occupato dal numero (13) rispetto al term ine 1, ò dato da

m  
n - h  1 ?
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cioè precisam ente dall’ esponente, che bisogna dare alla base a per avere 
il numero c.

Y i è dunque perfetto accordo fra le due definizioni.

12. Sarebbe facile dimostrare, anche partendo dalla nuova definizione, 
la proprietà fondamentale dei logaritmi, da cui discendono tutte le altre, 
cioè il teorema sul logaritmo del prodotto di quanti si vogliano fattori 
positivi (Y III, n. 4). Ma non ci indugeremo a dare questa dim ostra
zione, e chiuderemo con un’altra osservazione.

L a  definizione per mezzo delle progressioni dà un senso soltanto ai 
logaritmi di quei numeri, che si possono inserire come medie geometriche 
fra i term ini della j>rogressione (10) delle potenze della base a , cioè, più 
precisamente, ai logaritmi delle potenze di a  ad esponente razionale. Ma 
questa limitazione non costituisce una difficoltà per i fini pratici, cui 
sono destinati i logaritmi. Poiché, come si è ben chiarito nel Cap. Y II I ,  
i calcoli logaritmici sono tu tti approssimati, ad ogni numero, che non sia 
una potenza di a  ad esponente razionale, si sostituirà un valore appros
simato, che sia di tal natura.





E S E R C I Z I

I ntroduzione

1. Eseguire le seguenti operazioni:

1. 5a[3a — (2a -h 3)] ;
2. 4a —  5 -f- (Sa — 4) -u [2a —  3 — (2a — 7a-+- 5)] ;
3. 3 a — |6 — [a-+-(6 — 3a)]| ;
4. 5a — 7(6 — c) — [6a — (36 2c) -h 4c — (2a — 6 — 2c)

2. Eseguire le seguenti moltiplicazioni di monomi :

1. 3a26 jier — -  a62c per 63c2 ;a
2. — 2ab2c per 5a26c3 per — a 362c2.

3. D ividere :

1. 28a4b2c3cl per 4a26c3 ;
2. — 7òasbcGd4 per 5a3c5d ;
3. — 36ambncP~id per — 9a2ò3c ;
4. 21aw+26n-*c'i per — amb>l~ 2cìl-*.

4. Trovare il M. C. D. e il m. c. ni. dei seguenti monomi:

1. g a2b4c2, — 3a.362c3, 2a63c4 ;

2. — 6a4b2c , 3a365c3, 5a*b*c*.

5. Eseguire le operazioni seguenti ;

. abc (S pc 3 7 5gr\
m7’ \ Ï  ™ +  7 bq~  6 fc)’

2 /a - h  6 
a + 6 \  7c

a -h  b f a a — 6 a  — 6\ 
a - - 6 \ a - h 6  a  a - h b / ’

4. a  — 1 +
a 2- ■1

1 5

ì (a  +  6)2 i
’ 4a6

5. a  — 6 62
* a  -h 6 ’

, (a -  &)2 
4a6 i ;

a
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-62
( a  —  6) ;

10. a -h
az

12.

a - h i ’
26 — a
a  — 6

q (a +  6)2 t 2a6
2ab (a -  6)2 ’

3a(a — 6) 6 — 2 a
a s — b2 ^ ' I T h b  ’

a 2 — (m -f- -h Wn  p 2 — a 2 ^
a 2 — (m -b p )a  +  mp n 2 — a2 ’

/ a  — 6 a - b 6 W a 2-h 6 2 \ 15a3 3a2
\a  +  6 +  a  — b) \ 2ab ) ’ * a 3 — 63 ’ a 2 -b a6 -b 62 5

\q [(^ +  &)3 +  (6 +  c)3 -f- (c -h a)3 +  a6(a-f-6) +  6c(6-he)- b ca(c-ba)] 
(a +  6 + e ) 2 — {ab +  6c -f- ca)

6. V erificare le iden tità :

1. (a2 — 2a — l)2 -b (a2 -b 2a -  l ) 2 =  2(a2 +  l)2 ;

2. (a -b 6)2 — (c -b cl)2 -f- ( a -b c )2 — (6 -b d )2 =  2(a — d)(a-+-b-h c-h  d) ;
3. [(a — 6)2 H- (6 — c)2 (c — a)2]2 — 2 [(a — 6)4 -b (6 — c)4 +  (c — a)4].

7. Eseguire le seguenti operazioni :

1. (2a?3 — 3&2 -f- x  — 1) -b (— 3a:3 — 5x -b 2) ;

2- (§ "  5 033 +  2* -  g) -  (I *3 -  ï 352 -  ® ^  ! ) ;

3. (6x3 — 2x2 -b x  — 3) x 2 — x  - b 1 j ;

4. (0,5æ4 — 2a;3 - f  0,3a;2 -f- 1,4a: -b 0,1 ){2x2 — 0,3a; - b 10) ;
5. (2a;5 —7a;4 -h a;3 -b  9x2 — 7x — 6) *. (2a;3 — 3a;2 +  a;-b 2) ;
6. (2a;6 — 7a;4 -b 8a;2 — 3) l (a:4 — 2a;2 - t-1) ;
7. (4a;6 — 4a:4 -f- 8a;3 -b x 2 — 4a: -f- 4) I (2a;3 — x  -b 2) ;
8. (2a;5 — 7a:4 -h 9a;3 — 8a;2 -b 1) : (a;2 — 2a; -h-1) ;
9. (6a;6 — 3a;4 -+- 13a;3 -b x  -b 2) \ (3a;3 +  2a; — 1) ;

10. (2a;4 — x 3 -b 3a;2 — 4a; -f- 5) : (3a;2 — 2a; — 2).

8. Eseguire le seguenti divisioni :

1. (2a;3 — 9a;2 -b lia ; — 6) : (x — 3) ;
2. (3a;4 -b 15a;3 — a:2 — x  -b 20) \ (x -b 5) ;
3. (4a;4 -b 8a;3 -b x 2 -b 7a; — 20) ; (2x -b 5) ;
4. (4a?3 -b 14a;2 — 5a; -b 3 ): (x -b 4) ;
5. (5a;4 — 31a;3 -b 8a;2 — 15a; -b 9 ) * (pc — 6).
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9. In  ciascuno dei seguenti casi determ inare il valore del param etro k  
in modo che la divisione risu lti esatta :

1. (2x2 — Sx H- k) *. (x 4- 1) ;
2. (x3 — 2x2 -+ kx  — 0) : (x 3) ;
3. (2x3 f- k x 2 — 4x 4- 8) : (x 4- 2) ;
4. (/ex3 t- 9x2 +  6x 4 - 8) : (3x 4- 2).

10. Risolvere le seguenti disuguaglianze:

1. 7x 4- 3 >  Sx — 7 ;

8 :

2. 5

4. (x 4 - 1) (x 4 - 3) >  (x — 1) (x

5. (x — l)(x — 2)(x— 3 ) > x 2(x— 6); 6. a x 4 - 6 > 3 - - 2  >r •

7. rr——  >  0 ;

9.

2 — x  
9x — 21 
2x 4- 4

8 .
-4;»

> - 3 : 10.
a  4- b >

2 — 8x 
a  — x
a b

> 2 ;

2 ( a > 0 ,  6 > 0 , a ^ b ) .

11. Trovare i valori interi (positivi e negativi) soddisfacenti alle due 
disuguaglianze :

7x 4- 3 >  9* 4 -  8, 6 — 2;»: >  10 — 5.r.

12. R isolvere i seguenti sistemi di disuguaglianze :

1. 3 x 4 -2  >  0, 
3. 4æ 4 - 5 >  0,

5.

7.

4x
3 — 5# 
l x  4- 6 
5 — 4x

> 0 ,

> 0 ,

5 — 4x >  0 ;
2 v 4- 1 >  0 ; 

2 x  4- 1 >  0 ; 

4 -  3*.

2. 3 — 2x > 0 .  11 — 3 x > 0 ;
4. 4x — 3 > 0 ,  3 x 4 - 2 > 0 ;

4 ^ _ 3x

5x 4  3 -
0 :

6.
8 .

5.1/ -
4x

37 — 24 x
6 -  7 x > 4 ,

5 x 4 -6  
17x— 3
7 —

< 0;

>  — 2.

13. Risolvere i seguenti sistemi di equazioni di 1° grado (o rid u 
cibili a sistemi di questo tipo) :

1.
x — y =  5,
x 4- y =  11.

( 2x — 3y =  0.

( * 14 .A 1
7.5 7 +  y - 10r  

( 2 x - y  =  7.

4x — 3 y — 1, 
2x ky — 28.

x
3
4x — 2

8.<

5

x_±_2/
5

3y =  7, 

% ' ■4.

4 2 “
x x 4- ; 
2 9 : 5.

9,

3.

6. <

9.

6x — 7y ~  0, 
3x — 2y =  9. 

* / - 22x
5 "

x — 4
6

21,

29.

-y
3

x — y

4- x =  15,

4- y  =  6.

A maldi U . - E nriques F . 17
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7*

10. <
11 . ^ - 3 4  
6 ^ 3

7x Sy 5̂ / | 9
8 - ^ T ^ F - 4- 12*

11.
*  ̂  ̂— 5,

8 6 
* 4 -0  x — y

12.

* — 1 2/ — 2

13.

2* 4 -32/
5 £ =  10- 2/

3 ’
4i/ — 3 x _Sx

6 +  1 .

15.
0,08* — 0,210 =  0,33, 
0,12*4-0,750 =  3,54.

17, i *
- % = 7 ,

x w 11_4»— 5y
% + Ï Ô ~  5 y  ‘

19.

* 4 -3  y — 1   ^
4* — y  — 2 ’
2y — x — 3
3* -+- 30 — 2

: 3 .

21.

* - 3- = i ,* y

? 4 _ ^  =  28.* y

23.

25.

27.

29.

* 4- y =  a  4- 6, 
bx -t- a y =  2ab .
(a 4- c)x — by =  6c,
* 4- y =  a -H 6.
a.)* -4- 6^ — a 2 4- 62, 
bx-\~ ay =  2ab . 
ax~\~by =  c, 

a 2* 4- 620 =  c2.

31.
(a +  ft)* 4- (6 — h)y =  c, 
(6 -h k)x 4- (a — k)y =  c.

x y
i,

3 3 .
x y  . 
T 4~ -  =  1. 6 a

14.

16.

18.

22.

24.

26.

28.

30.

: 10. 8 , + ? L - J = 2 i .

2(2* f  3y) =  3(2* — y) 4- 10, 
4* — 3i/ =  4(6?/ — 2x) 4- 3.

0,3* 4- 0,250 =  x — 6,
3* — 0,50 =  28 -0 ,2 5 0 .

2* -4- 0 — 6 14 =  0,
x  — o

3 0 — 10(* — 1) * — 0
- 4- 4 1 =  0.

/ * - 0  =  1,.
20. < * 4 -1  * — 1

y — i

2
y

Sx -h 40 4- 2 2* — 30 — 2
8 2 1

3* 4- 40 -4- 2 2* — 30 — 2
x -h ay =  b, 
y — a x =  c. 
x 4- 0 =  c, 
a* — by =  c(a — 6). 
a(* 4-0) -4- 6(* — 0) =  1, 
a(* — y) 4- 6(* 4- y) =  1.
(a -4- 6)* — (a — 6)0 =  4a6,
(a — b)x 4- (a 4- 6)0 =  2a2 —2b2.

[ x y  ~ 
32. a +  b ~ 2’

! 6* — ay =  0.

; — a  0 — 6

34.
1 - =0,

* 4 - 0  —  6 * —  0 —  a __ q



[Intrort., 13-18] ESERCIZI 259

x
a -f-6

y
a  — 6 =  2 a,

x — y _  y
2a6 a 2 -+- 62 *

u
6a -4- 1

g? ( ( a -+-2)js-h ay =  1,
( 3a; -f- (2 — a)i/ ~  1. Discussione.

62 -  1
=  62 — a 2,

y
a 2 -4-1

-+- 2 =  a 2 -+- ô2.

38 S (a _  + ^  - %  = (» + *)s »
( (2a — l)x  -f- (a -t- 1 )y =  a 2 — 1. Discussione.

39.

40.

(a h- x)(a -f- y) -+- (6 -+- æ)(6 -f- y) =  2(a #)(6 h~ a*),
(a -h 6)(æ — y) =  a6.

(4a2 -+- a  h- l)æ -f- (2a2 h- 4a 4- 1)?/ =  2a2,
(2a -f- l)a; -+ (a -+- 2)y =  a. Discussione.

14. D iscutere i sistemi seguenti:

12a; — 9y =  2, 
3g/ — 4 a; =  3.

9 ( 12a; — 16i/ ~f~ 3 =  0, 
( 4^/— 3a; ^ 0 ,7 5 .

3.

a;_5
ÿ “ 0 ’
x -+ 2 y 

17 y — x.

4  | («  +■&)* =  (»  — ô)y,

( 6(æ -4 */) =  1 -t-a (y — *).

15. Determ inare a in modo che il sistema seguente risulti impos
sibile :

l G..- — 4y =  1,
I (3 — a)x — %  =  2.

16. Si consideri il sistema

( 3æ •+• 4# =  2,
I 2y 4- (3 — n)y =  6,

e prima si determ ini a  in modo che esso risulti impossibile, poi si de
terminino a  e 6 in modo che il sistema risu lti indeterminato.

17. U n numero (intero assoluto) di due cifre, diminuito di 45, dà il 
numero formato dalle stesse due cifre, prese in ordine inverso; e, d’altra

g
parte, è uguale agli g di questo secondo numero. Trovare quel numero.

18. D ividendo un numero (intero assoluto) per un altro, si ottiene 
come quoziente 18, come resto 9. Se il primo numero si moltiplica por 3 
e il secondo si aum enta di 51, si ottiene come quoziente 9 e come 
resto 18. Trovare i due numeri.
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19. In  un triangolo un angolo è di 57°30', mentre la differenza degli 
altri due è di 11°50'. Trovare le ampiezze di questi due angoli.

20. U n tale paga L. 370 in monete d’argento da D. 5 e da L. 10. Se in 
tutto le monete sono 49, quante sono quelle da 5 e quante quelle da 10?

21. Trovare due numeri, di cui tanto la somma quanto il quoziente 
siano uguali ad un dato numero a. Discussione.

22. Se in un triangolo si aumentano un lato di 5 cm. e la corri
spondente altezza di 8 cm., l’area cresce di 165 cm2; se invece si a u 
menta lo stesso lato di 2 cm., e si diminuisce la corrispondente altezza 
di 6 cm., V area diminuisce di 63 cm2. Trovare 1’ area del triangolo.

23. A lcuni amici, dovendo pagare il conto di un pranzo collettivo 
in una trattoria, osservano che se fossero 2 di più pagherebbero cia
scuno, per lo stesso importo complessivo, 2 lire di meno, m entre paghe
rebbero ciascuno 3 lire di più se fossero 2 di meno. Quanti sono quegli 
amici e quanto paga ciascuno ?

24. Se A  desse a B  75 lire, essi avrebbero la stessa somma di de
naro. Se invece B  desse 25 lire ad A, questi avrebbe il triplo di B. 
Quante lire ha ciascuno ?

25. U n  agricoltore vende 10 q. di frumento e 6 q. di grano turco 
e percepisce L. 1410. Vende poi, agli stessi prezzi, 8 q. di frumento e 
15 q. di grano turco e percejDisce D. 1689. A qual prezzo per quintale 
lui venduto il frumento e a quale il grano turco ?

26. In  una cantina vi sono due qualità di vino. Se si mescolasse la 
prima qualità colla seconda nel rapporto di 2 a 3, il vino così tagliato 
verrebbe a costare L. 1,68 al litro ; se invece si mescolasse la prima 
qualità alla seconda nel rapporto di 3 a 2, il vino tagliato verrebbe a 
costare L. 1,62. Quali sono i costi per hi. delle due qualità di vino ?

27. Un numero (intero assoluto) di due cifre è uguale al quadruplo 
della somma delle sue cifre; e d ’altra parte, se ad esso si aggiunge 18, 
si ottiene il numero formato con le stesse due cifre, prese in ordine 
inverso. Trovare questo numero.

28. U n numero (intero assoluto) di due cifre, diminuito di 45, dà il 
numero formato con le stesse due cifre, prese in ordine inverso, ed è,

g
d’altra parte, uguale agli Q di questo secondo numero. Trovare quelo
numero.

29. Due operai, lavorando insieme, possono compiere un certo lavoro 
in 30 giorni; ma dopo 18 giorni uno di essi abbandona il lavoro, e l’al
tro lo completa, impiegando 20 giorni di più. In  quanti giorni avrebbe 
condotto a term ine quello stesso lavoro ciascuno dei due operai, lavo
rando da solo?

30. U n agricoltore vuol preparare per l’inverno 100 q. di foraggio 
mescolando fieno maggengo e paglia. I l  maggengo costa L. 17,5 al quin-
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tale, la paglia L. 5,5. Se quell’agricoltore vuole che il foraggio di mi
stura gli venga a costare L. 10 al quintale, quanti quintali di maggengo 
e quanti di paglia deve mescolare?

Bl. Tre botti hanno complessivamente la capacità di 1. 2250. Le pia
rne due sono piene e la terza è vuota; e per riem pire quest’ultima.

bisogna versarv i il contenuto della prim a e -  di quello della seconda

2
oppure il contenuto della seconda e g di quello della prima. Quali sono

le capacità in  hi. delle tre botti ?
32. Se in  una frazione si aum enta il numeratore di 1 e si diminuisce 

il denominatore di 1, la nuova frazione risulta uguale ad 1. Se invece 
il num eratore si aum enta del denominatore e il denominatore si dimi
nuisce del numeratore, la nuova frazione risulta uguale a 4. Quali sono 
i term ini della frazione prim itiva ?

33. A  e B  hanno ciascuno un certo numero di gettoni. A  dà a B  
tanti gettoni quanti questi ne ha, e subito dopo B  dà ad A  tanti gel toni 
quanti ad A  ne sono rimasti. Poi ricominciano daccapo : cioè A  dà a B  
tanti gettoni quanti questi ne ha, e B  dà ad A  tan ti gettoni, quanti 
ad A  ne sono rimasti. Dopo ciò A  e B  si trovano ad avere ciascuno 16 
gettoni. Quanti ne avevano ciascuno dapprincipio ? [Si osservi clic il 
problema si può anche trattare come in una sola incognita, perdi è 
dallo stesso enunciato risulta che A  e B  hanno complessivamente 82 
gettoni].

34. U n paese A  è collegato ad un paese B  da una strada, ohe 
per 13 km. è in salita e per altri 8 in discesa, e la pendenza dei due 
tra tti è la stessa. U n ciclista j^er andare da A  a B  impiega P'42'". P iù 
tardi ritorna da B  ad A , mantenendo, sia in salita che in discesa, le 
stesse velocità che nell’andata, e impiega a percorrere la strada un 
quarto d’ora di meno. Quali sono state, in km./h., le sue due velocità 
in salita e in  discesa?

35. Due autocorriere A  e B  partono da due paesi distanti fra loro 
km. 112 e si vanno incontro. Se A  parte l h 10w prim a di B, le due auto- 
corriere si incontrano 2h dopo la partenza di B  \ se B  parte l h 10m prima 
di d , si incontrano 2h 10w dopo la partenza di A. Quali sono, in chilo
metri a ll’ ora, le velocità delle due autocorriere ?

36. Due treni, lunghi rispettivam ente m. 125 e m. 155, corrono in 
senso inverso su due binari paralleli e impiegano a sfilare completa
mente l ’uno davanti all’altro (dall’istante, in cui si trovano affiancati 
i fanali delle due locomotive a quello, in cui si trovano affiancati i 
due fanali di coda) IO. Se corressero nello stesso senso, im pieghereb
bero a sfilare completamente Timo rispetto all’altro 1"?10. Quali sono, 
in km./h., le velocità dei due tren i?
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37. Risolvere i sistem i: 

l * -h 2 y  — z =  2,
1. < 2x — y ~ h z  =  3, f x - i - y  — z  =  0.

| x - h y  =  lb,
3. j y  -h & =  25,

| Æ -}- 2 := 20.

| 6i/ — à x_^
3s — 7 ~ 1’

— x _ i
'J- \ 2y -  3s ~

I ÿ — 2e
l % — 2*
I a? +  y  +  £ =  a ,

7. ] x  —  y  +  z  =  b,

[ o jh -2/ — z =  c.

( » -+- ay -f- a 2# == a 3,
9. | æ -+■ ôî/ ò22 =  63,

[ a; 4- cy 4- c2z =  c3. 

i a(— yz  -f- zx  -f- xy) =  xyz, 
11. — zx  +  .̂*2/) =  aye,

I c(yz -+-zx — xy) — a't/g.

( ;r y  -h -2; =  3,
2. | a; -t- 2i/ -t- 3z =  — 1,

( x  +  l y  ~h 9z =  -  11.

i 2x — y =  10,
4. j 5* — 7 z =  1,

4as +  9z =  4.

2 _ 1
* y i ,

3
6. < — Hæ

5
s 1,

!U !=
• y *

1.

8.
x -ì- y  -h z  =  a - \- b c, 
x ~ h a  =  y + -b  =  z~{-c.

I x -h y  +- z  =  1, 
a x -h  by ~h cz =  h, 
a2x -f- b2y  -h c2s =  h2.

I æ -4- y -h z  =  0,
12. / (6 -t- c)* -+- (c +  a)t/ +  (a f-6)2 =  0, 

I bcx +  cay -+- abz =  1.

3S. Riconoscere che dei seguenti sistemi il primo è impossibile, il 
secondo è indeterm inato:

\ x — ly ~ t-6 z  =  0, 
j 2æ 3y — 4# =  1, 
f 3# — y 2z =  2.

 ̂ æ 2/ -t- 2 =  3,
< 2$ +  10i/ — 2z =  5, 
I 3x — by -h 7z =  10.

39. D ividere il numero 147 in tre parti tali che si ottenga il m ede

simo risultato sia aggiungendo alla prima ^ della somma delle altreo
due, sia aggiungendo alla seconda -  della somma delle altre due, sia

aggiungendo alla terza -  della somma delle altre due. o
40. U n negoziante nella prim avera dell’ anno scorso ha acquistato 

250 hi. di vino di tre qualità diverse, pagandole rispettivam ente D. 1,75,
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L. 2, L. 2,50 al litro, spendendo, complessivamente, 3j . 53250. Quest’anno 
compera ancora le medesime quantità di codeste stesse qualità di vino, 
pagandole per altro L. 1,50, L. 1,80, L. 2,20 al litro e spendendo in tutto 
L. 46900. Quanti ettolitri di vino ha acquistato, entram be le volte, di 
ciascuna delle tre qualità?

41. Un numero di tre cifre è 61 volto la somma delle sue cifre, e 
diminuisce di 495, se le sue cifre si scrivono in ordine inverso. Inoltre 
la somma delle cifre estreme è tripla della cifra di mezzo. Qual’ è questo 
numero ?

42. A  e B, lavorando insieme per 9 giorni, guadagnano L. 405; A  o 
C, lavorando insieme per 12 giorni, guadagnano L. 564; B  e C, lavo
rando insieme per 7 giorni, guadagnano L. 294. Quanto guadagna al 
giorno ciascuno di essi ?

48. U n ciclista va in 6 ore ed -  da un paese A  ad un paese B, che

dista 112 km. La strada da A  a B  è in parto piana, e, per il resto, parte 
in salita, parte in discesa ; e la pendenza della salita è uguale a quella 
della discesa. I l  ciclista in piano va a 18 km./h., in salita a 12 km./h., 
e in discesa a 24 km./li. ; e se con queste stesse velocità andasse da 
B  ad A  impiegherebbe 6 ore e 55 minuti. Quanti chilometri di strada 
piana, quanti di salita, quanti di discesa vi sono fra A  e B 'ì (Borei- 
Stackel).

[Il problema si può risolvere come in due sole incognite].
44. Trovare un numero (intero assoluto) di tre cifre, che aumenta 

di 360 quando si scambiano le prime due cifre, e di 99 quando si scam
biano la prim a e la terza, m entre diminuisce di 27 quando si scambiano 
le due ultime cifre. [Si osservi che il sistema di equazioni, cui si ò cosi 
condotti, è indeterm inato; ma, in forza della condizione implicita nel* 
l’enunciato che i valori delle tre incognite (cifre del numero voluto) ri
sultino num eri interi assoluti compresi tra  1 e 9, il problema ammette 
soltanto un numero finito di soluzioni (precisamente 5)].

Capitolo I

45. Su di una’; re tta  "graduata (I, n. 1) in  ogni segmento AB, per 
quanto piccolo, cadono infiniti punti, cui corrispondono, come distanze 
dall’ origine, num eri razionali. [Se A, B  corrispondono a due numeri 
razionali, anche al loro punto medio corrisponde un numero razio
nale, ecc. In  caso contrario si può sempre determ inare un segmento A'B' 
interno ad A B  e tale che ad A ' e B ’ corrispondano num eri razionali. Basta 
prendere un sottomultiplo dell’ unità che sia minore di A B  e poi con
siderare, a partire dall’origine, i successivi multipli di codesto sotto- 
multiplo dell’ unità, ecc.].
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46. Se (jBT|IT), (H *  | 2T') sono due sezioni, anche le due classi U H ',  
] £ K ' (I, n. 9) costituiscono una sezione. [Le proprietà 2), 3) si stabili
scono immediatamente (cfr. I, n. 8). P e r dimostrare l’assurdità dell’ ipo
tesi che le classi H H 1, K K '  lascino fuori due num eri razionali r, 
con r  >  r ', i quali in ogni caso non possono che essere compresi fra le 
due classi, si scelgano ad arbitrio due num eri k , k' in J£, K '  rispettiva
mente e si prenda una frazione

(*)

Considerate due coppie di m ultipli

r  — r' 
k T l c ,%

di -  tali che sia (I, n. 8)

e quindi

m _ ^ m  +  1 m  __ . - h i~  c  a  < ---------, — <  a' < ---------n  n  n  n

m  — 1 ^ + 1 m! — 1 ^ , m* - h i
~ <  « <  ——  , — —  <  a' <  ~ —j— ,

si ha anzitutto
m  ^  1 m' _.

—  < fc \

Inoltre la differenza dei due num eri — ---- -- -m---- — ,
n 2 7 n 2

appartenenti rispettivam ente ad I I I I ' e K K r, è data da 

2 (m - - 'm ')_2 (m  t m '\ ^  r  — r' (ln
2 n\n~*~ n )  k - h k ’ ^ -+ fc') — r  — r' ;

e ciò contraddice all’ipotesi che r, r' siano entram bi compresi fra  le 
due classi H H ', KK'].

47. Se (JT| IT), ( I I 11 K r) sono due sezioni e il numero reale a  cor
rispondente alla prim a è maggiore del numero a 1 corrispondente alla 
seconda, le due classi U  — !£ ', K  — H 1 (I, n. 11) costituiscono una 
sezione. [Anche qui le proprietà 2), 3) si stabiliscono agevolmente. 
Quanto alla 1), proviamo al solito a supporre che dalle due classi re 
stino esclusi due num eri razionali r, r ', con r  >  r ’, i quali non possono 
in ogni caso che essere entram bi maggiori di tu tti i num eri di H — K ', 
minori di tu tti i num eri di K — H f ; e, considerati due num eri razio

nali c, c', compresi fra a  ed a ', con c >  c', prendiamo una frazione - ,  
soddisfacente alle due disuguaglianze
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sicché si abbia anche

c - > c' h-n
2
n

Se fra i successivi multipli di -  si prendono due coppie tali che

risulti (I, n. 8)

m  — 1  ̂ iw +  1 m' — -4-1
-------- <  a  < ---------- ,  <  a' < ----------j/M /li

si ha anzitutto, essendo a  >  a',

m  *+-1 m' 1
n  »  5

mentre d’altra parte, essendo --------->  c, c' > -----------,

m — 1 2 2 m '- f  1------- >  c —• -  >  c' -  > -.n n  n  n
Perciò i due num eri

m — 1 m' ~t- 1 ___m  — m' — 2 m -1- 1 m' — 1  m  — m' -4- 2
n  n  n  1 n  n  n

appartengono rispettivam ente alle due classi I I — K ', IT — 2 f ', e poiché

la loro differenza, uguale a -  , è, in forza della prim a delle (*), minore

di r  — r ', non é possibile che r , r' siano entram bi compresi fra le due
classi],

48. Dati due num eri reali assoluti quali si vogliano

a =  ( H \ K ) ,  a' =  ( H ' \ K ').

e indicato, nell’ ipotesi a  >  a', con d il numero reale definito dalla se- 
zione ( I I  — I V  | K  — H ') , si ha

al -+- d =  a.

[Bisogna far vedere che a  è maggiore di tu tti i numeri della classe 
I I ' -h ( I I — IV ), minore di tutti quelli della I V  -+- ( K  — I I ') .  P e r di
mostrare la prim a parte basta osservare che ogni numero di I I  — I V  
è la differenza h — k' di un numero h di I I  e di un numero k' di i£ ', 
minore di h, cosicché ogni numero di I I '  -b ( I I — IV )  è dato, ove si 
indichi con h' un numero di H ',  da In! h — k ', e, in quanto è sem
pre In! <  k', risu lta

h' -4- h — k' <  e quindi In! H- h  — k' <  a.

Analogamente per la seconda parte].
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49. Se ( H \K )  è una sezione, anche le due classi dei reci-xC H
proci dei numeri di JT, H  rispettivam ente costituiscono una sezione. 
[Anche in questo caso ci limitiamo a dar la traccia della dimostrazione 
che le due classi possono lasciar fuori, al più, un solo numero razionale. 
Supposto che ne restino esclusi due, r  ed r' con r  >  r ', si prenda ad 
arbitrio in I I  un numero h e indicato con a  il numero definito dalla

sezione ( m m ,  si scelga una frazione ^  abbastanza piccola perchè sia 
simultané amente

Considerata una coppia di m ultipli di i  tale [I, n. 8]

m  — 1  ̂  ̂ m  1
—- — <  « < — - — ,

si ha, sottraendo membro a membro le due disuguaglianze 

la disuguaglianza

1 2— >  a  , -  <  a  — h ,

m  — 1

D ’altra parte la differenza dei due num eri 

nenti rispettivam ente ad ì ,  è data da

n
m  -f-1 9 appaile-

2 n
(m +  1) (m — 1) 7— — r < h t( r  — r') 4  =  r -  n  m  -+- 1 m  — 1 v ' h 2

n n
e ciò contraddice all’ipotesi].

50. Dato un numero reale assoluto a =  ( J / |  K )  e -posto b =  ?

si ha a& =  l , cioè la sezione definisce il reciproco di a  =  (J /|iT ).

[Basta far vedere che la sezione definisce il numero 1 e ciò è

evidente, perchè, essendo ogni numero di H  minore di ogni numero 

di JT, ogni numero di è minore di 1, ecc.].

51. Date due sezioni (II \.K ) , ( I I 1 \K f), anche le due c l a s s i ^ , ,  —  
(I, n. 11) costituiscono una sezione. [Eserc. 50, 46].
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52. Dati due num eri reali assoluti a  =  (ÆT|J£), a ’=  e posto

ò = , si ha a'b — a, cioè la sezione definisce il quo

ziente di a  per a'. [Eserc. 51, 46].

G-rado di approssimazione. — Di un numero reale a  dicesi valore

approssimato a meno di 10—n = - r ì -  ogni numero a tale che sialu ”

e precisam ente si dice approssimato per difetto o per eccesso, secondo

che è a' <  a o a f >  a. I l  numero IO- ” =  si dice grado delV appros-10”
simasione e talvolta anche errore, in quanto fornisce un limite dell’er
rore, in più o in meno, che si commetterebbe, sostituendo al numero a 
il numero a

Quando un numero reale a  si scrive in forma decimale (I, n. 7) e ci 
si ferma alla n ma cifra decimale dopo la virgola, si ottiene di a  un 
valore approssimato per difetto, a meno di 10—n, in cui tutte le cifre 
decimali sono esatte ; cioè il grado di approssimazione è dato dall’unità 
decimale corrispondente all’ultima cifra considerata. Ma di un qualsiasi 
numero reale esistono valori decimali (limitati) approssimati per difetto, 
il cui grado di approssimazione è maggiore dell’unità decimale dell’ul
tima cifra decimale. P er es. tanto 3,1415 quanto 3,141499 sono valori 
approssimati per difetto di k, a meno di 10—4 ; ma il primo ha 4 cifro 
decimali esatte, mentre il secondo ne ha solo 3.

58. P e r  avere della somma di due num eri (assoluti) un valore appros
simato (per difetto) con un grado di approssimazione di 10—”, basta 
prendere in ciascuno dei due addendi n~4-1 cifre decimali esatte.

54, P er avere del prodotto di due numeri (assoluti) un valore ap
prossimato (per difetto) con un grado di approssimazione di 10—”, basta 
prendere in  ciascuno dei due fattori un numero di cifre esatte uguale 
ad n - h i ,  aumentato del numero delle cifre della parte intera dell’altro 
fattore, se questo non è minore di 1, oppure diminuito del numero degli 
zeri che quest’ altro fattore ha tra la virgola e la prim a cifra significa
tiva, se esso è minore di 1.

55. Se dato un numero reale (assoluto) a , maggiore di 1 e avente r

cifre decimali prim a della virgola, si vuole di -  un valore appressi
ci’

mato con un grado di approssimazione di 10—”, basta prendere in a  le 
prime n  — 2 r - h 2  cifre decimali; se invece è a  <  1, ed ha la prima
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cifra significativa all’smo }>osto dopo la virgola, basta prendere in a 
n  f- 2s cifre decimali (A).

E r r o r e  r e l a t i v o .  — Dicesi errore relativo  di un valore approssi
mato di un dato numero il rapporto del grado di approssimazione al 
valore approssimato; e precisam ente si dice errore relativo per eccesso, 
se il valore approssimato ò per difetto.

I l  reciproco dell’errore relativo si chiama talvolta grado di precisione. 
Di due valori approssimati di uno stesso numero dicesi più preciso 
quello, che ha grado di precisione maggiore.

R a d i c e  q u a d r a t a  a p p r o s s im a t a .  — Di un intero (assoluto) N  con
veniamo di indicare con codesto nome il valore intero approssimato per 
difetto a meno di 1 di ViV, cioè il massimo intero r, il cui quadrato non 
supera N. P e r  semplicità lo indicheremo, nei prossimi Esercizi, con 
« r. a. di N  ».

50. Da radice quadrata approssimata di un intero (assoluto) avente 
2n — 1 o 2» cifre ha n  cifre, cosicché per trovare della r. a. di un dato 
numero intero N, il numero delie cifre, basta decomporre le cifre di N, 
a partire da destra, in gruppi di 2 cifre ciascuno, salvo l’ultimo a si
nistra che potrà risultare di 2 cifre o anche di 1 sola. I l  numero delie 
cifre della radice approssimata di N  è il numero di codesti gruppi. 
[Infatti il minimo intero di n cifre è IO”—1, cosicché se un numero x 
ha n  cifre si ha IO”—1 <  x <  10” e quindi IO2”—2 <  x2 <  IO2”, ecc.].

57. Se r  è la radice approssimata di un intero (assoluto) N, la radice 
approssimata dell’intero N f, che da N  si ottiene, aggiungendogli a de
stra due nuove cifre c, c', si ottiene aggiungendo a destra di r  una sola 
cifra li. Indicato con B  il resto del massimo quadrato contenuto in N, 
cioè posto B  =  N  — r 2, codesta cifra li deve soddisfare la disuguaglianza

(*)
.10Æ-

2 r

cioè non deve superare il quoziente intero, che si ottiene, dividendo 
per il doppio di r  il numero, che da B  si trae, aggiungendogli a destra 
la  cifra c (vale a dire la prim a delle due cifre, che vanno aggiunto 
ad N  per avere IV7). Precisam ente h è il massimo numero, da 0 a 9, 
che soddisfa la limitazione

(**) (2 . lOr -+- h) h  <  IOOjB -b 10c c \

cioè la massima cifra, per cui accade, che, scrivendola a destra del 
doppio della radice approssimata di N  e moltiplicando il risultato j^er

I1) Per più ampi e precisi sviluppi su questo importante argomento, vedasi, per
es., E. M accaferui, Calcolo numerico approssimato, Milano, Hoepli, 1919.
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la cifra stessa, si ottenga un intero, d ie  non superi quello, che si ot
tiene, scrivendo a destra del resto R le due cifre c, d. [Per dimostrare la 
prima parte si osservi che, essendo Y' =  100 N -4- 10c-+- d  e 10c4-c' <100, 
si ha 100N < N '  <  100 1Y 4- 100 cioè l()0Y <iY ' <  100 (N-+-1).

Ma, per ipotesi, r 2 <  N  <  (r +  l)2 e quindi N  4- 1 <• (r 4 - l ) 2 o infine*
100r2 <  N' <  100(r -i 1 =  (lOr 4- IO)2,

cosicché la r. a. di lY' dovendo essere compresa fra lOr e 10r-f-10, si 
otterrà, aggiungendo un’opportuna cifra li a destra di r. — P er dimostrare 
le (*), (**), si noti che li è il massimo numeri) fra 0 e 9, per cui sia 
(lOr 4-  li)2 <  Y7, ossia 100r2 4  2 • lOr • li +  li2 <  100 N  -f- 10c +  c', o an
cora appunto la
(**) 2 . lOrfe 4- lì2 <  10072 4- 10c 4- c'.

D ’ altra parte di qui si deduce, sopprimendo nel primo membro li'2 
e sostituendo nel secondo a d il numero maggiore 10,

2 • 10 • rii <  10072 +  10 (c 4- 1)
ossia 2rh <  1072 4- c +  1, e quindi appunto la (*)].

N o t a . — Si osservi che il calcolo necessario per verificare la (* * )  

conduce a determ inare facilmente il resto E  del massimo quadrato con
tenuto in R'. Esso si ottiene, sottraendo dal numero, che si trova a 
secondo membro della (**), quello che si trova al primo. Infatti :

100R 4- 10c 4- d  — (2 • 10 • r  4 - li)h =  100(iV — r 2) -+- 10c 4 - c' - 
— (2 • 10 . r  4- h) h =  N' — (1 Or 4- h)2 =  R ’.

Si noti, inoltre, che, indicata con r' la r. a. di iV7, cioè posto lOr 4 fe =  r ', 
si ha (2 • 10 • r  4- h) 4- li =  2(10r 4- li) =  2P.

08. Trovare la radice quadrata approssimata di un qualsiasi intero 
assoluto. [Si ragioni su di un caso concreto, prendendo ad es. il nu 
mero Y =  328712. Si scomponga questo numero in gruppi di due cifre 
a partire da destra : 32'87'12. La r. a. del numero 32, formato dalle 
cifre del primo gruppo è, come si rileva immediatamente, 5, e il resto 
è 7, dunque 5 è la prim a cifra della r. a. di 3287. Passiamo a cercare la 
r.. a. di 3287. L a prim a cifra è 5 (Eserc. prec.) e la seconda non deve 
superare la parte in tera di

1 0 .7  4- 8 _  78
2 - 5  “ ÏÔ’

cioè 7. Proviam o se il 7 renda soddisfatta la condizione (**) dell’Eserc. 
prec. I l  primo membro di questa limitazione è qui (2 • 10 • 5 1-7)7 =  743, 
il secondo 100 • 7 4- 10 • 8 4- 7 =  787, cosicché la (**) è soddisfatta. Se 
così non fosse accaduto, si sarebbe dovuto provare, anziché il 7, successi
vamente il 6, il 5, ecc. fino a trovai* soddisfatta la (**). Qui intanto si è 
riconosciuto che la r. a. di 3287 è 57, onde il resto è 787 — 749 =  38.
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Si può allora passare a cercare la  r. a. di 328712. Le prime due cifre 
sono 57 e la terza non deve superare la parte in tera di

10 - 38 +  1 _  387 
2 .5 7  “  114 ’

cioè 3. Proviamo se questa cifra renda soddisfatta la (**). I l  primo 
membro è (2 • 10 « 57 -f- 3)3 =  1143 • 3 =  3429, mentre il secondo è 3812. 
L a (**) è soddisfatta, cosicché la r. a. cercata è 573 e il resto è 
3812 — 3429 =  383. L ’operazione, come si è imparato per pratica nelle 
Scuole medie inferiori, si dispone nel modo seguente :

32'87,12 573
25 107 1143

78'7 
74 9 
3 8P2 
3429  

38 3

7 3
749 3429

e più semplicemente, registrando nella colonna a sinistra soltanto i suc
cessivi resti :

32-87*12 573
78-7 107 1143
3 81*2 7 3

38 3 749 3429

59. Se, dato un intero assoluto N, si son trovati, in un modo qual
siasi, due altri in teri r  ed 72, tali che sia N  — r~ -f- 72, condizione ne
cessaria e sufficiente affinchè r  sia la radice quadrata approssimata 
di N, si è che 72 non superi il doppio di r.

60. Chiamata radice quadrata approssimata per d ife tto , a meno 
di 10"~w, di un qualsiasi numero reale assoluto a  un numero r, per 
cui sia

r * < a < ( r + ~ ) ‘ ,

si dim ostri che una tale radice si ottiene, calcolando (Eserc. 58) la ra 
dice quadrata approssim ata a meno di 1 del numero 100M • a  e dividendo 
il risultato per 10n . [Infatti, moltiplicando i tre membri della lim ita
zione precedente per 10CP, ecc.].

01. Si trovi la radice quadrata approssimata per difetto, a meno 
di 10~2 del numero 27. Tenendo conto dell’ Eserc. prec. e dell’ Eserc. 56, 
si trova :

27,00-0 0 5,19
20-0 102 101 1029 I

99 0*0 2 1 9
0,06 3 9 204 101 9261 1
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62. Si trovi la radice quadrata approssimata per difetto, a meno 
di 10—3 del numero 8,14159. Tenendo conto degli Eserc. 60, 58 si trova :

3,14-15*90 1,772
21-4 29 28 27 347 3542

2 51-5 9 8 7 7 2
8 69*0 26T 224 189 2429 7084

0,001 60 6

68. Se la parte intera di un numero a contiene 2r  o 2 r — 1 cifre, si 
ottiene \ 'a  con l’ approssimazione di IO—’1, conservando nel numero dato 
n  — r  +-1 cifre decimali esatte e calcolando la radice con i h - 1  cifre 
decimali.

64. E ’ errore relativo della radice quadrata di un ninnerò appros
simato è minore dell’errore relativo (por eccesso) di codesto numero 
(cfr. la def. dopo l’Eserc. 55).

65. U n agrim ensore ha trovato come lati di un triangolo rettangolo 
dam. 3, dam. 4,50, dam. 5,40. Quale è, in media, il grado di precisione 
di siffatte m isure ?

66. D iversi autori hanno in vari tempi proposto pel numero n i
17seguenti valori approssim ati: 3 +  (T o lo m e o );  V l9 (B r a h m a g u p ta )  ;

V'18094 (CVaneça) ; (V3 +  V«) (N ico lò  da Cu,sa) ; * V l20  — 18 \ S
4 o

, 13 /—-r-, ,,, . 501 +  80 VÏ0(Ivociianskt) ; ^  V140 (Speciit) ; ----------------  (Gergonne).

Si ordinino codesti valori secondo il loro grado di precisione.
67. Gli agrim ensori romani assumevano come area del triangolo

equilatero di lato a  il numero i  a 2. Che errore comm ettevano? Che er

rore si commette assumendo, secondo E rone, come area di siffatto 
triangolo il numero

68. La lunghezza della semicirconferenza è data approssim ativa
mente dalla somma dei lati del quadrato o del triangolo equilatero 
iscritti nel cerchio. Di che ordino ò 1’ approssimazione ?

69. Dato un cerchio, se no divida il diametro A B  in cinque parti 
uguali, si prolunghi A B  di un segmento BC  uguale ad una di queste 
quinte parti, e sulla tangente in A  si prenda il segmento AD  uguale a 
tre di codeste parti. I l  perim etro del triangolo A CD è approssim ativa
m ente uguale alla lunghezza della circonferenza. Qual’ è il valore ap. 
prossimato di k che si ricava dalla procedente costruzione?
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e un triangolo equilatero elle 
rive un quadrato nel cerchio 
nel cerchio che ha per dia- 
>ra indicato e del raggio del 
: si ricava di qui? 
n un cerchio di ugual super- 
irtire dal centro del quadrato, 
ile alla metà della diagonale, 
aerila al quadrato in tre parti 
) nel centro del quadrato e 
divisione or ora accennati, 

li qui?
,ra A lbrecht D urer (1525)

g
o come diametro gli —- della 

valore approssimato 3 -f o

I I ,  intorno al 1000) lasciò 
a il lato di 30 piedi ha l’al-

3zza inferiore di ^ all’altezza.

il modo Gerberto ? I  valori 
esatti ?

; V3a V13a;
Î; V3a V0a.

-+- V388 ;
V5Ô7;

VÏ792.

ore comune nelle seguenti

2V 3-h3V §;

— 2V5 — 3 V Ì25.

[Il, 77-79]

77. Trasportare sotto il segno di rad i 
guenti espressioni :

2 V3, 3V5, 8 Ve, 2

(a +  b) A/a  — b, f b ’

78, Trasform are le seguenti espressioi 
razionale :

V àbfl f ’ ê ’ Ü-
i l i i

a  -t- 6
V a -+* b ' V a ■

a^ — b~ cft -f- cib
\ /a - \ - b ’ V a -f-ft’ 

79. Eseguire le seguenti operazioni e

2. 7o -f- » O H- v o -t-  v»i
1

L V e + V e - , - V 6 - h V 9 ;

3. 4  +  l / ï
V2 F 8 8

4.

5.
(V2 -+- V3)(V3 -4- V5)(V5 +- V2) 6. \

(V2 + V 3 -4 -V 5 )2 

7. (V a +  a/6) (f a  -  f b )  ; 8- il

9. ( f â f V b  •+- V&)(V« + b -  fb )

10. (V a +  6 +  f a  — b){fa  -t-b —

11. ( V(1 — a2) (1 —  br) -t- a ò )(V (l -

12
- • v

13. ( f f a  +  f b - h V V a  — fb )*  ; 14

15. { f à f - b -+■ f â  — fb ) ( f a - t -  b -

16. | / « Z l {  +  l /S L Î l | ;
V a - f -ò  l^a — b

17.

18.
a f b  — b f a  a f a

f a  —  f b  f a  - 4-  V

A m a ld i U . - E n r iq u es  F .



fattore esterno nelle se -

i frazioni a denominatore

a 2 — b2 
Va- — b ’
:

jlificare : 

h  3V8 — V32 ;

2V§y  /2 — VgV
V 3 j  \ V 3 - l J  ’

— 6aò -i- 362 ;
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70. N i c o l o  d a  Cusa (1464) per costruire un triangolo equilatero che 
ha perim etro uguale ad un dato cerchio, iscrive un quadrato nel cerchio 
e considera il triangolo equilatero iscritto nel cerchio che ha per dia
metro Ja somma del lato del quadrato or ora indicato e del raggio del 
cerchio dato. Che valore approssimato di n si ricava di qui?

71. P e r  trasform are un dato quadrato in un cerchio di ugual super
ficie, i matematici indiani prendevano a partire dal centro del quadrato, 
sulla parallela a un lato, un segmento uguale alla metà della diagonale, 
dividevano la parte di questo segmento esterna al quadrato in tre parti 
uguali e consideravano il cerchio di centro nel centro del quadrato e 
passante per il primo dei due punti di divisione or ora accennati. 
Quale valore approssimato di n si ricava di qui?

72. Secondo il celebre pittore e geometra A lbrecht D urer (1525)
g

il problem a precedente si risolve prendendo come diametro gli jg  della 

diagonale del quadrato. Si ha così per n il valore approssimato o
che compare già in Y itruvio.

78. GrERBERTO (più tardi P apa Silvestro I I ,  intorno al 1000) lasciò 
scritto che un triangolo equilatero che abbia il lato di 80 piedi ha l’al

tezza di 26 piedi: più tardi egli prese l’altezza inferiore di all’altezza.

Quali valori approssimati di V3 usava in tal modo G terberto ? I  valori 
usati di quanto %  si scostavano dai valori esatti ?

C a p it o l o  I I

74. Calcolare (II, n. 4):

V2 V8; V27 V§; \'5  VÏ25; V&* VÌBa ;
V6 V8; V§ VÏ5; V® VÏ28; V3â Vüa.

75. Trasform are e semplificare:

V2 -f- V8 +- VI8 +  v'288 +- V338 ;
V3 -4- V234 4- A' 75 V192 -+- V507 ;

V28 — V68 -t- V2268 -  VÏ792.

76. Raccogliere fuori parentesi un  fattore comune nelle seguenti 
espressioni :

2 — V2; 3 - V 6 ;  V 2 + V 6 ; 2V3 +  3V2;

5V3 — 3V5; 3 +  V3-+-VÎ5; 5 — 2V5 — 3Vl25.
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77. Trasportare sotto il segno di radice il fattore esterno nelle se 
guenti espressioni :

2V3, 3V5, 8V6, 2 | / | ,  1 2 ) /~ ,

fa  +  b) - ,  « | / | ,  “ } / - •

78. Trasform are le seguenti espressioni in frazioni a denominatore
razionale : _

fi i l  n- i l  *  i l  v a .
i / i i / 5  - ~  
| /  & K c  ’ V a

a -t- 6 a  — 1 ò2
+  6 V® — 1 J ‘Vot — 6 1 

a 2 — &2 a 2 ~h ab ab — b2

5 -j- 2V3\~ / 2 — VèV 
4 - V 3 / \  V3 — 1/ ’

V a -t-^  l/a -t- 6 ^a,~\-b

79. Eseguire le seguenti operazioni e sem plificare:

1. 2- 7V2 +  3 V 8 - V 3 2 ;

3- «

(V2 +  V3)(V3 +  V5)(}^ ±V g)
5' f v l + W + V 5)2

7. (Va V&) (Va — V&) ; _ ____
9 . (VÔT& -*- V&KVa +  6 -  V&);

10 (V iT T ò -4- V a — &)(Va 1- 6 — V a — 6);

i l -  &s) +  aò)(V(l — a 2) (1 — &2) -  a&)

u t  ( V ÿ T 7 v S + V v S : r V Ï)‘ ;

15 (V ó +  6 +  V » — V&)(V« -t- 6 — V a -i- V&) ;

4.

6. V3a2 — 6aò n- 36* ;

8 . ( p  t- V p g ) ( ì>  —  V p g ) ;

Y ‘:
— V*‘ -  ;

2 — &2\*î\2
5

/

i l  — a -
11. Ì l  +  a

1-f-
V l—a 2

aÌ b  — ~bia ( a j a  b ja b
r 18- +  v à f i  ®- 6 '

Awld, u . - * « " ■ F. 18
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80* Trovare il valore della espressione

x3 — 4:% 
a;4 — 4x2 H- 16

per X — 1-+- V 5 .

81. V erificare le seguenti uguaglianze num eriche:

1 gV6
' Ve — i

v e
V3 — V2

(3+-V 3)(2-1-V 2);

2 V 2 — 1 _ AV2 — 5 
V2-t- 3 7

82. V erificare le seguenti id en tità :

1. V (a -t- 6)4 -  2(a +  b f  (a — 6)- +  (a — b f  — kob ;
2 . [ a i û ^ ¥  -+- b -+- [V (l -  a 2)(l — 6*) — a b f  =  1 ;

„ a\fb +  bYa . V a -+- 6 +  V a — b a  -t- V a2— &s
D. — —— —  Y tto : 4 . — — : —  j 5

V a-f-V ^  \ /a - t -b  —  Va  — 6 ®

K a  H- V a2 -  68 a  — Va» -  62 _  4aV a2 — 52.

" a  — V a3 -  6S a  ■+- Va* — &2 ~  6* ’

6.
_ ________2(1 — ab)_____________ ( 1 +  a) V i -t- 6- — (1 +■ 6) V i +  a 2
(i -t- a j v r + ô 2 -h (i -+- 6) y r + “à 2 « — 6

83. Dimostrare che

1.

2 .

Va — V& <  Va 6 <  Va -4- y/6
a  -+- 6

>  V a ò > 2ab_ 
a  -t- 6 *

(a >  6) ;

84. Dimostrare che da

segue
a \ b  \ c ~  x \ y  \ z

Va2 +  62 +  c2 ! Væ2 *+■ 2/2 -f- £2 — a I a;.
85. Dato un triangolo ABC, se ne indichino con a, &, c le lunghezze 

dei lati rispettivam ente opposti ad A , C, con #  il semiperimetro e
con ha, h i, hc le altezze. Si dimostri che è

ha~ t  ~ a) & — b){p — c)

h» =  i  Ìp (P  -- o)(p — b)(p — c) 

fec =  -  Vp(p — aj(p  - i ) ( V V ) .
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86. L ’area S  del triangolo ABC  è data (es. prec.) dalla seguente 
form ula di Erone:

S =  Vp(p — a)(ïT ^W p - -  c).
87. Se in un triangolo, di cui sia a  la lunghezza di un lato e p  il 

semiperimetro, l’area è data da

S =  p ( p — a),

il triangolo è rettangolo ed ha il lato a  come ipotenusa [Esere. prec.j.
88. Ee bisettrici del triangolo ABC  (Eserc. 85) sono date da

2 _______ ___
s“ - ì r r Z  Vbcp(p — a)0 -+- c

2 _____ _____
Sb = --------------]/cap(p —  b)c a

2 _________
So — ------ r Vabp(p — c ) .a o

89. Se nel triangolo ABC  (Eserc. 85) l’angolo in A  è di 60°, si lia 
a = V ô 2-f-c2— bc. In  base a questa formula e a quella di Erone 
(Eserc. 86), si calcoli l’area di un triangolo avente un angolo di 60°, 
compreso fra due lati di cm. 20 e cm. 30 rispettivam ente.

90. V erificare le seguenti uguaglianze numeriche:

l. V 2 -t-V 3  =  — 2. V 2 — V3 =  -— ;

3. V 3  -f- 2V2 =  V2 t-1 ;  4. V  3 — 2V2 =  V2 — 1 ;

4. V Ì2 +  8 V§ =  2( V'2 -+-1); 5. V 9 +  V'45 =  g (V'30 -t- V 6).

91. Trasform are in un unico radicale quadratico:

i. V 3  +  V 5 -t-V 3  V5; 2. V e  + .V Ï Î — V e - V ÎÎ ;

3 ,l / 2 + iV 7  +  ) / 2 - 5 V 7 ;  4 . ] / 2 + J v ? - | / 2  - | V 7 ;

5. V a  -+- \j2a — 1 f- V a  — '\^2a — 15

6. \  a  -f- ]/2a — 1 + V a  — V 2a — 1 ;

7- j / *  -+-j/aæ — ̂  r t  | / æ ~  ] /« *  — ;

8. V a  +  6 +  2Va6 =t V « + 6  — 2VaB .
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+  2a  A/b;

r 7

3. x2 —  4æ =  21 ;
; 6. a>2 H -H a =  42;

7 i n
**-H* + S  = 0;
- 4(.» — 3) =  30 ;

e+3)(* 4 )+  9 =  0;
=  5;

16. (* +  2)* =  * +  22; 
• ( » - l ) *  =  ( * - 8 ) * ;
*2—7 __ Ì X  —  1

4 2 ’
* 2  — 3* 2» — 3

— S -  =  * -------3— ;

i ® - a' - 3 = r à ‘

» - s  _ 7a.
* —-5  ' 8 ’

6__ 2
* +  2 +  jj ’

*  —  6 ___2

• V5) =  14;
h 6) +  12 =  0;
38. ciba2 -- b2x = a 2x — ab ; 
2(a2 -+- 62)^ -+- a 2 — b2 =  0 ;

41. (a2 -  &2)æ2 -  2a26æ -f- a 262 =  0 ; 4

44.

43. a.#2 —  (3a  1)j

b 1 aa? H—  =  — h r  ; 45.a? a; b

46. 1
x +■ a

1 1.
a  -+- 6 6 a?’ 4'

1 I l i  — __1__»__*
x - h a - h b 1 T- . 5x a  b

50. x -{-a x +  b1
x — a 1 x b

98. Trovare la .condizione necessai 
equazioni di 2° grado

ax2 +  bx -+- c =  0 ; a

abbiano una radice comune. [Una tale 
binazione lineare delle due date equ 
a* e — a  ecc. Si trova (ad  — a'c)2 -f- (.

94. Scrivere un’equazione di 2° £ 
date da:

1. x t —  3, x2 =  5 ; 2. x L =  4, a;2 =

3 7
4. *t =  j ,  *2 =  0 Ì 5. x t —  x2 =  -

7. *, =  V2, *2=  ^3; 8 . * 1 =

9. *1 +  V5, *2 — — 2 +  j/7; 10. *, =

12. a, =  a, x2 =  2b; 13. x i =  a  -+- b, a

15. aq =  a?2= - ;  16. * t

17. a;, =  a 2 -+-ò2, a;2 — 2a&; 18. x{~ a

95. Trovare due numeri, di cui li 
dati da:

1. s =  7, p  =  12; 2. s =  1, p  =  

4. s =  0,1, p  =  — 0,6; 5. s =  ^ ,  ; 

7. s =  2a, p  =  a 2 — 1 ; 8. s =  ~ ~ ~ t  1
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® ~f~ a 2 ~h* ô2 — 2(a -+- 6)a? -4— 2aô ; 
5a — 1 =  0;
a — x __ a

x x — a ’

1 1 1 n— —— -i----- 1—  — 0 :
-4- 2x a -h x a
x - f a  a? -f- b--------- 1-------- r  =  2;x — a  Æ — 6

- = 3 .

sufficiente affinchè le due

- b'x 4- c' =  0

lice deve soddisfare alla coni
ai, che ha per moltiplicatori
- a'b)(cbr — c'b) =  0].
), le cui radici x i7 x2 siano

.0; 3. x ^— 1, a?2 — gì

« 5 76. * i = g ,  *. =  - S i

h V3, *8 =  2 — V3;

c2 =  2 a ; 11. *, =  1, *2 =

, . .  1 1a  — 6; 14. a £ =  - ,  æ2 =  T;a o
-+- b a  — 6
- 6 ’

^a2 62, x2 —  a  — V a2 -

ama s e il prodotto p  siano

Q O 21; 3 . s = - 2 , p  =  m -,

16
9 ; 6. s =  5a, =  6a2 ; 

6 — a
~T

a
6 ’
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;2 — 62; 10. V a  -|- ab — 2a  A/&;

1 ̂  i  /3 a  T /  12a-2c- 4a4c4.
* |/  T  F “ &d* ’

ì. |/&2 — «ò -+- “  4- y  kob0 — 8a2&'-' 4 a36 •

C a p i t o l o  I I I

92. R isolvere le equazioni di 2° grado:

1. x2 -4- 6a? =  40 ; 2. a;2 - 6a? =  135 ; 3. x2 — 4a? =  21 ;
4. .x2 — 28x =  60 ; 5. a:2 — Ila; =  — 28 ; 6. a;2 +  Ila; =  42 ;

7. a;2 — ^ — !4 ; 8.
2 r  7  1

■ 5 = 27; 9 . * . - a .  +  à  =  ° ;

10. *2 -  -  « =  -  ; 11. *(» -  5) +  4(* -  3) =  30 ;

12. 3(5 — 2x) =  10 +  2*(6ae — 1); 13. (2* +  3)(* 4) +  9 =  0;
14 Sx -  (* — 3)(2* — 5) =  5;

15. (5* -h 6) (3a; — 1) — (2x 3)(a; — 4) =  82 ; 16. (a; -4 2)2 =  % +  22;
17. (3a; — 5)2 =  12a; -f-1 ; 18. (x +  1)2-  (x — l ) 2 =  (x — 8)2 ;

21 .

23.

19. 2- 

a; — 1

x2 — 9 3a? — 7
7

3 a; — x2
5 20. 2a; — *2 -  7 4a; — 1

4 2

2
3a; — 2

1 ^  x +  1 x 2 — 3a;
: * + 3 ; 22. :5 -

Sx -  14 ; 24.
4# -
x — 4

2 5

a; -+-12; 25. 2a; 4 -3  :

2x -  3 
3 ;
1

~3a? 4-  4 ’
1_

5x

28. -x 3x

7x 4- 3 10
5a; 4- 3

in ’ 4-3a; 4a; — 3 30
a; — 3

= 0 ;

* - “ ■ “ • 2’ - È = :B = 7 I i

30. _ J _  , __A_ _1. 31 J L __ 5_   ̂ 0-
5a; 4- 2 ^  3(a?4-2) ' x ’ x 4- 18 a; 4- 2 ^  x ’

32. -2 2a? — 3
4

1 00 x — 2 a; — 6
- a 1 do.2 x — 12 x - h 2 ' 3 x — l  2 ' x — 1 2* — 8 3 ’

34. {2x — 3 +  V5)- +  5(2* -  3 +  y5) =  14;
35. (3* — 4 V 5-+- 6)J — 7(3* -  4 ^5 +  6) +  12 =  0;

36. a2.— bx— ax — ab-, 37.x2 — b2= 2 a x — a 2; 38. abx2- - b2x = a 2x — ab-, 
39. (a2 -+- 62)* =  ab(x2 -+- 1) ; 40. (a2 — 62)*2 — 2(a2 -+- 62)* -+- a 2 — 62 =  0;
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41. (a2 — b2)x2 — 2a2bx -f- a2b2 ~  0 ; 42. x2 -f- a2 -h b2 =  2(a -4- b)x -
48. ax2— (3a a  — 1 =  0;

a  — x  a. .  6 1 a a44. +  -  =  -  +  45. -x x b  x

46. x - 

48.

a a 
1

47. __ - ___
b x ’ a-+-2a?

- a  +  6 ’ 

50.

1 1  1 .n a? H-a #-+-6 0: — I-------h T ; 4 9 .  1   =  2 ;« a  b x — a x  — b

x — a
- a  x  - 

H-----
-b x - f  c------------;
b x — c :3 .

-2 ab;

— - - H -  ì  =  0;a  +  æ a

98. Trovare la .condizione necessaria e sufficiente affinchè le due 
equazioni di 2° grado

ax2 +  bx -+- c =  0 ; a 'a 2 +- 6'# +- c' =  0

abbiano una radice comune. [Una tale radice deve soddisfare alla com
binazione lineare delle due date equazioni, che ha per moltiplicatori 
a ' e — a  ecc. Si trova (acf — a'c)2 -+- (ab' — a'b)(cb' — c'b) =  0].

94. Scrivere un’equazione di 2° grado, le cui radici a?A, *2 siano 
date da :

2
1. ^  =  3, a?2 =  5; 2. x L = 4 ,  a?2 — — 10; 3. xL =  — 1, x2 =  ^;o

3 7 3 5 7 *
4. =  *2 =  0! 5. *1 =  ** =  — g; 6. *4 =  g, x2 =  —

7. ^  =  V2, *2 =  V'3; 8. *1= 2 -+ -  V'8, »* =  2 — V3;

9. #2--- — 2 +  ^ 7 1 10.  lj — àttj 11. — lj îl<2 —■ “ ?Ct

12. =  a, a?2 =  26 ; 13. aq =  a  -f- 6, x2 =  a — 6 ; 14. æA =  - ,  x2 =  ^ ;

15. «2 =  3» * 2 = - ; 16. æA
et ■+■ 6 

’ a  — b ’ x2
a — b 
a  -f- b ’

17. x {— a 2-1-  ò2, a?2 — 2 a& ; 18. =  a  -f- V a2 -4-S2, x2 —  a  — V a2-f-

95. Trovare due numeri, di cui la somma s e il prodotto p  siano 
dati da:

3 21
l . s  =  7 , p  =  12-, 2. 8 = 1 , p —  —  j ;  3. s = — 2, i? =  gg;

4. s =  0,1, p  =  — 0,6; 5. s =  — — 6. s — 5a, p  — 6a2;

_ „ . 0 a  -f b b _ 6 — a  a7. s =  2a, p  ~ a 2 — 1 ; 8. s = ------- , p  — -  ; 9. s =  —h— , p  — ~a  a  o a
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10. 5 2 b _  1
a * a 2 — ò2 ’ 11.  s = 2(a2 -+-ò2) 

a 2 — ft2 ’ P =  U

.0 2a a
12. S = ------ 7 , p  = -------T .a  — o a -  b

96. Senza risolvere l’equazione ax2 -+- bx c =  0, trovare :
1. la somma elei valori reciproci delle due radici;
2. la somma dei quadrati delle due radici ;
8. la somma dei valori reciproci dei quadrati delle due radici;
4. la somma dei cubi delle due radici;
5. la somma dei cubi dei valori reciproci delle due radici.

97. Senza risolvere l’equazione ax2 -+- bx c — 0, scrivere l’equazione 
di 2° grado, che ha per radici:

1. gli opposti dei valori delle radici dell’equazione data;
2. i reciproci dei valori delle radici dell’equazione data;
8. la somma e il prodotto delle radici dell’equazione data;
4. i quadrati delle radici dell’equazione data;
5. i valori reciproci dei quadrati delle radici dell’equazione data;
6. i cubi delle radici dell’equazione data;
7. i valori reciproci dei cubi delle radici dell’equazione data;
8. le radici dell’ equazione data, aumentate, ciascuna, di un dato 

numero fe;
9. le radici dell’equazione data, moltiplicate ciascuna per un dato 

numero h.
98. Quale relazione deve intercedere fra  p  e q, affinchè la differenza 

delle due radici della equazione x l -4- p x  -h q =  0 sia uguale ad 1?
99. J^ell’equazione x2 -t- p x  -h  36 == 0 determ inare p  in modo che fra 

le due radici , x2 interceda la relazione

A  JL — A

100. ]N"elP equazione x - — 8.r-i~q =  0 determ inare q in  modo che fra  
le due radici x L, x2 interceda la relazione aq2 x.,2 =  40.

101. INTell’equazione

{a -  b)2x2 -t- 2(a2 — b2)x +  c =  0

determ inare c in  modo che le due radici risultino uguali.
102. Decomporre in  fattori di 1° grado i seguenti trinomi di 2° grado:

1. **-+-*-+-6; 2. 8æ2 10.n — 3 ; 3. 2x* -+-1 * — 2 ;O
i .  6^2 — 5x — 56; 5. a * -3 * -+ - 2 ;  6. ** -  2V§ * 1;

7. x2 — 2ax  -+- a2 — b2 ; 8. a(x2 ■+-1) — (a2 -+-1) x  ;
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»2— 2ax 4 - (a 4- b — c)(a - 6  4- c); 10. »2 -  2(a2 4- b2) x  4-  (ci2 -
11. abx2 — (a 4  6) :x 4- 1 ; 12. bc*:2 — (ac 4  b2) » 4 - ab.

103. Semplificare) le seguenti frazioni algebriche :

i X 2 — 5 » 4 -6 9 »2 4- 4» 4- 3 g x2 4- 10» 4- 21X.
x 2 --  7 * +  10 ’ X 2 — 4» — 5 ’ ' 2»2 4- 12» 4-18

4 2x* -  2x — 12
5. »2 - -6 »  4 -5 6»2 — 13» 4 - 6li

X34 -»  — 12 ’ 3»2 4- 6» 9 5 15»2 — 7» — 2 '

104. Discutere le seguenti disuguaglianze :

1. »24 2» — 8 >  0; 2. ^  +  2.p - 1 > 0 ;  3. 8 4- 2» — 15x2 > 0 ;
4. 1 — 8.r — 4»2 >  0 ; 5. a-2 — 6# -f- 5 >> 0 ; 6. 6» — »2 -  9 7> 0 ;
7. a2 _ 3 .r  +  7 > 0 ;  8. 12»2 4- 7» ~  10 >  0 ; 9. 16 — 24» 4- 9»2 >  0.

105. In  ciascuno dei casi seguenti si determini per quali valori del 
param etro k  il trinomio di 2° grado risulti positivo per qualsiasi valore 
della x :

1. (k 7)»2 _f 2(k — 3)» 4- 2k ; 2. (fc 4 - l)»2 4- 2(3fe -  4)» 4- 8k ;
8. fc»2 +  2(2k  4- a) -t - 5fc ; 4. (2/c -  l)»2 -f- 2(3fc -  1)» -+- 5k  ;
5. (3fc — l)»2 4- 2(4k  - 1)» 4- 5fc; 6. ft»2 4 (2ft - f - 1)» 4- 5k  -+ 1.

106. D iscutere le seguenti equazioni dipendenti da un param etro k: 

1. 2»2 -f- 6rx — {k — 4)r2 =  0 ; 2. 4.r2 4 - 2cr,y 4- (k — l)a 2 =  0 ;
3. ft»2 4- (A; — 1)» 4 - 2 k ~ Q \  4. fc»2 — &a» 4 - a 2 =  0 ;
5. x2 4- 2r(2k — 1)» 4- 4k 2r2 =  0 ; 6. »2 — fra» -f- ka2 =  0 ;
7. 5»2 — 2r(fr 4- 4)» k 2r 2 =  0; 8. »2 — a{2k — 1)» - h  a 2 ( l  —  k) =  0 ;

9. 3fc»2 4 3(3fr 4- 1)» 4- 6fr 4 - 7 = 0 ;

10. (5 — 4k)x2 — 2 V3» 4- 3 — 4k =  0.

107. R isolvere le seguenti equazioni:

1. V â ê + i  =  Y I ^ B ; 2. 2 V 2 ^ + T 3  =  5V3* - 1 4 ;

3. V l-f-V S + -*  =  8; 4. (Væ-t-l)(V* — 2) =  * — 6;

5. (V* — 2)(V» — 7) =  (V* — 4)(V* — 6) .

6. y ;  -+- 2 =  6 ;

8. 5 (V 5 -4 )  — 4(V» - 5 )  =  9;

7. V*-f-2 =  6;

9. V * - 3
2

8 -V ®

9\/a; — 2 15y*-+-l 15V* — 3
10- 6 ~  Î8 12 ’

3 2 ;



2 8 0 ESERCIZI [ I I I ,  107]

11. ® ~  6 Y v - h 5  =  0;

13. x - h V x = 3 0 ;

15. (V5 — 5)(VS — 7) =  3;
17. ®-4-31/23— ® =  19;

19. yàT^-2 +  \ / x - h l  =  3; 

21. •+- 4 •+-1/3® — 5 =  9 ;

12. ® H -10 =  71/® ;

14, x  — 3V® =  28;

16. (5 — V®)2 =  2(7 +  ]/x) \

1 8 - | - 4 = ) / f + i ;

20. V » ^ 7  — V» =  l ;

22. V5* — 4 — y *  4-11 =  V»;
23. ^3? ~f- 1 —H* 8 ^ 2 x  -4-9 j

24. V3*2 +  1-+- V&ë =  V3*2-4-2*-4-1 ;

25. 2* — 1 H- v'3i h - 1 — Vï*2 - » + 2 ;

27. V  * - t - 7 - t - y * H - 3  =  4;26. Vi -+-V* -4-2 =  3 :
28. V2* + 3-+-2V/*(a!-+-3) =3; 29. V3*h- 1 — V&TTÏ =  2\Ẑ7Z7§;

30. V i  -t- V*4 — x2 =  x  — 1 ;

31. V3+-V*-+-V4 —V*= V7H-2-yQ;
32. a Ÿ f — x —  b V â —-* \

34. V# — a -+-V‘r — b — \Ja — b 
5+-61f i  2

86. ~  ~ ~  — 8 H- e ,* — — , _ „ w , w _____
7 - V *  5 V»2 -+- *2
V ^ -f -3  „ „„ 1 !

33. Vô(6-f- æ) —■ Va(a-i-æ) =  a  -4-&; 

35. V®2 -4- a? V-*'2 +  b~ — d ~rr= ^ — <** ;

37. 2 x - h 2  \ /a ? - h x 2 = 5 a 2

38. —
V&b — 2

=3; 39.
V & n  — j/3* — 1 l/3.c 4 1 h y'ì.r — 1 = 2»;

... ]/x-t-1 -h Yx~— 1 V» + 1 — — 1 .40.  -----— -------- — —  -f- —  —------- . -    — 4 ;
V®- 4- 1 —  V®— 1 V^-t-l-t-V*—  1

4i. y® 4 -h y® ̂ 10
' V®h- 4 ’

43, V ô à ^  h- sf5x—x — J 2a -  ; 44. | / ì
y  5a +- ® (/ 1

42. 6Vafl? — I — Vaæ — 1 ̂  fi.
l/a ®  -4 -1  &

1 -f- 6® 1 -f- a®
- bx 1 — ax  ’

45.
?] / £ — l  =  V^2 — &2;

47.

48.
® — V®2 — a 2 ®-f-V®2 — a 2 

1 1

4fi V a - n ,  +  V a - a, =  ^ g ;

V a -f-® — V a — ®
1

® —  1 ;

® H- V2a2'
=  -*-

® — V2a2 — ®2
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108. R isolvere le seguenti disequazioni:

1 .3 + >x  — 1 2æ + 1  ’ 
®2 -f- ® - 2 

3-2 +  * - ^ > 0 ’
- 25 — 20® -12® 2 „
5 . ^ - ^ ------ - - 5 > 0 ;

IO®2 -+- 11* — 6 
18®2 — 15® — 7
6x*2 +  x — 2

> 0 ;

X 2 +  X — 6
> 0 ;

7.

12 — Bla; +  20** * 
9y? +  4
- I x — §xl^ > 2 ;

9.V x 1 <  J ;

11. Vi® — 3 >  V3® — 4 ;

13. V4x — 3 >  Vi® -  5 ;

15.2® + -1  >  Ylx'- — 4® — 15 ;

a 4®2 — ® — 3 
2 ® * -9 ® -+ -1 0 ^  ’

10. V® -+- 3 <  2 ;

12. V4® — 3 >  V3-T— 1 ;

14. V8 — 0® -+- ®2 >  V/24 — 2® — ®- ;

16. V Ò ^®“ — 12® — 5 >  3® 4 -1 ;

17. V® -f- 1 -+- V ® — 2 <  3 ;

18. V3® — 2 — V6(® — 1) +  V3(® — 2) >  0 ;

19. V® +  a  +  V&H- b ^> c, con a, ò, c positivi (discussione) ;

20. V» — a  +  V# — b >  c, con a, b, c positivi (discussione) ;

21. V# +  a  +  V# — 6 >  c, con a, 6, c positivi (discussione) ;

22. V* — a  +  V& — x^> c, con a, 6, c positivi (discussione) ;

28. Va- — a? +  \Jb — x >  c, con a, 6, c positivi (discussione) ;

24. V® — a  -f- V # — 6 >  V# — c> con a , 6, c positivi (discussione) ;

25. V4à?2 +  5kx  +  k 2 <  ̂2# +  3fc (discussione).

Ca p it o l o  I V

109. Trovare un numero tale, che la somma delle radici quadrate 
positive dei due num eri che da esso si ottengono, aumentandolo e dim i
nuendolo di 1, sia uguale ad un prefissato numero a.

110. Si decomponga 2160 in due fattori che stiano fra loro nel rap 
porto 5 I 3.

111. Si decomponga 156 in due fattori la cui somma sia 25.
112. Quale numero differisce, in meno, di 210 dal suo quadrato?
113. Se un numero si aum enta e si diminuisce di 64, il prodotto dei 

num eri così ottenuti è uguale a 1680. Qual’ è codesto numero ?

114. Quale numero, aggiunto al suo reciproco, dà 3 +  ^  ?
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115. D eterm inare un numero, che, moltiplicato per -j-, dà 9 volte laü
somma del suo quadrato e di 25.

116. N ell’ equazione 2x2 — (k — l)x  -+- k  -h  1 =  0 si determ ini k  in 
modo che le due radici differiscano di 1.-

117. In  quale sistema di numerazione il numero 254 si scrive 512 ?
118. Intorno ad un giardino quadrato si è tracciato un sentiero largo 

m. 2 ; e la superficie di mezzo, destinata alle piantagioni, supera quella 
occupata dalla strada di m.2 1732. Qual’ è il lato del giardino ?

119. In  un cerchio di cm. 13 di raggio si vuol condurre per un punto A> 
che dista dal centro cm. 5, una corda lunga cm. 25. Quanto sono lunghi 
i due seguenti in cui la corda è divisa da A ?

120. In  un cerchio di cm. 20 di raggio si è condotta una corda lunga 
cm. 24. Quanto dista dal centro il punto d’intersezione delle tangenti 
al cerchio negli estrem i della corda ?

121. D ati due cerchi concentrici di raggi di cm. 17 e cm. 25, si con
duca una retta  su cui la corda determ inata dalla circonferenza minore

2sia uguale ai -= di quella della maggiore. Qual’è la lunghezza della o
corda e quale la sua distanza dal centro ?

122. Da un punto esterno ad un cerchio di cm. 21 di raggio e di
stante dal centro di cm. 29 si conduca una secante la culi parte interna 
sia di cm. 9.

123. Se il denominatore di una frazione di num eratore 5 si aumenta 

di 4, la frazione diminuisce di ™ • Qual’ ò la frazione ?

124. P e r  quale numero si deve d ividere 84, perchè il quoziente 
superi di 5 il divisore-?

125. I  due term ini di una frazione hanno per prodotto 117 e d i
ventano uguali se il num eratore si accresce di 2, mentre il denomina
tore si diminuisce di 2. Trovare questa frazione.

126. U n uccello, che volando orizzontalmente fa 15 m. al secondo, 
passa a 30 in. di altezza, verticalmente, sulla testa di un cacciatore. A 
quale punto deve m irare il cacciatore, se si suppone che i pallini per
corrano in media 180 m. al secondo ?

127. Due treni vanno da Chiusi a Roma. I l  primo di essi, che im
piega 18m meno dell’ altro a percorrere codesta distanza di km. 165, 
fa 5 km. di più all’ ora. Quali sono le durate dei due tragitti ?

128. U n mugnaio sale col mulo carico di farina ad un paesetto di 
montagna in  5h24m, mantenendo nella seconda metà del cammino una 
velocità che è ad ogni ora inferiore di 72 a quella m antenuta nella 
prim a metà. I l  giorno dopo ridiscende al suo punto di partenza in  3 ore, 
mantenendo una velocità che supera di 1 km. per ogni ora la velocità,
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con cui aveva camminato nella prim a parte della salita. Qual’ è il cani* 
miao percorso ?

129. Su di un fiume un vaporetto parte, contro corrente, da A  
verso jB e tre ore dopo ne parte un altro da B  verso A. Questo in 
contra il primo dopo 30m di viaggio e giunge alla meta 45m dopo clic 
il primo è giunto in B. Quanto ò durato il viaggio di ciascun v a 
poretto ?

130. U na tavoletta assira contiene, in caratteri cuneiformi, un elenco 
dei cubi dei num eri naturali e come 32mo cubo dà il numero 908, dove, 
ben inteso, codeste tre cifre sono rappresentate da gruppi di 9, 6, 8 cunei. 
Qual’ è la base dei sistema di numerazione qui usato ?

131. Due escursionisti hanno compiuto ciascuno una escursione a 
piedi, restando entram bi in viaggio il medesimo tempo. Ma il primo 
si è preso per via un giorno di riposo ed ha fatto 120 km. e il 
secondo, che si ò riposato tre giorni, ne ha fatto solo 112. Se cam
minando ciascuno colla stessa velocità effettivamente mantenuta, il 
primo si fosse preso tre giorni di riposo e il secondo uno solo, questo 
ultimo avrebbe fatto 44 km. più del primo. Quanti giorni stettero essi 
in viaggio ?

132. L ’ area di un triangolo è di cm.2 13,5 e la base supera F al
tezza di cm. 1,5. Quali sono le dimensioni del triangolo ?

133. In  un rettangolo F altezza supera di cm. 7 la larghezza e la 
diagonale è di cm. 17. D eterm inare le dimensioni.

134. Trovare i tre lati di un triangolo rettangolo, sapendo che le 
loro misure in dm. sono tre num eri interi consecutivi.

135. Di un rettangolo si conoscono il perimetro 2p e la diagonale cl\ 
determ inare le dimensioni. Caso particolare : 2p — dm. 8,2 e cl =  dm. 2,9.

136. Dato un rettangolo di m. 5 X  ni. 12, se ne aumentino le due 
dimensioni di una stessa lunghezza in modo che aumenti la diagonali1 
di m. 4 ; oppure aum enti F area di cm.2 110. Determ inare nell’ uno e 
nell’ altro caso di quanto si debbano aum entare le dimensioni.

137. U na strada parte da un punto A  e dopo 2 km. volta ad angolo 
retto. A  quale distanza da A  su codesta strada, deve trovarsi un 
punto jB, perchè il cammino da A  a B  sia uguale ad h volte la distanza 
in linea retta da A  a B  ?

138. D ati più segmenti, le cui misure siano designate con a, 6, c, 
d, e, /*.... costruire i segmenti [la cui misura sia] :

cVdèfg ' 
ab ’

5. j / « |£ ;  6. | / 5 “ p :

1.

4. a 3 -f- 63
c ^ T d 2

cde 
'ab 5

' cl 
a

} b V7c d . 
a

62
d 2 c- <P
a b "H 6
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7. V5a* -+- 262 ; 8. V a2 -+- 62 -t- c2 ; 9. \/a2b c3

10. j A ^  +  e2 5 11. cy ?- ± b* ; 12. V a i _  62 (a6> c2) ;

13' |/ ft3-d6-C+ (e > H i 14. VgVc^Ti2 + h y5*Tf2 •
4 ______

15. V a4 -+- 64 16. V V a2-h- 262 -4-V e-+-Sf2 ;

139. D ati più segmenti le cui misure siano a, 6, c, rf.... e dato il 
segmento unità di m isura (u- =  1), costruire i segmenti :

1. o 5 c ( = ^ ;  2. a i  +  - — c2 ; 3. \ lW ^ b  ( =  V a2 — &w) ;

4. V« H- 62 -+■ c2 ; 5. V5a2 -+-i; 6. a  - f  V&2 -t-4cd

3 d  +  V a2 — òc 
5e (a2 >  6c) ;

8. V 3d -h V« — 62 — c (a >  &2 -+- c) ; 9. V 2a +  V 36 -+- Ve -+- d2 ;

10. j / j / a * - g | / a * + »  (a 3 > ! ) '

In  tu tti questi casi le formule debbono essere rese omogenee di 
1° grado con un artifizio conveniente (IY, n. 12).

140. Costruire un triangolo isoscele, iscritto in una circonferenza di 
dato raggio r, conoscendo:

1. la lunghezza a  del lato. [Se A B  è la base del triangolo cercato, 
D il punto medio di questa, C il vertice del triangolo, 0  il centro della 
circonferenza, si applichi il teorema di P itagora ai triangoli ABC , 
ADOy ecc.];

2. la somma s della base e dell’altezza.
141. Calcolare i lati di un triangolo rettangolo, conoscendo le lun

ghezze m, n  dei segmenti, in cui l’ipotenusa è divisa dal piede della 
corrispondente altezza.

142. D eterm inare il lato del triangolo equilatero di data area l2, 
iscritto in  un triangolo equilatero di dato lato a.

14B. In  un triangolo, conoscendo le lunghezze a, b di due lati e 
quella della m ediana mc relativa al terzo, calcolare quest’ ultimo lato.

144. Essendo a, 5, c le lunghezze dei lati di un triangolo scaleno 
(con a  >  b >> c), si determ ini x in modo che a  — x, b — x, c — x siano i 
lati di un triangolo rettangolo.
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145. Dati un triangolo di base a  e di altezza Ti e un quadrato di 
lato l, aventi le basi su di una stessa retta, condurre una parallela a 
questa, che tagli dal triangolo e dal quadrato un triangolo ed un re t
tangolo, la cui somma sia equivalente al triangolo primitivo.

146. JN'el piano di un  cerchio di raggio r, da un punto P, avente 
dal centro la distanza d, si conduca una secante tale che la corda AB  
giacente su di essa abbia la lunghezza 2c. D eterm inare i due segmenti 
PA, PB.

147. Iscrive re  in un cerchio di raggio r  un triangolo rettangolo, 
conoscendo la  differenza Ter fra uno dei cateti e la sua proiezione sulla 
ipotenusa.

148. D ividere un segmento a in due parti tali che la somma dei 
loro quadrati e l’area del loro rettangolo abbia il rapporto k — 2.

149. Due rettangoli a lati ordinatam ente paralleli ed equidistanti 
sono l ’uno interno all’altro. Sapendo che l’area del rettangolo interno 
è la m età di quella dell’ esterno e che questo ha i lati a  e h, trovare 
la distanza fra  i lati dei due rettangoli.

150. Trovare le basi di un trapezio di altezza h, sapendo che la 
somma delle basi è kh  e 1’ area è uguale a quella del rettangolo delle 
basi.

151. L ’ area di un trapezio di altezza h è uguale a quello del ret
tangolo delle basi, mentre la differenza di queste è kh. Trovare le due 
basi.

152. Calcolare i lati di un triangolo isoscele, conoscendone il peri
metro 2p e sapendo che la differenza fra i quadrati di un ’altezza e 
del corrispondente lato è kp2.

153. Dato un cerchio di diametro A B  =  2r, trovare sul prolunga
mento di A B  un punto C tale che, condotta da C la tangente CT, si 
abbia CT2 -f- CA2 =  kr2.

154. Dato un cerchio di raggio r, determ inare un cerchio concen
trico ed interno ad esso, tale che la corona circolare risulti media geo
m etrica fra  i due cerchi.

155. Dato un quadrato ABC B  di lato 1, trovare sul prolungamento 
di A B  un punto E  tale che i segmenti ED, EC  abbiano un dato rap
porto k  > 1 .

156. I n  un triangolo equilatero ABC  di lato 21 condurre ad A B  una 
parallela, che seghi gli altri due lati in due punti M, N  tali che, 
detto H  il punto medio di AB, il triangolo MON abbia un dato rap
porto k  al triangolo ABC.

157. I n  un cerchio di raggio r  si trovi a quale distanza dal centro 
si debba condurre una corda AB, perchè la differenza delle aree dei 
due triangoli di base AB, che hanno per vertici gli estremi del dia
metro perpendicolare risulti uguale a kr2.
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158. D ati un cerchio di raggio r  e un punto C, la cui distanza dal 
centro sia kr  con k  >  1, si trovi la lunghezza di una corda AB  tale 
che il triangolo ABC  risu lti equilatero.

159. Trovare l ’altezza di un trapezio rettangolo, di cui la base mi
nore e il lato obliquo siano uguali ad a  e il perim etro sia ka.

160. Dato un quadrato A B  CD di lato l, se ne conduca una corda 
M N  parallela alla diagonale BD  in modo che il rapporto del triangolo 
AM N  al quadrato risu lti uguale a k. [Prendere come incognita AM].

161. In  un cerchio di raggio r  iscrivere un triangolo isoscele tale 
che la differenza fra P altezza e la base sia kr.

162. Dato un semicerchio di diametro A B  =  2r, si trovi sul prolun
gamento di AB, dalla parte di B , un punto C tale che, condotta da C 
la tangente CD ed abbassata da D la perpendicolare DE  sul diametro, 
si abbia CD =  B E  -h ED.

168. Dato un quadrante di circonferenza AOB  di raggio r, deter
minare un suo punto tale che, ove si denotino con M  ed N  le interse
zioni della corrispondente tangente con la tangente in 1  e colla retta  
GB, il trapezio AMNO  abbia l’area k r2. [Prendere come incognita p rin 
cipale AM].

164. U na piram ide retta  a base quadrata ha il lato di base l e 
P altezza li .  Trovare a quale distanza dal vertice si deve condurre 
un piano parallelo alla base perchè il parallelepipedo iscritto, che 
ha per base superiore la sezione così ottenuta, abbia la superficie 
laterale k l2.

165. Sul lato A B = l  di un quadrato ABCD  trovare un punto E  tale 
che sia uguale a k  il rapporto fra  il volume del solido, che si ottiene 
facendo rotare il trapezio EBCD  intorno a BC e quello del solido, che 
si ottiene facendo rotare lo stesso trapezio intorno a CD.

166. In  un cilindro circolare retto l’area totale è 2ka2 e la somma 
del diametro della base con l’altezza è s. Trovare il raggio.

167* D’area totale di un cilindro circolare retto è 2tza2 e la diffe
renza fra P altezza e il raggio di base è d. Trovare questo raggio.

168. Sul piano della base di un cono di raggio di base r  e di al
tezza h =  2r è collocata una sfera dì raggio r. Segare i due solidi con 
un piano parallelo alla base del cono in modo che la somma delle aree 
delle superficie totali dei due solidi così distaccati risu lti uguale a nkr2.

16 9. D ividere un segmento A B  =  2a  in due parti tali che la  somma 
dei volumi delle due sfere aventi per diam etri queste due parti sia 

4
uguale a ~ n ka 3. o

170. Segare una sfera di raggio r  con un piano tale che P area della 
calotta maggiore sia m edia proporzionale fra  l ’area della sfera e quella 
della calotta minore.
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171. U n cono equilatero è iscritto in una sfera di raggio r. Segare 
i due solidi con un piano parallelo alla base del cono, in modo clic la 
somma delle aree delle due sezioni abbia il rapporto k  a ll’area della 
base del cono.

172. U na sfera di dato raggio r  si seghi con un piano tale, che la 
superficie laterale del cono, avente per vertice il centro della sfera e 
per base il cerchio sezione, abbia area uguale alla superficie della sfera, 
che ha per diametro la distanza del piano segante dal centro della sfera 
data. Si calcoli il raggio del cerchio sezione.

178. Conoscendo di un tronco di cono il volume P o il raggio r  di 
* una delle basi, calcolare l’altra.

174. T rovare il volume del solido che si ottiene facendo rotare in 
torno alla base un triangolo isoscele iscritto in un cerchio di raggio r, 
sapendo che la somma dei quadrati dei suoi lati è 4kr’2.

175. Calcolare il volume del solido generato da un rombo che ruota 
intorno alla parallela alla diagonale maggiore condotta da un estremo 
di quella minore, sapendo che il rapporto delle diagonali è k  e che 
l ’area del rombo non cambia, se si aggiunge 2m  alla diagonale mag
giore e si toglie %i dalla diagonale minore.

176. Trovare l’ area totale del cono, che si ottiene facendo rotai e» 
intorno al cateto minore un triangolo rettangolo, di cui sia r  il raggio 
del cerchio iscritto e kr  l’ipotenusa.

C a p i t o l o  V

177. R isolvere le seguenti equazioni:

1. a4 -  13a;2-f-36 =  0; 2. a;4 — 21*2 =  100;
8. a;4 — 5.c2 4 — 0 ; 4. aj4-h 9  =  IOa?2 ;
5. (x2 — 10) (a;2 — 3) =  73 ; 6. (.f2 -  5)2 -+- (x2 - -1 )2 =  40;
7. IOa;2 — 21 =  x4 ; 8. 6x4 — 35 =  Ila;2 :ì
9. x i —  5æ2-i-4 =  0; 10. x i — 10x2 -+- 9 = :0 ;

11. x 4 — 26x2 +  25 =  0 ; 12. x A — 18x2 -+- 36 == 0;
18. x 4 — 8x2 — 9 =  0; 14. x { — 5x2 — 36 = :0 ;
15. 4æ4—-17a;2 +-4 =  0; 16. 4x4 — 87x2 -h 9 == 0;
17. a 4 -+- b4 -+ æ4=  2a262-+-2a2..••2-+-262*2; 18. x4 — ax2 -t- b2 = 0;
19. x4 — 4(a -h  b)x2 -+- 16(a — ^)2 — 0 ; 20. x4— 4(ct2 -+- b2)x2 a W  —

21. a2b2x 4 — (a4 -+- b4)2 -+- a2b2 =  0 ;
22. se4 -+- 4abx2 — (a2 — b2)2 =  0 ;
28. c4x 4 +  c2(a2 — V )x2 — a2b2 =  0.

178. Se in  un ’equazione di 4° grado
x4 -+- a*a;3 -f- a2x2 -f- a2x -+ aA =  0
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i coefficienti rendono soddisfatta la condizione (4a2 — a 12) a , = 8 a 3, l’e
quazione si può scrivere sotto la forma

cosicché la sua risoluzione si può far dipendere da quella di equazioni 
di 2° grado.

179. R isolvere le equazioni (Eserc. prec.):
1. #4 +  16#3 62#2 — 16# — 63 =  0 ; 2. #4 -+- 8#3 + 17#2 4# — 30 =  0.

180, Quale valore si deve attribuire a k  perchè nell’equazione

le due radici differiscano di 1?
181* In  quale sistema di numerazione il numero 1902 si scrive 

30102?
182. In  un triangolo le m isure dei lati sono tre  num eri in teri con

secutivi e l 'a rea  è 84. Trovare i tre lati.
188. Calcolare i cateti di un triangolo rettangolo, conoscendo l’ipo

tenusa a e sapendo che la differenza dei quadrati dei cateti è doppia 
dell’ area.

184. In  un triangolo ABC, conoscendo i lati AB =  c, A C — b e il pro
dotto P delle lunghezze dei due segmenti BH, HC  determ inati sul terzo 
lato BC  dalla corrispondente altezza, calcolare questo lato.

185. In  una circonferenza di dato raggio r, una corda è tale che la 
differenza fra le aree dei due triangoli, aventi per base comune la corda 
e per vertici gli estremi del diametro ad essa perpendicolare, risu lta 
uguale a k  volte il quadrato del raggio r. Si determ ini la distanza di 
codesta corda dal centro.

186. Dato un cerchio di raggio r, determ inare un cerchio concen
trico ed interno ad esso, in modo che risulti medio proporzionale fra 
il cerchio dato e la corona (cfr. Eserc. 154).

187. Trovare il raggio di base di un cono circolare retto, sapendo
4

che il suo volume è gTcr8 e la sua area totale 4rckr~.
188. In  un tronco di cono circoscritto ad una sfera di raggio r  è 

uguale a k  il rapporto fra  la superficie totale e la superficie laterale* 
Trovare i raggi delle basi.

189. R isolvere le equazioni seguenti:

(#2 -h  hx)2 p(x2 hx) +  q =  0,

2x2 — (fc2 -+- l) x  -h k 2 -t- 3 =  0

1. #3 -f~ 2#2 -f 2# -f- 1 =  0 ;
3. x* — 3x* — 8x a -1  =  0-, 
5. x3 — 2#2 4 2# — 1 ~  0 ;

2. 3#3 — 12#2 -+ 12# — 3 =  0;
4. 4#3 — 21#2 -I- 21# — 4 =  0;
6. 2#3 — 7#2 -h- 7# — 2 =  0;
8. #3 + 9,1#2 — 9,1# - 1  =  0; 

10. 15#3 — 19#2 -  19# -f-15 =  0 ;
7. 4#3 -+ 21#2 -i- 21# +  4 =  0 ; 
9. 3#3 +  #2 — # — 3 =  0;

11. 5#3 -  31#2 -h 31# — 5 =  0; 12. 3#3 -+- 7#2 -i- 7# -f- 3 =  0.
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190. R isolvere le seguenti equazioni:

2. 4#44-17#3 — 17* — 4 =  0;
4. 5#4 — 26 z3 4 - 26# — 5 =  0;

1. #4 — 2#3 4- 2#2 — 2# - + -1 = 0  ; 
3. 2#4 — 5#2 -h  4#2 — 5# 4- 2 =  0 ; 
5. 2#4 — 9x3 - f  14#2 — 9# 4- 2 =  0 ; 
7. 2#4 — #3 — 6#2 — x 4- 2 =  0 ;
9. 4#4 — 9#3 — 26#2 — 9# -f- 4 =  0 ;

6. 3#4 -+- 4#3 — 4# — 3 =  0;
8. 15#4 — 34#34-34# — 15 =  0; 

10. x* 4 - 10,l a 3 -  10,1# — 1 =  0;
11. 6#4 — 25 #3 ■+■ 38#2 — 25# 4  6 =  0; 12. 6#4 — IO#3 4 -10# — 6 =  0.

13. (1 -4- xY  =  2(14  cc4) ;
14. x 5 — 4æ4 4-  3æ3 4-  Sx2 —  àx 4-  1 =  0 ;
15. 2x5 — 3cc4 — 5x3 4  5x2 4- 3x — 2 =  0;
16. 12#5 — 8æ4 — 45#3 4-  é5x2 4-  8 #  — 12 =  0.

191. Trovare tre num eri in teri consecutivi tali che il cubo del mag 
giore sia il triplo della somma dei cubi degli altri due.

R a d ic i  r a z io n a l i  d e l l e  e q u a z io n i  a  c o e f f ic ie n t i  r a z io n a l i . —
192. L a risoluzione di un ’ equazione a coefficienti razionali si può r i
durre a quella di un’ equazione a coefficienti interi, di cui il primo 
sia uguale ad 1. [Anzitutto, moltiplicando ambo i membri per un mul
tiplo comune (e converrà prendere il minimo) dei denominatori dei 
coefficienti, l ’equazione si riduce a coefficienti interi. Se essa assume 
con ciò la forma a0xn 4 - a Lxn—1 4 - a 2#n~ 2 4 -... 4- a n =  0, dove a09 a {, 
a 2,..., an denotano num eri interi (positivi o negativi) e si prende come

ìinuova incognita la u  =  a 0#, si trova, sostituendo nell’ equazione data —
ao

al posto di x e moltiplicando ambo i membri per a 0n~ *, 1’equazione 

un 4- 1 4- a02a Lun—2 4 -... 4- a0nan =  0,

che appunto, ecc.].
193. Ogni eventuale radice razionale di un’ equazione a coefficienti 

interi, di cui il primo sia uguale ad 1, è necessariamente intera (posi
tiva o negativa) ed è uguale ad uno dei divisori del termine noto 
(compresi i divisori =t= 1). [U n’equazione #n4-&1#n” 14-ôo#n-“24-...4-ôn==0,

Pdove ò2,,.., bn sono num eri interi, sia soddisfatta dalla frazione

àove p  e q denotano due in teri prim i fra loro, di cui q si suppone 
positivo, m entre p  può essere positivo o negativo. Sostituendo questa 
frazione nell’equazione al posto di x e moltiplicando ambo i membri 
per qn, si ottiene l’uguaglianza numerica

p n 4 - b ^ p '1—1 4 - b2q2p n—2 4 -... 4- bnqn =  0, 

dove tu tti i term ini del primo membro a partire dal secondo sono di-

A maldi U . - E nriques E . 19
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visibili per q; deve esser tale anche p n ecc., onde è necessariam ente 
q =  1, e la precedente uguaglianza num erica si riduce a

dove tu tti i term ini del primo membro, eccettuato l’ultimo, hanno in 
evidenza il divisore p. Quindi anche l’ultimo term ine bn ecc.].

194. Cercare le eventuali radici razionali delle seguenti equazioni:

5. 6#4 - f  5 r3 — 4a?2 — Sx — 4 =  0; 6. 2.u5 -+- 6 r4 — 7x3 -+- 3.e2 — 3#4 -+- 4.

JSTota. Quando nell’ equazione proposta, ove occorra, si sia ridotto 
ad 1 il primo coefficiente (Eserc. 192) e si siano trovati tu tti i divisori 
del term ine noto (compresi in ogni caso :±= 1), bisogna verificare per 
ognuno di essi se renda soddisfatta l’equazione. Se c è il divisore che 
si considera, la verifica si può fare, sostituendo direttam ente c ad x  nel 
polinomio a primo membro. Ma di regola conviene invece applicare a 
questo polinomio, rispetto al divisore x — e, la Regola del Ruffini, la 
quale fornisce anche il quoziente del polinomio per x — c; se accade 
che c annulli il polinomio, cioè sia radice, la verifica per gli a ltri di
visori del term ine noto si può eseguire su codesto quoziente, anziché 
sul polinomio primitivo, il che semplifica il calcolo.

195. Risolvere i seguenti sistemi:

p n -h b{p n—1 -h  b2p n—2 -+-... -+-[btl =  0,

1. a;3 4.>;2 x — 6 =  0 ;
3. — 2xz — Sx — 2 =  0;

2. 6 r3-f-5æ2 — æ-f-4 =  0;
4. 5æ4 -h  8x3 — àx2 -h  45æ — 18 =  0

!2-f-w2 =  250

‘ | x — y  =  1 

i4. ! x* - y 2 = a 2

13.
x2 — y 2 —  24
x -f- y  = 6

I x — y  —  a
i (*-1-2)2— 1/2 =  56

15.
f 30 H- y  =  2

16 i (x — l ) 2 — (2/ -+- 3)2 =  3 i x -h  1 7

x — y =  1
1 7 . J y  — 1 x - h l  12

( x - h y  =  7
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i x y 3 _  24 i ~ - v— a
18. ) y  -f- 3 x 35 19.

-- tvy x

y—iIIs>18 1 x - y  — b

20.
1 y  — x —  xy

21. j
x l +  y 2 — ( x -h y )  =  48 
x  +  y  -t- x y  =  31

22.
( x 2y 2 ~ h xy  =  a  
( x - \ - y  =  b

23. |
x3-+-8y3 =  35 
x -h 2 y  =  5

24.
j x3 -h  y 3 — 189 
1 x -h -y  =  9

25. |
27x3 - 8 y 3 =  104xy 
8x — 2y =  4

26.
l a 3xs +  b3y 3 =  a 2b2x2y 2 
( a x  -\~by —  c

27. |
(x — 4)3 -f- (7 — y)3 =  72 
x — y —  8

28.
( x K -+- 2/4 =  272 
( - y  =  6 29. |

x 5 — y 5 = 2882  
X  — y — 2

30.
i x -f- y =  58 
j V» -f- \Jy —  io

31. j x — y  =  72 
\Jx H- y  y  — 12

32. ^ ix  H- V) — ^ ax  -4- ^b y  =  a -h b 33. j V * -h 2 h -  Vÿ-+-1 =  4 
x - h y  —  5

34.
( x \y  =  3)2 
i V* — 2 — l/y  -- 3 + 1

35. | ]/x -f - 2 — y  y  — 1 =  0 
x -h  y  =  12.

196. D ividere il numero 34 in  due parti tali elle la somma dei loro 
quadrati valga 750.

197. U n numero di due cifre, aumentato di 9, dà il numero formato 
con le due stesse cifre in ordine inverso ; e se il numero si divide per 
il prodotto delle due cifre dà per resto 5. Trovare questo numero.

198. Due condutture d’acqua, versando insieme, riempiono un ser
batoio in  2 ore e 24 minuti. Trovare in quanto tempo ciascuna di esse 
riem pirebbe da sola il serbatoio, sapendo che la prim a impiegherebbe 
2 ore più della seconda.

199. I l  perim etro di un rettangolo è di m. 82 e la diagonale di 
m. 29. Quali sono le due dimensioni *?

200. Se in un rettangolo, avente la diagonale di m. 85, si aumenta 
di m. 2 ciascuna delle due dimensioni, 1’ area si accresce di m.2 230. 
Quali sono le dimensioni del rettangolo ?

201. D’area di un rettangolo è di m.2 168 e il perimetro di m. 62. 
Quali sono le dimensioni ?

202. Si trasform i un rettangolo di cm. 5 X  cm. 7 in un altro che abbia 
il perim etro triplo.
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203. Se i lati di un rettangolo avente la diagonale di m. 89 fossero 
ciascuno più corti di 3 m., la diagonale sarebbe più corta di m. 4. 
Quali sono le sue dimensioni ?

204. Se in un rettangolo avente la diagonale di m. 65, il lato minore 
fosse più corto di m. 17 e il maggiore più lungo di m. 7, la diagonale 
resterebbe ancora lunga m. 65. Quali sono le due dimensioni •?

205. Calcolare i lati di un triangolo rettangolo, conoscendo:
1. il perim etro 2p  e l’area P ;
2. l’ ipotenusa a e la somma s dei due cateti ;
3. l’ipotenusa a  e il rapporto k dei due cateti;
4. le differenze m, n  fra l’ ipotenusa e i cateti ;
5. la somma s  dei cateti e 1’ altezza li relativa all’ ipotenusa.

206. In  un triangolo, conoscendo la lunghezza di due lati e quella 
della bisettrice dell’angolo compreso, calcolare la lunghezza del terzo 
lato.

207. Calcolare la base e il lato di un triangolo isoscele, conoscendo 
il perim etro 2p  e l’altezza li re la tiva alla base.

20S. In  un trapezio isoscele il lato obliquo è uguale alla semisomma 
delle basi. Determ inare le lunghezze dei lati, sapendo che la somma 
del lato obliquo e della base minore è a  e la somma dei quadrati dei 
quattro lati è 2b2. F issato a , come deve scegliersi 6, affinchè il pro
blema sia possibile ?

209. Ad una circonferenza di dato raggio r  da un punto A  che 
abbia dal centro la distanza d >  r , si conduca una segante tale che la 
somma dei quadrati dei due segmenti compresi fra  A e le sue interse
zioni con la circonferenza risulti equivalente al doppio del quadrato di 
dato lato l.

210. U n rettangolo di perim etro 2p, rotando intorno alla base o al- 
1’ altezza, genera due cilindri rotondi, i cui volumi hanno somma uguale 
al volume della sfera di dato raggio r. Determ inare la base e l’altezza 
del rettangolo.

211. Conosciuto il rapporto k  fra il volume di un tronco di cono 
circoscritto ad una sfera di raggio r  e il volume della sfera, trovare 
i raggi delle due basi del tronco e il rapporto fra le superficie totali 
dei due solidi.

212. Trovare le basi di un trapezio isoscele circoscritto ad un cerchio 
di raggio r, sapendo che è uguale a k  il rapporto del trapezio al qua
drato iscritto nel cerchio.

218. Trovare le basi di un  trapezio rettangolo, conoscendo l’altezza h, 
l ’area s2 e la  somma 2kh2 dei quadrati costruiti sui quattro lati.

214. Trovare le basi di un trapezio isoscele circoscritto ad un cerchio 
di raggio r  e avente l ’area kr~.

215. Trovare i lati di un trapezio isoscele a diagonali perpendico-
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lari, conoscendone il perim etro l \  2 e la somma 4k2l2 dei quadrati dei 
quattro lati.

210. D eterm inare l’apotema e il raggio di un cono circolare retto, 
conoscendo la loro somma s e il rapporto k  tra  la superficie laterale 
(oppure totale) del cono e quella della sfera iscritta.

217. U n cilindro e un cono hanno la stessa altezza e lo stesso vo
lum e; e il rapporto fra le due aree totali è k. Calcolare i raggi dei due 
solidi.

218. In  un tronco di cono circolare retto l’altezza è media propor
zionale fra  i diam etri delle basi; l ’apotema è a  e la superficie totale 
del tronco iika2. Trovare i raggi delle due basi.

219. Calcolare i raggi di due sfere concentriche, conoscendo il vo-
4

lume g7ta3 del solido compreso e la differenza a dei due raggi.

220. Da distanza dei centri di due sfere tangenti esternam ente è d
4

e la somma dei loro volumi è ^ ira3. Trovare i due raggi.

221. Dato un qualsiasi sistema di due equazioni di 2° grado in due 
incognite, se ne determini la risultante  in x  o in y. [Il sistema sarà 
della forma

dove a, &,..., V denotano altrettanti num eri dati (o altrettante espres
sioni letterali). Se si vuole la risultante in x , si cominci con 1’ ordinare 
le due equazioni secondo le potenze decrescenti della y , scrivendole

In  base al solito metodo di sostituzione, la risultante in x  si po
trebbe ottenere, risolvendo una delle (**) rispetto alla y  e sostituendo 
l’espressione così ottenuta per y  nell’altra. Ma in tal modo si perver
rebbe ad un’equazione irrazionale, onde conviene procedere nel modo 
seguente. De radici della risultante in x  sono date da tutti, e soli, quei 
valori della x, che, associati ciascuno ad un conveniente valore della i/, 
danno altrettante soluzioni del sistema (**). Perciò codesta risultante 
non è altro che la condizione necessaria e sufficiente affinchè le due

(*)

A y2-h B y  +  C = 0 , A'y* -f- B ’y -h  C  =  0,

dov© si è posto

A =  c, B  =  bx-+- k, C =  a x% h- hx  -+-1, 
A' =  c', B' =  b'x k ’, C '=  a 'x * -h h 'x -t-V .
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equazioni di 2° grado in  y  (**) abbiano almeno una radice comune, 
sicché, tenendo conto delFEserc. 93, si ottiene l’equazione in  x

(AC' — A'Cy- -  (.AB ' — A'B)(CB’ — C'B) =  0,

che, in  forza delle (***), è di 4° grado].
222. Risolvere i sistemi seguenti:

1.

4.

7.

9.

11.

13.

15.

17.

19.

**-+-»* =  5, 2 ( 
æy =  4; {

a-2 -t- ;</2 -= 52, < *2-t-y* =  1,16, 
* j /= 2 4 ;  ‘ ( 5xy —  2 ;

*2-+-y2 =  2fc2, 1 x - - h x y  =  78, 6. |

II«

=  |  « ,  =  »;
x y 1 4 

3 x - i - y  3 ’ g ( -+- 3#t/ =  16,

2x(y ■+-1) -+- y(x-1-2) =  12:; ’ ( y* — a y = 0 ;

-y*) =  5(x2 - y 2), 10 $ — 3 * y -t-2 = :0 ,
*(y — i ) -+-!) =  0;- ( xy-+-y- —  6;

-+- y2 =  «(* — y), ( x2 — y2 =  a, 
12. ? „ Txy —  b(x — y) ; ( xy +  y- =  b-,

x2 -b  xy -h y2 =  57, l i  ! 358 xv  -+- V2= 2a,
x2 — xy -+- y2 =  43 : 1 æ2 — xy  -t- y2 =  2b -,

x2 — xy -f- y2 —  49, 16 1 -*:2 5a-y -t- y2 =  79,
2x2 —  3 xy =  2 y2 =  45 ; ( .T2 -+- 3*»/ -I- y2 =  59 ;
a \x = .x \ y  =  y\b \ 18. a2 -+- y2 =  xy =  x - t - y .

2x2 -f- 3x y  y 2 —  70, 20 1 X(X +  +  ^  ~  ^  =  158’
6cc2 x y  — y 2 =  50 ; ' ( 7ac(a: +  ÿ) -  72y(oc — y) =  0;

21 I *2~ 2x2/-+- if2 -+- 3* — 3y =  4,
) *2-l-y 2 =  5;
i x 2-h  2xy  -+- y2 — 10.» — 10y -+- 9 =  0,

22. {
f x 2 — y2 =  9;

23. a:3 -+- ì/3 -+- a;2!/ +  x y 2 =  32, a?4*/2 -+- ac8#4 =  128.

228. L a  somma delle aree di due quadrati è di m.2 8621, m entre il 
prodotto delle due diagonali, m isurate in metri, è dato da 8540. Tro
vare  i la ti dei due quadrati.

224. Calcolare le dim ensioni di un rettangolo, sapendo che la dia
gonale è di m. 17 e l’area di m.2 120.

225. Calcolare i lati di un triangolo rettangolo, conoscendo:
1. l’ipotenusa a  e l ’area Z2;
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2. la differenza cZ2 dei quadrati dei cateti e l’area l2;
3. il perim etro 2jp e la lunghezza b della bisettrice dell’ angolo retto.

226. Costruire un triangolo isoscele di data area Z2, iscritto nella 
circonferenza di dato raggio r.

227. Da un punto, avente dal centro di una circonferenza di dato 
raggio r  una data distanza cl^>r, condurre una segante, elio dalla 
circonferenza sia divisa in sezione aurea (sia nel caso, in cui la sezione 
aurea è la parte esterna della circonferenza, sia in quello, in cui la 
sezione aurea è la corda).

228. Da somma delle dimensioni di un parallelepipedo rettangolo 
è s, ed una di esse è media proporzionale fra le altre due. Conoscendo 
la  diagonale ks del parallelepipedo, trovare il raggio della sfera, che 
ha ugual volume.

229. U n cilindro circolare retto, iscritto in una sfera di raggio r , 
ha l ’area laterale 4:ta2. Trovare il raggio di base e l’altezza.

230. Trovare i cateti di un triangolo rettangolo, conoscendone l’ipo
tenusa a  e sapendo cho il solido generato dal triangolo nella sua ro
tazione intorno all’ipotenusa sta nel rapporto k  alla sfera, che ha per 
raggio l’altezza del triangolo rispetto all’ipotenusa.

231. In  un cono circolare retto 1’ area totale è na2 e il rajrporto fra 
l ’apotema e il raggio di base è k. Trovare l’altezza e il volume.

232. Circoscrivere ad un emisfero di raggio r  un cono di super
ficie totale nkr~. [Si prendano come incognite le lunghezze dei due 
segmenti, in cui l’apotema del cono è diviso dal punto di contatto 
coll’ emisfero].

233. Trovare i raggi delle basi di un tronco di cono, conoscendo 

l’altezza h, l ’area laterale na2 e il volume -  n:kh3.

234. U n tronco di cono è circoscritto ad una sfera di raggio r  e si 
conosce il rapporto k  fra il volume del tronco e quello della sfera. 
Calcolare i raggi delle basi del tronco e il rapporto fra  l ’area della 
superficie totale del tronco e quella della sfera.

235. I l  rapporto tra  la superficie totale e la superficie laterale di 
un tronco di cono, circoscritto ad una sfera di raggio r, è k . Calcolare 
i raggi delle basi.

Capitolo V I

236. Calcolare o semplificare le espressioni seguenti:
3 3

1. 3a V 2ò3 — 2&V 2a6 ;
3 3

4. \ / l2 a 262 . VÌ8W c  ;

3 ____________
2. y 5 a 26 • 25aò5 ;

12_ 9 _ 6__
5. y  24 • y33 • y  5* ;

n i ___ ______
3. \/<Xìn~̂ n fyZm-tp •

a m----- - n ___  r __
b .  V a im • ' \ /a in : y a 5 r  ;
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3 ___ 3 ____ _

7. V26-f-V33 — V54;
2 n  n ____

8. y an — V a 2n ;
6 _  4 _  10_

9. 3 |/x 3 — 2V*2-+- Vx5;

10. (  V'32 — Vi) V2 ; 11. (* -+- — 2/) ;

12. (V ârfc j/ô) ; 13. ( v ^ - f - V a ò - t - V ^ ) ( V â  — V ô);

h . ( y a  h-  y&)(y<*— yâ& + y d C y â — y ï ) .

287. Raccogliere le espressioni seguenti sotto un unico segno dì 
radicale :

3 ______  4

3.

_ _  3 _____

aVbc \ja£b
5 ____  6 _  ’

\/2a Ve5
_ _  3 _____ 4 __ _

Vaa? Vos
6 _________ 5 _______ ’

V a2## Vboy

VcM> V26C2
._____  5 ____  ’

c yabc V  a
4_ 3 __  ___
V axV by \JQg

4.
8 ____  6 ___•
V y C302

288. R endere razionale il denominatore nelle espressioni

1.
4 _

V8a ;
seguenti :

V2V2 a 

1
4 _  4 5
V a +  V&

2 V2a V2ò

2
3 _  5

2 — V2

3.

7.

VS +  V2 

V§ — V2
3 _  3 _  5
/3  -4- V2

4.

8 .

V S ^ i ’

1

1
5 __

V2
239. V erificare le seguenti identità :

3.

( V 5 _  v s ) ' -  ( v s -  f c )  +  ( v s  -  V » ) = > . ^ L  p' 

( f a  =f  y p ) ( y â  *  y  b ) + ( y p  =p yi*)(v&  *  y ~ )  +

+ ( Î 9  f a X f c  *  y « )=  !(V? ~  Vl) *■

y  (a — 6)5(a3 -+- a!6 — a62~  63) -  y(a2 +

+ 2&ya2—ô2 =  &y«* _  &2.
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240. L ’errore relativo della radice cubica di un numero approssi
mato è minore di l/3 dell’ errore relativo per eccesso di codesto numero.

241. I l  numero V31 si può assumere come valore approssimato di ti. 
Qual’ è il grado della approssimazione ?

242. R isolvere le seguenti equazioni:

1. x6 — 9æ3 +  8 =  0 ;
8. x6 +  2æ3 -+-2 =  0;
5. a 6 — 28a3-+-27 =  0;
7. 8a6 -h 65a3 -h 8 =  0 ;

9. 16a6 -h  6a3 — 1 =  0;

11. 16a;8 — 257æ4 -+-16 =  0 ;
13. a10 — 33a5 -f- 32 =  0 ;

2. 8æ6 — 215æ3 -+- 27 =  0 ;
4. a6 — 2à3-+-5 =  0;
6. a 6 — 19a2 — 216 =  0;
8. a 8 — 97a4 -+-1296 =  0;

10. 7a;3 — —  — 119 =  0 ;a 3
12. (.r -+- 2)8 — 4(a -f- 2)4 -f-13 =  0 ; 
14. a i0 — 244a5 -f- 243 =  0.

248. Discutere i casi possibili per le radici della equazione trinomi» 
(elementare) ax2n -+- bxn -+- c =  0.

244. R isolvere le seguenti equazioni:
3 3 ____  3 ____  3 ____

2. \Jx -+- 2 — ÿ à  — 5 =  1;1. a  V& +- x  =  b V a — x ;
3 3 3

3. Va — x  — \/x  =  V7a — Sx ;
3 ____  3 ______ 3 ___

5. V a — x-\~ Va-+- x —  V*2a;

3 _
7. (2 V® — I)3 — 27 ;

3 3æ
9. 2x tfx  — 20 =  3— ;

V*
3 6

11. V®2 — 5æ -t-1 -+- Va:3 — 5a;-+-l =  2 ; 
____  4 __________

13. V» — 1 — 3 Va; — l- f -  2 =  0;
4

3 3 3
4. V# — 1 +- \/a — 6 +- V^ — 29 =  0:

8. V v * + 1  =  3;
3 3

10. 9 V^2 — 2 a V à = 1 0 ;

4 ________  4 ____  4 _____
12. V(1 -+- a)2 — V (i — a)2 =  V* — ;

,_______  4 ________
14. 3 Vl-1-œ  — 2 Vl-t-flc =  8;

4 ______ 4 ______
16. V l5 + -* + -  V82 — a =  5.15. V97 — a4 — x  =  1 ;

[Per risolvere le 15, 16, si rendano razionali e poi si tenga conto 
dell’ Eserc. 178. P er rendere razionale la 16 si cominci col porre

4 _____
w =  V l5 -+ -a ].

. x -h y —  444,
2. ' 3 3

’ I \ ‘ x -+- 10 -h  Vy +  Il =  12 :

245. R isolvere i seguenti sistemi : 

( (2# -+- 3y)3 -+- (2a — 3y)3 =  244, 
±m I (2a -+- 3y)3 — 5(2# — 3y)3 =  14 ;
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l y  — x —  32, 
3. ( 3 3

( x - h y  =  17, 
4. 4 4

1 y 2 - * - + - y y  +  l  =  5 ; ! y 9 0  — æ — ÿ 9  —
( x  —  y = 5 0 ,

5 . 5 5
( ÿ l4 3 - t - o ;  — y  y  — 18 =  1;

( æ8- + - y Ÿ x y  =  a î ,
O. < _

( y 2 -+- x ^ x y  =  62.

[Nel sistema 6 si ponga u  =  \/x, v =  Yÿi si dividano membro a 
membro le due equazioni, ecc.].

246. Qualunque sia F interò  w, le soluzioni della disequazione di
2 n

indice pari sono date dall’insieme di quelle del sistema A  >  0,
B  <  0, e di quelle del sistema J 3 > 0 ,  A  >  B 2n (cfr. I l i ,  n. 27).

247. Qualunque sia l’intero n , le soluzioni della disequazione di
2 n

indice pari sono tu tte  e sole quelle del sistema J . > 0 ,  2 ? > 0 ,
A < B * n  (cfr. I l i ,  n. 27).

C a p i t o l o  V II

248. Calcolare :

5. +  4 - . - 3 - . 1 2.

3. 1 0 - i -f-6.102-+-5.10°H -4.10-2-+-2.103; 4. 3a2 — 10a,-*-hòa~*;
5. ( a - 6 ) ( a - 4- h a - 36 - i+ a - 26 - 2- t - a - i6 - 3-h&-4).

249. Calcolare :

1. 137«13—4 ; 7 - 8.73; 12.12~5;
2 .2 a ~ 2«5a~3 ; 466«66“ 5; 0,3c5-4c~2; ax - B»0}la 2~ x ;
3. 4—3:4 ~ 5; 8~6: 8 - 9; 64:6 ~ 2; 5 - 3:5~ 2; 12a*-!-1:4 a * -1; 35a*+3:7a3-* ;

2a2x+2 ]a*-1  ; (3a&)~3 : (126c)—3 ; (10aæ)—1 : (25#)—1 ;
_   3 ___

4. (3-2)8; (02)3; (02) 3 ■ (0 2) 3 • (y25)~2; V25~2; V— 25—2.

250. Calcolare :
1 1_ _ 1  1 _ 1  3 3 _  2 __ 1

1. 49® ; 1,44® ; 64 6 ; 83 ; 27 3 ; 25® ; 814 ; 512 3 ; 1,728 3 ;
1 2 _  3 _  1

/169\2 /1 2 5 \3  /4\ 2 /1331\ 8
\l9 6 j ’ \1728/ ’ \9J ’ U 12J *

251. Scrivere sotto forma di potenze le espressioni seguenti:

1. y  2, yS , —  V 5 :y 2 , V§ V § .
' y?’ 2 ’ V5’



[ V i i-V il i ,  251-254] ESERCIZI 290

7 __
2. Va3, * , V5- k  %

3 __
f a 5 V a3 V6

252. Calcolare e semplificare :

1 1  i_ 1 L ì ì  1
1. 812 -81* ; 1252 • 1256 ; 0,00164 . 0,00162 ; a 2 V a; V a -a 3;

_  1 3 5

V a • a  2 ; a4 • a 6 ;

i l
9 o2 ft2 . ,3 1fi3 . /  6aô \2 /5ac\2.
2- 3 ' 6 ’ 4 , 1 6 )  t e j - l 8 6 d j ;

1 1  4 3 2 1
3. 23 ;2 4 ; a5 ! a4 ; a  ^ V a 3; «2 :V a3; V â^3:Vâ*; a 3 : » 4 ;

3___  L _ 1  / 5\s . . j  2
4. V l252; (6'4S)8 ; (1443) 2 ; \496J ; V 1253 ;

3
(  !_\2\6 !  3 ____ \2
U4] ]  I v v ^ j .

253. D im ostrare che per

® =  (1"Hs ) ’ y =  (
si ha, qualunque sia il numero w,

xv =  i/Æ.

Ve?, (VS5)*!

- r

Capitolo V IH

254* Decomporre i seguenti logaritmi in  espressioni, in  cui com
paiano i logaritm i più semplici possibili:

1* Ioga (B&c) 5 2- M £ ) : & i« g .(!) i

5. loga(-)2; 6. logaV^ë;

- 1»& V a ; 8. l o g a ( - - | ) ; o. ioga ^ gç 1

10. log» \/52+ c 2 ; 11. IogaV'62̂ 2; . »  i» g .(6' f
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255. R idurre ciascuna delle espressioni seguenti ad un unico loga
ritmo :

1. Ioga 6 +  2 Ioga c ; 2. 2 Ioga 6 —5 Ioga c ; 3. — Ioga 6 — Ioga c ;

4. Ioga (62 — c2) — Ioga (5 +  c); 5. 3 Ioga 6 +  2 Ioga c — -  Ioga d ;

6. Ioga (62 — 6c -f- c2) -+- Ioga (62 — cs) — Ioga (ò — c) ;

7. Ioga 6 — Ioga c +- Ioga (6 -f- c) — 3 loga V6c — Ioga j / “  ;

8. 2 loga (62 — c2) — loga (63 Ve) +- log 6 — 3 log Ve — 2 log (6 -f- c).

256. Sapendo che Log 2 =  0.3010, calcolare : Log 200, Log 2 000 000, 
Log 0,002, Log 0,5, Log 5, Log 0,64, Log 1,28, Log 6,25.

257. D i quanti num eri in teri occorre conoscere il Logaritm o per 
poter calcolare i Logaritm i di tu tti i num eri interi d a l  a 50 inclusivo ?

258. Dim ostrare che loga 6 • log& a  =  1. [Si parta  dall’uguaglianza di 
definizione di Ioga 6 e dei due membri si prendano i logaritm i in base 6].

250. Se è Log a =  b, quali sono i valori di logi00 a, logl000 a, ecc.?
260. Quante cifre ha ciascuno dei seguenti num eri : 99, (99)9, 9", 999 ?
261. Risolvere, senza l’uso delle Tavole, le equazioni:

1. Log (20# - t - 12) -h  Log (32# — 8) =  Log 15 ;

2. Log (3# — 5) — Log (6# -+-1) =  Log 3 ;

3. 4 Log -  +- 3 Log -  =  5 Log x — Log 27 ;& o

4. Log — 2 — Log V3 — x =  l - h  Log 3,2 ;

5. Log (2x — 5)~h L og (3# ~h 1) =  1 ;

6. Log x =  -  [3 Log a  -h  Log 6] — -  Log (3a  -+- 6) ;

7. loge X
1

I o g a  C

_1_
logb c ’

262. Trovare un numero x  tale che il doppio del suo Logaritm o su
peri di 2 il logaritmo di x  — 9.

268. P e r  quali valori di a  l’equazione

x2 — \/2x -h  Log a  =  0

ammette due radici d istin te?
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264. Risolvere le seguenti equazioni (esponenziali) :

1. ~ ( i )  [ ^ s°luz ône im m ediata]; 2. 5 ^ = 6 4 ;  8. 7 ^ = 8 0 * —

4. 2 * = 3 * + 5; 5. 6-*® =  7»-*: 6. ( |) “= (1 ) * +1; 7. 4*+‘ .73* - 2 =  8;

8. 32* - ‘ . 42*—1 =  1 ; 9. 12* • 74* - 1 =  53- *  ; 10. V'6*+ì V & ~ 1 =  V? ;

11. 8* -+- 8*+2 =  13* ; 12. 22*+1 -+- 4*+1 =  1 ; 13. 7* -+- 3 • 7* =  33 ;

14. 8* +  5 . 8 * -1 =  27 ; 15. 3* -+- 8 . 3*~3 =  7 • 5* -+- 2 • 5*+‘ ;
x+1 oo—l 2a?+l

16. 9*-f-5-32* = 7 - 3 2*—1 ; 17. 13*-1 =  .Sl*^1 ; 18. 4-5*+2= 5 .4  æ ;

19. - ^  =  5 ,
50-t-V lO

20.

•» --
y ïi î

2x_“
60 -f- V l2

: 2.

265. Risolvere le equazioni :

1. Xx —  X \  2. Xx  —  X—x  =  3(0?” * — 1).

266. Quale valore ha x  se è

ex -+- e~00 —  5,2
dove e =  2,7183?

267. In  un sistema di logaritmi, il logaritmo di 13,52 supera di 3 
quello di 3,67. Qual’ è la base ? Quali sono i due logaritm i ?

268. R isolvere le equazioni:

Log (5 -  x) 1.
Log (35 — a?) 3 ’

3. +  io®;

2. arroga _  io ;

4 ÆLog x  _  96a.Logy æ  _  400-

i yx =  IO4,
1. 1

( y* =  10 ;

». R isolvere i sistemi:

xy  =  0,2,2.
| * Ij<,* » = 0 ,5 ;-

8  ̂2æ+2,=  4,
• | 2a!+3_f_2» 1 3= 4 0  ;

|2/ =  102— 1, )
1 , to = 9 y * -f-1 0 ; I j/œ =  9 ;

( 1 2
—  ' —

iÿ y 3’— y* = 2 0 .( ÿæ= 1 0 4;
7 \ æ -4- y =  fc, g ( z2 -t- y2 =  fc

I Log x -h  Log y =  fc; \ L o g æ -h Log y =  &■
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270* R idurre in  m isure decimali 4572000 Y ards (1 Y ard  =  m. 0,9144), 
3457 Miglia inglesi (1 Miglio inglese =  m. 1609], 273300000 Tese (1 Tesa =  
m. 1)949), 27300 Miglia m arine (1 Miglio marino =  m. 1851,85), 49500 Miglia 
geografiche (1 Miglio geografico =  m. 7420,44).

271. Qual’è lo spigolo di un cubo d’argento, che pesa 1 kg.? Peso 
specifico dell’argento 10,51.

272. Quanto costa una palla d’oro di 5 cm. di diametro se l ’oro costa 
L. 11,25 al grammo? Peso specifico dell’oro 19,26.

278. L a superficie del Regno d’Ita lia  è, ora, di circa km. 310300, di 
di cui 260470 di terraferm a e 49830 di isole. Se si rappresenta la te r
raferm a con un quadrato di cm. 5 di lato, come si deve prendere il lato 
di un altro quadrato, perchè rappresenti la superficie insulare?

274. Rappresentata la superficie attuale del Regno d’I ta lia  (comprese 
le colonie, la cui superficie è all’ incirca di km.2 2512500) con un cerchio 
di 5 cm. di diametro, dividere questo cerchio in  tre settori che rapp re
sentino rispettivam ente la superficie della terraferm a, la superficie insu
lare (cfr. Eserc. prec.), e le terre coloniali. Quali sono i rispettiv i angoli 
al centro ?

275. P resa come unità la distanza della T erra dal Sole, calcolare, 
le distanze degli altri pianeti dal Sole, sapendo che, in  forza della terza 
legge di Keplero, i cubi di codeste distanze sono proporzionali ai quadrati 
delle rispettive durate delle rivoluzioni e che queste durate sono date, 
in giorni siderali, dai num eri seguenti: Mercurio 87,969; V enere 224,701; 
T erra 365,256; M arte 686,980; Giove 4382,588; Saturno 10759,201; Urano 
30586,29; Nettuno 60188,71.

276. Preso come unità il diametro (medio) della Terra, il diametro 
del Sole è dato da 108,6 e quelli degli altri p ianeti hanno i valori 
seguenti: Mercurio 0,373; V enere 0,999; M arte 0,528; Giove 11,06; Sa
turno 9,299; Urano 4,234; N ettuno 3,798. In  quali rapporti stanno i vo
lumi dei vari pianeti a quello del Sole?

Ca l c o l o  d i  u n a  T a v o l a  d i  L o g a r it m i a  t r e  d e c im a l i  (*). —
277. Si calcolino, secondo la nota regola, con successive estrazioni di 
radici quadrate, e con tre cifre decimali,

VE), VE>, f aò , . . .
cioè

i l i
I O 2 ,  I O 4 ,  I O 8 , . . .

(9  R . S u p p a n tsc h itsc h  : Lehrbuch der Arithmetiìc und Algebra. W ie n , 1912.
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Riducendo g, g , . . .  a forma decimale, con quattro cifre dopo la 

virgola, otteniamo la  Tavoletta

Num. Log. lu m . Log.

10,000 1,0000 1,037 0,0156

3,162 0,5000 1,018 0,0078

1,778 0,2500 1,009 0,0039

1,334 0,1250 1,005 0,0020

1,155 0,0625 1,002 0,0010

1,075 0,0313 1,001 0,0005

Osserviamo elle nella colonna dei num eri ciascun term ine è il qua
drato del successivo.

278. Preso un qualsiasi numero compreso fra  1 e 10 (e a tre deci
mali) p. es. 1,694, si considerino i due term ini consecutivi che nella 
colonna dei num eri della Tavoletta prec. comprendono il numero dato, 
l^el nostro caso avremo

1,778 >  1,694 >  1,334.

Dim ostrare che, dividendo il numero dato per il minore dei due nu
meri che sulla Tavola lo comprendono, si ottiene un quoziente minore 
di codesto divisore. [Si ricordi l ’osservazione dell’eserc. prec.].

279. Ogni numero compreso tra  1 e 10 (e avente al più 3 cifre 
decimali) si può esprimere come prodotto di fattori appartenenti alla 
colonna dei num eri della Tavoletta dell’ eserc. 278. P e r  es., fissato il 
numero 2,7 abbiamo successivamente

3,162 >  2,7 >  1,778
1,778 >  1,519 >  1,334 
1,155 > 1 ,139  > 1 ,075  
1,075 > 1 ,060  > 1 ,037  
1,037 > 1 ,022  > 1 ,018  
1,005 > 1 ,004  >1 ,002

e quindi
2,7 =  1 ,778.1,334.1,075

2,7 ; 1,778 =  1,519 
1,519 * 1,334 =  1,139 
1,139 ; 1,075 =  1,060 
1,060 :1,037 =  1,022 
1,022:1,018 =  1,004 
1,004 :1,002 =  1,002

1,037.1,018 • 1,002.1,002.

I  fattori in  cui così si decompone il numero dato sono decrescenti.
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280. Come si calcola, in base agli eserc. 278, 279, il Logaritm o di 
ogni numero compreso tra  1 e 10, e avente, al più, tre cifre decimali ?

Si accorci il risultato a tre cifre decimali.

C a p i t o l o  IX

281. In  un triangolo rettangolo i tre angoli sono in progressione 
aritm etica. Trovare questi angoli.

282# In  un triangolo rettangolo di cm2. 24 di area i tre lati sono in 
progressione aritm etica. Quali sono le lunghezze dei tre lati?

288. In  un triangolo i lati sono in  progressione aritmetica. Se ogni 
lato si aum enta di 50 o di 60 cm., il raggio del cerchio iscritto cre
sce, rispettivam ente, di 17 cm. o di 20 cm. Calcolare le lunghezze 
dei tre lati. (Dal Suppantschitsch). [I tre lati si denotino con 2x — d, 
2x, 2x - h  d, e si esprim a il raggio del cerchio iscritto, tenendo conto 
della formula di E rone: Eserc. 86].

284. F ra  42 e 102 si è inserito un numero pari di medie aritmetiche. 
L a  somma della prim a metà dei* term ini della progressione così ottenuta 
sta  alla somma dei term ini rim anenti nel rapporto 3 * 5. Quante medie 
aritmetiche si sono inserite ? [Si denoti questo numero incognito con 2x\,

285. F ra  — 7 e 49 si inserisce un tal numero di medie aritmetiche, 
che la somma di tu tti i term ini della progressione così ottenuta risulti 
uguale alla somma degli ultim i tre term ini. Scrivere la progressione.

286. In  una progressione aritm etica il 2° e il 7° term ine hanno per 
somma 35, per prodotto 250. Trovare il primo term ine e la differenza.

287. In  una progressione aritm etica il 4° term ine è 5 e il primo e 
l’ultimo term ine hanno per somma 10, per prodotto — 200. Scrivere la 
progressione.

288. In  una progressione aritm etica di 8 term ini la somma del 3° e 
del 6° è 87, il prodotto dei due centrali è 1862. Trovare il primo te r
mine e la differenza. [Ricordare il n. 4 del Cap. IX ].

289. In  una progressione aritm etica di 4 term ini la somma dei due 
medi è 2s e il prodotto dei 4 term ini è h. Scrivere la progressione. 
Caso numerico : s =  6, h —  945. [Se si prende come incognita x  la metà 
della differenza della progressione* i due term ini medi sono s — æ, 
s~ h x , ecc.].

290. Scrivere una progressione aritmetica, in  cui la somma dei prim i 6 
term ini è 75 e il prodotto del 6° term ine per la somma dei prim i 5 
è 1100.

3 .
291. Scrivere una progressione aritm etica di differenza m  cui la

somma di tu tti i term ini è 10 e il prodotto del primo term ine per il 
numero dei term ini è — 32.
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292. In  una progressione aritmetica il 2° e il 14° term ine hanno per 
prodotto 544, il 7° e il 9° hanno per prodotto 1419. Trovare il 1° termine 
e la differenza.

293. In  una progressione aritmetica di 10 term ini il prodotto dei due 
term ini centrali è 2805, quello del piimo e dell’ ultimo term ine è 2485. 
Trovare il primo term ine e la differenza.

294. Quattro num eri in progressione aritmetica hanno per prodotto h , 
m entre la somma dei quadrati dei due term ini medi è 2k. Trovare i 
4 numeri. Caso num erico: 7i=384, k —  26. [Si prendano come inco
gnite la media aritm etica dei due term ini di mezzo e la metà della 
differenza].

295. Quattro num eri in progressione aritmetica sono tali, che la 
somma dei quadrati degli estremi è 2h, mentre la somma dei quadrati 
dei due medi è 2k. Trovare i 4 numeri. Caso num erico: 7̂ =  13, k — ». 
[Si adottino le stesse incognite dall’ Eserc. prec.].

296. Si calcoli, col sussidio dei Logaritmi, il 5° term ine della pro
gressione geometrica di 23 term ini clic ha per primo termine 18 e per 
ultimo 77.

297. U n carrettiere deve portare della ghiaia su di una strada, ver
sandone un carro ad ogni 5 metri. Sapendo che egli va a prendere la 
ghiaia dal greto di un torrente a 500 metri dal punto dove deve versare 
il primo mucchio, quale cammino complessivo avrà percorso, quando 
avrà portato la  ghiaia su di un tratto di strada di 400 m. a partire dal 
primo mucchio?

298. U n giardiniere deve inaffiare 60 rosai, piantati lungo un 
sentiero rettilineo, alla distanza di 1 m. l’uno dall’altro. Egli prende 
1’ acqua ad una fontana situata lungo lo stesso sentiero, a 15 m. di 
distanza dal primo rosaio, e ad ogni viaggio inaffia 3 rosai. Qual’ è in 
m etri il cammino totale, che egli deve compiere per inaffiare tutti i 
suoi rosai ?

299. Calcolare la somma dei cubi, o delle quarte potenze ecc.7 dei 
prim i n  num eri naturali. [Per il caso dei cubi si proceda come al n. 6 
del Cap. IX , partendo dall’identità

Similm ente per il caso delle potenze quarte o quinte, ecc.].
300. Qual’ è la condizione necessaria e sufficiente, affinchè una pro

gressione geometrica infinita contenga come suo term ine il prodotto di 
due suoi term ini quali si vogliono ?

301. Se a, b, c sono in progressione geometrica, sussiste l’ identità:

x 4 — (x — l)4 =  àx3 — 6œ2 -h à x  — 1.

A m a ld i U . - E nriqües F . 20
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802. Se a, b, c, cl sono in progressione geometrica, sussistono le 
identità:

1. (a2 -f- b2 - f  c2)(b2 -f- c2 -+- d2) =  (aò -+- bc -+- ccl)2 ;
2. (a — d)2 =  (6 — c)2 -f- (c — a)2 +  (d — Ô)2.

803. Se a n a.7, a 3, a 4, ... è una progressione geometrica, tale è anche

1 1 1
a 22 — a j2 a 32 — a 22 a 42 -  a 32

304. Dato di una progressione geometrica il term ine (m -h n )mo e 
quello (m — n )m0, trovare 1’ w mo e 1’ n mo.

305. Calcolare le somme seguenti:

1. 1 H -g -h g 2H -...H -gH;
2. g n - g 2H-g3 H-... H-gn ;
3. g2 +  g4 -+- g6 -+- ... -+- g2” ;

-, 1 1 1
I h ----- 1— ò +  ... H--- s- jg g2 q2n ’

1 1 1 1
---1--- g H~ H- ••• ---- r  •q qi q3 g
1 1 1 1g H--- 1 H--- 7. H—... H--- 5—g2 g4 g6 q2n

306. In  una qualsiasi progressione geom etrica di n  term ini il pro
dotto di tu tti i term ini è uguale alla radice quadrata della potenza n ma 
del prodotto del primo term ine per l’ultimo.

307. F ra  il prodotto P  di n  term ini consecutivi di una progressione 
geometrica, la loro somma S  e la  somma S' dei loro reciproci passa la 
relazione :

S 'np2 —  S n

308. In  una progressione geometrica di 2n  term ini la  somma dei te r
m ini di posto dispari è li, quella dei term ini di posto pari è k. Trovare il

primo term ine e la ragione. Caso numerico : m=h4, h =
1261 

9 ’ k  = 2522 
27 *

309. In  una progressione geometrica la somma dei prim i due term ini 
è h , quella del terzo e del quarto è k. Trovare il primo term ine e la

200
ragione. Caso num erico: h —  8, k  —  —̂~.

310. In  una progressione geometrica di 2n  term ini la somma dei 
prim i n  è h , quella dei rim anenti è k. Trovare il primo term ine e la 
ragione. Caso num erico: n  —  3, h =  — 9, k =  72.
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811* La somma di tre num eri in progressione geometrica è h , mentre 
il prodotto del primo e del terzo è fe. Trovare i tre numeri. Caso mimo- 

95
rico : h —  — , fc =  25. [Si prendano come incognite il term ine medio e 

la ragione].
812. TJn pendolo oscilla: nella prim a mezza oscillazione descrive un 

angolo di 20° e ad ogni mezza oscillazione successiva l’ampiezza dimi
nuisce del 5°/o* Quanti gradi, quanti primi, quanti secondi descrive 
complessivamente il pendolo in 15 oscillazioni in tere?

818. U na palla di gomma rimbalza, ogni volta che batte sul terreno, 
2

ad un’ altezza uguale ai » di quella da cui è caduta. Se la prim a volta o
è caduta dall’altezza di 5 m., quale cammino complessivo ha percorso 
quando batte sul terreno per la decima volta?

814. Secondo un ’antica favoletta indiana, Sissa-Xassir, inventore del 
giuoco degli scacchi, chiese ad un principe come prezzo della sua inven
zione tanti chicchi di grano, quanti se ne ottengono contando 1 chicco 
pel primo quadrato della scacchiera, 2 pel secondo, 4 pel terzo e cosi 
via, cioè raddoppiando per ogni nuovo quadrato il numero dei chicchi 
ottenuto pel quadrato precedente. Computare in cifra tonda, col sussidio 
della tavola dei logaritmi, il numero dei chicchi che così si raggiunge 
e valutare, sempre per approssimazione, l’equivalente numero di etto
litri di grano, ammettendo che, in media, 1 cm.3 contenga 16 chicchi.

815. U n ’altra favoletta indiana. Xureddin, poverissimo cultore di 
calcoli matematici e cabalistici, al Malirajah di Bassora, che, deside
rando tenerlo presso di sè, gli chiedeva quale stipendio pretendesse, 
rispose che si sarebbe accontentato per il primo giorno di una moneta 
di piccolissimo valore, pari all’incirca ad 1 centesimo di L ira, purché 
in ciascuno dei giorni successivi lo stipendio venisse raddoppiato, fino 
al compiersi del primo mese, e poi col mese nuovo si ricominciasse 
daccapo. Quale somma avrebbe dovuto corrispondere a X ureddin il Mali- 
rajah  alla fine del primo mese, supposto di 31 giorni? Si valuti il ri
sultato in cifra tonda, ricorrendo ai Logaritmi.

816. Quando fra due numeri dati a  e b si inseriscono due diversi 
numeri n  ed n r di medie geometriche, la condizione necessaria e suffi- 
ficiente affinchè la m ma delle prime medie coincida con la m ’nia delle 
seconde, è data da mn' — m 'n  =  m' — m. Si giustifichi, in base a questo 
teorema, 1’ affermazione del n. 11 del Cap. IX  (p. 252).

817. Se | q | << 1 e si prefissa un numero positivo h, per quanto piccolo, 
si può sempre prendere un intero positivo n  abbastanza grande, perchè 
la somma
(*) 1 -H q -f- q2 -4-... -t- qn~ l
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dei prim i n  term ini della progressione geometrica 1, g, g2, g3, ... diffe

risca in valore assoluto da r—̂— per meno di e.
1 — 3

In  altre parole, la somma (*), quando si faccia crescere infinitam ente 
il numero n  dei suoi addendi, si approssima indefinitam ente al va

lore —-— o, come si suol dire, tende a questo valore.
1 — g

Ciò si esprime dicendo che la somma degli in fin iti term ini della 
progressione geometrica, di ragione g, minore in  valore assoluto d i 1,

1 g g2 g3 . . .

è uguale a 1
i — g ’ e si scrive

l  +  g +  g2 +  g3+ . . . =

Similmente, qualunque sia a , e sotto la  condizione | g | < l ,  

a - h a q - h  aq2 -h  aqz 4 - ... =  Y ~ q  '

818. Scrivere sotto forma di somma degli infiniti term ini (positivi) 
di una progressione geometrica di ragione minore di 1 un qualsiasi 
decimale periodico, per es.:

0,86; 0,17; 3,45; 17,27; 0,78Ì; 54,918;

e, in base all’Eserc. prec., si dia la giustificazione delle regole per la 
determinazione delle frazioni ordinarie generatrici dei num eri decimali 
periodici. (Xota a piè delle pp. 60, 61).

319. In  un angolo di 60°, preso su di un lato il punto che ha dal 
vertice una data distanza a, si abbassi da esso la  perpendicolare sul- 
l’altro lato, poi dal piede di questa si abbassi la  perpendicolare sul 
primo lato, e così si immagini di continuare indefinitam ente. Qual’ è la 
somma delle lunghezze delle infinite perpendicolari, che così si ottengono ?

320. In  un quadrato di dato lato a  si iscriva il quadrato, che ha 
per vertici i punti medi dei lati del primo ; nel secondo quadrato se ne 
iscriva nello stesso modo un terzo, e poi nel terzo un quarto, e così 
via. Calcolare la  somma dei perim etri e quella delle aree degli infiniti 
quadrati così ottenuti.

321. X el cerchio iscritto nel triangolo equilatero di dato lato a  si 
iscriva un nuovo triangolo equilatero e si immagini ripetu ta la costru
zione. Calcolare la somma delle aree degli infin iti cerchi così ottenuti.

322. X el cerchio iscritto nel quadrato di dato lato a  si iscriva un 
nuoTO quadrato e si im m agini ripetu ta indefinitam ente la costruzione. 
Calcolare la somma dalle aree degli infin iti cerchi, così ottenuti.
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323. In  un semicerchio di dato raggio r  si iscriva il cerchio mas
simo (cioè tangente al diametro base del semicerchio nel suo centro) e 
si ripeta la stessa costruzione in un semicerchio del nuovo cerchio, 
immaginando di continuare così indefinitam ente. Calcolare la somma 
delle lunghezze delle infinite semicirconferenze e quella delle aree degli 
infiniti semicerchi, così ottenuti.

324. L ’ « A c h i l l e  » d i  Z e n o n e  d ’ E l e a .  — Si deve a Zenone di 
E lea il seguente paradosso : I l  piè-veloce Achille non potrà mai rag
giungere una tartaruga, quando le conceda un qualsiasi vantaggio. 
In fa tti suppongasi che il vantaggio sia di 100 unità lineari, per es. di 
100 m., e che la velocità di Achille sia 10 volte quella della tartaruga. 
Quando Achille avrà percorso questi 100 m., la tartaruga ne avrà 
percorsi 10 ; quando Achille avrà percorso 10 m., la tartaruga avrà 
progredito di un altro metro, e così di seguito, talché Achille, arri
vando sempre al punto prima raggiunto dalla tartaruga, quando questa 
ne è già partita, potrà bensì avvicinarsi ad essa, ma non la raggiun
gerà mai.

Sem bra che questo paradosso di Zenone facesse parte di una pole
mica antipitagorica, valendo come riduzione all’ assurdo della conce
zione atomistica (o monadica) dello spazio (e del tempo) adottata dai 
Pitagorici. Poiché questi matematici assumevano un punto esteso (o mo
nade) come parte elementare irriducibile delle linee, delle superficie, 
dei solidi, ogni somma di infiniti segmenti avrebbe dovuto risultare, 
in  ogni caso, infinita, mentre, come si è visto (Eserc. 316), una somma 
di infiniti segmenti (i quali, con legge opportuna, vadano indefinita
mente rimpicciolendo) può benissimo avere un valore finito.

Che Achille raggiunga effettivamente la tartaruga, come è confer
mato dalla comune esperienza, e dopo quanto cammino ciò accada, si 
trova, risolvendo un’equazione di 1° grado. Invero, se si indica con v

la velocità di Achille e, quindi, con ^  v quella della tartaruga, le equa

zioni dei moti uniform i di Achille e della tartaruga sono date, rispet
tivam ente, da

s — v t, s = . 100 ~  v t ,

onde l’ istante t, in cui Achille raggiunge la tartaruga, è definito dal- 

l’equazione di 1° grado vt —  100 ~  vt, e quindi è dato da t =  .

I l  cammino percorso da Achille è conseguentemente uguale a m.

Se, invece, si vuol ragionare secondo l’impostazione, che del pro
blema dà Zenone, basta osservare che la somma degli infiniti tratti di
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strada, d ie  Achille successivamente percorre, per raggiungere la ta rta 
ruga, è data da

100- 100 100 
■ 10 '+'  10*

ossia

“ f - n i -
1

102
1

103

o infine, in  quanto fra  parentesi compare la somma degli infiniti te r

mini di una progressione geom etrica di ragione ~  <  1 (Eserc. 316),

100 -

1 1_
10

1000
i r m

L a somma degli infiniti tra tti percorsi corrispondentemente dalla 
ta rtaruga è

100 100 100 
10 ~l“ 10* +  10»

, , 1000 . . . .  e vale appunto —g------100].

325- U n altro problema curioso. D a due paesi, collegati da una 
strada rettilinea di 10 km. di lunghezza, partono sim ultaneam ente, l’uno 
verso l’altro, due carri, trainati ciascuno da un cavallo, e procedono con 
la stessa velocità di 5 km./h. A ll’istante della partenza una mosca, che 
si era posata sulla fronte del primo cavallo, parte volando in linea retta, 
con la velocità di 15 km./h, e va a posarsi sulla fronte del secondo 
cavallo; poi riparte subito e torna, con la medesima velocità di prima, 
a posarsi sulla fronte del primo cavallo ; e così di seguito, fino a quando 
i due cavalli si incontrano e la mosca resta schiacciata fra  le loro 
fronti. Quanti km. ha percorso quella mosca?

P e r rispondere non occorre nessun calcolo: i due cavalli s’incon
trano a metà strada, cioè dopo un’ ora di cammino, e la mosca, che ha 
sempre volato a 15 km/h., ha percorso precisam ente 15 km.

Se, invece, si segue letteralm ente l’impostazione suggerita dall’ enun
ciato del problema, si ritrova il medesimo risultato come somma degli 
infiniti term ini di una progressione geometrica (di ragione minore di 1). 
Calcoliamo, infatti, le lunghezze dei successivi voli della mosca. Xel 
primo volo la mosca, in quanto ha una velocità tripla di quella del 
cavallo, cui va incontro, dovrà percorrere i 3/4 della distanza iniziale 
di 10 km. Ma nell’istante, in cui la mosca si posa sulla fronte del se
condo cavallo, la distanza del primo, che ha percorso aneli’esso 1/4 
della distanza iniziale, è ridotta a 1/2 di 10 km., e di questa nuova
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distanza la mosca, nel secondo volo, non deve percorrere che i 3/1; e 
così di seguito. L a  somma delle lunghezze degli infiniti voli è data da

l i o + I I 10- K I T 10

ossia, in quanto fra  parentesi compare la somma degli infiniti term ini 

di una progressione geom etrica di rag ione^  < l ( E s e r c .  316),a



I



Tavola dei logaritmi a quattro decimali (seguito)

N . 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

55 7404 7412 7419 7427 7435 7443 7451 7459 7466 7474
56 7482 7490 7497 7505 7513 7520 7528 7536 7543 7551
57 7559 7566 7574 7582 7589 7597 7604 7612 7619 7627
58 7634 7642 7649 7657 7664 7672 7679 7686 7694 7701
59 7709 7716 7723 7731 7738 7745 7752 7760 7767 7774

60 7782 7789 7796 7803 7810 7818 7825 7832 7839 7846
61 7853 7860 7868 7875 7882 7889 7896 7903 7910 7917
62 7924 7931 7938 7945 7952 7959 7966 7973 7980 7987
68 7993 8000 8007 8014 8021 8028 8035 8041 8048 8055
64 8062 8069 8075 8082 8089 8096 8102 8109 8116 8122

65 8129 8136 8142 8149 8156 8162 8169 8176 8182 8189
66 8195 8202 8209 8215 8222 8228 8235 8241 8248 8254
67 8261 8267 8274 8280 8287 8293 8299 8306 8312 8319
68 8825 8331 8338 8344 8351 8357 8363 8370 8376 8382
69 8388 8395 8401 8407 8414 8420 8426 8432 8439 8445

70 8451 8457 8463 8470 8476 8482 8188 8494 8500 8506
71 8513 8519 8525 8531 8537 8543 8549 8555 8561 8567
72 8578 8579 8585 8591 8597 8603 8609 8615 8621 8627
73 8633 8639 8645 8651 8657 8663 8669 8675 8681 8686
74 8692 8698 8704 8710 8716 8722 8727 8733 8739 8745

75 8751 8756 8762 8768 8774 8779 8785 8791 8797 8802
76 8808 8814 8820 8825 8881 8837 8842 8848 8854 8859
77 8865 8871 8876 8882 8887 8893 8899 8904 8910 8915
78 8921 8927 8932 8938 8943 8949 8954 8960 8965 8971
79 8976 8982 8987 8993 8998 9004 9009 9015 9020 9025

80 9031 9036 9042 9047 9058 9058 9063 9069 9074 9079
81 9085 9090 9096 9101 9106 9112 9117 9122 9128 9133
82 9138 9143 9149 9154 9159 9165 9170 9175 9180 9186
83 9191 9196 9201 9206 9212 9217 9222 9227 9232 9238
84 9243 9248 9253 9258 9263 9269 9274 9279 9284 9289

85 9294 9299 9304 9309 9315 9320 9325 9330 9335 9340
86 9345 9350 9355 9360 9365 9370 9375 9380 9385 9390
87 9395 9400 9405 9410 9415 9420 9425 9430 9435 9440
88 9445 9450 9455 9460 9465 9469 9474 9479 9484 9489
89 9494 9499 9504 9509 9513 9518 9523 9528 9533 9538

90 9542 9547 9552 9557 9562 9566 9571 9576 9581 9586
91 9590 9595 9600 9605 9609 9614 9619 9624 9628 9633
92 9638 9643 9647 . 9652 9657 9661 9666 9671 9675 9680
93 9685 9689 9694 9699 9703 9708 9713 9717 9722 9727
94 9731 9736 9741 9745 9750 9754 9759 9763 9768 9773

95 9777 9782 9786 9791 9795 9800 9805 9809 9814 9818
96 9823 9827 9832 9836 9841 9845 9850 9854 9859 9863
97 9868 9872 9877 9881 9886 9890 9894 9899 9903 9908
98 9912 9917 9921 9926 9930 9934 9939 9943 9948 9952
99 9956 9961 9965 9969 9974 9978 9983 9987 9991 9996



Tavola dei Logaritmi a quattro decimali

N . 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

IO 0000 0043 0086 0128 0170 0212 0253 0294 0334 0374
11 0414 0453 0492 0531 0569 0607 0645 0682 0719 0755
12 0792 0828 0864 0899 0934 0969 1004 1088 1072 1106
18 1139 1173 1206 1239 1271 1303 1335 1367 1399 1430
14 1461 1492 1523 1553 1584 1614 1644 1673 1703 1732

15 1761 1790 1818 1847 1875 1903 1931 1959 1987 2014
IO 2041 2068 2095 2122 2148 2175 2201 2227 2253 2279
17 2304 2330 2355 2380 2405 2430 2455 2480 2504 2529
18 2553 2577 2601 2625 2648 2672 2695 2718 2742 2765
19 2788 2810 2833 2856 2878 2900 2923 2945 2967 2989

20 3010 3032 3054 3075 3096 3118 3139 3160 3181 3201
21 3222 3243 3263 3284 3304 3324 3345 3365 3885 3404
22 3424 3444 3464 3483 3502 3522 3541 8560 3579 3598
28 3617 3636 3655 3674 3692 3 7 1 L 3729 3747 3766 3784
24 3802 3820 3838 3856 3874 3892 3909 3927 3945 3962

25 3979 3997 4014 4031 4048 4065 4082 4099 4116 4133
26 4150 4166 4183 4200 4216 4232 4249 4265 4281 4298
27 4314 4330 4346 4362 4378 4393 4409 4425 4410 4456
28 4472 4487 4502 4518 4533 4548 4564 4579 4594 4609
29 4624 4639 4654 4669 4683 4698 4713 4728 4742 4757

80 4771 4786 4800 4814 4829 4843 4857 4871 4886 4900
81 4914 4928 4942 4955 4969 4983 4997 5011 5024 5038
82 5051 5065 5079 5092 5105 5119 5132 5145 5159 5172
88 5185 5198 5211 5224 5237 5250 5263 5276 5289 5302
84 5315 5328 5340 5353 5366 5378 5391 5403 5416 5428

85 5441 5453 5465 5478 5490 5502 5514 5527 5539 5551
86 5563 5575 5587 5599 5611 5623 5635 5647 5658 5670
87 5682 5694 5705 5717 5729 5740 5752 5763 5775 5786
88 5798 5809 5821 5832 5843 5855 5866 5877 5888 5899
89 5911 5922 5933 5944 5955 5966 5977 5988 5999 6010

40 6021 6031 604  2 6053 6064 6075 6085 6096 6107 6117
41 6128 6138 6149 6160 6170 6180 6191 6201 6212 6222
42 6232 6243 6253 6263 6274 6284 6294 6304 6314 6325
48 6335 6345 6355 6365 6375 6385 6895 6405 6415 6425
44 6435 6444 6454 6464 6474 6484 6493 6503 6513 6522

45 6532 6542 6551 6561 6571 6580 6590 6599 6609 6618
46 6628 6637 6646 6656 6665 6675 6684 6693 6702 6712
47 6721 6730 6739 6749 6758 0767 6776 6785 6794 6803
48 6812 6821 6830 6839 6848 6857 6866 6875 6884 6893
49 6902 6911 6920 6928 6937 6946 6955 6964 6972 6981

50 6990 6998 7007 7016 7024 7033 7042 7050 7059 7067
51 7076 7084 7093 7101 7110 7118 7126 7135 7143 7152
52 7160 7168 7177 <185 7193 7202 7210 7218 7226 7235
58 7243 7251 7259 7267 7275 7284 7292 7300 7308 7316
54 7324 7332 7340 7348 7356 7364 7372 7380 7388 7396



Tavola dei logaritmi a quattro decimali (segnilo)

N . 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

55 7404 7412 7419 7427 7435 7443 7451 7459 7466 7474
56 7482 7490 7497 7505 7513 7520 7528 7536 7543 7551
57 7559 7 566 7574 7582 7589 7597 7604 7612 7619 7627
58 7634 7642 7649 7657 7664 7672 7679 7686 7694 7701
59 7709 7716 7723 7731 7738 7745 7752 7760 7767 7774

60 7782 7789 7796 7803 7810 7818 7825 7832 7839 7846
61 7853 7860 7868 7875 7882 7889 7896 7903 7910 7917
62 7924 7931 7938 7945 7952 7959 7966 7973 7980 7987
68 7993 8000 8007 8014 8021 8028 8035 8041 8048 8055
64 8062 8069 8075 8082 8089 8096 8102 8109 8116 8122

65 8129 8136 8142 8149 8156 8162 8169 8176 8182 8189
66 8195 8202 8209 8215 8222 8228 8235 8241 8248 8254
67 826 L 8267 8274 8280 8287 8293 8299 8306 8312 8319
68 8325 8331 8338 8344 8351 8357 8363 8370 8376 8382
69 8388 8395 8401 8407 8414 8420 8426 8432 8439 8445

70 8451 8457 8463 8470 8476 8482 8488 8494 8500 8506
71 8513 8519 8525 8531 8537 8543 8549 8555 8561 8567
72 8573 8579 8585 8591 8597 8603 8609 8615 8621 8627
73 8633 8639 8645 8651 8657 8663 8669 8675 8681 8686
74 8692 8698 8704 8710 8716 8722 8727 8733 8739 8745

75 8751 8756 8762 8768 8774 8779 8785 8791 8797 8802
76 8808 8814 8820 8825 8831 8837 8842 8848 8854 8859
77 8865 8871 8876 8882 8887 8893 8899 8904 8910 8915
78 8921 8927 8932 8938 8943 8949 8954 8960 8965 8971
79 8976 8982 8987 8993 8998 9004 9009 9015 9020 9025

80 9031 9036 9042 9047 9053 9058 9063 9069 9074 9079
81 9085 9090 9096 9101 9106 9112 9117 9122 9128 9133
82 9138 9143 9149 9154 9159 9165 9170 9175 9180 9186
88 9191 9196 9201 9206 9212 9217 9222 9227 9232 9238
84 9243 9248 9253 9268 9263 9269 9274 9279 9284 9289

85 9294 9299 9304 9309 9315 9320 9325 9330 9335 9340
86 9345 9350 9355 9360 9365 9370 9375 9380 9385 9390
87 9395 9400 9405 9410 9415 9420 9425 9430 9435 9440
88 9445 9450 9455 9460 9465 9469 9474 9479 9484 9489
89 9494 9499 9504 9509 9513 9518 9523 9528 9533 9538

90 9542 9547 9552 9557 9562 9566 9571 9576 9581 9586
91 9590 9595 9600 9605 9609 9614 9619 9624 9628 9633
92 9638 9648 9647 . 9652 9657 9661 9666 9671 9675 9680
93 9685 9689 9694 9699 9703 9708 9713 9717 9722 9727
94 9731 9736 9741 9745 9750 9754 9759 9763 9768 9773

95 9777 9782 9786 9791 9795 9800 9805 9809 9814 9818
96 9823 9827 9832 9836 9841 9845 9850 9854 9859 9863
97 9868 9872 9877 9881 9886 9890 9894 9899 9903 9908
98 9912 9917 9921 9926 9930 9934 9939 9943 9948 9952
99 9956 9961 9965 9969 9974 9978 9983 9987 9991 9996
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